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♠♦r❛❧ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❣♦♦❞ t✐♠❡s ✇❡ ❤❛✈❡ s♣❡♥t t♦❣❡t❤❡r✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ st❛rt
✇✐t❤ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❧✐✈❡ ❢❛r ❛✇❛② ❛♥❞ ✇❤♦ ■ ❝❛♥♥♦t s❡❡ ❛s ♦❢t❡♥ ❛s ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡✳ ■ t❤❛♥❦ ❏♦sé
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✇❛r♠ ✇❡❧❝♦♠❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❣♦♦❞ t✐♠❡s s❤❛r❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ◆✐❝♦ ❛♥❞ ▼❛r✐♦♥
✇❤♦ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ❡♥❥♦②✐♥❣ ❧✐❢❡ ✐♥ ❇♦r❞❡❛✉①❀ ■ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt✱ ❣♦♦❞ ♠♦♦❞ ❛♥❞
❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ ❝❧♦s❡r ❜②
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♣♦rts ❛♥❞ ♣✉ts ✉♣ ✇✐t❤ ♠❡✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ♠❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ■ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉❝❤ ✇♦r❦✳
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❚❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ✇♦r❧❞ ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ❢❛❝✐♥❣ s♦ ♠❛♥② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♥❝✐❧✐❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❛♥t❛❣♦♥✐st ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢
❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t②✱ ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧
s❝❛❧❡✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤♦s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱
✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡✱ ♠♦r❡ s❡❧❢ ❛✇❛r❡ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ♠♦r❡ s❡❧❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❛♣❛❜❧❡✱ ✐♥ ❛ ✇♦r❞ ♠♦r❡
❝♦❣♥✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤❛t tr❡♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♥t❡①t✱ ❦❡② ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡
♣r♦❛❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛♥ ❛ss❡t ❢♦r t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r✱ ✐s ❛❜♦✉t
t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❛ss❡t ❢♦r t❤❡ ❚❡❧❈♦ ♦♣❡r❛t♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ❢♦r
❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ♦✛❡r✐♥❣ ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡ s❡r✈✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r ❜✉t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣
✐ts ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❞❡✈✐❝❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r ✭❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✮ ♦r t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ r❡s♦✉r❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✈✐❝❡s✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥
❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✶ ✭✷✵✵✼✲✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❋P✼
❲❍❊❘❊✷ ✭✷✵✶✵✲✷✵✶✸✮✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♥❡t✇♦r❦
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡
✐♥❝✐♣✐❡♥t ✹● ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ♠♦✈❡ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞
♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜♦t❤ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡✈✐❝❡✳

Pr❡s✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢✉t✉r❡ r❛❞✐♦ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜♦t❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❛♥❞ t❤❛t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❦❡② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✳ ❙♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❡♥❣❡♥❞❡r❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s
❛❜❧❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ r❡q✉✐r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts✿
❋✐rst✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞s✱ ❛ s✐♠✲



✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✉❧❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✉❧tr❛ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤
♠♦st ♦❢ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞
t♦ ♠♦❜✐❧❡ r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❤❛s t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❣❛t❤❡rs
t✇♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✿ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦rr❡❝t ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡s❀ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤✐r❞✱ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡♥s✉r❡❞ ❜②
t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■❢ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s
❛ ❝♦r♥❡rst♦♥❡✱ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ r❡❛❧✐③❡ ✐t ❛r❡ st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♦♥s ♦✛❡r❡❞ ❜② s✉❝❤
♥❡t✇♦r❦s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦
❛❞❞r❡ss t❤♦s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❣♦✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s
t❤❡s✐s ✐s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❜✉✐❧❞ ✸ ❜r✐❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♥❡✇ t♦♦❧s ❞❡s✐❣♥
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♠✐♥❞ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✇✐❞❡r ✉s❡s ✐♥
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❡①t✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s str♦♥❣❧② ❜❡❡♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❆t
✜rst t❤❡ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✶ ♣r♦❥❡❝t t❤❡♥ t❤❡ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② t❤❡
❆◆❘ ❈❖❘▼❖❘❆◆ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❣♦❛❧ ♦✈❡rt❛❦❡s ❧❛r❣❡❧② t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡
♦❢ ❛ t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❜♦rr♦✇ ♠✉❝❤ t♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
✜❡❧❞✳

❉♦❝✉♠❡♥t ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤✐s ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ✐✳❡ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝
❝❤❛♥♥❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❞♦♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❝❤❛♣t❡rs✳
❈❤❛♣t❡rs ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹ ❛❞❞r❡ss ❡❛❝❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥✱ ♠♦❜✐❧✐t② ✮✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛♣t❡rs ✐s s❡❧❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ t♦♦❧s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s
s❝❡♥❛r✐♦s ❡✐t❤❡r ♣✉r❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❛❧s♦ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❞❛t❛✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞♦♦r s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ r❛❞✐♦ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤✲❛✐❞❡❞ r❛② tr❛❝✐♥❣✳ ❆❢t❡r ❛ s❤♦rt st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇
♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❘❚ t♦♦❧s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❆❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♥♦♥ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s ❛r❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❯❲❇ ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ❜r✐❡❢ r❡♠✐♥❞❡r ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳



✸

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❚ t♦♦❧ st❛rt✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✜rst ♣r♦♣♦s❡s ❛♥
♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋r♦♠ t❤❛t ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ r❛②s ❛r❡
❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥✲
✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❘❚✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r❛②s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❢♦❝✉s❡s
♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢r♦♠ t❤♦s❡ r❛②s✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ✈❡❝t♦r✲
✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ t❤✉s ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣
t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ s✐t❡
s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❆s ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞♦♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■t
st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❜♦t❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✿ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❜❛s❡❞ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆❢t❡r ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❧❡❞ ✐♥
t❤❛t ♣❛rt✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❛♥❞ ❲❡✐❣❤t❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ✭❲▲❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✱
❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ❤❡❧♣s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ t❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✜♥❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
✇✐t❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛❞❞r❡ss❡s s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
♠♦❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲♥♦❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r
st❛rts ✇✐t❤ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ r❛❞✐♦ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❚❤❡♥✱
❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧✐t② ❛t ✷ s❝❛❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✿ ❆t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧✐t②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥t♦ ❛♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❀ ❆t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ✐s ♠❛♥✲
❛❣❡❞ ❜② ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ♠♦❜✐❧✐t② ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts✳ ◆♦✲
t❛❜❧②✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥
❉❡♣❡♥❞❡♥t P❛r❛♠❡t❡rs ✭▲❉Ps✮ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❛❧✲
✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ✜rst ❞②♥❛♠✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ✐s r✉♥ ❛♥❞ ▲❉Ps
❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ✭❈■❘✮ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉t✐✲✇❛❧❧
❛♥❞ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s r✉♥ ✇✐t❤ ✷ ❛❣❡♥ts ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ s②♥✲
t❤❡t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤♦s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt③♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝❛♠♣❛✐❣♥ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ▲❉Ps ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❈■❘s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❢❡✇ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❋✐rst t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ▼▲
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛♥
❛♣♣❡♥❞✐① ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ▼✉❧t✐
❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳



✺

❈❤❛♣t❡r ✷

❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥
▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞
●r❛♣❤✲❇❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜✐t r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣
♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❛❞✐♦ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ r❡✲
s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♥❡t✇♦r❦s r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡
❤✐❣❤❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤♦s❡ ❛s♣❡❝ts✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs
t❤❛t ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❤❛✈❡ t♦ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❜♦t❤
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t♦♦❧s✱ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♥✲
✈✐s❛❣❡❞✱ ❡✐t❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦r ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
t❡①t✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t♦♦❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✉❡ t♦ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s ✜rst ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦♥ t❤❡✐r ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚ t♦♦❧ ❢♦r r❛❞✐♦
❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧
❛r❡ r❡♠✐♥❞❡❞ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐♥❞♦♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠♦❜✐❧✐t②✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❘❚ t♦♦❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ✈❡r② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥t❡①t
✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❛②s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❝❛❧❧❡❞ r❛② s✐❣♥❛t✉r❡s
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❛② ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ s♦♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞ ✇❤❡♥
♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦❢ r❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧②
♣❡rs✐st❡♥t✳ ❆❢t❡r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❛②s ❢r♦♠ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡



✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

r❛②s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❯❲❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼✉❧t✐
❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✳

❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❛t ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❛ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐ ✇❛❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ t❤✉s ❢❛st❡r t❤❛♥
t❤❡ ❢✉❧❧ r❛② tr❛❝✐♥❣ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❛t s❡❝t✐♦♥ ❡♥❞s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
t♦ ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❈♦♥t❡①t ❖✈❡r✈✐❡✇ ✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✱ ❯❲❇ ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♣❛♥♦r❛♠❛ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s✱ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ ❘❚ t♦♦❧s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
P♦✐♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s✐♠✉❧❛t♦r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ s✐♠✉❧❛t♦r ❛ q✉✐❝❦ r❡♠✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②
❣❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

✷✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❘❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❈✉rr❡♥t
◆❡❡❞s

❚❤❡ ❯❍❋ ❜❛♥❞ ❣♦❡s ❢r♦♠ ✸✵✵▼❍③ t♦ ✸●❍③✳ ■♥ t❤✐s ❜❛♥❞ st✐❧❧ ❧✐✈❡s t♦❞❛② ♠♦st ♦❢
t❤❡ ✉s❡❞ ✇✐r❡❧❡ss st❛♥❞❛r❞s✳ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❤♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞s
t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❤✉❣❡ ❡✛♦rt ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❦❡② ❢❛❝t♦r ❢♦r ❣♦♦❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ❧✐♥❦ ♦r ♥❡t✇♦r❦✳ ❋✐rst ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
t♦ ❝♦♥❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥s✱ ❜✉t ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❡❛r❧② t✐♠❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r②
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❣❡t ❛❧s♦ ❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ t♦♦❧s✳

❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ❡♥❣✐♥❡❡rs ♥❡❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r
❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❡♥❣✐♥❡❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ✇❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t
❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r✱ ❇❊❘✱ P❊❘✱ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❙■◆❘✱ ✳✳✳✮ ♦♥
❛ ❣✐✈❡♥ s✐t❡ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②✱ ♦♥❡ ❡♥❝♦✉♥t❡rs ✿

✕ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇
st❛♥❞❛r❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ♣✉r♣♦s❡

✕ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥❡❡❞s
❢♦r ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❝t✉❛❧ t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✇❤❡r❡ ❛ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐t r❛t❡ ♦r ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ✐♥❞♦♦r
s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡✳❣✳ ✐♥s✐❞❡ ❛ r♦♦♠ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦rr✐❞♦r✳
▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❞♦♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s



✷✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ❖✈❡r✈✐❡✇ ✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✱ ❯❲❇ ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✼

✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❙✐t❡

s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❜② ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s♦✉❣❤t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

✕ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❚✐♠❡ ❉♦♠❛✐♥ ✭❋❉❚❉✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✕ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ▼♦♠❡♥ts ✭▼♦▼✮
✕ ❚❤❡ r❛②s ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❚❤❡ ❋❉❚❉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♣❛r✲
t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✉s❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ✭t− 1✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t✳
❉❡s♣✐t❡ ♦❢ ✐ts ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶❪ ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❬✷❪✳ ❋♦r ♥♦✇✱
t❤❡ ❡①❛❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t
♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✐♥ ❧♦✇❡r ❜❛♥❞ ❜✉t ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❛❞❞r❡ss ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❜♦✈❡ ❯❍❋✱
❛s②♠♣t♦t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ♠✉❝❤ s✉✐t❡❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ st✐❧❧✳

❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ▼♦▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✸❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✈❛❧✉❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉s❡❞ ✇✐t❤ r❛② ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡✐t❤❡r ❛s ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❬✹❪ ♦r ❢♦r ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✺❪✳

❚❤❡ r❛② ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❖♣t✐❝s ✭●❖✮ ❛♥❞ ❯♥✐❢♦r♠ ❚❤❡♦r②
♦❢ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❯❚❉✮✳ ❚❤❡ ●❖ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✲
✐❧❛t❡❞ t♦ ❛ r❛②✳ ❚❤✐s r❛② ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜② ❜❡✐♥❣
r❡✢❡❝t❡❞✱ r❡❢r❛❝t❡❞ ♦r ❞✐✛r❛❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❯❚❉ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ ●❖ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬✻❪✳ ❚❤♦s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ◆▲❖❙ ✉r❜❛♥ ♦✉t❞♦♦r s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ r❛② ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡❧♦✇ 100 MHz✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❛r❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❍♦♣❡❢✉❧❧②✱ t❤♦s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✉s❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
st❛♥❞❛r❞s✳

❘❛② ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✷ s✉❜❣r♦✉♣s✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣ ✭❘❚✮
❛♥❞ r❛② ❧❛✉♥❝❤✐♥❣✳

✕ ❚❤❡ r❛② ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ r❛②s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ ✜♥❞ t❤♦s❡
✇❤♦ r❡❛❝❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳

✕ ❚❤❡ ❘❚ ❝♦♥s✐sts ✐♥ tr❛❝✐♥❣ r❛②s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣
t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠♠✐♥❣



✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

✷✳✷✳✶✳✶ ❆❞✈❡♥t ♦❢ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣ ✭❘❚✮ ❚♦♦❧s

❚❤❡ r❛② tr❛❝✐♥❣ t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r r❛❞✐♦ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str②✱ ❬✼❪✱❬✽❪✱ ❬✾❪✱ ❬✶✵❪✱
❬✶✶❪✱ ❬✶✷❪✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠✐❧❡st♦♥❡ ❢♦r ✉s✐♥❣ ❘❚ t♦♦❧ ❢♦r ✐♥❞♦♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
✐♥ ✶✾✾✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛② tr❛❝✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞♦♦r ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❬✶✸❪✳ ❉✉❡ t♦ ❢❛✐r❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❛t ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♠❡r✲
❣❡♥❝❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✾✵✬s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❋r❛♥❝❡
✇✐t❤ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❯♥✐❢♦r♠ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❬✶✵❪ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ ❝♦r♥❡r st♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ st❡❛❧t❤
st✉❞✐❡s ❢♦r ❘❛❞❛r ❈r♦ss ❙❡❝t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ t❤♦s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❘❚ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞
❛s ▼♦▼ ❬✶✹❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❘❚ ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡✐r s♣❡❡❞
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ ✶✾✾✾ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t②
r❡❧❛t✐♦♥s ❬✶✷❪✳ ❚❤❛t ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❛✐♥ ❛ 103 ❢❛❝t♦r ♦♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❘❚✱ ❛♥❞ t❤✉s
❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❞r❡ss ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❛r✐♦ ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝✐t② ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦r
✐♥❞♦♦r ❝♦✈❡r❛❣❡✳

❚❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❘❚ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ▼✉♥✐❝❤✱ ●❡r♠❛♥② ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st
s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ t❤✉s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t r❛②✲❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✛❡rs ❛ ❤✐❣❤
✜❞❡❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❘❋ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❬✶✺❪✳ ■♥ t❤❡ ✷❦✬s✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r t❡❧❡❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st✐❧❧ q✉✐❝❦❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♦♣❡r❛t♦r t♦ q✉✐❝❦❧② ❞❡✈❡❧♦♣
t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❘❚ t♦♦❧s ❛♣♣❡❛rs ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ s✉❝❤
❛s ❱♦❧❝❛♥♦ ❬✶✻❪ ✱ ❲✐♥Pr♦♣ ❬✶✼❪ ❲✐r❡❧❡ss ■♥s✐t❡ ❬✶✽❪✱ ♦r ❙✐❣■♥t ❬✶✾❪✳

✷✳✷✳✶✳✷ ❈✉rr❡♥t ❚r❡♥❞s ✐♥ ❘❚

❚♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s ✭✸●✱ ✹●✱ ▲❚❊✱ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱✳✳✳ ✮✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ t♦♦❧s ❢♦r
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❛❧❧
❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ t❤✐s st♦r②✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✷ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞✳ ●❧♦❜❛❧❧② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧❛r❣❡ ❜✐t r❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s
❤❛s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥ r❡❣❛r❞s ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs✳ ❆♥❞
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥❡✇ ♥❡❡❞s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳

❋r♦♠ t❤♦s❡ s♣❡❝✐✜❝ ♥❡❡❞s✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆s
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❛ r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥t✱ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐ts❡❧❢✳

P❛r❛❞♦①✐❝❛❧❧②✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✷✵ ②❡❛rs ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❘❚ t♦♦❧s ❤❛✈❡ ♠♦st❧② r❡♠❛✐♥❡❞
t♦♦❧s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚ t♦♦❧s ❢♦r t❡st✐♥❣
✐♥❞♦♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❘❚ t♦♦❧s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❡✳❣✳ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♦r ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❘❚



✷✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ❖✈❡r✈✐❡✇ ✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✱ ❯❲❇ ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✾

t♦♦❧s ❬✷✶❪✳ ❆t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♥❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ tr❡♥❞
♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♣♣❡❛rs t❤❡ ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❖r✐❣✐♥❛❧❧② r❡s❡r✈❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❧✐t❛r② ✉s❡✱ t❤❡ ❯❲❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✉♥✲
❧✐❝❡♥s❡❞ t♦ ✉s❡ ❜② t❤❡ ❋❈❈ ♦♥ ✶✹t❤ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✷ ❬✷✷❪ ❢♦r ❛ ❜❛♥❞ ❢r♦♠ ✸✳✶●❍③ t♦
✶✵✳✻●❍③✳ ❚❤✐s r❡❧❡❛s❡ ♦❢ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛ ❤✉❣❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱
✇✐t❤ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❤✉❣❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r s❤♦rt r❛♥❣❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡✳ ❇✉t t❤❛t t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❛s q✉✐❝❦❧② t✉r♥❡❞
❢r♦♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡
❝❡♥t✐♠❡t❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ r❛♥❣✐♥❣ ❬✷✸❪✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s ♦t❤❡r ✈❛❧✉❛❜❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣❛t❤s ❬✷✹✱ ✷✺❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
♠♦st t♦♦❧s ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s ❬✷✻❪✱ ♦♥❧② ❢❡✇
❘❚ t♦♦❧s t❛❦❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯❲❇ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

❆♥♦t❤❡r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❘❚ t♦♦❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡q✉✐r❡s t♦ r❡❝♦♠♣✉t❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛ ♥❡✇ ❈■❘
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❝♦rr❡❝t ▲❉Ps✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧
❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t✐♠❡ t❤❡ ❈■❘ ❜❡t✇❡❡♥ t♦ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✇❤❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❛②✲❧❛✉♥❝❤✐♥❣✴ r❛②✲tr❛❝✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦t❤ ♥♦t q✉✐❝❦ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ♥♦t ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❛t ❦✐♥❞
♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❛t ✐ss✉❡✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♥✈✐s❛❣❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❘❚ t♦♦❧s
t♦ ❛✈♦✐❞ r❡st❛rt✐♥❣ t❤❡ r❛② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ❬✷✼❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛❝❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿ ❍♦✇ ❛ ❘❚ t♦♦❧
❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❯❲❇
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❄ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❈■❘ ❛♥❞✴♦r ▲❉P
❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤❄

✷✳✷✳✷ ❙♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯❧tr❛ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞ ✭❯❲❇✮ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②

❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ q✉✐❝❦ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❘❚ t♦♦❧s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■t ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❛ss❡ts ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❛t ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❯❧tr❛ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞ ✭❯❲❇✮

❆♥ ❯❲❇ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B✿

B =
fh − fl

(fh + fl)/2
> 0.2 ✭✷✳✶✮

✇✐t❤ fh ❛♥❞ fl ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❜❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛t −10 dB✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❣r❡❛t❡r



✶✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✺✵✵ MHz✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② C ♦❢ ❛ ❙■❙❖ s②st❡♠ ✐♥ ❆❲●◆
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❜❛♥❞✇✐❞t❤ W ❛♥❞ SNR ❛s ✿

C =W ❧♦❣2(1 + SNR) ✭✷✳✷✮

SNR =
Pr
N0W

✭✷✳✸✮

❲❤❡r❡ Pr ✐s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ N0 t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ✐t ❝❧❡❛r❧②
❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦✛❡rs ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦
♦✛❡r ❤✐❣❤ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❛♥❣❡ ❛t ❧♦✇ ❞❛t❛ r❛t❡✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣r♦♣❡rt②
♠❛❦❡s ❯❲❇ ❛ ❦❡② t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r r❛♥❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
♣♦✇❡r ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ s②st❡♠s✳ ❆♥❞ ✐t
✐s t❤❡♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❙◆❘ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❢❛st ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❣❡✳ ■♥ ✷✵✵✷✱
❚❤❡ ❋❈❈ ✉♥❧✐❝❡♥s❡❞ t❤❡ ❯❲❇ ❢♦r ✸ t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ✈❡❤✐❝❧❡ r❛❞❛r✱ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✐♠❛❣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♦❜st❛❝❧❡s✮✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
■♥ ❯❙❆✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❋❈❈ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛s❦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶❛✳ ■♥ ❊✉r♦♣❡✱ t♦ ♣r❡✈❡♥t
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ♣r❡❡①✐st✐♥❣ st❛♥❞❛r❞s✱ t❤❡ ❊❚❙■ ❣r♦✉♣ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤✐s r❡❣✉❧❛t✐♦♥
❤❛s ✐♠♣♦s❡❞ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❯❲❇ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛s❦✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶❜ ✳

❲❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❯❲❇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s✐ts ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
s②st❡♠ ❡♥s✉r✐♥❣ ✈❡r② ❧♦✇ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞ ❤❛s t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❢❛st ❢❛❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠✉❧t✐✲♣❛t❤s ✭❡✳❣✳ ✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❛✈❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ r❡✲
s♦❧✈❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s r❡❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤
✭r❛❦❡ r❡❝❡✐✈❡r✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❯❲❇ s✐❣♥❛❧s ✐s t❤❡✐r ❣♦♦❞ ♠❛t❡r✐❛❧
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳

Frequency  (GHz)

dB
m

/M
H

z)

✭❛✮ ❋❈❈ ♠❛s❦

Frequency  (GHz)

dB
m

/M
H

z)

✭❜✮ ❊❚❙■ ♠❛s❦

❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❯❲❇ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛s❦ ❢♦r ✭❛✮ ❯❙❆ ❛♥❞ ✭❜✮ ❊✉r♦♣❡



✷✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ❖✈❡r✈✐❡✇ ✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✱ ❯❲❇ ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✶✶

✷✳✷✳✷✳✷ ❯❧tr❛ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞ ✭❯❲❇✮ ■♠♣✉❧s❡ ❘❛❞✐♦ ♦r ▼✉❧t✐✲❇❛♥❞ ✿ ❉✐✛❡r❡♥t
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❙✐♥❝❡ ✷✵✵✻ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✺✳✸❛ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✱ t✇♦
♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✿

✶✳ ▼✉❧t✐✲❜❛♥❞ ❯❲❇ ✇❤❡r❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛rr✐❡rs ✇✐t❤
❜❛♥❞✇✐❞t❤ > ✺✵✵ MHz✳

✷✳ ❚❤❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❯❧tr❛ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞ ✭■❘✲❯❲❇✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❤♦rt
✐♠♣✉❧s❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ ✶ ns ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛rr✐❡r
❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤❡ ▼✉❧t✐✲❜❛♥❞ ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ r❛t❡ ❛♥❞ s❤♦rt
r❛♥❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝❛♣❛❝✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯❲❇ s✐❣♥❛❧s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✳❣✳ t❤❡ ❲✐r❡❧❡ss✲❯❙❇ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❯❲❇ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ♥❡✈❡r r❡❛❧❧② ❝♦♥✈✐♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✜rst t❤❡
■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✺✳✸❛ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t❤❡ ❲✐▼❡❞✐❛ ❆❧❧✐❛♥❝❡✱ ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇❛❞❛②s ✐s ♠♦r❡
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✻✵ GHz t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

❚❤❡ ■❘✲❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❯❲❇ ❡♥s✉r❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s♠❛❧❧ ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡
❞❡❧❛②s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥✳ ❋✐rst ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❧✐t❛r② ❢♦r r❛❞❛r ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❛t ✷✹ GHz t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♣✉❜❧✐❝ ❢r♦♠ t❤❡ ■❊❊❊
✽✵✷✳✶✺ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ✐s t❤❡ ✽✵✷✳✶✺✳✹❛ ❬✷✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥
❛♠❡♥❞♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❞❛t❛ r❛t❡ ✽✵✷✳✶✺✳✹ ✭❩✐❣❇❡❡✮ st❛♥❞❛r❞✳ ❚❤❡ ✽✵✷✳✶✺✳✹❛ ❤❛s t❤❡ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡ t♦ ♦✛❡r ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss
❡q✉✐♣♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦st ❬✷✾❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s st❛♥❞❛r❞✱ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❤❛✈❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✿ t❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❡❙♣♦♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡❝❡♥t❧② ❛❝❤✐❡✈❡s
t❤❡ ✇♦r❧❞ r❡❝♦r❞ ♦❢ r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❬✸✵❪✳ ❉❡❝❛✇❛✈❡ ❬✸✶❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧s♦ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞
❝❤✐♣ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❡♠❡r❣✐♥❣ ✽✵✷✳✶✺ st❛♥❞❛r❞ ✐s
t❤❡ ✽✵✷✳✶✺✳✻ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝②✳ ❚❤✐s st❛♥❞❛r❞ ✐s
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❲✐r❡❧❡ss ❇♦❞② ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✭❇❆◆✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✷❪✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞s ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡❧② ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s
❛s ❛ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦♥
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛r❡ r❡♠✐♥❞❡❞✳

✷✳✷✳✸ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❝❛❧❧❡❞ s♦♠❡ ❜❛s✐❝s ❛❜♦✉t ❤♦✇ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛♥❞
❤♦✇ t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✷✳✷✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞
r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ ❘❋ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥ r❡❝❡✐✈❡rs✳



✶✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣
❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥♣✉t ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✱ ❞❡❧❛②❡❞✱ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛♥❞ ♦r ❞✐st♦rt❡❞✳

❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❡❧❧♦ ❬✸✸❪✱ ✐t ❡①✐sts ✹ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷

✕ ❚✐♠❡✲✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ h(τ, t)
✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ♦✉t❣♦✲
✐♥❣ s✐❣♥❛❧ y(t) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ s✐❣♥❛❧ x(t) ✉s✐♥❣ ✿

y(t) =

∫ +∞

−∞
x(t− τ)h(τ − t)dτ ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ h(τ, t) ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t t✐♠❡ t ❢♦r ❛ ♣❛st
❡✈❡♥t ❛t τ ✳

✕ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ T (f, ν)
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t X(f) ❛♥❞ Y (f) ❛r❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ x(t) ❛♥❞ y(t) r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ✿

Y (t) =

∫ +∞

−∞
X(f − ν)T (f, ν)dν ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ T (f, ν) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥ ❜♦t❤ t ❛♥❞ τ ❛s ✇❡❧❧
❛s ✿

T (f, ν) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(t, τ)e−j2πfτe−j2πνtdτdt ✭✷✳✻✮

✕ ❚✐♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢✉♥❝t✐♦♥ H(f, t)
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ y(t) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧ X(f)✳

y(t) =

∫ +∞

−∞
X(f)H(f, t)ej2πftdf ✭✷✳✼✮

❲❤❡r❡ H(f, t) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ✿

H(f, t) =

∫ +∞

−∞
h(τ, t)e−j2πfτ =

∫ +∞

−∞
T (f, ν)ej2πνtdν ✭✷✳✽✮

✕ ❉❡❧❛②✲❉♦♣♣❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ S(τ, ν)
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①♣r❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

y(t) =

∫ +∞

−∞
x(t− τ)

(∫ +∞

−∞
S(τ, ν)ej2πνtdν

)

dτ ✭✷✳✾✮

✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ✿

S(τ, ν) =

∫ +∞

−∞
h(τ, t)e−j2πνtdt =

∫ +∞

−∞
T (f, ν)ej2πfτdf ✭✷✳✶✵✮
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❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❇❡❧❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥✳

■♥ ❝❛s❡ ❛♥② ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s s❛✐❞ st❛t✐❝✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
r❡♠♦✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ✹ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
t♦ ♦♥❧② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h(τ) ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧H(f)✳

✷✳✷✳✸✳✷ ❚❤❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▲♦ss❡s

■♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r Pr ❛t ❞✐st❛♥❝❡ d ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋r✐✐s
❢♦r♠✉❧❛ ❬✸✹❪✿

Pr = PtGrGt

(

λ

4πd

)2

✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Pt ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r✱ Gr ❛♥❞ Gt ❛r❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ❛♥❞ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ✐♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r✱
♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤✐s ♣❛t❤ ❧♦ss L ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ dB ✇✐t❤ ✿

LdB = −20❧♦❣10
(

λ

4πd

)

✭✷✳✶✷✮

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐st❛♥❝❡ d0
❛s ✿

L̄ = L0 + 10np❧♦❣10

(

d

d0

)

✭✷✳✶✸✮

✇✐t❤ ✿

L0 = 20❧♦❣10

(

4πd0
λ

)

✭✷✳✶✹✮

❛♥❞ np ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t✳ np = 2 ❢♦r ❛ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳
❋♦r ♥♦♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s t❛❦❡♥

✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ ❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r np✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡



✶✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

♦❜st❛❝❧❡s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❬✸✺✱ ✸✹❪ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛
●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ Xsh✱ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σsh✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
Xsh ♠♦❞❡❧s t❤❡ s❤❛❞♦✇✐♥❣✿

L = L0 + 10np❧♦❣10

(

d

d0

)

+Xsh ✭✷✳✶✺✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r r❡❧❛t✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r t♦ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❘❙❙ r❛♥❣✐♥❣✳

✷✳✷✳✸✳✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❛t❤s

■♥ s♦♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▲✐♥❡ ♦❢ ❙✐❣❤t ✭▲❖❙✮ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛r❡ ✐♥ ◆♦♥ ▲✐♥❡ ♦❢ ❙✐❣❤t ✭◆▲❖❙✮✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❡♥❞s ✇❤❡♥ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ❛ s✉♠ ♦❢ ❡❝❤♦❡s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛♥❞
❞❡❧❛②❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ✭❛♥❞ s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✳

❆s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞✐❝t❛t❡s ❤♦✇ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t❡❞ ♦✛ ♦❜st❛❝❧❡s✿

✕ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ✭s♣❡❝✉❧❛r ♦r ❞✐✛✉s❡✮ ❛♥❞ ❘❡❢r❛❝t✐♦♥
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ✷ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ■♥
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡✢❡❝t✐♥❣✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝✉❧❛r r❡✢❡❝t✐♦♥✳
■♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡✢❡❝t✐♥❣✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✇❤❡r❡❛s ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt ✐s r❡❢r❛❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■❢ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
✐s ❞✐✛✉s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✕ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
❆s ❧♦♥❣ ❤❛s t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣
✇❛✈❡s ❝❛♥ ❢✉❧❧② ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ♣❛rt
❣♦❡s ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❛ s❡❝♦♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❡♥❞✐♥❣ ❜② ❝r♦ss✐♥❣ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✕ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥
❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❛ ✇❛✈❡ ❡♥❝♦✉♥t❡rs t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❧❛r❣❡ ✐♥
r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍✉②❣❡♥s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t r❛❞✐❛t❡s ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡✳

❆❧❧ t❤♦s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝r❡❛t❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧ t♦ ✇r✐t❡
t❤❡ st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h(τ) ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ❛s✿

h(τ) =

K−1
∑

k=0

αkδ(τ − τk) ✭✷✳✶✻✮



✷✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ❖✈❡r✈✐❡✇ ✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✱ ❯❲❇ ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✶✺

Specular Reflection Reflection and Refraction

TransmissionTransmission Diffraction

Diffuse Reflection

❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ▼❛✐♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

✇❤❡r❡ αk ❛♥❞ τk ❛r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t❤ k✱ ❛♥❞ δ r❡❢❡rs t♦ t❤❡
❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷✳✷✳✸✳✹ ❊✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❈❤❛♥♥❡❧

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤s ❤❛s
❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚✇♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤♦s❡
♣❤❡♥♦♠❡♥❛s✿

✕ ❚❤❡ s❧♦✇ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t ✿
■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❧♦✇ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✐s ❛❝t✐✈✐t②
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✕ ❚❤❡ ❢❛st s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❢❛❞✐♥❣ ✿
■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢❛st t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✇❛✈❡s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤♦s❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❜② ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♦r ❛ ❘✐❝❡ ❧❛✇✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦r ♥♦t✳

✷✳✷✳✹ ❙♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯❲❇ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧

❉✉❡ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❯❲❇ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❯❲❇
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♠✐♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✳✷✳✹✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❛s❤❡♠✐ ❬✸✻❪ ❛♥❞ ❋♦r❡st❡r ❬✸✼❪✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r ❛♥ ❯❲❇ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✿



✶✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

✕ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ✿
◦ τm ✿ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❧❛② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱
◦ τRMS ✿ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡❧❛②✱
◦ τmax✿ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣❛t❤✳

✕ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭▼P❈✮ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ str♦♥❣❡st ♣❛t❤✳

✕ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❡♥❡r❣② ❛♠♦✉♥t
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳

✕ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❘❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✲❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳

✷✳✷✳✹✳✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞♦♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤s ❛♣♣❡❛rs✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❈■❘✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s
❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛♥❞ s♣r❡❛❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✶✻✮ ❞♦❡s
♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❈■❘
❛rr✐✈❡ ❜② ❝❧✉st❡rs✳ ❋r♦♠ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❙❛❧❡❤ ❛♥❞ ❱❛❧❡♥③✉❡❧❛ ❬✸✽❪✱ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
❈■❘ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r ❯❲❇ ✐♥ t❤❡ ✽✵✷✳✶✺✳✸ ❛♥❞ ✽✵✷✳✶✺✳✹✳❛ st❛♥❞❛r❞✳
❯s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h(τ) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

h(τ) = A
L
∑

l=0

K
∑

k=0

αk,lδ(τ − Tl − τk,l) ✭✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ✿
✕ A ✐s ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛❧✉❡✱
✕ L ❛♥❞ K ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❡r ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❧✉st❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✕ Tl ✐s t❤❡ ❞❡❧❛② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ lt❤ ❝❧✉st❡r✱
✕ τk,l ✐s t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ kt❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ lt❤ ❝❧✉st❡r✱
✕ αk,l ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ kt❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ lt❤ ❝❧✉st❡r✳

❚❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡❧❛② ❛♥❞ ♣❛t❤ ❞❡❧❛② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✉st❡r l r❡❛❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

p(Tl|Tl−1) = Λe−Λ(Tl−Tl−1) ❢♦r l ≥ 1 ✭✷✳✶✽✮

p(τk,l|τk−1,l) = λe−λ(τk,l−τk−1,l) ✭✷✳✶✾✮

✇✐t❤ Λ ❛♥❞ λ ❛r❡ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥t♦ ❛ ❣✐✈❡♥
❝❧✉st❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

αk,l = pk,lǫlβk,l ✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡



✷✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ❖✈❡r✈✐❡✇ ✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✱ ❯❲❇ ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✶✼

✕ pk,l ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✕ ǫl ❛♥❞ βk,l ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t k ✐♥ ❝❧✉st❡r l ✇❤❡r❡✿

log10(ǫlβk,l) ∝ N (vk,l, σ1 + σ2) ✭✷✳✷✶✮

vk,l =
10ln(Ω0)− 10Tl/Γ− 10τk,l/γ

ln(10)
− (σ21 + σ22) ln(10)

20
✭✷✳✷✷✮

E[|ǫlβk,l|] = Ω0e
−Tl/Γe−τk,l/γ ✭✷✳✷✸✮

σ1 ❛♥❞ σ2 ❛r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
♣❡r ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❜② ♣❛t❤ ✐♥t♦ ❛ ❝❧✉st❡r✳ Ω0 ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❝❧✉st❡r✳ Γ ❛♥❞ γ ❛r❡ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✉st❡r✳ ❆❧❧
t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹

❋✐❣✳ ✷✳✹✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs✳

❚❤❡ ✽✵✷✳✶✺✳✹❛ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜r♦✉❣❤t s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❜❡ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✕ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤s✬ t✐♠❡✲♦❢✲❛rr✐✈❛❧ ♣❡r ❝❧✉st❡r p(τk,l|τk−1,l) ✐s ♥♦✇ ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ❜② ✷ P♦✐ss♦♥✬s ❧❛✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② λ1 ❛♥❞ λ2 ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r µ✿

p(τk,l|τk−1,l) =µλ1e
−λ1(τk,l−τk−1,l) ✭✷✳✷✹✮

+ (µ− 1)λ2e
−λ2(τk,l−τk−1,l) ❢♦r k ≥ 1

✕ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❡r ❝❧✉st❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ▲❖❙ ✿

E[|αk,l|2] = Ωl
1

γl((1− ν)λ1 + νλ2 + 1)
e−τk,l/γl ✭✷✳✷✺✮

✕ ♦r ◆▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✿

E[|αk,l|2] = 1 + χe−τk,l/γre−τk,l/γd
γr + γd
γd

Ωl
γr + γd(1− χ)

✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡ Ωl ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥t♦ t❤❡ lt❤ ❝❧✉st❡r✱γl ❛♥ ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ❢❛❝t♦r✱ χ ❛ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ γr ❛♥❞ γd✱ ✷ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦♥ t❤❡
♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡ s♣❡❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❧✉st❡r✳



✶✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

✷✳✷✳✺ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ s♦♠❡ ❜❛s✐❝s t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❯❲❇ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❖ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ r❡♠✐♥❞❡❞✳

✷✳✷✳✺✳✶ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❊q✉❛t✐♦♥s

❆♥② ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ E(s, ω) ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞ H(s, ω)✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
✈❡❝t♦r s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤
❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r♠✐t✐✈✐t② ǫ(s) ❛♥❞ ❛♥❞ ❛ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② µ(s)✱ t❤❡ ❢♦✉r ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡✿

∇×E(s, ω) + jωµ(s)H(s, ω) = ~0 ✭✷✳✷✼✮

∇×H(s, ω)− jωǫ(s)E(s, ω) = ~0 ✭✷✳✷✽✮

∇ [ǫ(s)E(s, ω)] = ~0 ✭✷✳✷✾✮

∇ [µ(s)H(s, ω)] = ~0 ✭✷✳✸✵✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❡r♠✐t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ǫ(s) = ǫ ❛♥❞ µ(s) = µ

❯s✐♥❣ t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞
❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

∇U(s, ω) + k2U(s, ω) = 0 ✭✷✳✸✶✮

✇❤❡r❡ U(s, ω) r❡♣r❡s❡♥ts ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ k ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

k = ω
√
ǫµ =

2π

λ
=

2π

λ0

√
ǫrµr ✭✷✳✸✷✮

✇✐t❤
✕ λ ❛♥❞ λ0 t❤❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✕ ǫr ❛♥❞ µr t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♣❡r♠✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✿

ǫr = ǫ′r − j60σλ ✭✷✳✸✸✮

µ = µ′ − jµ′′r ✭✷✳✸✹✮

✕ σ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
❯s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿
✕ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣
❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t✳ ❲❛✈❡ ❢r♦♥ts ❛r❡ ♣❧❛♥❡✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦r
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞✴♦r ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆ s❡t ♦❢ r❛②
✐s ❛ ❙❤❡❛❢ ♦r ❛ t✉❜❡✱ ✉s✐♥❣ ✷ ❝❛✉st✐❝ s❡❣♠❡♥ts ✭❆❇ ❛♥❞ ❈❉ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮



✷✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ❖✈❡r✈✐❡✇ ✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✱ ❯❲❇ ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✶✾

✕ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❛ r❛② ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✱
❜♦t❤ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡

✕ ❘❛②s ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❋❡r♠❛t ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤
t❛❦❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❜② ❛ r❛② ✐s t❤❡ ♣❛t❤ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛✈❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st
t✐♠❡✳ ■♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳

A

B

C

D P(0)
P(s)

Caustics

❋✐❣✳ ✷✳✺✿ ❙❤❡❛❢✱ ❝❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐s

✷✳✷✳✺✳✷ ❋✐❡❧❞ ▲♦❝❛❧✐t② Pr✐♥❝✐♣❧❡

■t ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ s❝❛❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s t♦ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s✳
❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s✳ ❇♦t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ❛r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
tr✐❤❡❞r♦♥ (E,H, s) ✐s ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦✿

E =

√

µ

ǫ
(H× s) ✭✷✳✸✺✮

❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ st✉❞② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❜❛s✐s B = (s, θ̂, φ̂) ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✳

✷✳✷✳✺✳✸ ❋✐❡❧❞ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❖♣t✐❝s ✭●❖✮

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ●❖ ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢
▲✉♥❡❜❡r❣ ❛♥❞ ❑❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✿

E(s) = A(s, ρ1, ρ2)E(0)e−jkψ(s) ✭✷✳✸✻✮



✷✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

E(s) =





0
E‖(s)

E⊥(s)





B

= A(s, ρ1, ρ2)





0
E‖(0)

E⊥(0)





B

e−jkψ(s) ✭✷✳✸✼✮

✇❤❡r❡
✕ A(s, ρ1, ρ2) ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ E(s) ❛♥❞ E(0)✱ ❛s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❢❛❝t♦r ✿

A(s, ρ1, ρ2) =

√

ρ1ρ2
(ρ1 + s)(ρ2 + s)

✭✷✳✸✽✮

✕ s ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P (0) ❛♥❞ P (s) ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮
✕ ψ(s) = s ✐s ❛ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t P (s)
✕ ρ1 ❛♥❞ ρ2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t✱ ♠❡❛s✉r❡❞
♦♥ t❤❡ r❛②✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t P (0)✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦r t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

❇❡❝❛✉s❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♦rt❤♦❣♦✲
♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ŝ✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ŝ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳
❚❤❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❜❛s✐sB ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿

E(s) =

[

E‖(s)

E⊥(s)

]

B

= A(s, ρ1, ρ2)

[

E‖(0)

E⊥(0)

]

B

e−jks ✭✷✳✸✾✮

❚❤❡ t✇♦ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ρ1 ❛♥❞ ρ2 ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛② tr❛❥❡❝t♦r②✳
❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ r❛② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❛❧♦♥❣ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤♦s❡ r❛❞✐✉s ♦❢
❝✉r✈❛t✉r❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ r❛②✱ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✸ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳

✷✳✷✳✺✳✹ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥❝♦✉♥✲
t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t②♣❡✳

❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t

❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ Q✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡s θi✱θr ❛♥❞ θt ❞❡s✐❣♥❛t❡
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤♦s❡
❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥ ♥♦r♠❛❧ n̂✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✜❡❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✐♥ PR✱ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ sr ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t Q ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

[

Er‖(s
r)

Er⊥(s
r)

]

Br

=

√

ρr1
ρr1 + sr

ρr2
ρr2 + sr

[

R‖ 0

0 R⊥

] [

Ei‖(s
i)

Ei⊥(s
i)

]

Bi

e−jks
r

✭✷✳✹✵✮



✷✳✷✳ ❈♦♥t❡①t ❖✈❡r✈✐❡✇ ✿ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣✱ ❯❲❇ ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✷✶

❋✐❣✳ ✷✳✻✿ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❜❛s✐s

✇❤❡r❡ ρr1 ❛♥❞ ρr2 ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ❛t t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ Br = (sr, er‖, e

r
⊥) ❛ ❧♦❝❛❧ ❞✐r❡❝t r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛s❡✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s

♣❧❛♥❡✱ ρr1 = ρi1 ❛♥❞ ρr2 = ρi2✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♣❡r♠✐t✐✈✐t② ǫr✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

✇r✐t❡ t❤❡ s♦❢t r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R‖ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R⊥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ θi = θr✱ ✇✐t❤✿

R‖ =
ǫr cos θ

i −
√

ǫr − sin2 θi

ǫr cos θi +
√

ǫr − sin2 θi
✭✷✳✹✶✮

R⊥ =
cos θi −

√

ǫr − sin2 θi

cos θi +
√

ǫr − sin2 θi
✭✷✳✹✷✮

■t ♠❛② ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞♦♥✬t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✿

R‖ = +1 ✭✷✳✹✸✮

R⊥ = −1 ✭✷✳✹✹✮

✭✷✳✹✺✮

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t

❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

[

Et‖(s
t)

Et⊥(s
t)

]

Bt

=

√

ρt1
ρt1 + st

ρt2
ρt2 + st

[

T‖ 0

0 T⊥

] [

Ei‖(s
i)

Ei⊥(s
i)

]

Bi

e−jks
t

✭✷✳✹✻✮



✷✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

✇❤❡r❡ ρt1 ❛♥❞ ρt2 ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t tr❛♥s♠✐tt❡❞
t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ Bt = (st, et‖, e

t
⊥) ❛ ❧♦❝❛❧ ❞✐r❡❝t tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❛s❡✳ ■♥ ❛ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣❧❛♥❡✱ ρr1 = ρi1 ❛♥❞ ρ
r
2 = ρi2✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❬✶✵❪✿

ρt1 = ρi1α
−1 ✭✷✳✹✼✮

ρt2 = ρi2α
−1γ−2 ✭✷✳✹✽✮

✇✐t❤ ✿
α =

1√
ǫr

✭✷✳✹✾✮

❛♥❞

γ =
cos θi

cos θt
✭✷✳✺✵✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞♦♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❙✉❝❤ ❛ st❛❝❦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❧❛❜✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡
r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❚❤✉s✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❝❦❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t♦ t❤❡ s❧❛❜✳ ❆t ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣
t❤❡ s❧❛❜✱ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♣♣❡❛rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✾❪✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♦✉t❣♦✐♥❣
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✸✳

✷✳✸ ▲❛②♦✉t✬s ●r❛♣❤s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦♦❧s❛♥❞ s♦♠❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❲✐t❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❘❚ t♦♦❧ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

✷✳✸✳✶ ●r❛♣❤s ◆♦t❛t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✱ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ●r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞
♦r ♥♦♥ ♦r✐❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❣r❛♣❤ ❛❧s♦ ❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤♦s❡ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❡♠❜❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ♦r ❡❞❣❡s✱ t♦ st♦r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡✐r
♥❛t✉r❡✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❡tt❡r x
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡✐r ♥❛♠❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✿
❆ ❣r❛♣❤ ✐♥❞❡①❡❞ x ❢r♦♠ ✐ts ♥❛♠❡ ✐s ♥♦t❡❞ Gx(Vx,Ex) ✇❤❡r❡ Vx ❛♥❞ Ex ❛r❡ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ Gx✳
❋♦r ❛ ❣r❛♣❤ Gx(Vx,Ex) ❤❛✈✐♥❣ N ♥♦❞❡s ❛♥❞ E ❡❞❣❡s✱

Vx = {v0
x , . . . , v

N−1
x } ✭✷✳✺✶✮



✷✳✸✳ ▲❛②♦✉t✬s ●r❛♣❤s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✷✸

Ex = {e0x, . . . , eE−1
x } ✭✷✳✺✷✮

✇❤❡r❡ ❢♦r ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤

ekx = (t❛✐❧(ekx), ❤❡❛❞(e
k
x)) ∈ Vx × Vx

✷✳✸✳✷ ❚❤❡ ●r❛♣❤s ❢♦r ▲❛②♦✉t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✹ ❣r❛♣❤s r❡q✉✐r❡❞✿
✕ ❣♦r ❧❛②♦✉t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

◦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡ Gs(Vs,Es)✱ ✭♥♦♥ ♦r✐❡♥t❡❞✮
◦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛♣❤ Gt(Vt,Et)✱ ✭♥♦♥ ♦r✐❡♥t❡❞✮

✕ ❣♦r s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
◦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t② Gv(Vs,Ev)✱ ✭♥♦♥ ♦r✐❡♥t❡❞✮
◦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Gi(Vi,Ei)✱ ✭♦r✐❡♥t❡❞✮

✷✳✸✳✷✳✶ Gs(Vs,Es) t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ ●r❛♣❤ Gs✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦♥ ❡♥✈✐r♦♥❡♠❡♥t✳ ■t ✐s t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤
t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ ❧✐st ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❧✐st✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤
✐s ❜❡✐♥❣ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛②♦✉t ❡❞✐t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
❜✉✐❧t✲✐♥ ❡❞✐t♦r✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦♣❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣
❢♦r♠❛t ❛s ❳▼▲ ♦♣❡♥ str❡❡t ♠❛♣ ❢♦r♠❛t ✭✳♦s♠✮ ❬✹✵❪✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ ✐ts ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳

■♥ t❤❡ ✐♥❞♦♦r ❝❛s❡✱ ❛ ❧❛②♦✉t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✢♦♦r ♣❧❛♥✳ ❊❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜✲
✐♥❣ t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦✉t❧✐♥❡s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ Gs✳ ❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❜♦✉♥❞✐♥❣
❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t✇♦ ♥♦❞❡s ♦❢ Gs✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧②✱ ♥♦❞❡s ♦❢ Gs ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ✇❤❡r❡❛s ♥♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥❞❡① ✭s❡❣♠❡♥ts✮ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t✇♦ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞❡①❡s ✭♣♦✐♥ts✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✱ ❛ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♠♦r❡ t❤❛t t✇♦ s❡❣♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡ Gs✳
P♦s✐t✐✈❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Gs ❤❛✈❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ❛ ♠❡t❛✲❞❛t❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❡✐t❤❡r ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦❝❡ss✐♥❣✿

✕ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥❞❡①❡s ✭❛✳❦✳❛✳ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Gs ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♥❞❡①✮✱

✕ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✱
✕ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱
✕ ❛ ❤❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡✱
✕ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t✱
✕ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r✳
❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡

s❧❛❜✬s ♥❛♠❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛②♦✉t ❡❞✐t✐♦♥✳



✷✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✳ ✷✳✼✿ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ●r❛♣❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡ Gs✳ ❲❤✐t❡ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t s❡❣♠❡♥ts ✭♥♦❞❡s ✇✐t❤
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞❡①✮ ❛♥❞ ❤❛t❝❤❡❞ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥ts ♣♦✐♥ts ✭♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞❡①✮ ♦❢ t❤❡
❧❛②♦✉t✳

❆ s❧❛❜ ✐s ❛ st❛❝❦ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤✐s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛❧❧ s❧❛❜ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s❧❛❜ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✹✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ✐♥ R
3✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛❧❧♦✇ t♦

❛❞❞r❡ss s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ s❡❣♠❡♥t ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❧❛❜s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡
❧✐st ♦❢ ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ✳ ❆t ♠♦st✱ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t✇♦
❝②❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✜❧❧❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛♣❤ Gt ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t✳ ▼♦r❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t Gt ❛♥❞ ❝②❝❧❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳ ❚❤❡ s✐❣♥❡❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s
✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢
t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❝❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❜❡ ❝r♦ss❡❞ ✭❜② ❛♥ ❛❣❡♥t✮✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛✐r ✇❛❧❧s✳ ❆✐r
✇❛❧❧s ❛r❡ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t ♥❡✐t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝ ♥♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❛t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧
❣r❛♣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✷✳✷ ❚❤❡ ●r❛♣❤ ♦❢ ❚♦♣♦❧♦❣② Gt
❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛♣❤ Gt ❛✐♠s t♦ ❛❜str❛❝t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❣r❛♣❤ Gs t♦ ❝②❝❧❡s r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥✳
❆ ❣r❛♣❤ ❝②❝❧❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥✐s❤✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡s

❛♥❞ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❛t ♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ♦♥❝❡✳
❈②❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②♦✉t ✐♥

♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❣r❛♣❤s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❛t ❤❛♥❞✱ Gt ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ Gs ♥♦❞❡s ✐♥ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤r❡❡ r✉❧❡s ✿

✶✳ ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♥♦♥❡ ❝②❝❧❡ ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦
❛♥♦t❤❡r✳

✷✳ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ Gs ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s
✸✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t✇♦ ❝②❝❧❡s ❛t ♠♦st✳
✹✳ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ Gs ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❧✐♥❦ ✷ ❝②❝❧❡s ❛t ♠♦st✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ❜✉✐❧❞ Gt ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝②❝❧❡ ❜❛s✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Gs✳

❇❡❝❛✉s❡ Gs ✐s ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❝②❝❧❡ s♣❛❝❡✳ ■t ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢



✷✳✸✳ ▲❛②♦✉t✬s ●r❛♣❤s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✷✺

❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝②❝❧❡s ♥❛♠❡❞ ❜❛s✐s ❝②❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t Gs ❬✹✶❪✳
❚❤❡ ❜❛s✐s ❝②❝❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❬✹✷❪✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ Gt✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●r❛♣❤ Gt

❘❡q✉✐r❡✿ Gs
C = ❝②❝❧❡❴❜❛s✐s(Gs)
Gt = ●r❛♣❤(C)
Gt = r❡♠♦✈❡❴✐♥❝❧✉❞❡❞❴❝②❝❧❡s(Gt)
Gt = ❞❡❝♦♠♣♦s❡(Gt)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❆❞❥❛❝❡♥t ❈②❝❧❡s✮ ❚✇♦ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐❢ t❤❡② s❤❛r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
s❡❣♠❡♥t✳ ❈②❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛❞❥❛❝❡♥t ❛♥❞ t❤♦✉❣❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✱ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ Gt ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t ❝②❝❧❡s✳ ❇② ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✱ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t ❛❞❥❛❝❡♥t ❝②❝❧❡s✳

0

1 2
3456

7

8

910111213

14 15

16

❋✐❣✳ ✷✳✽✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●r❛♣❤ Gt✳ ◆♦❞❡s ♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❝②❝❧❡s✳ ❊❞❣❡s
♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤ ❝♦♥♥❡❝t ❛❞❥❛❝❡♥t ❝②❝❧❡s

❇♦t❤ Gs ❛♥❞ Gt ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛②♦✉t✳
❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❜✉✐❧❞ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ❣r❛♣❤s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✸ ●r❛♣❤s ❢♦r ❍❡❧♣✐♥❣ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛♣❤
♠✉st ❜❡ ❜✉✐❧t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ●❖✴❯❚❉ ❜❛s❡❞ r❛②✲tr❛❝✐♥❣✳

✷✳✸✳✸✳✶ ●r❛♣❤ ♦❢ ❱✐s✐❜✐❧✐t② Gv

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t② Gv ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts
❛♥❞ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❧❛②♦✉t✳

❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Gv ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ Gs✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ Gv ❝♦♥♥❡❝t ♥♦❞❡s r❡❧❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✏♦♣t✐❝❛❧✑ ✈✐s✐❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤♦s❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦♥❝❡r♥ t✇♦
s❡❣♠❡♥ts✱ ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦r t✇♦ ♣♦✐♥ts✳



✷✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
♣♦✐♥ts✳ ❆ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❉✐✛r❛❝t✐♥❣ ◆♦❞❡✮ ❆ ❞✐✛r❛❝t✐♥❣ ♥♦❞❡ νs ✐s s✉❝❤ t❤❛t

(νs < 0) ❛♥❞ (❞❡❣r❡❡(νs) ≤ 2)

✇❤❡r❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ✈❡rt❡①

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ Gv✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐✈✐❞❡ ❛♥❞
❝♦♥q✉❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②♦✉t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦♦♣ t♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣r❛♣❤✳ ❖♥❡ ✈❛r✐❛♥t ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣♦s❡ ❣r❛♣❤ ❜✉t ❦❡❡♣ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t②
s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳✾✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❜✉✐❧❞ ●r❛♣❤ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t② Gv

❘❡q✉✐r❡✿ Gs✱ Gt
Gv = ●r❛♣❤() ⊲ ■♥st❛♥t✐❛t❡ ❛ ✈♦✐❞ ❣r❛♣❤
❢♦r cycle ✐♥ Gt ❞♦

Gv(cycle) = ❜✉✐❧❞●✈(Gs, cycle) ⊲ ❜✉✐❧❞ Gv ❢♦r cycle
Gv = ❝♦♠♣♦s❡(Gv,Gv(cycle))

❡♥❞ ❢♦r
❘❡t✉r♥(Gv)
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5859
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6263

6465
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6869
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7879

8081
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8485

8687
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-71 -70

-69 -68

-67 -66

-65 -64

-63 -62

-61 -60

-59 -58

-57 -56

-54

-53 -52

-51 -50

-49 -48
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-22

-2
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-7-6
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❋✐❣✳ ✷✳✾✿ ●r❛♣❤ ♦❢ ❱✐s✐❜✐❧✐t② Gv

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ✷✳✹✳✷ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛♥♥❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❣r❛♣❤ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ Gv ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✇❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳



✷✳✸✳ ▲❛②♦✉t✬s ●r❛♣❤s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✷✼

✷✳✸✳✸✳✷ ●r❛♣❤ ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s Gi

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Gi ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ Gv✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Gi ✐s
❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❣❛t❤❡rs ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s Vs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❝②❝❧❡ ♦❢ Gt✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ Gv ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ✉♣ t♦
4 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ Gi✿ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞✴♦r t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❛♥❞✴♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ♦♥❡ ✇❛② ❛♥❞✴♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♦t❤❡r ✇❛②✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡s❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s✳

(4,0,1)

(4,1,0)

0 1
(4,1)

(4,0)

❋✐❣✳ ✷✳✶✵✿ ❚❤❡ 4 ♣♦t❡♥t✐❛❧ t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧

❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✭❚✮✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭❘✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❉✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✷✳✸✳✶✿

✕ (v is, v
k
t ) ✐s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ s❡❣♠❡♥t v is > 0 ❛♥❞ ❝②❝❧❡ vkt

✕ (v is, v
k
t , v

l
t) ✐s ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❝r♦ss s❡❣♠❡♥t v is > 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❝②❝❧❡s vkt t♦ ❝②❝❧❡ v lt ✳

✕ (v js ) ✐s ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ♥♦❞❡ v js < 0

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ✐s ❝r❡❛t❡❞ Gi ❢r♦♠ Gv✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳

◆♦❞❡s ♦❢ Gi ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t✉♣❧❡s✳ ❍❡♥❝❡ ✇r✐tt❡♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s ♦❢ Gi ❛r❡ t✉♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t✿

✕ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s❡❣♠❡♥ts ♦r ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ Gs ♥♦❞❡s✱
✕ ❛ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡✢❡①✐♦♥ ♦r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ t✉♣❧❡✳

❚❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ s❡❝t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ❙✐❣✲
♥❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
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❆♣♣r♦❛❝❤

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❇✉✐❧❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Gi

❘❡q✉✐r❡✿ Gs✱ Gt✱ Gv
⊲ ❇✉✐❧❞ Gi ♥♦❞❡s
❢♦r n ✐♥ ♥♦❞❡s(Gv) ❞♦ ⊲ ▲♦♦♣ ♦♥ Gv ♥♦❞❡s

✐❢ n < 0 t❤❡♥ ⊲ ■❢ ♥♦❞❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t
Gi✳❛❞❞❴♥♦❞❡✳((n)) ⊲ ❛❞❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♥♦❞❡

❡❧s❡ ⊲ ✐❢ ♥♦❞❡ ✐s ❛ s❡❣♠❡♥t
❝②0✱❝②1❂❣❡t❴❝②❝❧❡s(Gs, n)
Gi✳❛❞❞❴♥♦❞❡s✳((n, cy0, cy1), (n, cy1, cy0)) ⊲ ✷ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
Gi✳❛❞❞❴♥♦❞❡s✳((n, cy0), (n, cy0))) ⊲ ✷ r❡✢❡❝t✐♦♥s

❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r

⊲ ❇✉✐❧❞ Gi ❡❞❣❡s
❢♦r inter1 ✐♥ nodes(Gi) ❞♦

linter = ✈✐s✐✷✐♥t❡r(Gv, inter1) ⊲ ✜♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ Gi ✐♥ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ❢r♦♠ ♥♦❞❡s ♦❢ Gv
❢♦r inter2✐♥ linter ❞♦

✐❢ ✭inter2 ✐s ❘❡✢❡❝t✐♦♥✮ ♦r ✭inter2 ✐s ❉✐✛r❛❝t✐♦♥✮ t❤❡♥
Gi✳❛❞❞❴❡❞❣❡ ((inter1, inter2))

❡❧s❡ ✐❢ inter2 ✐s ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ inter1✐s ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤❡♥
Gi.add❴edge((inter1, inter2))

❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r



✷✳✸✳ ▲❛②♦✉t✬s ●r❛♣❤s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✷✾
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❋✐❣✳ ✷✳✶✶✿ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❝♦♠❜✐♥❡s s❡✈❡r❛❧ ❣r❛♣❤s ✿ s❡❣♠❡♥ts ♥♦❞❡s ✭♣♦s✐t✐✈❡
♥✉♠❜❡r ✐♥ ✇❤✐t❡ ❞♦ts✮ ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ♥♦❞❡s ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❣r❡② ❞♦ts✮ ❛r❡ ❢r♦♠ Gs
❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ✭♥✉♠❜❡r ✐♥ r❡❞ sq✉❛r❡✮ ❛r❡ ❢r♦♠ Gt✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❡❧♦✇ ✐s t❤❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ Gi✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ✇❤✐t❡✱ ♦r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❣♠❡♥t 4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✿ (4, 0) r❡✢❡❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞ ❝②❝❧❡ 0✱ (4, 1) r❡✢❡❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞
❝②❝❧❡ 1✱ (4, 0, 1) tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❝②❝❧❡ 0 t♦ 1✱ ❛♥❞ (4, 1, 0) tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❝②❝❧❡ 1
t♦ 0
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❆♣♣r♦❛❝❤

✷✳✹ ❋r♦♠ ●r❛♣❤s t♦ ❘❛② ❙✐❣♥❛t✉r❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❛② s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❋✐rst t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❜❡❤✐♥❞ t❤❛t ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤♦s❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳

✷✳✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❛② ❙✐❣♥❛t✉r❡

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✲
tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥s ♦r ♦❜❥❡❝ts ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ♣❛t❤ ♣❡rs✐st❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✹✸❪ ❛s
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❘❚ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
s✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❈■❘✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥t♦
t❤❡ r❛②s✱ ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥t♦ t❤❡✐r r❡❧❛t❡❞ ❧✐sts ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s❧❛❜s ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥
t❤♦s❡ s❧❛❜s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ r❛②✲s✐❣♥❛t✉r❡ ✭♦r ❛ s✐❣♥❛t✉r❡✮ ❛s ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t♦r ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈■❘✳ ❇② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✳

❍❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ❤❛r❞❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ tr❛♥s✲
♠✐tt❡r ♦r ❛ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ✭♦r ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❧❛r❣❡✮
♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ r❛②s
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✹✹❪ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ✐♥✲
s✐❞❡ ❛ r♦♦♠✳ ❚❤✐s st✉❞② ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ✐♥s✐❞❡ ❛
r❡✈❡r❜❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ❛
❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦
t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ s✐❣♥❛t✉r❡s✳

✷✳✹✳✷ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r♦♠ Gi

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ✷❉ r❛②s✳ ❆ ✷❉ r❛② r̃✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❉❡❢✳ ✸✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ (O, x̂, ŷ) ❛♥❞ t❤❡ t✐❧❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ✷❉ r❛② r̃ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts
p̃l ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ (O, x̂, ŷ)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭✷❉ r❛②s✮ ✷❉ r❛②s ❛r❡ ✷❉ ♣♦❧②✲❧✐♥❡s ✇❤♦s❡ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✐s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜②
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ (O, x̂, ŷ)✳ ❆ ✷❉ r❛② r ✇✐t❤ Lh ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s
❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ Lh+2 ♣♦✐♥ts✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✷ ♣♦✐♥ts p̃−1 ❛♥❞ p̃Lh

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡✐t❤❡r
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ❛
✷❉ r❛② ❝❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

r̃ = [p̃−1, p̃0, . . . , p̃Lh−1, p̃Lh
] ✭✷✳✺✸✮



✷✳✺✳ ●❡tt✐♥❣ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✸✶

❆s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡❢✳ ✹✱ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✷ ♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✿ t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ✭s❧❛❜✮ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Gi✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✷✱ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝②❝❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥❞❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s❧❛❜✳ ❚❤♦s❡ t✇♦ ❧❛st
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❘❛② ❙✐❣♥❛t✉r❡✮ ❆ r❛② s✐❣♥❛t✉r❡ s = S(r̃) ♦❢ ❛ ✷❉ r❛② r̃ ✇✐t❤ Lh ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Lh✳ ❆ ✜rst s❡q✉❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ✭❘✱❚✱❉✮✳ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡
♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤ Gi ♦r ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ r❛②✳ ❚❤✉s✱ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

s =

[

n0 . . . nl . . . nLh−1

t0 . . . tl . . . tLh−1

]

✭✷✳✺✹✮

❖❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r♦♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ Gi ✐s ❛ ✷ st❡♣s ♣r♦❝❡ss✿

✕ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t✇♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ♥♦❞❡s V
p̃−1

i ❛♥❞ V
p̃Lh

i ❢r♦♠ Gi ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t
✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ p̃−1 ❛♥❞ p̃Lh

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✕ ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡ ♣❛t❤s ✭♣❛t❤s ✇✐t❤ ♥♦ r❡♣❡❛t❡❞ ♥♦❞❡s✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ❞✐st✐♥❝t ♣❛✐r
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s (V p−1

i ,V pL

i )✳
❚❤♦s❡ r❡t✉r♥ ♣❛t❤s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥♦❞❡s Gi✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② tr❛♥s✲

❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❛t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s

❘❡q✉✐r❡✿ p̃−1✱p̃Lh

❘❡q✉✐r❡✿ Gi
S = ❬ ❪ ⊲ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛♥ ❡♠♣t② ❧✐st
V

p̃−1

i ← ❣❡t✲✈✐s✐❜❧❡✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s(Gi, p̃−1)

V
p̃Lh

i ← ❣❡t✲✈✐s✐❜❧❡✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s(Gi, p̃Lh
)

❢♦r it in V
p̃−1

i ❞♦

❢♦r ir in V
p̃Lh

i ❞♦
S.❛♣♣❡♥❞✭❛❧❧✲s✐♠♣❧❡✲♣❛t❤s(Gi, p̃−1, p̃Lh

))
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r
s = r❡s❤❛♣❡✲t♦✲s✐❣♥❛t✉r❡(S)

✷✳✺ ●❡tt✐♥❣ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✷ st❡♣s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✸❉ r❛② ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❋✐rst ❛ ✷❉
r❛② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✷❉ r❛② ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✢♦♦r✴❝❡✐❧
r❡✢❡❝t✐♦♥s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✸❉ r❛②✳



✸✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

✷✳✺✳✶ ●❡tt✐♥❣ ✷❉ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉ r❛② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ (O, x̂, ŷ) ❢r♦♠ ✐ts s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ ✸ st❡♣s
♣r♦❝❡ss✳

✕ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ t❛✐❧ ❛♥❞ ❤❡❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❡❣✲
♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳

✕ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ♦♥❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
✭❚ ♦r ❘✮ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳

✕ ❚❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✈❛❧✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦♥ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts✳

✷✳✺✳✶✳✶ P❤❛s❡ ✶ ✿ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s P♦✐♥ts ❙❡❣♠❡♥ts

❖✉t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✹✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t t❤❡ s❡❣♠❡♥t
♦r ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡r nl ❛♥❞ ❢r♦♠ ❣r❛♣❤ Gs t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s (al ❛♥❞ bl) ❞❡✜♥❡❞
✇✐t❤ ✿

al = [xal , yal ]
T , ✭✷✳✺✺✮

bl = [xbl , ybl ]
T , ✭✷✳✺✻✮

■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❛✐❧ ❛♥❞ ❤❡❛❞ ♣♦✐♥ts✱ ❢♦r s❤❛♣❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t②✱ ❛
♣♦✐♥t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✵ ✇❤✐t❤ t❤❡ t✇♦ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s gl = (al,al)✳

❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s✱ ✷ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐sts ♦❢ t❛✐❧ ❛♥❞ ❤❡❛❞ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
p̃a ❛♥❞ p̃b ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✿

p̃a = [a0, ...,aLh−1] ✭✷✳✺✼✮

p̃b = [b0, ...,bLh−1] ✭✷✳✺✽✮

✷✳✺✳✶✳✷ P❤❛s❡ ✷ ✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡ ❙❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ P♦✐♥ts

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐tt❡r ✭♦r r❡❝❡✐✈❡r✮ ♣♦s✐t✐♦♥ p̃−1 = [x−1, y−1]

T ✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡❣♠❡♥ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

✕ ✭❘✮ ✿ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t ✇✳r✳t t❤❡ s❡❣♠❡♥t✱
✕ ✭❚✮ ✿ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t ✐ts❡❧❢
✕ ✭❉✮ ✿ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ ♣♦✐♥t ✐ts❡❧❢
❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ (2× Lh) ✈❡❝t♦r✿

m = [m0, ...,mLh−1]

✇✐t❤ ✿
ml = [xl, yl]

T

m0 ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s✿



✷✳✺✳ ●❡tt✐♥❣ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✸✸

✕ ✭❘✮ ✿ m0 = K0p̃−1 + v0

✕ ✭❚✮ ✿ m0 = p̃−1

✕ ✭❉✮ ✿ m0 = a0
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ mk ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ lth ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿
✕ ✭❘✮ ✿ ml = Klml−1 + vl
✕ ✭❚✮ ✿ ml = ml−1

✕ ✭❉✮ ✿ ml = al
✇❤❡r❡ Kl ✐s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Kl =

[

al −bl
−bl −al

]

✭✷✳✺✾✮

❛♥❞ vl ✐s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

vl = [cl, dl]
T ✭✷✳✻✵✮

✇✐t❤

al =
(xal−xbl )

2−(yal−ybl )
2

(xal−xbl )
2+(yal−ybl )

2 ✭✷✳✻✶✮

bl =
2(xbl−xal )(yal−ybl )

(xal−xbl )
2+(yal−ybl )

2 ✭✷✳✻✷✮

cl = 2
xal (yal−ybl )

2+yal (xbl−xal )(yal−ybl )

(xal−xbl )
2+(yal−ybl )

2 ✭✷✳✻✸✮

dl = 2
xal (yal−ybl )(xbl−xal )+yal (xbl−xal )

2

(xal−xbl )
2+(yal−ybl )

2 ✭✷✳✻✹✮

❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠✿

Am = y ✭✷✳✻✺✮

A =











I2
{−K1| − I2|O2} I2

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
{−KLh−1| − I2|O2} I2











✭✷✳✻✻✮

y =











{K0p̃−1 + v0|p̃−1|a0}
{v1|z2|d1}

✳✳✳
{vLh−1|z2|dLh−1}











✭✷✳✻✼✮

✇❤❡r❡ I2 ❛♥❞ O2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✷✱ z2 ✐s 2 × 1 ③❡r♦ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ {R|T |D} st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♠❛tr✐① ❡♥tr✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t②♣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
✷ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳
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❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✳ ✷✳✶✷✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts m0 ❛♥❞ m1 ❢r♦♠ t❤❡ ❚r❛♥s♠✐tt❡r p̃−1

♣♦s✐t✐♦♥✳ m0 ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ p̃−1 t❤r♦✉❣❤ g0✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t a0 ❛♥❞
b0✳ m1 ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ m0 t❤r♦✉❣❤ g1✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t a1 ❛♥❞ b1✳

✷✳✺✳✶✳✸ P❤❛s❡ ✸ ✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ P♦✐♥ts ❢r♦♠ P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ■♥✲
t❡r♠❡❞✐❛t❡ P♦✐♥ts

▲❡t ✐s ❞❡✜♥❡ t❤❡ lth ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ ❛ ✷❉ r❛② ❛s p̃l = [x
′

l, y
′

l ]
T ✳ ❊❛❝❤ s✉❝❤

♣♦✐♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✷ s❡❣♠❡♥ts✿ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❡❣♠❡♥t sl ❛♥❞
t❤❡ r❛② s❡❣♠❡♥t ❥♦✐♥✐♥❣ ml ❛♥❞ ml−1✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ r❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r Γl =
[αl, βl]

T ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❛ (4 × 1)

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ✐s x
′

l =
[

p̃Tl ,Γ
T
l

]T
✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r p̃Lh
= [xLh

, yLh
]T ✳ ❋r♦♠

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥t mLh−1✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

p̃0 + α0(p̃Lh
−mLh−1) = p̃Lh

✭✷✳✻✽✮

p̃0 + β0(aLh−1 − bLh−1) = aLh−1 ✭✷✳✻✾✮

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

W0x
′

0 = y
′

0 ✭✷✳✼✵✮

✇✐t❤ ✿

W0 =

[

I2 p̃Lh
−mLh−1 02×1

I2 02×1 aLh−1 − bLh−1

]

✭✷✳✼✶✮

y
′

0 =
[

p̃TLh
,aTLh−1

]T
✭✷✳✼✷✮

❚❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t p̃l ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣♦✐♥t p̃l−1 ✿



✷✳✺✳ ●❡tt✐♥❣ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✸✺

p̃l + αl(p̃l−1 −mLh−(l+1)) = p̃l−1 ✭✷✳✼✸✮

p̃l + βl(aLh−(l+1) − bLh−(l+1)) = aLh−(l+1) ✭✷✳✼✹✮

✭✷✳✼✺✮

Wlx
′

l = y
′

l ✭✷✳✼✻✮

✇✐t❤ ✿

Wl =

[

I2 pl−1 −mLh−(l+1) 02×1

I2 02×1 aLh−(l+1) − bLh−(l+1)

]

✭✷✳✼✼✮

y
′

l =
[

p̃Tl−1,a
T
Lh−(l+1)

]T
✭✷✳✼✽✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s❡❣♠❡♥t ♣❧❛②s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ ✐❢ 0 <
βl, αl < 1 t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t p̃l ✐s ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡
❝✉rr❡♥t r❡❝❡✐✈❡r✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳✶✸✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts p̃l ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✷❉ r̃ ✐s ❦♥♦✇♥✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✸✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✷ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts p̃0 ❛♥❞ p̃1✳ p̃0 ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t

♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [r,m1] ❛♥❞ g1✳ p̃1 ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t
[

p
‖
0,m0

]

❛♥❞

s0✳ β0 ❛♥❞ β1 ❛r❡ ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ g0 ❛♥❞ g1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ α0 ❛♥❞ α1 ❛r❡ ❧❡♥❣t❤
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ s❡❣♠❡♥ts [r,m1] ❛♥❞ [p̃0,m0] r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✺✳✷ ❉❡r✐✈✐♥❣ ✸❉ ❘❛②s ❢r♦♠ ✷❉ ❘❛②s

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ r❛②s ✐♥ ✸❉ r❛②s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ r❛②s✳ ▲❡ts
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✸❉ r❛② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✷✳✶✹❛✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✷❉ r❛② ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ (O, x̂, ŷ) ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❛② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹❜✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛ ✸❉ r❛② ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢✿

✕ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ r❛②s ✇❤❡r❡ t❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s
♠✐ss✐♥❣
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✭❛✮ ✸❞ ✈✐③✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✭❜✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ (O, x̂, ŷ) ✭❝✮ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣
t❤❡ r❛② ❛①✐s ŝ

❋✐❣✳ ✷✳✶✹✿ ✸ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐s ♦❢ ❛ s❛♠❡ r❛②✳

✕ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❞✉❡ t♦ ❝❡✐❧ ❛♥❞✴♦r ✢♦♦r r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ x ❛♥❞ y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡✐❧ ✐s ❦♥♦✇♥✮✳

❚❤❡ ✸❉ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✷ st❡♣s ✿
✶✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❝❡✐❧✴♦r ✢♦♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❛②✳
✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠✐♥❣

❝❡✐❧✴✢♦♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ ✐♥ (O, x̂, ŷ, ẑ)✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❡✐❧✴✢♦♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉s❡s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹❝✳ ❚❤❛t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❛②✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♣♦❧②✲❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❛② ✐♥ (O, x̂, ŷ) ❤❛s
❜❡❡♥ ✉♥✇r❛♣♣❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s t❤✉s ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ŝ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤✉s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❛②✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❡✐❧✴✢♦♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥
✷✳✺✳✷✳✶✱ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳✷✳

✷✳✺✳✷✳✶ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❘❡❧❛t✐✈❡ P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❈❡✐❧✴❋❧♦♦r ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s P♦✐♥ts

❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛②s
r❡✢❡❝t ♦♥ t❤❡ ✢♦♦r ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❝❡✐❧✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❢r❛♠❡ (O, ẑ, ŝ)✱ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ♣❧❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛② tr❛❥❡❝t♦r②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❛t ♣❧❛♥
❞❡♥♦t❡❞ a ❛♥❞ b r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ✿

a = [0, z−1]
T ✭✷✳✼✾✮

b = [(s, zL]
T ✭✷✳✽✵✮



✷✳✺✳ ●❡tt✐♥❣ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✸✼

❋✐❣✳ ✷✳✶✺✿ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡s Dm ❛♥❞ s❡❣♠❡♥ts ❢r♦♠
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ a ❛♥❞ b✱ ❢♦r Le = 2✳



✸✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

✇❤❡r❡ s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

s =
l=L
∑

l=0

||pl − pl−1|| ✭✷✳✽✶✮

❚❤❡ image ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤♦s❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣
❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ Le r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts q̃✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❛t ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✢♦♦r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡✐❧ Le ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s
✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❧❡t✬s ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❧✐♥❡s D−1 ❛♥❞ D1 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦r ❛♥❞ t❤❡
❝❡✐❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ Dm−2|Dm−1 t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ Dm−2 ❜② Dm−1 ✱ ❡❛❝❤
image lines Dm ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧❞ ✇✐t❤✿

Dm =























Dm−2|Dm−1 for m ∈]2, Le]
Dm+2|Dm+1 for m ∈ [−Le, 2[
Dm−3|Dm−1 for m = 2

Dm+3|Dm+1 for m = −2

✭✷✳✽✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ images points ♦❢ a t❤r♦✉❣❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡s Dm

✇✐t❤ ✿

am′ =

{

am′
−1|Dm

′ if m
′ ∈]0, ..., Le]

am′+1|Dm′+1 if m
′ ∈ [−Le, ..., 0[

✭✷✳✽✸✮

✇❤❡r❡ am|Dm ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ am t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❧✐♥❡ Dm✳
❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✱ t❤❡ intersection points cm′

,m ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧❞ ❛s t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ❧✐♠✐t❡❞ ❜② am′ ❛♥❞ b ❛♥❞ ❡❛❝❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ Dm✿

cm′ ,m = [am′ ,b] ∩Dm ✭✷✳✽✹✮

❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❡✐t❤❡r ♦♥ D−1 ♦r
D1 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ m

′

✿

c⊥
m

′
,m

=

{

P (cm′ ,m,D1) if {2m′

+ 1;m
′ ∈ N |k ∈ 2Z−}

P (cm′
,m,D−1) if {2m′

+ 1;m
′ ∈ Z

− |k ∈ 2N}
✭✷✳✽✺✮

◆♦t❡ t❤❛t ♣♦✐♥ts ❛❧r❡❛❞② ♦♥ D1 ♦r D−1 ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ t❤♦s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ♣♦s✐t✐♦♥s ✉♣ t♦ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ t✐❧❞❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❧✐st ♦❢ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡
♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ q̃m′ ,c ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ✐♥ (O, ẑ, ŝ) ✇✐t❤✿

q̃m′
,c = [a, c⊥

m′ ,c
, c⊥
m′ ,2c

..., c⊥
m′ ,(m′−1)c

,b] ✭✷✳✽✻✮

✇❤❡r❡ m
′

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇✐s❤❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ c = {−1, 1} ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡t
✇❤✐❝❤ ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r ❛ ✢♦♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥s
m

′

= Le ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤ Le + 2✱ ✷ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳



✷✳✺✳ ●❡tt✐♥❣ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✸✾

❋✐❣✳ ✷✳✶✻✿ ✷ ♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ q̃m′
,c ✇✐t❤ m

′

= 2✳ ❚❤❡ ❞❛r❦❡r ❣r❡❡♥ ♣♦❧②✲❧✐♥❡ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ c = 1✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧✐❣❤t❡r ❣r❡❡♥ ♣♦❧②✲❧✐♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ c = −1

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✷ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✷ ❞✐✛❡r❡♥t
r❛②s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✢♦♦r✴❝❡✐❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡t ♦❢
♣♦✐♥ts ✉♥t✐❧ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Le ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ m

′

= 1, . . . , Le ❛♥❞ c = {−1, 1}✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❛ ✸❉ r❛② ✐s ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡

s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✐s ✇r✐tt❡♥ q̃✱ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r s❝r✐♣t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❢♦r t❤❡
❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✳

✷✳✺✳✷✳✷ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✸❉ r❛②

❆ ✸❉ r❛② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❥♦✐♥t❧② t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝❡✐❧✴✢♦♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ q̃ ❛♥❞
t❤❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛✳❦✳❛✳ t❤❡ ✷❉ r❛② r̃✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤♦s❡ ✷ ❧✐sts
❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ Π ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢
✐ts ❜♦✉♥❞s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s Π(r̃) ❛♥❞ Π(q̃) ❛s
✿

Π(r̃) = [0, α0, . . . , αLh−1
, 1] ✭✷✳✽✼✮

Π(q̃) = [0, β0, . . . , βLe−1
, 1] ✭✷✳✽✽✮

✇✐t❤ αj ∈]0, ..., 1[ ❛♥❞ βk ∈]0, ..., 1[✳
■❢ t❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s r̃ ❛♥❞ q̃ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥❡s✱ t❤❡✐r ❡①tr❡♠❛ ♣♦✐♥ts

r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥ts p−1 ❛♥❞ pL✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s



✹✵
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❆♣♣r♦❛❝❤

✭❚❤❛❧❡s ❢♦r♠✉❧❛✮✱ t❤❡ ✷ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✽✽✮✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t t♦❣❡t❤❡r✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❛t❤❡r ❛♥❞ s♦rt t❤♦s❡ ✷ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝r❡❛t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ Π(r)✿

Π(r) = s♦rt (Π(r̃) ∪Π(q̃)) ✭✷✳✽✾✮

✇❤❡r❡ s♦rt ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡✳ Π(r)
✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ Π(r̃) ❛♥❞ Π(q̃)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t πl ♦❢ Π(r) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡✐t❤❡r t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t αj ♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t βk ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s♦rt ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■t t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

Π(r) = [0, ..., πl, ..., 1] ✭✷✳✾✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Π(r) ✐s Le + Lh + 2✳
❍❡♥❝❡✱ Π(r) ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ r❛② r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

r = [p−1, ...,pl, ...,pL] ✭✷✳✾✶✮

✇✐t❤ pl = [xl, yl, zl]
T ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t♦ ❡❛❝❤ pl ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡✐t❤❡r✿

✕ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ r̃ ✇❤❡r❡ t❤❡ zl ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱
✕ ♦r t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ q̃ ✇❤❡r❡ xl ❛♥❞ yl ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤♦s❡ ♠✐ss✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢

pl ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ Π(r)✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❢♦r r✿
✕ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ xl ❛♥❞ yl ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❝❡✐❧✴✢♦♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳✶

✕ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ zl ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ r❛② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✺✳✶✳✸

❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ xl ❛♥❞ yl ✈❛❧✉❡s

❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ xl ❛♥❞ yl ✈❛❧✉❡s ♦♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ pl ❡❧❡♠❡♥ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ q̃✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✜♥❞ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ xl ❛♥❞ yl ✈❛❧✲
✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✸❉ r❛② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❞❡① l = −1✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t πl
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ Π(q̃)✱ ✐s ❛❧✇❛②s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✷ ❡❧❡♠❡♥ts π−1 ❛♥❞
πl+n ❜♦t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ Π(r̃) ✭l + n ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♥❡①t
❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ Π(p̃)✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ xl ❛♥❞ yl ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♥❡✇
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ πl ♦♥ π−1 ❛♥❞ πl+n ✿

xl = xl−1 +K(xl+n − xl) ✭✷✳✾✷✮

yl = yl−1 +K(yl+n − yl) ✭✷✳✾✸✮

✇✐t❤
K =

πl − πl−1

πl+n − πl−1
✭✷✳✾✹✮

❯s✐♥❣ ✭✷✳✾✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✾✸✮✱ t❤❡ xl ❛♥❞ yl ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ pl ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞✳



✷✳✺✳ ●❡tt✐♥❣ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✹✶

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x1 ❛♥❞ y1 ♦❢ t❤❡ ✢♦♦r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t p1 ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❇♦t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x0, y0) ❛♥❞ (x2, y2) ♦❢ ♣♦✐♥ts
p0 ❛♥❞ p2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✷❉ r❛② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠
❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r̃✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ p̃l ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛
♣❛r❛♠❡t❡r πl✳ ■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ π1 ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ π0 ❛♥❞ π2✳ ❚❤❛t
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✹✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s
x1 ❛♥❞ y1 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣ ✭✷✳✾✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✾✸✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
n = 1 ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x ❛♥❞ y ♦❢ ❛ ❝❡✐❧✴✢♦♦r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳

❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ zl ✈❛❧✉❡s

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ zl ✈❛❧✉❡s ♦❢ pl ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r̃

❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ πl ❡❧❡♠❡♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ Π(r̃)✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ πl ♦♥ π−1 ❛♥❞
πl+n✱ ❜♦t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ Π(q̃) ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥✿

zl = zl−1 +K(zl+n − zl) ✭✷✳✾✺✮

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡s❡ ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✸❉ r❛② r ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

✷✳✺✳✷✳✸ ✸❉ ❘❛②s ❊①t❡♥❞❡❞

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ r❛② ❛❧❧♦✇s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts
✐♥t♦ (O, x̂, ŷ, ẑ)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢



✹✷
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❆♣♣r♦❛❝❤

s❧❛❜✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡ ♣❧❛♥❡s ❤❛s t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❛ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ st♦r❡ t❤❡♠ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛②✳

◆♦t❛t✐♦♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ Pr❡❝✐s✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✾✵✮✱ ❛ ✸❉ r❛② ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡
r❛②tr❛❝✐♥❣ ❛✐♠s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s✱ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣♦✐♥ts✳ ❯♥t✐❧ t❤❛t s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t t♦♦❦ ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡ r
r❛②s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✸❉ r❛② r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

rr = [pr,0, ...,pr,L] ✭✷✳✾✻✮

✇❤❡r❡ pr,l ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ l ♦❢ r❛② r✳

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❚②♣❡ ❛♥❞ ❙❧❛❜

❋♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ✭❛✳❦✳❛✳ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♣♦✐♥ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ (O, x̂, ŷ)✮✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t②♣❡ ✭R|T |D✮ ❛♥❞ t❤❡✐r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❧❛❜ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢♦♦r✴❝❡✐❧✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t②♣❡ ✭R✮
❛♥❞ ❛ s❧❛❜ ✭❝❡✐❧ ♦r ✢♦♦r✮✳

❍❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ l ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛② r ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ❜♦t❤ ✐♥t♦ ❛ s❧❛❜ ♠❛tr✐① ✿

Mr = [Mr,0, . . . ,Mr,l, . . . ,Mr,L−1]. ✭✷✳✾✼✮

❛♥❞ ❛ t②♣❡ ♠❛tr✐①✿
Nr = [Nr,0, . . . , Nr,l, . . . , Nr,L−1], ✭✷✳✾✽✮

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ Nr,l ♠❛t❝❤ ❛ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ ❛s R = 1✱ T = 2✱ ❛♥❞
D = 3✱ ❛♥❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❧❛❜ ❡❧❡♠❡♥t Mr,l ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✵✹✮✳

❉❡✜♥✐♥❣ ❇❛s❡s ♦❢ ■♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ❖✉t❣♦✐♥❣ P❧❛♥❡ ❲❛✈❡s

❊❛❝❤ r❛② r ✐s ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts pr,l ❛♥❞ pr,l+1

✇✐t❤ l = −1, . . . , L ✭✇❤❡r❡ ✐♥❞❡①−1 ❛♥❞ L ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❛♥t❡♥♥❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚♦ t❤❡ lth ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r n̂r,l ♦❢ ❧❛②♦✉t s❡❣♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✭✐❢ ❘ ♦r ❚✮✳ ❚❤✐s ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s st♦r❡❞ ✐♥ Gs✳

ŝl−1 ❛♥❞ ŝl ❛r❡ t✇♦ ✉♥✐t❛r② ✈❡❝t♦rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ s❡❣♠❡♥ts [pr,l−1,pr,l]
❛♥❞ [pr,l,pr,l+1] r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛r❡ s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r
❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ l ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛② r ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿

✕ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
(

ê
i,⊥
r,l , ê

i,‖
r,l

)

✱ ❛rr✐✈✐♥❣ ♦♥ pr,l tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ ŝr,l−1

✕ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❧❛♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
(

ê
o,⊥
r,l , ê

o,‖
r,l

)

❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ pr,l tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ ŝr,l



✷✳✺✳ ●❡tt✐♥❣ ❘❛②s ♦✉t ♦❢ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✹✸

❋✐❣✳ ✷✳✶✽✿ ✐♥♣✉t ✇❛✈❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ l



✹✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

✇❤❡r❡ êi,⊥r,l ❛♥❞ ê
i,‖
r,l ❛r❡ t✇♦ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ê

o,⊥
r,l ❛♥❞ ê

o,‖
r,l

❛r❡ t✇♦ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡ ♣❧❛♥❡✳ ❇♦t❤ ✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (3× 1)
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t♦ t❤❡ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ st❛❝❦ ✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠❛tr✐① Bi

r

❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ❜❛s❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

Bi
r =

[

ê
i,⊥
r,−1, ê

i,‖
r,−1, . . . , ê

i,⊥
r,L−1, ê

i,‖
r,L−1

]

✭✷✳✾✾✮

✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (3× 2L)✳
■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠❛tr✐① Bo

r ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❧❛♥❡ ❜❛s❡s ❞❡✜♥❡❞
❜② ✿

Bo
r =

[

ê
o,⊥
r,0 , ê

o,‖
r,0 , . . . , ê

o,⊥
r,L , ê

o,‖
r,L

]

✭✷✳✶✵✵✮

✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (3× 2L)
❋♦r ❛ ❧❛t❡r ✉s❡ ✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ st♦r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ♦❢ t❤❡

r❛② ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥
ŝr,l ❛♥❞ n̂r,l✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♠❛tr✐① θr✿

θr = [θr,0, ..., θr,L−1] ✭✷✳✶✵✶✮

✇✐t❤
θr,l = arccos(n̂r,l, ŝr,l) ✭✷✳✶✵✷✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✱ Bi
r ♠❛tr✐① ❣❛t❤❡r❡❞ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r

pr,−1 t♦ t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ pr,L−1 ✇❤❡r❡❛s Bo
r ♠❛tr✐① ❣❛t❤❡r❡❞ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠

t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ pr,0 t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r pr,L✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✾✿ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② Bi
r ❛♥❞ Bo

r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥♥❛s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥
(O, x̂, ŷ, ẑ) ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t✇♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s T−1 ❛♥❞ TL r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ŝℓr,−1 ❛♥❞ ŝℓr,L t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛rr✐✈❛❧ ✈❡❝t♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛s❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❛♥t❡♥♥❛s ✇✐t❤ ✿

ŝℓr,−1 = T−1ŝr,−1 ❛♥❞ ŝℓr,L = TLŝr,L ✭✷✳✶✵✸✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ✷ ❧♦❝❛❧ ❜❛s❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥✲
♥❛s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

✕ Bℓ
r,−1 t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ ŝℓr,−1

✕ Bℓ
r,L t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ ŝℓr,L



✷✳✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ✹✺

✷✳✻ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢r♦♠
t❤❡ r❛②s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡
s❡❝t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❉❆ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ r❛②s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡
st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❜❧♦❝✱ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❧❛❜s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❛t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ✢♦✇s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❧♦❝ ♦❢ r❛②s ✐s
❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

✷✳✻✳✶ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▼❉❆ ❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✹✺❪✱ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✷✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r ▼❉❆s✳ ▼❉❆s ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t str✉❝t✉r❡s ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ ❵✬♥✉♠♣② ♥❞❛rr❛②s❵✬ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ P②t❤♦♥ ❵♥✉♠♣②❵
❧✐❜r❛r② ❬✹✻❪✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❆rr❛② ✭▼❉❆✮ ✉♥t✐❧ ✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❛✳❦✳❛ ❛①❡s✮✳ ❚❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♥❛♠❡❧② ✿

✕ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭f✮✱
✕ r❛②s ✭r✮✱
✕ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭l✮✱
✕ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✶ ✭p✮✱
✕ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✷ ✭q✮✳
❍❡♥❝❡ ✇r✐tt❡♥✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛①✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ▼❉❆

♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ❯❲❇ s✐❣♥❛❧s✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛①✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✈❡❝t♦r✐❛❧❧② ❛t ♦♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❧♦♦♣✐♥❣✳

❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❛①✐s ✐s ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ♥❛t✉r❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✿ f ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ r ❢♦r r❛②✱ l ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ p ❛♥❞ q ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r ❝❧❛r✐t② ♣✉r♣♦s❡✱ ✐✳❡ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
✇❤✐❝❤ ❛①✐s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐t②✳ ❆❧❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♦♥
▼❉❆s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♥♥❡①❡ ❆✳

✷✳✻✳✷ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ❉❛t❛ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♠❛tr✐❝❡s r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s t❤❡ s❛♠❡
❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇✱ ▼❉❆s r❡q✉✐r❡ t♦ r❡s♣❡❝t ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ❛①✐s✳ ❋♦r
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❛②s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ▼❉❆s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝❧❛ss✐❢② r❛②s ❜② t❤❡✐r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❆ ✸❉ r❛② ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ Ln ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ r❛② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Ln ✐s st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ Ln✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ r❛②s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥



✹✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✹✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
(L0, ..,Ln, .,LNi−1

) ♦❢ Ni ❜❧♦❝❦s ♦❢ r❛②s✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ Ln ✐s ❛ ❜❧♦❝❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Rn r❛②s ♦❢
Ln ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❛t ❞❛t❛ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✷ ✸❉ r❛②s✳

Transmission Reflection Diffraction

❋✐❣✳ ✷✳✷✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✷ r❛②s ✿ ❚❤❡ r❡❞ r❛② ❤❛s ✷ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ Ln ❜❧♦❝❦ 0✳❚❤❡ ❣r❡❡♥ r❛② ❤❛s ✸ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st♦r❡❞
✐♥t♦ t❤❡ Ln ❜❧♦❝❦ 1✳ ❖t❤❡rs ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤❡ Ln ❜❧♦❝❦ ❞❡s✐❣♥❛t❡ ♦t❤❡rs r❛②s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞
♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳

✷✳✻✳✸ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❙❧❛❜✬s ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❛
s♣❡❝✐✜❝ s❧❛❜✳

✷✳✻✳✸✳✶ ❙❧❛❜ ❡①♣r❡ss✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❧❛②♦✉t ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
❝❛❧❧ s❧❛❜s✳ ❆ s❧❛❜ ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ S ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s cs ❡❛❝❤
✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ls✿

ss =

[

c0 . . . cS−1

l0 . . . lS−1

]

✭✷✳✶✵✹✮

❊❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ cc ❤❛s ✐ts s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✿ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ǫc✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② µc✱ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σc✳ ❚❤❡✐r ✐♥❞✐❝❡ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠

nc =

√

ǫc
µc
. ✭✷✳✶✵✺✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✾❪✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ c+1 ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ θc ♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ c ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ✿



✷✳✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ✹✼

ρ⊥c =
n⊥c−1 − n⊥c
n⊥c−1 + n⊥c

✭✷✳✶✵✻✮

ρ‖c =
−(n‖c−1 − n

‖
c)

n
‖
c−1 + n

‖
c

✭✷✳✶✵✼✮

✇✐t❤

n⊥c =
nc

cos θc
✭✷✳✶✵✽✮

n‖c = nc cos θc ✭✷✳✶✵✾✮

✷✳✻✳✸✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ▼❛t❡r✐❛❧

❊❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡✈✐❛t❡s t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ♦✉t♣✉t ❛♥❣❧❡ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡
♥❡✇ ✐♥♣✉t ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
♠❛tr✐❝❡s c‖c ❛♥❞ c⊥c ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ c ❢♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✇✐t❤✿

c‖c =
1

1 + ρ
‖
c+1

[

ejδc ρ
‖
ce−jδc

ρ
‖
cejδc e−jδc

]

✭✷✳✶✶✵✮

c⊥c =
1

1 + ρ⊥c+1

[

ejδc ρ⊥c e
−jδc

ρ⊥c e
jδc e−jδc

]

✭✷✳✶✶✶✮

✇✐t❤

δc =
2πf

c
lcnc+1 cos θc

✳

✷✳✻✳✸✳✸ ▼❉❆ ❙❧❛❜ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✵✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✶✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❛tr✐❝❡s
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ s❧❛❜ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■❢ t❤♦s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
r❛♥❣❡✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❉✉❡ t♦ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✳
❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ▼❉❆ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ c⊥c ❛♥❞ c

‖
c tr❡❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ❛ ♥❡✇

❛①✐s f ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ a ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛①✐s l✳ ❚❤❛t✱
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛①✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ✭❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▼❉❆ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ c‖c ❛♥❞ c⊥c ❝❛♥ ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✇r✐tt❡♥ ✿

✕ c,ac
‖
f,l,p,q

✕ c,ac
⊥
f,l,p,q



✹✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤✉s ✇r✐tt❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❧❛❜ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ▼❉❆s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

s,as
‖
f,l,p,q ❛♥❞ s,as

⊥
f,l,p,q ♦❢ s❧❛❜ s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡✐r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✿

s,as
‖
f,l,p,q =

0
∏

u=cs−1

c=u,ac
‖
f,l,p,q ✭✷✳✶✶✷✮

s,as
⊥
f,l,p,q =

0
∏

u=cs−1

c=u,ac
⊥
f,l,p,q ✭✷✳✶✶✸✮

✷✳✻✳✸✳✹ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts

❋r♦♠ t❤❡ s❧❛❜ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ▼❉❆s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❡✐t❤❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦r
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ t✇♦ ▼❉❆s s,aXf,l,p ❛♥❞ s,aYf,l,q✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✶✷✮ ❛♥❞
✭✷✳✶✶✸✮ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

s,aXf,l,p =

[

1/( s,as
⊥
f,l,p[0],q[0])

1/( s,as
‖
f,l,p[0],q[0])

]

✭✷✳✶✶✹✮

s,aYf,l,q =

[

s,as
⊥
f,l,p[0],q[1]

s,as
‖
f,l,p[0],q[1]

]

✭✷✳✶✶✺✮

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ✷✳✺✳✷✳✸ ❢♦r (R|T |D)✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ▼❉❆s i=1,s,aAf,l,p,q

❛♥❞ i=2,s,aAf,l,p,q ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✿

i=1,s,aAf,l,p,q = I
p,q
⋆⋆ ⊙

(

sX
p,1
f,l sY

q,1
f,l

)

✭✷✳✶✶✻✮

i=2,s,aAf,l,p,q = I
p,q
⋆⋆ ⊙ s,aX

p,1

f,l ✭✷✳✶✶✼✮

✇❤❡r❡ Ip,q ✐s ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ▼❉❆ ✇❤♦s❡ ③❡r♦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛s❦ t❤❡ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ✭✷✳✶✶✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✼✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Ip,q =

[

1 0
0 1

]

✭✷✳✶✶✽✮

✷✳✻✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❚❤✐s ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ Ln✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ▼❉❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ✜rst
♣❛rt ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ▼❉❆ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❛ r❛② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
✷✳✺✳✷✳✸✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ▼❉❆ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛tr✐❝❡s ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s❤❛♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ✐♥✈❡rt r❡s❤❛♣✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳



✷✳✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ✹✾

✷✳✻✳✹✳✶ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮ st♦r❛❣❡

❚❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✜rst r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡
❜❛s❡s✱ s❧❛❜ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛tr✐❝❡s ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ▼❉❆

❇❛s❡s ▼❉❆

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜❛s❡s ♠❛tr✐❝❡s Bi
r ❛♥❞ Bo

r ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ r❛② ✐♥
✷✳✺✳✷✳✸✳ ❚❤♦s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (3×2L)✱ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ r❛②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✱ ❡❛❝❤ r❛②
✇✐t❤ Ln ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ Ln ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t✉r♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥t♦
▼❉❆s✱ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❇♦t❤ ❜❛s❡ ▼❉❆s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❢♦r ❛ Ln ❜❧♦❝❦ ✿

✕ i
nBr,lp,x

✕ o
nBr,lp,x

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①❡s r✱ x ❛♥❞ lp r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛② ❛①✐s✱ s♣❛❝❡ ❛①✐s✱ ❛♥❞ lp t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❞✐♠(r) = Rn✱ ❞✐♠(x) = 3 ❛♥❞
❞✐♠(lp) = 2Ln✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛①✐s lp ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❧❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st❛❝❦❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛①✐s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤♦s❡
t✇♦ ❛①✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆✳✸✳✹✿

i
nBr,l,p,x = r❡s❤❛♣❡

(r,l,p,x)

(

i
nBr,lp,x

)

✭✷✳✶✶✾✮

o
nBr,l,p,x = r❡s❤❛♣❡

(r,l,p,x)
( onBr,lp,x) ✭✷✳✶✷✵✮

❚❤❡ t✇♦ ❛①❡s l ❛♥❞ p r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤
❞✐♠(l) = Ln ❛♥❞ ❞✐♠(p) = 2✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❛②s ❛r❡ ❛ss✐♠✲
✐❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥
✉♥✐t❛r② ▼❉❆ nBr,l,p,q ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❜❛s❡s ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤✿

nBr,l,p,q =
o
nB

x,p
r,l

i
nB

x,p
r,l ✭✷✳✶✷✶✮

❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ✷ ❧♦❝❛❧ ❜❛s❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s Bℓ
−1 ❛♥❞ Bℓ

Ln
❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥

✐♥t♦ t✇♦ ▼❉❆s✿ ℓBl[−1],x,p ❛♥❞ ℓBl[Ln],x,p r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❣♦❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r T−1 ❛♥❞
TLn ✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ Tl[−1],x ❛♥❞ Tl[Ln],x r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❈r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ▼❉❆s

❋r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛②✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❡t❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤♦s❡ ♠❡t❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t②♣❡
♠❛tr✐① Nr✱ ❛ s❧❛❜ ♠❛tr✐① Mr ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♠❛tr✐① θr✳ ❚❤♦s❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡t✉r♥
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t②♣❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❜❛s❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝r❡❛t❡ ✸ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ▼❉❆s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ Ln ❜❧♦❝❦ ✿ nNr,l✱ nMr,l ❛♥❞ nθr,l✳



✺✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ nNr,l✱ nMr,l ❛♥❞ nθr,l ❛r❡ ✸ ▼❉❆s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡
s❛♠❡ r❛②s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✹ ▼❉❆s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

n,i,s,aAr,l ✭✷✳✶✷✷✮

✇❤❡r❡ i✱ s✱ ❛♥❞ a ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡❞ s❧❛❜ ❛♥❞ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ l ♦❢ r❛② r ✐♥ ❜❧♦❝❦ n r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs i✱ s✱ ❛♥❞
a ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛rr✐❡❞ ❜② nNr,l✱ nMr,l ❛♥❞ nθr,l✳

✷✳✻✳✹✳✷ ❘❡s❤❛♣✐♥❣ ❛♥❞ ❈❧❛ss✐❢②✐♥❣ ▼❉❆s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❢♦r♠❛t ♦❢ t❤❡ ▼❉❆s✱ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛♠❡
t②♣❡ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❧❛❜ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛s ❛ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ▼❉❆ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s♠❛❧❧❡r ▼❉❆s✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❝♦♥s✐sts
✐♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤ ▼❉❆s ❛s t❤❡② ❛r❡ s❧❛❜s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t②♣❡s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❛t
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✷ st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❋✐rst ❞❛t❛ ♦❢ n,i,s,aAr,l ❛r❡ r❡♦r❣❛♥✐③❡❞✱ s❡❝♦♥❞ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✱ ❜♦t❤ st❡♣s ❛r❡ q✉✐❝❦✱ t❤❡② ♦♥❧②
r❡❧② ♦♥ ❛ ♠❡♠♦r② r❡❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❞❛t❛ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ n,i,s,aAr,l ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ▼❉❆ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡
r❛② ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛①✐s✳

n,i,s,aArl = r❡s❤❛♣❡
(rl)

( n,i,s,aAr,l) ✭✷✳✶✷✸✮

✇❤❡r❡ rl ✐s dim(rl) = RnLn
❛♥❞ t♦ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦s n ❛❧♦♥❣ t❤❡ rl ❛①✐s✿

i,s,aArl =
|

rl
|

N−1

n=0
n,i,s,aArl ✭✷✳✶✷✹✮

✇❤❡r❡ rl ✐s dim(rl) =
∑N−1

n=0 RnLn✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝

s❧❛❜ ♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t②♣❡✱ r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s ♦r i r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆ ✐♥✈♦❧✈❡s ✸ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ S
t②♣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❧❛❜s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❞ i,s,aArl ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷✹ ❛s✿

i,s,aArl =
3
⋃

u=1

sS−1
⋃

v=s0

i=u,s=v,aArl ✭✷✳✶✷✺✮

❚❤♦s❡ r❡s❤❛♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆ ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶

✷✳✻✳✹✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❋r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t ✐t ❡①✐sts s❡✈❡r❛❧ s♠❛❧❧ ▼❉❆s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❜② s❧❛❜ s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
t②♣❡ i✳ ❚❤✉s ♦r❣❛♥✐③❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ▼❉❆ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢



✷✳✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ✺✶

Transmission Reflection Diffraction

❋✐❣✳ ✷✳✷✶✿ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❉❆ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ Ln
❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❛t❝❤✐♥❣ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ▼❉❆
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t②♣❡ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s❧❛❜✳

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✶✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✶✼✮✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛✐♠s t♦ r❡t✉r♥ r❡✢❡❝t✐♦♥✱
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ f ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
▼❉❆s ✐s t❤✉s ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ✿

i,sAf,nrl,p,q ✭✷✳✶✷✻✮

✷✳✻✳✹✳✹ ❘❡s❤❛♣✐♥❣ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❖♥❝❡ t❤❡ s❧❛❜ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❧♦❝❦ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛②s ❤❛s t♦ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❆s ✐t ❛♣♣❡❛rs ♦♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳✷✷✱ t❤♦s❡ r❡s❤❛♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✻✳✹✳✷✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛s ♠✉❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆s ❛s s❧❛❜ ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❣❛t❤❡r ❛❧❧ t❤♦s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✱
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✿

Af,rl,p,q =
⋃

i,s

i,sAf,rl,p,q ✭✷✳✶✷✼✮

◆♦✇✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆ ❝❛♥ ❜❡ r❡s❤❛♣❡❞ t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❋✐rst ❜② r❡❝r❡❛t✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤

nAf,rl,p,q =
−1

|

rl
|

N

n=0

(Af,rl,p,q). ✭✷✳✶✷✽✮



✺✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

Transmission Reflection Diffraction

❋✐❣✳ ✷✳✷✷✿ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ▼❉❆ ✐s r❡✲
s❤❛♣❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦r❛❣♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ Lnblock✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❜② r❡s❤❛♣✐♥❣ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛ r❛② ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛①✐s✿

nAf,r,l,p,q = reshape
(f,r,l,p,q)

( nAf,rl,p,q). ✭✷✳✶✷✾✮

✷✳✻✳✺ ❚❤❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧

❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t❤❡ s❝❛❧❛r r❛② tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✷✳✻✳✺✳✶ ❚❤❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❛♥t❡♥♥❛s✮ ✐s
✉♣❞❛t❡❞ ❢r♦♠ ❬✹✼❪ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ▼❉❆ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ t✐❧❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❉❡❧❛②s ✇✐❧❧
❜❡ r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s✮✳ ❯s✐♥❣ ✭✷✳✶✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✷✾✮✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ abn C̃f,r,p,q ❜❡t✇❡❡♥ ✷



✷✳✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ✺✸

♣♦✐♥ts a ❛♥❞ b ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❉❆ ♣r♦❞✉❝t✿

ab
n C̃f,r,p,q = nB

p,q

⋆,r,l[Ln]





0
∏

u=ln−1

nA
p,q

f,r,l[u] nB
p,q

⋆,r,l[u]



 ✭✷✳✶✸✵✮

❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ t❤❡ ▼❉❆ ab
n C̃f,r,p,q

❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧❧ abn C̃f,r,p,q ▼❉❆
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ n ❝❛♥ ❜❡ st❛❝❦❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼❉❆ abC̃f,r,p,q ❛❧♦♥❣ t❤❡ r ❛①✐s✿

abC̃f,r,p,q =

[

ab
0 C̃f,r,p,q, ..,

|
r
|
, ..., abN−1C̃f,r,p,q

]

✭✷✳✶✸✶✮

abC̃f,r,p,q =
|
r
|

N−1

n=0

ab
n C̃f,r,p,q ✭✷✳✶✸✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛①✐s r ✐s ♥♦✇ dim(r) =
∑N

n=0 n × Rn✳ ❆❧❧ t❤♦s❡ st❡♣s ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✳

❋✐❣✳ ✷✳✷✸✿ ❉✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ abℓC̃f,r,p,q ❢♦r ❛❧❧
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ▼❉❆s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② Ln ❜❧♦❝❦s✳
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❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ aℓBp,q

❛♥❞ bℓBp,q ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ✿

aℓBp,q =
ℓB

x,p
l[−1]

(

T
x,p

l[−1]B
p,q

l[−1]

)x,q

l[−1]
, ✭✷✳✶✸✸✮

bℓBp,q =
ℓB

x,p
l[Ln]

(

T
x,p

l[Ln]
B
p,q

l[Ln]

)x,q

l[Ln]
, ✭✷✳✶✸✹✮

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❧♦❝❛❧ ❜❛s❡s abℓC̃f,r,p,q

✇✐t❤✿
abℓC̃f,r,p,q =

bℓ B
p,q
⋆,⋆

(

abC̃
p,q

f,r
aℓB

p,q
⋆,⋆

)p,q

f,r
✭✷✳✶✸✺✮

✷✳✻✳✺✳✷ ❚❤❡ ❙❝❛❧❛r ❘❛② ❚r❛♥s❢❡r ❋✉♥❝t✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✸✺✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧❛t❡
t❤❡ t✇♦ ▼❉❆s ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✜❡❧❞ bℓEf,r,p t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✜❡❧❞
aℓEf,r,p✱ ✇❤❡r❡ ℓ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠s

bℓEf,r,p =
abℓC̃

p,q

f,r
aℓE

p,1

f,r ✭✷✳✶✸✻✮

❚❤❡♥✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✜❡❧❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t✇♦ q✉❛♥✲
t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✿

aFf,r,p =
√

aGf,⋆,p
aUf,r,p ✭✷✳✶✸✼✮

bFf,r,p =
√

bGf,⋆,p
bUf,r,p ✭✷✳✶✸✽✮

✇❤❡r❡ aGf,p ❛♥❞ bGf,p ❛r❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ a ❛♥❞ b r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
aŝr✱ bŝr✳ ❚❤❡ ▼❉❆s aUf,r,p ❛♥❞ bUf,r,p ❣✐✈❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡r
❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥t❡♥♥❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣✉r♣♦s❡✱
❛♥t❡♥♥❛s ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬✹✽❪✳ aUf,r,p ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐s ℓBr,l[Ln],x,p ♦r ℓBr,l[−1],x,p ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐❢
✐t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❡♠✐tt❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ aℓEf,r,p ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

aℓEf,r,p =

√

2Z0

4π

(

1− aS
1,1
f

)

aF
1,p
f ✭✷✳✶✸✾✮

✇❤❡r❡ Z0 ✐s t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❛♥❞ aSf ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ a✳ ■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ r❛② tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
❛s✿

abH̃f,r =
−jc√

4π
√
2Z0ff,⋆

(

1− bSf,⋆
)

bF
p,1

f,r
bℓE

p,1

f,r ✭✷✳✶✹✵✮



✷✳✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧ ✺✺

✇❤❡r❡ bSf ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ b✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ✿

abγf =
−jc
4πff

(

1− bS
1,1
f

)(

1− aS
1,1
f

)

✭✷✳✶✹✶✮

abαf,r =
bF

p,1

f,r (
abℓC̃

p,q

f,r
aF

p,1

f,r)
p,1

f,r ✭✷✳✶✹✷✮

t❤❡♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✹✵✮✱ ✭✷✳✶✸✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✸✻✮ ②✐❡❧❞✿

abH̃f,r =
abγf,⋆

abαf,r ✭✷✳✶✹✸✮

■t ♠❛② ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t abγf ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ❛t ❜♦t❤
❡①tr❡♠✐t✐❡s✳

✷✳✻✳✺✳✸ ❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ r❛②✱ ❛♥❞ ❜② r❡✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♣❤❛s❡ t❡r♠✿

abHf =abH̃
r
fexp(−2jπff,⋆τ

r
⋆ ) ✭✷✳✶✹✹✮

abHf =abγf
abα

r
fexp(−2jπffτ

r
⋆ ) ✭✷✳✶✹✺✮

■❢ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧
❜❡❝♦♠❡s ✿

baHf = baγf
baα

r
fexp(−2jπffτ

r
⋆ ) ✭✷✳✶✹✻✮

✇✐t❤

baγf = abγf ✭✷✳✶✹✼✮
baαf,r =

abαf,r ✭✷✳✶✹✽✮

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥❞❡❡❞✿

baαf,r =
aF

p,1

f,r (
baℓC̃

p,q

f,r,
bF

p

f,r)
p,1

f,r ✭✷✳✶✹✾✮

= bF
p,1

f,r (
abℓC̃

p,q

f,r,
aF

p

f,r)
q,1

f,r ✭✷✳✶✺✵✮

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▼❉❆ Af,r,l,p,q ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✭Af,r,l,p,q = Af,r,l,q,p✮✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢
abC̃f,r,p,q ✐♥ ✭✷✳✶✸✵✮ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②✿

baC̃f,r,p,q =
ab C̃f,r,q,p ✭✷✳✶✺✶✮

❛♥❞ baℓC̃f,r,p,q =
abℓ C̃f,r,q,p ✭✷✳✶✺✷✮

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✷✳✶✹✽✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿

baHf,r,p,q =
ab Hf,r,p,q ✭✷✳✶✺✸✮



✺✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

✷✳✼ ❙✐t❡ ❙♣❡❝✐✜❝ ▼✉❧t✐✲✇❛❧❧ ▼♦❞❡❧

❆s s❡❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛②♦✉t✳ ❋r♦♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❡①tr❛❝t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ▲❉Ps r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❢❡❡❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
✉s✐♥❣ ❡✳❣✳t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥t ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❘❚ ✐s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❧❛❜s ✉s✐♥❣ ▼❉❆s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ s✉❝❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♥♦t ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❣r❛♣❤s✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❋✐rst✱ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ▼✉❧t✐✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ s❧❛❜s ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦✳

✷✳✼✳✶ ❊①✐st✐♥❣ ▼✉❧t✐✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧s

▼✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧♦ss❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✿

✕ ❛ ▼♦t❧❡② ❑❡❡♥❛♥ ▼♦❞❡❧
✕ ❛ ❈❖❙❚ ✷✸✶ ✴ ✷✺✾ ▼♦❞❡❧
✕ ❛ ▼✉❧t✐ ❲❛❧❧ ❛♥❞ ❋❧♦♦r ✭▼❲❋✮
❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ❧♦ss s❤❛❞♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛✐♠s t♦

♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧♦ss❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ r❡❛❧✐s♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✢♦♦r ♣❧❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ▼♦t❧❡② ❑❡❡♥❛♥ ♠♦❞❡❧ ❬✺✵❪✱ t❤❡ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡
❧♦ss❡s ❛ ❧♦ss t❡r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✭✇❛❧❧s✱ ❞♦♦rs✱✳✳✳✮✳ ❈❖❙❚ ✷✸✶ ♠♦❞❡❧s ❬✶✺❪✱ ✇❤✐❝❤
❛❞❞s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ t♦ t❤❡ ▼♦t❧❡② ❑❡❡♥❛♥ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
t❤❡ ✇❛❧❧ t②♣❡ ❛♥❞ ❛❞❞s ♠✉❧t✐ ✢♦♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❈❖❙❚ ✷✺✾ ♠♦❞❡❧s ❬✺✶❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r t♦ t❤❡ ❈❖❙❚ ✷✸✶ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝r♦ss❡❞ ✇❛❧❧s✳ ❛♥❞ ❋✐♥❛❧❧② ▼❲❋ ♠♦❞❡❧ ❬✺✷❪ ❛❞❞s t♦ ❈❖❙❚s ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛❧❧ t♦ t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡✐❧ ♦r t❤❡
✢♦♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t♦ r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t♦ ❡①❛❝t❧② ❦♥♦✇ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❛♥❞
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦ss❡s✳

✷✳✼✳✷ ▲♦ss❡s ❊st✐♠❛t✐♦♥s

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ♣r❡❝✐s❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✮ ❛♥❞



✷✳✼✳ ❙✐t❡ ❙♣❡❝✐✜❝ ▼✉❧t✐✲✇❛❧❧ ▼♦❞❡❧ ✺✼

t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❧❛❜ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✸✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
st❡♣s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❣r❛♣❤s
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❋r♦♠ t❤❛t s❡t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s θ = [θ0, . . . , θLi−1] ❛♥❞
t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ s❧❛❜s M = [M0, . . . ,MLi−1]✱ ✇❤❡r❡ Li ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥t❡rs❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼❉❆ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦t❤
t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s θ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ s❧❛❜s M✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼❉❆ eAf,p,q ❢♦r t❤❡ Li ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤✿

eAf,p,q =

0
∏

l=Li−1

i=1,s=Ml,a=θlAf,l,p,q ✭✷✳✶✺✹✮

❚❤❡ ❧♦ss❡s ▼❉❆ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ Pf,p,q ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❞❡s✐r❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ✿

Pf,p,q = −20 log10 | eAf,p,q | ✭✷✳✶✺✺✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❈♦♠♣✉t❡ ▲♦ss❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼✉❧t✐✲❲❛❧❧ ♠♦❞❡❧

❘❡q✉✐r❡✿ t, r,Gs
⊲ ❣❡t ❧✐st ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t, r ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❧✐st ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✱ la ❛♥❞ ls
θ,S = s❡❣♦♥❧✐♥❦(t, r,Gs)
⊲ ❋✐♥❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s M ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts S
M = s❡❣✷♠❛t(S)
⊲ ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝r♦ss❡❞
♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ f

Po,Pp = ❡✈❛❧(θ,M, f)
⊲ ❚❤❡ ❧♦ss❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
Lo = −20 log10 sum(Po)
Lp = −20 log10 sum(Pp)

✷✳✼✳✸ ❊①❝❡ss ❉❡❧❛② ❊st✐♠❛t✐♦♥

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼❉❆ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✶✺✹✮ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤
❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼❉❆ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❡①❝❡ss ❞❡❧❛② τe ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝r♦ss✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❧❛❜s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❧❛② τ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❤✐❝❤
t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❡①❝❡ss ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❧❛② τ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡ss ❞❡❧❛② τe ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥❞ ✐♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱
s♦ t❤❡ ❞❡❧❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r τLOS
✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧② ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ τLOS r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳



✺✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣✿ ❆ ❱❡❝t♦r✐③❡❞ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞

❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✳ ✷✳✷✹✿ ❉✐r❡❝t r❛② tr❛❥❡❝t♦r② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❖♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡①✐sts ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ τLOS ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
t❤❡ ❞❡❧❛② τM ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥❞ t♦ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ s❧❛❜✳ ❚❤✐s ❞❡❧❛② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ dl ❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤✿

dl = dMl
cos(θl) ✭✷✳✶✺✻✮

✇❤❡r❡ Ml ❛♥❞ θl ❛r❡ t❤❡ s❧❛❜ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ lt❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❍❡♥❝❡✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❛✳❦✳❛✳ ❡❛❝❤ s❧❛❜ ❝r♦ss❡❞✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛♥ ❡①❝❡ss ❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ▼❉❆ dl ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡ss ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❛❧❧ t❤❡ s❧❛❜s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ▼❉❆✱ t❤❡ ❞❡❧❛② τM ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼❉❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞
❡q✉✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▼❉❆ cAf,p,q ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

cAf,p,q =

0
∏

l=Li−1

i=1,s=Ml,a=θlA
l,1
f,p,q exp(jd

l,1
⋆,⋆,⋆) ✭✷✳✶✺✼✮

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❡①❝❡ss ❞❡❧❛② τc(f , p) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ p ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ cAf,p,q ✇✐t❤✿

τc(f , p) =

{

arg( cAf [f ],p[0],q[0] ), ❢♦r ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

arg( cAf [f ],p[1],q[1] ), ❢♦r ❛♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✭✷✳✶✺✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❧❛② τ(F, P ) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✿

τ(f , p) = τLOS + τc(f , p) ✭✷✳✶✺✾✮

■t ♠❛② ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛② ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❧❛❜✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❛② ♦✉t♣✉t ♣♦s✐✲
t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ▲❉Ps ✈❛❧✉❡s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s



✷✳✼✳ ❙✐t❡ ❙♣❡❝✐✜❝ ▼✉❧t✐✲✇❛❧❧ ▼♦❞❡❧ ✺✾

❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s t❤✐❝❦ ♦r ❛❜s♦r❜❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
t❤❛♥ ❛♥② ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✿ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❞❡❧❛② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ▲❉Ps ❝❛♥♥♦t ✜t ✇✐t❤ r❡❛❧ ♦♥❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❡♣ ◆▲❖❙
s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ▲❖❙ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✷✳✼✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❛ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ❘❚ ❛♥❞ t❤❡ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■t ✐♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▲❉Ps✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤✐s ♣❛rt ♣r♦♣♦s❡s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s❧❛❜
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ❬✺✸❪✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡
❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s❧❛❜ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ✸ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s✿
5cm✱ 10cm ❛♥❞ 15cm✳ ❚❤❡ s❧❛❜ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❛ ♣❡r♠✐t✐✈✐t② ǫr = 3 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
σ = 0.06S/m✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛t 4 GHz✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺❛ ❛♥❞ ✷✳✷✺❜ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
s❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻❛
❛♥❞ ✷✳✷✻❜✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪✳
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✭❜✮ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✷✺✿ ▼♦❞✉❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❢♦r ❛ ✭❛✮
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✭❜✮ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ǫr = 3✱σ = 0.06S/m ❛♥❞
f = 4 GHz ✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
❜❡t✇❡❡♥ 2 GHz ❛♥❞ 16 GHz ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ ✭✷✳✸✸✮✿ ǫ = ǫ′+ jǫ′′✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧
♦❢ 5 cm ❢♦r ǫ′ = 2, 3, 4 ❛♥❞ ǫ′′ = 0.04, 0.1✳ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✷✼❛ ❛♥❞ ✷✳✷✼❝ s❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s
❛♥❞ ♣❤❛s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❛ r❡❛❧ ♣❛rt ǫ′ = 0.03✳ ❋♦r t❤❛t ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐s
0.57 ns ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❛✐♥t t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✳✼✸ GHz ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ✷✳✷✼❛✳ ❋✐❣✉r❡s
✷✳✷✼❜ ❛♥❞ ✷✳✷✼❞ s❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❛ r❡❛❧ ♣❛rt ǫ′′ = 2
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✭❜✮ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✷✻✿ ▼♦❞✉❧❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❢♦r ❛
✭❛✮ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✭❜✮ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ǫr = 3✱σ = 0.06S/m
❛♥❞ f = 4 GHz ✳

✷✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❘❚ t♦♦❧s ❛♥❞ s♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ❘❚ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✳ ❆ ✜rst ♣❛rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤s✳
❚❤❡♥ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❛t ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧②
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
❤♦✇ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❘❚✱
❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❛② s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❤❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ✸❉ r❛②s
❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❛t ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♠❡t❤♦❞s ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡
✉♣❝♦♠✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt✱ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❉❆✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠
❛❧❧♦✇s ✐♥ ❛ ✜rst t✐♠❡ ❛ ❢❛st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
r❛②s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛❧s♦
❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❉❆ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜s✱ t♦ q✉✐❝❦❧② ♣r♦✈✐❞❡ ▲❉Ps ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❞✐r❡❝t ♣❛t❤✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s❧❛❜s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❧❛❜
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
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✭❞✮

❋✐❣✳ ✷✳✷✼✿ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐t✐✈✐t② ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ǫ′′ = 0.03 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
✭❛✮ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ✭❝✮ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ r❡❛❧ ♣❛rt
ǫ′ = 2 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ✭❞✮ ♣❤❛s❡





✻✸

❈❤❛♣t❡r ✸

■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞
❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✶✵ ②❡❛rs✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ♠❛✐♥❧② ❜❡♥❡✜t t♦ ❡♥❞ ✉s❡rs
♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❜✐t r❛t❡ r❡q✉❡sts ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦
r❡❞✉❝❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s t❤❛t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ r❡s♦❧✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ s❝❤❡♠❡s
♦❢ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✭❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✱ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡❞✱ ✳✳✳✮ t❛❦❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s
♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢
s✉❝❤ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞
♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♦♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✳ Pr✐♦r t♦
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮✱
❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❉Ps t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❯s✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ✐ts ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥ ❜② ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦
❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ❜② r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❛t ♠❡t❤♦❞
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

✸✳✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ♦♥ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✉s❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❆ ✜rst ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❜♦t❤ t♦
❛ ❡♥❞ ✉s❡r ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛❜❧② ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞
❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ✷ ❧❛st ♣❛rts ❞❡t❛✐❧ ✷ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✷✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❲✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♦❢ t❤♦s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❬✺✹❪✱ ♥❡✇ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♠❡r✲
❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ s❡r✈✐❝❡s ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿ t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r ❤❛s ❛ s♠❛rt ❞❡✈✐❝❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ♠♦❜✐❧❡
❞❡✈✐❝❡s t♦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡r ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦
❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❛t❛ ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡♥❡✜ts ❜♦t❤ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r
❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s
s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ t❤❛t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝♦♠❡s ✐♥ ♠✐♥❞ ✐s t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ ✉s❡r t♦ ❛ t❛r❣❡t✳
❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ r❡♥t❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥
❣❧♦❜❛❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ s②st❡♠ ✭●◆❙❙✮✳ ❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ s②st❡♠s ❛r❡ ●❛❧✐❧❡♦✱ ●P❙
❛♥❞ ●▲❖◆❆❙❙ ✐♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❯❙❆ ❛♥❞ ❘✉ss✐❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t♦ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞
tr❛❝❦✐♥❣ ❤❡❧♣s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ tr❛♥s❢❡r s❡r✈✐❝❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛s ✐♥ ●♦♦❣❧❡ ▼❛♣s ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❡♦✲❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ❝✐t② ♦r ❜✉s✐♥❡ss ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♦r ❞✐s♣❧❛②❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳ ❇② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛②
❛❧s♦ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥ ❛❞ ❛♥❞ ♦✛❡r ❞✐s❝♦✉♥ts ❛t ❛ ♥❡❛r❜② s❤♦♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡♠❡r❣❡♥❝② s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❯❙❆✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡
♦♣❡r❛t♦rs ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ♣❤♦♥❡ ❝❛❧❧✐♥❣ ❛♥ ❡♠❡r❣❡♥❝② s❡r✈✐❝❡
❬✺✺❪✳

❋r♦♠ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ s✐❞❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❬✺✻❪✿

✕ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❛❞❛♣t s✐❣♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱
✕ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❤✐st♦r②✱
✕ t♦ ❛❞❛♣t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ❛s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✮ ♦r tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡✱ ❜✐t r❛t❡✱✳✳✳✮ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
♠♦❜✐❧❡ t❡r♠✐♥❛❧✳

❍♦✇❡✈❡r t❤♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ♥❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r ✐ts❡❧❢✱ ♥♦r ❜② t❤❡
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❜✉t ❜② ❛ t❤✐r❞ ❛❝t♦r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✺✼❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡



✸✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ♦♥ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✻✺

t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ s❡♥s♦rs
❛❧❧♦✇s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛♣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛s✳

■❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡♥❞ ✉s❡r t♦ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

✸✳✷✳✷ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ P♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❛❞✐♦ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ✐s ❛ ✇✐r❡❧❡ss r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥
✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❛♥❝❤♦r ♥♦❞❡ ✐s ❛ r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡ ❦♥♦✇✐♥❣ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✷ ♦r ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛♥❝❤♦r ♥♦❞❡s✳ ❆t t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ t✇♦ st❡♣s ♣r♦❝❡ss✿

✶✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♦❜t❛✐♥s r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❝❤♦r ♥♦❞❡s ❡✐t❤❡r
❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♠❡tr✐❝s✳

✷✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❛t❤❡r ❛❧❧ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❉❡♣❡♥❞❡♥t P❛r❛♠❡t❡r ✭▲❉P✮ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡✳

■♥ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤♦s❡ ▲❉Ps ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡rr♦rs✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
▲❉P ✇♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ st❛♥❞s✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤
▲♦❝❛t✐♦♥ ❉❡♣❡♥❞❡♥t P❛r❛♠❡t❡r ✭▲❉P✮✱ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ ▲❉Ps ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡rr♦r t❡r♠✳ ❆♥
❡rr♦r t❡r♠ ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❛✉s❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❉P ✭❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ✱ s❤❛❞♦✇✐♥❣✱ ✳✳✳✮✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❜❧❡
t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤♦s❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤♦s❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛✲
t✐♦♥ ❛s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤♦s❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❝♦♠❡s t❤✉s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t♦♦❦ ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❉Ps ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡❝t ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳

✸✳✷✳✸ ❋✐♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣ ❇❛s❡❞ ▼❡t❤♦❞

❋✐♥❣❡r ♣r✐♥t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ▲❉Ps ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ▲❉Ps ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❛
❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ▲❉Ps ✇❤✐❝❤ ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ▲❉Ps ❬✺✽❪✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ♣r✐♦r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡
❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❡t ▲❉P ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❝❤♦rs ♥♦❞❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❖♥❝❡ t❤❛t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❉Ps ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱
t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♣❤❛s❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❉✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❉Ps ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬✺✾✱ ✻✵❪✳



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

■❢ t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✻✶❪✱
t❤❡② ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✿ ❋✐rst✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤✱ ❜❡❝❛✉s❡
❛ ❧♦♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡②✬❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ s♣❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✈❡r② ❢❛st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✢❡①✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥❝❤♦r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦r str✉❝✲
t✉r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ▲❉P ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡s ❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✸✳✷✳✹ ❘❛♥❣❡ ❇❛s❡❞ ▼❡t❤♦❞

❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡ t♦
❞✐r❡❝t❧② ✉s❡ t❤❡ ▲❉P ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ✉s❡❞
▲❉Ps ❢♦r ❢❡❡❞✐♥❣ r❛♥❣❡ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✻✷❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✸✳✷✳✹✳✶ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙✐❣♥❛❧ ❙tr❡♥❣t❤ ✭❘❙❙✮ ■♥❞✐❝❛t♦r

Base station 1

Base station 2

Base station 3

Blind node

P3

P2

P1

❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❙❙✳

❚❤❡ ❘❙❙ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ❛ r❛❞✐♦
❞❡✈✐❝❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ss✉♠✐♥❣
❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❛t ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s
t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
❛r❡ ❦♥♦✇♥✿ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡r✱ ✐ts ❡♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
♣❛t❤❧♦ss ♠♦❞❡❧✱ ❡❛❝❤ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡❧✐♠✐ts ❛ ❝✐r❝❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✭r❡s♣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧
r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✸❉✮✳ ❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ✐s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♥❡✐t❤❡r
❡①tr❛ ✐♥t❡r ♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥♦r ❝♦♠♣❧❡① ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳



✸✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ♦♥ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✻✼

✸✳✷✳✹✳✷ ❚✐♠❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧ ✭❚♦❆✮

Base station 1

Base station 2

Base station 3

Blind node

r2 

r1 
r3 

❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚♦❆✳

❚❤❡ ❚♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❣✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❝❤♦r✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t s✐❣♥❛❧s ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛t t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✭c ≈ 3×108m/s ✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❝❤♦r✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ s✉❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❞❡❧✐♠✐ts ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❤❛♣❡❞ ❛s ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ ✷❉ ✭♦r ❛ s♣❤❡r❡ ✐♥ ✸❉✮ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❛♥❝❤♦r
✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡✳ ❚♦❆ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❛t❤❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❚♦❆s
❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ tr② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✭♦r s♣❤❡r❡s✮✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧② t✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✿ ❚❤❡ ♦♥❡✲✇❛② r❛♥❣✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲✇❛② r❛♥❣✐♥❣✳ ■♥ ♦♥❡✲✇❛② r❛♥❣✐♥❣✱ t❤❡ ❚♦❆ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts r❡❝❡♣t✐♦♥✳ ❚❤❛t t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡q✉✐r❡s
t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡s ❛t ❡❛❝❤ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥
❛ t✇♦✲✇❛② r❛♥❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ ❞❡✈✐❝❡ d0 tr❛♥s♠✐t ❛ s✐❣♥❛❧ s0 t♦ ❛♥♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡ d1✱ ❛♥❞ t❤❡
❞❡✈✐❝❡ d1 r❡t✉r♥s ❛♥♦t❤❡r s✐❣♥❛❧ s1 t♦ d0✳ ■♥s✐❞❡ t❤❛t s❡❝♦♥❞ s✐❣♥❛❧ s1 ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ t❤❡
t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ s0 ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s1✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ♠❡t❤♦❞✱ ♥♦
♠♦r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✱ ✐t ❞♦✉❜❧❡s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✈❡r❤❡❛❞
✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♥♦❞❡s ❞❡♥s✐t②✳

❙❡✈❡r❛❧ ❝❛✉s❡s ♠❛② ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ❚♦❆s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛❝❝✉r❛❝②✿
✕ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦❢ ♦♥❡✲✇❛② r❛♥❣✐♥❣✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳

✕ ❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ✐♥ ✷✳✷✳✸✳✸✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r❡s❡♥ts ♠✉❧t✐✲♣❛t❤s✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❧❛②❡❞ ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ♦♥
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ✜rst ♣❛t❤ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♦❧❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❛♥❣❡✳



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

✕ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ◆▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♣❛t❤✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜✐❛s❡❞✳

✸✳✷✳✹✳✸ ❚✐♠❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧ ✭❚❉♦❆✮

Base station 1

Base station 2

Base station 3

Blind node

❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉♦❆✳

❚❤❡ ❚❉♦❆ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❚♦❆ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧
tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❞r❛✇♥ ❜② t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧❛ ✐♥ ✷❉ ✭r❡s♣✳ ❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞
✐♥ ✸❉✮✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉♦❆s ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤♦s❡ ❤②♣❡r❜♦❧❛s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❚❉♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦♥ ❚♦❆ ✐s ✐t r❡q✉✐r❡s ❧❡ss s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚✇♦ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦s
❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞✿

✕ ❚❤❡ ❚❉♦❆ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡s t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡
✕ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡❣✐♦♥s
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ q✉✐t❡ ❤❛r❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ❛
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t♦r✳

✸✳✷✳✹✳✹ ❙tr❛t❡❣✐❡s t♦ ■♠♣r♦✈❡ t❤❡ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡✐r q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✭✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤♦s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ ❛
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ▲❉P ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦r ♦♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♥♦❞❡s✳



✸✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ♦♥ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✻✾

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s
✉s❛❜❧❡ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❋♦r r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✐t ♠❡❛♥s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡
♦❢ ▲❉P ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❘❛❞✐♦ ❆❝❝❡ss ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②s ✭❘❆❚s✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❡♥❞ ✐s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❘❆❚s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❬✻✸❪✳ ❱✐❡✇❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❤❡❧♣s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r ❜r✐♥❣ ♥❡✇
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ✉♥❞❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②
❜② ❛❞❞✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳

❍②❜r✐❞ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✐s t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ▲❉P ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❆❚ ❬✻✹❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❉✐str✐❜✉t❡❞ ◆❡t✇♦r❦

❖♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❬✻✺❪✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡❧❡✲
❣❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡✐r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❬✻✻❪✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✲
s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❬✻✼❪✳

❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥

Base Station 1

Base Station 2

Cell 2

Cell 1

Blind node

Anchor 
node 1

Anchor 
node 2

❋✐❣✳ ✸✳✹✿ ❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♦❜t❛✐♥s ▲❉Ps ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡✈❡♥ ❜❡✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ❝❡❧❧ 1 ❛♥❞ ❝❡❧❧
2✳

P❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣✲
♥❛t❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉❡st✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❬✻✽❪✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ♥♦❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♥♦❞❡
❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✿ ▼✉❧t✐✲❤♦♣ ❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣✳

❚❤❡ ▼✉❧t✐✲❤♦♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉♣♣♦s❡s t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦
❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡✐r ♣r❡❝✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ●P❙ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❬✻✾❪✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ♥♦❞❡s ♦♥❧② ❤❛✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r✲♥♦❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❙❙ ♦r ❚♦❆✳ ❚❤❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ▲❉P ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞
t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
♥♦❞❡s✳

▼❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥ ❛♥❝❤♦r ❧❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛s
❢❛❝t♦r ❣r❛♣❤s ❬✼✵❪✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥❧② ❦♥♦✇ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡②
✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs ❬✼✶❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ▲❉Ps ❢♦r r❡✜♥✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ P♦✇❡r ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ♦r ❛ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s✳

✸✳✷✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ▼❡t❤♦❞

■❢ ❛❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❢❡❞ ✇✐t❤ ▲❉Ps✱ ✐t ❡①✐sts ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❝❤❡♠❡s
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✷ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥s ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈r❛♠❡r✲❘❛♦ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✭❈❘▲❇✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s✳

✸✳✷✳✺✳✶ ❲❡✐❣❤t❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ✭❲▲❙✮ ❊st✐♠❛t♦r

❆ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐s ♣❛rt ♦❢
t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ♦❢ t❡r♠s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t a ❛♥❞ b ❛r❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❛♥❞
❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ X t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ✿

min
X

f0(X) =

n
∑

i=1

(aTi X− bi)2 ✭✸✳✶✮

❆ss✉♠✐♥❣ s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ X̂ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❬✼✷❪✿

X̂ = (ATA)−1ATb ✭✸✳✷✮

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❢❛❝t♦r ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ✳ ❚❤✉s✱ ✭✸✳✶✮ ②✐❡❧❞s✿

min
X

f0(X) =

n
∑

i=1

wi(a
T
i X− bi)2 ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ wi ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ i✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇❡✐❣❤ts ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ C =



✸✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ♦♥ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✼✶

diag(w0, ..., wi)✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✇r✐t❡ ✸✳✷ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t ✇✐t❤ t❤❡ ❲▲❙ ♣r♦❜❧❡♠✿

X̂ = (ATC−1A)−1ATC−1b ✭✸✳✹✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❲▲❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦✇ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❬✼✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ tr✐❝❦② ✐♥ ❝❛s❡ ♠❛tr✐① ✐s ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss
t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠✱ s♦♠❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼✹❪✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s ♦♥❧② ✜t ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✐♥❞♦♦r✱ t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳
❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞✳

✸✳✷✳✺✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❊st✐♠❛t♦r

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r b ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ X ♦❢ ❛ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ✐s
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡♥s✐t② p(b|X)✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿

f(X, b) = p(b | X) ✭✸✳✺✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡
f(X, b)✳ ❋♦r ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ X̂ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ✿

X̂ = max
X

f(X, b) ✭✸✳✻✮

❚❤❛t r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✲
✐♥❣✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❛t s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✼✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡① ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡①✲
tr❡♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❬✼✸❪✱ ❜✉t t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✺✳✸ ❈r❛♠❡r✲❘❛♦ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✭❈❘▲❇✮

■♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ❈r❛♠❡r✲❘❛♦ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✭❈❘▲❇✮ ❞❡s✲
✐❣♥❛t❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✐t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐s ❛t
❧❡❛st ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ J(X)✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡✣✲
❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t♦ r❡❛❝❤ ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱
❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❛t ❜♦✉♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ X✳ ❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱
♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✼✻❪✳ ❚❤❡ ❈❘▲❇ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✿

CRLB(X) = tr❛❝❡
[

J((X))−1
]

✭✸✳✼✮



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

✸✳✷✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ■♥t❡r✈❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ▼❡t❤♦❞s

■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ ✉s❡s ▲❉Ps t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✉t ✐ts ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ x ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡♥♦t❡❞ [x] ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts P❉❋✳
❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ q ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥ σq✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [Iq] ✇✐t❤✿

[Iq] = [q − 3σq, q + 3σq] ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✸ ❢❛❝t♦r ❡♥s✉r❡s ❛ ✾✾✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r q✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✮✿
✕ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱
✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱

✕ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❡✐t❤❡r t❤❛♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤
❝♦♠♣❧❡① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ P❉❋✱

✕ ■t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱
✕ ❚❤❛t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❣❛r❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ P❉❋✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥✱
❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ r❡♠❛✐♥❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♦✉t❧✐❡rs✱ s♦♠❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✷✳✻✳✶ ■♥t❡r✈❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ▼❡t❤♦❞ ❋♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜♦t❤ ❜② ▼♦♦r❡ ❬✼✼❪ ❛♥❞ ❜② ❍❛♥s❡♥ ❛♥❞
✐ts t❡❛♠ ❬✼✽❪✳ ■t ❤❛s t❛❦❡♥ ✷✺ ②❡❛rs ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❥♦✉r♥❛❧
✭♥♦✇ ❦♥♦✇♥ ❛s ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✮ ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ ✐ts
♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳

■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜r♦❛❞❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ ❜❡❛♠s ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❬✼✾❪✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡s ♣r♦❜❧❡♠s ❬✽✵❪ t❤r♦✉❣❤
r♦❜♦t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✽✶❪✳

❘♦❜♦t✐❝ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✽✷❪ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r r♦❜♦t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✽✸✱ ✽✹❪✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧✲
②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❧❡❛❞s t♦
❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s ✐s ❡✳❣✳ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ●◆❙❙ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛❞✐✉s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢
❣✐✈✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡t✉r♥s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ✧❢❛✐r✧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✈✐s✐♦♥✳



✸✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ♦♥ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✼✸

❖♥❡ ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡❛s✐❧② ♠❡r❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢
✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞
●P❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s❡♥s♦rs ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ●◆❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ✉r❜❛♥ ❝❛♥②♦♥ ❡✛❡❝t ❬✽✺✱ ✽✻❪✳

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❜❡✐♥❣ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❚❉♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢♦r r❛❞❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✽✼❪✱ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ▼♦❜✐❧❡ ❆❞✲❤♦❝ s❡♥s♦r ◆❊❚✇♦r❦s
✭▼❆◆❊❚✮ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ♥♦❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ ✐ts ✐♥t❡r❡st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✽✽❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❬✽✾❪✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢
✐♥❞♦♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❡①♣❧♦r❡❞✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❬✾✵❪✱ ✇❤❡r❡
❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❉❡s♣✐t❡
♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ♠❡r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ❜♦t❤
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥t❡r✈❛❧
❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ✇❡❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♥t❡①t✳

❆❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❧② ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❜❧❡♠✿

✕ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s
✕ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

✸✳✷✳✻✳✷ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐st ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ✭❝♦♥tr❛❝t✐♥❣✮ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ▲❡ts
s✉♣♣♦s❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✸ ✈❛r✐❛❜❧❡s a✱ b ❛♥❞ c s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❧✐❡ ✐♥ ✸ ✐♥t❡r✈❛❧s
[a] = [20, 30]✱ [b] = [−15, 25] ❛♥❞ [c] ∈ [−50, 10] r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡②
❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ c = a + b✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐ts
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾✶❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✿

[c] = [a] + [b] = [20, 30] + [−15, 25] = [5, 55] ✭✸✳✾✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ [c]✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ c✿

[c] = [c] ∩ [5, 55] = [−50, 10] ∩ [5, 55] = [5, 10] ✭✸✳✶✵✮

❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ c ❧✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥tr❛❝t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞✱ ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ c ♠❛② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s a ❛♥❞ b✳ ❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ [c] ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❡❧♣s t♦ ❝♦♥tr❛❝t [b] ✿



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

[b] = ([c]− [a]) ∩ [b] ✭✸✳✶✶✮

= ([5, 10]− [20, 30]) ∩ [b] ✭✸✳✶✷✮

= ([−25,−10)] ∩ [−15, 25] ✭✸✳✶✸✮

= [−15,−10] ✭✸✳✶✹✮

❜✉t ♥♦t [a] ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✿

[a] = ([c]− [b]) ∩ [a] ✭✸✳✶✺✮

= ([5, 10]− [−15, 25]) ∩ [a] ✭✸✳✶✻✮

= ([−20, 35)] ∩ [20, 30] ✭✸✳✶✼✮

= [20, 30] ✭✸✳✶✽✮

▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❝♦♥✲
str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✳ ❚❤❛t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐✜❝ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳

✸✳✷✳✻✳✸ ❇✐s❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

❯♥❧✐❦❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥✲
t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❜✉t ♦♥ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❬✾✷❪✳ ❇✐s❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐sts ✐♥
s♣❧✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ t✇♦ ❡q✉❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s
✷ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ r❡❣❛r❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥t❡r✈❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛ ❢✉rt❤❡r ❜✐s❡❝t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❛t
❜✐s❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✹✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❡r②
❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ❜✐s❡❝t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❛❧s♦ ❡①✐sts ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❥♦✐♥t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ❜✐s❡❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ✐s t❤❡ ❙■❱■❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾✸❪✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉s❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❜✉t ✇♦♥✬t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

✸✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘●P❆✱ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r r❛♥❣❡ ❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✉s❡s r❛❞✐♦
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱



✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮ ✼✺

t❤❡ ❘●P❆ ❝♦♥✈❡rts t❤❡♠ ✐♥t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ❛♥❞ s❡❛r❝❤ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸ ♠♦st ✉s❡❞
r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳✶✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘●P❆
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ▼▲
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳✶ ❈♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❈♦♥str❛✐♥ts ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❉❡❢✳ ✺✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❈♦♥str❛✐♥t✮ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❆ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐t ❡①✐sts ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✭❉❡❢✳ ✻✮✱ ✇❤✐❝❤
❞❡❧✐♠✐ts ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡✳ ❆❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s r❡❣✐♦♥ s❛t✐s❢② t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❈♦♥str❛✐♥t✮ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✸ t②♣❡s ♦❢ ▲❉Ps ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ t❤❡ r❛♥❣❡s✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡rs✳

✸✳✸✳✶✳✶ ❘❛♥❣❡ ❈♦♥str❛✐♥t

❆ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ r ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛♥❝❤♦r ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ a = [xa, ya, za] ❛♥❞
t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ b = [xb, yb, zb] ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

r = ‖a− b‖+ δr, ✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ δr ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡ ❡rr♦r✳

✸✳✸✳✶✳✷ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❘❛♥❣❡s ❈♦♥str❛✐♥t

❆ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ∆ ❢r♦♠ t✇♦ ❛♥❝❤♦rs ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s a✱ a
′

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

∆ = ‖a− b‖ − ‖a′ − b‖+ δ∆, ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ δ∆ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ❡rr♦r✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

✸✳✸✳✶✳✸ P♦✇❡r ❈♦♥str❛✐♥t

❆ ❧♦❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧ ✿

P (d) = P0 − 10np log10(d) +X, ✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ P0 ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ✶ ♠❡t❡r✱ np ✐s t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t ❛♥❞ X ❛ ❡rr♦r
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✾✹❪✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ P ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛♥❝❤♦r
❛t ♣♦s✐t✐♦♥ a ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ b ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤✿

d = exp(M − S2) + δP ✭✸✳✷✷✮

✇✐t❤

M =
log(10)(P0 − P )

10np
✭✸✳✷✸✮

S = − log(10)σX
10np

✭✸✳✷✹✮

✇❤❡r❡ σ2X ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
δP ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ✿

δP =
√

(1− exp (−S2)) (exp (2M − 2S2)) ✭✸✳✷✺✮

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳

✸✳✸✳✶✳✹ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ■♥t❡r✈❛❧ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r t❡r♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❛t ❡rr♦r✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❉❡❢✳ ✼✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ■♥t❡r✈❛❧✮ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s
❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥s✐❞❡ ✇❤✐❝❤✱ ❛♥② ✈❛❧✉❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❍❡♥❝❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r δr✱ δ∆ ❛♥❞ δP ❛r❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥
●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ σ2r ✱ σ

2
∆ ❛♥❞ σ2P t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ [Ir]✱

[I∆] ❛♥❞ [IP ]✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡✱ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ❝♦♥str❛✐♥t
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s✿

[Ir] = [r − γσr, r + γσr] ✭✸✳✷✻✮

[I∆] = [∆− γσ∆,∆+ γσ∆] ✭✸✳✷✼✮

[IP ] = [P (d)− γσP , P (d) + γσP ] ✭✸✳✷✽✮

✭✸✳✷✾✮

✇✐t❤ γ✱ ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢❛❝t♦r✳ ❲✐t❤♦✉t ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ γ = 3 t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ✾✾✪
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱



✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮ ✼✼

✕ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ ❛ r❛♥❣❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❤❛♣❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s ✐♥ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✷❉✮ ♦r ❛ s❤❡❧❧ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✸❉✮✱ ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r a✳

✕ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ ❛ ❚❉♦❆ ✐s s❤❛♣❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❤②✲
♣❡r❜♦❧❛s ✐♥ ✷❉ ♦r t✇♦ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞s ✐♥ ✸❉✳

✕ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ ❛ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❤❛♣❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s ✐♥ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✷❉✮ ♦r ❛ s❤❡❧❧ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✸❉✮✱ ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r a✳

✸✳✸✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t
r❡❣✐♦♥✳ ❘●P❆ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✺ st❡♣s✱ ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ▼❡t❤♦❞✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✶✳ ❇✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮✱
✷✳ ❇♦① t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✱
✸✳ ▼❡r❣❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❡r❣❡❞ ❜♦① ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✱
✹✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦① ✇✐t❤ ❛ ❑❞✲❚r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮✱
✺✳ ❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳

✸✳✸✳✷✳✶ ❇✉✐❧❞ t❤❡ ❈♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❘●P❆ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐s t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❊❛❝❤ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡s✐r❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳✶✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✉✐❧❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❛♥ ❡①✲
❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ✹ ❛♥❝❤♦rs ✇❤❡r❡✿

✕ ✷ ❛♥❝❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❚❉♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱
✕ ✶ ❛♥❝❤♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❚♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱
✕ ✶ ❛♥❝❤♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

✸✳✸✳✷✳✷ ❇♦① t❤❡ ❈♦♥str❛✐♥ts

■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r❡❝✐s❡❧② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❛s❦✱ ✐t ✐s ✜rst ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❜♦① ♦❢ t❤❛t
r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛①✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❋✐❣✳ ✸✳✺✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜✉✐❧t t❤❛♥❦s t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s✳

❋✐❣✳ ✸✳✻✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❜♦①❡❞✳



✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮ ✼✾

♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦① B ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡❢✳ ✽✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜♦① ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦① ✭❉❡❢✳ ✾✮✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❇♦①✮ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛①✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k s❡t ❛t k = 2 ❢♦r ❛ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞
❞❡✜♥✐♥❣ projk([I]) ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [I] ♦♥ ❛①✐s k✳ ❛ ❜♦① B ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✇✐t❤ ❬✾✶❪✿

B = [I] = [I1]× [I2]× . . .× [Ik], ✭✸✳✸✵✮

✇✐t❤ [Ik] = projk([I]),

❍❡♥❝❡ ✇r✐tt❡♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛ ❜♦① ❣❛t❤❡rs ❛s ♠✉❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛s t❤❡ ❣✐✈❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭●❡♦♠❡tr✐❝ ❇♦①✮ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜♦① ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦①
✐♥t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✳

✸✳✸✳✷✳✸ ❙♠❛rt ▼❡r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥str❛✐♥ts

❋♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦① r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ❜♦①❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s♠❛rt
♠❡r❣❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦①✳

❋✐rst✱ t❤❛t ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦① Bm ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❜♦①❡s Bn ✇✐t❤ ✿

Bm =
N
⋂

n

Bn ✭✸✳✸✶✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜♦①❡s✳
❋r♦♠ t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✕ ❡✐t❤❡r Bm ❡①✐sts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s r♦♦♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡❞
❜♦①✱

✕ ♦r Bm ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐sts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦①❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦①❡s ❡✐t❤❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ♦r t♦ ♠❛❦❡
❡①✐st Bm✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦①❡s ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿

✕ ❡✐t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦①❡s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Bm✱
✕ ♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦①❡s ❛r❡ ❡♠❜♦ss❡❞✱ t♦ ♠❛❦❡ ❛♣♣❡❛r Bm✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦①❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡✐r ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢❛❝t♦r γ✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ γ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛ ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ s♠❛rt ♠❡r❣❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳

✸✳✸✳✷✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ▼❡r❣❡❞ ❇♦①

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦① ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❆s
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ t❤✐s ✐s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② s♣❧✐t✲
t✐♥❣ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦① t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❛❧ s❤❛♣❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❛t ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡q✉✐r❡s ✸ st❡♣s ✿



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

✭❛✮ ❙✐♠♣❧❡ ♠❡r❣❡ ✭❜✮ ❙♠❛rt ♠❡r❣❡

❋✐❣✳ ✸✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ st❡♣✱ t❤❡ ❣r❡② ❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦①✳ ✭❛✮
❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❜♦①❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ✭❜✮
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s♠❛rt ♠❡r❣❡ ♦♥❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❜♦①❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡s✐③❡❞✱ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦① ✐s s♠❛❧❧❡r✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❙♠❛rt ▼❡r❣❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

γ❂✸ ⊲ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ✾✾✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧
✇❤✐❧❡ α > αmin ♦r γ ❂❂ γmin ❞♦

❢♦r n ✐♥ N ❞♦
Bn =✉♣❞❛t❡✲s✐③❡(Bn, γ) ⊲ ✉♣❞❛t❡ ❜♦①❡s s✐③❡s

❡♥❞ ❢♦r

Bm =
N
⋂

n

Bn ⊲ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜♦① ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts

✐❢ Bm == ∅ t❤❡♥
γ = γ + α ⊲ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧
α = α ∗ 2

❡❧s❡
γ = γ − α ⊲ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧
α = α/2

❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ✇❤✐❧❡



✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮ ✽✶

✭❛✮ ❋✐rst q✉❛❞tr❡❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥
♠❡r❣❡❞ ❜♦①✱

✭❜✮ ❩♦♦♠ ♦♥ s❡❝♦♥❞ q✉❛❞tr❡❡ ✐t✲
❡r❛t✐♦♥✳ ❉♦t❡❞ ❜♦①❡s ❛r❡ t❛❣❣❡❞
✧♦✉t✧ ❛♥❞ r❡❥❡❝t❡❞✱

✭❝✮ ❚❤✐r❞ q✉❛❞tr❡❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✭❞✮ ❋✐♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ r❡❣✐♦♥
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢
❜♦①❡s✳

❋✐❣✳ ✸✳✽✿ ❚❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦①❡s✳



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

✶✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❑❞✲❚r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✾✺❪ ✭❛✳❦✳❛✳ q✉❛❞tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✷❉✱ ♦r ♦❝tr❡❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✸❉✮ ♦♥ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦①✳

✷✳ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜♦①❡s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
✸✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❜♦①❡s t♦ ❦❡❡♣ ❛♥❞ r❡st❛rt t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡♠✳

❑❞✲❚r❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❑❞✲❚r❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ s♣❧✐ts ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥t♦ s❡✈✲
❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦♥❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❡r❣❡❞ ❜♦①✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦①✱ t❤❡ ❑❞✲❚r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s 2k s❡ts ♦❢ ❜♦①❡s {B}✱
✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜♦①✱ ✐ts ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s
s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r✈❛❧s✳

❚❡st t❤❡ ❇♦①❡s

❖♥❝❡ t❤❡ 2k ❜♦①❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ❜♦① ✐s t❡st❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢✿

✕ ❚❤❡ ❜♦① ✐s ❛♥ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜♦① ✭❉❡❢✳✶✵✮✱
✕ ❚❤❡ ❜♦① ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✭❉❡❢✳✶✶✮✱
✕ ❚❤❡ ❜♦① ✐s ♦✉t ✭❉❡❢✳✶✷✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❊♥❝❧♦s❡❞ ❇♦①✮ ❆ ❜♦① ✐s s❛✐❞ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✈❡rt❡① ❛♥❞ t❤❡
❢✉rt❤❡r❡st ✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❆♠❜✐❣✉♦✉s ❇♦①✮ ❆ ❜♦① ✐s s❛✐❞ ❆♠❜✐❣✉♦✉s ✐❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✈❡rt❡① ♦r

t❤❡ ❢✉rt❤❡r❡st ✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❖✉t ❇♦①✮ ❆ ❜♦① ✐s s❛✐❞ ❖✉t ✐❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✈❡rt❡① ❛♥❞ t❤❡ ❢✉rt❤❡r❡st
✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ t❤❡ ❜♦① ♥✉♠❜❡r ✶ ✐s t❛❣❣❡❞ ❛s ❛♥ ✧❡♥❝❧♦s❡❞
❜♦①✧❀ t❤❡ ❜♦①❡s ♥✉♠❜❡r ✷✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ❛r❡ t❛❣❣❡❞ ❛s ✧❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦①❡s✧❀ t❤❡ ❜♦①❡s ♥✉♠❜❡r
✸ ❛♥❞ ✹ ❛r❡ t❛❣❣❡❞ ❛s ✧♦✉t ❜♦①❡s✧✳

❆♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❡st t❤❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜♦① t♦ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❜♦① t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦①❡s t♦ t❡st✱ ❛ ♥♦♥ ❡①❛❝t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❡st✐♥❣ ♦♥❧② ✷ ✈❡rt❡①❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦①✿ t❤❡
♥❡❛r❡st ✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢✉rt❤❡st ♦♥❡✳

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ♠❡t❤♦❞✳ ▲❡ts ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ c ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ O ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥
●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ σc ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Ic ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

[Ic] = [c− σc, c+ σc] ✭✸✳✸✷✮
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❋✐❣✳ ✸✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ✻ ❜♦①❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ❜♦①❡s ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❣❣❡❞ ❡♥❝❧♦s❡❞✱
❛♠❜✐❣✉♦✉s ♦r ♦✉t✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✵✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❛ ❜♦①✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s c − σc ❛♥❞ c + σc ❛r❡ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s Vmin ❛♥❞
Vmax ❛r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❡♥t❡r O✱ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡r ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❜♦① ❛♥❞
t❤❡ ❢✉rt❤❡r ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❜♦① r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ Vmin ❛♥❞ Vmax t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t
❝❡♥t❡r t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❜♦① ❛♥❞ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦① r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜♦① ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❢♦✉r ❤②♣♦t❤❡s❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✿























h0 : Vmin < c− σc
h1 : Vmin < c+ σc

h2 : Vmax < c− σc
h3 : Vmax < c+ σc

✭✸✳✸✸✮

Pr❛❝t✐❝❛❧❧② t❤♦s❡ ❢♦✉r ❤②♣♦t❤❡s❡s r❡t✉r♥ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡t ❚r✉❡ ♦r ❋❛❧s❡
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Dmin✱ Dmax✱ c ❛♥❞ σc✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✷
❧♦❣✐❝ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s Le(Bn) ❛♥❞ La(Bn) r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ❚r✉❡ ❧♦❣✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐❢ ❛ ❜♦① Bn ✐s
❡♥❝❧♦s❡❞ ♦r ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ s♦♠❡ ❧♦❣✐❝ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s t❤♦s❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

Le(Bn) = h̄0h1h̄2h3 ✭✸✳✸✹✮

La(Bn) = h̄0h̄1h3 + h1h̄2h̄3 + h0h1h̄2 ✭✸✳✸✺✮

❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ◆♦✈❡❧ ■t❡r❛t✐♦♥

❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜♦①❡s ❛r❡ st♦r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦①❡s ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❑❞✲❚r❡❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❜♦①❡s ❛r❡
r❡❥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ µe s❡ts ♦❢ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜♦①❡s {Be} ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱
✇❤❡r❡✉♣♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s st♦♣♣❡❞✳ ■❢ ♥♦ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜♦①❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss st♦♣s
♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r µa s❡ts ♦❢ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦①❡s {Ba}✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❑❞✲❚r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✳✸✳✷✳✺ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ P♦s✐t✐♦♥

✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ P♦s✐t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❞ r❡❣✐♦♥

✭❜✮ ❙❝r❡❡♥s❤♦t ❢r♦♠ ❞❡♠♦♥str❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✶✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛✮ ♦♥ t❤❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✱ ✭❜✮ ✉s✐♥❣ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❣r❡❡♥ ❜❛❧❧ ✐s t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜❛❧❧ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❜♦①❡s ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦①❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❛t st❡♣ ♦♥❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡s✲
t✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❜♦①❡s {Be}



✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮ ✽✺

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❜♦①❡s

⊲ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦①❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜♦① Bm
{Ba} = {Bm}
⊲ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜♦①❡s
{Be} = {}
✇❤✐❧❡ ❝❛r❞({Be}) ≤ µe ♦r (❝❛r❞({Be}) + ❝❛r❞({Ba})) ≤ µa ❞♦

❢♦r b ✐♥ {Ba} ❞♦
{Q} = ❑❞❚r❡❡(b) ⊲ ❖♥ ❡❛❝❤ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦① ❛ ❑❞✲❚r❡❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
❢♦r q ✐♥ {Q} ❞♦

✐❢ Le(q) == ❚r✉❡ t❤❡♥ ⊲ ❚❡st ❡♥❝❧♦s✉r❡
{Be} = {Be}+ q

❡❧s❡ ✐❢ La(q) == ❚r✉❡ t❤❡♥ ⊲ ❚❡st ❛♠❜✐❣✉✐t②
{Ba} = {Ba}+ q

❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✭♦r {Ba} ✐❢ {Be} = ∅✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶❜ ✐s ❛ s❝r❡❡♥s❤♦t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❜♦①❡s✱ ❛♠❜✐❣✉✲
♦✉s ❜♦①❡s✱ tr✉❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❜♦①❡s {Be} ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥ts✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t❡ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✹✳

✸✳✸✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✭❘●P❆✮

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘●P❆✱ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡s ✐t ❛❣❛✐♥st ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳

✸✳✸✳✸✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙❝❡♥❛r✐♦

❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✼✸❪ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤②❜r✐❞ ❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▼▲ ❛♥❞ ❲▲❙ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✉s❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘●P❆ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♥❡s✳ ■♥
t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ β ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥❝❤♦rs ♣r♦✈✐❞✐♥❣
t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❝❤♦rs ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s {AP } ♣r♦✈✐❞❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {P}✱ t❤❡ ❛♥❝❤♦rs ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s {AD} ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s {∆} ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❝❤♦rs ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s {AR} ♣r♦✈✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {r}✳ ❚❤❡s❡
t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛♥❝❤♦rs ❛r❡ ❞r❛✇♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t sq✉❛r❡s✱ t❤✉s✿

✕ {AP } ∈ HP ✱
✕ {AD} ∈ HD✱
✕ {AR} ∈ HR✱



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs s❡tt✐♥❣s

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

HP [−1, 1]× [−1, 1] km2

HD [−100, 100]× [−100, 100] m2

HR [−10, 10]× [−10, 10] m2

σr 2.97 m
σ∆ 3.55 m
σX 4.34 dB
np 2.64
P0 −40 dB

✇✐t❤ HR ⊂ HD ⊂ HP ✳ ❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ HR✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✷✿ ❆ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ β r❡❝❡✐✈❡s r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {r} ❢r♦♠ ❛♥❝❤♦rs ❛t
♣♦s✐t✐♦♥s {AR}✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {∆} ❢r♦♠ ❛♥❝❤♦rs ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s {AD}
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {P} ❢r♦♠ ❛♥❝❤♦rs ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s {AP }✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ▼▲ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❈r❛♠❡r✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❈❘▲❇✮ ✈✐❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳ ❚❤❡ ▼▲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s❡s ❛ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞
s✐♠♣❧❡① ♦♣t✐♠✐③❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭▼▲✲❲▲❙✮ ❬✾✻❪✳ ▼✉❧✲
t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❬✼✸❪✳ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡
❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2r ✱ σ

2
∆ ❛♥❞ σ2P ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥

❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❲❍❊❘❊✶ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❬✾✼❪✳



✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮ ✽✼

✸✳✸✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
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✭❛✮ P♦✇❡rs ✰ ❞✐✛✳ ♦❢ r❛♥❣❡s
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✭❜✮ P♦✇❡rs ✰ r❛♥❣❡s
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✭❝✮ ❘❛♥❣❡s ✰ ❞✐✛✳ ♦❢ r❛♥❣❡s
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✭❞✮ ❋✉❧❧ ❍②❜r✐❞

❋✐❣✳ ✸✳✶✸✿ ❈❉❋s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ▼▲✲❲▲❙✱
❛♥❞ ❈❘▲❇ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❤②❜r✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮✱
r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❝❛s❡s ❢♦r ❢♦✉r
❤②❜r✐❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿

✕ P♦✇❡rs ✰ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s✱ ✉s✐♥❣ ✹ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ✸ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸❛✮✱

✕ P♦✇❡rs ✰ r❛♥❣❡s✱ ✉s✐♥❣ ✹ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ✹ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸❜✮✱
✕ ❘❛♥❣❡s ✰ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s✱ ✉s✐♥❣ ✹ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ✸ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸❝✮✱

✕ ❋✉❧❧ ❤②❜r✐❞✱ ✉s✐♥❣ ✹ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡rs✱ ✹ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ✸ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸❞✮✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❤②❜r✐❞ ❝❛s❡s ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ t②♣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭♦♥❧② r❛♥❣❡✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
r❛♥❣❡s✱ ♦r r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r✮ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❈❉❋ s❤♦✇♥ ✐♥



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✭❛✲❞✮ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡✈❛✐❧s ♦♥ ▼▲✲❲▲❙✳
❚❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸❛ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸❜✳ ❚❤♦s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✉s✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛❧❧♦✇ ❛ ❣❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥
✵✳✺m❛♥❞ ✶ m ❢♦r ❛❧❧ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡s✳ ❖t❤❡r ❝❛s❡s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t✐♠❡ ❜❛s❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸❝✱ ♦r ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t②♣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸❞✱ ❛❧s♦
s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②
t❤❡ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r t❤❡ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❡ ♠✐①✐♥❣ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ r❛♥❣❡s✳ ■♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♠❡t❤♦❞ ❡♥s✉r❡s ❛ ✸✵ cm ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡s ❞r❛✇♥ ✐♥ ❛
20× 20 m2 r♦♦♠✳

❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝♦♠❡ ♦✉t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①tr❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t②✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② st✉❞②✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ s❤♦✇s s♦♠❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ❖♥
t❤♦s❡ ❤✐st♦❣r❛♠s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ ▼▲✲❲▲❙ ❡①❝❡♣t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❣❡s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t❤❡ ✇♦rst ✐♥
t❡r♠ ♦❢ s♣❡❡❞✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ r❛♥❣❡s ❝♦♥str❛✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✐s ✉♥❢❛✐r✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ▼▲✲❲▲❙ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❋♦rtr❛♥ ❝♦❞❡✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥ ❢✉❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❝♦❞❡ ✐♥ P②t❤♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞
❛s ❢❛st ❛s t❤❡ ▼▲✲❲▲❙ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤✐❣❤❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡✳

Power
+ ranges

Power +
diff. of ranges
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diff. of ranges
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0.10

0.15
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0.25
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Geometric

ML-WLS

❋✐❣✳ ✸✳✶✹✿ ❙♣❡❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
❛ ▼▲✲❲▲❙ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡r✳



✸✳✹✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ✽✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❘▼❙❊ ✈s ▼❡t❤♦❞

❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ ▼▲✲❲▲❙ ❈❘▲❇
✭m✮ ✭m✮ ✭m✮

P♦✇❡r ✰ ❞✐✛✳ ♦❢ r❛♥❣❡s ✷✳✹✻ ✷✳✾✶ ✷✳✷✸
P♦✇❡r ✰ r❛♥❣❡s ✷✳✺✶ ✷✳✽✶ ✶✳✼✽
❘❛♥❣❡s ✰ ❞✐✛✳ ♦❢ r❛♥❣❡s ✶✳✻✽ ✶✳✾✸ ✵✳✾✻
❋✉❧❧ ❍②❜r✐❞ ✶✳✻✺ ✶✳✾✷ ✵✳✾✺

✸✳✹ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❛❧✇❛②s
❞❡❧✐♠✐t ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦✉❣❤t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✱
❘●P❆ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❧✐♠✐t ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡✳
❚❤❛t ♣r♦♣❡rt② ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✳✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ B ♦❢ ❛ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♥♦✐s② r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r1✱ r2 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❣❡ ♥♦❞❡s
❛t ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s R1 ❛♥❞ R2✱

ri = ‖Ri −B‖+ δi, i = 1, 2, ✭✸✳✸✻✮

✇❤❡r❡ δi ✐s t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r δi✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t❡ ri✱ ✇❤✐❝❤ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✱ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ s❤❛♣❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥♥✉❧✉s ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r Ri✳ ❚❤❡
❛♠❜✐❣✉✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥♥✉❧✐ s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡ts C1 ❛♥❞ C2 ✇✐t❤ ❝❡♥tr♦✐❞s C1 ❛♥❞ C2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t✇♦ s✉❜s❡ts
❛♥❞ t❤❡✐r ❝❡♥tr♦✐❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘●P❆ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳

❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {Pk} ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s {Hk}✳ ❚❤❡ ❧♦❣ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Pk ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛♥ µ(dk) ❞✐st♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡rr♦r t❡r♠ Xk✱ ✐✳❡✳✱

Pk = µ(dk) +Xk, ✭✸✳✸✼✮

✇✐t❤ dk = ‖B − Hk‖✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮
♦❢ X1, . . . , XK ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧♦❣ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈❡❝t♦r
P = [P1, . . . , PK ]✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦❣ ♣♦✇❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❋✐❣✳ ✸✳✶✺✿ ❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ B r❡❝❡✐✈❡s t✇♦ r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t❡s r1 ❛♥❞ r2 ❢r♦♠
r❛♥❣✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ R1 ❛♥❞ R2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊rr♦rs ✐♥ r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❜② t✇♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥♥✉❧✐ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t R1 ❛♥❞ R2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♥✉❧✐
❛r❡ t❤❡ t✇♦ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s C1 ❛♥❞ C2✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❡♥tr♦✐❞s C1 ❛♥❞ C2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❧♦❣ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡ ❛t
♣♦s✐t✐♦♥ Hk✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ Hk t♦ Ci ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dk,i✳



✸✳✹✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ✾✶

✸✳✹✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❘✉❧❡

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❞❢ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛s✿

fP|B,r1,r2(p) ≈











fP|C1,r1,r2(p), B ∈ C1

fP|C2,r1,r2(p), B ∈ C2

0, ♦t❤❡r✇✐s❡,

✭✸✳✸✽✮

✇✐t❤ p ∈ R
K ✳ ■♥ ✭✸✳✸✽✮ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t B /∈ C1 ∪ C2 ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s C1 ♦r C2✳ ❙✐♥❝❡ B ✐s
✉♥❦♥♦✇♥✱ fP|B,r1,r2(p) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛❝❝✉r❛t❡ r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡♥ B ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② C1 ✐❢ B ∈ C1 ♦r ❜② C2 ✐❢ B ∈ C2✱ ❛♥❞ t❤✉s✿

dk ≈
{

dk,1 =‖C1 −Hk‖, B ∈ C1

dk,2 =‖C2 −Hk‖, B ∈ C2.
✭✸✳✸✾✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣❤r❛s❡❞
❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞
γ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ❝♦sts ❬✾✽❪✿

λ =
fP|C1,r1,r2(p)

fP|C2,r1,r2(p)

C2

≶
C1

γ. ✭✸✳✹✵✮

❚❤❡ ▼▲ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r γ = 1✳

✸✳✹✳✸ ❙♣❡❝✐❛❧ ❈❛s❡✿ ❯♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ▲♦❣ P♦✇❡r ❊rr♦rs

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ X1, . . . , XK ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s σ21, . . . , σ

2
K ✱ ②✐❡❧❞s ❢♦r B ✐♥ Ci✿

fP|Ci,r1,r2(p) =
K
∏

k=1

1√
2πσk

exp

(

−(pk − µk,i)2
2σ2k

)

, i = 1, 2, ✭✸✳✹✶✮

✇✐t❤ µk,i = µ(dk,i)✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ Λ = lnλ r❡❛❞s✿

Λ =

K
∑

k=1

[

(pk − µk,2)2
2σ2k

− (pk − µk,1)2
2σ2k

]

✭✸✳✹✷✮

❚❤❡ ▼▲ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✹✷✮ ✐♥t♦ ✭✸✳✹✵✮ ✇✐t❤ γ = 1✿

K
∑

k=1

1

2σ2k

[

µ2k,2 − µ2k,1
]

C1

≶
C2

K
∑

k=1

1

σk
Pk(µk,1 − µk,2). ✭✸✳✹✸✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ✜①❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞s C1 ❛♥❞ C2✱ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ t❡r♠s ❛r❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❬✾✽❪✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ P❛r❛♠❡t❡rs s❡tt✐♥❣s

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

S [−20, 20]× [−20, 20] m2

L [−80, 80]× [−80, 80] m2

σδ 0.9 m
σX 4 dB
np 3
P0 −40 dB

✭❛✮ ❚❤r❡❡ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s ✭❜✮ ❚❡♥ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s

❋✐❣✳ ✸✳✶✻✿ ❈❉❋ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈r❛♠❡r ❘❛♦
▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞ ✭❈❘▲❇✮ ❬✾✾❪✱ t❤❡ ▼▲ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲✮✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▼▲ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s s♦❧✉t✐♦♥ ✭▼▲✲❲▲❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✿
✭❛✮ ❚❤r❡❡ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ ✭❜✮ ❚❡♥ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s✳

✸✳✹✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✲
✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼▲ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ✈✐❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✱ ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❆ tr✉❡ ▼▲ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥
▼▲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▼▲✲❲▲❙✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡r ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❧❡❛st sq✉❛r❡s s♦❧✉t✐♦♥ ❬✾✻❪✱ ❜♦t❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳✷✳

✸✳✹✳✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❙❝❡♥❛r✐♦

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✈✐❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✶✺ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡tt✐♥❣s ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s B,R1, R2 ❛r❡ ❞r❛✇♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ S✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s {Hk} ♦❢ t❤❡ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s
❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞r❛✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛r❡❛ L✳ ❚❤❡



✸✳✹✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ✾✸

r❛♥❣❡ ❡rr♦rs δ1 ❛♥❞ δ2 ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ③❡r♦ ♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2δi = σ2δ ✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❧♦❣ ♣♦✇❡r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧ µ(dk)✿

µ(dk) = P0 − 10np log10(dk), ✭✸✳✹✹✮

✇❤❡r❡ P0 ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ✶ ♠❡t❡r ❛♥❞ np ✐s t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
σ2k ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ σ2X ❢♦r ❛❧❧ k✳ ❱❛❧✉❡s ❢♦r P0✱ np✱ σ2δ ❛♥❞ σ2X ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✾✼❪✳

✸✳✹✳✹✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ▼▲ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❞sB ∈ argmaxz Λ❍②❜r✐❞(z)✱
✇❤❡r❡ Λ❍②❜r✐❞(z) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r B ❜❛s❡❞ ♦♥ {ri} ❛♥❞ P✳ ❖♥❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ③❡r♦✳ ❋♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ♣♦✇❡r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s✿

∇Λ❍②❜r✐❞(z) = ∇ΛP♦✇❡r(z) +∇Λ❘❛♥❣❡(z), ✭✸✳✹✺✮

✇❤❡r❡ ΛP♦✇❡r ❛♥❞ Λ❘❛♥❣❡ ❛r❡ t❤❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ❡st✐♠❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t✇♦ ❣r❛❞✐❡♥ts r❡❛❞ ❬✾✻❪✱ ❬✶✵✵❪✱

∇ΛP♦✇❡r(z) =
K
∑

k=1

1

s2
Mk − s2 − ln ‖z −Hk‖

dk
2 (z −Hk),

∇Λ❘❛♥❣❡(z) =

2
∑

i=1

1

σ2τ

ri − ‖z −Ri‖
ri

(z −Ri), ✭✸✳✹✻✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

s = −σX ln 10

10np
, Mk =

(P0 − Pk) ln 10
10np

+ ln d0. ✭✸✳✹✼✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✻✮✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ✭✸✳✹✺✮ r❡q✉✐r❡s ❣❧♦❜❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss✱
❡✳❣✳ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭▼▲✲❲▲❙✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✾✻❪✳

✸✳✹✳✹✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❈❉❋✮✱ ♦✉t❧✐❡r r❛t❡s ❛♥❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✭❘▼❙❊✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❈❉❋s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❢♦r ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ▼▲✲❲▲❙ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ▼▲✳
❋♦r ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ▼▲✲❲▲❙ ❤❛s s✐♠✐❧❛r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡✈❛✐❧s✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❤❡s❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s
✐s ❤✐❣❤✳ ❚♦ ✐♥s♣❡❝t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆♥ ♦✉t❧✐❡r
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ B ∈ Ci✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ B ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ✐❢ ✐t ❧✐❡s ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ Ci✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ✭✸✳✹✸✮✳ ❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼❛ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❧✐❡r
r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ▼▲
❡st✐♠❛t♦r ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧♦✇❡st ♦✉t❧✐❡r r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ■t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ▼▲✲❲▲❙ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✉t❧✐❡r r❛t❡✳ ❚❤✐s
✐s ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❢♦✉r✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘▼❙❊s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼❜✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❢♦r ❢♦✉r ♦r ❧❡ss ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
▼▲ ❝✉r✈❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼▲✲❲▲❙ ❝✉r✈❡✳

✭❛✮ ❖✉t❧✐❡r r❛t❡ ✈s✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s ✭❜✮ ❘▼❙❊ ✈s✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡s

❋✐❣✳ ✸✳✶✼✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ✭❛✮ ❖✉t❧✐❡r
r❛t❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ❘▼❙❊✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❘▼❙❊ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡rr♦rs✿ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ♦✉t❧✐❡rs ❞✉❡ t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥
✭✸✳✹✸✮✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✸✾✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs
♦❝❝✉r s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s C1 ♦r C2 ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡✳
❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣
t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
r❛♥❣❡ ❡rr♦r δi✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥tr♦✐❞s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s
❢✉rt❤❡r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❧✐❡r r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❢❛❧s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
✐♥ ✭✸✳✹✸✮✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮✳

✸✳✹✳✺ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ✈s ❊①✐st✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥❬✶✵✶❪✮✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐❧❧✉s✲



✸✳✹✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ✾✺

tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❛t ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✹ ❛♥❝❤♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞
✷ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡s tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ✐s ✐♥ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♦♥❧②
✷ ❛♥❝❤♦rs ♥♦❞❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡✳

■♥ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳
■♥❞❡❡❞✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✇♦ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❧✐♥❞
♥♦❞❡s✱ ❛♥ ❡①tr❛ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥ ❜② ❜♦t❤ ♥♦❞❡s✱ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❛♠❜✐❣✉✐t②✳
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❋✐❣✳ ✸✳✶✽✿ ❚❤❡ t✇♦ ❜❧✉❡ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❛♥❝❤♦rs✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♥❝❤♦rs ❛♥❞ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ s♦❧✈❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ❞❡✜♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞
❧❡❛❞ ❡✐t❤❡r t♦ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ♦r t♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦t❤
r❛♥❣❡ ❛♥❝❤♦rs ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❘●P❆ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡
t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ s❤♦✇s t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✳

❲✐t❤♦✉t ❡①tr❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② r❡♠❛✐♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡s✳ ❆ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ ❛ t♦ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✸✳✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❘❙❙ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥ ✐ts ✷ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡s✳

✸✳✹✳✺✳✶ ❯s✐♥❣ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❘❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❆♠❜✐❣✉✐t②

❚❤❡ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ ❧♦ss s❤❛❞♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ✭✸✳✷✶✮✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s
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❋✐❣✳ ✸✳✶✾✿ r❡s✉❧ts ♦❢ ❘●P❆ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ❘●P❆ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✷ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡✳



✸✳✹✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❚❡st✐♥❣ ✾✼

✕ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ σX = 4dB
✕ P❛t❤❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t np = 3
✕ P0 = −40dB

❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✐s
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ s❤❛r❡ ❜♦t❤ ❛ ♣♦✇❡r ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼▲ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡r ❬✻✹❪✳
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❋✐❣✳ ✸✳✷✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘●P❆ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ ▼▲✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦r✳

✸✳✹✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ▼▲ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛❧r♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ 500 ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ▼▲ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡
♠❡❛♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷ ❚♦❆s✱ ♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦t❤✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷ ♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s ✺✪ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ P❛r❛♠❡t❡rs s❡tt✐♥❣s

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

r❛♥❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σr 0.5m
♣♦✇❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ σX 4dB
♣❛t❤ ❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t np 3✱
♣❛t❤ ❧♦ss ❛t ✶ ♠❡t❡r PL0 4dB
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Hypothesis testing

ML - chosen position of

      the power observable

ML - average position of

      the power observable

❋✐❣✳ ✸✳✷✶✿ ❈❉❋ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛
▼▲ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷ ❚♦❆s ❛♥ ❛ ▼▲ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❜♦t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷ ❚♦❆s✳



✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✾

❛r❡ ♦✈❡r ✷✵ ♠❡t❡rs✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❤♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷
❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❡st
❢❛✐❧s✱ t❤❡ ✇r♦♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡rt✉r❜❡❞
❜② ✷ ❢❛❝t♦rs✿

✕ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧②
❦♥♦✇♥✳

✕ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦♦r ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✷ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥✈✐s❛❣❡❞✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧✐♥❞
♥♦❞❡ ✭t❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤♦s❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥✈❡rt❡❞
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧♦✇ r❡❣✐♠❡ ❡rr♦r ❜✉t ❛❧s♦ ❛❞❞
✈❡r② ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs✳ ❈♦♥tr❛r✐❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ❧✐♠✐ts t❤♦s❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ❜✉t ❞♦ ♥♦t
❛❝❤✐❡✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✶✺m✳

❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡✈❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ▼▲
♠❡t❤♦❞✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■t ✐s
st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢r♦♠ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❋r♦♠ t❤❛t st❛t❡♠❡♥t✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ t♦ ✉s❡ ❜♦t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

❚❤❛t ♣r❡❝✐s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵✶❪✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡
✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ Pr❛❝t✐✲
❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ s❡♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r
r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
❜② t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❣✉♥ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞
♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❘●P❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❜r✐❞ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡t✉r♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
❧❛❝❦ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❞♦♦r ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ✷ ❚♦❆s
❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♠✉❧t✐ ♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦
❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✳



✶✵✶

❈❤❛♣t❡r ✹

❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❆❣❡♥t ▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐♥❞♦♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♠❛♥❞❛t♦r②✱ ❜✉t ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉✣❝✐❡♥t✳ ❋✐rst ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧✐t② ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦
❡♥s✉r❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐♦ tr❛❝❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛❞✐♦ st❛♥❞❛r❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ s✐♥❣❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ❛♥ ❛ss❡t t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❆❚s✱ t♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❤✐❣❤
❧❡✈❡❧ str❛t❡❣✐❡s ✭❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❛♥❞♦✈❡r ❬✶✵✷❪✮ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ ❛ ❜❡t✲
t❡r ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤♦s❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐r❞✱ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦st
✹● ♥❡t✇♦r❦s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡ s②♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇♦✉❧❞
❡♥s✉r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛✐♠s t♦ ❜✉✐❧❞
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞♦♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱
✸ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✿

✕ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✱
✕ t❤❡ r❛❞✐♦ ♥❡t✇♦r❦ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱
✕ t❤❡ ✐♥t❡r ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦st ✉s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✐♥❣✱

❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ♠♦❜✐❧✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ s✐♠✉❧❛t♦rs ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts
✐♥t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙✐♠✉❧❛t♦r
✭❉❊❙✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦ ♠♦✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜♦t❤ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛t ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣



✶✵✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❣❡♥t

▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❉Ps ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❉❊❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡
❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡r ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆ ✜rst ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ✐s r✉♥✱
✇❤❡r❡ ▲❉Ps ❛♥❞ ❈■❘ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧✳ ❆ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡✳

✹✳✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ♦♥ ▼♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t♦rs

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ✉s✐♥❣ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t
❤❛♥❞✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t♦r ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❬✶✵✸❪✳ ❋♦r
t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙✐♠✉❧❛t♦r ✭❉❊❙✮ ✐♥ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✸✳

✹✳✷✳✶ ❚②♣❡s ♦❢ ▼♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✵✹❪✱ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ t②♣❡s✿
✕ ❘❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧s
✕ ▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥
✕ ▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❘❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡

✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❡st ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦r P❍❨✴▼❆❈ ❞❡s✐❣♥✳ ■❢ t❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❡❛s② t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ✈❡r② r❡❛❧✐st✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥
s♣❛t✐❛❧ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❆♠♦♥❣ t❤♦s❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ ✜♥❞ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇r♦✇♥✐❛♥
♠♦t✐♦♥ ❬✶✵✺❪ ♦r r❛♥❞♦♠ ✇❛② ♣♦✐♥t ❬✶✵✻❪✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ❛❞❞ ❛ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❞❡♣❡♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ❤✉♠❛♥
♠♦❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ▲❡✈② ❋❧✐❣❤t r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♠♦❞❡❧ ❬✶✵✼❪✳ ■♥ t❤❡ ▲é✈② ✢✐❣❤t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ st❡♣s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ st❡♣✲❧❡♥❣t❤s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❡♣s ❜❡✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✮✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ st❡♣s ❛ss✉♠❡ ❛
s♣❡❝✐✜❝ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✶✵✽❪✳ ❚❤♦s❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❜✉t ❜② ♥❛t✉r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✶✵✾❪✮✳ ◆❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✜t ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳



✹✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ♦♥ ▼♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t♦rs ✶✵✸

❋♦r s✉❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛❣❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞
✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥t♦ ❛ r❡str✐❝t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ■♥ ✐♥❞♦♦r s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐t ♠❡❛♥t t❤❛t
❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✢♦♦r ♣❧❛♥ ✇♦✉❧❞ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡✐r ♠♦✈❡♠❡♥t
t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ♣❛t❤s ✭❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❞♦♦rs✮✳ ●r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✱
❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♥♦❞❡s ❬✶✶✵❪✳ ❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ▼❛♥✲
❤❛tt❛♥ ▼♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❬✶✶✶❪ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ r♦❛❞s ❜❡t✇❡❡♥
❜✉✐❧❞✐♥❣s✳ ❚❤♦s❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❛❣❡♥ts✱ ❜✉t t❤❡② ❢❛✐❧ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥t❡r✲❛❣❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
r❡q✉✐r❡ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s
t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✉s ❜❡❤❛✈✐♦rs ❧✐❦❡✱
✐♥t❡r✲❛❣❡♥t ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦r ❣r♦✉♣ ♠♦❜✐❧✐t② t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞✱ ❞r❛st✐❝❛❧❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✶✷❪✳ ❚❤❛t ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❛❧✐s♠ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❧♦✇❡st
❧❡✈❡❧ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ r❛❞✐♦ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥❞❡❡❞✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡
❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❡❛ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✶✸❪✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❤❛❜✐ts ♦❢ t❤❡
❛❣❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❍✉♠❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ❧❡❞ ❜② ❤❛❜✐ts ❬✶✶✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✳ ❍❛❜✐ts ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡✳❣✳ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡♥s✐t②
♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r♦♦♠ ♦❢ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦r t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r
❛❣❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧✐t② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡
s♠❛rt ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r
❛❣❡♥ts✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s✉❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t♦
✉s❡ ❛ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙✐♠✉❧❛t♦r ✭❉❊❙✮✳

✹✳✷✳✷ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙✐♠✉❧❛t♦r ✭❉❊❙✮

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❛ s♣❛❝❡✲
t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛②♦✉t✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱✳✳✳✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥ts ✭♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛rr✐✈❛❧✱✳✳✳✮✳ ❚❤♦s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢
♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❉❊❙s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ st♦❝❤❛s✲
t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✶✶✺❪✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❉❊❙ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜② ♦t❤❡r ♠♦❜✐❧✐t② s✐♠✉❧❛t♦rs ♦r✐❡♥t❡❞ ♦♥ ❯r❜❛♥ ♠♦❜✐❧✐t②
❬✶✶✻✱ ✶✶✼✱ ✶✶✽❪✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ P②t❤♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ t❤❡ ❙✐♠P② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❬✶✶✾❪✳ ❙✐♠P② ✐s ❛ ❉❊❙ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ ❉❊❙ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
❡♥t✐t✐❡s✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧② ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ✐ts ♦✇♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❛t ❛✉t♦♥♦♠② ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② r✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥



✶✵✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❣❡♥t

▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

✉s❡r ❡✳❣✳ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ r♦♦♠s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❛t ♣r❡❝✐s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r ✈✐❞❡♦ ❣❛♠❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ❖♥❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ t②♣❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
❬✶✷✵❪✳ ❙t❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡✳❣✳
✧❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧❡❛❞❡r✧✱ ✧❞❡t❡❝t ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✧ ♦r ✧♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✧✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❛
❧✐❜r❛r② ❝❛❧❧❡❞ P❡rs♦♥❛❧ ❘❛♣✐❞ ❚r❛♥s✐t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✷✶❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ t♦ ✜t ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❞♦♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s✳ ❆ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✷✳

✹✳✷✳✸ ❚❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❜✐❧✐t②

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❡①✐sts ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ t♦♦❧s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡❞❡str✐❛♥ ♠♦❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡
♣❛ss❡♥❣❡r ✢♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ♦r ❡✈❛❝✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛✣❝ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
❬✶✷✷✱ ✶✷✸✱ ✶✷✹❪✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦♦❧s ✐♥ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦♦❧s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✶✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❛t ❧❛❝❦ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✉♣♣❡r
❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ❖❙■ st❛♥❞❛r❞s ✭▼❆❈✱■P✱✳✳✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s r❛r❡❧② ♣❛rt
♦❢ s✐♠✉❧❛t♦rs ❬✶✷✺✱ ✶✷✻✱ ✶✷✼❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ t♦♦❧s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
♠♦❜✐❧✐t②✱ ✐t ❡①✐sts s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥❞♦♦r s✐t✉❛t✐♦♥✱ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉s❡❞✿

✕ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts
✕ ❛❣❡♥t ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✐t❤❡r s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠♦❞❡❧s ♦r ❉❊❙
❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤♦s❡ st✉❞✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
✉s❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛ ♠♦❞❡❧s ❬✶✷✽✱ ✶✷✾❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❤❡
❛❣❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❣r✐❞✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♠♦✈❡ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❛t ❣r✐❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣r✐❞ ❢♦r
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❬✶✸✵❪✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝✱ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣
❛❣❡♥ts t♦ st❛♥❞ ❜❡❤✐♥❞ ❛♥ ♦♣❡♥ ❞♦♦r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✸✶❪✳

❆ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❛❣❡♥t ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡♥❞s t♦ r❡♣r♦✲
❞✉❝❡ ❛ r❡❛❧ ♣❡❞❡str✐❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❉❊❙ ❜❛s❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♦r ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛ ♠♦❞❡❧ ❬✶✸✷❪✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢
t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t✐❡s✱ ♦♥❧② ❢❡✇ s✐♠✉❧❛t♦rs ✉s❡ t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢
r❛❞✐♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✶✽❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧❛❝❦✐♥❣✳

✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❣❡♥ts ▼♦❜✐❧✐t②

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❊❙✳ ❚❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠♦❞❡s✳ ❋✐rst t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♠♦❜✐❧✐t②✱
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✭❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ r♦♦♠✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞



✹✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❣❡♥ts ▼♦❜✐❧✐t② ✶✵✺

✐♥ ✹✳✸✳✶✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ♠♦✈❡ ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✹✳✸✳✷✳

✹✳✸✳✶ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ▼♦❜✐❧✐t② ✿ ❆ ●r❛♣❤ ❆✐❞❡❞ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♠♦❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ✿

✕ ❛ st❛t❡ ✭❙❙✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s st❛t✐❝
✕ ❛ st❛t❡ ✭▼❙✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♠♦❜✐❧❡
▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ✐♥ ✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ st❛t✐❝✱ t❤✉s t❤❡ st❛t✐❝

st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦❜✐❧✐t② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❜♦t❤ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ t♦ r❡❛❝❤
t❤❛t t❛r❣❡t✳

✹✳✸✳✶✳✶ ❚❤❡ ●r❛♣❤ ♦❢ ❘♦♦♠ Gr ❛♥❞ t❤❡ ●r❛♣❤ ♦❢ ❲❛② P❛t❤ Gw

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡ts ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ r♦♦♠ Gr ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ●r❛♣❤ ♦❢ r♦♦♠s Gr

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ r♦♦♠s Gr✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❣r❛♣❤ Gt ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✷✳✷✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢
t❤❡ Gr r❡♣r❡s❡♥t r♦♦♠s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Gr ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Gt ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ❝②❝❧❡s ✭Gt✬s ♥♦❞❡s✮ ✇✐t❤ ❛ ❞♦♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ Gr ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts r♦♦♠s
s❤❛r✐♥❣ ❛ ❞♦♦r✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ t❛r❣❡t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
❛ r♦♦♠ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Gr✳ ❇♦t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦✈❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✇❛② ♣❛t❤ Gw r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r♦♦♠s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
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❋✐❣✳ ✹✳✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ●r❛♣❤ ♦❢ ✇❛② ♣❛t❤ Gw✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ r♦♦♠✳



✶✵✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❣❡♥t

▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

❚❤❡ ❣r❛♣❤ Gw✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✧r♦♦♠✧ ♥♦❞❡s t❤❛♥ Gr✱ ♣❧✉s
❡①tr❛ ♥♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❞♦♦rs✳ ❚❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ ❛❣❡♥t
❜♦t❤ t♦ ❝r♦ss t❤❡ ❞♦♦rs ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥r❡❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❡✳❣✳ ❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛
❝♦rr✐❞♦r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r♦♦♠✳ ◆♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦
r✉❧❡s ✿

✕ ❆❧❧ r♦♦♠ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❞♦♦r ♥♦❞❡
✕ ❚❤❡ ❞♦♦rs ♦❢ t✇♦ r♦♦♠s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐❢ t❤❡ ✷ r♦♦♠s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥

Gr✳

✹✳✸✳✶✳✷ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❛r❣❡t ❯s✐♥❣ t❤❡ ●r❛♣❤s✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ Gr ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ t❛r❣❡t ✭❛✳❦✳❛ ❛
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ r♦♦♠✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ Gw ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛t❤ t♦ t❤✐s t❛r❣❡t✳ ❚❤❛t ♣❛t❤ ✐s
❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ Gw ♥♦❞❡s✳

▲❡ts s✉♣♣♦s❡ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ r♦♦♠ i ❝❤♦♦s❡s ❛ t❛r❣❡t❡❞ r♦♦♠ t ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❣r❛♣❤ Gr✳ ❘♦♦♠s i ❛♥❞ t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ♥♦❞❡s vir ❛♥❞ v

t
r ♦❢ Gr✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦♠ i t♦ t❤❡ r♦♦♠ t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ ❉❥✐❦str❛ ❬✶✸✸❪
s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ D ♦♥ ♥♦❞❡s viw❛♥❞ v

t
w ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ Gw✿

Vp = D(viw, v
t
w). ✭✹✳✶✮

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s Vp ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ viw ❛♥❞
vtw✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢r♦♠ i t♦ t✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s t♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❣♦ t❤r♦✉❣❤
❛❧❧ t❤❡ r♦♦♠s ❛♥❞✴♦r ❞♦♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Vp✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ Vp

✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❛r❣❡t it✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥♦❞❡ vtr ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ r♦♦♠ i = 12 ✇✐t❤ ❛ t❛r❣❡t ✐♥ r♦♦♠ t = 15✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ r❡t✉r♥❡❞ ♣❛t❤ Vp = {12, 31, 93, 15}✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ✜rst ♠♦✈❡s ❢r♦♠ r♦♦♠ 12 t♦ ✐ts
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❛r❣❡t 31 ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✉♥t✐❧ ✐t ♠♦✈❡s t♦ ✐ts ✜♥❛❧ t❛r❣❡t ✐♥ r♦♦♠ 7✳

✹✳✸✳✷ ❙♠❛❧❧ ❙❝❛❧❡ ▼♦❜✐❧✐t② ✿ ❙t❡❡r✐♥❣ ❋♦r❝❡s

❖♥❝❡ t❤❡✐r t❛r❣❡ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛t❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ st❛rt
♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❞♦♦rs✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

❙t❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✷✵❪ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts
✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆❣❡♥ts ❛r❡ s✐♠♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡✐r ♠❛ss m ❛♥❞ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ amax ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② vmax✳ ❚❤✐s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛❣❡♥ts t♦ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② s❡✈❡r❛❧ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡✐r
❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✹✳✸✳✷✳✶ t♦ ✹✳✸✳✷✳✸✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❊✉❧❡r
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬✶✸✹❪✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ a ✐s r❡✲❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ r❡❣❛r❞s
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡ tr✉❡ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ✈❛❧✉❡ ✐s tr✉♥❝❛t❡❞
✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t amax✳ ❚❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡
F ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿



✹✳✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❣❡♥ts ▼♦❜✐❧✐t② ✶✵✼

F := max (||F||,mamax)F̂ ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ F̂ ✐s t❤❡ ✉♥✐t❛r② ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ F✱ ❛♥❞ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢
t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r an ❛t t✐♠❡ st❡♣ n ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

an =
F

m
✭✹✳✸✮

❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② vn ❛t t✐♠❡ st❡♣ n ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❧❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤
δτ ✱ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ n− 1 ❛♥❞ n✿

vn = vn−1 + anδτ ✭✹✳✹✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② vn ✐s tr✉♥❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢
t❤❡ ❛❣❡♥t vmax✿

vn := max (||vn||, vmax)v̂n ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ v̂n ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ vn✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn ❛t t✐♠❡ st❡♣ n ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❧❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥ pn−1 ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✿

pn = pn−1 + vnδτ ✭✹✳✻✮

❚❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤✉♠❛♥ ❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♦♥❧② t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ t❤❡ s❡❡❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡
♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✹✳✸✳✷✳✶ ❙❡❡❦ ❇❡❤❛✈✐♦r

❚❤❡ s❡❡❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛✐♠s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛ttr❛❝t t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ❛
t❛r❣❡t✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤♦s❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❛r❣❡ts
❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r
dn ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t tn ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t pn✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r vdn ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ✿

dn = tn − pn ✭✹✳✼✮

vdn = max

( ||dn||
δτ

, vmax

)

d̂n ✭✹✳✽✮

✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ vn ❛♥❞ vdn ❛r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t❡❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❛♥❞ d̂n ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ dn



✶✵✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❣❡♥t

▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

target
agent

❋✐❣✳ ✹✳✸✿ ❙❡❡❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ❚❤❡ st❡❡r✐♥❣ Fs ✈❡❝t♦r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r
♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t vn ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r vdn ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ wn ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② vn ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡
✈❡❧♦❝✐t② vdn✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡❡❦✐♥❣ ❢♦r❝❡ Fs t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t✳

wn = vdn − vn ✭✹✳✶✵✮

Fs = m
wn

δτ
ŵn ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ŵn ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ wn✱ ❛♥❞ m t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳

✹✳✸✳✷✳✷ ❖❜st❛❝❧❡ ❆✈♦✐❞❛♥❝❡ ❇❡❤❛✈✐♦r

❚❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛✐♠s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥t
♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❛ ✇❛❧❧ ♦r ❛♥② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛②♦✉t✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ Fo ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

Fo(dk,w) =
m

δτ

(

(vn−1 − vn)
α

|dk,w|
n̂

)

, ✭✹✳✶✷✮

✇✐t❤ dk,w t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥t k t♦ ❛ ✇❛❧❧ w✱ α ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r♦♣❡r❧②
❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥t ❢r♦♠ ❣r❛③✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ n̂ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❝t♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✳

✹✳✸✳✷✳✸ ❆❣❡♥t ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

■♥ ❬✶✸✺❪✱ ✐t ✐s st❛t❡❞ t❤❛t ✐t ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡r✲♣❡rs♦♥s ❞✐st❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞❛r②
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❛ r❛❞✐✉s r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥t k ❬✶✸✻❪❬✷✷❪✳ ❲❤✐❧❡ ❛♥♦t❤❡r
❛❣❡♥t l ♣❡♥❡tr❛t❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❛t ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❢♦r❝❡ Fa ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts dk,l ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❛t ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡✜♥❡❞ ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❢♦r❝❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✷ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❣❡♥ts✱

✷✳ ❆ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❛❣❡♥ts✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❢♦r❝❡ Fa ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

Fa(dk,l) =

{

HFo(dk,l) , ||dk,l|| ≤ r
~0 , ||dk,l|| > r

✭✹✳✶✸✮



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞✐♦ ◆❡t✇♦r❦ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✶✵✾

✇✐t❤ H ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✿

H =

(

0 −1
1 0

)

✭✹✳✶✹✮

✹✳✸✳✷✳✹ ❘❡s✉❧t✐♥❣ ❋♦r❝❡

❆♥ ❛❣❡♥t k ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ✿ ❛ s❡❡❦ ❢♦r❝❡ ✇❤✐❝❤
♣✉❧❧ t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ✐ts ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ vit ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✹✳✸✳✶ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ r❡♣✉❧s✐✈❡
❢♦r❝❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ♦❜st❛❝❧❡s ♦r ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡ F ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛❣❡♥t k✿

F = Fs +

W
∑

w

Fo(dk,w) +
K
∑

l 6=k

Fa(dk,l), ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ W ❛♥❞ K ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡
❛❣❡♥t k✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❛t t❤r❡s❤♦❧❞
❛✈♦✐❞s t❤❡ ✉s❡❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧❛②♦✉t✳

✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞✐♦ ◆❡t✇♦r❦ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s
t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t♦ ❜❡
❛❜❧❡✿

✕ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✱
✕ t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦s✱
✕ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❢r❡s❤ t✐♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❉❊❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❛❧❧
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥② ❛❣❡♥t ❡✐t❤❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦r ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ r❡❢r❡s❤ t✐♠❡✳
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤ Gn ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♥♦t❛t✐♦♥
✉s❡❞ ✐♥ t❤❛t ♣❛rt ✐s ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳

✹✳✹✳✶ ◆❡t✇♦r❦ ●r❛♣❤ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤ Gn ✐s ❛ ▼✉❧t✐✲❉✐r❡❝t❡❞✲●r❛♣❤✳ ▼✉❧t✐✲❣r❛♣❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦
♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡
❡❞❣❡s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❘❆❚s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❆❚s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ R = {ρ1, . . . , ρNr−1}✱ ✇❤❡r❡ ρr ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❆❚✳
❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✉✐❧t ❛s ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❡❞❣❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s A ❛♥❞ B ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡
❧✐♥❦✐♥❣ B t♦ A✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s r❡❝✐♣r♦❝❛❧✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡s✳



✶✶✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❣❡♥t

▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

❋✐❣✳ ✹✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤ Gn ✇✐t❤ ✹ ♥♦❞❡s ♦♥ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ❘❆❚s✳ ❚❤❡ ✷ ②❡❧❧♦✇
t✐t❧❡ ❜❧♦❝❦s ❞✐s♣❧❛② ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♥♦❞❡s✳

✹✳✹✳✶✳✶ ◆♦❞❡s ♦❢ Gn

❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Gn✱ ✇r✐tt❡♥ Vn✱ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞ ♦❢ t❤❡✐r r❡❢❡rr✐♥❣ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡②
❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r r❛❞✐♦ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❣r❛♣❤ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✶✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ❡✐❣❤t ❛ttr✐❜✉t❡s✿

✕ ❚②♣❡
❚❤❡ t②♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t ♦r ❛ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥✱ ❛ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❛❞✐♦ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s st❛t✐❝✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❛
r❛❞✐♦ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠♦✈❡✳

✕ ❘❆❚s
❚❤❡ ❘❆❚s ❛ttr✐❜✉t❡ Rk ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ R ✇❤✐❝❤ ❣❛t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❆❚ ♦❢ t❤❡
❞❡✈✐❝❡ k✿ Rk ⊂ R

✕ ❊♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r
❚❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r
❡❛❝❤ ❘❆❚✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇❤❡r❡
t❤❡ ❦❡②s ❛r❡ ❘❆❚s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡
✈❛❧✉❡ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❘❆❚ ✐♥ dBm✳

✕ ❙❡♥s✐t✐✈✐t②
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❡♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦❡②s ❛r❡ ❘❆❚s
s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❘❆❚ ✐♥ dBm✳

✕ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣♦s✐t✐♦♥
❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✹✳✸✳

✕ ❊st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳

✕ P❡rs♦♥♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞✐♦ ◆❡t✇♦r❦ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✶✶✶

❚❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥t ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ▼♦r❡
❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳

✕ ❚✐♠❡ st❛♠♣
❚❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❢r❡s❤❡❞
r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳✶✳✷ ❊❞❣❡s ♦❢ Gn

❖♥ t❤❡ ❡❞❣❡s En ♦❢ Gn✱ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❖♥ ❡❛❝❤
❡❞❣❡s t❤r❡❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿

✕ ▲❉P ❞✐❝t✐♦♥❛r②
✕ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞✐st❛♥❝❡
✕ ❱✐s✐❜✐❧✐t②
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ Gn ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛

s✐♥❣❧❡ ❘❆❚✳ ❚❤❡ ❦❡②s ♦❢ t❤❡ ▲❉P ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛r❡ t❤❡ ▲❉Ps ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤♦s❡ ▲❉Ps ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
✷✳✼✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❘❚ t♦♦❧✳
❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ▲❉P✳

✹✳✹✳✷ ❙✉❜✲◆❡t✇♦r❦s

❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❣❛t❤❡r ♥♦❞❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❘❆❚
✐♥t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥❡t✇♦r❦ s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✉❜✲♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s✉❜✲♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ t❤❡♥ ❜✉✐❧t ❢r♦♠
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ Gn ♠✉❧t✐✲❣r❛♣❤✱ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ❣r❛♣❤s ❛s Gn ❤❛s ❘❆❚✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ❛
s✉❜✲♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ ρ ❛s ❛ ❦❡② ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ Gn(ρ) ❛s ❛
✈❛❧✉❡✳ ❆ s✉❜❣r❛♣❤ Gn(ρ) ✐s Gn r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐ts ♥♦❞❡s vkn(R

k) ✇❤❡♥ t❤❡ ❘❆❚ ρ ✐s ✐♥ Rk

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

Gn(ρ) = Gn −
K
⋃

k
ρ 6⊂Rk

vkn(R
k ) ✭✹✳✶✻✮

✹✳✹✳✸ P❡rs♦♥❛❧ ◆❡t✇♦r❦ Gp

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦r ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ♥♦❞❡s
♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Gn
❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ ♣♦✐♥t ✈✐❡✇✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ♦✇♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ▲❉Ps ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦ ❣✐✈❡s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❡✳❣✳ ♣❡r❢♦r♠ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡❧②
✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ k ✐s ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❜②
Gk
p ✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s Gk

p ❛r❡ ❜✉✐❧t ❛s ♠✉❧t✐✲❞✐r❡❝t❡❞✲❣r❛♣❤✳ ❚❤❡r❡ ✐s



✶✶✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❣❡♥t

▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

❛s ♠✉❝❤ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛♥ Gn ❤❛s ♥♦❞❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣r❛♣❤ Gn✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✿ ❚❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤ Gn ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❧✉❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

✹✳✹✳✸✳✶ ❇✉✐❧❞✐♥❣ P❡rs♦♥❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

❆❧✇❛②s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s
♦❢ Gk

p ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❜② V k
p ❛♥❞ Ek

p r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ Vn(R
k ) ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢

Gn s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❘❆❚ R
k ✱ t❤❡ ♥♦❞❡s V k

n ♦❢ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ Gk
n ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥✿

V k
p = Vn(R

k ) ✭✹✳✶✼✮

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛ ♥♦❞❡ k ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ Gk
p ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐ts

♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ Gn✱ t❤✐s ❧✐♥❦ ✐s ♦♥❧② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t
✐♥❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ ♣❡rs♦♥❛❧



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞✐♦ ◆❡t✇♦r❦ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✶✶✸

♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

Ek
p =











⋃

l⊂V k
p

l 6=k

el,kn











⋃











⋃

m⊂V k
p

m 6=k

ek,mn











✭✹✳✶✽✮

✇❤❡r❡ el,kn ❛♥❞ ek,mn ❛r❡ ❡❞❣❡s ♦❢ Gn ❧✐♥❦✐♥❣ ♥♦❞❡s l✱ k ❛♥❞ k✱ m r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✹✳✸✳✷ ◆♦❞❡s ♦❢ P❡rs♦♥❛❧ ◆❡t✇♦r❦

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✬
♥♦❞❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❝❛s❡✿

✕ ❘❆❚
❚❤❡ ❘❆❚ ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ ♥♦❞❡ V k

p ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ V k
n ♦❢ Gn✳

✕ ❊st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥
❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❡✐t❤❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✕ ❚✐♠❡ st❛♠♣ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❉❊❙ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✉♣✲
❞❛t❡❞✳ ❊❛❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ t✐♠❡ st❛♠♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

✹✳✹✳✸✳✸ ❊❞❣❡s ♦❢ P❡rs♦♥❛❧ ◆❡t✇♦r❦

❊❛❝❤ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ Gk
p ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

❘❆❚✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥s ✸ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
♦❢ ❛ ❞❡✈✐❝❡ k ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✿

✕ ▲❉P ❞✐❝t✐♦♥❛r②
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❉P ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛r❡ ▲❉Ps ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ r❡❣❛r❞ ♦❢ ❘❆❚ st❛♥❞❛r❞s✳
❚❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ Gn ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝
r❡❢r❡s❤ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛✐♠s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜②
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ r❡❢r❡s❤ t✐♠❡ ♦❢
❡❛❝❤ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ▲❉P ✐s r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳

✕ ▲❉P t✐♠❡ st❛♠♣
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❉❊❙ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ▲❉P ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t✐♠❡ st❛♠♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❛s❡
♦❢ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

✕ ❱✐s✐❜✐❧✐t②
❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s k ❛♥❞ l ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❡♥✲
s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♥♦❞❡ k✱ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢ ♥♦❞❡ l ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r
▲❉P ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ ♥♦❞❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢
t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❍❡r❡ ✐s ❥✉st t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣✐❡❝❡
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡✳



✶✶✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❣❡♥t

▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

✹✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙t❛❣❡

❚❤❡ ▲❉Ps ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ r❡❢r❡s❤❡❞
❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡ t❤❛t t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❡❞❣❡s ❛r❡ r❡❢r❡s❤❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❡q✉❡st ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ✭✇❤❡♥ ♥♦ ❡♥♦✉❣❤ ▲❉P
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

✹✳✺✳✶ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙t❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❧✐♥❦s ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤✐s st❛❣❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s st❛❣❡ ✐s ❞r✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❣❡♥t ❞❡t❡❝ts t❤❛t t❤❡r❡
✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ▲❉P t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭♦r t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜s♦❧❡t❡✮✱ ❛ r❡❢r❡s❤
r❡q✉❡st ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❛ r❡❝❡♣t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛ r❡q✉❡st✱ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s❡♥❞✐♥❣ r❡q✉❡sts t♦ ♦t❤❡r
❛❣❡♥ts r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
st❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ r❡❢r❡s❤ r❡q✉❡st✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♥♦❞❡ k r❡❝❡✐✈❡ ❛ r❡❢r❡s❤ r❡q✉❡st✱
✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛❣❡ s❡♥❞s ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡q✉❡st t♦ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♥♦❞❡s ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡❝❡✐✈❡❞
❛ r❡q✉❡st ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ k✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❡❝❝✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦
✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ k ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥t❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦
♦❢ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ♥♦❞❡✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❡q✉❡sts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙✐♠P② ❙✐♠❊✈❡♥ts ❬✶✶✾❪✳ ❙✐♠❊✈❡♥ts
❛❧❧♦✇ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ♦r ✐♥t❡rr✉♣t ❛ ❙✐♠P② ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧✳ ❊❛❝❤
s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡q✉❡st ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥
♥♦❞❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❆❚✳ ❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ t❤♦s❡ s✐❣♥❛❧s
❛r❡ st♦r❡❞ ❛s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦❡②s ❛r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡ss❛❣❡
(k, l, r) ❞❡s✐❣♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✐❞ ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡st❡r ♥♦❞❡✱ t❤❡ ✐❞ ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡
❘❆❚ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❛t ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢
Gn✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✲♥♦❞❡s s✐❣♥❛❧s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳

▲❡ts ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢
❛ ♥♦❞❡ k ❤❛s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ▲❉Ps t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ s❡♥❞ ❛
r❡❢r❡s❤ r❡q✉❡st t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♥♦❞❡
k s❡♥❞s ❛ r❡q✉❡st t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s l ❛♥❞ m✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐ts ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❛t
♣✉r♣♦s❡ ✐t ✉s❡s ✷ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✿ (k, l, r) ❛♥❞ (k,m, r) t♦
r❡q✉❡st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s l ❛♥❞ m ♦♥ ❘❆❚ r✳ ❚❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ♥♦❞❡s l
❛♥❞ m ❛r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ♠❡ss❛❣❡s (k, l, r) ❛♥❞ (k,m, r)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❝❡✐✈❡r ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ l ❛♥❞ m ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♥♦❞❡
k ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳

✹✳✺✳✷ ❉❛t❛ ❯♣❞❛t❡

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉♣❞❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s
♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦



✹✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙t❛❣❡ ✶✶✺{
❋✐❣✳ ✹✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ♥♦❞❡
k✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ st❛❣❡
♦❢ ♥♦❞❡ k r❡q✉❡sts ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ♥♦❞❡ k s❡♥❞s r❡q✉❡st
t♦ ♥♦❞❡ l ❛♥❞ m✳ ❇♦t❤ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ t❤✉s ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♥♦❞❡ k✳

✉♣❞❛t❡ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❛t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞♦ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ❛♥② ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ❜✉t ♦♥❧②
r❡q✉❡st ❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✉♣❞❛t❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡q✉❡st
✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✐ts ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❤❛r❡ ❛♥② t②♣❡
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐ts ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♠♦♥❣

✕ ✐ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ▲❉Ps✱
✕ ✐ts ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱
✕ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱
✕ ✐ts ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❊①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ▲❉Ps ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣
❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞❞r❡ss ❝♦♦♣❡r❛✲
t✐✈❡s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❬✶✶✸❪✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❡♥❛❜❧❡s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞❛t❛
❢✉s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❡❛❝❤
♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤♦s❡ ❡①tr❛✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♥♦❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬✶✸✼❪✮✱ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② s❤❛r❡
t❤❡ P❉❋ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ♣❡❡rs✳



✶✶✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠✿ ❍❛♥❞❧✐♥❣ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❣❡♥t

▼♦❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

✹✳✺✳✸ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❘❡str✐❝t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦♠❡ r✉❧❡s
t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❛ ♥♦❞❡ ♥♦t
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❞❛t❛ ♦♥ ❛ r❡q✉❡st ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❡❡r✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❛t
❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❡st ❝❡♥s♦r✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✸✽❪✱ ♦r ✐♥ ❧✐♥❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❉✐❧✉t✐♦♥ ♦❢
Pr❡❝✐s✐♦♥ ✭●❉❖P✮ ❡✳❣✳ ❬✶✸✾❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ✉s❡r ❝❛♥ s❡t✉♣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥
♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢✿

✕ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r✱
✕ ❞✐st❛♥❝❡✱
✕ ●❉❖P✱
✕ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❘●P❆✮✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❧✐st ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❛r✐♦s✳

✹✳✻ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳

❆ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✹✳✻✳✶ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥ ❛❣❡♥t ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱
✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✸ ❛♥❝❤♦rs ♥♦❞❡s✳ ❚❤❛t s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✹✳✻✳✷ t♦ r✉♥ t❤❡
♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❣✉❧❛r❧② ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙ ▲❉Ps ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ❛♥❝❤♦rs ♥♦❞❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ s♦♠❡ ❈■❘ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❘❚ t♦♦❧ ✐♥ ✹✳✻✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✷ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ✹✳✻✳✹✱ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡✳

✹✳✻✳✶ ❉✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ▼♦❜✐❧✐t②

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛②♦✉t ❛♥❞ ✐s
✐♥ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✸ ❛♥❝❤♦rs ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❛♥❝❤♦rs ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣❧❡s✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❡✈❡r② s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞
❛s r❡❞ ❞♦ts✳ ❇❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❞♦ts✱ 1 s❡❝♦♥❞ ❤❛s ❡❧❛♣s❡❞✳ ❊✈❡r② 10 s❡❝♦♥❞s t❤❡ s♠❛❧❧ ❞♦ts
❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r ❞♦ts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✳ ❚❤♦s❡ ❧❛r❣❡r ❞♦ts ❛r❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t
♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣♦✐♥ts t♦ ❡❛s✐❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❉P ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡s✳

❋r♦♠ t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❧♦❣ ✜❧❡ ✐s s❛✈❡❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡s
✭♠♦❜✐❧❡s ❛♥❞ st❛t✐❝s✮ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦❣ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s✿

✕ ❚❤❡ tr✉❡ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
✕ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✐❢ ♦♥❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t✉♣ ✮
✕ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❞❡❧❛② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❦s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡st❛♠♣✳



✹✳✻✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠ ✶✶✼
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❋✐❣✳ ✹✳✼✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ✸ st❛t✐❝ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts

✹✳✻✳✷ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❉❡♣❡♥❞❡♥t P❛r❛♠❡t❡r ✭▲❉P✮ ❯s✐♥❣ t❤❡
▼✉❧t✐✲❲❛❧❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

❋r♦♠ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▲❉Ps ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ r❛❞✐♦
❧✐♥❦s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❡ss t✐♠❡
♦❢ ❞❡❧❛② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✸ r❛❞✐♦
❧✐♥❦s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✸ st❛t✐❝ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲♦❣✐❝❛❧❧②✱
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✳

✹✳✻✳✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❈■❘ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❘❚

❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈■❘ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥
❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ②❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❣ t♦ ♣♦st
♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧ ❛♥s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❈■❘ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❦s
♦❢ t❤❡ ❧❛②♦✉t✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ❘❚ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❆s ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳✻✳✷✱ s✐❣♥❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ s✐❣♥❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
s♣❡❝✐✜❝ ♣❛tt❡r♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❈■❘✳

❇❡t✇❡❡♥ ✷ r♦♦♠s✱ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r②✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧② ✐t ♠❡❛♥s
t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r♦♦♠s✱ t❤❡ s❛♠❡
s❡t ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♦♥❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♥♦r
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛♥ ❛❣❡♥t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s❛♠❡ r♦♦♠✱ t❤❡ s❛♠❡
s❡t ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❛②s✳

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❈■❘s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r②
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r♦♦♠✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ r❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t✳ ❋❛❝✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛②♦✉t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❈■❘ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡ ✻ s❡t ♦❢ r❛②s ❛♥❞
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Rece ived Power

Delay

t0 t1 t2

link agent #1 and AP #2

link agent #1 and AP #1

link agent #1 and AP #3

t0 t1 t2

t0 t1 t2

❋✐❣✳ ✹✳✽✿ ❚❤❡ ✸ ✜❣✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐♦ ❧✐♥❦s✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ✜❣✉r❡ ❛r❡ ♣❧♦t
s✐✉❧❛t♥❡♦✉s❧② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡❧❛② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❊❛❝❤ ❞♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❡❛❝❤ ❝r♦ss
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ✳



✹✳✻✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ P❧❛t❢♦r♠ ✶✶✾

❈■❘s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s✳
❋♦r t❤❡ ✻ ❈■❘s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❞✐s♣❧❛②s ❛♥ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜rst ❈■❘ ✐s ❧♦♥❣❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧❞ st❛rt ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
t❤❡ ♥❡①t ✺ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ✭✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝②❝❧❡✮✱ ❈■❘s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧②✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❈■❘ t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❲❍❊❘❊✶ ♣r♦❥❡❝t ❬✾✼❪✳ ❋♦r t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ✇❛s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s❝❛❧❡ t❤❡
❘❚ t♦♦❧✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✜rst ♣❛t❤ ❛t 27 ns ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛t 36 ns ❛r❡
❝♦rr❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❚ t♦♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋♦r t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❢✉r♥✐t✉r❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇❤② ❛ str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t 30
ns ❛♥❞ ❧❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ 32 ❛♥❞ 35 ns ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛②s r❡s❡❛r❝❤❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❘❚ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t
t♦ ❣❡t ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ❜✉t t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ▲❉Ps ❛♥❞ t❤✉s ❢❡❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡ ♦❢ t❤❡ ❲❍❊❘❊ ✷ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✺✳

✹✳✻✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙t❛❣❡

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❍❡r❡✱ ✷ ♠♦✈✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✹ st❛t✐❝ ❛♥❝❤♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦
♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②♦✉t✱ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❝r♦ss
t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥t♦ ❛ ❝♦rr✐❞♦r ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❥❡❝t♦✲
r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t 1 ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡♥t 2 ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❞♦ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❞♦ts 1 s ❤❛s ❡❧❛♣s❡❞✱ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t
♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s❡t ❡✈❡r② 10 s❡❝♦♥❞s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ 3 ❞✐✛❡r❡♥t ❘❆❚s
❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✿ rat1✱ rat2 ❛♥❞ rat3✳

❚❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t 1 ❡♠❜❡❞s rat1 ❛♥❞ rat3 ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t 2 ❡♠❜❡❞s rat2
❛♥❞ rat3✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✇♦ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ♦♥ rat3✳
❚❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t 1 ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥ rat1 t♦ t❤❡ ✷ st❛t✐❝ ❛♥❝❤♦rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t 2 ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥ rat2 t♦ t❤❡ ✷ st❛t✐❝ ❛♥❝❤♦rs
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤✐t❡ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ s❡❝♦♥❞✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t tr✐❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡
✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❚♦❆ ♦❢ ✐ts ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ■❢ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❚♦❆ ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t tr② t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s st❛❣❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜♦t❤ ❚♦❆ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
❛♥❞ ❥✉st ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡♥✬t ②❡t st❛rt t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❜♦t❤
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CIR for position number 4
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CIR for position number 5
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CIR for position number 6

❋✐❣✳ ✹✳✾✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s❤♦✇ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❛②s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞
❛♥ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❖♥ t❤❡
r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❈■❘s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✳
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execution time as a function of the trajectory point

❋✐❣✳ ✹✳✶✵✿ ❚✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❈■❘ ❢♦r ✻ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♥♦❞❡✳
❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠s ❛❜♦✉t s♣❡❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❈■❘ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦
t❤❡ ✜rst ❝♦❧❞ st❛rt r❡q✉✐r✐♥❣ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r t♦
♣❡r❢♦r♠ t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ■✼ ✇✐t❤ ✹●❜ ♦❢ ❘❆▼✳
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Simulation-with antenna
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❋✐❣✳ ✹✳✶✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈■❘ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ✭❛✮ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ r❛②s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛② tr❛❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ✭❜✮✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈■❘s ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛②✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✸✿ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ✷ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡
♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❣❡♥ts✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥
4s ❛♥❞ 7s✳
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❝✉r✈❡s✱ ✷ r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛❝❝❡ss t♦ ✷ ❛♥❝❤♦rs ♥♦❞❡s ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✱
❛♥❞ ❛ r❡❣✐♠❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✇❤❡r❡ ❛ t❤✐r❞ ❛♥❝❤♦r ✭t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t✮ ❤❡❧♣s t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❛t 5s
❢♦r ❛❣❡♥t 1 ❛♥❞ 4s ❢♦r ❛❣❡♥t 2✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
❡rr♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✷ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
t✇♦ ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜♦t❤ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡❞
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❚♦❆ ✈❛❧✉❡✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡
r❡♠❛✐♥s ❧♦✇✳ ❆t t✐♠❡ 7 s❡❝♦♥❞s✱ ❜♦t❤ ♥♦❞❡ ❧♦♦s❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❝❝✉r❛t❡
❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧✐t②
✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❛t ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❛♥✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❉❊❙✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ❛ ✜rst ♣❛rt ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞
♣❛rt ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥t♦
❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❛t
✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❣r❛♣❤✲♦r✐❡♥t❡❞ ♥❡t✇♦r❦
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❣❡t t❤❡✐r
▲❉Ps ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❆ ❜❛s✐❝
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ▲❉Ps ❛♥❞
❈■❘ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✳





✶✷✺

❈❤❛♣t❡r ✺

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞
▼❡t❤♦❞s ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣✲
t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❊✉r♦♣❡❛♥
♣r♦❥❡❝t ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷✳

❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡❞ r❛❞✐♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛r❡ ❧✐st❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t❤❡ P❚■◆ s✐t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ▲❉Ps ❛♥❞ s✐♠✉✲
❧❛t❡❞ ▲❉Ps ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ■♥ ❛ ✜rst t✐♠❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ▲❉Ps ♦♥ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
t✐♠❡✱ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈■❘ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❚
t♦♦❧✳

❚❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ✐s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P❚■◆ s✐t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠✲
♣❛✐❣♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘●P❆
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❜✐❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
s❡t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✐s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✷ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚♦❆s ❛♥❞ ✶ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡❛s✉r❡❞
❘❙❙✳

✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❈❛♠♣❛✐❣♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❋P✼ ❲❍❊❘❊✷ Pr♦❥❡❝t✳ ❋✐rst ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❛r✐♦✳



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ▼❡t❤♦❞s ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷ Pr♦❥❡❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷ Pr♦❥❡❝t ❬✶✹✵❪✳
❚❤❡ ❲❍❊❘❊ ✷ ♣r♦❥❡❝t ❛✐♠s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
s②st❡♠s ❜② ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ t❡r♠✐♥❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❘❆❚s✳

✺✳✷✳✷ ❙♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ P❚■◆ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❈❛♠♣❛✐❣♥

❚❤❡ ❲❍❊❘❊✷ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✹ ❞❛②s ✐♥ ❆♣r✐❧
✷✵✶✸ ✐♥ t❤❡ ♦✣❝❡ ♦❢ P❚■◆ ♣❛rt♥❡r ✐♥ ❆✈❡✐r♦ P♦rt✉❣❛❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛r❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✹✶❪✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ r❛❞✐♦
❛❝❝❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❥♦✐♥t❧②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✈❡r② ✉♥✐q✉❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❛❞✐♦ ❞❛t❛s❡t ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❛s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✿

✕ ✷ s❤♦rt r❛♥❣❡ r❛❞✐♦s ✭❩✐❣❇❡❡✱ ■❘✲❯❲❇✮
✕ ✶ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝❡❧❧✉❧❛r r❛❞✐♦ ✭✸●PP✲▲❚❊ ❖❋❉▼✮
✕ s❡✈❡r❛❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥❡rt✐❛❧ s❡♥s♦rs ✭❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r✱ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r✱ ❣②r♦♠❡t❡r✮
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ❛❧❧ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ r❛❞✐♦

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛ t✐♠❡ st❛♠♣❡❞ ❞❛t❛ ❜❛s❡✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡st❜❡❞
❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❜✐❧❡ tr♦❧❧❡②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ P❚■◆ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡st❜❡❞ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ s❤♦rt ❛♥❞
♠❡❞✐✉♠ r❛♥❣❡ r❛❞✐♦ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ s❡♥s♦rs✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❞❛t❛
❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ❛❧❧ ♦r ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ♣♦st
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ tr♦❧❧❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❡❛❝❤
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❙❧❛✈❡s r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t♦rs ♦♥ t❤❡ tr♦❧❧❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
s♣r❡❛❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ P❚■◆ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ r❛❞✐♦ ❞❡✈✐❝❡s
❛r❡ ♠♦❜✐❧❡ ✇❤❡r❡❛s ♠♦st ❛r❡ st❛t✐❝ ❛❝❝❡ss ♣♦✐♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❍❊❘❊✷ t❡st ❜❡❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ tr♦❧❧❡②
❛♥❞ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ❘❆❚s ❛r♦✉♥❞✳

✺✳✷✳✸ ❈♦♥s✐❞❡r❡❞ ❘❛❞✐♦ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✷ s❤♦rt r❛♥❣❡s r❛❞✐♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✷ t②♣❡s ♦❢ r❛❞✐♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✿

✕ ❩✐❣❜❡❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱
✕ ❈❤❛♥♥❡❧ ❊♥❡r❣② Pr♦✜❧❡ ✭❈❊P✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❊❆ ❯❲❇ ♣❧❛t❢♦r♠ ❬✶✹✷❪ ❛♥❞ t❤❡✐r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❚♦❆ ❡st✐♠❛t❡s✳

✺✳✷✳✸✳✶ ❩✐❣❜❡❡ ◆♦❞❡s

❚❤❡ ❩✐❣❇❡❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✺✳✹ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ❘❋ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❧♦✇✲
♣♦✇❡r ❛♥❞ ❧♦✇✲✈♦❧t❛❣❡ ✇✐r❡❧❡ss ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡



✺✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❈❛♠♣❛✐❣♥ ✶✷✼

❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ❲❤❡r❡ ✷ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❉✐✛❡r❡♥t r❛❞✐♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭❩✐❣❇❡❡✱
■❘✲❯❲❇✱ ❖❋❉▼✮ ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❚r♦❧❧❡②

❬✶✹✷❪ ✿
✕ ❋r❡q✉❡♥❝②✿ ✷✳✹ GHz ❇❛♥❞
✕ ❇❛♥❞✇✐❞t❤✿ ✺ MHz
✕ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥✿ ❉❙❙❙✭❖◗P❙❑✮
✕ ❘① s❡♥s✐t✐✈✐t②✿ ✲✾✷ dBm

❉❡✈✐❝❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❞❡✈✐❝❡
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ♥♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr♦❧❧❡②✳

✺✳✷✳✸✳✷ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❯❧tr❛ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞ ✭■❘✲❯❲❇✮ ◆♦❞❡s

❚❤❡ ■❘✲❯❲❇ ♥♦❞❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✱ ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞
❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✹✸❪✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦✇ ❞❛t❛ r❛t❡ ✭▲❉❘✮ ❞❛t❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❛ r♦✉♥❞ tr✐♣ ❞❡❧❛② ✭❘❚❉✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❡r✲t♦✲
♣❡❡r ❞❡✈✐❝❡s✳ ❉❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t tr♦❧❧❡②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
■❘✲❯❲❇ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❬✶✹✷❪✿

✕ ❋r❡q✉❡♥❝②✿ ✹✳✺ GHz ■❙▼ ❇❛♥❞
✕ ❇❛♥❞✇✐❞t❤✿ ✺✵✵ MHz
✕ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❇✐♥❛r② P❤❛s❡ ❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣ ✭❉❇P❙❑✮
✕ ❘① s❡♥s✐t✐✈✐t②✿ ✲✼✵ dBm ❜❡t✇❡❡♥ ✹ GHz ❛♥❞ ✹✳✺ GHz

❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❯❧tr❛ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞ ✭■❘✲❯❲❇✮ ♥♦❞❡s ♣r♦✈✐❞❡ r❛♥❣✐♥❣
t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 1 ns✳



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ▼❡t❤♦❞s ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛

✺✳✷✳✹ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙❝❡♥❛r✐♦s

❚❤❡ P❚■◆ s✐t❡ ❲❍❊❘❊✷ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✐s ✈❡r② r✐❝❤ ❛♥❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✹
❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s✉❜ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ s✉❜ s❝❡♥❛r✐♦s
t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠♦❜✐❧❡ ♥♦❞❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❘❆❚s✱
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐s✐❜✐❧✐t② s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ✷ s♣❡❝✐✜❝ s❝❡♥❛r✐♦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
s❡❧❡❝t❡❞✿

✕ s❝❡♥❛r✐♦ ✷ ✇❤✐❝❤ ❣❛t❤❡rs ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❘❆❚s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ st❛t✐❝ ❡①❝❡♣t t❤❡
♠♦✈✐♥❣ tr♦❧❧❡②✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①tr❛❝t✐♦♥✳

✕ s❝❡♥❛r✐♦ ✹ ✇❤✐❝❤ ❣❛t❤❡rs ❞❛t❛ ♦♥ ❛ ✜♥❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣♦✐♥t ❣r✐❞ ✭✶ ♣♦✐♥t ❡✈❡r②
✵✳✺m✮✳ ◆♦ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ tr❛❝❦ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❘❆❚ tr♦❧❧❡② ✐s ✉s❡❞✳ ❆❧❧ ♠♦❜✐❧❡ ♥♦❞❡s
❛r❡ st❛t✐❝✳

✺✳✷✳✹✳✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①tr❛❝t✐♦♥

■♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ ❛ tr♦❧❧❡② ✇✐t❤ ❛ ❩✐❣❇❡❡ ♥♦❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❛♥❞ ❛♥ ■❘✲❯❲❇ ♥♦❞❡ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦✈❡❞ ♦♥ ✶✽ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ P❚■◆ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳
❚❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✜❣✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞♦t ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞
✶✺ ■❘✲❯❲❇ ❞❡✈✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ tr♦❧❧❡② ❛♥❞ ❛❧s♦ ✼ ❩✐❣❇❡❡ ❞❡✈✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ tr♦❧❧❡②✳

✺✳✷✳✹✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✹ ✿ ❚❡st✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦

❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✹ ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❡①❝❡♣t t❤♦s❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ tr♦❧❧❡② ❛r❡ st❛t✐❝✳ ❚❤❡
✶✺ ■❘✲❯❲❇ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✼ ❩✐❣❜❡❡ ❞❡✈✐❝❡s st❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦
✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❛ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚♦❆ ❛♥❝❤♦r ❛♥❞ t❤❡ ❘❙❙ ❛♥❝❤♦r r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② r❡❞ ❞♦ts ❛♥❞ ❣r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr♦❧❧❡② ♣♦s✐t✐♦♥s ✭❛✳❦✳❛ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts✮ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❜ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ✐❞ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣♦✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ❛rr♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❛✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ✜rst
❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s❡t✳

✺✳✷✳✺ ❉❡r✐✈✐♥❣ ❙✐t❡✲❘❡❧❛t❡❞ ▼♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤❧♦ss
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❘❙❙ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❚♦❆ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞✳ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳

✺✳✷✳✺✳✶ ❉❡r✐✈✐♥❣ ❛ ❩✐❣❇❡❡ ❘❙❙ P❛t❤❧♦ss ❙❤❛❞♦✇✐♥❣ ▼♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡s ✺✳✹❛ ❛♥❞ ✺✳✹❜ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ❞✐st❛♥❝❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥t✱
s❡✈❡r❛❧ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ✇❡❛❦❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡



✺✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❈❛♠♣❛✐❣♥ ✶✷✾
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❋✐❣✳ ✺✳✷✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛♥❝❤♦r ♣♦s✐t✐♦♥s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡
❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❯❲❇ ❚♦❆ ❞❡✈✐❝❡s✱ t❤❡ ❣r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩✐❣❇❡❡ ❞❡✈✐❝❡s✳
❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥t✳
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✭❜✮ ■♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s

❋✐❣✳ ✺✳✸✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✹✿ ❇♦t❤ ✜❣✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✹ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥ ✭❛✮ ✐s r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr♦❧❧❡② ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❞♦ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥❛♠❡ ♦❢
❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙ ❛♥❝❤♦r ♥♦❞❡s ✇✐t❤ r❡❞ ❞♦ts ❛♥❞ ❣r❡❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✭❜✮ ✐s s✉✲
♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ tr♦❧❧❡② tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ t❛✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s❡t✳



✺✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❈❛♠♣❛✐❣♥ ✶✸✶

❞✐st❛♥❝❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ str♦♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡
✐s ❝❧❡❛r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ −81dBm✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❛t ✈❛❧✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡② ❤❛✈❡♥✬t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✮✱ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❢♦r ❜♦t❤ ♦♥❡✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧✐♥❦ ❝❛s❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ RSS t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
❘❙❙ ✈❛❧✉❡✱ RSS0 t❤❡ ❘❙❙ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t d0✱ d t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ Xσ ❛s ❛ ③❡r♦✲
♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❤❛❞♦✇✐♥❣✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

RSS = RSS0 − 10np log10(
d

d0
) +Xσ ✭✺✳✶✮

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡
❡①tr❛❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❩✐❣❜❡❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶

❩✐❣❜❡❡ ◆♦❞❡■❉ RSS0 ✭dB✮ np σ ✭dB✮

❆❧❧ ✲✺✵✳✷✶ ✷✳✷✶ ✺✳✼✸
✸✵ ✲✺✶✳✸✽ ✶✳✶✻ ✻✳✽✺
✸✽ ✲✺✺✳✹✺ ✷✳✵✶ ✸✳✷✵
✸✾ ✲✹✼✳✶✹ ✷✳✹✽ ✺✳✾✸
✹✻ ✲✹✼✳✸✸ ✸✳✵✼ ✹✳✺✻
✹✽ ✲✹✶✳✻✷ ✷✳✾✺ ✹✳✾✽
✹✾ ✲✺✷✳✼✼ ✷✳✻✽ ✹✳✺✻

❖♥ t❤♦s❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❘❙❙ ✈❛❧✉❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❛
✈❡r② ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐❝ ❧✐♥❦s✳ ❆s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥t ♦❢ ✷ st❛t✐❝ ❧✐♥❦s ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ■♥ t❤❛t st❛t✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ✈❛r② ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❧♠♦st
✸✵ dB✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝❛❧❧s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ s❤❛❞♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r❡❣✐♦♥ ✭❧❡❛st ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✮
❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛t✐❝ ❧❡✈❡❧s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛s ♦♣❡♥ ♦r ❝❧♦s❡❞ ❞♦♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r r❡❣✐♦♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ♦t❤❡r str♦♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❤✉♠❛♥
❜♦❞✐❡s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ❡①✐sts s♦♠❡ ✐ss✉❡s ❛❜♦✉t ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
♦✈❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧ ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s
t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❡st ✉s❡ ♦❢
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠ ✭♥✳❜✳ ❡✈❡♥ ✐♥ ✜♥❣❡r♣r✐♥t✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❢r❛❣✐❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
■♥ ❛♥② ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ t♦♦❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥
✐s ❛♥ ❛ss❡t✳
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❋✐❣✳ ✺✳✹✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ✿ ✭❛✮ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✭❜✮ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡
r❡❞ ❞♦ts ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡
❣✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
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✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✷ st❛t✐❝ ❧✐♥❦s ✭❛✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✽ ❛♥❞ ✹✾
❛♥❞ ✭❜✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✾ ❛♥❞ ✹✾

✺✳✷✳✺✳✷ ❉❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ■❘✲❯❲❇ ❘❛♥❣✐♥❣ ❊rr♦r ▼♦❞❡❧

❯s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡ ■❘✲❯❲❇✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡
tr✉❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ r❛♥❣✐♥❣ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✺✳✷✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❖❙ ❛♥❞ ◆▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥
r❡❣❛r❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ■❘✲❯❲❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐t ✐s ✈❡r②
❧✐❦❡❧② t❤❛t✱ ✐♥ ▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛♥❣✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❯❲❇ ❚♦❆ r❛♥❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶

❙❝❡♥❛r✐♦ ♠❡❛♥ r❛♥❣✐♥❣ ❡rr♦r ✭m✮ st❞ ✭m✮

✷✳✶ ✵✳✹✻ ✷✳✺✷

✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ▲❉Ps

❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst
❝❤❛♣t❡rs✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s②♥✲
t❤❡t✐❝ ✈❡rs✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤♦s❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❚ t♦♦❧ ♣r♦✲
❞✉❝❡s ❈■❘ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ tr♦❧❧❡② ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ❘●P❆✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s
✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛❣❛✐♥st ❘●P❆ ❛♥❞ ❛ ▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤✳



✺✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ▲❉Ps ✶✸✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❘❙❙
❛♥❞ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s

❆♥❝❤♦r t②♣❡✴ ▲❉P ❘▼❙❊ ❊rr♦r ❱❛r✐❛♥❝❡

❩✐❣❇❡❡ ✴ ❘❙❙ ✺✳✸✼ dBm ✷✼✱✺ dBm
■❘✲❯❲❇ ✴ r❛♥❣❡s ✵✳✽✷ m ✶✳✾✽ m

✺✳✸✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❆♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛

❚❤✐s ♣❛rt ❝♦♠♣❛r❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ▲❉P ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ✷✳✼✱ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❲❍❊❘❊ ✷ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❬✶✹✹❪✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ❛♥❝❤♦rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr♦❧❧❡② tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✼ ❛♥❞ ✺✳✽ s❤♦✇ t❤♦s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ r❛♥❣❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛❧✉❡s
❛♥❞ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞ ❝r♦ss❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣♦✐♥t ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❜✳

■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s
❢r♦♠ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❛t ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱
✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞
❜② t❤❡ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❊rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✸✳

✺✳✸✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛② ❚r❛❝✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❯❲❇ ❈■❘ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡ ❢♦r t✇♦
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr♦❧❧❡②✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ tr♦❧❧❡②✴♣❡❡r ♥♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ◆▲❖❙
s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr♦❧❧❡② ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❜❡❤✐♥❞ ❛ ❞♦♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❡r ♥♦❞❡ ✐s ♥❡①t t♦ ❛
✇❛❧❧ ♦❢ ❛ r♦♦♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
tr♦❧❧❡② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❡r ♥♦❞❡ ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦rr✐❞♦r✳

❋r♦♠ t❤♦s❡ ✷ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✷❉ r❛②s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✮ t❤❡♥ ✸❉r❛②s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✮✳

■♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✶✷✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❈■❘ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ■❘✲❯❲❇✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛
t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 1ns✱ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❜✉✛❡r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
♣r♦✜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❛♥❣✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ 16bit ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ dBm ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ▼❡t❤♦❞s ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛
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♥♦❞❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❈②❛♥ ❞♦ts ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
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❋✐❣✳ ✺✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡s ❢♦r ✶✺ ■❘✲❯❲❇ ❛♥❝❤♦rs ♥♦❞❡s
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈②❛♥ ❞♦ts ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✱ ❜❧❛❝❦
❞♦ts ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ r❡❞ ❝r♦ss❡s ❛r❡ t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛❥❡❝t♦r② ♣♦✐♥t✳
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❋✐❣✳ ✺✳✾✿ ❚✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚r♦❧❧❡② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❡r ♥♦❞❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❈■❘
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ✭❛✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ✐s ❛ ◆▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ✭❜✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ✐s ❛
◆▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥

✭❛✮ ❈♦♥❢✳ ✶✿ ✷❉ r❛②s ✭❜✮ ❈♦♥❢✳ ✷✿ ✷❉ r❛②s

❋✐❣✳ ✺✳✶✵✿ ✷❉ r❛②s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❚ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ✭❛✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✭❜✮
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷
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❋✐❣✳ ✺✳✶✷✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❛② tr❛❝✐♥❣ t♦♦❧
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ ✭❛✮ ✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
❞❡❧❛② ✐s 32.3 ns ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✇♦ ✇❛② r❛♥❣✐♥❣ ✐s
32.8 ns✳ ■♥ ✭❜✮ ✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛② ✐s 21.8 ns ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✇♦ ✇❛② r❛♥❣✐♥❣ ✐s 22.17 ns✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❡② ♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ✇❤✐t❡ ♣❛rt r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛②✳
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❋♦r t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✹✺❪✱ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
h ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

h(τ) =
∑

i

aiδ(τ − τi). ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ ai ❛♥❞ τi ❛r❡ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

hl =
∑

i

ais✐♥❝(l − τiW ). ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ l ❛♥❞W ❛r❡ ❛ t❛♣ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ lt❤ t❛♣ ❝❛♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ l/W t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ ❜❛s❡❜❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡s♣♦♥s❡
hb(τ) ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❝(Wτ)✳

❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t h ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✹✹✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡✳
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✭❛✮ ❈♦♥❢✳ ✶✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ❊♥❡r❣② Pr♦✜❧❡ ❈♦♠♣❛r✐✲
s♦♥
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✭❜✮ ❈♦♥❢✳ ✷✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ❊♥❡r❣② Pr♦✜❧❡ ❈♦♠♣❛r✐✲
s♦♥

❋✐❣✳ ✺✳✶✸✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ ✭❛✮ ✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
❞❡❧❛② ✐s 32.3 ns ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✇♦ ✇❛② r❛♥❣✐♥❣ ✐s
32.8 ns✳ ■♥ ✭❜✮ ✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛② ✐s 21.8 ns ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✇♦ ✇❛② r❛♥❣✐♥❣ ✐s 22.17 ns✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❡② ♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ✇❤✐t❡ ♣❛rt r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛②✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❜♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✶✸❛ ❛♥❞ ✺✳✶✸❜✱ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❞✉❡ ❜♦t❤ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ ✐♥t❡❣❡r✲dBm ❝♦♥✈❡rs✐♦♥



✺✳✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✶✹✶

❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡✈❡♥ts t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛❧s♦ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥♥❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛✐♠ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str✐❝t❧②
❢❛✐t❤❢✉❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❜✉t t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ♦❢ t❤❡ ❈■❘
❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s ♦❢ t❤❡ ❙❛❧❡❤✲❱❛❧❡♥③✉❡❧❛ ♠♦❞❡❧ ❬✸✽❪✮✱ ❜♦t❤
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ◆▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❛t❤ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ❛t 32.8ns ✐s ❝♦rr❡❝t❧② r❡tr✐❡✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❞❡❧❛② ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛ s❡❝♦♥❞ str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛❜♦✉t 45 ♥s ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
♦♥ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡✳ ❆t 35 ♥s ❛ str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡
❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♥♦♥
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❝❝✉❧t✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥♦
❢✉r♥✐t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r♦♦♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❛t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♦♣❡♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞❡s❦ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡rs ❬✶✹✹❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸❜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t 21.8 ♥s✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❈♦♥tr❛r✐❧②✱ ❛r♦✉♥❞
30 ♥s ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❛♥ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥t❡♥♥❛ ❢❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛②✳ ■♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡
♠❛✐♥ ❧♦❜❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ ♥♦t ❢❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛t❡r ❛rr✐✈❡❞ ♦♥❡✳

✺✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧
❞❛t❛ s❡t✳ ❋✐rst✱ ❘●P❆ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲❤②❜r✐❞ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❝❛s❡s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛
s❡t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✺✳✹✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❘●P❆

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❘●P❆ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▼▲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛❧✉❡ ❬✶✹✻✱ ✾✻❪✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✺ ❛♥❞ t❤❡
❞❛t❛s❡t ❢r♦♠ s❝❡♥❛r✐♦ ✹✳✶ ✺✳✷✳✹✳✷ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❇♦t❤ ▼▲ ❛♥❞ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❉❡♥s✐t②
❋✉♥❝t✐♦♥s ✭❈❉❋s✮ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿

✕ ❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❜✮
✕ ■❘✲❯❲❇ ❚♦❆ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❛✮
✕ ❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ❛♥❞ ■❘✲❯❲❇ ❚♦❆ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❝✮



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ▼❡t❤♦❞s ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤✐s ✸ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr♦❧❧❡②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❉P ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❉P✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✹ ❚♦❆s✳
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✭❝✮ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙
✉s❡❞

❋✐❣✳ ✺✳✶✹✿ ❍✐st♦❣r❛♠s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❉Ps ✉s❡❞ ♣❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❢♦r t❤❡ ✸ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✿ ✭❛✮ ♦♥❧② t❤❡ ❚♦❆✱ ✭❜✮ ♦♥❧② t❤❡ ❘❙❙ ♦r ✭❝✮ t❤❡ ❚♦❆
❛♥❞ ❘❙❙✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❘❙❙ ▲❉Ps✱ 15✪ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ 5 ❘❙❙✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈❉❋s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r ❜♦t❤ ❘●P❆ ❛♥❞ ▼▲ ✉s✐♥❣
♦♥❧② ❚♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❘●P❆ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ▼▲ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡
♦❢ ❧♦✇ ❡rr♦rs✳ ❚❤✉s✱ 90✪ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ❧❡ss t❤❛♥ 3 ♠❡t❡rs
✉s✐♥❣ ❘●P❆ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ▼▲ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛♥ ❡rr♦r ❧❡ss t❤❛♥ 4 ♠❡t❡rs ✐♥ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❢❡✇ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r✱ t❤❡ ▼▲ ♣r❡✈❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❘●P❆✳

❖♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❈❉❋s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ ♦♥❧②
❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❜✱ t❤❡ ▼▲ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❘●P❆ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ❘●P❆ t♦ ❜♦✉♥❞ ❛ ❘❙❙ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥❞❡❡❞



✺✳✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✶✹✸

❛s ❡①❛♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ ❘❙❙ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❛t
♠♦❞❡❧ ❝♦♥✈❡rts ❛ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ❧✐♠✐t ❛ s♣❛❝❡
r❡❣✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❘❙❙ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❜♦① r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡
♦❢ ❛❧❧ ❘❙❙ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜♦①❡s ✾✱ ❜♦✉♥❞s ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ ▼▲ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❛t tr❡♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❘❙❙ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ❚♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺❝✳ ■❢ t❤❡ ❘●P❆ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦✉t♣❡r✲
❢♦r♠s t❤❡ ▼▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ✐t ❞♦♥✬t r❡❛❧❧② t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛ ❘❙❙
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✺✳✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❘❙❙
▲❉Ps ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❘▼❙❊✳ ❚❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ❘●P❆ t♦
❜♦① t❤❡ ❘❙❙ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜♦① ♦❢ t❤❡ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞♦♥✬t ❤❡❧♣
t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✳
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✭❝✮ ❚♦❆ ✰ ❘❙❙

❋✐❣✳ ✺✳✶✺✿ ❈❉❋s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼▲ ❛♥❞ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✉s✐♥❣ ✭❛✮ ■❘✲❯❲❇ ❚♦❆ ▲❉P ❛♥❞ ✭❜✮ ❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ▲❉P✱ ✭❝✮ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙
▲❉Ps✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ ❜♦t❤ ❘●P❆ ❛♥❞ ▼▲ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥



✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ▼❡t❤♦❞s ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ ✹✳✶

▲❉Ps ♠❡❛♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❬♠❪ st❞ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❬♠❪
❛❧❣♦r✐t❤♠s ▼▲ ❘●P❆ ▼▲ ❘●P❆

❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ✸✳✷✼ ✹✳✵✶ ✷✳✻✸ ✷✳✾✻
❯❲❇ ❚♦❆ ✷✳✶✸ ✶✳✻✹ ✶✳✸✶ ✶✳✹✸

❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ✰ ❯❲❇ ❚♦❆ ✶✳✾✸ ✶✳✻✹ ✶✳✺✻ ✶✳✺✷

✐♥❞❡①❡s✱ ❢♦r t❤❡ ✸ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❇♦t❤ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻❛ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻❝ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❉❋✳ ❘●P❆ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦✉t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ▼▲ ♠❡t❤♦❞✱ ❡①❝❡♣t ♦♥
s♦♠❡ ♣♦✐♥ts✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❢♦r t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ❘●P❆ ❝♦♠♠✐ts ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❈❉❋✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞
❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞
❜❡ t❤❛t t❤♦s❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇r♦♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✺✳✹✳✷ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✸✳✹ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❧② ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss s❤❛❞♦✇✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❘❙❙✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥✱ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐ ♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥
✺✳✷✳✺✳✶✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♣❛t❤❧♦ss s❤❛❞♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦
❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞
♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❡✐r ❧✐♠✐ts✱ ❛♥❞ ❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇♦rst t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝
❘●P❆✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❧♦ss s❤❛❞♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✹ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♣♦✐♥t t❤❛t
✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ t❤✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼▲ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❘●P❆ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
t❤❡ ❘●P❆ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❘●P❆ ❍❚✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ r✉♥ ♦♥ t❤❡ ✶✺✵ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦ ✹ ✉s✐♥❣ ✷ ❚♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡
❜❡st ●❉❖P ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡✳ ❆❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ❢❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✬ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❜♦t❤
❘●P❆ ❛♥❞ ❘●P❆ ❍❚ ♣r❡✈❛✐❧ ♦♥ ▼▲ ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦rs ✉♥❞❡r ✷ m➑♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥✱
t❤❡ ❘●P❆ ❍❚ ♠❡t❤♦❞ st❛rts t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t♦ t❤❡ ❘●P❆ ❢r♦♠ ✶ m♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
❡rr♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✶
m❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✷ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ ❚♦❆s ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦ ♠✉❧t✐ ♠♦❞❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✳ ❋♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❛❜♦✈❡ ✸ m✱ ▼▲ ♣r❡✈❛✐❧ ♦r ♣❡r❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ t❤❛t
❘●P❆ ♦r ❘●P❆ ❍❚✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❘●P❆ ❍❚ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❘●P❆✳ ❚❤❛t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ ❘●P❆ ❛♥❞ ❘●P❆ ❍❚ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s
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❋✐❣✳ ✺✳✶✻✿ ❊rr♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❘●P❆ ♦r ▼▲ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣♦✐♥ts ❢♦r ✭❛✮ ■❘✲❯❲❇ ❚♦❆ ▲❉P ❛♥❞ ✭❜✮ ❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ▲❉P✱ ✭❝✮ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙
▲❉Ps✳



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ▼❡t❤♦❞s ♦♥ ▼❡❛s✉r❡❞ ❉❛t❛

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ ❘●P❆ ❍❚ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❘●P❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ ❢❛❧s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚♦❆ ❛r❡❛✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✺✱ t❤❡ ❘●P❆ ❍❚
❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❚♦❆ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❜♦t❤ ❘●P❆ ❛♥❞ ▼▲✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❘●P❆ ❍❚ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
t❤❛♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r t❤❛♥ ▼▲✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐ts❡❧❢✳ ❆♥
❡rr♦r ✉s✐♥❣ ❘●P❆ ❍❚ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
✇r♦♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❛t ✇r♦♥❣ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
t❤✉s ❝❛✉s❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❤✐❣❤ ❡rr♦r✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼▲✱ ❘●P❆ ❛♥❞ ❘●P❆ ✇✐t❤ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❢♦r ✷ ❚♦❆s ❛♥❞ ✶ ❘❙❙✳ ❇♦t❤ t❤❡ ▼▲ ❛♥❞ ❘●P❆ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✸
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❘●P❆ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✉s❡s
t❤❡ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ♠✉❧t✐ ♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r✳
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❋✐❣✳ ✺✳✶✽✿ ❊rr♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❘●P❆ ♦r ❘●P❆ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥t✳



✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✹✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❘●P❆ ✈s ❘●P❆ ❍❚

▼❡t❤♦❞ ❘▼❙❊ ❬♠❪ st❞ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❬♠❪

▼▲ ✷✳✶✵ ✶✳✾✽
❘●P❆ ✶✳✽✺ ✸✳✶✹

❘●P❆ ❍❚ ✶✳✼✵ ✷✳✸✻

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷ ♣r♦❥❡❝t ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷ s❡❧❡❝t❡❞
s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛❞✐♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①tr❛❝✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✷ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✴ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥
r❡❣❛r❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❈■❘ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♠❡❛s✉r❡✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❘❚ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t q✉✐t❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❘●P❆ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞
♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ s❡t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥
❝❛s❡s ♦❢ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❘●P❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts ❧✐tt❧❡ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ❛
▼▲ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❘●P❆ t♦ ♠❛♥❛❣❡
❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❘●P❆ ❤❛s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ▼▲ ❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✷ ❚♦❆ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❘❙❙ ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❛t s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s s❤♦✇♥ ✐ts ✐♥t❡r❡st
❛❣❛✐♥st ❛ ▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❘▼❙❊✳





✶✹✾

❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s
❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② ♠❛❞❡ ♦♥ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✿ t❤❡ r❛❞✐♦ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts
❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝❤❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐❞❡❛s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✕ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❛t❤
♣❡rs✐st❡♥❝② ❡✛❡❝t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦✈❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡r ♦r✴❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐✲
t✐♦♥✳ ❆ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ s❧❛❜s r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❛t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱
❛ s✐♥❣❧❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❛②s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐tt❡r
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

✕ ❆ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❜♦t❤ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛t❤ ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆s
✇❡❧❧✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r♦♦♠ ✈✐s✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❛r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❣r❛♣❤✬s ♥♦❞❡s✳

✕ ❆ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♥t❛❣♦✲
♥✐st ♥❡❡❞s ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❯❲❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t❛❦❡♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐
❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮ str✉❝t✉r❡s✳ ▼❉❆s ❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❤✐❣❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤❛s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✕ ❆ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉❧t✐✲✇❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
✈❡❝t♦r✐③❡❞ s❧❛❜ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❚ t♦♦❧✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✇❛✈❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❛ ❘❚ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ r❛②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s s❤♦✇♥ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✕ ❘●P❆✱ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s t❤❡ ▲❉P ✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡❧✐♠✐t r❡❣✐♦♥s
♦❢ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❧✐❡ t❤❡ s♦✉❣❤t ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✐s ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❜♦① ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆ r❡❝✉rs✐✈❡
❜✐s❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❛t ❜♦① ✐s ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡❧✐♠✐t ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❛t r❡str✐❝t❡❞ ❛r❡❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ q✉❛❧✐t②
✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r t♦ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦st r❡❛❧ ❝❛s❡s✱ ❘●P❆ ❤❛s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ▼▲ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳

✕ ❆♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ✷ ❛❝❝✉✲
r❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ✉s❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♥♦t t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡✱ ❜✉t ♦♥❧② t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✷ r❛♥❣❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ✐ts ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❧❡ss ❛❝❝✉✲
r❛t❡ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦✐t ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② t❤❡ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ ✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♠✉t✐ ♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞
❞❛t❛✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s s❤♦✇♥ ✐ts ✐♥t❡r❡st ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✷ r❛♥❣❡ ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✶ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✕ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✸ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ❢♦r t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❋✐rst t❤❡ r❡❛❧✐s✲
t✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t
♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛t ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤
t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ r❛❞✐♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛❞✐♦ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤✳ ❆ s✉❝❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ❜② ♠❛♥❛❣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❘❆❚
♣❡r ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❛♥❞ s❡❧❢✲❝❡♥t❡r❡❞ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳❚❤✐r❞✱ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s②♥t❤❡t✐❝
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳

✕ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❤❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ♥♦❞❡s ♠♦❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆s
✇❡❧❧✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ▲❉Ps✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡



✻✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦ ✶✺✶

s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡
♣r♦❥❡❝t P②▲❛②❡rs ❬✶✹✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❚ t♦♦❧✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♣t❡r
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡ ❢♦r ❢r❡❡ ♦♥ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡✳

✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

✕ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❘❚ ❞♦♥✬t ❜❡♥❡✜t ②❡t ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❢✉❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❘❚✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉♣❞❛t❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐t✲
t❡r ❛♥❞✴♦r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♠♦✈❡✭s✮✱ s❡✈❡r❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s r❡♠❛✐♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳
❚❤❡r❡ ✐s t❤❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✈❛♥✐s❤❡❞
s✐❣♥❛t✉r❡s ❜② ♥❡✇ ✈❛❧✐❞ ♦♥❡s✳ ■t r❡q✉✐r❡s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛t✉r❡s✳

✕ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❘❚ t♦♦❧ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛r❛❝✲
t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❘❚ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② r❡❛❞② t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡
❞✐✛r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❡r② s❤♦rt❧②✳ ❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉r♥✐t✉r❡s ✐♥t♦ s②♥t❤❡t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✕ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❚ ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❡r② s❛t✐s❢②✐♥❣ s♣❡❡❞
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❜✉t t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❘●P❆ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t ♦❢
❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳

✕ ❚❤❡ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥ ❝♦♦♣✲
❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ t❤❛t ❛
♥♦❞❡ ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts ♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ t❤♦s❡ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡rr♦r ♦r ❜✐❛s✳ ❖♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ♥♦❞❡s✳ ❙❤♦✉❧❞ t❤❡ ♥♦❞❡ s❤❛r❡ t❤❡✐r
❜♦①❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r ♦♥❧② t❤❡✐r ▲❉P ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✕ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❜♦t❤ ❢♦r s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛t ✷ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✳ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r
♦r r❛♥❣❡s✳

✕ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❛❣❡♥t r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❜♦❞② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss ❇❆◆ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ ♦♥ t❤❡ ❜♦❞②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳
❲✐t❤ s✉❝❤ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛
❞②♥❛♠✐❝ t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲✇❛❧❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t♦r✳

✕ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❧❛❜ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛♥❞ ❛❧♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❢♦r ❜❧✐♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ s❧❛❜✳

✕ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❛❦✲
✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ r❡❛❧ ▼❆❈ ▲❛②❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ♥♦t❛❜❧②✱ ❜② ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❲❙◆❊❚ t♦♦❧ ❬✶✷✼❪✳







✶✺✺

❈❤❛♣t❡r ✼

❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡♣✉✐s ❝❡s ✶✵ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❛♥s ✜❧ r❡♥❝♦♥tr❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞é✜s✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉♠❡r ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡♠❛♥❞❡s
❛♥t❛❣♦♥✐st❡s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣✐st❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s t❡♥❞❡♥t à r❡♥❞r❡ ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ♣❧✉s
❛❞❛♣t❛t✐❢s à ❧❡✉rs ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❡t ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❛✈❡❝ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❛❞✐♦ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s ♦✉ ❞❡ rés❡❛✉① ❛✉t♦ ♦r❣❛♥✐sés✳ P♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✱
❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡st ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉①✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉✐ ❛ ❧♦♥❣t❡♠♣s été ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❥♦✉té❡ à ❞❡s✲
t✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ♣♦✉rr❛✐t ❞❡✈❡♥✐r ✉♥ ❛t♦✉t ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉① ♣❡r♠❡ttr❛✐t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r
s♦♥ rés❡❛✉ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞é❜✐t ❡t ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❢❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❊✉r♦♣é❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❥❡ts ❋P✼ ❲❍❊❘❊✶ ✭✷✵✵✼✲✷✵✶✵✮
❡t ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷ ✭✷✵✶✵✲✷✵✶✸✮✳ ❆✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥tr❡
❛✉tr❡s q✉❡ ❧✬❛❝t✉❡❧❧❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
êtr❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✉① ♠♦❜✐❧❡s✱
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st❛♥❞❛r❞s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦✉✈r❡♥t ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✉① rés❡❛✉① ❞✐str✐❜✉és✳

Prés✉♠❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢✉t✉rs rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧s s❡r♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉é❡ ❡t ❤étér♦❣è♥❡ ✭r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts st❛♥❞❛r❞s✮✱ ❡t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥
s❡r❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s ❝❧és ♣♦✉r ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞ès ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♣t✐♠✐sés ♣♦✉r ❝❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ➚ ❞é❢❛✉t ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ✈❛❧✐❞❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ré❡❧s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s
s✐♠✉❧❛t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞r❡ss❡r ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢✉t✉rs st❛♥❞❛r❞s ❞♦♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ s♦♥t ❡♥
♣❡r♣ét✉❡❧❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✉♥ t❡❧ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ✉❧tr❛ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❛✜♥ ❞✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r ❧❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s ♣ré✈✐s✐❜❧❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉① s❛♥s ✜❧ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❡✉r ❛s♣❡❝t
♠♦❜✐❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ✉♥
s✐♠✉❧❛t❡✉r✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦s❡ t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡✉① ❞é✜s ♠❛❥❡✉rs✿ ❝ré❡r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦❜✐❧✐té ré❛❧✐st❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s✐♠✉❧és ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛
ré❛❧✐té✱ ✐♥té❣r❡r ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐✲
♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✐str✐❜✉és ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té q✉✬♦♥t
❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉ à ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s t❛♥t
❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧❧❡ ♠❛✐s ❧❡s str❛té❣✐❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t ♦♣t✐♠✐sé❡✳ ❖r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ tr❛♥❝❤é❡ ♣❛r ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣❧♦r❡r
❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❝❡s ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥✱ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❤✉♠❛✐♥s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥tér✐❡✉r✱
❡t ❛✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦✉t✐❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

P❧❛♥ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ✹ ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲❡s ✸ ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ✼✳✷✱✼✳✸ ❡t ✼✳✹
❛❞r❡ss❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✸ ❝❤❛♣✐tr❡s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t
❛❜♦r❞é ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ tr❛❝é ❞❡ r❛②♦♥ ✈❡❝t♦r✐sé✱ ❜❛sé s✉r ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣r❛♣❤❡s ✉t✐❧✲
✐sés ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ❈❡s ❣r❛♣❤❡s s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
st❛t✐q✉❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❉❡ ❝❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❧❡s r❛②♦♥s ✷❉ ♣✉✐s ✸❉ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
❧❡s r❛②♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s
r❛②♦♥s ❡st ❞é❝r✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✈❡❝t♦r✐sé s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛②s ✭▼❉❆s✮✳ ❈❡tt❡ ✈❡❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧ ❡♥ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳✸ ♣r♦♣♦s❡ ✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥tér✐❡✉r✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❞é❝r✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❘●P❆ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✈❛❧✐❞é❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡t ❝♦♠♣❛ré❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼▲✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❘●P❆ ❡st ♠✐s à ♣r♦✜t ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ t❡st
❞✬❤②♣♦t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ❛❞r❡ss❡ ✸ ❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ❧❛
♠♦❜✐❧✐té✱ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❡t ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♥÷✉❞s✳ ▲❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❡s



✼✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❡s ❣r❛♣❤s ✶✺✼

❛❣❡♥ts ❡st s✐♠✉❧é❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ♣✉✐s à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✳ ▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥
❞✉ rés❡❛✉ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r s✉r✈❡✐❧❧❡r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡
❛❣❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✳
❈❡s tr♦✐s ❛s♣❡❝ts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ t❡stés ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
r❛❞✐♦ ✐ss✉s ❞✉ ♠✉❧t✐✇❛❧❧ ❡t ❧❡s ❈■❘ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❘❚ s♦♥t ❝♦♥❢r♦♥té❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st
é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s✳

✼✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ❯♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤s

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛❞r❡ss❡r ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s rés❡❛✉① é♠❡r❣❡♥ts ❞♦♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡
s✬é❧❛r❣✐t à ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥té❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉① ♥✬❛
❞✬é❣❛❧❡ q✉❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣❡♥s✐♦♥s à êtr❡ ♠♦❜✐❧❡s✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡s ❡t ♦♣t✐♠✐sés✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ tr❛❝é ❞❡ r❛②♦♥ ✭❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣ ✭❘❚✮✮ ❜❛sé s✉r ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❡t s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧
✭❈❤❛♥♥❡❧ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ✭❈■❘✮✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ♠♦❜✐❧✐té✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t
❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡ ❣é♥ér❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s r❛②♦♥s ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r
❡t✴♦✉ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♥❡ s❡ s♦♥t q✉❡ ♣❡✉ ❞é♣❧❛❝és✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ♣❡r♠❡t q✉❛♥t à
❡❧❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈■❘ ♣♦✉r ✉♥❡ très ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛
✈❡❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧ s♣é❝✐✜q✉❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝é❞❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ❞❡s ▲❉Ps✳

✼✳✷✳✶ ❉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳

✼✳✷✳✶✳✶ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s

❆✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✷ ❣r❛♣❤❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ str✉❝t✉r❡ Gs(Vs,Es)✱ ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ Gt(Vt,Et)✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡
Gs✱ ❞♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐ s❡s ♥÷✉❞s ❞é❝r✐✈❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s
s❡❣♠❡♥ts ❡t ❛rêt❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♣❧❛♥✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ Gt✱ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡
✼✳✶❜✱ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ❜❛s❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ Gs✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❢❡r♠é
♣❛rt❛♥t ❡t ✜♥✐ss❛♥t ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞ ❡t q✉✐ ♥✬❡♠♣r✉♥t❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❧❡s ♥÷✉❞s
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❡t ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝②❝❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❣r❛♣❤❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✼✳✷✳✶✳✷ ▲❡s ●r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡ r❛②♦♥s

▲✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ ♣r♦♣♦sé✱ ❜❛sé s✉r ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ●❖✴❯❚❉✱ r❡♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❣r❛♣❤❡s s♦♥t
✐♥tr♦❞✉✐ts✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té Gv

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té Gv ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ♦♣t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡t
❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬✉♥ ❜ât✐♠❡♥t✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞❡ Gv s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞❡ Gs✳ ▲❡s
❧✐❡♥s ❞❡ Gv r❡❧✐❡♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ✭♣♦✐♥ts ♦✉ s❡❣♠❡♥ts✮ ❡♥ ✈✐s✐❜✐❧✐té ♦♣t✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷
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❋✐❣✳ ✼✳✷✿ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❱✐s✐❜✐❧✐té Gv

❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥ét✐q✉❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡ s❡✉❧ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gi ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❡✈❡r ❝❡tt❡
❛♠❜✐❣✉ïté✳



✼✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❡s ❣r❛♣❤s ✶✺✾

▲❡ ●r❛♣❤❡ ❞✬ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Gi

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Gi ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té q✉✐ r❛ss❡♠❜❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s Vs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ Gt✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ Gv
♣❡✉t ❣é♥ér❡r 4 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s Gi✿ ▲❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦té ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞✬✉♥ s❧❛❜✱ ❡t✴♦✉
❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❡t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❞✬✉♥ s❧❛❜✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✸ t②♣❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❚✮✱ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ✭❘✮✱ ❡t ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❉✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸
✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Gi✳
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❋✐❣✳ ✼✳✸✿ ❆
✉✲❞❡ss✉s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ Gs ❡t ❧❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❝②❝❧❡s ✭❞❛♥s ❧❡s ❝❛rrés

r♦✉❣❡s✮ ❞❡ Gt✳ ❊♥ ❞❡ss♦✉s ❡st r❡♣rés❡♥té ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ Gi ❛ss♦❝✐é✳ ▲❡s ♥÷✉❞s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ s♦♥t ❡♥ ❜❧❛♥❝s✱ à ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t ❡♥ ♦r❛♥❣❡s✱ ❡t à

✉♥❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❡♥ ✈❡rt✳

✼✳✷✳✷ ❉❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✉① s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡ r❛②♦♥s

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❈■❘ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❡rs✐st❛♥ts ❬✹✸❪✳ ❊♥ ❝❧❛✐r✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ t❡r♠✐♥❛❧ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ♣❡t✐t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
q✉✬❛✈❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉rs s♦♥t ✐♥✢✉❡♥❝és ♣❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♣❛r s❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧✐sés✮✳ ❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❈■❘✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❈■❘
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛❣ré❣❡❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré✈❡r❜ér❛✲
t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❈■❘ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❬✹✹❪✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st
❝♦♥❥❡❝t✉ré ✐❝✐ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ✭♦✉ ❧❡s✮ ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉r✭s✮ ✐♠♣♦rt❛♥t✭s✮
❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✳



✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❘❛②♦♥ ✷❉✮ ❯♥ r❛②♦♥ ✷❉ ❡st ✉♥❡ ♣♦❧② ❧✐❣♥❡ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ❡st
❞é❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ (O, x̂, ŷ)✳❯♥ r❛②♦♥ ✷❉ r̃ ❛✈❡❝
Lh ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ Lh + 2 ♣♦✐♥ts✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t p̃−1 ❡t
p̃Lh

✱ q✉❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❡①tré♠❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✳

r̃ = [p̃−1, p̃0, . . . , p̃Lh−1, p̃Lh
] ✭✼✳✶✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❙✐❣♥❛t✉r❡✮ ❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ r❛②♦♥ ✷❉ ✭♦✉ s✐❣♥❛t✉r❡✮ s = S(r̃) ❛✈❡❝
Lh ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✷ séq✉❡♥❝❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs Lh✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
séq✉❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❘✱❚✱❉✮✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st
✉♥❡ ❧✐st❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ s❧❛❜ ❛ss♦❝✐é à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡
♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Gi ♦✉ ❞ér✐✈é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ r❛②♦♥✳

s =

[

n0 . . . nl . . . nLh−1

t0 . . . tl . . . tLh−1

]

✭✼✳✷✮

▲❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ Gi ❡♥ ✷ ét❛♣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ✷ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s s❡ tr♦✉✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❉❡ ❝❡s ✷ ❝②❝❧❡s✱ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞✉
❝②❝❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ s♦♥t ❡①tr❛✐ts✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❝②❝❧❡
❞❡ ❞é♣❛rt à ❝❡✉① ❞✉ ❝②❝❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❈❡s ❝❤❡♠✐♥s s♦♥t ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡
♥÷✉❞s ❞❡ Gi✱ ♦ù ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s❧❛❜ r❡♥❝♦♥tré✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ q✉✐ ✈♦♥t
s❡r✈✐r à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s r❛②♦♥s ✷❉✳

✼✳✷✳✸ ❉❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❛✉① r❛②♦♥s ✸❉

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❛②♦♥s ✸❉ à ♣❛rt✐r ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✹❛✱ ✸
ét❛♣❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s r❛②♦♥s ✷❉
✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (O, x̂, ŷ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ à ✉♥ ❛✉tr❡✳
❆✉ss✐✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❞❛♥s ❧❡✉rs ♣✐è❝❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♥❡ ❣é♥èr❡♥t ♣❛s ❞❡ r❛②♦♥s ✈❛❧✐❞❡s✳ P♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡s r❛②♦♥s ✷❉ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ rétr♦ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞❡ r❛②♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦❧②
❧✐❣♥❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ r❛②♦♥ ✷❉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❧❛❜ ❛ss♦❝✐é à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t✳ ❚♦✉s
❧❡s r❛②♦♥s r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✈❛❧✐❞❡s ❡t s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és
♣♦✉r ✉♥❡ ét❛♣❡ ✉❧tér✐❡✉r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹❜ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s r❛②♦♥s ré✢é❝❤✐s ❛✉ s♦❧ ❡t ❛✉ ♣❧❛❢♦♥❞✳ ❈❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ r❛②♦♥s ✈❛❧✐❞❡s ❡t s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ✈✐rt✉❡❧ (O, ŝ, ŷ)
r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✹❝✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ r❛②♦♥s ré✢é❝❤✐s s♦❧ ❡t ♣❧❛❢♦♥❞✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❝♦♥❝✐❧✐❡r ❧❡s ✷ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ r❛②♦♥s tr♦✉✈és ❞❛♥s (O, x̂, ŷ) ❡t ❞❛♥s
(O, ŝ, ŷ)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭♠✉rs✱ s♦❧✱ ♣❧❛❢♦♥❞✮ ♣✉✐s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s



✼✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❡s ❣r❛♣❤s ✶✻✶

✭❛✮ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉

✭❜✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s (O, x̂, ŷ) ✭❝✮ ➱❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ❞✉
r❛②♦♥ ŝ

❋✐❣✳ ✼✳✹✿ ✸ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ♠ê♠❡ r❛②♦♥ ❞❛♥s ✸ ❛①❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳

❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞❛♥s (O, x̂, ŷ, ẑ)✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛②♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣❛r❛♠étr❛♥t ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (O, x̂, ŷ) ❡t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (O, ŝ, ŷ)✱ ✐❧
❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s (O, x̂, ŷ, ẑ)✱ ♣❡✉① êtr❡ ♦❜t❡♥✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛ss❡♠❜❧❛♥t ❡t ❡♥ ❝❧❛ss❛♥t
♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡t ♦r❞r❡ r❡tr♦✉✈é✱
✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡ s✐♠♣❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❤❛❧ès✮ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ r❛②♦♥ ✸❉ r ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

rr = [pr,−1, ...,pr,l, ...,pr,L] ✭✼✳✸✮

❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s pr,l = [xr,l, yr,l, zr,l]
T ✳

❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s r❛②♦♥s ✸❉

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ✸❉ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ➚ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ q✉✐
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ s❧❛❜ Mr ❡t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Nr✱ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s❧❛❜ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✿

✕ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
(

ê
i,⊥
r,l , ê

i,‖
r,l

)

✱ ❛rr✐✈❛♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

pr,l tr❛♥s✈❡rs❡ à ŝr,l−1



✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

✕ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬♦♥❞❡ s♦rt❛♥t ❛✈❡❝ s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
(

ê
o,⊥
r,l , ê

o,‖
r,l

)

♣❛rt❛♥t ❞❡ pr,l tr❛♥s✈❡rs❡

à ŝr,l
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ r❛②♦♥ ❝♦♠♣t❛♥t L + 1 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭♦ù ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s −1 ❡t L + 1

r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡s ♣❧❛♥s
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✿

Bi
r =

[

ê
i,⊥
r,−1, ê

i,‖
r,−1, . . . , ê

i,⊥
r,L−1, ê

i,‖
r,L−1

]

✭✼✳✹✮

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (3× 2L)✱ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Bo
r ❞❡s ♣❧❛♥s ❞❡ s♦rt✐❡✿

Bo
r =

[

ê
o,⊥
r,0 , ê

o,‖
r,0 , . . . , ê

o,⊥
r,L , ê

o,‖
r,L

]

✭✼✳✺✮

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (3× 2L)✳

❋✐❣✳ ✼✳✺✿ P❧❛♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ l

✼✳✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❛ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❆rr❛②s ✭▼❉❆s✮✳ ▲❡s ▼❉❆s s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡r♠❡✲
tt❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r très ❡✣❝❛❝❡ ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❤❛✉t❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛❜❧❡✳



✼✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❡s ❣r❛♣❤s ✶✻✸

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡s ▼❉❆ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉① ♥✉♠♣② ♥❞❛rr❛②s ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ◆✉♠♣② ❞❡
P②t❤♦♥ ❬✹✻❪✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✈♦♥t
êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ▼❉❆ à ✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❛①❡s✮✿

✕ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭f✮✱
✕ r❛②♦♥ ✭r✮✱
✕ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭l✮✱
✕ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✶ ✭p✮✱
✕ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✷ ✭q✮✳
❆✈❡❝ ❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ à

❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❡♥ é✈✐t❛♥t ✉♥ ❜♦✉❝❧❛❣❡ ❞❡ ❤❛✉t
♥✐✈❡❛✉ q✉✐ s❡r❛✐t ❝❤r♦♥♦♣❤❛❣❡✳ ▲❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
▼❉❆s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳

✼✳✷✳✹✳✶ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ▼❉❆s ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡s ❛①❡s ❞✬✉♥❡
▼❉❆ s♦✐❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❖r ✐❝✐✱ t♦✉s ❧❡s r❛②♦♥s ♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts✱
❝❡ q✉✐ ❧❡s ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❞✬êtr❡ st♦❝❦és ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ▼❉❆s✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r❛②♦♥s ♣❛r ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥ r❛②♦♥ ✸❉✱ q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ Ln ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡st st♦❝❦é ❞❛♥s ✉♥
❜❧♦❝ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s Ln✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ (L0, ..,Ln, .,LNi−1

) ❞❡
Ni ❜❧♦❝s ❞❡ r❛②♦♥s✳ ▲❡ ❜❧♦❝ Ln ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❜❧♦❝ ❝♦♥t❡♥❛♥t Rn r❛②♦♥s ❞❡ Ln ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❈❡tt❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✳

Transmission Reflection Diffraction

❋✐❣✳ ✼✳✻✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ✷ r❛②♦♥s ✿ ❧❡ r❛②♦♥ r♦✉❣❡ ❝♦♠♣t❡ ✷
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧❡ Ln ❜❧♦❝ ♥✉♠ér♦ 0✳ ▲❡ r❛②♦♥ ✈❡rt ❝♦♠♣t❡ ✸ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t
❡st st♦❝❦é ❞❛♥s ❧❡ Ln ❜❧♦❝ ♥✉♠ér♦ 1✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts Ln
❜❧♦❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s r❛②♦♥s ♥♦♥ r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳



✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

✼✳✷✳✹✳✷ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡♥ ▼❉❆

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✼✳✷✳✸✱ ✐❧ ❛ été ✈✉ q✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡
❡①tr❛✐ts à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ✸❉✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ▼❉❆ ✐❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❜❛s❡s ♣♦✉r ✉♥ Ln ❜❧♦❝ n✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s r❛②♦♥s✱ t♦✉t❡s
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✐♥s✐✿

i
nBr,l,p,x = r❡s❤❛♣❡

(r,l,p,x)

(

i
nBr,lp,x

)

✭✼✳✻✮

o
nBr,l,p,x = r❡s❤❛♣❡

(r,l,p,x)
( onBr,lp,x) ✭✼✳✼✮

✳ ♦ù x ❡st ✉♥ ❛①❡ s♣❛t✐❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ▼❉❆ ✉♥✐t❛✐r❡ ❧✐❛♥t ❧❡s
❜❛s❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ t❡❧ q✉❡ ✿

nBr,l,p,q =
o
nB

x,p
r,l

i
nB

x,p
r,l ✭✼✳✽✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Nr ❡t Mr ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞❡s s❧❛❜s ❡t
❞❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ▼❉❆ ❡t êtr❡ ❛✐♥s✐ é❝r✐t❡s✿

✕ nNr,l✱
✕ nMr,l✳
❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ▼❉❆ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ▼❉❆ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡

♥♦té❡✿

n,i,s,aAr,l ✭✼✳✾✮

♦ù i✱ s ❡t a s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✉ s❧❛❜ ❡t ❞✬❛♥❣❧❡
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❧✐és à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✼✳✷✳✹✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣r♦✉♣❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❡t ❞❡
♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ ❞❡ s❧❛❜s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❛✉t❛♥t ❞❡ ▼❉❆s q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♥❛t✉r❡
❞❡ s❧❛❜ s♦♥t ❝réé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ▼❉❆ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡ n,i,s,aAr,l✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡✱
✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✼ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡t ❞❡ s❧❛❜ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉① êtr❡ ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ▼❉❆s ❡st é✈❛❧✉é❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉t❡s
❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ▼❉❆s ❛✐♥s✐ é✈❛❧✉é❡s s♦♥t r❡❝♦♠❜✐♥é❡s ♣♦✉r r❡✲
❝ré❡r ✉♥❡ ▼❉❆ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t é✈❛❧✉é❡ nAf,r,l,p,q✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✼✳✽

✼✳✷✳✹✳✹ ❈❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✐♥s✐ ❢❛✐t❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✹✼❪ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ▼❉❆✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✷ ♣♦✐♥ts



✼✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❡s ❣r❛♣❤s ✶✻✺

Transmission Reflection Diffraction

❋✐❣✳ ✼✳✼✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ▼❉❆ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ▼❉❆ ♦r❣❛♥✐sé❡ ❡♥ Ln ❜❧♦❝s ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥❝❛té♥é❡ ❡t ré♦r❣❛♥✐sé❡✳ ❊♥✜♥ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st r❛♥❣é❡ ♣❛r t②♣❡ ❡t
♥❛t✉r❡ ❞❡ s❧❛❜✳

Transmission Reflection Diffraction

❋✐❣✳ ✼✳✽✿ ❯♥❡ ❢♦✐s é✈❛❧✉é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❡t ♥❛t✉r❡ ❞❡ s❧❛❜✱ ❧❡s ▼❉❆ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s
❡t ré♦r❣❛♥✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs ❢♦r♠❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳



✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

a ❡t b ♣♦✉r ✉♥ Ln ❜❧♦❝ ❞♦♥♥é ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡✿

ab
n C̃f,r,p,q = nB

p,q

⋆,r,l[Ln]





0
∏

u=ln−1

nA
p,q

f,r,l[u] nB
p,q

⋆,r,l[u]



 ✭✼✳✶✵✮

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t abC̃f,r,p,q✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❡r ❧❡s
Ln ❜❧♦❝s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s r✿

abC̃f,r,p,q =
|
r
|

N−1

n=0

ab
n C̃f,r,p,q ✭✼✳✶✶✮

❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ r ❡st dim(r) =
∑N

n=0 n × Rn✳ ❈❡s ét❛♣❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❛
✜❣✉r❡ ✼✳✾

❋✐❣✳ ✼✳✾✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ abC̃f,r,p,q

♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s ▼❉❆s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s ❡t é✈❛❧✉é❡s ❝❧❛ssé❡s ❡♥
Ln ❜❧♦❝s✳

▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à

abHf,p,q =
abγf,p,q

abα
r
f,⋆,⋆exp(−2jπff,⋆,⋆τ r) ✭✼✳✶✷✮

❛✈❡❝

abγf,r,p,q =
−jc
4πff,⋆

(

1− bS
p,q

f,r

)(

1− aS
p,q

f,r

)

✭✼✳✶✸✮

abαf,r =
bF

p,1

f,r (
abℓC̃

p,q

f,r
aF

p,1

f,r)
p,1

f,r ✭✼✳✶✹✮

♦ù aSf,r,p,q ❡t bSf,r,p,q s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❙ ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ a ❡t b✱ ❡t aFf,r,p ❡t
bFf,r,p s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧❡✉rs ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s ❡t à ❧❡✉rs ❣❛✐♥s✳



✼✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❡❝t♦r✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❡s ❣r❛♣❤s ✶✻✼

✼✳✷✳✺ ▼♦❞è❧❡ ▼✉❧t✐❲❛❧❧ s♣é❝✐✜q✉❡

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❈■❘s très ♣ré❝✐s❡s ♣♦✉r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t♦♣♦ ❞é♣❡♥❞❛♥ts ▲❉P✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❧✉s s♦♠♠❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ▲❉Ps ♣❡✉t s✉✣r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✧♠✉❧t✐✇❛❧❧✧ s♣é❝✐✜q✉❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✧♠✉❧t✐✇❛❧❧✧ s♣é❝✐✜q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❝é ❞❡ r❛②♦♥s
ré❞✉✐t ❛✉ s✐♠♣❧❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ t✐r❛♥t ♣r♦✜t ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ✼✳✷✳✹✳✸✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❡rt❡s
s✉r ❧❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❧✐é❡s à ❧❛ tr❛✈❡rsé ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Pf,p,q ❛✈❡❝ ✿

Pf,p,q = −20 log10 | eAf,p,q | ✭✼✳✶✺✮

♦ù eAf,p,q ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t é✈❛❧✉é❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❞✉ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡①❝ès ❞❡ r❡t❛r❞ τc(ff , o) ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ tr❛✈❡rsé❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛tér✐❛✉①✱ ♣♦✉r ✉♥❡ r❛♠♣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦♥❞❡ o✿

τc(ff , o) =

{

arg( cAf [ff ],p[0],q[0] ), ❢♦r ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

arg( cAf [ff ],p[1],q[1] ), ❢♦r ❛♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✭✼✳✶✻✮

❛✈❡❝

cAf,p,q =

0
∏

l=Li−1

i=1,s=Ml,a=θlA
l,1
f,p,q exp(jd

l,1
⋆,⋆,⋆) ✭✼✳✶✼✮

♦ù Ml ❡t θl s♦♥t ❧❡s s❧❛❜s ❡t ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐és à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ l✳
❆✐♥s✐ ❧❡ r❡t❛r❞ ❣❧♦❜❛❧ s✉r tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t τ(f, o) ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r✿

τ(f, o) = τLOS + τc(f, o) ✭✼✳✶✽✮

♦ù τLOS ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✳

✼✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ❞é❝r✐t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❛ été
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ r❛②♦♥✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ st❛t✐♦♥✲
♥❛r✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✐é❡s à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ♦✉✈r❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❘❚ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡ r❡❝❛❧❝✉❧
✐♥té❣r❛❧ ❞❡s r❛②♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s✳ ❉❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❧❡s r❛②♦♥s ✷❉ ♣✉✐s ✸❉
♦♥t été ❝♦♥str✉✐ts✳ ❯♥❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡s r❛②♦♥s ♣❛r ❜❧♦❝s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡
♠ê♠❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✐sé✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ▼✉❧t✐
❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❛ ✈❡❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❯t✐❧✐sé❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❡✣❝❛❝❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ très ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❚✐r❛♥t t♦✉❥♦✉rs



✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✧♠✉❧t✐✇❛❧❧✧ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛ été ❞é❝r✐t
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ▲❉P✳

✼✳✸ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥tér✐❡✉r✿ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r♦❜✉st❡s
❡t ❤étér♦❣è♥❡s

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛ ♣rés❡♥té ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞r❡ss❡r ❞❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦❜✐❧✐té✳ ❯♥❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❞❡
❝❡ t②♣❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❡st ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣❛r ❜✐ss❡❝t✐♦♥s✳ P✉✐s✱ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❞❡
t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❛r❡♥❝❡
❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s❡r❛ ♣rés❡♥✲
té❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡r❛ ✈❛❧✐❞é ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳

✼✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✭❘●P❆✮

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✼✳✸✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ t❡❧ q✉❡ ❝❡✉① ❜❛sés
s✉r ❧❡ ▼▲✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❘●P❆ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s r❛❞✐♦ ✭❚✐♠❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧ ✭❚♦❆✮✱ ❚✐♠❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧ ✭❚❉♦❆✮ ❡t ❘❡❝❡✐✈❡❞
❙✐❣♥❛❧ ❙tr❡♥❣t❤ ✭❘❙❙✮✮ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠✐♥❛❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡✲
♠❡♥t à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❘●P❆ ✈❛ rés♦✉❞r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❛❞✐♦s✳

❊♥ ❛ss✉♠❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ▲❉P ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦✐s à ✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥❝r❡
✭❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡✮ ❡t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❧✐♠✐t❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ▲❉Ps✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✐st❛♥❝❡ r é✈❛❧✉é ❡♥tr❡ ✉♥ ♥÷✉❞ ❛♥❝r❡ à ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ a = [xa, ya, za] ❡t ❧❡ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ b = [xb, yb, zb] ♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡✿

r = ‖a− b‖+ δr, ✭✼✳✶✾✮

♦ù δr ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❚❉♦❆ ∆✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❛♥❝r❡s

❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s a✱ a
′

♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡✿

∆ = ‖a− b‖ − ‖a′ − b‖+ δ∆, ✭✼✳✷✵✮



✼✳✸✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥tér✐❡✉r✿ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r♦❜✉st❡s ❡t ❤étér♦❣è♥❡s ✶✻✾

♦ù δ∆ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡
❘❙❙✱ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❣râ❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛t❤❧♦ss
s✉✐✈❛♥t✿

P (d) = P0 − 10np log10(d), ✭✼✳✷✶✮

♦ù P0 ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ à ✶ ♠ètr❡ ❡t np ❡st ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✳
❉✬❛♣rès ❬✾✹❪✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ♣❡✉t êtr❡ r❡❧✐é❡ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ P ❞✬✉♥❡ ❛♥❝r❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

a ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

d = exp(M − S2) + δP ✭✼✳✷✷✮

❛✈❡❝

M =
log(10)(P0 − P )

10np
✭✼✳✷✸✮

S = − log(10)σX
10np

✭✼✳✷✹✮

♦ù σ2X ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é δP ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é ❛✈❡❝ ✿

δP =
√

(1− exp (−S2)) (exp (2M − 2S2)) ✭✼✳✷✺✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉rs δr✱ δ∆ ❡t δP s♦♥t ●❛✉ss✐❡♥s✱ ❝❡♥trés ❡t ❞❡ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s σ2r ✱ σ

2
∆ ❡t σ2P ✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

[Ir]✱ [I∆] ❡t [IP ] ❞é✜♥✐s ♣❛r✿

[Ir] = [r − γσr, r + γσr] ✭✼✳✷✻✮

[I∆] = [∆− γσ∆,∆+ γσ∆] ✭✼✳✷✼✮

[IP ] = [P (d)− γσP , P (d) + γσP ] ✭✼✳✷✽✮

✭✼✳✷✾✮

♦ù γ✱ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t q✉✐✱ s❛♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❛❧❛❜❧❡s✱ s❡r❛ ❝❤♦✐s✐t à γ = 3
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✾✾✪ ✳

❆✐♥s✐✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ▲❉Ps ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡s✱ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡✿

✕ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡♥ ✷❉ ✭✉♥❡ s♣❤èr❡ ❡♥ ✸❉✮ ❝❡♥tré s✉r a ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱
❡t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❘❙❙✱

✕ ❞❡ ❞❡✉① ❤②♣❡r❜♦❧❡s ❡♥ ✷❉ ✭♦✉ ✷ ❤②♣❡r❜♦❧♦ï❞❡s ❞❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✸❉✮ ♣♦✉r ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❚❉♦❆✳

✼✳✸✳✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘●P❆ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠✐♥❛❧ ❡♥ ✺ ét❛♣❡s rés✉♠é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✳



✶✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

✶✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱
✷✳ ▲❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦ît❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
✸✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❜♦ît❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
✹✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❞✲❚r❡❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠é❡✱
✺✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠é❡✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

P❛r❛♠ètr❡s ❱❛❧❡✉rs

HP [−1, 1]× [−1, 1] km2

HD [−100, 100]× [−100, 100] m2

HR [−10, 10]× [−10, 10] m2

σr 2.97 m
σ∆ 3.55 m
σX 4.34 dB
np 2.64
P0 −40 dB

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛ été ❞é❝r✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳ ▲❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞❡ ❜♦ît❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s ❜♦ît❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❜♦ît❡s ❞é❧✐♠✐t❡ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r✳
➚ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜✐ss❡❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❑❞✲❚r❡❡
❬✾✺❪✿ ▲❛ ré❣✐♦♥ ❡st ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ✹ s♦✉s✲ré❣✐♦♥s✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✹ s♦✉s✲ré❣✐♦♥s
s♦♥t t❡sté❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t❡st ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡s ❜♦ît❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s
❛rêt❡s s♦♥t à ❧✬❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❜♦ît❡ ❡st r❡❥❡té❡✱ s✐ ❡❧❧❡s
s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❜♦ît❡ ❡st ❞és✐❣♥é❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❡♥❣❧♦❜é❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❜♦ît❡ ❡st ❞és✐❣♥é❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❛♠❜✐❣✉ë✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❜✐ss❡❝t✐♦♥ ❡st ré♣été ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❜♦ît❡s ❛♠❜✐❣✉ës ❛✈❡❝ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s✉r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦ît❡s ♦✉ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜♦ît❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st
❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡s ❜♦ît❡s✳

✼✳✸✳✶✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st é✈❛❧✉é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ▲❡
s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✵ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✷✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r s♦♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s HR✳ ❆✐♥s✐✱ s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✶ ✭❛✲❞✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❘●P❆ ♣ré✈❛✉t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼▲✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté
❡st ♣❧✉s ❧✐♠✐té ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té à
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❘❙❙✳



✼✳✸✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥tér✐❡✉r✿ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r♦❜✉st❡s ❡t ❤étér♦❣è♥❡s ✶✼✶

❋✐❣✳ ✼✳✶✵✿ ▲❡ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ β ❛ ❛❝❝ès✿ à ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s
{r} ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❛♥❝r❡s ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s {AR}✱ à ❞❡s ❚❉♦❆ {∆} ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❛♥❝r❡s
❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s {AD} ❡t ❞❡s ❘❙❙ {P} ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❛♥❝r❡s ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s {AP }✳

✼✳✸✳✷ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ t❡st❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s

▲❡ ❘●P❆ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐♠✲
✐t❛♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡♥ ✷❉ ♦✉ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ✸❉✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❞é❧✐♠✐t❡r s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❝❡s ré❣✐♦♥s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❛❞✐♦s ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t✱ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♥÷✉❞ à
♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❜✐❣✉✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ❛✉ss✐
✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❧❡s ✉♥❡s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ▲❡ ❘●P❆ ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❞é❧✐♠✐t❡r s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❝❡s ré❣✐♦♥s✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡s✳ ➚ ❝❡ t✐tr❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥❥❡❝t✉ré q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐ss②♠étr✐❡ ❞❡ q✉❛❧✐té
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✼✳✸✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❞❡s ♥÷✉❞s
❛✐❞❛♥ts✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✷✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉t❡s ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✷ ét❛♣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♦❜t❡♥✐r ✷ ré❣✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❘●P❆ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ P✉✐s✱



✶✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
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✭❞✮ ❍②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡

❋✐❣✳ ✼✳✶✶✿ ❈❉❋s ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛♥t ❘●P❆ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ▼▲
❡t ❞❡ ❲▲❙✳



✼✳✸✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥tér✐❡✉r✿ ❉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r♦❜✉st❡s ❡t ❤étér♦❣è♥❡s ✶✼✸

❋✐❣✳ ✼✳✶✷✿ ▲❡ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ B r❡ç♦✐t ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s
r1 ❡t r2 ❞❡s ✷ ❛♥❝r❡s ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s R1 ❡t R2✳ ▲✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡st
♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡s ❝❡♥trés s✉r R1 ❡t R2✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
✷ ❛♥♥❡❛✉① ❣é♥èr❡ ❧❡s ✷ ré❣✐♦♥s ❣r✐sé❡s C1 ❡t C2✱ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ❜❛r②❝❡♥tr❡s C1 ❡t C2✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r r❡ç♦✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❣ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✬❛✐❞❡
❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s Hk✳ ❖♥ ♥♦t❡ dk,i ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ Hk ❡t Ci✳

❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳
❊♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ❛✐❞❛♥t k ♣❛r ✿

Pk = µ(dk) +Xk, ✭✼✳✸✵✮

♦ù Xk ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σk✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é❝✐❞❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ③♦♥❡s ❝réé❡s ♣❛r ❧❡s ✷ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

K
∑

k=1

1

2σ2k

[

µ2k,2 − µ2k,1
]

C1

≶
C2

K
∑

k=1

1

σk
Pk(µk,1 − µk,2). ✭✼✳✸✶✮

✼✳✸✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✸ ❡t ❞❡✉① ♥÷✉❞s
❛✐❞❛♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❈❉❋ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r✐✈❛❧✐s❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼▲ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❘▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❛✐❞❛♥ts✱ ♣rés❡♥tés ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ✉♥ ✐♥térêt
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡st ❧✐♠✐té✳



✶✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

P❛r❛♠ètr❡s ❱❛❧❡✉rs

S [−20, 20]× [−20, 20] m2

L [−80, 80]× [−80, 80] m2

σδ 0.9 m
σX 4 dB
np 3
P0 −40 dB

❋✐❣✳ ✼✳✶✸✿ ❈❉❋ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✷ ♥÷✉❞s ❛✐❞❛♥ts✳

❋✐❣✳ ✼✳✶✹✿ ❘▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❛✐❞❛♥ts✳



✼✳✹✳ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ●ér❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té
❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ✶✼✺

✼✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣rés❡♥té ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✿ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✭❘●P❆✮ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❘●P❆ ♣❡r♠❡t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ ❞é❧✐♠✐t❡r s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❛❞✐♦s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♠♦♥tré s♦♥ ✐♥térêt ❡♥
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ▼▲ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❘●P❆✱ ❡st
s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❞é❧✐♠✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❝❛r❡♥❝❡
❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛ été ♠✐s❡ à ♣r♦✜t ♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r
✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♦ù✱ s❡✉❧s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s
s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❘●P❆ ♣❡r♠❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs
à ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳ ❆❧♦rs q✉✬✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣♦✉rr❛✐t ❞é❣r❛❞❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❡♥ ❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❧❛
❝♦♥s❡r✈❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♠♦♥tré q✉✬❡❧❧❡ ♣♦✉✈❛✐t r✐✈❛❧✐s❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ▼▲ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♦✉
♣❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

✼✳✹ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ●ér❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♥tér✐❡✉r ❝♦♠♣❧❡t✱
✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡t ❧❡✉r
❝❛♣❛❝✐té à ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛ ❞é❝r✐r❡ tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✿ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té✱ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❡t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♥÷✉❞s✳
❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ à tr❛✈❡rs ✷ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ ▲✬✉♥❡
❛①é❡ s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ▲❉Ps ❡t ❞❡ ❧❛ ❈■❘✱ ❧✬❛✉tr❡ ✐❧❧✉str❛♥t ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♦♣ér❛t✐❢✳

✼✳✹✳✶ ▼♦❜✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts

▲❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r
é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ ❞✐s❝r❡t✳ ➚ ❝❡ t✐tr❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❣èr❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡ s❛ ♠♦❜✐❧✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲
♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ✷ ét❛♣❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❧❛r❣❡ é❝❤❡❧❧❡✱ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✜♥ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝❤♦✐s✐ss❡ ✉♥❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡t
❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❡t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♦ù ❧✬❛❣❡♥t s❡
❞é♣❧❛❝❡ ❥✉sq✉✬à s❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✼✳✹✳✶✳✶ ▼♦❜✐❧✐té ❧❛r❣❡ é❝❤❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s

❆✜♥ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣✉✐ss❡♥t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r s✬②
r❡♥❞r❡✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣✐è❝❡s Gr ❡t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s Gw s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts✳ ❈♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺❛✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Gr s♦♥t ❞❡s ♣✐è❝❡s ❡t s✐ ❞❡✉① ♣✐è❝❡s s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s
✉♥ ❧✐❡♥ ❡st ❝réé ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣✐è❝❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡



✶✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✺❜✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ♣✐è❝❡s ❛✉①q✉❡❧s s♦♥t ❛❥♦✉tés ❞❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ❝♦✉❧♦✐rs ❡t ❞❡s
♣♦rt❡s✳ ❈❡s ♥÷✉❞s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
❛✉① ❛❣❡♥ts ❡t ❛✐♥s✐ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ s♦♥t
❝♦♥str✉✐ts s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① rè❣❧❡s✿

✕ ❧❡s ♥÷✉❞s ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ♣✐è❝❡ s♦♥t r❡❧✐és ❛✉① ♥÷✉❞s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♣♦rt❡s ❞❡ ❝❡tt❡
♠ê♠❡ ♣✐è❝❡✱

✕ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♣♦rt❡s s♦♥t r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♣✐è❝❡s ❛✉①q✉❡❧s
✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳
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❋✐❣✳ ✼✳✶✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ♣✐è❝❡s Gr✱ ✭❜✮ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s Gw✳

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ tr❛❥❡t✱ ❧✬❛❣❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧
s❡ tr♦✉✈❡ ♣✉✐s ❧❛ ♣✐è❝❡ ♦ù ✐❧ s♦✉❤❛✐t❡ s❡ r❡♥❞r❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣✐è❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉①
♥÷✉❞s ❞❡ Gr✳ ❧❡ tr❛❥❡t ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✱
❞❡ t②♣❡ ❉❥✐❦str❛ ❬✶✸✸❪✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♥÷✉❞s ❞❡ Gw ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ s❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳
❚♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉s ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❜❛sé s✉r ❧❡s st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✼✳✹✳✶✳✷ ▼♦❜✐❧✐té ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✶✷✵❪ ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✬❛❣❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡✉r ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t ❛❧♦rs ❛ss✐♠✐❧és à ❧❡✉rs
❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡s ❡t ♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞❡ ♣♦✐❞s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r❝❡s s✉r ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡s
r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡
s♦♥t ✿

✕ ❯♥❡ ❢♦r❝❡ q✉✐ ❛tt✐r❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈❡rs s♦♥ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭❞ét❡r♠✐♥é ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳✶✳✶✮✱

✕ ❉❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ é❧♦✐❣♥❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞❡s ♠✉rs✱
✕ ❉❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts
s✬❡♥tr❡✲❝❤♦❝s✳

▲❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦r❝❡ q✉✐ ❞é♣❧❛❝❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈❡rs s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ t♦✉t
❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜st❛❝❧❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
ré❛❧✐st❡✳



✼✳✹✳ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ●ér❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té
❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ✶✼✼

✼✳✹✳✷ ▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ❣r❛♣❤❡

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐tés ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❣❡♥ts✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ rés❡❛✉① Gn ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✳

Gn ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ❯♥ ♠✉❧t✐❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ r❡❧✐és ♣❛r ♣❧✉s ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❧✐❡♥✳ ■❝✐✱ ❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❧✐❡♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ▲❉P ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❘❆❚✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té
♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐ss②♠étr✐❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ q✉✐ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧♦rsq✉✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t✴♦✉ ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉①✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡✉rs ❘❆❚s✱ ❧❡✉rs ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱ ♦✉ ❧❡✉rs s❡♥s✐❜✐❧✐tés r❛❞✐♦✳ ❙✉r ❧❡s
❧✐❡♥s ❞❡ Gn s♦♥t st♦❝❦és ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ▲❉Ps é❝❤❛♥❣é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❣❡♥ts✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ▲❉Ps s♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ✼✳✷✳✺✱ ❡t ♣♦✉rr♦♥t ❧✬êtr❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛❞r❡ss❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
rés❡❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡❧s ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ❯♥ rés❡❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ st♦❝❦é ❞❛♥s ✉♥
♥÷✉❞ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Gn✳ ■❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ q✉✬à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡
✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Gn ❝❡♥tré s✉r ✉♥ ♥÷✉❞ k ❡t ❧✐♠✐té ❛✉① ✈♦✐s✐♥s ❞❡ k
♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❘❆❚s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ rés❡❛✉ Gn ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉①
♣❡rs♦♥♥❡❧s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥÷✉❞s✳

❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡❧s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ rés❡r✈é ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ♦ù ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ♥÷✉❞ ❞✐s♣♦s❡ ❡t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ♣❡✉t r❡❝✉❡✐❧❧✐r ❝❤❡③ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ❣éré
♣❛r ❧✬ét❛❣❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♥÷✉❞s✳

✼✳✹✳✸ ▼é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts

❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ✷ ✈♦✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣éré❡s ♣❛r ✷ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✐s✲
t✐♥❝ts✳ ❯♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ q✉✐ ❛tt❡♥❞ q✉✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❧✉✐ ♣❛r✈✐❡♥♥❡✳ ❯♥ ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ❧✬ét❛❣❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s✳
▲♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝❤❡r❝❤❡ à s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ❝❛r❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✬ét❛❣❡
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛❣❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥t❡rr♦❣❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés❡❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✉ ♥÷✉❞ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s q✉✐
s♦♥t ❡♥ ✈✐s✐❜✐❧✐tés✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✉♥❡ r❡q✉êt❡
❡st ❛❧♦rs ❡♥✈♦②é❡ à t♦✉t ♦✉ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉ rés❡❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❝❡♣t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❝♦♥❝❡r♥és ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡ rés❡❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✉ ♥÷✉❞ ❛②❛♥t ❡✛❡❝t✉é
❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ▲❡ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✐s❡s à ❥♦✉r s♦♥t ❝♦♥✜❣✉ré❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉
s✐♠✉❧❛t❡✉r ♣❛r♠✐✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ▲❉Ps ❡t✴♦✉ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠é❡✳

✼✳✹✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ✷ ❡①❡♠♣❧❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ▲❉Ps ❡t ❞❡ ❈■❘✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ à ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡✳



✶✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❋✐❣✳ ✼✳✶✻✿ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ Gn ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡❧s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✳



✼✳✹✳ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ●ér❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té
❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ✶✼✾

✼✳✹✳✹✳✶ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ▲❉Ps s✉r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s②♥t❤ét✐q✉❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ✐❧❧✉stré ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✼ ♦ù ✉♥ ❛❣❡♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❡st ❡♥ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✸ ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès✱ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r
❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s✳ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts r♦✉❣❡s✳
❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t♦♥ à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❡t ❡st sé♣❛ré
❞❡ 1s ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts r♦✉❣❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s s♦♥t ❞❡s r❡♣èr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ s❡ ✜❣✉r❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
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AP #1
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❋✐❣✳ ✼✳✶✼✿ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✸ ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès st❛t✐q✉❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✽✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❚♦❆ ❡t ❘❙❙ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳ ▲❡s ✸
❣r❛♣❤✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❡t ❧❡s ✸ ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès✳

✼✳✹✳✹✳✷ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈■❘ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s②♥t❤ét✐q✉❡

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡♠♣s
ré❡❧ ❞❡ ❧❛ ❈■❘✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ♣♦st✲tr❛✐té❡s✳ ❙✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✼✳✶✾ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s r❛②♦♥s ✷❉ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❙✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞r♦✐t❡ s♦♥t ❛✣❝❤é❡s ❧❡s ❈■❘s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬❛❣❡♥t s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣✐è❝❡✱
❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❈■❘ s♦♥t ré✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✺ ❛✉tr❡s ❈■❘✳

✼✳✹✳✹✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✱ ♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ s❝é♥❛r✐♦ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✵✱ ♦ù ✷ ❛❣❡♥ts s❡ ❝r♦✐s❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✉❧♦✐r✳
❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts r♦✉❣❡s
❡t ✈❡rts✱ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r s✉r ✷ ❘❆❚s✱ ❡t ♥✬♦♥t q✉✬✉♥❡ ❘❆❚ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ▲❡✉r
s❡❝♦♥❞❡ ❘❆❚ ♥❡ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r q✉✬❛✈❡❝ ✷ ❛♥❝r❡s ✭r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
tr✐❛♥❣❧❡s r♦✉❣❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❣❡♥t✱ ❡t ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ✈❡rts ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞
❛❣❡♥t✮✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❡ss❛②❡ ❞❡ s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r à ❝❤❛q✉❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥✳
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Rece ived Power

Delay

t0 t1 t2

link agent #1 and AP #2

link agent #1 and AP #1

link agent #1 and AP #3

t0 t1 t2

t0 t1 t2

❋✐❣✳ ✼✳✶✽✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ❡t ❞❡ ❚♦❆ s✐♠✉❧é❡s ❡♥tr❡ ❧✬❛❣❡♥t
♠♦❜✐❧❡ ✸ ❛♥❝r❡s st❛t✐q✉❡s✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❉Ps ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❣râ❝❡ ❛✉
♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧✳



✼✳✹✳ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ●ér❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té
❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ✶✽✶
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CIR for position number 4
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CIR for position number 5
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CIR for position number 6

❋✐❣✳ ✼✳✶✾✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❈■❘ ♣♦✉r ✻ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛❣❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s
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30 20 10 0 10
4

6

8

10

12

14

16 agent #1

agent #2

AP #2_1

AP #1_1

AP #1_2

AP #2_2

t0t0

t1 t2 t0
t1t2

❋✐❣✳ ✼✳✷✵✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❛❣❡♥ts✳ ▲✬❛❣❡♥t 1 r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ r♦♥❞ r♦✉❣❡ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r q✉✬❛✉① ❛♥❝r❡s
r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s r♦✉❣❡s✳ ▲✬❛❣❡♥t 2 r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ r♦♥❞ r♦✉❣❡ ♥❡ ♣❡✉t s❡
❝♦♥♥❡❝t❡r q✉✬❛✉① ❛♥❝r❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ✈❡rts✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❡✉① s✬✐❧s s♦♥t ❡♥ ✈✐s✐❜✐❧✐té

▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡
❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✶✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝r♦✐t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛❣❡♥ts
❥✉sq✉✬à ✹s ♦✉ ✺s✱ ♣✉✐s ❞é❝r♦✐t ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t à ❝❡t ✐♥st❛♥t✳ ❈❡t ✐♥st❛♥t ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❡
r❡♣èr❡ ♥✉♠ér♦ 1 ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t r♦✉❣❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❛❣❡♥ts s♦♥t ❡♥
✈✐s✐❜✐❧✐tés✳ ■❧s s❡ s♦♥t ❛❧♦rs é❝❤❛♥❣é ❧❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ✉♥ ❚♦❆ q✉✐ ❧❡✉r ❛
♣❡r♠✐s ❞❡ s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r✳ ❉ès ❧♦rs q✉✬✐❧s s✬é❧♦✐❣♥❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❡♥
✈✐s✐❜✐❧✐té ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s é❝❤❛♥❣❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝r♦✐t ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉✳
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❋✐❣✳ ✼✳✷✶✿ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✷ ❛❣❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳



✼✳✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ✶✽✸

✼✳✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✬❡st ❢♦❝❛❧✐sé❡ s✉r ✸ ❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛ été ❛❜♦r❞é❡✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ❜❛sé❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡s st❡❡r✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❛ été ♣rés❡♥té❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ rés❡❛✉✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧✱ s✐♠✉❧❛♥t ❧❛ ✈✐s✐♦♥
q✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞✉ rés❡❛✉ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
s❝é♥❛r✐♦s ❞✐str✐❜✉és✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❡st r❡♥❢♦r❝é ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡❧s q✉❡ ❞❡s ▲❉Ps✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❡s ▲❉Ps ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♦ù ❞❡s ❈■❘ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳
❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ✐❧❧✉stré ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♦♣ér❛t✐❢✱ r❡♥❞✉
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬ét❛❣❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

✼✳✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♠❡s✉ré❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞é❝r✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♠❡♥é❡ ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❥❡t
❡✉r♦♣é❡♥ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷ ❬✶✹✵❪✳

✼✳✺✳✶ ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❲❍❊❘❊✷

▲❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ q✉✐ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❋P✼
❲❍❊❘❊✷ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡
✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✉❧tr❛ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡s ❬✶✹✹❪✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ré❛❧✐sés
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡✱ ✷ ♦♥t été r❡t❡♥✉s ✐❝✐✱ ❧✬✉♥ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▲❉Ps✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

✼✳✺✳✶✳✶ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✹ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛t❤❧♦ss
s❤❛❞♦✇✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ▲❉P ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❛ss✉♠❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ●❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉r
❧✬❡rr❡✉r ❞❡s ❚♦❆s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡①tr❛✐ts s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✺✳

✼✳✺✳✶✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✈❡❝ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✇❛❧❧✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✷✷ ❡t ✼✳✷✸ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❘❙❙ ❡t ❚♦❆ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts
♠❡s✉rés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♠✉❧t✐✇❛❧❧✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡s✉r❡s ♣❡✉t ② êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡✳
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Received Power from anchor nb 30
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Received Power from anchor nb 38
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Received Power from anchor nb 39
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Received Power from anchor nb 46
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Received Power from anchor nb 47
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Received Power from anchor nb 48
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Received Power from anchor nb 49
Estimated
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❋✐❣✳ ✼✳✷✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♠❡s✉r❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ♣♦✉r ✼ ❛♥❝r❡s ❢♦✉r✲
♥✐ss❛♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❘❙❙ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts
❜❧❡✉s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♥♦✐rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧✱ ❡t ❧❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❡rr❡✉r✳
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Range from node nb 15
Estimated range
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Range from node nb 40
Estimated range

Measured range
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Range from node nb 41
Estimated range

Measured range

Error
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Range from node nb 42
Estimated range

Measured range

Error
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Range from node nb 43
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Range from node nb 44
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Range from node nb 45
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Range from node nb 52
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Range from node nb 53
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Range from node nb 54
Estimated range

Measured range

Error

0 20 40 60 80 100 120

Measurents points index

0

5

10

15

20

25

30

R
a
n
g
e
 (

m
)

Range from node nb 55
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Range from node nb 58
Estimated range
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Range from node nb 60
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Range from node nb 61
Estimated range
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Range from node nb 62
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Measured range
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❋✐❣✳ ✼✳✷✸✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♠❡s✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ♣♦✉r ✶✺ ❛♥❝r❡s ❢♦✉r✲
♥✐ss❛♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❚♦❆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts
❜❧❡✉s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♥♦✐rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧✱ ❡t ❧❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❡rr❡✉r✳



✶✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛t❤❧♦ss ❡①tr❛✐t ❞✉ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶

◆✉♠ér♦ ❞❡ ♥÷✉❞ RSS0 dB np σ dB

❚♦✉s ✲✺✵✳✷✶ ✷✳✷✶ ✺✳✼✸
✸✵ ✲✺✶✳✸✽ ✶✳✶✻ ✻✳✽✺
✸✽ ✲✺✺✳✹✺ ✷✳✵✶ ✸✳✷✵
✸✾ ✲✹✼✳✶✹ ✷✳✹✽ ✺✳✾✸
✹✻ ✲✹✼✳✸✸ ✸✳✵✼ ✹✳✺✻
✹✽ ✲✹✶✳✻✷ ✷✳✾✺ ✹✳✾✽
✹✾ ✲✺✷✳✼✼ ✷✳✻✽ ✹✳✺✻

❚❛❜❧❡ ✼✳✺✿ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❯❲❇ ❡①tr❛✐t ❞✉ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶

❙❝❡♥❛r✐♦ ❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭m✮ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭m✮

✷✳✶ ✵✳✹✻ ✷✳✺✷

✼✳✺✳✶✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❈■❘ ♠❡s✉ré❡s ❡t ♣r♦❞✉✐t❡s ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✹ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ❈■❘s ♠❡s✉ré❡s ❡t s✐♠✉❧é❡s ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚✳ ▲❛ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛❥❡t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❝♦♥tr✐❜✉t❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ ❈■❘✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s tr❛❥❡ts r❡tr♦✉✈és ♣❛r
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❛❜s❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞û à ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s
❧✐é❡s à ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♥♦♥ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
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UWB CEA Measure

❋✐❣✳ ✼✳✷✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❈■❘ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t s✐♠✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚✳
▲❡ r❡t❛r❞ ré❡❧ ❞❡ 21.8 ns ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡ ❡st ❞❡ 22.17 ns✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ r❡t❛r❞ ré❡❧✳



✼✳✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ✶✽✼

✼✳✺✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘●P❆

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❘●P❆ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré✈❛✉t
s✉r ❧❡ ▼▲ ❧♦rsq✉❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❚♦❆s s❡✉❧s ♦✉ ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡ ▼▲ ❧♦rsq✉✬♦♥
✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣✉t❛❜❧❡ à ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❘❙❙ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘●P❆✳
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✭❜✮ ❘❙❙

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Positioning error [m]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

C
u
m

u
la

ti
v
e

p
ro

b
ab

il
it

y

RGPA

ML

✭❝✮ ❚♦❆ ✰ ❘❙❙

❋✐❣✳ ✼✳✷✺✿ ❈❉❋s ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛♥t ❘●P❆ ❛✉ ▼▲✳

✼✳✺✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ❘●P❆ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼▲ ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s
s✉r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♠♣t❛♥t ✷ ❚♦❆ ❡t ✉♥ ❘❙❙✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❘▼❙❊ ❡t ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✻✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ▼▲✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❯♥❡
❡rr❡✉r ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤♦✐① ❡rr♦♥é ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞❡✉① ❞é❧✐♠✐té❡s



✶✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

♣❛r ❧❡s ❚♦❆s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❡✉t êtr❡ très é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱
❡♥tr❛î♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✻✿ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ▼▲✱ ❘●P❆ ❡t ❘●P❆ ❍❚

▼ét❤♦❞❡ ❘▼❙❊ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❬♠❪ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t♦♥ ❬♠❪

▼▲ ✷✳✶✵ ✶✳✾✽
❘●P❆ ✶✳✽✺ ✸✳✶✹

❘●P❆ ❍❚ ✶✳✼✵ ✷✳✸✻

✼✳✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s
♣ré❝é❞❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ▲❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧ ❡t ❧✬♦✉t✐❧
❞❡ ❘❚ ♦♥t ♠♦♥tré ❧❡✉rs ❝❛♣❛❝✐tés à ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ▲❉Ps ❡t à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❈■❘✳ ▲❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘●P❆ ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t été r❡tr♦✉✈é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
♠❡s✉ré❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❛ ♠♦♥tré
q✉✬❡❧❧❡ ♣♦✉✈❛✐t ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ▼▲✳

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛✈❛✐t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❛❞r❡ss❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡♥ ✐♥tér✐❡✉r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧é✲
♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❚r♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛s♣❡❝ts ♦♥t été ❛❜♦r❞és✿ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ❧❡s ♦♣t✐q✉❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳

✼✳✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✕ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ r❛②♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ♣❡r✲
s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❈■❘ ❧♦rs ❞❡ ❧é❣èr❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ♦✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❛ss♦❝✐és✱ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✕ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❢❛❝✐❧✐té ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té✳

✕ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✈❡❝t♦r✐sé ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❘❚ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡
ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉❧tr❛ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❡♥ ♠♦❜✐❧✐té✳ ❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r
✉♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ▼❉❆✳



✼✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶✽✾

✕ ▲✬♦✉t✐❧ ❞❡ ♠✉❧t✐✇❛❧❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✜té ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❡❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❛❞✐♦s s✐♠✉❧és ❛❝❝❡♣t❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♠❡s✉r❡s✳

✕ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡ ❘●P❆ ❛ ♠♦♥tré ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼▲✳

✕ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❡st✐♠é❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé❡✳ ❈♦♠♣❛ré❡
à ✉♥ ▼▲✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ♣❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

✕ ❚r♦✐s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts✿ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té✱ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥
❞✉ rés❡❛✉ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♥♦❡✉❞s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❝é♥❛r✐♦s
❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❤étér♦❣è♥❡s ❡t ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✳

✕ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡rt ❞❡ s✉♣♣♦rt à ✉♥ ♣r♦❥❡t ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ P②▲❛②❡rs ❬✶✹✼❪✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ❘❚✱ ♠✉❧t✐✇❛❧❧✱ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❝t✐♦♥s s♦♥t té❧é❝❤❛r❣❡❛❜❧❡s ❡t
✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ s✐t❡ ✇❡❜✳

✼✳✻✳✷ ❆①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢✉t✉r❡

✕ P♦✉r ❛❝❝é❞❡r à ✉♥ r❛②tr❛❝✐♥❣ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ à
❥♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s s♦♥t ❛♠❡♥é❡s à ❞✐s♣❛r❛îtr❡✳ ❯♥ ♣r♦❝é❞é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐s♣❛r✉❡s ♣❛r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

✕ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ r❛②tr❛❝✐♥❣ ✈❡❝t♦r✐sé ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞❡✈r❛✐t êtr❡ très ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❛❥♦✉té à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ét❛❣❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é❥à ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

✕ ❯♥❡ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s r❡♥❞✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ✈❡❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ r❛②tr❛❝✲
✐♥❣ ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts r❛②♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♠ér✐t❡r❛✐t ❞✬êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧✳

✕ ❘●P❆ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é ❞❛♥s ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❡t
❞✐str✐❜✉és✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s é❝❤❛♥❣é❡s r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

✕ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲
♠♦❞❛❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞è❧❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s r❡ç✉❡s✳

✕ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣♦✉rr❛✐t é✈♦❧✉❡r
✈❡rs ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦r♣♦r❡❧❧❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛❞r❡ss❡r ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ rés❡❛✉①
❇❆◆✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❧✬ét✉❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦r♣s
❤✉♠❛✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧✳

✕ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉rr❛✐t s✬❡♥r✐❝❤✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t
❡♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡t ét❛❣❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥té❣r❡r ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❲❙◆❊❚ ❬✶✷✼❪✳





✶✾✶

❆♣♣❡♥❞✐① ❆

▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮

❆♥ ▼❉❆s ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▼❉❆s
✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ❤❛r❞❧② ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①♣r❡ss ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✈❛r✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ▼❉❆ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳

▼❉❆ ✐s ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❆s ❡✈❡r② ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ❞✐s❝r❡t❡✳ ▼❉❆s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❛r❡ ♥❛♠❡❞ ❛①❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ❛①✐s ✐s t❛❦❡♥ ❛s
❛ s②♥♦♥②♠♦✉s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❛①✐s✳ ❆♥
▼❉❆ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ♥✉♠♣②✳❛rr❛② str✉❝t✉r❡ ❬✹✻❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ◆✉♠♣② ✐s ❛ ♣②t❤♦♥
❧✐❜r❛r② ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ▼❉❆s ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
t❡♥s♦r ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ◆✉♠♣② ✐s ✈❡r② ❝♦♥❝✐s❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛❜str❛❝t❡❞
♦❜❥❡❝ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠❡s t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✇r✐t❡ ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✇❤❛t ✐s ❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ ◆✉♠♣② s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡♥s♦r
❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛s ❊✐♥st❡✐♥ s✉♠ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss s✉❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛s ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥❝✐s❡✱ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✱
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡t ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❆✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❬✶✹✽❪ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥
❊✐♥st❡✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ s✉♣❡rs❝r✐♣t ❛♥❞ ❧♦✇❡r s❝r✐♣t ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ✐♥❞✐❝❡s r❡❢❡r
t♦ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①❡s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧♦✇❡r s❝r✐♣t ✐♥❞✐❝❡s r❡❢❡r t♦ r♦✇ ✐♥❞❡①❡s✳ ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥
✐s ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ♣❡r✲❢♦r♠❛t✐✈❡ ❜✉t ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛①❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❛t ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥♦♥②♠♦✉s ✐♥❞❡①❡s ❛s i, j, k, ... ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿



✶✾✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮

✶✳ t❤❡ s✉♠ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t✱
✷✳ t❤❡ r✐❣❤t ❧♦✇❡r s❝r✐♣ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛①✐s ♥❛♠❡s ✭♦r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❛①❡s

♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✮✱
✸✳ t❤❡ r✐❣❤t s✉♣❡rs❝r✐♣ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❛①❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
✹✳ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✉♣❡rs❝r✐♣t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛①❡s t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ t♦❣❡t❤❡r

✭✐♥ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱
✺✳ t❤❡ ❛①✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐s ♥❛♠❡ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s✳
✻✳ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ❛①✐s ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛①✐s✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥

t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❡❧s❡✇❤❡r❡✱
✼✳ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ▼❉❆ ✐s ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛①✐s✳
✽✳ t❤❡ ❧❡❢t s✉♣❡rs❝r✐♣t ✐s ♦♣t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ▼❉❆s✱
✾✳ t❤❡ ❧❡❢t ❧♦✇❡r s❝r✐♣t ✐s ♦♣t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

▼❉❆
❉❡s♣✐t❡ r✐❣❤t ❧♦✇❡r s❝r✐♣ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛①✐s ♥❛♠❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ❛ s♣❡❝✐✜❝

uth ❡❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛①✐s j ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛①✐s i ♦❢ ❛ ▼❉❆ Ai,j ❛①✐s ✇✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✿

Ai,j[u] ✭❆✳✶✮

❆✳✷ ❖♣❡r❛t✐♦♥ r✉❧❡s

❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t C ♦❢ ✷ ♠❛tr✐❝❡s A ❛♥❞ B ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (I, J) ❛♥❞
(J,K)✱ s❤❛r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛①✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ J ✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts✿

ci,k =

J−1
∑

j=0

ai,jbj,k ✭❆✳✷✮

✇❤❡r❡ ai,j ❛♥❞ bj,k ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A ❛♥❞ B ❛♥❞ ci,k t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝t C✳

■♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ▼❉❆s ❛♥❞ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛❜✐❧✐t② ❬✹✺❪✳ ❈♦♥❢♦r♠❛❜✐❧✐t② ♠❡❛♥s
t❤❛t ✷ ▼❉❆s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ✶ ❛①✐s ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ✐❢ A ❛♥❞ B ❛r❡ t✇♦ ✺✲❛①✐s ▼❉❆s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (I, V,K,L,M) ❛♥❞
(V, J,K,L,M) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞♦t ♣r♦❞✉❝t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛①✐s v ✭✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✿

ci,j,k,l,m =
V−1
∑

v=0

ai,v,k,l,mbv,j,k,l,m ✭❆✳✸✮

✇❤❡r❡ ai,v,k,l,m ❛♥❞ bv,j,k,l,m ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A ❛♥❞ B r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ci,k t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▼❉❆ ♣r♦❞✉❝t C✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡①✐sts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦t
♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛①✐s t❤❡
s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳



❆✳✸✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❖♣❡r❛t♦rs ✶✾✸

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆✳✶✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

Ci,j,k,l,m = A
i,v
k,l,mB

v,j
k,l,m ✭❆✳✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛①❡s ♦r❞❡r ♦❢ A ▼❉❆ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜②
♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❛①❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡♥ ✱ ✭❆✳✹✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

Ci,j,k,l,m = Ai,vBv,j ✭❆✳✺✮

❚❤✉s t❤❡ ▼❉❆ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ♠❛tr✐❝❡s
♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (I, V ) ❛♥❞ (V, J)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛①❡s k✱ l✱ ❛♥❞ m✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐ts
tr❛♥s♣♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ▼❉❆ ❜② s✐♠♣❧② s✉♠♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛①✐s✿

Ak,l,mA
T
k,l,m = A

i,v
k,l,mA

i,v
k,l,m ✭❆✳✻✮

AT
k,l,mAk,l,m = A

i,v
k,l,mA

i,v
k,l,m ✭❆✳✼✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ♦r r♦✇ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t✐♥❣ ❛♥
✉♥✐t❛r② ❛①✐s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r Ai ✐s (i, 1)✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ Ai ✿

Ci,i,k,l,m = A
i,1
k,l,m A

i,1
k,l,m ✭❆✳✽✮

❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✭s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✮ ✐s

Ck,l,m = A
i,1
k,l,m A

i,1
k,l,m ✭❆✳✾✮

❆✳✸ ❙♣❡❝✐✜❝ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❖♣❡r❛t♦rs

❆✳✸✳✶ ❇r♦❛❞❝❛st✐♥❣

❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ ▼❉❆s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆✉♠♣② P②t❤♦♥✬s ❧✐❜r❛r② ❬✶✹✾❪ ❬✹✻❪ ✐s
t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣✳ ❇r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✷ ▼❉❆s ✇❤♦ s❤❛r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛①✐s
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡✳

❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❛①❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣
❛①❡s t♦ ❛❧❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Ai,j,k,l ❛♥❞ Bj,k,l✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞♦t
♣r♦❞✉❝t ♦♥ ❛①❡s k ❛♥❞ l ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❛①✐s i ✇✐t❤✿

Ci,j,k,l = A
k,l
i,j B

k,l
⋆,j ✭❆✳✶✵✮

❚❤❡ ✉♣♣❡r s❝r✐♣t ✐s t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✳ ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛♥❞❧❡
♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛①✐s✳

❚❤❡ ⋆ s②♠❜♦❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❛①✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st❡❞✳



✶✾✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛② ✭▼❉❆✮

❋✐❣✳ ❆✳✶✿ ❇r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♦❢ ✷ ▼❉❆s ✇✐t❤ s❤❛♣❡ (I, J) ❛♥❞ (1,K) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦❧✉♠♥
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ▼❉❆ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛①✐s j t♦ ✜t ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ▼❉❆ ❛❧❧♦✇✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▼❉❆ ✐s (I, J,K)✳

❆✳✸✳✷ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡

❆s ✇❡❧❧✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ❛♥ ❛①✐s u
|
u
|
✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥

✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ st❛❝❦✐♥❣ ▼❉❆s ❛❧♦♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ▼❉❆ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❛①✐s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs✿

Ci,k,l,m = Ai,k,l,m

|

l
|
Bi,k,l,m ✭❆✳✶✶✮

❍❡♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛①✐s l ♦❢ ❜♦t❤ Ai,k,l,m ❛♥❞ Bi,k,l,m ✐s dim(l) = L✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❛①✐s l ♦❢ Ci,k,l,m ✐s dim(l) = 2L✳ ❇② ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡✿

Ci,k,l,m =
|

l
|

M−1

0

Ai,k,l,m ✭❆✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❛①✐s l ♦❢ Ci,k,l,m ✐s dim(l) =M × L✳

❆✳✸✳✸ ❯♥✐♦♥

❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
⋃

❛❧❧♦✇s t♦ ❣❛t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ▼❉❆ t♦❣❡t❤❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿

Ci,k,l,m =
L−1
⋃

u=0

Ci,k,l[u],m ✭❆✳✶✸✮

✐❢ dim(l) = L



❆✳✸✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❖♣❡r❛t♦rs ✶✾✺

❆✳✸✳✹ ❘❡s❤❛♣❡

❚❤❡ r❡s❤❛♣✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❛❧❧♦✇s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛①✐s ♦❢ ❛♥ ▼❉❆ ❜② r❡❛❧❧♦❝❛t✐♥❣
s♦♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿

Ci,k,lm = r❡s❤❛♣❡
(i,k,lm)

(Ci,k,l,m) ✭❆✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①✐s lm s✐③❡ ✐s ❞✐♠(lm) = ❞✐♠(l)× ❞✐♠(m)✳ ❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❡ r❡s❤❛♣❡❞ ❛①❡
♥❛♠❡ ✐s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛①❡s✳

❆✳✸✳✺ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❇❡t✇❡❡♥ ▼❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ▼❉❆s ❢♦r ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❉♦t Pr♦❞✲
✉❝t

▲❡t✬s s✉♣♣♦s❡ ✷ ▼❉❆ A✱B ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (I, J)✱(K,L)✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛①❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ t❤❡ ✻ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
P②t❤♦♥✴◆✉♠♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

ATB = Cj,l = Ai,jBk,l ✭❆✳✶✺✮

BTA = Cl,j = Bk,lAi,j ✭❆✳✶✻✮
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⇐⇒ ♥♣✳s✉♠✭❆❬✿✱♥❡✇❛①✐s✱✿❪✯❇❬♥❡✇❛①✐s✱✿✱✿❪✱❛①✐s❂✷✮ ✭❆✳✷✻✮





▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✾✼

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ❯❲❇ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛s❦ ❢♦r ✭❛✮ ❯❙❆ ❛♥❞ ✭❜✮ ❊✉r♦♣❡ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✷ ❇❡❧❧♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t❤❡r❡

❜❡t✇❡❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✸ ▼❛✐♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✷✳✹ ❚②♣✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✺ ❙❤❡❛❢✱ ❝❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜❛s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✻ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❜❛s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✼ ●r❛♣❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡ Gs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✷✳✽ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●r❛♣❤ Gt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✾ ●r❛♣❤ ♦❢ ❱✐s✐❜✐❧✐t② Gv ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✶✵ 4 ♣♦t❡♥t✐❛❧ t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✶✶ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✶✷ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✶✸ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✷ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✷✳✶✹ ✸ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐s ♦❢ ❛ s❛♠❡ r❛②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✷✳✶✺ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❘❡❧❛t✐✈❡ P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❈❡✐❧✴❋❧♦♦r ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s P♦✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✶✻ ✷ ❈❡✐❧✴❋❧♦♦r ❘❡✢❡❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✶✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✶✽ ✐♥♣✉t ✇❛✈❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❛✈❡ ♣❧❛♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✷✵ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✷ r❛②s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✷✶ ❘❡s❤❛♣✐♥❣ ❛♥❞ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❉❆s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✷✳✷✷ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼❉❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✷✳✷✸ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✷✳✷✹ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✷✺ ▼♦❞✉❧❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✷✳✷✻ ▼♦❞✉❧❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✷✳✷✼ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐t✐✈✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✸✳✺ ❇✉✐❧❞ t❤❡ ❘●P❆ ❝♦♥str❛✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✻ ❇♦① t❤❡ ❘●P❆ ❝♦♥str❛✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✼ ▼❡r❣❡ t❤❡ ❘●P❆ ❜♦①❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✸✳✽ ❚❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶



✶✾✽ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✾ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❛ s♣❧✐t ❜♦① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✸✳✶✵ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❛ ❜♦① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✸✳✶✶ ❊st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❘●P❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✸✳✶✷ ❘●P❆ s❝❡♥❛r✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✶✸ ❈❉❋s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ ❘●P❆ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✶✹ ❘●P❆ s♣❡❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✸✳✶✺ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦t ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✸✳✶✻ ❈❉❋ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❍②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✸✳✶✼ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❡❧♣✐♥❣ ♥♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✸✳✶✽ ▼❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✸✳✶✾ ▼❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❘●P❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✸✳✷✵ ▼❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✸✳✷✶ ❈❉❋ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ●r❛♣❤ ♦❢ r♦♦♠s Gr ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✹✳✷ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ●r❛♣❤ ♦❢ ✇❛② ♣❛t❤ Gw✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ r♦♦♠✳ ✶✵✺
✹✳✸ ❙❡❡❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✹ ◆❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✺ ◆❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤ Gn ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✹✳✻ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✹✳✼ ❚r❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✹✳✽ ✸ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✹✳✾ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈■❘s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✹✳✶✵ ❈■❘ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✹✳✶✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈■❘ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ✭❛✮ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ r❛②s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛② tr❛❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
■♥ ✭❜✮✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈■❘s ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✶✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✹✳✶✸ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✶ ❲❤❡r❡ ✷ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✺✳✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✺✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✺✳✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ✿ ✭❛✮ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✭❜✮ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦ts ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✺✳✺ ❘❙❙ ▼♦❞❡❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✺✳✻ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✷ st❛t✐❝ ❧✐♥❦s ✭❛✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✽

❛♥❞ ✹✾ ❛♥❞ ✭❜✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✾ ❛♥❞ ✹✾ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✺✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✴♠❡❛s✉r❡❞ ❘❙❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✺✳✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✴♠❡❛s✉r❡❞ ❚♦❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✾✾

✺✳✾ ❚✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚r♦❧❧❡② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❡r ♥♦❞❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❈■❘ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ✭❛✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ✐s ❛ ◆▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ✭❜✮
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ✐s ❛ ◆▲❖❙ s✐t✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✺✳✶✵ ✷❉ r❛②s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❚ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ✭❛✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ❛♥❞
✭❜✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✺✳✶✶ ✸❉ r❛②s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❚ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✺✳✶✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❛② tr❛❝✐♥❣ t♦♦❧

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ ✭❛✮ ✱
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛② ✐s 32.3 ns ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ t✇♦ ✇❛② r❛♥❣✐♥❣ ✐s 32.8 ns✳ ■♥ ✭❜✮ ✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛② ✐s
21.8 ns ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✇♦ ✇❛② r❛♥❣✐♥❣
✐s 22.17 ns✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❡② ♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♣❛rt
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✺✳✶✸ ❈❤❛♥♥❡❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ ✭❛✮ ✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ❞❡❧❛② ✐s 32.3 ns ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
t✇♦ ✇❛② r❛♥❣✐♥❣ ✐s 32.8 ns✳ ■♥ ✭❜✮ ✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛② ✐s 21.8 ns
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✇♦ ✇❛② r❛♥❣✐♥❣ ✐s
22.17 ns✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❡② ♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♣❛rt
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡❧❛②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✺✳✶✹ ❍✐st♦❣r❛♠s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❉Ps ✉s❡❞ ♣❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❢♦r t❤❡ ✸ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✿ ✭❛✮ ♦♥❧② t❤❡ ❚♦❆✱ ✭❜✮ ♦♥❧② t❤❡ ❘❙❙
♦r ✭❝✮ t❤❡ ❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❘❙❙
▲❉Ps✱ 15✪ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ 5 ❘❙❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✶✺ ❈❉❋s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼▲ ❛♥❞ ❘●P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✉s✐♥❣ ✭❛✮ ■❘✲❯❲❇ ❚♦❆ ▲❉P ❛♥❞ ✭❜✮ ❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ▲❉P✱ ✭❝✮ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❚♦❆
❛♥❞ ❘❙❙ ▲❉Ps✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✺✳✶✻ ❊rr♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❘●P❆ ♦r ▼▲ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣♦✐♥ts ❢♦r ✭❛✮ ■❘✲❯❲❇ ❚♦❆ ▲❉P ❛♥❞ ✭❜✮ ❩✐❣❜❡❡ ❘❙❙ ▲❉P✱ ✭❝✮ ❢✉s✐♦♥ ♦❢
❚♦❆ ❛♥❞ ❘❙❙ ▲❉Ps✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✺✳✶✼ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✺✳✶✽ ❊rr♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❘●P❆ ✈s ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✼✳✹ ✸ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ♠ê♠❡ r❛②♦♥ ❞❛♥s ✸ ❛①❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✼✳✶✶ ❈❉❋s ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛♥t ❘●P❆ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡

▼▲ ❡t ❞❡ ❲▲❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷
✼✳✶✷ ▲❡ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ B r❡ç♦✐t ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s

r1 ❡t r2 ❞❡s ✷ ❛♥❝r❡s ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s R1 ❡t R2✳ ▲✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❝❡s
❞✐st❛♥❝❡s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡s ❝❡♥trés s✉r R1

❡t R2✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✷ ❛♥♥❡❛✉① ❣é♥èr❡ ❧❡s ✷ ré❣✐♦♥s ❣r✐sé❡s C1

❡t C2✱ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ❜❛r②❝❡♥tr❡s C1 ❡t C2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥÷✉❞ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r
r❡ç♦✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❣ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✬❛✐❞❡ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s
Hk✳ ❖♥ ♥♦t❡ dk,i ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ Hk ❡t Ci✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✼✳✶✸ ❈❉❋ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✷ ♥÷✉❞s ❛✐❞❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
✼✳✶✹ ❘▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❛✐❞❛♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹



✷✵✵ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✼✳✶✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ♣✐è❝❡s Gr✱ ✭❜✮ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s Gw✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✼✳✶✻ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ Gn ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ♣❡rs♦♥♥❡❧s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽
✼✳✷✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❈■❘ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t s✐♠✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡

❘❚✳ ▲❡ r❡t❛r❞ ré❡❧ ❞❡ 21.8 ns ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡ ❡st ❞❡ 22.17 ns✳ ▲❛
❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❡t❛r❞ ré❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✼✳✷✺ ❈❉❋s ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛♥t ❘●P❆ ❛✉ ▼▲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✷✵✶

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✸✳✶ ❚❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ▼❡t❤♦❞✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✷ P❛r❛♠❡t❡rs s❡tt✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✸ ❘▼❙❊ ✈s ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✹ P❛r❛♠❡t❡rs s❡tt✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✸✳✺ P❛r❛♠❡t❡rs s❡tt✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✶ ❩✐❣❜❡❡ ♣❛t❤ ❧♦ss ♠♦❞❡❧s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✺✳✷ ❯❲❇ ❚♦❆ r❛♥❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✺✳✸ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

❘❙❙ ❛♥❞ r❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✹ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦ ✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✺✳✺ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❡rr♦r ❘●P❆ ✈s ❘●P❆ ❍❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✼✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ét❛♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
✼✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵
✼✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
✼✳✹ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛t❤❧♦ss ❡①tr❛✐t ❞✉ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻
✼✳✺ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❯❲❇ ❡①tr❛✐t ❞✉ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✳✶ ✶✽✻
✼✳✻ ❊rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ▼▲✱ ❘●P❆ ❡t ❘●P❆

❍❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽





▲✐st ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s

❇❆◆ ❇♦❞② ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s
❈❉❋ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥
❈■❘ ❈❤❛♥♥❡❧ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡
❈❘▲❇ ❈r❛♠❡r✲❘❛♦ ▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞
❉❊❙ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙✐♠✉❧❛t♦r
❋❉❚❉ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❚✐♠❡ ❉♦♠❛✐♥
●❉❖P ●❧♦❜❛❧ ❉✐❧✉t✐♦♥ ♦❢ Pr❡❝✐s✐♦♥
●❖ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❖♣t✐❝s
■❘✲❯❲❇ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❯❧tr❛ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞
▲❉P ▲♦❝❛t✐♦♥ ❉❡♣❡♥❞❡♥t P❛r❛♠❡t❡r
▲❖❙ ▲✐♥❡ ♦❢ ❙✐❣❤t
▼❉❆ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆rr❛②
▼▲ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
▼♦▼ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ▼♦♠❡♥ts
▼❲❋ ▼✉❧t✐ ❲❛❧❧ ❛♥❞ ❋❧♦♦r
◆▲❖❙ ◆♦♥ ▲✐♥❡ ♦❢ ❙✐❣❤t
P❉❋ P♦✇❡r ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥
❘❆❚ ❘❛❞✐♦ ❆❝❝❡ss ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
❘●P❆ ❘♦❜✉st ●❡♦♠❡tr✐❝ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❘▼❙❊ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r
❘❙❙ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ❙✐❣♥❛❧ ❙tr❡♥❣t❤
❘❚ ❘❛②✲❚r❛❝✐♥❣
❚❉♦❆ ❚✐♠❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧
❚♦❆ ❚✐♠❡ ♦❢ ❆rr✐✈❛❧
❯❚❉ ❯♥✐❢♦r♠ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥
❯❲❇ ❯❧tr❛ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞
❲▲❙ ❲❡✐❣❤t❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡





▲✐st ♦❢ t❤❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❲♦r❦ ✷✵✺

▲✐st ♦❢ t❤❡ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❆ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤✐s ❲♦r❦

❬❆▲❯✶✷❪ ◆✳ ❆♠✐♦t✱ ▼✳ ▲❛❛r❛✐❡❞❤✱ ❛♥❞ ❇✳ ❯❣✉❡♥✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥✲
✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❤②❜r✐❞ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ◆❡t✇♦r❦s ✭❙♦❢t❈❖▼✮✱ ✷✵✶✷ ✷✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱
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❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t♦♦❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r ✉❧tr❛ ✇✐❞❡ ❜❛♥❞
✭❯❲❇✮ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥ ✐♥❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ t❤❡s✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ❋P✼ ♣r♦❥❡❝t ❲❤❡r❡✷✱ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❉❛t❛
❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝♦♥❞✉❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ♣❛rts✿

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❛②tr❛✐♥❣ t♦♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❛②s s✐❣♥❛t✉r❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r
♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❛②s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞♦♦r ❧♦❝❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ r❡s♦❧✈❡
❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✉♥❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❆ t❤✐r❞ ♣❛rt
❞❡s❝r✐❜❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧
❜❛s❡❞ ♦♥ ✓st❡❡r✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✔✱ ❛ ❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s❝❡♥❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r ❛❣❡♥ts
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ✉s❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦✉t✐❧s ❡t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❯❧tr❛ ▲❛r❣❡ ❇❛♥❞❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥tér✐❡✉r✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ été ♠❡♥é ♣♦✉r ♣❛rt✐❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❋P✼ ❲❍❊❘❊✷✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♦♣ér❛t✐✈❡ ❞❛♥s
❧❡s rés❡❛✉① ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ ▲❛ t❤ès❡ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r s❛ ♣❛rt✐❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡
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