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Notations

Chapitre Symbole
1 σσ Tenseur de contraintes

σr
1t , σr

2t , σr
3t Contrainte à rupture en traction dans les 3 directions

principales du pli
σr

1c, σr
2c, σr

3c Contrainte à rupture en compression dans les 3 directions
principales du pli

τr
12, τr

13, τr
23 Contrainte à rupture en cisaillement dans les 3 directions

principales du pli
σi j Composante i j du tenseur de contraintes σσ
fi, fi j Coefficients du critère de Tsai-Wu
Rt
‖, Rc

‖, RA
⊥⊥ ,

RA
⊥‖ , RtA

⊥

Contrainte à rupture (‖ direction parallèle aux fibres, ⊥
direction perpendiculaire aux fibres)

θ Angle définissant le plan de rupture

21 N
pli
1 , N

pli
2 , N

pli
3 Direction : parallèle aux fibres, transverse dans le plan et

normale au plan dans un pli élémentaire
d f Endommagement sens fibre
d Endommagement diffus transverse
d′ Endommagement diffus en cisaillement
d̄22, d̄12, d̄23 Endommagement dû à la fissuration transverse
ed Densité d’énergie de déformation
S Tenseur de souplesse
〈 · 〉

+
Partie positive

〈 · 〉− Partie négative
[ · ]+ Fonction Heaviside( ·)
[ · ]− Fonction Heaviside(−·)
εε Tenseur de déformation
ε̂ε Notation vectorielle du tenseur εε
εi j Composante i j du tenseur de déformation
Yd f

Force thermodynamique associé à d f

Yd Force thermodynamique associé à d
Yd′ Force thermodynamique associé à d′
〈〈 · 〉〉H Opérateur moyenne dans l’épaisseur du pli élémentaire
Ȳ Force thermodynamique équivalente
w Variable de pilotage de l’endommagement
Ed Énergie potentielle dans un VER dégradé

1La liste exhaustive des propriétés matériaux pour le méso-modèle se trouve dans l’annexe B
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Notations

ρ Taux de fissuration transverse
Yd̄22

, Yd̄12
, Yd̄23

Forces thermodynamiques associé à ρ
ε̃ε Tenseur de déformations effectives
σ̃σ Tenseur de contraintes effectives
p Plasticité cumulée
Θ Opérateur reliant les quantités vraies aux quantités effec-

tives
θ Angle d’orientation des fibres dans un pli
Nint

1 , Nint
2 , Nint

3 Direction principale, secondaire et normale d’une inter-
face

JUK Saut de déplacement entre les faces supérieures et infé-
rieures de l’interface

Sint Tenseur de souplesse de l’interface
σint Tenseur de contrainte dans l’interface
dI Endommagement d’interface mode I
dII Endommagement d’interface mode II
dIII Endommagement d’interface mode III
YdI

Force thermodynamique associée à dI
YdII

Force thermodynamique associée à dII
YdIII

Force thermodynamique associée à dIII
ρ̄ Moyenne des taux de fissuration de deux plis adjacents
θ′ Angle d’orientation des fibres dans un pli après déforma-

tion
∇

xyz
u Gradient du champ déplacement dans le repère global

∇123u Gradient du champ déplacement dans le repère local
P Matrice de passage du repère global (

xyz
) au repère local

(123)
Π Projecteur pour l’extraction de la partie plane

3 Ω Domaine d’étude
U(M, t) Champ de déplacement
fd Forces volumiques
Fd Effort surfacique
∂2Ω Frontière de Ω à force imposée
Ud Déplacements imposés
∂1Ω Frontière de Ω à déplacement imposé
L(εε) Relation de comportement
u Champ de déplacement discretisé
Γ Interface entre deux sous-domaines
K Matrice de rigidité
f Vecteur de forces généralisé
Sp Complément de Schur primal
bp Second membre condensé
Sd Complément de Schur dual
Rb Noyau de l’opérateur Sd local
A(s) Opérateur d’assemblage du sous-domaine (s)
W Matrice de pondération
C Base de mouvement de corps rigide des sous-domaines
P Projecteur d’extraction des mouvements de corps rigide
f ′ Opérateur tangent

5 ∆ · Incrément de la variable · dans le pas courant
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uold Solution au pas de chargement précédent
εεold Déformation associé à la solution du pas précédent

6 Π(u) Fonctionnelle de référence
Π(u) Fonctionnelle modifiée par des multiplicateurs de

Lagrange
Π(u) Fonctionnelle modifiée par pénalisation
λ Multiplicateur de Lagrange
α Facteur de pénalisation
αrelax Facteur de relaxation
κ Facteur de régularisation
S̃−1

p Préconditionneur

3



Notations

4



Introduction

Depuis plus de vingt-cinq ans, dans l’industrie aéronautique et aérospatiale, les maté-
riaux composites stratifiés à matrice organique (CMO) ont commencé à remplacer

les alliages métalliques légers. Composés par un assemblage d’au moins deux matériaux
non miscible à l’échelle microscopique (matrice et renfort), ils possèdent des propriétés
que les constituants seuls ne possèdent pas. De plus, la nature hétérogène de ces ma-
tériaux permet d’inclure des fonctionnalités inatteignables pour un matériau homogène
(alliage métallique). Avec un ratio résistance/masse supérieur aux alliages métalliques, et
une tolérance aux chargements cycliques non négligeable, ces matériaux constituent une
véritable alternative afin de diminuer le poids des aéronefs.

Mais, la certification des structures en composite est une procédure lourde et com-
plexe. Elle implique une série d’essais qui sont souvent très coûteux. Par exemple, la
certification d’un aéronef commercial nécessite deux essais sur des fuselages complets.
Par ailleurs, l’utilisation de ces matériaux dans des pièces critiques est actuellement limi-
tée par la capacité de simulation et de prédiction de l’évolution des différents mécanismes
de dégradation.

La ruine d’une structure composite complexe met en jeu différents mécanismes de
dégradation à plusieurs échelles. En réponse à un chargement mécanique, une structure
composite peut développer principalement trois types de dégradations. À l’échelle micro-
scopique, on peut ainsi observer des mécanismes de dégradation reliés aux propriétés du
matériau, par exemple la décohésion fibre-matrice et la déformation anélastique de la ma-
trice. Si l’on se place à l’échelle du pli, on peut observer une autre famille de mécanismes,
cette famille est un mélange de comportements structuraux et matériaux. La fissuration
transverse, qui est la coalescence de la décohésion fibre-matrice à l’échelle du pli en est
un bon exemple. Elle dépend des propriétés du matériau (taux de restitution d’énergie),
ainsi que de la microstructure du composite (les fissures s’arrêtent à l’interface entre deux
plis élémentaires d’orientations différentes). Une dernière famille, celle des phénomènes
structuraux, peut être présente à toutes les échelles (flambage local ou global, grande dé-
formation, redistribution des efforts) et ne peut pas être négligée si l’on s’intéresse au
comportement de pièces composite de taille industrielle.

Les propriétés du matériau peuvent évoluer en présence d’un environnement agressif
(par exemple, changement de température, atmosphère oxydante). Il est clair que la pré-
sence d’un mécanisme de dégradation peut avoir une influence non négligeable sur un
autre mécanisme. Par exemple, la topologie des fissures (dû au chargement mécanique)
peut faciliter la propagation de l’oxygène à l’intérieur du matériau et ainsi accélérer la
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Introduction

dégradation de la matière.
L’idée du Virtual Testing qui consiste à remplacer une grande partie des essais réels par

des simulations numériques afin de diminuer la quantité d’essais physiques nécessaires
pour la certification n’est pas nouvelle. Cependant, les modèles ainsi que les méthodes
de calcul utilisées pour les simulations doivent avoir la confiance des ingénieurs et des
autorités de contrôle.

Dans la littérature, on peut trouver une vaste collection de modèles permettant de si-
muler les différents mécanismes de dégradation (délaminage, décohésion fibre-matrice,
bandes de cisaillement, etc.), mais peu d’entre eux permettent de prendre en compte l’en-
semble des phénomènes pour une prédiction correcte de la ruine dans un cas de com-
plexité industrielle. Les modèles industriels actuels donnent surtout des prédictions à pre-
mière rupture, suffisantes pour le dimensionnent de pièces aéronautique. Cela pose de
problèmes concernant l’optimisation des structures, car la tenue résiduelle d’une struc-
ture composite peut être très acceptable même avec un niveau de dommage élevé. D’autre
part, les différents phénomènes ont lieu à des échelles très différentes, donc pour capturer
l’ensemble des phénomènes il n’est pas suffisant d’avoir un modèle cohérent, il faut avoir
aussi une stratégie de calcul capable de gérer la complexité du problème.

Actuellement, en matière de modèle plusieurs choix existent. Il y a des modèles dits
micro, qui ont comme but la modélisation du matériau à l’échelle fine. Ce type de modé-
lisation permet de prendre en compte une grande partie de la physique de manière directe
(par exemple, la structure hétérogène fibre-matrice d’un composite). Par contre, à cause
de l’échelle à laquelle ces modèles sont définis, leur utilisation est restreinte à de petits
volumes de matière. Il y a aussi des modèles à l’échelle de la structure, dits macro. Ces
types des modèles permettent de prendre en compte le comportement global d’une struc-
ture complexe (par exemple le flambage global) très facilement. Puis il existe toute une
famille des critères de rupture, qu’utilisent ces données macroscopiques, pour la prévi-
sion de la première rupture. Même si ces critères sont suffisants pour le dimensionnement
des structures aéronautique, ils sont incapables de représenter correctement des quantités
locales (concentration de contrainte en point de microfissures), qui sont responsables de
l’amorçage et de l’évolution de la dégradation, donc de prévoir l’évolution de la rupture
jusqu’à la ruine finale. Une autre solution est de choisir une échelle intermédiaire, de fa-
çon à avoir un compromis entre la taille des modèles numériques et la finesse du modèle
du matériau.

Le « méso-modèle d’endommagement des composites stratifiés » introduit par Lade-
vèze et Allix semble être un bon compromis entre ces deux échelles. Ce méso-modèle
se base sur l’idée que toute structure composite peut être modélisée à partir de deux
méso-constituants ; le pli élémentaire et l’interface. Basé sur la mécanique continue de
l’endommagement, il traite les mécanismes de dégradation aux échelles inférieures de
manière continue. Un point important est le caractère non local dans l’épaisseur du pli
élémentaire (couche de fibres orientées dans la même direction).

Ce modèle a été fortement amélioré en lui injectant des informations issues de tra-
vaux d’homogénéisation des modèles à l’échelle inférieure. Le modèle résultant, appelé
« méso-modèle amélioré d’endommagement des composites stratifiés » ( Enhanced Da-
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mage Mesomodel en anglais), est donc en accord avec les phénomènes de dégradations
aux échelles inférieures. Les travaux d’homogénéisation ont révélé que, à l’échelle mé-
soscopique, le comportement de l’interface entre deux plis adjacents dépend de l’état de
dégradation de ces derniers. Une modélisation non locale de la loi d’évolution de l’inter-
face permet de prendre en compte cette dépendance. Ainsi, le délaminage, un phénomène
très important dans la ruine d’une structure, peut être prédit correctement.

Mais, l’utilisation du méso-modèle amélioré dans des cas industriels demande une
attention particulière en matière de stratégie de résolution. En effet, bien qu’une échelle
intermédiaire soit introduite, la taille des problèmes à résoudre reste importante (quantité
de degrés des libertés d’une pièce industrielle). De plus, la gestion des aspects non locaux
du méso-modèle génère des difficultés supplémentaires.

En ce qui concerne la stratégie de résolution, une grande gamme d’algorithmes est
disponible dans la littérature. Le développement d’approches multiéchelles capables de
faire communiquer différents modèles à différentes échelles permettant la simulation de
structures complexes entières à l’échelle fine s’avère indispensable. Ces approches ne sont
pas nouvelles. Cependant, les ingénieurs des bureaux d’études réalisent, dans la plupart
des cas, seulement des analyses descendantes. C’est-à-dire d’un premier calcul grossier
sur toute la structure avec un modèle simple, suivi d’une analyse locale sur une petite zone
d’intérêt avec un modèle plus complexe. À cause du dialogue limité entre les échelles,
cette démarche pose des problèmes quand les non-linéarités des phénomènes à l’échelle
fine ont une influence importante sur le reste de la structure.

Un autre point important au moment de la sélection de la stratégie de résolution est
le type de calculateur disponible. Historiquement, la démarche pour obtenir une machine
de calcul plus puissante était d’augmenter la vitesse des processeurs. Actuellement, la
tendance est de rassembler plusieurs processeurs dans une même puce électronique (ma-
chines multicore), ou encore de rassembler plusieurs machines pour obtenir des super-
calculateurs (clusters). Il est clair que pour pouvoir profiter au maximum des capacités
informatiques de ces machines, la stratégie de résolution doit être hautement parallèli-
sable, et la stratégie de parallélisation doit être compatible avec l’architecture hardware.

L’objectif des travaux présentés ici est double : améliorer la confiance accordée à ces
modèles et proposer des solutions numériques permettant de traiter une structure compo-
site de complexité moyenne. Dans ce mémoire, nous présentons une démarche cohérente
permettant d’intégrer les dernières avancées réalisées sur le méso-modèle au sein d’un en-
vironnement de calcul performant dédié au traitement de structures stratifiées composites
de taille industrielle.

Dans le premier chapitre, nous commençons par la présentation du problème phy-
sique. Le composite stratifié et les différents mécanismes de dégradation présentent dans
ce matériau. Nous pouvons constater que selon l’échelle d’observation, certains phéno-
mènes peuvent être traités soit de manière discrète, soit de manière continue. C’est pour
cette raison que le choix de l’échelle de modélisation est primordial. Nous proposons en-
suite de revenir de manière synthétique sur les différentes approches existantes pour la
modélisation, et les échelles d’études associées.

Le deuxième chapitre présente le modèle retenu pour le reste de l’étude. Le méso-
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modèle amélioré des composites stratifiés propose de modéliser l’ensemble des dégrada-
tions à l’échelle du pli, appelé échelle méso. Des travaux récents ont permis d’effectuer
des liens rigoureux entre méso- et micro-mécanique de la dégradation des CMO, permet-
tant au méso-modèle d’endommagement des stratifiés d’être reconstruit comme une ho-
mogénéisation systématique des modèles micromécaniques ayant un sens physique fort.
Le stratifié est alors modélisé à partir de deux mésos constituants ; le pli élémentaire,
qui est une entité volumique, et l’interface, qui est une entité surfacique reliant deux plis
élémentaires adjacents. Quelques améliorations apportées au modèle sont présentées, per-
mettant ainsi de modéliser une large gamme de composite soumis à tout type de cas de
chargement.

Le troisième chapitre présente une bibliographie non exhaustive des différentes stra-
tégies de résolution des problèmes non linéaires non locaux d’évolution de grande taille.
Ensuite, la stratégie retenue pour l’implémentation est exposée en détail. Le caractère non
local du modèle implique que chaque point récupère un certain nombre d’informations
des points voisins afin d’intégrer correctement la loi de comportement. Cette restriction
doit être traitée avec soin au moment de l’implémentation de la stratégie de résolution. La
présence de non-linéarités fortes comme la rupture fibre et la micro-fissuration peuvent
mener à un mauvais conditionnement des opérateurs de la stratégie de calcul. Dans le
cadre d’un calcul en parallèle, la présence de non-linéarités localisées permet, dans cer-
tains cas, l’introduction d’un solveur non linéaire indépendant par sous-domaine. Cette
stratégie appelée « relocalisation non linéaire » permet d’accélérer énormément la réso-
lution du problème. Par contre, les paramètres utilisés pour configurer la méthode de
résolution peuvent avoir un impact sur la qualité de la solution.

Le quatrième chapitre est consacré à la mise en œuvre numérique. L’objectif est de
présenter l’outil de calcul développé durant la thèse. Afin de profiter au maximum des
capacités de calcul des nouveaux calculateurs, une implémentation utilisant des technolo-
gies adaptées est nécessaire. L’utilisation de MPI 2 et du Multithreading 3 rend l’utilisa-
tion optimale des nouveaux calculateurs possible. Cependant, ils ajoutent des difficultés
supplémentaires. La mise en œuvre en parallèle de toutes les étapes d’une simulation
(préparation du calcul, maillage et partitionnement, résolution en parallèle, sauvegarde de
résultats, post-traitement) n’est pas toujours évidente. L’utilisation des outils de program-
mation modernes a permis le développement d’un code très hiérarchisé capable de traiter
de manière cohérente toutes les étapes d’une simulation en parallèle.

Le cinquième chapitre est consacré à la mise en œuvre du modèle. Le méso-modèle
propose de modéliser chaque phénomène de dégradation de manière indépendante, c’est-
à-dire que chaque phénomène a ses propres équations. Cette approche permet d’incor-
porer facilement de nouveaux phénomènes et de nouvelles relations de couplage. De la
même manière, elle permet l’activation et la désactivation de phénomènes à volonté, per-
mettant de constater l’influence d’un phénomène particulier sur la réponse de la structure.
L’implémentation du modèle dans un code de calcul pose des problèmes dus au fait que

2Message Passing Interface, norme définissant une bibliothèque de fonctions. Elle permet d’exploiter
des ordinateurs distants ou multiprocesseurs par passage de messages.

3Habilité d’avoir plusieurs fils d’exécution au sein d’un même processus informatique.
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l’ensemble des équations doit être résolu simultanément. Les équations du modèle ont été
triées, en fonction des différents couplages, afin d’obtenir un ordre et un algorithme op-
timal pour la résolution. Ceci a permis de résoudre de manière très robuste les équations
locales du modèle.

Le sixième chapitre présente la mise en œuvre de la méthode de résolution. Même si
la méthode de résolution choisie est très robuste, elle a dû subir de modifications pour
l’adapter au méso-modèle. Des méthodes particulières ont été développées pour le trai-
tement correct du caractère non local du méso-modèle. Un point très important a été la
capacité de faire évoluer les variables d’endommagement jusqu’à la rupture finale.

Le septième chapitre est dédié aux illustrations. Le premier exemple, un problème
élastique linéaire est résolu en parallèle pour montrer la performance de la mise en œuvre
de la méthode de décomposition de domaine. Ensuite la simulation d’une éprouvette
[±45]s en utilisant le modèle de réorientation de fibres proposé est présentée. Par la suite,
un DCB (de l’anglais Double Cantilever Beam) a comme objectif de montrer les capacités
de prédiction pour un cas classique. Finalement, un exemple d’impact à basse vitesse et
une plaque trouée en traction sont présentés pour démontrer les capacités globales de la
stratégie proposée.
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Chapitre 1

Structures composites stratifiées

Ce chapitre présente le cadre phénoménologique général

caractérisant une famille particulière de matériaux

composites : les stratifiés à fibres longues. La description des

constituants permet la compréhension des mécanismes de

dégradation possibles au sein du matériau. Le cadre de

l’étude est ensuite présenté. Enfin, une revue non exhaustive

des modèles existants pour la prédiction de la ruine des

structures composites est proposée.
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Structures composites stratifiées

L’idée de construire un assemblage de matériaux différents pour obtenir une structure
plus résistante que chacun des matériaux n’est pas nouvelle. La conception de l’arc en
composite, composé de deux types de bois, 2000 av. J.-C., a permis d’augmenter la dis-
tance de tir de manière considérable (Rerrill, 1997). 4000 ans sont passés, mais le concept
reste le même. Aujourd’hui, les matériaux composites à fibre longue ont permis à l’indus-
trie aéronautique et aérospatiale de réduire de manière importante le poids des structures.
Un des matériaux les plus utilisés est le composite à matrice organique thermodur (CMO)
(par exemple le caisson central de l’Airbus 380).

§ 1 La microstructure de composites à matrice organique

À petite échelle, les deux phases sont très clairement visibles. Les composites fibreux
sont des matériaux dans lesquels une phase (le renfort ou les fibres) joue le rôle de renfort
de la deuxième phase (la matrice). Quand les fibres sont longues par rapport à la taille
de la structure, on parle de composite à fibres longues. La matrice joue le rôle de support
pour les fibres, et elle permet le transfert d’effort entre les fibres. Il est clair que pour
obtenir une efficacité maximale du composite, la liaison fibre-matrice doit être optimale.

1.1 Le renfort

Une grande variété de fibres est disponible sur le marché. Les principaux types de
fibres sont le verre, le carbone, le Kevlar, le PBO (pour Polypara-phenylene-Benzo-bis-

Oxazole), le polyéthylène, le Bore, etc. Les plus utilisés dans l’industrie aéronautique
et aérospatiale sont les fibres de carbone, Kevlar et verre. Habituellement, les fibres de
carbone ont des diamètres compris entre 5-10 µm, les fibres de verre entre 6-14 µm et
les fibres Kevlar ont un diamètre d’environ 12 µm.

Plusieurs formats de renforts existent sur le marché, des torons de 3000 jusqu’à 24000
fibres, des tissus tressés avec différents ratios de tissage, des plis unidirectionnels, des
renforts 3D entre autres. Chaque type d’arrangement a ses avantages et inconvénients.
Par exemple, les tissages 3D sont très résistants au déchirement, mais le processus de
fabrication est extrêmement cher.

En général dans l’industrie les formats les plus répandus sont les plis unidirectionnels
préimprégnés de matrice non polymérisée et les plis tissés. Dans ces travaux, nous nous
intéressons plus particulièrement aux plis unidirectionnels. La quasi-absence de distor-
sions dans l’orientation des fibres permet de maximiser les propriétés mécaniques dans la
direction des fibres.

1.2 La matrice

La majorité des matrices sont des polymères issus du pétrole. Le processus de poly-
mérisation peut être contrôlé afin de générer des chaînes linéaires, linéaires avec rami-
fications, ou des réseaux tridimensionnels. Les différentes structures créées vont donner
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Mécanismes de dégradation

les propriétés finales de la matrice. Deux groupes sont clairement identifiables ; les ther-
moplastiques et les thermodurcissables. Les thermoplastiques avec une structure simple
(chaînes linéaires avec et sans ramifications) souffrent d’une dépendance à la température
non négligeable, ils peuvent être réchauffés pour les rendre à l’état liquide. Par contre,
la structure tridimensionnelle des thermodurcissables confère à la matrice un état irréver-
sible.

1.3 Le pli unidirectionnel

Un pli unidirectionnel est un ensemble des fibres longues arrangées dans une même
orientation (figure 1.1.b). Les plis unidirectionnels préimprégnés sont les plus communs.
L’épaisseur des plis peut varier entre 0,1 mm et 0,6 mm.La matrice non polymérisée
permet d’apporter un support physique aux fibres et de faciliter la manipulation pendant
la mise en forme de la pièce.

+

a) b) c)
≈10µm ≈0,1mm ≈cm

FIG. 1.1: Composite laminé, a) fibre et matrice b) pli unidirectionnel c) empilement

1.4 Le stratifié

Le stratifié est composé par un ensemble de plis unidirectionnels empilés dans des
orientations différentes (figure 1.1.c). Ensuite l’empilement est polymérisé dans un auto-
clave à 180◦C et 7 bars pendant 3 heures approximativement (Hexcel Corporation, 2009).
Les conditions de polymérisation dépendent du type de polymère. Les propriétés finales
du stratifié dépendent des propriétés de la matrice et des fibres, de la liaison entre la fibre
et la matrice, de la distribution des deux constituants, et du processus de fabrication et
polymérisation (Olivier et Cavarero, 2000).

§ 2 Mécanismes de dégradation

En service, une pièce composite peut souffrir des sollicitations très différentes (des
chargements mécaniques, thermiques, chimiques, de rayonnement). Dans cette étude,
nous nous intéressons aux chargements mécaniques provenant de sollicitations extérieures
et de la dilatation thermique due aux changements de température. Malgré l’existence
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d’une vaste gamme de types de fibres et de matrices, ainsi que de processus de fabrica-
tion, tous les stratifiés laminés composés de couches unidirectionnelles partagent la même
famille de mécanismes de dégradation. Sous sollicitation thermomécanique, statique ou
cyclique, nous pouvons observer, au moins, sept mécanismes de dégradation principaux.

a) b) c)

FIG. 1.2: Mécanismes de dégradation au sein du composite. a) échelle macro,
b) échelle méso, c) échelle micro

Décohésion fibre-matrice : ce phénomène est associé à une échelle très petite (de l’ordre
du diamètre des fibres), c’est le premier à apparaître au sein du composite (fi-
gure 1.2). Il est associé directement à la liaison existant entre la fibre et la ma-
trice, différents types de produits pouvant être ajoutés à la matrice pour modifier
les propriétés de l’interface (Gamstedt et Sjögren, 1999; Sjögren et Berglund, 2000;
Lagattu et Lafarie-Frenot, 2000).

Déformation anélastique de la matrice : les polymères thermoplastiques sont très dé-
pendants de la température ; au fur et à mesure que la température augmente, ce
type de polymères présente un comportement viscoplastique. Ce phénomène peut
être très important et il ne doit pas être négligé.

Certains types de thermodurcissables sont très sensibles à l’humidité. Ce type de
composites peut absorber jusqu’à 2% de son poids en eau (Perreux et al., 2002).
Ils présentent à saturation (tenure en eau maximale) un comportement élastoplas-
tique (Murray et Schwer, 1990). Une autre source de déformation anélastique est le
frottement des lèvres de fissures de la décohésion fibre-matrice.

Rupture de matrice : le caractère hétérogène du composite à l’échelle micro favorise le
développement d’un champ de contraintes non régulier. En conséquence, la con-
trainte locale peut dépasser la résistance à la rupture de la matrice.

Délaminage local : l’interface entre deux plis adjacents est une zone riche en résine. Elle
peut être dégradée par la surcontrainte locale en pointe des fissures générée par la
fissuration transverse (Nairn et Hu, 1992; Ogihara et Takeda, 1995). Le refroidisse-
ment de la pièce après polymérisation peut aussi générer des contraintes résiduelles
importantes dans cette zone.

Fissuration transverse : ce mécanisme correspond à la percolation de la décohésion
fibre-matrice et de la rupture de matrice. Ces fissures sont parallèles aux fibres,
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et traversent l’épaisseur entière du pli (Boniface et al., 1997; Crossman et Wang,
1982; Parvizi et al., 1978).

Délaminage macroscopique : au fur et à mesure que le chargement externe se déve-
loppe, des contraintes hors plan peuvent devenir importantes et venir dégrader tota-
lement la zone de résine entre deux plis.

Rupture fibre : normalement, c’est le dernier phénomène avant la ruine finale du compo-
site. L’évolution du délaminage macroscopique empêche le bon transfert des efforts
entre les plis, en conséquence certains plis supportent une fraction de la charge de
plus en plus importante jusqu’à la rupture.

Normalement pour un chargement en traction monotone, l’enchaînement des méca-
nismes de dégradation est le suivant : la chute de température subie par la pièce à la
sortie de l’autoclave est d’approximativement 150◦C. Les contraintes résiduelles peuvent
provoquer de la décohésion fibre-matrice et du délaminage local. Une fois la pièce en ser-
vice, la décohésion fibre-matrice et le délaminage local se développent progressivement
avec la charge. En pratique, à ce stade, le délaminage local est assez limité (une pièce
bien conçue limite le développement du délaminage local). L’accumulation de la déco-
hésion fibre-matrice est suivie par la coalescence des fissures, générant de la fissuration
transverse et du délaminage local. La compétition entre ces deux phénomènes finit par la
saturation de la fissuration transverse. Le délaminage macroscopique se développe donc
aux bords et autour des accidents géométriques (trous. . .). La rupture fibre, en traction
comme en compression, se produit lorsque la contrainte maximale est atteinte dans les
fibres.

Cette schématisation de l’enchaînement des mécanismes peut varier d’un cas à l’autre.
Par exemple, pour une plaque composite avec un empilement de [±45]ns la ruine arrive
sans rupture fibre et presque sans fissuration transverse (Lagattu et Lafarie-Frenot, 2000).
Le développement de la décohésion fibre-matrice, ainsi que des contraintes hors plan
générées par les effets de bord conduisent au macrodélaminage qui se propage dans toute
la largeur de l’éprouvette.

Un aspect important est la non-linéarité en traction et compression observée pour des
éprouvettes unidirectionnelles. Dû au processus de fabrication, l’alignement des fibres
n’est pas parfait, la variation dans l’orientation des fibres peut atteindre des valeurs de
±2◦. Sous un chargement en compression, ce phénomène est renforcé, et nous pou-
vons observer un comportement hyperélastique adoucissant (Yokozeki et al., 2005). Au
contraire, un chargement en traction a tendance à aligner les fibres dans la direction de la
charge, en conséquence, une rigidification du matériau est alors observée (Weeks et Sun,
1998). Pour des fibres en carbone, la rigidification peut également être causée par le ré-
arrangement de la structure atomique des cristaux de carbone dans la direction des fibres
(Donnet et al., 1998; Sauder et al., 2004).

À l’échelle micro la totalité des phénomènes, sauf la déformation anélastique, sont
des phénomènes discrets. Si nous nous plaçons à l’échelle du pli, la décohésion fibre-
matrice et le délaminage local peuvent être homogénéisés, et traités comme des phéno-
mènes continus. Voire, à l’échelle de la structure, la fissuration transverse peut également
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être homogénéisée et traitée de manière continue.
Le choix de l’échelle de modélisation est donc très important, il permettra de définir

la complexité du modèle. D’une part, il va déterminer l’effort numérique nécessaire pour
la résolution d’un problème à l’échelle structure, d’autre part, les méthodes d’identifica-
tion nécessaires pour la caractérisation des paramètres matériau sont étroitement liées à
l’échelle du modèle.

§ 3 Prédiction de la ruine des structures composites
stratifiées

La définition de la ruine d’une structure composite est un point délicat. Est-ce la rup-
ture de la première fibre, ou bien le moment où la pièce ne peut plus supporter une aug-
mentation du chargement ? Plusieurs définitions sont possibles. Par exemple, les réser-
voirs sous pression en composite doivent assurer l’étanchéité, or la fissuration transverse
peut créer des fuites. Il est clair que dans ce cas l’intégrité structurale du réservoir n’est
pas compromise, mais sa fonction n’est plus assurée.

La capacité de prévoir l’évolution des mécanismes de dégradation est plus importante
que la définition de la ruine. Ensuite, en fonction de l’état de dégradation, on peut décider
si la structure continue à assurer ou non sa fonction (intégrité structurale, étanchéité. . .).

3.1 Modèles à grande échelle

La modélisation à grande échelle permet d’avoir des solutions à faible coût numé-
rique. Généralement, la structure laminée est modélisée avec une approche de plaque ou
coque. L’objectif de ces théories est de réduire la dimension du problème à un problème
bidimensionnel. Le domaine de validité reste assez restreint, car le ratio entre l’épaisseur
et les autres dimensions de la plaque (coque) doit être grand (un rapport de 10 minimum).

Les différentes orientations des plis sont prises en compte par l’introduction d’un
modèle élastique anisotrope. La différence primordiale entre les différents modèles exis-
tants est la forme donnée à priori au champ déplacement dans l’épaisseur de la plaque
(coque). Pour l’utilisation dans le cadre de composites, de nombreuses théories prenant
en compte les différentes couches du stratifié ont été mises en place (Caron et et A. Diaz,
1999; Reddy, 1984). Tous ces modèles imposent une forme du champ de déplacement
à priori dans l’épaisseur du stratifié ou dans l’épaisseur de chaque pli. Ces hypothèses
ne sont donc valides que pour des sollicitations relativement douces dans l’épaisseur du
stratifié. Un des points faibles de ces théories est donc la très mauvaise capacité à capter
les effets de bord, donc l’influence des accidents géométriques (trous, reprise de plis. . .)
qui sont assez souvent à l’origine des mécanismes de dégradation.

Pour la plupart des cas, une analyse à cette échelle se déroule de la manière sui-
vante : d’abord, une simulation élastique est réalisée sur l’ensemble de la structure avec
un modèle de plaque (ou coque). Une reconstruction des quantités locales est effectuée
à postériori à partir des quantités calculées. Ensuite, un critère de rupture est appliqué à
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l’échelle du pli pour évaluer le ou les points les plus critiques, et évaluer la ruine de la
structure.

Différents critères de rupture sont proposés dans la littérature. La manière la plus
simple de construire un critère est de déterminer la contrainte de rupture d’un pli élémen-
taire en compression et traction (σr

1t , σr
2t , σr

3t , σr
1c, σr

2c, σr
3c, τr

12, τr
13, τr

23) dans les trois
directions principales du matériau. La comparaison de la contrainte locale par rapport aux
contraintes de rupture permettra la détermination du point de défaillance de la structure.
La même démarche peut être appliquée en utilisant comme quantités d’intérêt la déforma-
tion à rupture dans les trois directions principales. Un des points faibles de cette approche
est qu’elle ne prend pas en compte l’interaction entre les différents modes de ruptures, et
elle peut mener à une surestimation de la contrainte de défaillance.

Le critère de Tsai-Wu proposé par (Tsai et Wu, 1971) est une simplification de la
théorie généralisée de Gol’denblat et Kapnov pour les matériaux anisotropes.

Le critère est défini par l’équation 1.1

fiσii + fi jσiiσ j j = 1 avec i = 1, . . . ,6 (1.1)

Le développement de l’équation 1.1 en prenant en compte que la défaillance par ci-
saillement est indépendante du signe, fait disparaître les termes de cisaillement et donne
comme résultat l’équation générale du critère de Tsai-Wu :

Critère de Tsai-Wu

f1σ11 + f2σ22 + f3σ33 +2 f12σ11σ22 +2 f13σ11σ33 +2 f23σ22σ33+

+ f11σ2
11 + f22σ2

22 + f33σ2
33 + f44σ2

23 + f55σ2
13 + f66σ2

12 = 1 (1.2)

L’identification des coefficients fi et fi j de l’équation 1.2 est faite en utilisant les
contraintes de rupture d’un pli unidirectionnel dans les trois axes d’orthotropie, en traction
et en compression en plus de la contrainte à rupture en cisaillement. L’identification des
coefficients f12, f13 et f23 pose des difficultés supplémentaires par rapport aux autres
coefficients, elle implique des essais de traction biaxial très difficiles à exécuter et par
défaut sont fixés en fonction d’autres coefficients.

Un autre critère très utilisé dans l’industrie est le critère de Puck (Puck et Schneide,
1969). Il propose de décomposer la rupture en deux familles, la rupture des fibres (FF pour
fiber failure), et la rupture entre fibres (IFF pour interfiber failure). La rupture des fibres
est évaluée en utilisant un critère simple en contrainte, les équations 1.3 et 1.4 résument
la condition de défaillance.

17



Structures composites stratifiées

Critère de Puck, mode FF :
σ1

Rt
‖

= 1 si σ1 > 0 (1.3)

σ1

Rc
‖

= 1 si σ1 < 0 (1.4)

Rt
‖ et Rc

‖ sont les contraintes à rupture en traction et compression dans la direction des
fibres d’un pli élémentaire. Dans (Puck et Schürmann, 1998; Edge, 1994) des couplages
sont introduits pour prendre en compte l’influence des chargements combinés sur le mode
de rupture IFF, comme l’influence du cisaillement dans la contrainte maximale de rupture
en compression.

La condition de rupture IFF est basée sur le critère de rupture de Mohr pour des maté-
riaux fragiles. Comme Mohr, Puck fait l’hypothèse que la rupture dépend exclusivement
des efforts sur le plan de rupture. En raison de la présence des fibres, le plan de rupture
ne peut pas avoir une orientation quelconque, et il est supposé parallèle aux fibres. La
figure 1.3 représente l’état de contrainte d’un VER (volume élémentaire représentatif) de
matière du pli élémentaire.

θ

x1

x2

x3

σ1
σ2

σ3

τ12

τ12

τ23

τ23
τ13

τ13
τn1 σn

τnt

xn

xt

FIG. 1.3: Critère de Puck : Rupture en mode IFF

Selon l’état de contrainte locale, le critère de rupture IFF est défini par les équations
1.5 et 1.6. RA

⊥⊥ et RA
⊥‖ correspondant à la contrainte de rupture en cisaillement dans les

deux plans (⊥⊥ et ⊥‖)1,2, et RtA
⊥ la contrainte normale de rupture en traction sur le plan

de rupture définie par l’angle θ. La difficulté de ce critère réside dans la détermination du
plan de rupture, qui n’est pas défini à priori.

1⊥⊥ : plan perpendiculaire aux fibres
2 ⊥‖ : plan aligné avec la direction des fibres
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Critère de Puck, mode IFF :
(

τnt

RA
⊥⊥

)2

+

(

τn1

RA
⊥‖

)2

+

(

σn

RtA
⊥

)2

= 1 si σn ≥ 0 (1.5)

(

τnt

RA
⊥⊥ −Pc

⊥⊥σn

)2

+

(

τn1

RA
⊥‖ −Pc

⊥‖σn

)2

= 1 si σn < 0 (1.6)

Les critères présentés précédemment sont insuffisants si nous nous intéressons à l’évo-
lution des mécanismes de dégradation jusqu’à la rupture finale, même s’ils ont suivi, au
cours des dernières années, plusieurs améliorations qui leur permettent de prendre en
compte de mieux en mieux les phénomènes physiques.

L’une d’entre elles est proposée par (Laurin et al., 2007). Basée sur l’idée de deux
modes de rupture (FF et IFF), elle étend le critère en ajoutant des couplages entre les
différents modes de chargement. En plus, un modèle d’endommagement est utilisé pour
modéliser la dégradation progressive des constituants, après que le critère de rupture est
atteint.

3.2 Modèles à l’échelle fine

L’échelle fine (de l’ordre du micromètre) est adéquate pour comprendre le sens phy-
sique de chaque phénomène. À cette échelle, les phénomènes comme la rupture des fibres
et la décohésion fibre-matrice peuvent être traités de manière discrète.

Le traitement du problème micro nécessite deux étapes : le calcul du champ solution
sur la microstructure dégradée (microfissures), puis l’application des critères d’initiation
et de propagation pour évaluer l’évolution des mécanismes.

La simulation de la ruine d’une structure composite à cette échelle pose deux pro-
blèmes majeurs. D’une part, l’identification des quantités physiques à cette échelle en-
gendre des problèmes techniques considérables (par exemple la mesure du module d’élas-
ticité radial d’une fibre, la mesure de la distribution des fibres dans un pli) d’autre part, la
puissance de calcul actuelle ne permet que la simulation de petits volumes de matière. Les
méthodes de calcul actuelles ainsi que la puissance de calcul requise pour la simulation
d’une structure complète à cette échelle ne sont pas encore disponibles.

La variabilité est une question importante des problèmes à l’échelle fine. L’analyse
d’un petit volume de matière peut ne pas être représentative de toute la structure. De
plus, la description des caractères aléatoires, aussi bien géométriques que matériaux, peut
s’avérer difficile.

3.3 Modèles à l’échelle méso

L’échelle méso, comme son nom le dit, est l’échelle intermédiaire entre l’échelle de
la structure (macro) et l’échelle du matériau (micro). Elle est tout à fait appropriée à la
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modélisation, de manière homogénéisée, des mécanismes de dégradation du matériau des
échelles inférieures (par exemple la décohésion fibre-matrice et la plasticité de la matrice).
Mais elle permet également de garder l’hétérogénéité structurale (par exemple les plis à
différentes orientations, les trous. . .), qui est très importante pour une description correcte
des phénomènes où la redistribution de contrainte joue un rôle majeur (macrodélaminage).

De très nombreux travaux ont été menés dans le cadre de la mécanique continue de
l’endommagement. Les microfissures à l’intérieur d’un matériau ne sont plus décrites
comme des discontinuités du milieu, mais par un abaissement de la raideur. Cette idée,
originale de Rabotnov et Kachanov, a été développée par Lemaître et Chaboche pour les
matériaux métalliques, et par Mazars et Pijaudier-Cabot pour les matériaux du génie civil.
Dans le cadre de matériaux anisotropes et en particulier des composites, une solution est
proposée par Ladevèze (1983). Il s’agit d’utiliser un minimum de variables internes pour
caractériser l’état du matériau et la construction d’une cinématique d’endommagement
appropriée au type de matériau étudié.

Une des mises en œuvre de cette théorie est le méso-modèle pour les composites
stratifiés (Ladevèze, 1986). Une de ses particularités est le traitement des dégradations de
façon continue à l’échelle du pli. Ce modèle a été retenu pour le reste de l’étude, il est
exposé en détail dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Méso-modèle amélioré pour composites
stratifiés

Ce chapitre présente la description du modèle de composite

retenu pour l’étude. Basé sur la mécanique de

l’endommagement, le modèle traite chaque phénomène avec

des variables indépendantes, permettant d’en introduire des

nouveaux à volonté, ou de les coupler de manière directe.

Enfin, des améliorations possibles seront présentées.
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Méso-modèle amélioré pour composites stratifiés

§ 1 Introduction

Les phénomènes de dégradation présentés précédemment font intervenir l’échelle du
pli élémentaire, qui est très propice à l’étude de la ruine du composite. Le méso-modèle
développé au LMT-Cachan depuis 1986 exploite cette échelle. Il permet de se placer dans
une échelle intermédiaire entre l’échelle micro (siège de dégradations) et l’échelle macro
(siège de comportements structuraux).

Le méso-modèle se base sur deux hypothèses fortes, a) toute structure composite stra-
tifiée peut être modélisée à partir de deux méso-constituants, le pli élémentaire et l’inter-
face (voir figure 2.1) (Ladevèze, 1986), et b) les différents mécanismes de dégradation
restent constants dans l’épaisseur du pli (mais pas dans l’épaisseur du stratifié).

Composite

Pli élémentaire

Interface

FIG. 2.1: Composite et méso-constituants

La structure stratifiée est donc représentée par un empilement de monocouches homo-
gènes dans l’épaisseur et d’interfaces interlaminaire. Chacun de ces constituants, assimi-
lables à un milieu continu, a un comportement propre indépendant de la structure dans
laquelle il vient s’insérer.

L’interface va quant à elle gérer les phénomènes de délaminage plus ou moins pro-
gressifs entre plis (Allix et Ladevèze, 1992).

Le modèle a été fortement amélioré en lui incorporant des informations issues de tra-
vaux d’homogénéisation des modèles à l’échelle inférieure (Ladevèze et Lubineau, 2002).
Ces travaux on permit d’avoir un pont rigoureux entre la micro- et la méso-mécanique per-
mettant ainsi l’équivalence entre les quantités micro (taux de fissuration) et les quantités
méso (endommagement apparent).

Un autre point important est l’introduction de « l’effet retard » (Allix et al., 2003). Il
permet de pallier la dépendance pathologique de la solution vis-à-vis du maillage donc
souffrent tous les modèles avec un comportement adoucissant.

§ 2 Méso-constituant pli

La mécanique de l’endommagement, initié par Rabotnov et Kachanov, permet de dé-
crire l’influence des microfissures sur le comportement du matériau à l’échelle supérieure.
Les mécanismes de dégradation sont alors modélisés par une diminution de la rigidité en
utilisant des variables internes appelées variables d’endommagements.
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Le pli élémentaire est une entité volumique qui représente une ou plusieurs couches
unidirectionnelles de matériaux composites. Il est homogène et son état d’endommage-
ment est supposé constant dans l’épaisseur. Les mécanismes pris en compte, au sein du
méso-constituant pli, sont la décohésion fibre-matrice, la rupture matricielle, la fissuration
transverse et la rupture fibre.

La définition du comportement du pli élémentaire fait intervenir un repère local dé-
fini par la direction des fibres N

pli
1 , la direction transverse dans le plan du pli N

pli
2 , et la

direction normale N
pli
3 (voir figure 2.2).

N
pli
1

N
pli
2

N
pli
3

FIG. 2.2: Repère local du pli

Trois variables d’endommagement sont introduites pour relier l’évolution des méca-
nismes de dégradation à la chute de raideur.

– d f : endommagement sens fibre (rupture des fibres)
– d′ : endommagement diffus transverse (décohésion fibre-matrice)
– d : endommagement diffus en cisaillement (décohésion fibre-matrice)

Des développements récents ont permis d’effectuer des liens rigoureux entre méso-
mécanique et micromécanique des CMO (Ladevèze et Lubineau, 2001, 2003b). Le méso-
modèle standard peut ainsi être amélioré et reconstruit comme une homogénéisation sys-
tématique de modèles micromécaniques ayant un sens physique fort. Le méso-modèle,
dans sa version améliorée, introduit trois variables d’endommagement supplémentaires
(Lubineau et Ladevèze, 2008).

– d̄22, d̄12 et d̄23 : endommagement dû à la fissuration transverse

L’endommagement est lié directement au phénomène sous-jacent de microfissuration.
Une contrainte négative sur le matériau referme ces fissures donnant au matériau des
comportements différents en traction et en compression. Le caractère unilatéral des fer-
metures des fissures est modélisé par l’introduction de la notion de partie positive sur
la contrainte, qui permet de séparer l’énergie de déformation en deux parties. La partie
en traction endommageable, et la partie en compression où les fissures sont refermées et
l’endommagement apparent est nul.
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2.1 Loi d’état

L’énergie du pli élémentaire est définie par l’équation 2.1, σσ étant le tenseur de con-
trainte et S le tenseur de souplesse (équation 2.2).

ed =
1
2

σσSσσ (2.1)

S =








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avec,

(1−d23) =
1−d′

1− ν0
23

1+ν0
23

d′
(2.3)

L’équation 2.3 dérive de l’hypothèse que le pli élémentaire, avec un endommagement
diffus, a un comportement isotrope transverse. Cette hypothèse est fondée sur le type de
phénomène sous-jacent. La décohésion fibre matrice (voir figure 2.3), activée par un effort
transversal, se développe tout autour de fibres ayant un impact sur les propriétés dans le
plan perpendiculaire aux fibres (cf. annexe A).

10 µm

FIG. 2.3: Décohésions fibre matrice (d’après Sjögren et Berglund (2000) )

L’opérateur [ · ]+(fonction Heaviside), de l’équation 2.2, permet d’activer ou de désac-
tiver l’endommagement selon le signe de la contrainte. L’exposant ( ·)0 désigne les pro-
priétés matériau non endommagées.
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La valeur des différentes variables d’endommagement peut varier entre 0 et 1. Mais
si l’opérateur [S] n’est plus défini positif, pour un état d’endommagement donné, nous
pouvons considérer que le matériau est complètement endommagé.

Le processus de fabrication de plis unidirectionnels ne permet pas d’assurer l’aligne-
ment absolu des fibres dans une direction. En effet, une variation de ±θ◦ dans l’aligne-
ment des fibres est attendue. Pour un pli haute performance en carbone, la variation peut
atteindre des valeurs de ±2◦ (Yokozeki et al., 2006). À l’échelle méso-scopique, cela se
traduit par un comportement hyperélastique dans le sens fibre.

En compression, une perte de rigidité est observée, à cause de l’amplification du phé-
nomène de désalignement.

Au contraire, une rigidification est observée si le matériau est soumis à une contrainte
de traction dans le sens fibre (réalignement des fibres à l’échelle micro). Les fibres en
carbone présentent aussi une rigidification en traction causée par un alignement de la
structure cristalline sous un chargement en traction (Donnet et al., 1998).

Ces deux phénomènes sont modélisés par un modèle hyperélastique quadratique. Ceci
est introduit à travers une modification des propriétés élastiques du pli dans le sens fibre :

E0
1 = E0

1 (ε11) = EINI

(

1+ 〈ε11〉+
E+ + 〈ε11〉−E−

)

(2.4)

Dans l’équation 2.4, les opérateurs 〈 · 〉
+

et 〈 · 〉− désignent les parties positives et né-
gatives de ( ·) respectivement, EINI corresponds à la rigidité d’un pli unidirectionnel à
l’origine et E+ et E− la variation de la rigidité en fonction de la déformation.

2.2 Loi d’évolution

Les quantités duales des variables d’endommagement peuvent être déduites à partir du
potentiel défini par l’équation 2.1. Les forces thermodynamiques ainsi calculées pilotent
l’endommagement à travers les lois d’évolutions qui sont identifiées, à partir d’essais,
pour chaque phénomène de dégradation.

2.2.1 Endommagement diffus

À l’échelle du pli la décohésion fibre-matrice peut être traitée de manière homogène.
Les variables d’endommagement d et d′ permettent de modéliser ce phénomène. Les
forces thermodynamiques Ȳd et Ȳd′ , quantités duales aux variables d’endommagement,
sont calculées à partir de la définition de l’énergie :

Yd =

〈〈

−∂ed

∂d

∣

∣

∣

∣

σσ=cste

〉〉

H

Yd′ =

〈〈

−∂ed

∂d′

∣

∣

∣

∣

σσ=cste

〉〉

H

(2.5)

Dans les équations 2.5, l’opérateur 〈〈 · 〉〉H représente la moyenne dans l’épaisseur du pli
élémentaire, de manière à rester cohérent avec l’hypothèse d’homogénéité des variables
d’endommagement dans l’épaisseur du pli élémentaire.

Les équations 2.6 et 2.7 montrent les expressions complètes des forces thermodyna-
miques après différentiation.
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Yd =

〈〈

σ2
12

2G0
12(1−d)2(1− d̄12)

+
σ2

13

G0
3(1−d)2

〉〉

H

(2.6)

Yd′ =

〈〈

〈σ22〉+

2

2E0
2 (1− [σ22]

+
d̄22)(1− [σ22]

+
d′)2

〉〉

H

+

〈〈

〈σ33〉+

2

2E0
3 (1− [σ22]

+
d′)2

〉〉

H

+

〈〈

σ2
23(1− ν23

1+ν23
(d′+d′2 −1))

2G0
23(1−d′)2(1−d23)

〉〉

H

(2.7)

Les forces thermodynamiques pilotent la loi d’évolution. La figure 2.4 montre l’évo-
lution typique de l’endommagement dans un pli unidirectionnel. On peut observer une
limite maximale de l’endommagement diffus. Quand la limite est atteinte (vers d = 0,55),
on observe la coalescence de la décohésion fibre-matrice et cela se traduit par l’apparition
de la fissuration transverse.

0,3

0,2

0,1

d

0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4

0,5

0,4

√
Yd (MPa0,5)

: expérimental
: fd(

√
Yd) (linéaire)

FIG. 2.4: Endommagement en cisaillement du matériau M55J/M18 et fonction
√

Yd → fd(
√

Yd)
(Ladevèze et al., 2000)

À partir des essais expérimentaux, la loi d’évolution est définie par les équations sui-
vantes :

Ȳ = Yd +byYd′ (2.8)

w =

√
Ȳ −

√
Y0√

Yc −
√

Y0
(2.9)

d =

{

w si sup
τ≤t

(w) < ds

ds si sup
τ≤t

(w) ≥ ds
et d′ = bdd (2.10)
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Dans les équations 2.8 et 2.10, les quantités by et bd correspondent aux termes de
couplages. Les quantités Y0 et Yc caractérisent le point d’initiation et la pente de la loi
d’évolution, et ds le point de saturation de la décohésion fibre-matrice.

Remarque : dans la version classique du méso-modèle (Ladevèze et al., 2000), le phé-
nomène de coalescence de fissures (fissuration transverse) était pris en compte par une
variante de l’équation 2.10, fixant d égal à 1 dans le cas où d est supérieur à ds. Ce com-
portement ne permet pas de prendre en compte le comportement homogénéisé d’un pli
fissuré. Cette loi a été modifiée au moment de l’introduction du modèle de fissuration
transverse (Ladevèze et Lubineau, 2001, 2003b).

2.2.2 Endommagement sens fibre

La rupture fibre en traction est modélisée en utilisant un critère en contrainte classique.
En compression, un couplage avec l’endommagement en cisaillement (d) est mis en place
pour prendre en compte l’influence du cisaillement. La force thermodynamique associée
à d f (équation 2.12) est calculée de manière classique :

Yd f
=

〈〈

−∂ed

∂d f

∣

∣

∣

∣

σσ=cste

〉〉

H

(2.11)

Yd f
=

〈〈

σ2
11

2E0
1(1−d f )2

〉〉

H

(2.12)

Avec les forces thermodynamiques Ȳd f
et Ȳd , la loi d’évolution est :

w =











Yd f

Y T
d f

si σ11 > 0 traction

Yd f

YC
d f

+ k
Yd

Yc
si σ11 < 0 compression

(2.13)

d f =

{

1 si sup
τ≤t

(w) ≥ 1
0 si sup

τ≤t
(w) < 1

(2.14)

Dans l’équation 2.13, Y T
d f

et YC
d f

sont les seuils de rupture en traction et en compression
respectivement. Le paramètre k permet de régler le couplage entre le mode de cisaillement
et la rupture fibre en compression.

2.2.3 Fissuration transverse

Les développements réalisés par Ladevèze et Lubineau (2001, 2003b) permettent la
construction d’un modèle de fissuration transverse en accord avec un modèle microméca-
nique. Ce modèle micromécanique se base sur deux hypothèses.

– L’évolution de la fissuration dépend du taux de restitution d’énergie.

G = −∂Ep

∂A
(2.15)
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Dans Ladevèze et al. (2006b), on montre que cette définition est une bonne approxi-
mation du taux de restitution discret utilisé dans la micromécanique.

– La fissuration transverse sature à un niveau ρs observé expérimentalement
(Henaff-Gardin et Lafarie-Frenot, 1992).

L

H
A

b

FIG. 2.5: Volume élémentaire pour le calcul de l’énergie

On considère l’intégrale de l’énergie sur un volume de matière (figure 2.5) de longueur
L, épaisseur de pli H, et d’aire fissurée A :

Ed = LHed (2.16)

À partir de l’énergie définie par l’équation 2.16, et G (équation 2.15) qui joue le rôle
de force thermodynamique, on peut écrire :

Yρ = − ∂Ed

∂A

= LH

[

〈σ22〉+

2

2E0
2(1− d̄22)2(1−d′)

−
ν23 〈σ22〉+

σ33

E0
2 (1− d̄22)2

]

∂d̄22

∂A

+LH

[

σ2
12

2G0
12(1− d̄12)2(1−d)

]

∂d̄12

∂A

+LH

[

σ2
23

2G0
23(1− d̄23)2(1−d)

]

∂d̄23

∂A

(2.17)

L’introduction de la notation suivante (équations 2.18, 2.19 et 2.20) permet de séparer
les contributions des variables d’endommagement liées à la fissuration transverse (d̄22,
d̄12 et d̄23).

Yd̄22
=

〈〈

H

[

〈σ22〉+

2

2E0
2 (1− d̄22)2(1−d′)

−
ν23 〈σ22〉+

σ33

E0
2(1− d̄22)2

]〉〉

H

(2.18)

Yd̄12
=

〈〈

H

[

σ2
12

2G0
12(1− d̄12)2(1−d)

]〉〉

H

(2.19)
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Yd̄23
=

〈〈

H

[

σ2
23

2G0
23(1− d̄23)2(1−d)

]〉〉

H

(2.20)

Dans les équations précédentes, H est l’épaisseur équivalente pour un pli intérieur. En
conséquence si le pli est un pli de peau, la valeur H utilisée doit être deux fois la valeur
réelle (Ladevèze et Lubineau, 2003a).

Les quantités Yd̄22
, Yd̄12

et Yd̄23
ne sont pas des forces thermodynamiques dans le sens

strict du terme. Elles sont reliées au taux de fissuration transverse ρ.

ρ =
A

L
(2.21)

L’expression 2.17 peut être réécrite de la manière suivante (Lubineau et Ladevèze,
2008) :

Yρ =

[

Yd̄22

∂d̄22

∂ρ
+Yd̄12

∂d̄12

∂ρ
+Yd̄23

∂d̄23

∂ρ

]

(2.22)

Les taux de restitution d’énergie critique pour les trois modes de rupture GC
I , GC

II et
GC

III (respectivement mode I, mode II et mode III) permettent de définir l’enveloppe de
rupture. La fissuration transverse est le résultat de la coalescence des microfissures (dé-
cohésion fibre-matrice). Pour prendre en compte l’aire déjà fissuré (présence d’endom-
magement diffus), les taux de restitution critique sont pondérés par l’endommagement
diffus.









Yd̄22

∂d̄22
∂ρ

GC
I (1−d′)





α

+





Yd̄12

∂d̄12
∂ρ

GC
II(1−d)





α

+





Yd̄23

∂d̄23
∂ρ

GC
III(1− d̄23)





α



1
α

= 1 (2.23)

Le paramètre α permet de contrôler la manière d’additionner les contributions des
modes.

L’homogénéisation numérique du modèle micro (Ladevèze et Lubineau, 2001) a per-
mis de définir une famille de fonctions capables d’associer un état endommagement à un
état de fissuration donné. Les fonctions f22, f12 et f23 (équation 2.24) permettent ainsi de
transférer de l’information entre l’échelle micro (discontinue) et l’échelle méso.

d̄22 = f22(ρ) d̄12 = f12(ρ) d̄23 = f23(ρ) (2.24)

Enfin, le modèle de fissuration se résume comme suit :
si ρ < ρs :

ρ = sup
τ≤t

[

G
{

((γIYd̄22
)α +(γIIYd̄12

)α +(γIIIYd̄23
)α)

1
α

}]

(2.25)

avec,
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G : x →
(

∂d̄22

∂ρ

)−1(1
x

)

(2.26)

γI =
1

GC
I (1−d)

(2.27)

γII =

∂d̄12
∂ρ

∂d̄22
∂ρ

GC
II(1−d)

(2.28)

γIII =

∂d̄23
∂ρ

∂d̄22
∂ρ

GC
III(1−d23)

(2.29)

si non :

ρ = ρs (2.30)

L’opérateur sup
τ≤t

[ · ] (équation 2.25) permet d’assurer que le taux de fissuration est crois-
sant.

Pour vérifier que la dissipation est positive, il faut dd
dt

≥ 0 (l’endommagement ne peut
qu’augmenter). Cette condition est imposée aux variables d’endommagement d f , d et d′,
ainsi qu’au taux de fissuration ρ. Les variables d’endommagement d̄22, d̄12 et d̄23 quant à
elles n’ont pas besoin d’être restreintes, elles sont directement liées à ρ.

2.2.4 Déformation anélastique

Ce phénomène, provenant de la plasticité de la matrice ainsi que du frottement des
lèvres des fissures, peut être modélisé par un modèle de plasticité.

La notion de quantités effectives permet l’introduction d’un modèle de plasticité en
s’affranchissant de l’influence de l’endommagement durant l’écriture de la loi d’évolution
plastique.

La contrainte effective est définie comme suit :

ˆ̃σ =





















σ11
σ22

(1−[σ22]
+
d′)

σ33
(1−[σ33]

+d′)
σ12

(1−d)
σ13
1−d
σ23

(1−d23)





















(2.31)

La forme du taux de déformation effectif est déduite à partir de l’équation précédente
et de la vérification de la dissipation de la déformation plastique vraie.
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Φp = Tr(σ̃σ · ˙̃εεp) = Tr(σσ · ε̇εp) (2.32)

σ̃σ et ˙̃εεp sont les conjuguées, au sens de la dissipation, des contraintes et déforma-
tions plastiques vraies respectivement. Nous introduisons l’opérateur Θ liant les quantités
vraies et effectives, tel que :

ˆ̃σ = Θ · σ̂ (2.33)

Θ =























1 0 0 0 0 0

0 [σ22]
−+ [σ22]

+

(1−d′) 0 0 0 0

0 0 [σ33]
−+ [σ33]

+

(1−d′) 0 0 0

0 0 0 1
(1−d) 0 0

0 0 0 0 1
(1−d) 0

0 0 0 0 0 1
(1−d23)























(2.34)

Le taux de déformation plastique effective s’exprime alors par :

ˆ̃̇εp =

















˙ε11 p

˙ε22 p([σ22]
+(1−d′)+ [σ22]

+)
˙ε33 p([σ33]

+(1−d′)+ [σ33]
+)

˙ε12 p(1−d)
˙ε13 p(1−d)

˙ε23 p(1−d23)

















(2.35)

De manière évidente, nous avons :

ˆ̇εp = Θ · ˆ̃̇εp (2.36)

L’évolution plastique s’appuie sur un modèle de plasticité classique, mais portant
sur les quantités effectives. Une loi plastique (pour des matériaux composites laminés
carbone-époxyde) a été développé par Ladevèze et Le Dantec (1992). Dans le cadre de
composites unidirectionnels, presque la totalité de la charge dans la direction des fibres
est supporté par ces dernières, en conséquence dans modèle, il n’y a pas d’écoulement
plastique dans la direction des fibres (ε11 p = 0),

Le domaine d’élasticité en 3D est donc défini par la fonction de charge :

f (σ̃σ, p) =
√

σ̃2
12

+ σ̃2
13

+a2(σ̃2
22

+ σ̃2
33

)+ σ̃2
23
−R(p)−R0 ≤ 0 (2.37)

Dans l’équation 2.37, a est un paramètre de couplage et R0 la limite élastique. La
fonction d’écrouissage (équation 2.38) est déterminée expérimentalement en fonction de
la plasticité cumulée (Ladevèze, 1991). La fonction d’écrouissage utilisé dans l’étude a la
forme suivante :
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R(p) = K pM (2.38)

Les paramètres matériau K et M peuvent être identifiés à partir d’un essai [±453]s par
exemple (Herakovich et al., 2000).

L’utilisation d’un modèle de plasticité plus complexe (par exemple modèle à écrouis-
sage cinématique) ne pose aucune difficulté supplémentaire. Dans les cas où la capture
de boucles d’hystérésis est importante (cas d’un essai avec un chargement cyclique), un
modèle de plasticité plus riche s’impose.

Le modèle de pli est finalement constitué de 25 paramètres (6 élasticité, 5 endom-
magement diffus, 3 rupture fibre, 5 fissuration transverse et 3 plasticité), en plus des trois
fonctions provenant de l’homogénéisation numérique. L’identification des paramètres peut
être effectuée de façon séquentielle. Quatre types d’éprouvette sont nécessaires pour
l’identification de tous les paramètres matériaux ( [0]8,[±45]2s, [±67,5]2s, [0n/90m]s).
Dans un premier temps, les paramètres élastiques sont identifiés à partir d’essais de trac-
tion et compression de plaques unidirectionnelles. Ensuite les paramètres d’endommage-
ment diffus sont identifiés à partir du début de la courbe de traction sur une éprouvette
[±45]2s. Des chargements cycliques sur la même éprouvette permet l’identification des
paramètres du modèle de plasticité. L’éprouvette [±67,5]2s, permet d’identifier E0

2 et le
terme de couplage (by). Enfin, une campagne d’essai sur des éprouvettes du type [0n/90m]s
permet la caractérisation complète de la fissuration transverse. Plus de détails sur l’iden-
tification dans (Ladevèze et Le Dantec, 1992; Allix et al., 1996; Herakovich et al., 2000;
Lubineau, 2002). La liste des valeurs typique pour les paramètres du pli c’est trouve dans
annexe B.

§ 3 Méso-constituant interface

L’interface est introduite pour modéliser correctement le délaminage entre deux plis
voisins (Allix et Ladevèze, 1992), et elle peut être interprétée comme la couche fine de
matrice existant entre ces deux plis. La modélisation se fait en utilisant le concept d’inter-
face cohésive introduit par Barenblatt (1962).

L’interface est introduite seulement dans les cas où les deux plis adjacents ont des
directions différentes θ+ 6= θ−. Le cas θ/θ n’est pas considéré comme une interface méso-
modèle principalement parce que le phénomène de fissuration transverse peut se propager
sans difficulté d’un pli à l’autre.

Par conséquent, elle est modélisé comme une entité bidimensionnelle chargée du
transfert des contraintes et déplacements d’un pli à l’autre. Elle permet la modélisation du
délaminage.

Les directions principales de l’interface sont, Ni
3 la direction normale à l’interface, et

Nint
1 et Nint

2 les bissectrices des angles formés par les fibres du pli supérieur et inférieur
(figure 2.6).

Le saut de déplacement (équation 2.39) entre la face supérieure et la face inférieure
de l’interface est exprimé dans la base locale Nint

1 , Nint
2 et Nint

3 .
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Nint
1

Nint
2

Nint
3

N
pli
1

−

N
pli
1

+Pli+

Pli−
Interface

FIG. 2.6: Repère local de l’interface

JUK = U+−U− = JU1KNint
1 + JU2KNint

2 + JU3KNint
3 (2.39)

3.1 Loi d’état

Comme pour le pli, l’énergie de déformation de l’interface (e = 1
2σinttSintσint) est

définie en utilisant le tenseur de souplesse Sint chargé de prendre en compte l’état de
l’endommagement et le comportement unilatéral en mode I (équation 2.41).

σintt = [σ33 σ13 σ23] (2.40)

et

Sint =









1
K0

3 (1−[σ33]
+
dI)

0 0

0 1
K0

1 (1−dII)
0

0 0 1
K0

2 (1−dIII)









(2.41)

avec

K0
1 =

2G13

e
, K0

2 =
2G23

e
, K0

3 =
E3

e
(2.42)

Les paramètres G13, G23 et E3 sont les propriétés élastiques de la matrice, et e l’épais-
seur physique de l’interface.

3.2 Loi d’évolution

La formulation de la loi d’évolution pour l’interface est similaire au pli. Les trois
variables d’endommagement dI , dII et dIII sont associées aux trois modes d’excitation de
l’interface (voir figure 2.7).

Les modes II et III sont équivalents, mais dans des directions différentes. Le mode III
ne correspond donc pas au mode III classiquement utilisé dans la mécanique de la rupture.

Avec l’équation 2.39, l’expression de l’énergie peut être écrite en fonction de JUK.

ed =
1
2

(

K3JU3K
2 +K1JU1K

2 +K2JU2K
2) (2.43)

Les forces thermodynamiques écrites dans la base d’orthotropie de l’interface de-
viennent :
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Mode I Mode II Mode III

FIG. 2.7: Modes de chargement de l’interface

YdI
= −∂ed

∂dI

∣

∣

∣

∣

σσ=cste
=

〈

σ0
33

〉

+
JU3K

2
=

K0
3 〈JU3K〉+

2

2
(2.44)

YdII
= − ∂ed

∂dII

∣

∣

∣

∣

σσ=cste
= σ0

13JU1K =
K0

1JU1K
2

2
(2.45)

YdIII
= − ∂ed

∂dIII

∣

∣

∣

∣

σσ=cste
= σ0

23JU2K =
K0

2 JU2K
2

2
(2.46)

Les variables d’endommagement de l’interface sont pilotées par une force d’endom-
magement unique :

Ȳ =
(

(YdI
)αi +(γIIYdII

)αi +(γIIIYdIII
)αi
)

(

1
αi

)

(2.47)

et

w =

(

n

1+n

〈Ȳ −Y0〉+

Yc −Y0

)n

(2.48)

α, n et Y0 sont des paramètres matériau.
L’équivalence énergétique par rapport à la mécanique de la rupture est assurée par les

équations 2.49.

Yc = GC
I , γII =

GC
I

GC
II

, γIII =
GC

I

GC
III

(2.49)

Nous pouvons constater que l’arrêt des fissures de la fissuration transverse sur l’inter-
face génère des concentrations de contraintes importantes, qui peuvent accélérer l’appa-
rition du délaminage local (Crossman et Wang, 1982). L’introduction d’une équation de
couplage dans la loi d’évolution de l’interface permet de prendre en compte ce phéno-
mène. Ainsi, la loi d’évolution de l’interface est couplée à l’état d’endommagement de
plis adjacent. Ce couplage est formulé à partir de la moyenne entre les taux de fissuration

(ρ̄ = ρ++ρ−

2 ) des plis adjacents (équation 2.21).

34



Effet retard

Finalement, la définition des variables d’endommagement de l’interface fait interve-
nir un terme local (force thermodynamique) et un terme non local (taux de fissuration
transverse des plis adjacents) (Ladevèze et al., 2006a; Lemauff et Martini, 2007).

dI = w (2.50)

dII = dI +(1−dI)2aiρ̄sin2
(

θ

2

)

(2.51)

dIII = dI +(1−dI)2aiρ̄cos2
(

θ

2

)

(2.52)

Dans les équations 2.51 et 2.52, ai est un paramètre de couplage et θ est l’angle formé
par les directions fibre de deux plis adjacents (θ = cos−1(N

pli+
1 .N

pli−
1 )). La valeur de ai

est calculée en même temps que l’homogénéisation numérique.
Dans le cas où le taux de fissuration des plis adjacents atteint la saturation (équation

2.30), on peut de manière pragmatique, dire que l’interface est complètement endomma-
gée.

si ρ̄ = ρs

dI = dII = dIII = 1 (2.53)

Le modèle d’interface est donc composé de 3 paramètres élastiques et 5 paramètres
pour l’endommagement et 1 paramètre pour le couplage avec les plis adjacent. Les pa-
ramètres élastiques sont déduits des propriétés élastiques de la matrice pure. Les taux de
restitution d’énergie sont identifiés à partir des essais DCB. La valeur de α est identifiée
en mesurant la résistance de l’interface pour un chargement en mode mixte (Allix et al.,
1998).

§ 4 Effet retard

Les solutions numériques des modèles adoucissants souffrent d’une dépendance pa-
thologique vis-à-vis de la discrétisation éléments finis (Needleman, 1988). La solution
éléments finis de problèmes standard d’endommagement ne semble pas converger vers
une solution avec le raffinement du maillage. Dans ces cas, la déformation se localise
dans une zone de la taille d’un élément. Au fur et à mesure que l’on raffine le maillage,
la zone de localisation diminue et reste toujours de la taille d’un élément. Le cas le plus
pathologique est observé lorsque la taille du maillage tend vers zéro. Dans ce cas, une
rupture sans dissipation d’énergie peut être observée (Peerlings, 1999).

Différentes techniques de limitation de localisation (formulation intégrale, gradient
implicite ou explicite, effet retard) peuvent être utilisées (Peerlings et al., 2002). Tous ces
modèles introduisent la notion du non local, soit dans le gradient, soit dans une forme
intégrale de la loi d’évolution. Dans notre cas, on utilise un limiteur de taux d’endom-
magement appelé effet retard (Needleman, 1988; Ladevèze et al., 2000). Basé sur l’idée
que l’endommagement ne peut pas se développer de manière instantanée, il introduit un
paramètre qui permet de régler la vitesse maximale d’endommagement.
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L’introduction de l’effet retard dans le modèle présenté précédemment mène à une
modification des lois d’évolution. La forme générale de l’effet retard permet d’introduire
la notion de vitesse d’endommagement dans le modèle. Dans l’équation 2.54, le point sur
les variables représente la dérivée par rapport au temps.

ḋ = 1
τc

(

1−H(〈w−d〉
+
)
)

, si d < 1

ḋ = 0 , si d ≥ 1
(2.54)

Dans (Allix et al., 2003), l’auteur propose une forme exponentielle pour la fonction
H(x) :

H(x) = e−ax (2.55)

Enfin, la loi retard s’écrit :

ḋ =
1
τc

(

1− e
(−a〈w−d〉

+
)
)

(2.56)

Dans l’équation 2.56, τc permet de fixer le taux d’endommagement maximal, et a le
caractère plus au moins fragile de la loi d’évolution.

L’utilisation de l’effet retard dans le méso-modèle amélioré mène à la modification de
certaines équations.

L’état du méso-constituant pli est défini par trois variables internes d f , d et ρ. Les
variables d′, d23, d̄22, d̄12 et d̄23 sont reliées aux autres variables à partir des équations 2.3,
2.10 et 2.24. L’effet retard ne s’applique donc qu’aux variables d f , d et ρ.

Pour la rupture de fibres l’équation 2.14 est remplacée par :

ḋ f =







1
τc

(

1− e
(−a〈1−d f 〉

+
)
)

si w ≥ 1

0 si w < 1 ou d f >= 1
(2.57)

Pour l’endommagement diffus l’équation 2.10 est remplacée par :

ḋ =

{

1
τc

(

1− e
(−a〈w−d〉

+
)
)

si d < ds

0 si d = ds

et ḋ′ = bḋ (2.58)

Pour la fissuration transverse ρ l’équation 2.25 est remplacée par :

ρ̇ =











1
τc

(

1− e
(−a

〈

G
{

((γIȲ22)
α+(γIIȲ12)

α+(γIIIȲ23)
α)

1
α

}

−ρ
〉

+
)
)

si ρ < ρs

0 si ρ = ρs

(2.59)
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L’état du méso-constituant interface est défini par deux variables dI et ρ̄. La variable
ρ̄ est définie à partir de l’état de deux plis adjacents, qui ont déjà l’effet retard inclus
dans leur formulation. Donc pour l’interface, l’effet retard ne s’applique qu’à la variable
interne dI .

L’équation 2.50 est donc remplacée par :

ḋI =
1
τc

(

1− e
(−a〈w−d〉

+
)
)

(2.60)

Il est clair que les quantités calculées (ḋ f , ḋ, ρ̇, dI) doivent être positives pour assurer
la non-réversibilité des processus dissipatifs.

L’identification des paramètres du modèle d’interface requiert une campagne d’essai
sur des éprouvettes du type DCB (double cantilever beam), ENF (end notched flexure),
MMF (Mmixed mode flexure) (Allix et al., 1998). Le paramètre de couplage avec la fissu-
ration transverse (ai) est évalué à partir d’un modèle microscopique(Lemauff et Martini,
2007). La liste des valeurs typiques pour les paramètres d’interface se trouve dans l’an-
nexe B.

§ 5 Améliorations apportées

Les moyens développés pendant la thèse ont permis le calcul de pièce avec le méso-
modèle, permettant de mettre en évidence deux situations où le modèle n’avait pas la
capacité de reproduire des essais expérimentaux.

5.1 Loi d’évolution pour la rupture fibre compatible avec l’effet
retard

L’équation 2.57 permet d’incorporer l’effet retard à la loi d’évolution de la rupture
fibre. La figure 2.8 montre la réponse, sur un point d’intégration (à paramètres matériau
fixe), pour différentes vitesses de chargement dans la direction fibre.

Nous pouvons remarquer que la vitesse de chargement a un réel impact sur le compor-
tement dans la zone endommageable, empêchant la localisation de la déformation. Mais
on observe aussi que, quand l’endommagement s’approche de 1, la vitesse d’endomma-
gement diminue considérablement (elle tend vers zéro). Cet effet a comme conséquence
une réserve de contrainte non négligeable. La raison est que dans l’équation 2.57 l’effet
retard est piloté par la valeur statique de l’endommagement (d f = 1, si w ≥ 1). C’est-à-
dire que si w est supérieur à 1 la vitesse d’endommagement ne dépend plus de l’état de
contrainte du matériau.

Nous proposons une variante de l’équation 2.57, que permet de prendre en compte
l’état de contrainte dans la vitesse d’endommagement.

ḋ f =

{

1
τc

(

1− e
(−a〈w−d〉

+
)
)

si w ≥ 1

0 si w < 1 ou d f = 1
(2.61)

37



Méso-modèle amélioré pour composites stratifiés

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
0

500

1000

1500

2000

2500

ε11

σ11

˙ε11 = 5,0×103/s
˙ε11 = 3,1×104/s
˙ε11 = 1,3×105/s
˙ε11 = 3,1×105/s
˙ε11 = 6,3×105/s
˙ε11 = 1,0×106/s
˙ε11 = 1,3×106/s

(a) Contrainte-déformation

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

ε11

d f

(b) Endommagement-déformation

FIG. 2.8: Évolution de l’endommagement sens fibre et lois retard
(loi de retard classique)

La différence est que l’effet retard est piloté par w et non par l’endommagement sta-
tique maximal d f = 1. La figure 2.9 montre la réponse sur un point d’intégration pour de
différentes vitesses de chargement dans la direction fibre, avec la nouvelle loi.

Nous constatons que la réserve de contrainte observée précédemment est éliminée, et
nous pouvons atteindre le niveau maximal d’endommagement d f = 1.

5.2 Réorientation de fibres due à la déformation

La réorientation de fibres est un phénomène qui apparaît dans des situations où la
charge n’est pas principalement supportée par les fibres. L’empilement [±45]ns en est
un bon exemple. Dans ce cas, la charge est supportée par une contribution de contrainte
dans la base locale des plis élémentaires (σ11, σ22 et σ12). Si l’on considère le cas d’une
plaque composite avec un empilement de [±θ]ns, au fur et à mesure que le spécimen est
chargé en traction, on observe un allongement dans la direction de la charge ainsi qu’une
contraction dans le sens transverse. Comme résultat, l’orientation des fibres est altérée
(voir figure 2.10).

Des travaux précédents (Sun et Zhu, 2000; Wisnom, 1995; Herakovich et al., 2000)
montrent, pour des laminés avec des empilements de [±45]s et [±67.5]s, que la variation
de l’orientation des fibres peut être estimée analytiquement.

En 2D, la variation dans l’orientation de fibres peut être calculée en fonction de la
déformation et de l’orientation initiale (équation 2.62 et 2.63).

θ′ = arctan

(

tan(θ)
1+ εy

1+ εx

)

(2.62)

∆θ = θ−θ′ (2.63)
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FIG. 2.9: Évolution de l’endommagement sens fibre et lois retard
(loi de retard modifiée)
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FIG. 2.10: Réorientation de fibres due à la déformation a) orientation initiale des fibres (θ),
b) orientation des fibres après déformation (θ′)

L’inconvénient de cette formulation est qu’elle s’exprime seulement en termes de εx et
εy, donc la déformation de cisaillement n’est pas prise en compte. En conséquence, ce type
de formulation n’est pas adaptée pour des spécimens non homogènes, par exemple des
éprouvettes trouées. La présence de cisaillement peut altérer de manière non négligeable
l’orientation des fibres.

FIG. 2.11: Réorientation de fibres due à la déformation. Ligne pointillée : configuration initiale,
Ligne continue : configuration déformée

La figure 2.11 schématise deux états de déformation. À gauche, la déformation est
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caractérisée seulement par les composantes normales, et la réorientation de fibres peut
être calculée à partir des équations 2.62 et 2.63. À droite, pour un état de déformation
général, la réorientation des fibres diffère si les termes en cisaillement sont négligés.

Pour traiter correctement ce phénomène, pour un état de déformation général et en
3D, une nouvelle formulation est proposée.

Pour un état de déformation donné, le gradient du déplacement est :

∇
xyz

u = ∇
xyz

u(x, t) (2.64)

Le gradient du déplacement (∇
xyz

u) peut être écrit dans la base locale du pli (équation
2.66) en utilisant la matrice de rotation P (équation 2.65).

P =







. . . N
pli
1 . . .

. . . N
pli
2 . . .

. . . N
pli
3 . . .






=
[

N
pli
1 ,N

pli
2 ,N

pli
3

]T

(2.65)

∇123u = Pt∇
xyz

uP (2.66)

Un point important de cette approche est que la déformation modifie l’orientation
seulement dans le plan du composite. L’introduction du projecteur Π permet d’extraire la
partie plane de la transformation :

Π =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 (2.67)

Ensuite, une transformation affine est construite :

Tl = Πt∇123uΠ+ I (2.68)

Dans le cas où la déformation dans le plan est nulle, la transformation devient l’iden-
tité et les directions d’orthotropie initiales sont conservées. La dernière étape consiste à
exprimer la transformation dans le repère global.

T = PTlP
t (2.69)

Ensuite, nous pouvons appliquer la transformation T à la direction sens fibre N
pli
1 pour

calculer la nouvelle direction N
pli
1new :

N
pli
1new =

TN
pli
1

∥

∥

∥
TN

pli
1

∥

∥

∥

(2.70)

La direction transverse N
pli
2new reste toujours orthogonale à N

pli
1new, en conséquence elle

devient :

40



Bilan

N
pli
2new =

N
pli
2 −N

pli
1

〈

N
pli
1new,N

pli
2

〉

∥

∥

∥
N

pli
2 −N

pli
1

〈

N
pli
1new,N

pli
2

〉∥

∥

∥

(2.71)

Comme la transformation affine ne s’applique qu’aux vecteurs dans le plan du pli
élémentaire, la direction hors plan reste inchangée :

N
pli
3new = N

pli
3 (2.72)

La figure 2.12 montre la variation d’angle pour une éprouvette élastique [±θ]ns, pour
différents niveaux de déformation axiale. L’état de déformation dépend du chargement
ainsi que de l’orientation des fibres, et la variation d’angle dépend de l’état de déforma-
tion. Ce système d’équations non linéaire s’ajoute aux équations de la loi de compor-
tement, et doit être résolu en même temps que ce dernier. On observe que la variation
d’angle maximale est atteinte pour un empilement de ≈ [±30]ns, ce qui est confirmé ex-
périmentalement par (Sun et Zhu, 2000).
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FIG. 2.12: Prévision de la réorientation des fibres pour un empilement [±θ]ns pour différents
niveaux de chargement. Modèle 2D classique et modèle 3D proposé

§ 6 Bilan

Le méso-modèle propose de modéliser une structure composite à l’échelle du pli. Il
permet notamment de séparer le comportement des plis du comportement des interfaces
(délaminage). La modélisation de phénomènes de dégradation se fait en utilisant la mé-
canique de l’endommagement couplé avec un modèle de plasticité.

Un point important est que chaque phénomène de dégradation est formulé de manière
indépendante. Ceci permet de simplifier le modèle et d’activer seulement les phénomènes
qui ont un réel impact sur la solution numérique.
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La complexité du modèle est relative : même si la quantité de paramètres semble être
exorbitante, il permet de traiter chaque phénomène de manière indépendante. L’identifi-
cation des paramètres est donc réalisée de façon presque découplée, permettant d’activer
un ensemble réduit de phénomènes.

La modification de la formulation de l’effet retard pour la rupture des fibres permet
l’élimination de la réserve de contrainte pathologique observée classiquement.

La modélisation de la réorientation de fibres dans un cadre général permet le traite-
ment des structures composites de forme quelconque.
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Chapitre 3

Méthodes de résolution

L’un des objectifs de ce travail est la mise en œuvre du

méso-modèle dans un code de calcul tridimensionnel. Après

avoir rappelé le problème mécanique de référence, ce

chapitre présente une synthèse des méthodes de résolution

disponibles dans la littérature dans le cadre des éléments

finis. Nous précisons ensuite les particularités et les choix

effectués pendant l’implantation du méso-modèle dans un

code de calcul recherche.
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Méthodes de résolution

§ 1 Problème mécanique de référence et notations

On considère une structure composite stratifiée Ω (voir figure 3.1). Cette structure est
soumise à chaque instant t de l’intervalle de temps [0,T ] à des forces de volume fd , à
des efforts surfaciques Fd sur une partie de sa frontière notée ∂2Ω et à des déplacements
imposésUd sur la partie complémentaire ∂1Ω. Les quantités fd , Fd et Ud sont des fonctions
données du temps.

Ud

Ω fd

Fd

∂2Ω
∂1Ω

FIG. 3.1: Problème mécanique de référence

On se place ici sous l’hypothèse de petites perturbations et dans le cadre de charge-
ments lents isotherme (cas où les vitesses de variation des actions mécaniques appliquées
à la structure permettent de négliger les forces d’inertie). Les sollicitations fd , Fd et Ud

induisent un champ de déplacement U(M, t) et un champ de contrainte σσ(M, t) définis en
tout point de Ω et à tout instant de l’intervalle de temps [0,T ].

L’opérateur non linéaire L est caractéristique du matériau étudié qui peut éventuel-
lement être différent du méso-modèle présenté précédemment. Il permet d’exprimer la
valeur du champ de contrainte en fonction de l’histoire des déformations.

σσ(M, t) = L(εε(M,τ),τ < t) (3.1)

Le problème mécanique de référence consiste à chercher U(M, t) et σσ(M, t) définis
sur Ω× [0,T ] vérifiant les conditions suivantes :

Conditions de bords :

U = Ud sur ∂1Ω (3.2)

σσ.n = Fd sur ∂2Ω (3.3)

Loi de comportement :

σσ = L(εε(U)) dans Ω (3.4)

Équilibre :

div(σσ)+ fd = 0 dans Ω (3.5)

avec :

εε(U) =
1
2

(

grad(U)+grad(U)T
)

dans Ω (3.6)
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§ 2 Méthode des éléments finis

La résolution du problème de référence se fait classiquement par l’utilisation de la
méthode des éléments finis (Zienkiewicz et Taylor, 1987). Pour cela, la structure est dé-
coupée en éléments auxquels sont associées des fonctions d’interpolation appelées « fonc-
tions de forme ». Le champ de déplacement U en un point quelconque du maillage est
alors fonction des déplacements nodaux u. Les quantités dérivées, comme la déforma-
tion, sont calculées à partir des déplacements nodaux et les fonctions d’interpolation à
l’intérieur de chaque élément.

En général, pour rendre les calculs plus légers, le domaine d’étude est simplifié au
maximum. La prise en compte des plans de symétrie, de l’axisymétrie et même de la
périodicité du domaine d’étude permet de diminuer considérablement le nombre de degrés
de liberté du maillage éléments finis.

Dans le cas des structures composites laminées, la présence de plis à des angles dif-
férents de 0◦ au 90◦ ou bien des accidents géométriques (trous, reprise de plis) fait que
la simplification du domaine d’étude est rarement possible. Cela nous impose à se pla-
cer dans le cadre le plus général. Un calcul éléments finis tridimensionnel sans symétrie
apparente.

Même si l’étude se place dans le cadre quasi statique (forces d’inertie négligeables), le
problème de référence reste un problème d’évolution et des phénomènes liés à la vitesse,
comme la viscosité, peuvent être incorporés au modèle.

Dans la formulation du méso-modèle, l’effet retard fait intervenir le temps. En consé-
quence, le comportement est dépendant du temps, c’est-à-dire de la vitesse de chargement.

La résolution numérique du problème de référence impose donc la discrétisation de
l’intervalle d’étude [0,T ] en un nombre fini d’incréments [t, t + ∆t]. Ainsi, connaissant
l’état de la structure à l’instant ti, nous chercherons à trouver la solution sur tout le do-
maine Ω à l’instant ti+1 = ti +∆t.

§ 3 Résolution de problèmes de grande taille

La complexité d’un problème éléments finis n’est pas définie simplement par le nombre
de degrés de liberté. Par exemple, pour un calcul bidimensionnel sur une grille régulière,
chaque nœud appartient à seulement quatre éléments. En conséquence, chaque nœud sera
connecté, au maximum, à 8 nœuds voisins. Cela se traduit en un remplissage de la matrice
de rigidité de 9(nœuds) × 2(deux degrés de liberté par nœud) = 18 termes par ligne.

Au contraire, pour un calcul tridimensionnel sur une grille régulière, chaque nœud
appartient à 8 éléments, donc il est connecté aux 26 nœuds voisins. Le remplissage par
ligne de la matrice de rigidité est donc de 27(nœuds) × 3(trois degrés de liberté par nœud)
= 81 termes par ligne.

On peut constater que pour deux problèmes de la même taille (même nombre de de-
grés de liberté), l’effort numérique (CPU, stockage) nécessaire à la résolution peut être
considérablement différent.

Un point important est aussi le niveau de non-linéarité du problème. Par exemple, la
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résolution d’un problème linéaire nécessite d’inverser une seule fois l’opérateur tangent.

La discrétisation du problème de référence impose la taille des éléments utilisés (épais-
seur du pli élémentaire). En conséquence, le nombre d’éléments nécessaires pour la dis-
crétisation d’un composite n’est pas arbitraire, et il est directement reliée au nombre de
plis et les dimensions dans le plan de la pièce. Par exemple, une plaque composite avec
un empilement de 32 plis (épaisseur du pli H = 0,125 mm) et des dimensions 100 ×
150 mm, discrétisée régulièrement avec des éléments hexaédriques de taille 0,125× 0,125
× 0,125 mm, mène à un problème éléments finis de taille 185 × 106 degrés de liberté !

Le développement des stratégies de résolution performantes capables de traiter des
problèmes à grand nombre de degrés de liberté et non linéaire s’avère indispensable.

3.1 Méthodes descendantes

Les approches descendantes sont les stratégies principalement utilisées par les ingé-
nieurs d’aujourd’hui pour le développement des structures complexes. Ce type d’approche
permet d’intégrer le savoir-faire de différents modèles à différentes échelles au sein d’une
même stratégie de résolution.

Prenons par exemple le calcul d’une structure aéronautique complète. D’abord, la
structure est discrétisée de manière grossière avec des éléments de type poutre, plaque
ou coques. Évidemment, ce type de discrétisation ne prend pas en compte la complexité
totale de la structure, et simplifie de manière assez grossière tous les détails structuraux
(trous, fixations, raidisseurs). Cependant, ces modèles peuvent rester de taille importante
malgré les simplifications, ils permettent de calculer la réponse globale de la structure aux
chargements externes (chargement aérodynamique, effort à l’atterrissage). L’évaluation
du flux des efforts dans l’intérieur de la structure permet d’effectuer une analyse locale
sur une partie restreinte du fuselage. L’analyse locale se fait avec un modèle plus raffiné
en matière de discrétisation. Si la taille du problème le permet, des études non linéaires
peuvent être réalisées. Ce type d’analyse utilise comme conditions limites la solution du
calcul grossier de départ. On peut donc choisir soit les efforts soit les déplacements ou
même une combinaison de deux (approche mixte).

L’approche peut être répétée, pour descendre dans les échelles d’étude, jusqu’à arri-
ver à l’échelle désirée. La dernière échelle d’étude permettra l’incorporation de tous les
détails structuraux nécessaires.

Le point faible de ce type approche est la difficulté à faire remonter les informations
des échelles inférieures. En pratique, il ne s’agit que d’une transmission unidirectionnelle
de l’information, du modèle grossier vers les modèles raffinés (d’où le nom d’approche
descendante). L’incapacité de faire propager l’influence des phénomènes localisés dans
le reste de la structure peut mener à des résultats très éloignés de la réalité. Au cours des
années, des règles métier ont été créées pour assurer le conservatisme des solutions. Cette
approche est limitée aux cas où les phénomènes à petite échelle n’ont pas une influence
importante sur le reste de la structure.
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3.2 Méthodes multigrilles

La performance des stratégies de résolution itérative (telles que le gradient conjugué,
Jacobi, Gauss-Seidel. . .) pour des problèmes linéaires de grande taille repose sur le fait
que ces méthodes captent rapidement les petites longueurs de variation. Malheureuse-
ment, elles ont des difficultés à capter les grandes variations. L’idée des méthodes mul-
tigrilles (Fedorenko, 1964) consiste à transporter le calcul sur une hiérarchie de grilles
plus grossières que l’initiale (voire figure 3.2) pour capture plus rapidement toutes les
composantes fréquentielles de la solution discrète.

0 0

1 1

2 2

FIG. 3.2: Principe des méthodes multigrilles
Principe des méthodes multigrille : hiérarchie de grilles (à gauche) et cycles en V et en

W (à droite)

Dans un premier temps, plusieurs itérations sont réalisées sur la grille fine (niveau 2
figure 3.2) de manière à lisser la solution en diminuant les hautes fréquences contenues
dans l’erreur. Le résidu obtenu est alors restreint à la grille grossière par un opérateur
restriction R : r1 = Rr2. On résout ensuite le problème associé au maillage grossier où
l’opérateur grossier (K1) est la restriction de l’opérateur fin (K2) : e1 = K−1

1 r1. Un opéra-
teur de prolongement P permet enfin le transfert d’information de la grille grossière à la
grille fine permettant de corriger la solution sur la grille fine : q̃2 = Pe1 +q2.

Les opérateurs de transfert (restriction et prolongement) employés correspondent sou-
vent à des interpolations linéaires. La démarche est, assez souvent, mise en œuvre de
manière récursive au sein de cycles en « V » ou en « W » (voir figure 3.2).

Pour des systèmes symétriques définis positifs, le nombre de V-cycles nécessaires
pour atteindre une précision donnée est indépendant du nombre d’inconnues. Cela signi-
fie que le coût global de la résolution est en O(N), permettant d’accélérer fortement la
convergence des méthodes itératives classiques pour la résolution des grands systèmes li-
néaires. Il peut être envisageable d’utiliser les méthodes multigrilles pour la résolution des
problèmes linéaires obtenus au sein d’un processus itératif de Newton. Des versions plus
récentes, comme la méthode FAS (de l’anglais Full Approximation Storage), proposent
de traiter le problème non linéaire directement, sans l’étape de linéarisation, en plaçant
les non-linéarités à l’intérieur des itérations multigrilles (Brand, 1977).
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3.3 Méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement

Les méthodes de décomposition de domaine se basent, comme leur nom l’indique, sur
l’idée de la sous-structuration. Ces méthodes sont très adaptées pour chercher la solution
fine sur l’ensemble du domaine d’étude Ω et non uniquement sur une zone déterminée à
l’avance.

Elles reposent sur les techniques de condensation des inconnues et sur une décomposi-
tion de la structure étudiée en plusieurs domaines (sous-domaines). Idéalement la solution
finale est obtenue à partir de calculs indépendants par sous-domaine.

Selon l’approche choisie, la résolution du problème condensé peut être directe ou
itérative. Dans le premier cas, le problème condensé est assemblé et résolu de manière
directe. Dans le second cas, le problème condensé n’est jamais assemblé et un processus
itératif est mis en place pour assurer le transfert d’information entre sous-domaines, et
ainsi obtenir une solution complète sur l’ensemble à convergence. La manière de faire
propager l’information entre sous-domaines au cours des itérations va distinguer les dif-
férentes approches.

Quand le processus itératif porte sur les déplacements, et que ce sont les efforts qui
sont transférés entre sous-domaines, on parle d’approches primales (Mandel, 1993). Dans
le cas inverse, on parle d’approches duales (Farhat et Roux, 1991). La dernière famille
travaille sur des quantités mixtes faisant intervenir en même temps les efforts et le dépla-
cement (Fortin et Glowinski, 1983b; Ladevèze et Dureisseix, 2000).

3.3.1 Sous-structuration

Nous nous plaçons ici dans le cadre de méthodes de décomposition sans recouvre-
ment, c’est-à-dire le chevauchement entre deux sous-domaines est nul. Ainsi, les inter-
faces entre sous-domaines se limitent au maximum à des surfaces (en 3D).

Le problème de référence présenté dans la partie 1 peut être décomposé en n sous-
domaines. La figure 3.3 illustre une décomposition dans le cas de n = 2.

Ud

Ω(1) f
(1)
d

Fd

∂2Ω
∂1Ω

Ω(2)
f
(2)
d

(1) (2)

Γ

FIG. 3.3: Problème mécanique partitionné en deux sous-domaines

L’interface Γ entre deux sous-domaines est définie par :

Γ = ∂Ω(1)∩∂Ω(2) (3.7)
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Le problème de référence peut alors s’écrire sur chacun des sous-domaines (s = 1 ou 2) :

Conditions des bords :

U (s) = U
(s)
d sur ∂1Ω∩∂Ω(s) (3.8)

σσ(s).n(s) = F
(s)

d sur ∂2Ω∩∂Ω(s) (3.9)

Loi de comportement :

σσ(s) = L(εε(U (s))) dans Ω(s) (3.10)

L’équilibre :

div(σσ(s))+ f
(s)
d = 0 dans Ω(s) (3.11)

avec :

εε(U (s)) =
1
2

(

grad(U (s))+grad(U (s))T
)

dans Ω(s) (3.12)

Plus la continuité de déplacement et l’équilibre des efforts sur l’interface :

Continuité de déplacement :

U (1) = U (2) sur Γ (3.13)

Équilibre des efforts :

σσ(1).n+σσ(2).n = 0 sur Γ (3.14)

L’ensemble des équations de 3.8 à 3.14 est strictement équivalent au système global
initial (équations 3.2 à 3.6).

L’extension à n sous-domaines exige une attention particulière aux « coins » (voir
figure 3.4), c’est-à-dire aux points connectés à plus de deux sous-domaines. Les points
multiples peuvent introduire des interfaces ponctuelles ou des interfaces en forme d’arête.
Du point de vue du continu, ces interfaces, de mesure nulle, ne sont habituellement pas
prises en compte. En pratique, après discrétisation, toutes les relations sont réécrites en
fonction des nœuds, et le problème des interfaces avec une mesure nulle ne se pose plus.

3.3.2 Condensation

On considère un sous-domaine Ω(s) ayant une interface Γ avec un sous-domaine voi-
sin. L’opérateur de Steklov-Poincairé est l’opérateur qui associe au déplacement imposé
sur l’interface l’effort de réaction résultant sur la même interface.

Après discrétisation, cet opérateur est appelé complément de Schur. Il est associé aux
équations d’équilibre discrètes du sous-domaine considéré :

K(s)u(s) = f (s) (3.15)
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Ω(1) Ω(2)

Ω(3)

Γ(1,2)

Γ(1,3) Γ(2,3)

FIG. 3.4: Problem mécanique partitioné en n sous-domaines (avec point triple)

Si l’on note avec l’indice b les degrés de liberté d’interface, et avec l’indice i les degrés
de liberté internes, on peut récrire l’équation 3.15 sous la forme :

(

K
(s)
ii K

(s)
ib

K
(s)
bi K

(s)
bb

)(

u
(s)
i

u
(s)
b

)

=

(

f
(s)
i

f
(s)
b

)

(3.16)

À partir de la première ligne, on obtient :

u
(s)
i = K

(s)
ii

−1(

f
(s)
i −K

(s)
ib u

(s)
b

)

(3.17)

La deuxième ligne donne alors :

(

K
(s)
bb −K

(s)
bi K

(s)
ii

−1
K

(s)
ib

)

u
(s)
b = f

(s)
b −K

(s)
bi K

(s)
ii

−1
f
(s)
i (3.18)

Soit :

S
(s)
p u

(s)
b = b

(s)
p (3.19)

L’opérateur S
(s)
p s’exprime en termes des déplacements d’interface et il s’appelle com-

plément de Schur primal local.

Le calcul de l’opérateur S
(s)
p se fait généralement en utilisant une factorisation partielle

de K (factorisation de K
(s)
ii ). L’inversion de la sous-matrice K

(s)
ii correspond à imposer des

conditions de Dirichlet sur ensemble de l’interface de (s), donc il est toujours bien posé et
il conserve les propriétés de symétrie, positivité, et définition de l’opérateur original K(s).

Le complément de Schur dual local est défini comme l’opérateur linéaire qui retourne
le déplacement d’interface pour un effort d’interface équilibré donné. L’utilisation de l’in-

verse généralisé1 de l’opérateur S
(s)
p impose que seulement l’image de S

(s)
p soit excitée.

Ainsi, le déplacement sur l’interface est composé de deux parties. La première reliée

1L’inverse généralisée d’une matrice M (noté M+) est une matrice que vérifie la propriété suivante :
MM+y = y, pour y ∈ Im(M).
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aux déplacements déformants, et une deuxième partie reliée aux mouvements de corps
rigides :

u
(s)
b = S

(s)
d f

(s)
b +R

(s)
b α(s) (3.20)

Avec R
(s)
b le noyau de l’opérateur S

(s)
d (mouvements de corps rigides), et α(s) l’ampli-

tude des mouvements de corps rigide.
La résolution du problème original se ramène à la résolution d’un problème condensé

sur l’interface, et une étape de localisation de la solution au moyen de l’équation 3.17.
Cette technique est largement utilisée pour la création de sous-structures condensées,

appelées communément super-éléments. Elle permet de diminuer de manière importante
la taille du problème, en éliminant tous les degrés de liberté internes à une zone. Des cal-
culs initialement trop coûteux peuvent ainsi devenir accessibles. Cette technique permet
de transférer le comportement de structures entre partenaires industriels sans dévoiler tous
les détails structuraux. Cependant, cette technique est limitée au comportement linéaire
des structures, et les matrices condensées sont très pleines donc coûteuses à factoriser

(calcul explicite de S
(s)
p ou S

(s)
d ).

3.3.3 Approche primale

L’approche primale consiste à travailler sur le champ de déplacement de l’interface ub

vérifiant a priori la continuité de déplacement entre sous-domaines (équation 3.13).
Si l’on considère le système algébrique Ku = f , on peut le récrire, en réordonnant

lignes et colonnes, sous la forme :



















K
(1)
ii 0 · · · 0 K

(1)
ib A(1)T

0
. . .

...
...

...
. . . 0

...

0 · · · 0 K
(n)
ii K

(n)
ib A(n)T

A(1)K
(1)
bi · · · · · · A(n)K

(n)
bi ∑s A(s)K

(s)
bb A(s)T



































u
(1)
i
...
...

u
(n)
i

ub

















=



















f
(1)
i
...
...

f
(n)
i

∑s A(s) f
(s)
b



















(3.21)

où A(s) est l’opérateur d’assemblage permettant de relier les degrés de liberté d’interface
globaux aux degrés de liberté d’interface de chaque sous-domaine (s). Pour plus de détails
à propos des opérateurs d’assemblage, le lecteur est invité à lire (Gosselet et Rey, 2006).

L’élimination des inconnues internes à chaque sous-domaine, au moyen de l’équa-
tion 3.17, mène à un système qui ne se pose que sur les degrés de liberté d’interface ub :

Spub = bp (3.22)

avec Sp le complément de Schur primal global définit par l’assemblage des compléments
de Schur locaux :
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Sp = ∑
s

A(s)S
(s)
p A(s)T = ∑

s

A(s)

(

K
(s)
bb −K

(s)
bi K

(s)
ii

−1
K

(s)
ib

)

A(s)T (3.23)

et le second membre condensé sur l’interface :

bp = ∑
s

A(s)b
(s)
p = ∑

s

A(s)

(

f
(s)
b −K

(s)
bi K

(s)
ii

−1
f
(s)
i

)

(3.24)

Après résolution du problème condensé, l’étape de localisation permet de calculer la
solution à l’intérieur de chaque sous-domaine :

u
(s)
i = K

(s)
ii

−1
( f

(s)
i −K

(s)
ib A(s)T ub) (3.25)

L’inversion de K
(s)
ii , comme dit précédemment, correspond à la résolution d’un pro-

blème avec des conditions de Dirichlet sur l’interface.
L’opérateur Sp (équation 3.23) est construit à partir de l’ensemble de contributions lo-

cales. Le calcul explicite de chaque contribution est extrêmement coûteux, elle passe par

la factorisation de K
(s)
ii , des descentes remontées, et des assemblages. De plus, la matrice

Sp est pleine, donc très coûteuse à stocker et à factoriser. Pour cette raison, on privilégie
des solveurs itératifs de Krylov (type Gradient conjugué, GMRES), qui ne demandent que
des produits matrice/vecteur. Les opérations de produit matrice/vecteur peuvent être réa-
lisées en calculant la contribution de chaque sous-domaines (en parallèle), et en réalisant
ensuite un assemblage des contributions.

Ainsi, le complément de Schur Sp n’est jamais calculé (ni assemblé) explicitement.

Le produit par Sp revient donc à la résolution d’un système du type K
(s)
ii x = b sur chaque

sous-domaine.
Quand l’opérateur K du problème original est symétrique défini positif, une utilisa-

tion de l’algorithme du Gradient conjugué est envisageable. L’utilisation de la méthode
GMRES permet de traiter des problèmes non symétriques.

3.3.4 Préconditionneur et problème grossier

La convergence du solveur itératif (Gradient conjugué) est étroitement liée au condi-
tionnement du système à résoudre. L’utilisation d’un préconditionneur permet d’améliorer
les propriétés du système et ainsi d’accélérer la convergence.

Un préconditionneur doit être une bonne approximation de l’inverse de l’opérateur
du problème d’interface. Dans le cadre d’un calcul parallèle, il doit autant que possible
consister en un assemblage de contributions locales. Un choix consiste ainsi à prendre la
somme pondérée de l’inverse des contributions locales, ce qui conduit pour l’approche
primale au préconditionneur suivant :

S̃−1
p = ∑

s

W (s)A(s)S
(s)
d A(s)TW (s)T (3.26)
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où S
(s)
d est le complément de Schur dual du sous-domaine (s).

Le préconditionneur revient à résoudre des problèmes de Neumann pour chaque sous-
structure (d’où l’appellation de préconditionneur Neumann-Neumann). Les matrices dia-
gonales de pondération W permettent de prendre en compte l’hétérogénéité de la structure
de chaque côté de l’interface (Rixen et Farhat, 1999).

L’utilisation de ce préconditionneur passe par l’inversion des matrices K(s). Or cette
matrice correspond à l’équilibre du sous-domaine (s) soumis à un effort imposé sur son in-
terface. Cette condition de Neumann peut conduire, dans le cas d’un sous-domaine flottant
(c’est-à-dire d’un sous-domaine avec trop peu de conditions de Dirichlet sur son bord),
à un problème mal posé. De manière à s’assurer que le problème soit bien posé, il suffit
d’imposer que la matrice K(s)+ ne multiplie que des vecteurs appartement à Im(K(s)).

L’introduction d’un problème dit « grossier » permet de séparer l’espace de déplace-
ment du sous-domaine en deux parties. Une partie déformante Im(K(s)), correspondant
aux modes à énergie non nulle. Et une partie rigide Ker(K(s)), correspondant aux modes
à énergie nulle (c’est-à-dire aux mouvements de corps rigide).

Ainsi, l’algorithme itératif sera restreint, par projection, à chercher la solution seule-
ment dans la partie déformante de l’espace d’approximation. Cela permet d’imposer, à
l’étape de préconditionnement, des efforts équilibrés, c’est-à-dire des chargements qui
n’excitent pas les déplacements de solide rigide.

La partie de la solution correspondant aux mouvements de corps rigide est calculée à
travers le problème grossier à l’initialisation du solveur itératif.

Soit C le sous-espace de Rn formé par les mouvements de corps rigide des sous-
domaines, représenté par la matrice C de taille n × nc. Où n est le nombre de degrés
de liberté d’interface, et nc le nombre total de mouvements de corps rigide ([nombre de
sous-domaines ] × [3 translations + 3 rotations] pour un problème tridimensionnel). Le
projecteur P, qui permet de s’assurer que le solveur de Krylov cherche la solution dans le
bon espace, est défini de la manière suivante :

P = I −C(CT SpC)−1CT Sp (3.27)

L’approche primale résolue par un solveur de Krylov avec le préconditionneur défini
précédemment, et le problème grossier associé est nommée BDD (de l’anglais Balanced

Domain Decomposition) (Mandel et Brezina, 1996; Le Tallec, 1994). L’algorithme 3.1
résume les différentes étapes de l’approche.

L’approche primale est très robuste, il peut être implémenté sans l’étape de projection
non plus l’étape de préconditionnement. Il est clair qu’une implémentation dégénérée
(sans l’étape de projection) va fortement pénaliser la performance de la méthode, mais il
permet d’aborder le problème de l’implémentation pas-à-pas, ainsi que l’expérimentation
numérique avec différent type de préconditionneurs.
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Algorithme 3.1 : BDD : Approche Schur primal avec problème grossier et précon-
ditionnement

P = I −C
(

CT SpC
)−1

CT Sp ; // Projecteur1

u0 = C
(

CT SpC
)−1

CT bp +Pu00 ; // Initialisation2

r0 = bp −Spu0 ; // Calcul du residu condensé3

z0 = PS̃−1
p r0 ; // Preconditionnement et projection4

w0 = z05

pour i = 0,1 . . . faire6

pi = Spwi7

αi = (zi,ri)/(pi,wi)8

ui+1 = ui +αiwi9

ri+1 = ri −αi pi10

zi+1 = PS̃−1
p ri+1 ; // Preconditionnement et projection11

pour 0 ≤ j ≤ i faire β
j
i = −(zi+1, p j)/(w j, p j)12

wi+1 = zi+1 +∑i
j=0 β

j
i w j ; // Orthogonalisation13

fin14

3.3.5 Approche duale

Inversement à l’approche primale, les approches duales consistent à travailler sur le
champ des efforts d’interface λΓ à priori équilibrés. On exprime alors les déplacements
d’interface en fonction de λΓ à l’aide des équations d’admissibilité des sous-domaines.
La difficulté est que, comme nous l’avons signalé précédemment, les matrices de rigidité
des sous-domaines ne sont généralement pas inversibles. La technique utilisée pour le
préconditionnement de l’approche primal (équation 3.20) est utilisée pour s’affranchir du
problème.

La méthode FETI (Farhat et Roux, 1991) consiste à résoudre ce système à l’aide d’un
algorithme itératif (gradient conjugué projeté). L’étape de projection permet d’assurer
l’équilibre des sous-domaines à l’intérieur de la méthode itérative. L’approche duale se
bénéficie aussi d’une étape de préconditionneur défini de la même manière que l’approche
primale.

Par contre, l’approche duale a impérativement besoin de l’étape de projection, sans
elle les problèmes locaux sont mal posés et l’algorithme ne converge pas. Dans le cadre
de notre étude, un sous-domaine peut être divisé en deux morceaux (délaminage total
à l’intérieur du sousdomaine), donnant lieu à une modification à la base comportant les
mouvements de corps rigides des sous-domaine. Cette modification amène des actuali-
sations lourdes au problème grossier, détection de la zone délaminée et génération de la
nouvelle base. Cette procédure est lourde et complexe, et elle s’éloigne du cadre de cette
étude.
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3.3.6 Approche mixte

Les approches mixtes n’imposent ni la continuité de déplacement ub ni l’équilibre ΛΓ

et ils formulent le problème, en même temps, en termes d’effort et de déplacements. Ils
posent le problème comme une combinaison des déplacements et des efforts d’interface.

Plusieurs formalismes existent (Fortin et Glowinski, 1983a; Ladevèze et Dureisseix,
2000), mais l’idée essentiale de ces techniques est de réécrire les conditions d’interface
en termes de nouvelles inconnues µΓ

La méthode LaTIn, composé d’une approche multi-échele et d’une méthode de ré-
duction, est une méthode de décomposition mixte à deux échelles permettant de traiter
des problèmes non linéaires de grande taille. Initialement conçue pour la résolution des
problèmes d’assemblages des structures avec des interfaces de contact à comportement
complexe Blanzé et al. (1993); Champaney et al. (1997). Aujourd’hui, la méthode donne
un cadre extrêmement riche, elle est capable de prendre en compte des non-linéarités ma-
tériaux et des non-linéarités de surface présentent dans les sous-domaines ou dans les
interfaces.

Le traitement du problème décomposé permet la définition d’interfaces de calcul. Ces
interfaces sont considérées comme d’entités à part entière, avec ses propres équations.
Ceci permet d’introduire de lois d’interface complexe comme du contact unilatéral ou de
conditions de bord non linéaire.

La résolution du problème se base sur la séparation des équations en deux groupes : les
équations locales et éventuellement non linéaires (Γ) et un deuxième groupe des équations
linéaires et éventuellement globales (Ad) :

Ad
Admissibilité statique des sous-domaines
Admissibilité cinématique des sous-domaines

Γ
Relation de comportement des sous-domaines
Relation de comportement des interfaces

Ensuite à l’aide de deux directions de recherche notées E+ et E−, et une solution
initiale, la solution est recherchée itérativement entre les deux groupes d’équations (voir
figure 3.5).

De nombreux travaux ont permis en premier temps d’assurer l’extensibilité vis-à-vis
de la décomposition par l’introduction d’un problème « macro » sur l’ensemble du do-
maine d’étude (Ladevèze et al., 2001; Ladevèze et Nouy, 2003). La méthode a déjà été
utilisée sur une large famille de problèmes, par exemple des problèmes de fissuration
(présence de discontinuités sur les interfaces) (Guidault et al., 2008), pour les équations
de Navier-Stokes (Vergnault et al., 2009), et pour des interfaces endommageables avec
contact unilatéral et frottement (Kerfriden et al., 2009).

Actuellement, la méthode est capable de résoudre efficacement une large famille de
problèmes, mais son implémentation et calibrage demande une connaissance approfondie
de la méthode (choix des variables d’interface, définition de la base du problème ma-
cro. . .). Étendre son utilisation dans un nouveau champ d’application est une tâche qui
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FIG. 3.5: Schéma de la méthode LaTin

demande un travail qui est hors de porte du cadre de notre étude. Même si les travaux
de (Kerfriden et al., 2009) ont permis d’utiliser la méthode LaTin pour une version sim-
plifiée du méso-modèle (comportement du méso-constituant pli parfaitement élastique
linéaire). Des études supplémentaires sont nécessaires pour l’utilisation de la méthode
LaTin avec une loi de comportement de complexité équivalente à celle du méso-modèle
(élasto-plastique-endomageable et non local).

§ 4 Méthodes de résolution de problèmes non linéaires

Les méthodes présentées précédemment sont capables de résoudre très efficacement
de système linéaire de grande taille. La résolution d’un problème non linéaire peut être
traitée avec une méthode de type Newton-Raphson. Ainsi le problème non linéaire est
traité par un algorithme de type Newton, et les problèmes linéaires seront traités par une
méthode de décomposition de domaine.

Après discrétisation, en espace et en temps, le problème à résoudre peut s’écrire
comme un système d’équations non linéaire :

f (u) = L(u)−Fext = 0 (3.28)

Où L représente les forces internes liées au matériau, et Fext les forces externes liées
aux conditions limites (c’est-à-dire les conditions de bord en effort Fd , en déplacement
Ud et les forces volumiques fd).

Ce système non linéaire peut ensuite être résolu par une méthode standard type Newton-
Raphson. ui étant la solution convergée à l’instant ti, nous cherchons à calculer la solution
ui+1 à la fin de l’incrément ∆t. La solution à la fin de l’incrément peut s’exprimer comme
suit :

ui+1 = ui +∆ui+1 (3.29)

∆ui+1 est l’incrément en déplacement à la fin de l’intervalle.
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4.1 Méthodes de Newton

La méthode de Newton (cas 1D) ou Newton-Raphson (cas général) est un algorithme
itératif pour trouver la solution d’une équation du type f (x) = 0. Elle a été proposée par
Newton (1687), et repose sur la méthode du point fixe avec une fonction g particulière qui
dépend de la dérivée de f :

g(x) = x− f (x)

f ′(x)
(3.30)

Connaissant l’approximation de la solution xn à l’itération n, xn+1 est déterminé par :

xn+1 = g(xn) = xn +
f (xn)

f ′(xn)
(3.31)

Le processus itératif est arrêté quand le résidu de l’équation 3.28 atteint une tolérance
prédéfinie. On peut montrer que cette méthode converge de manière quadratique dans un
voisinage de la solution x pour les racines simples de la fonction, et de manière linéaire
pour de racines multiples. Par contre, la méthode peut diverger si le point de départ est
trop éloigné de la solution exacte.

Dans le cadre des éléments finis, l’équation 3.30 devient :

g(u) = u− f ′(u)−1 f (u) (3.32)

L’opérateur tangent f ′(u) est une matrice (matrice de rigidité pour le cas élastique),
normalement calculée à partir de la linéarisation de la fonction f (x) autour de xn.

Le calcul de l’inverse de la matrice f ′(x) est numériquement coûteux. Normalement,
une factorisation type LU est utilisée pour le calcul de l’inverse. Cette factorisation peut
être gardée en mémoire et être réutilisée dans les itérations suivantes. Assurément, l’utili-
sation d’un opérateur différent de la tangente courante ne permet pas d’assurer la conver-
gence quadratique dans le voisinage de u. Cependant, le compromis entre le coût des
itérations supplémentaires et le coût réduit de la non-actualisation de l’inverse à chaque
itération peut se révéler avantageux. Le type de non-linéarité du problème traité, la taille
des incréments en temps et la taille du problème éléments finis vont déterminer la perti-
nence de ce choix.

Dans le cas où l’opérateur tangent initial ( f ′(x0)) est utilisé pendant plusieurs ité-
rations, on parle de Newton modifié (pseudo-Newton). Si la matrice utilisée n’est pas
l’opérateur tangent, on parle de quasi-Newton. Dans ce dernier cas, plusieurs techniques
existent pour la construction de l’opérateur (BFGS, SR1, . . .) (Matthies et Strang, 1979).

Dans notre cas, nous nous intéressons à l’évolution de mécanismes de dégradation.
Les simulations sont paramétrées avec une résolution fine en temps (∆t petit), permettant
d’assurer des évolutions faibles des variables d’endommagement entre les pas de temps.
Étant donné que les incréments de chargement sont petits, l’état de la structure varie peu
durant les itérations. Ceci valide le choix d’utiliser le même opérateur pendant les itéra-
tions du Newton. Dans les cas où l’on constate une perte considérable de la convergence
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de la méthode, une actualisation de la factorisation est envisageable. En pratique l’actua-
lisation de l’opérateur tangente est faite toutes les dix itérations.

Cependante, l’utilisation de l’algorithme de Newton-Raphson pour la résolution d’un
problème de structure avec un comportement adoucissant (endommagement, plasticité
avec écrouissage négative, flambage) pose de difficultés numériques.

u

F

f ′(x) = 0

Snap-through

FIG. 3.6: Comportement adoucissant d’une structure

La figure 3.6 montre la courbe d’équilibre d’une structure (équation 3.28) avec un
comportement endommageable adoucissant. Un point particulier de la courbe est le point
où la charge maximale est atteinte. Sur ce point, l’opérateur f ′(u) s’annule et il n’est
plus inversible. Ce comportement, passage d’une contrainte croissante à une contrainte
décroissante, s’appelle Snap-through. À cause de la non-inversibilité de l’opérateur, l’al-
gorithme de Newton-Raphson classique est incapable de dépasser ce point. La présence
de l’endommagement localisé peut rendre l’opérateur non inversible bien avant d’attendre
le point de charge maximal global. L’utilisation de la rigidité résiduelle permet de s’af-
franchir de cette difficulté (traits segmentés dans la figure 3.6). Il est clair que, dans ce
cas, la convergence de la méthode est lourdement pénalisée.

Il faut remarquer qu’un pilotage en effort ne permet pas de capturer la partie droite
de la solution après le point maximal. En conséquence, un pilotage en déplacement est
nécessaire pour capturer cette partie de la solution.

Un deuxième type de comportement appelé Snap-back est observé principalement
dans le calcul de structure avec des instabilités. Causé par des instabilités géométriques
(flambage, claquage) ou par des instabilités dues au comportement (rupture) il est ca-
ractérisé par le retour de la courbe d’équilibre (pointillé). Dans ce cas, l’utilisation d’un
pilotage en déplacement ne permet pas non plus de capturer toute la courbe d’équilibre.
Des algorithmes dits de continuation sont nécessaires pour éviter les sauts dans la solution
(Riks, 1972; Crisfield, 1981; Wempner, 1971).

Pendant cette étude, seuls des cas de Snap-through ont été rencontrés. La régulari-
sation de la solution par l’effet retard empêche les sauts abrupts de la solution, et une
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méthode type Newton modifiée suffit pour la résolution de ce type de problème.

§ 5 Les méthodes Newton-Krylov-Schur

La méthode de décomposition de domaine présenté précédemment permet la résolu-
tion de problèmes linéaires utilisant des calculateurs à architecture distribuée. Elle ouvre
la voie à la résolution de problèmes linéaires de plusieurs millions de degrés de liberté.

Son utilisation à l’intérieur d’un schéma de Newton permet la résolution de problèmes
non linéaires de grande taille, formant la famille des méthodes dites « Newton-Krylov-
Schur », ou plus simplement NKS (Roeck et al., 1992). Ces méthodes doivent leur nom
à :

– La méthode de Newton pour la linéarisation du problème non linéaire, et le schéma
itératif pour la résolution du problème non linéaire.

– La sous-structuration et la condensation de Schur pour l’écriture du problème aux
interfaces.

– Le solveur itératif de Krylov permettant une résolution en parallèle du problème
linéaire condensé aux interfaces.

Linéarisation Newton Solveur Krylov Localisation linéaire

Itérations de Newton

L

L

L

LL

LL

L

LNL

FIG. 3.7: Étapes de résolution des stratégies NKS

Les différentes étapes de la méthode NKS primale sont résumées dans l’algorithme 3.2.
En général, l’évolution du comportement non linéaire à l’intérieur d’une structure

composite est loin d’être uniforme. En effet, dans la plupart des cas, les non-linéarités sont
localisées dans une zone réduite (bord de trous, reprise de plis), ayant parfois peu d’in-
fluence sur le reste de la structure. Quand un algorithme du type NKS est utilisé, une petite
non-linéarité conduit à des itérations non linéaires du Newton, donc à de nombreuses ré-
solutions du système global (équation 3.22). Pour pallier ce problème, une stratégie dite
de « relocalisation non linéaire » peut être utilisée (Pebrel et al., 2008). L’introduction
d’une boucle Newton-Raphson à la place de l’équation 3.25 assure le comportement et
l’équilibre à l’intérieur de chaque sous-domaine. Cette stratégie permet de traiter les non-
linéarités locales à l’échelle du sous-domaine, et ainsi diminuer le nombre d’itérations du
Newton-Raphson global. L’algorithme 3.3 résume la structure générale de la méthode.

Cette technique a été déjà utilisée pour le calcul des structures élancées (Cresta et al.,
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Algorithme 3.2 : Méthode Newton-Krylov-Schur

répéter1

Assemblage des opérateurs locaux tangent K(s) par sous-domaine2

Factorisation des K
(s)
ii3

Calcul du résidu condensé par sous-domaine4

Résolution du problème condensé (Solveur itératif de Krylov)5

Calcul des solutions intérieurs (localisation)6

Mise à jour de u7

Calcul de l’erreur8

si erreur < tol alors sortir9

jusqu’à10

Algorithme 3.3 : Méthode Newton-Krylov-Schur avec relocalisation non linéaire

répéter1

Assemblage des opérateurs locaux tangent K(s) par sous-domaine2

Factorisation des K
(s)
ii3

Calcul du résidu condensé par sous-domaine4

Résolution du problème condensé (Solveur itératif de Krylov)5

répéter6

Calcul de la solution intérieur (relocalisation)7

Actualisation de ui, K
(s)
ii , K

(s)
ib et r

(s)
i8

jusqu’à erreur < tol9

Mise à jour de u10

Calcul de l’erreur11

si erreur < tol alors sortir12

jusqu’à13

2007), et pour des problèmes d’endommagement (Pebrel et al., 2008). La figure 3.8 sché-
matise les étapes de la stratégie.

Dans le cas où, de fortes non-linéarités sont présentes au sein de sous-domaines, une
étape de relocalisation non linéaire peut guider l’algorithme de résolution vers une solu-
tion non physique. Le manque de preuve d’unicité pour ce type d’algorithme est un point
délicat dans son utilisation.

§ 6 Bilan

Les problèmes de référence peuvent finalement être décomposés en deux sous pro-
blèmes : un problème non linéaire et un problème de grande taille.

Ce découplage permet de simplifier énormément la façon d’aborder le problème de
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Linéarisation Newton Solveur Krylov Localisation non linéaire

Itérations de Newton
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FIG. 3.8: Étapes de résolution des stratégies NKS avec relocalisation non linéaire

référence. Bien entendu, ce découplage ne permet pas de traiter le problème par une ap-
proche de type LaTin. Même si la méthode LaTin offre une nouvelle façon de de voir
le problème de référence, elle implique la réécriture de la loi comportement dans son
formalisme.

L’utilisation d’une méthode de résolution dit « classique » (Newton-Krylov-Shur) nous
permet de découplé les difficulté (pas toutes), et de traiter de manière independante le
problème non linéaire et le problème de grande taille. La nature des équations (fortes
non-linéarités) nous impose à choisir la stratégie de résolution la plus robuste.

Pour le problème de grande taille, l’utilisation du BDD (décomposition de domaine
primale) nous donne une grande liberté. BDD converge même si le problème grossier
n’est pas défini par l’ensemble des mouvements de corps rigide des sous-domaine. L’étape
de préconditionnement peut être modifiée pour gérer cette situation, et retrouver une
convergence presque optimale.

Classiquement la manière la plus robuste de résoudre un problème non linéaire est
avec une méthode de type Newton. Elle assure une convergence quadratique autour de
la solution pour les meilleurs des cas. L’utilisation d’une version dégénérée (pseudo-
Newton, quasi-Newton) permet de diminuer le temps de calcul, mais en contrepartie on
perd la convergence quadratique de la méthode.
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Chapitre 4

Mise en œuvre numérique

Ce chapitre a pour objectif de présenter l’outil de calcul

développé durant la thèse. L’utilisation d’outils de

programmation modernes a permis le développement d’un

code très hiérarchisé où chaque objet possède des fonctions

très précises. La première partie sera consacrée à la

description des capacités et limitations des calculateurs

d’aujourd’hui, ainsi que des outils utilisés pour le

développement. Le reste du chapitre se concentre

essentiellement sur l’architecture du code développé et la

manière d’aborder le problème de référence.
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§ 1 Le calcul haute performance

La plupart de supercalculateurs d’aujourd’hui sont constitués d’un assemblage de ma-
chines à mémoire partagée (en anglais SMP cluster) (Meuer et al., 2009). Cela signifie
qu’ils comprennent une série de machines avec plusieurs noyaux de calcul. La figure 4.1
montre, de manière schématisée, un cluster avec deux nœuds à double noyau chacun.
Chaque nœud est une unité indépendante avec mémoire centrale (RAM), espace de sto-
ckage (HDD) et plusieurs unités de calcul (Cœurs). Les nœuds sont interconnectés par un
réseau. Tous les cœurs, à l’intérieur d’un nœud, partagent les ressources (mémoire, bande
passante) du nœud.

Les systèmes opératifs modernes permettent de traiter simultanément plusieurs fils
d’exécution (en anglais threads) de manière à maximiser l’utilisation des noyaux. Dans le
cadre d’un calcul parallèle (où le problème à résoudre est partitionné et traité par plusieurs
threads), des transferts d’information entre threads sont nécessaires. On remarque donc
deux niveaux de communication et synchronisation, à l’intérieur des nœuds et entre les
nœuds.

Pour profiter au maximum des capacités de ce type de machines, une programmation
adaptée proche de l’architecture de la machine est nécessaire.
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FIG. 4.1: Schématisation d’un cluster de machines à mémoire partagées

§ 2 Développements informatiques

Les développements réalisés durant la thèse ont mené à la création d’un code de calcul
appeléCoffee (de l’acronyme en anglais Composites Failure by Finite Elements).
Il faut remarquer que, au début de l’étude, aucun code de calcul n’était capable de traiter
le problème de référence complet. C’est pourquoi la solution choisie a été d’écrire un
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code de calcul éléments finis propre au laboratoire, en utilisant la plate-forme logicielle
développée au LMT-Cachan. Ceci permet d’avoir le contrôle complet sur l’architecture
du code, ainsi que l’accès à toute l’information (contrairement aux codes commerciaux
où l’architecture est prédéfinie et l’accès à l’information du calcul est restreint). La pro-
blématique de la mise en œuvre du méso-modèle dans un code de calcul industriel a été
explorée dans Lubineau et Ladevèze (2008). Cette implémentation souffre de l’aspect non
ouvert du code commercial Abaqus. Seul le méso continuant pli est implémenté, et l’as-
pect non local de la loi est traité de manière pragmatique avec un seul élément par pli et
une intégration réduite (un point d’intégration par élément).

L’un des objectifs de ce travail est de proposer une solution numérique permettant de
traiter une structure composite de complexité moyenne. Un rappel des caractéristiques
du problème de référence va permettre la justification des choix faits durant la mise en
œuvre. Les caractéristiques principales du problème à résoudre sont les suivantes.

Comportement non linéaire : Le caractère non linéaire nous impose d’utiliser une mé-
thode de résolution type Newton. À cause de l’endommagement, la rigidité rési-
duelle ainsi que l’opérateur tangent peuvent devenir localement nuls. Un traitement
adapté est nécessaire afin de maîtriser la robustesse de l’algorithme de Newton.

Comportement non local : L’intégration de la loi d’évolution du méso-constituant pli
fait intervenir l’opérateur non local 〈〈 · 〉〉H (moyenne dans l’épaisseur). Pour la pré-
vision correcte du délaminage, le modèle d’interface nécessite l’accès à l’état d’en-
dommagement de plis adjacents. En conséquence, l’intégration de la loi comporte-
ment ne peut pas se faire point d’intégration par point d’intégration.

Comportement d’évolution en temps : La formulation à variables internes du méso-
modèle, requiert la conservation en mémoire de l’état d’endommagement sur tous
les points d’intégration. Le stockage de toute cette information demande une quan-
tité de mémoire non négligeable, équivalente à la quantité de mémoire nécessaire
pour stocker l’opérateur tangent.

Grand nombre de degrés de liberté : Comme énoncée précédemment, la quantité d’élé-
ments nécessaires pour traiter une pièce composite avec le méso-modèle, peut de-
venir très grande. L’algorithme de résolution ainsi que l’implémentation doivent
être capables de gérer cette grande quantité d’information. Un point, non moins
important, est le post-traitement. L’énorme quantité d’information générée par les
simulations (de l’ordre de 250 Mo par pas de chargement, pour une simulation de
taille 3×106 nœuds) doit être traitée de manière optimale.

2.1 Librairie LMTpp

La plate-forme logicielle LMTpp a été créée dans le but de pérenniser les développe-
ments internes au laboratoire, de faciliter la maintenance et de diminuer les développe-
ments redondants tout en offrant des outils adaptés aux besoins des chercheurs. Dévelop-
pée originalement par Leclerc (2007), elle est en constante évolution et amélioration. Tout
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au long de la thèse, de nombreux points ont été modifiés et améliorés. De nouvelles capa-
cités ont été incorporées, dont notamment la capacité à traiter des lois de comportement à
variables internes sur plusieurs points d’intégration, ainsi que la possibilité de traiter des
structures multimatériaux.

La plate-forme repose sur une triple exigence :
– Offrir un développement aisé et accéléré, en proposant des conteneurs (matrices,

matrice creuse, vecteurs, maillages) adaptés aux besoins du calcul scientifique haute
performance en mécanique.

– Garantir une vitesse d’exécution optimale pour la simulation de problèmes de grande
taille, grâce à une programmation moderne en C++.

– Offrir des fonctionnalités avancées pour la simulation en mécanique, notamment la
génération de matrices élémentaires.

La plate-forme propose un ensemble d’outils d’assistance génériques à la création de
codes. Une des originalités de la plate-forme est la possibilité d’utiliser le calcul sym-
bolique et la génération de code pour accélérer, simplifier et optimiser le développement
de nouvelles méthodes. Un des exemples d’utilisation de ces techniques de programma-
tion concerne la définition de la formulation mécanique sur un élément et l’obtention des
opérateurs élémentaires. Dans ce cas précis, il suffit de définir d’une part la discrétisa-
tion retenue (type d’éléments possibles à utiliser) et d’autre part l’expression continue du
principe des puissances virtuelles. La procédure de génération de code se charge de la
construction du code source en C++ définissant les fonctions pour le calcul des opéra-
teurs de raideur élémentaire. Après compilation, ces fonctions sont appelées pour chaque
élément du maillage considéré pour calculer les contributions élémentaires.

Un autre point, très apprécié, est la capacité de lire et d’écrire en plusieurs formats
de fichier de stockage des maillages éléments finis. Ceci permet d’importer des maillages
générés par des logiciels tiers (Cast3M1, Gmsh2), ainsi que d’exporter les résultats pour
le post-traitement avec des outils performants (Paraview3).

2.2 Librairies externes

Aujourd’hui, on ne peut plus concevoir le développement d’un code sans l’utilisa-
tion de librairies annexes. Ces librairies permettent d’alléger la lourde tâche d’écriture de
toutes les routines nécessaires pour un calcul scientifique.

Les librairies les plus appréciées sont celles d’algèbre linéaire (Lapack, Blas, Atlas. . .)
et les librairies pour la communication entre threads (OpenMPI, Lam/MPI). Ils proposent
de la documentation détaillée, qui est rare ou même absente dans les librairies dites faites

maison, ainsi qu’une maintenance assurée à long terme. Ceci permet de concentrer l’effort
sur les questions scientifiques liées directement au problème de référence.

La table 4.1 montre les principales librairies utilisées durant la thèse.

1http://www-cast3m.cea.fr/
2http://www.geuz.org/gmsh/
3http://www.paraview.org/
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TAB. 4.1: Librairies externes utilisé parCoffee

Librairie Description

MPI Utilisée pour la synchronisation et le transfert d’information
entre processus pendant une résolution en parallèle. MPI/Lam
(www.lam-mpi.org) et OpenMpi (www.open-mpi.org) peuvent
être utilisés.

Partitionneur
de Graphes

Utilisée pour générer la partition des maillages, ainsi que pour
générer une répartition équilibrée des sous-domaines à tra-
vers les processeurs du cluster. Metis (Kasypis et Takeda, 1998)
et Scotch (http://www.labri.fr/perso/pelegrin/scotch/)
peuvent être utilisés

ZThread Utilisée pour la synchronisation de threads à l’intérieur d’un pro-
cessus (http://zthread.sourceforge.net/index.html).

SuiteSparse Bibliothèque de fonctions d’algèbre linéaire
(www.cise.ufl.edu/research/sparse/SuiteSparse/).

2.3 Structure générale du code

L’utilisation d’un langage orienté objet (C++) donne une grande souplesse au moment
de la programmation. L’architecture interne de Coffee a été conçue pour profiter
au maximum de la programmation orientée objet. D’une part, des objets sont créés pour
stocker toutes les données concernant le problème à traiter (maillages, conditions limites,
chargement. . .) et d’autre part, une liste d’actions est créée, avec l’objectif de faire inter-
agir les différents objets pour aboutir à un résultat.

En résumé, la structure interne deCoffee peut être séparée en deux parties, les
données et les actions (voir figure 4.2)4. Ce type d’architecture permet l’ajout facile de
nouvelles fonctionnalités (solveur, lecteur de maillage. . .), sans aucun impact sur le reste
du code.

La classe principale du code, instanciée une seule fois, s’appelle DataStruct, et elle
contient une instance de chacune des classes de la figure 4.2. Le tableau 4.2 contient les
descriptions des différentes classes à l’intérieur de DataStruct.

Ainsi, à partir du fichier d’entrée, les différentes classes sont initialisées. Ensuite, les
actions chargées sont exécutées de manière séquentielle (lecture de maillage, application
de propriétés matériaux).

La description détaillée de toutes les classes peut être consultée dans la documentation
de Coffee qui se trouve dans les sources et disponible en ligne sur l’intranet du
laboratoire.

Ici seules deux classes seront présentées en détail, la classe TIMELINE chargé de gérer
le temps et la classe DDM pour la gestion du maillage.

4Des explications sur les diagrammes UML peuvent être trouvées sur le site http://www.uml.org
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DataStruct ACTIONS

DDM BOUNDARY OUTPUT GROUPS

CALCUL MPI_DATA TIMELINE EXTRAS

FIG. 4.2: Structure interne deCoffee : Donnés et Actions

TAB. 4.2: Description des principales classes dansCoffee

Structure Description

DataStruct Classe principale, elle stocke toutes les données du calcul
DDM Classe pour stocker l’information sur le domaine d’étude. Maillages

type de matériau
BOUNDARY Conditions limites. (déplacement, effort, contact. . .)
OUTPUT Information à exporter au fur et à mesure du calcul. (maillages, forces

de réactions. . .)
GROUPS Volumes imaginaires pour la sélection de nœuds et éléments
CALCUL Information à propos du calcul (calcul parallèle. . .)
MPI_DATA Classe pour stocker de l’information concernant un calcul en parallèle
TIMELINE Classe en charge du contrôle du temps (intervalle d’étude, pas de

chargement. . .)
EXTRAS Classe pour stocker et générer certains aspects du débogage
ACTIONS Actions à exécuter pour faire interagir les différents objets (lecture de

maillage, solveur non linéaire, application de conditions limites)

2.4 Discrétisation temporelle

Comme dit précédemment, l’intervalle d’étude [0,T ] est divisé en un nombre fini d’in-
créments [t, t +∆t]. Les incréments sont regroupés selon les conditions limites appliquées
au domaine d’étude. Ainsi, une simulation avec un chargement monotone n’aura qu’un
seul intervalle d’étude découpé en plusieurs pas de chargement ∆T . La figure 4.3 montre
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un cas typique de chargement monotone avec un palier intermédiaire. Dans ce cas, l’inter-
valle d’étude est coupé en trois intervalles, et chaque intervalle est découpé en un nombre
fini de pas de chargement (bien sûr, le nombre de pas dans chaque intervalle peut être
différent).
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FIG. 4.3: Discretitation de l’intervalle d’étude : intervalles et pas

La classe TIMELINE (voir figure 4.4) est chargée du temps. Une fois renseignée avec
l’information provenant du fichier d’entrée, elle peut être interrogée pour obtenir des in-
formations (∆t courant, pas courant, t. . .). La fonction shift() permet d’avancer dans
le temps. Quand tous les intervalles sont « utilisés », TIMELINE envoie un signal pour
annoncer au solveur que tous les intervalles sont déjà traités et le calcul est terminé.

+time

+step

+shift()

+get_step()

+get_interval()

+get_frac()

+time_step()

TIMELINE

FIG. 4.4: Classe gérant les temps

2.5 Discrétisation spatiale

Normalement, la discrétisation spatiale du domaine d’étude peut s’effectuer avec des
éléments de types quelconques. Ensuite, la loi d’état et la loi d’évolution sont intégrées,
élément par élément, afin de déduire les différentes quantités nécessaires pour le calcul
(c’est-à-dire les opérateurs tangents et le calcul du résidu).
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L’utilisation de la méthode de quadrature de Gauss pour l’intégration élémentaire
permet de diminuer considérablement le coût numérique (Zienkiewicz et Taylor, 1987)
(évaluation de l’énergie élémentaire sur les points de Gauss). Le tableau 4.3 montre les
éléments actuellement disponibles (dans Coffee) et la quadrature de Gauss asso-
ciée. La quadrature de Gauss utilisée permet d’intégrer correctement des polynômes de
deuxième degré pour les éléments Hexa, les Hexa_20, les Wedge et les Wedge_15, et des
polynômes de degré trois pour les Tetra et Tetra_10.

Cependant, l’utilisation d’une loi de comportement non locale pose des difficultés
supplémentaires. En effet l’intégration du méso-modèle implique des transferts d’infor-
mation dans l’épaisseur du composite au cours de l’intégration. Ces transferts d’informa-
tion peuvent poser problème dans le cas où le maillage n’est pas régulier (voir figure 4.5.b)
car le comportement est évalué seulement aux points de Gauss, et l’opérateur 〈〈 ·〉〉H (équa-
tion 2.5) impose l’homogénéité des forces thermodynamique dans l’épaisseur du pli. De
plus, l’intégration de la loi d’évolution de l’interface nécessite l’accès aux variables in-
ternes des plis adjacentes sur le même point du plan de composite.

L’utilisation d’un maillage régulier dans l’épaisseur du composite permet de s’affran-
chir de cette problématique (voir figure 4.5.a). Cette restriction n’est pas vraiment un
problème, car la plupart des structures composites laminées peuvent être discrétisées avec
cette technique. Ainsi, tous les points d’intégration sont alignés dans l’épaisseur du com-
posite et le transfert d’information est trivial.

Pli+

Pli−
Interface

Points de Gauss

a) Discrétisation réglée b) Discrétisation non-réglée

FIG. 4.5: Discrétisation du composite, caractère non-local (schématisation 2D)

La liste d’éléments utilisables avec le méso-modèle est donc restreinte aux éléments
prismatiques, c’est-à-dire des éléments qui sont le résultat de l’extrusion d’une figure
bidimensionnelle. Ces éléments sont des prismes à base carrée linéaires et quadratiques
(Hexa et Hexa_20), et des prismes à base triangulaire linéaires et quadratiques (Wedge et
Wedge_10).
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TAB. 4.3: Types d’éléments et quadrature de Gauss

Nom Ordre Figure Points de Gauss Poids de Gauss

Tetra Linéaire

1/4,1/4,1/4
1/6,1/6,1/6
1/2,1/6,1/6
1/6,1/2,1/6
1/6,1/6,1/2

−2/15
3/40
3/40
3/40
3/40

Tetra_10 Quadratique

1/4,1/4,1/4
1/6,1/6,1/6
1/2,1/6,1/6
1/6,1/2,1/6
1/6,1/6,1/2

−2/15
3/40
3/40
3/40
3/40

Wedge Linéaire

1/2, 0 ,α
1/2,1/2,α

0 ,1/2,α
1/2, 0 , β
1/2,1/2, β

0 ,1/2, β

1/12

Wedge_15 Quadratique

1/2, 0 ,α
1/2,1/2,α

0 ,1/2,α
1/2, 0 ,β
1/2,1/2,β

0 ,1/2,β

1/12

Hexa Linéaire

α,α,α
β,α,α
β, β,α
α, β,α
α,α, β
β,α, β
β, β, β
α, β, β

1/8

Hexa_20 Quadratique

α,α,α
β,α,α
β, β,α
α, β,α
α,α, β
β,α, β
β, β, β
α, β, β

1/8

α =
1−
√

1/3
2 , β =

1+
√

1/3
2
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L’utilisation d’une intégration complète, même si elle est numériquement plus coû-
teuse, permet d’éliminer tous les problèmes liés à une intégration réduite, comme les
modes de déplacements à énergie nulle aussi appelés modes hourglass.

La classe Domain est chargée de stocker tous les sous-domaines ainsi que l’infor-
mation reliée au problème grossier de la méthode de décomposition de domaine (voir
figure 4.6). Elle est composée d’un ensemble de sous-domaines du type SubDomain.

+subdomains: Vec<SubDomain>

+PMacro: PMACRO

+m: Vec<mesh>

+K

+vec_scaling

+assemble()

+Get_bp()

+Cal_Mul_Sp(in Vec,out Vec)

Domain

SubDomain

FIG. 4.6: Classe Domain et SubDomain

Chaque sous-domaine contient une série de maillages (un par type de matériau) et
l’information nécessaire pour calculer son résidu, l’opérateur tangent, le résidu condensé
sur l’interface et le résultat de la multiplication d’un vecteur par le complément de Shur
primal.

L’information nécessaire pour grouper les éléments alignés dans l’épaisseur se trouve
aussi dans la classe SubDomain. Ceci permet l’intégration de la loi comportement de
manière indépendante sous-domaine par sous-domaine.

2.6 Partitionnement

Le point fort des méthodes de décomposition de domaine est la capacité de traiter
de manière quasi indépendante chaque sous-domaine. Le caractère non local du méso-
modèle demande des transferts supplémentaires entre éléments au moment de l’intégra-
tion de la loi comportement. La figure 4.7 schématise deux partitions possibles d’un
maillage éléments finis. On constate, pour la partition de gauche, qu’au moment de l’inté-
gration de la loi comportement (méso-constituant pli), plus précisément dans le calcul de
la moyenne des forces thermodynamiques (opérateur 〈〈〉〉H ), des transferts d’information
sont nécessaires entre sous-domaines. Cela rend l’intégration de la loi de comportement
non locale à l’échelle des sous-domaines, demandant des transferts très lourds entre élé-
ments alignés dans l’épaisseur du composite (forces thermodynamiques par point d’inté-
gration). Ce problème est aussi rencontré au moment de l’intégration de la loi de compor-
tement du méso-constituant interface.

Pour éliminer le transfert d’information entre sous-domaines et rendre l’intégration
de la loi de comportement indépendante de la partition, une stratégie de partitionnement
de maillages dédié aux problèmes de composite a été développée. La stratégie consiste
à prendre en compte le caractère non local du modèle au moment de la partition. La fi-
gure 4.7 (droite) montre que si nous coupons le maillage dans la « verticale », les éléments
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Pli+

Interface

Pli−

Points de Gauss

FIG. 4.7: Partitionnement : (gauche) Partitionnement non-adapté, (droite) Partitionnement
respectant le caractère non-locale du méso-modèle

alignés dans l’épaisseur du composite resteront au sein du même sous-domaine. Ainsi,
nous pouvons assurer que l’intégration de la partie non locale de la loi de comportement
se fera de manière locale à l’échelle des sous-domaines.

L’algorithme de partitionnement doit donc assurer que tous les éléments qui sont ali-
gnés dans l’épaisseur du composite appartiennent à la même partition. Pour garantir le
partitionnement correct du maillage, on génère le graphe dual du maillage (graphe repré-
sentant la connectivité entre éléments) (figure 4.8.b) et on identifie les éléments qui sont
alignés dans l’épaisseur du stratifié.

5 2 25 5 5 5 5 5 5

5 5 5 5 5 5 2 25 5

Pli+

Interface

Pli−

(a)

(b) (c)

(d) (e) (f)

FIG. 4.8: Étapes du partitionnement (a) maillage original et graphe dual (b) graphe dual pondéré
(lignes grasses représentent les élément alignés dans l’épaisseur) (c) graphe pondéré simplifié (d)

graphe partitionné (e) graphe partitionné reconstruit, (f) maillage partitionné

La procédure de repérage se base sur les directions d’orthotropie et le centre de
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chaque élément. Quand deux éléments partagent les mêmes directions d’orthotropie et
leurs centres forment un vecteur colinéaire à N

pli
3 (à une tolérance près), on considère

que sont deux éléments appartenant au même pli (figure 4.9.a). De la même façon, pour
chaque élément d’interface, on cherche les deux éléments des plis adjacents les plus
proches avec des centres colinéaires à Nint

3 (figure 4.9.b).
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FIG. 4.9: Repères d’orthotropie par élément

Ensuite, on simplifie le graphe de manière à compacter tous les éléments alignés dans
l’épaisseur du pli sur le même nœud du graphe (4.8.c). Les numéros au dessous de chaque
nœud correspondent à la quantité d’éléments compactés.

Le graphe dual simplifié est ensuite partitionné à l’aide d’un algorithme de partition
de graphes (figure 4.8.d). Dans notre cas, deux librairies ont été interfacées avec le code.
Metis (Kasypis et Takeda, 1998) et Scotch (Pellegrini, 1997) sont des logiciels libres ca-
pables de générer des partitions de graphes irréguliers. Finalement, les différentes parties
sont traitées pour reconstruire le graphe (figure 4.8.e) et les maillages des différents sous-
domaines (figure 4.8.f).

En même temps que la partition est calculée, le graphe représentant la connectivité
des sous-domaines est calculé. Cette information sera utilisée pour optimiser la lecture et
la répartition de sous-domaines au moment du calcul parallèle.

Cette méthode nous permet de générer une partition en accord avec le méso-modèle
d’endommagement, de manière complètement automatique.

La figure 4.10 montre la partition d’une plaque trouée de 73 500 éléments en 200
sous-domaines.

La figure 4.11 montre la quantité d’éléments par sous-domaine. Grâce aux outils de
partitionnement performants et à la stratégie de simplification du graphe duale, la qualité
de la partition est bien assurée.
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FIG. 4.10: Partition du maillage
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FIG. 4.11: Nombre d’éléments par sous-domaine

2.7 Post-traitement

Un point non négligeable d’une stratégie de résolution parallèle est l’exploitation de
résultats. Bien entendu, la résolution d’un problème en parallèle permet de le distribuer
sur différents ordinateurs. Le stockage de résultats doit aussi être fait en parallèle pour
assurer l’extensibilité du logiciel. Cela signifie que les données générées par la résolution
seront stockées de manière distribuée (sur un ensemble de fichiers par exemple).

DansCoffee la sortie de résultat est faite de manière à ce que pour chaque sous-
domaine et chaque pas de chargement un fichier est écrit. Dans le cas d’une résolution
avec 200 domaines et 50 pas de chargement, 10 000 fichiers sont créés. En même temps,
l’écriture d’un fichier maître permet de charger l’ensemble des données à l’aide d’un seul
clic. Ceci permet que chaque processeur écrive les données générées en parallèle, et si
nécessaire, de visualiser un seul sous-domaine sans charger l’ensemble de données en
mémoire.

Postérieurement, pour assurer un traitement efficace des résultats une approche pa-
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rallèle de post-traitement est aussi nécessaire. Paraview5 est un logiciel de visualisation
ouvert et gratuit qui propose, entre autres, l’ouverture et l’exploitation de résultats de
manière distribuée.

Un aspect innovant de Paraview est le mode client/serveur, qui permet l’exploitation
de résultats directement sur le cluster de calcul sans nécessiter de rapatrier les données
sur la machine de post-traitement.

§ 3 Bilan

La complexité du modèle et la taille des calculs nous imposent l’utilisation de super
calculateurs. Ces supercalculateurs avec une architecture parallèle (cluster) demandent
une attention particulière à toute la chaîne de simulation. D’abord, dans la conception de
la structure du code et puis dans la définition des différentes étapes pour aboutir à une
stratégie de calcul robuste et performante.

Le méso modèle, lui aussi, impose des restrictions fortes qui demandent des traite-
ments particuliers.

La conception du code de calcul a été fortement influencée par la plate-forme de cal-
cul déjà existante au laboratoire au moment de l’étude. Des développements lourds ont
été nécessaires pour ajouter les fonctionnalités indispensables pour un calcul performant
avec le méso modèle. L’utilisation d’un langage orienté objet et d’une structure de code
adapté ont permis la création d’un code, à la fois modulaire et performant, donnant aux
chercheurs une grande marge de manoeuvre pour explorer le méso modèle.

La conception d’une stratégie de partitionnement adaptée aux contraintes du méso
modèle a permis de rendre le prétraitement du problème à la portée de tous.

L’utilisation d’un système de fichier en parallèle pour le stockage des résultats a per-
mis l’utilisation d’un logiciel de post-traitement adapté au problème de grande taille.

Une attention spéciale a été accordée à l’architecture deCoffeepour donner la
possibilité aux développeurs d’ajouter de nouvelles fonctionnalités, lois de comportement,
format de fichier, conditions limites entre autres.

5http://www.paraview.org/
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Chapitre 5

Mise en œuvre : lois de comportement

Ce chapitre est dédié à la mise en œuvre numérique des lois

de comportement utilisées pendant l’étude. Une description

détaillée des algorithmes utilisés pour l’intégration du

méso-modèle dans le cadre de la méthode des éléments finis

sera présentée.
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La résolution du problème de référence (équations 3.2 à 3.6) passe par l’évaluation du
résidu, avec la solution trouvée à l’itération précédente, à chaque étape de la boucle NKS.

Le calcul du nouveau résidu se fait donc à une solution U constant. Cela veut dire que
la solution en déplacement pendant l’actualisation de la loi de comportement ne varie pas.

Comme dit précédemment, dans l’étude nous avons choisi de ne pas utiliser une in-
tégration réduite des éléments finis, qui peut introduire des erreurs d’intégration comme
des phénomènes l’Hourglass. Pour minimiser le plus possible l’erreur due à l’intégration,
nous avons décidé d’utiliser la même quantité de points d’intégration pour l’intégration
de la loi d’état et pour l’intégration de la loi d’évolution.

Ce choix nous a obligé à faire des développements lourds au sein de la plate-forme
de calcul LMTpp. Au moment du développement, la plate-forme était incapable de traiter
des lois de comportement non linéaire à variables internes.

L’opérateur moyen dans l’épaisseur du pli, et la loi d’évolution de l’interface couplée
avec l’état des plis adjacents font du modèle un modèle fortement non local. Le caractère
non local de la loi ajoute une difficulté supplémentaire au moment de l’implémentation et
de l’intégration dans un code de calcul.

La généralisation de la procédure de traitement des lois de comportement non linéaire
(dans la plate-forme de calcul) a rendu possible le traitement de lois de comportement non
local (non disponible jusqu’alors), permettant de traiter l’intégration des lois d’évolution
de manière globale et non point de gauss par point de gauss.

Sachant que le couplage pli-interface se fait dans une seule direction, nous proposons
donc d’intégrer d’abord la loi de comportement du pli, puis dans un second temps la loi
de comportement de l’interface.

§ 1 Loi de comportement pli

Cette loi est composée par un ensemble de comportements élémentaires.
– Hyperélasticité dans la direction fibre
– Réorientation de fibres due à la déformation
– Endommagement sens fibre (d f )
– Endommagement diffus (d et d′)
– Endommagement dû à la fissuration transverse (d̄22, d̄12 et d̄23)
– Comportement plastique de la matrice (εp et p)
L’ensemble des lois de comportement doit être vérifié simultanément pour une inté-

gration correcte. L’ordre d’actualisation des lois élémentaires a un impact non négligeable
sur la robustesse et la convergence de la stratégie. Après analyse, la manière la plus ro-
buste est de commencer par l’intégration des lois les moins couplées. Ainsi, la loi pour la
modélisation de la réorientation de fibres sera la première à être actualisée. En effet, cette
loi dépend uniquement de l’état de déformation locale.

Il est clair que la deuxième loi à actualiser sera l’hyperélasticité dans le sens des fibres.
Elle ne dépend que de l’état de déformation et de l’orientation des fibres.

Les quatre lois restantes sont fortement couplées les unes avec les autres. Une intégra-
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tion itérative permettra la vérification, à convergence, de l’ensemble des équations.
Pour assurer que les valeurs de variables internes du pas de chargement précédent ne

sont pas modifiées pendant les itérations de l’algorithme d’intégration, tout le travail d’in-
tégration se fait en utilisant des variables internes temporaires (∆ · ). L’idée est de travailler
sur la variation des variables internes. Ceci permet, par exemple, de revenir à l’état initial
de l’algorithme itératif (remise à zéro de variables temporaires). De cette manière, une
fois que l’algorithme aura convergé, les valeurs de variables internes seront modifiées en
ajoutant la variation trouvée (exemple d f = d f +∆d f ), et les variables temporaires seront
remises à zéro.

Après plusieurs essais numériques, un ordre a été trouvé pour l’intégration des lois de
comportement élémentaires. Cet ordre a montré être la manière la plus robuste d’intégrer
la loi comportement pli. L’algorithme 4 montre l’ordre retenu et le détail de certaines
étapes de l’intégration.

Algorithme 5.1 : Intégration loi comportement méso-constituant pli

tant que ∆p, ∆d f , ∆d, ∆d′, ∆ρ, ∆d̄22, ∆d̄12 et ∆d̄23 varient faire1

Calcul de la réorientation des fibres et actualisation de εεlocal ; (al. 5.2)2

Calcul du module de Young sens fibre (Hyperélasticité) ; (al. 5.3)3

si Plasticité active alors4

Actualisation de la plasticité (∆εεp et ∆p) ; (al. 5.4)5

si Rupture fibre active alors6

Actualisation de l’endommagement sens fibre (∆d f ); (al. 5.5)7

si Endommagement diffus active alors8

Actualisation de l’endommagement diffus (∆d et ∆d′) ; (al. 5.6)9

si Fissuration transverse active alors10

Actualisation de la fissuration transverse (∆ρ, ∆d̄22, ∆d̄12 et ∆d̄23) ; (al. 5.7)11

fin12

fin13

1.1 Réorientation de fibres due à la déformation

Le modèle de réorientation de fibres est très simple à mettre en œuvre. L’absence de
branchements et de couplages permet l’écriture de la loi de manière directe.

Une hypothèse importante a été de considérer que la variation de la réorientation de
fibres à l’intérieur d’un élément est minimale. Ceci permet de calculer une seule variation
d’angle par élément, et ainsi d’économiser une quantité non négligeable de mémoire (les
valeurs sont calculées au centre de l’élément). Dans le cas contraire, il faudrait calculer
une variation d’angle par point d’intégration, et donc stocker deux vecteurs de direction
(Npli

1new et N
pli
1new) par point.

L’hypothèse de petit chargement permet d’écrire la loi en fonction de la solution au
pas de chargement précédent (uold).
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Algorithme 5.2 : Calcul de la reorientation des fibres

pour chaque élément faire1

Calcul du gradient du déplacement dans le repère local ∇123uold ; (éq. 2.66)2

Calcul de la transformation affine T dans le repère global ; (éq. 2.68 et 2.69 )3

Calcul des nouvelles direction d’orthotropie ; (éq. 2.62, 2.71 et 2.72 )4

fin5

La figure 2.12 montre la variation d’angle généré pour différents niveaux de charge-
ment dans un composite [±θ]ns. Dans ce cas, tous les mécanismes de dégradation ont été
désactivés.

1.2 Hyperélasticité direction fibre

La simplicité de cette loi permet une écriture directe et ne pose aucune difficulté.
L’algorithme 5.3 résume la mise en œuvre. Elle permet de calculer la rigidité apparente
du composite dans la direction des fibres en fonction du taux de déformation.

De la même façon que précédemment, cette équation est résolue de manière explicite.

Algorithme 5.3 : Calcul de la hyperélasticité

pour chaque point de Gauss de chaque élément faire1

Calcul de la déformation dans le repère local εεold2

Calcul de E0
1 ; (éq. 2.4 )3

fin4

La figure 5.1 montre la réponse en traction et compression dans le sens des fibres du
pli élémentaire. Dans ce cas seulement les phénomènes d’hyperélasticité et de rupture de
fibres sont présents.

1.3 Plasticité

La fonction de charge définie précédemment (équation 2.37) peut être écrite de ma-
nière tensorielle. Afin de conserver la généralité de la présentation, nous adopterons la
notation condensée suivante :

f (σ̃σ, p) =

√

ˆ̃σσ
T

H ˆ̃σσ−R(p)−R0 (5.1)

L’équation (2.37) correspond donc au cas particulier :

H =

















0 0 0 0 0 0
0 a2 0 0 0 0
0 0 a2 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

















(5.2)
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FIG. 5.1: Comportement sens fibre pour un chargement monotone
(ligne pointillé : tangente à l’origine)

Les conditions de charge-décharge s’expriment au travers la fonction de charge (équa-
tions (5.3) à (5.5)).

– domaine d’élasticité si :
f (σ̃σ, p) < 0 (5.3)

– décharge élastique si :
f (σ̃σ, p) = 0 et ḟ (σ̃σ, p) < 0 (5.4)

– écoulement plastique si :
f (σ̃σ, p) = 0 et ḟ (σ̃σ, p) = 0 (5.5)

1.3.1 Direction d’écoulement plastique

La direction de l’écoulement plastique est donnée par le principe d’écoulement maxi-
mal de Hill, qui indique que l’écoulement s’effectue de manière normale à la fonction de
charge :

˙̃εε
T
p = λ̇

∂ f

∂σ̃σ
(5.6)

1.3.2 Direction d’évolution des variables d’écrouissage

Dans le cadre des matériaux standards généralisés, la notion de normalité est étendue
aux variables d’écrouissage, ce qui conduit à :

ṗ = −λ̇
∂ f

∂R
(5.7)
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Dans le cas de la fonction de charge définie par l’équation 5.1, il est immédiat que
∂ f
∂R

= −1. Par conséquent :

λ̇ = ṗ (5.8)

1.3.3 Retour itératif sur le convexe d’élasticité

Écrivons la différentielle de la fonction de charge :

∂ f =
∂ f

∂σ̃σ
∂σ̃σ+

∂ f

∂R
∂R (5.9)

Il convient désormais d’exprimer les différents termes de l’équation 5.9 en fonction
du taux de déformation plastique cumulée.

D’après (5.1)
∂ f

∂σ̃σ
=

σ̃σT HT

√
σ̃σT Hσ̃σ

(5.10)

De plus :
∂ f

∂R
∂R =

∂ f

∂R

∂R

∂p
∂p = −R′(p)∂p (5.11)

Donc :

∂ f =
σ̃σT HT

√
σ̃σT Hσ̃σ

∂σ−R′(p)∂p (5.12)

Or :
∂σ̃σ = Θ∂σσ = Θ ·K ·∂εεe (5.13)

Lors de la recherche de la partie plastique, la déformation totale est imposée à l’étape
locale, ce qui conduit :

∂εε = ∂εεp +∂εεe = 0 (5.14)

ou encore :
∂εεp = −∂εεe (5.15)

Par conséquent :
∂σ̃σ = −Θ ·K ·∂εεp = −Θ ·K ·Θ ·∂ε̃εp (5.16)

D’après (5.6) et (5.8) :

∂ε̃εp =
∂ f T

∂σ̃σ
∂p =

Hσ̃σ√
σ̃σT Hσ̃σ

∂p (5.17)

soit :

∂σ̃σ = −Θ ·K ·Θ Hσ̃σ√
σ̃σT Hσ̃σ

∂p (5.18)

La différentielle de f s’exprime donc au final :

∂ f = −
[

σ̃σT HT

√
σ̃σT Hσ̃σ

·Θ ·K ·Θ · Hσ̃σ√
σ̃σT Hσ̃σ

+R′(p)

]

∂p (5.19)
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D’où l’expression du taux de déformation plastique cumulée nécessaire pour revenir
sur le convexe d’élasticité à partir d’une solution sortant du convexe d’élasticité :

f +∂ f = 0 ⇒ ∂p =

√
σ̃σT Hσ̃σ−R(p)−R0

[

σ̃σT HT√
σ̃σT Hσ̃σ

·Θ ·K · Hσ̃σ√
σ̃σT Hσ̃σ

+R′(p)
] (5.20)

ou encore sous forme condensée :

∂p =

√
σ̃T Hσ̃−R(p)−R0
[

σ̃T ·O· σ̃
σ̃T ·H · σ̃ +R′(p)

] (5.21)

où :

O = HT ·Θ ·K ·Θ ·H (5.22)

En remplaçant le ∂ par un ∆ on obtient donc l’équation à programmer :

∆p =

√
σ̃T Hσ̃−R(p)−R0
[

σ̃T ·O· σ̃
σ̃T ·H · σ̃

+R′(p)
] (5.23)

Ensuite à partir des équations 5.6 et 5.1, le taux de déformation plastique peut être
calculé.

˙̃εε
T
p = λ̇

σ̃σT HT

√
σ̃σT Hσ̃σ

(5.24)

1.3.4 Algorithme

Pendant l’implémentation nous avons constaté que quand l’endommagement d attei-
gnait des valeurs proches de 1 (de l’ordre de 0,999), l’algorithme chargé de l’intégration
de la plasticité divergeait. La solution a été de considérer qu’après ce point le matériau est
complètement dégradé, en conséquence l’évolution de la plasticité, pour ce point d’inté-
gration, est bloquée.

Il faut remarquer que dans le cas où la plasticité cumulée est égale à zéro, R′(p)
n’est pas définie, et on est dans l’impossibilité d’évaluer l’équation 5.23. L’introduction
d’une valeur initiale pour ∆pcorrection permet de démarrer l’algorithme. La valeur de ∆pini

(10−50) a été choisie pour ne pas induire un écoulement plastique excessif.
L’algorithme retenu (voir algorithme 5.4) permet une intégration robuste de la plasti-

cité. De plus, l’implémentation générique de la plasticité, dans la plate-forme de calcul,
permet son utilisation en dehors du cadre du méso-modèle (par une nouvelle définition
des opérateurs Θ et H).
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Algorithme 5.4 : Calcul de la plasticité

pour chaque point de Gauss de chaque élément faire1

si d > dmax alors continue avec le point d’intégration suivant2

Initialisation de variables temporaires de la plasticité (∆p et ∆εεp) à 03

Calcul du σσ et σ̃σ4

si
√

σ̃σT ·H · σ̃σ−R(p)−R0 > 0 alors (éq. 5.1)5

répéter6

Calcul du σ et σ̃ en fonction de εεp +∆εεp7

si p+∆p > 0 alors8

Calcul de ∆pcorrection ; (éq. 5.23)9

sinon10

∆pcorrection = ∆pini11

fin12

∆p = ∆p+∆pcorrection13

Calcul du taux de déformation plastique ∆εεp ; (éq. 5.24 et 2.36)14

jusqu’à ∆pcorrection

p+∆p
< tol15

fin16

fin17

Le critère de sortie est défini en fonction de ∆pcorrection. Si la correction de la plasticité
est suffisamment petite (de l’ordre de 10−6), on considère que l’algorithme a atteint la
convergence.

La figure 5.2 montre la réponse du modèle à un chargement cyclique en cisaillement et
l’évolution de l’endommagement et de la plasticité cumulée en fonction du chargement.
Plusieurs caractéristiques peuvent être observées. L’accumulation de la déformation ané-
lastique au fur et à mesure que la plasticité cumulée évolue. La diminution de la raideur
du matériau en décharge due à l’endommagement.
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FIG. 5.2: Comportement en cisaillement
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1.4 Endommagement sens fibre

L’algorithme 5.5 montre la stratégie retenue pour l’actualisation de l’endommagement
sens fibre. Comme pour la plasticité, l’incrément de l’endommagement sens fibre (d f ) est
stocké dans une variable temporaire ∆d f .

Algorithme 5.5 : Calcul de l’endommagement sens fibre (d f )

pour chaque point de Gauss de chaque élément faire1

Actualisation de εεlocal et σσ2

Calcul de Yd f
et Yd′ ; (éq. 2.7 et 2.12)3

fin4

Opérateur 〈〈 · 〉〉H sur les quantités Yd f
et Yd′5

pour chaque point de Gauss de chaque élément faire6

Calcul de ∆d f ; (éq. 2.13 et 2.14)7

Vérification des valeurs de l’endommagement8

fin9

Les équations 2.7 et 2.12 ne peuvent pas être calculées directement. L’opérateur mo-
yenne dans l’épaisseur (〈〈 · 〉〉H) requiert l’ensemble de valeur alignée dans l’épaisseur d’un
pli élémentaire. Une première boucle sur tous les points d’intégration permet de calculer
les valeurs ponctuelles qui seront postérieurement utilisées dans la routine de l’opéra-
teur 〈〈 ·〉〉H .

Une fois les forces thermodynamiques calculées, le calcul de l’incrément d’endom-
magement sens fibre (∆d f ) ne pose aucune difficulté.

La vérification des valeurs de l’endommagement est nécessaire pour assurer que l’en-
dommagement trouvé est compatible avec la loi d’état. Dans le cas où un jeu des va-
riables internes fait que l’opérateur de Hooke n’est plus défini positif, on considère que
le matériau est complètement dégradé. Dans ce cas, les variables sont fixées au maxi-
mum (0,999). Cette valeur a été choisie pour assurer une rigidité quasi nulle, mais sans
dégrader considérablement le conditionnement de l’opérateur de la matrice tangente.

La figure 5.1 montre la réponse du matériau pour un chargement monotone en traction
et compression. L’utilisation de l’effet retard permet d’empêcher un passage brutal d’un
endommagement de zéro à un, donc la localisation de la déformation.

1.5 Endommagement diffus

L’actualisation de l’endommagement diffus (d et d′) se fait de la même manière que
l’endommagement sens fibre. L’algorithme 5.6 montre la stratégie retenue.
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Algorithme 5.6 : Calcul de l’endommagement diffus (d et d′)

pour chaque point de Gauss de chaque élément faire1

Actualisation de εεlocal et σσ2

Calcul de Yd et Yd′ ; (éq. 2.6 et 2.7)3

fin4

Opérateur 〈〈 · 〉〉H sur les quantités Yd et Yd′5

pour chaque point de Gauss de chaque élément faire6

Calcul de ∆d et ∆d′ ; (éq. de 2.8 à 2.10)7

Vérification des valeur de l’endommagement8

fin9
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FIG. 5.3: Comportement sens transverse cyclique

Comme pour l’endommagement sens fibre, l’algorithme n’est pas contraint par les
bornes de ∆d et ∆d′. Cela veut dire que dans l’algorithme, ∆d et ∆d′ peuvent prendre
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n’importe quelle valeur. Ensuite dans la vérification des valeurs d’endommagement ces
valeurs sont bornées inférieurement et supérieurement. Inférieurement (∆d ≮ 0), pour as-
surer un endommagement toujours croisant. Et supérieurement (∆d < 0,999− d), pour
assurer que l’endommagement ne dépasse pas la valeur maximale permise. Évidemment,
ces bornes s’appliquent également à toutes les autres valeurs d’incrément d’endommage-
ment.

La figure 5.3 montre le comportement en traction transverse pour un chargement cy-
clique. Pour simplifier, seul l’endommagement diffus est actif. Dans la figure, on peut
noter la prise en compte de la fermeture de fissures en compression, modélisée par une
désactivation de l’endommagement en compression. Un autre point important est que
même si l’endommagement n’atteint jamais la valeur de 1 (avec l’objectif d’empêcher de
rendre non inversible l’opérateur tangent), la valeur de 0,999 est suffisante pour assurer
que la raideur résiduelle soit minimale.

Les autres figures montrent l’évolution de l’endommagement en fonction de la défor-
mation et en fonction du chargement.

La figure 5.4 montre la réponse du modèle, avec l’effet retard activé, pour le même
chargement. Dans la courbe contrainte-déformation (figure 5.4(a)), la ligne pointillée dé-
note la réponse sans effet retard. On remarque que le comportement est complètement
élastique au-dessous de la courbe de réponse sans effet retard. Par contre, l’évolution de
l’endommagement en dessus de la courbe statique n’est pas instantanée. Ce retard dans
l’évolution est la cause des coins arrondis dans la figure 5.4(d).

Dans les figures 5.3 et 5.4, la valeur de saturation de l’endommagement diffus (ds

équation 2.10) est fixée à la valeur maximale de l’endommagement (pas de saturation).

1.6 Fissuration transverse

La mise en œuvre de la loi d’évolution de la fissuration transverse passe par la dé-
termination de fonctions provenant de l’homogénéisation du problème micro (éq. 2.24)
(Ladevèze et Lubineau, 2001). Elles sont tabulées et stockées en mémoire, et évaluées se-
lon les besoins. Ces fonctions ont été identifiées jusqu’à un taux de fissuration de 1,96,
équivalent à un endommagement de 0,95. Cette valeur n’est pas suffisante pour atteindre
la rupture finale. La solution a été d’extrapoler la fonction f22 pour parvenir à un endom-
magement maximal (figure 5.5).

La fonction G(x) (équation 2.26) a également été calculée et tabulée en même temps
que les fonctions précédentes.

L’algorithme 5.7 montre les différentes étapes de la stratégie d’intégration.
Il faut remarquer que le modèle de fissuration n’a pas de sens s’il n’est pas couplé

avec le modèle d’endommagement diffus. Les figures 5.6 et 5.7 montent le comportement
du modèle avec l’endommagement diffus, la fissuration, et la plasticité, actifs à un char-
gement cyclique de traction. La courbe 5.6 montre la réponse en contrainte. Les autres
figures montrent l’évolution des variables internes.

Un point important est qu’une valeur de saturation pour l’endommagement diffus n’est
plus nécessaire. Cela veut dire que si les propriétés matériau utilisées sont identifiées à
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FIG. 5.4: Comportement sens transverse cyclique avec effet retard

partir d’un vrai matériau le modèle diffus et le modèle de fissuration se couplent parfai-
tement, donc il n’est plus nécessaire de fixer un endommagement maximal sur d pour
démarrer la fissuration transverse.

§ 2 Interface

Le méso-modèle présente un couplage pli-interface unidirectionnel. Cela veut dire
que l’information se propage du pli à l’interface. Ceci nous permet de traiter la loi de
comportement pli sans avoir à nous préoccuper de l’interface. Après l’intégration de la
loi de comportement pli, l’intégration de la loi d’interface ne présente presque aucune
difficulté. Toute la difficulté réside dans le repérage de plis adjacents et de l’obtention
d’information des éléments voisins à chaque élément d’interface (voir page 74).

L’hypothèse de petite variation de l’orientation des fibres dans le plan nous permet de
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Algorithme 5.7 : Calcul de l’endommagement dû à la fissuration transverse (d̄22,
d̄12, d̄23)

pour chaque point de Gauss de chaque élément faire1

Actualisation de εεlocal et σσ2

Calcul de Yd̄22
, Yd̄12

et Yd̄23
; (éq. 2.18, 2.19 et 2.20)3

fin4

Opérateur 〈〈 · 〉〉H sur les quantités Yd̄22
, Yd̄12

et Yd̄23
5

pour chaque point de Gauss de chaque élément faire6

Calcul de γI, γII et γIII ; (éq. 2.28, 2.28 et 2.29)7

Calcul de ∆ρ ; (éq. 2.25 ou 2.30)8

Actualisation de ∆d̄22, ∆d̄12 et ∆d̄23 (éq. 2.24 )9

fin10

n’évaluer l’angle entre deux plis adjacents qu’au centre des éléments.
L’algorithme 5.8 montre les étapes et les équations utilisées dans l’actualisation de la

loi.
Dans le cadre de l’utilisation de l’effet retard, seule l’équation 2.50 est modifiée. Ceci

est dû à la définition de la loi d’évolution. dII et dIII dépendent de la valeur de dI et
de la valeur du taux de fissuration des plis adjacents (ρ+ et ρ−). Ces trois indicateurs
d’endommagement ont déjà été bornés par l’effet retard.

§ 3 Effet retard

L’utilisation de l’effet retard pour pallier aux problèmes de localisation numérique
dans le cadre du méso-modèle a mené à la redéfinition de plusieurs équations du modèle.
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FIG. 5.6: Comportement sens Transverse avec Diffus, Plasticité et Fissurations (1)
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Bilan

Algorithme 5.8 : Intégration loi comportement méso-constituant interface

pour chaque élément d’interface faire1

Calcul de l’angle formé par les deux plis adjacents θ2

pour chaque point de Gauss faire3

Calcul du saut de déplacement ; (éq. 2.39)4

Calcul de YdI
, YdII

et YdIII
; (éq. 2.44, 2.45 et 2.46)5

Calcul de w ; (éq. 2.48)6

si effet retard active alors7

calcul de ∆dI avec l’effet retard ; (éq. 2.60)8

sinon9

∆dI = w−dI (éq. 2.50)10

fin11

si Couplage active alors12

Recuperation de ρ et ρs des éléments adjacents13

Calcul de dII et dIII ; (éq. 2.51 et 2.52)14

fin15

Actualisation de dI , dII et dIII16

fin17

fin18

Il introduit la notion de vitesse d’endommagement, donc la dépendance de la loi com-
portement à la vitesse du chargement. Le calcul de la vitesse d’endommagement se fait
en utilisant la valeur de l’endommagement au pas de chargement précédent (dt−1).

ḋ =
dt −dt−1

∆T
(5.25)

Ensuite, la loi de l’effet retard (2.56) devient :

dt −dt−1

∆T
=

1
τc

(

1− e
(−a〈w−dt〉+)

)

(5.26)

Cette équation non linéaire en dt est ensuite résolue par la méthode de Newton.
Il est important de remarquer que pendant la résolution de l’équation précédente au-

cune borne n’est appliquée à la variable dt . Ceci permet d’assurer la convergence de la
méthode de Newton. La vérification des valeurs d’endommagement (ḋ > 0 et dt <= 1) se
fait ultérieurement.

Dans le code de calcul, chaque phénomène a son propre jeux de paramètre pour l’ef-
fet retard, permettant de contrôler l’influence de l’effet retard sur chaque phénomène de
manière indépendante. En général, pour simplifier l’utilisation, nous fixons toutes les pa-

ramètres à la même valeur (τc = τ
d f
c = τd

c = τ
ρ
c et a = ad f = ad = aρ).

93



Mise en œuvre : lois de comportement

§ 4 Bilan

Le méso-modèle avec des lois élémentaires pour chaque phénomène apporte une
grande souplesse au moment de la mise en œuvre. Nous avons profité de cette sépara-
tion des phénomènes pour la mise en œuvre. Chaque loi élémentaire est traitée dans un
morceau de code indépendant, et ensuite une routine globale permet de les imbriquer de
manière cohérente pour une résolution robuste.

Ceci permet d’intégrer une à une les lois élémentaires et ainsi de tester leurs compor-
tements de manière indépendante. De plus, il est possible d’activer et désactiver les lois
élémentaires permettant une compréhension approfondie de l’impact que chacune a sur le
comportement global d’une structure.
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Chapitre 6

Mise en œuvre : méthodes de résolution

Par la suite, l’implémentation de la méthode de résolution

sera exposée. La mise en œuvre de la méthode NKS pour un

calcul éléments finis de grande taille en parallèle sera

présentée. En même temps, on présentera les différentes

modifications apportées pour adapter la méthode à la

résolution du problème de référence.
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Dans le cadre des éléments finis, le problème de référence est discrétisé, aboutissant
à un système d’équations non linéaire. Dans notre cas, le système est résolu de manière
itérative par un algorithme de Newton-Raphson. La méthode a donc besoin du résidu du
système d’équations non linéaires, et d’un opérateur pour chercher une correction à la
solution.

Par conséquent, plusieurs systèmes linéaires doivent être résolus. Ces problèmes li-
néaires, trop grands pour être résolus sur un seul ordinateur, sont traités par une méthode
de décomposition de domaine.

La méthode de décomposition de domaine nous permet de distribuer les calculs sur
plusieurs ordinateurs pour une résolution en parallèle.

En première instance, la résolution d’un problème linéaire sera exposée. L’extension
aux problèmes non linéaires sera ensuite introduite, puis l’implémentation de la méthode
de décomposition de domaine sera exposée.

§ 1 Résolution d’un problème linéaire

La résolution d’un problème linéaire (de taille réduite) ne pose aucun problème signi-
ficatif, mais la manière de le traiter ainsi que sa mise en œuvre peuvent avoir un impact
non négligeable sur l’efficacité de l’algorithme de résolution. Ici, le terme efficacité est
utilisé pour évaluer le rendement du code de calcul, cela veut dire la relation entre la taille
du problème et le temps (et la mémoire) nécessaire pour sa résolution.

1.1 Traitement des conditions de bords

Le calcul du second membre (vecteur de forces généralisées) permet la prise en compte
des conditions de bords en effort ainsi que des forces volumiques.

Imposer le déplacement sur un degré de liberté donné signifie que le déplacement
sur ce degré de liberté n’est plus une inconnue. Les conditions de bord en déplacement
peuvent être imposées, essentiellement, par trois techniques différentes.

La première technique consiste à éliminer l’équation reliée à ce degré de liberté. Le
système à résoudre porte alors sur un sous-ensemble d’équations. La solution finale est
alors reconstruite à partir de la valeur imposée sur le degré de liberté et la solution donnée
par la résolution du système. Cette technique permet de vérifier exactement les condi-
tions en déplacement, mais entraîne un changement de la taille du système à résoudre.
La modification du système ne pose aucun problème théorique, mais elle ajoute des dif-
ficultés supplémentaires au moment de l’implémentation des algorithmes de résolution.
Dans le cas de l’introduction d’un modèle de contact unilatéral (avec un solide rigide par
exemple), des conditions de type Dirichlet sont introduites. Cela se traduit par un change-
ment de la taille du problème à résoudre à chaque itération de l’algorithme de résolution,
donc de manipulations matricielles et de réallocations de mémoire récurrentes. Ces mo-
difications peuvent être très lourdes numériquement.

Une deuxième technique consiste à utiliser des multiplicateurs de Lagrange. L’utili-
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sation des multiplicateurs de Lagrange permet l’introduction de contraintes directement
dans la formulation variationnelle du problème. La nouvelle fonctionnelle Π(u,λ) est
construite à partir de la fonctionnelle originale Π(u) du problème d’origine et la con-
trainte E(u) = 0 sur Γ :

Π(u,λ) = Π(u)+

Z

Γ
λTE(u)dΓ (6.1)

Le multiplicateur de Lagrange λ est une inconnue supplémentaire. Cette technique
apporte une grande souplesse à l’écriture des contraintes, permettant d’exprimer des con-
traintes qui sont difficiles à appliquer avec une méthode d’élimination directe (par exemple,
déplacement moyen nul sur une face). La discrétisation du problème variationnel modi-
fié mène à un système de taille supérieure. Chaque condition en déplacement ajoute un
degré de liberté supplémentaire au système final. Le premier point désavantageux est que
la matrice modifiée n’est plus définie. Cela se traduit par l’incapacité d’utiliser certains
types de solveur linéaires (décomposition LU, décomposition Cholesky. . .). Le deuxième
point consiste au changement de taille de la matrice et à la modification de la largeur de
bande. L’utilisation d’un double multiplicateur de Lagrange permet de garder les proprié-
tés de la matrice, mais en revanche on introduit deux degrés de liberté supplémentaire par
contrainte en déplacement.

La troisième technique consiste à appliquer les conditions de bord par pénalisation.
Cette technique permet aussi d’imposer des contraintes en déplacement directement dans
la formulation variationnelle. Cependant, le système à résoudre reste de la même taille
que le problème d’origine. La nouvelle fonctionnelle Π(u) est définie comme suit :

Π(u) = Π(u)+α

Z

Γ
E(u)TE(u)dΓ (6.2)

Par contre, les contraintes ne sont vérifiées que de manière approchée. La valeur de
α dans l’équation 6.2 permet de pondérer la contribution du terme de pénalisation à la
nouvelle fonctionnelle. Un point important est que la pénalisation apporte la même sou-
plesse que les multiplicateurs de Lagrange. En pratique, elle consiste à venir perturber,
avec des termes lourds, l’opérateur et le second membre. Plus les termes de pénalisation
sont grands (α grand), mieux les contraintes imposées seront vérifiées. Les termes de
pénalisation sont normalement supérieurs au maximum des termes de la diagonale de la
matrice de plusieurs ordres de grandeur (105). Ceci permet d’assurer la bonne vérifica-
tion des conditions de bord. Cependant, le conditionnement de l’opérateur est modifié.
Une pénalisation excessive peut dégrader considérablement les propriétés du système à
résoudre. Cela peut se traduire par la perte de la robustesse de l’algorithme de résolution.

Les trois techniques pour le traitement de conditions de bords présentées précédem-
ment, l’élimination directe, multiplicateur de Lagrange et pénalisation, permettent d’im-
poser des conditions limites en déplacement. La méthode de pénalisation a été choisie
principalement à cause de sa souplesse et sa simplicité d’implémentation.
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La figure 6.2 montre, pour le cas d’une barre en traction avec un comportement élas-
tique linéaire (figure 6.1), l’erreur commise (en millimètres) pour un déplacement imposé
de 1 mm.

La pondération de α par le terme le plus grand de la diagonale de l’opérateur tangent
fait les résultats indépendants des propriétés matériaux.

10 mm, nombre d’éléments variable

1 mm

FIG. 6.1: Barre en traction

Au fur et à mesure que le maillage est raffiné, les termes diagonaux de la matrice de-
viennent de plus en plus grands. L’augmentation de la valeur des termes diagonaux par
rapport à la rigidité de la structure, se traduit par une meilleure vérification des conditions
limites en déplacement. En pratique, un coefficient de pénalisation de 105 est suffisant
pour assurer la convergence de conditions limites en déplacement, sans perturber consi-
dérablement le conditionnement de l’opérateur.
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FIG. 6.2: Erreur commis sur la solution en fonction du coefficient de pénalisation et la quantité
d’éléments

L’utilisation de la méthode de pénalisation permet ainsi de réutiliser les informations
intermédiaires de certains solveurs linéaires. En effet, la non-modification du remplissage
de la matrice (termes non nuls) permet, par exemple, la réutilisation de la factorisation
symbolique du solveur LU.
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§ 2 Résolution d’un problème non linéaire

La résolution d’un problème non linéaire par la méthode de Newton-Raphson passe
par le calcul du résidu du système d’équations, ainsi que la résolution une suite de pro-
blèmes linéaires.

Le calcul du résidu consiste à l’évaluation de la non-vérification du système d’équa-
tions (équation 6.3).

résidu =

Z

Ω
σσdx−

Z

Ω
f dx−

Z

δΩ
gdx+α

Z

Γ
E(u)dΓ (6.3)

Cette intégrale doit être évaluée à chaque itération de la méthode de Newton-Raphson.
Elle permet de définir un critère de sortie du processus itératif.

Mais la définition d’un critère de sortie n’est pas toujours évidente. En général, on
cherche à corriger la solution jusqu’à ce que la variation de l’énergie du système soit
inférieure à une valeur prédéfinie. Cependant, l’utilisation de la pénalisation pour imposer
les conditions limites en déplacement modifie la fonctionnelle, donc l’énergie apparente
du système. Ainsi l’énergie du système dépend de la valeur du déplacement imposé et du
coefficient de pénalisation.

L’élimination de l’influence du terme de pénalisation dans le critère de sortie est donc
nécessaire. L’équation 6.4 montre le critère de sortie utilisé pendant les calculs.

Csortie =
‖résidu du système‖
‖énergie mécanique‖ =

‖
R

Ω σσdx−
R

Ω f dx−
R

δΩ gdx+α
R

Γ E(u)dΓ‖
‖

R

Ω σσdx−
R

Ω f dx−
R

δΩ gdx‖ (6.4)

Cette équation permet de mesurer la convergence de l’algorithme itératif d’une ma-
nière robuste. La seule exception est dans le cas où u est nul, c’est-à-dire à la première
itération du premier pas de chargement. Dans ce cas, on force l’algorithme à ne pas sortir
de la boucle itérative.

En plus dans Coffee d’autres définitions du critère de sortie sont présentes.
Elles permettent de forcer un certain comportement du code pour une situation particulière
(par exemple, forcer 10 itérations par pas de chargement). Ceci est utilisé principalement
pendant le débogage du code.

Enfin, si le résidu du système est trop important une correction de la solution s’impose
(équation 3.31). Or la factorisation de l’opérateur tangent est une opération très coûteuse.
La réutilisation de la factorisation pendant plusieurs itérations nous permet d’économiser
du temps de calcul, mais on perd aussi la convergence quadratique de la méthode. Dans
notre cas, une réactualisation de la factorisation de l’opérateur toutes les 10 itérations a
démontré être un bon compromis entre le coût de calcul de la factorisation et la perte de
convergence de la méthode. Ce choix se justifie par l’hypothèse que l’opérateur tangent
varie peu entre chaque itération.

Malheureusement, cette stratégie ne peut pas être appliquée systématiquement. Dans
le cas où du contact est présent, l’opérateur tangent peut varier considérablement d’une
itération à l’autre. Alors une factorisation à chaque itération s’impose.
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Une autre solution est d’utiliser un solveur linéaire sans factorisation, par exemple un
gradient conjugué. Ceci permet de se passer d’une factorisation à chaque itération.

Dans Coffee plusieurs solveurs linéaires sont disponibles (gradient conjugué,
factorisation LU, factorisation de Cholesky). Ainsi l’utilisateur peut choisir le solveur le
plus adapté en fonction du type de problème.

2.1 Le contact

Un essai très utilisé pour la caractérisation de l’absorption d’énergie d’une structure
composite est l’essai d’indentation. Il permet de mesurer l’énergie absorbée par le ma-
tériau sous un impact de faible vitesse (par exemple la chute d’un outil sur l’aile d’un
avion).

L’essai est composé par un cadre rigide et un poinçon sphérique en acier (appelé
indenteur), et entre le deux se situe une plaque en matériau composite (voir figure 6.3).
La courbe force vs déplacement va permettre, par post-traitement, de calculer l’énergie
dissipée par la structure. Une caractéristique importante de cet essai est la présence du
contact unilatéral entre l’indenteur et le matériau.

Indenteur

Cadre

Zone de contact

Plaque composite

x

yz

FIG. 6.3: Indentation sur plaque composite

Pour pouvoir simuler correctement cet essai, un modèle de contact unilatéral a été
implanté dansCoffee. Le rapport de rigidité entre l’indenteur et la structure com-
posite justifie le choix de modélisation du contact de type solide/rigide. Le frottement
entre l’indenteur et la plaque n’est pas pris en compte dans le modèle de contact. L’in-
denteur est donc modélisé comme une sphère rigide et sa frontière est définie de manière
implicite par la position du centre et son rayon.

Au cours d’une simulation, les nœuds présents dans la zone potentiellement en contact
(définie préalablement) sont testés pour déterminer si leurs positions sont à l’intérieur de
la sphère. Dans le cas où un nœud se trouve à l’intérieur, une contrainte en déplacement est
ajoutée au système. Cette contrainte force le déplacement du nœud concerné à rester sur
le plan tangentiel à la sphère (figure 6.4). La définition d’une zone potentielle de contact
par l’utilisateur permet de restreindre les nœuds à vérifier pendant la simulation et donc
d’alléger considérablement le coût associé.
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Non linéaire en décomposition de domaine

Solide

Sphère rigide

NLD

Nœuds
en

contact

FIG. 6.4: Surface du composite sous l’influence d’un indenteur sphérique rigide
(NLD : nouvelles conditions en déplacement)

Aux itérations postérieures, les conditions imposées aux nœuds sont actualisées en
fonction de l’effort de réaction.

Il est important de remarquer que la programmation (orienté objet) a été faite de ma-
nière à permettre l’ajout de nouvelles formes rigides pour le contact. Par exemple, un
cylindre rigide pour la simulation d’un essai de flexion avec des appuis cylindriques.

Le caractère fortement non linéaire du contact empêche la réutilisation de l’opéra-
teur tangent dans les itérations de la boucle de Newton-Raphson. En plus, nous avons
observé que le modèle de contact unilatéral et le modèle de fermeture de fissures (pour
l’interface ainsi que pour le pli élémentaire) peuvent avoir un comportement couplé assez
particulier et impossible à prédire. Ceci peut s’expliquer par l’activation et la désactiva-
tion alternées des modèles de contact et de fermeture des fissures (première itération :
contact activé, fermeture fissure désactivée ; deuxième itération : contact désactivé, fer-
meture fissure activée), empêchant toute convergence de la méthode. Ce comportement
peut dégrader considérablement la convergence de la méthode de Newton-Raphson, au
point ne pas pouvoir atteindre la convergence. Une manière de pallier à ce problème est
d’actualiser la nouvelle approximation de la solution de la manière suivante :

ui+1 = ui +αrelax∆ui+1 (6.5)

Le facteur de relaxation αrelax est compris entre 0 et 1. Ceci dégrade la convergence
quadratique du Newton-Raphson, mais augmente le rayon de convergence (permettant
surtout de sortir des boucles d’itérations alternées).

La valeur de αrelax est calculée automatiquement en fonction des itérations. Dans le
cas où la quantité d’itérations maximale est atteinte, le facteur de relaxation est fixé à 0,5,
et le nombre d’itérations maximal est multiplié par deux. Ce processus continue cinq fois
au maximum, générant un facteur de relaxation égal à 1/5 = 0,2 pour un nombre maximal
d’itérations égal à cinq fois le nombre initial.

§ 3 Non linéaire en décomposition de domaine
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La taille des problèmes à résoudre peut nous empêcher de le résoudre dans un seul
ordinateur. Ceci peut être dû principalement à deux raisons. Soit la taille du système li-
néarisé est trop importante, un ordinateur ne possède pas assez de mémoire pour stocker
toutes les données du problème (maillages, champs, opérateurs). Soit le temps de résolu-
tion est trop important, et cela à cause de la taille du problème linéaire, ou à cause de la
quantité de pas de chargement à calculer.

Dans les deux cas, une résolution en parallèle permet de distribuer le problème sur
plusieurs ordinateurs et ainsi de diminuer le temps de calcul et de distribuer l’information
à stocker.

Dans la phase de pré-traitement du problème, le maillage a été partitionné en utilisant
l’algorithme proposé, qui assure une répartition des éléments en accord avec le méso-
modèle (voir partitionnement, page 72). Ceci permet d’assurer que l’intégration de la loi
d’évolution se fera sous-domaine par sous-domaine et d’assurer un speed up proche de
l’idéal pour la boucle d’intégration.

Pour la résolution des problèmes linéaires en parallèle à l’intérieur du Newton-Raphson
la méthode BDD (de l’anglais balancing domain decomposition) a été choisie. Les diffé-
rents facteurs pris en compte dans le choix de la méthode sont :

– L’efficacité de la méthode.
– La robustesse et la souplesse en matière de préconditionneur et projecteurs.
– La maîtrise de la méthode par la communauté scientifique.

3.1 Solveur linéaire

L’algorithme 3.1 (page 54) montre les différentes étapes d’un calcul avec la méthode
BDD. Au cours d’une résolution (en parallèle) des transferts d’information entre les dif-
férents sous-domaines sont nécessaires. L’algorithme 6.1 montre les mêmes étapes, mais
avec les étapes de transfert. Les variables barrées ( ·) portent sur les mêmes quantités,
mais ils ont des valeurs différentes dans chaque sous-domaine. On peut constater qu’à
chaque itération, on a besoin de faire deux opérations de réduction. Ceci consiste à faire
la somme d’un terme sur tous les sous-domaines, et ensuite à redistribuer le résultat (trans-
fert type tous-vers-tous). En même temps, deux opérations de transfert de quantité d’in-
terfaces entre sous-domaines voisins (transfert un-vers-un) sont nécessaires (ligne 11 et
ligne 18), ainsi que l’étape d’assemblage du projecteur, qui se traduit par un transfert du
type tous-vers-tous de la taille de l’interface.

Il est clair que la quantité de données à transférer est en relation directe avec la quan-
tité de sous-domaines et la mesure de la taille de l’interface. Le coût d’une opération de
réduction est lié à la quantité totale de sous-domaines. Par contre, le coût d’une opération
de transfert est lié à la mesure de l’interface (nombre de nœuds appartenant à plus d’un
sous-domaine).

3.1.1 Projection

Dans l’algorithme 6.1, la matrice C représente le sous-espace C formé par les mou-
vements de corps rigide des sous-domaines. Cette matrice est généralement construite à
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Algorithme 6.1 : Algorithme du gradient conjugué préconditionné projeté

P = I −C
(

CT SpC
)−1

CT Sp ; // Projecteur1

u0 = C
(

CT SpC
)−1

CT bp +Pu00 ; // Initialisation2

r0 = bp −S
(s)
p u0 ; // Calcul du résidu condensé3

Envoi de rbord
0 , réception de rbord extérieur

04

r0 = r0 + rbord extérieur
05

z0 = PS̃−1
p r0 ; // Préconditionnement et projection6

w0 = z07

pour i = 0,1 . . . faire8

pi = S
(s)
p ri9

Envoi de pbord
i , réception de pbord extérieur

i10

pi = pbord
i + pbord extérieur

i11

γi = (ri,zi)12

Réduction de γi13

βi = (pi,wi)14

Réduction de βi15

ui+1 = ui +(γi/βi)wi16

ri+1 = ri − (γi/βi) pi17

zi+1 = PS̃−1
p ri+1 ; // Préconditionnement et projection18

pour 0 ≤ j ≤ i faire19

δ
j

i = −(zi+1, p j)20

Réduction de δ
j

i21

fin22

wi+1 = zi+1 +∑i
j=0(δ

j
i /β j) ; // Orthogonalisation23

fin24

partir des noyaux des opérateurs S
(s)
d . L’extraction des noyaux peut se faire avec diffé-

rentes techniques. En général, cela consiste à faire une factorisation de l’opérateur avec
une détection de pivot nulle (à une tolérance près). Dans notre cas, la loi d’endommage-
ment rend les éléments endommagés de moins en moins rigides par rapport aux éléments
« sains ». L’endommagement dégrade le conditionnement des opérateurs, à tel point que
les algorithmes de détection ne parviennent plus à capturer le noyau correctement.

Pour illustrer ce problème, la figure 6.5 montre un sous-domaine flottant avec un déla-
minage partiel. Initialement, le noyau du sous-domaine est composé par les 6 mouvements
de corps rigide (3 translations et 3 rotations). Au fur et à mesure que le délaminage avance,
le conditionnement de l’opérateur varie. Finalement, le noyau de l’opérateur est modifié
et un nouveau mouvement de corps rigide apparaît. Ce mode correspond à la rotation de
la partie supérieure par rapport à la partie inférieure (effet charnière). Ensuite, quand seul
un nœud relie les deux parties, 2 nouveaux modes de rotation s’ajoutent au noyau (effet
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rotule). En dernier lieu quand les deux parties sont complètement déconnectées, le noyau
est composé par 12 modes (6 translations et 6 rotations).

FIG. 6.5: Sous-domaine avec un délaminage partiel

De plus, la détection automatique du noyau à chaque itération est extrêmement coû-
teuse (régénération de la matrice C, transfert d’information, construction du projecteur).

Pour pouvoir s’affranchir de ce problème, le projecteur est calculé explicitement à
partir de la position des nœuds, et une seule fois pour toute la durée du calcul.

Ceci pose un problème dans le cas où les mouvements des sous-domaines sont ortho-
gonaux à C et ont une influence sur l’ensemble de la structure.

Par exemple, la figure 6.6 montre une éprouvette DCB partitionnée. Nous pouvons
observer que le déplacement de chaque sous-domaine projeté sur C est presque nul. Pour
ce cas, la construction du problème grossier avec C composé seulement par le mouvement
de corps rigide géométrique, n’apporte aucune information supplémentaire. Cela veut dire
que l’extensibilité de la méthode est complètement dégradée.

FIG. 6.6: Exemple de partitionnement d’une éprouvette DCB

Une façon de surmonter ce problème serait de partitionner le domaine en prenant en
compte le délaminage. Malheureusement, ceci n’est pas possible, à cause du caractère
non local de la loi de comportement de l’interface.
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Pour l’instant seul un traitement particulier permettrait de traiter efficacement ce pro-
blème (construction de C avec 12 modes par sous-domaine). Par manque de temps, il n’a
pas été implémenté dans le codeCoffee

3.1.2 Préconditionnement

L’utilisation d’un préconditionneur pour le gradient conjugué est obligatoire pour ob-
tenir un algorithme de résolution efficace. Comme dit précédemment, un préconditionneur
efficace S̃−1

p est un opérateur d’interface capable de donner une bonne approximation de
l’inverse de Sp.

Sachant que l’opérateur Sp est la somme de contributions locales, la stratégie la plus
classique est donc de définir S̃−1

p comme la somme pondérée de l’inverse des contributions
locales (éq. 3.26). Le calcul de ce préconditionneur fait intervenir les compléments de
Schur locaux (Sd). Ceci est obtenu classiquement par le calcul des inverses généralisées
sur les compléments primaux (S+

p ).
Malheureusement, le caractère très mal conditionné des opérateurs locaux (à cause de

l’endommagement) conduit à une perte de robustesse des algorithmes d’inverse généra-
lisé.

Plusieurs techniques ont été testées afin d’améliorer la robustesse. En s’inspirant de
l’idée de préconditionneurs duale de type lumped et superlumped un nouveau précon-
ditionneur a été conçu. Ceci consiste à venir pondérer les termes hors diagonaux de la
matrice par un facteur κ avant le calcul de l’inverse.

S̃−1
p = ∑

s

W (s)A(s)(K(s)κ+diag(K(s))(1−κ))−1A(s)TW (s)T (6.6)

Si la valeur de κ est égale à 1, on retrouve le préconditionneur classique. La figure 6.7
montre l’influence de κ sur la quantité d’itérations nécessaires pour une résolution d’un
problème fortement endommagé. On observe que pour une valeur de κ égal à 10−5 la
convergence est considérablement améliorée (de l’ordre de 50%). Ceci permet l’amélio-
ration de la robustesse de l’algorithme d’inverse généralisée, sans pour autant altérer la
solution finale de l’algorithme itératif. Dans Coffee, κ est fixé par défaut à 10−5.
L’utilisateur peut, s’il le veut, choisir d’écraser cette valeur afin de modifier la définition
du préconditionneur.

Les différents essais numériques conduits au cours de ces travaux, on permit de consta-
ter l’amélioration de la robustesse par rapport à l’algorithme classique.

3.2 Solveur non linéaire

La modification du solveur linéaire en décomposition de domaine permet le traitement
de manière robuste de problèmes linéaires très mal conditionnés. Ce solveur est ensuite
utilisé à l’intérieur d’un algorithme de Newton-Raphson pour résoudre le problème non
linéaire de référence. L’algorithme 6.2 montre les différentes étapes de l’algorithme NKS.
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FIG. 6.7: Résidu par itération selon le coefficient de régularisation (κ)

Algorithme 6.2 : Newton-Krylov-Shur

tant que toléranceglobal < Csortie faire1

-Assemblage des opérateurs locaux tangents K
(s)
T2

-Factorisation K
(s)
Tii ; (éq. 3.18)3

-Assemblage des résidus locaux r(s) ; (éq. 6.3)4

-Résolution du problème global condensé en parallèle ; (éq. 3.22)5

-Calcul de la solution intérieure ∆u
(s)
i = K

(s)−1

Tii (r
(s)
i −K

(s)
Tibu

(s)
b ) ; (éq. 3.25)6

-Actualisation des variables internes7

fin8
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La mise en œuvre de cet algorithme ne pose aucune difficulté particulière. En plus,
l’architecture orientée objet du code de calcul a grandement facilité les travaux d’implan-
tation.

3.3 Localisation non linéaire

La mise en œuvre de la relocalisation non linéaire demande la modification des lignes 6
et 7 de l’algorithme 6.2. L’introduction d’une boucle à l’échelle du sous-domaine va per-
mettre d’assurer le comportement et l’équilibre à l’intérieur de chaque sous-domaine.
L’algorithme 6.3 montre les différentes étapes.

Algorithme 6.3 : Newton-Krylov-Shur avec relocalisation non linéaire

tant que toléranceglobal < Csortie faire1

-Assemblage des opérateurs locaux tangents Ks
T2

-Factorisation Ks
Tii ; (éq. 3.18)3

-Assemblage des résidus locaux rs ; (éq. 6.3)4

-Résolution du problème global condensé en parallèle ; (éq. 3.22)5

répéter6

-Calcul de la solution intérieure ∆us
i = Ks−1

Tii (rs
i −Ks

Tibus
b) ; (éq. 3.25)7

-Actualisation de ui, Ks
Tii, Ks

Tib et du résidu local intérieur (rs
i )8

jusqu’à tolérancelocal < εlocal9

fin10

L’introduction d’une nouvelle boucle demande la définition d’un critère de sortie sup-
plémentaire. La définition de tolérancelocal fait intervenir l’équilibre local à l’échelle du
sous-domaine avec des conditions de type Dirichlet sur l’interface.

Cresta (2008) a établi sur la base de tests numériques que la valeur optimale du critère
de sortie de la boucle intérieure doit être de l’ordre de la racine carrée du critère de conver-
gence global. Cette valeur permet de trouver un bon équilibre entre le nombre d’itérations
par sous-domaine et le nombre d’itérations globales.

La figure 6.8 montre une éprouvette composite et la partition utilisée pour le cal-
cul. L’empilement est [454,904,−455,04]s. La partition finale est composée de 50 sous-
domaines et de 300 000 degrés de liberté. La plaque a été soumise à un chargement en
traction monotone.

Deux calculs ont été effectués, un avec l’algorithme « classique » et un deuxième
avec la relocalisation non linéaire (algorithme 6.3). Le chargement appliqué permet le
développement d’une zone d’endommagement autour du trou.

La figure 6.8 montre la quantité d’itérations globales par pas de chargement. Au fur
et à mesure que l’endommagement se développe autour du trou, le problème devient de
plus en plus non linéaire, et l’algorithme classique nécessite plus d’itération pour trouver
une solution. Par contre, l’algorithme avec la relocalisation non linéaire permet à chaque
itération de trouver une solution équilibrée au sein des sous-domaines, et ainsi d’accélérer
la convergence du problème global.
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FIG. 6.8: Eprouvette et partition utilisée
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Bilan

En revanche, cet algorithme est très délicat à utiliser. L’actualisation de la loi de com-
portement avec un état intermédiaire du calcul peut poser problème. Dans notre cas, le
caractère irréversible de la loi de comportement avec son actualisation à partir d’un état
de déformation intermédiaire se traduit par la perte d’unicité de la solution. Ceci s’ex-
plique par le fait qu’en fonction de la partition du maillage (forme des sous-domaines),
les états intermédiaires de déformation pendant l’actualisation de la loi de comportement
sont tous différents. Même si cet algorithme peut accélérer considérablement le temps de
résolution, seul l’algorithme classique peut assurer la qualité de la solution. C’est pour
cela que dans le code de calcul développé, il est possible ou non d’activer la relocalisation
non linéaire.

§ 4 Bilan

Le choix d’utiliser la méthode de pénalisation pour imposer les conditions de bord en
déplacement a apporté des avantages mais aussi des inconvénients. Premièrement, la pé-
nalisation permet d’imposer les conditions en déplacement très facilement, sans changer
la taille du problème et sans difficulté dans l’implantation. Par contre, la fonctionnelle du
problème est modifiée, nécessitant la réécriture de tous les critères de sortie.

Le modèle de contact du type solide/rigide sans frottement a été simple à implanter.
La pénalisation a allégé la lourde tâche d’activer et de désactiver de conditions de type Di-
richlet au cours du processus itératif. En revanche, il faut être conscient que les conditions
imposées ne sont pas vérifiées exactement.

L’utilisation de la relaxation pour sortir d’un état pathologique de la boucle itérative
a démontré être une stratégie efficace. Surtout quand un calcul tourne sans problèmes
pendant plusieurs heures et qu’il tombe dans un état pathologique avec deux solutions qui
alternent.

La méthode BDD a dû suivre plusieurs modifications pour être adaptée au problème
de référence. À cause du mauvais conditionnement des opérateurs locaux, la définition de
l’espace C définissant le problème grossier a dû être modifiée. Il faut remarquer que ces
modifications ont dégradé la convergence de la méthode dans des cas très particuliers (cas
DCB). La modification du préconditionneur a été obligatoire afin d’obtenir un algorithme
robuste.

Même si la relocalisation non linéaire permet dans certains cas d’accélérer la résolu-
tion. Son utilisation pour la résolution de problèmes d’évolution à variable internes peut
être très délicate, dû surtout à la perte d’unicité de l’algorithme de résolution.
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Chapitre 7

Exemples de prévision des dégradations
dans les structures composites

Ce chapitre présente différentes simulations

tridimensionnelles des dégradations de structures composites

stratifiées. Les exemples proposés dans ce chapitre illustrent

les possibilités offertes par l’approche à l’échelle

mésoscopique.
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L’approche proposée dans ce travail nous permet de traiter, en parallèle, une grande
variété des problèmes non linéaires. En plus du méso-modèle, trois lois de comportement
sont disponibles dans le code : élasticité linéaire isotrope, élasticité linéaire orthotrope et
élastoplasticité avec écrouissage isotrope. Ces lois offrent la possibilité d’appliquer des
conditions aux limites plus réalistes, par exemple la modélisation des mors métalliques
avec un comportement élastique linéaire.

Le logiciel éléments finis développé a été utilisé pour toutes les simulations présen-
tées. Une fois la mise en œuvre numérique effectuée, l’outil de simulation obtenu peut par
exemple servir à valider le comportement identifié grâce à des essais sur des structures
composites. Plus généralement, il permet la prévision de l’évolution des dégradations et
de la rupture de structures stratifiées soumises à des sollicitations complexes. Le logi-
ciel développé doit être vu comme un premier outil opérationnel nécessaire à la mise en
pratique des approches de type virtual testing.

Les simulations présentées dans la suite représentent un échantillon des problèmes
traités au cours de cette étude.

§ 1 Problème élastique en parallèle

Le problème suivant a comme objectif d’illustrer les capacités deCoffee à ré-
soudre un problème linéaire en parallèle. Le problème traité consiste en une structure en
« T » (voir figure 7.1) composée par deux matériaux élastiques linéaires avec une dif-
férence de rigidité de 1000. La différence de rigidité permet d’évaluer la robustesse du
solveur de Krylov à l’intérieur du solveur BDD. La structure est encastrée dans une ex-
trémité et un déplacement est imposé dans l’autre extrémité.

K 1000K

FIG. 7.1: Maillage et sous-domaines

Une fois le maillage partitionné, le problème a été résolu en utilisant la méthode de
décomposition de domaine (BDD) présentée précédemment. Le problème est composé de
135 000 degrés de liberté. La figure 7.2 montre le speed up mesuré et le temps du calcul
en fonction de la quantité de processeurs utilisés pour le calcul.

Comme nous nous y attendions, le speed up se dégrade quand la quantité de proces-
seurs utilisés augmente. Ceci est dû seulement au temps nécessaire pour le transfert d’in-
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FIG. 7.2: Speed up et temps de calcul en fonction du nombre de processeurs

formation entre les processeurs. Dans le cas d’un calcul non linéaire, les sous-domaines
plus chargés, donc avec une évolution non linéaire plus importante, demandent plus de
temps de calcul. Cela se traduit par un déséquilibre de la charge parmi les processeurs
dans la partie du code dédié au calcul de la loi de comportement, en conséquence une
dégradation du speed up supplémentaire. Ce type de détérioration du speed up est très
difficile à évaluer. Elle dépend du type de loi comportement, de la partition utilisée, et du
chargement.
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FIG. 7.3: Nombre d’itérations du solveur de Krylov en fonction du nombre de sous domaines

La figure 7.3 montre le nombre d’itérations du solveur de Krylov à l’intérieur de la
méthode BDD. Nous pouvons constater que le nombre d’itérations reste stable par rapport
au nombre de sous domaines, ce qui confirme l’extensibilité et la mise en œuvre de la
méthode de résolution.
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§ 2 Réorientation de fibres

Pour illustrer la pertinence du modèle de réorientation des fibres proposé, un essai de
traction sur une plaque composite [±45]s a été étudié. La figure 7.4 montre la géométrie
de l’éprouvette et les conditions limites associées. Pour pouvoir analyser plus facilement
les résultats, la simulation a été réalisée sans évolution d’endommagement. C’est-à-dire,
avec une interface parfaite entre les plis et un endommagement toujours égal à zéro dans
les plis.

150 mm

x

y

z
25mm

15 mm

direction de fibres

FIG. 7.4: Plaque composite [±45]s

La figure 7.5 montre l’éprouvette déformée et le champ de déformation (εx) associé.Le
problème éléments finis associé est composé de 22 500 degrés de liberté. Le problème a
été entièrement calculé sur un seul processeur. Le chargement a été décomposé en 165
pas. Le temps nécessaire pour le calcul d’un pas de chargement a été de 1,5 minute en
moyenne. Chaque itération a demandé de 5 itérations en moyenne, 2 pour le premier pas
et 6 pour les derniers pas. Les conditions limites en déplacement font que la déformation
de l’éprouvette n’est pas homogène, ce qui se traduit par la présence de cisaillement à
proximité de l’encastrement.

FIG. 7.5: Éprouvette déforme et champs de déformation εx

Si nous considérons le modèle classique, la réorientation de fibres calculée sera symé-
trique par rapport à l’axe x. Ceci est dû au fait que le modèle classique prend en compte
seulement les composantes εx et εy de la déformation. La figure 7.6.b montre la varia-
tion d’angle calculée avec le modèle classique. En revanche, le modèle de réorientation
de fibre proposé prend en compte toutes les composantes du champ de déformation. La
figure 7.6.a illustre la variation d’angle avec le modèle proposé.
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Petit choc

a)

b)

FIG. 7.6: Réorientations de fibres a) modèle proposé, b) modèle classique

Le modèle proposé, équivalent au modèle classique dans la zone à cisaillement nulle,
permet une prédiction plus réaliste de la réorientation de fibres dans les zones où le ci-
saillement n’est pas négligeable.

§ 3 Petit choc

Cette partie présente les résultats d’une simulation d’impact sur plaque composite stra-
tifiée d’empilement [90/0/45/02/-45/0/-45/02/45/0/90]. Le matériau pris en compte
dans cet exemple est le composite AS4/PEEK. La plaque stratifiée, de dimensions 100 ×
150 × 1,82 mm, est simplement appuyée sur une fenêtre en acier de taille 125 × 75 mm et
soumise à la charge d’un indenteur en acier sphérique de rayon 8 mm (voir figure 7.7).
Pour la simulation, l’indenteur ainsi que la fenêtre sont considérés comme indéformables.
La présence des plis à ±45 degrés interdits la définition d’un plan de symétrie, donc une
simulation sur l’ensemble de la plaque s’impose. Le déplacement imposé à l’indenteur est
de 5 mm.

150mm

100mm

1,82mm

Indenteur

Fenêtre

x

yz

FIG. 7.7: Indentation sur plaque composite

La figure 7.8 montre la discrétisation de la plaque. Le maillage est composé d’envi-
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ron 37 168 éléments hexaédriques de degré 1 (voir tableau 4.3). La taille finale du pro-
blème éléments finis est d’environ 135 000 degrés des libertés (voir figures 7.8 et 7.9).
Le maillage a été partitionné en 61 sous-domaines, et 26 processeurs ont été utilisés pour
la simulation en parallèle. Comme l’indenteur est considéré comme solide rigide, il n’est
pas nécessaire de le discrétiser et une description implicite est suffisante.

Les résultats générés utilisent 62 Mo par pas de chargement, pour un total de 28,2 Go
pour les 450 pas de calcul. Un pas de chargement « peu » non linéaire a besoin de 6
itérations et il est calculé en moins d’une minute. Par contre, un pas fortement non linéaire
(par exemple quand la rupture fibre se développe) a besoin de 50 itérations pour atteindre
la convergence, pour un temps de calcul de 18 minutes.

FIG. 7.8: Maillage utilisé pour l’indentation

FIG. 7.9: Maillage utilisé pour l’indentation (zoom)

La finesse de la discrétisation permet de prendre en compte le contact sous l’indenteur
correctement. Cependant, la présence de plasticité et d’endommagement très localisés
sous l’indenteur a été observée dans des simulations précédentes. Pour éviter cette si-
tuation peu réaliste, nous avons considéré la première couche de composite comme un
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Traction sur une plaque trouée

matériau sans évolution du dommage ni de la plasticité. Au cours d’un essai réalisé par
EADS IW (voir figure 7.10) (plus de détails de l’essai dans Abisset (2009)), nous avons
observé que la plaque ne s’appuie que sur une partie du bord de la fenêtre (rectangle en
pointille figure 7.7), donc nous avons décidé d’appliquer des conditions de déplacement
nulles dans la direction z dans cette zone.

FIG. 7.10: Montage essai indentation (EADS IW) et réponse globale essai

La figure 7.10 montre la courbe force/déplacement de l’essai. Pour des raisons de
confidentialité, les valeurs numériques de la force ne sont pas reportées.La simulation de
l’essai a permis de mettre en évidence le caractère non linéaire géométrique de l’essai.
Pour le moment, le code de calcul travaille sous l’hypothèse de petites perturbations, en
conséquence il est incapable de capturer le caractère non linéaire observé du début de
l’essai. Seule une analyse qualitative de l’essai et des phénomènes de dégradation est
donc possible.

L’amorçage et l’évolution des mécanismes de dégradation dans la plaque composite
ont suivi le même ordre décrit dans le chapitre 1. La figure 7.11 montre l’état d’endom-
magement sous la zone de contact, au moment de l’apparition de la fissuration transverse
(d̄12,d̄22, d̄23). Seuls les éléments endommagés sont visibles.

La figure 7.12 montre l’endommagement dans la zone de contact, à la fin de la simula-
tion. On observe la rupture de fibre dans les plis inférieur et supérieur (observée également
dans l’essai).

Bien que le code de calcul soit incapable de traiter un problème en grandes rotations,
la prévision des mécanismes de dégradation semble être en accord avec l’expérience.

§ 4 Traction sur une plaque trouée

Ici, nous présentons le résultat de la simulation d’une plaque composite avec un empi-
lement de [454,904,−454,04,454,904,−454,04] soumis à un chargement en traction. La
figure 7.13 montre les dimensions de l’éprouvette. Le déplacement imposé est de 0,6mm ,
ce qui est équivalant à une déformation homogène de 0,63%. Les propriétés matériaux
ainsi que des simulations équivalentes (effectués avec le même code de calcul) peuvent
être trouvées dans Abisset et al. (2011).
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d f d d′

d̄12 d̄22 d̄23

dI dII dIII

0

0 0 0

00

0 001.0 0.55 0.55

0.48 0.6 0.2

1.0 1.0 1.0

FIG. 7.11: Endommagement sous la zone de contact (armoçage de la fissuration)
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d f d d′

d̄12 d̄22 d̄23

dI dII dIII

0

0 0 0

00

0 001.0 0.55 0.55

0.48 0.6 0.2

1.0 1.0 1.0

FIG. 7.12: Endommagement sous la zone de contact (rupture fibre)
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50

6,35

31,75

95,25

4x

yz

Extension

Extension

FIG. 7.13: Plaque trouée en traction

La figure 7.14 montre le maillage utilisé. Composé de 230 000 éléments hexaédriques
linéaires et 250 000 nœuds approximativement, il représente un problème à 750 000 ddl.
Les plis sont discrétisés avec deux éléments dans l’épaisseur. Le chargement a été divisé
en deux parties. Une première partie divisée en 60 pas de chargements et un déplace-
ment de 0,286 mm. Dans cette partie de la simulation, seul l’endommagement diffus est
présent pour les plis, et l’endommagement pour l’interface est assez réduit. Ceci permet
d’utiliser des pas de chargements relativement grands et ainsi réduire le temps de calcul.
Et une deuxième partie composée de 300 pas, qui complète le chargement jusqu’à un
déplacement imposé de 0,6 mm.

FIG. 7.14: Maillage utilisé pour la simulation

La figure 7.15 montre une vue en coupe de l’endommagement autour du trou. Nous
pouvons constater la distribution caractéristique du délaminage en forme d’hélice.
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DCB Double Cantilever Beam

d f d

dI

FIG. 7.15: Endommagement dans la zone du trou (deplacement imposé : 0,52mm)

§ 5 DCB Double Cantilever Beam

Les éprouvettes DCB sont communément utilisées pour la caractérisation de l’inter-
face entre deux plis. La simulation d’un essai DCB demande quelques précautions parti-
culières. En premier lieu, la discrétisation en front de fissure doit être suffisamment fine
pour pouvoir capturer correctement le champ de contrainte. Une discrétisation insuffi-
sante mène à une solution oscillante en pointe de fissure incompatible avec une évolution
de l’endommagement (Barranger, 2005). Les dimensions de l’éprouvette utilisée sont ;
a = 20 mm ; B = 20 mm ; l = 200 mm ; h = 2 mm (voir figure 7.16).

a
l

B

2h

P, U

FIG. 7.16: Essai DCB (Double Cantilever Beam)

Nous nous intéressons à la comparaison des résultats avec les résultats expérimen-
taux obtenus par Laksimi et al. (1991). Dans cet article, trois types d’éprouvettes Carbon-
Époxyde (T300 Vicotex M10) ont été testés. Pour la simulation, nous avons choisi l’éprou-
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Exemples de prévision des dégradations dans les structures composites

vette (0◦/0◦). La discrétisation utilisée permet de capturer toute la richesse du champ de
contrainte en point de fissure. Le problème à résoudre est composé de 140 000 degrés
des libertés approximativement. Le chargement a été découpé en 400 pas de chargement.
Le temps nécessaire pour le calcul d’un pas de chargement a été de 5 minutes approxi-
mativement. La figure 7.17 montre le champ de contrainte ainsi que la distribution de
l’endommagement en point de fissure.
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FIG. 7.17: Essai DCB (Double Cantilever Beam)

La figure 7.18 montre la réponse simulée de la structure au chargement et les résultats
expérimentaux de Laksimi et al. (1991). Pour cette simulation, seule l’interface entre les
deux poutres est endommageable, ce qui explique l’écart relatif entre la simulation et
l’essai.Ici seul le début de l’essai a été simulé.
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DCB Double Cantilever Beam

Experimental data

Numerical simulation

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

U3 (mm)

0

50

100

150

200

P (N)

FIG. 7.18: DCB, réponse force/déplacement
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Conclusion

Les travaux menés au cours de ces dernières années ont permis la compréhension de
la plupart des mécanismes de dégradation au sein d’une structure composite. Les

différents modèles disponibles couvrent toutes les échelles de modélisation, de l’échelle
de la structure jusqu‘à l’échelle de la matière. En matière de modèles, nous pouvons citer
les modèles à grande échelle de plaques et de coques, très adaptés aux calculs de non-
linéarités géométriques comme le flambage. À échelle du matériau, nous trouvons un
vaste nombre de modèles.

Pour l’industrie, le choix d’un modèle ou d’un autre reste toujours une question diffi-
cile. Ceci est principalement lié à la complexité des modèles les plus avancés par rapport
aux modèles « classiques » (élastique, critère de rupture. . .). Une manière d’approcher les
modèles les plus avancés au milieu industriel est à travers la conception de modèles à fort
contenu mécanique. C’est-à-dire en utilisant des quantités avec une relation directe entre
la simulation et l’expérimental, permettant ainsi le transfert rapide d’information entre les
différents acteurs pendant la conception d’un nouveau matériau ou d’une nouvelle pièce
mécanique.

Le méso-modèle amélioré d’endommagement des composites stratifiés propose une
alternative séduisante pour le remplacement des modèles à critère de rupture. Il est capable
de prédire l’évolution des phénomènes de dégradation responsables de la ruine d’une
pièce mécanique et fournit des indicateurs de dommage avec un lien direct vis-à-vis de la
réalité (par exemple, l’indicateur d’endommagement d’interface, dI , correspond à l’aire
délaminée).

Un deuxième point à examiner est le coût d’utilisation d’un modèle en particulier. Un
modèle peut être très adapté pour répondre à une problématique particulière, mais sa mise
en œuvre peut s’avérer longue et coûteuse. Et cela, soit parce que les modèles les plus
sophistiqués ne sont pas disponibles dans le code de calcul, donc pas accessible aux in-
génieurs, soit parce qu’une campagne d’essai sophistiqué est requise pour leur utilisation.
L’indisponibilité de certains modèles s’explique par le vaste nombre de modèles dispo-
nibles dans la littérature. Un modèle doit démontrer une réelle utilité avant d’être pris
en compte par les éditeurs de logiciel. Par ailleurs si un modèle performant a un champ
d’application trop restreint, il n’attirera pas l’attention des éditeurs.

Les travaux de cette thèse ont été menés dans l’optique d’améliorer la confiance accor-
dée à ces modèles et proposer des solutions numériques permettant de traiter une structure
composite de complexité moyenne. C’est ce que nous avons tenté de réaliser à travers une
démarche cohérente permettant d’intégrer les dernières avancées réalisées sur le méso-
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modèle au sein d’un environnement de calcul performant dédié au traitement de structures
stratifiées composites de taille industrielle. Plus particulièrement, l’objectif de ces travaux
de thèse a consisté à améliorer la compréhension du comportement du méso-modèle amé-
lioré pour des composites stratifiés, en développant un outil de calcul capable de résoudre
des problèmes de taille représentative.

La première partie a été consacrée à la compréhension approfondie du comportement
du méso-modèle dans tous les cas de chargement élémentaires. Ceci a permis de propo-
ser quelques alternatives au modèle existant. Par exemple, l’intégration de l’effet retard
pour tous les phénomènes de dégradation permet l’élimination de la réserve de contrainte
observée classiquement pour la rupture des fibres. Une autre proposition a été l’introduc-
tion du modèle de réorientation des fibres pour la simulation correcte d’éprouvettes en
l’absence de fibres dans la direction du chargement. Cette première partie a permis de
rassembler tout le savoir-faire acquis autour du méso-modèle de ces dernières années.

Il est important de remarquer que la complexité du modèle est relative. Même si la
quantité d’équations et de paramètres semble être grande, il permet de traiter chaque phé-
nomène de manière indépendante. Ceci permet d’activer un ensemble réduit de phéno-
mènes et d’avoir une démarche d’identification presque découplée.

La deuxième partie a été consacrée à la mise en œuvre d’un outil de calcul performant
capable de traiter toute la complexité du modèle. Une simulation avec le méso-modèle est
caractérisée par un comportement non linéaire couplé, non local et d’évolution en temps,
avec un grand nombre de degrés de liberté. Il faut noter qu’au début de l’étude, seule
une loi de comportement « UMAT » Abaqus permettait de réaliser des simulations avec le
méso-modèle. Les coûts de calcul étaient très élevés et un certain nombre de limitations
existaient, attribuables au fait que Abaqus ne permet pas de gérer un comportement non
local.

Le travail de mise en œuvre peut être divisé en deux parties. La première dédiée à
l’intégration des différentes équations du modèle, et la seconde dédiée à la méthode de
résolution en parallèle.

En ce qui concerne l’intégration de la loi comportement, la stratégie de résolution
développée a permis de résoudre correctement le modèle. La richesse du modèle (non
local, non linéaire) nous a restreint dans certains choix, par exemple le type d’éléments
finis possible à utiliser et la manière d’intégrer les équations. L’ordre dans lequel les
différentes équations sont résolues joue sur la robustesse de l’algorithme. Une attention
particulière a été portée à la manière d’actualiser les différentes quantités à l’intérieur de
la boucle itérative. L’algorithme proposé permet ainsi de résoudre le modèle de manière
robuste.

Après la mise en œuvre du méso-modèle, nous nous sommes intéressés à la méthode
de résolution. Premièrement, un solveur non linéaire de type Newton-Raphson a été im-
planté pour traiter des problèmes réduits de manière monolithique. Mais, la plupart des
calculateurs modernes sont du type cluster, donc une parallélisation de la méthode de
résolution a été envisagée.

Le choix d’utiliser un algorithme du type Newton-Krylov-Schur pour la méthode de
résolution parallèle a été motivé par la nécessité de concentrer les efforts sur l’intégration
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de la loi comportement. Malgré l’état de maturité de ce type d’algorithme, une adaptation
a été nécessaire pour aboutir à une stratégie performante et robuste. En premier lieu, une
stratégie de partitionnement spécifique a dû être conçue pour diviser de manière automa-
tique les maillages, en prenant en compte le caractère non local du méso-modèle. De plus,
l’endommagement fait que les opérateurs en jeux peuvent être très mal conditionnés. Le
traitement de manière pragmatique du problème de mauvais conditionnement a permis de
maîtriser le problème et d’aboutir à un algorithme capable de résoudre le méso-modèle
en parallèle.

Aujourd’hui, le code de calcul s’appelle Coffee, il contient la version la plus
évoluée de méso-modèle, et représente la référence en ce qui concerne le méso-modèle
au sein du laboratoire.

Les perspectives ouvertes par cette étude sont de différentes natures. La plus évidente
est l’exploitation de manière intensive du code de calcul développé. Ceci permettra de
confronter le modèle à des essais, et d’atteindre les limites du modèle pour ensuite envi-
sager de nouvelles améliorations (par exemple l’introduction d’un modèle de viscosité).

Le méso-modèle, avec ses 40 paramètres matériaux, intimide parfois les potentiels
nouveaux utilisateurs. Des études peuvent être menées afin de pouvoir identifier un nombre
réduit de paramètres, sans pour autant diminuer la richesse du méso-modèle actuel.

En ce qui concerne la méthode de résolution, les difficultés rencontrées à cause du
mauvais conditionnement des opérateurs donnent des idées d’améliorations. Un travail
dans la direction de méthodes pour l’extraction du noyau des opérateurs pourra éventuel-
lement trouver une solution à ce problème.

Enfin, à plus court terme, les outils développés dans ce travail servent déjà au sein du
laboratoire (un maître de conférence, un postdoctorat et trois doctorants). Les différentes
fonctionnalités proposées, comme le partitionnement de maillage et le calcul en parallèle,
sont très appréciées par les utilisateurs. La souplesse du code était un point important
durant la conception, permettant l’incorporation de nouvelles fonctionnalités de manière
presque transparente.
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Annexe A

Hypothèse d’un matériau isotrope
transverse

Soit S l’opérateur de Hooke d’un pli endommageable,

S =































1
E0

1(1−d f )
−ν0

12
E0

1

−ν0
13

E0
1

0 0 0

−ν0
12

E0
1

1
E0

2(1−[σ22]
+

d′)(1−[σ22]
+

d̄22)
−ν0

23
E0

2(1−[σ22]
+

d̄22)
0 0 0

−ν0
13

E0
1

−ν0
23

E0
2(1−[σ22]

+
d̄22)

1
E0

3(1−[σ33]
+

d′)
0 0 0

0 0 0
σ2

12
G0

12(1−d)(1−d̄12)
0 0

0 0 0 0
σ2

13
G0

13(1−d)
0

0 0 0 0 0
σ2

23
G0

23(1−d23)(1−d̄23)































(A.1)

Pour des niveaux de chargement faibles, seuls les mécanismes diffus sont présents.
Ainsi l’opérateur de Hooke courant peut être décrit de la manière suivante,
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(A.2)

À partir de la définition de comportement isotrope transverse, on peut déduire la valeur
de (1−d23) :
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Hypothèse d’un matériau isotrope transverse
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Annexe B

Propriétés standards du méso-modèle
pour CFRP
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Propriétés standards du méso-modèle pour CFRP

TAB. B.1: Propriétés typiques du méso-constituant pli pour un CFRP

Mécanisme Notation Nom Unité Valeur typique

Élasticité

EINI Module d’élasticité direction fibre MPa 120 000 – 140 000
E2, E3 Module d’élasticité direction trans. MPa 8 000 – 10 000

ν12, ν13 Coefficient de Poisson fibre/trans. - 0,25 – 0,35
ν23 Coefficient de Poisson trans./trans. - 0,35 – 0,4
G12 Module de cisaillement fibre/trans. MPa 5 000 – 7 000

Endommagement
diffus

bd Couplage forces trans./cisaillement - 0 – 1
by Couplage trans./cisaillement - 0 – 1
Yc Pente MPa 5,9 – 10
Y0 Seuil d’initiation MPa 0 – 0,01
Ys Seuil de saturation MPa Y0 – Yc

Déformation
anélastique

R0 Seuil plastique MPa 12,1 – 25
a Couplage transverse/cisaillement - 0 – 0,6
K Paramètre loi d’écrouissage MPa 1 000 – 2 800
M Paramètre loi d’écrouissage - 0,58

Rupture
fibre

Y T
d f

Seuil traction MPa 13 – 21

YC
d f

Seuil compression MPa 10,5 – 18

k Couplage compression/cisaillement - 4

Fissuration
transverse

GC
I Ténacité mode I m J/m2 0,1 – 1

GC
II Ténacité mode II m J/m2 0,3 – 3

GC
III Ténacité mode III m J/m2 0,3 – 3

hc Épaisseur critique mm 2 – 4 EPE1

ρs Densité de saturation - 0,5 – 0,7
α Exposant mode mixte - 1 - 2

Non-linearité
sens fibre

E+ Traction - 5,5 – 12
E− Compression - 7,5 – 12

Déformation
thermique

∆T Variation de température K -80 – -200
α1 Coefficient sens fibre 10−6/K 0 – 2
α2 Coefficient sens transverse 10−6/K 20 – 40

1Épaisseur élémentaire du pli
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TAB. B.2: Propriétés typiques du méso-constituant interface pour un CFRP

Mécanisme Notation Nom Unité Valeur typique

Élasticité
E3 Rigidité mode I N/mm3 600 000 – 1 000 000

G13, G23 Rigidité mode II et III N/mm3

e Epaisseur mm 0,01 – 0,02

Délaminage
diffus

αi Exposant mode mixte - 1 - 2
γII Couplage mode II - 0,3 – 1
γIII Couplage mode III - 0,3 – 1
Y0 Seuil d’initiation N/mm 0 – Yc

Yc Pente N/mm 0,1 – 3
n Exposant - 0,5

Délaminage
discret

ai Couplage fissuration trans. - 0,55
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