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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

En 1933 a la page 476 de |[Leh33|, D. H. Lehmer se pose la question
suivante :

Question. — Soit € > 0. Peut-on trouver un polynéme unitaire a co-
efficients entiers dont la mesure de Mahler (i.e. le produit des valeurs
absolues des racines du polyndome qui sont en dehors du disque unité)
soit, compris entre 1 et 1 +¢7

Il semble que la réponse & cette question soit non dés que € < 0.176.
Cette valeur est suggérée par un calcul fait par D. H. Lehmer lui-méme
dans [Leh33|. Le polynome :

fX) =X+ X% - X" - X0 - X5 X' - X+ X +1
satisfait :
M(f)=1.17628...,

ou M(f) est la mesure de Mahler de f.
Afin de reformuler la question de D. H. Lehmer, on définit la hauteur
logarithmique et absolue de Weil, notée h, par :

1
h(a) := D Z n, max{0, log |a/,},
’UEMQ(Q)

ot @ € Q, D := [Q(a) : Q], ot v parcourt toutes les places de Q(a),
n, = [Q(a), : Q] est le degré local en v de I'extension Q(a)/Q et |- |,
est convenablement normalisée. Pour un entier algébrique o de polynome
minimal f de degré D, on a :

D h(a) =log M (f).
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Par ailleurs, si o n’est pas un entier algébrique, il est facile de voir
que :
D h(a) > log2.
Ainsi, la question initiale devient la conjecture suivante, dite de Lehmer :

Conjecture (de Lehmer). — Il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour tout o € Q non nul de degré D sur Q qui n’est pas une racine de
l"unité, on ait :

h(a) > ok

Le résultat général s’approchant, a ce jour, le plus de la conjecture de
Lehmer est le suivant (¢f. [Dob79|) :

Théoréme (de Dobrowolski). — I existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tout o € Q non nul de degré D sur Q qui n’est pas une racine
de l'unité, on a :

n )>£ loglog 16 D s
Y=D\ logt6D ) -

Il existe plusieurs généralisations du probleme de Lehmer, 'une d’elle
consiste a remplacer le corps des rationnels par un sous-corps K de Q.
On décompose alors le probléme en deux étapes :

1. Existe-t-il une constante ¢(K) > 0 telle que pour tout o € K non
nul qui n’est pas une racine de 'unité, on ait h(a) > ¢(K)?

2. S’il existe un tel ¢(K), existe-t-il une constante ¢(K) > 0 telle que
pour tout a € Q non nul qui n’est pas une racine de I'unité, on ait :

d(K)
") 2 ey K]

On dit qu'un sous-corps K de Q a la propriété (B) de Bogomolov
(¢f. |BZ01]) s’il vérifie le point 1. Lorsque le corps K est un corps de
nombres, le point 1 découle du théoréme de Northcott et le point 2 se
raméne au probléme de Lehmer sur Q. En revanche, lorsque K/Q est une
extension algébrique infinie, le probléme est beaucoup plus compliqué. Le
cas le plus étudié est celui ou K est la cloture abélienne de Q. On parle
alors de probléme de Lehmer abélien pour le point 1 et de probléme de
Lehmer relatif pour le point 2.
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Le probléme de Lehmer abélien a été résolu par F. Amoroso et R. Dvor-
nicich en 2000 (c¢f. [ADOO]) qui ont montré que pour tout o € Q> non

nul qui n’est pas une racine de l'unité, on a :
log 5
12 -
Quant au probléme de Lehmer relatif, on n’en a qu'un résultat partiel
a la Dobrowolski di a F. Amoroso et U. Zannier en 2000 (cf. [AZ00]).

Ils ont montré qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout o € Q
non nul qui n’est pas une racine de 'unité, on a :

d log2D \ "
ha) > & (2822
@5 )

loglogbD
ou D = [Q*"(a) : Q).

Les problémes de Lehmer s’étendent naturellement & d’autres groupes
algébriques dés qu’une notion de hauteur (dite « normalisée » ou « cano-
nique ») intervient, comme, par exemple, aux variétés abéliennes.

Dans le cadre des courbes elliptiques (ou des variétés abéliennes) sur
un corps de nombres, pour obtenir une hauteur ayant des propriétés
satisfaisantes vis a vis de la structure de groupe on utilise un procédé
limite di & A. Néron et J. Tate.

Une fois cette hauteur dite « canonique » construite, on peut formuler
les problémes de Lehmer dans ce cadre. M. Laurent démontre en 1981
un analogue du théoréme de Dobrowolski pour les courbes elliptiques
a multiplication complexe (¢f. [Lau83]). Le probléme de Lehmer abé-
lien a lui été résolu en 2003 par M. H. Baker (¢f. [Bak03]) pour les
courbes elliptiques & multiplication complexe et en 2004 par J. H. Silver-
man (cf. [Sil04]) pour les courbes elliptiques sans multiplication com-
plexe. Enfin le résultat partiel de F. Amoroso et U. Zannier concernant
le probléme de Lehmer relatif a été étendu aux courbes elliptiques a
multiplication complexe par N. Ratazzi en 2004 (cf. [Rat04]).

Dans le cas des variétés abéliennes, S. David et M. Hindry ont démontré
en 2000 un théoréme a la Dobrowolski pour les variétés abéliennes CM
(c¢f. | DHOO]). M. H. Baker et J. H. Silverman ont généralisé leurs ré-
sultats sus-mentionnés pour démontrer en 2004 le probléme de Lehmer
abélien pour les variétés abéliennes (cf. [BS04|). Pour finir M. Carrizosa
a démontré en 2008 (cf. [Car08]) un analogue du résultat de N. Ratazzi
(cf. |[Rat04]) pour les variétés abéliennes CM.

h(a) =
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En 1992, L. Denis a défini par un procédé a la Néron-Tate la hau-
teur canonique d’'un module de Drinfeld défini sur la cloture algébrique
de Fy(T) (cf. [Den92|). Dans ce méme article, il a démontré un analogue
séparable du théoréme de Dobrowolski pour le module de Carlitz. Ce ré-
sultat a ensuite été généralisé par L. Demangos (¢f. [Dem12]) a certains
modules de Drinfeld ayant suffisamment de « bons relévements ».

Pour ce qui est du probleme de Lehmer abélien pour les modules de
Drinfeld, il a été résolu par S. David et A. Pacheco en 2008 (¢f. [DPO0S|).
En revanche, il n’y a aucun résultat connu en direction du probléme de
Lehmer relatif pour les modules de Drinfeld.

Notons A := F,[T] et k := F,(T'). Soient ¢ un A-module de Drinfeld dé-

fini sur la cloture algébrique de k et h, sa hauteur canonique. Soient K/k
une extension finie et L /K une extension galoisienne infinie de groupe de
Galois G. Par analogie avec la terminologie utilisée dans [BZ01], on dit
que L a la propriété (B,¢) sl existe une constante strictement positive
qui minore Eb sur L privé des points de torsion de ¢.

Avec cette terminologie, le théoréme principal de [DPO8| cité ci-dessus
se reformule en disant que la cloture abélienne de K a la propriété (B,o).
Dans cette thése nous généralisons, dans le cadre des modules de Drinfeld
a multiplications complexes, ce résultat.

Théoréme 1.1. — Soit ¢ un A-module de Drinfeld défini sur k et a
multiplications complexes. Soient K/k une extension finie et L/K une
extension galoisienne infinie de groupe de Galois G. Soient H un sous-
groupe du centre de G et E C L le sous-corps fixé par H. Soit dyg > 0
un entier. On suppose qu’il existe une place finie v de K telle que pour
toute place w de E au-dessus de v, on ait [E, : K,] < dy. Alors L a la
propriété (B,p). Plus précisément, il existe une constante co > 0 qui ne
dépend que de ¢ telle que pour tout o € L non de torsion pour ¢, on a :

E¢(O¢) > g deg v d? [K:k]

On illustre la tour d’extensions que nous venons de décrire par le dia-
gramme suivant :

7 <Z(G)
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Remarquons que ce théoréme est 1’analogue pour les modules de Drin-
feld & multiplications complexes d’un résultat obtenu par F. Amoroso,
S. David et U. Zannier dans [ADZ11| dans le cas du groupe multipli-
catif. Dans ce cadre, méme pour une extension abélienne L d’un corps
de nombres K, le fait d’obtenir une minoration dépendant seulement du
degré [K : Q] n’était pas possible a 1’aide des techniques de [AZ00|. Pour
ce faire les auteurs ont di modifier leur méthode (¢f. |AZ10]), notam-
ment pour ne pas utiliser le théoréme de Kronecker-Weber. Pour ce qui
est des modules de Drinfeld, la minoration obtenue dans [DPO8| n’est
pas explicite. Dans le cadre de modules CM, leur méthode permettrait
probablement d’obtenir une minoration dépendant seulement du degré.
Ici nous utilisons, comme dans [ADZ11], la méthode de [AZ10], ce qui
nous permet d’obtenir en particulier, dans le cadre des modules CM, une

version du théoréme de [DPO08| avec une constante dépendant seulement
du degré [K : k].

Corollaire 1.2. — Soit ¢ un A-module de Drinfeld défini sur k & multi-
plications complezes. Soient K /k une extension finie et K2 la fermeture
abélienne de K dans Co,. Alors K® a la propriété (B,¢). Plus précisé-
ment, il existe une constante co > 0 qui ne dépend que de ¢ telle que pour
tout o € K2 non de torsion pour ¢, on a :

/};qb(a) > q—co [K:kP'

Démonstration. — On applique le théoréme 1.1 dans le cas L = K® en
prenant H = G. En particulier £ = K, on peut ainsi prendre dy = 1
et choisir n’importe quelle place finie et non triviale de K. Prenons une
place finie v de K telle que degv < [K : k] (une telle place existe, il suffit
par exemple de prendre une place de K au-dessus de la place en T de k).
D’aprés le théoréme 1.1, il existe une constante ¢y > 0 ne dépendant que
de ¢ telle que pour tout av € K2 non de torsion pour ¢, on a :

ho(a) > q oI,
ce qui permet de conclure. O

S’il existe une place finie v de K telle que pour toute place w de L
au-dessus de v, on ait [L, : K,] < dy pour un certain entier dy, alors,
en considérant le sous-groupe trivial du centre du groupe de Galois de
I'extension L/K, on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 1.3. — Soit ¢ un A-module de Drinfeld défini sur k et a
multiplications complexes. Soient K/k une extension finie et L/K une
extension galoisienne infinie de groupe de Galois G. Soit dy > 0 un entier.
S’il existe une place finie v de K telle que pour toute place w de L au-
dessus de v, on ait [L, : K,] < dy, alors L a la propriété (B,p). Plus
précisément, il existe une constante co > 0 qui ne dépend que de ¢ telle
que pour tout o € L non de torsion pour ¢, on a :

ﬁ(i)(a) > qfco degv d2 [K:k] ]

Nous rassemblons dans le chapitre 2 tous les préliminaires sur les corps
de fonctions en caractéristique positive, sur les modules de Drinfeld et
sur leur hauteur canonique.

Afin de démontrer le théoréme 1.1, nous nous raménerons & un module
de Drinfeld de signe normalisé, en utilisant les résultats du §2.4 et au cas
d’extensions finies en montrant (cf. §3.4) :

Théoréme 1.4. — Soient F/k une extension CM finie, oo’ ['unique
place de F' au-dessus de 0o, d le degré sur F, de la place o0 et 1 un Op-
module de Drinfeld de signe normalisé. Soient K/k une extension finie
telle que v soit défini sur K et L/K une extension galoisienne finie de
groupe de Galois G. Sotent H un sous-groupe du centre de G et E C L
le sous-corps fixé par H. Soient di > 0 un entier et v une place finie
de K. On suppose que pour toute place w de E au-dessus de v, on ait
[Ey : K, < dy. Alors il existe deuzr constantes ¢ > 0 et ¢co > 1 qui ne
dépendent que de i telles que pour toul o« € L non de torsion pour 1,
on a :
/f; (a) - q—c1 degv d? [K:K]

T K K

Pour démontrer ce dernier théoréme, nous commencerons par montrer
dans le §3.1 des inégalités ultramétriques faisant intervenir un module
de Drinfeld de signe normalisé. Une de ces inégalités, concernant des ex-
tensions ramifiées, nécessite un résultat sur les groupes de ramifications
qui sera démontré dans la partie A.1. Ces inégalités nous permettrons,
grace a la formule du produit (¢f. th. 2.1.1), d’en déduire au §3.2 des
minorations conditionnelles de la hauteur canonique. A I'aide d’un argu-
ment reposant entre autres sur le principe des tiroirs (¢f. 3.3), nous nous
affranchirons dans le §3.4 de ces contraintes.
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Dans sa thése, S. Checcoli démontre (¢f. th. 2.2.2 [Chel0]) que pour
un corps de nombres K, si le groupe de Galois de I'extension galoisienne
infinie L/K est d’exposant fini, alors tous les degrés locaux sont uni-
formément bornés. Ce résultat permet a F. Amoroso, S. David et U.
Zannier de montrer dans [ADZ11| qu’une extension galoisienne infinie
d’un corps de nombres dont le groupe de Galois est d’exposant fini a la
propriété (B).

Dans la partie A.2 nous rassemblons deux remarques a propos de la gé-
néralisation du résultat de S. Checcoli aux corps de fonctions de caracté-
ristique positive. D’une part nous montrons un analogue de son théoréme
2.2.2 dans ce cadre, sous 'hypothése que 'exposant du groupe de Galois
soit premier a p. D’autre part, nous montrons a ’aide d’un exemple que
cette hypothése est en fait nécessaire.
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CHAPITRE 2

PRELIMINAIRES

2.1. Préambule

2.1.1. Notations générales

Soient p un nombre premier et ¢ une puissance de p. On considére I, le
corps fini & ¢ éléments, A := F,[T] 'anneau des polynomes & coefficients
dans F, en I'indéterminée 7" et k le corps des fractions de A.

Soit a € A\ {0}, on note degra le degré de a en tant que poly-
nome en 7'. On rappelle que par convention deg, 0 := —oo et qu’on peut
étendre a k la fonction degré en posant pour tout o € k* :

deg, a :=degpa — degp b

o= aveca€ Aetbec A\ {0}.
Soient oo la place en % et koo =y ((%)) le corps des séries de Laurent

sur [F,. Alors ko est un complété de £ pour la valuation %—adique :
Voo i= —degyp.

On fixe ko une cloture algébrique de k., et C,, un complété de koo
pour la valuation v, que l'on a étendue naturellement a k...

Ensuite, on normalise sur C,, la valeur absolue associée & la valua-
tion v, en posant :

| |oo i= q*voo(-).

On note respectivement & la fermeture algébrique de k dans Co, et F,
celle de F, dans C.

Soit K /k une extension finie, on désigne par [K : k] le degré de cette
extension, par K* := K \ {0} 'ensemble des éléments inversibles de K,
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par K :=Kn F, le corps des constantes de K, par O la fermeture
intégrale de A dans K, par K la fermeture algébrique de K dans C.,
par K le complété de K dans C., pour la valuation v, par K2 la
fermeture abélienne de K dans C, et par K*P la fermeture séparable
de K dans C.

Si L est une extension galoisienne de K, on note Gal(L/K) son groupe
de Galois.

Si E est un ensemble, on note #FE son cardinal.

2.1.2. Places et degrés

Pour tout ce paragraphe on se référera a [Sti09].

Soient K une extension finie de k et Mg I'ensemble des places non
triviales de K. Si v € Mg, on note v : K — Z U {oo} la valuation
associée et | - |, := ¢~¥") la valeur absolue normalisée associée. On
note également O, = {x € K‘v(a:) > O} son anneau de valuation,
m, = {x c K | v(x) > 0} son idéal maximal, F, := O,/m, son corps ré-
siduel, et degv := [F, : ;] son degré sur F,.

On rappelle les deux théorémes suivants qui nous seront utiles par la
suite et qui lient les places entre elles :

Théoréme 2.1.1 (formule du produit). — Soit K une extension fi-
nie de k. Pour tout « € K*, on a |a|, = 1 pour presque toute place v

de K et :
IT fafie =1

veEMEk
Ou bien de facon additive :

Z degv -log, |al, = 0.
vEMK

Démonstration. — Voir le théoréme 3 du §3 du chapitre X 11 de |[Art67|.
O
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Théoréme 2.1.2 (d’approximation forte). — Soient E C Mg un

sous-ensemble strict, j > 0 un entier et vy,...,v; € E des places dis-
tinctes. Soient av,...,0; € K et ey,...,e; € Z. Alors, il existe o € K
tel que :

1. pour tout i € {1,...,j}, on a vi(a; —a) = ¢;;

2. pour tout v € E\ {vy,...,v;}, on a v(a) > 0.
Démonstration. — Voir le théoréme 1.6.5 de [Sti09]. O

Soit L une extension finie de K. Si w est une place de L au-dessus de v
(ce que I'on note w|v), on pose f(w/v) := [F, : F,] le degré résiduel de w
sur v et e(w/v) 'indice de ramification de w sur v, c¢’est-a-dire 'unique
entier tel que pour tout o € K on a :

w(a) =e(w/v)v(a).
On note K, le complété de K en la place v et L, celui de L en w.

On appelle degré local de w sur v le degré de 'extension L, /K, et on
rappelle qu’on a (¢f. Chap.I1 §3 th.1 de [Ser68]) :

Ly : K] = e(w/v) f(w/v).

Théoréme 2.1.3 (égalité fondamentale). — Soit L une extension fi-
nie de K. Soient v une place de K et {ws,...,w;} 'ensemble des places
distinctes de L au-dessus de v, alors :
J
> Ly, K] =[L:K].
i=1
Démonstration. — Voir le théoréme 3.1.11 de [Sti09]. O

De plus, si p est un idéal premier non nul de Ok et si v, est la valuation
associée a p, alors en posant degy, p := log, #(Ok/p), ou log, est le
logarithme de base ¢ et #(Ok/p) est le cardinal de l'anneau quotient
Ok/p, on a:

. degp, p =deguy;

e my = pOy;

. FU ~ OK/]J
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Soit F'/k une extension finie. Soit R un ordre de F, i.e. un sous-A-
module de Of de rang maximal. Rappelons que dans ce cas F' est le corps
des fractions de R. Rappelons également que O est 1"ordre mazimal de F
(pour l'inclusion).

Pour tout idéal non nul a de R, on définit :

degr a :=log, #(/a).
On étend la définition précédente a tout élément non nul v € R en

posant :

degp v := degg(7v),
ou () := vR est I'idéal de R engendré par +. En particulier, pour tout
a € A\ {0}, on a deg, a = degra.
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2.2. Modules de Drinfeld
Dans cette partie on se référera & [Gos96|, [Hay79| et [Hay92|.

2.2.1. Anneau des polyndémes en le Frobenius

Soit L C C une extension de k. Un polynome P € L[X] est dit additif
si:

P(X+Y)=P(X)+ P(Y).
Si de plus pour tout A € F, on a :
PAX)=AP(X),

alors P est dit F-linéaire.

D’apres le §1.1 de [Gos96]|, un polynéme P € L[X] est F -linéaire si
et seulement s’il est de la forme :

P(X)=ag+a; X7+ +a; X7

avec j € N et o; € L pour tout i € {0,...,7}. En notant 7 Papplication
de Frobenius associée a F, (i.e. 7(z) = 27 pour tout z € C), on peut
réécrire P sous la forme :

P=ayr’+ay 74 +a;7

avec 7' =70 ---07 pour tout i € N.

L’ensemble cies polynomes [Fy-linéaires muni de I'addition et de la com-
position est une L-algébre non commutative qu’on note L{7} et qu’on
appelle anneau des polynomes en le Frobenius. Dans la littérature, I’an-
neau L{7} est parfois nommé anneau de Ore ou anneau des polynémes
tordus. Par la suite, pour P,Q € L{7} on notera toujours P Q) := P o Q).

Soit P € L{7}, on définit deg, P le degré de P en tant que polynome
en 7. Muni du degré en 7, 'anneau L{7} est euclidien & droite, ¢’est-
a-dire que pour tous P € L{7} et Q € L{r} \ {0}, il existe un unique
couple (S, R) de polynomes de L{7} tel que :

P=SQ+R
{ deg, R < deg, @
L’anneau L{7} étant euclidien a droite, il est principal a gauche, ¢’est-

a-dire que pour tout idéal & gauche I de L{7}, il existe un polynéme
P e L{r} tel que I = L{7}P.
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On note D la dérivation formelle des polynémes de L[X]. Si P € L{r}
alors DP est le coefficient du monéme en 7° de P.

2.2.2. Modules de Drinfeld
Un A-module de Drinfeld ¢ est un morphisme de F,-algébres :

o: A — Co{r},
a — Qg

tel que la condition de normalisation suivante soit satisfaite : pour tout
a € A, ona Do, =a (i.e. 9o = a7’ + ---). On demandera de plus
a ¢ d’étre non trivial, c’est-a-dire qu’il existe a € A vérifiant ¢, # a7°.
Comme T engendre A en tant que Fg-algébre, un A-module de Drinfeld
est uniquement déterminé par ¢r.

On appelle rang de ¢ 'entier naturel non nul r := deg_ ¢7. Le poly-
nome ¢ est donc de la forme :

br=T7°+by7+---+0b7",

ou b; € C, pour tout ¢ € {1,...,r}. On vérifie aisément que pour tout
a€ A on a:
deg, ¢, = r degpa.

Le premier exemple de A-module de Drinfeld est le module de Carlitz :
il est de rang 1 et donné par Cp :=T 7% + 7.

On peut généraliser la théorie des modules de Drinfeld en suivant
[Hay79]. Soit F'/k une extension finie de type CM, c’est-a-dire que F
ne posséde qu’une seule place au-dessus de co. Soit R un ordre de F.
On dira que p: R — C{7} est un R-module de Drinfeld si pour tout
a € R, on a Dp, = a et s'il existe a € R vérifiant p, # a7°.

D’aprés la proposition 2.3 de [Hay79), il existe un entier r > 0 tel que
pour tout @ € R\ {0}, on ait :

deg, p, = r degpa.

Cet entier est appelé le rang de p.

On note H, C C4 le corps engendré sur k par les coefficients des
polynomes {p,},cx de Coo{7}. On dira que p est défini sur L C Cy si
H,CL,ie p: R— L{r}.
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Comme F'/k est une extension finie, R est un A-module libre de rang
t == [F : k]. Si (e1,...,e) est une base de R en tant que A-module,
alors H, est le corps engendré sur k par les coefficients des polynomes
pr € Coo{} et {pe, }1<;<;,- On remarque par ailleurs que si p est défini
sur k, alors H, est une extension finie de k contenant F (car Dp, = a,
pour tout a € R).

Si a est un idéal non nul de R, on note p, le générateur unitaire de
I'idéal & gauche de k{7} engendré par la famille {p,}aca.

2.2.3. Réseaux et modules de Drinfeld

Soit F'/k une extension finie de type CM. On note oo’ I'unique place
de F au-dessus de oo, Fv C C,, le complété de F' pour 'unique prolon-
gement de vy, a F et F:=F ﬂFq le corps des constantes de F'. Soient R
un ordre de F' et K/F, une extension finie. On note K*P la fermeture
séparable de K dans C.

Définition 2.2.1. — Un R-réseau sur K est un sous- R-module de type
fini de K*P, discret (V) et stable sous I'action de Gal(K*®/K).

Soit £ un R-réseau sur K. On associe a £ une fonction e, appelée
exponentielle de L et définie par :

x
e = 1——).
elw)=a JI (1-3)
acl\{0}
Cette fonction converge pour tout x € C et admet un développement

de Taylor en zéro a coefficients dans K. De plus, e, est F-linéaire et
induit I'isomorphisme de groupes abéliens suivant :

Coo/L % Co.
Pour tout a € R\ {0} on a :

ec(ax) = aes(x) H (1 — ZE:{;) :

ac(a=1L/L)\{0}

1. On dira qu'un ensemble E C C,, est discret pour la topologie de C, si toute
boule finie de C, ne contient qu'un nombre fini d’éléments de F.
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Ainsi, en posant py := 07° et pour tout a € R\ {0} :

palz) i=az ] (1 - ﬁ> |

ac(a=1L/L)\{0}
I’application :
p: R — K{r},
a — pa
est un R-module de Drinfeld. C’est le R-module de Drinfeld associé a £
et il est de méme rang que L en tant que R-module.

Réciproquement, soit p un R-module de Drinfeld défini sur K. On
note K{{7}} I'anneau des séries formelles en le Frobenius & coefficients
dans K. Etant donné que pour tout a € R\ {0} on a Dp, = a, la frac-
tion rationnelle 79/ p, admet formellement un développement en une série
de K{{7}}. On peut donc associer & p ce qu’on appelle un F-module for-
mel, ¢’est-a-dire un morphisme (que I’on note encore p car il est unique) :

o F— K{{1}}

qui vérifie Dp, = a7° pour tout o € F*.

De plus, d’aprés la proposition 5.5 de [Hay79|, il existe une unique
série formelle e, € K{{7}} qui vérifie De, = 1 et telle que pour tout
a € F* on ait :

Pa = €p QL e;l.
La série e, définit une fonction e, : Coc — C appelée exponentielle
de p. L’ensemble £ des zéros de e, est un R-réseau sur K. C’est le R-
réseau associé a p et il est de méme rang que p.

2.2.4. Morphismes entre modules de Drinfeld

Soient p et o deux R-modules de Drinfeld. Un morphisme de p vers o
est un polynome P € C, {7} vérifiant Pp, = 0,P pour tout a € R. Un
morphisme non nul de p vers p est appelé isogénie. On remarque que
si p et p sont isogénes, alors ils ont nécessairement méme rang. Un iso-
morphisme de p vers p est une isogénie inversible, c’est donc un élément
de C_.

Soient maintenant £, et L5 les R-réseaux associés respectivement a p
et o et supposons que L; et Lo aient méme rang. Un morphisme de L,
vers L9 est un élément ¢ € C, vérifiant ¢£; C L.
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Soit ¢ € C%_ un morphisme de £, vers L,. D’aprés la proposition 4.3.5
de [Gos96], il existe un polynéme P € C {7} tel que pour tout a € R,
on a :

Ppa = Qa P.

Ce polynome vérifie DP = c et il est défini par :

Pz)=ce ] (1— x ) (1)

a€(e1La/L1)\ (0} cei(@)

Ainsi
P(eﬁl(l‘)) = 652(01'),
ce qu’on peut résumer par le diagramme commutatif suivant :

(Coo/ﬁl . COO/£2

€Ly l% eﬂzll

COOL(COO

Autrement dit on a une équivalence de catégories entre les R-modules
de Drinfeld de rang r définis sur K et les R-réseaux sur K de rang 7.

2.2.5. Endomorphismes d’un module de Drinfeld

Dorénavant par module de Drinfeld on entendra module de Drinfeld
défini sur k.

Soit ¢ un A-module de Drinfeld de rang r. Un endomorphisme de ¢
est un morphisme de ¢ vers ¢. Ainsi, un endomorphisme P de ¢ sur k
est un polynome P € k{r} qui vérifie la régle de commutation :

Va€ A, Pdo= o P.

On note End(¢) I’ensemble des endomorphismes de ¢ sur k. L’anneau
End(¢) est un A-module de rang < r (¢f. cor. de la prop. 2.4. de [Dri74|)
via Paction de ¢. On dira que ¢ est a multiplications complexes (en
abrégé CM) si End(¢) est un A-module de rang r.

Soit £ le A-réseau associé a ¢. Un endomorphisme de L sur k est un
morphisme sur k de £ vers £, ¢’est donc un élément ¢ € k tel que ¢£ C L.
On note R := End(£) C k I’ensemble des endomorphismes de £ sur k.
Comme L est un A-module, il en est de méme de R.
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Soit ¢ € R\ {0}, d’aprés la formule (1) p. 9, le polynéme ¢, € k{r}

défini par :
/ e _ x
o(x) =cx | | <1 65(0&)) ,

ac(c=1L/L)\{0}
est un endomorphisme de ¢ vérifiant D¢/, = c¢. On a donc I'isomorphisme
de A-modules suivant :

R — End(¢)
;o (2)
c —> o,
Ainsi End(¢) se plonge naturellement dans & via I'application P — DP.
D’apres le corollaire 4.7.15 de [Gos96], R est un ordre d’une extension
finie ' de k. De plus cette extension est de type CM (voir la preuve du
théoréme 4.7.17 de |Gos96|) de degré égal au rang ¢ de R en tant que
A-module. L’application ¢’ : ¢ — ¢, définit donc naturellement une

structure de R-module de Drinfeld de rang % qui étend celle de ¢, i.e. :
Va € A, ¢, = ¢, (3)

En particulier, si ¢ est a multiplications complexes (i.e. t = ), alors ¢/
est de rang 1.

2.2.6. Points de torsion et idéaux

Soient F'/k une extension finie de type CM, R un ordre de F, ¢’ un
R-module de Drinfeld de rang r’ et Hy le corps des coefficients de ¢ (cf.
§2.2.2).

Soit @ € R\ {0}. Un point de a-torsion de ¢’ est un élément § € k
tel que ¢/, (d) = 0. On note ¢'[a] 'ensemble des points de a-torsion, c’est
un R-module via ¢ qui est isomorphe a (R/(a))r/. Plus généralement, on
dit qu'un élément 6 € k est un point de torsion de ¢ si c’est un point de
a-torsion pour un certain a € R\ {0}.

De fagon générale, si a est un idéal non nul de R, un point de a-torsion
de ¢ est un élément & € k tel que ¢,(6) = 0 pour tout a € a. On
note ¢'[a] 'ensemble des points de a-torsion, ¢’est un R-module via ¢'.
On note également ¢'[a>] := U;>1¢/[a’]. Soit ¢, le générateur unitaire
de l'idéal & gauche de k{7} engendré par la famille {¢ }4cq. On a alors
I’équivalence :

5 € ¢fa] <= 6,(8) = 0.
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Si L C k est une extension de k, on note ¢'(L)ors 'ensemble des points
de torsion de ¢’ dans L. De plus, si ¢’ est défini sur L, alors ¢/(L)iors est
un R-module via 'action de ¢'.

Le lemme suivant montre qu’on ne « perd pas » de points de torsion
lorsqu’on restreint 'anneau des scalaires d’un module de Drinfeld.

Lemme 2.2.2. — Soient ¢' un R-module de Drinfeld et ¢ sa restriction
a A. Alors, on a :

¢(k)tors - ¢/(k)tors :
Démonstration. — Comme A C R, il est clair que qﬁ(%)tors C ¢ (E)tors.
Réciproquement, soient a € R\ A et § € ¢'[a]. L’extension F/k étant

finie et I'anneau R étant un ordre de F', tout élément de R est entier
sur A. En particulier, il existe un polynoéme

PX)=b4+b X+ +b, X" € A[X]
avec b # 0 et b, = 1 tel que P(a) = 0. D’ou :

Dp(ay(0) = () + B, ,(0) + - - + ¢, 8, (9).
Or ¢,(6) = 0, dou ¢p,)(6) = ¢(d). D’autre part, P(a) = 0 donc
Dp(ay(0) = 0. Alnsi, ¢(0) = 0 et donc d est un point de b-torsion de ¢. [

Soit 6 € k un point de torsion de ¢’. On appelle ordre de § I'idéal
Jy(8) == {a € R|¢,(6) =0}, cest le plus grand idéal annulateur de &
via I'action de ¢’. Soit a un idéal non nul de R. S’il existe un entier i > 0
tel que Jy(0) = a' (i.e. 6 € ¢/[a*]), on dit que 0 est d’ordre une puissance
de a. Si Jy(d) est premier a a, on dit que 6 est d’ordre premier & a. On
remarque immédiatement que 0 est d’ordre premier a a si et seulement
s'il existe un idéal non nul b de R premier & a tel que § € ¢'[b] (en effet,
dans ce cas b C Jy(9)).

Lorsque R = Op, le lemme suivant montre qu’on peut décomposer un
point de torsion suivant un idéal premier non nul fixé de Op.

Lemme 2.2.3. — Soient m un idéal premier non nul de Op et § € k un
point de torsion pour ¢'. Alors, il existe 61 € Hy () un point de torsion
pour ¢' d’ordre une puissance de m et 6o € Hy(J) un point de torsion
pour ¢ d’ordre premier a m tels que 6 = d; + a.
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Démonstration. — Soit a € Op\{0} tel que ¢/, (6)=0. Ecrivons (a) = m9 b
avec g > 0 un entier et b un idéal de Op premier & m. Alors mY et b sont
premiers entre eux, donc m¢ + b = Op. Ainsi, il existe u € b et v € m?
tels que u 4+ v = 1. D’ou

0= $1(6) = ¢(0) + ¢,,(9).
Posons 61 := ¢/ (0) et o2 := ¢, (). On va vérifier que §; € ¢'[m™] et
dy € ¢'[b]. Soit m un élément de m9. On a mu € m?b = (a), il existe
donc ¢ € Op tel que mu = ac. On en déduit

O (01) = 0, (0) = 6,.(0) = ¢ (9,(6)) = 0.
Ceci étant vrai pour tout m € m9, on a bien §; € ¢'[m?] comme annoncé.
Un raisonnement analogue montre que d; € ¢'[b]. Le lemme est donc
démontré. O

Soient p et o deux R-modules de Drinfeld isogénes sur k dont l'isogénie
de p vers o est donnée par P € k{r} (i.e. Va € R, P p, = 0, P). Alors,
on a l'isomorphisme de R-modules suivant :

p<E)tors ;> Q(E)tors
a — Pa)

2.2.7. Théorie de Hayes

Nous rassemblons dans ce paragraphe des résultats dus a Hayes qui
seront essentiels pour la suite.

Soient F'/k une extension finie de type CM et R un ordre de F. On
note oo’ 'unique place de F' au-dessus de co et d := deg oo’ son degré.
Soient F.s le corps résiduel de oo’ (qui est donc isomorphe & F i), Voo
I'unique extension de v, a F' et F,» le complété de F' pour vs.

Proposition 2.2.4. — Soit p un R-module de Drinfeld et a un idéal
non nul de R. Alors il existe un unique R-module de Drinfeld o tel que
pour tout a € A, on a :

Pa Pa = Qa Pa-
On notera a x p le R-module o.

Démonstration. — Voir le §3 de [Hay79|. O
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De plus, si on note End(a) I’ensemble des éléments a € O tels que
aa C a, alors, d’aprés la proposition 3.2 de [Hay79|, o est en fait un
End(a)-module de Drinfeld.

Nous utiliserons exclusivement le cas particulier suivant pour étendre
a I'ordre maximal I’anneau des scalaires de nos modules de Drinfeld CM.
Soit € := {a € Of | aOp C R} le conducteur de R (i.e. le plus grand
idéal de O contenu dans R). On a alors End(€) = Op et ce qui précede
montre que p est isogéne (via pg) & un Op-module de Drinfeld qui n’est
autre que € x p.

Soit m € F une uniformisante de vo (i.€. vo(m) = 1). On a alors
Foor = Foor((m)). Tout élément o € F%, peut donc s’écrire :

a= Z et
i>]
oll j := Vs (@) et ¢; € Foor pour tout entier ¢ > j. En posant sgn(a) := ¢
on définit alors, suivant la terminologie de Hayes, une fonction signe
sur Fu (i.e. un morphisme de groupe F, — F*_, dont la restriction
a F*_, est l'identité).

Soit ¢ un Op-module de Drinfeld de rang 1. Pour tout a € O, on
note ju,(a) € k le coefficient dominant de 1, c’est-a-dire le coefficient du
monodme de plus haut degré de 1, € k{7}. Pour tous a € O et b € Op
on a: tong o

pp(ad) = py(a) pyp () " (4)
car

zﬂab = wa ¢b-

Soient a un idéal non nul de OF et 1, le générateur unitaire de 1’idéal
a gauche de k{7} engendré par la famille {t),}4cq. Si a est principal
engendré par a € Op, alors on a :

o = piy(a) Y. (5)
D’aprés le §6 de [Hay79|, application © — py(x) s’étend en une
application
ty o Foe — Co
r o py(2)
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Définition 2.2.5. — Soit ¢ un Op-module de Drinfeld de rang 1. On
dit que v est de signe normalisé sil existe o € Gal(Fo/ /F,) tel que :

fyy = O O SgN.

En particulier, si 1 est de signe normalisé, alors pour tout a € Op\ {0},
on a :
pola) € Fowr = s, ©
car F est de type CM.
Soit ¢ un Op-module de Drinfeld de rang 1. Alors, d’aprés le théoréme
12.3 de [Hay92|, ¢ est isomorphe & un module de Drinfeld de signe
normalisé. Plus précisément :

Proposition 2.2.6. — Soient ¢ un Op-module de Drinfeld de rang 1
et z € k une racine du polynome :

X ().
Alors le Op-module de Drinfeld 1) := z p 27! est de signe normalisé.
Démonstration. — Voir le théoréme 12.3 de [Hay92|. O

Soient 1 un Op-module de Drinfeld de signe normalisé et H,, le corps

engendré sur k par les coefficients des polynémes de la famille {¢a}aeop

de k{7}. Comme pu,(a) € Fo pour tout a € Op, d’aprés la proposi-
tion 11.3 de [Hay92]|, ¢ est défini sur Oy, .

Par ailleurs, d’apres le §14 de [Hay92|, le corps Hy, est indépendant du
Op-module de Drinfeld de signe normalisé, on le note H}.. De plus, I'ex-
tension H;: /F est abélienne, finie (¢f. prop. 14.1 de [Hay92|) et non ra-
mifiée au-dessus de toutes les places finies de F' (¢f. Th. 14.4 de [Hay92]).

On peut donc associer a tout idéal premier non nul m de Op son
symbole d’Artin, ¢’est-a-dire I'unique automorphisme oy, € Gal(H}/F)
vérifiant :

degp ,, m
Vy € Oyt om(y) =7 " modn
ou n est un ideal premier de Opy au-dessus de m. Soient a un idéal

non nul de Op et a = m{' ---m7 sa décomposition en produit d’idéaux

J
premiers de Op. On étend la définition du symbole d’Artin & tout idéal

non nul a de Op en posant :



2.2. MODULES DE DRINFELD 15

Soit H}(¢[a]) le corps engendré sur H;: par les points de a-torsion de ).
Alors, d’aprés la proposition 7.5.4 de [Gos96], 'extension H}: (¢[a])/F
est abélienne et non ramifiée au-dessus de tout idéal premier de Op qui
ne divise pas a. Dans le cas des idéaux premier de Op nous avons le
résultat complémentaire suivant (¢f. prop. 7.5.18 de |Gos96|) :

Proposition 2.2.7. — Soitent m un idéal premier non nul de Op et
i > 0 un entier. Alors, l'extension Hy: (Y[m?])/H} est totalement ramifiée
en tout premier de (’)H; au-dessus de m.

Soient A € k un point de a-torsion, b un idéal non nul de Op premier
aaet o, € Gal(Hj (¢[a])/F) le symbole d’Artin de b. Alors, toujours
d’aprés la proposition 7.5.4 de [Gos96], on a :

o6(A) = Yu(A). (7)
De plus, d’apres le corollaire 7.5.6 de [Gos96], on a :
Gal(H: (dla])/Hy) = (Op/a)™. (8)

Soient m un idéal premier non nul de Op et n un idéal premier non
nul de Oy au-dessus de m (i.e. m = nNOp). D’aprés le corollaire 5.9
de [Hay92|, pour tout entier ¢ > 1 on a :

Vi = 740 ™ mod n. 9)

Nous voudrions maintenant pouvoir nous servir de cette congruence
pour obtenir des minorations utiles par la suite. Le probléme avec cette
congruence est que Y, n’est pas, en général, un endomorphisme de .
Pour que v, soit un endomorphisme de v il faut et il suffit qu’il existe
m € Op tel que 1, = . Il suffit donc que I'idéal m’ soit principal et
que 'un de ses générateurs m € O vérifie p,(m) =1 (¢f. (5) p. 13).

L’idée est donc de considérer une puissance suffisamment grande de
Iidéal m. Pour cela, On note b le nombre de classes de Op et d := deg oo
le degré de la place oo’. Alors m” est un idéal principal. On fixe m € Op
un générateur de m". Pour tout entier i > 0, on a d’aprés (4) p. 13 :

1+qdcgoF m+“.+q(ifl) dchF m

pp(m’) = py(m)
Or py(m) € F, car ¢ est de signe normalisé (¢f. (6) p. 14). Donc si
j et j' représentent respectivement le quotient et le reste de la division
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euclidienne de ¢ par d, alors :

qidegoF m q(jd+j/)degoFm qj/ degoF'm

i () = Hap(m) = py(m
Alinsi, ‘
i dego,,m | (d—1)degp,m ?
pro(mi ) = (g ()00 ek TR
En prenant i = ¢ — 1, on obtient :
=1.

d_
L) (md(qd_l)) _ <ﬂw(m)1+qdchF m+“‘+q(d_l>dchF m) ¢%—1

Soient K/H} et L/K deux extensions finies, p un idéal premier de O
au-dessus de m et q un idéal premier de O, au-dessus de p. Posons

v:=d(q" — 1) dego, q/ degp, m
(c’est bien un entier car Or,/q est une extension finie du corps fini O /m),
alors, d’aprés la congruence (9) p. 15 et la discussion ci-dessus, on a :
Yy = Yo = T dla*=1)dego, 0 59 p.

Cela montre :

Proposition 2.2.8. — Soient F'/k une extension CM finie, oo’ l'unique
place de F' au-dessus oo, d le degré sur F, de la place oo', b le nombre
de classes de Op et ¢ un Op-module de Drinfeld de signe normalisé.
Soient m un idéal premier non nul de Op, m € Op un générateur de
Vidéal principal m, K/H}. et L/K deux extensions finies, p un idéal
premier de Ok au-dessus de m et q un idéal premier de Op au-dessus
de p. On pose :

v:=d(q" — 1) degy, q/ degp, m.
Alors on a :

Yy = Yov = Fhdl@=Ndego, a4 p.
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2.3. Hauteur canonique d’un module de Drinfeld

2.3.1. Hauteur de Weil

Dans toute cette partie on se référera & [BGO06| et [HSO0O].

Soient av € k et K une extension finie de k contenant a. La hauteur
logarithmique et absolue de Weil de o, notée h(a), est définie par :

1
Z degv log, max{1, |a/,}.

e EE 4

Cette définition ne dépend pas de I'extension finie K choisie. Rappelons
que la hauteur de Weil est une fonction positive qui ne s’annule qu’en zéro
et les racines de 'unité et qu’elle est invariante par conjugaison (i.e. pour
tout a € k et tout conjugué B € k de a sur k, on a h(B) = h(a)). Par
ailleurs, elle vérifie la propriété de Northcott : pour tous réels D > 0 et
¢ > 0, il n’existe qu’un nombre fini de points a € k tels que [k(a) : k] < D
et h(a) <c.

De plus, pour tous «, 8 € k et pour tout n € Z, on a :

e h(a+B) < h(a)+ h(B);

. haB) < h(a) + h(B):

« h(a™) = |n|h(a) ou | - | est la valeur absolue usuelle sur R.

Pour montrer 'existence de la hauteur canonique associée 4 un module
de Drinfeld nous aurons besoin du théoréme suivant qui est la version
affine du théoréme B.2.5 de [HS00| qu’on applique a

(X5, xqox " P(X0 /X))
et au point projectif (1 : a).

Théoréme 2.3.1 (propriété fonctorielle de la hauteur)

Soit P € E[X] un polynéme non constant dont on note degy P le degré.
Il existe une constante c(P) > 0 qui ne dépend que du polynéme P telle
que pour toult o € E, on a:

[h(P(a)) — degy Ph(a)| < o(P).
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2.3.2. Hauteur canonique associée a un module de Drinfeld

La construction de L. Denis (¢f. [Den92|) de la hauteur canonique d’un
A-module de Drinfeld se généralise sans aucune difficulté aux R-modules
de Drinfeld définis sur k, ot R est un ordre d’une extension CM finie
de k. C’est 'objet de ce paragraphe.

Nous aurons besoin du lemme suivant qui se déduit de la propriété
fonctorielle de la hauteur (cf. th. 2.3.1).

Lemme 2.3.2. — Soient F'/k une extension CM finie, R un ordre de F
et ¢ un R-module de Drinfeld de rang ' défini sur k. Alors pour tout
a € R\F,, il existe une constante c(¢,) > 0 telle que pour tout o € k et
tout entier 1 > 1, on a :

h(@s () — ¢’ 4= ha)

at

< C<¢;> <1 +qr’degRa 4. _i_q(ifl)r/degRa)
< C<¢/>qir’degRa'

a

Démonstration. — Soit a € R\ Fq. D’apreés le théoréme 2.3.1, il existe
un réel c(¢!) > 0 tel que pour tout o € k, on a :

B (@) — g9 ()| < c(@).

Cela montre le résultat pour ¢ = 1.
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Supposons ’énoncé vrai pour ¢ > 1. Alors, on a :
PG (@) = gHD7 4 ()
= [R(() (@) = a7 n (6 ()

R () (@) — 07 5 o)

< [n(() @) = g h((6)' (@)
+ qr’degRa h((¢;)2<04)) _ q(i-i-l)r’degRa h(Oé)‘
< C((b;) +qr/degRa h((qﬁ;)%@)) _ qir’degRa h(Oé)‘

IN

C<¢;) + C(¢;) qr’degRa <1 + qr’degRa NS q(z‘—l)r’degRa)

< c(¢g> (1_|_q7“’degRa_'__‘_+qir’degRa) )

Enfin, la derniére inégalité est évidente car :
ir'degpa __ 1

C(QS;) (1 4 qu degp a I q(i—l)r/ degp a> = c(gb;) qqr’degT_l

< C(Qb;) qir’dcha

puisque ¢"” %€r% — 1 > ¢ — 1 > 1. D’ou le résultat. O

Nous pouvons maintenant montrer ’existence de la hauteur cano-
nique :

Théoréme 2.3.8. — Soient F/k une extension CM finie, R un ordre
de F et ¢' un R-module de Drinfeld de rang v défini sur k. Pour tout
a € R\F, et tout o € k la limite

/
lim —h(, ,“di(a))
i—00 qw‘ egr a

existe et ne dépend pas de a.

Démonstration. — Soit a € R\Fq. Alors, d’apres le lemme 2.3.2, il existe
une constante réelle ¢(¢,) > 0 telle que pour tout a € k, on a :

h(@ (@) — ¢" B h(a)| < o(d)).
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Soit 7 > 1 un entier. Appliquons l'inégalité ci-dessus en substituant

fia(a) aac:

0 (@) = 750 (s ()] < ),

N . . R~
d’otl en divisant par ¢*" deer? .

M(9h(@)) _ M(dia())

qir/ degr a q(i—l) r’degga

c(4)

- qir/degRa'

Soit j > ¢ un entier, en itérant 1'inégalité ci-dessus, on obtient :

’h( w(@) _ h(d(a)

qu’degRa qir’degRa

1 1
/
S C(¢a) (qu/ degR a‘ + L + q(i+1) r degRa> .

Comme ¢4°87® > 1, le second membre de I'inégalité précédente tend vers 0
(¢, (@)

q'i ! degpa

quand ¢ tend vers 'infini. La suite ( ) étant ainsi de Cauchy,
ieN

~

elle converge vers une limite que I'on note hy ().

Montrons que la limite E% (o) € Ry est indépendante de 1’élément
a € R\ F, choisi. Soient b € R\ (F, U {a}) et i € N\ {0}. En appliquant
le lemme 2.3.2 en substituant ¢}, («) & «, on a :

A6 (6(0)) = " 452 (G ()] < el ¢ e
Ainsi, en divisant par ¢ (degratdegrd) on obtient :

(@ (@) ¢y (@) c(¢a)

qir’degRab o qir’degRb - qir’degRb'

En faisant tendre ¢ vers I'infini, on obtient /f\L%b(a) = ﬁ%(a) pour tout

ack (ofl les réels E% ,(a) et Ebg(a) sont les limites respectives des suites

(h( ), ) et <.h(¢'m(°“))) >
qi v/ degp ab A qi r’ degp b A .
€N ieN

De méme, Eqs;b(oz) = E%(a), d’on ﬁ%(a) = E%(a), ce qui permet de
conclure. O
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Définition 2.3.4. — Soient F'/k une extension CM finie, R un ordre
de F et ¢ un R-module de Drinfeld de rang r’ défini sur k. On appelle
hauteur canonique de ¢’ la fonction hy : k — R, définie par :

Py i M9(@)
@' .

ot a € R\ F,.
Comme dans le cas classique, la hauteur canonique satisfait les bonnes

propriétés suivantes :

Théoréme 2.3.5. — Soient F/k une extension CM finie, R un ordre
de F' el ¢' un R-module de Drinfeld de rang v’ défini sur k. Alors la
hauteur canonique hy de ¢’ vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout a € R el tout o € E, on a :
he ($()) = q" ¥R hy () ;

2. Il existe une constante réelle v(¢') > 1 telle que pour tout o € k,
on a :

he (@) = h(a)| <¥(¢') ;
3. La fonction qu est lunique fonction définie sur k vérifiant & la fois
la propriété 1 pour un certain a € R\ Fq et la propriété 2 ;

4. La fonction qu vérifie la propriété de Northcott : pour tous réels
D >0 etc>0, il nexiste qu'un nombre fini de points o € k tels
que [k(a) : k] < D et hy(a) <c;

5. Soit o € k, alors /f\L¢/(Oé) = 0 si et seulement st « est un point de
torsion de ¢’ ;

6. Pour tous a € k et § € ¢’(E)t0rs, on a:
hg(a+06) = hy(a) ;
7. Pour tous o, B € k, on a :

hy(a+ B) < hy (@) +hy (B).
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Démonstration. —

1. Soient a € R\ {0} et a € k :

« sidegpa = 0 alors a € FZ N R. Or, pour tout A € FZ N R, on a
d\(a) =X et h(Aa) = h(a). Donc :

he ($4()) = hy(@) = ¢ 82 %hy (@) ;
. si degpa > 0 en multipliant chaque membre de l'inégalité (10)

p. 20 par ¢" %8r% on obtient pour tout i € N\ {0} :
h(di-1(d,(a))) /' desna h(¢1(a)) c(¢a)

q(ifl) r'degra o q(ifl) r'degpa| — q(ifl) r'degpa’

Et il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ vers 'infini pour obtenir 1’éga-
lité souhaitée.

. Soient @ € R\ F, et i € N\ {0}. En divisant chaque membre de

ir'degpa

I'inégalité du lemme 2.3.2 par ¢ , on obtient pour tout o € k :

h( ;l(a» —h(a)

qi r’degr a

< c(¢),)-

Ainsi, par passage a la limite on obtient que la fonction fAW —h
est bornée sur k par c(¢,). De plus, comme hy ne dépend pas de
'élément a € R\ F, choisi, on peut poser :

() = max{l, inf {C(qﬁé)}}-

a€R\F,

. Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe une fonction A/,

différente de Eb, vérifiant les propriétés 1 et 2 du théoréme. Alors,
par hypothése, il existe a@ € k tel que hy(a) # hg(a). Soient
a€ R\F,etiecN\{0} On a alors :

(B =) (sta))| = g7 2 | (Rl = B ) ()] > 0
Or ¢"'er® > 1 donc ‘ (/ﬁ;, - ﬁqy) (¢;L(a))‘ tend vers 'infini avec i,

ce qui contredit le fait que la fonction E;S, — hg soit bornée sur k,

d’oit I'unicité de ﬁqg/.
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4. Cela découle directement du fait que la propriété de Northcott est
vraie pour la hauteur de Weil et que la fonction ﬁqy — h est bornée
d’aprés la propriété 2.

5. Soit a € k un point de torsion non nul de ¢'. Il existe alors a € R\F,
tel que « soit de a-torsion. Ainsi, pour tout ¢ € N\ {0}, on a
h(¢).(a)) = h(0) = 0. On en déduit donc que /f;¢/(a) = 0.
Réciproquement si /f;(b/(a) = 0 alors, pour tout a € R\ F, et tout
i € N\ {0}, on a /fz¢/ (¢.,(a)) = 0 d’aprés la propriété 1. De plus,
il existe une extension finie de k contenant tous les ¢/, (). Il existe
donc, d’apres la propriété 4, deux entiers distincts ¢ > 0 et j > 0
tels que ¢/, () = ¢/ ; (). Ainsi ¢/

' (@) =0 et donc o est un point
de torsion de ¢'.

6. Soient a € R\ Fq et v € % un point de a-torsion. Alors, d’aprés la
propriété 1, pour tout o € k, on a :

b (G +7)) = ¢" ¥ hy (o + 7).
D’autre part
ho(du(a+7) = he(d,(e)+d,(7))
= Dy (¢h(a))
_ g deen a%/( Q).
D’ot le résultat.

7. Soient a € ket B € k. On a h(a + B) < h(a) + h(B). Ainsi, pour
tout a € R\ F, et tout i € N\ {0}, on a :

W@l +8) _ h(éu(e) | h(éw(B)

qir’degRa - qir’degRa qir’degRa ’

D’ou le résultat aprés passage a la limite.
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2.3.3. Comparaisons entre hauteurs canoniques

Soient F'/k une extension CM finie, R un ordre de F', ¢’ un R-module
de Drinfeld de rang r’ défini sur k et ¢ la restriction de ¢ a A (cf.
égalité (3) p. 10). On a déja vu (cf. lemme 2.2.2) que ¢ et ¢’ avaient
les mémes points de torsion. Nous allons maintenant montrer que les
hauteurs canoniques relatives a ¢ et ¢’ coincident.

Proposition 2.3.6. — Pour tout a € k, on a ﬁqj(a) = Eb/(a).

Démonstration. — Soit ¢ le rang de R en tant que A-module. D’aprés
le §2.2.5, ¢ est de rang = 1’ t et pour tout a € A, on adegpa =t deg, a.
De plus, d’aprés le théoréeme 2.3.3, la hauteur canonique ne dépend pas
du scalaire @ € R\ F, choisi pour la calculer. Donc si on choisit a € A
tel que deg, a > 0, alors pour tout a € k on a :
/
ﬁ¢/(0&) — hm h( a”(OC))

N——F00 an/degRa

e M@an (@)
o nl_lf_,l_loo an’tdegAa

h(¢an ()

— 1 N NS

N— 00 andegAa

= hy(a).
0

Par abus de notation on pourra encore noter ﬁ(b la hauteur normalisée
du R-module de Drinfeld ¢'.

On vient de voir que la hauteur canonique est invariante par extension
des scalaires du module de Drinfeld. On va maintenant montrer par le
biais de la proposition suivante, qui est une généralisation de la proposi-
tion 2 de [Po095|, que I'on peut relier les hauteurs canoniques associées
a deux modules de Drinfeld isogénes.

Proposition 2.3.7. — Soient p et o deur R-modules de Drinfeld de

rang v définis sur k isogénes via P € k{r} (i.e. Pp = oP). Alors,
pour toul o € k, on a :

qdegTPEp(O‘) = /h\“Q(P(Oé» .
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Démonstration. — D’aprés la propriété fonctorielle de la hauteur (c¢f. th.
2.3.1), il existe une constante ¢(P) > 0 ne dépendant que du polynéme P
telle que pour tout aw € k, on a :

[h(P(@)) - %% h(a)] < c(P).
Ainsi, pour tout a € R\ T, et tout entier i > 0, on a :
WP(pai())) g% " hlpar(@))| _ (P
giTdeEra girdegra = girdegga’
Or P(pyi(a)) = 04i(P()), d’ot :
e (P())) — q*5 " h(pat(@)| _ c(P)

qirdegRa qirdegRa - qirdegRa'

On obtient donc le résultat souhaité en faisant tendre ¢ vers U'infini. [
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2.4. Récapitulatif pour les modules de Drinfeld CM

Dans ce paragraphe on commence par faire un rappel des différents
passages qui nous permettent d’obtenir un module de Drinfeld de signe
normalisé a partir d’un module de Drinfeld a multiplications complexes.
On décrit ensuite les liens qui existent entre les hauteurs canoniques de
ces modules de Drinfeld. Enfin, on termine en rappelant la congruence
de la proposition 2.2.8.

Soit ¢ un A-module de Drinfeld CM de rang r. Alors 'anneau des
endomorphismes End(¢) de ¢ dans k est de rang r en tant que A-module
et se plonge naturellement dans k via 'opérateur de dérivation D (cf.
isomorphisme (2) p. 10). Soit R Iimage canonique de End(¢) dans k.
On a vu au §2.2.5 que R est un ordre et que son corps des fractions F
est une extension CM de k de degré r. On a également vu qu’on pouvait
donc naturellement munir ¢ d’une structure de R-module de Drinfeld de
rang 1.

Soient ¢’ le R-module de Drinfeld étendu de ¢ (cf. égalité (3) p. 10), €
le conducteur de R et ¢’ := €x ¢’ (c¢f. prop. 2.2.4). D’aprés le §2.2.7, le R-
module de Drinfeld ¢’ peut étre muni d’une structure ¢ de Op-module
de Drinfeld de rang 1. Soient oo’ 'unique place de F' au-dessus de la
place oo, d le degré sur I, de la place oo’, m une uniformisante de oo’
dans F et z € k une racine du polynome X't - (). Alors, d’aprés
la proposition 2.2.6, le Op-module de Drinfeld 1) := z ¢ 27! est de signe
normalisé.

On résume tout ceci par le diagramme suivant :

Op p:Op = k{T} ~2 4 : Op = Oy {7}
?End(sd)
R ¢’:R%E{T}&¢';R%E{T}
gEnd(aﬁ)
A ¢ A— k{r}

(11)
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On peut maintenant expliciter, grace au §2.3.3, les relations entre les
hauteurs canoniques des modules de Drinfeld apparaissant dans le dia-
gramme ci-dessus. D’apreés la proposition 2.3.6, pour tout o € k, on a :

ho(a) = hla) et Tg(a) = hy(a).
D’autre part, d’aprés la proposition 2.3.7, pour tout o € k, on a :

¢ hy (@) = hy (9(@))
et R R
he(a) = hy(za)
car deg, ¢y = deg, € et deg, z = 0 (puisque z € k). Ainsi

0" hgla) = Ty (= (@) (12)

On termine ce paragraphe en rappelant la congruence obtenue dans la
proposition 2.2.8. Pour cela on fixe m un idéal premier non nul de Op,
K/H} et L/K deux extensions finies, p un idéal premier de O au-dessus
de m et g un idéal premier de O au-dessus de p. Soit h le nombre de
classes de Op. On fixe m € Op un générateur de I'idéal m". En posant :

vi=d(q" - 1)degp, q/ degp, m,
on a (cf. prop. 2.2.8) :

Yy = Ypv = Thd(qd_l)degOLq mod p. (13)

Dans toute cette thése la stratégie suivie pour minorer la hauteur cano-
nique d’un module de Drinfeld a multiplications complexes va consister a
se ramener & un module de Drinfeld de signe normalisé en suivant le dia-
gramme (11) p. 26, puis a obtenir les minorations souhaitées en utilisant
la congruence (13) pour les modules de Drinfeld de signe normalisé et a
conclure en utilisant le lien entre hauteurs canoniques de I'égalité (12).






CHAPITRE 3

PROPRIETE DE BOGOMOLOV ET
MODULES DE DRINFELD A
MULTIPLICATIONS COMPLEXES

Rappelons maintenant le contexte du résultat principal de cette thése
(cf. th. 1.1) que nous démontrons dans ce chapitre.

Soient ¢ un A-module de Drinfeld défini sur k et Eﬁ sa hauteur cano-
nique. Soient K /k une extension finie et L/K une extension galoisienne
infinie de groupe de Galois G. Par analogie avec la terminologie utilisée
dans [BZ01|, on dit que L a la propriété (B,¢) s’il existe une constante
strictement positive qui minore /};(;5 sur L privé des points de torsion de ¢.

Afin de démontrer le théoréme 1.1, nous nous raménerons a un mo-
dule de Drinfeld de signe normalisé en utilisant les résultats du §2.4.
Nous nous réduirons également au cas d’extensions finies en montrant
au §3.4 le théoréme 1.4. Pour démontrer ce dernier, nous commencerons
par montrer dans le §3.1 des inégalités ultramétriques faisant intervenir
un module de Drinfeld de signe normalisé, ce qui nous permettra, grace a
la formule du produit (¢f. th. 2.1.1), d’en déduire au §3.2 des minorations
conditionnelles de la hauteur canonique. A I’aide d’un argument reposant
entre autres sur le principe des tiroirs (¢f. 3.3), nous nous affranchirons
dans le §3.4 de ces contraintes.
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A partir de maintenant et jusqu’au §3.2 nous utiliserons les notations
suivantes.

Notations.

On fixe :

« F/Ek une extension CM finie;

« o' lunique place de F' au-dessus de oo ;

« d le degré de o0 sur F, ;

F=F ﬂFq le corps des constantes de F';

. ¢ :=log, #F (ie. F=TF,);

« ¥ un Op-module de Drinfeld de signe normalisé ;

« H} le corps des coefficients des modules de Drinfeld de signe nor-
malisé ;

« K/H}: une extension finie;

« L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois G ;

« H un sous-groupe du centre de G ;

« £ C L le sous-corps fixé par H ;

o di > 0 un entier;

« v une place finie non triviale de K telle que pour toute place w|v
de E, on ait [E, : K,] <d;;

« p lidéal premier de Ok associé a la place v ;

o q un idéal premier de Op au-dessus de p (ie. p=qN0Ok);

o m:=p N Op lidéal premier de O en-dessous de p ;

« b le nombre de classes de Op ;

« m € Op un générateur de l'idéal principal mP.

On pose :
vi=d(¢"—1) degp, q/ degy, m; (14)
ni=hd (g — 1) dego, 4 (15)
et
s:=hd(¢*—1). (16)

En particulier, on a :
n = s degp, q = v degy, m.
Enfin, d’aprés la proposition 2.2.8, nous avons la congruence suivante :

Umr = Yo =77 mod p. (17)
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On illustre par le diagramme suivant toutes les extensions finies de
corps qui seront introduites dans ce chapitre :

L(3[m"7])
/L/
///Z(G)>H E(¢[mh])
// / \
G E Hy: ( [m"7])
\ \ /
\
B OB (0 [m))
K
e onm
Hf:
F
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3.1. Inégalités métriques

On établit ici quelques inégalités ultramétriques utiles pour la suite.
Dans tout ce paragraphe on utilise les notations fixées au début de ce
chapitre (¢f. p. 30).

Lemme 3.1.1. — Soit M une extension finie de K. Alors, pour tout
a € M et toute place finie w de M, on a :

max{L, [ (@)],,} = max{1,]al? }
ot v :=d(¢* — 1)degy, q/degp, m et n:=hd (¢ — 1) degp, q.

Démonstration. — Soit o« € M. Comme 9 est de signe normalisé, ses
coefficients sont entiers (cf. §2.2) et d’aprés la relation (6) p. 14 pour
tout @ € Op \ {0}, on a py(a) € Fr,. Il existe donc des éléments
ag,...,0np_1 € OH;: tels que :

wo(@) =aga+ -+ a, 10’ +al"
P (@)

De plus, comme pour tout i € {0,...,n — 1} le coeflicient a; est entier,
pour toute place finie w de M, on a |a;|, < 1. Ainsi, il y a deux cas
possibles :

1. Si |a, > 1, alors pour tout i € {0,...,n — 1}, on a :

n
q
w ?

i
a;

<lalf <o
w
d’ou
Y (@), = laff, > 1
et donc
max {1, [t (a)],,} = lalt = max{1,[al? }.

2. Si |al, < 1, alors :
[ ()], <1
et donc

max{L, [t (@), } =1 = maX{L l

q n
w .
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Lemme 3.1.2. — Soit M une extension finie de K. Alors, pour tout
a € M et toute place wlv de M, on a :

n—1

’wmu(a) — aqn|w < ¢ max{1, |a|, }*
ot e(w/v) est lindice de ramification de w sur v et ot :

{ vi=d(q' —1)dego, q/ dego, m
n:=hd(g"—1)dego, q

Démonstration. — Soient aq, ..., 0,_1 € H;E les coefficients de ¢, €. :
Y = Ao T 4 -+ F @ TV T
Soient o € M et w une place de M au-dessus de v, alors, d’aprés I'inéga-
lité ultramétrique, on a :
(@) = '], < max {lallalf }-
Or, d’apres la congruence (17) p. 30, on a :
Yy = 7" mod p.

Ainsi pour tout i € {0,...,n — 1}, on a a; € p, d’ott |a|, < ¢~¢™/?) ce
qui permet de conclure. O

Le lemme suivant, basé sur le théoréme d’approximation forte, nous
permettra de nous ramener dans les preuves au cas des entiers.

Lemme 3.1.83. — Soit M une extension finie de k. Soit w une place
finie de M. Alors, pour tout o € M non nul, il existe B € Oy tel que
Oéﬁ € OM: et |B|w = max{l, |a|UJ}_1‘

Démonstration. — Soit S l'ensemble des places finies de M (i.e. des
places w de M tel que w { 00). Soit By := {w € S |||, > 1} (c’est un
ensemble fini car @ n’a qu’un nombre fini de poles). Soit X := X U {w}.
Alors, d’apreés le théoréme d’approximation forte (c¢f. th. 2.1.2), il existe
B € M tel que |8|, = max{1, |a|,} ! pour toute w € ¥ et |B|, < 1 pour
toute w € S\ X. Ainsi et o 5 sont bien dans Q). ]
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Proposition 3.1.4. — Supposons que Uextension L/ E soit non ramifiée
au-dessus de q. Soit o4 le symbole d’Artin associé a q. Alors, pour toute
place non triviale w de L et tout o« € L, on a :

[ (@) — 03], < Clw) max{L, e ()], } mae{L, o3 ()]}

L siwlv et C(w) =1 sinon et on :

vi=d(¢* —1)dego, q/ degp, m
s:=hd(q’—1) '

Démonstration. — Soit w une place non triviale de L. Si w 1 v, I'inéga-
lité découle directement de l'inégalité ultramétrique. On suppose donc
que w|v. Dans ce cas, comme l'extension L/FE est abélienne, o, ne dé-
pend pas du choix de I'idéal premier 3 de Op, au-dessus de . Ainsi, pour
tout v € O, on a :

ot C(w) = q

degoE q

oq(y) =1 mod qOy,

et donc
s degoE q

oy (v) =71 =~7" mod qOy,

car n = s degy_ q (cf. notations (15) et (16) p. 30). De plus, si q’ est
un idéal premier de O au-dessus de p et si oy est le symbole d’Artin
associé a ¢, alors o4 et oy sont des éléments de H conjugués dans G.
Or H est dans Z(G), donc 04 = 0. Ainsi, comme l'extension L/E est

non ramifiée, pour toute place w|v de Oy, et pour tout v € O, on a :
n -1
"yq _0-;(7)|w SC] ’

avec n = hd (¢ — 1) degy . q. Soit a € L, alors d’aprés le lemme 3.1.3,

il existe 8 € Oy, tel que af € O, et |B], = max{1,|a|,} . Ainsi :
[ = o3(a)],

= BRT [(@B)” = o3(aB) + (05(8) = B7) o5(e)],

< BT max{|(aB)” —ai(aB)],,|(5(8) = B7) oi ()], }
< max{1, |a|,}? ¢! max{l, U;(a)‘w}
< g max{L (@), } max{L |o3(a)], }.
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D’autre part,

‘wm"(a> _ aqn|w < qfe(w/v) max{l, ’04|w}q

< gt max{l, [ (a)],}-
lem. 3.1.1

Le résultat découle maintenant directement de 'utilisation de 'inégalité

n—1

ultrameétrique. O

Rappelons que comme E est le sous-corps de L fixé par H qui est un
sous-groupe du centre de G, 'extension L/FE est abélienne.
La proposition suivante est ’analogue de la proposition 2.3 de [AZ10] et
se démontre de facon analogue. Nous renvoyons au §A.1 pour les détails.

Proposition 3.1.5. — Supposons que l'extension L/ E soit ramifiée au-
dessus de q. Alors l’ensemble

H, = {0 € Gal(L/E) |V € Op,a(7)!

dego

degOE q q eg

B mod C]OL}
est un sous-groupe non trivial du groupe d’inertie de q sur L.

La proposition 3.1.4 établit une inégalité ultramétrique pour les exten-
sions non ramifiées, une inégalité similaire dans le cas ramifié fait ’objet
de la proposition suivante.

Proposition 3.1.6. — On suppose que Uextension L/ E est ramifiée au-
dessus de q. Soient n € Hy\ {id} et eq(L/E) Uindice de ramification de q
sur L. Alors, pour toute place w de L et tout o € L, on a :

‘wm” (@) = Yo (ﬁ(a))’w
< C(w) max{1, [¢me ()], } max{1, [¢me (n())],}
ot C(w) = ¢~ /EK) s wlv et C(w) =1 sinon el ot :
{ vi=d(¢* — 1) degp, q/ degp, m
s:=hd(q’—1) '

Démonstration. — Soit w une place de L. Si w 1 v, 'inégalité découle
directement de I'inégalité ultramétrique. On suppose donc que w|v. Soit ¢’
un idéal premier de O au-dessus de p. Alors Hy et Hy sont dans H et
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sont conjugués dans G. Or H est dans Z(G), donc Hy; = Hy. Ainsi, pour
tout v € Op, en posant n :=hd (¢¢ — 1) degp, q, on a :

hq” _ n(y)q”‘w < q—eq(L/K)
car
n(7)" =" mod qOy.
Soit o € L. Alors d’aprés le lemme 3.1.3, il existe § € O tel que a5 € Oy,
et |8l = max{1,|al,} !, ainsi :
[ = n(a)”],

= IBL"(@B)” = n(@B)” + (n(B)" = BT") n(a)!"|,

< BT max{|(aB)” —n(af)|, [ (n(B)" = BT) n(a)”"|,}
< max{1, o], }*" ¢~ 5 max{1, \n(a)\w}qn
o< g ) max {1, [t ()], } max{L, [ (n())],}

D’autre part,

(@) — |, < g max{L]al,}?
lem. 3.1.2

S q—eq(L/K) ma,X{l, |77Z)mV (Of)|w} :
lem. 3.1.1

n—1

Le résultat découle maintenant directement de 'utilisation de 'inégalité
ultrameétrique. O

Le lemme suivant, que I’on couplera aux deux lemmes précédents par la
suite, permet d’obtenir des majorations suffisamment fines en composant
par v,,», ce qui sera trés utile pour obtenir les minorations de hauteur
souhaitées (cf. prop. 3.2.1 et 3.2.2).

Lemme 3.1.7 (d’accélération). — Soient w une place de L au-dessus
dev et a, 8 € L. On suppose qu’il existe un entier ¢ > 0 tel que :

o = Bl < ¢~ max{1, |al,} max{1,|8].}.
Alors, pour tout entier naturel [, on a :

[ (@ = B)],, < ¢~V max{1, [¢hu ()], } max{L, [y (B)],,} -
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Démonstration. — On raisonne par récurrence sur [. Pour [ = 0 le ré-
sultat est immédiat. Montrons le cas [ = 1. Soient ag,...,a, € k les
coefficients de ,,v, 2.e. :

Vv = agT° 4 -+ a, T,

avec ag = m” et a, = 1. D’apreés la congruence (17) p. 30, on a :
Yy = Yow = 77 mod p.

Ainsi, pour tout i € {0,...,n — 1}, on a |a|, < ¢~/ Or,

(= B)],, < o {Jalu o — BIL }

0<i<n

Il y a donc deux cas possibles :

1. Si |a — s > 1, alors :

|¢m”(a_ﬂ)‘w
< : - Bl
< Orglag);{‘az’w‘a 5w}
=  |a-8|%
S qiceq(L/E)qn max{l, |Oé‘w}qn max{l, |5‘w}q"
< gD max(1 e ()], } max{L, [ (B)],} ;
lem.3.1.1
2. Si |a— By < 1, alors :
’¢m”(a_ﬁ>}w
< ; - B
< s {ledolo =310
< a5,
S q—e(w/v) q—ceq(L/E) maX{l, |a|w} maX{l, |5|w}
< ) a1, |al, }" max{1, |8, }"
= g~ T aEE) max {1, [t (@), } max{1, [0 (B)],} -

En effet e(L/E) < e(w/v) car les extensions L/E et E/K sont
galoisiennes et ¢ est au-dessus de p la place associée a v.

Supposons maintenant [ > 1. Alors

Vi (@ = B) = Yy -1 (o — B).
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Or, par I'hypothese de récurrence, on a :
(V-1 (= B)|, < g (eHDet/E)
max{1, [¢,.a-1 ()|, }
max{1, [¢,va-1(5)],}-

I ne reste donc plus qu’a substituer ¥,,.a-1 (@) & a et ¥,.a-1(8) & f,
a faire agir ¢,,» sur ¥, (a) — ¥,va-1(B) et & utiliser ce que l'on a
montré dans le cas [ = 1. O]
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3.2. Minorations de la hauteur canonique

Dans tout ce paragraphe on utilise les notations fixées au début de ce
chapitre (¢f. p. 30). Elles feront implicitement partie des conditions de
tous les énoncés de ce paragraphe. Notons aussi :

cs:=3hd(q" = 1) ().
La proposition suivante fournit une minoration de la hauteur norma-
lisée dans le cas ou 'extension L/E n’est pas ramifiée au-dessus de q.

Proposition 8.2.1. — On suppose que l'extension L/E est non rami-
fiée au-dessus de q, alors pour tout o € L qui n’est pas de torsion pour 1,

on a .
—cg degv d? [K:K]

2K : k|

Démonstration. — Soit o € L non de torsion pour ¢. Commencons par
montrer que pour tout o € Gal(L/E) et pour tout [ € N, on a :

¢mu(1+1) (Oé) 7& 77/)sz (U(Oz)) .

En effet, si ¥ (Vi (@) = o(¢Ypmi(@)), alors pour tout entier j > 1,
on a :

By () > 2

gﬂ’ (wm”l (Oé)) = Uj (wm”l (Oé))
car Y, et 0 commutent. Soit o(c) l'ordre de o dans Gal(L/K), alors :
0 = P27 (Yt (@) = Yt (@) = Pyt yoter ot ().
Donc « est un point de torsion pour v, ce qui contredit I’hypothése faite

sur «. En particulier, en notant o, le symbole d’Artin associé¢ a p, on
obtient :

Dyt (Y (@) — 05 ()) # 0.
On peut donc appliquer la formule du produit (¢f. th. 2.1.1) :
0= Z degw log, |V (Ve (@) — o3(a)) }w
weM,

Ainsi, en appliquant la proposition 3.1.4 et le lemme 3.1.7 avec

L= 2y(W) [K K +1) [Ey : K] -1,
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on obtient :

0 < Zdegw(—(l—i— 1))

wlv

+ Z deg w log, max{1, [¢,.a+v ()], }

weMy,

+ Z degw logqmax{l,

weEM,

U (03(@))] }. (18)

Or, pour toute place ulv de F, on a :

Zdegw = [L: E] degu

w|u
= [L:E]degp,q
car 'extension L/E est non ramifiée et extension L/K est galoisienne.
De plus,

> (1+1)[L: E] degu

ulv

= 29(W)[K:kl+1) ) [Eq: Ky [L: E] dego, g

ulv
> 2y [K k] +1) [L: K] dego,, .
En divisant les membres de I'inégalité (18) par [L : k], on obtient :
(27(®) [K : K] +1) dego,

0<— TE + h( e (@) + b (3(@))
d’ou
(27(¥) [K : k] + 1) dego, p

< 27(1) + Ay (P (@) + (Y (1))

(K : k|

car pour tout o € k, on a ‘h(oc) - ﬁw(a)‘ < v(v), et la hauteur de Weil
est invariante sous l'action du groupe de Galois. Ainsi :

(2y(¥) [K : k] +1) dego, p

TR <29(¢) + 24" hy(a),

d’ou
<2 qn (+1) hw(oz).

(K : k|
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D’autre part,

n(l+1) = bd(g"—1) dego, q (27() [K 1 +1) [E, : K]
< 3hd(q" — 1)) [Ey : K] dego, q[K : A]
< 3hd(q" = 1)v(¥) [Ey : K,J* dego, p [K : k]
< 3bd(q" = 1)(0) dego 2 [K : .
Ce qui termine la preuve. O

Le résultat qui suit donne une minoration de la hauteur normalisée
dans le cas ramifié¢ et utilise la notation H, définie dans la proposi-
tion 3.1.5.

Proposition 3.2.2. — On suppose que lextension L/E est ramifiée
au-dessus de q. Soit n € Hy \ {id}. Alors, pour tout o € L tel que

o —n(a) ¢ ¥m™], on a:
N q
h >
pla) 2 2K : k|
Démonstration. — Cette preuve est similaire a celle de la proposition

3.2.1 a la différence qu’on utilise la proposition 3.1.6 a la place de la
proposition 3.1.4. Soit a € L tel que a—n(a) ¢ 1[m>]. Alors, en posant :

L= (27(0) [K K]+ 1) [y : K]~ 1,

—c3 degvd? [K:k]

on a :
Y40 (@) = Py (n(a)) # 0.
On peut donc appliquer la formule du produit (¢f. th. 2.1.1), i.e. :
0= > degw-log, [t () = Uiy (n(e))], -
weMy,
Ainsi, en appliquant la proposition 3.1.6 et le lemme 3.1.7, on obtient :

0 < Y degw (~(1+ 1) eg(L/E))

wlv

+ Z deg w log, max{1, [¢,va+1 ()], }

weMy,

+ Z deg w log, max{1, [{,va+» (n(a))l,}.  (19)

weM,
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Or, pour toute place ulv de E, on a :

> e(L/E) degw = [L:E]degu

wlu
= [L:E]degy,q

car 'extension L/E est ramifiée d’indice eq(L/E) et 'extension L/K est
galoisienne. De plus,

> ((+1)[L: E] degu

ulv

= (W) [K K +1) Y [Ey: K] [L: E] dego, q

ulv
> (29(0) (K} +1) [L: K] dego, .

Dongc, en divisant les membres de I'inégalité (19) par [L : k], on obtient :

(27(¢) [K : k] +1) degp, p + h(Yarn (@) + h( e (n(@)))

0<- (K : k]

d’ou
(279(¢) [K : k] +1) degp,, p
(K : k]

< 29(9) + 2y (Y (@)

car pour tout o € k, on a |h(a) — Ew(a) <) et :
W0 ((@))) = (0@ (@) = (P (@)

En effet, la hauteur de Weil est invariante sous 'action du groupe de
Galois, 1, est & coefficients p-entiers et 7 est dans le groupe d’inertie
de L/E. Ainsi, on obtient :

(27(¥) [K : k] + 1) dego, p

K K <29(0) + 20"y (o),

d’ou

1 R
m <24"0HD hy (),

ce qui achéve la preuve car

n(l+1) <3hd(¢" —1)y(¢) degvd; [K : k].
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Nous pouvons regrouper les deux propositions précédentes en un seul
théoréme qui fournit une minoration conditionnelle de la hauteur norma-
lisée.

Théoréme 3.2.3 (de minoration conditionnelle)

Soient F/k une extension CM finie et 1 un Op-module de Drinfeld de
signe normalisé. Soient K/k une extension finie telle que 1 soit défini
sur K, L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois G, H
un sous-groupe du centre de G et E C L le sous-corps fixé par H. Soient
dy > 0 un entier et v une place finie de K. On suppose que pour toute
place w|v de E, on ait [E, : K,] < dy. Soient p l’idéal premier de Ok
associé a la place v et m := p N Op ['idéal premier de O en-dessous
de p. Soit o € L non de torsion pour v. On suppose que :

v € Gal(L/E), n(a) —a ¢ m™]\ {0}. (20)
Alors :
- q—03 degv d? [K:k|
h >
W) 2 T
Démonstration. — Soit o & 1(L)tops un élément de L qui vérifie la condi-

tion (20). Soit I := Gal(L/E(«)). Comme H := Gal(L/E) est un sous-
groupe du centre de GG, H est abélien et est un sous-groupe normal de G.
De méme, comme [ est un sous-groupe de H, I est abélien et est un
sous-groupe normal de G. Ainsi, H/I est un sous-groupe normal de G/
et :
(G/I)/(H/I) ~ G/H.

De plus, comme H est inclus dans le centre de G, par passage au quotient
H/I est un sous-groupe du centre de G/I. Or G/I ~ Gal(E(«a)/K) et
H/I ~ Gal(E(a)/E). On peut donc supposer que L := E(«). On illustre
la tour d’extensions que nous venons de décrire par le diagramme suivant, :
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1. Supposons que 'extension E(«)/FE soit non ramifiée, alors, d’aprés
la proposition 3.2.1, on a :
R g degv d? [K:k]

G 2K : k]

car a n’est pas un point de torsion pour .

2. Supposons maintenant que lextension F(«)/E soit ramifiée. Soit
n € Hy\ {id} (on rappelle que H, est non trivial d’aprés la proposi-
tion 3.1.5), alors d’aprés la condition (20), on a n(«a) — a ¢ P[m™].
On peut donc appliquer la proposition 3.2.2, d’ou :

—cg degv d? [K:k]

2K : k]

On obtient ainsi le résultat annoncé. O

B(a) > 4
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3.3. Principe des tiroirs dans (Op/m)*

Le but de ce paragraphe est d’établir la proposition 3.3.3 qui nous
permettra au §3.4 d’achever la preuve du théoréme 1.4.

Soient F'/k une extension finie de degré r, Op la fermeture intégrale
de A dans F', n un idéal non nul et principal de O pour lequel on fixe
un générateur m € Op. Soient Ry un systéme de représentants de Op/n
et e > 0 un entier. Pour tout a € O, on note a 'image canonique de a
dans Op/n°.

Le lemme suivant permet de construire un systéme explicite de repré-
sentants de Op/n® & partir du systéme R de représentants de Op/n.

Lemme 3.3.1. — L’ensemble
e—1
R := {Z/\zmz ‘ A\ € Ro}
i=0

est un systéeme de représentants de Op /n°.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que :
#<R0>e _ #(Op/ﬂ)e _ qedegop n_ qdegoF ne _ #(OF/ne) )

Il suffit donc de montrer que les éléments de R sont deux-a-deux distincts

modulo n®. Soient Ay, ..., Ae_1, o, - - -, le—1 € Ro. Montrons donc que si :
e—1 e—1
Z)‘i m' = ZM m* mod n,
i=0 i=0

alors, pour tout i € {0,...,e — 1}, on a \; = p;. En effet, pour tout
j€{0,...,e—1},ona:

e—1 e—1 j—1 j—1
Zkimi = Z,uimi mod W/ <— Z)\imi = Z,uimi mod n’.
i=0 i=0 i=0 i=0

On en déduit successivement A\g = g, Ay = fi1, -y Aer1 = Me1- O

Soit N le nombre d’éléments de O de degré (en Op) < 2 (qui est fini
d’aprés le lemme 5.6 de [Hay79]). La proposition suivante, qui repose
sur le principe des tiroirs, est un des ingrédients clefs qui nous permettra
d’éliminer ’hypothése technique (20) p. 43.
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Proposition 3.3.2. — Soient B > 1 un entier et H un sous-groupe de
(Op/n)* d’indice < B. On suppose que e > log, (2 NB). Alors, il existe
deur éléments a et b de Op tels quea € H, b€ H et :

2 < gieeor (=) o N B gtm
01 dp, := MaXyer,{degp,. A}

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.3.1, I’ensemble

e—1
R = {ZAimi A € Ro}
=0

est un systéme de représentants des classes d’équivalence de Op /n¢. Pour
tout réel x, on note [x] la partie entiére par excés de x, c’est-a-dire le

plus grand entier vérifiant :
[z] —1 <z < z].
Posons
_ Fogq(2 NB)"‘ '
degp, n

Soit

e—1

i=c

Pour tout a € T", définissons

c—1
I, = {Z)\imi—l—a‘)\i c RO}.
i=0
Ainsi, R est la réunion disjointe de tous les I, pour « parcourant I". Soit
A:={aecOr|lacH}.
Alors, H est en bijection avec ANR qui est la réunion disjointe des AN,

pour « € I'. Supposons que pour tout a € I', on ait #(AN1,) < N.
Alors :

#H = #(ANR) = #(ANL) < N#T.

ael
Or #I = ¢l* 940" (car ¢ > log,(2NB) > c), d’'oti :

(e—c) dego,. n _ #(OF/ne>
#H < Ngq N—#(OF/nC).
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Alinsi,

B> [(OF/HS)X : H} = w > #(Op/n) #(Op/n)X)

#(H) - N #(Op /1)
L1 #(0s/)
- 2 N
car, d’apreés la proposition 1.6 de [Ros02], on a :
e\X\ __ e _ 1 1 e
#(O0)") = #0r /) (1= 5 75) 2 5 #(Or/w).

On obtient donc 2N B > ¢°9%0r ™ ce qui contredit le choix de ¢. Il
existe alors a € T tel que #(A N 1,) > N + 1. On peut donc trouver a et
b distincts dans A N I, tels que degy, (b —a) > 2. En effet, si a est fixé
dans AN 1,, le cardinal de I'’ensemble {b —a | be AN Ia} est N+ 1. Or,
il n’y a que NV éléments de Op de degré < 1. Donc il existe bien b € AN1,
tel que degy, (b —a) > 2. Et comme a,b € I,, on a également :

degy,. (b —a) < (c—1)degp, 1+ dp,.
[

On suppose de plus que l'extension F'/k est CM. Soient ¢ un Op-
module de Drinfeld de rang 7, F:=F NTF, le corps des constantes de F),
¢ := log, #F (ie. F = F,) et b le nombre de classes de Op. Soit m un
idéal premier non nul de Op, alors m" est un idéal principal dont on note
m un générateur. La proposition suivante est un raffinement du résultat
précédent dans ce cadre plus général.

Proposition 3.3.3. — Soitent B > 1 un entier et H un sous-groupe de
(Op/m")* d’indice < B. On suppose que e > log (2 B ¢* (V).

Alors, il existe deux éléments a et b de Op tels que a € H, b € H,
degp, a = degp,. b, ji,(a) = py(b) et
2 < qdegoF(b—a) < 2Bq§ (d—‘rl)—l—dm

01 dp, *= Maxyer,{degp,. A}

Démonstration. — Soient oo’ I'unique place de F' au-dessus de oo et
d := deg oo’ le degré de oo’ sur F;. Alors, d’aprés la proposition 1.4.9 de
[Sti09], on a N < ¢°(@+D),
D’aprés la proposition 3.3.2, il existe a’ et ¥’ dans Op tels que o’ € H,
b eH et :
9 < qdegoF(b'—a/) < 23q<(d+1)+dm.
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Soit A € Op de degré suffisamment grand, 7.e. :
degp, A > max{degy, ', degy, b'} .

Posons a =a’ + Amfet b=V 4+ Am¢, alorsa € H, b € H,

degp, b= degy, a = degp, A + e degp, m
et

degp, (b —a) = degy, (V' — a') < degy,. a,
d’ou

deg, v, =1 degp, a > r degp,. (b — a) = deg, @y,
Or pp_q = @b — @a, donc py,(a) = p,(b). O
Le lemme suivant établit une majoration de la constante d,, qui

apparait dans la proposition 3.3.3 en fonction d’une base fixée du A-
module Op.

Lemme 3.3.4. — Soit (eq,...,e.) une base de Op en tant que A-mo-
dule. Il existe un systéme de représentants Ry de Op/mY tel que :

Ay, i= gréz%{deg% A} <do, +bhr degp, m
ot do, 1= maxi<i<,{degp, €;}.

Démonstration. — Soit mg € A le générateur unitaire de l'idéal pre-
mier de A en-dessous de m (i.e. (my) = AN m). Comme my € m, on a
mg € m?, donc Op/(mJOr) se surjecte sur Op /mP. Ainsi, tout systéme
de représentants de Op/ (mgOF) contient un systéme de représentants

de Op/mY. Or, 'ensemble {a cA ’ deg, a < degy mg} est un systeéme
de représentants de A/(m)). Donc ensemble Rq des élements A € Op
tel que A =aje; +---+a, e, avec les a; € A de degré < deg, mg forme
un systéme de représentants de (’)F/(mg(’)p). De plus, pour tout a € A,
on a degy,. a =r deg, a car O

Or/(aOr) ~ (A/(a))".

1. Ou d’une autre maniére, comme F/k est CM, on a pour tout a € A :

dego, @ = —dvoor(a) = —f(00"/00) voer (@) = = f(00"/00) (00" /00) Voo (a)

= —[F : klveo(a) = —rvs(a) =r degy a.
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Alinsi, pour tout A € Ry, on a :

degp, A

ININ

IN

IA A

degp, (arer + - +a,ep)

f%?gi {degp,. a;iei}

g?g{degoF e + giaé{dego,m a;}

do, +7r lIISl?S)i{degA a;}

do, +1 degAmg

do, + bhr deg, my.

49

Or, deg, mo < degp, m (car Op/m est une extension finie de A/(my)),

ce qui acheve la preuve.

]
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3.4. Démonstration du théoréme 1.4

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 1.4 dont
nous rappelons I’énoncé pour la commodité du lecteur :

Théoréme 1.4. — Soient F/k une extension CM finie, oo’ ['unique
place de F' au-dessus de 0o, d le degré sur F, de la place o0 et 1 un Op-
module de Drinfeld de signe normalisé. Soient K/k une extension finie
telle que ¥ soit défini sur K et L/K une extension galoisienne finie de
groupe de Galois G. Soitent H un sous-groupe du centre de G et E C L
le sous-corps fixé par H. Soient di > 0 un entier et v une place finie
de K. On suppose que pour toute place w de E au-dessus de v, on ait
[E, : K,] < dy. Alors il existe deuz constantes ¢y > 0 et co > 1 qui ne
dépendent que de i telles que pour tout o« € L non de torsion pour 1,

on a:
N q—c1 deg v d? [K:K]
hd,(Oé) 2 .
e d? VK ;K]
Démonstration. — Rappelons que comme 1 est de signe normalisé son

corps des coefficients est H} (c¢f. §2.2.7). Donc K D Hj. D F. Confor-
mément aux notations de la page 30, notons p l'idéal de Ok associé a la
place v et q un idéal premier de O au-dessus de p. On pose m := pNOp,
F:=Fn F, et ¢ := log, #1:;. Soient h le nombre de classes de Op et m
un générateur de 'idéal principal m". Fixons (e, ...,e,) une base de Op
en tant que A-module et Ry un systéme de représentants de Op/m" tel
que :
dy = max{dego, A} < doy + b7 dego, m

ot dp, = maxici<,{degp, e;} (un tel systéme de représentants existe
d’aprés le lemme 3.3.4). Soit @ € L non de torsion pour . Soit i un
entier suffisamment grand, i.e. tel que :

LA HEWm) = L0 Hi (¢ [m"]) (21)
et

vi>log,(4di [K : Hf] ¢ (dﬂ)) .
Alors, en posant :
H,y := Gal(E(¢[m"]) /E),

on a

Hy ~ Gal(Hf (v[m"™]) JENHi (¥ [m"™])) .



3.4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.4 51

On peut donc voir H; comme un sous-groupe de Gal (H (¢ [m"™?]) /H}).
Posons :

Gy == Gal(Hf (v[m"]) /Hf) .
On illustre la tour d’extensions que nous venons de décrire par le dia-
gramme suivant :

E(w [m"])
w[ 1))
\ /
EnN H}: (Y[m™]) o
H‘;/// )

D’aprés la proposition 2.2.7, 'extension Hj (¢ [m™?]) /H} est totalement
ramifiée en tout premier de H} au-dessus de m, ainsi :
[0 Hf (6[m0) : HE) < ey (BJHE) < s [K < 17
D’autre part, d’aprés I'isomorphisme (8) p. 15, on a :
G1 ~ (Op/m"”i)x
On peut donc voir H; comme un sous-groupe de ((9F/m‘”’i)X et lui ap-
pliquer la proposition 3.3.3 avec B := dy [K : H}] + 1. Ainsi, en no-

tant pour tout a € Op, @ Iimage canonique de a dans Op/m" on
obtient qu’il existe deux éléments a et b de Op tels que a € Hy, b € Hy,

degp, a = degp,. b, py(a) = py (D) et
9 « qdegoF(b—a) <9 ch (d“‘l)“l‘drn.
De plus, d’aprés les égalités (5) p. 13 et (7) p. 15, en notant o, € H;

et 0, € Hy les symboles d’Artin associés, respectivement, aux idéaux (a)
et (b) de Op, pour tout A € 1 [m"], on a :

/Lw(d) Ua()‘) = %()\) (22)
et

Mw(b) UbO‘) = %()\)- (23)
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Soient 7, et g, des prolongements respectifs de o, et o3 a L(w [mh”i]).
Ainsi 6, et G, sont des éléments de Gal(L (v [m"]) /E). On pose :

B = (o(b) 3 — po(@) 5a)" " (@) =ty pis(a) € L (24)
On a:

ho(B) = T ((10(0) & — (@) 5)7 " (@) = i1 ()

< ((00) 30— @) 52" (@)) + o (8y_yoia (@)

d

)
1= . qd - 1 d 1 - d_]__
_ <—1>J( . )Ma)ﬂ o (017 6817 0 53 ()
j=0 J
q¢-1 d
. —1 1
= (—1) (q ' )uw(@qdl 511 0 53(a)
po@)=np(h) J
q¢-1 d
. —1 .
D N G Eas BT
j=0 J

car fiy(a) € Fy, d’aprés la relation (6) p. 14. Comme pour tout z € k et
tout ¢ € F; on a® (¢ z) = hy(z), on en déduit :

o~ ~ ~ d_ o~

P ((16(6) 3 — (@) 7)™ (@) < q"Bo(@) (25)
Par ailleurs,

(Vg aget 1 (@)) = gD B0 0= Ty ), (26)
En regroupant les relations ci-dessus, on obtient :
hy(B) < (qd + q(qd_l)degOF(b_“>> hy(a)
qdfl ~

< 9 (qdegow—a)) Ty ().

180r iy (z) = Py ().
—1)7 dans F,, car (qd(;l) = 1et:

J pu—
d_ —
(qj 1) + (qj+11) = (jil =

2. En effet, on a : RZ,(C:E) = ﬁw(djg(w)) =

_
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Or, par choix de a et b, on a :

9 < qdegop(b—a) <2B¢° (d+1)+dm

avec B=d; [K : H{] + 1, ainsi :

q’-1

hy(B) < 2 (2(di [K - Hf] + 1) gf @D+ T 70 (a)

< 2 (4d, [K K] @0+ T R ),

Supposons dans un premier temps que les hypothéses du théoréme 3.2.3
(avec a remplacé par (3) soient vérifiées. D’aprés ce théoréme on a alors :

2 . —1
hy(8) > ( (K : k] gPhe@=00) deg@Kpdl[K,k]>

<4 (4 dl)qd—l K k]qd q(qd—l)(de’y(z/)) d? dego, p [K:k]+s (d+1)+dm)>1

Or
dm < do,+brdegp, m
< 2max{l,dp,}bhr deg,, m
< 2max{l,do,}bhr degy, p.
D’ou

3hdy(¥)di dego, p[K : k] +¢(d+1) +dn,
<3hdy(¢)d; dego, p[K : k] + 4 max{1l,do,} brg degy, p
<b degp, p (3dv(¥)d} [K : k] +4r¢ max{l,do,})
<7hrs max{l,do, } 7(¢) d; degy, p[K : k.

-1

?

<4 (4d)) L [K ; k]e’ g7h7s (@7=D) max{ldop} () & dego, pIK: k])

ce qui nous donne le résultat énoncé en posant :

¢ :=Thre(¢" — 1) max{1,dp, } v(¢),
et

d
Cy = 47"
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Il est clair que les constantes ¢; et ¢y sont positives et ne dépendent que
de 1. Plus précisément, elles ne dépendent que de b, do,., 7, d et y(¢).
Or () ne dépend que de 9 et b, do,, r et d ne dépendent que de
I'anneau Op, donc de ¥ car Op est 'anneau des endomorphismes de ).

Il ne reste donc plus qu’a vérifier que 5 n’est pas un point de torsion
pour ¢ et que (3 vérifie la condition (20) du théoréme 3.2.3 : pour tout
n € Gal(L/E), on a n(8) — ¢ ¥[m*>] \ {0}. Supposons par I'absurde
que [ soit un point de torsion pour . Dans ce cas, on a d’aprés la
définition (24) p. 52 de [ et les relations (25) et (26) p. 52 :

q(qdfl)degoF(bia)/f;w(a) = ﬁw<’¢}(bia)qd_1(a)>
= (01— 9@ 52" (@)

< ¢"hy(@).
Or qdegOF(b’a) > 2 et 201 > g%, ce qui contredit le fait que « ne soit
pas un point de torsion pour . Montrons maintenant que [ vérifie la
condition (20) du théoréme 3.2.3. Pour cela supposons par I’absurde qu’il
existe n € Gal(L/E) tel que 6 :=n(p) — € LNy[m>]\ {0}. Alors, en
posant § := n(a) — « € L, on a d’aprés la définition (24) p. 52 de 3 et
en utilisant le fait que Gal(L/E) est abélien :

0=n(8) =8 = n((ns(0) 3 — o) 50" (@) =¥t 1 (@)
— (p(0) & — p(0) 50)" 7 (00) = Py _gyia (@)
= (pp(b) 65 — p(a) 3)" " (n(a) — M)qm(n(a»
- >qd 1

— (ko (b) 0 — pry(a ) a) =g gyat-i ()

= (us(0) & — p(0) 52)" (n(ax
—lﬁ(b_a)qtl(ﬁ(a) - O‘)

= () 3 — (@) 50)" 7 (8) = 1y _pyat (0):

(
) =
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Comme @ est un point de torsion pour ¥, on a d’aprés les relations (25)
et (26) p. 52 (avec o remplacé par §) :

q(qd_l)degOF(b_a) /ﬁw(é) = ﬁw (w(b—a)‘ﬂL1 (5)>

= T (1) 30 — o) 7)1 (6))
< 'Ry (9).

Donc § est un point de torsion pour ¢ car ¢2°80r®=% > 9 et 2071 > 4.
D’aprés le lemme 2.2.3, il existe 6, € L et d; € L deux points de tor-
sion de ¢ tels que 0 = d; + d9 avec 6; d’ordre une puissance de m et 0,
d’ordre premier & m. Remarquons que &§; € ¢[m"] par choix de i (cf.
relation (21)). Ainsi, en utilisant les relations (22) et (23) p. 51, on ob-
tient :

(10 (6) &, = 11(@) 5)" 1 (81) = Wy gpaa-a(81) = 0.
Donc

0 = (1(6) 5 — 110(a) 5)7 ™ (82) = ¥y gpet 1 (02):
Puisque 05 est d’ordre premier & m, on en déduit que 0 est également
d’ordre premier & m. Il existe donc un idéal non nul b de Op premier
a m tel que 6 € ¥[b]. D’autre part, 6 est d’ordre une puissance de m
par hypothése. Il existe donc un entier i > 0 tel que 6 € [m’]. Mais les
idéaux b et m étant premiers entre eux, il en est de méme de b et m’.
Ainsi, il existe u € b et v € m’ tels que u + v = 1. Or, 1,(0) = 0 car
0 € 1[b] et ¥, (0) = 0 car 6 € ¥[m’]. D’ou

0 = ¢1(9) = %(9) + ¢v(9) = 0.

Ce qui contredit 'hypothése suivant laquelle # # 0. Donc [ vérifie bien

la condition (20) du théoréme 3.2.3, ce qui achéve la preuve du théoréme.
m
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3.5. Démonstration du théoréme 1.1

Dans ce paragraphe nous montrons le résultat principal, dont nous
rappelons ’énoncé :

Théoréme 1.1. — Soit ¢ un A-module de Drinfeld défini sur k et a
multiplications complexes. Soient K/k une extension finie et L/K une
extension galoisienne infinie de groupe de Galois G. Soient H un sous-
groupe du centre de G et E C L le sous-corps fixé par H. Soit dyg > 0
un entier. On suppose qu’il existe une place finie v de K telle que pour
toute place w de E au-dessus de v, on ait [E, : K,] < dy. Alors L a la
propriété (B,p). Plus précisément, il existe une constante co > 0 qui ne
dépend que de ¢ telle que pour tout o € L non de torsion pour ¢, on a :

E(b(a) > q—co deg v d3 [K:k] ]

Démonstration. — En reprenant les notations et résultats du §2.4, on
note 7 le rang de ¢, R I'image de End(¢) dans k, € le conducteur de R, F
le corps des fractions de R (on rappelle que F' est une extension CM de
k de degré r), F:=F ﬂFq le corps des constantes de F' et ¢ := log, #ﬁ.
On note également oo’ 'unique place de F' au-dessus de oo, d le degré de
la place oo’ sur I, ¢’ le R-module de Drinfeld étendu de ¢ et ¢ := €% ¢’
le R-module de Drinfeld isogéne a ¢’ via ¢ dont on note ¢ le Op-module
de Drinfeld étendu. Soient 7 € O une uniformisante de oo’ et z € k une

racine du polynoéme :
d

X — (.
Alors, d’aprés la proposition 2.2.6, le Op-module de Drinfeld ¢ := z ¢ 271
est de signe normalisé. De plus, comme 1) = zpz~t et ¢ = €x* ¢/, le
corps Fy(z) est un corps de définition de 1. D’autre part, d’aprés 1’égalité
(12) p. 27, pour tout a € k, on a :
g hg() = Ny (2 ¢ (a))

Remarquons tout d’abord qu’on peut supposer que K contient Fy(z).
En effet, en posant Ky := K Fy(z) et Ly := L Fy(z), Uextension L;/K;
est galoisienne. Soient Gy := Gal(L,/K;) et F; = le(Gl). On vérifie
aisément que si By = FE Fy(z), alors Gal(Ly/Ep) est un sous-groupe
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de Z(G1), donc E; C Ejy. On illustre la tour d’extensions que nous venons
de décrire par le diagramme suivant :

Ly _
AN
~N
N
/ \ N
N
L \ N
s \ N
s |
Y | 2(G1) \
/ \
/ Z(G E, |
(G)> 0 I Gy
/ / //
/ /
| / //
Gl E E1 s
Ve
\ -
\ 7
\ -7
-
\ Kl
\
\ /
\
N
K

De plus, si v; est une place de K; au-dessus de v, alors pour toute place w;
de E; au-dessus de vy, on a [(E})y, : (K1), | < do. En effet :

(B )wy 0 (K1) o] < [(Bo)wp @ (K1) ] < [Ey @ K] < do,

oll wy est une place de Ej au-dessus de w, et w est la restriction de wy a E.
Ainsi, s'il existe une constante ¢, >0 telle que pour tout o € L1\ ¢( L1 )tors,
on ait :

-~

Po() > g desvr dd (Kuik]
alors, en posant
co = ¢y [Fy(z) k],

pour tout & € L\ ¢(L)gors, ON & :

’ﬁ¢(a) > o degdg [
car

degvy < [Fy(z) : k] degv
et

(K : K] < [Fy(z) : k] [K : k]

Donc, quitte a remplacer (K, L) par (Ki,L;), on peut supposer que
Fy(z) C K, ce qu’on fera désormais.
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Soit L'/K une extension galoisienne finie telle que L' C L et notons
G’ := Gal(L'/K) son groupe de Galois. Soit ' := L' N E. Alors, 1'ex-
tension L'/ E’ est galoisienne et Gal(L'/E’) est un sous-groupe de Z(G").
De plus, pour toute place w|v de E’, on a [E! : K,| < dy. Soit g € L'
qui n’est pas un point de torsion de 1. Alors, d’aprés le théoréme 1.4, il
existe deux constantes ¢; > 0 et ¢ > 1 qui ne dépendent que de 9 (et
donc que de ¢) telles que :

> q
ho(B) > .
+(f) o d? VK ¢ K]

Or, d’apreés la preuve du théoréme 1.4, on a :

C1 = 7br§ (qd - 1) max{ladop}7(¢>

—c1 degvd3 [K:k]

et
Co = 49"
En majorant grossiérement, on obtient :
Co dgd_l K : k’]qd < P9 gl D do qat UK
< q4qd do [K:K]

On en déduit :
ﬁw(ﬁ) > q_llh”qd max{1,do, } ¥(¢) degv df [K:k]

Soit v € L\ ¢(L)tors- En substituant 5 par z ¢(«) dans U'inégalité pré-
cédente et en utilisant 1'égalité (12) p. 27, on obtient :

By (2 Bl ()
qdegR ¢

> qfll hreg? max{l,do}v(¢) max{l,degp €} deg v d? [Kk]

hsla) =

D’ou le résultat souhaité en posant :
¢y = 11h7r¢q® max{1,do,} y(¢) max{1,degy €}.
]

Remarque 3.5.1. — Il est possible d’expliciter la constante cy du théo-
réeme précédent. En effet, en reprenant la preuve du théoréme 1.1, on
obtient :

co = 11hr¢q? max{l,dp, } v(x)) max{1,degy €} [Fy(z) : k]*.
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En particulier, dans le cas du module de Carlitz (i.e. le A-module de
Drinfeld C' de rang 1 défini sur k par Cr = T7° + 7), on obtient que
pour toute extension finie K /k et pour tout a € K\ C(K®)os, o0 a :

ﬁc(a) > ¢~ 1197(0) [K:k]?

Remarque 3.5.2. — Comme corollaire & leur théoréme (cf. cor. 1.3 de
[ADZ11]), F. Amoroso, S. David et U. Zannier montrent qu'une ex-
tension galoisienne infinie de groupe de Galois d’exposant fini a la pro-
priété (B). En effet, dans sa thése (cf. [Chel0]), S. Checcoli montre que
si K est un corps de nombres et si L/K est une extension galoisienne in-
finie de groupe de Galois G d’exposant fini, alors les degrés locaux sur L
sont uniformément bornés en toutes les places de K. Ensuite S. Checcoli
et P. Débes (cf. [CD13]) ont généralisé ce résultat a certaines classes de
corps de fonctions. Une question naturelle est donc de savoir si ce résul-
tat est encore vrai dans le cadre des corps de fonctions en caractéristique
positive. Cette question fait 'objet du §A.2.






ANNEXE A

DEUX RESULTATS D’ARITHMETIQUE
DES CORPS EN CARACTERISTIQUE
POSITIVE

Ce chapitre regroupe deux résultats de nature différente concernant
I’arithmétique des corps en caractéristique positive. Dans le paragraphe
A.1 nous donnerons une preuve de la proposition 3.1.5 dont nous avons
eu besoin pour montrer une inégalité métrique dans le cas « ramifié » (cf.
proposition 3.1.6).

Le paragraphe A.2 est consacré & une généralisation conditionnelle
d’un théoréme de S. Checcoli. Pour ce faire, nous aurons besoin, dans
le cas de corps de fonctions en caractéristique positive, d’une hypothése
supplémentaire. Nous montrons ensuite, a ’aide d’un exemple, que cette
hypothése est en effet nécessaire.

A.1. Une conséquence du théoréme de Hasse-Arf

Dans ce paragraphe nous nous proposons de donner une preuve de la
proposition 3.1.5. Pour cela nous aurons besoin de quelques rappels de
théorie de la ramification.

Soient K/k une extension finie et L/K une extension galoisienne fi-
nie de groupe de Galois G := Gal(L/K). Soient p un idéal premier
non nul de Ok et P un idéal premier de O au-dessus de p. On pose
e := e(P/p) lindice de ramification de P/p et f := f(BP/p) le de-
gré d’inertie de P/p. On note vy la valuation discréte associée a P et
Oy = {z € L|vp(x) >0} lanncau de valuation discréte associé a 9.
Enfin on fixe @ une uniformisante de ‘.
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A.1.1. Les groupes de ramification

Définition A.1.1. — Avec les notations précédentes, on appelle :
— groupe de décomposition de J/p 'ensemble :

G_1=G_1(P/p) = {U eqd ‘ oB = q3} :
— groupe d’inertie de B /p ensemble :
Go = Go(B/p) = {0 € G|Vy € Oy, a(y) =7 mod P} ;

— i-éme groupe de ramification de P/p (avec i € N) I'ensemble :
Gi=G;(B/p) := {a eG ‘ Vy € Oy, o(y) =~ mod ‘13”1} )

Remarque A.1.2. — Il est clair que les ensembles définis ci-dessus sont
biens des sous-groupes de G.
Lemme A.1.3. — Avec les notations précédentes, on a :

LG2O2G 412G 222G 2

2. Il existe i' € N tel que pour tout entier i > 1, on a G; = {id}.

Démonstration. —

1. Il suffit de montrer que pour tout ¢ € N, on a G; C G;_;. Soient
t € Net o € G, alors pour tout v € Oy, on a :

o(y) =~ mod P
Or P+ C P Ainsi, pour tout v € Oy, on a :
o(y) =~ mod P
Et donc o € G;_1.

2. Soit 0 € G tel que pour tout entier ¢ > —1, on ait 0 € G;. Alors,
pour tout v € Oy, on a:

o(y) =~ mod P
Cela signifie que pour tout i > —1, on a o(y) — v € R. Donc
o = id. Le groupe G étant fini, on en déduit immédiatement le

résultat.
O]
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Lemme A.1.4. — Pour tout © € N, le groupe G; est un sous-groupe
normal de G_1.

Démonstration. — Soient ¢ € N, 0 € G; et n € G_;. Pour tout v € Oy,
on a :

con t(y)=n"'(y) mod P

Alinsi,
nooon(y) =~ mod P,
Or n € G_; donc 3 =*P. Dot le résultat. m
Proposition A.1.5. — Avec les notations précédentes, on a :
L #(G-1) =ef :
2. #(Gy) =e;

3. pt #(Go/Gh).
Démonstration. — Voir le théoreme 3.8.2 page 131 et la proposition 3.8.5

page 134 de [Sti09]. O
Lemme A.1.6. — Avec les notations précédentes :
1. Pour tout 0 € G_1, on a vm(@> =0;

2. Pour tout i € N\ {0}, on a 0 € G; si et seulement si

o(w)

=1 mod P’

Démonstration. —

1. Soit 0 € G_4, alors :

(7)) = o) - @)

w

= vy ip(@) — ().

Or, comme 0 € G_1, on a &P =P, d’ou :

(7)) = i) - onl) =0

w
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2. Soient i > 1 et 0 € (G}, alors on a :

c€eCG = uvglo(w)—w)>i+1

= Um(‘j@) - 1> >

w

o(w)

=1 mod P

m
Le lemme précédent nous permet de définir les applications suivantes :

Définition A.1.7. — Avec les notations précédentes :

1. On note 6 : Go/Gy — (Og/P)* I'application définie par o — 2=,

2. Soit i € N\ {0}, on note 0; : G;/G;y1 — R'/PB Papplication
définie par o — @ —1;

Proposition A.1.8. — Pour tout i € N, Uapplication 6; est un mor-
phisme de groupes injectif. De plus, Uapplication 0; ne dépend pas de
luniformisante w de B choisie.

Démonstration. — Soit 1 € N :

1. Montrons que 6; ne dépend pas du choix de w. Soient ¢ € G; et
@' # w une autre uniformisante de %, alors il existe u € Oy tel
que w’ = uw. Ainsi :

o(@) ouw) o(u)o(w)

w’ U w U w
Oru € Oy et o€ G, dou:

~—

o(u =1 mod Pt

“|

Et donc : .
J(’W/) = O—(W) mod q3i+1'
w w
2. Montrons que pour tous 0 € G; et n € G;, on a :
oon(w) _ o(w) n(w) mod .

w w w
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On écrit
con®) _o(@) nw) conw) =
w w w nw) olw)
Ainsi, en posant u := @, on obtient :
con(w) w o(u)

n(w) o(@)  u
Comme n € G; C G_1, on a N =P et donc u € Og. De méme,
comme 0 € G;, on a :

—O(U) =1 mod f,BiH.
U
D’ou le résultat.

. Montrons que 6y est injectif. Le fait que 6y soit un morphisme de
groupes découlant directement du point précédent, il suffit de cal-
culer le noyau de 6 :

kerf, = {UeGo‘eo(U):l}

= {UEGo‘U;w)El mod‘B}
= Gla

d’aprés le lemme A.1.6. Ainsi 0y est bien injectif.

. Soient ¢ > 0 un entier, o € G; et n € G;. D’aprés le point 2 ci-dessus,
on a :

o on(w) o(w) n(w)

—1=—"""“212""2_1 mod P
w w w
Posonsx::@—lety::@—l. Alors :
oD@y - i+ —1
w w

= zrzyt+zr+y
= z+y mod P!
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car vy € P* C P Donc 0;(0on) = 0;(c) + 0;(n). 1l ne reste plus
qu’a calculer le noyau de 6; :

ker, = {aeGi‘Qi(a)zo}
= {aEGJ%—lEO modq3i+1}

= {UEGi}@El modiB"H}
w
== Gi+l7

d’aprés le lemme A.1.6. Ainsi 6; est bien un morphisme injectif de
groupes.

]

A.1.2. Démonstration de la proposition 3.1.5
Dorénavant, on suppose que lextension L/K est abélienne (i.e. G est
abélien).
Proposition A.1.9. — Avec les notations précédentes :
1. L’image de 0y est contenue dans (O /p)” ;

2. Pour tout 1 > 1, l'image de 0; est contenue dans un Ok [p-espace
vectoriel de dimension 1.

En particulier, pour tout i € N, on a :
#(Gi/Gigr) < gBox®,
Démonstration. —

1. Soit 0 € G-y, alors P = P. Il existe donc a, € Oy tel que
o(w) = a, . De méme, soit n € G_y, il existe a,;, € Oy tel que
n(w) = a, w. Alnsi :

o on(w) = o(a, w) = olay) o(w) = o(ay) as @,

d’ott a,, = o(ay)a,. En inversant les roles de o et 1, on obtient
ane = 1(as) a,. Supposons que o € Gy, alors :

o(a,) = a, mod ‘P,
d’ou
o(ay) ay = aya, mod *P.



A.1. UNE CONSEQUENCE DU THEOREME DE HASSE-ARF 67

Or G est abélien donc a,, = a,, (i.e. 0(a,) a, = n(a,) a,). D’ot :
n(ay) a, = a,a, mod P.
Et comme a, € Oy, on a :
n(ay,) = a, mod P.

En notant @, la classe de a, dans (Og/%B)”, on obtient que @, est
fixé par tous les éléments de G_;. Or

Gal ((Og/%B)/(Op/p)) = G -1/ Gy,
don a € (O,/p)”. Et donc :
Imby C (O,/p)" ~ (Ok/p)".

. Soit ¢ > 1, montrons que 'image de 6; est fixée par G_;. Soient

o€ G;etne G_y. Posons a 1= %w) — 1. Comme auparavant, on

montre qu’il existe a, € Oy tel que n(w) = a, w. D’out :
w=n"on(w@) =n"(a®@) =n"(ay)n (@)
Or a, € OF donc ™' (w) = n~'(a,") @. De plus :

_ -1
o (=) G abetien 1071 (@)

= noo(n(e') @)
= o(a,’) n(@(l+a)

= cr(a,?l) a, (1+n(a)) w.
Or o € G et a, € Oy, dou :
o(a,') ay =1 mod P+,
Ainsi,
(1+n(e))

o = “TMYET Yy mod P!
w

= n(a) mod P

Donc I'image de 6; est bien fixée par G_;. Maintenant, soient vy # 0
et v deux éléments de Im 6;. Si G;/G;11 est trivial, alors le résultat
est clair. On suppose donc que G;/Gy, 1 # {id} Comme P /P! est
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un Oy /*B-espace vectoriel de dimension 1, il existe A € Oy /P tel
que v = Avg. On en déduit que \ est fixé par G_;. Or

Gal ((Op/B)/(Op/p)) = G/ Gy,

d'ou A € O,/p ~ Ok/p. Donc Im6; est contenu dans un O /p-
espace vectoriel de dimension 1 engendré par vy.

En particulier, pour tout : € N, on a :

#(Gz/GH-l) = #(Im 91) < #((’)K/p) — qdegoKP.
]

Nous sommes maintenant en position de donner une démonstration de
la proposition 3.1.5, dont nous rappelons I’énoncé pour la commodité du
lecteur.

Proposition 3.1.5. — Soient K/k une extension finie, L/K une ez-
tension abélienne de groupe de Galois G et p un idéal premier de O. Si
l'idéal p est ramifié sur L alors ['ensemble :

degoK p

H, = {a eG } Vy € Op,0(v)? =~

degoK p

mod p(’)L}

est un sous-groupe non trivial du groupe d’inertie de p sur L.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que H, est un sous-groupe du
groupe d’inertie de p. Le fait que H, est un groupe étant évident, il suffit
de montrer que H, est inclus dans Gy. Soit o € H,, alors pour tout
v € O, on a:

de: deg
a(v)? for? ~4 K" mod pOr.
Ainsi, pour tout idéal premier B de O au-dessus de p, on a :

D’autre part,

degop . p degpy . b degp .. p
Um(a(v)q Tyt K) = vqs((a(v)—v)q K)

= "o up(o(y) = 7).
Donc
vp(o(y) —7) = L.
Ainsi 0 € Gy et donc H,, est bien un sous-groupe du groupe d’inertie de p
sur L.
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Montrons maintenant que H, est non trivial. Soient pOr, = BT - - - P

la décomposition en produit d’idéaux premiers de p. Le groupe G étant
abélien, les groupes G; (ot ¢ > —1) ne dépendent pas de 'idéal B, =P
(1 <y <j) fixé.

Supposons que p soit modérément ramifié sur L (i.e. p { e), alors
d’apreés la proposition A.1.9, on a :

e=ey=#(Go/Gy) < q*BoK P,

Soient 0 € Gg et v € Op. Alors, par définition de Gy, pour tout
j e{l,...,j},ona:

0-(7) -7 € ;BJ“
d’ou,
degy . p deg . p
(c(y)—m" " Pl " P
car e < ¢%8°x *. De plus,
degp .. p degpy . p degp . p
(0(y) =" " =aly)t T =t
Alinsi,
degoK p degOK

p
o(7y)? SRUEERUES [ J%
D’ou Gy C H,. D’autre part Gy est non trivial car p est ramifié sur L
par hypothése.

_fyq

Supposons maintenant que p est sauvagement ramifié sur L (i.e.
p | e), alors d’aprés le théoréme de Hasse-Arf (cf. [Ser68| page 84),
pour tout 7/ > 1 tel que Gy # Gyyq, on a :

.
- ;#(Gi) € Z.

Soit ¢/ > 1 tel que Gy # Gy41 = {id}. Posons j' := 0 si Gy = Gy, et
sinon on définit j/ > 1 par :

Gj/ 7£ Gj/+1 == Gi/ 7é Gi/Jrl == {1d}
Alors,

li#(c-) €z et 12‘2/#(@4) ez

€ i=1 Z € i=1 Z .
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Alinsi, e divise

e < (Zl _]/) #(Gi’/Gi’Jrl) < i qdegoKP.
Soient o € Gy_1 et v € Op. Pour tout ¢ € {1,...,5}, on a:

0-(7) A m§,7
d’ou,
degoy . p degpy . p dego .. p Y degm .. p .
gt T = T = (o) =)t eBmT Tt OB
Ainsi,
qdegoK p qdegoK p e e
o(7) - € Pl P; =pOr.

On obtient donc {id} € G»» C Gy—1 C H,.
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A.2. Quelques remarques a propos d’un théoréme de Checcoli

Soient K un corps global M et L/K une extension galoisienne infinie.
On dit que l'extension L/K a ses degrés locaux uniformément bornés en
toutes (resp. en presque toutes (2)) les places de K s’il existe un entier
do € N tel que pour toutes (resp. presque toutes) les places v de K, on a
[L, : K] < dy pour toute place w|v de L.

Dans sa thése S. Checcoli démontre entre autres résultats le théoréme
suivant (cf. th. 2.2.2 de [Chel0]) :

Théoréeme A.2.1. — Soit K un corps de nombres et L/K une exten-
ston galoisienne infinie. Alors les assertions sutvantes sont équivalentes :

1. lextension L/ K a ses degrés locauz uniformément bornés en toutes
les places de K ;

2. extension L/ K a ses degrés locauz uniformément bornés en presque
toutes les places de K ;

3. le groupe de Galois de l'extension L/ K est d’ezposant fini.

Nous montrons ici un analogue du théoréme A.2.1 en supposant de
plus que ’exposant est premier a la caractéristique. Cette hypothése n’est
utile que dans la démonstration de 'implication 3 = 1. Nous donnons
ensuite un exemple illustrant la nécessité de cette hypothése.

A.2.1. Analogue du théoréme A.2.1 en caractéristique > 0

Nous reprenons la preuve du théoréme A.2.1 en lui apportant les mo-
difications nécessaires dans notre cadre : celui d’une extension finie K de
k :=F,(T). Nous commencons par rappeler la définition suivante :

Définition A.2.2. — Soit G un groupe. On dit que G est un groupe
métacyclique sl existe un sous-groupe normal H de G tel que H et G/H
soient cycliques.

Remarque A.2.3. — Si G est un groupe fini métacyclique d’exposant b,
alors G est d’ordre un diviseur de b%.

1. i.e. un corps de nombres ou une extension finie de k.
2. i.e. en toutes sauf un nombre fini.



72 ANNEXE A. DEUX RESULTATS EN CARACTERISTIQUE > 0

Nous pouvons maintenant énoncer un analogue en caractéristique po-
sitive du théoréme A.2.1.

Théoréme A.2.4. — Soient K/k une extension finie et L/K une ex-
tension galoisienne infinie. Si les degrés locauz de Uextension L/K sont
uniformément bornés en presque toutes les places de K, alors Gal(L/K)
est d’exposant fini.

Réciproquement, si Gal(L/K) est d’exposant fini premier a la caracté-
ristique de K, alors les degrés locaux de Uextension L/K sont uniformé-
ment bornés en toutes les places de K.

Démonstration. — Supposons que presque toutes les places de K aient
leurs degrés locaux sur L bornés par dy € N. Soit S I’ensemble des places
de K dont le degré local sur L n’est par borné par dy. Alors, par hypo-
thése, S est un ensemble fini. Soient F/K une extension galoisienne finie
incluse dans L et 0 € Gal(E/K). D’aprés le théoréme de densité de Tche-
botarev (cf. th. 9.13A de [Ros02]), il existe une place finie p € Mg \ S
non ramifiée sur L telle que o appartient a la classe de conjugaison d’Ar-
tin de p dans Gal(F/K) (rappelons que d’aprés le corollaire 3.5.5 de
[Sti09], comme 'extension E/K est séparable finie, presque toutes les
places de K sont non ramifiées dans E). Ainsi, si q est une place de F
au-dessus de p, il existe un conjugué n € Gal(E/K) de o qui engendre le
groupe de décomposition de q sur p qui est cyclique (d’aprés le théoréme
3.8.2 de [Sti09]) et isomorphe a Gal(E,;/K,), ou E4 et K, sont respec-
tivement les complétés des corps E et K en q et p. Or, par hypotheése,
#(Gal(Ey/K,)) < dy, ainsi 0% = nde! = id et donc Gal(E/K) est d’ex-
posant borné par dy!. Comme Gal(L/K) est la limite projective de la
famille {Gal(E/K)} g indexée par les extensions galoisiennes finies de K
contenues dans L, le groupe Gal(L/K) est d’exposant borné par dy!.
Réciproquement, supposons que Gal(L/K) soit d’exposant fini b € N
premier & p, la caractéristique de K. Ecrivons L comme une réunion
croissante d’extensions galoisiennes finies L;/K de groupe de Galois Gj.
Soit w une place de L, pour chaque j on note v; I'unique place de L; en-
dessous de w et L;,, le complété de L; en la place v;. De méme, on note v
I'unique place de K en-dessous de w et K, le complété de K en la place v.
On rappelle que pour tout 7, le quotient du groupe de décomposition par
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le groupe d’inertie de v; sur v est isomorphe au groupe de Galois des
corps résiduels et qu’il est donc cyclique (engendré par le Frobenius).
On rappelle également que le groupe Gal(L;,,/K,) est isomorphe au
groupe de décomposition de v; sur v qui est un sous-groupe de G;. Donc
Gal(Lj,,/K,) est d’exposant un diviseur de b. De plus, comme b est
premier a p, il ne peut y avoir de ramification sauvage. Il y a donc deux
cas possibles pour I'extension L;,, /K, :

L. si 'extension L;,, /K, est non ramifiée, alors, Gal(L;,,/K,) est cy-
clique d’ordre un diviseur de b;

2. sil'extension L;,, /K, est modérément ramifiée, alors d’aprés la pro-
position 3.8.5 de [Sti09], le groupe d’inertie de v; sur v est cyclique,
tout comme le quotient du groupe de décomposition par le groupe
d’inertie, ainsi Gal(L;,,/K,) est métacyclique et donc d’ordre un
diviseur de b?.

Pour tout j, le degré de 'extension L;,, /K, est donc un diviseur de b%. On
obtient donc le résultat souhaité par passage a la limite projective. [

A.2.2. Un contre-exemple en caractéristique positive

Dans le théoréme A.2.4, on a vu que si Gal(L/K) est d’exposant fini
premier a la caractéristique de K, alors les degrés locaux de I'extension
L/K sont uniformément bornés en toutes les places de K. Dans cette
partie nous allons donner un contre-exemple dans le cas ol I’exposant du
groupe Gal(L/K) est divisible par p. Soit P I’ensemble des polynéomes
irréductibles et unitaires de A. Alors 'ensemble P U {%} est en bijection
avec ’ensemble M, des places de k. Sia € P U {%}, on note v, : k —»
Z U {0} la valuation associée & a et k,, le complété de k en v,. Si E est
une extension finie de k£ et si w est une place de F qui prolonge v,, on
normalise (exceptionnellement ici) w par la formule w(a) = v,(a) pour
tout a € k. On a donc :

w(E) = 12U {oo},

ou e := e(w/v,) est indice de ramification de w sur v,.
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Lemme A.2.5. — Soient a € PU {%} et i € N\ pN. On pose :
Pi(X)=X" - X —a".
Soit 0, € k une racine de P, ;. On a les propriétés suivantes :
1. toutes les racines de P,; sont de la forme 0,; + ¢ avec ( € F);
cw(la) = —I% ¢ Z pour toute place w|v, de k(0,;) ;
. le polynome P, ; est irréductible sur k ;

. Vextension k(0,,)/k est totalement ramifiée au-dessus de a ;

. w(ba,;) = 0 pour tout b € PU{ L} \{a} et toute place w|vy, de k(b,;) ;

. Veatension k(0,,)/k est non ramifiée au-dessus de toutes les places

de k différentes de a.

2
3
4
5. Dextension k(0,,)/k est cyclique de degré p;
6
7

Démonstration. — La propriété 1 est évidente. Vérifions la propriété 2.
Soit w|v, une place de k(6,;). On a :
w(é’f;i —0a;) = va(a™") = —i
et
w(&f;i — HW) > min{pw(6a;), w(ba;)},

ainsi w(f,;) < 0, donc la derniére inégalité est en fait une égalité et on
en déduit que w(f, ;) = —%. Or ptidonc w(f,;) ¢ Z d’ou la propriété 2.

Maintenant, on a w(f,;) = —]% € 1Z, ou e := e(w/v,) est I'indice de
ramification de w sur v,. On en déduit donc que ple. Or, le polynome
P,; étant de degré p, extension k(6,,)/k est au plus de degré p. Donc
e = p. Les propriétés 3 & 5 s’en déduisent naturellement. Il ne nous reste
donc plus qu’a montrer les propriétés 6 et 7.

w(@fl’,i — Ga,i) = (a*i) =0
et
w(bf; = 0as) > min{pw (o), w(ba:)},
ainsi w(f,;) = 0 et donc 'extension k(6,,)/k est non ramifiée au-dessus
de b. O
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Dorénavant, pour alléger les notations, pour tous a,b € P U {%} et
tout ¢« € N\ pN, nous noterons encore v, une extension arbitraire de v,
a k(6p;). Ainsi, nous aurons toujours :

(60) —]19 ¢7 sib=a
Va\Ubi) = .
0 sib=a

Nous allons maintenant construire une p-extension abélienne élémen-
taire @) dont le degré local est infini au-dessus d’une place quelconque a
de k. Pour cela, nous aurons besoin de montrer que certaines extensions

sont linéairement disjointes (cf. §2.5 de [FJ08| pour ce qui concerne ces
derniéres) :

Lemme A.2.6. — Soit a € PU {%} Alors, l’ensemble :
Ao, = {kv,(0a;) | i € N\ pN}

forme une famille d’extensions linéairement disjointes sur k.

Démonstration. — L’élément a de P U {%} étant fixé, on simplifie les
notations en posant v := v, et §; := 6,; pour tout i € N\ pN.

Il faut montrer que toute sous-famille finie de A, , est linéairement
disjointe sur k,. Supposons par l'absurde qu’il existe une sous-famille
finie {kU(Qij) |j e{1,... ,n}} de A,, de cardinal n > 2 qui ne soit pas
linéairement disjointe sur k,. Sans perte de généralité, on peut supposer
que n est minimal. L’extension k,(0;,)/k, étant galoisienne, on a :

ko (0:) N heo(0sys . 0i ) 7 ko, (27)

En effet, si ce n’était pas le cas les extensions k,(6;,) et k,(0;,,...,0; )

in

seraient linéairement disjointes sur k, (c¢f. remarque suivant le corol-
laire 2.5.2 de [FJO08|), et donc aussi les extensions k,(0;,), ..., k,(6;,),
ce qui contredit le choix de n. Comme l'extension k,(6;,)/k, est de de-
gré p premier, on déduit de (27) que :

ein € kv(gin s 79in—1) = kv(gin st 79in—2)(9in—1)' (28)
Il existe alors ag, ..., a1 € ky(6;,,...,0;, ,) non tous nuls tels que :

—1
Qin = + aq ein—l 4+ ap_q anil.

3. i.e. une extension dont le groupe de Galois est isomorphe & un produit de Z/pZ.
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Or ¢/ =0;, +a ™ et:
p—1\7
Qo + g 91'7%1 + -+ ap—1 Qin—l
=ap+of (0, +a )+ +ab_ (6;,_, + a"'"*)p_l ,
D’ou
a”" +tagtarb, , ++ap an_}l
=af+af (i, +a )+ +apy (0, + afi"_l)pil -

Comme les éléments 1,6

tp—19*

. ,Hf;ll sont k(6;,,...,0; _,)-linéairement
indépendants, les coefficients des puissances de 6; , sont égaux dans
Iégalité précédente. Ainsi, en comparant les coefficients des monémes
en 07" on obtient :

O{p

(0 p—17

p—1 =
d’ott on déduit a,_; € F,. En comparant les coefficients des monomes

_9 .
en 077" on obtient :
n—1

o 0‘271 (p—1)a"

in—1

Qp—2 o
) o —pra”
Ainsi,

P a1 =,
On a donc deux possibilités : soit a,—1 = 0 et a,,_5 € F), soit a1 # 0

et ap_o = ap_1 0 + ¢ avec ¢ € [F,. Or, par minimalité de n, on a

infl
0i, & ko(0iy,...,0;, ,), donc o1 = 0 et a,_o € F,. De la méme facon,
on montre de proche en proche que a1 = -+ =@y =0 et a; € F,,. 1l

ne reste donc plus qu’a comparer les termes constants, i.e. :
ap+a ™ = ab+afa !
= ab+aja "
D’ou
ab — ag — a" +oga it =0.
Deux cas s’offrent a nous :
l.ag=0et ag=10;, +(avec ¢ € Fp;
2. aq 7é 0 et Qg = Hzn — (1 Qin71 —f-g avec C € Fp.
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Dans le premier cas, on obtient :
Gin S kU(Oé()) Q kU(Qil, e ,91'%2).

Donc les extensions ky,(0;,),....k,(0;,_,) et k,(6;,) ne sont pas linéaire-
ment disjointes, ce qui contredit la minimalité de n. Supposons que nous

soyons dans le deuxiéme cas. Alors, il existe 8, 1 € ky(0y,...,0;,_,) et
An—1 € [Fp tels que :

i, = Bn-1+ M—16;,_,
(il suffit de poser f,_1 := ap — et \,_1 := 7). En reprenant le rai-
sonnement précédent et en remplacant pour tout j € {1,...,n — 2} la

relation (28) par :
O, € k(0. 05,1, 05y 05, _)(05),

on montre que pour tout entier j € {1,...,n — 1}, il existe \; € F, et

Bi € ky(0iy, .., 05_1,0i,,,...,0;_,) tels que :

ein - ﬂj + )‘j 91]
De plus, pour tout j € {1,...,n—1} on a:

ein - )\1 6@'1 - = )\nfl ein_l
=0 —Mby — = N0y = A b — = A1 05,
d’ou
O — MO — = N1 05y € (0,00 00y 0 ),
et donc
O, = MOy — =M1 by, € () Ko(Oirs 05,00y, 0:, ).
1<j<n—1

Or les corps {k,(6;,)|j € {1,...,n— 1}} étant linéairement disjoints (a
nouveau par minimalité de n), on a :
() KolOirse 0000y 65 ,) = K.
1<j<n—1

Ainsi, il existe § € k, tel que :
Qin - /8 + )\1 011 + e + )‘n—l Qinfl'
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On en déduit que :

v(B) = (b, = MOy — = Ar 0y, ). (29)
Or v(0;;) = —% ¢ Z pour tout j € {1,...,n} d’aprés le lemme A.2.5 et
les entiers 7; sont deux a deux distincts, d’ot :

v, =M by == A1 by, ) = 121].1;{“(9@)}
1 .
= max {i;} ¢ Z.
Donc v(8) ¢ Z ce qui contredit le fait que § € k,. ]
Remarque A.2.7. — Dans le lemme A.2.6 nous n’avons fait varier que

i € N\ pN. Dans le cas global, on peut aussi faire varier a € P U {%}
Plus précisément, on peut montrer que I’ensemble :

A= {k(ea,i)\aepu{%},ieN\pN}

forme une famille d’extensions linéairement disjointes sur k. La démons-
tration est identique a celle du lemme A.2.6, a la différence qu’on consi-
dére une sous-famille finie {k(f,,,)|j € {1,...,n}} de A de cardinal
n > 2 qui ne soit pas linéairement disjointe sur k, avec n supposé mini-
mal. On montre alors (c¢f. égalité (29)) qu’il existe 8 € k tel qu’on ait :

Oain =B+ A bayiy + -+ X100,y
On en déduit que :

Uan (/8) = /Uan (ean,in - )\1 00,1,7;1 - )\nfl ean—lyin—l)‘
Or, d’apreés le lemme A.2.5, pour tout j € {1,...,n}, on a:

S5 d 7 sias —
Uan(gajﬂ-j) = { 14 ¢ Sl a; Qp

0 si a; # a,
De plus, si a; = a; = a,, alors i; # 7;. Donc :
van (eanyin - Al 00,1,7;1 - )\n,1 6a7L,1,in,1)
= min {v, (04 ;.
1Sj§n{ an( CL],’L])}
1

= > max{ij‘je{l,...,n}, aj:an} ¢ 7.

Donc v,, () ¢ Z ce qui contredit le fait que 8 € k. L’ensemble A forme
donc bien une famille d’extensions linéairement disjointes sur k.
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La proposition suivante nous donne un premier contre-exemple d’ex-
tension galoisienne infinie d’exposant fini ayant une place dont tous les
degrés locaux sont infinis.

Proposition A.2.8. — Soient a € P U {%} et L, le compositum des
corps de la famille A, := {k(Qm) ! i €N \pN}. Siw est une place de Ly,
on note Lg,, le complété de L, en w. Alors, lextension L, est une p-
extension abélienne de k telle que pour toute place w|v, de L, l’extension
Ly w/ky, est une p-extension abélienne infinie.

Démonstration. — Le fait que I’ensemble A, forme une famille d’exten-
sions linéairement disjointes de k et que pour toute place w|v,, 'exten-
sion Lg 4 /ky, soit infinie découle directement du lemme A.2.6. De plus,
les extensions k(0,;)/k étant abéliennes de groupe de Galois isomorphe

a Z/pZ, on en déduit que lextension L, est une p-extension abélienne
de k. O]

Remarque A.2.9. — Pour tout b € PU {1} \ {a} et toute place wv,
de L,, on a [Lyy @ ky,] < p. En effet, les extensions k(6,;)/k étant de
degré p et non ramifiées au-dessus de b d’aprés le lemme A.2.5, I'exten-
sion L,/k est abélienne, d’exposant p et non ramifiée au-dessus de b.
Il en est donc de méme des complétés. Ainsi 'extension L,, est une
p-extension abélienne de k,, qui est non ramifiée au-dessus de b. Or
les extensions non ramifiées d’un corps local sont cycliques (c¢f. prop.
p. 113 de [FV93]) ce qui n’est pas le cas de 'extension L, /ky, dés que
[Law : kv,] > p puisque son groupe de Galois est isomorphe & un produit
de Z/pZ.

Nous sommes maintenant en mesure de donner le contre-exemple an-
nonceé :

Théoréme A.2.10. — Soit L le compositum des corps de la famille A
de la remarque A.2.7. Alors, L est une p-extension abélienne de k dont
les degrés locaux sur L sont infinis au-dessus de toutes les places de k.

Démonstration. — Comme L est un compositum d’extensions de degré p,
c’est clairement une p-extension abélienne de k. Le fait que tous les de-
grés locaux sur L soient infinis au-dessus des places de k provient de la
proposition A.2.8. En effet, sia € P U {%}, alors L, C L. O]
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Nous terminons cette partie en donnant un exemple d’une extension
galoisienne infinie de k dont le groupe de Galois est d’exposant divisible
par la caractéristique de k et dont néanmoins les degrés locaux sont
uniformément bornés.

Proposition A.2.11. — Soienti € N\pN et L; le compositum des corps

de la famille \; := {k‘(@a,i) } a€PU {%}} Alors, L; est une p-extension

abélienne infinie de k dont les degrés locaux sont uniformément bornés
2

par p-.

Démonstration. — L’extension L;/k étant une sous-extension de I'exten-
sion L/k (cf. th. A.2.10), c’est une p-extension abélienne infinie de k.
Soient a € P U {%} et Ly, le compositum des corps de la famille
Ao = {k(0s;) [bePU{+}\{a}}. Alors L; est le compositum de
k(0a,) et de Li,. Soit w|v, une place de L;, on note encore w la res-
triction de w & Lj,. L'extension k(6,;)/k étant totalement ramifiée au-
dessus de a, on a [ky,(0,;) : kv,] = p. D’autre part, I'extension L;,/k
est une p-extension abélienne infinie qui est non ramifiée au-dessus de a.

Or les extensions non ramifiées d’un corps local sont cycliques (cf. prop.
p. 113 de [FV93]) ce qui n’est pas le cas de I'extension L; q./ky, dés
que [Li\a,w : k:va} > p. On obtient donc :

[Li,w : kva] S [Li\a,w : kvaj| [kva (ea,i) : k"Ua] S p2‘

D’ou le résultat annoncé. O
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Propriété de Bogomolov pour les modules de Drinfeld a multiplications complexes.

Résumé de la thése : Notons A :=F,[T] et k := F (7). Soient ¢ un A-module de Drinfeld

défini sur la cloture algébrique de k et /ﬁ¢, sa hauteur canonique. Soient K /k une extension
finie et L/K une extension galoisienne infinie. Par analogie avec la terminologie utilisée par E.
Bombieri et U. Zannier, on dit que L a la propriété (B,¢) s’il existe une constante strictement
positive qui minore Eb sur L privé des points de torsion de ¢.

S. David et A. Pacheco ont montré que pour tout module de Drinfeld ¢, la cloture abélienne
de K a la propriété (B,¢). Dans cette thése nous généralisons, dans le cadre des modules de
Drinfeld & multiplications complexes, ce résultat.

Bogomolov Property for Drinfeld Modules with Complex Multiplications.

Thesis summary : Denote by A := F,[T] and k := F,(T). Let ¢ be a Drinfeld A-module

~

defined on the algebraic closure of k and hy its canonical height. Let K /k be a finite extension
and L/K a infinite Galois extension. By analogy with the terminology used by E. Bombieri and
U. Zannier, we state that L has the property (B,¢) if exists a strictly positive constant which
bound ﬁd) on L except for torsion points of ¢.

S. David and A. Pacheco have proven that for all Drinfeld modules ¢, the abelian closure
of K has the property (B,¢). In this thesis we generalize this result, for the Drinfeld modules
with complex multiplication.
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