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▼♦♥ ♣r❡♠✐❡r té♠♦✐❣♥❛❣❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✬❛❞r❡ss❡ t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡✲
♠❡♥t à ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❆♠♦r♦s♦✱ q✉✐ ♠✬❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥
s✉❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t ❡t ✉♥ ❝♦✲❡♥❝❛❞r❛♥t ❞❡ t❤ès❡ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡✱
❱✐♥❝❡♥t ❇♦ss❡r✱ à q✉✐ ❥✬❛❞r❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❏✬❛✐
❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧❛✐s✐r à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ✈♦✉s ❞❡✉① ❡t à tr❛✈❛✐❧❧❡r s♦✉s ✈♦tr❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❱♦✉s ❛✈❡③ été ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ♠✬❛✈❡③ ♦✉✈❡rt ❛✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t✱ ✈♦✉s ❛✈❡③ été
✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬é♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝r♦②❛❜❧❡✳ P♦✉r t♦✉t ç❛ ❥❡ ✈♦✉s ❞✐s ✉♥ ❣r❛♥❞
♠❡r❝✐✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ P❛tr✐❝❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ❡t ❋❡❞❡r✐❝♦ P❡❧❧❛r✐♥ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡

❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ▲❡✉r ♠✐♥✉t✐❡✉① tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❧❡❝t✉r❡ à ♣❡r♠✐s
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r très ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s✳
❏❡ s✉✐s très ❤❡✉r❡✉① q✉❡ ❇r✉♥♦ ❆♥❣❧ès ❢❛ss❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳ ■❧

s✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✐♥tér❡ssé à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❛ t♦✉❥♦✉rs été à ❧✬é❝♦✉t❡ ❞❡ ♠❡s
✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥s ❉r✐♥❢❡❧❞✐❡♥♥❡s✳ ❙❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❢réq✉❡♥t❡s
♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬é✈♦❧✉❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
♦❜❥❡ts✳
❚♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ à ❙✐♥♥♦✉ ❉❛✈✐❞ q✉✐ ❛ ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡

♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❥✉r②✳ ❙❡s ❝♦✉rs à ❧✬é❝♦❧❡ ❞✬❤✐✈❡r ❞❡ ❚ü❜✐♥❣❡♥ ♠✬♦♥t été ❞✬✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ❛✐❞❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣✲
t✐q✉❡s ❡t ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡t ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t ❡♥
❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❆♠í❧❝❛r P❛❝❤❡❝♦ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s
s✉❜t✐❧✐tés ❞❡ ❧❡✉rs ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ➱r✐❝ ●❛✉❞r♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②

❡t ❞❡ ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ♣♦rt❡ à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳
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❏❡ s✉✐s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❡♥✈❡rs ❆♠í❧❝❛r P❛❝❤❡❝♦ ❞✬êtr❡ ✈❡♥✉ à ❈❛❡♥ ❧♦rs
❞✬✉♥ ❞❡ s❡s sé❥♦✉rs ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ♣♦✉r ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❝♦✲é❝r✐t ❛✈❡❝
❙✐♥♥♦✉ ❉❛✈✐❞ ❡t ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ♣♦rté à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳
❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ▲▼◆❖ ♣♦✉r ❧❡✉r s②♠♣❛t❤✐❡✳

P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞♦♥t ❥❡ ❢❛✐s ♣❛rt✐❡✳
▲❡s ♠❡♠❜r❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢s✱ ❙♦♥✐❛✱ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ◆❛❞è❣❡ ❡t ❨♦❛♥♥ q✉✐ ❢♦♥t
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡✳ ▲✬éq✉✐♣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❙é✲
❜❛st✐❡♥✱ ➱r✐❝ ❡t ❘♦❧❛♥❞ ♣♦✉r ❧❡✉r très ❣r❛♥❞❡ s②♠♣❛t❤✐❡✳ ❉✐♠✐tr✐ ▲❛ts✐s
♣♦✉r s♦♥ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ▲✐❝❡♥❝❡ ❡t ❨✈❛♥
❘❛♠❛❞❛♥♦✛ ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♠❡♥t ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♥✲
♥é❡ ❞❡ ▼❛st❡r✳ ❏❡ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡♥ r❡♠❡r❝✐❛♥t très s✐♥❝èr❡♠❡♥t
❱❛❧ér✐❡ ●✐r❛r❞✐♥ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❜♦♥s ❝♦♥s❡✐❧s q✉✬❡❧❧❡ ♠✬❛ ❞♦♥♥és ❞❡♣✉✐s
♠❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ▲✐❝❡♥❝❡✳
▼❡r❝✐ à ❧✬➱❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ❙■▼❊▼ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡

t❤ès❡ ❡t à s❡s ♠❡♠❜r❡s✱ ▲❛♠r✐ ❆❞♦✉✐✱ ❙❛♥❞r✐♥❡ ❙♦r♦✱✳ ✳ ✳
❈♦♠♠❡♥t ♥❡ ♣❛s r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉ ❧❛❜♦ ✦ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

♠❡s ❝♦✲❜✉r❡❛✉① ❞✉ S3− 111✱ ▼♦❤❛♠❡❞✱ P❤✐❧✐♣♣❡✱ ❋❧♦r❡♥t ❡t ❚♦♥② ❛✈❡❝
q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé ❞❡ très ❣r❛♥❞s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡ ❡t st✉✲
❞✐❡✉s❡✳ ✳ ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♠❡s ❣r❛♥❞s ❢rèr❡s✱ ▲♦✉✐s ❡t ❈♦r❡♥t✐♥✱ ♣✉✐s t♦✉s ❧❡s
❛✉tr❡s ✿ ❏éré♠②✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ P✐❡rr❡✱ ▼❛t❤✐❡✉✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❉❛✈✐❞✱ ❋❛✲
❜✐❡♥✱ ❲✐❧❧②✱ ❏✉st✐♥❡✱ ❆❜❞♦✉❧❛②❡✱ ❑✐s♦♦♥✱ ❆♥♥❡✲❙♦♣❤✐❡✱ ❱✐♥❝❡♥t✱✳ ✳ ✳
▼❡s ❛♠✐s ✭♣r❡sq✉❡ t♦✉s ♣r♦❢✳ ❞❡s é❝♦❧❡s✮✱ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ✭♦✉ ♣❧✉s ✦✮ ❞❡

♠❛t❤s✱ ♠✬♦♥t ♦❜❧✐❣é à s♦rt✐r ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s ❧❛ têt❡ ❞✉ ❣✉✐❞♦♥✱ ❥❡ ❧❡s
❡♥ r❡♠❡r❝✐❡ très ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ✿ ◆✐❝♦❧❛s✱ P❛✉❧✐♥❡✱ ❈❧❛✉❞✐❡✱ ❉❡❧♣❤✐♥❡✱
❙❛♥❞r✐♥❡✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ▼❛r✐❡✱✳ ✳ ✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t♦✉t ♠♦♥ ❝÷✉r ✿ ♠❛ ♠èr❡✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡✱ ❆❧✐❝✐❛

❡t ❙é❜❛st✐❡♥✱ ♠❡s ❢rèr❡s ❡t ♠❛ s÷✉r✱ ▼❛r❝✱ ❙❛r❛❤✱ ❆❝❤✐❧❧❡✱ ♠❛ ❣r❛♥❞
♠èr❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❆✐♥s✐ q✉❡ ♠❛ ❜❡❧❧❡✲❢❛♠✐❧❧❡✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡✱ ▼❛ë❧❧❡✱
●❛❜✐♥✱✳ ✳ ✳
❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❆✉r♦r❡✱ ♠❛ ♠❡r✈❡✐❧❧❡✉s❡ é♣♦✉s❡ q✉✐ s✉♣♣♦rt❡ ❉❛♠❡

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ✦ ❊t ❈é❧❡st✐♥❡✱ ♠❛ ✜❧❧❡ q✉✐ ❡st ♠♦♥ ♣❡t✐t
r❛②♦♥ ❞❡ ❜♦♥❤❡✉r ✦



✓ ❨♦✉♥❣ ♠❛♥✱ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ②♦✉ ❞♦♥✬t ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐♥❣s✳
❨♦✉ ❥✉st ❣❡t ✉s❡❞ t♦ t❤❡♠✳ ✔

❏♦❤♥ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥

✓ ❯♥ ❢❛✐t ❡st ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❛❝ ✿ ✈✐❞❡✱ ✐❧ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❞❡❜♦✉t✳
P♦✉r q✉✬✐❧ t✐❡♥♥❡ ❞❡❜♦✉t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ② ❢❛✐r❡ ❡♥tr❡r ❧❛ r❛✐s♦♥

❡t ❧❡s s❡♥t✐♠❡♥ts q✉✐ ❧✬♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é✳ ✔
▲✉✐❣✐ P✐r❛♥❞❡❧❧♦✱ ❙✐① ♣❡rs♦♥♥❛❣❡s ❡♥ q✉êt❡ ❞✬❛✉t❡✉r✳





➚ ➱r✐❝✱ ❇❡r♥❛r❞✱ ❚❡♥③✐♥ ❡t P❤✐❧✐♣♣❡
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✷✳✷✳✶✳ ❆♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
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✷✳✷✳✹✳ ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
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✷✳✸✳✷✳ ❍❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✳ ✳ ✶✽
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✸✳✹✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✺✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

❆✳ ❉❡✉① rés✉❧t❛ts ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
♣♦s✐t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

❆✳✶✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡✲❆r❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
❆✳✶✳✶✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
❆✳✶✳✷✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

❆✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s à ♣r♦♣♦s ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❤❡❝❝♦❧✐ ✳ ✳ ✼✶
❆✳✷✳✶✳ ❆♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✶ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ > 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
❆✳✷✳✷✳ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

■♥❞❡① ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■♥❞❡① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
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❊♥ 1933 à ❧❛ ♣❛❣❡ 476 ❞❡ ❬▲❡❤✸✸❪✱ ❉✳ ❍✳ ▲❡❤♠❡r s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

◗✉❡st✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t ε > 0✳ P❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡ à ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❞♦♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❛❜s♦❧✉❡s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✮
s♦✐t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 1 ❡t 1 + ε ❄

■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s♦✐t ♥♦♥ ❞ès q✉❡ ε < 0.176✳
❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st s✉❣❣éré❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢❛✐t ♣❛r ❉✳ ❍✳ ▲❡❤♠❡r ❧✉✐✲♠ê♠❡
❞❛♥s ❬▲❡❤✸✸❪✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✿

f(X) := X10 +X9 −X7 −X6 −X5 −X4 −X3 +X + 1

s❛t✐s❢❛✐t ✿
M(f) = 1.17628 . . . ✱

♦ù M(f) ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞❡ f ✳
❆✜♥ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❉✳ ❍✳ ▲❡❤♠❡r✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r

❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❲❡✐❧✱ ♥♦té❡ h✱ ♣❛r ✿

h(α) :=
1

D

∑

v∈MQ(α)

nvmax{0, log |α|v}✱

♦ù α ∈ Q✱ D := [Q(α) : Q]✱ ♦ù v ♣❛r❝♦✉rt t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ Q(α)✱
nv := [Q(α)v : Qv] ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ❧♦❝❛❧ ❡♥ v ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(α)/Q ❡t | · |v
❡st ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧❣é❜r✐q✉❡ α ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
♠✐♥✐♠❛❧ f ❞❡ ❞❡❣ré D✱ ♦♥ ❛ ✿

Dh(α) = logM(f)✳
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r
q✉❡ ✿

Dh(α) ≥ log 2✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞✐t❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❞❡ ▲❡❤♠❡r✮✳ ✖ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t α ∈ Q ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ❞❡❣ré D s✉r Q q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡
❧✬✉♥✐té✱ ♦♥ ❛✐t ✿

h(α) ≥
c

D
✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ s✬❛♣♣r♦❝❤❛♥t✱ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡
▲❡❤♠❡r ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ❬❉♦❜✼✾❪✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✭❞❡ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐✮✳ ✖ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 t❡❧❧❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ Q ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ❞❡❣ré D s✉r Q q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ♦♥ ❛ ✿

h(α) ≥
c

D

(
log log 16D

log 16D

)3

✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r✱ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡
❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s K ❞❡ Q✳
❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(K) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ K ♥♦♥
♥✉❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ♦♥ ❛✐t h(α) ≥ c(K) ❄

✷✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡❧ c(K)✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c′(K) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t α ∈ Q ♥♦♥ ♥✉❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ♦♥ ❛✐t ✿

h(α) ≥
c′(K)

[K(α) : K]
❄

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s K ❞❡ Q ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❇✮ ❞❡ ❇♦❣♦♠♦❧♦✈
✭❝❢✳ ❬❇❩✵✶❪✮ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣♦✐♥t 1✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s✱ ❧❡ ♣♦✐♥t 1 ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆♦rt❤❝♦tt ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t 2 s❡
r❛♠è♥❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r s✉r Q✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ K/Q ❡st ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ▲❡
❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ét✉❞✐é ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù K ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ Q✳ ❖♥ ♣❛r❧❡
❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r ❛❜é❧✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t 1 ❡t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
▲❡❤♠❡r r❡❧❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t 2✳
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▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r ❛❜é❧✐❡♥ ❛ été rés♦❧✉ ♣❛r ❋✳ ❆♠♦r♦s♦ ❡t ❘✳ ❉✈♦r✲
♥✐❝✐❝❤ ❡♥ 2000 ✭❝❢✳ ❬❆❉✵✵❪✮ q✉✐ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ Qab ♥♦♥
♥✉❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ♦♥ ❛ ✿

h(α) ≥
log 5

12
✳

◗✉❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r r❡❧❛t✐❢✱ ♦♥ ♥✬❡♥ ❛ q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❡❧
à ❧❛ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐ ❞û à ❋✳ ❆♠♦r♦s♦ ❡t ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r ❡♥ 2000 ✭❝❢✳ ❬❆❩✵✵❪✮✳
■❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c′ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ Q
♥♦♥ ♥✉❧ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ♦♥ ❛ ✿

h(α) ≥
c′

D

(
log 2D

log log 5D

)−13

✱

♦ù D =
[
Qab(α) : Qab

]
✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ▲❡❤♠❡r s✬ét❡♥❞❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞ès q✉✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ✭❞✐t❡ ✓ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ✔ ♦✉ ✓ ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡ ✔✮ ✐♥t❡r✈✐❡♥t✱ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉① ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭♦✉ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✮ s✉r

✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦❝é❞é
❧✐♠✐t❡ ❞û à ❆✳ ◆ér♦♥ ❡t ❏✳ ❚❛t❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✐t❡ ✓ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✔ ❝♦♥str✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠✉❧❡r

❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ▲❡❤♠❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ▼✳ ▲❛✉r❡♥t ❞é♠♦♥tr❡ ❡♥ 1981
✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❝❢✳ ❬▲❛✉✽✸❪✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r ❛❜é✲
❧✐❡♥ ❛ ❧✉✐ été rés♦❧✉ ❡♥ 2003 ♣❛r ▼✳ ❍✳ ❇❛❦❡r ✭❝❢✳ ❬❇❛❦✵✸❪✮ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❡♥ 2004 ♣❛r ❏✳ ❍✳ ❙✐❧✈❡r✲
♠❛♥ ✭❝❢✳ ❬❙✐❧✵✹❪✮ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✳ ❊♥✜♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ❋✳ ❆♠♦r♦s♦ ❡t ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r r❡❧❛t✐❢ ❛ été ét❡♥❞✉ ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r ◆✳ ❘❛t❛③③✐ ❡♥ 2004 ✭❝❢✳ ❬❘❛t✵✹❪✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✱ ❙✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ▼✳ ❍✐♥❞r② ♦♥t ❞é♠♦♥tré

❡♥ 2000 ✉♥ t❤é♦rè♠❡ à ❧❛ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼
✭❝❢✳ ❬❉❍✵✵❪✮✳ ▼✳ ❍✳ ❇❛❦❡r ❡t ❏✳ ❍✳ ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡✉rs ré✲
s✉❧t❛ts s✉s✲♠❡♥t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❡♥ 2004 ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r
❛❜é❧✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ✭❝❢✳ ❬❇❙✵✹❪✮✳ P♦✉r ✜♥✐r ▼✳ ❈❛rr✐③♦s❛
❛ ❞é♠♦♥tré ❡♥ 2008 ✭❝❢✳ ❬❈❛r✵✽❪✮ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ◆✳ ❘❛t❛③③✐
✭❝❢✳ ❬❘❛t✵✹❪✮ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❈▼✳
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❊♥ 1992✱ ▲✳ ❉❡♥✐s ❛ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é à ❧❛ ◆ér♦♥✲❚❛t❡ ❧❛ ❤❛✉✲
t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞❡ Fq(T ) ✭❝❢✳ ❬❉❡♥✾✷❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡✱ ✐❧ ❛ ❞é♠♦♥tré ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡
sé♣❛r❛❜❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❈❛r❧✐t③✳ ❈❡ ré✲
s✉❧t❛t ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r ▲✳ ❉❡♠❛♥❣♦s ✭❝❢✳ ❬❉❡♠✶✷❪✮ à ❝❡rt❛✐♥s
♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❛②❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ✓ ❜♦♥s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ✔✳
P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r ❛❜é❧✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡

❉r✐♥❢❡❧❞✱ ✐❧ ❛ été rés♦❧✉ ♣❛r ❙✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ❆✳ P❛❝❤❡❝♦ ❡♥ 2008 ✭❝❢✳ ❬❉P✵✽❪✮✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♥♥✉ ❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
▲❡❤♠❡r r❡❧❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✳
◆♦t♦♥s A := Fq[T ] ❡t k := Fq(T )✳ ❙♦✐❡♥t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✲

✜♥✐ s✉r ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ k ❡t ĥφ s❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t K/k
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s G✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬❇❩✵✶❪✱ ♦♥ ❞✐t
q✉❡ L ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡
q✉✐ ♠✐♥♦r❡ ĥφ s✉r L ♣r✐✈é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ✳
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❬❉P✵✽❪ ❝✐té ❝✐✲❞❡ss✉s

s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞
à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳ ✖ ❙♦✐t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✜♥✐ s✉r k ❡t à
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t L/K ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G ❡t E ⊆ L ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ✜①é ♣❛r H✳ ❙♦✐t d0 > 0
✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ v ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ E ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ♦♥ ❛✐t [Ew : Kv] ≤ d0✳ ❆❧♦rs L ❛ ❧❛
♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c0 > 0 q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ φ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ L ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r φ✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ(α) ≥ q−c0 deg v d20 [K:k]✳

❖♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

L

E

<Z(G)

K

G

k
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❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥✲
❢❡❧❞ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❋✳ ❆♠♦r♦s♦✱
❙✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r ❞❛♥s ❬❆❉❩✶✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐❢✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ L ❞✬✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉
❞❡❣ré [K : Q] ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❬❆❩✵✵❪✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞û ♠♦❞✐✜❡r ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ✭❝❢✳ ❬❆❩✶✵❪✮✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❲❡❜❡r✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐
❡st ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✱ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❬❉P✵✽❪ ♥✬❡st
♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ❈▼✱ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❞❡❣ré✳
■❝✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❆❉❩✶✶❪✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬❆❩✶✵❪✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❈▼✱ ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❬❉P✵✽❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❞✉ ❞❡❣ré [K : k]✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳ ✖ ❙♦✐t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✜♥✐ s✉r k à ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t Kab ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❞❛♥s C∞✳ ❆❧♦rs Kab ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c0 > 0 q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ φ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t α ∈ Kab ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r φ✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ(α) ≥ q−c0 [K:k]2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s L = Kab ❡♥
♣r❡♥❛♥t H = G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r E = K✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♣r❡♥❞r❡ d0 = 1
❡t ❝❤♦✐s✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ K✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥❡
♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ v ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ deg v ≤ [K : k] ✭✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❧❛❝❡ ❡①✐st❡✱ ✐❧ s✉✣t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥ T ❞❡ k✮✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c0 > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡
❞❡ φ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ Kab ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r φ✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ(α) ≥ q−c0 [K:k]2 ✱

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ v ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ L
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ♦♥ ❛✐t [Lw : Kv] ≤ d0 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r d0✱ ❛❧♦rs✱
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✸✳ ✖ ❙♦✐t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✜♥✐ s✉r k ❡t à
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t L/K ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ ❙♦✐t d0 > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ v ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ L ❛✉✲
❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ♦♥ ❛✐t [Lw : Kv] ≤ d0✱ ❛❧♦rs L ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c0 > 0 q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ φ t❡❧❧❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ L ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r φ✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ(α) ≥ q−c0 deg v d20 [K:k]✳

◆♦✉s r❛ss❡♠❜❧♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ t♦✉s ❧❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ s✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡t
s✉r ❧❡✉r ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❛♠è♥❡r♦♥s à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡

❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ➓✷✳✹ ❡t ❛✉ ❝❛s
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ✭❝❢✳ ➓✸✳✹✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳ ✖ ❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡✱ ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡
♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞✱ d ❧❡ ❞❡❣ré s✉r Fq ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ∞′ ❡t ψ ✉♥ OF ✲
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
t❡❧❧❡ q✉❡ ψ s♦✐t ❞é✜♥✐ s✉r K ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G ❡t E ⊆ L
❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ✜①é ♣❛r H✳ ❙♦✐❡♥t d1 > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡
❞❡ K✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ E ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ♦♥ ❛✐t
[Ew : Kv] ≤ d1✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s c1 > 0 ❡t c2 ≥ 1 q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ψ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ L ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✱
♦♥ ❛ ✿

ĥψ(α) ≥
q−c1 deg v d21 [K:k]

c2 d
qd−1
1 [K : k]qr

✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r
❞❛♥s ❧❡ ➓✸✳✶ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❯♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s ❡①✲
t❡♥s✐♦♥s r❛♠✐✜é❡s✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s
q✉✐ s❡r❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❆✳✶✳ ❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥s✱
❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✭❝❢✳ t❤✳ ✷✳✶✳✶✮✱ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❛✉ ➓✸✳✷ ❞❡s
♠✐♥♦r❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛r❣✉✲
♠❡♥t r❡♣♦s❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t✐r♦✐rs ✭❝❢✳ ✸✳✸✮✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
❛✛r❛♥❝❤✐r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ➓✸✳✹ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
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❉❛♥s s❛ t❤ès❡✱ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐ ❞é♠♦♥tr❡ ✭❝❢✳ t❤✳ 2.2.2 ❬❈❤❡✶✵❪✮ q✉❡ ♣♦✉r
✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✱ s✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
✐♥✜♥✐❡ L/K ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① s♦♥t ✉♥✐✲
❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t à ❋✳ ❆♠♦r♦s♦✱ ❙✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ❯✳
❩❛♥♥✐❡r ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❬❆❉❩✶✶❪ q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡
❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐ ❛ ❧❛
♣r♦♣r✐été ✭❇✮✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❆✳✷ ♥♦✉s r❛ss❡♠❜❧♦♥s ❞❡✉① r❡♠❛rq✉❡s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❣é✲
♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐ ❛✉① ❝♦r♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ s♦♥ t❤é♦rè♠❡
2.2.2 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
s♦✐t ♣r❡♠✐❡r à p✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
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◆♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶
p ✿ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
q ✿ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
Fq ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ✜♥✐ à q é❧é♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
A := Fq[T ] ✿ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ T à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Fq ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
k := Fq(T ) ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ A ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
degT ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶
∞ ✿ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥ 1

T
❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶

k∞ := Fq
((

1
T

))
✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t s✉r Fq ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

v∞(·) := − degT (·) ✿ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 1
T
✲❛❞✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

k∞ ✿ ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ k∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
C∞ ✿ ✉♥ ❝♦♠♣❧été ❞❡ k∞ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
| · |∞ := q−v∞(·) ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
k ✿ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ k ❞❛♥s C∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
Fq ✿ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Fq ❞❛♥s C∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
K/k ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
[K : k] ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
K∗ := K \ {0} ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
K̃ = K ∩ Fq ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
OK ✿ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ A ❞❛♥s K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷
K ✿ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ K ❞❛♥s C∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷
K∞ ✿ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ K ❞❛♥s C∞ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
Kab ✿ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❞❛♥s C∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷
Ksep ✿ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ K ❞❛♥s C∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
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Gal(L/K) ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ L/K ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
#E ✿ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷
MK ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
v ✿ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
v : K 7→ Z ∪ {∞} ✿ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
| · |v := q−v(·) ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
Ov :=

{
x ∈ K

∣∣ v(x) ≥ 0
}
✿ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ✳✷

mv :=
{
x ∈ K

∣∣ v(x) > 0
}
✿ ❧✬✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

Fv := Ov/mv ✿ ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷
deg v := [Fv : Fq] ✿ ❧❡ ❞❡❣ré s✉r Fq ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷
L/K ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
w|v ✿ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ❞❡ K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
f(w/v) := [Fw : Fv] ✿ ❧❡ ❞❡❣ré rés✐❞✉❡❧ ❞❡ w s✉r v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✸
e(w/v) ✿ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ w s✉r v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
Kv ✿ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ K ❡♥ ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
Lw ✿ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ L ❡♥ ❧❛ ♣❧❛❝❡ w ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
[Lw : Kv] ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❧♦❝❛❧ ❞❡ w s✉r v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
p ✿ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
vp ✿ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
logq ✿ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ q ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
degOK p := logq#(OK/p) ✿ ❧❡ ❞❡❣ré s✉r OK ❞❡ p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
F/k ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
R ✿ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
a ✿ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
degR a := logq#(R/a) ✿ ❧❡ ❞❡❣ré s✉r R ❞❡ a ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
(γ) := γR ✿ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ R ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r γ ∈ R \ {0} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
degR γ := degR(γ) ✿ ❧❡ ❞❡❣ré s✉r R ❞❡ γ ∈ R \ {0} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✹

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷
L ⊂ C∞ ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
τ ✿ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛ss♦❝✐é❡ à Fq ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✺
L{τ} ✿ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✺
degτ ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ τ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
D ✿ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
CT := T τ 0 + τ ✿ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❈❛r❧✐t③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
F/k ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❈▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
ρ ✿ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
r ✿ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ρ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
Hρ ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré s✉r k ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s {ρa}a∈R ✻
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ρa ✿ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ k{τ} ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ρa}a∈a ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✼

∞′ ✿ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✼
F∞′ ✿ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ F ♣♦✉r ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ v∞ à F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
F̃ := F ∩ Fq ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
K/F∞′ ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✼
K

sep ✿ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ K ❞❛♥s C∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
L ✿ ✉♥ R✲rés❡❛✉ s✉r K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
eL ✿ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ L ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
K{{τ}} ✿ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡s sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❞❛♥s K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
eρ ✿ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ρ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
φ ✿ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r ❞é✜♥✐ s✉r k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
End(φ) ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ φ s✉r k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✾
φ′ ✿ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r′ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
φ′[a] ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′ ♦ù a ∈ R \ {0} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
φ′[a] ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′ ♦ù a ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧

♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✵
φ′(L)tors ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′ ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
L ⊆ k ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

Iφ′(δ) :=
{
a ∈ R

∣∣φ′
a(δ) = 0

}
✿ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ δ ❞❡ φ′ ✳ ✶✶

d := deg∞′ ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ∞′ s✉r Fq ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
F∞′ ≃ Fqd ✿ ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ ∞′ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
v∞′ ✿ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ v∞ à F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✷
a ∗ ρ ✿ ❧✬✉♥✐q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ̺ t❡❧ q✉❡ ∀a ∈ A✱ ρa ρa = ̺a ρa ✶✷
End(a) ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts a ∈ OF t❡❧s q✉❡ aa ⊆ a

♦ù a ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
C :=

{
a ∈ OF

∣∣ aOF ⊂ R
}
✿ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ R ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

π ✿ ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ v∞′ ❞❛♥s F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
sgn : F ∗

∞′ −→ F∗
∞′ ✿ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

ψ ✿ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
µψ(a) ✿ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡ ψa ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
H+
F ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡
♥♦r♠❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

m ✿ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✹
σm ✿ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ m ❞❡ OF ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
H+
F (ψ[a]) ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré s✉r H+

F ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ ψ ✶✺
h ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ OF ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✺
m ∈ OF ✿ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ mh ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
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◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸
h(·) ✿ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❲❡✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✼
| · | ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ✉s✉❡❧❧❡ s✉r R ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✼
ĥφ′ ✿ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ φ′ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

c(φ′
a) := max

α∈k

{∣∣∣h(φ′
a(α))− qdegτ φ

′
a h(α)

∣∣∣
}
✿ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ h(φ′
a(·)) ❡t q

degτ φ
′
a h(·) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

γ(φ′) := max

{
1, inf

a∈R\Fq

{c(φ′
a)}

}
✿ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❡♥tr❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ φ′ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❲❡✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✷✷

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✹
φ ✿ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❈▼ ❞❡ r❛♥❣ r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
R ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ End(φ) ❞❛♥s k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
φ′ ✿ ❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ét❡♥❞✉ ❞❡ φ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
ϕ′ := C ∗ ϕ′ ✿ ❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✐s♦❣è♥❡ à φ′ ✈✐❛ φ′

C ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
ϕ ✿ ❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ϕ′ ♠✉♥✐t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ OF ✲♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

z ✿ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s k ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Xqd−1 − µϕ(π
−1) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

ψ := z ϕ z−1 ✿ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ϕ ✈✐❛ z ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

◆♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✸✳✶ ❡t ✸✳✷
F/k ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
∞′ ✿ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
d ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ∞′ s✉r Fq ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
F̃ := F ∩ Fq ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✸✵
ς := logq#F̃ ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ F̃ /Fq ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
ψ ✿ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
H+
F ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡
♥♦r♠❛❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

K/H+
F ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

L/K ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
G := Gal(L/K) ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
H ✿ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
E ⊆ L ✿ ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ✜①é ♣❛r H ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵



◆❖❚❆❚■❖◆❙ ❉❯ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸ ①①✐✐✐

d1 > 0 ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
v ✿ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|v

❞❡ E✱ ♦♥ ❛✐t [Ew : Kv] ≤ d1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✸✵
p ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
q ✿ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OE ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ✭✐✳❡✳ p = q ∩ OK✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✸✵
m := p ∩ OF ✿ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OF ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
h ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ OF ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✸✵
m ∈ OF ✿ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ mh ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
ν := d (qd − 1) degOE q/ degOF m ✿ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r ν ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
n := h d (qd − 1) degOE q ✿ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r n ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
s := h d (qd − 1) ✿ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
Z(G) ✿ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
Hq ✿ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ q s✉r L ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
c3 := 3 h d (qd − 1) γ(ψ) ✿ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✸
n ✿ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ OF ✭♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ n := mh✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
R0 ✿ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/n ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✹✺
e > 0 ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
ā ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t a ∈ OF ❞❛♥s OF/n

e ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
R :=

{∑e−1
i=0 λim

i
∣∣λi ∈ R0

}
✿ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/n

e ✹✺
N ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ OF ❞❡ ❞❡❣ré ✭❡♥ OF ✮ < 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
B > 1 ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
(OF/n

e)× ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ OF/n
e ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

H ✿ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ (OF/n
e)× ❞✬✐♥❞✐❝❡ < B ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

dm := maxλ∈R0{degOF λ} ✿ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ R0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

⌈x⌉ ✿ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❡①❝ès ❞❡ x ∈ R ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

c :=
⌈
logq(2NB)

degOF
n

⌉
✿ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✹✻

Γ :=
{∑e−1

i=c λim
i
∣∣λi ∈ R0

}
✿ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ c ✹✻

Iα :=
{∑c−1

i=0 λim
i + α

∣∣λi ∈ R0

}
✿ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R+ α

❛✈❡❝ α ∈ Γ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
Λ :=

{
a ∈ OF

∣∣ ā ∈ H
}
✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ OF ❞♦♥t

❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s OF/n
e ❡st ❞❛♥s H ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

(e1, . . . , er) ✿ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ OF ❡♥ t❛♥t q✉❡ A✲♠♦❞✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
dOF := max1≤i≤r{degOF ei} ✿ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡s é❧é♠❡♥ts

❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ (e1, . . . , er) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
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◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✹
c1 := 7 h r ς (qd − 1) max{1, dOF } γ(ψ) ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c1 ✳ ✳ ✺✸
c2 := 4q

d

✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
i ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
H1 := Gal

(
E
(
ψ
[
mhνi

])
/E

)
✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥

E
(
ψ
[
mhνi

])
/E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

G1 := Gal
(
H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/H+

F

)
✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥

H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/H+

F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✺✶
B := d1 [K : H+

F ] + 1 ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r B ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
σa ✿ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥ ❛ss♦❝✐é à ❧✬✐❞é❛❧ (a) ❞❡ OF ♦ù a ∈ OF ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

β := (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (α)− ψ

(b−a)q
d−1(α) ✿ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L ✳ ✺✷

η ✿ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L
(
ψ
[
mhνi

])
/E ✳ ✳ ✳ ✺✹

θ := η(β)− β ✿ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ψ[m∞] \ {0} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
δ := η(α)− α ✿ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L

(
ψ
[
mhνi

])
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

δ1 ✿ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ ψ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ m ✭δ = δ1 + δ2✮ ✳✺✺
δ2 ✿ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ ψ ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à m ✭δ = δ1 + δ2✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✺✺

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✺
c0 = 11 h r ς qd max{1, dOF } γ(ψ) max{1, degR C} [Fφ(z) : k]2 ✿ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
Fφ(z) ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré s✉r Fφ ♣❛r z ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
K1 := K Fφ(z) ✿ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s K ❡t Fφ(z) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
L1 := LFφ(z) ✿ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s L ❡t Fφ(z) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
G1 := Gal(L1/K1) ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L1/K1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
E1 := L

Z(G1)
1 ✿ ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ L1 ✜①é ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✺✻

E0 := E Fφ(z) ✿ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s E ❡t Fφ(z) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
v1 ✿ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K1 ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
w1 ✿ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ E1 ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
w0 ✿ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ w1 à E0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
w ✿ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ w0 à E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
L′/K ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ L′ ⊂ L ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
G′ := Gal(L′/K) ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L′/K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✺✽
E ′ := L′ ∩ E ✿ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦r♣s L′ ❡t E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
c′0 := 11 h r ς qd max{1, dOF } γ(ψ) max{1, degR C} ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛

❝♦♥st❛♥t❡ c′0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✺✽
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◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❆✳✶
K/k ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
L/K ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ✭❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
G := Gal(L/K) ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
p ✿ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OK ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
P ✿ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OL ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
e := e(P/p) ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ P/p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
f := f(P/p ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ P/p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
vP ✿ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
OP :=

{
x ∈ L

∣∣ vP(x) ≥ 0
}
✿ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❛ss♦❝✐é

à P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
̟ ✿ ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
G−1 = G−1(P/p) :=

{
σ ∈ G

∣∣ σP = P
}
✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❞❡ P/p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
G0 = G0(P/p) :=

{
σ ∈ G

∣∣ ∀γ ∈ OP, σ(γ) ≡ γ mod P
}
✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡

❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ P/p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
Gi = Gi(P/p) :=

{
σ ∈ G

∣∣ ∀γ ∈ OP, σ(γ) ≡ γ mod Pi+1
}
✿

❧✬i✲è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ P/p ♦ù i ∈ N ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✻✷
θ0 : G0/G1 −→ (OP/P)× ✿ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r σ 7−→ σ(̟)

̟
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

θi : Gi/Gi+1 −→ Pi/Pi+1 ✿ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r σ 7−→ σ(̟)
̟

− 1
♦ù i ∈ N \ {0} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✻✹

Hp :=
{
σ ∈ G

∣∣ ∀γ ∈ OL, σ(γ)
q
degOK

p

≡ γq
degOK

p

mod pOL

}
✿

✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ p s✉r L ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

◆♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❆✳✷
K/k ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
P ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ A ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
Mk ≃ P ∪

{
1
T

}
✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

a ∈ P ∪
{

1
T

}
✿ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

va : k −→ Z ∪ {∞} ✿ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à a ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
kva ✿ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ k ❡♥ va ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
i ∈ N \ pN ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✼✹
Pa,i(X) := Xp −X − a−i ✿ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ k[X] ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
θa,i ✿ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pa,i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
Λa,va :=

{
kva(θa,i)

∣∣ i ∈ N \ pN
}
✿ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
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Λ :=
{
k(θa,i)

∣∣ a ∈ P ∪
{

1
T

}
, i ∈ N \ pN

}
✿ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s

❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
Λa :=

{
k(θa,i)

∣∣ i ∈ N \ pN
}

✿ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
La ✿ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Λa ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
w ✿ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ La ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✼✾
La,w ✿ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ La ❡♥ ❧❛ ♣❧❛❝❡ w ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
L ✿ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Λ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
Λi :=

{
k(θa,i)

∣∣ a ∈ P ∪
{

1
T

}}
✿ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

Li ✿ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Λi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
Λi\a :=

{
k(θb,i)

∣∣ b ∈ P ∪
{

1
T

}
\ {a}

}
✿ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ k ✳ ✽✵

Li\a ✿ ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Λi\a ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
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✷✳✶✳ Pré❛♠❜✉❧❡

✷✳✶✳✶✳ ◆♦t❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s
❙♦✐❡♥t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t q ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ p✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ Fq ❧❡

❝♦r♣s ✜♥✐ à q é❧é♠❡♥ts✱ A := Fq[T ] ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s Fq ❡♥ ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ T ❡t k ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ A✳

❙♦✐t a ∈ A \ {0}✱ ♦♥ ♥♦t❡ degT a ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ a ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ ❡♥ T ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ degT 0 := −∞ ❡t q✉✬♦♥ ♣❡✉t
ét❡♥❞r❡ à k ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡❣ré ❡♥ ♣♦s❛♥t ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k∗ ✿

degT α := degT a− degT b

♦ù α = a
b
❛✈❡❝ a ∈ A ❡t b ∈ A \ {0}✳

❙♦✐❡♥t ∞ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥ 1
T
❡t k∞ := Fq

((
1
T

))
❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t

s✉r Fq✳ ❆❧♦rs k∞ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧été ❞❡ k ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 1
T
✲❛❞✐q✉❡ ✿

v∞ := − degT ✳

❖♥ ✜①❡ k∞ ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ k∞ ❡t C∞ ✉♥ ❝♦♠♣❧été ❞❡ k∞
♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v∞ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ét❡♥❞✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à k∞✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❡ s✉r C∞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ v∞ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

| · |∞ := q−v∞(·)✳

❖♥ ♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t k ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ k ❞❛♥s C∞ ❡t Fq
❝❡❧❧❡ ❞❡ Fq ❞❛♥s C∞✳

❙♦✐t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r [K : k] ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝❡tt❡
❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♣❛r K∗ := K \ {0} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ K✱
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♣❛r K̃ := K ∩ Fq ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ K✱ ♣❛r OK ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ A ❞❛♥s K✱ ♣❛r K ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ K ❞❛♥s C∞✱
♣❛r K∞ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ K ❞❛♥s C∞ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v∞✱ ♣❛r Kab ❧❛
❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ K ❞❛♥s C∞ ❡t ♣❛r Ksep ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ sé♣❛r❛❜❧❡
❞❡ K ❞❛♥s C∞✳

❙✐ L ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ K✱ ♦♥ ♥♦t❡ Gal(L/K) s♦♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s✳

❙✐ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ #E s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✳

✷✳✶✳✷✳ P❧❛❝❡s ❡t ❞❡❣rés
P♦✉r t♦✉t ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ s❡ ré❢ér❡r❛ à ❬❙t✐✵✾❪✳
❙♦✐❡♥t K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ k ❡t MK ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ♥♦♥

tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ K✳ ❙✐ v ∈ MK ✱ ♦♥ ♥♦t❡ v : K 7→ Z ∪ {∞} ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ ❡t | · |v := q−v(·) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❖♥
♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t Ov :=

{
x ∈ K

∣∣ v(x) ≥ 0
}

s♦♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱
mv :=

{
x ∈ K

∣∣ v(x) > 0
}
s♦♥ ✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧✱ Fv := Ov/mv s♦♥ ❝♦r♣s ré✲

s✐❞✉❡❧✱ ❡t deg v := [Fv : Fq] s♦♥ ❞❡❣ré s✉r Fq✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣❛r ❧❛

s✉✐t❡ ❡t q✉✐ ❧✐❡♥t ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✮✳ ✖ ❙♦✐t K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜✲
♥✐❡ ❞❡ k✳ P♦✉r t♦✉t α ∈ K∗✱ ♦♥ ❛ |α|v = 1 ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ v
❞❡ K ❡t ✿ ∏

v∈MK

|α|deg vv = 1✳

❖✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✿
∑

v∈MK

deg v · logq |α|v = 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❱♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 3 ❞✉ ➓3 ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡XII ❞❡ ❬❆rt✻✼❪✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✷ ✭❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳ ✖ ❙♦✐❡♥t E ⊂ MK ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ str✐❝t✱ j ≥ 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t v1, . . . , vj ∈ E ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞✐s✲
t✐♥❝t❡s✳ ❙♦✐❡♥t α1, . . . , αj ∈ K ❡t e1, . . . , ej ∈ Z✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α ∈ K

t❡❧ q✉❡ ✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , j}✱ ♦♥ ❛ vi(αi − α) = ei ❀

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ E \ {v1, . . . , vj}✱ ♦♥ ❛ v(α) ≥ 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❱♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 1.6.5 ❞❡ ❬❙t✐✵✾❪✳

❙♦✐t L ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ K✳ ❙✐ w ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v
✭❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ w|v✮✱ ♦♥ ♣♦s❡ f(w/v) := [Fw : Fv] ❧❡ ❞❡❣ré rés✐❞✉❡❧ ❞❡ w
s✉r v ❡t e(w/v) ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ w s✉r v✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✉♥✐q✉❡
❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ K ♦♥ ❛ ✿

w(α) = e(w/v) v(α)✳

❖♥ ♥♦t❡ Kv ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ K ❡♥ ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ❡t Lw ❝❡❧✉✐ ❞❡ L ❡♥ w✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡❣ré ❧♦❝❛❧ ❞❡ w s✉r v ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Lw/Kv ❡t ♦♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✳II ➓3 t❤✳1 ❞❡ ❬❙❡r✻✽❪✮ ✿

[Lw : Kv] = e(w/v) f(w/v)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✸ ✭é❣❛❧✐té ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✮✳ ✖ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜✲
♥✐❡ ❞❡ K✳ ❙♦✐❡♥t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K ❡t {w1, . . . , wj} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ❛❧♦rs ✿

j∑

i=1

[Lwi : Kv] = [L : K]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❱♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 3.1.11 ❞❡ ❬❙t✐✵✾❪✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ p ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OK ❡t s✐ vp ❡st ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ à p✱ ❛❧♦rs ❡♥ ♣♦s❛♥t degOK p := logq#(OK/p)✱ ♦ù logq ❡st ❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ q ❡t #(OK/p) ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ q✉♦t✐❡♥t
OK/p✱ ♦♥ ❛ ✿

• degOK p = deg vp ❀
• mv = pOv ❀
• Fv ≃ OK/p✳
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❙♦✐t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❙♦✐t R ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F ✱ ✐✳❡✳ ✉♥ s♦✉s✲A✲
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ OF ❞❡ r❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s F ❡st ❧❡ ❝♦r♣s
❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ R✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡OF ❡st ❧✬♦r❞r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ F
✭♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮✳

P♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ a ❞❡ R✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

degR a := logq#(R/a) ✳

❖♥ ét❡♥❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à t♦✉t é❧é♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧ γ ∈ R ❡♥
♣♦s❛♥t ✿

degR γ := degR(γ)✱

♦ù (γ) := γR ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡ R ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r γ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t
a ∈ A \ {0}✱ ♦♥ ❛ degA a = degT a✳
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✷✳✷✳ ▼♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ s❡ ré❢ér❡r❛ à ❬●♦s✾✻❪✱ ❬❍❛②✼✾❪ ❡t ❬❍❛②✾✷❪✳

✷✳✷✳✶✳ ❆♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s
❙♦✐t L ⊂ C∞ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ k✳ ❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∈ L[X] ❡st ❞✐t ❛❞❞✐t✐❢

s✐ ✿
P (X + Y ) = P (X) + P (Y )✳

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ Fq ♦♥ ❛ ✿

P (λX) = λP (X)✱

❛❧♦rs P ❡st ❞✐t Fq✲❧✐♥é❛✐r❡✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ➓1.1 ❞❡ ❬●♦s✾✻❪✱ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∈ L[X] ❡st Fq✲❧✐♥é❛✐r❡ s✐

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

P (X) = α0 + α1X
q + · · ·+ αj X

qj

❛✈❡❝ j ∈ N ❡t αi ∈ L ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, . . . , j}✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t τ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛ss♦❝✐é❡ à Fq ✭✐✳❡✳ τ(x) = xq ♣♦✉r t♦✉t x ∈ C∞✮✱ ♦♥ ♣❡✉t
réé❝r✐r❡ P s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

P = α0τ
0 + α1 τ + · · ·+ αj τ

j

❛✈❡❝ τ i = τ ◦ · · · ◦ τ︸ ︷︷ ︸
i

♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Fq✲❧✐♥é❛✐r❡s ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ L✲❛❧❣è❜r❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ L{τ} ❡t q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧✬❛♥✲
♥❡❛✉ L{τ} ❡st ♣❛r❢♦✐s ♥♦♠♠é ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ Ör❡ ♦✉ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
t♦r❞✉s ✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r P,Q ∈ L{τ} ♦♥ ♥♦t❡r❛ t♦✉❥♦✉rs P Q := P ◦Q✳

❙♦✐t P ∈ L{τ}✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t degτ P ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ P ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
❡♥ τ ✳ ▼✉♥✐ ❞✉ ❞❡❣ré ❡♥ τ ✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ L{τ} ❡st ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ à ❞r♦✐t❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s P ∈ L{τ} ❡t Q ∈ L{τ} \ {0}✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
❝♦✉♣❧❡ (S,R) ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ L{τ} t❡❧ q✉❡ ✿

{
P = S Q+R

degτ R < degτ Q
✳

▲✬❛♥♥❡❛✉ L{τ} ét❛♥t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ à ❞r♦✐t❡✱ ✐❧ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧ à ❣❛✉❝❤❡ I ❞❡ L{τ}✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
P ∈ L{τ} t❡❧ q✉❡ I = L{τ}P ✳
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❖♥ ♥♦t❡ D ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ L[X]✳ ❙✐ P ∈ L{τ}

❛❧♦rs DP ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♠♦♥ô♠❡ ❡♥ τ 0 ❞❡ P ✳

✷✳✷✳✷✳ ▼♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞
❯♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ φ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Fq✲❛❧❣è❜r❡s ✿

φ : A −→ C∞{τ}

a 7−→ φa

✱

t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t
a ∈ A✱ ♦♥ ❛ Dφa = a ✭✐✳❡✳ φa = a τ 0 + · · · ✮✳ ❖♥ ❞❡♠❛♥❞❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s
à φ ❞✬êtr❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ A ✈ér✐✜❛♥t φa 6= a τ 0✳
❈♦♠♠❡ T ❡♥❣❡♥❞r❡ A ❡♥ t❛♥t q✉❡ Fq✲❛❧❣è❜r❡✱ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞
❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r φT ✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r❛♥❣ ❞❡ φ ❧✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ r := degτ φT ✳ ▲❡ ♣♦❧②✲
♥ô♠❡ φT ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

φT = T τ 0 + b1 τ + · · ·+ br τ
r✱

♦ù bi ∈ C∞ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , r}✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
a ∈ A✱ ♦♥ ❛ ✿

degτ φa = r degT a✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❈❛r❧✐t③ ✿
✐❧ ❡st ❞❡ r❛♥❣ 1 ❡t ❞♦♥♥é ♣❛r CT := T τ 0 + τ ✳
❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡♥ s✉✐✈❛♥t

❬❍❛②✼✾❪✳ ❙♦✐t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❈▼✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ F
♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❧❛❝❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞✳ ❙♦✐t R ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F ✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ρ : R −→ C∞{τ} ❡st ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ s✐ ♣♦✉r t♦✉t
a ∈ R✱ ♦♥ ❛ Dρa = a ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ R ✈ér✐✜❛♥t ρa 6= a τ 0✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.3 ❞❡ ❬❍❛②✼✾❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r r > 0 t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t a ∈ R \ {0}✱ ♦♥ ❛✐t ✿

degτ ρa = r degR a✳

❈❡t ❡♥t✐❡r ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ρ✳
❖♥ ♥♦t❡ Hρ ⊂ C∞ ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré s✉r k ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s

♣♦❧②♥ô♠❡s {ρa}a∈R ❞❡ C∞{τ}✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ρ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r L ⊂ C∞ s✐
Hρ ⊂ L✱ ✐✳❡✳ ρ : R −→ L{τ}✳
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❈♦♠♠❡ F/k ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ R ❡st ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣
t := [F : k]✳ ❙✐ (e1, . . . , et) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ R ❡♥ t❛♥t q✉❡ A✲♠♦❞✉❧❡✱
❛❧♦rs Hρ ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré s✉r k ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
ρT ∈ C∞{τ} ❡t {ρei}1≤i≤t✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ s✐ ρ ❡st ❞é✜♥✐
s✉r k✱ ❛❧♦rs Hρ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ k ❝♦♥t❡♥❛♥t F ✭❝❛r Dρa = a✱
♣♦✉r t♦✉t a ∈ R✮✳
❙✐ a ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R✱ ♦♥ ♥♦t❡ ρa ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡

❧✬✐❞é❛❧ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ k{τ} ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ρa}a∈a✳

✷✳✷✳✸✳ ❘és❡❛✉① ❡t ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞
❙♦✐t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❈▼✳ ❖♥ ♥♦t❡ ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡

❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞✱ F∞′ ⊂ C∞ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ F ♣♦✉r ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣r♦❧♦♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ v∞ à F ❡t F̃ := F ∩Fq ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ F ✳ ❙♦✐❡♥t R
✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F ❡t K/F∞′ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ K

sep ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ K ❞❛♥s C∞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ✖ ❯♥ R✲rés❡❛✉ s✉r K ❡st ✉♥ s♦✉s✲R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡
✜♥✐ ❞❡ K

sep✱ ❞✐s❝r❡t (1) ❡t st❛❜❧❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Gal(Ksep/K)✳

❙♦✐t L ✉♥ R✲rés❡❛✉ s✉r K✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à L ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ eL ❛♣♣❡❧é❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ L ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

eL(x) := x
∏

α∈L\{0}

(
1−

x

α

)
✳

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ C∞ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ③ér♦ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ eL ❡st F̃ ✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t
✐♥❞✉✐t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

C∞/L
eL
≃ C∞✳

P♦✉r t♦✉t a ∈ R \ {0} ♦♥ ❛ ✿

eL(ax) = a eL(x)
∏

α∈(a−1L/L)\{0}

(
1−

eL(x)

eL(α)

)
✳

✶✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ⊂ C∞ ❡st ❞✐s❝r❡t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ C∞ s✐ t♦✉t❡
❜♦✉❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡ C∞ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ E✳
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❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ρ0 := 0 τ 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ R \ {0} ✿

ρa(x) := a x
∏

α∈(a−1L/L)\{0}

(
1−

x

eL(α)

)
✱

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿
ρ : R −→ K{τ}

a 7−→ ρa

✱

❡st ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✳ ❈✬❡st ❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❛ss♦❝✐é à L

❡t ✐❧ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ r❛♥❣ q✉❡ L ❡♥ t❛♥t q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t ρ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✜♥✐ s✉r K✳ ❖♥

♥♦t❡ K{{τ}} ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s K✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ R \ {0} ♦♥ ❛ Dρa = a✱ ❧❛ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ τ 0/ρa ❛❞♠❡t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡
❞❡ K{{τ}}✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r à ρ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ F ✲♠♦❞✉❧❡ ❢♦r✲
♠❡❧ ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ ρ ❝❛r ✐❧ ❡st ✉♥✐q✉❡✮ ✿

ρ : F −→ K{{τ}}

q✉✐ ✈ér✐✜❡ Dρα = α τ 0 ♣♦✉r t♦✉t α ∈ F ∗✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 5.5 ❞❡ ❬❍❛②✼✾❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

sér✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ eρ ∈ K{{τ}} q✉✐ ✈ér✐✜❡ Deρ = 1 ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
α ∈ F ∗ ♦♥ ❛✐t ✿

ρα = eρ α e
−1
ρ ✳

▲❛ sér✐❡ eρ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ eρ : C∞ −→ C∞ ❛♣♣❡❧é❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❞❡ ρ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ L ❞❡s ③ér♦s ❞❡ eρ ❡st ✉♥ R✲rés❡❛✉ s✉r K✳ ❈✬❡st ❧❡ R✲
rés❡❛✉ ❛ss♦❝✐é à ρ ❡t ✐❧ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ r❛♥❣ q✉❡ ρ✳

✷✳✷✳✹✳ ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞
❙♦✐❡♥t ρ ❡t ̺ ❞❡✉① R✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ρ ✈❡rs ̺

❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∈ C∞{τ} ✈ér✐✜❛♥t Pρa = ̺aP ♣♦✉r t♦✉t a ∈ R✳ ❯♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ρ ✈❡rs ̺ ❡st ❛♣♣❡❧é ✐s♦❣é♥✐❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
s✐ ρ ❡t ̺ s♦♥t ✐s♦❣è♥❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧s ♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♠ê♠❡ r❛♥❣✳ ❯♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ρ ✈❡rs ̺ ❡st ✉♥❡ ✐s♦❣é♥✐❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ C∗

∞✳
❙♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t L1 ❡t L2 ❧❡s R✲rés❡❛✉① ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ρ

❡t ̺ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ L1 ❡t L2 ❛✐❡♥t ♠ê♠❡ r❛♥❣✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L1

✈❡rs L2 ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t c ∈ C∞ ✈ér✐✜❛♥t cL1 ⊆ L2✳
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❙♦✐t c ∈ C∗
∞ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L1 ✈❡rs L2✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 4.3.5

❞❡ ❬●♦s✾✻❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∈ C∞{τ} t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ R✱
♦♥ ❛ ✿

P ρa = ̺a P ✳

❈❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✈ér✐✜❡ DP = c ❡t ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

P (x) := c x
∏

α∈(c−1L2/L1)\{0}

(
1−

x

eL1(α)

)
✳ ✭✶✮

❆✐♥s✐
P (eL1(x)) = eL2(cx)✱

❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿

C∞/L1

eL1 ≀

��

c
// C∞/L2

eL2 ≀

��

C∞
P

// C∞

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ❛ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s R✲♠♦❞✉❧❡s
❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r ❞é✜♥✐s s✉r K ❡t ❧❡s R✲rés❡❛✉① s✉r K ❞❡ r❛♥❣ r✳

✷✳✷✳✺✳ ❊♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞
❉♦ré♥❛✈❛♥t ♣❛r ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ♦♥ ❡♥t❡♥❞r❛ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞

❞é✜♥✐ s✉r k✳
❙♦✐t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r✳ ❯♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ φ

❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ φ ✈❡rs φ✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ P ❞❡ φ s✉r k
❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∈ k{τ} q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✿

∀a ∈ A, P φa = φa P ✳

❖♥ ♥♦t❡ End(φ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ φ s✉r k✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉
End(φ) ❡st ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ≤ r ✭❝❢✳ ❝♦r✳ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✳ 2.4. ❞❡ ❬❉r✐✼✹❪✮
✈✐❛ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ φ✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ φ ❡st à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❡♥
❛❜ré❣é ❈▼✮ s✐ End(φ) ❡st ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ r❛♥❣ r✳

❙♦✐t L ❧❡ A✲rés❡❛✉ ❛ss♦❝✐é à φ✳ ❯♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L s✉r k ❡st ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r k ❞❡ L ✈❡rs L✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t c ∈ k t❡❧ q✉❡ cL ⊆ L✳
❖♥ ♥♦t❡ R := End(L) ⊂ k ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ L s✉r k✳
❈♦♠♠❡ L ❡st ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ R✳



✶✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙

❙♦✐t c ∈ R \ {0}✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✮ ♣✳ ✾✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ φ′
c ∈ k{τ}

❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

φ′
c(x) := c x

∏

α∈(c−1L/L)\{0}

(
1−

x

eL(α)

)
✱

❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ φ ✈ér✐✜❛♥t Dφ′
c = c✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ A✲♠♦❞✉❧❡s s✉✐✈❛♥t ✿

R
∼

−→ End(φ)

c 7−→ φ′
c

✳ ✭✷✮

❆✐♥s✐ End(φ) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s k ✈✐❛ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P 7−→ DP ✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ 4.7.15 ❞❡ ❬●♦s✾✻❪✱ R ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥

✜♥✐❡ F ❞❡ k✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❈▼ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ 4.7.17 ❞❡ ❬●♦s✾✻❪✮ ❞❡ ❞❡❣ré é❣❛❧ ❛✉ r❛♥❣ t ❞❡ R ❡♥ t❛♥t q✉❡
A✲♠♦❞✉❧❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ′ : c 7−→ φ′

c ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r

t
q✉✐ ét❡♥❞ ❝❡❧❧❡ ❞❡ φ✱ ✐✳❡✳ ✿

∀a ∈ A, φ′
a = φa✳ ✭✸✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ φ ❡st à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭✐✳❡✳ t = r✮✱ ❛❧♦rs φ′

❡st ❞❡ r❛♥❣ 1✳

✷✳✷✳✻✳ P♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❡t ✐❞é❛✉①
❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❈▼✱ R ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F ✱ φ′ ✉♥

R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r′ ❡t Hφ′ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ φ′ ✭❝❢✳
➓✷✳✷✳✷✮✳

❙♦✐t a ∈ R \ {0}✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t δ ∈ k

t❡❧ q✉❡ φ′
a(δ) = 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ φ′[a] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥✱ ❝✬❡st

✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ✈✐❛ φ′ q✉✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à (R/(a))r
′

✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
❞✐t q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t δ ∈ k ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′ s✐ ❝✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
a✲t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ a ∈ R \ {0}✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ a ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥
❞❡ φ′ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t δ ∈ k t❡❧ q✉❡ φ′

a(δ) = 0 ♣♦✉r t♦✉t a ∈ a✳ ❖♥
♥♦t❡ φ′[a] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥✱ ❝✬❡st ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ✈✐❛ φ′✳
❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t φ′[a∞] := ∪i≥1φ

′[ai]✳ ❙♦✐t φ′
a ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡

❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ k{τ} ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {φ′
a}a∈a✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿
δ ∈ φ′[a] ⇐⇒ φ′

a(δ) = 0✳
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❙✐ L ⊆ k ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ k✱ ♦♥ ♥♦t❡ φ′(L)tors ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′ ❞❛♥s L✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ φ′ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r L✱ ❛❧♦rs φ′(L)tors ❡st
✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ✈✐❛ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ φ′✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ✓ ♣❡r❞ ♣❛s ✔ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥

❧♦rsq✉✬♦♥ r❡str❡✐♥t ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✷✳ ✖ ❙♦✐❡♥t φ′ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡t φ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥
à A✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ✿

φ
(
k
)
tors

= φ′
(
k
)
tors

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❈♦♠♠❡ A ⊆ R✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ φ
(
k
)
tors

⊆ φ′
(
k
)
tors

✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t a ∈ R \ A ❡t δ ∈ φ′[a]✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ F/k ét❛♥t
✜♥✐❡ ❡t ❧✬❛♥♥❡❛✉ R ét❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F ✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ R ❡st ❡♥t✐❡r
s✉r A✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡

P (X) = b+ b1X + · · ·+ bnX
n ∈ A[X]

❛✈❡❝ b 6= 0 ❡t bn = 1 t❡❧ q✉❡ P (a) = 0✳ ❉✬♦ù ✿

φ′
P (a)(δ) = φb(δ) + φb1φ

′
a(δ) + · · ·+ φbnφ

′
a
n
(δ)✳

❖r φ′
a(δ) = 0✱ ❞✬♦ù φ′

P (a)(δ) = φb(δ)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ P (a) = 0 ❞♦♥❝
φ′
P (a)(δ) = 0✳ ❆✐♥s✐✱ φb(δ) = 0 ❡t ❞♦♥❝ δ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ b✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ✳

❙♦✐t δ ∈ k ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦r❞r❡ ❞❡ δ ❧✬✐❞é❛❧
Iφ′(δ) :=

{
a ∈ R

∣∣φ′
a(δ) = 0

}
✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✐❞é❛❧ ❛♥♥✉❧❛t❡✉r ❞❡ δ

✈✐❛ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ φ′✳ ❙♦✐t a ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r i ≥ 0

t❡❧ q✉❡ Iφ′(δ) = ai ✭✐✳❡✳ δ ∈ φ′[a∞]✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ δ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞❡ a✳ ❙✐ Iφ′(δ) ❡st ♣r❡♠✐❡r à a✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ δ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à a✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ δ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à a s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ b ❞❡ R ♣r❡♠✐❡r à a t❡❧ q✉❡ δ ∈ φ′[b] ✭❡♥ ❡✛❡t✱
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s b ⊆ Iφ′(δ)✮✳
▲♦rsq✉❡ R = OF ✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥

♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ✜①é ❞❡ OF ✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸✳ ✖ ❙♦✐❡♥t m ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ❡t δ ∈ k ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r φ′✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ1 ∈ Hφ′(δ) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥
♣♦✉r φ′ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ m ❡t δ2 ∈ Hφ′(δ) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥
♣♦✉r φ′ ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à m t❡❧s q✉❡ δ = δ1 + δ2✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t a∈OF\{0} t❡❧ q✉❡ φ′
a(δ)=0✳ ➱❝r✐✈♦♥s (a) = mg b

❛✈❡❝ g ≥ 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t b ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ OF ♣r❡♠✐❡r à m✳ ❆❧♦rs mg ❡t b s♦♥t
♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❞♦♥❝ mg + b = OF ✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ b ❡t v ∈ mg

t❡❧s q✉❡ u+ v = 1✳ ❉✬♦ù

δ = φ′
1(δ) = φ′

u(δ) + φ′
v(δ)✳

P♦s♦♥s δ1 := φ′
u(δ) ❡t δ2 := φ′

v(δ)✳ ❖♥ ✈❛ ✈ér✐✜❡r q✉❡ δ1 ∈ φ′[m∞] ❡t
δ2 ∈ φ′[b]✳ ❙♦✐t m ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ mg✳ ❖♥ ❛ mu ∈ mg b = (a)✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞♦♥❝ c ∈ OF t❡❧ q✉❡ mu = a c✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

φ′
m(δ1) = φ′

mu(δ) = φ′
a c(δ) = φ′

c (φ
′
a(δ)) = 0✳

❈❡❝✐ ét❛♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ mg✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ δ1 ∈ φ′[mg] ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✳
❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ δ2 ∈ φ′[b]✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝
❞é♠♦♥tré✳

❙♦✐❡♥t ρ ❡t ̺ ❞❡✉① R✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✐s♦❣è♥❡s s✉r k ❞♦♥t ❧✬✐s♦❣é♥✐❡
❞❡ ρ ✈❡rs ̺ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r P ∈ k{τ} ✭✐✳❡✳ ∀a ∈ R✱ P ρa = ̺a P ✮✳ ❆❧♦rs✱
♦♥ ❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡s s✉✐✈❛♥t ✿

ρ
(
k
)
tors

∼
−→ ̺

(
k
)
tors

α 7−→ P (α)
✳

✷✳✷✳✼✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍❛②❡s
◆♦✉s r❛ss❡♠❜❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉s à ❍❛②❡s q✉✐

s❡r♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❈▼ ❡t R ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F ✳ ❖♥

♥♦t❡ ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞ ❡t d := deg∞′ s♦♥ ❞❡❣ré✳
❙♦✐❡♥t F∞′ ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ ∞′ ✭q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Fqd✮✱ v∞′

❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ v∞ à F ❡t F∞′ ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ F ♣♦✉r v∞′ ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ✖ ❙♦✐t ρ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡t a ✉♥ ✐❞é❛❧
♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ̺ t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ ♦♥ ❛ ✿

ρa ρa = ̺a ρa✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ a ∗ ρ ❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ̺✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❱♦✐r ❧❡ ➓3 ❞❡ ❬❍❛②✼✾❪✳
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❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ End(a) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts a ∈ OF t❡❧s q✉❡
aa ⊆ a✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.2 ❞❡ ❬❍❛②✼✾❪✱ ̺ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥
End(a)✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ét❡♥❞r❡

à ❧✬♦r❞r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡ ♥♦s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❈▼✳
❙♦✐t C :=

{
a ∈ OF

∣∣ aOF ⊂ R
}

❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ R ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
✐❞é❛❧ ❞❡ OF ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s R✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs End(C) = OF ❡t ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡
♠♦♥tr❡ q✉❡ ρ ❡st ✐s♦❣è♥❡ ✭✈✐❛ ρC✮ à ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ q✉✐ ♥✬❡st
❛✉tr❡ q✉❡ C ∗ ρ✳
❙♦✐t π ∈ F ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ v∞′ ✭✐✳❡✳ v∞′(π) = 1✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

F∞′ = F∞′((π))✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t α ∈ F ∗
∞′ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ ✿

α =
∑

i≥j

ci π
i

♦ù j := v∞′(α) ❡t ci ∈ F∞′ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ≥ j✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t sgn(α) := cj
♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❍❛②❡s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥❡
s✉r F∞′ ✭✐✳❡✳ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ F ∗

∞′ −→ F∗
∞′ ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥

à F∗
∞′ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✮✳
❙♦✐t ψ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ 1✳ P♦✉r t♦✉t a ∈ OF ✱ ♦♥

♥♦t❡ µψ(a) ∈ k ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡ ψa✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉
♠♦♥ô♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❡ ψa ∈ k{τ}✳ P♦✉r t♦✉s a ∈ OF ❡t b ∈ OF

♦♥ ❛ ✿
µψ(ab) = µψ(a)µψ(b)

q
degOF

a

✭✹✮

❝❛r
ψab = ψa ψb✳

❙♦✐❡♥t a ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ❡t ψa ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧
à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ k{τ} ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ψa}a∈a✳ ❙✐ a ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r a ∈ OF ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

ψa = µψ(a)ψa✳ ✭✺✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ➓6 ❞❡ ❬❍❛②✼✾❪✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x 7−→ µψ(x) s✬ét❡♥❞ ❡♥ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

µψ : F∞′ −→ C∞

x 7−→ µψ(x)

✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✳ ✖ ❙♦✐t ψ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ 1✳ ❖♥
❞✐t q✉❡ ψ ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé s✬✐❧ ❡①✐st❡ σ ∈ Gal(F∞′/Fq) t❡❧ q✉❡ ✿

µψ = σ ◦ sgn ✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ψ ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t a ∈ OF \{0}✱
♦♥ ❛ ✿

µψ(a) ∈ F∞′ ≃ F∗
qd ✱ ✭✻✮

❝❛r F ❡st ❞❡ t②♣❡ ❈▼✳
❙♦✐t ϕ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ 1✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡

12.3 ❞❡ ❬❍❛②✾✷❪✱ ϕ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡
♥♦r♠❛❧✐sé✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ✖ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ 1

❡t z ∈ k ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✿

Xqd−1 − µϕ
(
π−1

)
✳

❆❧♦rs ❧❡ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ψ := z ϕ z−1 ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❱♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 12.3 ❞❡ ❬❍❛②✾✷❪✳

❙♦✐❡♥t ψ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❡t Hψ ❧❡ ❝♦r♣s
❡♥❣❡♥❞ré s✉r k ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ψa}a∈OF
❞❡ k{τ}✳ ❈♦♠♠❡ µψ(a) ∈ F∞′ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ OF ✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ 11.3 ❞❡ ❬❍❛②✾✷❪✱ ψ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r OHψ ✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ➓14 ❞❡ ❬❍❛②✾✷❪✱ ❧❡ ❝♦r♣s Hψ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉

OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ H+
F ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡①✲

t❡♥s✐♦♥ H+
F /F ❡st ❛❜é❧✐❡♥♥❡✱ ✜♥✐❡ ✭❝❢✳ ♣r♦♣✳ 14.1 ❞❡ ❬❍❛②✾✷❪✮ ❡t ♥♦♥ r❛✲

♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ✜♥✐❡s ❞❡ F ✭❝❢✳ ❚❤✳ 14.4 ❞❡ ❬❍❛②✾✷❪✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ m ❞❡ OF s♦♥

s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ σm ∈ Gal(H+
F /F )

✈ér✐✜❛♥t ✿
∀γ ∈ OH+

F
, σm(γ) ≡ γq

degOF
m

mod n

♦ù n ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OH+
F

❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ m✳ ❙♦✐❡♥t a ✉♥ ✐❞é❛❧

♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ❡t a = me1
1 · · ·m

ej
j s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✐❞é❛✉①

♣r❡♠✐❡rs ❞❡ OF ✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥ à t♦✉t ✐❞é❛❧
♥♦♥ ♥✉❧ a ❞❡ OF ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

σa = σe1m1
· · · σ

ej
mj ✳
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❙♦✐tH+
F (ψ[a]) ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré s✉rH

+
F ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ ψ✳

❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 7.5.4 ❞❡ ❬●♦s✾✻❪✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ H+
F (ψ[a])/F

❡st ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❡t ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OF q✉✐
♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OF ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡
rés✉❧t❛t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ♣r♦♣✳ 7.5.18 ❞❡ ❬●♦s✾✻❪✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼✳ ✖ ❙♦✐❡♥t m ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ❡t
i > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ H+

F (ψ[m
i])/H+

F ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡
❡♥ t♦✉t ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OH+

F
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ m✳

❙♦✐❡♥t λ ∈ k ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥✱ b ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ♣r❡♠✐❡r
à a ❡t σb ∈ Gal

(
H+
F (ψ[a])/F

)
❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥ ❞❡ b✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉❥♦✉rs

❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 7.5.4 ❞❡ ❬●♦s✾✻❪✱ ♦♥ ❛ ✿

σb(λ) = ψb(λ)✳ ✭✼✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ 7.5.6 ❞❡ ❬●♦s✾✻❪✱ ♦♥ ❛ ✿

Gal
(
H+
F (ψ[a])/H

+
F

)
≃ (OF/a)

× ✳ ✭✽✮

❙♦✐❡♥t m ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ❡t n ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥
♥✉❧ ❞❡ OH+

F
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ m ✭✐✳❡✳ m = n ∩ OF ✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ 5.9

❞❡ ❬❍❛②✾✷❪✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ≥ 1 ♦♥ ❛ ✿

ψmi ≡ τ i degOF m mod n✳ ✭✾✮

◆♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉✈♦✐r ♥♦✉s s❡r✈✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠✐♥♦r❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ψmi ♥✬❡st ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ψ✳
P♦✉r q✉❡ ψmi s♦✐t ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ψ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
m ∈ OF t❡❧ q✉❡ ψm = ψmi ✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬✐❞é❛❧ mi s♦✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t
q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs m ∈ OF ✈ér✐✜❡ µψ(m) = 1 ✭❝❢✳ ✭✺✮ ♣✳ ✶✸✮✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❞❡
❧✬✐❞é❛❧ m✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❖♥ ♥♦t❡ h ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ OF ❡t d := deg∞′

❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ∞′✳ ❆❧♦rs mh ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❖♥ ✜①❡ m ∈ OF

✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ mh✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i > 0✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ✭✹✮ ♣✳ ✶✸ ✿

µψ(m
i) = µψ(m)1+q

degOF
m
+···+q

(i−1) degOF
m

✳

❖r µψ(m) ∈ F×
qd

❝❛r ψ ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ✭❝❢✳ ✭✻✮ ♣✳ ✶✹✮✳ ❉♦♥❝ s✐
j ❡t j′ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❡t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥
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❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ i ♣❛r d✱ ❛❧♦rs ✿

µψ(m)q
i degOF

m

= µψ(m)q
(jd+j′) degOF

m

= µψ(m)q
j′ degOF

m

✳

❆✐♥s✐✱

µψ(m
i d) =

(
µψ(m)1+q

degOF
m
+···+q

(d−1) degOF
m
)i

✳

❊♥ ♣r❡♥❛♥t i = qd − 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

µψ(m
d(qd−1)) =

(
µψ(m)1+q

degOF
m
+···+q

(d−1) degOF
m
)qd−1

= 1✳

❙♦✐❡♥t K/H+
F ❡t L/K ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s✱ p ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK

❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ m ❡t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OL ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ P♦s♦♥s

ν := d(qd − 1) degOL q/ degOF m

✭❝✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❛r OL/q ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ✜♥✐OF/m✮✱
❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✾✮ ♣✳ ✶✺ ❡t ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ✿

ψmν = ψmhν ≡ τ h d(q
d−1) degOL

q mod p✳

❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ✖ ❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡✱ ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡
♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ∞✱ d ❧❡ ❞❡❣ré s✉r Fq ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ∞′✱ h ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ OF ❡t ψ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳
❙♦✐❡♥t m ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ✱ m ∈ OF ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡
❧✬✐❞é❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ mh✱ K/H+

F ❡t L/K ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s✱ p ✉♥ ✐❞é❛❧
♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ m ❡t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OL ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ p✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

ν := d (qd − 1) degOL q/ degOF m✳

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

ψmν = ψmh ν ≡ τ h d (q
d−1) degOL

q mod p✳
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✷✳✸✳ ❍❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞

✷✳✸✳✶✳ ❍❛✉t❡✉r ❞❡ ❲❡✐❧
❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ s❡ ré❢ér❡r❛ à ❬❇●✵✻❪ ❡t ❬❍❙✵✵❪✳
❙♦✐❡♥t α ∈ k ❡t K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ k ❝♦♥t❡♥❛♥t α✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r

❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❲❡✐❧ ❞❡ α✱ ♥♦té❡ h(α)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

h(α) :=
1

[K : k]

∑

v∈MK

deg v logqmax{1, |α|v}✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡K ❝❤♦✐s✐❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❲❡✐❧ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ q✉✬❡♥ ③ér♦
❡t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r
t♦✉t α ∈ k ❡t t♦✉t ❝♦♥❥✉❣✉é β ∈ k ❞❡ α s✉r k✱ ♦♥ ❛ h(β) = h(α)✮✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ◆♦rt❤❝♦tt ✿ ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s D > 0 ❡t
c > 0✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts α ∈ k t❡❧s q✉❡ [k(α) : k] ≤ D

❡t h(α) ≤ c✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉s α, β ∈ k ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ∈ Z✱ ♦♥ ❛ ✿
• h(α + β) ≤ h(α) + h(β) ❀
• h(αβ) ≤ h(α) + h(β) ❀
• h(αn) = |n|h(α) ♦ù | · | ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ✉s✉❡❧❧❡ s✉r R✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡

❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❡st ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❛✣♥❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ B.2.5 ❞❡ ❬❍❙✵✵❪ q✉✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à

(
X

degX P
0 , X

degX P
0 P (X1/X0)

)

❡t ❛✉ ♣♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t✐❢ (1 : α)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ✭♣r♦♣r✐été ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✮
❙♦✐t P ∈ k[X] ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❞♦♥t ♦♥ ♥♦t❡ degX P ❧❡ ❞❡❣ré✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(P ) > 0 q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ P t❡❧❧❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿

|h(P (α))− degX P h(α)| ≤ c(P )✳
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✷✳✸✳✷✳ ❍❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲✳ ❉❡♥✐s ✭❝❢✳ ❬❉❡♥✾✷❪✮ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥

A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛✉① R✲♠♦❞✉❧❡s
❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✜♥✐s s✉r k✱ ♦ù R ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡
❞❡ k✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳

◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ✭❝❢✳ t❤✳ ✷✳✸✳✶✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷✳ ✖ ❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡✱ R ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F
❡t φ′ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r′ ❞é✜♥✐ s✉r k✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
a ∈ R \ Fq✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(φ′

a) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k ❡t
t♦✉t ❡♥t✐❡r i ≥ 1✱ ♦♥ ❛ ✿∣∣∣h(φ′

ai(α))− qi r
′ degR a h(α)

∣∣∣

≤ c(φ′
a)
(
1 + qr

′ degR a + · · ·+ q(i−1) r′ degR a
)

≤ c(φ′
a) q

i r′ degR a✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t a ∈ R \ Fq✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ré❡❧ c(φ′

a) > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿∣∣∣h (φ′
a(α))− qr

′ degR a h(α)
∣∣∣ ≤ c(φ′

a)✳

❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r i = 1✳
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❙✉♣♣♦s♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ✈r❛✐ ♣♦✉r i ≥ 1✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ✿∣∣∣h(φ′
ai+1(α))− q(i+1) r′ degR a h(α)

∣∣∣

=
∣∣∣h
(
(φ′

a)
i+1(α)

)
− qr

′ degR a h
(
(φ′

a)
i(α)

)

+ qr
′ degR a h

(
(φ′

a)
i(α)

)
− q(i+1) r′ degR a h(α)

∣∣∣

≤
∣∣∣h
(
(φ′

a)
i+1(α)

)
− qr

′ degR a h
(
(φ′

a)
i(α)

)∣∣∣

+
∣∣∣qr′ degR a h

(
(φ′

a)
i(α)

)
− q(i+1) r′ degR a h(α)

∣∣∣

≤ c(φ′
a) + qr

′ degR a
∣∣∣h
(
(φ′

a)
i(α)

)
− qi r

′ degR a h(α)
∣∣∣

≤ c(φ′
a) + c(φ′

a) q
r′ degR a

(
1 + qr

′ degR a + · · ·+ q(i−1) r′ degR a
)

≤ c(φ′
a)

(
1 + qr

′ degR a + · · ·+ qi r
′ degR a

)
✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ❝❛r ✿

c(φ′
a)

(
1 + qr

′ degR a + · · ·+ q(i−1) r′ degR a
)

= c(φ′
a)
qi r

′ degR a − 1

qr′ degR a − 1

≤ c(φ′
a) q

i r′ degR a

♣✉✐sq✉❡ qr
′ degR a − 1 ≥ q − 1 ≥ 1✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✸✳ ✖ ❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡✱ R ✉♥ ♦r❞r❡
❞❡ F ❡t φ′ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r′ ❞é✜♥✐ s✉r k✳ P♦✉r t♦✉t
a ∈ R \ Fq ❡t t♦✉t α ∈ k ❧❛ ❧✐♠✐t❡

lim
i→∞

h
(
φ′
ai(α)

)

qi r′ degR a

❡①✐st❡ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ a✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t a ∈ R\Fq✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ c(φ′

a) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿∣∣∣h(φ′
a(α))− qr

′ degR a h(α)
∣∣∣ ≤ c(φ′

a)✳
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❙♦✐t i ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t
φ′
ai−1(α) à α ✿

∣∣∣h(φ′
ai(α))− qr

′ degR a h(φ′
ai−1(α))

∣∣∣ ≤ c(φ′
a)✱

❞✬♦ù ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r qi r
′ degR a ✿∣∣∣∣∣

h
(
φ′
ai(α)

)

qi r′ degR a
−
h
(
φ′
ai−1(α)

)

q(i−1) r′ degR a

∣∣∣∣∣ ≤
c(φ′

a)

qi r′ degR a
✳ ✭✶✵✮

❙♦✐t j > i ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❡♥ ✐tér❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∣∣∣
h
(
φ′
aj(α)

)

qj r′ degR a
−
h
(
φ′
ai(α)

)

qi r′ degR a

∣∣∣

≤ c(φ′
a)

(
1

qj r′ degR a
+ · · ·+

1

q(i+1) r′ degR a

)
✳

❈♦♠♠❡ qdegR a > 1✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0

q✉❛♥❞ i t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❛ s✉✐t❡

(
h(φ′

ai
(α))

qi r
′ degR a

)

i∈N

ét❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱

❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ĥφ′a(α)✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ĥφ′a(α) ∈ R+ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t

a ∈ R \ Fq ❝❤♦✐s✐✳ ❙♦✐❡♥t b ∈ R\
(
Fq ∪ {a}

)
❡t i ∈ N\{0}✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t φ′
bi(α) à α✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣∣h(φ′
ai(φ

′
bi(α)))− qi r

′ degR a h(φ′
bi(α))

∣∣∣ ≤ c(φ′
a) q

i r′ degR a✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r qi r
′(degR a+degR b)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿∣∣∣∣∣

h
(
φ′
aibi(α)

)

qi r′ degR ab
−
h
(
φ′
bi(α)

)

qi r′ degR b

∣∣∣∣∣ ≤
c(φ′

a)

qi r′ degR b
✳

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ i ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ĥφ′
ab
(α) = ĥφ′

b
(α) ♣♦✉r t♦✉t

α ∈ k
(
♦ù ❧❡s ré❡❧s ĥφ′

ab
(α) ❡t ĥφ′

b
(α) s♦♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s s✉✐t❡s

(
h
(

φ′
(ab)i

(α)
)

qi r
′ degR ab

)

i∈N

❡t

(
h(φ′

bi
(α))

qi r
′ degR b

)

i∈N

)
✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ĥφ′
ab
(α) = ĥφ′a(α)✱ ❞✬♦ù ĥφ′a(α) = ĥφ′

b
(α)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡

❝♦♥❝❧✉r❡✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ✖ ❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡✱ R ✉♥ ♦r❞r❡
❞❡ F ❡t φ′ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r′ ❞é✜♥✐ s✉r k✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ φ′ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥφ′ : k −→ R+ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ĥφ′(α) := lim
i→∞

h
(
φ′
ai(α)

)

qi r′ degR a

♦ù a ∈ R \ Fq✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❜♦♥♥❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✺✳ ✖ ❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡✱ R ✉♥ ♦r❞r❡
❞❡ F ❡t φ′ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r′ ❞é✜♥✐ s✉r k✳ ❆❧♦rs ❧❛
❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ĥφ′ ❞❡ φ′ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t a ∈ R ❡t t♦✉t α ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ′(φ
′
a(α)) = qr

′ degR a ĥφ′(α) ❀

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ γ(φ′) ≥ 1 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✱
♦♥ ❛ ✿ ∣∣∣ĥφ′(α)− h(α)

∣∣∣ ≤ γ(φ′) ❀

✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥφ′ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r k ✈ér✐✜❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s
❧❛ ♣r♦♣r✐été 1 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ a ∈ R \ Fq ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été 2 ❀

✹✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥφ′ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ◆♦rt❤❝♦tt ✿ ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s
D > 0 ❡t c > 0✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts α ∈ k t❡❧s
q✉❡ [k(α) : k] ≤ D ❡t ĥφ′(α) ≤ c ❀

✺✳ ❙♦✐t α ∈ k✱ ❛❧♦rs ĥφ′(α) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′ ❀

✻✳ P♦✉r t♦✉s α ∈ k ❡t δ ∈ φ′
(
k
)
tors

✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ′(α + δ) = ĥφ′(α) ❀

✼✳ P♦✉r t♦✉s α, β ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ′(α + β) ≤ ĥφ′(α) + ĥφ′(β)✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖

✶✳ ❙♦✐❡♥t a ∈ R \ {0} ❡t α ∈ k ✿
• s✐ degR a = 0 ❛❧♦rs a ∈ F

∗

q ∩ R✳ ❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ F
∗

q ∩ R✱ ♦♥ ❛
φ′
λ(α) = λα ❡t h(λα) = h(α)✳ ❉♦♥❝ ✿

ĥφ′(φ
′
a(α)) = ĥφ′(α) = qr

′ degR aĥφ′(α) ❀

• s✐ degR a > 0 ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✮
♣✳ ✷✵ ♣❛r qr

′ degR a✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N \ {0} ✿∣∣∣∣∣
h
(
φ′
ai−1(φ′

a(α))
)

q(i−1) r′ degR a
− qr

′ degR a
h
(
φ′
ai−1(α)

)

q(i−1) r′ degR a

∣∣∣∣∣ ≤
c(φ′

a)

q(i−1) r′ degR a
✳

❊t ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ i ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬é❣❛✲
❧✐té s♦✉❤❛✐té❡✳

✷✳ ❙♦✐❡♥t a ∈ R \ Fq ❡t i ∈ N \ {0}✳ ❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✳✷ ♣❛r qi r

′ degR a✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k ✿∣∣∣∣∣
h
(
φ′
ai(α)

)

qi r′ degR a
− h(α)

∣∣∣∣∣ ≤ c(φ′
a)✳

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥφ′ − h

❡st ❜♦r♥é❡ s✉r k ♣❛r c(φ′
a)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ĥφ′ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡

❧✬é❧é♠❡♥t a ∈ R \ Fq ❝❤♦✐s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r ✿

γ(φ′) := max

{
1, inf

a∈R\Fq

{c(φ′
a)}

}
✳

✸✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥ′φ′
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ĥφ′ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés 1 ❡t 2 ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ❆❧♦rs✱
♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α ∈ k t❡❧ q✉❡ ĥ′φ′(α) 6= ĥφ′(α)✳ ❙♦✐❡♥t
a ∈ R \ Fq ❡t i ∈ N \ {0}✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

∣∣∣
(
ĥ′φ′ − ĥφ′

)
(φ′

ai(α))
∣∣∣ = qi r

′ degR a
∣∣∣
(
ĥ′φ′ − ĥφ′

)
(α)

∣∣∣ > 0✳

❖r qr
′ degR a > 1 ❞♦♥❝

∣∣∣
(
ĥ′φ′ − ĥφ′

)(
φ′
ai(α)

)∣∣∣ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❛✈❡❝ i✱

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥ′φ′ − ĥφ′ s♦✐t ❜♦r♥é❡ s✉r k✱

❞✬♦ù ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ĥφ′ ✳
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✹✳ ❈❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ◆♦rt❤❝♦tt ❡st
✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❲❡✐❧ ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥφ′ − h ❡st ❜♦r♥é❡
❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été 2✳

✺✳ ❙♦✐t α ∈ k ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ φ′✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs a ∈ R\Fq
t❡❧ q✉❡ α s♦✐t ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N \ {0}✱ ♦♥ ❛
h
(
φ′
ai(α)

)
= h(0) = 0✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ĥφ′(α) = 0✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✐ ĥφ′(α) = 0 ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ R \ Fq ❡t t♦✉t
i ∈ N \ {0}✱ ♦♥ ❛ ĥφ′

(
φ′
ai(α)

)
= 0 ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ k ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s φ′
ai(α)✳ ■❧ ❡①✐st❡

❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été 4✱ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞✐st✐♥❝ts i > 0 ❡t j > 0

t❡❧s q✉❡ φ′
ai(α) = φ′

aj(α)✳ ❆✐♥s✐ φ
′
ai−aj(α) = 0 ❡t ❞♦♥❝ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t

❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ′✳

✻✳ ❙♦✐❡♥t a ∈ R \ Fq ❡t γ ∈ k
∗
✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛

♣r♦♣r✐été 1✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ′(φ
′
a(α + γ)) = qr

′ degR aĥφ′(α + γ) ✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt

ĥφ′(φ
′
a(α + γ)) = ĥφ′(φ

′
a(α) + φ′

a(γ))

= ĥφ′(φ
′
a(α))

= qr
′ degR aĥφ′(α) ✳

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✼✳ ❙♦✐❡♥t α ∈ k ❡t β ∈ k✳ ❖♥ ❛ h(α + β) ≤ h(α) + h(β)✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
t♦✉t a ∈ R \ Fq ❡t t♦✉t i ∈ N \ {0}✱ ♦♥ ❛ ✿

h
(
φ′
ai(α + β)

)

qi r′ degR a
≤
h
(
φ′
ai(α)

)

qi r′ degR a
+
h
(
φ′
ai(β)

)

qi r′ degR a
✳

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♣rès ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳
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✷✳✸✳✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❤❛✉t❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s
❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡✱ R ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ F ✱ φ′ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡

❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r′ ❞é✜♥✐ s✉r k ❡t φ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ φ′ à A ✭❝❢✳
é❣❛❧✐té ✭✸✮ ♣✳ ✶✵✮✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ ✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✷✮ q✉❡ φ ❡t φ′ ❛✈❛✐❡♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s
❤❛✉t❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s à φ ❡t φ′ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✻✳ ✖ P♦✉r t♦✉t α ∈ k̄✱ ♦♥ ❛ ĥφ(α) = ĥφ′(α)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ R ❡♥ t❛♥t q✉❡ A✲♠♦❞✉❧❡✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ➓✷✳✷✳✺✱ φ ❡st ❞❡ r❛♥❣ r = r′ t ❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ ♦♥ ❛ degR a = t degA a✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✸✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s
❞✉ s❝❛❧❛✐r❡ a ∈ R \ Fq ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❉♦♥❝ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t a ∈ A

t❡❧ q✉❡ degA a > 0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k̄ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ′(α) = lim
n→+∞

h(φ′
an(α))

qnr′ degR a

= lim
n→+∞

h(φan(α))

qnr′t degA a

= lim
n→+∞

h(φan(α))

qnr degA a

= ĥφ(α)✳

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥❝♦r❡ ♥♦t❡r ĥφ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♥♦r♠❛❧✐sé❡
❞✉ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ φ′✳

❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧❡
❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ 2 ❞❡ ❬P♦♦✾✺❪✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡❧✐❡r ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s
à ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✐s♦❣è♥❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✼✳ ✖ ❙♦✐❡♥t ρ ❡t ̺ ❞❡✉① R✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡
r❛♥❣ r ❞é✜♥✐s s✉r k̄ ✐s♦❣è♥❡s ✈✐❛ P ∈ k̄{τ} ✭ ✐✳❡✳ P ρ = ̺P ✮✳ ❆❧♦rs✱
♣♦✉r t♦✉t α ∈ k̄✱ ♦♥ ❛ ✿

qdegτ P ĥρ(α) = ĥ̺(P (α)) ✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ✭❝❢✳ t❤✳
✷✳✸✳✶✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(P ) > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ P
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k̄✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣h(P (α))− qdegτ P h(α)
∣∣ ≤ c(P )✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ R \ Fq ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r i > 0✱ ♦♥ ❛ ✿
∣∣∣∣
h(P (ρai(α)))

qi r degR a
−
qdegτ P h(ρai(α))

qi r degR a

∣∣∣∣ ≤
c(P )

qi r degR a
✳

❖r P (ρai(α)) = ̺ai(P (α))✱ ❞✬♦ù ✿
∣∣∣∣
h(̺ai(P (α)))

qi r degR a
−
qdegτ P h(ρai(α))

qi r degR a

∣∣∣∣ ≤
c(P )

qi r degR a
✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ i ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳



✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙

✷✳✹✳ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❈▼

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❢❛✐r❡ ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛ss❛❣❡s q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡
♥♦r♠❛❧✐sé à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❖♥ ❞é❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡
❝❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳

❙♦✐t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❈▼ ❞❡ r❛♥❣ r✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s End(φ) ❞❡ φ ❞❛♥s k ❡st ❞❡ r❛♥❣ r ❡♥ t❛♥t q✉❡ A✲♠♦❞✉❧❡
❡t s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s k ✈✐❛ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ D ✭❝❢✳
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✷✮ ♣✳ ✶✵✮✳ ❙♦✐t R ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ End(φ) ❞❛♥s k✳
❖♥ ❛ ✈✉ ❛✉ ➓✷✳✷✳✺ q✉❡ R ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❡t q✉❡ s♦♥ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s F
❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ❞❡ k ❞❡ ❞❡❣ré r✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✉ q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t
❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉♥✐r φ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡
r❛♥❣ 1✳

❙♦✐❡♥t φ′ ❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ét❡♥❞✉ ❞❡ φ ✭❝❢✳ é❣❛❧✐té ✭✸✮ ♣✳ ✶✵✮✱ C
❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ R ❡t ϕ′ := C∗φ′ ✭❝❢✳ ♣r♦♣✳ ✷✳✷✳✹✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ➓✷✳✷✳✼✱ ❧❡ R✲
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ϕ′ ♣❡✉t êtr❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ϕ ❞❡ OF ✲♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ 1✳ ❙♦✐❡♥t ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛
♣❧❛❝❡ ∞✱ d ❧❡ ❞❡❣ré s✉r Fq ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ∞′✱ π ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ ∞′

❞❛♥s F ❡t z ∈ k ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Xqd−1−µϕ(π
−1)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✱ ❧❡ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ψ := z ϕ z−1 ❡st ❞❡ s✐❣♥❡
♥♦r♠❛❧✐sé✳

❖♥ rés✉♠❡ t♦✉t ❝❡❝✐ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

OF ϕ : OF → k{τ}
z

// ψ : OF → OH+
F
{τ}

R φ′ : R → k{τ}
φ′
C

// ϕ′ : R → k{τ}

End(ϕ′)

OO

A φ : A→ k{τ}

End(φ)

OO

✭✶✶✮
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❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡r✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ➓✷✳✸✳✸✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
❤❛✉t❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✻✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ(α) = ĥφ′(α) ❡t ĥϕ′(α) = ĥϕ(α)✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✼✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿

qdegR C ĥφ′(α) = ĥϕ′(φ′
C(α))

❡t
ĥϕ(α) = ĥψ(z α)

❝❛r degτ φ
′
C = degR C ❡t degτ z = 0 ✭♣✉✐sq✉❡ z ∈ k

∗
✮✳ ❆✐♥s✐

qdegR C ĥφ(α) = ĥψ(z φ
′
C(α)) ✳ ✭✶✷✮

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✜①❡ m ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ✱
K/H+

F ❡t L/K ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s✱ p ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡OK ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ m ❡t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OL ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ ❙♦✐t h ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❧❛ss❡s ❞❡ OF ✳ ❖♥ ✜①❡ m ∈ OF ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ mh✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t ✿

ν := d (qd − 1) degOL q/ degOF m✱

♦♥ ❛ ✭❝❢✳ ♣r♦♣✳ ✷✳✷✳✽✮ ✿

ψmν = ψmh ν ≡ τ h d (q
d−1) degOL

q mod p✳ ✭✶✸✮

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈✐❡ ♣♦✉r ♠✐♥♦r❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à
s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ✭✶✶✮ ♣✳ ✷✻✱ ♣✉✐s à ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠✐♥♦r❛t✐♦♥s s♦✉❤❛✐té❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✸✮ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❡t à
❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❤❛✉t❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✷✮✳
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❘❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡
✭❝❢✳ t❤✳ ✶✳✶✮ q✉❡ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❙♦✐❡♥t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✜♥✐ s✉r k ❡t ĥφ s❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❬❇❩✵✶❪✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ L ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ♠✐♥♦r❡ ĥφ s✉r L ♣r✐✈é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ✳

❆✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❛♠è♥❡r♦♥s à ✉♥ ♠♦✲
❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ➓✷✳✹✳
◆♦✉s ♥♦✉s ré❞✉✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t
❛✉ ➓✸✳✹ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s
♣❛r ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ➓✸✳✶ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✱ ❣râ❝❡ à
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✭❝❢✳ t❤✳ ✷✳✶✳✶✮✱ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❛✉ ➓✸✳✷ ❞❡s ♠✐♥♦r❛t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t r❡♣♦s❛♥t
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t✐r♦✐rs ✭❝❢✳ ✸✳✸✮✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛✛r❛♥❝❤✐r♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ➓✸✳✹ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
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➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡t ❥✉sq✉✬❛✉ ➓✸✳✷ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳

❖♥ ✜①❡ ✿
• F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡ ❀
• ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞ ❀
• d ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ∞′ s✉r Fq ❀
• F̃ := F ∩ Fq ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ F ❀
• ς := logq#F̃ ✭ ✐✳❡✳ F̃ = Fqς ✮ ❀
• ψ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❀
• H+

F ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐sé ❀

• K/H+
F ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❀

• L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❀
• H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G ❀
• E ⊆ L ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ✜①é ♣❛r H ❀
• d1 > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❀
• v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|v
❞❡ E✱ ♦♥ ❛✐t [Ew : Kv] ≤ d1 ❀

• p ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ❀
• q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OE ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ✭ ✐✳❡✳ p = q ∩ OK✮ ❀
• m := p ∩ OF ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OF ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ p ❀
• h ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ OF ❀
• m ∈ OF ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ mh✳

❖♥ ♣♦s❡ ✿
ν := d (qd − 1) degOE q/ degOF m ❀ ✭✶✹✮

n := h d (qd − 1) degOE q ❀ ✭✶✺✮

❡t
s := h d (qd − 1)✳ ✭✶✻✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ✿

n = s degOE q = ν degOF m✳

❊♥✜♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ψmν = ψmh ν ≡ τn mod p✳ ✭✶✼✮
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❖♥ ✐❧❧✉str❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡
❝♦r♣s q✉✐ s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿

L
(
ψ
[
mh ν i

])

L

E
(
ψ
[
mh ν i

])

E

Z(G)>H

H+
F

(
ψ
[
mh ν i

])

E ∩H+
F

(
ψ
[
mh ν i

])

K

G

H+
F

(OF /mh ν i)
×

F

k

r
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✸✳✶✳ ■♥é❣❛❧✐tés ♠étr✐q✉❡s

❖♥ ét❛❜❧✐t ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✜①é❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✵✮✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✳ ✖ ❙♦✐t M ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ K✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t
α ∈M ❡t t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ w ❞❡ M ✱ ♦♥ ❛ ✿

max{1, |ψmν (α)|w} = max
{
1, |α|q

n

w

}

♦ù ν := d (qd − 1) degOE q/ degOF m ❡t n := h d (qd − 1) degOE q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t α ∈ M ✳ ❈♦♠♠❡ ψ ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✱ s❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❡♥t✐❡rs ✭❝❢✳ ➓✷✳✷✮ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✮ ♣✳ ✶✹ ♣♦✉r
t♦✉t a ∈ OF \ {0}✱ ♦♥ ❛ µψ(a) ∈ F∗

qd
✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts

a0, . . . , an−1 ∈ OH+
F
t❡❧s q✉❡ ✿

ψmν (α) = a0 α + · · ·+ an−1 α
qn−1

+ αq
n

✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, . . . , n − 1} ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ai ❡st ❡♥t✐❡r✱
♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ w ❞❡ M ✱ ♦♥ ❛ |ai|w ≤ 1✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s
♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✶✳ ❙✐ |α|w > 1✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, . . . , n− 1}✱ ♦♥ ❛ ✿∣∣∣ai αq
i
∣∣∣
w
≤ |α|q

i

w < |α|q
n

w ✱

❞✬♦ù
|ψmν (α)|w = |α|q

n

w > 1

❡t ❞♦♥❝

max{1, |ψmν (α)|w} = |α|q
n

w = max
{
1, |α|q

n

w

}
✳

✷✳ ❙✐ |α|w ≤ 1✱ ❛❧♦rs ✿
|ψmν (α)|w ≤ 1

❡t ❞♦♥❝

max{1, |ψmν (α)|w} = 1 = max
{
1, |α|q

n

w

}
✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷✳ ✖ ❙♦✐t M ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ K✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t
α ∈M ❡t t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|v ❞❡ M ✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣ψmν (α)− αq
n∣∣
w
≤ q−e(w/v) max{1, |α|w}

qn−1

♦ù e(w/v) ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ w s✉r v ❡t ♦ù ✿
{
ν := d (qd − 1) degOE q/ degOF m

n := h d (qd − 1) degOE q
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐❡♥t a0, . . . , an−1 ∈ H+
F ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ψmν ✱ ✐✳❡✳ ✿

ψmν = a0 τ
0 + · · ·+ an−1 τ

n−1 + τn✳

❙♦✐❡♥t α ∈M ❡t w ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ M ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛✲
❧✐té ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣ψmν (α)− αq
n∣∣
w
≤ max

0≤i≤n−1

{
|ai|w |α|

qi

w

}
✳

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✼✮ ♣✳ ✸✵✱ ♦♥ ❛ ✿

ψmν ≡ τn mod p✳

❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, . . . , n − 1}✱ ♦♥ ❛ ai ∈ p✱ ❞✬♦ù |ai|w ≤ q−e(w/v) ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♥♦✉s r❛♠❡♥❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸✳ ✖ ❙♦✐t M ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ k✳ ❙♦✐t w ✉♥❡ ♣❧❛❝❡
✜♥✐❡ ❞❡ M ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ M ♥♦♥ ♥✉❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ OM t❡❧ q✉❡
αβ ∈ OM ✱ ❡t |β|w = max{1, |α|w}

−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ✜♥✐❡s ❞❡ M ✭✐✳❡✳ ❞❡s
♣❧❛❝❡s ω ❞❡ M t❡❧ q✉❡ ω ∤ ∞✮✳ ❙♦✐t Σ0 :=

{
ω ∈ S

∣∣ |α|ω > 1
}
✭❝✬❡st ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❝❛r α ♥✬❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣ô❧❡s✮✳ ❙♦✐t Σ := Σ0 ∪ {w}✳
❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✭❝❢✳ t❤✳ ✷✳✶✳✷✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡
β ∈M t❡❧ q✉❡ |β|ω = max{1, |α|ω}

−1 ♣♦✉r t♦✉t❡ ω ∈ Σ ❡t |β|ω ≤ 1 ♣♦✉r
t♦✉t❡ ω ∈ S \ Σ✳ ❆✐♥s✐ β ❡t αβ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❛♥s OM ✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E s♦✐t ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ q✳ ❙♦✐t σq ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥ ❛ss♦❝✐é à q✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡
♣❧❛❝❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ w ❞❡ L ❡t t♦✉t α ∈ L✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣ψmν (α)− σsq(α)
∣∣
w
≤ C(w) max{1, |ψmν (α)|w} max

{
1, |σsq(α)|w

}

♦ù C(w) = q−1 s✐ w|v ❡t C(w) = 1 s✐♥♦♥ ❡t ♦ù ✿
{
ν := d (qd − 1) degOE q/ degOF m

s := h d (qd − 1)
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t w ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ L✳ ❙✐ w ∤ v✱ ❧✬✐♥é❣❛✲
❧✐té ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝
q✉❡ w|v✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ❡st ❛❜é❧✐❡♥♥❡✱ σq ♥❡ ❞é✲
♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r P ❞❡ OL ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ q✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
t♦✉t γ ∈ OL✱ ♦♥ ❛ ✿

σq(γ) ≡ γq
degOE

q

mod qOL

❡t ❞♦♥❝
σsq(γ) ≡ γq

s degOE
q

≡ γq
n

mod qOL

❝❛r n = s degOE q ✭❝❢✳ ♥♦t❛t✐♦♥s ✭✶✺✮ ❡t ✭✶✻✮ ♣✳ ✸✵✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ q′ ❡st
✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OE ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ❡t s✐ σq′ ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥
❛ss♦❝✐é à q′✱ ❛❧♦rs σq ❡t σq′ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s G✳
❖r H ❡st ❞❛♥s Z(G)✱ ❞♦♥❝ σq = σq′ ✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ❡st
♥♦♥ r❛♠✐✜é❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|v ❞❡ OL ❡t ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ OL✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣γqn − σsq(γ)
∣∣
w
≤ q−1✱

❛✈❡❝ n := h d (qd − 1) degOE q✳ ❙♦✐t α ∈ L✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸✱
✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ OL t❡❧ q✉❡ αβ ∈ OL ❡t |β|w = max{1, |α|w}

−1✳ ❆✐♥s✐ ✿
∣∣αqn − σsq(α)

∣∣
w

= |β|−q
n

w

∣∣(αβ)qn − σsq(αβ) +
(
σsq(β)− βq

n)
σsq(α)

∣∣
w

≤ |β|−q
n

w max
{∣∣(αβ)qn − σsq(αβ)

∣∣
w
,
∣∣(σsq(β)− βq

n)
σsq(α)

∣∣
w

}

≤ max{1, |α|w}
qn q−1 max

{
1,
∣∣σsp(α)

∣∣
w

}

≤
❧❡♠✳ ✸✳✶✳✶

q−1 max{1, |ψmν (α)|w} max
{
1,
∣∣σsq(α)

∣∣
w

}
✳
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
∣∣ψmν (α)− αq

n∣∣
w

≤
❧❡♠✳ ✸✳✶✳✷

q−e(w/v) max{1, |α|w}
qn−1

≤
❧❡♠✳ ✸✳✶✳✶

q−1 max{1, |ψmν (α)|w} ✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✉❧tr❛♠étr✐q✉❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡ E ❡st ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ L ✜①é ♣❛r H q✉✐ ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ❡st ❛❜é❧✐❡♥♥❡✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.3 ❞❡ ❬❆❩✶✵❪ ❡t
s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ ➓❆✳✶ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ ✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E s♦✐t r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲
❞❡ss✉s ❞❡ q✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Hq :=
{
σ ∈ Gal(L/E)

∣∣ ∀γ ∈ OL, σ(γ)
q
degOE

q

≡ γq
degOE

q

mod qOL

}

❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ q s✉r L✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s✱ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s r❛♠✐✜é ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻✳ ✖ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ❡st r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲
❞❡ss✉s ❞❡ q✳ ❙♦✐❡♥t η ∈ Hq \{id} ❡t eq(L/E) ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ q

s✉r L✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ L ❡t t♦✉t α ∈ L✱ ♦♥ ❛ ✿
∣∣ψmν (α)−ψmν (η(α))

∣∣
w

≤ C(w) max{1, |ψmν (α)|w} max{1, |ψmν (η(α))|w}

♦ù C(w) = q−eq(L/K) s✐ w|v ❡t C(w) = 1 s✐♥♦♥ ❡t ♦ù ✿
{
ν := d (qd − 1) degOE q/ degOF m

s := h d (qd − 1)
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t w ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L✳ ❙✐ w ∤ v✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞é❝♦✉❧❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✉❧tr❛♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ w|v✳ ❙♦✐t q′

✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OE ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ ❆❧♦rs Hq ❡t Hq′ s♦♥t ❞❛♥s H ❡t
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s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s G✳ ❖r H ❡st ❞❛♥s Z(G)✱ ❞♦♥❝ Hq = Hq′ ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
t♦✉t γ ∈ OL✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t n := h d (qd − 1) degOE q✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣γqn − η(γ)q
n∣∣
w
≤ q−eq(L/K)

❝❛r
η(γ)q

n

≡ γq
n

mod qOL✳

❙♦✐t α ∈ L✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ OL t❡❧ q✉❡ αβ ∈ OL

❡t |β|w = max{1, |α|w}
−1✱ ❛✐♥s✐ ✿

∣∣αqn − η(α)q
n∣∣
w

= |β|−q
n

w

∣∣(αβ)qn − η(αβ)q
n

+
(
η(β)q

n

− βq
n)
η(α)q

n∣∣
w

≤ |β|−q
n

w max
{∣∣(αβ)qn − η(αβ)q

n∣∣ ,
∣∣(η(β)qn − βq

n)
η(α)q

n∣∣
w

}

≤ max{1, |α|v}
qn q−eq(L/K) max{1, |η(α)|w}

qn

≤
❧❡♠✳ ✸✳✶✳✶

q−eq(L/K) max{1, |ψmν (α)|w} max{1, |ψmν (η(α))|w} ✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
∣∣ψmν (α)− αq

n∣∣
w

≤
❧❡♠✳ ✸✳✶✳✷

q−e(w/v) max{1, |α|w}
qn−1

≤
❧❡♠✳ ✸✳✶✳✶

q−eq(L/K) max{1, |ψmν (α)|w} ✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✉❧tr❛♠étr✐q✉❡✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦✉♣❧❡r❛ ❛✉① ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥❡s ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t
♣❛r ψmν ✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠✐♥♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r
s♦✉❤❛✐té❡s ✭❝❢✳ ♣r♦♣✳ ✸✳✷✳✶ ❡t ✸✳✷✳✷✮✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼ ✭❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮✳ ✖ ❙♦✐❡♥t w ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ v ❡t α, β ∈ L✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r c > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

|α− β|w ≤ q−c eq(L/E) max{1, |α|w} max{1, |β|w}✳

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ l✱ ♦♥ ❛ ✿

|ψmνl(α− β)|w ≤ q−(c+l) eq(L/E) max{1, |ψmνl(α)|w} max{1, |ψmνl(β)|w} ✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r l✳ P♦✉r l = 0 ❧❡ ré✲
s✉❧t❛t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳ ▼♦♥tr♦♥s ❧❡ ❝❛s l = 1✳ ❙♦✐❡♥t a0, . . . , an ∈ k ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ψmν ✱ ✐✳❡✳ ✿

ψmν = a0 τ
0 + · · ·+ an τ

n✱

❛✈❡❝ a0 = mν ❡t an = 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✼✮ ♣✳ ✸✵✱ ♦♥ ❛ ✿

ψmν = ψmhν ≡ τn mod p✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, . . . , n− 1}✱ ♦♥ ❛ |ai|w ≤ q−e(w/v)✳ ❖r✱

|ψmν (α− β)|w ≤ max
0≤i≤n

{
|ai|w |α− β|q

i

w

}
✳

■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✶✳ ❙✐ |α− β|w ≥ 1✱ ❛❧♦rs ✿
∣∣ψmν (α−β)

∣∣
w

≤ max
0≤i≤n

{
|ai|w |α− β|q

i

w

}

= |α− β|q
n

w

≤ q−c eq(L/E) qn max{1, |α|w}
qn max{1, |β|w}

qn

≤
❧❡♠✳✸✳✶✳✶

q−(c+1) eq(L/E) max{1, |ψmν (α)|w} max{1, |ψmν (β)|w} ❀

✷✳ ❙✐ |α− β|w < 1✱ ❛❧♦rs ✿
∣∣ψmν (α−β)

∣∣
w

≤ max
0≤i≤n

{
|ai|w |α− β|q

i

w

}

≤ q−e(w/v) |α− β|w

≤ q−e(w/v) q−c eq(L/E) max{1, |α|w} max{1, |β|w}

≤ q−(c+1) eq(L/E) max{1, |α|w}
qn max{1, |β|w}

qn

=
❧❡♠✳✸✳✶✳✶

q−(c+1) eq(L/E) max{1, |ψmν (α)|w} max{1, |ψmν (β)|w} ✳

❊♥ ❡✛❡t eq(L/E) ≤ e(w/v) ❝❛r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s L/E ❡t E/K s♦♥t
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❡t q ❡st ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à v✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t l > 1✳ ❆❧♦rs

ψmνl(α− β) = ψmν ψmν(l−1)(α− β)✳
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❖r✱ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✿

|ψmν(l−1)(α− β)|w ≤ q−(c+l−1) eq(L/E)

max{1, |ψmν(l−1)(α)|w}

max{1, |ψmν(l−1)(β)|w} ✳

■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à s✉❜st✐t✉❡r ψmν(l−1)(α) à α ❡t ψmν(l−1)(β) à β✱
à ❢❛✐r❡ ❛❣✐r ψmν s✉r ψmν(l−1)(α) − ψmν(l−1)(β) ❡t à ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s l = 1✳
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✸✳✷✳ ▼✐♥♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✜①é❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✭❝❢✳ ♣✳ ✸✵✮✳ ❊❧❧❡s ❢❡r♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
t♦✉s ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ ✿

c3 := 3 h d (qd − 1) γ(ψ)✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♥♦r♠❛✲
❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ♥✬❡st ♣❛s r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ q✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ✖ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✲
✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ q✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t α ∈ L q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✱
♦♥ ❛ ✿

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t α ∈ L ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ Gal(L/E) ❡t ♣♦✉r t♦✉t l ∈ N✱ ♦♥ ❛ ✿

ψmν(l+1)(α) 6= ψmνl(σ(α)) ✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ψmν (ψmνl(α)) = σ(ψmνl(α))✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j ≥ 1✱
♦♥ ❛ ✿

ψjmν (ψmνl(α)) = σj(ψmνl(α))

❝❛r ψmν ❡t σ ❝♦♠♠✉t❡♥t✳ ❙♦✐t o(σ) ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ ❞❛♥s Gal(L/K)✱ ❛❧♦rs ✿

0 = ψ
o(σ)
mν (ψmνl(α))− ψmνl(α) = ψmν(l+1)o(σ)−mνl(α)✳

❉♦♥❝ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡
s✉r α✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t σp ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥ ❛ss♦❝✐é à p✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

ψmνl
(
ψmν (α)− σsp(α)

)
6= 0✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✭❝❢✳ t❤✳ ✷✳✶✳✶✮ ✿

0 =
∑

w∈ML

degw logq
∣∣ψmνl

(
ψmν (α)− σsp(α)

)∣∣
w
✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼ ❛✈❡❝

l := (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [Eq : Kp]− 1✱
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♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

0 ≤
∑

w|v

degw (−(l + 1))

+
∑

w∈ML

degw logqmax{1, |ψmν(l+1)(α)|w}

+
∑

w∈ML

degw logqmax
{
1,
∣∣ψmνl

(
σsp(α)

)∣∣
w

}
✳ ✭✶✽✮

❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ u|v ❞❡ E✱ ♦♥ ❛ ✿
∑

w|u

degw = [L : E] deg u

= [L : E] degOE q

❝❛r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱

∑

u|v

(l + 1) [L : E] deg u

= (2 γ(ψ) [K : k] + 1)
∑

u|v

[Eq : Kp] [L : E] degOE q

≥ (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [L : K] degOK p✳

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✽✮ ♣❛r [L : k]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

0 ≤ −
(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
+ h(ψmν(l+1)(α)) + h

(
ψmνl

(
σsp(α)

))
✱

❞✬♦ù
(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
≤ 2 γ(ψ) + ĥψ(ψmν(l+1)(α)) + ĥψ(ψmνl(α))

❝❛r ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k̄✱ ♦♥ ❛
∣∣∣h(α)− ĥψ(α)

∣∣∣ ≤ γ(ψ)✱ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❲❡✐❧

❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❆✐♥s✐ ✿

(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
≤ 2 γ(ψ) + 2 qn (l+1) ĥψ(α)✱

❞✬♦ù
1

[K : k]
≤ 2 qn (l+1) ĥψ(α)✳



✸✳✷✳ ▼■◆❖❘❆❚■❖◆❙ ❉❊ ▲❆ ❍❆❯❚❊❯❘ ❈❆◆❖◆■◗❯❊ ✹✶

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

n (l + 1) = h d (qd − 1) degOE q (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [Eq : Kp]

≤ 3 h d (qd − 1) γ(ψ) [Eq : Kp] degOE q [K : k]

≤ 3 h d (qd − 1) γ(ψ) [Eq : Kp]
2 degOK p [K : k]

≤ 3 h d (qd − 1) γ(ψ) deg v d21 [K : k]✳

❈❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t q✉✐ s✉✐t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♥♦r♠❛❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s r❛♠✐✜é ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Hq ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ✖ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ❡st r❛♠✐✜é❡
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ q✳ ❙♦✐t η ∈ Hq \ {id}✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ L t❡❧ q✉❡
α− η(α) /∈ ψ [m∞]✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✷✳✶ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❙♦✐t α ∈ L t❡❧ q✉❡ α−η(α) /∈ ψ[m∞]✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

l := (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [Eq : Kp]− 1✱

♦♥ ❛ ✿
ψmν(l+1)(α)− ψmν(l+1)(η(α)) 6= 0✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✭❝❢✳ t❤✳ ✷✳✶✳✶✮✱ ✐✳❡✳ ✿

0 =
∑

w∈ML

degw · logq |ψmν(l+1)(α)− ψmν(l+1)(η(α))|w ✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

0 ≤
∑

w|v

degw (−(l + 1) eq(L/E))

+
∑

w∈ML

degw logqmax{1, |ψmν(l+1)(α)|w}

+
∑

w∈ML

degw logqmax{1, |ψmν(l+1)(η(α))|w} ✳ ✭✶✾✮
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❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ u|v ❞❡ E✱ ♦♥ ❛ ✿
∑

w|u

eq(L/E) degw = [L : E] deg u

= [L : E] degOE q

❝❛r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/E ❡st r❛♠✐✜é❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ eq(L/E) ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❡st
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

∑

u|v

(l + 1) [L : E] deg u

= (2 γ(ψ) [K : k] + 1)
∑

u|v

[Eq : Kp] [L : E] degOE q

≥ (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [L : K] degOK p✳

❉♦♥❝✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✾✮ ♣❛r [L : k]✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

0≤−
(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
+ h(ψmν(l+1)(α)) + h(ψmν(l+1)(η(α))) ✱

❞✬♦ù
(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
≤ 2 γ(ψ) + 2 ĥψ(ψmν(l+1)(α))

❝❛r ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k̄✱ ♦♥ ❛
∣∣∣h(α)− ĥψ(α)

∣∣∣ ≤ γ(ψ) ❡t ✿

h(ψmν(l+1)(η(α))) = h(η(ψmν(l+1)(α))) = h(ψmν(l+1)(α)) ✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❲❡✐❧ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s✱ ψmν ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts p✲❡♥t✐❡rs ❡t η ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡
❞❡ L/E✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
≤ 2 γ(ψ) + 2 qn (l+1) ĥψ(α)✱

❞✬♦ù
1

[K : k]
≤ 2 qn (l+1) ĥψ(α)✱

❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝❛r

n (l + 1) ≤ 3 h d (qd − 1) γ(ψ) deg v d21 [K : k]✳
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◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧
t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ♥♦r♠❛✲
❧✐sé❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸ ✭❞❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮
❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡ ❡t ψ ✉♥ OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡

s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ψ s♦✐t ❞é✜♥✐
s✉r K✱ L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✱ H
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G ❡t E ⊆ L ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ✜①é ♣❛r H✳ ❙♦✐❡♥t
d1 > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡
♣❧❛❝❡ w|v ❞❡ E✱ ♦♥ ❛✐t [Ew : Kv] ≤ d1✳ ❙♦✐❡♥t p ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK

❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❧❛❝❡ v ❡t m := p ∩ OF ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OF ❡♥✲❞❡ss♦✉s
❞❡ p✳ ❙♦✐t α ∈ L ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

∀η ∈ Gal(L/E), η(α)− α /∈ ψ[m∞] \ {0}✳ ✭✷✵✮

❆❧♦rs ✿

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t α /∈ ψ(L)tors ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭✷✵✮✳ ❙♦✐t I := Gal(L/E(α))✳ ❈♦♠♠❡ H := Gal(L/E) ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G✱ H ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝♦♠♠❡ I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ H✱ I ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❆✐♥s✐✱ H/I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G/I
❡t ✿

(G/I)
/
(H/I) ≃ G/H✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ H ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G✱ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t
H/I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G/I✳ ❖r G/I ≃ Gal(E(α)/K) ❡t
H/I ≃ Gal(E(α)/E)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ L := E(α)✳ ❖♥ ✐❧❧✉str❡
❧❛ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

L

E(α)

I

E

H/I

H<Z(G)

K

G/I

G
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✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ E(α)/E s♦✐t ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]

❝❛r α ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ E(α)/E s♦✐t r❛♠✐✜é❡✳ ❙♦✐t
η ∈ Hq \ {id} ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Hq ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✮✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✵✮✱ ♦♥ ❛ η(α)− α /∈ ψ[m∞]✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ❞✬♦ù ✿

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳
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✸✳✸✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t✐r♦✐rs ❞❛♥s (OF/m)×

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❛✉ ➓✸✳✹ ❞✬❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳

❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❞❡❣ré r✱ OF ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ✐♥té❣r❛❧❡
❞❡ A ❞❛♥s F ✱ n ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ OF ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✜①❡
✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r m ∈ OF ✳ ❙♦✐❡♥t R0 ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/n

❡t e > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ P♦✉r t♦✉t a ∈ OF ✱ ♦♥ ♥♦t❡ ā ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ a
❞❛♥s OF/n

e✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ r❡♣ré✲

s❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/n
e à ♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ R0 ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/n✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ✖ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡

R :=

{
e−1∑

i=0

λim
i
∣∣λi ∈ R0

}

❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/n
e✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿

#(R0)
e = #(OF/n)

e = qe degOF n = qdegOF ne = #(OF/n
e) ✳

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡R s♦♥t ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts
♠♦❞✉❧♦ ne✳ ❙♦✐❡♥t λ0, . . . , λe−1, µ0, . . . , µe−1 ∈ R0✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ s✐ ✿

e−1∑

i=0

λim
i ≡

e−1∑

i=0

µim
i mod ne✱

❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, . . . , e − 1}✱ ♦♥ ❛ λi = µi✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t
j ∈ {0, . . . , e− 1}✱ ♦♥ ❛ ✿

e−1∑

i=0

λim
i ≡

e−1∑

i=0

µim
i mod nj ⇐⇒

j−1∑

i=0

λim
i ≡

j−1∑

i=0

µim
i mod nj✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t λ0 = µ0, λ1 = µ1, . . . , λe−1 = µe−1✳

❙♦✐t N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ OF ❞❡ ❞❡❣ré ✭❡♥ OF ✮ < 2 ✭q✉✐ ❡st ✜♥✐
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ 5.6 ❞❡ ❬❍❛②✼✾❪✮✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t✐r♦✐rs✱ ❡st ✉♥ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❝❧❡❢s q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛
❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭✷✵✮ ♣✳ ✹✸✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ✖ ❙♦✐❡♥t B > 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
(OF/n

e)× ❞✬✐♥❞✐❝❡ < B✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ e ≥ logq(2NB)✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts a ❡t b ❞❡ OF t❡❧s q✉❡ ā ∈ H✱ b̄ ∈ H ❡t ✿

2 < qdegOF (b−a) < 2NB qdm

♦ù dm := maxλ∈R0{degOF λ}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

R :=

{
e−1∑

i=0

λim
i
∣∣∣λi ∈ R0

}

❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ OF/n
e✳ P♦✉r

t♦✉t ré❡❧ x✱ ♦♥ ♥♦t❡ ⌈x⌉ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r ❡①❝ès ❞❡ x✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r ✈ér✐✜❛♥t ✿

⌈x⌉ − 1 < x ≤ ⌈x⌉✳

P♦s♦♥s

c :=

⌈
logq(2NB)

degOF n

⌉
✳

❙♦✐t

Γ :=

{
e−1∑

i=c

λim
i
∣∣λi ∈ R0

}
✳

P♦✉r t♦✉t α ∈ Γ✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s

Iα :=

{
c−1∑

i=0

λim
i + α

∣∣λi ∈ R0

}
✳

❆✐♥s✐✱ R ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s Iα ♣♦✉r α ♣❛r❝♦✉r❛♥t Γ✳ ❙♦✐t

Λ :=
{
a ∈ OF

∣∣ ā ∈ H
}
✳

❆❧♦rs✱ H ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ Λ∩R q✉✐ ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s Λ∩Iα
♣♦✉r α ∈ Γ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ Γ✱ ♦♥ ❛✐t #(Λ ∩ Iα) ≤ N ✳
❆❧♦rs ✿

#H = #(Λ ∩R) =
∑

α∈Γ

#(Λ ∩ Iα) ≤ N #Γ✳

❖r #Γ = q(e−c) degOF n ✭❝❛r e ≥ logq(2NB) ≥ c✮✱ ❞✬♦ù ✿

#H ≤ N q(e−c) degOF n = N
#(OF/n

e)

#(OF/nc)
✳
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❆✐♥s✐✱

B >
[
(OF/n

e)× : H
]
=

#((OF/n
e)×)

#(H)
≥

#(OF/n
c)

N

#((OF/n
e)×)

#(OF/ne)

≥
1

2

#(OF/n
c)

N
❝❛r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 1.6 ❞❡ ❬❘♦s✵✷❪✱ ♦♥ ❛ ✿

#
(
(OF/n

e)×
)
= #(OF/n)

e

(
1−

1

#(OF/n)

)
≥

1

2
#(OF/n

e) ✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ 2N B > qc degOF n✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ c✳ ■❧
❡①✐st❡ ❛❧♦rs α ∈ Γ t❡❧ q✉❡ #(Λ ∩ Iα) ≥ N +1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r a ❡t
b ❞✐st✐♥❝ts ❞❛♥s Λ ∩ Iα t❡❧s q✉❡ degOF (b − a) ≥ 2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ a ❡st ✜①é
❞❛♥s Λ∩ Iα✱ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{
b− a

∣∣ b ∈ Λ ∩ Iα
}
❡st N +1✳ ❖r✱

✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ N é❧é♠❡♥ts ❞❡ OF ❞❡ ❞❡❣ré ≤ 1✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ b ∈ Λ∩Iα
t❡❧ q✉❡ degOF (b− a) ≥ 2✳ ❊t ❝♦♠♠❡ a, b ∈ Iα✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

degOF (b− a) ≤ (c− 1) degOF n+ dm✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ F/k ❡st ❈▼✳ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥ OF ✲
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ r❛♥❣ r✱ F̃ := F ∩Fq ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ F ✱
ς := logq#F̃ ✭✐✳❡✳ F̃ = Fqς ✮ ❡t h ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ OF ✳ ❙♦✐t m ✉♥
✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OF ✱ ❛❧♦rs mh ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞♦♥t ♦♥ ♥♦t❡
m ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t
♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ✖ ❙♦✐❡♥t B > 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
(OF/m

he)× ❞✬✐♥❞✐❝❡ < B✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ e ≥ logq(2B qς (d+1))✳
❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts a ❡t b ❞❡ OF t❡❧s q✉❡ ā ∈ H✱ b̄ ∈ H✱
degOF a = degOF b✱ µϕ(a) = µϕ(b) ❡t ✿

2 < qdegOF (b−a) < 2B qς (d+1)+dm

♦ù dm := maxλ∈R0{degOF λ}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐❡♥t ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞ ❡t
d := deg∞′ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ∞′ s✉r Fq✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 1.4.9 ❞❡
❬❙t✐✵✾❪✱ ♦♥ ❛ N ≤ qς (d+1)✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a′ ❡t b′ ❞❛♥s OF t❡❧s q✉❡ a′ ∈ H✱
b′ ∈ H ❡t ✿

2 < qdegOF (b′−a′) < 2B qς (d+1)+dm ✳
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❙♦✐t λ ∈ OF ❞❡ ❞❡❣ré s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ✐✳❡✳ ✿

degOF λ > max
{
degOF a

′, degOF b
′
}
✳

P♦s♦♥s a = a′ + λme ❡t b = b′ + λme✱ ❛❧♦rs ā ∈ H✱ b̄ ∈ H✱

degOF b = degOF a = degOF λ+ e degOF m

❡t
degOF (b− a) = degOF (b

′ − a′) < degOF a✱

❞✬♦ù
degτ ϕa = r degOF a > r degOF (b− a) = degτ ϕb−a✳

❖r ϕb−a = ϕb − ϕa✱ ❞♦♥❝ µϕ(a) = µϕ(b)✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ dm q✉✐
❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ✜①é❡ ❞✉ A✲
♠♦❞✉❧❡ OF ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✹✳ ✖ ❙♦✐t (e1, . . . , er) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ OF ❡♥ t❛♥t q✉❡ A✲♠♦✲
❞✉❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts R0 ❞❡ OF/m

h t❡❧ q✉❡ ✿

dm := max
λ∈R0

{degOF λ} ≤ dOF + h r degOF m

♦ù dOF := max1≤i≤r{degOF ei}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t m0 ∈ A ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡✲
♠✐❡r ❞❡ A ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ m ✭✐✳❡✳ (m0) = A ∩ m✮✳ ❈♦♠♠❡ m0 ∈ m✱ ♦♥ ❛
mh

0 ∈ mh✱ ❞♦♥❝ OF/(m
h
0OF ) s❡ s✉r❥❡❝t❡ s✉r OF/m

h✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t s②stè♠❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/(m

h
0OF ) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts

❞❡ OF/m
h✳ ❖r✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{
a ∈ A

∣∣ degA a < degAm
h
0

}
❡st ✉♥ s②stè♠❡

❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ A/(mh
0)✳ ❉♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R0 ❞❡s é❧é♠❡♥ts λ ∈ OF

t❡❧ q✉❡ λ = a1 e1 + · · ·+ ar er ❛✈❡❝ ❧❡s ai ∈ A ❞❡ ❞❡❣ré < degAm
h
0 ❢♦r♠❡

✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/(m
h
0OF )✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱

♦♥ ❛ degOF a = r degA a ❝❛r (1) ✿

OF/(aOF ) ≃ (A/(a))r ✳

✶✳ ❖✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ F/k ❡st ❈▼✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ✿

degOF
a = −d v∞′(a) = −f(∞′/∞) v∞′(a) = −f(∞′/∞) e(∞′/∞) v∞(a)

= −[F : k] v∞(a) = −r v∞(a) = r degA a✳
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❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ R0✱ ♦♥ ❛ ✿

degOF λ = degOF (a1 e1 + · · ·+ ar er)

≤ max
1≤i≤r

{degOF ai ei}

≤ max
1≤i≤r

{degOF ei}+ max
1≤i≤r

{degOF ai}

≤ dOF + r max
1≤i≤r

{degA ai}

≤ dOF + r degAm
h
0

≤ dOF + h r degAm0✳

❖r✱ degAm0 ≤ degOF m ✭❝❛r OF/m ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ A/(m0)✮✱
❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
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✸✳✹✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ❞♦♥t
♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞✉ ❧❡❝t❡✉r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳ ✖ ❙♦✐❡♥t F/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ✜♥✐❡✱ ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡
♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞✱ d ❧❡ ❞❡❣ré s✉r Fq ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ∞′ ❡t ψ ✉♥ OF ✲
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
t❡❧❧❡ q✉❡ ψ s♦✐t ❞é✜♥✐ s✉r K ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G ❡t E ⊆ L

❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ✜①é ♣❛r H✳ ❙♦✐❡♥t d1 > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡
❞❡ K✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ E ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ♦♥ ❛✐t
[Ew : Kv] ≤ d1✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s c1 > 0 ❡t c2 ≥ 1 q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ψ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ L ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✱
♦♥ ❛ ✿

ĥψ(α) ≥
q−c1 deg v d21 [K:k]

c2 d
qd−1
1 [K : k]qd

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡ ψ ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé s♦♥
❝♦r♣s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st H+

F ✭❝❢✳ ➓✷✳✷✳✼✮✳ ❉♦♥❝ K ⊃ H+
F ⊃ F ✳ ❈♦♥❢♦r✲

♠é♠❡♥t ❛✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✵✱ ♥♦t♦♥s p ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡ OK ❛ss♦❝✐é à ❧❛
♣❧❛❝❡ v ❡t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OE ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ ❖♥ ♣♦s❡ m := p∩OF ✱
F̃ := F ∩ Fq ❡t ς := logq#F̃ ✳ ❙♦✐❡♥t h ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ OF ❡t m
✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ mh✳ ❋✐①♦♥s (e1, . . . , er) ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ OF

❡♥ t❛♥t q✉❡ A✲♠♦❞✉❧❡ ❡t R0 ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ OF/m
h t❡❧

q✉❡ ✿
dm := max

λ∈R0

{degOF λ} ≤ dOF + h r degOF m

♦ù dOF := max1≤i≤r{degOF ei} ✭✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❡①✐st❡
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✹✮✳ ❙♦✐t α ∈ L ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✳ ❙♦✐t i ✉♥
❡♥t✐❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ✐✳❡✳ t❡❧ q✉❡ ✿

L ∩H+
F (ψ[m

∞]) = L ∩H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
✭✷✶✮

❡t
ν i ≥ logq

(
4 d1 [K : H+

F ] q
ς (d+1)

)
✳

❆❧♦rs✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

H1 := Gal
(
E
(
ψ
[
mhνi

])
/E

)
✱

♦♥ ❛
H1 ≃ Gal

(
H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/E ∩H+

F

(
ψ
[
mhνi

]))
✳
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❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈♦✐rH1 ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡Gal
(
H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/H+

F

)
✳

P♦s♦♥s ✿
G1 := Gal

(
H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/H+

F

)
✳

❖♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

E
(
ψ
[
mhνi

])

H1

E H+
F

(
ψ
[
mhνi

])

E ∩H+
F (ψ[m

∞])

H+
F

G1

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/H+

F ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t
r❛♠✐✜é❡ ❡♥ t♦✉t ♣r❡♠✐❡r ❞❡ H+

F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ m✱ ❛✐♥s✐ ✿
[
E ∩H+

F

(
ψ
[
mhνi

])
: H+

F

]
≤ eq

(
E/H+

F

)
≤ d1 [K : H+

F ]✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✽✮ ♣✳ ✶✺✱ ♦♥ ❛ ✿

G1 ≃
(
OF/m

hνi
)×

✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈♦✐r H1 ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
(
OF/m

hνi
)×

❡t ❧✉✐ ❛♣✲
♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❛✈❡❝ B := d1 [K : H+

F ] + 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♥♦✲
t❛♥t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ OF ✱ ā ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ a ❞❛♥s OF/m

hνi✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts a ❡t b ❞❡ OF t❡❧s q✉❡ ā ∈ H1✱ b̄ ∈ H1✱
degOF a = degOF b✱ µψ(a) = µψ(b) ❡t ✿

2 < qdegOF (b−a) < 2B qς (d+1)+dm ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✺✮ ♣✳ ✶✸ ❡t ✭✼✮ ♣✳ ✶✺✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t σa ∈ H1

❡t σb ∈ H1 ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✬❆rt✐♥ ❛ss♦❝✐és✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✉① ✐❞é❛✉① (a)

❡t (b) ❞❡ OF ✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ ψ
[
mhνi

]
✱ ♦♥ ❛ ✿

µψ(a) σa(λ) = ψa(λ) ✭✷✷✮

❡t
µψ(b) σb(λ) = ψb(λ)✳ ✭✷✸✮
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❙♦✐❡♥t σ̃a ❡t σ̃b ❞❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ σa ❡t σb à L
(
ψ
[
mhνi

])
✳

❆✐♥s✐ σ̃a ❡t σ̃b s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Gal
(
L
(
ψ
[
mhνi

])
/E

)
✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

β := (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (α)− ψ

(b−a)q
d−1(α) ∈ L✳ ✭✷✹✮

❖♥ ❛ ✿

ĥψ(β) = ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)− ψ
(b−a)q

d−1(α)
)

≤ ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)
)
+ ĥψ

(
ψ
(b−a)qd−1(α)

)
✳

❖r
(
µψ(b) σ̃b−µψ(a) σ̃a

)qd−1
(α)

=

qd−1∑

j=0

(−1)j
(
qd − 1

j

)
µψ(a)

j µψ(b)
qd−1−j σ̃q

d−1−j
b ◦ σ̃ja(α)

=
µψ(a)=µψ(b)

qd−1∑

j=0

(−1)j
(
qd − 1

j

)
µψ(a)

qd−1 σ̃q
d−1−j
b ◦ σ̃ja(α)

=

qd−1∑

j=0

(−1)j
(
qd − 1

j

)
σ̃q

d−1−j
b ◦ σ̃ja(α)

❝❛r µψ(a) ∈ F∗
qd

❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✮ ♣✳ ✶✹✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ k ❡t

t♦✉t ζ ∈ F∗
q ♦♥ ❛ (2) ĥψ(ζ x) = ĥψ(x)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)
)
≤ qd ĥψ(α)✳ ✭✷✺✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

ĥψ

(
ψ
(b−a)qd−1(α)

)
= q(q

d−1) degOF
(b−a) ĥψ(α)✳ ✭✷✻✮

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

ĥψ(β) ≤
(
qd + q(q

d−1) degOF
(b−a)

)
ĥψ(α)

≤ 2
(
qdegOF (b−a)

)qd−1

ĥψ(α)✳

✷✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ✿ ĥψ(ζ x) = ĥψ(ψζ(x)) = qdegOF
ζ ĥψ(x) = ĥψ(x)✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
(
qd−1

j

)
= (−1)j ❞❛♥s Fq✱ ❝❛r

(
qd−1

0

)
= 1 ❡t ✿

(
qd−1

j

)
+

(
qd−1

j+1

)
=

(
qd

j+1

)
≡ 0 mod p✳
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❖r✱ ♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ a ❡t b✱ ♦♥ ❛ ✿

2 < qdegOF (b−a) < 2B qς (d+1)+dm ✱

❛✈❡❝ B = d1 [K : H+
F ] + 1✱ ❛✐♥s✐ ✿

ĥψ(β) ≤ 2
(
2 (d1 [K : H+

F ] + 1) qς (d+1)+dm
)qd−1

ĥψ(α)

≤ 2
(
4 d1 [K : k] qς (d+1)+dm

)qd−1
ĥψ(α)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸
✭❛✈❡❝ α r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r β✮ s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

ĥψ(β) ≥
(
2 [K : k] q3 h d (q

d−1) γ(ψ) degOK
p d21 [K:k]

)−1

❡t ❞♦♥❝ ✿

ĥψ(α) ≥
(
4 (4 d1)

qd−1 [K : k]q
d

q(q
d−1)(3 h d γ(ψ) d21 degOK

p [K:k]+ς (d+1)+dm)
)−1

✳

❖r

dm ≤ dOF + h r degOF m

≤ 2 max{1, dOF } h r degOF m

≤ 2 max{1, dOF } h r degOK p✳

❉✬♦ù

3 h d γ(ψ) d21 degOK p [K : k] + ς (d+ 1) + dm

≤3 h d γ(ψ) d21 degOK p [K : k] + 4 max{1, dOF } h r ς degOK p

≤h degOK p
(
3 d γ(ψ) d21 [K : k] + 4 r ς max{1, dOF }

)

≤7 h r ς max{1, dOF } γ(ψ) d
2
1 degOK p [K : k]✳

❆✐♥s✐✱

ĥψ(α) ≥
(
4 (4 d1)

qd−1 [K : k]q
d

q7 h r ς (q
d−1) max{1,dOF } γ(ψ) d21 degOK

p [K:k]
)−1

✱

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t é♥♦♥❝é ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

c1 := 7 h r ς (qd − 1) max{1, dOF } γ(ψ)✱

❡t
c2 := 4q

d

✳
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■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c1 ❡t c2 s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡
❞❡ ψ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ h✱ dOF ✱ r✱ d ❡t γ(ψ)✳
❖r γ(ψ) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ψ ❡t h✱ dOF ✱ r ❡t d ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡
❧✬❛♥♥❡❛✉ OF ✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ψ ❝❛r OF ❡st ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ψ✳

■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à ✈ér✐✜❡r q✉❡ β ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥
♣♦✉r ψ ❡t q✉❡ β ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✵✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸ ✿ ♣♦✉r t♦✉t
η ∈ Gal(L/E)✱ ♦♥ ❛ η(β) − β /∈ ψ[m∞] \ {0}✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡
q✉❡ β s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✹✮ ♣✳ ✺✷ ❞❡ β ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✺✮ ❡t ✭✷✻✮ ♣✳ ✺✷ ✿

q(q
d−1) degOF

(b−a) ĥψ(α) = ĥψ

(
ψ
(b−a)qd−1(α)

)

= ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)
)

≤ qd ĥψ(α)✳

❖r qdegOF (b−a) > 2 ❡t 2q
d−1 > qd✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ α ♥❡ s♦✐t

♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ β ✈ér✐✜❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✵✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✳ P♦✉r ❝❡❧❛ s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ η ∈ Gal(L/E) t❡❧ q✉❡ θ := η(β)− β ∈ L ∩ ψ[m∞] \ {0}✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥
♣♦s❛♥t δ := η(α) − α ∈ L✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✹✮ ♣✳ ✺✷ ❞❡ β ❡t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Gal(L/E) ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ✿

θ = η(β)− β = η
(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)− ψ
(b−a)q

d−1(α)
)

− (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (α)− ψ

(b−a)qd−1(α)

= (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (η(α))− ψ

(b−a)q
d−1(η(α))

− (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (α)− ψ

(b−a)qd−1(α)

= (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (η(α)− α)

−ψ
(b−a)q

d−1(η(α)− α)

= (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (δ)− ψ

(b−a)qd−1(δ)✳
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❈♦♠♠❡ θ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✺✮
❡t ✭✷✻✮ ♣✳ ✺✷ ✭❛✈❡❝ α r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r δ✮ ✿

q(q
d−1) degOF

(b−a) ĥψ(δ) = ĥψ

(
ψ
(b−a)q

d−1(δ)
)

= ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (δ)
)

≤ qd ĥψ(δ)✳

❉♦♥❝ δ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ψ ❝❛r qdegOF (b−a) > 2✱ ❡t 2q
d−1 > qd✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ1 ∈ L ❡t δ2 ∈ L ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦r✲
s✐♦♥ ❞❡ ψ t❡❧s q✉❡ δ = δ1 + δ2 ❛✈❡❝ δ1 ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ m ❡t δ2
❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à m✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ δ1 ∈ ψ

[
mhνi

]
♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ i ✭❝❢✳

r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✶✮✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✷✮ ❡t ✭✷✸✮ ♣✳ ✺✶✱ ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ✿

(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (δ1)− ψ

(b−a)qd−1(δ1) = 0✳

❉♦♥❝
θ = (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (δ2)− ψ
(b−a)q

d−1(δ2)✳

P✉✐sq✉❡ δ2 ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à m✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ θ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à m✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ b ❞❡ OF ♣r❡♠✐❡r
à m t❡❧ q✉❡ θ ∈ ψ[b]✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ θ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ m

♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r i > 0 t❡❧ q✉❡ θ ∈ ψ[mi]✳ ▼❛✐s ❧❡s
✐❞é❛✉① b ❡t m ét❛♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ b ❡t mi✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ b ❡t v ∈ mi t❡❧s q✉❡ u + v = 1✳ ❖r✱ ψu(θ) = 0 ❝❛r
θ ∈ ψ[b] ❡t ψv(θ) = 0 ❝❛r θ ∈ ψ[mi]✳ ❉✬♦ù

θ = ψ1(θ) = ψu(θ) + ψv(θ) = 0✳

❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ θ 6= 0✳ ❉♦♥❝ β ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✵✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
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✸✳✺✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❞♦♥t ♥♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳ ✖ ❙♦✐t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❞é✜♥✐ s✉r k ❡t à
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t L/K ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G ❡t E ⊆ L ❧❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ✜①é ♣❛r H✳ ❙♦✐t d0 > 0

✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ v ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w ❞❡ E ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ♦♥ ❛✐t [Ew : Kv] ≤ d0✳ ❆❧♦rs L ❛ ❧❛
♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c0 > 0 q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ φ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ L ♥♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r φ✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ(α) ≥ q−c0 deg v d20 [K:k]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❞✉ ➓✷✳✹✱ ♦♥
♥♦t❡ r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ φ✱ R ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ End(φ) ❞❛♥s k✱ C ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ R✱ F
❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ R ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ F ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❈▼ ❞❡
k ❞❡ ❞❡❣ré r✮✱ F̃ := F ∩ Fq ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ F ❡t ς := logq#F̃ ✳
❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ∞′ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ F ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ∞✱ d ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
❧❛ ♣❧❛❝❡ ∞′ s✉r Fq✱ φ′ ❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ét❡♥❞✉ ❞❡ φ ❡t ϕ′ := C∗φ′

❧❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✐s♦❣è♥❡ à φ′ ✈✐❛ φ′
C ❞♦♥t ♦♥ ♥♦t❡ ϕ ❧❡ OF ✲♠♦❞✉❧❡

❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ét❡♥❞✉✳ ❙♦✐❡♥t π ∈ OF ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ ∞′ ❡t z ∈ k ✉♥❡
r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✿

Xqd−1 − µϕ(π
−1)✳

❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✱ ❧❡OF ✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ψ := z ϕ z−1

❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ψ = z ϕ z−1 ❡t ϕ′ := C ∗ φ′✱ ❧❡
❝♦r♣s Fφ(z) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ψ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té
✭✶✷✮ ♣✳ ✷✼✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✱ ♦♥ ❛ ✿

qdegR C ĥφ(α) = ĥψ(z φ
′
C(α)) ✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ K ❝♦♥t✐❡♥t Fφ(z)✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t K1 := K Fφ(z) ❡t L1 := LFφ(z)✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L1/K1

❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ❙♦✐❡♥t G1 := Gal(L1/K1) ❡t E1 := L
Z(G1)
1 ✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡

❛✐sé♠❡♥t q✉❡ s✐ E0 := E Fφ(z)✱ ❛❧♦rs Gal(L1/E0) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
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❞❡ Z(G1)✱ ❞♦♥❝ E1 ⊂ E0✳ ❖♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

L1

L

E0

E

Z(G)>

E1

Z(G1)

K1

G1

K

G

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ v1 ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡K1 ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w1

❞❡ E1 ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ v1✱ ♦♥ ❛ [(E1)w1 : (K1)v1 ] ≤ d0✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

[(E1)w1 : (K1)v1 ] ≤ [(E0)w0 : (K1)v1 ] ≤ [Ew : Kv] ≤ d0✱

♦ù w0 ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ E0 ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ w1 ❡t w ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ w0 à E✳
❆✐♥s✐✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c′0>0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ L1\φ(L1)tors✱
♦♥ ❛✐t ✿

ĥφ(α) ≥ q−c
′
0 deg v1 d20 [K1:k]✱

❛❧♦rs✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t
c0 := c′0 [Fφ(z) : k]

2✱

♣♦✉r t♦✉t α ∈ L \ φ(L)tors✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥφ(α) ≥ q−c0 deg v d20 [K:k]

❝❛r
deg v1 ≤ [Fφ(z) : k] deg v

❡t
[K1 : K] ≤ [Fφ(z) : k] [K : k]✳

❉♦♥❝✱ q✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r (K,L) ♣❛r (K1, L1)✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡
Fφ(z) ⊂ K✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ❢❡r❛ ❞és♦r♠❛✐s✳
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❙♦✐t L′/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ L′ ⊂ L ❡t ♥♦t♦♥s
G′ := Gal(L′/K) s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❙♦✐t E ′ := L′ ∩ E✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡①✲
t❡♥s✐♦♥ L′/E ′ ❡st ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t Gal(L′/E ′) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Z(G′)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|v ❞❡ E ′✱ ♦♥ ❛ [E ′

w : Kv] ≤ d0✳ ❙♦✐t β ∈ L′

q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ ψ✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s c1 > 0 ❡t c2 ≥ 1 q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ψ ✭❡t
❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡ φ✮ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

ĥψ(β) ≥
q−c1 deg v d20 [K:k]

c2 d
qd−1
0 [K : k]qd

✳

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✱ ♦♥ ❛ ✿

c1 := 7 h r ς (qd − 1) max{1, dOF } γ(ψ)

❡t
c2 := 4q

d

✳

❊♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

c2 d
qd−1
0 [K : k]q

d

≤ q2 q
d

q(q
d−1) d0 qq

d [K:k]

≤ q4 q
d d0 [K:k]✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

ĥψ(β) ≥ q−11 h r ς qd max{1,dOF } γ(ψ) deg v d20 [K:k]✳

❙♦✐t α ∈ L \ φ(L)tors✳ ❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t β ♣❛r z φ′
C(α) ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré✲

❝é❞❡♥t❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✷✮ ♣✳ ✷✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

ĥφ(α) =
ĥψ(z φ

′
C(α))

qdegR C

≥ q−11 h r ς qd max{1,dOF } γ(ψ) max{1,degR C} deg v d20 [K:k]✳

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

c′0 := 11 h r ς qd max{1, dOF } γ(ψ) max{1, degR C}✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳✶✳ ✖ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c0 ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

c0 = 11 h r ς qd max{1, dOF } γ(ψ) max{1, degR C} [Fφ(z) : k]
2✳
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❈❛r❧✐t③ ✭✐✳❡✳ ❧❡ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❉r✐♥❢❡❧❞ C ❞❡ r❛♥❣ 1 ❞é✜♥✐ s✉r k ♣❛r CT = T τ 0 + τ✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ K/k ❡t ♣♦✉r t♦✉t α ∈ Kab \C(Kab)tors✱ ♦♥ ❛ ✿

ĥC(α) ≥ q−11 q γ(C) [K:k]2 ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳✷✳ ✖ ❈♦♠♠❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ à ❧❡✉r t❤é♦rè♠❡ ✭❝❢✳ ❝♦r✳ 1.3 ❞❡
❬❆❉❩✶✶❪✮✱ ❋✳ ❆♠♦r♦s♦✱ ❙✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐ ❛ ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ✭❇✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ✭❝❢✳ ❬❈❤❡✶✵❪✮✱ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡
s✐ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t s✐ L/K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✲
✜♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① s✉r L
s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K✳ ❊♥s✉✐t❡ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐
❡t P✳ ❉è❜❡s ✭❝❢✳ ❬❈❉✶✸❪✮ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡ rés✉❧t❛t à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
❝♦r♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❝❡ rés✉❧✲
t❛t ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ➓❆✳✷✳
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❉❊❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉✬❆❘■❚❍▼➱❚■◗❯❊
❉❊❙ ❈❖❘P❙ ❊◆ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊

P❖❙■❚■❱❊

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
❆✳✶ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡✉ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✓ r❛♠✐✜é ✔ ✭❝❢✳
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻✮✳
▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❆✳✷ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❝❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❆✳✶✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡✲❆r❢

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s ❞❡
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳
❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜✲

♥✐❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G := Gal(L/K)✳ ❙♦✐❡♥t p ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r
♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ OK ❡t P ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OL ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✳ ❖♥ ♣♦s❡
e := e(P/p) ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ P/p ❡t f := f(P/p) ❧❡ ❞❡✲
❣ré ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ P/p✳ ❖♥ ♥♦t❡ vP ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à P ❡t
OP :=

{
x ∈ L

∣∣ vP(x) ≥ 0
}
❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❛ss♦❝✐é à P✳

❊♥✜♥ ♦♥ ✜①❡ ̟ ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ P✳



✻✷ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉❊❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊◆ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊ > 0

❆✳✶✳✶✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✶✳ ✖ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✿
✕ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ P/p ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

G−1 = G−1(P/p) :=
{
σ ∈ G

∣∣ σP = P
}
❀

✕ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ P/p ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

G0 = G0(P/p) :=
{
σ ∈ G

∣∣ ∀γ ∈ OP, σ(γ) ≡ γ mod P
}
❀

✕ i✲è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ P/p ✭❛✈❡❝ i ∈ N✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

Gi = Gi(P/p) :=
{
σ ∈ G

∣∣ ∀γ ∈ OP, σ(γ) ≡ γ mod Pi+1
}
✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✶✳✷✳ ✖ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t
❜✐❡♥s ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G✳

▲❡♠♠❡ ❆✳✶✳✸✳ ✖ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

✶✳ G ⊇ G−1 ⊇ G0 ⊇ · · · ⊇ Gi ⊇ · · · ❀

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ i′ ∈ N t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ≥ i′✱ ♦♥ ❛ Gi = {id}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖

✶✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✱ ♦♥ ❛ Gi ⊆ Gi−1✳ ❙♦✐❡♥t
i ∈ N ❡t σ ∈ Gi✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ OP✱ ♦♥ ❛ ✿

σ(γ) ≡ γ mod Pi+1✳

❖r Pi+1 ⊂ Pi✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ OP✱ ♦♥ ❛ ✿

σ(γ) ≡ γ mod Pi✳

❊t ❞♦♥❝ σ ∈ Gi−1✳

✷✳ ❙♦✐t σ ∈ G t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ≥ −1✱ ♦♥ ❛✐t σ ∈ Gi✳ ❆❧♦rs✱
♣♦✉r t♦✉t γ ∈ OP✱ ♦♥ ❛ ✿

σ(γ) ≡ γ mod Pi+1✳

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≥ −1✱ ♦♥ ❛ σ(γ) − γ ∈ Pi+1✳ ❉♦♥❝
σ = id✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G ét❛♥t ✜♥✐✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡
rés✉❧t❛t✳
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▲❡♠♠❡ ❆✳✶✳✹✳ ✖ P♦✉r t♦✉t i ∈ N✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Gi ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ ❞❡ G−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐❡♥t i ∈ N✱ σ ∈ Gi ❡t η ∈ G−1✳ P♦✉r t♦✉t γ ∈ OP✱
♦♥ ❛ ✿

σ ◦ η−1(γ) ≡ η−1(γ) mod Pi+1✳

❆✐♥s✐✱
η ◦ σ ◦ η−1(γ) ≡ γ mod ηPi+1✳

❖r η ∈ G−1 ❞♦♥❝ ηP = P✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✺✳ ✖ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

✶✳ #(G−1) = ef ✿

✷✳ #(G0) = e ❀

✸✳ p ∤ #(G0/G1)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❱♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 3.8.2 ♣❛❣❡ 131 ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.8.5

♣❛❣❡ 134 ❞❡ ❬❙t✐✵✾❪✳

▲❡♠♠❡ ❆✳✶✳✻✳ ✖ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t σ ∈ G−1✱ ♦♥ ❛ vP
(
σ(̟)
̟

)
= 0 ❀

✷✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ N \ {0}✱ ♦♥ ❛ σ ∈ Gi s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

σ(̟)

̟
≡ 1 mod Pi✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖

✶✳ ❙♦✐t σ ∈ G−1✱ ❛❧♦rs ✿

vP

(
σ(̟)

̟

)
= vP(σ(̟))− vP(̟)

= vσ−1P(̟)− vP(̟)✳

❖r✱ ❝♦♠♠❡ σ ∈ G−1✱ ♦♥ ❛ σP = P✱ ❞✬♦ù ✿

vP

(
σ(̟)

̟

)
= vP(̟)− vP(̟) = 0✳



✻✹ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉❊❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊◆ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊ > 0

✷✳ ❙♦✐❡♥t i ≥ 1 ❡t σ ∈ Gi✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

σ ∈ Gi ⇐⇒ vP(σ(̟)−̟) ≥ i+ 1

⇐⇒ vP

(
σ(̟)

̟
− 1

)
≥ i

⇐⇒
σ(̟)

̟
≡ 1 mod Pi✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✼✳ ✖ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿

✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ θ0 : G0/G1 → (OP/P)× ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r σ 7→ σ(̟)
̟

❀

✷✳ ❙♦✐t i ∈ N \ {0}✱ ♦♥ ♥♦t❡ θi : Gi/Gi+1 −→ Pi/Pi+1 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ ♣❛r σ 7−→ σ(̟)

̟
− 1 ❀

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✽✳ ✖ P♦✉r t♦✉t i ∈ N✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ θi ❡st ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ θi ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡
❧✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ̟ ❞❡ P ❝❤♦✐s✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t i ∈ N ✿

✶✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ θi ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ̟✳ ❙♦✐❡♥t σ ∈ Gi ❡t
̟′ 6= ̟ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ P✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ O×

P t❡❧
q✉❡ ̟′ = u̟✳ ❆✐♥s✐ ✿

σ(̟′)

̟′
=
σ(u̟)

u̟
=
σ(u)

u

σ(̟)

̟
✳

❖r u ∈ O×
P ❡t σ ∈ Gi✱ ❞✬♦ù ✿

σ(u)

u
≡ 1 mod Pi+1✳

❊t ❞♦♥❝ ✿
σ(̟′)

̟′
≡
σ(̟)

̟
mod Pi+1✳

✷✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s σ ∈ Gi ❡t η ∈ Gi✱ ♦♥ ❛ ✿

σ ◦ η(̟)

̟
≡
σ(̟)

̟

η(̟)

̟
mod Pi+1✳
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❖♥ é❝r✐t
σ ◦ η(̟)

̟
=
σ(̟)

̟

η(̟)

̟

σ ◦ η(̟)

η(̟)

̟

σ(̟)
✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t u := η(̟)
̟

✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

σ ◦ η(̟)

η(̟)

̟

σ(̟)
=
σ(u)

u
✳

❈♦♠♠❡ η ∈ Gi ⊂ G−1✱ ♦♥ ❛ ηP = P ❡t ❞♦♥❝ u ∈ O×
P✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱

❝♦♠♠❡ σ ∈ Gi✱ ♦♥ ❛ ✿

σ(u)

u
≡ 1 mod Pi+1✳

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✸✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ θ0 ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ θ0 s♦✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ θ0 ✿

ker θ0 =
{
σ ∈ G0

∣∣ θ0(σ) = 1
}

=

{
σ ∈ G0

∣∣ σ(̟)

̟
≡ 1 mod P

}

= G1✱

❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❆✳✶✳✻✳ ❆✐♥s✐ θ0 ❡st ❜✐❡♥ ✐♥❥❡❝t✐❢✳

✹✳ ❙♦✐❡♥t i > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ σ ∈ Gi ❡t η ∈ Gi✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t 2 ❝✐✲❞❡ss✉s✱
♦♥ ❛ ✿

σ ◦ η(̟)

̟
− 1 ≡

σ(̟)

̟

η(̟)

̟
− 1 mod Pi+1✳

P♦s♦♥s x := σ(̟)
̟

− 1 ❡t y := η(̟)
̟

− 1✳ ❆❧♦rs ✿

σ(̟)

̟

η(̟)

̟
− 1 = (x+ 1)(y + 1)− 1

= x y + x+ y

≡ x+ y mod Pi+1
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❝❛r x y ∈ P2i ⊂ Pi+1✳ ❉♦♥❝ θi(σ ◦ η) = θi(σ)+ θi(η)✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s
q✉✬à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ θi ✿

ker θi =
{
σ ∈ Gi

∣∣ θi(σ) = 0
}

=

{
σ ∈ Gi

∣∣ σ(̟)

̟
− 1 ≡ 0 mod Pi+1

}

=

{
σ ∈ Gi

∣∣ σ(̟)

̟
≡ 1 mod Pi+1

}

= Gi+1✱

❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❆✳✶✳✻✳ ❆✐♥s✐ θi ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡
❣r♦✉♣❡s✳

❆✳✶✳✷✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺
❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❡st ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ✭✐✳❡✳ G ❡st
❛❜é❧✐❡♥✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✾✳ ✖ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿

✶✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ θ0 ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s (OK/p)
× ❀

✷✳ P♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ θi ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ OK/p✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✱ ♦♥ ❛ ✿

#(Gi/Gi+1) ≤ qdegOK p✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖

✶✳ ❙♦✐t σ ∈ G−1✱ ❛❧♦rs σP = P✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ aσ ∈ O×
P t❡❧ q✉❡

σ(̟) = aσ̟✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s♦✐t η ∈ G−1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ aη ∈ O×
P t❡❧ q✉❡

η(̟) = aη̟✳ ❆✐♥s✐ ✿

σ ◦ η(̟) = σ(aη̟) = σ(aη) σ(̟) = σ(aη) aσ̟✱

❞✬♦ù aση = σ(aη) aσ✳ ❊♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡ σ ❡t η✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
aησ = η(aσ) aη✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ σ ∈ G0✱ ❛❧♦rs ✿

σ(aη) ≡ aη mod P✱

❞✬♦ù
σ(aη) aσ ≡ aη aσ mod P✳
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❖r G ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❞♦♥❝ aση = aησ ✭✐✳❡✳ σ(aη) aσ = η(aσ) aη✮✳ ❉✬♦ù ✿

η(aσ) aη ≡ aη aσ mod P✳

❊t ❝♦♠♠❡ aη ∈ O×
P✱ ♦♥ ❛ ✿

η(aσ) ≡ aσ mod P✳

❊♥ ♥♦t❛♥t āσ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ aσ ❞❛♥s (OP/P)×✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ āσ ❡st
✜①é ♣❛r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G−1✳ ❖r

Gal ((OP/P)/(Op/p)) ≃ G−1/G0✱

❞✬♦ù ā ∈ (Op/p)
×✳ ❊t ❞♦♥❝ ✿

Im θ0 ⊂ (Op/p)
× ≃ (OK/p)

× ✳

✷✳ ❙♦✐t i ≥ 1✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ θi ❡st ✜①é❡ ♣❛r G−1✳ ❙♦✐❡♥t
σ ∈ Gi ❡t η ∈ G−1✳ P♦s♦♥s α := σ(̟)

̟
− 1✳ ❈♦♠♠❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♦♥

♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ aη ∈ O×
P t❡❧ q✉❡ η(̟) = aη̟✳ ❉✬♦ù ✿

̟ = η−1 ◦ η(̟) = η−1(aη̟) = η−1(aη) η
−1(̟)✳

❖r aη ∈ O×
P ❞♦♥❝ η−1(̟) = η−1

(
a−1
η

)
̟✳ ❉❡ ♣❧✉s ✿

σ(̟) =
G ❛❜é❧✐❡♥

η ◦ σ ◦ η−1(̟)

= η ◦ σ
(
η−1

(
a−1
η

)
̟
)

=
α:=

σ(̟)
̟

−1

σ
(
a−1
η

)
η(̟ (1 + α))

= σ
(
a−1
η

)
aη (1 + η(α))̟✳

❖r σ ∈ Gi ❡t aη ∈ O×
P✱ ❞✬♦ù ✿

σ
(
a−1
η

)
aη ≡ 1 mod Pi+1✳

❆✐♥s✐✱

α ≡
(1 + η(α))̟

̟
− 1 mod Pi+1

≡ η(α) mod Pi+1✳

❉♦♥❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ θi ❡st ❜✐❡♥ ✜①é❡ ♣❛r G−1✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐❡♥t v0 6= 0

❡t v ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ Im θi✳ ❙✐ Gi/Gi+1 ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t
❡st ❝❧❛✐r✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ Gi/Gi+1 6= {id} ❈♦♠♠❡ Pi/Pi+1 ❡st



✻✽ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉❊❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊◆ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊ > 0

✉♥ OP/P✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ ∈ OP/P t❡❧
q✉❡ v = λ v0✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ λ ❡st ✜①é ♣❛r G−1✳ ❖r

Gal ((OP/P)/(Op/p)) ≃ G−1/G0✱

❞✬♦ù λ ∈ Op/p ≃ OK/p✳ ❉♦♥❝ Im θi ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ OK/p✲
❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r v0✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✱ ♦♥ ❛ ✿

#(Gi/Gi+1) = #(Im θi) ≤ #(OK/p) = qdegOK p✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✱ ❞♦♥t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞✉
❧❡❝t❡✉r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ ✖ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ L/K ✉♥❡ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❡t p ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK✳ ❙✐
❧✬✐❞é❛❧ p ❡st r❛♠✐✜é s✉r L ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

Hp :=
{
σ ∈ G

∣∣ ∀γ ∈ OL, σ(γ)
q
degOK

p

≡ γq
degOK

p

mod pOL

}

❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ p s✉r L✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ▼♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Hp ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ p✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ Hp ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ét❛♥t é✈✐❞❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Hp ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s G0✳ ❙♦✐t σ ∈ Hp✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
γ ∈ OL✱ ♦♥ ❛ ✿

σ(γ)q
degOK

p

≡ γq
degOK

p

mod pOL✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r P ❞❡ OL ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✱ ♦♥ ❛ ✿

vP

(
σ(γ)q

degOK
p

− γq
degOK

p
)
≥ 1✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

vP

(
σ(γ)q

degOK
p

− γq
degOK

p
)

= vP

(
(σ(γ)− γ)q

degOK
p)

= qdegOK p vP(σ(γ)− γ) ✳

❉♦♥❝
vP(σ(γ)− γ) ≥ 1✳

❆✐♥s✐ σ ∈ G0 ❡t ❞♦♥❝ Hp ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ p
s✉r L✳



❆✳✶✳ ❯◆❊ ❈❖◆❙➱◗❯❊◆❈❊ ❉❯ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❍❆❙❙❊✲❆❘❋ ✻✾

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Hp ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❙♦✐❡♥t pOL = Pe
1 · · ·P

e
j

❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ p✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G ét❛♥t
❛❜é❧✐❡♥✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Gi ✭♦ù i ≥ −1✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ Pj′ = P

✭1 ≤ j′ ≤ j✮ ✜①é✳
✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p s♦✐t ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é s✉r L ✭✐✳❡✳ p ∤ e✮✱ ❛❧♦rs
❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✾✱ ♦♥ ❛ ✿

e = e0 = #(G0/G1) ≤ qdegOK p✳

❙♦✐❡♥t σ ∈ G0 ❡t γ ∈ OL✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ G0✱ ♣♦✉r t♦✉t
j′ ∈ {1, . . . , j}✱ ♦♥ ❛ ✿

σ(γ)− γ ∈ Pj′ ✱

❞✬♦ù✱

(σ(γ)− γ)q
degOK

p

∈ P
q
degOK

p

j′ ⊂ Pe
j′

❝❛r e ≤ qdegOK p✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

(σ(γ)− γ)q
degOK

p

= σ(γ)q
degOK

p

− γq
degOK

p

✳

❆✐♥s✐✱

σ(γ)q
degOK

p

− γq
degOK

p

∈ Pe
1 · · ·P

e
j = pOL✳

❉✬♦ù G0 ⊂ Hp✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt G0 ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❝❛r p ❡st r❛♠✐✜é s✉r L
♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳

✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ p ❡st s❛✉✈❛❣❡♠❡♥t r❛♠✐✜é s✉r L ✭✐✳❡✳
p | e✮✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡✲❆r❢ ✭❝❢✳ ❬❙❡r✻✽❪ ♣❛❣❡ 84✮✱
♣♦✉r t♦✉t i′ ≥ 1 t❡❧ q✉❡ Gi′ 6= Gi′+1✱ ♦♥ ❛ ✿

1

e

i′∑

i=1

#(Gi) ∈ Z✳

❙♦✐t i′ ≥ 1 t❡❧ q✉❡ Gi′ 6= Gi′+1 = {id}✳ P♦s♦♥s j′ := 0 s✐ Gi′ = G1✱ ❡t
s✐♥♦♥ ♦♥ ❞é✜♥✐t j′ ≥ 1 ♣❛r ✿

Gj′ 6= Gj′+1 = · · · = Gi′ 6= Gi′+1 = {id}✳

❆❧♦rs✱

1

e

j′∑

i=1

#(Gi) ∈ Z ❡t
1

e

i′∑

i=1

#(Gi) ∈ Z✳



✼✵ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉❊❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊◆ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊ > 0

❆✐♥s✐✱ e ❞✐✈✐s❡
i′∑

i=j′+1

#(Gi) = (i′ − j′)#(Gi′) = (i′ − j′)#(Gi′/Gi′+1) ✳

❉✬♦ù✱
e ≤ (i′ − j′)#(Gi′/Gi′+1) ≤ i′ qdegOK p✳

❙♦✐❡♥t σ ∈ Gi′−1 ❡t γ ∈ OL✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , j}✱ ♦♥ ❛ ✿

σ(γ)− γ ∈ Pi′

i ✱

❞✬♦ù✱

σ(γ)q
degOK

p

− γq
degOK

p

= (σ(γ)− γ)q
degOK

p

∈ P
i′ q

degOK
p

i ⊂ Pe
i ✳

❆✐♥s✐✱

σ(γ)q
degOK

p

− γq
degOK

p

∈ Pe
1 · · ·P

e
j = pOL✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ {id} ( Gi′ ⊆ Gi′−1 ⊆ Hp✳



❆✳✷✳ ❘❊▼❆❘◗❯❊❙ ❙❯❘ ❯◆ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❈❍❊❈❈❖▲■ ✼✶

❆✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s à ♣r♦♣♦s ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❤❡❝❝♦❧✐

❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❣❧♦❜❛❧ (1) ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❛ s❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ❡♥
t♦✉t❡s ✭r❡s♣✳ ❡♥ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s (2)✮ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
d0 ∈ N t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ✭r❡s♣✳ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s✮ ❧❡s ♣❧❛❝❡s v ❞❡ K✱ ♦♥ ❛
[Lw : Kv] ≤ d0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|v ❞❡ L✳

❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ t❤✳ 2.2.2 ❞❡ ❬❈❤❡✶✵❪✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✶✳ ✖ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✶✳ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❛ s❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ❡♥ t♦✉t❡s
❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K ❀

✷✳ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❛ s❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ❡♥ ♣r❡sq✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K ❀

✸✳ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✶ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞❡
♣❧✉s q✉❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❡st ♣r❡♠✐❡r à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st
✉t✐❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ 3 =⇒ 1✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳

❆✳✷✳✶✳ ❆♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✶ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ > 0

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✶ ❡♥ ❧✉✐ ❛♣♣♦rt❛♥t ❧❡s ♠♦✲
❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ✿ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ K ❞❡
k := Fq(T )✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✷✳ ✖ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
♠ét❛❝②❝❧✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ H ❞❡ G t❡❧ q✉❡ H ❡t G/H
s♦✐❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✷✳✸✳ ✖ ❙✐G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ♠ét❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥t b✱
❛❧♦rs G ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ b2✳

✶✳ ✐✳❡✳ ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♦✉ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❦✳
✷✳ ✐✳❡✳ ❡♥ t♦✉t❡s s❛✉❢ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✳



✼✷ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉❊❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊◆ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊ > 0

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦✲
s✐t✐✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✶✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✹✳ ✖ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t L/K ✉♥❡ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K s♦♥t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ❡♥ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K✱ ❛❧♦rs Gal(L/K)

❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ Gal(L/K) ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐ ♣r❡♠✐❡r à ❧❛ ❝❛r❛❝té✲

r✐st✐q✉❡ ❞❡ K✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L/K s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ❜♦r♥és ❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K ❛✐❡♥t
❧❡✉rs ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① s✉r L ❜♦r♥és ♣❛r d0 ∈ N✳ ❙♦✐t S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s
❞❡ K ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❧♦❝❛❧ s✉r L ♥✬❡st ♣❛r ❜♦r♥é ♣❛r d0✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❤②♣♦✲
t❤ès❡✱ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ ❙♦✐❡♥t E/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜♥✐❡
✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s L ❡t σ ∈ Gal(E/K)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❚❝❤❡✲
❜♦t❛r❡✈ ✭❝❢✳ t❤✳ 9.13A ❞❡ ❬❘♦s✵✷❪✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ p ∈ MK \ S

♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ s✉r L t❡❧❧❡ q✉❡ σ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞✬❆r✲
t✐♥ ❞❡ p ❞❛♥s Gal(E/K) ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ 3.5.5 ❞❡
❬❙t✐✵✾❪✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ E/K ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ ✜♥✐❡✱ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
♣❧❛❝❡s ❞❡ K s♦♥t ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ❞❛♥s E✮✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ q ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ E
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉❣✉é η ∈ Gal(E/K) ❞❡ σ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ q s✉r p q✉✐ ❡st ❝②❝❧✐q✉❡ ✭❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
3.8.2 ❞❡ ❬❙t✐✵✾❪✮ ❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Gal(Eq/Kp)✱ ♦ù Eq ❡t Kp s♦♥t r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧étés ❞❡s ❝♦r♣s E ❡t K ❡♥ q ❡t p✳ ❖r✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱
#(Gal(Eq/Kp)) ≤ d0✱ ❛✐♥s✐ σd0! = ηdo! = id ❡t ❞♦♥❝ Gal(E/K) ❡st ❞✬❡①✲
♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ♣❛r d0!✳ ❈♦♠♠❡ Gal(L/K) ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ {Gal(E/K)}E ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✜♥✐❡s ❞❡ K
❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s L✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Gal(L/K) ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ♣❛r d0!✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Gal(L/K) s♦✐t ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐ b ∈ N

♣r❡♠✐❡r à p✱ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ K✳ ➱❝r✐✈♦♥s L ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥
❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✜♥✐❡s Lj/K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Gj✳
❙♦✐t w ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ L✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ j ♦♥ ♥♦t❡ vj ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ Lj ❡♥✲
❞❡ss♦✉s ❞❡ w ❡t Lj,vj ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ Lj ❡♥ ❧❛ ♣❧❛❝❡ vj✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ v
❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡K ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ w ❡t Kv ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ K ❡♥ ❧❛ ♣❧❛❝❡ v✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r
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❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ vj s✉r v ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s
❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧s ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝②❝❧✐q✉❡ ✭❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✮✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Gal(Lj,vj/Kv) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ vj s✉r v q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Gj✳ ❉♦♥❝
Gal(Lj,vj/Kv) ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ b✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ b ❡st
♣r❡♠✐❡r à p✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ s❛✉✈❛❣❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉①
❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Lj,vj/Kv ✿

✶✳ s✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Lj,vj/Kv ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡✱ ❛❧♦rs✱ Gal(Lj,vj/Kv) ❡st ❝②✲
❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ b ❀

✷✳ s✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Lj,vj/Kv ❡st ♠♦❞éré♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ 3.8.5 ❞❡ ❬❙t✐✵✾❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ vj s✉r v ❡st ❝②❝❧✐q✉❡✱
t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬✐♥❡rt✐❡✱ ❛✐♥s✐ Gal(Lj,vj/Kv) ❡st ♠ét❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥
❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ b2✳

P♦✉r t♦✉t j✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Lj,vj/Kv ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ b2✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✳

❆✳✷✳✷✳ ❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✹✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ s✐ Gal(L/K) ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐

♣r❡♠✐❡r à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ K✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
L/K s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ K✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞✉
❣r♦✉♣❡ Gal(L/K) ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r p✳ ❙♦✐t P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ A✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ∪

{
1
T

}
❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Mk ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ k✳ ❙✐ a ∈ P ∪
{

1
T

}
✱ ♦♥ ♥♦t❡ va : k −→

Z∪ {∞} ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à a ❡t kva ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ k ❡♥ va✳ ❙✐ E ❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ k ❡t s✐ w ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ E q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡ va✱ ♦♥
♥♦r♠❛❧✐s❡ ✭❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐❝✐✮ w ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ w(α) = va(α) ♣♦✉r
t♦✉t α ∈ k✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

w(E) =
1

e
Z ∪ {∞}✱

♦ù e := e(w/va) ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ w s✉r va✳
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▲❡♠♠❡ ❆✳✷✳✺✳ ✖ ❙♦✐❡♥t a ∈ P ∪
{

1
T

}
❡t i ∈ N \ pN✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

Pa,i(X) := Xp −X − a−i✳

❙♦✐t θa,i ∈ k ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ Pa,i✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Pa,i s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ θa,i + ζ ❛✈❡❝ ζ ∈ Fp ❀

✷✳ w(θa,i) = − i
p
/∈ Z ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|va ❞❡ k(θa,i) ❀

✸✳ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pa,i ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r k ❀

✹✳ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ k(θa,i)/k ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ a ❀

✺✳ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ k(θa,i)/k ❡st ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré p ❀

✻✳ w(θa,i) = 0 ♣♦✉r t♦✉t b ∈ P∪
{

1
T

}
\{a} ❡t t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|vb ❞❡ k(θa,i) ❀

✼✳ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ k(θa,i)/k ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s
❞❡ k ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ a✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ▲❛ ♣r♦♣r✐été 1 ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ❱ér✐✜♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été 2✳
❙♦✐t w|va ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ k(θa,i)✳ ❖♥ ❛ ✿

w
(
θpa,i − θa,i

)
= va

(
a−i

)
= −i

❡t
w
(
θpa,i − θa,i

)
≥ min{pw(θa,i), w(θa,i)}✱

❛✐♥s✐ w(θa,i) < 0✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡t ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ w(θa,i) = − i

p
✳ ❖r p ∤ i ❞♦♥❝ w(θa,i) /∈ Z ❞✬♦ù ❧❛ ♣r♦♣r✐été 2✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❛ w(θa,i) = − i
p
∈ 1

e
Z✱ ♦ù e := e(w/va) ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡

r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ w s✉r va✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ p|e✳ ❖r✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
Pa,i ét❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré p✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ k(θa,i)/k ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡❣ré p✳ ❉♦♥❝
e = p✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés 3 à 5 s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ♥❡ ♥♦✉s r❡st❡
❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés 6 ❡t 7✳

w
(
θpa,i − θa,i

)
= vb

(
a−i

)
= 0

❡t
w
(
θpa,i − θa,i

)
≥ min{pw(θa,i), w(θa,i)}✱

❛✐♥s✐ w(θa,i) = 0 ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ k(θa,i)/k ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ b✳



❆✳✷✳ ❘❊▼❆❘◗❯❊❙ ❙❯❘ ❯◆ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❈❍❊❈❈❖▲■ ✼✺

❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉s a, b ∈ P ∪
{

1
T

}
❡t

t♦✉t i ∈ N \ pN✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❡♥❝♦r❡ va ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ va
à k(θb,i)✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✿

va(θb,i) =

{
− i
p
/∈ Z s✐ b = a

0 s✐ b 6= a
✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ p✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ (3) ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❧♦❝❛❧ ❡st ✐♥✜♥✐ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ a
❞❡ k✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ✭❝❢✳ ➓2.5 ❞❡ ❬❋❏✵✽❪ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s✮ ✿

▲❡♠♠❡ ❆✳✷✳✻✳ ✖ ❙♦✐t a ∈ P ∪
{

1
T

}
✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

Λa,va :=
{
kva(θa,i)

∣∣ i ∈ N \ pN
}

❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s s✉r kv✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ▲✬é❧é♠❡♥t a ❞❡ P ∪
{

1
T

}
ét❛♥t ✜①é✱ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡s

♥♦t❛t✐♦♥s ❡♥ ♣♦s❛♥t v := va ❡t θi := θa,i ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N \ pN✳
■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡ Λa,v ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t

❞✐s❥♦✐♥t❡ s✉r kv✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡
✜♥✐❡

{
kv(θij)

∣∣ j ∈ {1, . . . , n}
}
❞❡ Λa,v ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ n ≥ 2 q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s

❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡ s✉r kv✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ n ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ kv(θin)/kv ét❛♥t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❛ ✿

kv(θin) ∩ kv(θi1 , . . . , θin−1) 6= kv✳ ✭✷✼✮

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s kv(θin) ❡t kv(θi1 , . . . , θin−1)

s❡r❛✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s s✉r kv ✭❝❢✳ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦r♦❧✲
❧❛✐r❡ 2.5.2 ❞❡ ❬❋❏✵✽❪✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s kv(θi1), . . . , kv(θin)✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ n✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ kv(θin)/kv ❡st ❞❡ ❞❡✲
❣ré p ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✷✼✮ q✉❡ ✿

θin ∈ kv(θi1 , . . . , θin−1) = kv(θi1 , . . . , θin−2)(θin−1)✳ ✭✷✽✮

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs α0, . . . , αp−1 ∈ kv(θi1 , . . . , θin−2) ♥♦♥ t♦✉s ♥✉❧s t❡❧s q✉❡ ✿

θin = α0 + α1 θin−1 + · · ·+ αp−1 θ
p−1
in−1

✳

✸✳ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ Z/pZ✳
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❖r θpin = θin + a−in ❡t ✿
(
α0 + α1 θin−1 + · · ·+ αp−1 θ

p−1
in−1

)p

= αp0 + αp1
(
θin−1 + a−in−1

)
+ · · ·+ αpp−1

(
θin−1 + a−in−1

)p−1
✳

❉✬♦ù

a−in + α0 + α1 θin−1 + · · ·+ αp−1 θ
p−1
in−1

= αp0 + αp1
(
θin−1 + a−in−1

)
+ · · ·+ αpp−1

(
θin−1 + a−in−1

)p−1
✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts 1, θin−1 , . . . , θ
p−1
in−1

s♦♥t k(θi1 , . . . , θin−2)✲❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ θin−1 s♦♥t é❣❛✉① ❞❛♥s
❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s
❡♥ θp−1

in−1
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

αp−1 = αpp−1✱

❞✬♦ù ♦♥ ❞é❞✉✐t αp−1 ∈ Fp✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s
❡♥ θp−2

in−1
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

αp−2 = αpp−2 + αpp−1 (p− 1) a−in−1

= αpp−2 − αp−1 a
−in−1 ✳

❆✐♥s✐✱
αpp−2 − αp−2 − αp−1 a

−in−1 = 0✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿ s♦✐t αp−1 = 0 ❡t αp−2 ∈ Fp✱ s♦✐t αp−1 6= 0

❡t αp−2 = αp−1 θin−1 + ζ ❛✈❡❝ ζ ∈ Fp✳ ❖r✱ ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ n✱ ♦♥ ❛
θin−1 /∈ kv(θi1 , . . . , θin−2)✱ ❞♦♥❝ αp−1 = 0 ❡t αp−2 ∈ Fp✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱
♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ αp−1 = · · · = α2 = 0 ❡t α1 ∈ Fp✳ ■❧
♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥st❛♥ts✱ ✐✳❡✳ ✿

α0 + a−in = αp0 + αp1 a
−in−1

= αp0 + α1 a
−in−1 ✳

❉✬♦ù
αp0 − α0 − a−in + α1 a

−in−1 = 0✳

❉❡✉① ❝❛s s✬♦✛r❡♥t à ♥♦✉s ✿

✶✳ α1 = 0 ❡t α0 = θin + ζ ❛✈❡❝ ζ ∈ Fp ❀

✷✳ α1 6= 0 ❡t α0 = θin − α1 θin−1 + ζ ❛✈❡❝ ζ ∈ Fp✳
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❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

θin ∈ kv(α0) ⊆ kv(θi1 , . . . , θin−2)✳

❉♦♥❝ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s kv(θi1)✱✳ ✳ ✳✱kv(θin−2) ❡t kv(θin) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡✲
♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ n✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
s♦②♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ βn−1 ∈ kv(θi1 , . . . , θin−2) ❡t
λn−1 ∈ Fp t❡❧s q✉❡ ✿

θin = βn−1 + λn−1 θin−1

✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r βn−1 := α0 − ζ ❡t λn−1 := α1✮✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ r❛✐✲
s♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n − 2} ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✽✮ ♣❛r ✿

θin ∈ kv(θi1 , . . . , θij−1
, θij+1

, . . . , θin−1)(θij)✱

♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r j ∈ {1, . . . , n − 1}✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λj ∈ Fp ❡t
βj ∈ kv(θi1 , . . . , θij−1

, θij+1
, . . . , θin−1) t❡❧s q✉❡ ✿

θin = βj + λj θij ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n− 1} ♦♥ ❛ ✿

θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1

= βj − λ1 θi1 − · · · − λj−1 θij−1
− λj+1 θij+1

− · · · − λn−1 θin−1 ✱

❞✬♦ù

θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1 ∈ kv(θi1 , . . . , θij−1
, θij+1

, . . . , θin−1)✱

❡t ❞♦♥❝

θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1 ∈
⋂

1≤j≤n−1

kv(θi1 , . . . , θij−1
, θij+1

, . . . , θin−1)✳

❖r ❧❡s ❝♦r♣s
{
kv(θij)

∣∣ j ∈ {1, . . . , n− 1}
}
ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts ✭à

♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ n✮✱ ♦♥ ❛ ✿
⋂

1≤j≤n−1

kv(θi1 , . . . , θij−1
, θij+1

, . . . , θin−1) = kv✳

❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ kv t❡❧ q✉❡ ✿

θin = β + λ1 θi1 + · · ·+ λn−1 θin−1 ✳



✼✽ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉❊❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊◆ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊ > 0

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

v(β) = v(θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1)✳ ✭✷✾✮

❖r v(θij) = −
ij
p
/∈ Z ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n} ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❆✳✷✳✺ ❡t

❧❡s ❡♥t✐❡rs ij s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✱ ❞✬♦ù ✿

v(θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1) = min
1≤j≤n

{v(θij)}

= −
1

p
max
1≤j≤n

{ij} /∈ Z✳

❉♦♥❝ v(β) /∈ Z ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ β ∈ kv✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✷✳✼✳ ✖ ❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❆✳✷✳✻ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ✈❛r✐❡r q✉❡
i ∈ N \ pN✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❧♦❜❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r a ∈ P ∪

{
1
T

}
✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

Λ :=

{
k(θa,i)

∣∣ a ∈ P ∪

{
1

T

}
, i ∈ N \ pN

}

❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s s✉r k✳ ▲❛ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❆✳✷✳✻✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡

{
k(θaj ,ij)

∣∣ j ∈ {1, . . . , n}
}

❞❡ Λ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧
n ≥ 2 q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡ s✉r k✱ ❛✈❡❝ n s✉♣♣♦sé ♠✐♥✐✲
♠❛❧✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ✭❝❢✳ é❣❛❧✐té ✭✷✾✮✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ β ∈ k t❡❧ q✉✬♦♥ ❛✐t ✿

θan,in = β + λ1 θa1,i1 + · · ·+ λn−1 θan−1,in−1 ✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

van(β) = van(θan,in − λ1 θa1,i1 − · · · − λn−1 θan−1,in−1)✳

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❆✳✷✳✺✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n}✱ ♦♥ ❛ ✿

van(θaj ,ij) =

{
−
ij
p
/∈ Z s✐ aj = an

0 s✐ aj 6= an
✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ aj = al = an✱ ❛❧♦rs ij 6= il✳ ❉♦♥❝ ✿

van(θan,in −λ1 θa1,i1 − · · · − λn−1 θan−1,in−1)

= min
1≤j≤n

{van(θaj ,ij)}

= −
1

p
max

{
ij
∣∣ j ∈ {1, . . . , n}, aj = an

}
/∈ Z✳

❉♦♥❝ van(β) /∈ Z ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ β ∈ k✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λ ❢♦r♠❡
❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s s✉r k✳



❆✳✷✳ ❘❊▼❆❘◗❯❊❙ ❙❯❘ ❯◆ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❈❍❊❈❈❖▲■ ✼✾

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ✜♥✐ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s
❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① s♦♥t ✐♥✜♥✐s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✽✳ ✖ ❙♦✐❡♥t a ∈ P ∪
{

1
T

}
❡t La ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s

❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Λa :=
{
k(θa,i)

∣∣ i ∈ N \ pN
}
✳ ❙✐ w ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ La✱

♦♥ ♥♦t❡ La,w ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ La ❡♥ w✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ La ❡st ✉♥❡ p✲
❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ k t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|va ❞❡ La✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
La,w/kva ❡st ✉♥❡ p✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λa ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ k ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|va✱ ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ La,w/kva s♦✐t ✐♥✜♥✐❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❆✳✷✳✻✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s k(θa,i)/k ét❛♥t ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✐s♦♠♦r♣❤❡
à Z/pZ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ La ❡st ✉♥❡ p✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡
❞❡ k✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✷✳✾✳ ✖ P♦✉r t♦✉t b ∈ P ∪
{

1
T

}
\ {a} ❡t t♦✉t❡ ♣❧❛❝❡ w|vb

❞❡ La✱ ♦♥ ❛ [La,w : kvb ] ≤ p✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s k(θa,i)/k ét❛♥t ❞❡
❞❡❣ré p ❡t ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ b ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❆✳✷✳✺✱ ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ La/k ❡st ❛❜é❧✐❡♥♥❡✱ ❞✬❡①♣♦s❛♥t p ❡t ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ b✳
■❧ ❡♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧étés✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ La,w ❡st ✉♥❡
p✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ kvb q✉✐ ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ b✳ ❖r
❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ s♦♥t ❝②❝❧✐q✉❡s ✭❝❢✳ ♣r♦♣✳
♣✳ 113 ❞❡ ❬❋❱✾✸❪✮ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ La,w/kvb ❞ès q✉❡
[La,w : kvb ] > p ♣✉✐sq✉❡ s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ Z/pZ✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❛♥✲
♥♦♥❝é ✿

❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳✶✵✳ ✖ ❙♦✐t L ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Λ

❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❆✳✷✳✼✳ ❆❧♦rs✱ L ❡st ✉♥❡ p✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ k ❞♦♥t
❧❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① s✉r L s♦♥t ✐♥✜♥✐s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ k✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❈♦♠♠❡ L ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❞❡❣ré p✱
❝✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ p✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ k✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❞❡✲
❣rés ❧♦❝❛✉① s✉r L s♦✐❡♥t ✐♥✜♥✐s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ k ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ a ∈ P ∪

{
1
T

}
✱ ❛❧♦rs La ⊂ L✳



✽✵ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉❊❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊◆ ❈❆❘❆❈❚➱❘■❙❚■◗❯❊ > 0

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ k ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡
♣❛r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ k ❡t ❞♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① s♦♥t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✶✶✳ ✖ ❙♦✐❡♥t i ∈ N\pN ❡t Li ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s
❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Λi :=

{
k(θa,i)

∣∣ a ∈ P ∪
{

1
T

}}
✳ ❆❧♦rs✱ Li ❡st ✉♥❡ p✲❡①t❡♥s✐♦♥

❛❜é❧✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ k ❞♦♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és
♣❛r p2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ Li/k ét❛♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ L/k ✭❝❢✳ t❤✳ ❆✳✷✳✶✵✮✱ ❝✬❡st ✉♥❡ p✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ k✳
❙♦✐❡♥t a ∈ P ∪

{
1
T

}
❡t Li\a ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

Λi\a :=
{
k(θb,i)

∣∣ b ∈ P ∪
{

1
T

}
\ {a}

}
✳ ❆❧♦rs Li ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞❡

k(θa,i) ❡t ❞❡ Li\a✳ ❙♦✐t w|va ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ Li✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ w ❧❛ r❡s✲
tr✐❝t✐♦♥ ❞❡ w à Li\a✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ k(θa,i)/k ét❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲
❞❡ss✉s ❞❡ a✱ ♦♥ ❛ [kva(θa,i) : kva ] = p✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Li\a/k

❡st ✉♥❡ p✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡ q✉✐ ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ a✳
❖r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❧♦❝❛❧ s♦♥t ❝②❝❧✐q✉❡s ✭❝❢✳ ♣r♦♣✳
♣✳ 113 ❞❡ ❬❋❱✾✸❪✮ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Li\a,w/kva ❞ès
q✉❡

[
Li\a,w : kva

]
> p✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

[Li,w : kva ] ≤
[
Li\a,w : kva

]
[kva(θa,i) : kva ] ≤ p2✳

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳
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❬❆❉✵✵❪ ❋✳ ❆♠♦r♦s♦ ✫ ❘✳ ❉✈♦r♥✐❝✐❝❤ ✕ ✓ ❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡
❤❡✐❣❤t ✐♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✔✱ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r② ✽✵ ✭✷✵✵✵✮✱
♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✻✵✕✷✼✷✳

❬❆❉❩✶✶❪ ❋✳ ❆♠♦r♦s♦✱ ❙✳ ❉❛✈✐❞ ✫ ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r ✕ ✓ ❖♥ ✜❡❧❞s ✇✐t❤
t❤❡ Pr♦♣❡rt② ✭❇✮ ✔✱ ❉❡❝✳ ✷✵✶✶✱ ❬❤❛❧✲✵✵✻✹✾✾✺✹❪ ✭à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s
Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✮✳

❬❆rt✻✼❪ ❊✳ ❆rt✐♥ ✕ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ●♦r❞♦♥
❛♥❞ ❇r❡❛❝❤ ❙❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✻✼✳

❬❆❩✵✵❪ ❋✳ ❆♠♦r♦s♦ ✫ ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r ✕ ✓ ❆ r❡❧❛t✐✈❡ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ♦✈❡r ❛❜❡❧✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✔✱ ❆♥♥✳ ❙❝✉♦❧❛ ◆♦r♠✳ ❙✉♣✳ P✐s❛
❈❧✳ ❙❝✐✳ ✭✹✮ ✷✾ ✭✷✵✵✵✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✼✶✶✕✼✷✼✳

❬❆❩✶✵❪ ✱ ✓ ❆ ✉♥✐❢♦r♠ r❡❧❛t✐✈❡ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐✬s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦✈❡r
❛❜❡❧✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✔✱ ❇✉❧❧✳ ▲♦♥❞✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✹✷ ✭✷✵✶✵✮✱ ♥♦✳ ✸✱
♣✳ ✹✽✾✕✹✾✽✳

❬❇❛❦✵✸❪ ▼✳ ❍✳ ❇❛❦❡r ✕ ✓ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦♥
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r ❛❜❡❧✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✔✱ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✳
✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✷✾✱ ♣✳ ✶✺✼✶✕✶✺✽✾✳

❬❇●✵✻❪ ❊✳ ❇♦♠❜✐❡r✐ ✫ ❲✳ ●✉❜❧❡r ✕ ❍❡✐❣❤ts ✐♥ ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❣❡♦♠❡✲
tr②✱ ◆❡✇ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✻✳
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❬❇❙✵✹❪ ▼✳ ❍✳ ❇❛❦❡r ✫ ❏✳ ❍✳ ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ✕ ✓ ❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦♥ ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦✈❡r ❛❜❡❧✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✔✱
▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ▲❡tt✳ ✶✶ ✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦✳ ✷✲✸✱ ♣✳ ✸✼✼✕✸✾✻✳

❬❇❩✵✶❪ ❊✳ ❇♦♠❜✐❡r✐ ✫ ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r ✕ ✓ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ❤❡✐❣❤ts ✐♥ ❝❡rt❛✐♥
✐♥✜♥✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ Q ✔✱ ❆tt✐ ❆❝❝❛❞✳ ◆❛③✳ ▲✐♥❝❡✐ ❈❧✳ ❙❝✐✳ ❋✐s✳
▼❛t✳ ◆❛t✉r✳ ❘❡♥❞✳ ▲✐♥❝❡✐ ✭✾✮ ▼❛t✳ ❆♣♣❧✳ ✶✷ ✭✷✵✵✶✮✱ ♣✳ ✺✕✶✹
✭✷✵✵✷✮✳

❬❈❛r✵✽❪ ▼✳ ❈❛rr✐③♦s❛ ✕ ✓ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r ❡t ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s
❈▼ ✔✱ ❈✳ ❘✳ ▼❛t❤✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ✸✹✻ ✭✷✵✵✽✮✱ ♥♦✳ ✷✸✲✷✹✱
♣✳ ✶✷✶✾✕✶✷✷✹✳

❬❈❉✶✸❪ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐ ✫ P✳ ❉è❜❡s ✕ ✓ ❚❝❤❡❜♦t❛r❡✈ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✔✱ ✷✵✶✸✱ ❬❛r❳✐✈ ✿✶✸✵✶✳✶✽✶✺❪✳

❬❈❤❡✶✵❪ ❙✳ ❈❤❡❝❝♦❧✐ ✕ ✓ ❖♥ ✜❡❧❞s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞
❧♦❝❛❧ ❞❡❣r❡❡s ✔✱ ❚❤ès❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P✐s❡✱ ✷✵✶✵✳

❬❉❡♠✶✷❪ ▲✳ ❉❡♠❛♥❣♦s ✕ ✓ ▼✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❡t
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐♥✲♠✉♠❢♦r❞ ✔✱ ❚❤ès❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲✐❧❧❡ 1✱ ✷✵✶✷✳

❬❉❡♥✾✷❪ ▲✳ ❉❡♥✐s ✕ ✓ ❍❛✉t❡✉rs ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❡t ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧′❞ ✔✱
▼❛t❤✳ ❆♥♥✳ ✷✾✹ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✷✶✸✕✷✷✸✳

❬❉❍✵✵❪ ❙✳ ❉❛✈✐❞ ✫▼✳ ❍✐♥❞r② ✕ ✓▼✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ◆ér♦♥✲
❚❛t❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❈✳ ▼ ✔✱ ❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳
▼❛t❤✳ ✺✷✾ ✭✷✵✵✵✮✱ ♣✳ ✶✕✼✹✳

❬❉♦❜✼✾❪ ❊✳ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐ ✕ ✓❖♥ ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ▲❡❤♠❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✔✱ ❆❝t❛ ❆r✐t❤✳ ✸✹ ✭✶✾✼✾✮✱
♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✸✾✶✕✹✵✶✳

❬❉P✵✽❪ ❙✳ ❉❛✈✐❞ ✫ ❆✳ P❛❝❤❡❝♦ ✕ ✓ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r ❛❜é❧✐❡♥
♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧′❞ ✔✱ ■♥t✳ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r② ✹ ✭✷✵✵✽✮✱
♥♦✳ ✻✱ ♣✳ ✶✵✹✸✕✶✵✻✼✳

❬❉r✐✼✹❪ ❱✳ ●✳ ❉r✐♥❢❡❧′❞ ✕ ✓ ❊❧❧✐♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ✔✱ ▼❛t✳ ❙❜✳ ✭◆✳❙✳✮
✾✹✭✶✸✻✮ ✭✶✾✼✹✮✱ ♥♦✳ ✹✭✽✮✱ ♣✳ ✺✾✹✕✻✷✼✱ ✻✺✻✱ ❬❚r❛❞✳ ❛♥❣❧❛✐s❡ ✿
✓ ❊❧❧✐♣t✐❝ ♠♦❞✉❧❡s✳ ✔✱ ▼❛t❤✳ ❯✳❙✳❙✳❘✳✲❙❜✳ ✷✸ ✭✶✾✼✻✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣✳
✺✻✶✲✺✾✷❪✳
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❬❋❏✵✽❪ ▼✳ ❉✳ ❋r✐❡❞ ✫ ▼✳ ❏❛r❞❡♥ ✕ ❋✐❡❧❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ t❤✐r❞ é❞✳✱ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ✐❤r❡r ●r❡♥③❣❡❜✐❡t❡✳ ✸✳ ❋♦❧❣❡✳ ❆
❙❡r✐❡s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❙✉r✈❡②s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❬❘❡s✉❧ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛✲
t✐❝s ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❆r❡❛s✳ ✸r❞ ❙❡r✐❡s✳ ❆ ❙❡r✐❡s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❙✉r✈❡②s
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s❪✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✽✱ ❘❡✈✐s❡❞
❜② ❏❛r❞❡♥✳

❬❋❱✾✸❪ ■✳ ❇✳ ❋❡s❡♥❦♦ ✫ ❙✳ ❱✳ ❱♦st♦❦♦✈ ✕ ▲♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡✐r
❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✱ ✈♦❧✳
✶✷✶✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ✶✾✾✸✱ ❆
❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❲✐t❤ ❛ ❢♦r❡✇♦r❞ ❜② ■✳ ❘✳ ❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤✳

❬●♦s✾✻❪ ❉✳ ●♦ss ✕ ❇❛s✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ✐❤r❡r ●r❡♥③❣❡❜✐❡t❡ ✭✸✮ ❬❘❡s✉❧ts ✐♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❆r❡❛s ✭✸✮❪✱ ✈♦❧✳ ✸✺✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✻✳

❬❍❛②✼✾❪ ❉✳ ❘✳ ❍❛②❡s ✕ ✓ ❊①♣❧✐❝✐t ❝❧❛ss ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
✜❡❧❞s ✔✱ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱ ❆❞✈✳ ✐♥ ▼❛t❤✳
❙✉♣♣❧✳ ❙t✉❞✳✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✼✾✱ ♣✳ ✶✼✸✕
✷✶✼✳

❬❍❛②✾✷❪ ✱ ✓ ❆ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❉r✐♥❢❡❧′❞ ♠♦❞✉❧❡s ✔✱ ❚❤❡
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✭❈♦❧✉♠❜✉s✱ ❖❍✱ ✶✾✾✶✮✱ ❖❤✐♦ ❙t❛t❡
❯♥✐✈✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ■♥st✳ P✉❜❧✳✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ❞❡ ●r✉②t❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✷✱
♣✳ ✶✕✸✷✳

❬❍❙✵✵❪ ▼✳ ❍✐♥❞r② ✫ ❏✳ ❍✳ ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ✕ ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ●r❛✲
❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✵✶✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ✷✵✵✵✱ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❬▲❛✉✽✸❪ ▼✳ ▲❛✉r❡♥t ✕ ✓ ▼✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ◆ér♦♥✲❚❛t❡ ✔✱
❙❡♠✐♥❛r ♦♥ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱ P❛r✐s ✶✾✽✶✕✽✷ ✭P❛r✐s✱ ✶✾✽✶✴✶✾✽✷✮✱
Pr♦❣r✳ ▼❛t❤✳✱ ✈♦❧✳ ✸✽✱ ❇✐r❦❤ä✉s❡r ❇♦st♦♥✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❆✱ ✶✾✽✸✱
♣✳ ✶✸✼✕✶✺✶✳

❬▲❡❤✸✸❪ ❉✳ ❍✳ ▲❡❤♠❡r ✕ ✓ ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❝②❝❧♦t♦♠✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✔✱ ❆♥♥✳ ♦❢ ▼❛t❤✳ ✭✷✮ ✸✹ ✭✶✾✸✸✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✹✻✶✕✹✼✾✳

❬P♦♦✾✺❪ ❇✳ P♦♦♥❡♥ ✕ ✓ ▲♦❝❛❧ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ▼♦r❞❡❧❧✲❲❡✐❧
t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❉r✐♥❢❡❧′❞ ♠♦❞✉❧❡s ✔✱ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦ ▼❛t❤✳ ✾✼ ✭✶✾✾✺✮✱
♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✸✹✾✕✸✻✽✳
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❬❘❛t✵✹❪ ◆✳ ❘❛t❛③③✐ ✕ ✓ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐✲▲❛✉r❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡①❡ ✔✱ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦✳ ✺✽✱ ♣✳ ✸✶✷✶✕✸✶✺✷✳

❬❘♦s✵✷❪ ▼✳ ❘♦s❡♥ ✕ ◆✉♠❜❡r t❤❡♦r② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✶✵✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✷✳

❬❙❡r✻✽❪ ❏✳✲P✳ ❙❡rr❡ ✕ ❈♦r♣s ❧♦❝❛✉①✱ ❍❡r♠❛♥♥✱ P❛r✐s✱ ✶✾✻✽✱ ❉❡✉①✐è♠❡
é❞✐t✐♦♥✱ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛♥❝❛❣♦✱ ◆♦✳ ❱■■■✳

❬❙✐❧✵✹❪ ❏✳ ❍✳ ❙✐❧✈❡r♠❛♥ ✕ ✓ ❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❤❡✐❣❤t
♦♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r ❛❜❡❧✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✔✱ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②
✶✵✹ ✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✸✺✸✕✸✼✷✳

❬❙t✐✵✾❪ ❍✳ ❙t✐❝❤t❡♥♦t❤ ✕ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❝♦❞❡s✱ s❡❝♦♥❞
é❞✳✱ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✺✹✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✾✳
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A✱ ✶
a✱ ✼✸
ā✱ ✹✺
a ∗ ρ✱ ✶✷
B✱ ✹✻✱ ✺✶
✭❇✮✱ ①✐✐
β✱ ✺✷
✭❇✱φ✮✱ ①✐✈
c✱ ✹✻
c0✱ ✺✻✱ ✺✽
c1✱ ✺✵✱ ✺✸
c2✱ ✺✵✱ ✺✸
c3✱ ✸✾
#E✱ ✷
C✱ ✶✸
C∞✱ ✶
c(φ′a)✱ ✶✽
c′0✱ ✺✽
CT ✱ ✻
D✱ ✻
d✱ ✶✷✱ ✸✵
d1✱ ✸✵
degA✱ ✹
degOK

✱ ✸
degR✱ ✹
[K : k]✱ ✶
degT ✱ ✶
degτ ✱ ✺
deg v✱ ✷

δ✱ ✺✹
δ1✱ ✺✺
δ2✱ ✺✺
dm✱ ✹✻
dm✱ ✹✽
dOF

✱ ✹✽
E✱ ✸✵
e✱ ✹✺✱ ✻✶
E0✱ ✺✻
E1✱ ✺✻
eL✱ ✼
End(a)✱ ✶✸
End(φ)✱ ✾
E′✱ ✺✽
η✱ ✺✹
e(w/v)✱ ✸
F ✱ ✻✱ ✸✵
f ✱ ✻✶
F∞′ ✱ ✶✷
F∞′ ✱ ✼
Fφ(z)✱ ✺✻
Fq✱ ✶
Fq((

1
T
))✱ ✶

Fq✱ ✶
Fq[T ]✱ ✶
Fq(T )✱ ✶
F̃ ✱ ✼✱ ✸✵
Fv✱ ✷
f(w/v)✱ ✸
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G✱ ✸✵✱ ✻✶
G−1✱ ✻✷
G0✱ ✻✷
G1✱ ✺✶✱ ✺✻
Gal(L/K)✱ ✷
Γ✱ ✹✻
γ(φ′)✱ ✷✷
Gi✱ ✻✷
G′✱ ✺✽
H✱ ✸✵✱ ✹✻
h✱ ✶✺✱ ✸✵
H1✱ ✺✵
ĥφ′ ✱ ✷✶
H+
F ✱ ✶✹✱ ✸✵

H+
F (ψ[a])✱ ✶✺

Hp✱ ✻✽
Hq✱ ✸✺
Hρ✱ ✻
h(·)✱ ✶✼
i✱ ✺✵✱ ✼✹
Iα✱ ✹✻
∞✱ ✶
∞′✱ ✼✱ ✸✵
Iφ′(δ)✱ ✶✶
K✱ ✶✱ ✸✵✱ ✻✶✱ ✼✶
k✱ ✶
K1✱ ✺✻
Kab✱ ✷
K✱ ✼
K✱ ✷
k✱ ✶
k∞✱ ✶
K{{τ}}✱ ✽
K

sep✱ ✼
K∗✱ ✶
K∞✱ ✷
k∞✱ ✶
Ksep✱ ✷
K̃✱ ✷
Kv✱ ✸
kva ✱ ✼✸
L✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✻✶✱ ✼✾
L1✱ ✺✻
La✱ ✼✾
Λ✱ ✹✻✱ ✼✽

Λa✱ ✼✾
Λa,va ✱ ✼✺
Λi✱ ✽✵
Λi✱ ✽✵
La,w✱ ✼✾
L✱ ✼
L{τ}✱ ✺
Li✱ ✽✵
Li\a✱ ✽✵
logq✱ ✸
L′✱ ✺✽
m✱ ✶✺✱ ✸✵
Mk✱ ✼✸
m✱ ✶✹✱ ✸✵
M(f)✱ ①✐
MK ✱ ✷
µψ(a)✱ ✶✸
mv✱ ✷
N ✱ ✹✺✱ ✹✼
n✱ ✸✵
n✱ ✹✺
ν✱ ✸✵
OP✱ ✻✶
(OF /n

e)×✱ ✹✻
OK ✱ ✷
Ov✱ ✷
p✱ ✶
Pa,i✱ ✼✹
⌈x⌉✱ ✹✻
P✱ ✼✸
P ∪

{
1
T

}
✱ ✼✸

p✱ ✸✱ ✸✵✱ ✻✶
P✱ ✻✶
φ✱ ✾✱ ✷✻
φa✱ ✻
φ′✱ ✷✻
φ′[a]✱ ✶✵
φ′[a∞]✱ ✶✵
φ′[a]✱ ✶✵
φ′(L)tors✱ ✶✶
π✱ ✶✸
ψ✱ ✶✹✱ ✷✻✱ ✸✵
q✱ ✶
q✱ ✸✵
R✱ ✹✱ ✷✻
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r✱ ✻
R✱ ✹✺
R0✱ ✹✺
ρa✱ ✼
s✱ ✸✵
sgn✱ ✶✸
σa✱ ✺✶
σm✱ ✶✹
τ ✱ ✺
θ✱ ✺✹
θ0✱ ✻✹
θa,i✱ ✼✹
θi✱ ✻✹
v✱ ✷✱ ✸✵
v1✱ ✺✼
va✱ ✼✸
| · |✱ ✶✼

| · |v✱ ✷
| · |∞✱ ✶
ϕ✱ ✷✻
ϕ′✱ ✷✻
̟✱ ✻✶
ς✱ ✸✵
v∞✱ ✶
v∞′ ✱ ✶✷
vp✱ ✸
vP✱ ✻✶
w✱ ✺✼✱ ✼✾
w0✱ ✺✼
w1✱ ✺✼
w|v✱ ✸
z✱ ✷✻
Z(G)✱ ✸✹





■◆❉❊❳

❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ❧❡♠♠❡ ❞✬✱ ✸✻
❛♥♥❡❛✉
❞❡ Ör❡✱ ✺
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ✺
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s t♦r❞✉s✱ ✺
❞❡s sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱

✽
❡✉❝❧✐❞✐❡♥ à ❞r♦✐t❡✱ ✺
♣r✐♥❝✐♣❛❧ à ❣❛✉❝❤❡✱ ✺

❆rt✐♥✱ s②♠❜♦❧❡✱ ✶✹
❈❛r❧✐t③✱ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✱ ✻
❝❧❛ss❡s✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡✱ ✶✺
❈▼
❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✻
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✱ ✾

❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ✶✸
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ▲❡❤♠❡r✱ ①✐✐
❝♦r♣s
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ✷
❞❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t✱ ✶
rés✐❞✉❡❧✱ ✷

❞❡❣ré
❞✬✉♥❡ ♣❧❛❝❡✱ ✷
❡♥ T ✱ ✶
❡♥ τ ✱ ✺
❧♦❝❛❧✱ ✸
rés✐❞✉❡❧✱ ✸
s✉r Fq✱ ✷
s✉r OK ✱ ✸

s✉r R✱ ✹
❞❡❣rés ❧♦❝❛✉① ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és✱

✼✶
é❣❛❧✐té ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ✸
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✾
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✱ ✽
❞✬✉♥ rés❡❛✉✱ ✼

❡①t❡♥s✐♦♥
❈▼✱ ✻
❞❡ t②♣❡ ❈▼✱ ✻

❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥❡✱ ✶✸
❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✱ ✷
❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ✺
❣r♦✉♣❡
♠ét❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ✼✶

❤❛✉t❡✉r
❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ✷✶
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❲❡✐❧✱

✶✼
✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✸
✐s♦❣é♥✐❡✱ ✽
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✽
▲❡❤♠❡r
❛❜é❧✐❡♥✱ ①✐✐
❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ①✐✐
r❡❧❛t✐❢✱ ①✐✐

❧❡♠♠❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ✸✻
♠❡s✉r❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ①✐



✾✵ ■◆❉❊❳

♠♦❞✉❧❡
❞❡ ❈❛r❧✐t③✱ ✻
❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✱ ✻
❢♦r♠❡❧✱ ✽

♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✱ ✻
à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✾
A✲✱ ✻
❛ss♦❝✐é à ✉♥ rés❡❛✉✱ ✽
❈▼✱ ✾
❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✱ ✶✹
❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s✱ ✻
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✾
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥✱ ✽
✐s♦❣é♥✐❡✱ ✽
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✽
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❈❛r❧✐t③✱ ✻
♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✽
♣♦✐♥t ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥✱ ✶✵
♣♦✐♥t ❞❡ a✲t♦rs✐♦♥✱ ✶✵
♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥✱ ✶✵
R✲✱ ✻
r❛♥❣ ❞✬✉♥✱ ✻

♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✽
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ✶✺
◆♦rt❤❝♦tt✱ ♣r♦♣r✐été ❞❡✱ ✶✼
♦r❞r❡✱ ✹
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥✱ ✶✶
♠❛①✐♠❛❧✱ ✹

♣♦✐♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥✱ ✶✵

❞✬♦r❞r❡ ♣r❡♠✐❡r à a✱ ✶✶
❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ a✱ ✶✶
♦r❞r❡✱ ✶✶

♣♦❧②♥ô♠❡
❛❞❞✐t✐❢✱ ✺
Fq✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✺

♣r♦♣r✐été
✭❇✮✱ ①✐✐
✭❇✱φ✮✱ ①✐✈
❞❡ ❇♦❣♦♠♦❧♦✈✱ ①✐✐
❞❡ ◆♦rt❤❝♦tt✱ ✶✼
❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✱ ✶✼

r❛♥❣
❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✱ ✻

rés❡❛✉✱ ✼
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✾
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥✱ ✼
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❛ss♦❝✐é à ✉♥✱ ✽
♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✽

s✐❣♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥✱ ✶✸
♥♦r♠❛❧✐sé✱ ✶✹

s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥✱ ✶✹
t❤é♦rè♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ✸
❞❡ ❉♦❜r♦✇♦❧s❦✐✱ ①✐✐
❞❡ ❍❛ss❡✲❆r❢✱ ✻✾
❞❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✹✸

t♦rs✐♦♥✱ ✶✵





Pr♦♣r✐été ❞❡ ❇♦❣♦♠♦❧♦✈ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿ ◆♦t♦♥s A := Fq[T ] ❡t k := Fq(T )✳ ❙♦✐❡♥t φ ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞
❞é✜♥✐ s✉r ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ k ❡t ĥφ s❛ ❤❛✉t❡✉r ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ ❡t L/K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✐♥✜♥✐❡✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❊✳
❇♦♠❜✐❡r✐ ❡t ❯✳ ❩❛♥♥✐❡r✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ L ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ♠✐♥♦r❡ ĥφ s✉r L ♣r✐✈é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡ φ✳
❙✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ❆✳ P❛❝❤❡❝♦ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ φ✱ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡

❞❡ K ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❇✱φ✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡
❉r✐♥❢❡❧❞ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t✳

❇♦❣♦♠♦❧♦✈ Pr♦♣❡rt② ❢♦r ❉r✐♥❢❡❧❞ ▼♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ ❈♦♠♣❧❡① ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡s✐s s✉♠♠❛r② ✿ ❉❡♥♦t❡ ❜② A := Fq[T ] ❛♥❞ k := Fq(T )✳ ▲❡t φ ❜❡ ❛ ❉r✐♥❢❡❧❞ A✲♠♦❞✉❧❡
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ k ❛♥❞ ĥφ ✐ts ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❤❡✐❣❤t✳ ▲❡t K/k ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❛♥❞ L/K ❛ ✐♥✜♥✐t❡ ●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❇② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✉s❡❞ ❜② ❊✳ ❇♦♠❜✐❡r✐ ❛♥❞
❯✳ ❩❛♥♥✐❡r✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❛t L ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭❇✱φ✮ ✐❢ ❡①✐sts ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤
❜♦✉♥❞ ĥφ ♦♥ L ❡①❝❡♣t ❢♦r t♦rs✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ φ✳
❙✳ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ❆✳ P❛❝❤❡❝♦ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❉r✐♥❢❡❧❞ ♠♦❞✉❧❡s φ✱ t❤❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❝❧♦s✉r❡

♦❢ K ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭❇✱φ✮✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ❢♦r t❤❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ♠♦❞✉❧❡s
✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❉✐s❝✐♣❧✐❝❡ ✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

■♥❞❡①❛t✐♦♥ ❘❆▼❊❆❯ ✿ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✭♠♦❞✉❧❡s ❞❡✮✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐♦✲
♣❤❛♥t✐❡♥♥❡✱ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭t❤é♦r✐❡ ❞❡s✮✳

◆♦r♠❛♥❞✐❡ ❯♥✐✈✱ ❋r❛♥❝❡
❯◆■❈❆❊◆✱ ▲▼◆❖✱ ❋✲✶✹✵✸✷ ❈❆❊◆✱ ❋❘❆◆❈❊
❈◆❘❙✱ ❯▼❘ ✻✶✸✾✱ ❋✲✶✹✵✸✷ ❈❆❊◆✱ ❋❘❆◆❈❊


