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✶✳✻✳✸ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✼ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✽ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✽✳✶ ❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✽✳✷ ❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✶✳✽✳✸ ❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✶❉ ✸✷

✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✉t✐❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✶✳✶ ▲❡ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✉t✐❧✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✷ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✷✳✶ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✷✳✷ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❈▲ ♠♦❞✐✜é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✸✳✶ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ε ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✷✳✸✳✷ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✷✳✸✳✸ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✷✳✸✳✹ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞ |M0| t❡♥❞ ✈❡rs 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✹ ❇✐❧❛♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹
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✸ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡ ✻✷

✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✶✳✶ ❈❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✶✳✷ P❧✉s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✶✳✸ ❈❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✶✳✹ P❡t✐t rés✉♠é ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✷ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✷✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t s❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✷✳✷ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✸✳✷✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✾✼
✸✳✷✳✹ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✹ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✶✶✸

✹✳✶ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛s η → 0 ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✹✳✶✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❆s②♠♣t♦t✐❝✲Pr❡s❡r✈✐♥❣ ✳ ✶✶✺
✹✳✶✳✷ ▲✐♠✐t❡ ❘♦❜✐♥✲◆❡✉♠❛♥♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✹✳✶✳✸ ❈❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✶✸✸
✹✳✶✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✶❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✹✳✷ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ ✶❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✹✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡♥s✐❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✹✹
✹✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✹✳✸ ▼♦❞è❧❡ ✷❉ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
✹✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✹✳✸✳✷ ❆s♣❡❝ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✽✹

❆ ❘❛♣♣❡❧s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✶❡r ♦r❞r❡ ✶✽✻



◆♦t❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s

❖♥ ❧✐st❡ ✐❝✐ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛♥t✐tés✱ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦✉ ❞✬❡s♣❛❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦tés ❡♥ ❣r❛s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♦✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ c ♦✉✱ c(...) ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t

❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♥✬✐♥✢✉❡♥t ♣❛s s✉r s❛ ✈❛❧❡✉r s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣ré❝✐sés✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ✭❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❧❛t✐♥ ♥✬❛
q✉❡ 26 ❧❡ttr❡s ❡t ❧❡ ❣r❡❝ q✉❡ 24 ✦✮✳

✻



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙ ✼

❖❜❥❡t ❉é✜♥✐t✐♦♥ ♦✉ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s
N ❉❡♥s✐té ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ✭❣r❛♥❞❡✉r ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✮✳
Γ ▼♦♠❡♥t ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ✭❣r❛♥❞❡✉r ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✮✳
η ❘és✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ η ≪ 1✮✳
φη P♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✳
ε P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ε≪ 1✮✳
χ ♦✉ χ1, χ2 ❋♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ③♦♥❡s ♣é♥❛❧✐sé❡s✳
Ω ❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦✉✈❡rt ✭❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❤❛✲

♣✐tr❡s ❡t s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✮✳
ΩT ΩT =]− T0, T [×Ω ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ♦✉ ΩT =]0, T [×Ω ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳
∇u,∇v ❉ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à u ♦✉ v ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳
∇ ●r❛❞✐❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s t,x✳
C∞
c (Ω) ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳
c, c(...) ❈♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ à

❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♥✬✐♥✢✉❡♥t ♣❛s s✉r s❛ ✈❛❧❡✉r s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣ré❝✐sés✳

Hm
tan(ΩT ) Hm

tan(ΩT ) =
{
Φ ∈ L2(ΩT ), ∀α ∈ N

d, |α| ≤ m =⇒ T αΦ ∈ L2(ΩT )
}

Hm(ΩT ) Hm(ΩT ) =
{
Φ ∈ L2(ΩT ), ∀β ∈ N, ∀α ∈ N

d, β + |α| ≤ m =⇒
∂βd T αΦ ∈ L2(ΩT )

}

L2(ΩT ) L2(ΩT ) = {Φ : ΩT → R
N ,
∫
ΩT

〈Φ(t,x),Φ(t,x)〉dtdx}
MN (R) ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ×N ✳
n ▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ Ω✳
t ❚❡♠♣s ✭✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
T ❉ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✮✳
W 1,2(0, T ;V,H) W 1,2(0, T ;V,H) = {f ∈ L2(0, T ;V ), ∂tf ∈ L2(0, T ;V ∗)} ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡

❆✮
〈., .〉X Pr♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡s♣❛❝❡ X✱ ♦ù X = R

D, L2(ΩT ), V...✳
‖., .‖X Pr♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡s♣❛❝❡ X✱ ♦ù X =

R
D, L2(ΩT ), V,H

m
tan(ΩT ), H

m(ΩT )...✳
〈φ〉 ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡ φ s✉r s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ Ω✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t ■❚❊❘

▲❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ ré❛❝t❡✉r à ❢✉s✐♦♥ ■❚❊❘ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✳

■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡
❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ét✉❞✐és✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✹è♠❡ ét❛t ❞❡ ❧❛
♠❛t✐èr❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❞❡ ♣r♦t♦♥s✳ P♦✉r ❝ré❡r ❝❡t ét❛t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛rr❛❝❤❡r t♦✉t
♦✉ ♣❛rt✐❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ✐❧s s♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐és✳ ▲✬❛rr❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❝❡s
é❧❡❝tr♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡ ✿

✕ P❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ très ✐♥t❡♥s❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s é❝❧❛✐rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
✕ P❛r ✉♥ ❜♦♠❜❛r❞❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ✭❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✮ ♦✉ ♣❛r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s

✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦s♣❤èr❡✱ ♦✉ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡rst❡❧❧❛✐r❡✮✳
✕ P❛r ✉♥ ❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r très é❧❡✈é✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s très é❧❡✈é❡s

✭> 10000K✮✳
❈✬❡st ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s ♣❧❛s♠❛s

✉t✐❧✐sés ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡✳

✶✳✷ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ♦ù ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❧é❣❡rs ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❞❡✉tér✐✉♠
❡t ❞❡ tr✐t✐✉♠✮ ❢✉s✐♦♥♥❡♥t ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ❛t♦♠❡ ♣❧✉s ❧♦✉r❞ ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❤é❧✐✉♠✮ ❡♥ ❧✐❜ér❛♥t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✉ ❞❡✉tér✐✉♠ ❡t ❞✉ tr✐t✐✉♠ ❡st ❧❛
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❜❛rr✐èr❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
ré❛❝t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s

2
1D +3

1T −→2
4He (3.5MeV ) +1

0n (14.1MeV ).

▲✬é♥❡r❣✐❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✈❛✐♥❝r❡ ❧❛ ❜❛rr✐èr❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ❡st
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10 à 100 keV ✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 108 à 109K✱ ❝❡
q✉✐ r❡♥❞ ❧✬ét❛t ♣❧❛s♠❛ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞é❣❛❣❡ ✉♥❡

✽
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é♥❡r❣✐❡ ❞❡ 17, 6MeV ✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉r❛♥✐✉♠ ✷✸✺ ❞é❣❛❣❡ ✉♥❡
é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 200MeV ✱ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❛❧♦rs très ❧♦✉r❞ ✿ ❡♥✈✐r♦♥ 235u ✭✉♥✐tés ❞❡
♠❛ss❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✉♥✐✜é❡✮ ♣♦✉r ❧✬✉r❛♥✐✉♠ ✷✸✺ ✭s❛♥s ❝♦♠♣t❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥❡✉tr♦♥ ❞é❝❧❡♥❝❤❛♥t
❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✐♦♥✮ ❝♦♥tr❡ ❡♥✈✐r♦♥ 2u ❡t 3u ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉tér✐✉♠ ❡t ❧❡ tr✐t✐✉♠✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡✱ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❞é❣❛❣❡r❛ ❡♥✈✐r♦♥ q✉❛tr❡ ❢♦✐s
♣❧✉s ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ❧❛ ✜ss✐♦♥✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❥❡t ■❚❊❘ ❡st ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✿ ❧✬❡s♣♦✐r s❡r❛✐t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❥♦✉r ❞❡s ❝❡♥tr❛❧❡s à ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡s q✉❡ ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
à ✜ss✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ■❧ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♥t❛❜✐❧✐té é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é♣❡♥sé❡ ♣♦✉r ❝❤❛✉✛❡r ❧❡ ♣❧❛s♠❛
❡t ♠❛✐♥t❡♥✐r s♦♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❊♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ❜✐❧❛♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❥✉st✐✜❡r
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▲❛✇s♦♥ ✿ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ♣❧✉s ❞❡ 40 ❢♦✐s ❧✬é♥❡r❣✐❡
❞é♣❡♥sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ nθiτE ≥ 2.7·1021m−3.keV.s−1✳ ■❝✐✱ n ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉
♣❧❛s♠❛✱ θi s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♦♥✐q✉❡ ❡t τE ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✐♦♥✐q✉❡ ❡st ♣♦rté❡ à θi ≈ 30 keV ✳ ❉❡✉①
t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❞✬é♥❡r❣✐❡ ✿ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥❡rt✐❡❧✱ ❞é❝r✐t❡s
❝✐✲❛♣rès✳
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❋✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✿ ❋✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥❡rt✐❡❧ ✿
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦♣t❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❧❛s♠❛ n ≈ 1020m−3

✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t τE ❧♦♥❣✱ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ▲❡s ré❛❝t❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♠❛✲
❣♥ét✐q✉❡ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ t♦❦❛♠❛❦✳ ▲❡s t♦❦❛✲
♠❛❦s s♦♥t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡s✲
s❡♠❜❧❡ à ✉♥ t♦r❡✳ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s❡
❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❛✉ ❝÷✉r ❞✉ t♦r❡ ♦ù ❧❡
♣❧❛s♠❛ ② ❡st ❝♦♥✜♥é ♣❛r ❞❡ ❢♦rts ❝❤❛♠♣s
♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳
▲❡s t♦❦❛♠❛❦s✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬✉♥ r❡❢r♦✐❞✐s✲
s❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ♣❡✉✈❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♣❡♥✲
❞❛♥t ❞❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s à q✉❡❧q✉❡s ♠✐♥✉t❡s
✭6min 30 s ♣♦✉r ❚❖❘❊ ❙❯P❘❆✱ ♠❛✐s
s❛♥s ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✮✳ ❖♥ ❡s♣èr❡ ❛✐♥s✐
♣♦✉✈♦✐r ✉♥ ❥♦✉r ❧❡s ❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r ❡♥
❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡ ❛❞❛♣tés à ❧❛ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t♦❦❛✲
♠❛❦s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✲
s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ s♦♥t ❏❊❚ ❛✉ ❘♦②❛✉♠❡ ❯♥✐
❡t ❏❚✲✻✵ ❛✉ ❏❛♣♦♥✳
▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡
❞❡ ré❛❝t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛♥s✲
♣♦s❛❜❧❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬❛r♠❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳

❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ t♦❦❛♠❛❦✳
❙♦✉r❝❡ ✿ ❬✷❪

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✐❝✐ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❧❛s♠❛ n ≈
1031m−3 é❧❡✈é❡ ❡t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✜♥❡✲
♠❡♥t très ❝♦✉rt τE ≈ 10−11 s✳ ▲❛ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❤❛✉✛❛❣❡ ❞❡s ♠✐❝r♦✲❜✐❧❧❡s ❞❡
❞❡✉tér✐✉♠✲tr✐t✐✉♠ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t❡ à
♣❛rt✐r ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❧❛s❡r ✭ré✢é❝❤✐❡s s✉r ❧❡s
♣❛r♦✐s ✐♥tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛♣s✉❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❛ ♠✐❝r♦✲❜✐❧❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐❢✮✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ s❡rt ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ❛r♠❡s t❤❡r♠♦♥✉❝❧é❛✐r❡s✱
♠❛✐s ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ré❛❧✐sé❡s
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r✲
❣✐❡✳ ▲❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ❡①✲
♣❧♦r❛♥t ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s♦♥t ❧❡
❧❛s❡r ▼é❣❛❥♦✉❧❡ à ❇♦r❞❡❛✉① ❡t ◆❛t✐♦♥❛❧
■❣♥✐t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t② ✭◆■❋✮ ❛✉① ❯❙❆✳

P❤♦t♦ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣s✉❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛
♠✐❝r♦✲❜✐❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉tér✐✉♠✲tr✐t✐✉♠ ♣♦✉r ❧❛
❢✉s✐♦♥ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ♣❛r ❧❛s❡r✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ◆■❋
❛✉ ▲▲♥▲✱ ✈♦✐r s❛ ❣❛❧❡r✐❡ ♣❤♦t♦ ❬✶❪✳

❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣s✉❧❡ ♣♦✉r ❧❛
❢✉s✐♦♥ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❬✸❪
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✶✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❧❛s♠❛

❚r♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❧❛s♠❛ ❡①✐st❡♥t ✿

✶✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s q✉✐ r❡✈✐❡♥♥❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❆✐♥s✐ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ N ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xj ✭j ∈ {1, . . . , N}✮✱ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ qj ❡t ❞❡ ♠❛ss❡ mj ✱ ♦♥ ❛ ✿

∀j ∈ {1, . . . , N},mj
d2xj
dt2

(t) = qj

(
E+

dxj
dt

×B

)
,

♦ù E ❡t B ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛✉
♣♦✐♥t xj ✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r t❡rr❡str❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❝♦♠♣❛ré ❛✉①
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡ très s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ s❡✉❧ s♦✉❝✐ ❡st
q✉❡ N ♣❡✉t êtr❡ très ❣r❛♥❞ ✿ ❞❛♥s ✉♥ t♦❦❛♠❛❦✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1020 ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❛r m3✱ ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs m3✳ ❖r à ❝❤❛q✉❡
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♦♥ ❛ 6N ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛rt✐❝✉❧❡✮✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❛s✐♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✳

✷✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
fs(t,x,v) ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ♣❧❛s♠❛ s✐t✉é❡s ❡♥ x✱ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ v
♣♦✉r ❧✬❡s♣è❝❡ s✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ 6N à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ❧❡ t❡r♠❡
❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ∂tf |coll ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉s ❛✉① ❝❤♦❝s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳
❖♥ ❛❜♦✉t✐t ❛❧♦rs à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ✿

∂tfs + v · ∇x +
qs
ms

(E+ v ×B) · ∇vfs = ∂tf |coll.

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t fs✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s à 6 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭3
♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t 3 ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✮✳ ❈❡❧❛ ❡st ❛❜♦r❞❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❝♦✉rt✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉① s✉♣❡r✲
❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❛❝t✉❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❧❛s♠❛s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ✐❧
❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣②r♦❝✐♥ét✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
♣❤❛s❡s à ✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✿ ❝✬❡st ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝♦❞❡
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ●❨❙❊▲❆✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ●❨❙❊▲❆ ❛ été
✉t✐❧✐sé ❡♥ ✷✵✶✵ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥ q✉❛rt ❞❡ t♦r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ■❚❊❘ ✿
8192 ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥é ♣❡♥❞❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ 31 ❥♦✉rs ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❞✉r❛♥t 1ms ❬✹✱ ✺❪✳

✸✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❣r❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✢✉✐❞❡s ✿ ❧❡ ♣❧❛s♠❛
❡st r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❣❛③ ✭♦✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛③✮✳ ❈✬❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s
❣r♦ss✐èr❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ s❡✉❧❡ ♦ù ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱
s♦♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐sé ❡♥
❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts ❞❡ fs ✭s❡❧♦♥ v✮ ✿
✕ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✿

ns(t,x) =

∫

R3

fs(t,x,v) dv
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✕ ▲❡ ✢✉① ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✿

nsus =

∫

R3

vfs(t,x,v) dv

✭us ❞és✐❣♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣è❝❡ s✮✳
✕ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✿

Πs = Ps = ms

∫

R3

v ⊗ vfs(t,x,v)dv

✕ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ✿

ps = nsTs = ms

∫

R3

|v − us|2fs(t,x,v)dv

✕ ▲❡ ✢✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✿

Φ =
1

2
ms

∫

R3

v|v|2fs(t,x,v)dv

❊♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ♠♦②❡♥✲
♥❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❢❡r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✢✉✐❞❡s s♦♥t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st ré❞✉✐t à 3 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t q✉❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉✐❞❡s s♦♥t
tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡s ✭✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✱ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳✳✳✮✳

❆✉ ❝÷✉r ❞✉ t♦❦❛♠❛❦✱ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st ❞✐t ♣❡✉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥♥❡❧✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡s ✐♦♥s s♦♥t ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ❆✉
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✱ ♣❧✉s ❢r♦✐❞✱ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦❧❧✐s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡✳

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✢✉✐❞❡s ❞✉ ♣❧❛s♠❛✳

✶✳✹ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ t♦❦❛♠❛❦

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ❊❙P❖■❘ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t
❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ t♦❦❛♠❛❦✳ ■❧ ❡st
❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥✳

▲❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♣❛r❢❛✐t ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❡st
❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ❈❡ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✈❛ ♣♦s❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s
❝♦♠♠❡ ✿

✕ ▲❛ ❞étér✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✐é ❛✉① t❡♠♣ér❛t✉r❡s é❧❡✈é❡s ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞
✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 104K✮✳

✕ ▲✬❛❧tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉r❡té ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❛✈❡❝ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ q✉✐ ❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✱ ❞❡ t✉♥❣stè♥❡ ♦✉ ❞❡ ❜ér②❧❧✐✉♠✳

✕ ▲❡ ♣♦♠♣❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✳
P♦✉r ♣r♦té❣❡r ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ ♣❧❛s♠❛✱ ✐❧ ❛ été ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞✬♦✉✈r✐r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❜♦r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s♣♦rté
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ❝ré❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ré❣✐♦♥s✱ ✉♥❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝÷✉r ❞✉
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❈÷✉r

❙✉r❢❛❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦✉✈❡rt❡

❙✉r❢❛❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢❡r♠é❡❉❙▼❋

▲✐♠✐t❡✉r

s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✬✉♥ t♦❦❛♠❛❦ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✉r✳
❉❙▼❋ ❂ ❉❡r♥✐èr❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡ ❋❡r♠é❡✳ ▲❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r ❡st ❧❛ ré❣✐♦♥ s❡ s✐t✉❛♥t
❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢❡r♠é❡ ✭❉❙▼❋✮ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐✳

t♦❦❛♠❛❦ ♦ù ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s♦♥t ❢❡r♠é❡s ❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐tr♦♣❤❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛r♦✐ ♦ù
❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s♦♥t ♦✉✈❡rt❡s✱ ❝✬❡st ❧❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r✳

❉❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ♦✉✈r✐r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛
s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r ✿

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❧❛❝❡r ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ q✉✐
✈❛ ✐♥t❡rr♦♠♣r❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❛❜s♦r❜❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❚❖❘❊ ❙❯P❘❆✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ♣❧❛♥❝❤❡r ✭❧❡ ♣❧✉s
❣r♦s✮ ❡st r❡❢r♦✐❞✐ ♣❛r ❞❡ ❧✬❡❛✉ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥✳

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rt♦r✱ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✉
t♦❦❛♠❛❦✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝÷✉r ❞✉ t♦❦❛♠❛❦ ✭❛✉ ❞❡❧à ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮ t♦✉t ❡♥
❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ✐♠♣✉r❡tés ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡ q✉✐ ❛
été r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t ■❚❊❘✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✶✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ t♦❦❛♠❛❦ ❚❖❘❊ ❙❯P❘❆ à ❧✬❛rrêt ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳
▲❡ ❢♦rt ❞é❣❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s
♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❦❡❧✈✐♥s✳ ❉❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ♦♥ ♥❡ ✈♦✐t r✐❡♥ ❝❛r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ é♠✐s❡
♣❛r ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❤❛✉❞ ✭≈ 108 − 109K✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① r❛②♦♥s ❳ ✈♦✐r❡ ❛✉①
r❛②♦♥s ❣❛♠♠❛ ✭✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥
❝♦r♣s ♥♦✐r✮✳ ❈❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r é✈❛❧✉és ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡
❞❛♥s ❚❖❘❊ ❙❯P❘❆✱ ❞✬❛✉tr❡s ❧✐♠✐t❡✉rs✱ s♦♥t ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ♣♦❧♦ï❞❛✉① ❡t
❧❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ❞✬❛♥t❡♥♥❡ q✉✐ ✈✐s❡♥t à ♣r♦té❣❡r ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ P❤♦t♦ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❚❖❘❊ ❙❯P❘❆ ✭à ❧✬❛rrêt✮✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st ❧❡
✧tr♦tt♦✐r✧ ❡♥ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ■♠❛❣❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❈❈❉ ✭❞❛♥s ❧❡ ✈✐s✐❜❧❡✮
❞❡ ❚❖❘❊ ❙❯P❘❆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❯♥ ❢♦rt ❞é❣❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❣é♥éré ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ❙♦✉r❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ✿ ■❘❋▼ ❬✷❪

▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rt♦r✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ① ♦ù ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s❡♠❜❧❡♥t s❡ ❝r♦✐s❡r✳

■❧ ❛♣♣❛r❛ît s✉r♣r❡♥❛♥t✱ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t ■❚❊❘✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ s✬❛❞❛♣t❡r♦♥t à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rt♦r ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ①✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✐❧ ② ❛ ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s q✉✐ ✐♥t❡rr♦♠♣❡♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s
❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ③♦♥❡ ♦ù ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡
❝❤❛♠♣ s♦♥t ♦✉✈❡rt❡s✱ ❧❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r✳

❉✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ✢✉✐❞❡s ♦♥t été ét❛❜❧✐s ♣♦✉r ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞ ❞❛♥s ✉♥ t♦❦❛♠❛❦ ✭✷❉ ♦✉
✸❉✮✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✹❪✱ ❙♦❧❊❞❣❡✷❉ ❬✻✵❪✱ ❚♦❦❛♠✲✸❉ ❬✻✵✱ ✻✶❪✳✳✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ✐❝✐ r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❚♦❦❛♠✲✸❉✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳ ❖♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✉r✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ✿
✕ N ✿ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ✭❞❡s é❧❡❝tr♦♥s✮✳ ❆ s❛✈♦✐r q✉✬❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥❡ ✜♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ✭❧❛ ❣❛✐♥❡✮✱ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st q✉❛s✐✲♥❡✉tr❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ✐♦♥s ✭❝❤❛r❣és ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✮
♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳

✕ Mv ✿ ❧❛ ✈é❧♦❝✐té ❞❡s ✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
✕ M ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✱ s❛
✈✐t❡ss❡✮✳ ❯t✐❧✐sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ M =Mv

√
2M

✕ Γ = NM ✿ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ s❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮✳

✕ W ✿ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té ❞✉ ♣❧❛s♠❛✳
✕ Jη ✿ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η✳
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❙✉r❢❛❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦✉✈❡rt❡

❙✉r❢❛❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢❡r♠é❡

P♦✐♥t ①

❙❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r

❉❙▼❋

❈÷✉r

❉✐✈❡rt♦r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rt♦r✱ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ■❚❊❘✳ ▲❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r ❡st
t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ré❣✐♦♥ s❡ s✐t✉❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢❡r♠é❡ ✭❉❙▼❋✮ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐✳

❈÷✉r

❆①❡ ✈❡rt✐❝❛❧

R0

ϕ
•

•

r
ϑ

rlim
δϑ

rmin

rmax

▲✐♠✐t❡✉r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t♦r✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❚❖❑❆▼✲✸❉✳ r ❡st ❧❡
r❛②♦♥ ♠✐♥❡✉r✱ ϕ ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ t♦r♦ï❞❛❧ ❡t ϑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧♦ï❞❛❧✳
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✕ φη ✿ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✳
✕ DN , DΓ, DW ✿ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
✕ b ✿ ✈❡❝t❡✉r ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t♦r✐q✉❡s

❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ b s✬é❝r✐t ✿

b =




0
ǫB
1


 ,

♦ù ǫB = r
q(r)R0

≪ 1✳ q(r) ét❛♥t✱ ✐❝✐✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ sé❝✉r✐té✱ ❧✐é à ❧✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❣♥❡s
❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳

✕ B ✿ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳
✕ Z ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ✐♦♥s ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ Z = 1✮✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❚♦❦❛♠✲✸❉ ❬✻✵✱ ✻✶❪✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✸❉ ✿

∂tN +B∇‖
NMv − Jη

B
+

1

B
(∇φη ×∇N) · b = B

(
(−N∇φη +∇N)×∇ 1

B2

)
· b

+∇⊥ · (DN∇⊥N) + SN

∂tMv +Mv∇‖Mv +
1

B
(∇φη ×∇Mv) · b+ (1 + Z)

∇‖N

N
+∇⊥ · (DMv∇⊥Mv) + SMv

∂tW +Mv∇‖W +
1

B
(∇φη ×∇N) · b = Z

B3

N
∇‖

Jη
B

+ (1 + Z)
B3

N

(
∇N ×∇ 1

B2

)
· b

+∇⊥ · (DW∇⊥W )

ηNJη = ∇‖N −N∇‖φη

W = ∇2
⊥φη +

∇2
⊥ ln(N)

Z
,

♦ù∇‖ = b·∇ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
❡t ∇⊥ = ∇−∇‖ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ✉♥
♣❧❛s♠❛ ✐s♦t❤❡r♠❡✱ ♦ù ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ✐♦♥✐q✉❡s ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s
ét❛✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡ 1✳ ▲❛ ✈♦rt✐❝✐téW ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✉ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱
s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛s♠❛ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❡✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝÷✉r ✭r = rmin✮ ✿

∂rN = 0

Γ/N =Mcentre

∂rW = 0

∂rφη = 0.
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✕ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✭r = rmax✮ ✿

∂rN = 0

Γ/N =Mmur

∂rW = 0

∂rφη = 0.

✕ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❡♥ rlim ≤ r ≤ rmax, ϑ = −π
2 − δϑ

2 ✿

Mv = +
√
2

∇‖φη = ∇‖ ln(N)− ηN
√
2
(
1− eΛ−φη

)

∂ϑW = 0 ♦ù ϑ = ❛♥❣❧❡ ♣♦❧♦ï❞❛❧.

✕ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❡♥ rlim ≤ r ≤ rmax, ϑ = −π
2 + δϑ

2 ✿

Mv = −
√
2

∇‖φη = ∇‖ ln(N) + ηN
√
2
(
1− eΛ−φη

)

∂ϑW = 0.

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥é❣❧✐❣❡r❛ ❧❡s t❡r♠❡s ❧✐és à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❥♦✉❡ts ét✉❞✐és
s❡r♦♥t ❡♥ ✶❉ ♦✉ ❡♥ ✷❉✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✜♥✐❡✮ ❞✬❡s♣❛❝❡✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ têt❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ✭r = rlim, ϑ ∈ [−(π + δϑ)/2, (−π + δϑ)/2]✮✱ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❢❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❞é❜❛t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît
q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✱ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ♦ù ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ✉♥❡ têt❡ ❞❡
❧✐♠✐t❡✉r ❛rr♦♥❞✐❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❛♥s ❛♣♣♦rt❡r ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r
❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r ❞♦♥t ❧❛ têt❡ ❡st
♣❧❛t❡ ❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡r❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s
✐♠♣♦sé❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✭r = rmax✮✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♦♥ ♥✬ét✉❞✐❡r❛ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ N,Γ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮
❡t ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ φη ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳

P❧✉s✐❡✉rs s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❧✐és à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s❡r♦♥t ♥é❣❧✐❣és ✿ x r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡

❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t y ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❧✐❡r y ❡t ❧❡ r❛②♦♥ ♠✐♥❡✉r r ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ y = rmax − r✳

▲❡s ❣é♦♠étr✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s②stê♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ét✉❞✐és ♣❛r❛îtr♦♥t s✐♠♣❧✐st❡s
❝❛r ✐❧ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❡t t❡st❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❥♦✉❡ts✳
▲✬✐♥térêt ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
ré❛❧✐st❡s ❛ été ❧❛✐ssé❡ à ❞✬❛✉tr❡s éq✉✐♣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ❊❙P❖■❘✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ▼✷P✷ ❡t ❞✉ ❈❊❆ ❞❡ ❈❛❞❛r❛❝❤❡ ✭❙❡r✈✐❝❡ ❞✬■♥t❡r❛❝t✐♦♥s P❧❛s♠❛✲
P❛r♦✐✮✳
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✶✳✺ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡s

❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✹

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s q✉✐ s❡r♦♥t ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡
t②♣❡ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛ss❡③ ❛✐sé ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡ q✉✬✐❧ s❡
♣❛ss❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❞é❥à été ♣r♦♣♦sés✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st
s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❚❛♠❛✐♥ ❬✻✵❪✱ ✐❧ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❝♦♠♠❡♥t s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❣râ❝❡ à ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤M = Γ/N ✱ ✐❧ ❡st ♣ré❝✐sé q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✿
✕ ▲❛ ♣ré✲❣❛✐♥❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❧❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r q✉✐ ❡st ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛

❧✐♠✐t❡✉r✳
✕ ▲❛ ❣❛✐♥❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r ❞♦♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

❞❡ 10−5m✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ∇‖φη = ∇‖ ln(N)± ηN

√
2
(
1− eΛ−φη

)
❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱

♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❣❛✐♥❡✴♣ré✲❣❛✐♥❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ♥✬❡st tr❛✈❡rsé❡ ♣❛r ❛✉❝✉♥ ❝♦✉r❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡r❛ ♥♦té❡ Λ✳ P♦✉r ❧❡
❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ❈❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❋♦✉r✐❡r ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
φη = Λ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
♠♦✐♥s ré❛❧✐st❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît
❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❤❛✉t ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ♦ù ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡
♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❤❛✉t❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱
❞❡ ♣❛r ❧❡✉r ❝♦✉r❜✉r❡✱ ♥❡ s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❥❛♠❛✐s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤❛✉t❡ ❞✉
❧✐♠✐t❡✉r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♦❜st❛❝❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡
❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡✳ ■❧ ❛ été ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❬✹✺❪ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥
❤♦♠♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❤❛✉t ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛❞❛♣té❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r♦✐s✳

✶✳✻ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❞♦♠❛✐♥❡s
✜❝t✐❢s✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♠❛✐s s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♣❤r❛s❡s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✐❞é❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s s♦♥t ❛❞❛♣té❡s à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♦r✐❣✐♥❡❧s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st
❝♦♠♣❧❡①❡ ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥❝❧✉r❡
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ Ω ⊂ R

d ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ Ω♯ ❞❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs
ét❡♥❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r Ω à Ω♯✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ Ω✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉
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Ω

Ω♯ \ Ω

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢

❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❡✉r ❡t q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s q✉✐ é✈♦❧✉❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s r❡♠♦♥t❡ ❛✉ tr❛✈❛✉① ❞❡
❍②♠❛♥ ❬✸✻❪✳ ▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s ✭✜❝t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t
♣❛r ❙❛✉❧✬❡✈ ❬✺✼❪✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r P❡s❦✐♥✱ ❡♥ ✶✾✼✷ ❬✹✽❪✱
❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝÷✉r ❤✉♠❛✐♥ ❡t ❧❡s ✢✉① s❛♥❣✉✐♥s✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧✬✐♥térêt ❞✬é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r à ❢❛✐r❡
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳

P♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✿ {

Pu = f ❞❛♥s Ω

Θ(u∂Ω) = 0 s✉r ∂Ω.

▲✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡st u : Ω ⊂ R
d → R

D✳

✶✳✻✳✶ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉

❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r ❢♦r❝❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳

▲✬✐♥térêt ❡st q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❖✉tr❡ ❧❛
❧✐❜❡rté s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ét❛❜❧✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❡♥
r❡st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦r❡✉① ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝② ❬✶✶✱ ✹✸❪✳
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✶✳✻✳✶✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✜♥❡ ♦✉ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞❡ ❢♦r❝❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳
❈✬❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣❛r P❡s❦✐♥ ❬✹✽✱ ✹✾❪✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts s❛♥❣✉✐♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝÷✉r ❤✉♠❛✐♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ u r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ✐❝✐ ❧✬é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s✳ ∇p r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐
❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧é ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ u ❡t
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ X ✿





∂tu+ (u · ∇)u−∆u+∇p = f + fb ❞❛♥s Ω

∇ · u = 0

fb(t,x) =

∫

∂Ω
F(t,x) δ(‖x−X(t)‖2) dσ (X(t)) s✉r ∂Ω

dtX(t) =

∫

∂Ω
u(t,x) δ(‖x−X(t)‖2) dx,

♦ù δ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✱ fb ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❧✐é ❛✉ ❜♦r❞✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ F
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❞❡ t②♣❡ ❍♦♦❦❡ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ✉♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❛rtés✐❡♥ s✉r ❧❡q✉❡❧
❡st r❡♣rés❡♥té ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts Xk✱
k ∈ {1, ...,K}✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❬✹✽❪✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ δ(‖x−X(t)‖2) ❡st ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✐✛✉s❡✱ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘❛♠✐èr❡ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪✳

✶✳✻✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡

Puε +
χ

ε
Θ̃(uε) = f ❞❛♥s Ω♯.

❖ù Θ̃ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ R
D → R

D ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ❡♥ ∂Ω✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t Θ̃ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ Θ(u∂Ω) = 0 s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Θ̃(uε|∂Ω) = 0✳ χ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡
✈❛✉t 1 ❞❛♥s Ω♯ \Ω ❡t 0 ❞❛♥s Ω✳ ε ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞
ǫ≪ 1✳

■❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛rr✐✈❡ à ✐♠♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✿ ❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s Puε ❡t f ✱ s♦♥t ❜♦r♥és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✳
❆❧♦rs✱ χε Θ̃(uε) ❞♦✐t ❛✉ss✐ êtr❡ ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧✬♦❜st❛❝❧❡ Ω♯ \ Ω✱ ♦ù
χ = 1✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ ❛ ❝❡ q✉❡ Θ̃(uε) t❡♥❞❡ ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ ε→ 0✳ P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s❡
r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ Θ(u∂Ω) = 0 ♣♦✉r ε≪ 1✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡
❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳

▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ✿
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✕ P♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❝❛rtés✐❡♥s✱ ♥♦♥ ❛❞❛♣tés à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳

✕ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs r❛♣✐❞❡s✱ ♠ét❤♦❞❡s ♣s❡✉❞♦ s♣❡❝tr❛❧❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✼❪✱
♦✉ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ét❡♥❞✉ Ω♯✳

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥trô❧❡r✳ ▲❡
❧❡❝t❡✉r s♦✉❝✐❡✉① ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❛s ❞✬é❝♦❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉rr❛
r❡❣❛r❞❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❛❝❝♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✻❪✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛
❢❛❝✐❧✐té ❞❡ s❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❖✉tr❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡✱ ✉♥ ❞❡s
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ t②♣❡ ❝✉t✲❝❡❧❧ ♦✉ ❣❤♦st✲❝❡❧❧ ✭♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✻❪✳

❆♥❣♦t ❛ ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ◆❡✉♠❛♥♥ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❋♦✉r✐❡r ❬✽❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ♦✉ s✉r❢❛❝✐q✉❡s✳

✶✳✻✳✷ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t

❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❡♥
♣rés❡♥t❡r♦♥s ✐❝✐ ❞❡✉① ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣❤♦st✲❝❡❧❧ ❡t ❝✉t✲❝❡❧❧✳

✶✳✻✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❣❤♦st✲❝❡❧❧

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✐t❡s
❣❤♦st✲❝❡❧❧s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω ❡t à ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r
♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣❤♦st✲
❝❡❧❧s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♥✐ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❚s❡♥❣ ❡t ❋❡r③✐❣❡r ❬✻✷❪✳

✶✳✻✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❝✉t✲❝❡❧❧

❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉①✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❝✉t✲❝❡❧❧✱ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s ❛✉①
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❛✈❡❝ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ t②♣❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳
▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❛rtés✐❡♥✱ ♣✉✐s à ❝♦✉♣❡r ❡♥ ❞❡✉① ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
tr❛✈❡rsé❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ∂Ω✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ ▲❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❡❧❧✉❧❡ s❡ ❢❛✐t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✳ ▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω
❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥❡ s❡
❢❛✐t q✉✬❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✳ ■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s tr♦♥q✉é❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛
r❡❣❛r❞❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏♦❤❛♥s❡♥ ❡t ❈♦t❡❧❧❛ ❬✸✾❪ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞✳
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Ω

Ω♯ \ Ω

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡
❝✉t✲❝❡❧❧✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝✉t✲❝❡❧❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✬♦r❞r❡
2✳

✶✳✻✳✸ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♦r✐❣✐♥❡❧✴❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢✱ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ s♦✉✈❡♥t ❞✉ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡
♣r♦✈✐❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ Ω ❡t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ Ω♯Ω ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✐♥❣✉❧✐èr❡✮✳ ▲❡s
❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ s♦♥t ❞é❞✐és à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✉❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
✉t✐❧✐sé❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✐st❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡
q✉✐ s♦♥t à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à
❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ét✉❞✐❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s✱ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✿
✕ ❋❛✐r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠♣❧❡✮ ❬✶✺✱ ✹✵✱ ✹✻❪✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥✬❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s très s✐♠♣❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♦✉ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✶❉ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❝❡ ❜✐❛✐s ❧à ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
♠❡s✉r❡r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳

✕ ❋❛✐r❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❆♥❣♦t ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✳

✕ ❊t✉❞✐❡r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❑❲✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
✈✐sq✉❡✉① ❬✷✷❪ ♦✉ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋♦r♥❡t ❬✸✵❪ ❡t ❞❡
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❑❤❡r✐❥✐ ❬✹✶❪✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡♥ x/εa ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥
s✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r r✐❣♦✉r❡✉s❡ à ♣❛rt✐r
❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛❞ ❤♦❝ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ❢❛✐r❡✳

❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s
q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ rés♦✉t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣é♥❛❧✐sé
❛✈❡❝ ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣ré❢éré ✭✐❞é❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 ♦✉ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ét✉❞✐❡r ❧✬❡rr❡✉r
H1✮✳ P✉✐s ♦♥ é✈❛❧✉❡ ‖unum,ε − ulimite‖ ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ L2 ♦✉ H1 ♦✉ H2✳✳✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞✬❛✈♦✐r
✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ é♣❛✐ss❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ ε → 0 ❬✹✵✱ ✹✸❪✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❛❝❝♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✻❪ ❡t ❞❡ ▲✐✉ ❡t ❱❛s✐❧②❡✈ ❬✹✸❪✳

✶✳✼ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t
à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳ ▲❡ ❜✉t ét❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❣é♥ér❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳ ■❧
❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡s ♥✬❡st ♣❛s très ❛❜♦♥❞❛♥t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❑❤❡r✐❥✐ ❬✹✶❪✱ ♦♥
tr♦✉✈❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s s❡♠✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❋♦r♥❡t
❡t ●✉ès ❬✸✵❪✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ rés✐st✐✈✐té
♣❛r❛❧❧è❧❡ η ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ♠è♥❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r t❡♥❞ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡t r❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡
s♦✉s ❞ét❡r♠✐♥é✳ P♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✱ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ t②♣❡
❆s②♠♣t♦t✐❝✲Pr❡s❡r✈✐♥❣ ✭❆P✮ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❬✷✻✱ ✷✼❪✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ été ré❛❧✐sé❡
s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛ ❝♦♥s✐sté à ❛❞❛♣✲
t❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✶❉ ❡t ✷❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η t❡♥❞ ✈❡rs
0✳

✶✳✽ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

▲❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t tr♦✐s t❤è♠❡s ❢❛✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥
❝❤❛♣✐tr❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t
❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ♣❧❛s♠❛ N ❡t s❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t Γ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t t❡sté❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡✳
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−0.5−0.4 0.4 0.5 x

P❧❛s♠❛

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶❉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲✬❛s♣❡❝t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✈✐❡♥t
❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢♦r♠❡r❛✐t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳

▲✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t s✬ét❡♥❞ à ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐q✉❡s✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸
❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞ ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✳ P♦✉r ❧❡
✹è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡r✈❛♥t ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ♣❡r♠❡t
❞❡ ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❡ss❛✐s s✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❘♦❜✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

✶✳✽✳✶ ❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t
❧❛ ❞❡♥s✐té N ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t Γ ❞✉ ♣❧❛s♠❛✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r M = Γ/N ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s✐❞éré✳

▲❡ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡ s✬é❝r✐t ✿




∂tN + ∂xΓ = SN ❞❛♥s ]− 0.4, 0.4[

∂tΓ + ∂x

(
Γ2

N
+N

)
= SΓ

M(., 0.4) = 1− ξ

M(.,−0.4) = −1 + ξ,

✭✶✳✶✮

♦ù ξ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ❚r♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♦♥t été t❡sté❡s ❞❛♥s
❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ■s♦❛r❞✐ ❡t
❛❧✳ ❬✸✼❪ ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣✐❝ à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t r❛✣♥é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ M ≈ ±(1 − ξ) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
N ≈ 0 ♣❛r ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤♦✐① ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st ✉♥
♦❜st❛❝❧❡ s♦❧✐❞❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s
q✉✐ r❛❧❡♥t✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭❡t ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦❝❤é❡✮ ✈❡rs
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❩♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡
R
d
−

(xd < 0)
χ|xd<0 = 1

❉♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧
R
d
+

(xd > 0)
χ|xd>0 = 0

xd = 0

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♠✐t❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛s ❞✬é❝♦❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





∂tN + ∂xΓ = SN ❞❛♥s ]0, 0.5[

∂tΓ + ∂x

(
Γ2

N
+N

)
+
χ

ε

(
Γ

1− η
−N

)
= SΓ,

✭✶✳✷✮

♦ù ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ]0, 0.5[✱ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ③♦♥❡ ]0, 0.4[ ✭♦♥ ❛ ♣r✐s q✉❡
❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ χ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r q✉✐ ❡st ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ [0.4, 0.5[✳ ❈❡tt❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦✉tr❡ s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣rés❡♥t❡r ❞❡
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ♣r❡ss❡♥t✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧ ❡♥ ε ❡t ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❖♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ]− 0.5, 0.5[ ❡♥t✐❡r✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❜♦r❞s ♣♦✉r ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ x = −0.5
❡t x = 0.5✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ét❛♥t ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t tr❛♥s❢❡rt ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜♦r❞ à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉
❧✐♠✐t❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ α
q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t q✉✐ ✈❛✉t 1 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛✳

✶✳✽✳✷ ❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✈✐s❡ à ét❡♥❞r❡ ❡t ♠♦♥tr❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✶✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❡st ❧❡
❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ R

d
+ ❡t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs à ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s②♠étr✐s❛❜❧❡✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ u :
]− T0, T [×R

d
+ → R

D ✿




∂tu(t,x) +
d∑

j=1

Aj(a(t,x),u(t,x))∂ju(t,x) = f(a(t,x),u(t,x)) (t,x) ∈]− T0, T [×R
d
+

Θ(a(t,x′, 0),u(t,x′, 0)) = 0 (t,x′) ∈]− T0, T [×R
d−1

u|t<0 = 0.

✭✶✳✸✮
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▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ Aj ✭j ∈ {1, . . . , d}✮✱ f ✱ Θ s♦♥t s✉♣♣♦sés ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞(RD
′ ×

R
D)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ❡st H∞(] − T0, T [×R

d
+) ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R

D′
✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t

r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ a ❡st
❞❛♥s H∞(]−T0, T [×R

d
+) ❡t r❡st❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❞❡ 0 ♥♦té Y ⊂ R

D′
✳ ❖♥

❛❞♠❡t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Θ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿ (y,U) ∈ R

D′ × R
D,∇uΘ (y,U) ❛ ✉♥ r❛♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♥♦té p✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t

y ∈ R
D′
,Θ(y,0) = 0✳

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s②♠étr✐s❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❡ tr❛❞✉✐t ✐❝✐ ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②♠étr✐s❡✉r S(y,U)
t❡❧ q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t (y,U) ∈ R

D′ × R
D ✿

✕ S(y,U) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ (y,U) q✉❛♥❞ U ❡st ❞❛♥s
✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ⊂ R

D ❞❡ 0 ❡t q✉❛♥❞ y ❡st ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Y ❞❡ 0✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ e > 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t (y,U) ∈ Y × U ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t W ∈ R

D✱

〈S(y,U)W,W〉 ≥ e‖W‖2,

♦ù 〈, 〉 ❡t ‖.‖ ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ s✉r
R
D✳

✕ P♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , d}✱ S(y,U)Aj(y,U) ❡st s②♠étr✐q✉❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t (y,U) ∈ R
D′ × R

D ✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ad(y,U) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✱

❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿ P♦✉r t♦✉t y ∈ Y✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ U ∈ R
D t❡❧ q✉❡ Θ(y,U) = 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡

q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ∃µ > 0, ∀y ∈ R

D′
, ∀W ∈ ker∇uΘ(y,0), 〈S(y,U)Ad(y,U)W,W〉 ≤ −µ‖W‖2✳

✕ dimker∇uΘ(y,0) ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❖♥ ré❛❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ u = H(a,v) ✱ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ H ❡st ❝❤♦✐s✐❡

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ Θ(a(t,x′, 0),u(t,x′, 0)) = 0 s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ Pv(t,x′, 0) = 0✱ ♦ù P ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ Rp × {0}D−p ✭é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R

D✮✳
P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

a ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳
▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✽✳✶

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✸✮ s♦♥t
✈ér✐✜é❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ T > 0 ❡t ε0 > 0 t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, ε0]✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣é♥❛❧✐sé





∂tuε +
d∑

j=1

Aj(uε)∂juε +
χ(x)

ε
M(uε)uε = f(uε) (t,x) ∈]− T0, T [×R

d

uε|t<0 = 0,

✭✶✳✹✮

♦ù

M(uε)uε = (S(uε))
−1
(
∇vH

(
H−1(uε)

)⊤)−1
PH−1(uε),
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❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ uε ∈ H1(] − T0, T [×R
d
+) ∩W 1,∞(] − T0, T [×R

d) q✉✐ ❡st
ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ xd = 0 ✿ uε|xd>0 ∈ H∞(]− T0, T [×R

d
+) ❡t uε|xd<0 ∈

H∞(]− T0, T [×R
d
−)✳

◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t s ≥ 0✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉❛♥❞ ε
t❡♥❞ ✈❡rs 0 ✿

‖uε − u‖Hs(]−T0,T [×Rd
+) = O(ε).

❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✹✮ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ vε t❡❧❧❡
q✉❡ uε = H(a,vε)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ vε ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ va =

∑M
n=0 ε

nVn✳ ❖♥ ❢❛✐t
❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé r❡❢♦r♠✉❧é ❡♥ ❧✬é❝r✐✈❛♥t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ vε = va + εw✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs
tr❛✐té❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ t②♣❡ P✐❝❛r❞✳

✶✳✽✳✸ ❘és✉♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹

❆♣rès ❛✈♦✐r ré❛❧✐sé ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞✉ ❈❊❆✴■❘❋▼ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬❆◆❘ ❊❙P❖■❘ ♦♥t ♣r♦♣♦sé
✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ φ ❡♥ ❜♦r❞ ❞❡
t♦❦❛♠❛❦✳

P♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♠✐❡✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ♦ù ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥t ❞é❥à été ♣r♦✉✈é❡s ❬✹✺❪✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❝♦♥s✐❞éré ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é ét✉❞✐é ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿





− ∂t∂
2
yφη −

1

η
∂2xφη + ν∂4yφη = S ❞❛♥s ]0, T [×Ω

∂yφη|t=0 = ∂yφini ❞❛♥s Ω

∂yφη|Σ‖
= 0 ❡t ∂3yφ|Σ‖

= 0 s✉r ]0, T [×Σ‖

∂xφη|x=−L = η
(
1− eΛ−φη|x=−L

)
s✉r ]0, T [×{−L}×]0, l[

∂xφη|x=L = −η
(
1− eΛ−φη|x=L

)
s✉r ]0, T [×{L}×]0, l[

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ φη s✉r ]0, T [×{−0.5, 0.5}×]l, 1[,

✭✶✳✺✮

♦ù ν ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ✐♦♥✐q✉❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❡t Λ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rés✐st✐✈✐té ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ η ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−6✮✳
❈❡❧❛ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✿ ◗✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✺✮ ❞❡✈✐❡♥t ♠❛❧ ♣♦sé ❝❛r s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✳

❈❡❧❛ ♣❡✉t ❞é❥à s❡ ❝♦♥st❛t❡r ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✶❉ ❡t ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ x✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐❡r ❝❡ ❝❛s
s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❡♥s✉✐t❡ s✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶❉✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛
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❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ q✉✐ s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ❧❡s ♣❧❛s♠❛s✳

❙✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶❉✱ ♦♥ ❢❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t
❧✬✐❞é❡s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡♥s✐❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ χ

ε ❀ χ ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t ε ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡♥t
❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♠❛✐s r❡st❡♥t à êtr❡ ♣r♦✉✈és r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷❉ ✭✶✳✺✮✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳
❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❉❡❣♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ♣♦✉r
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❬✷✼❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦s❡r φη = pη + ηqη
❛✈❡❝ ∂xpη = 0 ❡t qη|x=−L = 0✳ ▲✬✐❞é❡ ét❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (pη, qη) ♠❛✐s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r (φη, qη)✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳✶

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ V =

{
f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), f ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r {−0.5, 0.5}×]l, 1[, ∂yf = 0 s✉r Σ‖

}

❛✈❡❝ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✿

〈f, v〉V =

∫

Ω
∂xf ∂xv dydx+

∫

Ω
∂2yf ∂

2
yv dydx+ 2

∫ l

0
f|x=L v|x=L dy.

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ V à ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮ ♥✉❧❧❡ ✿

V0 =
{
f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), ∂xf = 0 ❞❛♥s Ω, ∂yf = 0 s✉r Σ‖

}
.

❖♥ ❧❡ ♠✉♥✐t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✿

〈f, v〉V0 =

∫

Ω
∂2yf ∂

2
yv dydx+ 2

∫ l

0
f|x=L v|x=L dy.

✕ H =
{
f ∈ L2(Ω), ∂yf ∈ L2(Ω)

}
❛✈❡❝ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭♣♦✉r ǫ > 0✮ ✿

〈f, v〉H = ǫ

∫

Ω
f v dydx+

∫

Ω
∂yf ∂yv dydx.

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H à ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮ ♥✉❧❧❡ ✿
H0 =

{
f ∈ H1(Ω), ∂yf ∈ L2(Ω), ∂xf = 0 ❞❛♥s Ω

}
✱ ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭♣♦✉r

ǫ > 0✮ ✿

〈f, v〉H0 = ǫ

∫

Ω
f v dydx+

∫

Ω
∂yf ∂yv dydx.

✕ Q =
{
f ∈ L2(Ω), ∂xf ∈ L2(Ω), f|x=−L = 0 s✉r ]0, 1[

}
✱ ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✿

〈f, v〉Q =

∫

Ω
∂xf ∂xv dydx.
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❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ V0 →֒ H0 →֒ V ∗
0 ❢♦r♠❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s

❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✮✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳✷

▲✬❡s♣❛❝❡ A ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✕ φ ∈ L2(0, T ;V )✳
✕ ∂yφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✳

✕ ∂yφ ∈ L2
(
0, T ; {f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), f|Σ‖

= 0}
)
✳

✕ ∂2yφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✳
✕ ∂tφ ∈ L2(0, T ;V )✳
✕ ∂y∂tφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✳
▲✬❡s♣❛❝❡ A⊥ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✕ φ ∈ L2(0, T ;V0)✳
✕ ∂yφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✳

✕ ∂yφ ∈ L2
(
0, T ; {f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), ∂xf = 0 ❞❛♥s Ω, f|Σ‖

= 0}
)
✳

✕ ∂2yφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✳
✕ ∂tφ ∈ L2(0, T ;V0)✳
✕ ∂y∂tφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✳

❖♥ ❢❛✐t ❛❧♦rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✽✳✶

✶✳ S, ∂yS, ∂2yS, ∂tS, ∂
2
t S ∈ L2(ΩT ) ❡t ‖S‖L∞(ΩT ) ≤ Cs ❡t ‖S|t=T ‖L∞(Ω) ≤ Cs ❛✈❡❝ Cs à

❞é✜♥✐r✳

✷✳ φini ∈ H4(Ω)✳

✸✳ φini ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ x✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ∂xφini = 0✳

✹✳
∫

Ω
S|t=0 dydx =

∫

Ω
∂4yφini dydx+ 2

∫ l

0

(
1− eΛ−φini|x=L

)
dy✳

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✽✳✷

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✶✳✽✳✶✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ tr♦✉✈❡r (φη, qη) ∈ A× L2(0, T,Q) t❡❧ q✉❡
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



∀ξ ∈ H1(]0, T [), ∀v ∈ V ∩H2(Ω), ∀w ∈ Q,
∫

Ω
∂yφη|t=T ∂yv dydxξ(T )−

∫ T

0

∫

Ω
∂yφη|t=T ∂yv dydx ξ

′ dt+

∫ T

0

∫

Ω
∂xqη ∂xv dydx ξdt

+ ν

∫ T

0

∫

Ω
∂2yφη ∂

2
yv dydx ξ dt+

∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φη|x=−L

)
v|x=−L dy ξ dt

+

∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φη|x=L

)
v|x=L dy ξ dt =

∫

Ω
∂yφini ∂yv dydx ξ(0)

+

∫ T

0

∫

Ω
S v dydx ξ dt

η

∫ T

0

∫

Ω
∂xqη ∂xw dydx ξ dt =

∫ T

0

∫

Ω
∂xφη ∂xw dydx ξ dt

✭✶✳✻✮
❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ φη ❡t qη ✿

φη ⇀ φ0 ❡t qη ⇀ q0 ❞❛♥s L2(ΩT )

❖ù (φ0, q0) ∈ A× L2(0, T,Q) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡




∀v ∈ V,

d

dt

∫

Ω
∂yφ0 ∂yv dydx+

∫

Ω
∂xq0 ∂xv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφ0 ∂

2
yv dydx

+ 2

∫ l

0
(1− exp(Λ− φ0)) v dy =

∫

Ω
S v dydx

∂yφ0|t=0 = ∂yφini.

✭✶✳✼✮

✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖φη − φ0‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ c(ΩT , φ0, S,Λ)
√
η.

❉❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ✷❉ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ré❛❧✐sés ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✶✳✻✮ q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❛ ✉♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η✳
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▲
✐♠

✐t
❡✉
r

▲
✐♠

✐t
❡✉
r

❈
▲
♣
ér
✐♦
❞✐
q✉

❡

❈
▲
♣
ér
✐♦
❞✐
q✉

❡
b−0.5 −L L 0.5

Σ‖

Σ‖

l
Σ‖Σ‖

x

y

P❧❛s♠❛

▼✉r

❈❡♥tr❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳
▲✬❛①❡ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❞❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ b✮✳ ▲✬❛①❡ y ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✶❉

♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉

♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛
❞❡♥s✐té N ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t Γ✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✸✼✱ ✻✵❪✮✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ■s♦❛r❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪
❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts✳ ▼❛✐s ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ✢✉①
s♦✐t ❝♦✉♣é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛♣rès ✉♥❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
■s♦❛r❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✉ s②stè♠❡ N,Γ ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ s♦✐t
❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t
s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ♣é♥❛❧✐té ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ q✉✐ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ✉♥ t❡❧ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ M =
Γ

N
✱

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣✉❜❧✐é ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s ❬✶✵❪✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✶❉✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ♣❧❛s♠❛ N ❡t ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① ✭♦✉

♠♦♠❡♥t✮ Γ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿




∂tN + ∂xΓ = SN ❞❛♥s ]− L,L[

∂tΓ + ∂x

(
Γ

N
+N

)
= SΓ

M(., L) = 1

M(.,−L) = −1.

✭✷✳✶✮

■❝✐✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à x ∈] − L,L[✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ▲❡ ❜♦r❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ♣❧❛❝é ❞❛♥s ❧❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r

✸✷
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❡t ❞❡st✐♥é à ♣r♦té❣❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ t♦❦❛♠❛❦✳ ❉❛♥s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡✱
SN ❡t SΓ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ✜①és✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛t✐èr❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥t✳

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ✭✷✳✶✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐✈❡ ✿

∂t

(
N
Γ

)
+




0 1

1− Γ2

N2
2
Γ

N


 ∂x

(
N
Γ

)
=

(
SN
SΓ

)
(t, x) ∈ R

+
∗ ×]− L,L[. ✭✷✳✷✮

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
(

0 1
1−M2 2M

)

s♦♥t Λ1 = M − 1 ❡t Λ2 = M + 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ Λ1 < Λ2✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✿ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s❡❧♦♥ ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❧❛ s❝r❛♣❡✲
♦✛ ❧❛②❡r ❡st sé♣❛ré❡ ❡♥ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❛②❛♥t ❞❡s ré❣✐♠❡s ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ✿

✕ ❯♥❡ ré❣✐♦♥ é❧♦✐❣♥é❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ♣ré✲❣❛✐♥❡✱ ♦ù ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st ♥❡✉tr❡ ❡t ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ |M | = |Γ/N | ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1✳

✕ ❯♥❡ ✜♥❡ ❝♦✉❝❤❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✱ ❞♦♥t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r ❞❡ ❉❡❜②❡✱ s♦✐t 10−5m✱ ♦ù ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st é❧❡❝tr✐q✉❡♠❡♥t ❝❤❛r❣é✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥✱
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ✈ér✐✜❡ |M | > 1✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ M > 1 ❡♥ x ≈ L ❡t M < −1
❡♥ x ≈ −L✳

❆ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s M = 1 ❡♥ x = L ❡t
M = −1 ❡♥ x = −L✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ✭✷✳✶✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ M = ±1 à
♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ✭❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇♦❤♠✮✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ■s♦❛r❞✐ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬✸✼❪✳
▼❛✐s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t Λ1 =M − 1 ❡t Λ2 =M + 1✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱
q✉✬à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✱ ✉♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st ♥✉❧❧❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✮ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦rt❛♥t❡ ✭q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ x = L ♦✉ ❡♥
x = −L✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
✉s✉❡❧s ❛ss✉r❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❜♦r❞ ✭= 1✮ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡s r❡♥tr❛♥t❡s ✭= 0✮✳

❆✜♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✷✳✷✳✷ ❡t ✷✳✸✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮ ✿ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ M = 1− ξ
❡♥ x = L ❡t M = −1 + ξ ❡♥ x = −L ♦ù ξ > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✜①é❡✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿





∂tN + ∂xΓ = SN ❞❛♥s ]− L,L[

∂tΓ + ∂x

(
Γ

N
+N

)
= SΓ

M(., L) = 1− ξ

M(.,−L) = −1 + ξ.

✭✷✳✸✮
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0
x
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∣


N
∣=∣M∣1
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m
it
e
u
r

∣


N
∣=∣M∣1

L-L

≈10−5m

≈10m

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ t♦❦❛♠❛❦✳ ▲✬❛❜s❝✐ss❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✉t✐❧✐sé

P❧✉s✐❡✉rs s❝❤é♠❛s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ♦♥t été t❡stés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
✭✷✳✸✮✱ ✈♦✐r ❬✶✷❪✳ ❖♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été r❡t❡♥✉✳

✷✳✶✳✶ ▲❡ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✉t✐❧✐sé

P♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥s
ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜és ✿

✶✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❧✐♠✐t❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣✉✐ss❡ rés♦✉❞r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡
③♦♥❡✳

✷✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥
❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳

▲❡ s❝❤é♠❛ r❡t❡♥✉ ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❱❋ ❘♦❡ ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ✭❱❋
❘♦❡ ♥❝✈✮✱ ♣rés❡♥té ♣❛r ❇✉✛❛r❞✱ ●❛❧❧♦✉ët✱ ❍ér❛r❞ ❬✷✵❪✳ ▲✬♦r❞r❡ ✷ ❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❧✐♠✐t❡✉rs ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ♠✐♥♠♦❞ ❡t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ t②♣❡ ❘❑✷ ❚❱❉✳

❖♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ✐❝✐ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❱❋ ❘♦❡ ♥❝✈ ❬✷✵❪✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✿

{
∂tu+ ∂xf(u) = 0

u|t=0 = u0.
✭✷✳✹✮

▲✬❡s♣❛❝❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé s❡❧♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ (xi) ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭xi+ 1
2
− xi− 1

2
= ∆x✮✱ ✈♦✐r

❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]xi− 1
2
, xi+ 1

2
[ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✭❛✉ss✐

❛♣♣❡❧é❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮✱ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ i✱ s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❡st
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xi− 1
2

•
xi xi+ 1

2

•
xi+1 xi+ 3

2

•
xi+2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé✳

♥♦té xi✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛✉
❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❛ s✉✐t❡ (ui+ 1
2
) ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡

ui+ 1
2
(t) ≈

∫
]x

i− 1
2
,x

i+1
2
[ u(t, x) dx✳ ❖♥ ✐♥tè❣r❡ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]xi− 1

2
, xi+ 1

2
[ ✿





∂t

∫

]x
i− 1

2
,x

i+1
2
[
u(., x) dx+ f(u(., xi+ 1

2
))− f(u(., xi− 1

2
)) = 0

∫

]x
i− 1

2
,xi+1[

u(0, x) dx =

∫

]xi,xi+1
2
[
u0(x) dx.

✭✷✳✺✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① F(ui,ui+1) ≈ f(u(., xi+ 1
2
))✳ ▲❡ ✢✉① F ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡

❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ R
k,F(v,v) = f(v)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡

❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✿ 



∂tui + F(ui,ui+1)− F(ui−1,ui) = 0

ui(0) =

∫

]x
i− 1

2
,x

i+1
2
[
u0(x) dx.

✭✷✳✻✮

P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ F✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❱❋ ❘♦❡ ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ✭❱❋
❘♦❡ ♥❝✈✮ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇✉✛❛r❞ ❡t ❛❧✳✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ✭✷✳✹✮ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s i ❡t i + 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ xi+ 1

2
✱ ♣✉✐s à ✐♥❥❡❝t❡r ❝❡tt❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ F(ui,ui+1)✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ✭✷✳✹✮ ❡♥ xi+ 1

2
✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❧✐♥é❛r✐sé

s✉✐✈❛♥t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❢❛✐t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡ ✿

y = w(u) ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ✿ w C1✲❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡

A(y) =
(
∇w−1(y)

)−1∇f(w−1(y))∇w−1(y)

ȳ =
1

2
(w(ui) +w(ui+1))





❚r♦✉✈❡r y t❡❧ q✉❡ ✿

∂ty +A(ȳ)∂xy = 0

y(0, x) =

{
w(ui) s✐ x < xi+ 1

2

w(ui+1) s✐ x ≥ xi+ 1
2
.

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱❋ ❘♦❡ ♥❝✈ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✢✉① F(ui,ui+1) = f(w−1(y(0+, xi+ 1
2
))✳

❈❡ ✢✉① ❡st ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❛♥s ❧❡s
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❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣♦✉rr❛✐t ♥❡ ♣❛s êtr❡ r❡s♣❡❝té❡✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ✢✉① ♣❛r ✉♥
✢✉① ❞❡ t②♣❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❘✉s❛♥♦✈✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ♦r✱ ♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡ ▼❯❙❈▲ ✭▼♦♥♦t♦♥❡ ❯♣✇✐♥❞ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ▲❛✇s✱ ✈♦✐r ❬✻✸❪✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧✐♠✐t❡✉rs
❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ♠✐♥♠♦❞✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▼❯❙❈▲ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ F ❞✉ s❝❤é♠❛ ❱❋ ❘♦❡ ♥❝✈✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ minmod ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀(a, b) ∈ R
2,minmod(a, b) =

1

2
(sign(a) + sign(b))min(|a|, |b|).

❙✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∀t ∈ R
∗
+, (ui)x(t) = minmod

(
ui+1(t)− ui(t)

δx
,
ui(t)− ui−1(t)

δx

)
.

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ u ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s i ❡t i+ 1 ✿

ui+ 1
2
,l(t) = ui(t) +

δx

2
(ui)x(t).

ui+ 1
2
,r(t) = ui+1(t)−

δx

2
(ui+1)x(t).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ s✬é❝r✐t ✿

dt ui +
1

δx

(
F
(
ui+ 1

2
,l,ui+ 1

2
,r

)
− F

(
ui− 1

2
,l,ui− 1

2
,r

))
.

❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✿ ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❍❡✉♥✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é
❘❑✷✳

✷✳✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❱❋ ❘♦❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❛♣♣❡❧é
✐❝✐ ✿ 




∂t

(
N
Γ

)
+ ∂x




Γ
Γ2

N
+N


 =

(
0
0

)

(
N(0, x)
Γ(0, x)

)
=

(
N0(x)
Γ0(x)

)
.

▲❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ N ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❯❙❈▲ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Nn
i,l = Nn

i +
δx

2
(Nn

i )x ❡t Nn
i,r = Nn

i − δx

2
(Nn

i )x, ✭✷✳✼✮
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♦ù

(Nn
i )x = minmod

(
Nn
i+1 −Nn

i

δx
,
Nn
i −Nn

i−1

δx

)
.

Γni,l,Γ
n
i,r s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳

P♦✉r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ w✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s N ❡t M = Γ/N ✳

▲❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ M s♦♥t ❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r N ❡t Γ ✿

Mn
i+ 1

2
,l
=

Γn
i+ 1

2
,l

Nn
i+ 1

2
,l

❡t Mn
i+ 1

2
,r
=

Γn
i+ 1

2
,r

Nn
i+ 1

2
,r

. ✭✷✳✽✮

▲❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s fn
N,i+ 1

2

❡t fn
Γ,i+ 1

2

s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❙✐ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿

(
fn
N,i+ 1

2

fn
Γ,i+ 1

2

)
= F

((
Nn
i+ 1

2
,l

Γn
i+ 1

2
,l

)
,

(
Nn
i+ 1

2
,r

Γn
i+ 1

2
,r

))

=




Γ̃n
i+ 1

2

(t+n , xi+ 1
2
)

(
Γ̃n
i+ 1

2

(t+n , xi+ 1
2
)
)2

Ñn
i+ 1

2

(t+n , xi+ 1
2
)

+ Ñn
i+ 1

2

(t+n , xi+ 1
2
).




✭✷✳✾✮

♦ù Ñn
i+ 1

2

(t+n , xi+ 1
2
) ❡t Γ̃n

i+ 1
2

(t+n , xi+ 1
2
) = M̃n

i+ 1
2

(t+n , xi+ 1
2
)Ñn

i+ 1
2

(t+n , xi+ 1
2
) s♦♥t é✈❛❧✉és ❡♥

rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❧✐♥é❛r✐sé ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭t+n ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ tn✮ ✿





∂t

(
Ñn
i+ 1

2

M̃n
i+ 1

2

)
+




1
2

(
Mn
i+ 1

2
,l
+Mn

i+ 1
2
,r

)
1
2

(
Nn
i+ 1

2
,l
+Nn

i+ 1
2
,r

)

2

Nn
i+ 1

2
,l
+Nn

i+ 1
2
,r

1
2

(
Mn
i+ 1

2
,l
+Mn

i+ 1
2
,r

)

 ∂x

(
Ñn
i+ 1

2

M̃n
i+ 1

2

)

=

(
0
0

)

(
Ñn
i+1(tn, x)

M̃n
i+1(tn, x)

)
=

(
Nn
i+ 1

2
,l

Mn
i+ 1

2
,l

)
s✐ x < xi+1 ❡t

(
Nn
i+ 1

2
,r

Mn
i+ 1

2
,r

)
s✐ x ≥ xi+1.

✕ ❙✐ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ Mn
i+ 1

2
,l
− 1 ≤ 0 ≤ Mn

i+ 1
2
,r
− 1

✭❡t Mn
i+ 1

2
,l
6= Mn

i+ 1
2
,r
✮ ♦✉ s✐ Mn

i+ 1
2
,l
+ 1 ≤ 0 ≤ Mn

i+ 1
2
,r
+ 1 ✭❡t Mn

i+ 1
2
,l
6= Mn

i+ 1
2
,r
✮✱ ❧❡ ✢✉①
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♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ✿

(
fn
N,i+ 1

2

fn
Γ,i+ 1

2

)
= F

((
Nn
i+ 1

2
,l

Γn
i+ 1

2
,l

)
,

(
Nn
i+ 1

2
,r

Γn
i+ 1

2
,r

))

=
1

2




Γn
i+ 1

2
,l
+Γn

i+ 1
2
,r(

Γn
i+ 1

2
,l

)2

Nn
i+ 1

2
,l

+

(
Γn
i+ 1

2
,r

)2

Nn
i+ 1

2
,r

+Nn
i+ 1

2
,l
+Nn

i+ 1
2
,r




+
1

2

(
max

{
|Mn

i+ 1
2
,l
|, |Mn

i+ 1
2
,r
|
}
+1
)(Nn

i+ 1
2
,r
−Nn

i+ 1
2
,l

Γn
i+ 1

2
,r
−Γn

i+ 1
2
,l

)
.

✭✷✳✶✵✮

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ s✬é❝r✐t ✿

N1,n
i = Nn

i − δt

δx

(
fn
N,i+ 1

2

− fn
N,i− 1

2

)
+ δt SnN,i

Γ1,n
i = Γni −

δt

δx

(
fn
Γ,i+ 1

2

− fn
Γ,i− 1

2

)
+ δt SnΓ,i

Nn+1
i =

1

2
(N1,n

i +Nn
i )−

δt

2δx

(
f1,n
N,i+ 1

2

− f1,n
N,i− 1

2

+ fn
N,i+ 1

2

− fn
N,i− 1

2

)
+
δt

2
(SnN,i + Sn+1

N,i )

Γn+1
i =

1

2
(Γ1,n
i + Γni )−

δt

2δx

(
f1,n
Γ,i+ 1

2

− f1,n
Γ,i− 1

2

+ fn
Γ,i+ 1

2

− fn
Γ,i− 1

2

)
+
δt

2
(SnΓ,i + Sn+1

Γ,i ),

♦ù ❧✬❡①♣♦s❛♥t 1, n r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛♣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❍❡✉♥✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ❝❡❧❛

s❡r❛ ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛❞❛♣t❛t✐❢

δt ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❈❋▲ ✿ maxi{|Mn
i |+ 1} δt

δx
= 0.8✳

✷✳✷ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ■s♦❛r❞✐
❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té
♥✉❧❧❡ ❞❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❛sé❡ ❞✉ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇♦❤♠ ❛✉ ❜♦r❞✳ ❖♥
♥♦t❡ χ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ χ(x) = 1 ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t
χ(x) = 0 ❛✐❧❧❡✉rs✳ ε r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳





∂tN + ∂xΓ +
χ

ε
N = (1− χ)SN

∂tΓ + (1− χ)∂x

(
Γ2

N
+N

)
+
χ

ε
(Γ−NM0) = (1− χ)SΓ.

✭✷✳✶✶✮
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❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❛✈♦✐r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❜♦r♥és

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
χ

ε
N ❡t

χ

ε
(Γ−NM0)✳ ❈♦♠♠❡ 0 < ε≪ 1✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣♦s❡r❛✐t✱

à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱ N ≈ 0✱ ❡t Γ ≈ NM0✳ ■❝✐✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ M0 ✈❛✉t 1 ❡♥ x = L ❡t −1
❡♥ x = −L✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ✢✉① ❛ été ❝♦✉♣é à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ s❡♥s ❞✉ t❡r♠❡

(1− χ)∂x

(
Γ2

N
+N

)
. ✭✷✳✶✷✮

♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r ❝❛r ✐❧ ♣❡✉t ✐♠♣❧✐q✉❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♥✬❡①❝❧✉t ♣❛s
q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ s❡♥s ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❛ttr✐❜✉é à ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ▲❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❛✈❡❝
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣✐❝ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ M
❞ès ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts s✐t✉é à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❈❡ ♣✐❝ ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡t ❝♦♥✜r♠❡r❛✐t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés à ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ❛✉ t❡r♠❡
✭✷✳✶✷✮✳ P♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✱ ✐❧ s❡ ♣♦✉rr❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡tt❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❇♦✉❝❤✉t✲❏❛♠❡s ❬✶✽❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ P♦✉♣❛✉❞✲❘❛s❝❧❡ ❬✺✵❪ ♦✉
❋♦r♥❡t✲●✉ès ❬✷✾❪✮ ❝♦♠♠❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠❡s✉r❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❉✐r❛❝ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sés ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s
s♦✉r❝❡s SN ❡t SΓ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣❧❛s♠❛ ✿

N(t, x) = exp

( −x2
0.16(t+ 1)

)

Γ(t, x) = sin
(πx
0.8

)
exp

( −x2
0.16(t+ 1)

)
.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡st ❛✐♥s✐ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳
❖♥ ❛ ❢❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✜①❛♥t ε = 10−3✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛❧♦rs
q✉✬✉♥ ♣✐❝ s❡ ❢♦r♠❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡✱ ♣❧✉s ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✜♥✱ ♣❧✉s ❧❡ ♣✐❝ ❛♣♣❛r❛ît tôt ❡t ♣❧✉s ✐❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ |M |
♣♦✉r ❝❡ ♣✐❝s ❛tt❡✐❣♥❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 108 ❝❛✉s❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❧❛s♠❛✱ ♦♥ ❛ M(±L) = ±1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ ❢❛✐t q✉✬à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r ♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥
❝❤❛♠♣ r❡♥tr❛♥t✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s✉✣s❛♥t❡s✮ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✉s✉❡❧s ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✷✳✷✳✷ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✉ts ✿



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ P➱◆❆▲■❙❆❚■❖◆ P❖❯❘ ❯◆ P❘❖❇▲➮▼❊ ❍❨P❊❘❇❖▲■◗❯❊ ✶❉ ✹✵

0.40 0.5
x

li
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u
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N −x =N  x 
 −x =− x 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ x ∈ [0, 0.5]✳ ▲❛ ③♦♥❡ ♦ù s❡ s✐t✉❡ ❧❡ ♣❧❛s♠❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à x ∈ [0, L]✱ ❛✈❡❝ L = 0.4✳

✕ ❯♥ ❜✉t ♣❧✉tôt ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ✿ ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

✕ ❊t✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t
♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s tr❛♥s❢❡rts ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ✈♦✐r ❬✹✼❪✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t M ≈ M0 ♠❛✐s ❛✉ss✐ N ≈ 0 ❞❛♥s ❧❡
❧✐♠✐t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❛♥s ❧❡
❧✐♠✐t❡✉r✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇♦❤♠ ✈✐❡♥t ❞✉ r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❞❡✉① ♣❤②s✐q✉❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❬✻✵❪ ✿

✕ ❈❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲❣❛✐♥❡ ♦ù ♦♥ ❛ |M | < 1✳
✕ ❈❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✐♥❡ ♦ù |M | > 1✳

❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ✉♥ ❝❤❛♠♣ r❡♥tr❛♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉①
❧✐♠✐t❡s M(t,+L) = 1− ξ ❡t M(t,−L) = +1− ξ ✱ ❛✈❡❝ 0 < ξ ≪ 1✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ à
rés♦✉❞r❡ ❡st ❛❧♦rs ✭✷✳✸✮✳ ■❝✐ ♦♥ t❡st❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





∂tN + ∂xΓ +
χ

ε
N = (1− χ)SN

∂tΓ + ∂x

(
Γ2

N
+N

)
+
χ

ε
(Γ−NM0) = (1− χ)SΓ,

✭✷✳✶✸✮

s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❖♥ ♣♦s❡ M0 = 1− ξ✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✭✷✳✶✸✮ ❛✈❡❝ ✭✷✳✶✶✮ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ r❡t✐ré ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ (1 − χ) q✉✐ ♣♦s❛✐t

♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s T ✱
♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✺❪ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✶ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡
❇❡♥③♦♥✐✲❙❡rr❡ ❬✶✻❪✳

P♦✉r ❧❡ t❡st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ♠❛♥✉❢❛❝t✉ré❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

N(t, x) = exp

( −x2
0.16(t+ 1)

)
Γ(t, x) =M0 sin

(πx
0.8

)
exp

( −x2
0.16(t+ 1)

)
. ✭✷✳✶✹✮

❆✐♥s✐ ❧❡s t❡r♠❡s SN ❡t SΓ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✷✳✸✮✳



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ P➱◆❆▲■❙❆❚■❖◆ P❖❯❘ ❯◆ P❘❖❇▲➮▼❊ ❍❨P❊❘❇❖▲■◗❯❊ ✶❉ ✹✶

0

2

4

6

8

10

12

14

0.390 0.395 0.400 0.405 0.410

M versus x

x

M

0

2

4

6

8

10

12

14

0.390 0.395 0.400 0.405 0.410

M versus x

x

M

0

2

4

6

8

10

12

0.390 0.395 0.400 0.405 0.410

M versus x

x

M

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ❛✈❡❝ ε = 10−3✱ ❛✈❡❝ tr♦✐s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
1280✱ 2560 ❡t 10240 ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sés ♣❛r ■s♦❛r❞✐ ❡t ❛❧✳
❬✸✼❪✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❛rrêtés q✉❛♥❞ maxi∈{1,...,J}(|Mn

i |) > 10✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥st❛♥ts
s✉✐✈❛♥ts ✿ t = 0.008822✱ t = 0.004107 ❡t t = 0.0015834✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
[0, 0.5] ❡t L = 0.4 ✭✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❛ été ✐♠♣♦sé❡ ❡♥
x = 0 ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✳
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x

✭❛✮ ❊♥ ❣r❛s ✿ N(1, x)✱ ❊♥ ❣r✐s ✿ Γ(1, x)✱ ❊♥ ♥♦✐r ✿
M(1, x)✱ ε = 0.1

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
0.0

0.5

1.0

1.5

x

✭❜✮ ❊♥ ❣r❛s ✿ N(1, x)✱ ❊♥ ❣r✐s ✿ Γ(1, x)✱ ❊♥ ♥♦✐r ✿
M(1, x)✱ ε = 10−5

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❚r❛❝é ❞❡ N ✱ Γ ❡t M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x à t = 1 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ε = 0.1 ✭❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ε = 10−5 ✭❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳
▲❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭ε = 10−20✮✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st ❧❛ ③♦♥❡ x ∈ [0.4, 0.5]✳ ▲❡ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥
❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳

▲❡ tr❛❝é ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ♦❜✲
t❡♥✉❡s✱ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❡❧❧❡s ✐♠♣♦sé❡s ❞❛♥s ✭✷✳✶✹✮ ♠❛✐s ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r ✭❜✐❡♥ q✉❡ M0 = 1 − ξ = 0.9✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡
rés✉❧t❛t ♣♦✉r ξ = 0.01✳ ●❤❡♥❞r✐❤ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪ ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ N ≈ 0 ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❡①❛❝t❡
✭q✉❛♥❞ ε → 0✮ ❞❡ ✭✷✳✶✸✮✳ P♦✉r ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ε = 10−20✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡
❧✐♠✐t❡✱ ❝❛♣t✉ré❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ▲❡
s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❞✬♦r❞r❡ 2 ✜♥✐s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
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❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭×✮✱ ∂xΓ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭◦✮ ❡t ∂xΓ
❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭∗✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❊rr❡✉rs ♣♦✉r N ✱ ∂xN ✱ Γ ❡♥ ∂xΓ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t L2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s✱ ❝❢✳ ✭✷✳✶✸✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
ε−

1
2 , ε−

1
4 , ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲❡ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳
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❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

N1,n
i =

Nn
i − δt

δx

(
fn
N,i+ 1

2

− fn
N,i− 1

2

)
+ δt SnN,i

1 + δt
ε χ

Γ1,n
i =

Γni −
δt

δx

(
fn
Γ,i+ 1

2

− fn
Γ,i− 1

2

)
+ δt

χ

ε
M0 + δt SnΓ,i

1 + δt
χ

εN1,n
i

Nn+1
i =

1

2
(N1,n

i +Nn
i )−

δt

2δx

(
f1,n
N,i+ 1

2

− f1,n
N,i− 1

2

+ fn
N,i+ 1

2

− fn
N,i− 1

2

)
+
δt

2
(SnN,i + Sn+1

N,i )

1 + δt
ε χ

Γn+1
i =

1

2
(Γ1,n
i + Γni )−

δt

2δx

(
f1,n
Γ,i+ 1

2

− f1,n
Γ,i− 1

2

+ fn
Γ,i+ 1

2

− fn
Γ,i− 1

2

)
+ δt

χ

ε
M0 +

δt

2
(SnΓ,i + Sn+1

Γ,i )

1 + δt
χ

εNn+1
i

,

♦ù ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s fn
N,i+ 1

2

, fn
Γ,i− 1

2

s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✼✮✲✭✷✳✶✵✮✳ ▲✬❡①♣♦✲

s❛♥t 1, n ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛♣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❍❡✉♥✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞✉ s❝❤é♠❛✱ ❧❡s t❡r♠❡s ♣é♥❛❧✐sés s♦♥t tr❛✐tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

▲✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s s②♠♣tô♠❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s
❧✐♠✐t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ✭✷✳✶✸✮✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛rt❡❢❛❝ts
❞✉s à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞é❝r♦ît q✉❛♥❞ ε t❡♥❞s
✈❡rs 0✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ O(ε) ♣♦✉r
N ✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t❡✱ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
q✉❛♥❞ ✐❧ ② ② tr♦♣ ♣❡✉ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦✉❞r❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡
♥❡ ❝❛♣t✉r❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ε ✭à δx ✜①é✮ ❢❛✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥
t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣✉✐s ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡❞❡✈✐❡♥t ❡♥
O(ε) q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st tr♦♣ ✜♥❡ ♣♦✉r êtr❡ ❝❛♣t✉ré❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡
M ≈ 1 à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣r❡sq✉❡ ♣❛s ❞✬♦♥❞❡ ❛❧❧❛♥t ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ✈❡rs ❧❡
♣❧❛s♠❛✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿
✕ P♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❡♥ O(ε)✳
✕ P♦✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s L1 ❡t L2 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭♣♦✉r N,Γ, ∂xN, ∂xΓ✮✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs r❡st❡♥t

♣r❡sq✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✳
✕ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ∂xN ❡t ∂xΓ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❛✉❣♠❡♥t❡♥t q✉❛♥❞ ε ❞✐♠✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à ε ≈ 10−5✳

◗✉❛♥❞ ε ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 10−5✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(ε)✳
✕ P♦✉r ε ≥ 10−5✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❡st ❡♥ O(

√
ε) ❛✈❛♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r à O(ε) q✉❛♥❞

ε < 10−5✳
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Size of the boundary layer versus epsilon (Delta_x= 1e-05)

epsilon

si
ze

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε✳ ▲✬é♣❛✐ss❡✉r ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ xJbl − 0.4 ♦ù Jbl = max{|Nn

i − 0| <
0.01|Nn

I 0|} ❡t I ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ xJbl ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ✭x✮ ♦ù N ❛tt❡✐♥t 99%
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❧✉✐ ❡st ✐♠♣♦sé❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ✭0 ♣♦✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ été
❢❛✐t❡ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✢✉① ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❧❛♠❡ ♣❧❛♥❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ♣❛❣❡ ✸✵ ❞❡ ❬✺✽❪✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ε1/4, ε1/2

❡t ε✳ ▲❡ ♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳
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▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥
♠♦♥tr❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ■s♦❛r❞✐ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ✉♥ ♣✐❝ s✉r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ M ✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛♥t ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳

✷✳✸ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠♦❞✐✜é❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✸✮ ♥❡
❣é♥ér❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳ P♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✭✷✳✸✮ ❡♥ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

ũ(t,x) = ln (N(t,x))

ṽ(t,x) =
Γ(t,x)

N(t,x)
−M0

❆✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✷✳✸✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿





∂tũ+ (M0 + ṽ)∂xũ+ ∂xṽ = Sũ

∂tṽ + ∂xũ+ (M0 + ṽ)∂xṽ = Sṽ

❈♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✿ ṽ(., L) = 0

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✿ ũ(0, .) ❡t ṽ(0, .) s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳

❞❛♥s R+
∗ ×]−∞, L[ ✭✷✳✶✺✮

▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❋♦r♥❡t ❡t ●✉ès ❬✸✵❪✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
✭✷✳✶✺✮ s♦✐t q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s s❡♠✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❯♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳

P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ x ∈]0, L[ ❛ été r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r x ∈]−∞, L[✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞✬é✈✐t❡r ❧✬❛✈♦✐r à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ x = 0✱ ❝❡ ❜♦r❞ ♥✬ét❛♥t ♣❛s
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ M0 = 1 − ξ ❛✈❡❝ ξ ∈]0, 1[✳ ▲❛ ré❣✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st
x < L ❡t ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à x ≥ L✳ χ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦✉❥♦✉rs à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣é♥❛❧✐sé s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿





∂tũ+ (M0 + ṽ)∂xũ+ ∂xṽ = Sũ

∂tṽ + ∂xũ+ (M0 + ṽ)∂xṽ + χ
ṽ

εM0
= Sṽ

ũ(0, .) ❡t ṽ(0, .) s♦♥t ❞♦♥♥és✳

❞❛♥s R+
∗ × R ✭✷✳✶✻✮
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❊♥ r❡✈❡♥❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé s✬é❝r✐t ✿




∂tN + ∂xΓ = SN

∂tΓ + ∂x

(
Γ2

N
+N

)
+
χ

ε

(
Γ

M0
−N

)
= SΓ.

❞❛♥s R+
∗ × R ✭✷✳✶✼✮

❈♦♠♠❡ N > 0✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✻✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✷✳✶✻✮ ♣♦✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s✳

✷✳✸✳✶ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ε

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❥✉sq✉✬à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡ ❡t s❛♥s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛
❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✳✶✻✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∀t ≥ 0, ∀x ∈ R, ũε(t, x) ∼





+∞∑

n=0

εnUn,−(t, x) s✐ x ≤ L

+∞∑

n=0

εnUn,+(t, x) s✐ x ≥ L

ṽε(t, x) ∼





+∞∑

n=0

εnV n,−(t, x) s✐ x ≤ L

+∞∑

n=0

εnV n,+(t, x) s✐ x ≥ L.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿
✕ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡♥ x = 0✳
✕ M0 ∈]0, 1[ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ (t, x)✳
✕ ∀(t, x) ∈ R

+ × R, (M0 + V 0,±(t, x))2 < 1✳
✕ ∀n ∈ N, Un,−(., L) = Un,+(., L) ❡t V n,−(., L) = V n,+(., L)✳
✕ ▲❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s Sũ ❡t Sṽ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ũ±ε ❡t ṽ±ε ✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✿ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t

❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ M0 ✈❛r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❡♥ r❡st❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ũε ❡t ṽε ❡st ❛✉ss✐ r❡♣♦rté❡ s✉r ❝❤❛q✉❡

t❡r♠❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ũε ❡t ṽε ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭✷✳✶✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

+∞∑

n=0

εn∂tU
n,± +M0

+∞∑

n=0

εn∂xU
n,± +

+∞∑

n=0

εnV n
+∞∑

k=0

εk∂xU
k,± +

+∞∑

n=0

εn∂xV
n,± = Sũ

+∞∑

n=0

εn∂tV
n,± +

+∞∑

n=0

εn∂xU
n,± +M0

+∞∑

n=0

εn∂xV
n,± +

+∞∑

n=0

εnV n,±
+∞∑

k=0

εk∂xV
k,±

+
χ

ε

∑+∞
n=0 ε

nV n,±

M0
= Sṽ.
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❊♥ ré❛rr❛♥❣❡❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

+∞∑

n=0

εn
(
∂tU

n,± +M0∂xU
n,± +

n∑

k=0

V k,±∂xU
n−k,± + ∂xV

n,±
)
= Sũ ✭✷✳✶✽✮

1

ε
χ
V 0

M0
+

+∞∑

n=0

εn
(
∂tV

n,± + ∂xU
n,± +M0∂xV

n,± +

n∑

k=0

V k,±∂xV
n−k,± + χ

V n+1,±

M0

)
= Sṽ.

✭✷✳✶✾✮

❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ Un,±, V n,± ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ε
❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✽✮ ❡t ✭✷✳✶✾✮✳

❚❡r♠❡s ❡♥ ε−1 ✿
❙✐ x > L ✿ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs V 0,+(x) = 0 ✭♣♦✉r t♦✉t x > L✮✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ (Hn) : ∀k ≤ n, (Uk,±, V k,±) s♦♥t ❜✐❡♥

❞é✜♥✐❡s s✉r ]0, T [×R ❡t V n+1,+ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ]0, T [×]L,+∞[✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r
T > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ n✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ (H0) ✿ ❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ ε0✳
P♦✉r x < L ✭χ(x) = 0✮ ✿
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✽✮ ❡t ✭✷✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂tU
0,− +M0∂xU

0,− + V 0,−∂xU
0,− + ∂xV

0,− = Sũ ❞❛♥s R+
∗ ×]−∞, L[

∂tV
0,− + ∂xU

0,− +M0∂xV
0,− + V 0,−∂xV

0,− = Sṽ

V 0,−(., L) = V 0,+(., L) = 0 ✭♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✮.

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r ❡st ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡s
❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡
❥✉sq✉✬à ✉♥ t❡♠♣s T s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ✈♦✐r ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ❘❛✉❝❤ ❬✺✺❪ ♦✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✶ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❇❡♥③♦♥✐✲❙❡rr❡ ❬✶✻❪✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t
♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❬✶✻❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ U0,− ❡t V 0,− s✉r
]0, T [×]−∞, L[✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s x > L ✭χ(x) = 1✮ ✿
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∀(t, x) ∈ R

+ × R
+
∗ , V

0,+(t, x) = 0✱ ♦♥ ❛ ✿

∂tU
0,+ +M0∂xU

0,+ = Sũ ❞❛♥s ]0, T [×]L,+∞[ ✭✷✳✷✵✮

U0,+(., L) = U0,−(., L) ✭✷✳✷✶✮

∂xU
0,+ = Sṽ −

V 1,+

M0
. ✭✷✳✷✷✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✷✳✷✵✮✲✭✷✳✷✶✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ✭❝♦♠♠❡ M0 > 0✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥
❝❤❛♠♣ r❡♥tr❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✮✱ ❞♦♥❝ U0,+ ❡t V 1,+ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s s✉r
]0, T [×]L,+∞[✳

❊t❛♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭(Hn−1) ⇒ (Hn)✮ ✿
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❖♥ ❛❞♠❡t Hn−1✱ ❣râ❝❡ ❛✉① t❡r♠❡s ❡♥ εn ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✽✮ ❡t ✭✷✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂tU
n,± +M0∂xU

n,± +
n∑

k=0

V k,±∂xU
n−k,± + ∂xV

n,± = 0

∂tV
n,± + ∂xU

n,± +M0∂xV
n,± +

n∑

k=0

V k,±∂xV
n−k,± + χ

V n+1,±

M0
= 0.

❙✐ x < L ✭χ(x) = 0✮ ✿ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✽✮ ❡t ✭✷✳✶✾✮ ✿

∂tU
n,− +M0∂xU

n,− +
n∑

k=0

V k,−∂xU
n−k,− + ∂xV

n,,− = 0

∂tV
n,− + ∂xU

n,− +M0∂xV
n,− +

n∑

k=0

V k,−∂xV
n−k,− = 0.

❊♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ n ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂xV
n,− = −

n∑

k=1

V k,−∂xU
n−k,− ❞❛♥s ]0, T [×]−∞, L[

∂tV
n,− + ∂xU

n,− + (M0 + V 0,−)∂xV
n,− = −

n∑

k=1

V k,−∂xV
n−k,−

Un,−(0, .) ❡t V n,−(0, .) s♦♥t ❝♦♥♥✉s

V n,−(., L) = V n,+(., L) ✭❞✬❛♣rès (Hn−1) ❡st ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ x = L✮✳
✭✷✳✷✸✮

❈♦♠♠❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ à ❜♦r❞ ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❛ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✸✮ ❡st
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ]0, T [ ❞♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❬✶✻✱ ✺✺❪✳ ❉♦♥❝ Un,− ❡t V n,− ❡①✐st❡♥t ❡t s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳

P♦✉r x > L ✭χ(x) = 1✮ ✿
❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ V 0,+ = 0 ❡t V n,+ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✽✮ ❡t ✭✷✳✶✾✮✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂tU
n,+ +M0∂xU

n,+ +

n∑

k=1

V k,+∂xU
n−k,+ + ∂xV

n,+ = 0

∂tV
n,+ + ∂xU

n,+ +M0∂xV
n,+ +

n−1∑

k=1

V k,+∂xV
n−k,+ +

V n+1,+

M0
= 0.



❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ P➱◆❆▲■❙❆❚■❖◆ P❖❯❘ ❯◆ P❘❖❇▲➮▼❊ ❍❨P❊❘❇❖▲■◗❯❊ ✶❉ ✺✵

❉♦♥❝ Un,+ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé s✉✐✈❛♥t ✿

∂tU
n,+ +M0∂xU

n,+ = −
n∑

k=1

V k,+∂xU
n−k,+ − ∂xV

n,+ ❞❛♥s ]0, T [×]L,+∞[

Un,+(0, .) ❡st ❝♦♥♥✉

Un,+(., L) = Un,−(., L) ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ V n+1,+ ❣râ❝❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

V n+1,+ = −M0

(
∂tV

n,+ + ∂xU
n,+ +M0∂xV

n,+ +
n−1∑

k=1

V k,+∂xV
n−k,+

)
.

▲❛ ♣r♦♣r✐été (Hn) ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡ n✳

❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❡♥ ε s❛♥s ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞é❥à êtr❡ ♣r❡ss❡♥t✐❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ε ♦ù ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ t②♣❡ x/εa✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ré✉ss✐r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉❣❣èr❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ✭✷✳✶✼✮✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❛♣♣❧✐q✉é❡ ✐❝✐ ✭❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✮ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s
❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé ✭t < 0✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭✷✳✶✼✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ N,Γ✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ é♥♦♥❝é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé




∂tN + ∂xΓ = N Sũ

∂tΓ + ∂x

(
Γ2

N
+N

)
+
χ

ε

(
Γ

M0
−N

)
= N Sṽ + ΓSũ

N|t<0 ❡t Γ|t<0 s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❡t s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱

❞❛♥s ]− T0, T [×R ✭✷✳✷✹✮

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ N,Γ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀s ∈ N, ‖N −N0,−‖Hs(]−T0,T [×]−∞,L[) = O(ε)

‖Γ− Γ0,−‖Hs(]−T0,T [×]−∞,L[) = O(ε),

♦ù (N0,−,Γ0,−) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡





∂tN
0,− + ∂xΓ

0,− = N0,−Sũ

∂tΓ
0,− + ∂x

(
Γ0,− 2

N0,−
+N0,−

)
= N0,−Sṽ + Γ0,−Sũ

Γ0,−(., 0)

N0,−(., 0)
=M0 s✉r x = 0

N0,−
|t<0 = N|t<0 ❡t Γ

0,−
|t<0 = Γ|t<0 s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳

❞❛♥s ]− T0, T [×]−∞, L[

✭✷✳✷✺✮

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ♣é♥❛❧✐sé s ✭✷✳✶✼✮ ❡t ✭✷✳✷✹✮ ❡st ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé ]− T0, 0[✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡①✐st❛✐t ❞é❥à ♣♦✉r t < 0 ❡t ♥❡ ❢❛✐t q✉❡
❝♦♥t✐♥✉❡r à é✈♦❧✉❡r ♣♦✉r t > 0✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✷ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦té

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ♣♦✉r ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❧❡
t❡r♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ❛ été tr❛✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❍❡✉♥✳ ■❝✐✱ Nn

i ❡t Γni r❡♣rés❡♥t❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ N ❡t Γ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ i ✭❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ s❡ s✐t✉❡ ❡♥ x = i δx✮✳ fn

N,i+ 1
2

❡t

fn
Γ,i+ 1

2

❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❱❋ ❘♦❡ ♥❝✈ ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞❡ t②♣❡ ▼❯❙❈▲ ♣♦✉r N ❡t Γ✱ à ❧✬✐♥st❛♥t tn ❡t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ i ❡t i + 1✱ ✈♦✐r ❧❡s
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❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✼✮✲✭✷✳✶✵✮✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t 1, n ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛♣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❍❡✉♥✳

N1,n
i = Nn

i − δt

δx

(
fn
N,i+ 1

2

− fn
N,i− 1

2

)
+ δt SnN,i

Γ1,n
i =

Γni −
δt

δx

(
fn
Γ,i+ 1

2

− fn
Γ,i− 1

2

)
+ δt

χ

ε
N1,n
i + δt SnΓ,i

1 + δt
χ

M0ε

Nn+1
i =

1

2
(N1,n

i +Nn
i )−

δt

2δx

(
f1,n
N,i+ 1

2

− f1,n
N,i− 1

2

+ fn
N,i+ 1

2

− fn
N,i− 1

2

)
+
δt

2
(SnN,i + Sn+1

N,i )

Γn+1
i =

1

2
(Γ1,n
i + Γni )−

δt

2δx

(
f1,n
Γ,i+ 1

2

− f1,n
Γ,i− 1

2

+ fn
Γ,i+ 1

2

− fn
Γ,i− 1

2

)
+ δt

χ

ε
Nn+1
i +

δt

2
(SnΓ,i + Sn+1

Γ,i )

1 + δt
χ

M0ε

.

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs [0, 0.5] ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡♥ x = 0 ❡t ❧❛
③♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st [0.4, 0.5]✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❉❡✉① ❝❛s t❡sts s♦♥t ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ✿

✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ✷✳✶✹✱ q✉✐ ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ✐❝✐ ✿

N(t, x) = exp

( −x2
0.16(t+ 1)

)
Γ(t, x) =M0 sin

(πx
0.8

)
exp

( −x2
0.16(t+ 1)

)
.

❛✐♥s✐✱ SN , SΓ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ✭✷✳✸✮ ♣♦✉r x ∈ [0, 0.4]✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉ré❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♠✐t❡
✭q✉❛♥❞ ε → 0✮✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r s❡ ❢❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ 0 ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé✳

✕ ❊t ❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✸✼❪✳
❖♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❣râ❝❡ à ✉♥

♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛s δx = 10−5✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ♦♥t été é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t
L2 ♣♦✉r N ✱ ∂xN ✱ Γ ❡t ∂xΓ✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ O(ε)✳

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❛❞❛♣té ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
♣❧❛s♠❛ ❧✐♠✐t❡✉r s❡ s✐t✉❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡
❞✐s❝✉té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥ ❝ôté ❝❡ ❝❤♦✐① ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t ❛✐♥s✐ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬❡rr❡✉r
❞✉❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❝❡ ❝❤♦✐① r❡t✐r❡ t♦✉t ✐♥térêt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t
❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ré❛❧✐sés ✐❝✐ ✈✐s❡♥t à ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥t✐♥✉✳

❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ x = 0.5 ✭à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✮✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧❡
s❝❤é♠❛✳ ❈♦♠♠❡ s❡✉❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r Γ ❡st ♣é♥❛❧✐sé❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
tr❛♥s♣❛r❡♥t❡s ♣♦✉rN ✳ P♦✉r ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ x = 0.5 ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ 0 ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ P♦✉r x > 0.5✱ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ Nn

i ,Γ
n
i

s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥tNBC(tn, xi), NBC(tn, xi)MBC(tn, xi) ♦ùNBC ❡tMBC s♦♥t
❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✷✳✷✻✮✲✭✷✳✷✼✮ ♣ré❝✐sé❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
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✭❛✮ ❊♥ ❣r❛s ✿ N(1, x)✱ ●r✐s ✿ Γ(1, x)✱ ◆♦✐r ✿ M(1, x)✱
ε = 0.1
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0.0

0.1

0.2

0.3

0.4
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0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

x

✭❜✮ ❊♥ ❣r❛s ✿ N(1, x)✱ ●r✐s ✿ Γ(1, x)✱ ◆♦✐r ✿ M(1, x)✱
ε = 10−5

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❚r❛❝é ❞❡ N ✱ Γ ❡t M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r ε = 0.1 ❡t à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ε = 10−5✮✱ ✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳
▲❡s tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s
♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✭à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ε → 0✮✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
③♦♥❡ x ∈ [0.4, 0.5]✳ ▲❡ ♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳

✕ ❙✐ t <
x− 0.4

M0
✿

NBC(t, x) = exp(U0,+(t, x)) = exp
(
−6.25(x− tM0)

2
)

MBC(t, x) = V 0,+(t, x) +M0 =M0.
✭✷✳✷✻✮

✕ s✐♥♦♥

NBC(t, x) = exp(U0,+(t, x)) = exp

(
− 1

t− x−0.4
M0

+ 1

)

MBC(t, x) = V 0,+(t, x) +M0 =M0.

✭✷✳✷✼✮

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ❢❛✐ts ❥✉sq✉✬à t = 1 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❡♥ t❡♠♣s ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❈❋▲ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t tr❛❝és ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ O(ε) ❡st ❛tt❡✐♥t
♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L1✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ N
❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡✱ ❛✉
♠♦✐♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡
❡♥ x = 0.5 ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉tôt êtr❡ ❧♦❝❛❧✐sé ❡♥ x ≈ 0.5✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✮✳
▲✬❛♥♦♠❛❧✐❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛s♠❛ ♣♦✉rr❛✐t ❡❧❧❡ êtr❡ ❝❛✉sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✴❧✐♠✐t❡✉r✳

❉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ❞❡
✭✷✳✶✼✮ ♣❛r

χ

ε

(
Γ

N
−M0

)
,
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❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭×✮✱ ∂xΓ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭◦✮ ❡t ∂xΓ
❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭∗✮
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✭❞✮ ❊rr❡✉r L2 ♣♦✉r Γ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭+✮✱ Γ ❞❛♥s
❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭×✮✱ ∂xΓ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭◦✮ ❡t ∂xΓ
❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭∗✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❊rr❡✉rs ♣♦✉r N ✱ ∂xN ✱ Γ ❡t ∂xΓ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t L2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✱ ✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲❡
♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs δx = 10−5✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❊rr❡✉r ♣♦✉r ∂xN ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡
❧✐♠✐t❡✱ ♣♦✉r 0.4 ≤ x ≤ 0.45✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲❡
♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡♥ O(ε)✱ ❡st
❛tt❡✐♥t✳

✈♦✐r ❬✶✷❪✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡r♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ❞❡ ✭✷✳✶✼✮ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st
✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r M0/N ✱ ❛✈❡❝ N ♥❡ t❡♥❞❛♥t ♣❛s ✈❡rs 0✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ SN = (1 − χ)S ❡t SΓ = 0 ✿

Γ(x) = S x ❡t N(x) = 0.2S

(
1

M0
+M0

)
+
S

2

√(
0.4

(
1

M0
+M0

))2

− 4x2✳

❈❡❧❛ ❛ été ét✉❞✐é ❛✈❡❝ ♣❛r ■s♦❛r❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ ❛✈❡❝ M0 = 1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r ✭δx = 0.01✮ ✿ ❛✐♥s✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ M = 1 ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❥✉st✐✜❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❝♦♥✈❡r❣❡♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞û à ❧❛ ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡s t❡sts ♦♥t été ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ δx ❥✉sq✉✬à
5 · 10−4✱ ε = 10−3 ♦✉ 10−7 ❡t M0 = 0.9, 0.99 ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ 1✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ N
❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❯♥ ❝❛s t❡st ❛ été
r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s N = 0 ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s N ❡t Γ ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❞✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ♣❛s ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r ♠❛✐s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❡♥tr❡ ❧❛ ♣ré❣❛✐♥❡ ❡t ❧❛ ❣❛✐♥❡✳

✷✳✸✳✸ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❧✐♠✐t❡✉r à ❞❡✉① ❢❛❝❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ♥❡ s✬♦❝❝✉♣❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ t❡❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ♣❛r ■s♦❛r❞✐ ❡t ❛❧✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ ❧❡
❧✐♠✐t❡✉r ❛ ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s x s✉✐t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ N ✱ Γ ❡t M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ✭à t = 1✮ ❛✈❡❝ ❧❛
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✭❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❣r✐s❡ ❡♥ tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ③♦♥❡ x ∈
[0.4, 0.5]✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ε = 10−3 ❡t M0 = 0.99✳
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-0.1-0.5 0.1 x

li
m
it
e
u
r

N −0.5−x =N 0.5−x 
 −0.5−x=−0.5−x 

N 0.5x =N −0.5x 
 0.5x =−−0.5x 

0.5

M
0
=1− M

0
=−1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❡♥
❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛s♠❛✳

❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ q✉✐ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡ ♣❛r ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✿ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ 0 ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r ✈❡rs ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ▼❛✐s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r
❛ ❞és♦r♠❛✐s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❡t ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✉✐ss❡ ❧❡ tr❛✈❡rs❡r✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✉❧t✐♣❧✐é ❧❡ ✢✉① ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ α✱ q✉✐ ❡st
♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t q✉✐ ✈❛✉t 1 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡s ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ r❡st❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❣râ❝❡ à ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ α✳ P♦✉r
❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st x ∈] − 0.5, 0.5[ ❡t ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
③♦♥❡ x ∈ [−0.1, 0.1] ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳

▲❡ s②stè♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ♦❜t❡♥✉ s✬é❝r✐t ❛✐♥s✐ ✿




∂tN + ∂x (αΓ) = SN

∂tΓ + ∂x

(
α

(
Γ2

N
+N

))
+ sign(−x)χ

ε

(
Γ

M0
−N

)
= SΓ

❞❛♥s R+
∗ ×]− 0.5, 0.5[.

✭✷✳✷✽✮
P♦✉r α✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

α(x) =





1 s✐ x ∈]− 0.5,−0.075]

1

2
tanh

(
0.060

(
− 1

x− 0.015
− 1

x− 0.075

))
+

1

2
s✐ ∈]− 0.075,−0.015[

0 s✐ x ∈]− 0.015, 0.015[

1

2
tanh

(
0.060

(
1

x+ 0.015
+

1

x+ 0.075

))
+

1

2
s✐ x ∈]0.015, 0.075[

1 s✐ x ∈]0.075, 0.5].

P♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ s✉✐t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ●r❡❡♥❜❡r❣ ❡t ▲❡ ❘♦✉① ❬✸✹❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✈♦✐r
α ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛st✉❝❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ ❚r❛❝é ❞❡ N ✱ Γ ❡t M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ✭à t = 1✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ε = 0.1 ❡t à ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝ ε = 10−5✮
▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐❝✐ à ❧❛ ③♦♥❡ x ∈ [−0.1, 0.1]✳ P♦✉r ε = 0.1✱ ♦♥ ❛ max(N) = 115.65 ❡t
max(|Γ|) = 122.72✳ P♦✉r ε = 10−5✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t max(N) = 168.91 ❡t max(|Γ|) = 152.04✳

❡st ✿

∂t




N
Γ
α


+




0 α Γ

α

(
1− Γ2

N2

)
2α

Γ

N

Γ2

N
+N

0 0 0


 ∂x




N
Γ
α


+

χ

ε




0
Γ

M0
−N

0


 =




SN
SΓ
0


 .

✭✷✳✷✾✮
■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❱❋ ❘♦❡ ♥❝✈ ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
▼❯❙❈▲ ❡t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ t②♣❡ ❍❡✉♥✳

P♦✉r ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✮✱ ❧à ♦ù α s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ✭s❛♥s êtr❡ é❣❛❧ à 0✮✱
♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♣✐❝s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ N ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ✿ ❜✐❡♥
q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛tt❡✐♥t❡s ♣❛r ❧❡s ♣✐❝s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡❧❧❡s r❡st❡♥t ❜♦r♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ 0 ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ✿ N ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ré❣✐ ♣❛r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ αM0 ✈❡rs ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ N ❡st ❞♦♥❝
tr❛♥s♣♦rté❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ αM0 ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r ❡t ❡st st♦♣♣é❡ q✉❛♥❞ α t❡♥❞
✈❡rs 0✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ③♦♥❡s ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡s✳

▲✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✮ ❛❜♦✉t✐t ❛✉① ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛❝❡✳

✷✳✸✳✹ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞ |M0| t❡♥❞ ✈❡rs 1

P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉ s②stè♠❡ N,Γ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ |M0| ❛ été ❞✐♠✐♥✉é❡ ❞❡
1 à 1−ξ✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sés ❛✈❡❝M0 = 0.9✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
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✭❞✮ ❊rr❡✉r L2 ♣♦✉r Γ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭+✮✱ Γ ❞❛♥s
❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭×✮✱ ∂xΓ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭◦✮ ❡t ∂xΓ
❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭∗✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❚r❛❝é ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t L2 ❞❡ N ✱ ∂xN ✱ Γ ❡t ∂xΓ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✭✈♦✐r ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st
é✈❛❧✉é❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ x ∈]−0.5,−0.1[∪]0.1, 0.5[✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ③♦♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡rr❡✉r
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st x ∈ [−0.1,−0.075] ∪ [0.075, 0.1]✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù α(x) 6= 1 ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡
❞❛♥s ❧❡s ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❛ été ❡st✐♠é❡✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❛ ♣r✐s M0 = 0.9 ❡t ❧❡ ♣❛s ❡st δx = 10−5✳
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✭❝✬❡st à ❞✐r❡ |M0| = 1✮ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❆✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❡s ✈❛❧❡✉rs M0 = 0.9

✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳✸ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✮✱ M0 = 0.99✱ M0 = 0.999 ❡t M0 = 0.9999 ✭❝✬❡st à
❞✐r❡ ξ = 0.1, 10−2, 10−3, 10−4✮✳

▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ε s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ε ≤ O(ξ)✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✸✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✈❡♥✐r ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ |M | ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1 ❡t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r M ❡st ❡♥ O(ε)✱ ❝❢ ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳✶✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✸✮ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦♥ rés♦❧✉❡✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣❡♥s❡r
q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✷✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡r❛✐t q✉❛♥❞ ξ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❞✐✛✉s✐❢✳

✷✳✹ ❇✐❧❛♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❣é♥ér❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ été ♣r♦✲
♣♦sé❡✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✬❛✈èr❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ✿ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P

(
ũ
ṽ

)
= 0✱ ♦ù P

❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ♣✉✐s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
χ

ε
P

(
ũ
ṽ

)

❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛ ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳

▲✬❛❜s❡♥❝❡ ♦✉ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥tr❡✈✉❡ ♣❛r ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦ù
✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(ε) ❡st ♦❜s❡r✈é❡✳ ❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ très ❢❛✐❜❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s❡r❛✐t très ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s s✐ ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s
ét❛✐❡♥t ré❛❧✐sés s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✷❉ ♦✉ ✸❉✳
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∂xN ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭∗✮✳M0 = 0.999 ✭ξ = 10−3✮✳
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+  : in the plasm a, x : in the lim iter, o: x-derivat ive in the plasm a, * :x-derivat ive in the lim iter (Delta_x
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✭❝✮ ❊rr❡✉r L1 ♣♦✉rN ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭+✮✱N ❞❛♥s
❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭×✮✱ ∂xN ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ✭◦✮ ❡t ∂xN

❞❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ✭∗✮✳ M0 = 0.9999 ✭ξ = 10−4✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❊rr❡✉rs ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ♣♦✉r N ❡t ∂xN ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ε ♣♦✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st é✈❛❧✉é❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
x ∈] − 0.5,−0.1[∪]0.1, 0.5[✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ③♦♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st
x ∈ [−0.1,−0.075]∪ [0.075, 0.1]✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù α(x) 6= 1 ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥❞r♦✐ts
♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❛ été ❡st✐♠é❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡

q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡

▲❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sés à ❞❡s
s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s
❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡❧❛ ❡st ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❋♦r♥❡t ❡t ●✉ès ❬✸✵❪ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ✿
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❞✬✉♥✐❝✐té ❡t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣✉✐s q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡t q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦✲

❧✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❞❛♥s ❞❡s ❧✐✈r❡s ❞❡

❈❤❛③❛r❛✐♥✲P✐r✐♦✉ ❬✷✺❪ ❡t ❞❡ ❇❡♥③♦♥✐✲❙❡rr❡ ❬✶✻❪✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ s❡ r❡♣♦rt❡r ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡
❘❛✉❝❤ ❡t ▼❛ss❡② ❬✺✺❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❛✉ss✐ été ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❘❛✉❝❤ ❬✺✹❪✳

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣✉✐s q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r♦♥t
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦rt❡s ❡t ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s
♥♦♥ s❝❛❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ 1✱ ♦♥
♥✬❛ ♣❧✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ✭❛✈❡❝ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝✱ ❧❡s
♦♥❞❡s ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✳✳✳✮ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❧✐✈r❡ ❞❡ ●♦❞❡✇s❦✐ ❡t ❘❛✈✐❛rt ❬✸✸❪✳

✻✷
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✸✳✶✳✶ ❈❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿





A0(a)∂tv +

d∑

j=1

Aj(a)∂jv +B(a)v = f(a) ❞❛♥s ]− T0,+∞[×R
d
+

Cv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0,+∞[×R
d−1

vt<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d−1.

✭✸✳✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♦✉ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

C ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡ t,x,v✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ a s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✶

a :]−T0,+∞[×R
d
+ → R

D′
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à H∞(]−T0,+∞[×R

d
+) ❡t q✉✐

❡st à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ♥♦té Y ⊂ R
D′
✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ é❝r✐r❛ ✿

L = A0∂t.+
d∑

j=1

Aj(a(t,x))∂j .+B(a(t,x)).

❛✐♥s✐ q✉❡

L∗ = −∂t (A0(a(t,x)).)−
d∑

j=1

∂j (Aj(a(t,x)).) +B(a(t,x)).

❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
❡♥ d✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✱ s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

❖♥ ❢❛✐t ❛❧♦rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✷

P♦✉r t♦✉t y ∈ R
D′
,Aj(y) ✭j ∈ {0, . . . , d}✮ ❡t B(y) s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❜♦r❞ ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐✲
♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✸

▲❡ ❜♦r❞ xd = 0 ❡st ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ R
D′
,Ad(y) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s

♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ A−1
d|Y ∈ L∞(Y)✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✹

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✿
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✕ ■❧ ❡①✐st❡ c > 0 ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t,y✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y ❡t ♣♦✉r t♦✉t W ∈
kerC, 〈Ad(y)W,W〉 ≤ −c‖W‖✳

✕ dimkerC ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
✕ C ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ s♦♥ r❛♥❣ ❡st p✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✹ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s ❝❤❛♠♣s r❡♥tr❛♥ts
s♦♥t ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ✦ P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿





∂t

(
u
v

)
+

(
−2 0
0 1

)
∂x

(
u
v

)
=

(
0
0

)
❞❛♥s ]− T0, T [×R+

(
1 1
0 0

)(
u|x=0

v|x=0

)
=

(
0
0

)
s✉r ]− T0, T [.

▲❡ ❜♦r❞ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ s❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡
str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡t ♣♦✉rt❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ✭✉♥ r❡♥tr❛♥t ❡t ✉♥ s♦rt❛♥t✮✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✺

A0 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ e > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
y ∈ Y✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ R

D✱
〈A0(y)v,v〉RD ≥ e‖v‖RD .

❖ù 〈., .〉RD ❡t ‖.‖RD ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
s✉r RD✳

❖♥ ❢❛✐t ❛✉ss✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s✉r f ❡t a✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✻

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
✕ f(0) = 0✳
✕ P♦✉r t♦✉t t < 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R

d
+✱ f(a(t,x)) = 0✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜✐❡♥ ❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✶✮✳

P♦✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✸✳✶✮✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✼

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Aj ✭j ∈ {0, . . . , d}✮✱ B ❡t f ✈ér✐✜❡♥t ✿
✕ Aj ∈W 1,∞(RD

′
) ✭j ∈ {0, . . . , d}✮ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ Aj ❡t ∇Aj ✭❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s t,x✮ s♦♥t ❞❛♥s L∞(RD
′
)✳

✕ B ∈W 1,∞(RD
′
)✳

✕ f ∈ C∞(RD
′
)✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ a ❡t f ✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ f(0) = 0✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡
f(a) ∈ L2(Ω∞)✳ P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬é❝r✐r❡ f(a) à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té
à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ f ❡♥ 0✳

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✶✮✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶

❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✸✳✶✳✶ à ✸✳✶✳✼✳ ■❧ ❡①✐st❡ λ0(L) > 0 t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ v ∈ eλ0(L)t L2(]−T0,+∞[×R

d
+) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✶✮✱ r❛♣♣❡❧é

❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿




A0(a)∂tv +
d∑

j=1

Aj(a)∂jv +B(a)v = f(a) ❞❛♥s ]− T0,+∞[×R
d
+

Cv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0,+∞[×R
d−1

vt<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d−1.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t λ > λ0(L) ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖v exp(−λt)‖L2(Ω∞) ≤
2

λ
‖f(a) exp(−λt)‖L2(Ω∞).

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ a(t,x) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Aj ✱ B ❡t f
s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬❛tt❛❝❤❡r à ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✸✳✶✳✶✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t q✉✐ ❡st ✿




A0∂tvλ +

d∑

j=1

Aj∂jvλ +Bvλ + λA0vλ = fλ (t,x) ∈]− T0,+∞[×R
d
+

Cvλ = 0 (t,x′) ∈]− T0,+∞[×R
d−1

vt<0 = 0,

♦ù λ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❡♥ r❡♥❢♦rç❛♥t ❧❡
♣♦✐❞s ❞✉ t❡r♠❡ λA0vλ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t λ ≫ 1✮✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✸✳✶✮
❡t ✭✸✳✶✳✶✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r vλ = exp(−λt)v ❡t fλ = exp(−λt)f ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

Lλ = A0(a(t,x))∂t.+
d∑

j=1

Aj(a(t,x))∂j .+B(a(t,x)).+ λA0(a(t,x)).

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ é❝r✐t

L∗
λ = −∂t (A0(a(t,x)).)−

d∑

j=1

∂j (Aj(a(t,x)).) +B(a(t,x)).+ λA0(a(t,x)).

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

HL =
{
Φ ∈ L2(]− T0,+∞[×R

d
+), LΦ ∈ L2(]− T0,+∞[×R

d
+)
}

HLλ
=
{
Φ ∈ L2(]− T0,+∞[×R

d
+), LλΦ ∈ L2(]− T0,+∞[×R

d
+)
}
.
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▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ P♦✐ss♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭❝r♦❝❤❡t ❞❡ P♦✐ss♦♥✮

❙♦✐t Φ ❡t Ψ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿

[Φ,Ψ]. = Φ (Ψ(.))−Ψ (Φ(.))

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

Ω∞ =]− T0,+∞[×R
d
+

∂Ω∞ =]− T0,+∞[×R
d−1 × {0}

Ω∞ =]− T0,+∞[×R
d−1×]−∞, 0].

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶ ✭❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤✮

❙♦✐t λ > 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Aj ❡t B ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✳
❙♦✐t ρ ∈ C∞

c (]− T0,+∞[×R
d) t❡❧ q✉❡ s♦♥ s✉♣♣♦rt s♦✐t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡

r❛②♦♥ 1 ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡ (0, 0, . . . , 0,−1) ❡t t❡❧ q✉❡
∫
]−T0,+∞[×Rd ρ(t,x) dt dx = 1✳

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ρǫ(t,x) = ǫd+1ρ
(
t
ǫ ,

x
ǫ

)
✳

❆❧♦rs ✿
∀w ∈ HLλ

, [Lλ, ρǫ∗]w −→ǫ→0 0 ❞❛♥s L2(]− T0,+∞[×R
d)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶ ✿ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r w à s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❞❡♥s✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t
ét❡♥❞r❡ à w ∈ L2(]− T0,+∞[×R

d)✳

✷✳ [Lλ, ρǫ∗] ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥t✐♥✉ s✉r C∞(] − T0,+∞[×R
d) q✉✐ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ s✉r L2(] −

T0,+∞[×R
d)✳

✸✳ ❖♥ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✦

❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❧✬ét❡♥❞r❡ à ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ w ∈ HLλ

✳ ❙♦✐t
χ ∈ C∞

c (] − T0,+∞[×R
d) t❡❧❧❡ q✉❡ χ|B

Rd+1 (0,1) = 1 ❡t χ|(B
Rd+1 (0,2))

c = 0✳ ❖ù BRd+1(x, r) ❡st

❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r ❞❡ R
d+1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡

wk : (t,x) 7→ χ

(
t

k
,
x

k

)
w(t,x)

❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛

χk(t,x) = χ

(
t

k
,
x

k

)
.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✣r♠❡r q✉❡ wk ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ wk −→k→+∞ w ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(Ω∞)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ✿

Lλwk = χkLλw +
1

k︸︷︷︸
→0

d∑

j=0

Ajv ∂jχ︸︷︷︸
❜♦r♥é︸ ︷︷ ︸

∈L2(Ω∞)

.
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❉♦♥❝✱ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱ wk −→k→+∞ w ❡t Lλwk −→k→+∞ Lλw✳

❆✐♥s✐ [Lλ, ρǫ∗]wk −→k→+∞ [Lλ, ρǫ∗]w
❊t❛♣❡ ✷ ✿ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r [Lλ, ρǫ∗] ❡st ❝♦♥t✐♥✉ s✉r C∞

c (Ω∞) ✭♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✮

❡t s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ s✉r L2✳ ❙♦✐t w ∈ C(Ω∞)✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

[Lλ, ρǫ∗]w = Lλ (ρǫ ∗w)− ρǫ ∗ (Lλw) .

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

X = (t,x).

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ρǫ ∗ (Lλw)✱ ♦♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✭Y = Z

ǫ ✮ ✿

ρǫ ∗ (Lλw) =

∫

Ω∞

ρǫ(Z)




d∑

j=0

Aj(a(X− Z))∂jw(X− Z) +B(a(X− Z)) + λw(X− Z)


 dZ

=

∫

]−
T0
ǫ
,+∞[×Rd

ρ(Y)
d∑

j=0

Aj(a(X− ǫY))
1

ǫ
∂Yj

w(X− ǫY)dY

+

∫

]−
T0
ǫ
,+∞[×Rd

ρ(Y) (B(a(X− ǫY)) + λ)w(X− ǫY)dY.

❖ù ∂Yj
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Yj ✳

❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ r❡st❡ à é✈❛❧✉❡r [Lλ, ρǫ∗]w ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ✿

[Lλ, ρǫ∗]w =

∫

]−
T0
ǫ
,+∞[×Rd

ρ(Y)
d∑

j=0

(Aj(a(X))−Aj(a(X− ǫY)))
1

ǫ
∂Yj

w(X− ǫY)dY

+

∫

]−
T0
ǫ
,+∞[×Rd

ρ(Y) (B(a(X))−B(a(X− ǫY))) w(X− ǫY)dY

=

∫

]−
T0
ǫ
,+∞[×Rd

−


∂Yj

ρ(Y)

d∑

j=0

Aj(a(X))−Aj(a(X−ǫY))

ǫ
+ρ(Y)

d∑

j=0

∂Yj
Aj(a(X−ǫY))




︸ ︷︷ ︸
❇♦r♥é ♣❛r r❛♣♣♦rt à X,Y✱ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt à Y

w(X−ǫY)dY

+

∫

]−
T0
ǫ
,+∞[×Rd

ρ(Y) (B(a(X))−B(a(X− ǫY)))︸ ︷︷ ︸
❇♦r♥é ♣❛r r❛♣♣♦rt à X,Y✱ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt à Y

w(X− ǫY)dY.

❉♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(L, ρ) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ w ❡t ǫ✮ t❡❧❧❡
q✉❡ ✿

‖[Lλ, ρǫ∗]w‖L2(Ω∞) ≤ c(L, ρ)‖w‖L2(Ω∞).

❆✐♥s✐✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r [Lλ, ρǫ∗] ❡st ❝♦♥t✐♥✉ s✉r C∞
c (Ω∞) ✭♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✮ ❡t s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ s✉r

L2(Ω∞)✳

❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❙♦✐t w ∈ HLλ
❡t wδ ∈ HLλ

t❡❧ q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ wδ ❡st ❜♦r♥é ❡t ‖w −
wδ‖L2(Ω∞) ≤ δ

2 ❡t w̃δ ∈ C(Ω∞) t❡❧ q✉❡ ‖wδ − w̃δ‖L2(Ω∞) ≤ δ
2 ✳
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❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

‖[Lλ, ρǫ∗]wδ‖L2(Ω∞) ≤ ‖[Lλ, ρǫ∗] (wδ − w̃δ) ‖L2(Ω∞) + ‖[Lλ, ρǫ∗]w̃δ‖L2(Ω∞).

❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✭❛✈❡❝ c(L, ρ)✱ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ δ, ǫ✮ ✿

‖[Lλ, ρǫ∗]w̃δ‖L2(Ω∞) ≤ c(L, ρ) ‖w̃δ‖H1(Ω∞)ǫ.

❖♥ ❛rr✐✈❡ ❞♦♥❝ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♦ù c(L, ρ) ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡
δ, ǫ✮ ✿

‖[Lλ, ρǫ∗]wδ‖L2(Ω∞) ≤ c(L, ρ)
(
δ + ‖w̃δ‖H1(Ω∞)ǫ

)
.

❉♦♥❝ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ δ ❡t ǫ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ✭❧❡♠♠❡
✸✳✶✳✶✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ C∞
(
Ω∞)

)
❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s HLλ

♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖L2(Ω∞) +
‖Lλ.‖L2(]−T0,+∞[×Rd

+)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷

▲✬♦♣ér❛t❡✉r Ψ 7→ (AdΨ)|xd=0 s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ C∞
0

(
Ω∞

)
à HLλ

à ✈❛❧❡✉rs

❞❛♥s H− 1
2 (∂Ω∞)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷ ✿ ❘❛♣♣❡❧ ✿ ❙♦✐t ψ ∈ H
1
2 (∂Ω∞) q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

r❡❧è✈❡♠❡♥t Ψ ∈ H1(Rd+1
+ ) t❡❧ q✉❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ Ψ ❡♥ xd = 0 s♦✐t ψ✳

❙♦✐t Φ ∈ C∞
0

(
Ω∞

)
✱ ♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t ✿

∫

∂Ω∞

−Ad(a(t,x
′, 0))ψ(t,x′, 0) dt dx′=

∫

Ω∞

v · L∗
λΨ dtdx+

∫

Ω∞

Lλv ·Ψ dt dx.

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛✣r♠❡r q✉❡ ‖Ψ‖H1(Ω∞) ≤ c‖ψ‖

H
1
2 (Ω∞)

✱ ♦ù c ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω∞ q✉✐ ❡st ✐❝✐ ✜①é✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
∫

∂Ω∞

−Ad(a(t,x
′, 0))ψ(t,x′, 0) dt dx′≤ ‖v‖L2(Ω∞)‖L∗

λΨ‖L2(Ω∞) + ‖Lλv‖L2(Ω∞)‖Ψ‖L2(Ω∞)

≤ ‖v‖L2(Ω∞)c(L)‖Ψ‖H1(Ω∞) + ‖Lλv‖L2(Ω∞)‖Ψ‖H1(Ω∞)

❝❛r Aj ,B ∈W 1,∞(Ω∞)

≤ c(L)‖v‖HLλ
‖ψ‖

H
1
2 (Ω∞)

❞✬❛♣rès ‖Ψ‖H1(Ω∞) ≤ c‖ψ‖
H

1
2 (Ω∞)

.

❖r C∞
c (Ω∞) ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s HLλ

❡t ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ H
1
2 (∂Ω∞)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

v ∈ C∞
c (Ω∞) 7−→

∫

∂Ω∞

−Ad(a(t,x
′, 0))ψ(t,x′, 0) dt dx′

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r HLλ
✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

v 7−→
∫

∂Ω∞

−Ad(a(t,x
′, 0))ψ(t,x′, 0) dt dx′

s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s✉r HLλ
✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (Adv)|xd=0 ∈ H

1
2 (∂Ω∞)✳
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❊♥ ♣♦s❛♥t C1(y) = CA−1
d (y)✱ ♦♥ ❛ C1 ∈ L∞(Y) ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y,v ∈ R

D✱

Cv = 0 ⇐⇒ C1(y)Ad(y)v = 0.

❉❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✸

P♦✉r t♦✉t Φ ∈ C∞
c

(
Ω∞

)
✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ HLλ

〈Φ, Lλv〉L2(Ω∞) = 〈L∗
λv,Φ〉L2(Ω∞) + 〈Φ|xd=0, (Adv)|xd=0〉H 1

2 (∂Ω∞),H− 1
2 (∂Ω∞)

.

❙♦✐t x = (x′, 0)✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ v|xd=0 ∈ kerC✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ (Adv)|xd=0 ∈ Ad kerC✳ ❉❡

♣❧✉s s✐ Φ|xd=0 ∈ (Ad kerC)⊥✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞ ❡st ♥✉❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

〈Φ|xd=0, (Adv)|xd=0〉H 1
2 (Ω∞),H− 1

2 (Ω∞)
= 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✹

❖♥ ♥♦t❡
E =

{
Φ ∈ C∞

c

(
Ω∞

)
,Φ|xd=0 ∈ (Ad kerC)⊥

}
.

❙♦✐t v ∈ HLλ
✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✶✳ Cv|xd=0 = 0✳

✷✳ ∀Φ ∈ E , 〈Φ, Lλv〉L2(Ω∞) = 〈L∗
λΦ,v〉L2(Ω∞)✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬❛tt❛❝❤❡r à ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✳✶✮✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✺

❙♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ L∗
λE = {L∗

λΦ,Φ ∈ E}✳
▲✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ L∗

λE ❞❛♥s L2(Ω∞)✱ ♥♦té❡ L∗
λE ✱ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✭♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

s❝❛❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧ ❞❡ L2(Ω∞)✮ ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢❡r♠é ✭♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✮ ❞❡
L2✳

■❧ ❡①✐st❡ λ0(L) ≥ 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ ≥ λ0(L)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Gλ :
L∗
λE → L2(Ω∞)

Ψ = L∗
λΦ 7→ Φ.

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✮ ❡t s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té
s✉r L∗

λE ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✺ ✿ ❖♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❙♦✐t Ψ ∈
L∗
λE ✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ Φ ∈ L2(Ω∞) t❡❧ q✉❡ Ψ = L∗

λΦ✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ Ψ ❡t Φ✳

〈L∗
λΦ,Φ〉L2(Ω∞) = −〈∂t(A0Φ),Φ〉L2(Ω∞)−

d∑

j=0

〈∂j (AjΦ) ,Φ〉L2(Ω∞)+〈BΦ,Φ〉L2(Ω∞)+λ〈A0Φ,Φ〉L2(Ω∞).
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■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❡st✐♠❡r ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡✳ ❈♦♠♠❡ A0 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥
❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ e0 > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

λ〈A0Φ,Φ〉L2(Ω∞) ≥ e0λ‖Φ‖2L2(Ω∞).

P♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s♣❛t✐❛❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s x1, . . . , xd−1 ✭j ∈ {1, . . . , d− 1}✮ ✿
〈∂j(AjΦ) ,Φ〉L2(Ω∞)= 〈∂j(Aj)Φ,Φ〉L2(Ω∞) + 〈Aj∂jΦ,Φ〉L2(Ω∞)

= −〈Aj Φ, ∂jΦ〉L2(Ω∞) ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s

= −〈Aj∂jΦ,Φ〉L2(Ω∞) ❝♦♠♠❡ Aj ❡st s②♠étr✐q✉❡

=
1

2
〈∂j(Aj)Φ,Φ〉L2(Ω∞) ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✶ ❡t ✸ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧

≤ 1

2
‖∂j(Aj)‖∞‖Φ‖2L2(Ω∞).

❈♦♥❝❡r♥❛♥t t❡r♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♠ê♠❡ s②♠♣tô♠❡✱ ♠ê♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♥✬♦✉❜❧✐❛♥t
♣❛s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞ ✭❡♥ t = −T0 ❡t t = +∞✮ ✿

〈∂t(A0Φ) ,Φ〉L2(Ω∞)=
1

2
〈(A0 Φ)|t=+∞ ,Φ|t=+∞〉L2(Rd

+)︸ ︷︷ ︸
>0 ❝❛r A0 ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡

−〈A0 Φ, ∂jΦ〉L2(Ω∞)

− 1

2
〈(A0 Φ)|t=−T0

,Φ|t=−T0
〉L2(Rd

+)︸ ︷︷ ︸
=0

≤ 1

2
‖∂j(A0)‖∞‖Φ‖2L2(Ω∞).

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❧♦♥ xd✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞ ❡♥ xd = 0
❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✿

〈∂d(AdΦ) ,Φ〉L2(Ω∞)= −〈AdΦ, ∂dΦ〉L2(Ω∞) − 〈(AdΦ)|xd=0 ,Φ|xd=0〉L2(∂Ω∞)

=
1

2
〈∂d(Aj)Φ,Φ〉L2(Ω∞) −

1

2
〈(AdΦ)|xd=0 ,Φ|xd=0〉L2(∂Ω∞).

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ 〈(AdΦ)|xd=0 ,Φ|xd=0〉H 1
2 (∂Ω∞),H− 1

2 (∂Ω∞)
≥ 0 ✿

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 〈(AdΦ)|xd=0 ,Φ|xd=0〉L2(∂Ω∞) < 0 ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t,x′,Φ(t,x′, 0) ∈ kerC\
{0}✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ✿

−e0‖Φ(t,x′, 0)‖22 ≥ 〈Ad(t,x
′, 0)Φ(t,x′, 0)︸ ︷︷ ︸

∈Ad kerC

, Φ(t,x′, 0)︸ ︷︷ ︸
∈(Ad kerC)⊥

〉RD = 0.

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Φ(t,x′, 0) = 0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❉♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ 〈(AdΦ)|xd=0 ,Φ|xd=0〉H 1
2 (∂Ω∞),H− 1

2 (∂Ω∞)
≥ 0✱ ❡st ❛✐♥s✐✱

〈∂d(AdΦ) ,Φ〉L2(Ω∞) ≤
1

2
〈∂d(Ad)Φ,Φ〉L2(Ω∞) − 0 ≤ 1

2
‖∂d(Ad)‖∞‖Φ‖2L2(Ω∞).

❊♥ ré✉♥✐ss❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣r♦✉✈é❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖L∗
λΦ‖L2(Ω∞)‖Φ‖L2(Ω∞) ≥ 〈L∗

λΦ,Φ〉L2(Ω∞) ≥


−1

2

d∑

j=0

‖∂j(Aj)‖∞ + ‖B‖∞ + λe0


 ‖Φ‖2L2(Ω∞).
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❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞és♦r♠❛✐s λ > λ0(L) =
1

2e0

∑d
j=0 ‖∂j(Aj)‖∞ − ‖B‖∞ ❡t ♦♥ ❛ ✿

‖Φ‖L2(Ω∞) ≤
2

λ
‖L∗

λΦ‖L2(Ω∞). ✭✸✳✷✮

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ G✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ Gλ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ψ ∈ L∗

λE ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t Φ1 ❡t Φ2 ❞❛♥s L2(Ω∞) t❡❧s q✉❡ Ψ = L∗
λΦ1 =

L∗
λΦ2✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ L

∗
λ ✭❝❛r ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❧✐♥é❛✐r❡✮✱ L∗
λ(Φ1 − Φ2) = 0✳ ●râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠❛❣✐q✉❡ ✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r

q✉❡

‖Φ1 −Φ2‖L2(Ω∞) ≤
2

λ
‖L∗

λ(Φ1 −Φ2)‖L2(Ω∞) = 0.

❉♦♥❝ Gλ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té s✉r L∗
λE ✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✳✶✮ ✿
❙♦✐t λ ≥ λ0(L)✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

G :

{
L∗
λE → R

Ψ 7→ 〈Gλ(Ψ), fλ〉L2(Ω∞)

❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt L∗
λE ✭♦ù f ❡st ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✮✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡s③✱ ✐❧ ❡①✐st❡ vλ ∈ L∗

λE t❡❧ q✉❡ ✿

∀Ψ ∈ L∗
λE , 〈Gλ(Ψ), f〉L2(Ω∞) = 〈Ψ,vλ〉L2(Ω∞). ✭✸✳✸✮

❖♥ ♣♦s❡ Φ = Gλ(Ψ) ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ L∗
λΦ = Ψ✮ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀Ψ ∈ L∗
λE , 〈Φ, f〉L2(Ω∞) = 〈L∗

λΦ,vλ〉L2(Ω∞) = 〈Φ, Lλuλ〉L2(Ω∞). ✭✸✳✹✮

❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ vλ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✳✶✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡s③✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ vλ ❡t G ✿

‖vλ‖L2(Ω∞) = ‖G‖
L∗
λ
E
′ .

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r λ > λ0(L) ✿

‖G(Ψ)‖
L∗
λ
E
′ ≤ ‖G(Ψ)‖L2(Ω∞)‖fλ‖L2(Ω∞)

≤ 2

λ
‖Ψ‖L2(Ω∞)‖fλ‖L2(Ω∞) ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ G ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✮✳

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r vλ ✿

‖vλ‖L2(Ω∞) ≤
2

λ
‖fλ‖L2(Ω∞).



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P➱◆❆▲■❙❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙❨❙❚➮▼❊ ◗❯❆❙■▲■◆➱❆■❘❊ ✼✷

❉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ vλ ❞❛♥s L∗
λE ✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ v = eλt vλ q✉✐ ❡st ❛❧♦rs s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✳
❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ v ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ λ > λ0(L)✳
P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ v|t<0 = 0✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s L2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

Ψ ∈ L2(Ω∞) ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ]− T0, 0[×R
d
+ ✿

〈v,Ψ〉L2(Ω∞) = 〈vλ, eλtΨ〉L2(Ω∞)

≤ ‖vλ‖L2(Ω∞)‖ eλtΨ‖L2(Ω∞)

≤ 2

λ
‖fλ‖L2(Ω∞)‖Ψ‖L2(Ω∞)

≤ 2

λ
‖f‖L2(Ω∞)‖Ψ‖L2(Ω∞)

−→ 0 q✉❛♥❞ λ→ +∞.

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ vλ ❡st ❛✉ss✐
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✸✳✶✳✶✮ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥s
(
u
(k)
λ

)
k∈N

∈
(
C∞
c

(
Ω∞

)
∩Hλ

)N
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

✶✳ (Cvλ)xd=0 = 0

✷✳ Lλv
(k)
λ −→k→+∞ Lλvλ = fλ

❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✳
❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t

❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ✉♥ t❡♠♣s T ✜①é ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶

❙♦✐t T > 0 q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ]− T0,+∞[ ♣❛r ]− T0, T [✳

❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡




A0(a)∂tv +

d∑

j=1

Aj(a)∂jv +B(a)v = f(a) ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

Cv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0, T [×R
d−1

vt<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d−1

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ v ∈ L2(] − T0, T [×R
d
+)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ0(L) > 0 t❡❧ q✉❡✱

♣♦✉r t♦✉t λ > λ0(L)✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖v exp(−λt)‖L2(]−T0,T [×Rd
+) ≤

2

λ
‖f(a) exp(−λt)‖L2(]−T0,T [×Rd

+)
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✸✳✶✳✷ P❧✉s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✦

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞és♦r♠❛✐s ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ v✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Aj(a) ❡t B(a) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡
f(a) s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs s✉r ΩT ✭❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✽

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Aj ✭j ∈ {0, . . . , d}✮✱ B ❡t f ✈ér✐✜❡♥t ✿
✕ Aj ∈ C∞(RD

′
) ✭j ∈ {0, . . . , d}✮✳

✕ B ∈ C∞(RD
′
)✳

✕ f ∈ C∞(RD
′
)✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t < 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t x✱ f(a(t,x)) = 0✳

❉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Aj(a) ✭j ∈ {0, . . . , d}✮ ❡t B(a) s♦♥t ❞❛♥s
W 1,∞(]− T0, T [×R

d
+)✳

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ xd s❡r❛ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s
t, x1, . . . , xd−1✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❢♦✉r♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡
❡t✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐r♦♥s ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té s❡❧♦♥ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ à ♣♦✐❞s q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭◆♦r♠❡s à ♣♦✐❞s✮

❙♦✐t Φ :]−T0,+∞[×Ω → R
D t❡❧❧❡ q✉❡ Φ exp(−λt) ∈ Hm(]−T0,+∞[×Ω)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t

❧❛ ♥♦r♠❡ ✿

‖Φ‖Hm,λ =
∑

|α|≤m

λm−|α|‖∂α0
t ∂α1

1 . . . ∂αd

d Φ exp(−λt)‖L2(]−T0,+∞[×Ω).

❖♥ ♥♦t❡
T α = ∂α0

t ∂α1
1 . . . ∂

αd−1

d−1

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈é❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ✈❛ ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❧✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ t❛♥❣❡♥t✐❡❧s
s✉✐✈❛♥t ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸

P♦✉r m ∈ N✱ ♦♥ ♥♦t❡

Hm
tan(]− T0,+∞[×Ω) = {Φ ∈ L2(]− T0,+∞[×Ω), ∀α ∈ N

d,

|α| ≤ m⇒ T αΦ ∈ L2(]− T0,+∞[×Ω)}.

▲❛ ♥♦r♠❡ s✉r Hm
tan(]− T0,+∞[×Ω) q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡st

‖.‖Hm
tan(]−T0,+∞[×Ω) =

∑

|α|≤m

‖T α.‖L2(]−T0,+∞[×Ω).

▲✐✈r♦♥s s❛♥s ♣❧✉s ❛tt❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷

❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✸✳✶✳✶ à ✸✳✶✳✻ ❡t ✸✳✶✳✽✳ P♦✉r t♦✉t m ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ0(L,m)✱ t❡❧ q✉❡ ✿
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✕ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✶✮✱ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s




A0(a)∂tv +
d∑

j=1

Aj(a)∂jv +B(a)v = f(a) ❞❛♥s ]− T0,+∞[×R
d
+

Cv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0,+∞[×R
d−1

vt<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d−1

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ v ∈ eλtH∞(]− T0,+∞[×R
d
+)✳

✕ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(L,m) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ f ✱ v ❡t λ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ >
λ0(L,m) ♦♥ ❛✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖v‖Hm,λ ≤ c(L,m)

λ
‖f(a)‖Hm,λ.

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ v ❞❛♥s eλ0(L,0)t L2(]−T0,+∞[×R
d
+) ✭♣♦✉r λ0(L, 0)

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✮ ❡st ❞é❥à ❣❛r❛♥t✐❡✳
❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t m′ ∈ N✱ v ∈ Hm′

tan(]− T0,+∞[×R
d
+)✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ✭ǫ > 0 ❡t s > 0✮ ✿

Rǫ :

{
Hs
tan(R

d+1
+ ) −→ Hs+2

tan (Rd+1
+ )

Φ 7−→ Ψ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ Ψ− ǫ∆t,x′Ψ = Φ.

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ré❣✉❧❛r✐té ❡t✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ
✈❡rs 0✱ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ v ❞❡ ✭✸✳✶✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Rǫ à v ✭❞é✜♥✐❡ s✉r ] − T0,+∞[×R
d
+✮✱ ♦♥

❝♦♥❢♦♥❞r❛ v ❛✈❡❝ s♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t s✉r R
d+1
+ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t v|t≤−T0 = 0✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t q✉❡

v|t<0 = 0✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♥✐ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ v ♥✐ s❛ ♥♦r♠❡ ✭❛✉ s❡♥s ‖v‖Hm
tan(]−T0,+∞[×Rd

+) =

‖v‖Hm
tan(R

d+1
+ )✮✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ Rǫ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✳
P❧✉s✐❡✉rs ❧❡♠♠❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡s ét❛❜❧✐s ♣♦✉r Rǫ✱ ❛✜♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é✈♦q✉é❡s

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✻

❙♦✐t ǫ > 0 ❡t s ∈ N✳ Rǫ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ Hs
tan(R

d+1
+ ) ✈❡rs

Hs+2
tan (Rd+1

+ )✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs

Rǫ : H
s
tan(R

d+1
+ ) → Hs

tan(R
d+1
+ )

√
ǫRǫ : H

s
tan(R

d+1
+ ) → Hs+1

tan (Rd+1
+ )

ǫRǫ : H
s
tan(R

d+1
+ ) → Hs+2

tan (Rd+1
+ )

s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✻ ✿ P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✳❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ Φ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ftan(Φ(., xd))(ξ0, . . . , ξd−1) =

∫

Rd

Φ(t,x) e−2ıπ(t ξ0+
∑d−1

l=1 xl ξl) dt dx′.

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st ❛❧♦rs ♥♦té❡ ξ′ = (ξ0, . . . , ξd−1)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

Φ →
(∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd

) 1
2

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖Hs
tan(R

d+1
+ )✳

■❝✐ c(s) ❞és✐❣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ Φ✱ ǫ ❡t Rǫ✳

❙♦✐t Φ ∈ Hs
tan(R

d+1
+ )✳

❖♥ ré❛❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s tr♦✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡ ǫ ❞❡ Rǫ✱

√
ǫRǫ✱ ǫRǫ✳

‖RǫΦ‖Hs
tan(R

d+1
+ ) ≤ c(s)

(∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)m |Ftan(RǫΦ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′dxd

) 1
2

≤ c(s)

(∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s (1 + ǫ|ξ′|2)−2 |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′dxd

) 1
2

≤ c(s)‖Φ‖Hs
tan(R

d+1
+ ) ❝❛r (1 + ǫ|ξ′|2) > 1.

‖√ǫRǫΦ‖Hs+1
tan (Rd+1

+ ) ≤ c(s)

(∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s+1 (1 + ǫ|ξ′|2)−2 ǫ |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd

) 1
2

≤ c(s)




∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s ǫ+ ǫ|ξ′|2
(1 + ǫ|ξ′|2)2︸ ︷︷ ︸

≤1

|Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd




1
2

≤ c(s)‖Φ‖Hs
tan(R

d+1
+ )

‖ǫRǫΦ‖Hs+2
tan (Rd+1

+ ) ≤ c(s)

(∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s+2 (1 + ǫ|ξ′|2)−2 ǫ2 |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd

) 1
2

≤ c(s)




∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s (ǫ+ ǫ|ξ′|2)2
(1 + ǫ|ξ′|2)2︸ ︷︷ ︸

≤1

|Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd




1
2

≤ c(s)‖Φ‖Hs
tan(R

d+1
+ ).

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ v✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼

❙♦✐❡♥t s ∈ R
∗
+ ❡t Φ ∈ Hs

tan(R
d+1
+ )✳

❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ RǫΦ −→ǫ→0 Φ ❞❛♥s Hs
tan(R

d+1)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t s′ > s ✿

sup
ǫ>0

{‖RǫΦ‖
Hs′

tan(R
d+1)

} < +∞ =⇒ Φ ∈ Hs′

tan(R
d+1). ✭✸✳✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼ ✿ c(s) ❡t c(s′) ❞és✐❣♥❡♥t ✐❝✐ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡
ǫ✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ RǫΦ−Φ ✿

‖RǫΦ−Φ‖Hs
tan(R

d+1
+ ) ≤ c(s)




∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s
∣∣∣∣

1

1 + ǫ|ξ′|2 − 1

∣∣∣∣
2

︸ ︷︷ ︸
≤4

|Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd




1
2

.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ‖RǫΦ−Φ‖Hs

tan(R
d+1
+ ) −→ǫ→0 0✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s < s′ ≤ s+2✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ RǫΦ ∈ Hs′

tan(R
d+1
+ )✳

❖♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ Φ ∈ Hs′

tan(R
d+1
+ ) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡

(1 + |ξ′|2)s′/2 1

1 + ǫ|ξ′|2 |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)| ∈ L2(Rd+1

+ ).

❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ RǫΦ ∈ Hs′

tan(R
d+1
+ ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

(1 + |ξ′|2)s′/2 1

1 + ǫ|ξ′|2 |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)| ∈ L2(Rd+1

+ ).

❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ✿

‖RǫΦ‖Hs′
tan(R

d+1
+ ) ≥ c(s)

(∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s′ 1

(1 + ǫ|ξ′|2)2 |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd

) 1
2

.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t xd ∈ R+ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ξ′ ∈ R
d−1✱ (1+|ξ′|2)s′ 1

(1 + ǫ|ξ′|2)2 |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2

❞é❝r♦ît q✉❛♥❞ ǫ > 0 t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♠♦♥♦t♦♥❡ ✿

(∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s′ 1

(1 + ǫ|ξ′|2)2 |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd

) 1
2

−→ǫ→0

(∫

R+

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s′ |Ftan(Φ(., xd))(ξ
′)|2 dξ′ dxd

) 1
2

≥ c(s′)‖Φ‖Hs′
tan(R

d+1
+ ).
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❉♦♥❝✱ s✐

sup
ǫ>0

{
‖RǫΦ‖Hs′

tan(R
d+1
+ )

}
= K < +∞

♦♥ ❛ ‖Φ‖Hs′
tan(R

d+1
+ ) ≤ K/c(s′) ✭❛✈❡❝ c(s′) > 0✮✳

❈✬❡st à ❞✐r❡ Φ ∈ Hs′

tan(R
d+1
+ )✳ ❙✐ s′ > s+ 2✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡

Φ ❡st ❞❛♥s Hs+2
tan (Rd+1

+ )✱ ♣✉✐s ❞❛♥s Hs+4
tan (Rd+1

+ ) ❥✉sq✉✬à ❛rr✐✈❡r à Hs′

tan(R
d+1
+ )✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷ ✿ ❖♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r m✳ ▲❡ ❝❛s
m = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ vλ ∈ Hm−1✱ ♣♦✉r
λ ≥ λ(L,m − 1) ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ vλ ∈ Hm

tan ♣✉✐s ❛✐♥s✐ vλ ∈ Hm ✭♣♦✉r t♦✉t λ ≥
λ(L,m) ≥ λ(L,m− 1)✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷ ✳

❖♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✳

❙♦✐t α ∈ N
d t❡❧ q✉❡ |α| ≤ m− 1✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✳✶✮✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r Ad(a)
−1 ❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T αRǫ✱

❛✈❛♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r Ad(a) ✿





d−1∑

j=0

Aj∂j (T αRǫvλ) +Ad∂d (T αRǫvλ) +B (T αRǫvλ) + λA0 (T αRǫvλ)

= −
d−1∑

j=0

Ad

[
A−1
d Aj∂j , T αRǫ

]
vλ −Ad

[
A−1
d B(a), T αRǫ

]
vλ

− λAd

[
A−1
d A0, T αRǫ

]
vλ +AdT αAd(a)

−1fλ

CT αRǫvλ = 0

(T αRǫvλ)t<0 = 0.

P♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r Q✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

[Q, T αRǫ]vλ = Q (T αRǫvλ)− T αRǫ (Qvλ)

= [Q, T α]Rǫvλ + T αQ (Rǫvλ)− T αRǫ (Qvλ)

= [Q, T α]Rǫvλ − T αRǫ[Q,R−1
ǫ ]Rǫvλ

= [Q, T α]Rǫvλ − T αǫRǫ[Q,∆t,x′ ]Rǫvλ.

❆✐♥s✐

[
A−1
d Aj∂j , T αRǫ

]
vλ =

[
A−1
d Aj∂j , T α

]
Rǫvλ − T αǫRǫ[A

−1
d Aj∂j ,∆t,x′ ]Rǫvλ.

❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ✭❝❢
Aj(a),Ad(a)✮ ❡st H

∞(]− T0,+∞[×R
d
+) ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❜♦r♥é ❞❡ R

D′

✳

P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡

T αǫRǫ[A
−1
d Aj∂j ,∆t,x′ ]Rǫvλ,

♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❧❡✈❡r q✉❡ Rǫvλ ∈ Hm
tan(] − T0,+∞[×R

d
+) ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉r✲

r❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Rǫ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱
♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ [A−1

d Aj∂j ,∆t,x′ ] ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é ❞❡ Hm
tan(] − T0,+∞[×R

d
+)
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❞❛♥s Hm−2
tan (]− T0,+∞[×R

d
+)✳ ❊♥✜♥✱ ǫRǫ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✮ ❞❡

Hm−2
tan (]− T0,+∞[×R

d
+) ❞❛♥s H

m
tan(]− T0,+∞[×R

d
+)✳

❉♦♥❝

λm−|α|
∥∥AdT αǫRǫ[A

−1
d Aj∂j ,∆t,x′ ]Rǫvλ

∥∥
L2(Ω∞)

≤ c(L,m)λm−|α|‖Rǫvλ‖Hm
tan(Ω∞).

♦ù c(L,m) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ ❡t λ✳ P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡
[
A−1
d Aj∂j , T α

]
Rǫvλ✱

✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

λm−|α|
∥∥[A−1

d Aj∂j , T α
]
Rǫvλ

∥∥
L2(Ω∞)

≤ c(L,m)λm−|α|‖Rǫvλ‖Hm
tan(Ω∞).

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s

Ad

[
A−1
d B(a), T αRǫ

]
vλ ❡t λAd

[
A−1
d A0, T αRǫ

]
vλ

s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

λm+1−|α|
∥∥Ad

[
A−1
d A0, T αRǫ

]
vλ
∥∥
L2(Ω∞)

≤ c(L,m)λm+1−|α|‖Rǫvλ‖Hm−1
tan (Ω∞)

≤ c(L,m)λm−|α|‖Rǫvλ‖Hm
tan(Ω∞).

λm−|α|
∥∥Ad

[
A−1
d B(a), T αRǫ

]
vλ
∥∥
L2(]−T0,+∞[×Rd

+)
≤ c(L,m)λm−|α|‖Rǫvλ‖Hm−1

tan (Ω∞)

≤ c(L,m)λm−1−|α|‖Rǫv‖Hm
tan(Ω∞).

P♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ✈♦✐t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λm−|α| ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✿ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ r❡st❡ ❜♦r♥é q✉❛♥❞ λ t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶ ✿

■❧ ❡①✐st❡ λ0(L,m) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ > λ0(L,m) ♦♥ ❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λm−|α|‖T αRǫvλ‖L2(Ω∞) ≤
c(L,m)

λ
λm−|α|

(
‖Rǫvλ‖Hm

tan(Ω∞) + ‖Rǫfλ‖Hm
tan(Ω∞)

)
.

♦ù c(L,m) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ λ ❡t ǫ✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r λ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✿

‖Rǫvλ‖m,λ ≤ c(L,m)

λ
‖Rǫfλ‖Hm

tan(Ω∞) ≤
c(L,m)

λ
‖f‖m,λ.

❉♦♥❝ ‖Rǫv‖m,λ ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ vλ ∈ Hm
tan(Ω∞) ∩

Hm−1(Ω∞)✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

∂dvλ = A−1
d


−A0∂tvλ −

d−1∑

j=1

Aj∂jvλ −Bvλ − λA0vλ + fλ


 ∈ Hm−1

tan (Ω∞).

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ≤ m✱ ∂md vλ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ KT βvλ ❛✈❡❝ |β| ≤ m− k ❡t K ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❛✐♥s✐
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s✮ s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳ ❆✐♥s✐ ∂md vλ ∈ Hm−k

tan (Ω∞)✳ ❉♦♥❝ vλ ∈ Hm
tan(Ω∞)✳

P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ‖.‖Hm,λ✱ ♦♥ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s s❛✉❢ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ λm−|α|T α ♣❛r λm−|α|T β∂γd ❛✈❡❝ |β|+γ ≤
m✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s
s❡r✈✐r❛ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✸

❙♦✐t T > 0✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
]− T0,+∞[ ♣❛r ]− T0, T [✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥s v ∈ H∞(] − T0, T [×R
d
+) ∩ W 1,∞(] − T0, T [×R

d
+) ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✶✮✱ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿




A0(a)∂tv +
d∑

j=1

Aj(a)∂jv +B(a)v = f(a) ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

Cv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0, T [×R
d−1

vt<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d−1.

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ0(L,m) ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(L,m) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ f ✱ v ❡t λ✮ t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t λ > λ0(L,m) ♦♥ ❛✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖v‖Hm,λ ≤ c(L,m)

λ
‖f(a)‖Hm,λ.

✸✳✶✳✸ ❈❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❝❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s q✉✐ ❢❛✐t t♦✉t ❧❡✉r ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦❝s ❡t
❛✉tr❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés r✉✐♥❛♥t ❛✐♥s✐ à ♥é❛♥t ♥♦s ❡s♣♦✐rs ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡
❡♥ t❡♠♣s ✭s❛✉❢ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ♦♥
♣❛rt ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé ✭t < 0✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡st❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❥✉sq✉✬à
✉♥ ❝❡rt❛✐♥s t❡♠♣s T s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ❝❤♦❝ ♦✉ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡
❝♦♥t❛❝t ❞❡✈❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡✱ ❛❧♦rs ❧❡✉r ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✿




A0(a,v)∂tv +
d∑

j=1

Aj(a,v)∂jv +B(a,v)v = f(a,v) ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

Cv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0, T [×R
d−1

vt<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d−1.

✭✸✳✻✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ΩT ✱ ❞és✐❣♥❡ ]− T0, T [×R
d
+✳

P♦✉r ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ P✐❝❛r❞ ✿




A0(a,v
k)∂tv

k+1 +
d∑

j=1

Aj(a,v
k)∂jv

k+1 +B(a,vk)vk+1 = f(a,vk) ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

Cvk+1
|xd=0 = 0 s✉r ]− T0, T [×R

d−1

vk+1
t<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R

d−1.
✭✸✳✼✮
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vk+1 ❡st ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❥✉st✐✜é q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (vk) ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t❡✱ ✐❧ r❡st❡r❛ à ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡
❝♦♥✈❡r❣❡✳

P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡✉①
❧❡♠♠❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥✜♥ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲▼♦s❡r ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲▼♦s❡r ♣♦✉r ‖.‖m;λ✮

❙♦✐t Φ1, . . . ,Φp ∈ Hm
tan(ΩT ) ∩ L∞(ΩT )✱ α.,1, . . . , α.,p ∈ N

d ✭α.,l = (α0,l, . . . , αd,l)
t✮ ❡t k ∈

N✱ t❡❧ q✉❡
∑p

l=1

∑d
i=0 αi,l ≤ k ≤ m✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r > 0✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ε, λ,Φ1, . . . ,Φp

q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

λm−k‖T α.,1Φ1 . . . T α.,pΦp‖0,λ ≤ r

p∑

l=1


∏

q 6=l

‖Φq‖∞


 ‖Φl‖m,λ.

❯♥❡ ❢♦✐s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉t✉♠❡✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ❛❞♠✐s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✼✱ ✸✺❪✳

❖♥ ✈❛ ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✾

❙♦✐t T > 0✳ ❙♦✐❡♥t d ∈ N
∗,m ≥ m0 = ⌊d2⌋ + 2 ❡t λ > 0✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ κ(m0, T, T0) ≥ 0

✭q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ m0, T0 ❡t T ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t Φ ∈ Hm
tan(ΩT ) ∩ L∞(ΩT ) ✿

‖Φ‖∞ ≤ κ(m0, T, T0)
eλT

λm−m0
(‖Φ‖m,λ + ‖∂dΦ‖m−1,λ) .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✾ ✿ ❖♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ Φ ❞❡ Hm
tan(ΩT ) ❞❛♥s Hm

tan(R
d+1)✳ ▲✬♦♣ér❛✲

t❡✉r ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ Hm
tan(ΩT ) ♠✉♥✐ ❞❡ ‖.‖m,λ ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s Hm

tan(R
d+1) ♠✉♥✐ ❞❡

‖.‖Hm
tan(R

d+1)✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à λ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✺❪✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧❛✲
❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣♦✉r Φ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ Φ ♣❛r

Φ̂(ξ0, . . . , ξd) =

∫

Rd+1

Φ(t,x) e−2ıπ(t ξ0+
∑d

l=1 xl ξl) dt dx.

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖m,λ ❞❡ Φ✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s ❞ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ Φ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ξ = (ξ0, . . . , ξd)✱ ξ

′ = (ξ0, . . . , ξn−1)
❡t ξ′α = ξα0

0 ξα2
2 . . . ξ

αd−1

d ✱ ♣♦✉r α ∈ N
d✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

‖Φ‖∞ = ‖Φ‖L∞(ΩT ) ≤ ‖Φ‖L∞(Rd+1) ≤ ‖Φ̂‖L1(Rd+1) =

∫

Rd+1

|Φ̂(ξ)| dξ.
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‖Φ‖L1(Rd+1) =

∫

Rd+1

(∑
|α|≤m0

|ξ′α|+ |ξd|
∑

|α|≤m0−1 |ξ′α|
)
|Φ̂(ξ)|

∑
|α|≤m0

|ξ′α|+ |ξd|
∑

|α|≤m0−1 |ξ′α|
dξ

≤
(∫

Rd+1


 ∑

|α|≤m0

|ξ′α|+ |ξd|
∑

|α|≤m0−1

|ξ′α|




2

|Φ̂(ξ)|2 dξ

×
∫

Rd+1

1
(∑

|α|≤m0
|ξ′α|+ |ξd|

∑
|α|≤m0−1 |ξ′α|

)2 dξ
) 1

2

.

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦♥✈❡r❣❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣ré❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

0 <
1

(∑
|α|≤m0

|ξ′α|+ |ξd|
∑

|α|≤m0−1 |ξ′α|
)2 ≤ 1

1 + |ξd|2
(
|ξ1|2(m0−1) + · · ·+ |ξd−1|2(m0−1)

) .

❖r 2(m0 − 1) > d✱ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉r ‖Φ‖L1(Rd+1) ✿

∫

Rd+1


 ∑

α≤m0

|ξ′α|+ |ξd|
∑

α≤m0−1

|ξ′α|




2

|Φ̂(ξ)|2 dξ

≤ c(m0)

∫

Rd+1

(
∑

|α|≤m0

1

(4π2)|α|

∣∣∣(2ıπ)|α|ξ′αΦ̂(ξ)
∣∣∣
2

+
∑

|α|≤m0−1

1

(4π2)|α|+1

∣∣∣(2ıπ)|α|+1ξdξ′αΦ̂(ξ)
∣∣∣
2
)
dξ

≤ c(m0, T, T0)


 ∑

|α|≤m0

1

(4π2)|α|
‖T αΦ‖2L2 +

∑

|α|≤m0−1

1

(4π2)|α|+1
‖∂dT αΦ‖2L2


 ,

❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ P❛rs❡✈❛❧ ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ Hm0
tan(ΩT ) ❞❛♥s

Hm0
tan(R

d+1)✳
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❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ✿

∫

Rd+1


 ∑

α≤m0

|ξ′α|+ |ξd|
∑

α≤m0−1

|ξ′α|




2

|Φ̂(ξ)|2 dξ

≤ c(m0, T, T0) e
2λT


 ∑

|α|≤m0

1

(4π2)|α|
‖T αΦ‖2L2

λ
+

∑

|α|≤m0−1

1

(4π2)|α|+1
‖∂dT αΦ‖2L2

λ




≤ c(m0, T, T0) e
2λT


 ∑

|α|≤m0

‖T αΦ‖2L2
λ
+

∑

|α|≤m0−1

‖∂dT αΦ‖2L2
λ




≤ c(m0, T, T0) e
2λT (‖Φ‖m0,λ + ‖∂dΦ‖m0−1,λ)

2

≤ c(m0, T, T0)
e2λT

λ2(m−m0)
(‖Φ‖m,λ + ‖∂dΦ‖m−1,λ)

2
.

❉♦♥❝✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ κ(m0, T, T0) > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ m0, T ❡t T0
t❡❧ q✉❡ ✿

‖Φ‖∞ ≤ κ(m0, T, T0)
eλT

λm−m0
(‖Φ‖m,λ + ‖∂dΦ‖m−1,λ) .

❙♦✐❡♥t V ❡t Y ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ 0 ❞❛♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t RD ❡t RD
′
✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✾

P♦✉r t♦✉t y ∈ R
D′
,w ∈ R

D,Aj(y,w) ✭j ∈ {0, . . . , d}✮ ❡t B(y,w) s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
s②♠étr✐q✉❡s✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡✲
♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✻✮ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✭✈♦✐r ❤②♣♦t❤ès❡s ✸✳✶✳✸ ❡t ✸✳✶✳✹✮ ❛♣rès ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t r❡❢♦r♠✉❧é❡s ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✶✵

▲❡ ❜♦r❞ xd = 0 ❡st ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ R
D′
,W ∈ V ,Ad(y,W) ❡st

✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ A−1
d|Y ∈ L∞(Y × V)✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✶✶

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✿
✕ ■❧ ❡①✐st❡ c > 0 ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t,y✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y ❡t ♣♦✉r t♦✉t V,W ∈
kerC ∩ V ,

〈Ad(y,V)W,W〉 ≤ −c‖W‖.
✕ dimkerC ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
✕ C ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ s♦♥ r❛♥❣ ❡st p✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ C s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C✳

■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r A0 ✿
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❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✶✷

A0 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ e > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
y ∈ Y✱ ♣♦✉r t♦✉t V,W ∈ R

D, 〈A0(y,V)W,W〉RD ≥ e‖W‖RD ✳

P♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✻✮✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✶✸

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Aj ✭j ∈ {0, . . . , d}✮✱ B ❡t f ✈ér✐✜❡♥t ✿
✕ Aj ∈ C∞(RD

′ × R
D) ✭j ∈ {0, . . . , d}✮✳

✕ B ∈ C∞(RD
′ × R

D)✳
✕ f ∈ C∞(RD

′ × R
D)✳

❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡ f ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳✶✹

P♦✉r t♦✉t y ∈ Y, f(y, 0) = 0✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬é♥♦♥❝é ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❡ ❝❛s q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹

❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✸✳✶✳✾ à ✸✳✶✳✶✹✳
❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡♠♣s T > 0 ✭s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✮ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥s

v ∈ H∞(]− T0, T [×R
d
+) ∩W 1,∞(]− T0, T [×R

d
+) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✶✮✱

r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿




A0(a,v)∂tv +

d∑

j=1

Aj(a,v)∂jv +B(a,v)v = f(a,v) ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

Cv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0, T [×R
d−1

vt<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d−1.

❖♥ ✐♥s✐st❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡
❡♥ t❡♠♣s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹ ✿ ❈♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦✲

rè♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ t②♣❡ P✐❝❛r❞ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t v0 = 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✸✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ vk+1 à ✭✸✳✼✮ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ t❡♠♣s T ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡
❝❡tt❡ s✉✐t❡ vk ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥sW 1,∞ ❡t Hm

tan ✭❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖m,λ✮✳ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉✈♦✐r ❥✉s✲
t✐✜❡r s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✸✳✶✳✸ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜♦r♥é ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (vk)✱ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ vk ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳

❙♦✐t R > 0✳ ❙♦✐t m ≥ m0 = ⌊d2⌋+ 3✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ R > 0 t❡❧ q✉❡

‖A−1
d f‖L∞(Y×B

RD
(0,R)) ≤ ‖A−1

d f‖∞ ≤ 1

2

✭♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y, f(y,0) = 0✮✳

❖♥ ❢❛✐t ❛❧♦rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭s✉r k✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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✕ ‖vk‖∞ + ‖T vk‖ ≤ R
✕ ‖∂dvk‖∞ ≤ 1
✕ ∀m ≥ m0 = ⌊d2⌋+ 2, ‖vk‖m,λ ≤ R

❆✉ r❛♥❣ k = 0✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✳ ❘❡st❡ ❛❧♦rs à ♠♦♥tr❡r ❧✬❤éré❞✐té✳
❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✱ s✉r ❧❡ ❝❛s
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s L2 ❞é♣❡♥❞ ❞❡ R ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ vk ♥✐ ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮✱
♦♥ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r Ad(a,v

k)−1 ❡t ♦♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T α✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r à
♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r Ad(a,v

k) ✿





d−1∑

j=0

Aj(v
k)∂j

(
T αvk+1

λ

)
+Ad(v

k)∂d
(
T αvk+1

λ

)
+B(vk)

(
T αvk+1

λ

)
+ λA0(v

k)
(
T αvk+1

λ

)

= −
d−1∑

j=0

Ad(v
k)
[
Ad(v

k)−1Aj∂j , T α
]
vk+1
λ −Ad(v

k)
[
Ad(v

k)−1B(vk), T α
]
vk+1
λ

− λAd(v
k)
[
Ad(v

k)−1A0(v
k), T α

]
vk+1
λ +Ad(v

k)T αAd(v
k)−1fλ(v

k).

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐q✉❡ ❜✉t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❡♥ a ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳

❖♥ ♥♦t❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✐❝✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ Rǫ ❝❛r ❧❛
ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ vk+1 ❡st ❞é❥à ❛ss✉ré❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡st✐♠❡r
❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞✉ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲
▼♦s❡r✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛ts à ❡st✐♠❡r s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Ad

[
A−1
d Aj∂j , T α

]
vλ

✭j ∈ {0, . . . , d − 1}✮ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs ✿

λm−|α|‖Ad(v
k)
[
Ad(v

k)−1Aj(v
k)∂j , T α

]
vk+1
λ ‖L2(Ω+

T
)

≤ c(L,m, T,R)
(
‖T vk‖m−1,λ‖T vk+1‖∞ + ‖T vk+1‖m−1,λ

)

≤ c(L,m, T,R)


‖vk‖m,λ︸ ︷︷ ︸

≤R

‖T vk+1‖∞ + ‖vk+1‖m,λ




≤ c(L,m, T,R)
(
‖T vk+1‖∞ + ‖vk+1‖m,λ

)
,

♦ù c(L,m, T,R) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ R ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ vk,vk+1✳

▲✬❛✉tr❡ t❡r♠❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

λm+1−|α|Ad(v
k)
[
Ad(v

k)−1A0(v
k), T α

]
vk+1
λ

≤ c(L,m, T,R)λ
(
‖vk‖m−1,λ‖T vk+1‖∞ + ‖T vk+1‖m−1,λ

)

≤ c(L,m, T,R)λ
(
‖vk‖m,λ‖T vk+1‖∞ + λ‖vk+1‖m,λ

)
.

❆✐♥s✐✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r λ ≥
λm(L,m, T,R)✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

‖v‖m,λ ≤ c(L,m, T,R)

λ

(
‖T vk+1‖∞ + ‖vk+1‖m,λ + ‖f‖m,λ

)
.
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❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ✿





∂dT αvk+1
λ = −

d−1∑

j=0

Ad(v
k)−1Aj(v

k)∂jT αvk+1
λ −Ad(v

k)−1B(vk)T αvk+1
λ

− λAd(v
k)−1A0(v

k)T αvk+1
λ −

d−1∑

j=0

[
Ad(v

k)−1Aj∂j , T α
]
vk+1
λ

−
[
Ad(v

k)−1B(vk), T α
]
vk+1
λ − λ

[
Ad(v

k)−1A0(v
k), T α

]
vk+1
λ + T αAd(v

k)−1fλ(v
k).

❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿

‖∂dvk+1‖m−1,λ ≤ c(L,m, T,R)

λ

(
‖T vk+1‖∞ + ‖vk+1‖m,λ + ‖f‖m,λ

)
.

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✾ ✿

‖vk+1‖∞ ≤ κ(m0, T, T0)
eλT

λm−m0

(
‖vk+1‖m,λ + ‖∂dvk+1‖m−1,λ

)
.

‖T vk+1‖∞ ≤ κ(m0, T, T0)
eλT

λm−1−m0

(
‖T vk+1‖m−1,λ + ‖∂dT vk+1‖m−2,λ

)

≤ κ(m0, T, T0)
eλT

λm−1−m0

(
‖vk+1‖m,λ + ‖∂dvk+1‖m−1,λ

)
.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

‖vk+1‖∞ + ‖T vk+1‖∞ ≤ c(L,m, T,R)
eλT

λm−1−m0

(
‖vk+1‖m,λ + ‖∂dvk+1‖m−1,λ

)
.

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿

‖vk+1‖∞ + ‖T vk+1‖∞ ≤ K(L,m, T,R)
eλT

λm−m0

(
‖T vk+1‖∞ + ‖vk+1‖m,λ + ‖f‖m,λ

)
.

❖ù K(L,m, T,R) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❖♥ ✜①❡ T ≤ 1
λ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t λ t❡❧s q✉❡ ✿

✕ e1

λ ≤ 1
2 ✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r

‖vk+1‖∞ + ‖T vk+1‖∞ ≤ K(L,m, T,R)

λm−1−m0
‖f‖m,λ.

✕ K(L,m,T,R)
λm−1−m0

‖f‖m,λ ≤ R✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r

‖vk+1‖∞ + ‖T vk+1‖∞ ≤ R.

✕ ❡t ❡♥✜♥

‖∂dvk+1‖∞ ≤
d−1∑

j=0

‖Ad(v
k)−1Aj(v

k)‖∞‖T vk+1‖∞

+ ‖Ad(v
k)−1B(vk)‖∞‖vk+1‖∞ + ‖Ad(v

k)−1f(vk)‖∞
≤ 1.
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❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ λ1(L,m, T,R) > 0 ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ R,m ♠❛✐s
♣❛s ❞❡ vk,vk+1, k✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ ≤ λ1(L,m, T,R), T ≤ 1

λ ♦♥ ❛ ✿
✕ ‖vk+1‖∞ + ‖T vk+1‖ ≤ R✳
✕ ‖∂dvk+1‖∞ ≤ 1✳
✕ ‖vk+1‖m,λ ≤ R✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (vk) ❡st ❜♦r♥é❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ L∞✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r λ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r T s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣❡t✐t✱ ❧❛ s✉✐t❡ (vk) ❡st ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❛♥s L2✳ (vk) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ❞❛♥s
L2(ΩT )✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ v ❞❛♥s Hm
tan(ΩT )×H1(ΩT )✱ ♣✉✐s✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡

❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ v ❡st ❜✐❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✸✳✻✮✳

❖♥ ❥✉st✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ v s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ xd ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t
❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

∂dv = −
d−1∑

j=0

Ad(v)
−1Aj(v)∂jv −Ad(v)

−1B(v)v +Ad(v)
−1f(v).

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦✉t✐r ❛✉ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

✸✳✶✳✹ P❡t✐t rés✉♠é ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡

❆✉ ❞❡❧à ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❡t ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ q✉❡❧q✉❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t à r❡t❡♥✐r ❡t s✬❛✈èr❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿

✕ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭❞❛♥s L2✮ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❛✈❡❝ s❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2

λ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦✉ ✉♥❡ ♥♦r♠❡
❞ér✐✈é❡✮✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ❝ôté ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✕ ▲❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲▼♦s❡r q✉✐ ♥♦✉s ❛✐❞❡ ❧♦rs
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

✕ ▲❡ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ t②♣❡ P✐❝❛r❞✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r❝❡✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ s✐♠♣❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

✸✳✷ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
♣r♦♣♦sé❡ ❛ ♣♦✉r ✐♥térêt ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❣é♥ér❡r ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳

▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t s❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ rés✉❧t❛t
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❩♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡
R
d−1×]−∞, 0]
(xd ≤ 0)
χ|xd≤0 = 1

❉♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧
R
d
+

(xd > 0)
χ|xd>0 = 0

xd = 0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✳

✈❛❧❛❜❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭d ≥ 1✮✱ ♦♥ ♥❡ tr❛✐t❡r❛ q✉❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳

❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r
s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✉❧❧❡s ❞❛♥s
❧❡ ♣❛ssé✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿




∂tu(t,x) +

d∑

j=1

Āj(u(t,x))∂ju(t,x) = f̄(t,x,u(t,x)) (t,x) ∈]− T0, T [×R
d
+

Θ(u(t,x′, 0)) = 0 (t,x′) ∈]− T0, T [×R
d−1

u|t<0 = 0.

✭✸✳✽✮

▼❛✐s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ a :] − T0, T [×R
d → R

D′

q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❡♥❛♥t ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ét✉❞✐é✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿




∂tu(t,x) +

d∑

j=1

Āj(a(t,x),u(t,x))∂ju(t,x) = f̄(a(t,x),u(t,x)) (t,x) ∈]− T0, T [×R
d
+

Θ(a(t,x′, 0),u(t,x′, 0)) = 0 (t,x′) ∈]− T0, T [×R
d−1

u|t<0 = 0.

✭✸✳✾✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ s✬é❝r✐t x = (x1, . . . , xd) = (x′, xd)✳ ▲❡
❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡st ♣♦sé ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✾✮ ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❋✐❣✳ ✸✳✶✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✾✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✷✳✶

✶✳ a :]− T0, T [×R
d → R

D′
❛♣♣❛rt✐❡♥t à H∞(]− T0, T [×R

d)✳
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✷✳ f̄ : RD
′ × R

D → R
D ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ R

D′
, f̄(y,0) = 0✳

✸✳ Θ : RD
′ × R

D → R
p ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❡t ♣♦✉r t♦✉t (y,U) ∈ R

D′ × R
D,∇uΘ (y,U)

❛ ✉♥ r❛♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♥♦té p✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ R
D′
,Θ(y,0) = 0✳

✹✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ j✱ Āj : R
D′ × R

D → MD(R) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✳

✺✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②♠étr✐s❡✉r S(y,U) t❡❧ q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t (y,U) ∈ R
D′ × R

D ✿
✕ S(y,U) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ (y,U) q✉❛♥❞ U ❡st
❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ⊂ R

D ❞❡ 0 ❡t q✉❛♥❞ y ❡st ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Z ⊂ R
D′

❞❡
0✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ē > 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t (y,U) ∈ Z × U ✱ ❡t ♣♦✉r
t♦✉t W ∈ R

D✱ 〈S(y,U)W,W〉 ≥ ē‖W‖2✱ ♦ù ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ 〈, 〉 ❡t ‖.‖ ❞és✐❣♥❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ s✉r RD✳

✕ P♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , d}✱ S(y,U)Āj(y,U) ❡st s②♠étr✐q✉❡✳

✻✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t (y,U) ∈ R

D′ × R
D ✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ād(y,U) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

✼✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ✿
P♦✉r t♦✉t y ∈ Z✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ U ∈ R

D t❡❧ q✉❡ Θ(y,U) = 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ∃µ̄ > 0, ∀y ∈ R

D′
, ∀W ∈ ker∇uΘ(y,0), 〈S(y,U)Ād(y,U)W,W〉 ≤ −µ̄‖W‖2✳

✕ dimker∇uΘ(y,0) ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡♠♣s
τ > 0 ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✮ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u
❞❛♥s H∞(]− T0, τ [×R

d
+) ∩W 1,∞(]− T0, τ [×R

d
+)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶

■❧ ❡①✐st❡ Q ⊂ U ,V ✱ ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ 0 ∈ R
D ❡t Y ⊂ Z ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ∈ R

D′
✈ér✐✜❛♥t

❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ H ∈ C∞ (Y × V,Q) t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y✱ H(y, .) ❡st
✉♥ C∞✲❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ V ✈❡rs Q ✈ér✐✜❛♥t

∀U ∈ Q, ∀y ∈ Y,Θ(y,U) = 0 ⇐⇒ V1 = V2 = · · · = Vp = 0

❡t ∀y ∈ Y,H(y,0) = 0,

♦ù V ∈ R
D ❡st t❡❧ q✉❡ U = H(y,V) ❡t (V1, . . . , VD) = V✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶ ✿ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ∇uΘ(0,0) ❡st ❞❡ r❛♥❣ p✳ ◗✉✐tt❡ à ré❛rr❛♥❣❡r
❧❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ p× p ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ∂ui

Θ(0,0)
✭i ∈ {1, . . . , p}✮ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Z : (U,y) 7→ (Θ(y,U), Up+1, . . . , UD,y) ❡t ♦♥ ♣♦s❡ V =
(Θ(y,U), Up+1, . . . , UD)✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ∇u,aZ(0,0) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❢✲

✜r♠❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥❛❣❡s Q ⊂ U ⊂ R
D ❡t Y ⊂ Z ⊂ R

D′

t❡❧s q✉❡ Z ❡st ✉♥
C∞✲❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ s✉r Q × Y ❧❡s D ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ Z−1 ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ H✳
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❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡✱ ♦♥ ❛❞♠❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Y✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ q✉❡

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✷✳✷

∀(t,x) ∈]− T0, T [×R
d,a(t,x) ∈ Y✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❤♦✐① s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ H✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞és♦r♠❛✐s q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♠❛tr✐❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ (t,x) ❡t ❡♥ a(t,x) ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ Āj(u) ❞és✐❣♥❡ (t,x) 7→ Āj(a(t,x),u(t,x)) ❡t ∂j

(
Āj(u)

)
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à∇aĀj(a(t,x),u(t,x))·

∂ja(t,x) +∇uĀj(a(t,x),u(t,x)) · ∂ju(t,x)✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

R
p×{0}D−p✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs Pv = 0✳ ❆✈❡❝

❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ v✱ ❧❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t ✿




∇vH(v) ∂tv +

d∑

j=1

Āj (H(v))∇vH(v)∂jv = f̄ (H(v)) ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

Pv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0, T [×R
d−1.

✭✸✳✶✵✮

▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é à ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r ∇vH(v)⊤S (H(v)) ✿




A0(v) ∂tv +
d∑

j=1

Aj(v)∂jv = f(v) ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

Pv|xd=0 = 0 s✉r ]− T0, T [×R
d−1

v|t<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d
+.

✭✸✳✶✶✮

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Aj ❡t f s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A0(v) = ∇vH(v)⊤S (H(v))∇vH(v)

Aj(v) = ∇vH(v)⊤S (H(v)) Āj(v)∇vH(v)

f(v) = ∇vH(v)⊤S (H(v))


f̄ (H(v))−∇aH(v) · ∂ta−

d∑

j=1

Āj(v)∇aH(v) · ∂ja


 .

❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r S (H(v)) ❡t ∇vH(v)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ A0(y,V) ❡st ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s (y,V)✱ ♦ù y ∈ Y ❡t V ✈ér✐✜❡ H(y,V) ∈ Q✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ e > 0 ✭♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ V✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ❡t ♣♦✉r t♦✉t W ∈ R

D✱
〈A0(y,V)W,W〉 ≥ e‖W‖2✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷

❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✸✳✾✮ ❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐✲
♣❛t✐✈❡s ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✶✮✳
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P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❢♦r♠✉❧é ✭✸✳✶✶✮ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t str✐❝✲
t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t V ∈ R

D t❡❧ q✉❡ PV = 0✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
W 7→ 〈Ad(y,V)W,W〉 ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ∃µ > 0, ∀W ∈ kerP, ∀y ∈ Y, 〈Ad(y,V)W,W〉 ≤ −µ‖W‖2
✕ D − p ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ Ad(y,V)✱ ❝♦♠♣té❡s

❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ Ad(y,V) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ p ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❖♥ ❡♥ ❛rr✐✈❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ♣é♥❛❧✐sé q✉✐ ❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✿





A0(vε) ∂tvε +
d∑

j=1

Aj(vε)∂jvε +
χ

ε
Pvε = f(vε) ❞❛♥s ]− T0, T [×R

d

vε |t<0 = 0 s✉r ]− T0, 0[×R
d,

✭✸✳✶✷✮

♦ù χ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ χ|xd≤0 = 1 ❡t χ|xd>0 = 0✱
❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❢♦r♠✉❧é ✭✸✳✶✶✮ ❡st Pv|xd=0 = 0 ❡t

q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❛❥♦✉té ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭✸✳✶✷✮ s✬é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
χ

ε
Pvε✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱

q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ Pvε|xd=0 ≈ 0✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞✉
s②stè♠❡ ✭✸✳✶✷✮ ❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✸✳✷✳✶ ❡t ✸✳✷✳✷✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t ✜♥✐
T ∈]0, τ [ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, ε0]✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭✸✳✶✷✮ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s





A0(vε) ∂tvε +

d∑

j=1

Aj(vε)∂jvε +
χ

ε
Pvε = f(vε) ❞❛♥s ]− T0, T [×R

d

vε|t<0 = 0

❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ vε ∈ H1(]− T0, T [×R
d) ∩W 1,∞(]− T0, T [×R

d)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ vε
❡st ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ xd = 0✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ vε|xd>0 ∈ H∞(]−T0, T [×R

d
+)

❡t vε|xd<0 ∈ H∞(]− T0, T [×R
d
−)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t s ≥ 0✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0 ✿

‖v − vε‖Hs(]−T0,T [×Rd
+) = O(ε).

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❢♦r♠✉❧é ✭✸✳✶✶✮✳ ❙✐ ♦♥
r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ✭✸✳✾✮✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✬é❝r✐t ✿
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❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✿




∂tu+
d∑

j=1

Āj(u)∂ju = f̄(u) ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

Θ(u) = 0 xd = 0

u|t<0 = 0.

✭✸✳✶✸✮
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❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✸✳✷✳✶ ❡t ✸✳✷✳✷ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ T ≤ τ ❡t ε0 > 0 t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, ε0]✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

♣é♥❛❧✐sé




∂tuε +

d∑

j=1

Āj(uε)∂juε +
χ(x)

ε
M(uε)uε = f̄(uε) (t,x) ∈]− T0, T [×R

d

uε|t<0 = 0,

♦ù

M(uε)uε = (S(uε))
−1
(
∇vH

(
H−1(uε)

)⊤)−1
PH−1(uε),

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ uε ∈ H1(]−T0, T [×R
d
+)∩W 1,∞(]−T0, T [×R

d) q✉✐ ❡st ré❣✉❧✐èr❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ xd = 0 ✿ uε|xd>0 ∈ H∞(]− T0, T [×R

d
+) ❡t uε|xd<0 ∈ H∞(]−

T0, T [×R
d
−)✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ✱ ♣♦✉r S,H ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ♣♦✉r M✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ❡st
✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t s ≥ 0✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞
✈❡rs 0 ✿

‖uε − u‖Hs(]−T0,T [×Rd
+) = O(ε).

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ M(uε)uε ❛✈❡❝

(S(0))−1
(
∇vH

(
H−1(0)

)⊤)−1
PH−1(0) = 0.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ s✐ p < n✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❢♦rt
♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ M ♥❡ s♦✐t tr♦♣ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r êtr❡ ✈r❛✐♠❡♥t
✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❢♦r♠✉❧é ✭✈♦✐r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✮✱ ❝❛r✱ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♣é♥❛❧✐sés
s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❡✉① ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ‖uε−u‖Hs = O(ε)✱
♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡s ❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡s ❬✹✶❪✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ va
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭✸✳✶✶✮ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳✷✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ✭✸✳✶✶✮ s✬é❝r✐t va+ εw ❡♥
❥✉st✐✜❛♥t q✉❡ w ❡①✐st❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❛❞❛♣té✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ w✱ ♦♥
❛ ❝ré❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ (wk)k∈N✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (wk) ❡st ❜♦r♥é ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❡t L∞ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ w✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ u ❡st ❞é✜♥✐❡ ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s τ ♠❛✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✸✳✷✳✶✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ♣♦✉rr❛✐t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡t ✐♥st❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞♦♥♥é ❞❡ rés✉❧t❛t ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
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❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t τ ✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été
♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ❬✸✵❪✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦✉✈❡rt ΩT =]− T0, T [×R
d✳

Ω+
T =] − T0, T [×R

d
+ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝

❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✭✸✳✾✮✮ ❡t q✉❡ Ω−
T =] − T0, T [×R

d
− r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ✭❝✬❡st à

❞✐r❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢✮✳ ❋♦r♥❡t ❡t ●✉ès ❬✸✵❪ ♦♥t ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥♥✉❡s✳

✸✳✷✳✷ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ✭✸✳✶✷✮✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

vε(t, x) ∼





+∞∑

n=0

εnVn,−(t,x) s✐ xd < 0

+∞∑

n=0

εnVn,+(t,x) s✐ xd > 0.

▲❡s t❡r♠❡s Vn,− ❡t Vn,+ s♦♥t s✉♣♣♦sés ❛✈♦✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ Vn,−

|t<0 = 0✳

✕ Vn,+
|t<0 = 0✳

✕ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t t > −T0,Vn,−(t, x1, . . . , xd−1, 0) = Vn,+(t, x1, . . . , xd−1, 0)✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ Vn,− ❡t Vn,+ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡ n✳ Vn,± r❡♣rés❡♥t❡ Vn,+

❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ xd > 0 ❡t Vn,− ♦ù xd < 0✱ ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ s❡r✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❞é✜♥✐r ❞✬❛✉tr❡s
♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s sér✐❡s

∑
n ε

nVn,±(t,x) ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡ ✭❡t ♥❡ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡ ♣❛s✮✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
∼ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ =✳

❈❡❝✐ ❡st ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭✈♦✐r ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {0, . . . , d}✱ Aj(a(t,x), .) ❡t f s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡✉r
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

Aj (a(t,x),vε(t,x)) ∼
+∞∑

n=0

εnAD
j

(
a(t,x),V0,±(t,x), . . . ,Vn,±(t,x)

)

f (a(t,x),vε(t,x)) ∼
+∞∑

n=0

εnfD
(
a(t,x),V0,±(t,x), . . . ,Vn,±(t,x)

)
.
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❆✈❡❝ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

χ

ε
PV0,±+

+∞∑

n=0

εn

(
A0

0(V
0,±)∂tV

n,±+

d∑

j=1

A0
j (V

0,±)∂jV
n,±

+ Fn(V0,±,Vk,±, ∂Vk−1,±, 1≤k≤n)+χPVn+1

)
=0,

✭✸✳✶✹✮

♦ù Fn(V0,±,Vk,±, ∂Vk−1,±, 1 ≤ k ≤ n) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❞é✲
♣❡♥❞❡♥t ❞❡ V0,±, ∂jV

0,±, . . . ,Vn−1,±✱ ∂jVn−1,±✱ Vn,± ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ∂jVn,±✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ Vn,± 7→ Fn(V0,±,Vk,±, ∂Vk−1,±, 1≤k≤n) ❡st ❛✣♥❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ (Hn) ✿ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s T > 0
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ≤ n,Vk,+ ❡t Vk,− ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✉r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
]− T0, T [×R

d
+ ❡t ]− T0, T [×R

d
−✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ PVn+1,+ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✉r ]− T0, T [×R

d
−✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ (H0)✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ ε0 ✿
❉✬❛♣rès ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ ε−1✱ ♦♥ ❛ PV0,− = 0 ✭♣♦✉r t♦✉t xd < 0✮✳
P♦✉r xd > 0 ✭χ(x) = 0✮ ✿
❉✬❛♣rès ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ ε0 ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮✱ V0,+ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

s✉✐✈❛♥t ✿




A0
0(V

0,+) ∂tV
0,+ +

d∑

j=1

A0
j (V

0,+)∂jV
0,+ + F0(V0,+) = 0 ❞❛♥s ]− T0, T [×R

d
+

PV0,+
|xd=0 = PV0,−

|xd=0

V0,+
|t∈]−T0,0[

= 0.

✭✸✳✶✺✮

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ r❡❢♦r♠✉❧é ✭✸✳✶✶✮✱ ✐❧ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ❡t ✉♥ ❜♦r❞ ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ V0,+ ∈ H∞(]− T0, τ [×R
d
+) ❞❡ ✭✸✳✶✺✮ ❡st

❛ss✉ré❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s✱ q✉✬❛✉ ✜♥❛❧ V0,+ = v ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ r❡❢♦r♠✉❧é ✭✸✳✶✶✮✳
P♦✉r xd < 0 ✭χ(x) = 1✮ ✿





A0
0(V

0,−) ∂tV
0,− +

d∑

j=1

A0
j (V

0,−)∂jV
0,− + F0(V0,−) +PV1,− = 0 ❞❛♥s ]− T0, T [×R

d
−

V0,−
|xd=0 = V0,+

|xd=0

V0,−
|t∈]−T0,0[

= 0.

✭✸✳✶✻✮
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❈♦♠♠❡ PV0,− = 0 ❛ ❞é❥à été ❝❛❧❝✉❧é✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r V0,−✱ ✐❧ r❡st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à ❝♦♥str✉✐r❡
(I−P)V0,− q✉✐ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿




(I−P)A0
0(V

0,−)(I−P) ∂t
(
(I−P)V0,−

)
+

d∑

j=1

(I−P)A0
j (V

0,−)(I−P)∂j
(
(I−P)V0,−

)

+ (I−P)F0(V0,−) = 0 ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
−

(I−P)V0,−
|xd=0 = (I−P)V0,+

|xd=0

(I−P)V0,−
|t∈]−T0,0[

= 0.

✭✸✳✶✼✮
❖♥ ♣♦s❡

(
0

V0,−
II

)
= (I−P)V0,− ✱

(
0

F0
II(V

0,−)

)
= (I−P)F0(V0,−)

❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A0,II
j (V0,−) ❞❡ t❛✐❧❧❡ D − p×D − p t❡❧❧❡s q✉❡

(I−P)A0
j (V

0,−)(I−P) =

(
0 0

0 A0,II
j (V0,−)

)

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✼✮ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ r❡é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ D − p
❝❤❛♠♣s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s p ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✮ ✿





A0,II
0 (V0,−) ∂tV

0,−
II +

d∑

j=1

A0,II
j (V0,−)∂jV

0,−
II + F0

II(V
0,−) = 0 ❞❛♥s ]− T0, T [×R

d
−

V0,−
II |xd=0 = V0,+

II |xd=0

V0,−
II |t∈]−T0,0[

= 0.

✭✸✳✶✽✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A0,II

0 (V0,−) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ A0,II
d (V0,−)✳ P♦✉r

♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✽✮✱ ♦♥ ✈❛ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ✿

∀WII ∈ R
D−p,W =

(
0

WII

)
∈ R(I−P) = kerP,

〈A0,II
d (V0,−

|xd=0)WII ,WII〉RD−p = 〈A0,II
d (V0,+

|xd=0)WII ,WII〉RD−p

= 〈A0
d(V

0,+
|xd=0) W︸︷︷︸

∈kerP

,W〉RD−p

≤ −µ‖W‖2 = −µ‖WII‖2,

❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A0,II

d (V0,−
|xd=0) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡

N = {0} ∈ R
D−p ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ µ1 > 0✱ t❡❧
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q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t WII ∈ D, 〈−A0,II
d (V0,+

|xd=0)WII ,WII〉RD−p ≤ −µ1‖WII‖2✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ♠❛①✐♠❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✽✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ T ∈]0, τ ] t❡❧ q✉❡ ✭✸✳✶✽✮ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ V0,−
II ✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r

]− T0, T [×R
d
−✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ (I−P)V0,− ❡t V0,− ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t T ✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ✐❧

❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ T < τ ✳
❊♥s✉✐t❡✱ PV1,− ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✻✮ ♣❛r P ✿

PV1,− = −PA0
0(V

0,−) ∂tV
0,− −

d∑

j=1

PA0
j (V

0,−)∂jV
0,− −PF0(v0,−).

❊t❛♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉① t❡r♠❡s ❡♥ εn ✿ ❖♥ ❛❞♠❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (Hn−1) ❡st ✈r❛✐❡ ✿ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k ≤ n − 1✱ Vk,−,Vk,+ ❡t PVn,− s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s T
❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

P♦✉r xd > 0 ✭χ(x) = 0✮ ✿





A0
0(V

0,+) ∂tV
n,+ +

d∑

j=1

A0
j (V

0,+)∂jV
n,+ + Fn(V0,+,Vk,+, ∂Vk−1,+, 1≤k≤n) = 0

❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
+

PVn,+
|xd=0 = PVn,−

|xd=0

Vn,+
|t∈]−T0,0[

= 0.

❈♦♠♠❡ Fn(V0,+,Vk,+, ∂Vk−1,+, 1≤k≤n) ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡Vn,+✱ ❧❡ s②stè♠❡
✭✸✳✷✳✷✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✸✳✷✳✷✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ Vn,+✱ ❞é✜♥✐❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t T ✐♥tr♦❞✉✐t
❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ (H0) ❬✶✻✱ ✷✺❪✳

❈❛s xd < 0 ✭χ(x) = 1✮ ✿
❉✬❛♣rès ❧❡s t❡r♠❡s à ❧✬♦r❞r❡ n ❞❡ ✭✸✳✶✹✮✱ Vn,− ✈ér✐✜❡ ✿





A0
0(V

0,−)∂tV
n,−+

d∑

j=1

A0
j (V

0,−)∂jV
n,−

+Fn(V0,−,Vk,−, ∂Vk−1,−, 1≤k≤n)+PVn+1,−=0 ❞❛♥s ]−T0, T [×R
d
−

Vn,−
|xd=0 = Vn,+

|xd=0

Vn,−
|t∈]−T0,0[

= 0.

✭✸✳✶✾✮
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❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ PVn,− ét❛♥t ❝♦♥♥✉✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r (I − P)Vn,− ♣♦✉r ❛✈♦✐r Vn,−✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡s D − p ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿





(I−P)A0
0(V

0,−)(I−P) ∂t
(
(I−P)Vn,−

)
+

d∑

j=1

(I−P)A0
j (V

0,−)(I−P)∂j
(
(I−P)Vn,−

)

+ (I−P)Fn(V0,−,Vk,−, ∂Vk−1,−, 1≤k≤n) = 0 ❞❛♥s ]− T0, T [×R
d
−

(I−P)Vn,−
|xd=0 = (I−P)Vn,+

|xd=0

(I−P)Vn,−
|t∈]−T0,0[

= 0.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ (H0) ✭❝❛s xd < 0✮✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (I−P)Vn,−

❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t T ✱ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (H0) ✭❡♥❝♦r❡ ✦✮✳
●râ❝❡ ❛✉① p ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t PVn+1,−✳
❆✐♥s✐ Hn ❡st ❞é♠♦♥tré ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❥✉sq✉✬à

♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ V0,± ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❛✉ ❧✐♠✐t❡✱ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡
q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ✭xd < 0✮✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r (I−P)V0,−✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
♦r❞r❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❡✉ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xd/εb ✭❛✈❡❝ b 6= 0✮✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡
❝❛s ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❡t ❡t ●✉ès ❬✸✵❪✱ ♦ù ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ Vn(t,x, xd/ε)✳ ❯♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✉❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ L2 ❛ ❛✉ss✐ été ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈❛r❜♦✉ ❬✷✷❪ ♣♦✉r ❞❡s ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡ ❇r✐♥❦♠❛♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡s ✈✐sq✉❡✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ s❡ r❛♣♣♦rt❡r ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑❤❡r✐❥✐ ❬✹✶❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✐♥✈❡rs✐❜❧❡✮ ❣é♥ér❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳

▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ✭✐❝✐✱ Rd+✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡
❝❛s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✸✳✷✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣é♥❛✲

❧✐s❛t✐♦♥

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝ré❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭✸✳✶✷✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ ▼❛✐s✱
❧❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✭❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ M✮ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✷✮✳
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✸✳✷✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ét✉❞✐é ✿




A0(vε)∂tvε +
d∑

j=1

Aj(vε)∂jvε +
1

ε
χPvε = f (t,x) ∈]− T0, T [×R

d

vε|t<0 = 0.

✭✸✳✷✵✮

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝ré❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ va(t,x) =
∑M

n=0 ε
nVn,±(t,x)

✭♣♦✉r M ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✮ t❡❧ q✉❡ ✿




A0(va)∂tva +

d∑

j=1

Aj(va)∂jva +
1

ε
χPva = εMRε + f (t,x) ∈]− T0, T [×R

d

va |t<0 = 0.

✭✸✳✷✶✮

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♥♦r♠❡ L∞ ❞❡ Rε q✉✐ ❡st ❜♦r♥é❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸

P♦✉r ✉♥ M ∈ N
∗ ✜①é ❡t ♣♦✉r ε0 > 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ va =

∑M
n=0 ε

nVn,± ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é s✉✐✈❛♥t





A0(va)∂tva +

d∑

j=1

Aj(va)∂jva +
1

ε
χPva = εMRε + f (t,x) ∈]− T0, T [×R

d

va |t<0 = 0

❡t ‖Rε‖∞ ❡st ❜♦r♥é❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ ε ∈]0, ε0]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸ ✿ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿

Aj (a(t,x),va(t,x)) =

M∑

n=0

εnAD
j

(
a(t,x),V0,±(t,x), . . . ,Vn,±(t,x)

)

f (a(t,x),va(t,x)) =

M∑

n=0

εnfD
(
a(t,x),V0,±(t,x), . . . ,Vn,±(t,x)

)
.

▲❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢ Rε ✈ér✐✜❡ ✿

εMRε = A0(va)∂tva +

d∑

j=1

Aj(va)∂jva +
1

ε
χPva − f

=

d∑

j=0

M∑

n=0

εnAD
j

(
V0,±, . . . ,Vn,±

) M∑

p=0

εp∂jV
n,± +

M∑

n=0

εn−1χPVn,±

−
M∑

n=0

εnfD
(
V0,±, . . . ,Vn,±

)
.
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❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ Vn,±✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s s❡ réé❝r✐t ✿

εMRε =
d∑

j=0

2M∑

n=M+1

εn
M∑

p=n−M

Ap
j

(
V0,±, . . . ,Vp,±

)
∂jV

n−p,± − εMχPVM+1,±.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡♥ H∞(ΩT )✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε ∈]0, ε0]✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

‖Rε‖∞ ≤ cεM .

P♦✉r ❧❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ m ≥ m0 = ⌊d2⌋+2 ❡t M > 3+ 1
2m0✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s ✿ ❙♦✐t α = (α0, . . . , αd−1) ∈ N
d✱

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s T α s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ T α = ∂α0
t ∂α1

x1 . . . ∂
αd−1
xd−1 ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❛❞❛♣té à ♥♦s ❜❡s♦✐♥s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ A(ΩT ) ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s v : ΩT → R
D ✈ér✐✜❛♥t ✿

✕ v ∈ H1(ΩT )✳
✕ v ∈ H∞

tan(ΩT )✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t α ∈ N
d, T αv ∈ L2(ΩT )✳

✕ ∂dv ∈ H∞
tan(ΩT )✳

✕ v ∈W 1,∞ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ v ∈ L∞✱ ❡t✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {0, . . . , d}, ∂jv ∈ L∞

❉és♦r♠❛✐s✱ ♥♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ w ∈ A(ΩT ) t❡❧❧❡ q✉❡ vε = va+εw s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭✸✳✶✷✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿




A0(va + εw)∂t(va + εw) +

d∑

j=1

Aj(va + εw)∂j(va + εw) +
1

ε
χP(va + εw) = f

(t,x) ∈]− T0, T [×R
d

va |t<0 + εw|t<0 = 0.

✭✸✳✷✷✮

❖♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✸✳✷✷✮ ❡t ✭✸✳✷✶✮ ✿




d∑

j=0

(Aj(va+εw)∂j(va+εw)−Aj(va)∂jva) +
1

ε
χPεw=−εMRε (t,x) ∈]− T0, T [×R

d

w|t<0 = 0.

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ B(U,V, εw) : W 7→ B(U,V, εw)W t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

d∑

j=0

(Aj(va + εw)−Aj(va)) ∂jva = −εB(va,∇va, εw)w.

❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ (a,va,∇va,w) ❡t ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✳❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❛❝❝♦✉r❝✐r ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♥❡ ❢❡r♦♥s ♣❧✉s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s va,∇va ❞❛♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉rB(va,∇va, εw)
q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs B(εw)✳
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❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♣♦✉r w ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿




A0(va+εw)∂tw +

d∑

j=1

Aj(va+εw)∂jw −B(εw)w +
1

ε
χPw=−εM−1Rε

(t,x) ∈]− T0, T [×R
d

w|t<0 = 0.

P♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
t②♣❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ t②♣❡ P✐❝❛r❞ ✿

w0 = 0

∀k ∈ N,




A0(va+εw
k)∂tw

k+1+
d∑

j=1

Aj(va+εw
k)∂jw

k+1−B(εwk)wk+1+
χ

ε
Pwk+1=−εM−1Rε

❞❛♥s ]−T0, T [×R
d

wk+1
|t<0=0.

❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs w ❞❛♥s L2(ΩT ) ♣✉✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s H∞(Ω+
T )✱

H∞(Ω−
T ) ❡t H

1(ΩT )✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ s✬❛tt❛❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥ va, T0, T ✱ ❡t ❡♥

❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❢♦r♠✉❧é ✭✸✳✶✷✮✱ A0, . . . ,Ad,P ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐té❡✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✸✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (wk) ❞❛♥s L2

✸✳✷✳✸✳✷✳✶ ◆♦r♠❡s à ♣♦✐❞s ✿ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (wk) ❞❛♥s L2(ΩT )✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▼❛✐s ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡
♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s ❡♥ ε ≪ 1✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝✐
❞❡ss♦✉s ❧❡s ♥♦r♠❡s à ♣♦✐❞s q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✭◆♦r♠❡s à ♣♦✐❞s✮

∀Φ ∈ L2(ΩT ), ‖Φ‖0,λ = ‖ e−λtΦ‖L2(ΩT )

∀Φ ∈ Hm
tan(ΩT ), ‖Φ‖m,λ =

∑

|α|≤m

λm−|α|‖T αΦ‖0,λ

∀Φ ∈ Hm
tan(ΩT ), ‖Φ‖m,λ,ε =

∑

|α|≤m

λm−|α|‖√ε|α|T αΦ‖0,λ.

❖♥ ❢❛✐t ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s êtr❡ ✉t✐❧❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ P➱◆❆▲■❙❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❙❨❙❚➮▼❊ ◗❯❆❙■▲■◆➱❆■❘❊ ✶✵✶

✶✳ ‖.‖0,λ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖L2(ΩT )✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ ✜①é❡✳

✷✳ ‖.‖m,λ ❡t ‖.‖m,λ,ε s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖Hm
tan(ΩT ) =

∑
|α|≤m ‖T α.‖L2(ΩT ) à λ

❡t ε ✜①és✳

✸✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✭Φ ∈ Hm
tan(ΩT )✮ ✿

λ‖Φ‖m−1,λ,ε ≤ ‖Φ‖m,λ,ε√
ε‖T Φ‖m−1,λ,ε ≤ ‖Φ‖m,λ,ε.

❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ c > 0 ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ m✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ λ, ε✮ ❡t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ζm(λ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ε✮ t❡❧ q✉❡

‖Rε‖m,λ,ε ≤ ζm(λ)

‖Rε‖∞ ≤ c.

P✉✐sq✉❡ Rε|t<0 = 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ζm(λ) = O(λm)✱ q✉❛♥❞ λ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

✸✳✷✳✸✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r wk+1 ✿ ❈❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ w̃ ✿




A0(va + εb)∂tw̃ +
d∑

j=1

Aj(va + εb)∂jw̃ −B(εb)w̃ +
1

ε
χPw̃ = g (t,x) ∈ ΩT

w̃|t<0 = 0.

✭✸✳✷✸✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ b r❡♣rés❡♥t❡ wk ✭❛✈❡❝ k ∈ N✮ ❡t w̃ ❞és✐❣♥❡ wk+1✳ ❉❛♥s ♥♦s ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ✈❛r✐❡r ❛✈❡❝ b✱ w̃ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❛✈❡❝ wk✱ wk+1✮ ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (wk)k∈N ❡st ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s ‖.‖m,λ,ε
❡t ‖.‖∞ + ‖∇.‖∞✳ g ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à εM−1Rε✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ‖g‖m,λ,ε ≤ ζm(λ)ε

M−1 ❡t
‖g‖∞ ≤ cεM−1✳

Pr♦♣r✐été ✸✳✷✳✶

❙✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s
✕ b ∈ A

(
]− T0, T [×R

d
)
✳

✕ ‖b‖∞ + ‖∇b‖∞ ≤ R✳
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ε1(R) ∈]0, 1[ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✸✳✷✸✮ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
w̃ ∈ A(]− T0, T [×R

d)✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ε ≤ ε1(R)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ c(R) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ g✮
❡t λ0(R) > 0 t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀λ > λ0(R),
√
λ‖w̃‖0,λ +

1√
ε
‖χPw̃‖0,λ ≤ c(R)√

λ
‖g‖0,λ.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✳✷✳✶ ✿ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

va−(t, x1, . . . , xd) = va(t, x1, . . . ,−xd) ❡t va+(t, x1, . . . , xd) = va(t, x1, . . . ,+xd).
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❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿




(
A0(ua−+ εb−) 0

0 A0(ua−+ εb−)

)
∂t

(
w̃−

w̃+

)
+
d−1∑

j=1

(
Aj(ua−+ εb−) 0

0 Aj(ua−+ εb−)

)
∂j

(
w̃−

w̃+

)

+

(
−Ad(ua−+ εb−) 0

0 Ad(ua−+ εb−)

)

︸ ︷︷ ︸
=Ad

∂d

(
w̃−

w̃+

)
−
(
B(εb−)w̃− 0

0 B(εb+)w̃+

)(
w̃−

w̃+

)

+
1

ε

(
w̃−

0

)
=

(
g−

g+

)

w̃−|t<0 = 0

w̃+|t<0 = 0

w̃−|xd=0 − w̃+|xd=0 = 0.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧❛
❧✐♠✐t❡ q✉✐ s♦♥t ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

✕ ❊♥ xd = 0✱ ♦♥ ❛ Ad(va− + εb−)|xd=0 = Ad(va+ + εb+)|xd=0 ❡t w̃− = w̃+✳

❉♦♥❝✱ 〈Ad
(

w̃−

w̃+

)
,

(
w̃−

w̃+

)
〉R2N = 0✳

✕ Ad(va+ + εb+) ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♣♦✉r ε ❛ss❡③ ♣❡t✐t ✭ε < ε1(R)✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡
Ad ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ (w̃−, w̃+) ∈
H∞(Ω+

T )
2✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝✐t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❘❛✉❝❤ ❬✺✺❪✱ ●✉ès ❬✸✺❪✱ ❇❡♥③♦♥✐✲❙❡rr❡ ❬✶✻❪ ♦✉

❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❈❤❛③❛r❛✐♥✲P✐r✐♦✉ ❬✷✺❪ ✭♣❛❣❡ ✹✼✺✱ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✵✮✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♦♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉❡ (w̃−, w̃+) ∈W 1,∞(Ω+
T )

2✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✸✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ✿

w̃(t, x1, . . . , xd) =

{
w̃−(t, x1, . . . ,−xd) s✐ xd < 0

w̃+(t, x1, . . . , xd) s✐ xd ≥ 0.

❉❡ ♣❧✉s✱ w̃ ❡t ❝❡s ❞ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s T αw̃ s♦♥t ❞❛♥s L2(ΩT )✳

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ∂dw̃ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ w̃ ∈ H1(ΩT )∩H∞
tan(ΩT )✳

❈✬❡st à ❞✐r❡✱ ❛✉ ✜♥❛❧✱ q✉❡ w̃ ∈ A(ΩT )✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r w̃ ✿❖♥ ♣♦s❡ w̃λ(t,x) = exp (−λt) w̃(t,x)✱ t❡❧ q✉❡ ‖w̃λ‖L2(ΩT ) =
‖w̃‖0,λ✳

❈♦♠♠❡A0(va+εb) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭〈A0(εb)w̃λ, w̃λ〉L2(ΩT ) ≥ e0‖w̃λ‖L2(ΩT )✮ ✿




λA0(εb)w̃λ +
d∑

j=0

Aj(εb)∂jw̃λ −B(εb)w̃λ +
1

ε
χPw̃λ = gλ (t,x) ∈]− T0, T [×R

d

w̃λ|t<0 = 0.
✭✸✳✷✹✮

❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ L2(ΩT ) ❞❡ ✭✸✳✷✹✮ ❛✈❡❝ w̃λ ✿

λe0‖w̃λ‖2L2(ΩT ) +

d∑

j=0

〈Aj(εb)∂jw̃λ, w̃λ〉L2(ΩT ) − ‖B(εb)‖∞‖w̃λ‖2L2(ΩT )

+
1

ε
‖χPw̃λ‖2L2(ΩT ) ≤ ‖gλ‖L2(ΩT )‖w̃λ‖L2(ΩT ).
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❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r j ∈ {1, . . . , d} ✿

〈Aj(εb)∂jw̃λ, w̃λ〉L2(ΩT ) = −1

2
〈∂j (Aj(εb)) w̃λ, w̃λ〉L2(ΩT )

≥ −1

2
‖∂j (Aj(εb)) ‖∞‖w̃λ‖2L2(ΩT ).

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ❡♥ t❡♠♣s ✿

〈A0(εb)∂0w̃λ, w̃λ〉L2(ΩT )=−1

2
〈∂0 (A0(εb)) w̃λ, w̃λ〉L2(ΩT )+

1

2

∫

Rd

w̃⊤
λ|t=TA0(εb)t=T w̃λ|t=T dx

︸ ︷︷ ︸
≥0

− 1

2

∫

Rd

w̃⊤
λ|t=−T0

A0(εb)t=T0
w̃λ|t=−T0

dx

︸ ︷︷ ︸
=0 ❝❛r w̃t<0=0

≥ −1

2
‖∂j (A0(εb)) ‖∞‖w̃λ‖2L2(ΩT ).

λe0‖w̃λ‖2L2(ΩT ) +
1

ε
‖χPw̃λ‖2L2(ΩT )≤


1
2

d∑

j=0

‖∂j (Aj(εb)) ‖∞+‖B(εb)‖∞


‖w̃λ‖2L2(ΩT )

+ ‖g‖L2(ΩT )‖w̃λ‖L2(ΩT ).

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ 1
ε‖χPw̃λ‖2L2(ΩT ) ♣❛r 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀λ > 0, λe0‖w̃λ‖L2(ΩT ) ≤


1

2

d∑

j=0

‖∂j (Aj(εb)) ‖∞ + ‖B(εb)‖∞


 ‖w̃λ‖L2(ΩT ) + ‖gλ‖L2(ΩT ).

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ λ > λ0(R) =
2
e0

(
1
2

∑d
j=0 ‖∂j (Aj(εb)) ‖∞ + ‖B(εb)‖∞

)
✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡

λ‖w̃λ‖L2(ΩT ) ≤
2

e0λ0(R)
‖g‖L2(ΩT ).

❆ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ‖χPw̃λ‖L2(ΩT )✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ✿

1√
ε
‖χPw̃λ‖L2(ΩT ) ≤




1

2

d∑

j=0

‖∂j (Aj(εb)) ‖∞+‖B(εb)‖∞


 ‖w̃λ‖2L2(ΩT )+‖g‖L2(ΩT )‖w̃λ‖L2(ΩT )




1

2

≤ C1(R)√
λ

‖gλ‖L2(ΩT ) ❞✬❛♣rès λ‖w̃λ‖L2(ΩT ) ≤
2

e0
‖g‖L2(ΩT ) (λ > λ0(R)).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t c(R) = 2
e0

+ C1(R)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦✉❤❛✐té❡ ✿

√
λ‖w̃‖0,λ +

1√
ε
‖χPw̃‖0,λ ≤ c(R)√

λ
‖g‖0,λ.
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✸✳✷✳✸✳✷✳✸ ■♥é❣❛❧✐tés ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ wk+1 ✿ ❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❛ ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡
wn+1✳
Pr♦♣r✐été ✸✳✷✳✷

❖♥ ♣r❡♥❞ R > 0✱ b ∈ A(]− T0, T [×R
d) ❡t w̃ ∈ A(]− T0, T [×R

d) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✸✳✷✸✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

✕ ‖b‖∞ + ‖∇b‖∞ ≤ R
✕ 0 < ε < ε1(R)
✕ λ > λ0(R,m) > 1

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ c(R,m) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ w̃,b, λ, ε✮ t❡❧ q✉❡ w̃ ✈ér✐✜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

√
λ‖w̃‖m,λ,ε+

1√
ε
‖χPw̃‖m,λ,ε ≤

c(R,m)√
λ

(‖b‖m,λ,ε (‖T w̃‖∞+‖χPw̃‖∞+‖g‖∞) + ‖g‖m,λ,ε) .
✭✸✳✷✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✳✷✳✷ ✿ ❙♦✐t α ∈ N
d t❡❧ q✉❡ |α| ≤ m✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❧❡s

❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c(R,m) s❡r♦♥t✱❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ w̃,b, λ, ε✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈é❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡
√
ε
|α|T α à ✭✸✳✷✸✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ s✬é❝r✐t ✿




d∑

j=0

Aj(εb)∂j

(√
ε
|α|T αw̃

)
−B(εb)

(√
ε
|α|T αw̃

)
+

1

ε
χP
(√

ε
|α|T αw̃

)
=

Ad(εb)

(
−
d−1∑

j=0

[
A−1
d (εb)Aj(εb)∂j ,

√
ε
|α|T α

]
w̃ − 1

ε

[
χA−1

d (εb)P,
√
ε
|α|T α

]
w̃

+
√
εT α

(
A−1
d (εb)g

)
)

√
ε
|α|T αw̃]−T0,0[ = 0.

✭✸✳✷✻✮

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✷✻✮ ❞♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡st
√
ε
|α|T αw̃✳

❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖0,λ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té✳ P♦✉r ❧❡s
t❡r♠❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡
●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲▼♦s❡r ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✈♦✐r ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ●✉ès ❬✸✺❪✮ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲▼♦s❡r ♣♦✉r ‖.‖m,λ,ε✮

❙♦✐t Φ1, . . . ,Φp ∈ Hm
tan(ΩT ) ∩ L∞(ΩT )✱ α.,1, . . . , α.,p ∈ N

d ✭α.,l = (α0,l, . . . , αd,l)
t✮ ❡t k ∈ N✱ t❡❧

q✉❡
∑p
l=1

∑d
i=0 αi,l ≤ k ≤ m✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r > 0✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ε, λ,Φ1, . . . ,Φp q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

λm−k
√
ε
∑p

l=1

∑d
i=0 αi,l‖T α.,1Φ1 . . . T α.,pΦp‖0,λ ≤ r

p∑

l=1


∏

q 6=l

‖Φq‖∞


 ‖Φl‖m,λ,ε.

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✸✳✷✻✮ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t
à ♠❛❥♦r❡r ✭❡♥ ♥♦r♠❡ ‖.‖0,λ✮ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ε−1✳
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P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ✐♥é❣❛❧✐té s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡
[
χA−1

d P,
√
ε
|α|T α

]
w̃✳ ❚♦✉t

❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭Lβ.,γ.,δ s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✮ ✿
[
χA−1

d P,
√
ε
|α|T α

]
w̃ = χ

∑
∑
βp +

∑
γq

+δ ≤ α

Lβ.,γ.,δ(εb)T β1va . . . T βkvaT γ1(εb) . . . T γl(εb)T δPw̃.

✭✸✳✷✼✮

♦ù |δ| < |α|✳ ❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖0,λ ❞❡
[
χA−1

d P,
√
ε
|α|T α

]
w̃ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

λm−|α|

ε

∥∥∥
[
χA−1

d P,
√
ε
|α|T α

]
w̃
∥∥∥
0,λ

=
λm−|α|

ε

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

χ
√
ε
|α| ∑
∑
βp +

∑
γq

+δ ≤ α

Lβ.,γ.,δ(εb)T β1va . . . T βkvaT γ1(εb) . . . T γl(εb)T δPw̃

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0,λ

≤ λm−|α|

ε

(
∑

(γ1,... γl)=0

c(R,m)
∥∥∥
√
ε
|α|
χT β1va . . . T βkvaT δPw̃

∥∥∥
0,λ

+
∑

(γ1,... γl) 6=0

c(R,m)
∥∥∥
√
ε
|α|
χT β1va . . . T βkvaT γ1(εb) . . . T γl(εb)T δPw̃

∥∥∥
0,λ

)

≤
(

∑

(γ1,... γl)=0

c(R,m)
√
ε
|α|−|δ|

λ|δ|−|α|λm−|δ|‖√ε|δ|χT δPw̃‖0,λ

+
∑

(γ1,... γl) 6=0

εc(R,m) (‖b‖m,λ,ε‖χPw̃‖∞ + ‖χPw̃‖m,λ,ε)
)

✭❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✮✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

λm−|α|

ε

∥∥∥
[
χA−1

d P,
√
ε
|α|T α

]
w̃
∥∥∥
0,λ

≤ c(R,m)

(
1√
ελ

‖χPw̃‖m,λ,ε + (‖b‖m,λ,ε‖χPw̃‖∞ + ‖χPw̃‖m,λ,ε)
)
.

❖♥ ✈♦✐t ✐❝✐ ❧✬✐♥térêt ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
√
ε
|α|

❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖m,λ,ε ✿
❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ε−1 ♣❛r 1/

√
ε✱ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♥trô❧❡r ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡

q✉❡ ε≪ 1✮✳

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✷✻✮ ❡st ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝❛r
✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à |α|✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲▼♦s❡r ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✮ ✿

∀j ∈ {0, . . . , d− 1},
λm−|α|

∥∥∥
[
A−1
d (εb)Aj(εb)∂j ,

√
ε
|α|T α

]
w̃
∥∥∥
0,λ

≤ c(R,m) (‖εb‖m,λ,ε‖T w̃‖∞ + ‖w̃‖m,λ,ε)

≤ c(R,m) (‖εb‖m,λ,ε‖T w̃‖∞ + ‖w̃‖m,λ,ε) .
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✱♠

❚♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲▼♦s❡r✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❛✉ ❞❡r♥✐❡r
t❡r♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✷✻✮✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(R)✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡
b,g, λ, ε t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

‖√ε|α|T α
(
A−1
d (εb)g

)
‖0,λ ≤ c(R,m) (‖b‖m,λ,ε‖g‖∞ + ‖g‖m,λ,ε) .

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣r♦✉✈é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳

✸✳✷✳✸✳✷✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ L∞ ✿ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ‖w̃‖∞+‖T w̃‖∞ ≤ R✱ ♣♦✉r ✉♥ λ ✜①é ❡t ♣♦✉r ε s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ m0 = ⌊d2⌋ + 2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ‖g‖m,λ,ε ≤ ζm(λ)ε
M−1 ✭❛✈❡❝ ζm(λ) >

1✮✱ ‖g‖∞ ≤ cεM−1✱ ‖b‖m,λ,ε ≤ ζm(λ)ε
M−1 ❡t ‖b‖∞ + ‖∇b‖∞ ≤ 1✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡

λ0(1,m), ε0(λ) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ b, w̃✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ ≥ λ0(1,m) ❡t ♣♦✉r t♦✉t 0 <
ε ≤ ε0(λ)✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

‖w̃‖∞ + ‖∇w̃‖∞ ≤ 1,

‖w̃‖∞ + ‖T w̃‖∞ ≤ ζm(λ)ε
M− 1

2
m0−

5
2 ,

‖w̃‖m,λ,ε ≤ ζm(λ)ε
M−1,

‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε ≤ D(λ)εM− 3
2 .

♦ù D(λ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❛✈❡❝ b, w̃, ε✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺ ✿ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

∂dw̃ = A−1
d (εb)


−

d1∑

j=0

Aj(εb)∂jw̃ +B(εb)w̃ − χ

ε
Pw̃ + g


 . ✭✸✳✷✽✮

●râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ●❛❣❧✐❛r❞♦✲◆✐r❡♠❜❡r❣✲▼♦s❡r✱ ♦♥ ❛ ✿

‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε ≤ c(m)

(
√
ε
(
‖T w̃‖m−1,λ,ε+‖w̃‖m−1,λ,ε

+‖b‖m−1,λ,ε(‖T w̃‖∞+‖w̃‖∞+‖g‖∞)+‖g‖m−1,λ,ε

)

+
1√
ε
(‖χPw̃‖m−1,λ,ε+‖b‖m−1,λ,ε‖χPw̃‖∞)

)
.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ 0 < ε ≤ ε1(1) ❡t λ ≥ λ0(1,m)✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♥♦r♠❡s
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‖.‖m−1,λ,ε ❡t ‖.‖m,λ,ε ✿

‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε ≤ c(m)

((
1 +

√
ε

λ

)
‖w̃‖m,λ,ε +

√
ε

λ
‖b‖m,λ,ε(‖T w̃‖∞ + ‖w̃‖∞ + ‖g‖∞)

+

√
ǫ

λ
‖g‖m,λ,ε +

1

λ
√
ε
(‖χPw̃‖m,λ,ε + ‖b‖m,λ,ε‖χPw̃‖∞)

)
.

❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡ t❡r♠❡ ‖w̃‖m,λ,ε✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

‖w̃‖m,λ,ε + ‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε ≤ c(R,m)

(
‖w̃‖m,λ,ε+

1

λ
√
ε
‖χPw̃‖m,λ,ε

+

√
ε

λ
‖b‖m,λ,ε(‖T w̃‖∞+‖w̃‖∞+‖g‖∞)

+
1

λ
√
ε
‖b‖m,λ,ε‖w̃‖∞+ζm(λ)

εM− 1
2

λ

)

‖w̃‖m,λ,ε + ‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε ≤ c(R,m)

(
1√
λ

(√
λ‖w̃‖m,λ,ε+

1√
ε
‖χPw̃‖m,λ,ε

)

+
1

λ
√
ε
‖b‖m,λ,ε (‖T w̃‖∞+‖w̃‖∞+‖g‖∞) + ζm(λ)

εM− 1
2

λ

)
.

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱

‖w̃‖m,λ,ε + ‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε ≤ c(R,m)

(
1

λ


 ‖b‖m,λ,ε︸ ︷︷ ︸

≤ζm(λ)εM−1


‖T w̃‖∞ + ‖w̃‖∞ + ‖g‖∞︸ ︷︷ ︸

≤cεM−1


+ εM−1




+
1

λ
√
ε
‖b‖m,λ,ε (‖T w̃‖∞ + ‖w̃‖∞ + ‖g‖∞) + ζm(λ)

εM−1

λ

)
.

❊♥ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ limλ→∞ ζm(λ) = +∞ ❡t q✉❡ ε ≤ 1✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ξ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ λ, ε✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ξ ≥ 1 + ζm(λ)
λ (1 + 2c)

ζm(λ)
.

‖w̃‖m,λ,ε + ‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε ≤
c(R,m)

λ
εM− 3

2

(
‖T w̃‖∞ + ‖w̃‖∞ + ξ ζm(λ)

√
ε
)
. ✭✸✳✷✾✮

❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ P❛rs❡✈❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻

❙♦✐❡♥t d ∈ N
∗,m ≥ m0 = ⌊d2⌋ + 2, 0 < ε < 1 ❡t λ > 0✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ κ(m0) ≥ 0 ✭q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞

q✉❡ ❞❡ d,m0, T0 ❡t T ✮ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t Φ ∈ Hm
tan(ΩT ) ∩ L∞(ΩT ) ✿

‖Φ‖∞ ≤ κ(m0)
eλT

λm−m0
√
ε
m0+1

(
‖Φ‖m,λ,ε + ‖√ε∂dΦ‖m−1,λ,ε

)
.
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▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✾✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻ ♣♦✉r w̃✱ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖w̃‖∞ ≤ c(m0)
eλT

λm−m0
√
ε
m0+1

(
‖w̃‖m,λ,ε + ‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε

)
.

❈♦♠♠❡
√
ε‖T w̃‖m−1,λ,ε ≤ ‖w̃‖m,λ,ε ❡t

√
ε‖√ε∂dw̃‖m−2,λ,ε ≤ ‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε✳

‖T w̃‖∞ ≤ c(m0)
eλT

λm−1−m0
√
ε
m0+1

(
‖T w̃‖m−1,λ,ε + ‖√ε∂dT w̃‖m−2,λ,ε

)

≤ c(m0)
eλT

λm−1−m0
√
ε
m0+2

(
‖w̃‖m,λ,ε + ‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε

)
.

●râ❝❡ ❛✉① ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥ts λ ≥ λ0(1,m) ❡t 0 < ε ≤ ε1(1)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖w̃‖∞ + ‖T w̃‖∞ ≤ c(m0)
eλT

λm−1−m0
√
ε
m0+2

(
‖w̃‖m,λ,ε + ‖√ε∂dw̃‖m−1,λ,ε

)
.

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✾✮✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✿

‖w̃‖∞ + ‖T w̃‖∞ ≤ c(m0,m)
eλT εM− 3

2

λm−m0
√
ε
m0+2

(
‖T w̃‖∞ + ‖w̃‖∞ + ξ ζm(λ)

√
ε
)
.

❖♥ ✜①❡ λ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ε2(λ,m0,m) ∈]0, ε1(1)] t❡❧ q✉❡ c(m0,m) eλT

λm−m0

√
ε2(λ,m0,m) ≤ 1

2 ✳
❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛

‖w̃‖∞ + ‖T w̃‖∞ ≤ ζm(λ)εM− 1
2m0−

5
2 .

❈♦♠♠❡ M − 1
2m0 − 5

2 > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ε3(λ,m0,m) ∈]0, ε2(λ,m0,m)] t❡❧ q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t
ε ≤ ε3(λ,m0,m), ‖w̃‖∞+‖T w̃‖∞ ≤ 1

2 ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✽✮ ❛✈❡❝M > 1
2m0+3✱ ♦♥ ♣❡✉t

❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ε0(λ,m,m0) ∈]0, ε3(λ,m0,m)] ♣♦✉r ε s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ‖∂dw̃‖∞ ≤ 1
2 ✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r λ ≥ λ0(1,m) ❡t ε ≤ ε0(λ,m,m0) ♦♥ ❛ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❛✐t
❞é♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻ ✿ ‖w̃‖m,λ,ε ≤ ζm(λ)εM−1✳

✸✳✷✳✸✳✸ ❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ w0 = 0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à w0 ∈ A(] − T0, T [×R
d) ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s

♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①é❡ ❞❡ λ ≥ λ0(1,m)
✭❝✬❡st à ❞✐r❡ R = 1✮ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, ε0(λ,m,m0)]✱ s✐ ♦♥ ❛ ‖wk‖m,λ,ε ≤ ζm(λ)ε

M−1 ✭♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ m ≥ m0✮ ❡t ‖wk‖∞ + ‖∇wk‖∞ ≤ 1✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺ ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

‖wk+1‖∞ + ‖∇wk+1‖∞ ≤ 1

‖wk+1‖m,λ,ε ≤ ζm(λ)ε
M−1

‖√ε∂dwk+1‖m−1,λ,ε ≤ D(λ)εM−1.

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (wk) ❡st ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖m,λ,ε ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐
♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳
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P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (wk)✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(ΩT )✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ s✬é❝r✐t ✿

d∑

j=0

Aj(εw
k)∂jw

k+1 −B(εwk)wk+1 +
χ

ε
Pwk+1 = −εM−1Rε.

❖♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r wk+1 ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ❡t ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r wk ✿



d∑

j=0

Aj(εw
k)∂j −B(εwk)+

χ

ε
P



(
wk+1−wk+2

)
=−

d∑

j=0

(
Aj(εw

k+1)−Aj(εw
k)
)
∂jw

k+2

+
(
B(εwk+1)−B(εwk)

)
wk+2.

❈♦♠♠❡ λ ≥ λ0(1,m)✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r
q✉❡✱ ♣♦✉r ε s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ✿

‖wk+2−wk+1‖0,λ≤
c

λ

∥∥∥∥∥∥

d∑

j=0

(
Aj(εw

k+1)−Aj(εw
k)
)
∂jw

k+2−
(
B(εwk+1)−B(εwk)

)
wk+2

∥∥∥∥∥∥
0,λ

.

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε ❡t ❞❡ wk+1,wk+2✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Aj ❡t B ♦♥t ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s

(y,v) ❡t ❝♦♠♠❡ ‖wk‖∞ ≤ 1✱ ‖wk+1‖∞ ≤ 1✱ ‖wk+2‖∞ + ‖∇wk+2‖∞ ≤ 1✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱
♣♦✉r ε s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ✿

‖wk+2 −wk+1‖0,λ ≤ 1

2
‖wk+1 −wk‖0,λ.

❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (wk) ❡st ❞❡ ❈❛✉❝❤② ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖0,λ ✭❡t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ‖.‖L2(ΩT )✮✳
❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ (wk) ✈❡rs w ∈ L2(ΩT )✳

P♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✱ ✐❧ r❡st❡ à ❥✉st✐✜❡r q✉❡ w ∈ A(ΩT ) ❡t
q✉❡ w ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✳✷✳✸✳✶✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ T wk → T w ❡t ∂dwk → ∂dw✳
❈♦♠♠❡ (wk) ❡st ❜♦r♥é❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖m,λ,ε✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡

✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s Hm
tan(ΩT ) ❡t ❞❛♥s H1(ΩT ) ✭❝❛r ‖∂dwk‖0,λ ❡st

❛✉ss✐ ❜♦r♥é✮✳ ❆✐♥s✐ w ∈ Hm
tan(ΩT ) ∩H1(ΩT )✳

●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ vε = va + εw ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭✸✳✶✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ L2 ❛ss✉r❡♥t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ vε✳

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r p ∈ N✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ p ≤ m✱ ∂pdvε|xd>0 ∈ Hm−p
tan (]−

T0, T [×R
d
+) ❡t ∂

p
dvε|xd<0 ∈ Hm−p

tan (]− T0, T [×R
d
−)✳

✕ P♦✉r p = 0✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ vε = va + εw ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t
❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s à xd > 0 ❡t xd < 0 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Hm

tan(] − T0, T [×R
d
+) ❡t

Hm
tan(]− T0, T [×R

d
−)✳
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✕ ❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡ p ≤ m ❡t q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t k ∈ {0, . . . , p− 1} ✱ ∂kdvε ❡st ❞❛♥s H
m−k
tan (]−

T0, T [×R
d
+) ❡t ❞❛♥s H

m−k
tan (]− T0, T [×R

d
−)✳ ❖♥ ❛ ✿

∂pdvε = ∂p−1
d


A−1

d (vε)


−

d−1∑

j=0

Aj(vε)∂jvε −
χ

ε
Pvε + f(vε)




 .

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✲
✈❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ m ∈ N, ∂pdvε ❡st ❞❛♥s Hm−p

tan (] − T0, T [×R
d
+) ❡t ❞❛♥s Hm−p

tan (] −
T0, T [×R

d
−)✳

❆✉ ✜♥❛❧ vε ❛♣♣❛rt✐❡♥t à H∞(]− T0, T [×R
d
+) ❡t à H

∞(]− T0, T [×R
d
−)✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t (va+εw)|xd>0−v = εV1,++

· · ·+ εMVM,+ + εw ✐♥ ]− T0, T [×R
d
+✳

❈❡❧❛ ❝❧ôt ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✳

✸✳✷✳✹ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
s♦✐t ❧✐♥é❛✐r❡ r❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞é❝r✐t❡s
❞❛♥s ❧❡s ♣❛♣✐❡rs ❞❡ ❋♦r♥❡t ❬✸✵❪ ❡t ❞❡ ❘❛✉❝❤ ❬✺✸❪

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ Ā ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ D ×D ❡t C ❡st ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ p×D ❞♦♥t ❧❡ r❛♥❣ ❡st p ≤ D✳





∂tu(t, x) + Ā∂xu(t, x) = f̄(t, x) (t, x) ∈]− T0, T [×]0,+∞[

Cu(t, 0) = 0 t ∈]− T0, T [

u|t<0 = 0. x ∈]0,+∞[

❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡
Cp×p ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s p ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ C ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉
❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶ ✿

v =




Cp×p




u1
✳✳✳
up




up+1
✳✳✳
uD




.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❝♦♥♥✉ H ❡t s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t s♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
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s✉✐✈❛♥t❡s ✿

H : v 7→




C−1
p×p




v1
✳✳✳
vp




vp+1
✳✳✳
vD




❡t ∇vH(v) =

(
C−1
p×p 0

0 ID−p

)
.

♦ù ID−p ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ R
D−p✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st

M =

(
C⊤
p×p 0

0 ID−p

)(
Ip 0

0 0

)(
Cp×p 0

0 ID−p

)
=

(
C⊤
p×pCp×p 0

0 0

)
.

❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡s ✿



∂tuε + Ā∂xuε +

1

ε
Muε = f̄ ✐♥ ]− T0, T [×R

uε |t<0 = 0.

❉❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❘❛✉❝❤ ❬✺✸❪✱ ♣♦✉r ❝ré❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ E t❡❧❧❡ q✉❡ kerC s♦✐t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s ❞❡ EĀ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t Ψ⊤Ψ ❛✈❡❝ Ψ = OE

1
2 ✱ O r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡

q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✼ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❡t ❡t ●✉ès ❬✸✵❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣é✲

♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(
Ψ−1

)⊤
PΨ−1 ♦ù P ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❞❡ R

D s✉r Ψ−1 kerC✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱
♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❘❛✉❝❤ ❡t ❋♦r♥❡t✲●✉ès✮✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t ❡st
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ E ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ E

1
2 ✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t s✬ét❡♥❞ ❛✉ ❝❛s q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡
♣ré❝✐s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s
❧♦❝❛❧❡s ❡♥ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t
♠♦♥tré r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✱ à ❛✉❝✉♥ ♦r❞r❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡
❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ‖u−uε‖Hm = O(ε)✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❡st s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ✿ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❛♣té✱
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♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❬✸✵✱ ✺✸❪✳

❈❡❧❛ ❝❧ôt ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥✲
tr❡r✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳

❉✬❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ét✉❞✐és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜♦r❞
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝rét✐sé ❝♦♠♠❡ ❝❡
q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ♣❛r ❈❤❛✐♥❛✐s✲❍✐❧❧❛✐r❡t ❡t ●r❡♥✐❡r ❬✷✸❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❛✈❡❝
✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ s✬❛✉t♦r✐s❛♥t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❡♥ t❡♠♣s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧

é❧❡❝tr✐q✉❡

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ s②stè♠❡
N,Γ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ N,Γ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡t s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✬✉♥ t♦❦❛♠❛❦✳ ▲❡s ❛✉tr❡s q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉✲
❤❛✐t❡r❛✐t ♠♦❞é❧✐s❡r s♦♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭♦✉ ❧✬é♥❡r❣✐❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✭♦✉ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
é❧❡❝tr✐q✉❡✮✳

P♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P❛r❡❞❡s ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪✱ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧✬❆◆❘ ❊❙P❖■❘✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ φη✳
η ❞és✐❣♥❛♥t ✐❝✐ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r
❞❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s ❞✉ ❈❊❆ ❞❡ ❈❛❞❛r❛❝❤❡✱ s✬é❝r✐✈❛♥t ✿





− ∂t∂
2
yφη −

1

η
∂2xφη + ν∂4yφη = S ❞❛♥s ]0, T [×Ω

∂yφη|t=0 = ∂yφini ❞❛♥s Ω

∂yφη|Σ‖
= 0 ❡t ∂3yφ|Σ‖

= 0 s✉r ]0, T [×Σ‖

∂xφη|x=−L = η
(
1− eΛ−φη|x=−L

)
s✉r ]0, T [×]0, l[×{−L}

∂xφη|x=L = −η
(
1− eΛ−φη|x=L

)
s✉r ]0, T [×]0, l[×{L}

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ φη s✉r ]0, T [×{−0.5, 0.5}×]l, 1[,

✭✹✳✶✮

♦ù ν ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ✐♦♥✐q✉❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❡t Λ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ x ❡st ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t y
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ◆❡❣✉❧❡s❝✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✺❪✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉❡✱ à η > 0 ✜①é✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✮
❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s φini ❡t S✳

✶✶✸
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b−0.5 −L L 0.5
0

1

Σ‖

Σ‖

Σ⊥ Σ⊥

Σ‖Σ‖

x

y

P❧❛s♠❛
Ω

▼✉r

❈❡♥tr❡

0

l

1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳ x
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ b✮✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st Ω ❡t ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s s♦♥t Σ‖ ✭♣♦✉r t♦✉t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡
à b✮ ❡t Σ⊥ ✭♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à b✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❋♦✉r✐❡r ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ x = −L ❡t x = L ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ✉♥ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✱ ✭❝❢ ❧♦✐ ❞✬❖❤♠✮✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉r ❧❡ ❤❛✉t ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ✭y = l✮ s♦♥t ✉♥ ♣❡✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡
❝❤❛♠♣ s♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧❛ ❢❛❝❡ ❡♥ ❤❛✉t ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ très ♣❡✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛✈❡❝ ❧❡ ❤❛✉t ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❡ ❤❛✉t
❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé t♦✉t ❡♥ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ✉♥ ❡✛❡t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❯♥ ❞❡s ❜✉ts ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✱
❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❘♦❜✐♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▼❛✐s
✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛♣♣❛r❛ît ✿ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η ❡st très ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
10−6 ❬✻✵❪✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝✬❡st
s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✱ ❧✐és ❛✉① ❢♦rts ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ t♦❦❛♠❛❦✱ q✉❡ ❧✬♦♥
❛ ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r N,Γ✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐✲
q✉❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡r✈❛♥t
❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❛s②♠♣t♦t✐❝✲♣r❡s❡r✈✐♥❣✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳

P♦✉r s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ rés✐st✐✈✐té η✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❥♦✉❡t ✶❉ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿





− ∂x

(
1

η(x)
∂xφη(x)

)
= S − ∂x

(
1

η(x)
f(x)

)
x ∈]− L,L[

1

η
∂xφη(−L) =

1

η(−L)f(−L) +
(
1− eΛ(−L)−φη(−L)

)
x = −L

1

η
∂xφη(L) =

1

η(L)
f(L)−N(L)

(
1− eΛ(L)−φη(L)

)
x = L,

✭✹✳✷✮

♦ù S ❡t f ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❘♦❜✐♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
▼❛❧❣ré s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❛♣♣❛r❡♥t❡✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à

✭✹✳✷✮ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η ❡st très ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−6 à 10−8✳
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▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥èr❡ ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ✿
✕ 0 < η ≪ 1 ✿ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ ❛♣rès ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉
s②stè♠❡ ✭✹✳✷✮ ♣❛r η✱ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t η ♣❛r 0 ❞❛♥s ✭✹✳✷✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦❜t❡♥✉
❞❡✈✐❡♥t ♠❛❧ ♣♦sé✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛♥❞ η ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❈❡❧❛ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳

✕ ▲❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❘♦❜✐♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ s❡r❛ tr❛✐té
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s
❛✉ss✐ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✐ss✉s ❞✬❡ss❛✐s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳

✹✳✶ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛s η → 0 ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❞❡ ✭✹✳✷✮ ❡t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❆s②♠♣t♦t✐❝✲Pr❡s❡r✈✐♥❣ ✭❆P✮✳

❆♣rès ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❆P✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡
♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣✉✐s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡r♦♥t ❝♦♥❞✉✐ts
s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✶❉ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✐s♦tr♦♣❡s✳

■❧ ❛♣♣❛r❛✐t ♣❛r❛❞♦①❛❧ ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐s♦tr♦♣❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞é❝r✐t❡ ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭✹✳✷✮✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♠❛✉✈❛✐s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✐s♦tr♦♣❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥❡ s♦♥t
❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✭✹✳✷✮✳

✹✳✶✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❆s②♠♣t♦t✐❝✲Pr❡s❡r✈✐♥❣

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ Pη ❧✐és à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ η > 0
♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r η ♣❛r 0 r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P0 ♠❛❧ ♣♦sé✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ Pη ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❧ ♣♦sé ✿ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐r❛ ♣❛r ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ r❛✐❞❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✐✣❝✐❧❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Pη ❡♥ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P ′
η éq✉✐✈❛❧❡♥t t❡❧

q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♠✐t❡ P ′
0 s♦✐t ❜✐❡♥ ♣♦sé ❡t q✉❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P ′

η ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❝❡❧❧❡
❞❡ P ′

0 ❡♥ ✉♥ s❡♥s à ❞♦♥♥❡r✱ q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❏✐♥ ❬✸✽❪
♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❆P ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❧❛s♠❛ ✢✉✐❞❡s ♦✉ ❝✐♥ét✐q✉❡s ✿ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝✐t❡r ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉❡❣♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✻✱ ✷✼❪✱ ▼❡♥tr❡❧❧✐ ❡t ◆❡❣✉❧❡s❝✉ ❬✹✹❪✱ ❱✐❣♥❛❧ ❬✻✺❪✱ ❋✐❧❜❡t ❬✷✽❪✳ ❇✐❡♥
é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P ′

η✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ P ′

η,h✱ ♦ù h ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ très
❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆P ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳
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P ′
η,h P ′

0,h

η → 0

h→ 0

P ′
η

η → 0
P ′
0

h→ 0

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à ♠♦♥tr❡r ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ t②♣❡ ❆P

❉✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ η✱
sé♣❛r❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✧✢✉❝t✉❛♥t❡✧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥✲
tr❡r♦♥s s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝✐té❡ q✉✐ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
♣❧❛❝❡✳

✹✳✶✳✷ ▲✐♠✐t❡ ❘♦❜✐♥✲◆❡✉♠❛♥♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
♣❛ss❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❘♦❜✐♥✲◆❡✉♠❛♥♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❆P ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❝❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠✐❡✉① ❡♥ s❛✐s✐r ❧❡s ✐❞é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❡♥
é✈✐t❛♥t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✬♦r❞r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✹✳✶✳✷✳✶ ❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❘♦❜✐♥ ✭♦✉ ❋♦✉r✐❡r✮✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦✉✈❡rt✱ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❜♦r♥é ❞❛♥s Rd ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ d = 2 ♦✉ 3✮ ❡t ❞♦♥t
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ n ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t❡ ❞❡ Ω✳

❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
{

−∆φη = f ❞❛♥s Ω

−∇φη · n = η φη|∂Ω + g s✉r ∂Ω.
✭✹✳✸✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(∂Ω) ❡t q✉✬❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

s✉✐✈❛♥t❡
∫

Ω
f dx =

∫

∂Ω
g dσ✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥
✭✹✳✸✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s η = 0✳

❖♥ ♥♦t❡

〈φη〉 =
1

mes(Ω)

∫

Ω
φη dx.
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❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs φη = φ̃η + 〈φη〉✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ φ̃η ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ mΩ(φ̃η) = 0✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✐♥s✐ r❡❢♦r♠✉❧é ❞❡✈✐❡♥t ✿





−∆φ̃η = f ❞❛♥s Ω

−∇φ̃η · n = η φ̃η + η 〈φη〉+ g s✉r ∂Ω∫

Ω
φ̃η dx = 0.

✭✹✳✹✮

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✮ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s φ̃η ❡t 〈φη〉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥
✐♥té❣r❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r mΩ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ φ̃η✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
∫

∂Ω
−∇φ̃η · n dσ = η

∫

∂Ω
φ̃η dσ + η 〈φη〉mes(∂Ω) +

∫

∂Ω
g dσ

∫

Ω
−∆φ̃η dx = η

∫

∂Ω
φ̃η dσ + η 〈φη〉mes(∂Ω) +

∫

∂Ω
g dσ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

∫

Ω
f dx = η

∫

∂Ω
φ̃η dσ + η 〈φη〉mes(∂Ω) +

∫

∂Ω
g dσ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✹✮✳

❈♦♠♠❡
∫

Ω
f dx =

∫

∂Ω
g dσ✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

〈φη〉 = − 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω
φ̃η dσ. ✭✹✳✺✮

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✮ s❡ réé❝r✐t ✿




−∆φ̃η = f ❞❛♥s Ω

−∇φ̃η · n = η φ̃η −
η

mes(∂Ω)

∫

∂Ω
φ̃η dσ + g s✉r ∂Ω

∫

Ω
φ̃η dx = 0.

✭✹✳✻✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡H1
m(Ω) =

{
v ∈ H1(Ω),

∫
Ω v dx = 0

}
♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥

❞❡ H1(Ω)✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ H1
m(Ω) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢❡r♠é

❞❡ H1(Ω)✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✻✮ s♦✉s s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r φ̃η ∈ H1

m(Ω)
t❡❧ q✉❡ ✿




∀ψ ∈ H1
m(Ω),∫

Ω
∇φ̃η · ∇ψ dx+ η

(∫

∂Ω
φ̃η ψ dσ − 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω
φ̃η dσ

∫

∂Ω
ψ dσ

)
=

∫

Ω
f ψ dx−

∫

∂Ω
g ψdσ.

✭✹✳✼✮
❖♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶

❖♥ ❛❞♠❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
∫

Ω
f dx =

∫

∂Ω
g dσ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✼✮ ❡st ❛❧♦rs

éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r φ̃η ∈ H1
m(Ω) t❡❧ q✉❡ ✿





∀ϕ ∈ H1(Ω),
∫

Ω
∇φ̃η · ∇ϕdx+ η

(∫

∂Ω
φ̃η ϕdσ − 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω
φ̃η dσ

∫

∂Ω
ϕdσ

)

=

∫

Ω
f ϕ dx−

∫

∂Ω
g ϕ dσ.

✭✹✳✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ φ̃η ∈ H1
m(Ω) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✼✮✳ ❙♦✐t ϕ ∈ H1(Ω)✳ ❊♥

♣♦s❛♥t ψ = ϕ− 〈ϕ〉✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ψ ∈ H1
m(Ω)✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✼✮✱ ♦♥ ❛ ✿

∫

Ω

∇φ̃η · ∇(ϕ− 〈ϕ〉) dx+ η

(∫

∂Ω

φ̃η (ϕ− 〈ϕ〉)dσ − 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω

φ̃η dσ

∫

∂Ω

ϕ− 〈ϕ〉 dσ
)

=

∫

Ω

f (ϕ− 〈ϕ〉) dx−
∫

∂Ω

g (ϕ− 〈ϕ〉) dσ.

❈♦♠♠❡ 〈ϕ〉 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ x✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

∫

Ω

∇φ̃η · ∇ϕdx+ η

(∫

∂Ω

φ̃η ϕdσ − 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω

φ̃η dσ

∫

∂Ω

ϕdσ

)

=

∫

Ω

f (ϕ− 〈ϕ〉) dx−
∫

∂Ω

g (ϕ− 〈ϕ〉) dσ − 〈ϕ〉
(∫

Ω

f dx−
∫

∂Ω

g dσ

)

︸ ︷︷ ︸
=0

.

❉♦♥❝ φ̃η ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✽✮✳ P♦✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ H1
m(Ω) ⊂ H1(Ω)✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ φη = φ̃η + 〈φη〉
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ♦✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ♣♦✉r φη✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s η > 0 ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✷

❙♦✐t η > 0✳ ❖♥ ♣♦s❡ φη = φ̃η+〈φ̃η〉✳ ❆❧♦rs φ̃η ∈ H1
m(Ω) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✼✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ φη ∈ H1(Ω) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡





∀ϕ ∈ H1(Ω),∫

Ω
∇φη · ∇ϕdx+ η

∫

∂Ω
φη ϕdσ =

∫

Ω
f ϕ dx−

∫

∂Ω
g ϕ dσ.

✭✹✳✾✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t φ̃η ∈ H1
m(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✼✮✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❡st ❛✉ss✐ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✽✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t φη = φ̃η − 1

mes(∂Ω)

∫
∂Ω
φ̃η dσ✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

φη ∈ H1(Ω) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✾✮✳
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P♦✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ φη ∈ H1(Ω) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✾✮✳ ❆❧♦rs ❡♥ ♣♦s❛♥t

φ̃η = φη − 〈φη〉 ∈ H1
m(Ω)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿





∀ϕ ∈ H1(Ω),
∫

Ω

∇φ̃η · ∇ϕdx+ η

∫

∂Ω

φ̃η ϕdσ + η〈φη〉
∫

∂Ω

ϕdσ =

∫

Ω

f ϕ dx−
∫

∂Ω

g ϕ dσ.
✭✹✳✶✵✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ϕ = 1✱ ♦♥ ❛ ∫

∂Ω

φ̃η dσ = 〈φη〉mes(∂Ω).

❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ φ̃η ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✽✮ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❞❡ ✭✹✳✼✮✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r✮

❙♦✐t Ω✱ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é❡✱ ❝♦♥♥❡①❡ à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
m(Ω)✱

♦♥ ❛ ✿
‖v‖H1(Ω) ≤ CPW (Ω)‖∇v‖L2(Ω),

♦ù CPW (Ω) > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Ω✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✹ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ tr❛❝❡✮

P♦✉r t♦✉t v ∈ H1(Ω)✱ ♦♥ ❛ ✿

‖v|∂Ω‖L2(∂Ω) ≤ Ctr(Ω)‖v‖H1(Ω),

♦ù Ctr(Ω) > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Ω✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ■■■✳✷✼ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❇r❡③✐s ❬✶✾❪ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✺

❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢ ❡t s♦✐t (un) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s E✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (un) q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s E✳

❖♥ ✈❛ ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶

P♦✉r t♦✉t η ≥ 0✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✼✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ̃η ∈ H1
m(Ω)✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ̃η ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✻✮ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿





−∆φ̃η = f ❞❛♥s L2(Ω)

−∇φ̃η · n = η φ̃η −
η

mes(∂Ω)

∫

∂Ω
φ̃η dσ + g ❞❛♥s H− 1

2 (Ω)

∫

Ω
φ̃ηdx = 0.

✭✹✳✶✶✮
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦✉r ♠♦♥tr❡r✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ φ̃η ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✼✮✱ ♦♥
✈❛ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

L : ψ ∈ H1
m(Ω) 7→

∫

Ω

f ψ dx−
∫

∂Ω

g ψ dσ

❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r H1
m(Ω)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

a : (φ̃η, ψ) 7→
∫

Ω

∇φ̃η · ∇ψ dx+ η

∫

∂Ω

φ̃η ψ dσ − η

mes(∂Ω)

∫

∂Ω

φ̃η dx

∫

∂Ω

ψ dσ

❡st ✿
✕ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r H1

m(Ω)×H1
m(Ω)✳

✕ ❈♦♥t✐♥✉❡ s✉r H1
m(Ω)×H1

m(Ω)✳
✕ ❡t ❝♦❡r❝✐✈❡ s✉r H1

m(Ω)×H1
m(Ω) ❝❛r ✿

∀φ̃η ∈ H1
m(Ω),

a(φ̃η, φ̃η) = ‖∇φ̃η‖L2(Ω) + η

∫

∂Ω

φ̃2η dσ − η

mes(∂Ω)

(∫

∂Ω

φ̃η dσ

)2

≥ ‖∇φ̃η‖L2(Ω) + 0 ❝❛r ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❙❝❤✇❛r③✱
(∫

∂Ω

φ̃η × 1 dσ

)2

≤
∫

∂Ω

φ̃2η dσmes(∂Ω)

≥ CPW (Ω)‖φ̃η‖2H1(Ω) ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r ❞❛♥s H1
m(Ω).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥
∀φ̃η ∈ H1

m(Ω), a(φ̃η, φ̃η) ≥ CPW (Ω)‖φ̃η‖2H1(Ω). ✭✹✳✶✷✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ CPW (Ω) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ η✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✼✮ ❡st

❜✐❡♥ ♣♦sé ✿ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ φ̃η ∈ H1
m(Ω) q✉✐ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✼✮✳ ❖❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ η ❡t r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r η = 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s
r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s η = 0✳

❖♥ ❢❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✼✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✶✱ ♦♥ ❛




∀ϕ ∈ C∞
c (Ω) ⊂ H1(Ω),

∫

Ω

∇φ̃η · ∇ϕdx+ η



∫

∂Ω

φ̃η ϕdσ

︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω

φ̃η dσ

∫

∂Ω

ϕdσ

︸ ︷︷ ︸
=0


 =

∫

Ω

f ϕ dx−
∫

∂Ω

g ϕ dσ

︸ ︷︷ ︸
=0

.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∫

Ω

∇φ̃η · ∇ϕ− f ϕ dx = 0.

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❡❧❛ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à

〈−∆φ̃η − f, ϕ〉C∞
c (Ω)′,C∞

c (Ω) = 0.

❉♦♥❝✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ✿

−∆φ̃η = f.
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❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ f ∈ L2(Ω)✱ ❛✐♥s✐ ∆φ̃η ∈ L2(Ω)✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

−∇φ̃η · n = η φ̃η −
η

mes(∂Ω)

∫

∂Ω

φ̃η dσ + g ❞❛♥s H− 1
2 (∂Ω).

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ●✐r❛✉❧t✲❘❛✈✐❛rt
❬✸✷❪✱ ♣❛❣❡ ✷✽ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✻

❖♥ ♥♦t❡ Hdiv(Ω) = {v ∈ L2(Ω)d,∇ · v ∈ L2(Ω)}✱ P♦✉r t♦✉t v ∈ Hdiv(Ω)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛❝❡ ♥♦r♠❛❧❡ v · n ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ Hdiv(Ω) ❞❛♥s H− 1
2 (∂Ω)✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡

●r❡❡♥ ✿

∀ϕ ∈ H1(Ω),

∫

Ω

v · ∇ϕdx = −
∫

Ω

ϕ∇ · v dx+ 〈v · n, ϕ〉
H− 1

2 (∂Ω),H
1
2 (∂Ω)

.

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❝✐ ❞❡ss✉s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t v = ∇φ̃η ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✱
♦♥ ❛ ✿ 




∀ϕ ∈ H1(Ω),
∫

Ω

(
−∆φ̃η − f

)

︸ ︷︷ ︸
=0

ϕdx+ 〈∇φ̃η · n, ϕ〉
H− 1

2 (∂Ω),H
1
2 (∂Ω)

+ η

(∫

∂Ω

φ̃η ϕdσ − 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω

φ̃η dσ

∫

∂Ω

ϕdσ

)
= −

∫

∂Ω

g ϕdσ.

✭✹✳✶✸✮

❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳

❖♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✼✮ ♣♦✉r φ̃η ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳
❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0 ✿ ❖♥ ét✉❞✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ✭✹✳✼✮ q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷

φ̃η ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs φ̃0 ❞❛♥s L2(Ω) ❡t φ̃0 ∈ H1
m(Ω) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿





−∆φ̃0 = f ❞❛♥s Ω

−∇φ̃0 · n = g s✉r ∂Ω∫

Ω
φ̃0 dx = 0.

✭✹✳✶✹✮

❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ φ̃0 ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✳✼✮✱ ♣♦✉r η = 0✳

P♦✉r r❡✈❡♥✐r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ φη = φ̃η+〈φη〉 = φ̃η−
1

mes(∂Ω)

∫
∂Ω φ̃η dσ

❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✹✳✸✮ ❛✈❡❝ η > 0✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ φ0 = φ̃0−
1

mes(∂Ω)

∫
∂Ω φ̃0 dσ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ c(Ω, f, g) > 0✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ η✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

‖φη − φ0‖H1(Ω) ≤ c(Ω, f, g)η.
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ✭✹✳✶✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r
q✉❡

CPW (Ω)‖φ̃η‖2H1(Ω) ≤ a(φ̃η, φ̃η) = L(φ̃η)

≤
∫

Ω

f φ̃η dx−
∫

∂Ω

g φ̃η dσ

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖φ̃η‖L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
≤‖φ̃η‖H1(Ω)

+‖g‖L2(∂Ω)‖φ̃η‖L2(∂Ω)❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③

≤ ‖f‖L2(Ω)‖φ̃η‖H1(Ω) + Ctr(Ω)‖g‖L2(∂Ω)‖φ̃η‖H1(Ω)

❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛❝❡ ❞❛♥s H1(Ω).

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Ctr(Ω) > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ η ❡t φ̃η✳

❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t η ≥ 0✱ ♦♥ ❛ ✿

‖φ̃η‖H1(Ω) ≤
1

CPW (Ω)

(
‖f‖L2(Ω) + Ctr(Ω)‖g‖L2(∂Ω)

)

︸ ︷︷ ︸
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ η

.

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ φ̃η ❡st à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞❡ H1(Ω)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✺✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ (φ̃η) ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs φ̃0
❞❛♥s H1

m(Ω)✳

●râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s✉✐t❡ (φ̃η)✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ φ̃0 ❡st
❛✉ss✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✼✮ ♣♦✉r η = 0✳ ❖♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ η → 0 ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

✭✹✳✼✮✱ ✈ér✐✜é ♣❛r φ̃η ✿

∀ψ ∈ H1
m(Ω),

∫

Ω

∇φ̃η · ∇ψ dx +η
( ∫

∂Ω

φ̃η ψ dσ − 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω

φ̃η dσ

∫

∂Ω

ψ dσ
)

=

∫

Ω

f ψ dx−
∫

∂Ω

g ψ dσ

↓ ↓ ↓ q✉❛♥❞ η → 0∫

Ω

∇φ̃0 · ∇ψ dx +0 −0 =

∫

Ω

f ψ dx−
∫

∂Ω

g ψ dσ.

❖r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r φ̃0 ∈ H1
m(Ω) t❡❧ q✉❡

∀ψ ∈ H1
m(Ω),

∫

Ω

∇φ̃0 · ∇ψ dx =

∫

Ω

f ψ dx−
∫

∂Ω

g ψ dσ ✭✹✳✶✺✮

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ φ̃0 ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ (φ̃η)η>0✳

❖♥ ✈❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st✐♠❡r ‖φ̃η − φ̃0‖H1(Ω)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❢❛✐❜❧❡s ✭✹✳✼✮ ❡t ✭✹✳✶✺✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

‖∇
(
φ̃η − φ̃0

)
‖2L2(Ω) = −η

(∫

∂Ω

φ̃η

(
φ̃η − φ̃0

)
dσ − 1

mes(∂Ω)

∫

∂Ω

φ̃η dσ

∫

∂Ω

φ̃η − φ̃0 dσ

)

≤ η
(
‖φ̃η‖L2(∂Ω) +mes(∂Ω)‖φ̃η‖L2(∂Ω)

)
‖φ̃η − φ̃0‖L2(∂Ω).
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❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✮✱ ♦♥ ❛ ✿

‖φ̃η − φ̃0‖H1(Ω) ≤
1 + mes(∂Ω)

CPW (Ω)
‖φ̃η‖H1(Ω)η.

❈♦♠♠❡ φη − φ0 = φ̃η − φ̃0 − 1

mes(∂Ω)

∫
∂Ω
φ̃η − φ̃0 dσ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ c(Ω, f, g)✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ η t❡❧❧❡ q✉❡

‖φη − φ0‖H1(Ω) ≤ c(Ω, f, g)η.

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✼✮✱ ✈ér✐✜é ♣❛r
φ̃η✳

✹✳✶✳✷✳✷ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ φη = φ̃η + 〈φη〉 ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✹✳✼✮ ✈ér✐✜é ♣❛r φ̃η✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s H1(Ω) ❞❡ φη ✈❡rs φ0 = φ̃0 + 〈φ0〉✱ ♦ù
φ̃0 ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✼✮ ♣♦✉r η = 0✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✺✮✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆P ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❛ ❞é✜♥✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s P ′

η ❡t P ′
0✳ P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬ét✉❞❡✱ ✐❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❝ré❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✐s❝rét✐sé P ′
η,h✱ ❞❡ ♣❛s h ❡t à ét✉❞✐❡r s❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ η ❡t h t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤❡r à ♠♦♥tr❡r
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶❉ s✉✐✈❛♥t ✿





− φη” = f ❞❛♥s ]0, 1[

φ′η(0) = η φη(0) + g0

− φ′η(1) = η φη(1) + g1.

✭✹✳✶✻✮

♦ù f, g0, g1 t❡❧ q✉❡
∫ 1
0 f dx = g0 + g1✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ F ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f ✳
P♦✉r ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✿

f(x) = sin(x)

g0 = cos(0) = 1

g1 = − cos(1).

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❞❡ ♣❛s ❝♦♥st❛♥t δx s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r
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rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✻✮ ✿




1+ δx η

1+δx
2
η
−1 0 0 · · · 0

−1 2 −1 0
✳✳✳

0 −1 2 −1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ −1 2 −1

0 · · · · · · 0 −1 1+ δx η

1+δx
2
η







φη, 1
2

φη, 3
2

✳✳✳
✳✳✳

φη,K− 3
2

φη,K− 1
2




=




δx (F (δx)−F (0))− δx
1+δx

2
η
g0

δx (F (2δx)−F (δx))
✳✳✳
✳✳✳

δx (F ((K−1)δx)−F ((K−2)δx))

δx (F (Kδx)−F ((K−1)δx))− δx
1+δx

2
η
g1




.

✭✹✳✶✼✮
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✿

✕ K = ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✭= 10000✱ ✐❝✐✮✳

✕ P❛s ❝♦♥st❛♥t ✿ δx =
1

K
✳

✕ φ̃0,i+ 1
2
≈ φ̃0

(
(i+ 1

2)δx
)
✱ ♣♦✉r i ∈ {0, . . . ,K − 1}✳

✕ φ0,i+ 1
2
= φ̃0,i+ 1

2
− 1

2

(
φ̃0, 1

2
− δx

2
g0 + φ̃0,K− 1

2
− h

2
g1

)
✳

✕ φη,i+ 1
2
≈ φη

(
(i+ 1

2)δx
)
✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❈❡❧❛
♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ❡rr❡✉rs ✭❞✉❡ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮ s✉r ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✶✼✮ ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ très ❧❡♥t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✶❉ ✭✹✳✶✻✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
φη = φ̃η+〈φη〉✳ ❈♦♠♠❡ 〈φη〉 ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ φ̃η✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝rét✐sé P ′

η,h✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐tés
s✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❆P✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ̃η s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ❣râ❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿





− φ̃η” = f ❞❛♥s ]0, 1[

φ̃′η(0) =
η

2

(
φ̃η(0)− φ̃η(1)

)
+ g0

− φ̃′η(1) =
η

2

(
φ̃η(1)− φ̃η(0)

)
+ g1

∫ 1

0
φ̃η dx = 0.

✭✹✳✶✽✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❞❡ ♣❛s ❝♦♥st❛♥t δx ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r φ̃η✱ s♦❧✉t✐♦♥
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cond A

10

10

10

10

10

10

10

10

10

10

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
-12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Condit ionnem ent  de A versus eta (dx= 0.0001)

eta

C
o

n
d

it
io

n
n

e
m

e
n

t 
d

e
 A

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ ‖.‖2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
s②stè♠❡ ✭✹✳✶✼✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ φ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❆P✳

❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✹✳✶✽✮✳ ❖♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳




1+
δx
2
η

1+δx
2
η
−1 0 0 · · · −

δx
2
η

1+δx
2
η

−1 2 −1 0
✳✳✳

0 −1 2 −1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ −1 2 −1

−
δx
2
η

1+δx
2
η

· · · · · · 0 −1 1+
δx
2
η

1+δx
2
η







φ̃η, 1
2

φ̃η, 3
2

✳✳✳
✳✳✳

φ̃η,K− 3
2

φ̃η,K− 1
2




=




δx (F (δx)−F (0))−δx1+δx
4
η

1+δx
2
η
g0− δx2η

4+2δxηg1

δx (F (2δx)−F (δx))
✳✳✳
✳✳✳

δx (F ((K−1)δx)−F ((K−2)δx))

δx (F (Kδx)−F ((K−1)δx))− δx2η
4+2δxηg0−δx

1+δx
4
η

1+δx
2
η
g1




.

✭✹✳✶✾✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
♥✉❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s été ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✭❝❡❧❛ ❛✉r❛✐t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐
❝♦✉t❡✉s❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ♠❛✐♥t✐❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ s✐ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r s❡r✈❛♥t à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t
t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❡st ❛ss✉ré❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ ✭❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ét❛♥t ♥✉❧❧❡✮✱ ✈♦✐r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇♦❝❤❡✈ ❡t ▲❡❤♦✉❝q ❬✶✼❪ ❡t ❧❡
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t❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✶✶✱ ♣❛❣❡ ✺✽✸✱ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞✬❆①❡❧ss♦♥ ❬✶✹❪✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡
❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✶✾✮✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f ✱ ♥♦té❡ F ✳ ❈❡❧❛ ❡st ❧✐é ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❛♣♣r♦❝❤❡r δx (F ((i+ 1)δx)−F (iδx)) ♣❛r f((i + 1

2)δx) ✭i ∈ {0, . . . ,K − 1}✮ ❣é♥èr❡ ✉♥❡
❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✹✳✶✾✮ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ✭✹✳✶✽✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P
♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ♦ù ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ❛❧✐❣♥é❡s s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛✉①✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r s❛✈♦✐r ❝❡
q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡ à ✉♥ ❞❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ φ̃η s✉r ❧✬❛✉tr❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s ❛✉① ❧✐❣♥❡s
❞❡ ❝❤❛♠♣✮✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛❧♦rs s✉✐✈r❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡t s❛✈♦✐r ♦ù ❡❧❧❡s ✐♥t❡r❝❡♣t❡♥t ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t L2 ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❛ été r❡♣rés❡♥té❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ η ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ 10−6✱ t♦✉t❡s
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡♥ O(η)✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ η ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡
10−6✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❆P ✭♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ φ̃η✮ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉✐
❞é❝r♦ît ❡♥ O(η) ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❈❤♦❧❡s❦✐
❡t ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ✭✹✳✶✻✮ ✭s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ φ̃η✮✱
♣♦✉r η ≤ 10−6✱ ❧✬❡rr❡✉r L2 s✉r φη r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡✳ P♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✱ ❧❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r L2 ❡♥ O(η)✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ♦ù ♦♥ ✈♦✐t
q✉❡✱ ♣♦✉r η ≤ 10−6✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P ré✉ss✐t à ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ φη ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ φ0✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛s ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ φ̃η ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ φη ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ♣♦✉r η ≤ 10−6✱ ❞✬♦ù ❧✬❡rr❡✉r ♦❜s❡r✈é❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡
tr❛❝é ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ φη✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❆P✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❡st très ❧❡♥t❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P ❡st
❜✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ 2✳

✹✳✶✳✷✳✸ ❙②♥t❤ès❡

❖♥ ❛ ✈✉ ✐❝✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❧❡❢ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❆P ✉t✐❧✐sé ✿
✕ ❙é♣❛r❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ 〈φ〉 ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡ φ̃✳ ❘❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r
φ̃✳

✕ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 〈φ〉 à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳
✕ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ r❡st❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ q✉❛♥❞ η = 0✳ ❊t✉❞✐❡r ❧❛

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ η → 0✳
✕ ❈❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✭✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✱ ✐❝✐✮✳

■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳
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Cholesky (phi)
Grad Conj (phi)
Grad Conj +  AP (m oy +  fluct )
ordre 1
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Erreur L1 (phi-phi_0) versus eta (dx= 0.0001)
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Cholesky (phi)
Grad Conj (phi)
Grad Conj +  AP (m oy +  fluct )
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Erreur L2 (phi-phi_0) vs eta (dx= 0.0001)

eta

E
rr

e
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r 
L2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❊rr❡✉r φη − φ0 ♣♦✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s L1 ❡t L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η ❛✈❡❝ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r φη ✿
✕ ❊♥ ♥♦✐r ✭✰✮ ✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✻✮ ✭s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❆P✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❈❤♦❧❡s❦②✳
✕ ❊♥ ✈❡rt ✭♦✮ ✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✻✮ ✭s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❆P✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉

❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳
✕ ❊♥ r♦✉❣❡ ✭∆✮ ✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P ✭✉t✐❧✐s❛♥t φη = φ̃η + 〈φη〉✮✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r

❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✽✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳
▲✬❡rr❡✉r ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ φη ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ φ0✳ P♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ η s✉♣ér✐❡✉r❡s à 10−6✱ ❧❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳
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Cholesky (phi)
Grad Conj (phi)
Grad Conj +  AP (m oy +  fluct )
ordre 1
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Erreur L2 gradient  (dphi/dx-dphi_0/dx) vs eta (dx= 0.0001)

eta
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 d
u
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d
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n
t

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❊rr❡✉r (φη − φ0)
′ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η ❛✈❡❝ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r φη ✿
✕ ❊♥ ♥♦✐r ✭✰✮ ✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✻✮ ✭s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❆P✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❈❤♦❧❡s❦②✳
✕ ❊♥ ✈❡rt ✭♦✮ ✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✻✮ ✭s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❆P✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉

❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳
✕ ❊♥ r♦✉❣❡ ✭∆✮ ✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P ✭✉t✐❧✐s❛♥t φη = φ̃η + 〈φη〉✮✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r

❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✽✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳

▲✬❡rr❡✉r ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
1

δx

(
φ̃η,i+ 1

2
− φ̃η,i− 1

2

)
❡t φ′0✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s

q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ η✳
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Cholesky (phi)
Grad Conj (phi)

Grad Conj +  AP (m oy +  fluct )
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Moyenne de phi versus eta (dx= 0.0001 , m oyenne phi_0= 0.0389622)

eta

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡ φη ❛♣♣r♦❝❤é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η✱ ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡ ❞❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s ❡st ❧❛
♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ η ♣❛s tr♦♣ ♣❡t✐t❡s✱ ❧❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t
❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳
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Cholesky (phi)
Grad Conj (phi)
Grad Conj +  AP (m oy +  fluct )

phi_0 exact
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phi en fonct ion de x (dx= 0.0001 , eta= 1e-12)

x

p
h

i

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❚r❛❝é ❞❡ φη ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x✳
✕ ❊♥ ♥♦✐r ✿ tr❛❝é ❞❡ φη✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✻✮ ✭s❛♥s ♠ét❤♦❞❡

❆P✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❤♦❧❡s❦②✳
✕ ❊♥ ✈❡rt ✭♠✐①t❡ t✐r❡ts✲♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ✿ tr❛❝é ❞❡ φη✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✭✹✳✶✻✮ ✭s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❆P✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳
✕ ❊♥ r♦✉❣❡ ✿ tr❛❝é ❞❡ φη✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✽✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳
✕ ❊♥ ❜❧❡✉ ✭t✐r❡ts✮ ✿ tr❛❝é ❞❡ φ0 ❝❛❧❝✉❧é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳
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Grad Conj (phi)

Grad Conj +  AP (m oy +  fluct )
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Nom bre d iterat ions versus eta (dx= 0.0001)
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η✳
✕ ❊♥ ✈❡rt ✭♠✐①t❡ t✐r❡ts✲♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ✿ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✭✹✳✶✻✮ ✭s❛♥s ♠ét❤♦❞❡ ❆P✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳
✕ ❊♥ r♦✉❣❡ ✿ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✽✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st très é❧❡✈é ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
104✮✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❡st ✐❝✐ ❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧✳
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Erreur L2
ordre 1
ordre 2

10

10

10

10

10

10

10

10

10

10

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

10 10 10 10 10
-5 -4 -3 -2 -1

Erreur L2 (phi_0 exact  - phi_0 approx) vs dx (pas)

dx

E
rr

e
u

r 
L2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡rr❡✉r L2 ✭❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ φ0 ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛
❡t φ0 ❝❛❧❝✉❧é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✮✳
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✹✳✶✳✸ ❈❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐s♦✲

tr♦♣❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬ét✉❞❡ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✐s♦tr♦♣❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬ét❛❜❧✐r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ✶❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✷✮✳ ❈❡
rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✉t✐❧✐sé s❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥ ♦✉✈❡rt Ω ⊂ R

d q✉✐ ❡st ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳ ❖♥ s❡
♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ rés✐st✐✈✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣♦s❡ η(x) = η q(x)✱ ♦ù η ∈ R ❡t q ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r
Ω✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ φη s✉✐✈❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t η > 0 ✿




−∇ ·
(

1

η q
∇φη

)
=

1

η q
f + S ❞❛♥s Ω

− 1

η q
(∇φη · n) = h(φη) +

1

η q
g s✉r ∂Ω.

✭✹✳✷✵✮

❖♥ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ φη ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡ ✿ φη = φ̃η + 〈φη〉✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐

∫
Ω φ̃η dx = 0 ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ 〈φη〉 ❡st r❡❧✐é❡

à φ̃η|∂Ω ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫

∂Ω
h(φ̃η + 〈φη〉) dσ =

∫

Ω
S dx. ✭✹✳✷✶✮

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥té❣r❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ✭✹✳✷✵✮
s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✿

∫

Ω

1

q
f dx =

∫

∂Ω

1

q
g dσ.

❆✐♥s✐✱ ❣râ❝❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮✱ ♦♥ ❞é✜♥✐r❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ m t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

m(φ̃η|∂Ω) = 〈φη〉 =
1

mes(Ω)

∫

Ω
φη dx.

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ❜❛s q✉❡ m ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r H
1
2 (∂Ω)✳

❖♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✐♥s✐ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ✿




−∇ ·
(

1

η q
∇φ̃η

)
=

1

η q
f + S ❞❛♥s Ω

− 1

η q
(∇φ̃η · n)|∂Ω = h(φ̃η|∂Ω +m(φ̃η|∂Ω)) +

1

η q
g s✉r ∂Ω

∫

Ω
φ̃η dx = 0.

P♦✉r q✉❡ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ s❡♥s✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
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❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✳✶

✕ Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R
d ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳

✕ f ∈ L2(Ω) ❡t g ∈ L2(∂Ω) t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡∫

Ω

1

q
f dx =

∫

∂Ω

1

q
g dσ✳

✕ S ∈ L2(Ω)✳
✕ q ∈ C0(Ω) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s qmin, qmax > 0 ✈ér✐✜❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Ω, 0 <
qmin < q(x) < qmax✳

✕ h ∈ C2(∂Ω× R)✳
✕ ∂ψh(x, ψ) > 0 ✭♣♦✉r t♦✉t (x, ψ) ∈ ∂Ω× R✮✳
✕ P♦✉r t♦✉t x ∈ ∂Ω✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a(x) ∈ R t❡❧ q✉❡ ✿

h(x, a(x)) =
1

mes(∂Ω)

∫

Ω
S dx.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
∫

Ω

1

q
f dx =

∫

∂Ω

1

q
g dσ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✵✮✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ s✉r h ∈ C2(∂Ω×R)✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ a ∈ C1(∂Ω)✳ ∂Ω ét❛♥t ✉♥ ❢❡r♠é ❜♦r♥é ❞❡ R
d✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ a ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r Rd✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛✐t ❛✣r♠❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ m : H
1
2 (∂Ω) → R t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

ϕ ∈ H
1
2 (∂Ω)✱ ∫

∂Ω
h(x, ϕ(x) +m(ϕ)) dσ =

∫

Ω
S dx.

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ d = 1✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
∂Ω s❡ r❛♠è♥❡ à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡t q✉❡ H

1
2 (∂Ω) ⊂ L∞(∂Ω)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ m✳

●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ m ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r H
1
2 (Ω)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s d = 1✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ (x, ϕ) 7→ h(x, ϕ(x) +m(ϕ)) ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r M ✳
P♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ≥ 2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r h ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✳✷

✕ ❙✐ d = 1 ✭❝❛s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮ ✿ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (x, ϕ) 7→ h(x, ϕ(x) +m(ϕ)) ❡st ❜♦r♥é❡

♣❛r M s✉r ∂Ω×H
1
2 (Ω)✳

✕ ❙✐ d > 1 ✭❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮ ✿ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h ❡t ∂ψh ❡t ∂2ψh s♦♥t ❜♦r♥é❡s s✉r
∂Ω× R✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t M t❡❧ q✉❡ ✿

∀x ∈ ∂Ω, ∀ψ ∈ R, |h(x, ψ)| ≤M

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹✳✶✳✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s d > 1 ❡st ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❡①✐❣❡❛♥t❡ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ s❡r❛ très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿
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▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✼

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✹✳✶✳✶ ❡t ✹✳✶✳✷ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s d > 1✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ m
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

m :





H
1
2 (∂Ω) → R

ϕ 7→ m(ϕ) t❡❧ q✉❡
∫

∂Ω
h(x, ϕ(x) +m(ϕ)) dσ =

∫

Ω
S dx.

❉❡ ♣❧✉s✱ m ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r H
1
2 (∂Ω)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✼ ✿ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s d = 1 ❛②❛♥t ❞é❥à été ❢❛✐t❡✱ ✐❧ ♥❡
r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡m à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

❙♦✐t ϕ ∈ H
1
2 (∂Ω)✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

h(x, a(x)) =
1

mes(∂Ω)

∫

Ω

S dx,

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❜♦r♥é❡ s✉r ∂Ω✳

❈♦♠♠❡ h ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
♣♦✉r ǫ > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ✭❡t ✜①é✮✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s a+ ❡t a− t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ∂Ω ✿

h(x, a+(x)) =
1

mes(∂Ω)

∫

Ω

S dx+ ǫ

h(x, a−(x)) =
1

mes(∂Ω)

∫

Ω

S dx− ǫ.

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ a✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s a+ ❡t a− s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❜♦r♥é❡s s✉r ∂Ω✳

❉♦♥❝✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t χϕ+µ<a+ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x ∈ ∂Ω, ϕ(x)+
µ < a+(x)}✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t x ∈ ∂Ω✱ χϕ+µ<a+(x) → 0 q✉❛♥❞ µ → +∞✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ h ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡ ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) + µ)χϕ+µ<a+(x) dσ −→µ→+∞ 0.

❖♥ ♣♦s❡ ✿
∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) + µ) dσ =

∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) + µ)χϕ+µ<a+(x)︸ ︷︷ ︸
< 1

mes(∂Ω)

∫
Ω
Sdx+ǫ

dσ+

∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) + µ)χϕ+µ≥a+(x)︸ ︷︷ ︸
≥ 1

mes(∂Ω)

∫
Ω
Sdx+ǫ

dσ.

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

lim
µ→+∞

∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) + µ) dσ = lim
µ→+∞

∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) + µ)χϕ+µ≥a+(x) dσ ≥
∫

Ω

Sdx+mes(∂Ω) ǫ.

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a−✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✿

lim
µ→−∞

∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) + µ) dσ ≤
∫

Ω

Sdx−mes(∂Ω) ǫ.
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❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ m(ϕ) ∈ R t❡❧ q✉❡ ✿
∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) +m(ϕ)) dσ =

∫

Ω

S dx.

▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ m(ϕ) ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ h ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

P♦✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ m✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ ▲✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞❡ m ét❛♥t ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

G :





H
1
2 (∂Ω)× R → R

(ϕ, z) 7→
∫

∂Ω

h(x, ϕ(x) + z) dσ

❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉rH
1
2 (∂Ω)×R✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r s✉r ψ 7→ h(x, ψ) ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

❞❡ ϕ(x) + z✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀ϕ, δϕ ∈ H
1
2 (∂Ω), ∀z, δz ∈ R,

G(ϕ+ δϕ, z + δz) = G(ϕ, z) +

∫

∂Ω

∂ψh(x, ϕ(x) + z) (δϕ(x) + δz) dσ

+

∫

∂Ω

R(x, ϕ(x) + z, δϕ(x) + δz) dσ

✭✹✳✷✷✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ R ❡st ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ h✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ✿

(δϕ, δz) 7→
∫

∂Ω

∂ψh(x, ϕ(x) + z) (δϕ(x) + δz) dσ

❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r H
1
2 (∂Ω)×R à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡

❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✹✳✷✷✮ ❡st ❡♥ o(‖δϕ‖
H

1
2 (∂Ω)

+ |δz|)✳
❈♦♠♠❡ ∂2ψh ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❜♦r♥é❡ s✉r ∂Ω × R✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(h) > 0

✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ x, ϕ, δϕ, zδz✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀x ∈ ∂Ω, ∀ϕ, δϕ ∈ H
1
2 (∂Ω), ∀z, δz ∈ R, |R(x, ϕ(x) + z, δϕ(x) + δz)| ≤ c(h)(δϕ(x) + δz)2.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

∀x ∈ ∂Ω, ∀ϕ, δϕ ∈ H
1
2 (∂Ω),∀z, δz ∈ R,

∫

∂Ω

R(x, ϕ(x) + z, δϕ(x) + δz) dσ ≤ c(h, ∂Ω)‖δϕ+ δz‖2L2(∂Ω)

≤ c(h, ∂Ω)

(
‖δϕ‖2

H
1
2 (∂Ω)

+ δz2
)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G ❡st ❡st ❝❧❛ss❡ C1 s✉r H
1
2 (∂Ω) × R ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ m ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r H
1
2 (∂Ω)✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ét❛♥t ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ét✉❞✐é
❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ✿

h(x, ψ) =
(
1− eΛ(x)−ψ

)
, ❛✈❡❝ Λ ∈ C2(∂Ω) ❡t S = 0.
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❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭d > 1✮✱ ❛✈❡❝ S = 0✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❡♥❞r❡ h
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

h(x, ψ) = arctan(Λ(x) + ψ), ❛✈❡❝ Λ ∈ C2(∂Ω).

❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❢❡r♦♥s ♣❧✉s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s✉r ∂Ω ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st é✈✐❞❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ H1

m(Ω)✱ m(ϕ) ❞és✐❣♥❡r❛ ❡♥ ❢❛✐t m(ϕ|∂Ω)✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡

q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé ✭✹✳✷✵✮ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ η → 0✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✹✳✶✳✶ ❡t ✹✳✶✳✷✱ ♣♦✉r t♦✉t η ≥ 0✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✵✮ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s





−∇ ·
(

1

η q
∇φη

)
=

1

η q
f + S ❞❛♥s Ω

− 1

η q
(∇φη · n)|∂Ω = h(φη|∂Ω) +

1

η q
g s✉r ∂Ω

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ φη ∈ H1(Ω)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ φη ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ H1 ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ0 ∈ H1(Ω)

q✉✐ ✈ér✐✜❡ φ0 = m(φ̃0|∂Ω)) + φ̃0 ♦ù φ̃0 ∈ H1
m(Ω) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

s✉✐✈❛♥t ✿ 



−∇ ·
(
1

q
∇φ̃0

)
=

1

q
f ❞❛♥s Ω

−∇φ̃0 · n = g s✉r ∂Ω∫

Ω
φ̃0 dx = 0.

✭✹✳✷✸✮

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ η0 > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t η ∈]0, η0]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(Ω, φ0, S)✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ η, φη t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t η ∈ [0, η0] ✿

‖φη − φ0‖H1(Ω) ≤ c(Ω, φ0, S) η.

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✷✸✮ s❡ ❞é♠♦♥tr❡♥t ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ét❛♥t ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❝❛r q ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r Ω ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✈ér✐✜é ♣❛r φ̃η q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧❛
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♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀ψ ∈ H1
m(Ω) =

{
v ∈ H1(Ω),

∫

Ω
v dx = 0

}
,

∫

Ω
−∇ ·

(
1

q
∇φ̃η

)
ψ dx =

∫

Ω

1

q
f ψ dx+ η

∫

Ω
S ψ dx

∫

Ω

1

q
∇φ̃η · ∇ψ dx+

∫

∂Ω
−1

q

(
∇φ̃η · n

)
ψ dσ =

∫

Ω

1

q
f ψ dx+ η

∫

Ω
S ψ dx

∫

Ω

1

q
∇φ̃η · ∇ψ dx+ η

∫

∂Ω
h(φ̃η +m(φ̃η))ψ dσ +

∫

∂Ω

1

q
g ψ dσ =

∫

Ω

1

q
f ψ dx+ η

∫

Ω
S ψ dx.

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ φ̃η s♦✐t à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r
✭✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✮ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ φ̃η ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ η✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✽

❖♥ ♣♦s❡ φη = φ̃η +m(φ̃η)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ tr♦✉✈❡r φ̃η ∈ H1
m(Ω) t❡❧ q✉❡





∀ψ ∈ H1
m(Ω),∫

Ω

1

q
∇φ̃η · ∇ψ dx+ η

∫

∂Ω
h(φ̃η +m(φ̃η))ψ dσ +

∫

∂Ω

1

q
g ψ dσ

=

∫

Ω

1

q
f ψ dx+ η

∫

Ω
S ψ dx

✭✹✳✷✹✮

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr♦✉✈❡r φη ∈ H1(Ω) t❡❧ q✉❡





∀ψ ∈ H1(Ω),∫

Ω

1

q
∇φη · ∇ψ dx+ η

∫

∂Ω
h(φη)ψ dσ +

∫

∂Ω

1

q
g ψ dσ =

∫

Ω

1

q
f ψ dx+

∫

Ω
S ψ dx.

✭✹✳✷✺✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✺✮ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧
s✉r φη✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✷✵✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✽ ✿ ❙♦✐t φ̃η ∈ H1
m(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✹✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡

q✉❡ φη = φ̃η +m(φ̃η) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✷✺✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ H1(Ω)✱ ♦♥ ♣♦s❡ ψ = ϕ−〈ϕ〉 ∈ H1
m(Ω) ❞❛♥s ✭✹✳✷✹✮✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

∫

Ω

1

q
f dx =

∫

∂Ω

1

q
g dσ ✿

∫

Ω

1

q
∇φ̃η · ∇ϕdx+ η

∫

∂Ω

h(φ̃η +m(φ̃η))ϕdσ + η〈ϕ〉
∫

∂Ω

h(φ̃η +m(φ̃η)) dσ +

∫

∂Ω

1

q
g ϕ dσ

=

∫

Ω

1

q
f ϕ dx+ η

∫

Ω

S ϕdx+ 〈ϕ〉
∫

Ω

S dx.

✭✹✳✷✻✮

❖r✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ m✱

∫

∂Ω

h(φ̃η +m(φ̃η)) dσ =

∫

Ω

S dx✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ φη = φ̃η +m(φ̃η)

❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✷✺✮✳
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❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✐ φη ∈ H1
m(Ω) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✷✺✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ φ̃η =

φη − 〈φη〉 ∈ H1
m(Ω) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✷✹✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿

∀ϕ ∈ H1(Ω),
∫

Ω

1

q
∇φ̃η · ∇ϕdx+ η

∫

∂Ω

h(φ̃η + 〈φη〉)ϕdσ +

∫

∂Ω

1

q
g ϕ dσ =

∫

Ω

1

q
f ϕ dx+ η

∫

Ω

S ϕdx.

✭✹✳✷✼✮

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ 〈φη〉 = m(φ̃η)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ϕ = 1 ❞❛♥s ✭✹✳✷✼✮ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ m✳

✹✳✶✳✸✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té à η > 0 ✜①é

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✾

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ tr♦✉✈❡r φ̃η ∈ H1
m(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✹✮ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s

∀ψ ∈ H1
m(Ω),∫

Ω

1

q
∇φ̃η · ∇ψ dx+ η

∫

∂Ω
h(φ̃η +m(φ̃η))ψ dσ +

∫

∂Ω

1

q
g ψ dσ =

∫

Ω

1

q
f ψdx+ η

∫

Ω
S ψ dx

✭✹✳✷✽✮
❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t η ≥ 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✾ ✿ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ Kη ❞❡ H1
m(Ω)

❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Kη =

{
v ∈ H1

m(Ω), ‖v‖H1(Ω) ≤ CPW (Ω)2qmax

(
η
(
Ctr(Ω)mes(Ω)M + ‖S‖L2(Ω)

)

+ Ctr(Ω)‖
1

q
g‖L2(∂Ω) + ‖1

q
f‖L2(Ω) + η‖S‖L2(Ω)

)}
,

♦ù Ctr(Ω) ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ tr❛❝❡ ‖v|∂Ω‖L2(∂Ω) ≤ Ctr(Ω)‖v‖H1(Ω)✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ Kη ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✱ ❡♥ ✈❡rt✉
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❡❧❧✐❝❤✳

❙♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Tη ✿




Kη → H1
m(Ω)

w 7→ v s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∀ψ ∈ H1
m(Ω),

∫

Ω

1

q
∇v · ∇ψ dx+ η

∫

∂Ω

h(w +m(w))ψ dσ +

∫

∂Ω

1

q
g ψ dσ =

∫

Ω

1

q
f ψdx+ η

∫

Ω

S ψ dx.

✭✹✳✷✾✮
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
v ∈ H1

m(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ✭✹✳✷✾✮✳ ❆✐♥s✐ Tη ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ Kη ⊂
H1
m(Ω) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s H1

m(Ω)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ Tη ❡st ❜✐❡♥ à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s Kη✳ ❙♦✐t
w ∈ H1

m(Ω)✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t φ = v✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

‖ 1√
q
∇v‖2L2(Ω) + η

∫

∂Ω

h(w +m(w)) v dσ +

∫

∂Ω

1

q
g v dσ =

∫

Ω

1

q
f v dx+ η

∫

Ω

S v dx.
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❉✬❛♣rès ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♦♥ ❛ ✿

‖ 1√
q
∇v‖2L2(Ω) ≤ η‖h(w +m(w))‖L2(∂Ω)‖v|∂Ω‖L2(∂Ω) + ‖1

q
g‖L2(∂Ω)‖v|∂Ω‖L2(∂Ω)

+ ‖1
q
f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + η‖S‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ tr❛❝❡ ‖v|∂Ω‖L2(∂Ω) ≤
Ctr(Ω)‖v‖H1(Ω)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

1

CPW (Ω)2qmax
‖v‖H1(Ω) ≤

(
ηCtr(Ω) ‖h(w +m(w))‖L2(∂Ω)︸ ︷︷ ︸

≤mes(Ω)M

+ Ctr(Ω)‖
1

q
g‖L2(∂Ω) + ‖1

q
f‖L2(Ω) + η‖S‖L2(Ω)

)
,

❞✬♦ù ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

‖v‖H1(Ω) ≤ CPW (Ω)2qmax

(
ηCtr(Ω)mes(Ω)M + Ctr(Ω)‖

1

q
g‖L2(∂Ω) + ‖1

q
f‖L2(Ω) + η‖S‖L2(Ω)

)
.

❆✐♥s✐ Tη ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❞✉ ❝♦♠♣❛❝t Kη ✭♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡
L2✮ ✈❡rs ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ Tη ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ❙♦✐t (wn) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ K q✉✐
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs w ∈ K ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (Tη(wn)) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs Tη(w) ❡♥ ♥♦r♠❡
L2✳ ❈♦♠♠❡ ∂Ω ❡st ❜♦r♥é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (wn|∂Ω)✱ ♥♦té❡ (wnk|∂Ω) q✉✐
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs w|∂Ω ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳

❈♦♠♠❡ h ❡t m s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ h (wnk
+m(wnk

)) → h (w +m(w))
♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❡t h (wnk

+m(wnk
)) ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ nk ✭♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✮✳

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✿

∀ψ ∈ H1
m(Ω),

∫

∂Ω

h (wnk
+m(wnk

)) ψ dx −→k→+∞

∫

∂Ω

h (w +m(w)) ψ dσ.

❈♦♠♠❡ w ❡st ❞♦♥♥é ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (wn) ✭q✉✐
❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ K ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs w✮✳ ❉♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❡♥t✐èr❡
(wn)✱ ♦♥ ❛ ✿

∀ψ ∈ H1
m(Ω),

∫

∂Ω

h
(
wn +m(wn|∂Ω)

)
ψ dσ −→n→+∞

∫

∂Ω

h
(
w +m(w|∂Ω)

)
ψ dσ.

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t vn = Tη(wn)✱ ♦♥ ❛ (vn) ❜♦r♥é ❞❛♥s H1
m(Ω) ✭❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré✢❡①✐❢✮✱

❞♦♥❝✱ à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✱ (vn) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs v ∈ H1
m(Ω) ✭❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s

L2 ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❡❧❧✐❝❤✮✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ♦♥ ❛ ✿

∀ψ ∈ H1
m(Ω),

∫

Ω

1

q
∇v · ∇ψ dx+ η

∫

∂Ω

h (w +m(w)) ψ dσ +

∫

∂Ω

1

q
g ψ dσ =

∫

Ω

1

q
f ψ dx+ η

∫

Ω

S ψ dx.

❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ v = Tη(w)✱ ❛✐♥s✐ v ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s♦✉s s✉✐t❡ ❞❡ (vn)✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ (vn) ✈❡rs v✳ ❉♦♥❝ Tη ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ Kη ❞❛♥s Kη✳ ❉❡
♣❧✉s Kη ❡st ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✳
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❆✐♥s✐ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ φ̃η ∈ Kη t❡❧ q✉❡ φ̃η = Tη(φ̃η)✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ H1
m(Ω) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✹✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r φη = φ̃η +m(φ̃η) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✷✺✮✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ φ̃η✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✷✹✮✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
rés♦❧✉ ♣❛r φη✱ ✭✹✳✷✺✮✱ ✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✽✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ φη ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t

❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣♦✉r ❡♥✜♥ r❡✈❡♥✐r à φ̃η✳

Pr♦✉✈♦♥s ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✺✮ ✿ ❙♦✐t φ1η ❡t φ
2
η ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✹✳✷✺✮✳

❖♥ ❢❛✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ψ = φ1η − φ2η✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

‖∇
(
φ1η − φ2η

)
‖2L2(Ω) + η

∫

∂Ω

(
h(φ1η)− h(φ2η)

)
(φ1η − φ2η) dσ

︸ ︷︷ ︸
≥0

= 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∫

∂Ω

(
h(φ1η)− h(φ2η)

)
(φ1η − φ2η) dσ = 0.

❈♦♠♠❡ h ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
(
h(φ1η)− h(φ2η)

)
(φ1η −

φ2η) ≥ 0 ✭♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r ∂Ω✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ φ1η − φ2η = 0 s✉r ∂Ω✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s

‖∇
(
φ1η − φ2η

)
‖L2(Ω) = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t φ1η = φ2η✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ φ̃η ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❢♦r♠✉❧é
✭✹✳✷✹✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

φ̃1η − φ̃2η = m(φ̃2η)−m(φ̃1η).

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ét❛♥t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭s✉r Ω✮ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ m(φ̃2η) = m(φ̃1η) ♣✉✐s

q✉❡ φ̃1η = φ̃2η✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✹✮ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r φη ∈ H1(Ω) ✭✹✳✷✺✮✳

✹✳✶✳✸✳✷ ▲✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ η → 0

■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ φη ❝♦♥✈❡r❣❡ ❜✐❡♥ ✈❡rs φ0 ∈ H1(Ω)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

φ0 =φ̃0 +m(φ̃0)

∀ψ ∈ H1
m(Ω),

∫

Ω

1

q
∇φ̃0 · ∇ψ dx+

∫

∂Ω

1

q
g ψ dσ =

∫

Ω

1

q
f ψ dx+

∫

Ω
S ψ dx.

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ H1 ❞❡ φ̃η✳
P♦✉r t♦✉t 1 ≥ η > 0, φ̃η ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t K1 ✭♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✮ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥

❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ̃0 ∈ L2(Ω)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐
❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1(Ω) ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✺✮✳ ❉♦♥❝
φ̃0 ∈ K1 ⊂ H1(Ω)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ✭✹✳✷✹✮✱
❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✷✹✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t η = 0 ✿

∫

Ω

1

q
∇φ̃0 · ∇ψ dx+

∫

∂Ω

1

q
g ψ dσ =

∫

Ω

1

q
f ψ dx+

∫

Ω
S ψ dx, ∀ψ ∈ H1

m(Ω). ✭✹✳✸✵✮
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❈♦♠♠❡ φ̃0 ❡st r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❞❛♥s H1
m(Ω)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ✈✐❛ ❧❡

t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❡♥s✉✐t❡ φ0 ❡♥ ♣♦s❛♥t φ0 = φ̃0 +m(φ̃0)✳
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r ‖φη − φ0‖H1(Ω) ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

‖φη − φ0‖2H1(Ω) = ‖φ̃η − φ̃0‖2H1(Ω) + |m(φ̃η)−m(φ̃0)|2.

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ‖φ̃η − φ̃0‖H1(Ω)✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r η > 0
✭✹✳✷✹✮ ❡t η = 0 ✭✹✳✸✵✮✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
∫

Ω

1

q
∇
(
φ̃η − φ̃0

)
· ∇ψ dx+ η

∫

∂Ω
h
(
φ̃η +m(φ̃η)

)
ψ dσ = η

∫

Ω
S ψ dx, ∀ψ ∈ H1

m(Ω).

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ψ = φ̃η− φ̃0 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
c(Ω, S) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

‖φ̃η − φ̃0‖H1(Ω) ≤ c(Ω, S) η.

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ |m(φ̃η)−m(φ̃0)| ≤ c(Ω, φ̃0, S)η✱ ♣♦✉r η s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♦♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡
s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ m ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ φ̃0✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ η0 > 0✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t η ≤ η0✱ ♦♥ ❛ ✿

‖φη − φ0‖H1(Ω) ≤ c(Ω, φ̃0, S) η,

♦ù c(Ω, φ̃0, S) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ η✱ ♥✐ ❞❡ φη✳
❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶✳

✹✳✶✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✶❉

❖♥ r❡✈✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ φη✱ ♣♦✉r ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳✸✳ ❖♥ ✈❛ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✹✳✶✳✶ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ✐❝✐ Ω =]− L,L[✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✮ r❛♣♣❡❧é ❝✐ ❞❡ss♦✉s ✿





− ∂x

(
1

η(x)
∂xφη(x)

)
= S − ∂x

(
1

η(x)
f(x)

)
x ∈]− L,L[

1

η
∂xφη(−L) =

1

η(−L)f(−L) +
(
1− eΛ(−L)−φη(−L)

)
x = −L

1

η
∂xφη(L) =

1

η(L)
f(L)−

(
1− eΛ(L)−φη(L)

)
x = L.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♣❛rt✐❡ ✢✉❝✲
t✉❛♥t❡ ✿ φη = 〈φη〉+ φ̃η✱ ❛✈❡❝

〈φη〉 =
1

mes(Ω)

∫

]−L,L[
φ̃η dx = m(φ̃η).
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ‖φη,δx−φ0,δx‖L2(]−0.4,0.4[) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛
❝❡♥tré ❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ δx = 10−4✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✮ ❡st ❛✐♥s✐ r❡❢♦r♠✉❧é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿





− ∂x

(
1

η(x)
∂xφ̃η(x)

)
= S − ∂x

(
1

η(x)
f(x)

)
x ∈]− L,L[

1

η
∂xφ̃η(−L) =

1

η(−L)f(−L) +
(
1− eΛ(−L)−φ̃η(−L)−m(φ̃η)

)
x = −L

1

η
∂xφ̃η(L) =

1

η(L)
f(L)−

(
1− eΛ(L)−φ̃η(L)−m(φ̃η)

)
x = L.

✭✹✳✸✶✮

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ φ̃η ∈ H1
m(]− L,L[) ❡t φη ∈ H1(]− L,L[)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲

t❡♠❡♥t q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t m(φ̃η|∂Ω) ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①

❧✐♠✐t❡s ✿

m(φ̃η) = ln



exp

(
Λ(−L)− φ̃η(−L)

)
+ exp

(
Λ(L)− φ̃η(L)

)

2−
∫
]−L,L[ S dx


 .

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❢❛✐t ✉♥ t❡st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t t❤é♦✲
r✐q✉❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡r✲
✈❛♥t ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✿ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳✷✳✷✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ‖φη,δx − φ0,δx‖L2 = O(η)✱
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❥✉sq✉✬à ❛rr✐✈❡r à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ✉♥ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❝❡♥trés✳ ▲❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

❉❛♥s ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ✿
✕ S = 0✳
✕ f(x) = 2(x+ 0.4)✳
✕ Λ(x) = 0✳
✕ q(x) = 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ η(x) = η✳

✹✳✷ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ ✶❉

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❞✐s❝ré✲
t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡ss❛✐s ♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ été ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❆♥❣♦t ❞❛♥s ❬✽❪ ❡t t❡sté❡s ♣❛r ❘❛♠✐èr❡ ❬✺✶❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞❡ ✜①❡r
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ st❡♥❝✐❧ ❞✉ s❝❤é♠❛✳ ❈❡❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳

P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞❡ t②♣❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡♥s✐❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✱ ❞♦♥t ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❝❛s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
❧✐♥é❛✐r❡s s❡♠❜❧❛✐❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s♦✉❤❛✐té❡s ❀ ❝♦♠♠❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t✳

✹✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡♥s✐❛❧✐ ❡t

❛❧✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦✲
♣♦sé❡ ♣❛r ❇❡♥s✐❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❞é❝r✐t❡ à tr❛✈❡rs ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✳

❈❡tt❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✿
Pr♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ✭ε≪ 1✮ ✿

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧
s✉✐✈❛♥t✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ u ✿




− a u” = f z ∈]− 0.4, 0.4[

a u′(−0.4) = b u(−0.4) + g(−0.4)

− a u′(0.4) = b u(0.4) + g(0.4).





− a u”ε

+
χ1

ε

(
a u′ε − b uε − g(−0.4)

)

+
χ2

ε

(
a u′ε − b uε − g(0.4)

)
= f

x ∈]−0.5, 0.5[

uε(−0.5) = uε(0.5)

χ1 = 1 s✐ x ∈ [−0.45,−0.4] ❡t 0 s✐♥♦♥✳

χ2 = 1 s✐ x ∈ [0.4, 0.45] ❡t 0 s✐♥♦♥✳

χ = 1 s✐ x ∈]− 0.5,−0.4] ∪ [0.4, 0.5[ ❡t 0 s✐♥♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ✶❉✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬❡rr❡✉r
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χ1 χ2
❈
▲
♣
ér
✐♦
❞✐
q✉

❡

❈
▲
♣
ér
✐♦
❞✐
q✉

❡

−0.5−0.4 0.4 0.5 x

P❧❛s♠❛

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé ✿ χ1 ✈❛✉t 1 ❡♥ x ∈] − 0.45,−0.4[ ❡t 0 ❛✐❧❧❡✉rs✳
◗✉❛♥❞ à χ2✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉t 1 ❞❛♥s ]0.4, 0.45[ ❡t 0 ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✳

❞✉❡ à ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

‖uε|]−0.4,0.4[ − u‖H1 = O(ε) ❡t ‖uε|]−0.4,0.4[ − u‖L∞ = O(ε).

▲❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ✶❉ ré❛❧✐sés ♣❛r ❇❡♥s✐❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ‖u−uε‖H1(Ω) ❡♥ O(ε)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ♦✉ ♣❧✉s✱ ❛✉❝✉♥
rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ♥✬❡st ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡tt❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣é♥❛❧✐sé✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉
❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛❞r❡ ✐♥❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✭❛✈❡❝ ✉♥ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❝✉t✲❝❡❧❧✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣é♥❛❧✐sé✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s
❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡❧❛ r❡t✐r❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ ❧♦rs ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ s♦✐t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

❉❡✉① q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ❡♥ s✉s♣❡♥s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
✕ ❈❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t✲✐❧s êtr❡ ❝♦♥✜r♠és ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❄
✕ ▲❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ t✲✐❧

❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❄
❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ré❛❧✐s❡r q✉❡❧q✉❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡

✶❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ q✉❡st✐♦♥✳

✹✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛✐t ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧❛ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ à ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡ ✭φ̃η✮ ❡t ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡
✭m(φ̃η|∂Ω)✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✳
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▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣é♥❛❧✐sé ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿




− 1

η
∂2xφ̃η +

χ1

ε

(
1

η
∂xφ̃η(0.1)−

1

η
f(−0.4)−

(
1− eΛ(−0.4)−φ̃η(−0.4)−m(φ̃η)

))

+
χ2

ε

(
−1

η
∂xφ̃η(0.4) +

1

η
f(0.4)−

(
1− eΛ(0.4)−φ̃η(0.4)−m(φ̃η)

))
= −1

η
∂xf ]− 0.5, 0.5[

φ̃η(0.5) = −φη(−0.5)

m(φ̃η) = ln

(
eΛ(−L)−φ̃η(−0.4)+eΛ(L)−φ̃η(0.4)

2

)
.

♦ù ♦♥ ❛ ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ χ1 = 1 s✐ z ∈ [−0.45,−0.4] ❡t = 0 ❛✐❧❧❡✉rs✳
✕ χ2 = 1 s✐ z ∈ [0.4, 0.45] ❡t = 0 ❛✐❧❧❡✉rs✳
✕ ε = ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭0 < ε≪ 1✮✳
▲❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

❞❡s t❡r♠❡s ♣é♥❛❧✐sés ❛ été ❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▲❯❉ ✭▲✐♥❡❛r ❯♣✇✐♥❞
❉✐✛❡r❡♥❝✐♥❣✱ ✈♦✐r ❬✻✹❪✱ ♣❛❣❡ ✶✻✺✮ ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❙✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉t✐❧✐sés✱ ❧❡s ♣❛r♦✐s ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r
s♦♥t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ t❡♥❞
✈❡rs 0 ❡st ❧✐♠✐té❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1✳ ❉♦♥❝ ❛✈❡❝ ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ét✉❞✐❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ∂xφη✱ ♥✐ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✉❡ à ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
s✉r ❝❡ t❡r♠❡✳

P♦✉r ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(x) = cos(2πx), Λ = 0, S(x) = 0.

▲✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ❢❛✐t❡
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❞é❝r♦ît ❝♦♠♠❡ O(ε)
❥✉sq✉✬à ❛rr✐✈❡r à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ q✉✐ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥✬❡st q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❛♥❞ ❧❛ rés✐st✐✈✐té t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

❈❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡ss❛✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥tr♦✉✈r✐r ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ s❡r❛ ♣❡✉t êtr❡
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t✱ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❬✽❪✳

✹✳✸ ▼♦❞è❧❡ ✷❉ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

P♦✉r rés✉♠❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ rés✐st✐✈✐té
♣❛r❛❧❧è❧❡ η✳ P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s t♦✉r♥és ✈❡rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡r✈❛♥t
❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à sé♣❛r❡r φη ❡♥ s❛ ♠♦②❡♥♥❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❯ P❖❚❊◆❚■❊▲ ➱▲❊❈❚❘■◗❯❊ ✶✹✼

Resol par AP (psi-> phi)

O(epsilon)
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Erreur L2 en fonct ion de epsilon (h= 0.0001 , eta= 0.0001)

epsilon

E
rr

e
u

r 
L2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❊rr❡✉r L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s η = 10−4 ❡t
δx = 10−4✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ O(ε) ❥✉sq✉✬à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡✳
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Resol par AP (psi-> phi)
ordre 1 (en eta)
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Erreur L2 en fonct ion de eta (h= 0.0001 , eps= 1e-10)

eta

E
rr

e
u

r 
L2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❊rr❡✉r L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s ε = 10−10 ❡t
δx = 10−4✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ O(η) ❥✉sq✉✬à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡✳
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x ✭❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✮ ❡t ❡♥ s❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡✳ ▲❡s
❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0 s❡ ✈ér✐✜❡♥t ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t✳ ❖♥ ❡st
♠ê♠❡ ♣❛r✈❡♥✉ à ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❡ s♦✉❝✐✱ ❡st
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛✉① ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❙✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✱
❝❡❧❛ ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❛❧✐❣♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉
♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ❢❡r❛ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ❛✉tr❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ φη ✿ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦♠♠é❡ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦✱ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❛rt✐❝❧❡
q✉✐ ❧✬❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❬✷✼❪✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ◆❡❣✉❧❡s❝✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✺❪✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✶✮ r❛♣♣❡❧é
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿





− ∂t∂
2
yφη −

1

η
∂2xφη + ν∂4yφη = S ❞❛♥s ]0, T [×Ω

∂yφη|t=0 = ∂yφini ❞❛♥s Ω

∂yφη|Σ‖
= 0 ❡t ∂3yφ|Σ‖

= 0 s✉r ]0, T [×Σ‖

∂xφη|x=−L = η
(
1− eΛ−φη|x=−L

)
s✉r ]0, T [×{−L}×]0, l[

∂xφη|x=L = −η
(
1− eΛ−φη|x=L

)
s✉r ]0, T [×{L}×]0, l[

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ φη s✉r ]0, T [×{−0.5, 0.5}×]l, 1[,

♦ù ν > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊t Λ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✮ à η ✜①é ❡st ❞é❥à ♣r♦✉✈é❡
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♣ré✲❝✐té✱ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ Ω ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

Ω = (]− 0.5, 0.5[×]0, 1[) \ ((]− 0.5,−0.4[×]0, l[) ∪ (]0.4, 0.5[×]0, l[)) ,

❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ r❛♣♣❡❧é❡ ✐❝✐ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

Σ‖ = ([−L,L]× {0}) ∪ ([−0.5,−L]× {l}) ∪ ([L, 0.5]× {l}) ∪ ([−0.5, 0.5]× {1})
Σ⊥−L = {−L}×]0, l[

Σ⊥L = {L}×]0, l[

Σ⊥ = Σ⊥−L ∪ Σ⊥L.

▲❛ ré✉♥✐♦♥ Σ‖ ∪ Σ⊥ ∪ ({−0.5}×]l, 1[) ∪ ({0.5}×]l, 1[) ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ Ω✳
P♦✉r ✉♥ t❡♠♣s T > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐ ΩT ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ]0, T [×Ω✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛✐t❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù η t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✮ q✉❛♥❞ η → 0✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐t❡ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ❬✷✼❪ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ φη✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té
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▼✉r

❈❡♥tr❡
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l

1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ b✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st Ω ❡t ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s s♦♥t
Σ‖ ✭♣♦✉r t♦✉t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à b✮ ❡t Σ⊥ ✭♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à b✮✳ ❈❡tt❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

❞❡ φ0✱ ❡t ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ (φη) ✈❡rs φ0✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❞❡s
t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣t❡ r❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❙❡✈❡♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡s ❢♦r ❈♦♠♣❧❡① ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❋❱❈❆✼✮ q✉✐ ❛ été ❛❝❝❡♣té ♣♦✉r
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✾❪✳

✹✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦

P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ❉❡❣♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪✳ ❉❛♥s ❧❡✉r tr❛✈❛✐❧✱ ❉❡❣♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣rés❡♥té ❡t ét✉❞✐é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ▼❡♥tr❡❧❧✐ ❡t ◆❡❣✉❧❡s❝✉ ❬✹✹❪ ♦♥t ❛✉ss✐
✉t✐❧✐sé✱ s❛♥s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❆P ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❞❛♥s ✉♥ t♦❦❛♠❛❦✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

φη = pη + ηqη,

♦ù pη ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛①❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ∂xφη = η∂xqη✳ P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛
❛❧♦rs ✜①❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r qη✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ✐❝✐✱ q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ q✉❡ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡✱ pη ❥♦✉❛♥t ✉♥ rô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡t qη s❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ét❛♥t q✉❡ qη
♥✬❡st ♣❛s ✜①é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳

▲✬✐❞é❡ q✉✐ ♥♦✉s é✈✐t❡r❛ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛
rés♦✉❞r❡✱ ❝✬❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r pη ❡t qη ♠❛✐s φη ❡t qη✳ ▲❛ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡st
q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈r❛ é✈❛❧✉❡r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭φη(t, x, y) ❡t qη(t, x, y)✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭pη(t, y)✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭qη(t, x, y)✮✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞
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❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✮ ❡t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s t❡r♠❡s
1

η
∂xφη ❡t

1

η
∂2xφη ♣❛r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ∂xqη

❡t ∂2xqη ✿





− ∂t∂
2
yφη − ∂2xqη + ν∂4yφη = S ❞❛♥s ΩT

∂xφη = η∂xqη ❞❛♥s ΩT

∂xqη|x=−L =
(
1− eΛ−φη|x=−L

)
s✉r ]0, T [×Σ⊥−L

∂xqη|x=L = −
(
1− eΛ−φη|x=L

)
s✉r ]0, T [×Σ⊥L

qη|x=−L = 0 s✉r ]0, T [×{−L}×]0, 1[

∂yφη|Σ‖
= 0 s✉r ]0, T [×Σ‖

∂3yφη|Σ‖
= 0 s✉r ]0, T [×Σ‖

φη|t=0 = φini à t = 0.

✭✹✳✸✷✮

❖♥ ❛❥♦✉t❡ à ❝❡❧❛ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s✉r φη ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡♥ {−0.5}×]l, 1[
❡t {0.5}×]l, 1[✱ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ❡♥tr❡ 0 ❡t T ✳

P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✷✮✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
∂xφη = η∂xqη ♣❛r ✿





∂2xφη = η∂2xqη ❞❛♥s ΩT
∂xφη|x=−0.5 = η∂xqη|x=−0.5 s✉r ]0, T [×{−0.5}×]l, 1[

∂xφη|x=−L = η∂xqη|x=−L s✉r ]0, T [×Σ⊥−L

∂xφη|x=L = η∂xqη|x=L s✉r ]0, T [×Σ⊥L

∂xφη|x=0.5 = η∂xqη|x=0.5 s✉r ]0, T [×{0.5}×]l, 1[.

❆ η > 0 ✜①é✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ φη ❞❡ ✭✹✳✶✮ s♦♥t ❣❛r❛♥t✐❡s ❬✹✺❪✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ φη = pη + ηqη❡st ✉♥✐q✉❡✳ ■❧ r❡st❡
❞♦♥❝ à ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0 ✿ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡
φ0 ❡t q0✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r η → 0 ♦♥t ❜✐❡♥ ✉♥ s❡♥s ❡t é✈❛❧✉❡r ❧✬❡rr❡✉r
‖φη − φ0‖L1(0,T ;L2(Ω))✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ φη, qη ✈❡rs
φ0, q0 q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ❛ φ0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ x✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ φ0 s❡ ❢❛✐t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s à η ✜①é ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✹✺❪ ✿ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣✉✐s ♦♥ ét❡♥❞
❛✉ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ r✐❣✉❡✉r ❡t ❞❡ ❝❧❛rté✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧✬❡①♣♦s❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✐❝✐✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❢réq✉❡♠✲
♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ V =

{
f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), f ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r {−0.5, 0.5}×]l, 1[, ∂yf = 0 s✉r Σ‖

}
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❛✈❡❝ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✿

〈f, v〉V =

∫

Ω
∂xf ∂xv dydx+

∫

Ω
∂2yf ∂

2
yv dydx+ 2

∫ l

0
f|x=L v|x=L dy.

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ V à ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮ ♥✉❧❧❡ ✿

V0 =
{
f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), ∂xf = 0 ❞❛♥s Ω, ∂yf = 0 s✉r Σ‖

}
.

❖♥ ❧❡ ♠✉♥✐t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✿

〈f, v〉V0 =

∫

Ω
∂2yf ∂

2
yv dydx+ 2

∫ l

0
f|x=L v|x=L dy.

✕ H =
{
f ∈ L2(Ω), ∂yf ∈ L2(Ω)

}
❛✈❡❝ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭♣♦✉r ǫ > 0✮ ✿

〈f, v〉H = ǫ

∫

Ω
f v dydx+

∫

Ω
∂yf ∂yv dydx.

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H à ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮ ♥✉❧❧❡ ✿
H0 =

{
f ∈ H1(Ω), ∂xf = 0 ❞❛♥s Ω

}
✱ ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✭♣♦✉r ǫ > 0✮ ✿

〈f, v〉H0 = ǫ

∫

Ω
f v dydx+

∫

Ω
∂yf ∂yv dydx.

✕ Q =
{
f ∈ L2(Ω), ∂xf ∈ L2(Ω), f|x=−L = 0 s✉r ]0, 1[

}
✱ ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✿

〈f, v〉Q =

∫

Ω
∂xf ∂xv dydx.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈f, v〉H0 ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❞♦♥t ♦♥ ✈❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡r
❧❡ rô❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré s✉✐✈❛♥t❡✱ ✈♦✐r ❬✹✺❪ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CΩ > 0 ✭♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ Ω✮✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t φ ∈ V ✱ ♦♥
❛ ✿

‖φ‖L2(Ω) ≤ CΩ

(
‖φ|x=L‖L1(]0,l[) + ‖∂xφ‖L2(Ω) + ‖∂2yφ‖L2(Ω)

)
.

❖♥ ♥♦t❡ V ∗
0 ❧❡ ❞✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ V0✳ H0 ét❛♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ♦♥ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡ à s♦♥

❞✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ →֒ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ V0 ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
〈., .〉V0 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳

❖♥ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ V0 →֒ H0 →֒ V ∗
0 ❢♦r♠❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s

❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✮ ❝❛r V0 ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s H0 ❡t q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ V0 ❞❛♥s H0 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷

▲✬❡s♣❛❝❡ A ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✕ φ ∈ L2(0, T ;V ),
✕ ∂yφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

✕ ∂yφ ∈ L2
(
0, T ; {f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), f|Σ‖

= 0}
)
,

✕ ∂2yφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),
✕ ∂tφ ∈ L2(0, T ;V ),
✕ ∂y∂tφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).
▲✬❡s♣❛❝❡ A⊥ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✕ φ ∈ L2(0, T ;V0),
✕ ∂yφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

✕ ∂yφ ∈ L2
(
0, T ; {f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), ∂xf = 0 ❞❛♥s Ω, f|Σ‖

= 0}
)
,

✕ ∂2yφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),
✕ ∂tφ ∈ L2(0, T ;V0),
✕ ∂y∂tφ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ◆❡❣✉s❧❡s❝✉ ❡t ❛❧✳ ❬✹✺❪✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s
s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s S, φini✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ φη ❡st ❞❛♥s A ♣♦✉r t♦✉t η > 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r

q✉❡ qη ∈ L2(0, T,Q) ❡♥ é❝r✐✈❛♥t qη(t, x, y) =
1

η
(φη(t, x, y)− φη(t, L, y))✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t

t ∈]0, T [, (x, y) ∈ Ω✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs 0 ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷

❙✐ φη ∈ A✱ ❛❧♦rs✱ qη ∈ L2(0, T, V )✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ∂xqη =
1

η
∂xφη ∈ L2(0, T, L2(Ω))✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡

∂yφη ∈ L2
(
0, T ; {f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), f|Σ‖

= 0}
)
,

♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∂yφη|x=−L ❡t ∂2yφη|x=−L s♦♥t ❞❛♥s L2(0, T ;L2(]0, 1[))✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ▲✐♦♥s✲▼❛❣❡♥❡s ❬✹✷❪✱ ♣❛❣❡ ✾✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ∂yqη, ∂

2
yqη ∈ L2(0, T ;L2(Ω))✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥

r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ∂yqη|Σ‖
= 0✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ φ0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à A⊥✳
❙✐ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✸✷✮✱ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ∈ V
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✭❞♦♥❝ v ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ t✮✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r η > 0 ✿





∀v ∈ V,

d

dt

∫

Ω
∂yφη ∂yv dydx+

∫

Ω
∂xqη ∂xv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφη ∂

2
yv dydx

+

∫ l

0

(
1− exp(Λ− φη|x=−L)

)
v|x=−L dy +

∫ l

0

(
1− exp(Λ− φη|x=L)

)
v|x=L dy

=

∫

Ω
S v dydx

∂yφ0|t=0 = ∂yφini.
✭✹✳✸✸✮

❖♥ réé❝r✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✷✮ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ✿
❚r♦✉✈❡r φη ∈ A ❡t qη ∈ L2(0, T,Q)





∀ξ ∈ H1(]0, T [), ∀v ∈ V ∩H2(Ω), ∀w ∈ Q,
∫

Ω
∂yφη|t=T ∂yv dydx ξ(T )−

∫ T

0

∫

Ω
∂yφη|t=T ∂yv dydx ξ

′ dt+

∫ T

0

∫

Ω
∂xqη ∂xv dydx ξ dt

+ ν

∫ T

0

∫

Ω
∂2yφη ∂

2
yv dydx ξ dt+

∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φη|x=−L

)
v|x=−L dy ξ dt

+

∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φη|x=L

)
v|x=L dy ξ dt =

∫

Ω
∂yφini ∂yv dydx ξ(0) +

∫ T

0

∫

Ω
S v dydx ξ dt

η

∫ T

0

∫

Ω
∂xqη ∂xw dydx ξ dt =

∫ T

0

∫

Ω
∂xφη ∂xw dydxξ dt.

✭✹✳✸✹✮
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r η = 0 ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✸✮ s❛✉❢ q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s

❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ φ0 ❡t q0 s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ✿
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r φ0 ∈ A⊥ ❡t q0 ∈ L2(0, T,Q) s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✿





∀v ∈ V0,

d

dt

∫

Ω
∂yφ0 ∂yv dydx+

∫

Ω
∂xq0 ∂xv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφ0 ∂

2
yv dydx

+ 2

∫ l

0
(1− exp(Λ− φ0)) v dy =

∫

Ω
S v dydx

∂yφ0|t=0 = ∂yφini.

✭✹✳✸✺✮

❈♦♠♠❡ φ0 ❡st à ❝❤❡r❝❤❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱ ❧✬❛①❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡
❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡tr❡✐♥❞r❡ à v ∈ V0✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s②stè♠❡
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s✉✐✈❛♥t ✿ 



∀v ∈ V0,

d

dt

∫

Ω
∂yφ0 ∂yv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφ0 ∂

2
yv dydx

+ 2

∫ l

0

(
1− exp(Λ− φ0|x=L)

)
v|x=L dy =

∫

Ω
S v dydx

∂yφ0|t=0 = ∂yφini.

✭✹✳✸✻✮

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❞é❝♦✉♣❧❡r φ0 ❡t q0 ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✺✮ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✻✮✱ ♠❛✐s
❝❡❧❛ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s η = 0✳ ❈✬❡st ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✻✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ φ0 ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ (φ, v) ∈ H × H 7→
∫
Ω ∂yφ∂yv dydx ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❡r❝✐✈❡ s✉r

H✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ > 0✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡r❛ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r
(φ, v) ∈ H ×H 7→

∫
Ω ǫφ v + ∂yφ∂yv dydx ❡t ♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs

0✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✶

✶✳ S, ∂yS, ∂2yS, ∂tS, ∂
2
t S ∈ L2(ΩT ) ❡t ‖S‖L∞(ΩT ) ≤ Cs ❡t ‖S|t=T ‖L∞(Ω) ≤ Cs ❛✈❡❝ Cs à

❞é✜♥✐r✳

✷✳ φini ∈ H4(Ω)✳

✸✳ φini ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ x✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ∂xφini = 0✳

✹✳
∫

Ω
S|t=0 dydx =

∫

Ω
∂4yφini dydx+ 2

∫ l

0

(
1− eΛ−φini|x=L

)
dy✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✸ ❡t ✹ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ φ0✱ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✻✮✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r η > 0✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✸ ❡t ✹ ♥❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ✈❛❧❛❜❧❡s ❛✉ t❡♠♣s
t > 0✳ ❆ S ✜①é✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r φini ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✸ ❡t ✹✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥
r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t y✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✶✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (φη, qη) ∈ A ×
L2(0, T,Q)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ φη ❡t qη ✿

φη ⇀ φ0 ❞❛♥s L2(ΩT )

qη ⇀ q0 ❞❛♥s L2(ΩT ),

♦ù (φ0, q0) ∈ A⊥ × L2(0, T,Q) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✹✳✸✺✮✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖φη − φ0‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ c(ΩT , φ0, S,Λ)
√
η.
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❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s L2(ΩT )✱ ❝❡❧❛ r❡st❛♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
♦✉✈❡rt❡✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ❝♦♥s✐st❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡
φ0✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✸✻✮✱ ♣✉✐s ❞❡ q0✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✸✺✮ ❡t ❡♥✜♥ ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞
η t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳

✹✳✸✳✶✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ φ0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ φ0✱ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✸✻✮✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st φǫ✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✸✼✮ ♣rés❡♥té ♣❧✉s ❜❛s✱ ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ✭✹✳✸✻✮✱

(
1− exp(Λ− φ0|x=L)

)

❛ été r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r hφǫ|x=L + g✱ ♦ù h ∈ L∞(]0, T [×]0, l[) ❡t g ∈ L2(]0, T [×]0, l[)✳
❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ✿

W 1,2(0, T ;V0, H0) = {f ∈ L2(0, T ;V0), ∂tf ∈ L2(0, T ;V ∗
0 )}

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✿





∀ξ ∈ H1(]0, T [), ∀v ∈ V0,
∫

Ω
ǫφǫ|t=T v + ∂yφ

ǫ
|t=T ∂yv dydx ξ(T )−

∫ T

0

∫

Ω
ǫφǫ|t=T v + ∂yφ

ǫ
|t=T ∂yv dydx ξ

′ dt

+ ν

∫ T

0

∫

Ω
∂2yφ

ǫ ∂2yv dydx ξ dt+ 2

∫ T

0

∫ l

0
hφǫ|x=L v|x=L dy ξ dt

=

∫

Ω
ǫφini v + ∂yφini∂yv dydxξ(0) +

∫ T

0

∫

Ω
S v dydx ξ dt− 2

∫ T

0

∫ l

0
g v|x=L dy ξ dt.

✭✹✳✸✼✮
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ h :]0, T [×]0, l[→ R ❡st ❞❛♥s L∞(]0, T [×]0, l[) ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ hmin t❡❧
q✉❡ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈]0, T [, y ∈]0, l[, h(t, y) ≥ hmin > 0✳ ❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡ g ∈
L2(]0, T [×]0, l[), S ∈ L2(ΩT ) ❡t φini ∈ H1(Ω)✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
φǫ ∈W 1,2(0, T ;V0, H0)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(ΩT , ν, hmin) > 0 ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ ǫ✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ] ✿

1

2

(
ǫ‖φǫ(t)‖2L2(Ω) + ‖∂yφǫ0(t)‖2L2(Ω)

)
+ ν‖∂2yφǫ‖2L2(0,t;L2(Ω))

+ 2hmin‖φǫ|x=L‖2L2(0,t;L2(Σ⊥L))

≤ c(ΩT , ν, hmin)

(
1

2

(
ǫ‖φini‖2L2(Ω) + ‖∂yφini‖2L2(Ω)

)
+ 2‖g‖2L2(]0,T [×Σ⊥L)

+ ‖S‖L2(ΩT )

)
.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ∂yφ0|t=0 = ∂yφini ❛ été ❝❤❛♥❣é❡ ❡♥ φǫ|t=0 = φini✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ✿ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ✈é✲
r✐✜❡r s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❩❡✐❞❧❡r ❡t ❇♦r♦♥ ❞❛♥s ❬✻✻❪✱ ♣❛❣❡
✹✷✹ ❡t r❛♣♣❡❧é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆ ✭t❤é♦rè♠❡ ❆✳✵✳✶✮✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
●❛❧❡r❦✐♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈]0, T [✱ v 7→
∫
Ω
S v dydx − 2

∫ l
0
g v|x=L dy ❡st ✉♥❡

❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt V0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡s③✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
tr♦✉✈❡r S(t) ∈ V0 t❡❧ q✉❡ ✿

∀v ∈ V0, 〈S(t), v〉V0
=

∫

Ω

S v dydx− 2

∫ l

0

g v|x=L dy.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❤✐❧❜❡rt✐❡♥s s✉r H0 ❡t V0✱ ♦♥ réé❝r✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✼✮
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿





❚r♦✉✈❡r φǫ ∈W 1,2(0, T ;V0, H0) = {f ∈ L2(0, T ;V0), ∂tf ∈ L2(0, T ;V ∗
0 )} t❡❧ q✉❡ ✿

∀ξ ∈ C∞
c (]0, T [), ∀v ∈ V, ♣♣✳t ∈]0, T [,

−
∫ T

0

〈φǫ(t), v〉H0
ξ′(t) dt+

∫ T

0

a(t, φǫ(t), v) ξ(t) dt =

∫ T

0

〈S(t), v〉V0
ξ(t) dt

φǫ0|t=0 = φini ∈ H0.

❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ a(t, ., .) : V0 × V0 → R ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

a(t, φ, v) = ν

∫

Ω

∂2yφ∂
2
yv dydx+ 2

∫ l

0

h(t)φ|x=Lv|x=L dy.

❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ a(t, ., .) ❡st ❞♦♥❝ ✿

✶✳ ❈♦♥t✐♥✉❡✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ✿

|a(φ, v)| ≤ ν‖∂2yφ‖L2(Ω)‖∂2yv‖L2(Ω) + 2‖h‖∞‖φ|x=L‖L2(]0,l[×{L})‖v|x=L‖L2(]0,l[×{L})

≤ (ν + 2‖h‖∞) ‖φ‖V0‖v‖V0 .

✷✳ ❈♦❡r❝✐✈❡✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ✿

a(φ, φ) = ν‖∂2yφ‖2L2(Ω) + 2

∫ l

0

hφ20|x=L dy ❘❛♣♣❡❧ ✿ h ≥ hmin > 0

≥ min{ν, 2hmin}
(
‖∂2yφ‖L2(Ω) +

∫ l

0

φ2|x=L dy

)

≥ c(ν, hmin)‖φ‖V0
.

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✵✳✶✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé
✭✹✳✸✼✮✳ ❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(ΩT , ν, h) > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡
φǫ, ǫ ✿

‖φǫ‖W 1,2(0,T ;V0,H0) = ‖φǫ‖L2(0,T ;V0) + ‖∂tφǫ‖L2(0,T ;V ∗
0 ) ✭r❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮

≤ c(ΩT , ν, hmin)
(
‖φǫ|t=0‖H + ‖S‖L2(0,T ;V ∗

0 ) + ‖g‖L2(0,T ;V ∗
0 )

)

≤ c(ΩT , ν, hmin)
(
ǫ‖φǫ|t=0‖L2(Ω) + ‖∂yφǫ|t=0‖L2(Ω) + ‖S‖L2(0,T ;V ∗

0 ) + ‖g‖L2(0,T ;V ∗
0 )

)
.
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❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t ∈]0, T [ ✿

1

2

(
ǫ‖φǫ(t)‖2L2(Ω) + ‖∂yφǫ(t)‖2L2(Ω)

)
+

∫ t

0

ν‖∂2yφǫ‖2L2(Ω) dt+ 2

∫ t

0

∫ l

0

h
(
φǫ|x=L

)2
dy dt

=
1

2

(
ǫ‖φǫ|t=0‖2L2(Ω) + ‖∂yφǫ|t=0‖2L2(Ω)

)
+ 2

∫ t

0

∫ l

0

g φǫ|x=L dy dt+

∫ t

0

∫

Ω

S φǫ dydx dt.

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿

1

2

(
ǫ‖φǫ(t)‖2L2(Ω) + ‖∂yφǫ(t)‖2L2(Ω)

)
+ ν‖∂2yφǫ‖2L2(0,t;L2(Ω)) + 2hmin‖φǫ|x=L‖2L2(0,t;L2(Σ⊥L))

≤ 1

2

(
ǫ‖φini‖2L2(Ω) + ‖∂yφini‖2L2(Ω)

)
+ 2‖g‖L2(0,t;L2(Σ⊥L))‖φǫ|x=L‖L2(0,t;L2(Σ⊥L))

+ ‖S‖L2(0,t;L2(Ω))‖φǫ‖L2(0,t;L2(Ω)).

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ❛

1

2

(
ǫ‖φǫ(t)‖2L2(Ω) + ‖∂yφǫ(t)‖2L2(Ω)

)
+ ν‖∂2yφǫ‖2L2(0,t;L2(Ω)) + 2hmin‖φǫ|x=L‖2L2(0,t;L2(Σ⊥L))

≤ c(ΩT , ν, hmin)

(
1

2

(
ǫ‖φini‖2L2(Ω) + ‖∂yφini‖2L2(Ω)

)
+ 2‖g‖2L2(]0,T [×Σ⊥L) + ‖S‖2L2(ΩT )

)
.

❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳

✹✳✸✳✶✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ φ0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✶✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✸✻✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r φ0 ∈ A⊥

t❡❧❧❡ q✉❡





∀ξ ∈ H1(]0, T [), ∀v ∈ V0,
∫

Ω
ǫφ0|t=T v + ∂yφ0|t=T ∂yv dydx ξ(T )−

∫ T

0

∫

Ω
∂yφ0|t=T ∂yv dydx ξ

′ dt

+ ν

∫ T

0

∫

Ω
∂2yφ0 ∂

2
yv dydx ξ dt+ 2

∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φ0|x=L

)
φ0|x=L v|x=L dy ξ dt

=

∫

Ω
∂yφini ∂yv dydx ξ(0) +

∫ T

0

∫

Ω
S v dydx ξ dt

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ φ0 ∈ A⊥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✕ φ0 ∈ L2(0, T ;V0).
✕ ∂yφ0 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

✕ ∂yφ0 ∈ L2
(
0, T ; {f ∈ H1(Ω), ∂2yf ∈ L2(Ω), ∂xf = 0 ❞❛♥s Ω, f|Σ‖

= 0}
)
.

✕ ∂2yφ0 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).
✕ ∂tφ0 ∈ L2(0, T ;V0).
✕ ∂y∂tφ0 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(ΩT ) > 0 ✿

‖∂yφ0‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖φ0‖L2(0,T ;V0) ≤ c(ΩT )
(
1 + ‖∂yφini‖L2(Ω) + ‖S‖L∞(ΩT )

)
.

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ φ0 ♦♥✱ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ φ0|x=L ∈ H1(]0, T [×]0, l[)✱ ❡t ♣❛r
✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚r✉❞✐♥❣❡r ❬✻✱ ✶✾❪✱ q✉❡ eΛ−φ0|x=L ∈ L2(]0, T [×]0, l[)✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡st ❛ss✉ré q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ✭✹✳✸✻✮ ❛ ✉♥ s❡♥s✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸

P♦✉r t♦✉t φ ∈ H1(]0, T [×]0, l[)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(l, T,Λ, ‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[)) > 0
t❡❧❧❡ q✉❡

‖ exp (Λ− φ) ‖L2(]0,T [×]0,l[) ≤ c(l, T,Λ, ‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[)).

❙♦✐t K > 0✳ ❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[) ≤ K✱ ❛❧♦rs ✿

‖ exp (Λ− φ) ‖L2(]0,T [×]0,l[) ≤ c(l, T,Λ,K).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t φ ∈ H1(]0, T [×]0, l[)✳ ❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❚r✉❞✐♥❣❡r ❬✻❪✱ ♣❛❣❡ ✷✼✼✱ ♦♥ ❛ ✿

inf

{
k > 0,

∫ T

0

∫ l

0

exp

( |φ|2
k2

)
− 1 dy dt ≤ 1

}
≤ c(l, T )‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[).

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿
∫ T

0

∫ l

0

exp

( |φ|2
(c(l, T )‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[))2

)
dy dt ≤ 1 + lT.
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❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛r exp
(
(c(l, T )‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[))

2
)
✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ✿

exp
(
(c(l, T )‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[))

2
) ∫ T

0

∫ l

0

exp

( |φ|2
(c(l, T )‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[))2

)
dy dt

≤ (1 + lT ) exp
(
(c(l, T )‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[))

2
)
.

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✿

∫ T

0

∫ l

0

exp (−2φ) dy dt ≤ (1 + lT ) exp
(
(c(l, T )‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[))

2
)
.

❆✉ ✜♥❛❧ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

‖ exp (Λ− φ) ‖L2(]0,T [×]0,l[) ≤
(
(1 + lT ) exp

(
2Λ + (c(l, T )‖φ‖H1(]0,T [×]0,l[))

2
)) 1

2 .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❛♥♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭‖S‖L∞(]0,T [×Ω) ≤ Cs ❡t ‖S|t=T ‖L∞(Ω) ≤
Cs✮ ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥❡
q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉✐ r❡st❡ ❡♥ s✉s♣❡♥s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r S s♦♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❄ ❖✉ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
q✉❛♥❞ S ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞ ❄

✹✳✸✳✶✳✷✳✶ ❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ ❡st s✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✻✮ ❛✈❡❝ v = φ0 ❡t ♦♥
✐♥tè❣r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s t ✿

1

2
‖∂yφ0|t=T ‖2L2(Ω) + ν‖∂2yφ0‖2L2(ΩT ) + 2

∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φ0|x=L

)
φ0|x=L dy dt

=
1

2
‖∂yφ0|t=0‖2L2(Ω) +

∫ T

0

∫

Ω
S φ0 dydx dt.

✭✹✳✸✽✮

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) = x
(
1− eΛ−x

)
✈ér✐✜❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c1, c2, c3

str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s ✿

f(x) ≥ c1|x| eΛ+|x| s✐ x < −cΛ = min{Λ− 1, 0}
f(x) ≥ −c2 s✐ − cΛ ≤ x ≤ Λ + 1

f(x) ≥ c3|x| s✐ x > Λ + 1.

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❝❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞✉ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ✭✹✳✸✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1

2
‖∂yφ0|t=T ‖2L2(Ω) + ν‖∂2yφ0‖2L2(ΩT ) + 2c1

∫ T

0

∫ l

0φ0|x=L<−cΛ

(
1− eΛ+|φ0|x=L|

)
|φ0|x=L| dy dt

+ 2c3

∫ T

0

∫ l

0φ0|x=L>Λ+1
|φ0|x=L| dy dt ≤ 2c2lT +

1

2
‖∂yφ0|t=0‖2L2(Ω) + ‖S‖L∞(ΩT )‖φ0‖L1(ΩT ).
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❊♥ ♣r❡♥❛♥t c4 = min{c1, c3}✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

1

2
‖∂yφ0|t=T ‖2L2(Ω) + ν‖∂2yφ0‖2L2(ΩT ) + 2c4

∫ T

0

∫ l

0
|φ0|x=L| dy dt

︸ ︷︷ ︸
=‖φ0|x=L‖L1(]0,T [×]0,l[)

≤ c(ΩT ) +
1

2
‖∂yφ0|t=0‖2L2(Ω) + ‖S‖L∞(ΩT )

√
mes(Ω)‖φ0‖L1(0,T ;L2(Ω)).

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶ ✿

1

2
‖∂yφ0|t=T ‖2L2(Ω) + ν‖∂2yφ0‖2L2(ΩT ) + 2c4‖φ0|x=L‖L1(]0,T [×]0,l[)

≤ c(ΩT ) +
1

2
‖∂yφ0|t=0‖2L2(Ω)

+
√
mes(Ω)CΩ‖S‖L∞(ΩT )

(
‖φ0|x=L‖L1(]0,T [×]0,l[) +

√
T‖∂2yφ0‖L2(ΩT )

)
.

❖♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛❧♦rs à ❝❡ q✉❡ ‖S‖L∞(ΩT ) s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✿

√
mes(Ω)CΩ‖S‖L∞(ΩT ) ≤ c4.

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛✉ t❡r♠❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ‖φ0|x=L‖L1(]0,T [×]0,l[) ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❊♥ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡
❧✬♦♥ ✈❡✉t ‖S‖L∞(ΩT ) ≤ Cs✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ✿

Cs ≤
c4√

mes(Ω)CΩ

.

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c1(ΩT , ν) > 0 ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ♦♥ ❛

√
mes(Ω)TCΩ‖∂2yφ0‖L2(ΩT ) ≤

ν

2Cs
‖∂2yφ0‖L2(ΩT ) + c1(ΩT , ν),

♦ù c1(ΩT , ν) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ φ0✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r c5(ΩT , ν) > 0 ✿

1

2
‖∂yφ0|t=T ‖2L2(Ω) +

ν

2
‖∂2yφ0‖2L2(ΩT ) + c5(ΩT , ν)‖φ0|x=L‖L1(]0,T [×]0,l[)

≤ c(ΩT ) +
1

2
‖∂yφ0|t=0‖2L2(Ω) + ‖S‖L∞(ΩT )c1(Ω, ν).

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ♥♦✉✈❡❛✉ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳

✹✳✸✳✶✳✷✳✷ ❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✻✮ ✿
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡t ♦♥
♣r❡♥❞ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
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❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ∈ N
∗✱ ❞♦♥t ❞é♣❡♥❞r❛ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t x ∈ R✱
x

1 + |x|/n ≤ n✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡st
φǫ,n0 ∈W 1,2(0, T ;V0, H0) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀v ∈ V0,

d

dt

∫

Ω
ǫφǫ,n0 v + ∂yφ

ǫ
0∂yv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφ

ǫ,n
0 ∂2yv dydx

+ 2

∫ l

0

(
1− exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

))
v|x=L dy =

∫

Ω
S v dydx

φǫ,n0|t=0 = φini.

▲❡ t❡r♠❡
φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n
❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s L∞(]0, T [×]0, l[) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ n✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛
❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈W 1,2(0, T ;V0, H0)✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé s✉✐✈❛♥t ❞♦♥t
❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r φlin ∈W 1,2(0, T ;V0, H0)✱ t❡❧ q✉❡ ✿

∀v ∈ V0,

d

dt

∫

Ω
ǫφlin v + ∂yφ

lin ∂yv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφ

lin ∂2yv dydx

+ 2

∫ l

0

(
1− exp

(
Λ−

ϕ|x=L

1 + |ϕ|x=L|/n

)
−

ϕ|x=L

1 + |ϕ|x=L|/n
+ φlin|x=L

)
v|x=L dy =

∫

Ω
S v dydx

φlin|t=0 = φini.

✭✹✳✸✾✮
❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
φlin ❡♥ ǫ ❡t n✳

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✼✮ ✿

1

2

(
ǫ‖φlin(t)‖2L2(Ω) + ‖∂yφlin(t)‖2L2(Ω)

)
+ ν‖∂2yφlin‖2L2(0,t;L2(Ω)) + 2‖φlin|x=L‖2L2(0,t;L2(]0,l[))

≤ c(ΩT , ν)

(
1

2

(
ǫ‖φini‖2L2(Ω) + ‖∂yφini‖2L2(Ω)

)

+ 2‖1− exp

(
Λ−

ϕ|x=L

1 + |ϕ|x=L|/n

)
−

ϕ|x=L

1 + |ϕ|x=L|/n
‖2L2(0,t;L2(]0,l[)) + ‖S‖L2(0,t;L2(Ω))

)
.

❞♦♥❝ ♦♥ ❛
1

2

(
ǫ‖φlin(t)‖2L2(Ω) + ‖∂yφlin(t)‖2L2(Ω)

)
+ ν‖∂2yφlin‖2L2(0,t;L2(Ω)) + 2‖φlin|x=L‖2L2(0,t;L2(]0,l[))

≤ c(ΩT , ν)

(
1

2

(
ǫ‖φini‖2L2(Ω) + ‖∂yφini‖2L2(Ω)

)
+ 2

(
1 + eΛ+n+n

)2
lT

)
.
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❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶ ✿

‖φlin(t)‖2L2(Ω) + ‖φlin‖L2(0,T,V0) ≤M(ΩT , ν, n, ǫ).

♦ù M(ΩT , ν, n, ǫ) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ φlin ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡
n, ǫ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X =
{
φ ∈W 1,2(0, T ;V0, H0), ‖φ‖W 1,2(0,T ;V0,H0) ≤M(ΩT , ν, n, ǫ)

}
✳

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G : X → X q✉✐ à ϕ ❛ss♦❝✐❡ φlin✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ G ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r X ✭♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✮ ✿

X ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❜♦r♥é ❝♦♥✈❡①❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s L2(]0, T [×Ω)✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ❞✬❆✉❜✐♥✲▲✐♦♥s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❙❤♦✇❛❧t❡r ❬✺✾❪✱ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛
❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ G✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ W 1,2(0, T ;V0, H0) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s
L2(0, T, L2(]0, l[))✳ ❈❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❆✉❜✐♥✲▲✐♦♥s
♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ W 1,2(0, T ;V0, H0) →֒ L2(0, T ;H

1
2 (Ω)) ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝♦♠♣❛❝t❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ L2(0, T ;H
1
2 (Ω)) →֒ L2(0, T ;L2(]0, l[))

✭❬✹✷❪✱ ♣❛❣❡ ✾✮✳
▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ G s❡ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ W 1,2(0, T ;V0, H0) ❡st

✐♥❝❧✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s L2(0, T, L2(]0, l[)) ✿ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ (ϕk) ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ X ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs ϕ ∈ X ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(ΩT )✳ ❉✬❛♣rès ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡
W 1,2(0, T ;V0, H0) ❞❛♥s L2(0, T, L2(]0, l[))✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✱ (ϕk|x=L) ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs ϕ|x=L✳ ❈♦♠♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k✱ φlink = G(ϕk) ∈ X✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡

♣rès✱ (φlink ) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s X ⊂ W 1,2(0, T ;V0, H0) ✈❡rs φlin✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❞✬❛♣rès
❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ W 1,2(0, T ;V0, H0) ❞❛♥s L2(0, T, L2(]0, l[))✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉✬à ✉♥❡
s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✱ (φlink|x=L) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs φlin|x=L✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ k → +∞
❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✸✾✮✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✿

∀v ∈ V0,

d

dt

∫

Ω
ǫφlin v + ∂yφlin ∂yv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφ

lin ∂2yv dydx

+ 2

∫ l

0

(
1− exp

(
Λ−

ϕ|x=L

1 + |ϕ|x=L|/n

)
−

ϕ|x=L

1 + |ϕ|x=L|/n
+ φlin|x=L

)
v|x=L dy

=

∫

Ω
S v dydx

φlin|t=0 = φini.

❆✐♥s✐ φlin ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s✉✐t❡✳ ❖♥ ❞♦♥❝ (G(ϕk))
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs φlin = G(ϕ) ❡♥ ♥♦r♠❡ L2(ΩT )✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ G✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V0 ✿ ❚r♦✉✈❡r
φǫ,n0 ∈ X ⊂W 1,2(0, T ;V0, H0) t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈]0, T [ ✿

ǫ

∫

Ω
∂t (φ

ǫ,n
0 ) v + ∂t (∂yφ

ǫ,n
0 ) ∂yv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφ

ǫ,n
0 ∂2yv

2

∫ l

0

(
1− exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n
+ φǫ,n0

)
v|x=L dy =

∫

Ω
S v dydx.
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❊♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡

∫ l

0

(
−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n
+ φǫ,n0

)
φǫ,n0 dy ≥ 0,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈]0, T [ ✿

1

2

(
ǫ‖φǫ,n0 (t)‖2L2(Ω) + ‖∂yφǫ,n0 (t)‖2L2(Ω)

)
+ ν‖∂2yφǫ,n0 ‖2L2(]0,t[×Ω)

+ 2

∫ t

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

<−cΛ

|φǫ,n0|x=L| exp
(
Λ +

|φǫ,n0|x=L|
1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
dy dt

+ 2

∫ t

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

≥−cΛ

|φǫ,n0|x=L| dy dt ≤ c(ΩT , φini, ν).

✭✹✳✹✵✮

❛✈❡❝ c(Ω, φini, ν) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ n ❡t ǫ ❡t cΛ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ Λ✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣r♦✉✈é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ φǫ,n0 ✱ ♦♥ ✈❛ s✬❛tt❛❝❤❡r à ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ n ✈❡rs

+∞ ✭ét❛♣❡ ✸✮ ♣✉✐s ǫ ✈❡rs 0 ✭ét❛♣❡ ✹✮✳

✹✳✸✳✶✳✷✳✸ ❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛♥❞ n→ +∞✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ (φǫ,n0 )n∈N ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s W 1,2(0, T ;V0, H0)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡

❞✬✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ (φǫ,n0 )✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

φǫ,n0 → φǫ0 ❢♦rt ❞❛♥s L2(ΩT )

∂yφ
ǫ,n
0 ⇀ ∂yφ

ǫ
0 ∂2yφ

ǫ,n
0 ⇀ ∂2yφ

ǫ
0 ∂xφ

ǫ,n
0 ⇀ ∂xφ

ǫ
0 ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s L2(ΩT ).

❉❡ ♣❧✉s✱ φǫ,n0 (t) → φǫ0(t) ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω)✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✳
P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ q✉❛♥❞ n → +∞✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ♠♦♥tr❡r ❧❛

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✿

∫ T

0

∫ l

0

(
1− exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n
+ φǫ,n0

)
v|x=L dy dt.

●râ❝❡ à ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ W 1,2(0, T ;V0, H0) ❞❛♥s L2(0, T ;L2(Σ⊥L))✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ (φǫ,n0|x=L) t❡❧❧❡ q✉❡ φǫ,n0|x=L → 0 q✉❛♥❞ n→ +∞✳

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

∫ T

0

∫ l

0

(
−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n
+ φǫ,n0|x=L

)
v|x=L dy dt −→ 0

q✉❛♥❞ n→ +∞✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡

❜♦r❞✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ✭✹✳✹✵✮ ✿



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❯ P❖❚❊◆❚■❊▲ ➱▲❊❈❚❘■◗❯❊ ✶✻✺

∫ T

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

<−cΛ

|φǫ,n0|x=L | exp
(
Λ +

|φǫ,n0|x=L|
1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
| dy dt ≤ c(Ω, φini, ν).

✭♦ù c(Ω, φini, ν) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ n ❡t ǫ✮✳

❈♦♠♠❡ exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L1(]0, T [×]0, l[) ❡t ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱

♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋❛t♦✉✳ ❆✐♥s✐✱ s❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ n→ +∞ ❡st exp(Λ−φǫ0|x=L) ❡t

❛♣♣❛rt✐❡♥t à L1(]0, T [×]0, l[)✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ✐❝✐ v q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s V0✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s
♦♥t ✉♥ s❡♥s✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t K > 0 ✿
∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫ l

0

(
exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
−
(
Λ− φǫ0|x=L

))
v|x=L dy dt

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

<−K

(
exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
− exp

(
Λ− φǫ0|x=L

))
v|x=L dy dt

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

≥−K

(
exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
− exp

(
Λ− φǫ0|x=L

))
v|x=L dy dt

∣∣∣∣∣ .

✭✹✳✹✶✮
❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t δ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ✭✹✳✹✶✮ s♦✐t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ δ✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✹✳✹✶✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

<−K

(
exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
− exp

(
Λ− φǫ0|x=L

))
v|x=L dy dt

∣∣∣∣∣

≤ 1

K

∫ T

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

<−K
exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
|φǫ,n0|x=L| |v|x=L| dy dt

+

∫ T

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

≥−K
exp(Λ− φǫ0|x=L) |v|x=L| dy dt.

P♦✉r K s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛ ✿
∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

<−K

(
exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
− exp

(
Λ− φǫ0|x=L

))
v|x=L dy dt

∣∣∣∣∣ ≤
δ

2
.

❖♥ ✜①❡ K à ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳ P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✹✳✹✶✮✱ ✐❧ s✉✣t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r✱ à K ✜①é✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0✱
∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫ l

0φǫ,n
0|x=L

≥−K

(
exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
− exp

(
Λ− φǫ0|x=L

))
v|x=L dy dt

∣∣∣∣∣ ≤
δ

2
.
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❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t n > n0✱
∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫ l

0

(
exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
− exp

(
Λ− φǫ0|x=L

))
v|x=L dy dt

∣∣∣∣∣ ≤ δ.

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞

∫ T

0

∫ l

0

(
1− exp

(
Λ−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n

)
−

φǫ,n0|x=L

1 + |φǫ,n0|x=L|/n
+ φǫ,n0

)
v|x=L dy dt.

✈❡rs ∫ T

0

∫ l

0

(
1− exp

(
Λ− φǫ0|x=L

))
v|x=L dy dt.

❡st ❞♦♥❝ ❛❝q✉✐s❡✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φǫ0 ∈W 1,2(0, T, V0, H0) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V0 ❡t

♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ H1(]0, T [)✱

−
∫ T

0

∫

Ω
(ǫφǫ0 v + ∂yφ

ǫ
0 ∂yv) ξ

′ dydx dt

+

∫

Ω
φǫ0(T ) v ξ(T ) dydx+

∫

Ω
∂yφ

ǫ
0(T ) ∂yv ξ(T ) dydx

+ ν

∫ T

0

∫

Ω
∂2yφ

ǫ
0 ∂yv ξ dydx dt+ 2

∫ T

0

∫ l

0

(
1− e

Λ−φǫ
0|x=L

)
v|x=L ξ dy dt

=

∫ T

0

∫

Ω
S v ξ dydxdt+

∫

Ω
∂yφ

ǫ
|t=0 ∂yv ξ(0) dydx.

❈❡❝✐ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✿




∀v ∈ V0,

d

dt

∫

Ω
ǫφǫ0 v + ∂yφ

ǫ
0 ∂yv dydx+ ν

∫

Ω
∂2yφ

ǫ
0 ∂

2
yv dydx

+ 2

∫ l

0

(
1− e

Λ−φǫ
0|x=L

)
v|x=L dy =

∫

Ω
S v dydx

φǫ0|t=0 = φini.

✭✹✳✹✷✮

▲✬✉♥✐❝✐té s❡ ♣r♦✉✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ x 7→ − exp(Λ− x) ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✮✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

ǫ

2
‖φǫ0|t=T ‖2L2(Ω) +

1

2
‖∂yφǫ0|t=T ‖2L2(Ω) + ν‖∂2yφǫ0‖2L2(0,T,L2(Ω))

+ 2

∫ T

0

∫ l

0

(
1− e

Λ−φǫ
0|x=L

)
φǫ0|x=L ξ dy dt

≤ ǫ

2
‖φini‖2L2(Ω) +

1

2
‖∂yφini‖2L2(Ω) + ‖S‖L∞(ΩT )‖φǫ0‖2L1(ΩT ).
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❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✶ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé❡
♣♦✉r ‖S‖L∞(ΩT )✱ ♦♥ ❛ ✿

ǫ‖φǫ0(t)‖2L2(Ω) + ‖∂yφǫ0(t)‖2L2(Ω) + ‖φǫ0‖2L2(0,T ;V )

≤ c(ΩT , ν)
(
1 + ǫ‖φini‖2L2(Ω) + ‖∂yφini‖2L2(Ω) + ‖S‖L∞(ΩT )

)
,

✭✹✳✹✸✮

♦ù c(ΩT , ν) > 0 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ✳

✹✳✸✳✶✳✷✳✹ ❊t❛♣❡ ✹ ✿ ❖♥ ❢❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t❡♥❞r❡ ǫ ✈❡rs 0✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ (φǫ0)ǫ ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L2(0, T, V0) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s

♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ φǫ0 ✈❡rs φ0 ❞❛♥s L2(ΩT )✳
❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t ❡st ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❖♥ ✈❛ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r S ❡t φ0|t=0 ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ exp(Λ− φǫ0|x=L)

❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ ❞❛♥sW 1,1(]0, T [×]0, l[)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣r✐s v ∈ H2(Ω)✱
♦♥ s❛✐t q✉❡ v|x=L ∈ H

3
2 (]0, l[) ⊂ L∞(]0, l[) ❡t ξ ∈ H1(]0, T [) ⊂ L∞(]0, T [)✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡

❜♦r♥é ❞❡ exp(Λ−φǫ0|x=L) ❞❛♥s W 1,1(]0, T [×]0, l[) ♥♦✉s ❛ss✉r❡ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡

♣rès ❞❛♥s L1(]0, T [×]0, l[)✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡
▲❡❜❡s❣✉❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✿

∫ T

0

∫ l

0

(
1− exp(Λ− φǫ0|x=L)

)
v|x=L ξ dy dt −→

∫ T

0

∫ l

0

(
1− exp(Λ− φ0|x=L)

)
v|x=L ξ dy dt.

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✶✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✿

∫ T

0

∫ l

0

(
1− e

Λ−φǫ
0|x=L

)
φǫ0|x=L dy dt ≤ c(ΩT , ν, φini),

♦ù c(ΩT , ν, φini) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

∫ T

0

∫ l

0φǫ
0|x=L

≤−cΛ

e
Λ−φǫ

0|x=L |φǫ0|x=L| dy dt+
∫ T

0

∫ l

0φǫ
0|x=L

>−cΛ

|φǫ0|x=L| dy dt ≤ c(ΩT , ν, φini).

❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ ✿

cΛ

∫ T

0

∫ l

0φǫ
0|x=L

≤−cΛ

e
Λ−φǫ

0|x=L dy dt ≤ c(ΩT , ν, φini).

❈♦♠♠❡
∫ T
0

∫ l
0φǫ

0|x=L
>−cΛ

e
Λ−φǫ

0|x=L ξ dy dt ❡st ❛✉ss✐ ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✲

✈❡r q✉❡ (t, y) 7→ exp(Λ−φǫ0(t, L, y)) ❡st ❜✐❡♥ ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ ❞❛♥s L1(]0, T [×]0, l[)✳
P♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜♦r♥é ❞❡ exp(Λ−φǫ0|x=L) àW 1,1(]0, T [×]0, l[)✱ ♦♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ∂y exp(Λ−φǫ0|x=L) = −∂yφǫ0|x=L exp(Λ−φǫ0|x=L)
❡t ∂t exp(Λ−φǫ0|x=L) = −∂tφǫ0|x=L exp(Λ−φǫ0|x=L)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ❞ér✐✈❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à y✱ ♣✉✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❡t✱ à ❝❤❛q✉❡✱ ❢♦✐s ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳
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❊t✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ∂yφǫ0 ✿ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ✿

U0 = {f ∈ H2(Ω), ∂xf = 0 ❞❛♥s Ω, f = 0 s✉r Σ‖}

P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ R ∈]0, l[ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡
∂yφ

ǫ
0 ∈W 1,2(0, T, U0, H0) ✿





∀u ∈ U0,

d

dt

∫

Ω
(ǫ∂yφ

ǫ
0 u+ ∂y (∂yφ

ǫ
0)) ∂yu dydx+ ν

∫

Ω
∂2y (∂yφ

ǫ
0) ∂

2
yu dydx

+ 2

∫ l

0
∂yφ

ǫ
0|x=L exp

(
Λ−

∫ y′

R
∂yφ

ǫ
0(t, L, y

′) dy′ − φǫ0(t, L,R)

)
u|x=L dy

=

∫

Ω
∂yS u dydx.

✭✹✳✹✹✮

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✹✹✮✱ ♦♥ ❛ r❡♣r✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✹✷✮ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥
t❡st ∂2yv = ∂yu✱ ♦ù v ∈ V0 t❡❧❧❡ q✉❡ ∂3yv|Σ‖

= 0✳
❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ U0 ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r Σ‖

❛❧♦rs q✉❡ V0 ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❘♦❜✐♥✳
❖♥ ✈♦✐t ✐❝✐ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✈♦✐r ∂yS ∈ L2(ΩT )✳
❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∂yφǫ0 ∈W 1,2(0, T, U0, H0)

❡st ❜✐❡♥ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✹✮✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ✿

ǫ

2
‖∂yφǫ0(T )‖2L2(Ω) +

1

2
‖∂y (∂yφǫ0(T )) ‖2L2(Ω) + ν‖∂2y (∂yφǫ0) ‖2L2(ΩT )

+ 2

∫ T

0

∫ l

0
e
Λ−φǫ

0|x=L |∂yφǫ0|x=L|2 dy dt

=
ǫ

2
‖∂yφǫ0(0)‖2L2(Ω) +

1

2
‖∂y (∂yφǫ0(0)) ‖2L2(Ω) +

∫ T

0

∫

Ω
∂yS ∂yφ

ǫ
0 dydx dt.

✭✹✳✹✺✮

❈♦♠♠❡ φǫ0 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é ❞❛♥s L2(0, T, V0) ✭✐✳❡✳ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ ∂yφǫ0 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é ❞❛♥s L2(ΩT )✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✹✺✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡

❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ s✉r ❧❡ t❡r♠❡
∫ T
0

∫
Ω ∂yS ∂yφ

ǫ
0 dydx dt ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫ T

0

∫ l

0
e
Λ−φǫ

0|x=L |∂yφǫ0|x=L|2 dydt ≤ c(ΩT , ν, φini).

♦ù c(ΩT , ν, φini) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❛✣r♠❡r q✉❡ ∂y e
Λ−φǫ

0|x=L ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s
L1(]0, T [×]0, l[)✳

■❧ r❡st❡ à ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ∂t e
Λ−φǫ

0|x=L ✱ ♠❛✐s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡r❛ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t✳
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❊t✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ∂tφǫ0 ✿ ❖♥ ♣❛rt ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✹✷✮ ❡t ♦♥ ❞ér✐✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ s②stè♠❡ ✿




∀v ∈ V0,

d

dt

∫

Ω
ǫ∂tφ

ǫ
0 v + ∂y (∂tφ

ǫ
0) ∂yv dydx+ ν

∫

Ω
∂2y (∂tφ

ǫ
0) ∂

2
yv dydx

+ 2

∫ l

0
∂tφ

ǫ
0|x=L exp

(
Λ−

∫ t

τ
∂yφ

ǫ
0(t

′, L, y)dt′ − φǫ0(τ, L, y)

)
v|x=L dy =

∫

Ω
∂tS v dydx

ǫ

∫

Ω
∂t(φ

ǫ
0|t=0) v + ∂t∂yφ

ǫ
0|t=0 ∂yv dydx =

∫

Ω
−ν∂2yφini ∂2yv + S|t=0 v dydx

− 2

∫ l

0

(
1− eΛ−φini|x=L

)
v|x=L dy.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✷✮ ♣r✐s❡
❡♥ t = 0✳

❊♥ ♣r❡♥❛♥t v = ∂tφ
ǫ
0 ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❛ ♣r✐♦r✐ ✿





ǫ

2
‖∂tφǫ0(T )‖2L2(Ω) +

1

2
‖∂y∂tφǫ0(T )‖2L2(Ω) + ‖∂2y∂tφǫ0‖2L2(ΩT )

+

∫ T

0

∫ l

0
|∂tφǫ0|x=L|2 exp

(
Λ− φǫ0|x=L

)
dydx dt =

∫ T

0

∫

Ω
∂tS ∂tφ

ǫ
0 dydx dt

+
ǫ

2
‖∂tφǫ0|t=0‖2L2(Ω) +

1

2
‖∂y∂tφǫ0|t=0‖2L2(Ω).

✭✹✳✹✻✮

❚♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❥♦r❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r
❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✿

✕ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡
∫ T
0

∫
Ω ∂tS ∂tφ

ǫ
0 dydx dt ✿ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r q✉❡✱ ♣❛r ✐♥té✲

❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❛ ✿
∫ T

0

∫

Ω
∂tS ∂tφ

ǫ
0 dydx dt = −

∫ T

0

∫

Ω
∂2t S φ

ǫ
0 dydx dt+

∫ T

0

∫

Ω
S|t=T φ

ǫ
0|t=T dydx dt

−
∫ T

0

∫

Ω
S|t=0 φini dydx dt.

✭✹✳✹✼✮
❈♦♠♠❡ ∂2t S ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❞❛♥s L2(ΩT )✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
✭✹✳✹✼✮ s❡ ♠❛❥♦r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✹✳✹✼✮ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ r❡st❡ à
ét✉❞✐❡r ‖φǫ0|t=T ‖L2(Ω)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s L2(ΩT ) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✹✳✸✷✮ ❛✈❡❝ ∂tφǫ0✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

ǫ‖∂tφǫ0‖2L2(ΩT ) + ‖∂t∂yφǫ0‖2L2(ΩT ) +
ν

2
‖∂2yφǫ0|t=T ‖2L2(Ω)

+ 2

∫ T

0

∫ l

0

(
1− e

Λ−φǫ
0|x=L

)
∂tφ

ǫ
0|x=L dy dt = −

∫ T

0

∫

Ω
∂tS φ

ǫ
0 dydx dt

+

∫

Ω
S|t=T φ

ǫ
0|t=T dydx−

∫

Ω
S|t=0 φini dydx+

ν

2
‖∂2yφini‖2L2(Ω).
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▲❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈❛✉t ✿

∫ T

0

∫ l

0

(
1− e

Λ−φǫ
0|x=L

)
∂tφ

ǫ
0|x=L dydt =

∫ l

0

(
φǫ0(T, L, y) + eΛ−φ

ǫ
0(T,y,L)

)
dy

−
∫ l

0

(
φǫ0(0, L, y) + eΛ−φ

ǫ
0(0,L,y)

)
dy.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ‖S|t=T ‖∞ ≤ Cs✳ ❈♦♠♠❡ Cs ❡st à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♦♥ ✈❛
❞és♦r♠❛✐s ❧❛ ✜①❡r ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥
❛✐t ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ x+ eΛ−x ≥ |x| ❞ès q✉❡ |x| ≥ cΛ✮ ✿

ǫ‖∂tφǫ0‖2L2(ΩT ) + ‖∂t∂yφǫ0‖2L2(ΩT ) +
ν

2
‖∂2yφǫ0|t=T ‖2L2(Ω)

+

∫ l

0
|φǫ0|t=T | dy ≤ c(ΩT , ν,Λ, S, φini) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ✮.

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ‖φǫ0|t=T ‖L2(Ω) ❡st ❜♦r♥é
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✳

✕ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡

ǫ‖∂tφǫ0|t=0‖2L2(Ω) + ‖∂y∂tφǫ0|t=0‖2L2(Ω)

❡st ♠❛❥♦ré ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

ǫ∂tφ
ǫ
0|t=0 − ∂2y∂tφ

ǫ
0|t=0 = (S|t=0 − ∂4yφini) + ∂2xq0.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

∫

Ω
(S|t=0 − ∂4yφini) dydx− 2

∫ l

0

(
1− eΛ−φini|x=L

)
dy = 0.

❝❛r ❝❡❧❛ ❡st ❛✉ss✐ é❣❛❧ à
∫
Ω−∂t∂2yφ0 dydx = −∂t

∫
Σ‖
∂yφ0dx = 0✳

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r V0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀v ∈ V0,
∫

Ω
ǫ∂tφ

ǫ
0|t=0 v + ∂y∂tφ

ǫ
0|t=0 ∂yv dy =

∫

Ω
(S|t=0 − ∂4yφini) v dydx− 2

∫ l

0

(
1− eΛ−φini|x=L

)
dy.

❉♦♥❝ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ∂tφǫ0|t=0 ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st✱ ♦♥ ❛ ✿

ǫ‖∂tφǫ0|t=0‖2L2(Ω) + ‖∂y∂tφǫ0|t=0‖2L2(Ω) + ‖∂x∂tφǫ0|t=0‖2L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
=0 ✭♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✮

≤ ‖S|t=0 − ∂4yφini‖L2(Ω)‖∂tφǫ0|t=0‖L2(Ω) + 2‖1− eΛ−φini|x=L ‖L2(]0,l[)‖∂tφǫ0|t=0‖L2(]0,l[)

≤
(
‖S|t=0 − ∂4yφini‖L2(Ω) + 2c(Ω)‖1− eΛ−φini|x=L ‖L2(]0,l[)

)
‖∂tφǫ0|t=0‖H1(Ω).
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❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❲✐rt✐♥❣❡r ✭✈♦✐r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✸✮✱ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à
♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❡t ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
CPW (Ω) > 0 ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

CPW ‖∂tφǫ0|t=0‖2L2(Ω)

≤
(
‖S|t=0 − ∂4yφini‖L2(Ω) + 2c(Ω)‖1− eΛ−φini|x=L ‖L2(]0,l[)

)
‖∂tφǫ0|t=0‖H1(Ω).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ ǫ‖∂tφǫ0(0)‖2L2(Ω) + ‖∂y∂tφǫ0(0)‖2L2(Ω) ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡ ǫ✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❛✣r♠❡r q✉❡
∫ T
0

∫ l
0 |∂tφǫ0|x=L|2 exp

(
Λ− φǫ0|x=L

)
dydx dt

❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✳ ❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

∫ T

0

∫ l

0
|∂tφǫ0|x=L| exp

(
Λ− φǫ0|x=L

)
dydx dt

≤
(∫ T

0

∫ l

0
|∂tφǫ0|x=L|2 exp

(
Λ− φǫ0|x=L

)
dydx dt

∫ T

0

∫ l

0
exp

(
Λ− φǫ0|x=L

)
dydx dt

) 1
2

.

❈✬❡st à ❞✐r❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜♦r♥é ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✱ q✉❡

exp
(
Λ− φǫ0|x=L

)
❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s W 1,1(]0, T [×]0, l[)✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ exp
(
Λ− φǫ0|x=L

)
❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ ǫ→ 0✱ ✈❡rs exp

(
Λ− φ0|x=L

)
✳

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ✭✹✳✹✸✮✳

P♦✉r ❧✬✉♥✐❝✐té✱ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝r♦✐s✲
s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ − e−x✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ φ0 1 ❡t φ0 2 ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✹✳✸✻✮✱ ✈ér✐✜é ♣❛r φ0✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

1

2
‖∂t∂yφ0 1|t=T − φ0 2|t=T ‖L2(Ω) + ‖∂2y (φ0 1 − φ0 2) ‖L2(ΩT )+

∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0 2|x=L − eΛ−φ0 1|x=L

)
(φ0 1|x=L − φ0 2|x=L) dy dt

︸ ︷︷ ︸
≥0

= 0.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs φ0 1 = φ0 2✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ φ0✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré❡✳
■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ q0✱ ♣✉✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❞❡ φη, qη✳

✹✳✸✳✶✳✸ ❯♥✐❝✐té ❞❡ q0

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ r❡❝❤❡r❝❤❡r q0(t)✱ ♥♦♥ ♣❛s ❞❛♥s V0 ♠❛✐s ❞❛♥s

Q =
{
f ∈ L2(Ω), ∂xf ∈ L2(Ω), f|x=−L = 0 s✉r ]0, 1[

}
,
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✭r❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳ P♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈]0, T [✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ q0(t) ∈ Q s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ φ0 ∈ A⊥ ❞é❥à ❞ét❡r♠✐♥é ✿





∀v ∈ V,
∫

Ω
∂xq0 ∂xv dydx = −

∫ l

0

(
1− eΛ−φ0|Σ⊥L

) (
v|x=L + v|x=−L

)
dy

+

∫

Ω

(
S + ∂t∂

2
yφ0
)
v − ν∂4yφ0 v dydx

q0|x=−L = 0.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s q10 ❡t q20✱ ❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈]0, T [ ✿




∀v ∈ V,∫

Ω
∂x(q

1
0 − q20) ∂xv dydx = 0

q10|x=−L − q20|x=−L = 0.

P❛r ❞❡♥s✐té✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿




∀v ∈ Q,∫

Ω
∂x(q

1
0 − q20) ∂xv dydx = 0

q10|x=−L − q20|x=−L = 0.

❈✬❡st à ❞✐r❡ ‖∂x(q10 − q20)‖L2(Ω) = 0 ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q10|x=−L− q20|x=−L = 0✱ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ q0 ❞❛♥s Q✳

✹✳✸✳✶✳✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ η → 0

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ‖qη‖L2(ΩT ) ❡t ‖∂xqη‖L2(ΩT ) s♦♥t ❜♦r♥és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η
❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ (qη)η>0✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✹

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✱ ♦♥ ❛ ∂4yφ0 ∈ L2(ΩT )✳

❈❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ‖qη‖L2(ΩT ) ❡t ‖∂xqη‖L2(ΩT )✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✹ ✿ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ R ∈]0, l[ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ s②stè♠❡

s✉✐✈❛♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ∂2yφ
ǫ
0 ∈W 1,2(0, T, V0, H0) ✿





∀v ∈ V0,

d

dt

∫

Ω

ǫ∂2yφ
ǫ
0 v + ∂y

(
∂2yφ

ǫ
0

)
∂yv dydx+ ν

∫

Ω

∂2y
(
∂2yφ

ǫ
0

)
∂2yv dydx

+ 2

∫ l

0

(
∂2yφ

ǫ
0|x=L − (∂yφ

ǫ
0|x=L)

2
)
eΛ−

∫
y
R

∫
y′

R
∂2
yφ

ǫ
0(t,L,z)dz dy

′−(y−R)∂yφ
ǫ
0(t,L,R)−φǫ

0(t,L,R) dy

=

∫

Ω

∂yS v dydx,

✭✹✳✹✽✮
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♦❜t❡♥✉ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✹✳✹✷✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ∂2yv = ∂yu✱ ♦ù v ∈ V0
t❡❧❧❡ q✉❡ ∂3yv|Σ‖

= 0✳

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ✶ à ✸ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ✭✹✳✹✽✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ∂2yφ

ǫ
0 ∈W 1,2(0, T, V0, H0) ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ǫ

2
‖∂2yφǫ0|t=T ‖2L2(Ω) + ‖∂3yφǫ0|t=T ‖2L2(Ω) + ν‖∂4yφǫ0‖2L2(Ω)

+ 2

∫ T

0

∫ l

0

|∂2yφǫ0|x=L|2 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt

=
ǫ

2
‖∂2yφini‖2L2(Ω) + ‖∂3yφini‖2L2(Ω)

+

∫ T

0

∫

Ω

S ∂2yφ
ǫ
0 dx dy dt

+ 2

∫ T

0

∫ l

0

|∂yφǫ0|x=L|2 ∂2yφǫ0 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt.

✭✹✳✹✾✮

■❧ r❡st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✲
té❣r❛❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s ✿

∫ T

0

∫

Ω

S ∂2yφ
ǫ
0 dydx dt = −

∫ T

0

∫

Ω

∂yS ∂yφ
ǫ
0 dydx dt.

❖r✱ ‖∂yφǫ0‖L2(ΩT ) ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✳

❖♥ ét✉❞✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞
∫ T
0

∫ l
0
|∂yφǫ0|x=L|2 ∂2yφǫ0 eΛ−φǫ

0|x=L dy dt✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱

♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ∂yφ
ǫ
0|x=L ❡st ❞❛♥s H1(]0, T [×]0, l[) ✿

✕ φǫ0 ∈ L2(0, T, V0) ⊂ L2(0, T,H2(Ω)) ❞♦♥❝ φǫ0|x=L ∈ L2(0, T,H
3
2 (Σ⊥L))✳

✕ ∂tφ
ǫ
0 ∈ L2(0, T, V0) ⊂ L2(0, T,H2(Ω)) ❞♦♥❝ ∂tφ

ǫ
0|x=L ∈ L2(0, T,H

3
2 (Σ⊥L))✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ▲✐♦♥s✲▼❛❣❡♥❡s ❬✹✷❪✱ ♣❛❣❡ ✾✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ N

∗✱ ∂yφ
ǫ
0|x=L ∈ Lr(]0, T [×]0, l[)✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ét❛♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❝♦♠♠❡ φǫ0 ❡t ∂tφ
ǫ
0 s♦♥t ❜♦r♥és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡

ǫ ❞❛♥s L2(0, T,H2(Ω))✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ N
∗✱ ‖∂yφǫ0|x=L‖Lr(]0,T [×]0,l[) ❡st ❜♦r♥é

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ‖ eΛ−φǫ
0|x=L ‖L2(]0,T [×]0,l[) ≤ c(ΩT ,Λ, ν)

❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚r✉❞✐♥❣❡r ✭✈♦✐r
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸✮✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✿

|
∫ T

0

∫ l

0

|∂yφǫ0|x=L|2 ∂2yφǫ0 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt|

≤
(∫ T

0

∫ l

0

|∂yφǫ0|x=L|4 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt

∫ T

0

∫ l

0

|∂2yφǫ0|x=L|2 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt

) 1
2

≤ ‖∂yφǫ0|x=L‖2L8(]0,T [×]0,l[)‖ eΛ−φǫ
0|x=L ‖L2(]0,T [×]0,l[)

(∫ T

0

∫ l

0

|∂2yφǫ0|x=L|2 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt

) 1
2

≤ c(ΩT ,Λ, ν)

(∫ T

0

∫ l

0

|∂2yφǫ0|x=L|2 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt

) 1
2

,

♦ù c(ΩT ,Λ, ν) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ✳
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❉♦♥❝✱ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❖♥ ré✐♥❥❡❝t❡ ❝❡ q✉✐
♣ré❝è❞❡ ❞❛♥s ✭✹✳✹✾✮ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♣♦✉r ❛❜s♦r❜❡r

c(ΩT ,Λ, ν)

(∫ T

0

∫ l

0

|∂2yφǫ0|x=L|2 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt

) 1
2

.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ǫ

2
‖∂2yφǫ0|t=T ‖2L2(Ω) + ‖∂3yφǫ0|t=T ‖2L2(Ω) + ν‖∂4yφǫ0‖2L2(Ω)

+

∫ T

0

∫ l

0

|∂2yφǫ0|x=L|2 eΛ−φǫ
0|x=L dy dt

≤ c(T, l,Λ, φ0|x=L) +
ǫ

2
‖∂2yφini‖2L2(Ω) + ‖∂3yφini‖2L2(Ω)

+ ‖∂yS‖L2(ΩT )‖∂yφǫ0‖L2(ΩT ).

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ét❛♥t ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (∂4yφ
ǫ
0)ǫ>0 ❡st

❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ǫ ❞❛♥s L2(ΩT )✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ǫ ✈❡rs 0✳

❉♦♥❝ ♦♥ ❛✱ ∂2yφ0 ∈ L2(0, T, V0) ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ∂4yφ0 ∈ L2(ΩT )✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ∂4yφ0 ❡st ❞❛♥s L2(ΩT ) ✈❛ s✬❛✈ér❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ q0✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ q0 ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ φη✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❉❡❣♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ❀ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s s②stè♠❡s ✈ér✐✜és ♣❛r φη ✭✹✳✸✷✮ ❡t φ0 ✭✹✳✸✻✮✱ ♦♥ ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♣✉✐s
♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st φη − ηqη − φ0 ∈ A⊥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
φη − ηqη − φ0 ∈ L2(0, T, V )✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

∫ T

0

∫

Ω
∂t∂y(φη − φ0) ∂y(φη − ηqη − φ0) dydx dt

+ ν

∫ T

0

∫

Ω
∂2y(φη − φ0) ∂

2
y(φη − ηqη − φ0) dydx dt

+

∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=−L − eΛ−φη|x=−L

)
(φη − ηqη − φ0)|x=−L dy dt

+

∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=L − eΛ−φη|x=L

)
(φη − ηqη − φ0)|x=L dy dt = 0.

❊♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡✱ qη|x=−L = 0 ✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❯ P❖❚❊◆❚■❊▲ ➱▲❊❈❚❘■◗❯❊ ✶✼✺

∫ T

0

∫

Ω
∂t∂y(φη − φ0) ∂y(φη − φ0) dydx dt+ ν‖∂2y(φη − φ0)‖L2(ΩT )

+

∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=−L − eΛ−φη|x=−L

)
(φη − φ0)|x=−L dy dt

+

∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=L − eΛ−φη|x=L

)
(φη − φ0)|x=L dy dt

− η

(∫ T

0

∫

Ω
∂t∂yφη ∂yqη dydx dt+ ν

∫ T

0

∫

Ω
∂2yφη ∂

2
yqη dydx dt

+

∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φη|x=L

)
qη|x=L dy dt

−
∫ T

0

∫

Ω
∂t∂y φ0∂yqη dydx dt− ν

∫ T

0

∫

Ω
∂2yφ0 ∂

2
yqη dydx dt

−
∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φ0|x=−L

)
qη|x=−L dydt

−
∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φ0|x=L

)
qη|x=L dy dt

)
= 0.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

∫ T

0

∫

Ω
∂t∂y(φη − φ0) ∂y(φη − φ0) dydx dt+ ν‖∂2y(φη − φ0)‖L2(ΩT )+

∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=−L − eΛ−φη|x=−L

)
(φη − φ0)|x=−L dy dt

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=L − eΛ−φη|x=L

)
(φη − φ0)|x=L dydt

︸ ︷︷ ︸
≥0

+η‖∂xqη‖2L2(ΩT )

≤ η

∫ T

0

∫

Ω
S qη dydx dt− η

(∫ T

0

∫

Ω
∂t∂

2
yφ0 qη dydx dt+ ν

∫ T

0

∫

Ω
∂4yφ0 qη dydx dt

+

∫ T

0

∫ l

0

(
1− eΛ−φ0|x=L

)
qη|x=L dy dt

)
.

✭✹✳✺✵✮
P❛r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(ΩT ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ φ0, φη, qη t❡❧❧❡ q✉❡ ‖qη‖L2(ΩT ) ≤ c(ΩT )‖∂xqη‖L2(ΩT ) ❡t ‖qη|x=L‖L2(]0,T [×]0,l[) ≤ c(ΩT )‖∂xqη‖L2(ΩT )✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖∂xqη‖2L2(ΩT ) ≤ ‖S‖L2(ΩT )‖qη‖L2(ΩT ) + ‖∂t∂2yφ0 + ν∂4yφ0‖L2(ΩT )‖qη‖L2(ΩT )

+ ‖1− eΛ−φ0|x=L ‖L2(]0,T [×]0,l[)‖∂xqη‖L2(ΩT ),
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❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

‖qη‖L2(ΩT ) ≤ c(ΩT , φ0, S,Λ) ❡t ‖∂xqη‖L2(ΩT ) ≤ c(ΩT , φ0, S,Λ).

♦ù c(ΩT , φ0, S,Λ) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ φη, qη✳ ❆ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✱ (qη)η>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❧♦rs
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(ΩT ) ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q0✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r (∂xqη)η>0✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✹✳✺✵✮✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜♦r♥é ❞❡ ‖qη‖L2(ΩT )✱ ♦♥ ❛ ✿

‖∂y(φη − φ0)|t=T ‖2L2(Ω) + ν‖∂2y(φη − φ0)‖2L2(ΩT )+
∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=−L − eΛ−φη|x=−L

)
(φη − φ0)|x=−L dy dt

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=L − eΛ−φη|x=L

)
(φη − φ0)|x=L dy dt

︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ c(ΩT , φ0, S,Λ) η.

✭✹✳✺✶✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

‖∂x(φη − φ0)‖L2(ΩT )︸ ︷︷ ︸
=η‖∂xqη‖L2(ΩT )

+‖∂2y(φη − φ0)‖L2(ΩT ) ≤ c(ΩT , φ0, S,Λ)
√
η.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ♠✐♥♦r❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ : z 7→ (1− e−z) z✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ R✱ µ(z) ≥

ω(z) ♦ù ✿

ω(z) =

{
1
2z

2 s✐ z ≤ 1
1
2z s✐ z > 1.

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t✱ eΛ−φ0|x=L µ
(
φη|x=L−φ0|x=L

)
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

(
eΛ−φ0|x=L−eΛ−φη|x=L

)
(φη−φ0)|x=L = eΛ−φ0|x=L

(
1− e−(φη|x=L−φ0|x=L)

) (
φη|x=L − φ0|x=L

)

≥





1

2
eΛ−φ0|x=L |φη|x=L−φ0|x=L|2 s✐ φη|x=L−φ0|x=L ≤ 1

1

2
eΛ−φ0|x=L |φη|x=L−φ0|x=L| s✐ φη|x=L−φ0|x=L > 1.

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r ΩT ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

1

2

∫ T

0

∫ l

0φη|x=L−φ0|x=L≤1
eΛ−φ0|x=L |φη|x=L − φ0|x=L|2 dy dt+

1

2

∫ T

0

∫ l

0φη|x=L−φ0|x=L>1
eΛ−φ0|x=L |φη|x=L − φ0|x=L| dy dt

≤
∫ T

0

∫ l

0

(
eΛ−φ0|x=L − eΛ−φη|x=L

) (
φη|x=L − φ0|x=L

)
dy dt

≤ c(ΩT , φ0, S,Λ) η.



❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❯ P❖❚❊◆❚■❊▲ ➱▲❊❈❚❘■◗❯❊ ✶✼✼

❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♦♥ ❛

1

2

∫ T

0

∫ l

0φη|x=L−φ0|x=L≤1
eΛ−φ0|x=L |φη|x=L − φ0|x=L| dydt ≤

(
1

2

∫ T

0

∫ l

0φη|x=L−φ0|x=L≤1
eΛ−φ0|x=L |φη|x=L − φ0|x=L|2 dy dt

) 1
2

×
(
1

2

∫ T

0

∫ l

0φη|x=L−φ0|x=L≤1
eΛ−φ0|x=L dy dt

) 1
2

.

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✹✳✺✶✮ ✿

∫ T

0

∫ l

0

1

2
exp(Λ− φ0|x=L) |φη|x=L − φ0|x=L| dy dt ≤ c(ΩT , φ0, S,Λ)

√
η.

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❝✐✲❛♣rès q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺

P♦✉r t♦✉t φ ∈ L2(0, T ;V )✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

‖φ‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(Ω)
(
‖φ|x=L eΛ−φ0|x=L ‖L1(]0,T [×]0,l[) + ‖∂xφ‖L2(ΩT ) + ‖∂2yφ‖L2(ΩT )

)
,

♦ù C(Ω) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Ω✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t φ ∈ V ❡t ♣♦✉r t♦✉t
t ∈]0, T [✱ ♦♥ ❛ ✿

‖φ‖L2(Ω) ≤ c(Ω)
(
‖φ|x=L eΛ−φ0|x=L(t) ‖L1(]0,l[) + ‖∂xφ‖L2(Ω) + ‖∂2yφ‖L2(Ω)

)
.

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ P♦✐♥❝❛ré ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❞❛♥s ❬✹✺❪✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✹✳✺✶✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

‖φη − φ0‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ c(Ω)
(
‖(φη|x=L − φ0|x=L) e

Λ−φ0|x=L ‖L1(]0,T [×Σ⊥L)

+ ‖∂x(φη − φ0)‖L2(ΩT ) + ‖∂2y(φη − φ0)‖L2(ΩT )

)

≤ c(ΩT , φ0, S,Λ)
√
η.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ φη−φ0 ❡♥ ♥♦r♠❡ L1(0, T ;L2(Ω)) ♠❛✐s ♣❛s
❡♥ ♥♦r♠❡ L2(ΩT )✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ φη − φ0 ❡♥ ♥♦r♠❡ L2(ΩT ) ♥❡ ♥♦✉s ❛ ♣❛s s❡♠❜❧é
❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ✭✹✳✸✹✮✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✶ ✭❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ‖φη‖L2(0,T,V ) ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η✳
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ∂2yφη ✈❡rs ∂
2
yφ0 q✉❛♥❞ η → 0✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t

❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✹✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

1

2
‖∂y∂tφη|t=T ‖2L2(Ω) +

1

η
‖∂x∂tφη‖2L2(ΩT ) + ν‖∂2y∂tφη‖2L2(ΩT )

+

∫ T

0

∫ l

0
eΛ−φη|x=−L |∂tφη|x=−L|2 dy dt+

∫ T

0

∫ l

0
eΛ−φη|x=L |∂tφη|x=L|2 dy dt

=

∫ T

0

∫

Ω
∂tS ∂tφη dydx dt+

1

2
‖∂y∂tφη|t=0‖2L2(Ω).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ‖∂tφη‖L2(0,T,V ) ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ φη|x=L
❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s H1(]0, T [×]0, l[) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ eΛ−φη|x=L ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s
L2(]0, T [×]0, l[)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ∂t∂yφη✱ ∂2yφη ❡t qη s♦♥t ❜♦r♥és ❞❛♥s L2(ΩT ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η✳
❉♦♥❝ à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ✭✹✳✸✹✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✸✺✮✱ ❞♦♥t
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (φ0, q0) ❛ été ♣r♦✉✈é❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

qη ⇀ q0 φη ⇀ φ0 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(ΩT ).

❈❡❧❛ ❝❧ôt ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✳

✹✳✸✳✷ ❆s♣❡❝ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✸✷✮ ♦❜t❡♥✉
❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ❞❡ ❉❡❣♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ✭✈♦✐r
s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❝❡♥tré❡s ❡♥
❡s♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧ ❛✉r❛✐t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧✐té ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❤é❧❛s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥
r❡❣❛r❞❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭x ❡t y✮ ♣r✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❛
❞♦♥❝ été ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✸✷✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❡①❝❡♣té ❧❡ t❡r♠❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ rés♦✉t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ φη ❡t qη✳ ❆ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♥♦t❡r q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s
✜♥✐❡s ❡st ♣❡✉ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ét❛❜❧✐❡ ✐❝✐ ♣✉✐sq✉❡ φ0 ♥✬❡st ♣❛s s♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉
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s✉r φ0, q0 ❡st s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ✿




− ∂t∂
2
yφ0 − ∂2xq0 + ν∂4yφ0 = S ❞❛♥s ΩT

q0|x=−L = 0 s✉r ]0, T [×Σ⊥−L

∂yφ0|Σ‖
= 0 s✉r ]0, T [×Σ‖

∂3yφ0|Σ‖
= 0 s✉r ]0, T [×Σ‖

φη|t=0 = φini à t = 0

∂2xφ0 = 0 ❞❛♥s ΩT
∂xφ0|x=−0.5 = 0 s✉r ]0, T [×{−0.5}×]l, 1[

∂xφ0|x=−L = 0 s✉r ]0, T [×{−L}×]0, l[

∂xφ0|x=L = 0 s✉r ]0, T [×{L}×]0, l[

∂xφ0|x=0.5 = 0 s✉r ]0, T [×{0.5}×]l, 1[

∂xq0|x=−L =
(
1− eΛ−φ0|x=−L

)
s✉r ]0, T [×{−L}×]0, l[

∂xφ0|x=L = −
(
1− eΛ−φ0|x=L

)
s✉r ]0, T [×{L}×]0, l[

✭✹✳✺✷✮

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ t②♣❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✹✳✸✹✮✱ ♣♦✉rr❛ ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❢✉t✉rs✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛s ❝♦♥st❛♥t δx ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (Ox)✮ ❡t δy
✭s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (Oy)✮✳ ▲❡ ♣❛s ❡♥ t❡♠♣s ❡st ♥♦té δt✳ ❙✐ φni,j ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
φη(nδt,−0.5 + iδx, jδy)✱ ❡t qni,j ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ qη(nδt,−0.5 + iδx, jδy)✱ ❛❧♦rs ♦♥
❛ ❞✐s❝rét✐sé ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t I1 t❡❧ q✉❡
−0.5 + I1δx = −L = −0.4 ✿

qn+1
I1+1,j − qn+1

I1−1,j

2δx
− φn+1

I1,j
=
(
1− e

Λ−φnI1,j −φnI1,j
)
.

❖♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ x = L✳ ❈❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✭✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✮✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❆P ❡st très ♠❛✉✈❛✐s✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t η > 0✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉✬✐❧ ❡st ❜♦r♥é
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆P✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧✐és à ❝❡ ♠❛✉✈❛✐s
♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
t②♣❡ ▲❯✱ q✉✐ s❡♠❜❧❛✐t êtr❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ●▼❘❊❙✱ t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡
P❊❚❙❝✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡✱ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢✉t✉r ♣♦✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

P♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r r❡♠♦♥t❡
❥✉sq✉✬❡♥ ❤❛✉t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ l = 1✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st
r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é♠♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✶✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s à ♥♦✉✈❡❛✉ L = 0.4✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉ré❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

φη(t, x, y) = η

(
t

π

)2

cos(πy) cos(1.25πx)− ln

(
1− 1.25t2

π cos(πy)

)
+ Λ. ✭✹✳✺✸✮
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Avec m éthode AP (phi et  q)

Sans m éthode AP
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Condit ionnem ent  vs eta (dx= dy= 0.025, dt=  0.01)

eta
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n
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ 2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✮ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✳✺✸✮✳ ❖♥ ❛ ✉♥
♣r✐s δx = δy = 0.025 ❡t δt = 0.001✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ S ❛ss♦❝✐é à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉ré❡ ✭✹✳✺✸✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ η
♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s s✐♥❣✉❧✐❡r q✉❛♥❞ η → 0✳ ❈❡❧❛ ❞✐✛èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡
❞❡ ❧❛ s♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ▲❡ tr❛❝é ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st
r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡
q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ η → 0✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ q✉❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡
‖φapprocheη − φ0‖L2(Ω) ❡st ❡♥ O(η) ❛✈❛♥t ❞❡ st❛❣♥❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡♥ O(η) ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ φη ❞❛♥s ✭✹✳✺✸✮✳ φ0 ❡st ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ♣r❡♥❛♥t η = 0 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✸✮✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ t♦❦❛♠❛❦✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛♥❞ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ η t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ▲❡
❢❛✐t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ η → 0 ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s r❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛❧ ♣♦sé✳
◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦♥ ❜♦r♥é ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s q✉❛♥❞ η ≪ 1✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡r✈❛♥t ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❆P✮ ♣❡r♠❡t
❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐é ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥
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dt= 0.1
dt= 0.01
dt= 0.001
dt= 0.0001
ordre 2
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Erreur L2 (phi_eta approx - phi_eta exact ) versus dx (= dy) ; t= 1

dx

E
rr

e
u

r 
L2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ‖φapprocheη − φη‖L2(Ω) à t = 1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s δx = δy ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s ❡t η = 0.001✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✸✮✳

s❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t s❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✶❉ ❡t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ‖φη − φ0‖L2(]−L,L[) = O(η)✳

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❧✐é❡ à ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ rés✐st✐✈✐té
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡r✈❛♥t
❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❉❡❣♦♥❞
❡t ❛❧✳ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣✉ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ φ0✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬✐♥s✐st❡r s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♠✐t❡
♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé q✉❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
φη−φ0 ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L1(0, T, L2(Ω)) ✭♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(ΩT )✮✳ ❉❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s
♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ✐♥✈❡rs❡r ♣♦ssè❞❡ ❜✐❡♥ ✉♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ η✳

❊♥✜♥ ❞❡s ❡ss❛✐s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♦♥t été ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✶❉✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬❆◆❘ ❊❙P❖■❘✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ tr❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ φη ❡t qη ♣♦✉r δx = δy = 0.003125✱ dt = 0.0001 ❡t η = 0.001✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✹✳✺✸✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ③♦♥❡s x ≤ −0.4 ❡t
x ≥ 0.4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ φη ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s❡♥s
♣❤②s✐q✉❡✳
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phi_eta approx - phi_0 exact
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Norm e L2 (phi_eta approx - phi_0 exact ) versus eta ; dx= dy= 0.0015625 ; dt= 0.0001 ; t= 1
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ‖φapprocheη − φ0‖L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η ♣♦✉r δx = δy = 0.0015625✱ dt = 0.0001✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✸✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦✲
❧✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❜♦r❞ ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡
❧✐♠✐t❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε ❡st
♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡♥ O(ε)✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♥♦r♠❡s Hs, s ≥ 0✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡
♣é♥❛❧✐s❡r q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥✲
❝♦♥♥✉❡ ❛❞❛♣té✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s
❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✳ ❉❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sés s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té
❡t ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ♣❧❛s♠❛✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭♦✉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
é❧❡❝tr✐q✉❡✮✳ ▲❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s ❞✉ ❈❊❆ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬❆◆❘ ❊❙P❖■❘
❝♦♥❝❡r♥❛✐t ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♥♦té❡
η✳P♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡r✈❛♥t ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
✭❛s②♠♣t♦t✐❝✲♣r❡s❡r✈✐♥❣✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❙✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té
♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡✱ q✉✐ s❡♠❜❧❛✐t
♥❛t✉r❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s✱ ♦♥ ❛ ét✉❞✐é t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η t❡♥❞ ✈❡rs
0✳ ❉❡s ❡ss❛✐s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ✿ ❝♦♠♠❡
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és ❞✉ ♣❧❛s♠❛✳ ❯♥
❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡ts r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐s♦❧❡r ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ t♦❦❛♠❛❦ ❡t ❞✬② ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s
❞✐✣❝✉❧tés ❝♦♥❝❡r♥❛✐t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛✐t ❧✐é❡ à ❧❛ ❢♦rt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❞✉❡ ❛✉ ❢♦rt ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❥♦✉❡t ❛ été ét✉❞✐é✳

■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②✲

✶✽✹
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♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❜♦r❞ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❡st ❢♦❝❛❧✐sé s✉r
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❡s tr❛✲
✈❛✉① ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡s ♠❡♥és ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣é♥❛❧✐sé ❞✐s❝rét✐sé ♣❛r
✉♥ s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳

P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r
❞✬❛✛❛✐❜❧✐r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ✐❧
s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ φη−φ0 ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2(ΩT ) ✭❡t ♣❛s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ L1(0, T, L2(Ω))✮✳

■❧ r❡st❡ ❛✉ss✐ à ❢❛✐r❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❡♥
❜♦r❞ ❞❡ t♦❦❛♠❛❦✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ ✐♥té❣r❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ♣r❡♥❛♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠✉❧✲
t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞é❥à été ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ✿ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ P❛r❡❞❡s ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ s❛♥s ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉
♣❧❛s♠❛✳ ■❧ ② ❛ ❛✉ss✐ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇✉✛❡r❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
à ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ✈✐❛ ❧❡ ❝♦❞❡ ❙♦❧❊❞❣❡✷❉✳

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❧❛s♠❛✲♣❛r♦✐ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞✬✉♥ t♦❦❛♠❛❦✳



❆♥♥❡①❡ ❆

❘❛♣♣❡❧s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❩❡✐❞❧❡r ❡t ❇♦r♦♥ ❬✻✻❪✱
♣❛❣❡ ✹✷✹ ❡t s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✵✳✶ ✭❚r✐♣❧❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦té ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✧V →֒ H →֒ V ∗✧ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❞❡✉①
❡s♣❛❝❡s V ❡t H t❡❧s q✉❡

✕ V ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré❡❧✱ sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t ré✢❡①✐❢✳
✕ H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ré❡❧ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡✳
✕ ▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ →֒ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ c > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈
V, ‖v‖H ≤ c‖v‖V ✳

✕ V ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s H✳

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ tr✐♣❧❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞ H ❡t s♦♥ ❞✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ H∗✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✵✳✷ ✭▲✬❡s♣❛❝❡ W 1,2(0, T ;V,H)✮

❙♦✐t ❧❡ tr✐♣❧❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ V →֒ H →֒ V ∗✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ W 1,2(0, T ;V,H) = {f ∈ L2(0, T ;V ), ∂tf ∈ L2(0, T ;V ∗)}✳
❈✬❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ✿

‖u‖W 1,2(0,T ;V,H) = ‖u‖L2(0,T ;V ) + ‖∂tu‖L2(0,T ;V ∗).

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ W 1,2(0, T ;V,H) ⊂ C([0, T ], H) ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐✲
♥✉❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ W 1,2(0, T ;V,H)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
u♯ ∈ C([0, T ], H) q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ u ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ [0, T ]✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(T ) > 0✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u ❡t u♯✱ t❡❧❧❡ q✉❡ maxt∈[0,T ] ‖u♯(t)‖H ≤
c(T )‖u‖W 1,2(0,T ;V,H)✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ u(t) ✭♣♦✉r t ∈ [0, T ]✮ ♣♦✉r
❞és✐❣♥❡r ❡♥ ❢❛✐t u♯(t) ∈ H✳

✶✽✻
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❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✵✳✶

❙♦✐❡♥t T > 0 ❡t ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ V ⊂ H ⊂ V ∗✳ ❙♦✐t a ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡
s✉r V × V ✱ b ∈ L2(0, T ;V ∗) ❡t u0 ∈ H✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿





❚r♦✉✈❡r u ∈W 1,2(0, T ;V,H) t❡❧ q✉❡✱

∀v ∈ V, ♣♣✳ t ∈]0, T [,
d

dt
〈u(t), v〉H + a(t, u(t), v) = 〈b(t), v〉V

u|t=0 = u0 ∈ H.

✭❆✳✶✮

à ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡




❚r♦✉✈❡r u ∈W 1,2(0, T ;V,H) t❡❧ q✉❡✱

∀ξ ∈ C∞
c (]0, T [), ∀v ∈ V, ♣♣✳ t ∈]0, T [,

−
∫ T

0
〈u(t), v〉Hξ′(t) dt+

∫ T

0
a(t, u(t), v)ξ(t) dt =

∫ T

0
〈b(t), v〉V ξ(t) dt

u|t=0 = u0 ∈ H.

❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▲❡ tr✐♣❧❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ V ⊂ H ⊂ V ∗ ❡st t❡❧ q✉❡ ✿ V ❡t H s♦♥t ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt
ré❡❧s ❡t V ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ a(t, ., .) : V × V → R ❡st
✕ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳
✕ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ✿

∃c1 > 0, ∀v, w ∈ V, a(t, v, w) ≤ c1‖v‖V ‖w‖V .

✕ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ✿

∃c2 > 0, ∀v ∈ V, a(t, v, v) ≥ c2‖v‖2V .

❖ù c1 ❡t c2 s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ t✳

✸✳ {w1, w2, . . .} ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❤✐❧❜❡rt✐❡♥♥❡ ❞❡ V ❡t u0,n ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡

V ect{w1, . . . , wn} ⊂ H

t❡❧❧❡ q✉❡ u0,n −→ u0 ❞❛♥s H ✭q✉❛♥❞ n→ +∞✮✳

❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❆✳✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ (u0, b) 7→ u ❡st ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ H × L2(0, T ;V ∗) ✈❡rs W 1,2(0, T ;V,H)✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c3(a) ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ u0 ❡t b✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

‖u‖W 1,2(0,T ;V,H) ≤ c3(a)
(
‖u0‖H + ‖b‖L2(0,T ;V ∗)

)
.
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❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✵✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✬✉♥ t♦❦❛♠❛❦ ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✉r✳
❉❙▼❋ ❂ ❉❡r♥✐èr❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡ ❋❡r♠é❡✳ ▲❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r ❡st ❧❛ ré❣✐♦♥
s❡ s✐t✉❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢❡r♠é❡ ✭❉❙▼❋✮ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✷ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ P❤♦t♦ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❚❖❘❊ ❙❯P❘❆ ✭à ❧✬❛rrêt✮✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st
❧❡ ✧tr♦tt♦✐r✧ ❡♥ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ■♠❛❣❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❈❈❉
✭❞❛♥s ❧❡ ✈✐s✐❜❧❡✮ ❞❡ ❚❖❘❊ ❙❯P❘❆ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❯♥ ❢♦rt ❞é❣❛❣❡♠❡♥t ❞❡
❧✉♠✐èr❡ ❡st ❣é♥éré ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r✳ ❙♦✉r❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ✿ ■❘❋▼ ❬✷❪ ✳ ✶✹

✶✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rt♦r✱ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ■❚❊❘✳ ▲❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r
❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ré❣✐♦♥ s❡ s✐t✉❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢❡r♠é❡
✭❉❙▼❋✮ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✹ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s t♦r✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❚❖❑❆▼✲✸❉✳ r ❡st ❧❡
r❛②♦♥ ♠✐♥❡✉r✱ ϕ ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ t♦r♦ï❞❛❧ ❡t ϑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧♦ï❞❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✺ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✻ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡

❝✉t✲❝❡❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✼ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶❉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲✬❛s♣❡❝t
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
❢♦r♠❡r❛✐t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✽ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✶✳✾ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳

▲✬❛①❡ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ b✮✳ ▲✬❛①❡ y ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ s❝r❛♣❡✲♦✛ ❧❛②❡r✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ t♦❦❛♠❛❦✳ ▲✬❛❜s❝✐ss❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✷✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ x ∈ [0, 0.5]✳ ▲❛ ③♦♥❡ ♦ù s❡ s✐t✉❡ ❧❡ ♣❧❛s♠❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à x ∈ [0, L]✱ ❛✈❡❝ L = 0.4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✶✽✾
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✷✳✹ M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ❛✈❡❝ ε = 10−3✱ ❛✈❡❝ tr♦✐s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t 1280✱ 2560 ❡t 10240 ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦✲
♣♦sés ♣❛r ■s♦❛r❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❛rrêtés q✉❛♥❞maxi∈{1,...,J}(|Mn

i |) >
10✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥st❛♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿ t = 0.008822✱ t = 0.004107 ❡t
t = 0.0015834✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à [0, 0.5] ❡t L = 0.4 ✭✐♥t❡r❢❛❝❡
♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❛ été ✐♠♣♦sé❡ ❡♥ x = 0 ✭✈♦✐r ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✺ ❚r❛❝é ❞❡ N ✱ Γ ❡t M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x à t = 1 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ε = 0.1 ✭❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ε = 10−5 ✭❝♦✉r❜❡
❞❡ ❞r♦✐t❡✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❡t ❧❡s
♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭ε = 10−20✮✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❡st
❧❛ ③♦♥❡ x ∈ [0.4, 0.5]✳ ▲❡ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✻ ❊rr❡✉rs ♣♦✉r N ✱ ∂xN ✱ Γ ❡♥ ∂xΓ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t L2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❞❡✉① ❝❤❛♠♣s✱ ❝❢✳ ✭✷✳✶✸✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ε−

1
2 , ε−

1
4 , ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲❡ ♣❛s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳ ✹✸

✷✳✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε✳ ▲✬é♣❛✐ss❡✉r ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ xJbl − 0.4 ♦ù Jbl =
max{|Nn

i − 0| < 0.01|Nn
I 0|} ❡t I ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛✱ q✉✐

❡st ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠❛✲❧✐♠✐t❡✉r✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ xJbl ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ✭x✮ ♦ù N ❛tt❡✐♥t 99% ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ❧✉✐ ❡st ✐♠♣♦sé❡
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ ✭0 ♣♦✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ été ❢❛✐t❡
♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✢✉① ❧❛♠✐♥❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❧❛♠❡ ♣❧❛♥❡ ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✵ ❞❡ ❬✺✽❪✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲❡ ♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✽ ❚r❛❝é ❞❡ N ✱ Γ ❡t M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r ε = 0.1 ❡t à ❞r♦✐t❡ ♣♦✉r ε = 10−5✮✱ ✈♦✐r ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳ ▲❡s tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛
♥✉♠ér✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✭à ❧❛
❧✐♠✐t❡ ε→ 0✮✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ③♦♥❡ x ∈ [0.4, 0.5]✳ ▲❡ ♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡
❡st δx = 10−5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✷✳✾ ❊rr❡✉rs ♣♦✉r N ✱ ∂xN ✱ Γ ❡t ∂xΓ ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t L2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✱ ✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲❡ ♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs δx = 10−5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✷✳✶✵ ❊rr❡✉r ♣♦✉r ∂xN ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡
❧✐♠✐t❡✱ ♣♦✉r 0.4 ≤ x ≤ 0.45✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲❡ ♣❛s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st δx = 10−5✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡♥ O(ε)✱ ❡st ❛tt❡✐♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✶✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ N ✱ Γ ❡t M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ✭à t = 1✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣é✲
♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✭❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❣r✐s❡ ❡♥ tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✳ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ③♦♥❡ x ∈ [0.4, 0.5]✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ε = 10−3 ❡t
M0 = 0.99✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙ ✶✾✶

✷✳✶✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t
❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛s♠❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✷✳✶✸ ❚r❛❝é ❞❡ N ✱ Γ ❡t M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ✭à t = 1✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ε = 0.1 ❡t à ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝
ε = 10−5✮ ▲❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐❝✐ à ❧❛ ③♦♥❡ x ∈ [−0.1, 0.1]✳ P♦✉r ε = 0.1✱
♦♥ ❛ max(N) = 115.65 ❡t max(|Γ|) = 122.72✳ P♦✉r ε = 10−5✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
max(N) = 168.91 ❡t max(|Γ|) = 152.04✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✶✹ ❚r❛❝é ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ❡t L2 ❞❡ N ✱ ∂xN ✱ Γ ❡t ∂xΓ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐✲
♠✐t❡✉r à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st é✈❛❧✉é❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ x ∈] −
0.5,−0.1[∪]0.1, 0.5[✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ③♦♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❝❛❧❝✉✲
❧é❡ ❡st x ∈ [−0.1,−0.075] ∪ [0.075, 0.1]✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù α(x) 6= 1 ♥✬❡st ♣❛s
✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❛ été ❡st✐♠é❡✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❛ ♣r✐s M0 = 0.9 ❡t ❧❡
♣❛s ❡st δx = 10−5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✶✺ ❊rr❡✉rs ❡♥ ♥♦r♠❡ L1 ♣♦✉r N ❡t ∂xN ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ε ♣♦✉r ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ε1/4, ε1/2 ❡t ε✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st é✈❛❧✉é❡
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ x ∈]− 0.5,−0.1[∪]0.1, 0.5[✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r✱ ❧❛ ③♦♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
❧✬❡rr❡✉r ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st x ∈ [−0.1,−0.075]∪[0.075, 0.1]✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù α(x) 6=
1 ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❛ été ❡st✐♠é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳ x
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
✭❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ b✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st Ω ❡t ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s s♦♥t
Σ‖ ✭♣♦✉r t♦✉t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à b✮ ❡t Σ⊥ ✭♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à
b✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✹✳✷ ❙❝❤é♠❛ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s à ♠♦♥tr❡r ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ t②♣❡ ❆P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ ‖.‖2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
s②stè♠❡ ✭✹✳✶✼✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ φ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❆P✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✹ ❊rr❡✉r φη − φ0 ♣♦✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s L1 ❡t L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η ❛✈❡❝ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r φη ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✹✳✺ ❊rr❡✉r (φη − φ0)
′ ❡♥ ♥♦r♠❡ L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η ❛✈❡❝ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r φη ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✹✳✻ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡ φη ❛♣♣r♦❝❤é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η✱ ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡ ❞❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s ❡st ❧❛

♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ η ♣❛s tr♦♣ ♣❡t✐t❡s✱ ❧❡s tr♦✐s
❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✳✼ ❚r❛❝é ❞❡ φη ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✹✳✽ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η✳ ✶✸✶
✹✳✾ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡rr❡✉r L2 ✭❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ φ0 ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛

❡t φ0 ❝❛❧❝✉❧é ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
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✹✳✶✵ ‖φη,δx− φ0,δx‖L2(]−0.4,0.4[) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛
❝❡♥tré ❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ δx = 10−4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✹✳✶✶ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé ✿ χ1 ✈❛✉t 1 ❡♥ x ∈] − 0.45,−0.4[ ❡t 0 ❛✐❧❧❡✉rs✳
◗✉❛♥❞ à χ2✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉t 1 ❞❛♥s ]0.4, 0.45[ ❡t 0 ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✹✳✶✷ ❊rr❡✉r L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ε✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s η = 10−4 ❡t
δx = 10−4✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ O(ε) ❥✉sq✉✬à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✹✳✶✸ ❊rr❡✉r L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η✳ ❖♥ ❛ ♣r✐s ε = 10−10 ❡t
δx = 10−4✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ O(η) ❥✉sq✉✬à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✹✳✶✹ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ b✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧❛s♠❛
❡st Ω ❡t ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s s♦♥t Σ‖ ✭♣♦✉r t♦✉t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à b✮ ❡t Σ⊥ ✭♣♦✉r ❧❛
♣❛rt✐❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à b✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✹✳✶✺ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦r♠❡ 2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ η ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✮ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
✭✹✳✺✸✮✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ♣r✐s δx = δy = 0.025 ❡t δt = 0.001✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✹✳✶✻ ‖φapprocheη − φη‖L2(Ω) à t = 1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s δx = δy ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s ❡t η = 0.001✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✹✳✺✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✹✳✶✼ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ φη ❡t qη ♣♦✉r δx = δy = 0.003125✱ dt = 0.0001 ❡t η = 0.001✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✹✳✺✸✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ③♦♥❡s
x ≤ −0.4 ❡t x ≥ 0.4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ φη ❞❛♥s ❝❡tt❡
③♦♥❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

✹✳✶✽ ‖φapprocheη −φ0‖L2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η ♣♦✉r δx = δy = 0.0015625✱ dt = 0.0001✳ ▲❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸
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❬✶❪ ❙✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t ❞❡ ❧✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■❣♥✐t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t② ✭◆■❋✮ ❞✉ ▲❛✇r❡♥❝❡ ▲✐✈❡r♠♦r❡
♥❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭▲▲♥▲✮✳ ❤tt♣s ✿✴✴❧❛s❡rs✳❧❧♥❧✳❣♦✈✴✳ ❈♦♥s✉❧té ❧❡ ✶✵✴✵✼✴✷✵✶✸✳

❬✷❪ ❙✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❛ ❋✉s✐♦♥ ▼❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✐r❢♠✮ ❞✉ ❈❊❆ ❞❡
❈❛❞❛r❛❝❤❡✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✲❢✉s✐♦♥✲♠❛❣♥❡t✐q✉❡✳❝❡❛✳❢r✴✳ ❈♦♥s✉❧té ❧❡ ✵✺✴✵✽✴✷✵✶✵✳

❬✸❪ ❙✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t ❞✉ ❧❛s❡r ▼é❣❛❥♦✉❧❡ ❞✉ ❈❊❆✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✲❧♠❥✳❝❡❛✳❢r✴✳ ❈♦♥s✉❧té ❧❡
✶✵✴✵✼✴✷✵✶✸✳

❬✹❪ ❏✳ ❆❜✐t❡❜♦✉❧✱ ❳✳ ●❛r❜❡t✱ ❱✳ ●r❛♥❞❣✐r❛r❞✱ ❙✳❏✳ ❆❧❧❢r❡②✱ ●✳ ❉✐❢✲Pr❛❞❛❧✐❡r✱ P❤✳ ●❤❡♥❞r✐❤✱
●✳ ▲❛t✉✱ P❛ss❡r♦♥ ❈✳✱ ❨✳ ❙❛r❛③✐♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙tr✉❣❛r❡❦✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt
♦❢ t♦r♦✐❞❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ■♥ ❊✉r♦♣❤②s✐❝s ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜str❛❝ts✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✹❆✱ ✷✵✶✵✳
✸✼t❤ ❊P❙ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❧❛s♠❛ P❤②s✐❝s✳

❬✺❪ ❏✳ ❆❜✐t❡❜♦✉❧✱ P❤✳ ●❤❡♥❞r✐❤✱ ❱✳ ●r❛♥❞❣✐r❛r❞✱ ❚✳ ❈❛rt✐❡r✲▼✐❝❤❛✉❞✱ ●✳ ❉✐❢✲Pr❛❞❛❧✐❡r✱
❳✳ ●❛r❜❡t✱ ●✳ ▲❛t✉✱ ❈✳ P❛ss❡r♦♥✱ ❨✳ ❙❛r❛③✐♥✱ ❆✳ ❙tr✉❣❛r❡❦✱ ❖✳ ❚❤♦♠✐♥❡✱ ❛♥❞ ❉✳ ❩❛r③♦s♦✳
❚✉r❜✉❧❡♥t ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❝♦r❡ t♦❦❛♠❛❦ ♣❧❛s♠❛s ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❝r❛♣❡✲♦✛
❧❛②❡r ✢♦✇s✳ P❧❛s♠❛ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❋✉s✐♦♥✱ ✺✺✭✼✮ ✿✵✼✹✵✵✶✱ ✷✵✶✸✳

❬✻❪ ❘✳❆✳ ❆❞❛♠s ❛♥❞ ❏✳❏✳❋✳ ❋♦✉r♥✐❡r✳ ❙♦❜♦❧❡✈ ❙♣❛❝❡s✳ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❊❧s❡✲
✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✸✳

❬✼❪ ❙✳ ❆❧✐♥❤❛❝ ❛♥❞ P✳ ●ér❛r❞✳ ❖♣ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ◆❛s❤✲▼♦s❡r✳
❙❛✈♦✐rs ❛❝t✉❡❧s✳ ■♥t❡r❊❞✐t✐♦♥s✱ ✶✾✾✶✳ ♣♣ ✶✵✶✳

❬✽❪ P❤✳ ❆♥❣♦t✳ ❆ ✉♥✐✜❡❞ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ▼❛t❤❡♠❛t✐q✉❡ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s✱ ✸✹✶✭✶✶✮ ✿✻✽✸ ✕ ✻✽✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✾❪ P❤✳ ❆♥❣♦t✱ ❚✳ ❆✉♣❤❛♥✱ ❛♥❞ ❖✳ ●✉ès✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝✲Pr❡s❡r✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛ t♦❦❛♠❛❦✳ ■♥ ❏✳ ❋✉❤r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭❊❞s✮✱ ❡❞✐t♦r✱ ❙❡✲
✈❡♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡s ❢♦r ❈♦♠♣❧❡① ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❋❱❈❆✼✮✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ❥✉♥❡ ✷✵✶✹✳

❬✶✵❪ P❤✳ ❆♥❣♦t✱ ❚✳ ❆✉♣❤❛♥✱ ❛♥❞ ❖✳ ●✉ès✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ♣❧❛s♠❛ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❛ t♦❦❛♠❛❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱
✷✻✶✭✵✮ ✿✶ ✕ ✷✷✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✶❪ P❤✳ ❆♥❣♦t✱ ❈❤✳✲❍✳ ❇r✉♥❡❛✉✱ ❛♥❞ P✳ ❋❛❜r✐❡✳ ❆ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇✱✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ✽✶✭✹✮ ✿✹✾✼✕✺✷✵✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✷❪ ❚✳ ❆✉♣❤❛♥✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉
tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♣❧❛s♠❛ ❡♥ ❜♦r❞ ❞❡ t♦❦❛♠❛❦✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ✷✵✶✵✳
■♥t❡r♥s❤✐♣ r❡♣♦rt✳
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❬✶✸❪ ❚✳ ❆✉♣❤❛♥✳ P❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✶✾✭✶✲✷✮✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✹❪ ❖✳ ❆①❡❧ss♦♥✳ ■t❡r❛t✐✈❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✻✳

❬✶✺❪ ❇✳ ❇❡♥s✐❛❧✐✱ ●✳ ❈❤✐❛✈❛ss❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ▲✐❛♥❞r❛t✳ Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡
t②♣❡ ♥❡✉♠❛♥♥✴r♦❜✐♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉ ❈❆◆❯▼ ✷✵✶✷✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✻❪ ❙✳ ❇❡♥③♦♥✐✲●❛✈❛❣❡ ❛♥❞ ❉✳ ❙❡rr❡✳ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❋✐rst✲♦r❞❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖①❢♦r❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✳ ❖①❢♦r❞
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✼❪ P✳ ❇♦❝❤❡✈ ❛♥❞ ❘✳ ❇✳ ▲❡❤♦✉❝q✳ ❖♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ♥❡✉♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❙■❆▼ ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✼✭✶✮ ✿✺✵✕✻✻✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✽❪ ❋✳ ❇♦✉❝❤✉t ❛♥❞ ❋✳ ❏❛♠❡s✳ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆♥❛❧✳✱ ✸✷ ✿✽✾✶✕✾✸✸✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✽✳

❬✶✾❪ ❍✳ ❇r❡③✐s✳ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ t❤é♦r✐❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊❞✐t✐♦♥s ❉✉♥♦❞✱ P❛r✐s✱ ✶✾✾✾✳

❬✷✵❪ ❚✳ ❇✉✛❛r❞✱ ❚✳ ●❛❧❧♦✉ët✱ ❛♥❞ ❏✳✲▼✳ ❍ér❛r❞✳ ❆ s❡q✉❡❧ t♦ ❛ r♦✉❣❤ ●♦❞✉♥♦✈ s❝❤❡♠❡ ✿
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧ ❣❛s❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❋❧✉✐❞s✱ ✷✾✭✼✮ ✿✽✶✸ ✕ ✽✹✼✱ ✷✵✵✵✳

❬✷✶❪ ❍✳ ❇✉✛❡r❛♥❞✱ ❇✳ ❇❡♥s✐❛❧✐✱ ❏✳ ❇✉❝❛❧♦ss✐✱ ●✳ ❈✐r❛♦❧♦✱ P✳ ●❡♥❡s✐♦✱ P❤✳ ●❤❡♥❞r✐❤✱ ❨✳ ▼❛r❛♥✲
❞❡t✱ ❆✳ P❛r❡❞❡s✱ ❋✳ ❙❝❤✇❛♥❞❡r✱ ❊✳ ❙❡rr❡✱ ❛♥❞ P✳ ❚❛♠❛✐♥✳ ◆❡❛r ✇❛❧❧ ♣❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡ s♦❧❡❞❣❡✷❞✲❡✐r❡♥❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆✉❝❧❡❛r
▼❛t❡r✐❛❧s✱ ✹✸✽✱ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t✭✵✮ ✿❙✹✹✺ ✕ ❙✹✹✽✱ ✷✵✶✸✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❧❛s♠❛✲❙✉r❢❛❝❡ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❋✉s✐♦♥ ❉❡✈✐❝❡s✳

❬✷✷❪ ●✳ ❈❛r❜♦✉ ❛♥❞ P✳ ❋❛❜r✐❡✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❢♦r ❛ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✈✐s❝♦✉s ✐♥❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✽✭✶✷✮ ✿✶✹✺✸✕✶✹✽✵✱ ✷✵✵✸✳

❬✷✸❪ ❈✳ ❈❤❛✐♥❛✐s✲❍✐❧❧❛✐r❡t ❛♥❞ ❊✳ ●r❡♥✐❡r✳ ❈♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥✳ ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ✲ ❙❡r✐❡s ■ ✲ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
✸✸✵✭✽✮ ✿✼✸✼ ✕ ✼✹✵✱ ✷✵✵✵✳

❬✷✹❪ ❆✳❱✳ ❈❤❛♥❦✐♥✱ ❏✳P✳ ❈♦❛❞✱ ●✳ ❈♦rr✐❣❛♥✱ ❙✳❏✳ ❉❛✈✐❡s✱ ❙✳❑✳ ❊r❡♥ts✱ ❍✳❨✳ ●✉♦✱ ●✳❋✳ ▼❛t✲
t❤❡✇s✱ ●✳❏✳ ❘❛❞❢♦r❞✱ ❏✳ ❙♣❡♥❝❡✱ P✳❈✳ ❙t❛♥❣❡❜②✱ ❛♥❞ ❆✳ ❚❛r♦♥✐✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s♦❧ ✢♦✇s
❛♥❞ t❛r❣❡t ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ❥❡t ✜❡❧❞ r❡✈❡rs❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❡❞❣❡✷❞ ❝♦❞❡✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
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❬✷✺❪ ❏✳ ❈❤❛③❛r❛✐♥ ❛♥❞ ❆✳ P✐r✐♦✉✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▲✐♥❡❛r P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✶✾✽✷✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❡♥❝❤✳

❬✷✻❪ P✳ ❉❡❣♦♥❞✱ ❋✳ ❉❡❧✉③❡t✱ ❛♥❞ ❈✳ ◆❡❣✉❧❡s❝✉✳ ❆♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r str♦♥❣❧②
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✫ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✽✭✷✮ ✿✻✹✺✕✻✻✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✼❪ P✳ ❉❡❣♦♥❞✱ ❆✳ ▲♦③✐♥s❦✐✱ ❏✳ ◆❛rs❦✐✱ ❛♥❞ ❈✳ ◆❡❣✉❧❡s❝✉✳ ❆♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❤✐❣❤❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐❝r♦✕♠❛❝r♦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧
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❬✺✶❪ ■✳ ❘❛♠✐èr❡✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ Pr♦✈❡♥❝❡✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✷❪ ■✳ ❘❛♠✐èr❡✱ P❤✳ ❆♥❣♦t✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇❡❧❧✐❛r❞✳ ❆ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♣r❡❛❞
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥
❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✻✭✹✕✻✮ ✿✼✻✻ ✕ ✼✽✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✺✸❪ ❏✳ ❘❛✉❝❤✳ ❇♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❧✐♠✐ts ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛❧❧ s♣❛❝❡✳ ■♥ ❙é♠✐♥❛✐r❡
●♦✉❧❛♦✉✐❝✲❙❝❤✇❛rt③✱ ❡①♣♦sé ◆♦✳ ✸✱ ✶✾✼✽✲✶✾✼✾✳

❬✺✹❪ ❏✳ ❇✳ ❘❛✉❝❤✳ ❙②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝✐t②✳ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✷✾✶✭✶✮ ✿✶✻✼✕✶✽✼✱ ✶✾✽✺✳

❬✺✺❪ ❏✳ ❇✳ ❘❛✉❝❤ ❛♥❞ ❋✳ ❏✳ ■■■ ▼❛ss❡②✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✐♥✐t✐❛❧✲
❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✶✽✾ ✿✸✵✸✕✸✶✽✱ ✶✾✼✹✳

❬✺✻❪ ❆✳ ❙❛rt❤♦✉✱ ❙✳ ❱✐♥❝❡♥t✱ P✳ ❆♥❣♦t✱ ✱ ❛♥❞ ❏✳ P✳ ❈❛❧t❛❣✐r♦♥❡✳ ❚❤❡ ❙✉❜✲▼❡s❤ ♣❡♥❛❧t② ♠❡✲
t❤♦❞✳ ■♥ ❘✳ ❊②♠❛r❞✱ ❡❞✐t♦r✱ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡s ❢♦r ❈♦♠♣❧❡① ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❱ ✭Pr♦❜❧❡♠s ✫
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✮✱ ♣❛❣❡ ✻✸✸✕✻✹✵✳ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✵✽✳

❬✺✼❪ ❱✳❑ ❙❛✉❧✬❡✈✳ ❖♥ s♦❧✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r②✲✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡rs ❜②
✜❝t✐t✐♦✉s✲❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙✐❜❡r✐❛♥ ▼❛t❤✳ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✹✱ ✶✾✻✸✳ ✭✐♥ ❘✉ss✐❛♥✮✳

❬✺✽❪ ❍✳ ❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣ ❛♥❞ ❑✳ ●❡rst❡♥✳ ❇♦✉♥❞❛r② ▲❛②❡r ❚❤❡♦r②✳ P❤②s✐❝ ❛♥❞ ❛str♦♥♦♠②✳
▼❛❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ✷✵✵✵✳

❬✺✾❪ ❘✳❊✳ ❙❤♦✇❛❧t❡r✳ ▼♦♥♦t♦♥❡ ❖♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❇❛♥❛❝❤ ❙♣❛❝❡ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✉r✈❡②s ❛♥❞ ♠♦♥♦❣r❛♣❤s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱
✶✾✾✼✳

❬✻✵❪ P✳ ❚❛♠❛✐♥✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡s t♦❦❛♠❛❦s✱ ❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱
tr❛♥s♣♦rt ❡t t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ Pr♦✈❡♥❝❡✱ ✷✵✵✼✳

❬✻✶❪ P✳ ❚❛♠❛✐♥✱ P❤✳ ●❤❡♥❞r✐❤✱ ❊✳ ❚s✐tr♦♥❡✱ ❱✳ ●r❛♥❞❣✐r❛r❞✱ ❳✳ ●❛r❜❡t✱ ❨✳ ❙❛r❛③✐♥✱ ❊✳ ❙❡rr❡✱
●✳ ❈✐r❛♦❧♦✱ ❛♥❞ ●✳ ❈❤✐❛✈❛ss❛✳ ❚♦❦❛♠✲✸❞ ✿ ❆ ✸❞ ✢✉✐❞ ❝♦❞❡ ❢♦r tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t♦❦❛♠❛❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✷✾✭✷✮ ✿✸✻✶ ✕ ✸✼✽✱
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❬✻✷❪ ❨✳✲❍✳ ❚s❡♥❣ ❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ❋❡r③✐❣❡r✳ ❆ ❣❤♦st✲❝❡❧❧ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢♦✇ ✐♥
❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✶✾✷✭✷✮ ✿✺✾✸ ✕ ✻✷✸✱ ✷✵✵✸✳

❬✻✸❪ ❇ ✈❛♥ ▲❡❡r✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✳ ✈✳ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❡q✉❡❧
t♦ ●♦❞✉♥♦✈✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✸✷✭✶✮ ✿✶✵✶ ✕ ✶✸✻✱ ✶✾✼✾✳

❬✻✹❪ ❍✳❑✳ ❱❡rst❡❡❣ ❛♥❞ ❲✳ ▼❛❧❛❧❛s❡❦❡r❛✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ✿
❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞✳ P❡❛rs♦♥ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ▲✐♠✐t❡❞✱ ✷✵✵✼✳

❬✻✺❪ ▼✳✲❍✳ ❱✐❣♥❛❧✳ ❆ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❤❡
q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧ ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❡✉❧❡r✕♣♦✐ss♦♥ s②st❡♠✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
✼✵✭✻✮ ✿✶✼✻✶✕✶✼✽✼✱ ✷✵✶✵✳

❬✻✻❪ ❊✳ ❩❡✐❞❧❡r ❛♥❞ ▲✳❋✳ ❇♦r♦♥✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ▲✐♥❡❛r
♠♦♥♦t♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■■✴❆✳ ▼♦♥♦t♦♥❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✴ tr❛♥s❧✳ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛♥❞ ❜② ▲❡♦ ❋✳
❇♦r♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✵✳



❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✬✉♥ ré❛❝t❡✉r à
❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ t♦❦❛♠❛❦✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✐ss✉s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡ ❜♦r❞✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ t♦❦❛♠❛❦✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❛ été
❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❉❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥t été ré❛❧✐sés s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ✶❉✳ ❯♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ été ét❡♥❞✉❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ q✉❛s✐❧✐♥é❛✐r❡
❛✈❡❝ ❜♦r❞ ♥♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s
s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✉
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✐♥ ❛ t♦❦❛♠❛❦

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✇❛❧❧ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ❢✉s✐♦♥ r❡❛❝t♦r s✉❝❤
❛s ❛ t♦❦❛♠❛❦✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐ss✉❡❞
❢r♦♠ ❡❞❣❡ ♣❧❛s♠❛ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐ss✉❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t♦❦❛♠❛❦ ✇❛❧❧✿ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✈♦❧✉♠❡
♣❡♥❛❧t② ♠❡t❤♦❞s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ q✉❛s✐❧✐♥✲
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