
HAL Id: tel-00978518
https://theses.hal.science/tel-00978518

Submitted on 14 Apr 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Collisional-radiative and macroscopic models for the
thermochemical relaxation of non-equilibrium

hypersonic flows
Aurélien Guy

To cite this version:
Aurélien Guy. Collisional-radiative and macroscopic models for the thermochemical relaxation of non-
equilibrium hypersonic flows. Other. Ecole Centrale Paris, 2013. English. �NNT : 2013ECAP0073�.
�tel-00978518�

https://theses.hal.science/tel-00978518
https://hal.archives-ouvertes.fr


✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✐ ✖ ★✶
✐

✐

✐

✐

✐

✐

➱❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ P❛r✐s

❚❍➮❙❊
♣rés❡♥té❡ ♣❛r

❆✉ré❧✐❡♥ ●✉②

♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉

●❘❆❉❊ ❞❡ ❉❖❈❚❊❯❘

❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ✿ ➱♥❡r❣ét✐q✉❡

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ✿ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬➱♥❡r❣ét✐q✉❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡
❡t ▼❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ✭❊▼✷❈✮
❞✉ ❈◆❘❙ ❡t ❞❡ ❧✬❊❈P

❈♦❧❧✐s✐♦♥❛❧✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡
t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✶✻ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✸

❘❛♣♣♦rt❡✉rs ✿
▼✳ ❇r✉♥♦ ❉✳ ❈❤❡r❝❤❡✉r ❈◆❘✱ ■▼■P
▼♠❡ ❑✉st♦✈❛ ❊✳ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❙t✳ P❡t❡rs❜✉r❣ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②

❏✉r② ✿
▼♠❡ ❇♦✉r❞♦♥ ❆✳ ❉✐r✳ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙✱ ❊▼✷❈ ❯P❘ ✷✽✽
▼✳ ❇✉❧t❡❧ ❆✳ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❈❖❘■❆ ❯▼❘ ✻✻✶✹
▼✳ ▼❛❣✐♥ ❚✳ ❆ss♦❝✐❛t❡ Pr♦❢❡ss♦r✱ ❱❑■ ❇❡❧❣✐q✉❡
▼♠❡ P❡rr✐♥ ▼✳✲❨✳ ❉✐r✳ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙✱ ❊▼✷❈ ❯P❘ ✷✽✽
▼✳ ❚r❛♥ P✳ ■♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❊❆❉❙ ❆❙❚❘■❯▼

➱❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ ❞❡s ❆rts ❡t ▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡s
●r❛♥❞ ➱t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t s♦✉s t✉t❡❧❧❡
❞✉ ▼✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧✬➱❞✉❝❛t✐♦♥ ◆❛t✐♦♥❛❧❡
●r❛♥❞❡ ❱♦✐❡ ❞❡s ❱✐❣♥❡s
✾✷✷✾✺ ❈❤ât❡♥❛②✲▼❛❧❛❜r② ❈❡❞❡①
❚é❧ ✿ ✸✸ ✭✶✮ ✹✶ ✶✸ ✶✵ ✵✵
❚é❧❡① ✿ ✻✸✹ ✾✾✶ ❋ ❊❈ P❆❘■❙

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬➱♥❡r❣ét✐q✉❡
▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡t ▼❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱
❈♦♠❜✉st✐♦♥ ✭❊✳▼✷✳❈✳✮
❯P❘ ✷✽✽✱ ❈◆❘❙ ❡t ➱❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ P❛r✐s
❚é❧ ✿ ✸✸ ✭✶✮ ✹✶ ✶✸ ✶✵ ✸✶
❋❛① ✿ ✸✸ ✭✶✮ ✹✼ ✵✷ ✽✵ ✸✺

✷✵✶✸❊❈❆P✵✵✼✸

❏✉r② ✲ ❏✉r② ✲ ❏✉r② ✲ ❏✉r② ✲ ❏✉r② ✲ ❏✉r② ✲ ❏✉r② ✲ ❏✉r② ✲ ❏✉r②



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✐✐ ✖ ★✷
✐

✐

✐

✐

✐

✐



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✐✐✐ ✖ ★✸
✐

✐

✐

✐

✐

✐

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❈❡ s♦♥t ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛✈❡❝ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ❧♦rs ❞❡ ♠♦♥ st❛❣❡ à ❧✬❖♥❡r❛ q✉✐ ♠✬♦♥t
❢❛✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡♥tré❡ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ♠✬♦♥t ✐♥❝✐té à ♠❡
❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❥❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❢❛✐t ♣❛rt❛❣❡r✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❊✉r♦♣é❡♥✱ q✉✐ ❛ ✜♥❛♥❝é ❝❡s
tr❛✈❛✉①✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬é✈♦❧✉❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧ très st✐♠✉❧❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ❧❡✉r ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ ❡t ♣❛r ❧❡✉r
♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❡t ❥❡ t✐❡♥s à ❧❡s ❡♥ r❡♠❡r❝✐❡r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t ❚❤✐❡rr② ▼❛❣✐♥ ❡t ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ▼✉♥❛❢ò ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❱♦♥ ❑❛r♠❛♥ ♣♦✉r ❧❡s
❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉❡s ❡t ❧❛ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

❏❡ ♠❡ t♦✉r♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ✈❡rs ♠❡s ❡♥❝❛❞r❛♥t❡s ❞❡ t❤ès❡✱ ❆♥♥❡ ❇♦✉r❞♦♥ ❡t ▼❛r✐❡✲
❨✈♦♥♥❡ P❡rr✐♥✱ ♣♦✉r ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡r ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡
♠❛ t❤ès❡ q✉❡ ❥❡ ♥❡ ♣❡✉① q✉✬❡ss❛②❡r ❞❡ rés✉♠❡r ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s✳ ❏✬❛✐ t♦✉✲
❥♦✉rs tr♦✉✈é ❧❛ ♣♦rt❡ ❞❡ ❧❡✉r ❜✉r❡❛✉ ♦✉✈❡rt❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ♠❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ❡t
❡❧❧❡s ♠✬♦♥t ❛❝❝♦r❞é ❧❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♠❡s tr❛✈❛✉① à
♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝❛s✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ été très ♠♦t✐✈❛♥t ♣♦✉r ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❆♥♥❡ ❇♦✉r❞♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣❛rt❛❣é s♦♥ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉r ❧❛
r❡♥tré❡ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❡♥❝♦✉r❛❣é ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s très st✐♠✉❧❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧✬■♥st✐t✉t ❱♦♥ ❑❛r♠❛♥✳ ❏❡
r❡♠❡r❝✐❡ ▼❛r✐❡✲❨✈♦♥♥❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ s♦♥ ❡①♣❡rt✐s❡ ❞❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❡t ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs s✉✐✈✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❉♦♠❡♥✐❝♦ ❇r✉♥♦ ❡t ❊❧❡♥❛ ❑✉st♦✈❛✱ q✉✐ ♠✬♦♥t
❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❆r♥❛✉❞ ❇✉❧t❡❧✱ ❚❤✐❡rr②
▼❛❣✐♥ ❡t P❤✐❧✐♣♣❡ ❚r❛♥ ❞✬❛✈♦✐r ❡①❛♠✐♥é ♠❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❡t ❞❡ s✬êtr❡
❞é♣❧❛❝és ♣♦✉r ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳

▼❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ✈❛ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❊▼✷❈
♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐✱ ❡t ❢❛✐t ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❛❣ré❛❜❧❡✳ ❏✬❛✐
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣ré❝✐é ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦❝t♦r❛♥ts✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ à ❈❧é✲
♠❡♥t ❡t ❋r❛♥ç♦✐s ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ♠♦♥ ❜✉r❡❛✉✱ ♣♦✉r ② ❛✈♦✐r ❢❛✐t ré❣♥❡r ✉♥❡
❛♠❜✐❛♥❝❡ t♦✉❥♦✉rs ❛❣ré❛❜❧❡✱ à ❆❞r✐❡♥✱ ♣♦✉r s❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✱ ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
s✉r ❧❛ r❡♥tré❡ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡✱ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ ❞❡ ❥♦✉❡r ❛✉ ❜❛s❦❡t✱ ❡t
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❋❧♦r❡♥❝❡✱ ▼❡❣❛♥ ❡t ❘❛♣❤❛ë❧ ✭❡t ❧❛ ❧✐st❡ ♥✬❡st ♣❛s t❡r♠✐♥é❡✮✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❜♦♥♥❡
❤✉♠❡✉r ❡t ❧❡✉rs ❝é❧è❜r❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡♥❣❛❣é❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ♠❡s ❛♠✐s ❡t ▲✉❝✐❛✳ ❏❡ s✉✐s ❤❡✉r❡✉① ❞❡ ❧❡s
❛✈♦✐r ✈✉s à ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ❞♦♥t ✐❧s ♦♥t ❛✐❞é à ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❥❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❛♥♥é❡s✳

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥
❈♦♠♠✉♥✐t②✬s ❙❡✈❡♥t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❬❋P✼✴✷✵✵✼✴✷✵✶✸❪ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t
❛❣r❡❡♠❡♥t ♥ ◦ ✷✹✷✸✶✶✳
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❆❜str❛❝t
❚❤❡ t❤❡r♠♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s ❜❡❤✐♥❞ str♦♥❣
s❤♦❝❦s ❛♥❞ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ✶❉ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❛✐♠s ❛t ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝✉r❛t❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡❡♥tr② ✢♦✇ ❝♦❞❡s✳
❋✐rst✱ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣
❛❝❝✉r❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r❝❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❦❡② r♦❧❡ ♦❢ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛
✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜❡❤✐♥❞
s❤♦❝❦s ❛♥❞ ✐♥ ♥♦③③❧❡s✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✈✐❛t❡ str♦♥❣❧②
❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣
❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ♥♦③③❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥s✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦✲
❣❡♥ ✢♦✇s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥✲
✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇❡❤✐♥❞ s❤♦❝❦s✱ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲
✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❢❡❡❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✉♣ ✉♥t✐❧ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s t❛❦❡ ♦✈❡r✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❧❡❛❞s t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛ t♦♦ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s✳ ■♥ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥✲
s✐♦♥s✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❧♦✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❛t ♠♦r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ r❛❞✐✲
❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s❧❛❜ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❛♥❞ t✇♦ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ str♦♥❣❧②
✐♠♣❛❝t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s
❛♥❞ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ✇✐t❤
t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❛♥
t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧✳
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❘és✉♠é

▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❤❡r♠♦✲❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❤②♣❡rs♦♥✐q✉❡s ❞✬❛③♦t❡ ❞❡rr✐èr❡
❞❡s ❝❤♦❝s ❢♦rts ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❞ét❡♥t❡s ❡♥ t✉②èr❡s ❡st ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✶❉ ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✳
❈❡s ♠♦❞è❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧s ❞ét❛✐❧❧és s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♣ré❝✐s ❡t ♣❡✉ ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ♠✉❧t✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ r❡♥tré❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❤♦rs éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
❡t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✴ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ▲❛ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st
❞é❝r✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣ré✲
❝✐s❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝♦♠♣❧été❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
❢♦r❝é✳ ▲❡ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛
s✉r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥ ✴ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡st ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧❡s ❝❤♦❝s ❡t ❞❛♥s ❧❡s t✉②èr❡s✳
▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ q✉✐ ❞é✈✐❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡s
❞ét❡♥t❡s ❡♥ t✉②èr❡s✱ rés✉❧t❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ ✴ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉① ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧s ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❧❡s
t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣r♦❞✉✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ❡t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❛✈❡❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡rr✐èr❡ ✉♥ ❝❤♦❝ ❡t tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ♣♦✉r
❧❡s ❞ét❡♥t❡s✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞ét❛✐❧❧é ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞✬❛③♦t❡
✐♦♥✐sé ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s rés♦♥❛♥ts
é❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❉❡rr✐èr❡ ❧❡s ❝❤♦❝s✱ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✬✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛❧✐♠❡♥t❛♥t ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡♥ é♥❡r❣✐❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s
é❧❛st✐q✉❡s é❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡ r❡❧❛✐s✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦✉r❛♠✲
♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ tr♦♣ r❛♣✐❞❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧❡s ❝❤♦❝s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞ét❡♥t❡s ❡♥
t✉②èr❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ é❧❡❝tr♦♥s ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡st ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s é❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡
❧❡s é❧❡❝tr♦♥s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és ❛✉① ❜❛s ♥✐✈❡❛✉① ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t q✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❝♦✉♣❧és ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s✳ ▲❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♠♦❞é❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♣❧❛♥s t❛♥❣❡♥ts✱ ✐♠♣❛❝t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠ét❛st❛❜❧❡ ❡t
❞❡ ❞❡✉① ét❛ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♣❧✉s é❧❡✈és ❞❡ N ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé à ❧✬❛③♦t❡ ✐♦♥✐sé✳ ❯♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞ét❛✐❧❧é
❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡rr✐èr❡ ✉♥ ❝❤♦❝ ❡t tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❡♥t❡s ❡♥ t✉②èr❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
♣r♦♣♦sé ❞é❝r✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s é❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳
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✐
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✐
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▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤r❡❡ ❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿

• ❆✳ ●✉②✱ ❆✳ ❇♦✉r❞♦♥ ❛♥❞ ▼✳ ❨✳ P❡rr✐♥ ✭✷✵✶✸✮✱ ✧❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t ♠✉❧t✐✲✐♥t❡r♥❛❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s✧✱ ❆■❆❆ ✷✵✶✸✲
✵✶✾✹✱ ✺✶st ❆■❆❆ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡s ▼❡❡t✐♥❣✱ ●r❛♣❡✈✐♥❡✱ ❚❡①❛s

• ❆✳ ●✉②✱ ❆✳ ❇♦✉r❞♦♥ ❛♥❞ ▼✳ ❨✳ P❡rr✐♥ ✭✷✵✶✸✮✱ ✧❈♦♥s✐st❡♥t ♠✉❧t✐✲✐♥t❡r♥❛❧✲
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇s✧✱ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s
✹✷✵✱ ✶✺✲✷✹

• ❆✳ ❇♦✉r❞♦♥✱ ❏✳ ❆♥♥❛❧♦r♦✱ ❆✳ ❇✉❧t❡❧✱ ▼✳ ❈❛♣✐t❡❧❧✐✱ ●✳ ❈♦❧♦♥♥❛✱ ❆✳ ●✉②✱
❚✳❊✳ ▼❛❣✐♥✱ ❆✳ ▼✉♥❛❢♦✱ ▼✳❨✳ P❡rr✐♥ ❛♥❞ ▲✳❉✳ P✐❡t❛♥③❛✱ ✧❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❤②♣❡rs♦♥✐❝s✧✱ ❚♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
❚❤❡ ❖♣❡♥ P❧❛s♠❛ P❤②s✐❝s ❏♦✉r♥❛❧
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❈♦♥t❡♥ts

❆❜str❛❝t ✈

❘és✉♠é ✈✐✐

◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ①✈

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

■ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢♦✇s ✾

✶ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢♦✇s ✶✶
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✷ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❛❝t✐✈❡ ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
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t♦ ✐♦♥✐③❡❞ ✢♦✇s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✵
✽✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻
✽✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③❡❞

♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✾
✽✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✸

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✻✺

❆ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆ ❛t♦♠s ✷✼✶
❆✳✶ ▼♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✳ ✷✼✶
❆✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆ ❛t♦♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✺
❆✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✵

❇ P❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✷✽✺

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✷✾✼
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✐

✐

✐

✐

✐

✐

◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

▲❛t✐♥ ❈❤❛r❛❝t❡rs ✿

b0 ❈r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r (m)
c ❙♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t (m.s−1)

c̃P,el ❍❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ❡♥❡r❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡ (J.K−1.kg−1)

ckP,el ❍❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ❡♥❡r❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.K−1.kg−1)

c̃P ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ♣❡r ✉♥✐t
♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡ (J.K−1.kg−1)

ckP,tr ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ♣❡r ✉♥✐t
♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.K−1.kg−1)

ckV,tr ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r ✉♥✐t
♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.K−1.kg−1)

c̃V,el ❍❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ❡♥❡r❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ❡❧❡❝✲
tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡ (J.K−1.kg−1)

ckV,el ❍❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ❡♥❡r❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ❡❧❡❝✲
tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ s♣❡❝✐❡s k ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss (J.K−1.kg−1)

ckV,exc ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r
✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.K−1.kg−1)

ckP,exc ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ♣❡r
✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.K−1.kg−1)

ciV,V ib ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss
♦❢ s♣❡❝✐❡s i (J.K−1.kg−1)

(CV )d,Mi ●❧♦❜❛❧ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r
❣r♦✉♣ i (J.kg−1.m3.mol−1.s−1)

(CV )r,Mi ●❧♦❜❛❧ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❢♦r ❣r♦✉♣ i (J.kg−1.m6.mol−2.s−1)

(EX)
f/b
i ●❧♦❜❛❧ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❢♦r✇❛r❞✴❜❛❝❦✇❛r❞ ❡①❝❤❛♥❣❡

r❡❛❝t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r ❣r♦✉♣ i (J.kg−1.m3.mol−1.s−1)
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①✈✐ ◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

(V T+)Mj→i ●❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❣❛✐♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❣r♦✉♣ i ❞✉❡
t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ j✱ ✉♥❞❡r ✐♠♣❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ s♣❡❝✐❡s M (J.kg−1.m3.mol−1.s−1)

(V T−)Mi→j ●❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❧♦ss ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❣r♦✉♣ i ❞✉❡
t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❣r♦✉♣ j✱ ✉♥❞❡r ✐♠♣❛❝t
✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❡s M (J.kg−1.m3.mol−1.s−1)

e ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ e = 1.6× 10−19C

eel ❊♥❡r❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ t❤❡
♠✐①t✉r❡ (J.kg−1)

ekel ❊♥❡r❣② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢
s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

ekexc ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

ekr ❘♦t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

ekt ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

ektr ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

ekV ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ s♣❡❝✐❡s k ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡ (J.kg−1)

ekv ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❧❡✈❡❧ v ♦❢ s♣❡❝✐❡s k ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss (J.kg−1)

ekV ib ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ s♣❡❝✐❡s k ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

eV ib ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ (J.kg−1)

Ek
d ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

Ek
ion ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

EX
v ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ❧❡✈❡❧ v ♦❢ s♣❡❝✐❡s X (J.kg−1)

Ei
X ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ❧❡✈❡❧ i ♦❢ s♣❡❝✐❡s X

(J.kg−1)

Eamb ❆♠❜✐♣♦❧❛r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ (V.m−1)
E ❚♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡ (J.kg−1)
fN2
v ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N2

fi(v, T
i
V ) ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ i

FI ■♥✈✐s❝✐❞ ✢✉① ✈❡❝t♦r
FV ❱✐s❝♦✉s ✢✉① ✈❡❝t♦r
gXi ❉❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ i ♦❢ s♣❡❝✐❡s ❳
hP P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t (J.s)
h ❚♦t❛❧ ❡♥t❤❛❧♣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡ (J.kg−1)
h0 ❊♥t❤❛❧♣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡ (J.kg−1)

hk0 ❊♥t❤❛❧♣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

hkf ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (J.kg−1)

I ■❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①
kB ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t (J.K−1)

kd,Mv ❘❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ v ❜② ✐♠♣❛❝t ✇✐t❤ s♣❡❝✐❡s
M (m3.mol−1.s−1)

kr,Mv ❘❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❧❡✈❡❧ v ❜② ✐♠♣❛❝t ✇✐t❤ s♣❡❝✐❡s
M (m6.mol−2.s−1)
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kr,f ❋♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r r❡❛❝t✐♦♥ r
kr,b ❇❛❝❦✇❛r❞ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r r❡❛❝t✐♦♥ r
ke−V
v→w ❘❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧

v t♦ ❧❡✈❡❧ w (m3.mol−1.s−1)

Keq ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t
KM

i→j ●❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r♦✉♣
i t♦ ❣r♦✉♣ j ❜② ✐♠♣❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❡s M (m3.mol−1.s−1)

Kr,M
i ●❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❣r♦✉♣ i ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥ r ❜② ✐♠♣❛❝t

✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❡s M
log ◆❛t✉r❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠
ṁ ▼❛ss ✢♦✇ r❛t❡ (kg.s−1)
mk ▼❛ss ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k (kg)
Mk ▼♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k (kg.mol−1)
[M ] ▼♦❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s M (mol.m−3)
NA ❆✈♦❣❛❞r♦ ❝♦♥st❛♥t k (m−3)
N i ❉❡♥s✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ i ♦❢ N ❛t♦♠ (m−3)
Nv

2 ❉❡♥s✐t② ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v ♦❢ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ (m−3)
Nk ❉❡♥s✐t② ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (m−3)
NS ❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡
P Pr✐♠✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❡❝t♦r
p ❚♦t❛❧ ♣r❡ss✉r❡ (Pa)
pH Pr❡ss✉r❡ ♦❢ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s (Pa)
pk P❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k (Pa)
Prad ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡ t❡r♠ (W.m−3)
qvib ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❤❡❛t ✢✉① (W.m−2)
qel ❊❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❡❛t ✢✉① (W.m−2)

Qk
t ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❡s k

Qk
rot ❘♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❡s k

Qk
vib ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❡s k

Qk
exc ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❡s k

R P❡r❢❡❝t ❣❛s ❝♦♥st❛♥t (J.K−1.mol−1)

rk P❡r❢❡❝t ❣❛s ❝♦♥st❛♥t ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s k
(J.K−1.kg−1)

S(U) ❙♦✉r❝❡ t❡r♠s ✈❡❝t♦r
T ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s (K)
Te ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s (K)
Texc ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ (K)
Tk ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ s♣❡❝✐❡s k (K)
Tvib ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ (K)
T i
V ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❣r♦✉♣ i (K)

T ❱✐s❝♦✉s str❡ss t❡♥s♦r ✭P❛✮
u ❱❡❧♦❝✐t② (m.s−1)
ve ❚❤❡r♠❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s (m.s−1)
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①✈✐✐✐ ◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

v0 ■♥✐t✐❛❧ s♣❡❡❞ (m.s−1)
vmax ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❢♦r N2

u ❱❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r (m.s−1)
U ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❡❝t♦r
Vk

d
❉✐✛✉s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r s♣❡❝✐❡s k (m.s−1)

Xv ❉❡♥s✐t② ♦❢ ❧❡✈❡❧ v ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ X (m−3)
yk ▼❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k
zk ▼♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k

●r❡❡❦ ❈❤❛r❛❝t❡rs ✿
ǫ0 ❱❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② (F.m−1)
γ̄ ❊✉❧❡r✬s ❝♦♥st❛♥t γ̄ ≈ 0.57721
λD ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ (m)
ω̇k ❈❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ✭kg.m−3.s−1)

ω̇r
k ❈❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ❞✉❡ t♦ ♣r♦❝❡ss r

✭kg.m−3.s−1)

Ω̄11
ek ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝✐❡s k

ΩCE ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str② (J.m−3.s−1)

ΩCV ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✲ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠
(J.m−3.s−1)

Ωe−dis ❊❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
(J.m−3.s−1)

Ωe−dis,vib ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
(J.m−3.s−1)

Ωe−T ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s
(J.m−3.s−1)

Ωe−V ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ (J.m−3.s−1)
ΩE ❊❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ (J.m−3.s−1)

Ωexch. ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥
(J.m−3.s−1)

Ωvib ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ (J.m−3.s−1)
Ωi
V ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i (J.m−3.s−1)

ΩV T ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s (J.m−3.s−1)

ΩX,P ΩX,P = ΩX − ω̇X
N2

· eN2

V ib ❋♦r ♣r♦❝❡ss X✱ ♥❡t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
❝r❡❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ N2 ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss X✳

Φ ❊❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ (V )
νek ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ s♣❡❝✐❡s k (s−1)
νk,r ❋♦r✇❛r❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r s♣❡❝✐❡s k ✐♥ r❡❛❝t✐♦♥ r
ν ′k,r ❇❛❝❦✇❛r❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r s♣❡❝✐❡s k ✐♥ r❡❛❝t✐♦♥ r
ρ ❉❡♥s✐t② ✭kg.m−3✮
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◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ①✐①

σek ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ s♣❡❝✐❡s k
(m2)

τe−V ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ (s)
τe−T ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ (s)

θkV ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s k (K)

θkrot ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s k (K)

❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✿

❇ ❙❡t ♦❢ s♣❡❝✐❡s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t Te ❡①❝❡♣t
❡❧❡❝tr♦♥s

❇❊ B ∪ {e−}
❍ ❙❡t ♦❢ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s
❙ ❙❡t ♦❢ ❛❧❧ s♣❡❝✐❡s
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❊❛rt❤ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ✈❡ss❡❧
❝❛rr②✐♥❣ ❛str♦♥❛✉ts ❛♥❞✴♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐s ❜♦t❤ ❛ ♥❡❡❞ ❛♥❞ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ■♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡ s♣❛❝❡s❤✐♣ ♦✇♥s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✳ ■t ❝❛♥ ✈❛r② ❢r♦♠ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐③❛t✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❛ ♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❙t❛t✐♦♥ ✭7.8 km.s−1✮ t♦ ♠♦r❡
t❤❛♥ 12 km.s−1 ❢♦r ✐♥t❡r♣❧❛♥❡t❛r② tr❛✈❡❧s✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙t❛r❞✉st
❛♥❞ ❍❛②❛❜✉s❛ ♣r♦❜❡s✱ t❤❡ t✇♦ ❢❛st❡st ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❡✈❡r ❝❛♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❊❛rt❤
❛❢t❡r ❧♦♥❣ ♠✐ss✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡♠♦t❡ ❛s✲
t❡r♦✐❞s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❡♥tr② ✐♥t♦ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ s❤✐♣ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❤❡❛t
✢✉① ♦✈❡r t❤❡ s❤✐♣ str✉❝t✉r❡✱ s♦ ✐♥t❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❦❡② ✐ss✉❡ ❢♦r t❤❡ s❤✐♣ ❞❡s✐❣♥
✭❆♥❞❡rs♦♥ ✷✵✵✻✮✳

❙♦ ❢❛r✱ t✇♦ ♠❛✐♥ s♣❛❝❡s❤✐♣ s❤❛♣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ✐s ❝❡r✲
t❛✐♥❧② t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❣❧✐❞✐♥❣ r❡❡♥tr② ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ s✉r❢❛❝❡s
t♦ ♠♦♥✐t♦r ✐ts tr❛❥❡❝t♦r②❀ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ t❤❡ ♥♦✇ r❡t✐r❡❞ ❆♠❡r✲
✐❝❛♥ ❙♣❛❝❡ ❙❤✉tt❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♥♦✇❛❞❛②s t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
t❤❡ r❡❡♥tr② s❤✐♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❞ ❛r❡ r❡❡♥tr② ❝❛♣s✉❧❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢❡❛t✉r❡ t♦
❝r❡❛t❡ ❧✐❢t✳ ❚❤❡ ♠♦♦♥✇❛❧❦❡rs ✇❡♥t ❜❛❝❦ t♦ ❊❛rt❤ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❆♣♦❧❧♦ ❝❛♣s✉❧❡✳ ❚♦✲
❞❛②✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡❡♥tr② ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ s❡r✈✐❝❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❛str♦♥❛✉ts ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❙t❛t✐♦♥ ✐s ❘✉ss✐❛✬s ❙♦②♦✉③ ❚▼❆ ❝❛♣s✉❧❡✳ ❘❡❝❡♥t ❙t❛r❞✉st
❛♥❞ ❍❛②❛❜✉s❛ ✈❡ss❡❧s ✇❡r❡ ❝❛♣s✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ✈❡ss❡❧ ❜✉✐❧t ❜② ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠
t♦ ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ r❡❡♥tr② ✐s ❙♣❛❝❡❳✬s ❉r❛❣♦♥ ❝❛♣s✉❧❡✳
❚❤❡ ❝❛♣s✉❧❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦♥❡ ❢♦r ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧♦✇❡r
❝♦st ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ r❡❡♥tr✐❡s✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ✐♥❞✐s♣✉t❛❜❧❡ s✉❝❝❡ss❡s✱ ❧❛r❣❡ ♣r♦❣r❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ r❡❡♥tr② s❤✐♣s✳ ❆ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❤❡❛t s❤✐❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦t❡❝ts
t❤❡ s❤✐♣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥s❡ ❤❡❛t✐♥❣✱ ❜✉t ❤♦✇❡✈❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s❤✐♣✱ t♦ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♣❛②❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❤❡❛t s❤✐❡❧❞ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱
❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡rs t♦ ✉s❡ ❧❛r❣❡ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡
♦✈❡r✲s✐③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤✐❡❧❞ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ♠❛ss✳ ❚❤✉s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ r❡❡♥tr② ♣❤②s✐❝s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t s❤✐❡❧❞ ♠❛ss✱ t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜t
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♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♣❛②❧♦❛❞ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✉❝✐❛❧
t♦ ❞❡s✐❣♥ ❤❡❛t s❤✐❡❧❞s ❛❜❧❡ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡t✉r♥ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ ♠✐ss✐♦♥s t♦ r❡♠♦t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❛♥ ❛st❡r♦✐❞✱ ♦r
❡✈❡♥ ❛ ▼❛rs s❛♠♣❧❡ r❡t✉r♥ ♠✐ss✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❡♥tr② ✈❡❧♦❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥
❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ 21 km.s−1 ✭▲❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦❛t❡ ✶✾✻✻✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❤✐♣ ❝♦♠❡s
❜❛❝❦✱ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛
s❛❢❡ r❡❡♥tr②✱ ❛ ♣r♦♣❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝❡❧❡r❛t❡
t♦ ❛ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❡①tr❛ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢✉❡❧ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ✉s❡❧❡ss❧② ♣r♦♣❡❧❧❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❛st❡r♦✐❞ ✭♦r ▼❛rs✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①tr❡♠❡❧②
♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ♣❛②❧♦❛❞ ✴ ❡♥❡r❣② ❝♦st r❛t✐♦✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❞✐r❡❝t
r❡❡♥tr② ❛t ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞r❛st✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❛♠❜✐t✐♦✉s ♦✉t❡r s♣❛❝❡ ♠✐ss✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ ❝♦st✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ♠✐ss✐♦♥s✱ ❤❛s ♣✉s❤❡❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛❣❡♥❝✐❡s t♦ s✉st❛✐♥ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ r❡❡♥tr② ♣❤②s✐❝s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✺✵s ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s
❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳
❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡✛♦rts ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧②
❜❛s❡❞ ❜✉t st✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✲❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ r❡❡♥tr②

❚❤❡ ❤❡❛t s❤✐❡❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ str❡ss❡s ❞✉r✐♥❣ r❡❡♥tr②✿ ❝♦♥✲
✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛t ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❤✐♣✱ ❛ str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐t✱ t❤❛t ❤❡❛ts
t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛✐r t♦ s❡✈❡r❛❧ t❡♥s t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❑❡❧✈✐♥s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤
❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t ✢✉①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥t❡♥s❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦t
s❤♦❝❦ ❧❛②❡r ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ s❤✐❡❧❞ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s ❛❞❞s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t ✢✉①✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ▲✉♥❛r r❡t✉r♥
❡♥tr② ✭❈❛✉❝❤♦♥ ✶✾✻✼✱ ❏♦❤♥st♦♥ ✷✵✵✻✮✳

❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ ✢♦✇
❛r♦✉♥❞ ❛ r❡❡♥tr② ❝❛♣s✉❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✶✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ ❣♦❡s t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❇❡❤✐♥❞ t❤✐s s❤♦❝❦ t❤❡ ❣❛s ❡①♣❡r✐✲
❡♥❝❡s ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s s♣❡❝✐❡s ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✱ P❛♥❡s✐ ✷✵✵✾❜✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❜♦t❤ ❞r✐✈❡s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥
❜② t❤❡ s❤♦❝❦ ❧❛②❡r ✭❍❛rt✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷✱ ❏♦❤♥st♦♥ ✷✵✵✻✱ ▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ P❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r♦✉♥❞ ❛ r❡❡♥tr② ❝❛♣s✉❧❡✳ ❈♦✉rt❡s② ♦❢ ◆❆❙❆✳

❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ str♦♥❣❧②
❛✛❡❝ts t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❤♦❝❦ ❧❛②❡r✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❣❛s r❡❛❝❤❡s t❤❡ s❤✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞
❛t♦♠s r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛♥❞ ♦♥t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡
❛❞s♦r❜❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ tr❛♥s♠✐t t❤❡✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s❡✈❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①
✭❍❡r❞r✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✳ ■❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛❜❧❛t✐✈❡✱ ❧✐❦❡ ◆❆❙❆✬s P■❈❆ ♠❛t❡r✐❛❧✱
t❤❡ s❤✐❡❧❞ ❝❛♥ ❡✈❛♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ❤❡❛t
♦❢ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❡♥❞♦t❤❡r♠✐❝ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts❀ t❤❡
❧❛tt❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡r✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❧❛②❡r ❢r♦♠ ❧❛♠✐♥❛r t♦ t✉r❜✉❧❡♥t r❡❣✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ③♦♥❡✱ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r ♦♥❡✳ ❆❧s♦✱ ✐♠♣♦rt❛♥t
✈✐s❝♦✉s ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♦❝❝✉rs ✭❆♥❞❡rs♦♥ ✷✵✵✻✮ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s t❤❡ ✢♦✇ ♠♦✈❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❛♣s✉❧❡✱
❛t♦♠s ❛♥❞ ✐♦♥s r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛❢t❡r❜♦❞② ❤❡❛t✐♥❣✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❣❛s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ✭r♦t❛t✐♦♥❛❧✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮ ♦❢ t❤❡ ❣❛s s♣❡❝✐❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧②
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t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✱ ●♥♦✛♦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✾✱ ▲❡❡ ✶✾✽✹✮ ♠❛❦❡
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♦✇♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿
Trot ❛♥❞ Tvib ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝✐❡s✱ Texc ❢♦r
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s✱ Te ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❆❧❧ t❤❡s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❤❡❛✈②
s♣❡❝✐❡s T ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♠♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ❢♦❧❧♦✇ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t
t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❤✐♥❞
s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✱
❇✉❧t❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✱ P❛♥❡s✐ ✷✵✵✾❜✮✳ ❙tr♦♥❣ ❞❡♣❛rt✉r❡s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ♥♦③③❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥s ✭❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✱ ❑✉st♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸✱ ❈♦❧♦♥♥❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✱
▼✉♥❛❢ó ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭P❛♥❡s✐
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✮ t❤❛t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
s❧♦✇❧② ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❛♥ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛② ❜❡ ♦♣❡♥
t♦ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐t✉✲
❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❢♦❧❧♦✇ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❇r✉♥♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷✱
❇✉❧t❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✱ ❈❤❛✉✈❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷✱ ❈♦❧♦♥♥❛ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✷✵✵✶✱ ❏♦❤♥✲
st♦♥ ✷✵✵✻✱ P❛♥❡s✐ ✷✵✵✾❜✱ P✐❡rr♦t ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾✱ ❙❛rr❡tt❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❙✉r③❤✐❦♦✈
✷✵✶✷✮✳ ■♥ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s
r❡q✉✐r❡s ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢
❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧
❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢
t❤❡ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭▼✉♥❛❢ó ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱ P❛♥❡s✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✮✱ r❡❧②✐♥❣ ♦❢ ❛ r♦✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r N2 −N ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡
❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐sts ♦♥❧② ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❡♣ ✐s t♦ ❛❞❞r❡ss ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r♦t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ T ✳
❊✛♦rts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✭❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✱ P❛♥❡s✐ ✷✵✵✾❜✮ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤✐♥❞
s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❦♥♦✇♥ t♦
❛✛❡❝t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤✐♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ♥♦③③❧❡s ✶✳ ▲❛st✱

✶❋❧✐❣❤t ❞❛t❛ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❝❛r❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ✉s❡ ✐♥✲✢✐❣❤t ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❣❡t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛r❝ ❤❡❛t❡rs
❛♥❞ ♣❧❛s♠❛tr♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❧♦✇ s♣❡❡❞ ❜✉t ❤✐❣❤ ❡♥t❤❛❧♣② ✢♦✇s ✭▼❝■♥t②r❡ ❡t ❛❧✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺

✐♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s str♦♥❣❧②
❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✮ ❛♥❞ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡
✭P❛♥❡s✐ ✷✵✵✾❜✮✱ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❜✉❞❣❡t ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❚♦ st✉❞② r✐❣♦r♦✉s❧② t❤❡s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦♦❧❀ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❋r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✹❡♥tr② ♣r♦❥❡❝t
✭❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ P❧❛s♠❛ ▼♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ P❧❛♥❡t❛r② ❊♥tr②
Pr♦❜❧❡♠✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❛r❡✿

• Pr♦✈✐❞❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣❛s s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str② ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥s✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

• ❯s❡ t❤❡s❡ ❞❛t❛ t♦ st✉❞② t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❈❋❉ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱

• Pr♦✈✐❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡
❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P❤②s✹❡♥tr②
♣r♦❥❡❝t✱ ✇❛s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲
st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳

❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✜rst t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✴ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣②
♠♦❞❡s ✐♥ ❛♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❤✐♥❞ ❛

✷✵✵✵✱ ❇♦tt✐♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼✱ ❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸✮✱ t❤❛t ❛r❡ t❤❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t♦ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ s♣❡❡❞s
❜② ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♥♦③③❧❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❡♥tr② s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛ t❡st ♠♦❞❡❧ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ✢♦✇✳ ❍❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✢♦✇s ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts✳ ❆s t❤❡s❡ ✢♦✇s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①❤✐❜✐t ❧❛r❣❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❣♦♦❞ t❡st ❝❛s❡s
❢♦r ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s ✐♥ r❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ st✉❞② r❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ✜rst✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s
t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s
t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r
✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡t❛✐♥❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s✱
❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡② ②✐❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳
❚❤❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❲✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t✇♦ str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲
st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ❛ ❤②♣❡rs♦♥✐❝
♥♦③③❧❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❆ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞
❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ■♥ t❤✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t♦ r❡♣r❡✲
s❡♥t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ♦♥
♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡s✳ ◆♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss ✐ts
❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐✲
tr♦❣❡♥ ✢♦✇s✳ ❈❤❛♣t❡r ✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠✐①t✉r❡s✱ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❛ss❡ss❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❡①✲
♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡ ❢♦r t✇♦ t②♣✐❝❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡s✳
❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥✲
❡r❣② ♠♦❞❡s ❛♥❞ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣
t❤❡ ✢♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧
❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣r♦✲
❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤♦❝❦ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼

✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ Tvib = Te✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥
❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛s❡s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥❞
s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
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P❛rt ■

P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢♦✇s
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❈❤❛♣t❡r ✶

P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢♦✇s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs t♦
♠♦❞❡❧ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s✳ ❆ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② ❛
s♣❛❝❡s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤✐♥ ✉♣♣❡r ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s❡ ❧❛②❡rs
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❝❝✉rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❤✐♣ ♦r ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ❢❛❝✐❧✐t② t❤❛t ✐s ✉♥❞❡r st✉❞②✱ t❤❡ ♠❛❥♦r
♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♦✉r st✉❞② ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s
❛♥❞ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱ ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
✐♦♥✐③❡❞ ✢♦✇s✳

✶✳✷ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❛❝t✐✈❡
✢♦✇

✶✳✷✳✶ P❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤②♣❡r✲
s♦♥✐❝ ✢♦✇s

❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❑♥✉❞s❡♥
♥✉♠❜❡r ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✉s❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♦r ❊✉❧❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❛s ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❛t♦♠s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✐♦♥s✮ ❛♥❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r
t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♦❢ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s
t❤❡r♠❛❧✐③❡s ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s t❤❡r♠❛❧✐③❡s q✉✐❝❦❧② ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
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✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s

Te✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤❡❛✈②
♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣❛s❡s ❛r❡ s❧♦✇
❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ T ❛♥❞ Te✳

●❛s ♠✐①t✉r❡
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠✐①t✉r❡s
❡✐t❤❡r ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
✉♥❞❡r st✉❞②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② s✐♥❣❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s
✉♥❞❡r st✉❞② ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ s♣❡❝✐❡s ❛♠♦♥❣ N2, N, N

+
2 , N

+, e−✳

❚❤❡r♠❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ♠❛② ❜❡ s❧♦✇✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡
st✉❞✐❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❘❡❝❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❜② ▼✉♥❛❢ó ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱
✉s✐♥❣ ❛ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r N2 − N ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❛t ❜❡❤✐♥❞ ❛ str♦♥❣
s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡s✉❧ts ✐♥
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ P❛♥❡s✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r s♦ ❢❛r✱ r♦✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ t❤❡
P❤②s✹❡♥tr② ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛♥❞ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ T ✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

• ❚❤❡ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t ❛t ❛ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ Tvib ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡
✭❡✳❣✳ N2✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
❡q✉❛t✐♦♥✿

dt(ρN2
) = ω̇N2

✭✶✳✶✮

dt(ρN2
eN2

V (Tvib)) = Ωvib ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ ρN2
✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ N2✱ ω̇N2

✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ eN2

V ✐s
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2 ❛♥❞ Ωvib ✐s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
s♦✉r❝❡ t❡r♠✳

• ❚❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②



✐
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✶✸

❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❞❡♥s✐t② ρvN2
✿

dt(ρNv
2
) = ω̇Nv

2
; v = 0 : vmax − 1 ✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ vmax ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦✉♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ N2✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❝❝✉rs ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦
♦❝❝✉r ❜♦t❤ ❜❡❤✐♥❞ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✭P❛♥❡s✐ ✷✵✵✾❜✮✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧✿ ♥❡❣❧❡❝t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✮✱ ♦r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♦r ✉s❡ ❛ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❚r❛♥s♣♦rt
❚r❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ s♣❡❝✐❡s ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s str❡ss ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳ ❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ tr❛♥s✲
♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

P❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts
❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡❡♥tr② ✈❡❧♦❝✐t② ✢♦✇s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ 10% ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ♥♦ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♥♦r ❝✉rr❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✮✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠❜✐♣♦❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ✭❈❛♥❞❧❡r ❛♥❞ ◆♦♠♣❡❧✐s ✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❛❞♦♣t❡❞ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
■♥ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣❛s❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥t❤❛❧♣② ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r ❡①❝✐t❡❞ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❢♦r ❡♥t❤❛❧♣②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ r❡✲
q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❡①✲
♣❛♥s✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ✢♦✇ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✷ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❛❝t✐✈❡ ✢♦✇

❚♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳
❘❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ r❡❛❝t✐✈❡
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✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s

✢♦✇s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

∂t(ρi) +∇ · (ρi✉) = ω̇i
coll + ω̇i

rad

∂t(ρ✉) +∇ · (ρ✉⊗ u+ p I) = 0

∂t(ρE) +∇ · (ρH✉) = −Prad ✭✶✳✹✮

∂t(ρeV ) +∇ · (ρeV ✉) = ΩV ib

∂t(ρeel) +∇ · ((ρeel + pe) ✉) = ∇pe · ✉+ΩE

✇❤❡r❡ ρi ✐s t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ s♣❡❝✐❡s i✱ u ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱ ρ ✐s t❤❡
♠✐①t✉r❡ ❞❡♥s✐t②✱ p ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ E ✐s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ H
✐s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣②✳ eV ✐s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
t❤❛t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✱ eel ✐s t❤❡ ♠✐①t✉r❡
s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ❛♥❞ pe ✐s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s i ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ω̇i

coll ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❞✉❡ t♦
r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ω̇i

rad✳ Prad ✐s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉①✱ Ωvib ✐s
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛♥❞ ΩE ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠✳
■♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♠❜✐♣♦❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❈❛♥❞❧❡r ❛♥❞ ◆♦♠♣❡❧✐s
✮✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t❡r♠
∇pe · u ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❡❛t♠❡♥t✮✳ ■t s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢
❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐s ♣❛rt❧② s♣❡❝✐✜❝ t♦
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡✿

• ❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❣❛s❡s ❢♦r ❛♥② s♣❡❝✐❡s i✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✿ pi = ρ ·
ri · Ti ❛♥❞ ❉❛❧t♦♥✬s ❧❛✇✿ p =

∑

i pi✱ ✇❤❡r❡ ri = R/Mi ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧
❣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss Mi ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s i✳ Ti ✐s t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s i✳

• ❚❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❧✐♥❦ E✱ H✱ eV ib ❛♥❞ eel t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

• ❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ω̇i
coll✱ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳
• ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ω̇i

rad ❛♥❞ Prad✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✼✳

• ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s Ωvib ❛♥❞ ΩE ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ✸ t♦ ✽✳
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✶✺

✶✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✶✳✸✳✶ ❊♥t❤❛❧♣② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② H ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✐s H =
∑

k∈S yk · hk✱ ✇❤❡r❡ yk ✐s t❤❡
♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ❛♥❞ S ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
♠✐①t✉r❡✳ ❋♦r ❛♥② s♣❡❝✐❡s k✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦t❛❧ ❡♥t❤❛❧♣② ✐s hk = hk0 +

u2

2
✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✱ t❤❡ s♣❡✲
❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② hk0 ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❡s k ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✿

hk0 = ekt + rk Tk + ekr + ekV ib + ekexc + hkf ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ ekt ✐s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ekr ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ekV ib t❤❡ ❡♥✲
❡r❣② ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ekexc t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ hkf t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥t❤❛❧♣②✱ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss✳

✶✳✸✳✷ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s

❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱
t❤❡ ❣❛s ♦❢ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡r♠❛❧✐③❡s ❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❚❤✐s
✐s ❢❛✈♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛✐r
❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✐♦♥s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s k ✇r✐t❡s✿

ekt =
3

2
rk T ✭✶✳✻✮

❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐t ✐s✿

eet =
3

2
re Te ✭✶✳✼✮

❲❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t r♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r✐❣✐❞ r♦t♦r ♠♦❞❡❧ ❡①❝✐t❡❞ ❛t
T ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
✐♦♥ ✇r✐t❡s✿

ektr =
5

2
rk T ✭✶✳✽✮

❚❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ckV,tr ❛♥❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ckP,tr ❢♦r
t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ❛r❡✿

• ❋♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝✐❡s ckV,tr = 5/2 rk ❛♥❞ ckP,tr = 7/2 rk
• ❋♦r ❛♥ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝✐❡s ckV,tr = 3/2 rk ❛♥❞ ckP,tr = 5/2 rk
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✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s

✶✳✸✳✸ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❝✐t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θkV ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ k✱ t②♣✐❝❛❧❧② θN2

V = 3392.7 K ❢♦r
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♦❢ N2✳ ❖♥❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ekV ib(Tvib) =
rk · θkV

exp

(

θkV
Tvib

)

− 1

✭✶✳✾✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ s♣❛❝❡s❤✐♣✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ N+

2 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❛❜✉♥❞❛♥t ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ▼♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❡ts ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈✲
❡❧s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ▲❡ ❘♦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✇✐t❤ ✻✶ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❇❛r✐ ✉♥✐✈❡rs✐t② ✇✐t❤ ✻✽ ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡ts ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✶✳✶✳ ◆♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇❛r✐ ♦r
▲❡r♦② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❧❡✈❡❧s ❛♣♣❡❛r ❢♦r v > 15✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ▲❡r♦② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ X✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♦r ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧s Xv ♦❢ ❡♥❡r❣② EX

v ✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

eXV ib(Tvib) =

∑vXmax−1

v=0 EX
v ·Xv

∑vXmax−1

v=0 Xv
✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ vXmax ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦✉♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ X✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥ ❛ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ v
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ X ✐s s✐♠♣❧② eX

v

V ib = EX
v ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❝❛rr② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r 50% ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r 90% ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ▲❡ ❘♦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✶✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r T = 10000 K✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✻ ✜rst
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡r♦②✱ ❇❛r✐ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r 50% ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✶✸
✜rst ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r 90% ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ ✻✶ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t T = 10000 K✳

✶✳✸✳✹ ❊❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ✈❡❧♦❝✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥
❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥
❡❧❡❝tr♦♥s ❤♦✇❡✈❡r r❡q✉✐r❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛
s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ❈♦❧♦♥♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡②
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡s ❛r❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❛❝t✐♦♥
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞
t❤❡s❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ st✉❞② ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❞❡❣r❡❡ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ♦r✱ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡♥❡r❣❡t✐❝
❡♥♦✉❣❤ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✢♦✇✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ 50% ✭❞❛s❤❡❞✮
❛♥❞ 90% ✭s♦❧✐❞✮ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s t❤❡♥✿

eeel(Te) =
3

2
· re · Te

❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ s♣❡❝✐❡s X ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡①✲
❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ ❧❡✈❡❧ Xi ✐s s✐♠♣❧② eX

i

exc = Ei
X ✳

❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③✲
♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

eXexc(Texc) =

∑

i g
X
i · Ei

X · exp
(

− Ei
X

kB · Texc

)

∑

i g
X
i · exp

(

− Ei
X

kB · Texc

)

✇❤❡r❡ gXi ✐s t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ i ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡ X✱ Ei
X ✐s t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❧❡✈❡❧ i✱ ❛♥❞ kB ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥❧② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦r t❤❡ ✹✻ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ ❇✉❧t❡❧ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✻✮ ❢♦r N ❛t♦♠s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✾ ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡
N+ ✐♦♥s ❛♥❞ ✹ ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ N+

2 ✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ s♣❡❝✐❡s

✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❡✈❡r② ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ s♦ ✐t ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ❛r❡✿

ckV,el = ckP,el =
∂ekexc
∂Texc

❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

ceV,el = 3/2 re

ceP,el = 5/2 re

✶✳✸✳✺ ❊♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
❋✐❣✳ ✶✳✸ s❤♦✇s ❤♦✇ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥t❤❛❧♣✐❡s ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡❧②
t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧s ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞✿

• Ek
d ✐s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ k

• Ek
ion ✐s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N+ ✐♦♥ ✐s✿ hN
+

f = EN2

d /2+EN
ion✳
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✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s

✶✳✸✳✻ P❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✳
❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s k ✇r✐t❡s✿

Qk
t (T ) =

(

2π ·Mk · kB · T
h2PNA

) 3

2

✭✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡ hP ✐s t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ NA t❤❡ ❆✈♦❣❛❞r♦ ❝♦♥st❛♥t✳

❋♦r ❤♦♠♦♥✉❝❧❡❛r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐❣✐❞ r♦t♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ T ≫ θkrot✱
✇✐t❤ θkrot t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r♦t❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k✱ t❤❡ r♦t❛✲
t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇r✐t❡s✿

Qk
rot(T ) =

T

2 θkrot
✭✶✳✶✷✮

✇✐t❤ θN2

rot = 2.88K ❛♥❞ θN
+

2

rot = 2.8K✳

❋♦r ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛t Tvib✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇r✐t❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

Qk
vib(Tvib) =

(

1− exp

(

− θkV
Tvib

))−1

✭✶✳✶✸✮

✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✇❡ ❤❛✈❡✿

Qk
vib(Tvib) =

vmax−1
∑

v=0

exp

(

− Ek
v

kB · Tvib

)

✭✶✳✶✹✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❡s k ✇❤♦s❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s
❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t Texc ✐s✿

Qk
el(Texc) =

∑

i

gki · exp
(

− Ei
k

kB · Texc

)

✭✶✳✶✺✮

✶✳✹ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❡s k ✈❛r✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥
✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ω̇k ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡ k ✐s t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ω̇r

k ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s r✿
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ω̇k =
∑

r

ω̇r
k ✭✶✳✶✻✮

❉❡♥♦t✐♥❣ NS t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ νi,r✱ r❡s♣✳ ν ′i,r t❤❡ ❞✐r❡❝t✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥✈❡rs❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✿

NS
∑

k=1

νk,r · [Nk] =

NS
∑

k=1

ν ′k,r · [Nk] ✭✶✳✶✼✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ω̇r
k ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠❛ss ❛❝t✐♦♥✿

ω̇r
k =Mk · (ν ′k,r − νk,r) ·

(

kfr ·
NS
∏

k=1

[Nk]
ν′
k,r − kbr ·

NS
∏

k=1

[Nk]
νk,r

)

✭✶✳✶✽✮

✇❤❡r❡ kfr ✱ r❡s♣✳ kbr ❛r❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✱ r❡s♣✳ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r✳ [Nk] ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢ s♣❡❝✐❡s k✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡
❜❛❝❦✇❛r❞ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❜② ❞❡t❛✐❧❡❞
❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳ ❋♦r ❛ ♣r♦❝❡ss ✇❤♦s❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Treac ✭✇✐t❤ Treac = T ♦r Treac = Te ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t Keq ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♣r♦❝❡ss ✇❡ ❤❛✈❡✿

kfr (Treac) = kfb (Treac) / Keq(Treac) ✭✶✳✶✾✮

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣✐❡s ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡
t❛❦❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② N ✐♠♣❛❝t✿

N2 +N ↔ 3N

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t ✐s✿

Keq =
(QN

t ·QN
exc)

2

NA ·QN2

t ·QN2

rot ·QN2

vib ·Q
N2
exc

· e
−
EN2

dis

kB · T

NA ✐s t❤❡ ❆✈♦❣❛❞r♦✬s ❝♦♥st❛♥t✱ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡r
❝✉❜✐❝ ♠❡t❡r t♦ ♠♦❧❡s ♣❡r ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡r✳
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✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s

✶✳✺ P❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ s♣❛❝❡s❤✐♣ ♠❛② ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ r❡❡♥tr② ✢✐❣❤t✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t 10% ❢♦r t❤❡ ❋✐r❡ ■■
✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ❛r✐s❡s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡
t❡r♠s✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤❡❛✈②
♣❛rt✐❝❧❡s Ωe−T ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✺✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛ss
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♦❢ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜♦t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛r❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❛ ♥❡✉tr❛❧ s♣❡❝✐❡s✮✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡
s♦❧✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ str♦♥❣ ❛♠❜✐♣♦❧❛r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦
s♦❧✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♠❜✐♣♦❧❛r ✜❡❧❞
Eamb✱ ✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✱ ❈❛♥❞❧❡r ❛♥❞ ◆♦♠♣❡❧✐s ✮✿

Eamb = − 1

Nee
∂xpe ✭✶✳✷✵✮

♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥t❤❛❧♣② ✭✇❤❡r❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✮✿

∂t(ρe
e
el) + ∂x((ρe

e
el + pe)u) =

ρeNA

Me
· e · Eamb · u+ΩE ✭✶✳✷✶✮

❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✵✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s✿

∂t(ρe
e
el) + ∂x(ρue

e
el) = −pe · dxu+ΩE ✭✶✳✷✷✮

❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ΩE = Ωe−V + ΩCE + Ωe−T ✐♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ N2✿ Ωe−V ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✻✱
✼ ❛♥❞ ✽✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ΩCE ✭❛❧s♦
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✻✱ ✼ ❛♥❞ ✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s Ωe−T ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✺✳✷ ❊♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s

❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ Ωe−T ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
✭P❛r❦ ✶✾✾✵✮✿



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✷✸ ✖ ★✹✸
✐

✐

✐

✐

✐

✐

P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✷✸

Ωe−T =
3

2
· [e

−] ·R · (T − Te)

τe−T
✭✶✳✷✸✮

✇❤❡r❡ [e−] ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ τe−T ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s νek✿

1

τe−T
= 2 ·

∑

k∈H

me

mk
· νek ✭✶✳✷✹✮

✇❤❡r❡ me ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ mk ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡ k✳ H ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s✳ ❊❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤❡❛✈②
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ✷ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

• ❊①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ♥❡✉tr❛❧s✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡✲
❣r❛❧s Ω̄11

ek✿

νek =
8

3
· ve ·Nk · Ω̄11

ek ✭✶✳✷✺✮

✇✐t❤ Nk t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡ k ❛♥❞ ve t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✿

ve =

√

8 · kB · Te
π ·me

✭✶✳✷✻✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ●✉♣t❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮✳
• ❊①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ σek ❜②✿

νek = ve ·Nk · σek ✭✶✳✷✼✮

❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡s ✐❢ ❛ ❈♦✉❧♦♠❜
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥ ♣r♦✈♦❦❡s
❛ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② t❤❛t s❝r❡❡♥s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡❛
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♠♦❞❡❧ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
▲♦♣❡③ ✭✷✵✶✶✮ ✐s ✉s❡❞✿

σek = 6π · b20 · log
(

λD
b0

)

✭✶✳✷✽✮

❚❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ t❤❡ ❉❡❜②❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
λD✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r b0✳
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✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳

Te (K) ✸✵✵ ✶✵✵✵✵ ✶✵✵✵✵
Ne (m−3) 1017 1017 4× 1021

b0 (m) 1.85× 10−8 5.57× 10−10 5.57× 10−10

λD (m) 3.78× 10−6 2.18× 10−5 1.09× 10−7

log(λD/b0) ✺✳✸✶ ✶✵✳✻ ✺✳✷✼

λD =

√

ǫ0 · kB · Te
NA · [e−] · e2 ✭✶✳✷✾✮

b0 =
e2

12π · ǫ0 · kB · Te
✭✶✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ǫ0 ✐s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ e ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❝❤❛r❣❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ❣✐✈❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λD ❛♥❞ b0 ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠✱
❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠
✐s ♥❡❛r❧② 5 ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♥❞ ❤♦t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝✲
t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ Ωe−T ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❇♦✉r❞♦♥
✭✶✾✾✺✮ ❤❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲✐❜♦✛ ✭✶✾✺✾✮ ✇❤♦ ❤❛s ✉s❡❞ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s❤✐❡❧❞❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉tt❡❞✲♦✛ ❛t t❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② 1/2−2γ̄ = 1.65✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 30% ✭❞❡❝r❡❛s❡✮ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ Ωe−T s♦✉r❝❡ t❡r♠✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r b0 ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ λD
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♥♥❡① ❇ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣❤②s✐❝s t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
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✐

✐

✐

❈❤❛♣t❡r ✷

▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s

❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③✲
♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ Tvib ♦♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t kd✱ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t kd(T, Tvib)✳ ■t ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ t♦
♠♦❞❡❧ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣❛✐♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡
s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✻✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ st❛t❡✲
t♦✲st❛t❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ✭t❤❛t
t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 10000 K ❛♥❞ 50000 K✮✱
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✐

✐

✐

✐

✐

✐

✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

❛♥❞ t❤❡ s❡t ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇s ✭t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❜❡t✇❡❡♥ 1000 K ❛♥❞ 10000 K✮✳

✷✳✷ ❯s✉❛❧ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s t✇♦ s♦✉r❝❡ t❡r♠s r❡s✉❧t✐♥❣ ✜rst❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭❛s ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ▼❛rr♦♥❡ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ✭✶✾✻✸✮✮✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❍❛♠♠❡r✲
❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✾✮✱ ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ Tvib ❜✉t ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥t
✐♥ ❛ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷✳✷✳✶ ❱✐❜r❛t✐♦♥✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭❱❚✮ ❡①❝❤❛♥❣❡s

❚❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ❚❡❧❧❡r ✶✾✸✻✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ✭❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✱ P❛r❦ ✶✾✾✵✮✿

• ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
• ❚❤❡ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s
• ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❜❡②s t❤❡ ❧❛✇✿ kv→v−1 = v · k1→0

❉❡♥♦t✐♥❣ ΩV T t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱
❛♥❞ eV ib t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ τV T t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ΩV T = ρN2

eV ib(T )− eV ib(Tvib)

τV T
✭✷✳✶✮

❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τV T ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❧❛✇ ♦❢ ♠✐①t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
t✐♠❡ τMV T ❢♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt♥❡r M ✿

NM · τMV T =
1

kV T,M
1→0 ·

(

1− e
−

−E1
kBT

) ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ kV T,M
1→0 ✐s t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❡✈❡❧ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ M ✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❢♦❧❧♦✇s
❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✱ t❤❡♥ ❛t ❛♥② t✐♠❡ t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✇✐❧❧
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✐

✐

✐

✐

✐

P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✷✼

❝❤❛♥❣❡ ✭❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡✱
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦
♠♦r❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✱ P❛r❦ ✭✶✾✾✵✮ ❤❛s st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛t ❤✐❣❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❍❡ ❤❛s s❤♦✇♥
t❤❛t ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚♦
✉♥✐❢② t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧✱ P❛r❦ ❤❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛ ❜r✐❞❣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ fv t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✳ ✷✳✶✿

fv =

∣

∣

∣

∣

Ts − Tvib
Ts − Tvib,s

∣

∣

∣

∣

s−1

✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ Ts ❛♥❞ Tvib,s ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❥✉st ❜❡✲
❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✱ ❛♥❞ s(Ts) ✐s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r✐♥❣ st❛t❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺❜❀ ❆❞❛♠♦✈✐❝❤
❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼✮✳

✷✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❱✐❜r❛t✐♦♥✲❈❤❡♠✐str② ❝♦✉♣❧✐♥❣

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✺✵✬s✱ ♥✉♠❡r♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡✳

❯s✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ P❛r❦ ✭✶✾✾✵✮ ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❛t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿

Teff = T s · T 1−s
vib ✭✷✳✹✮

❚❤✐s ✐s ❛ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r ✇❤❡♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡
✐s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞❀ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ✐s ♠♦r❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t ❛t ❧♦✇ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐s t♦♦ ❧♦✇ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❞✐r❡❝t
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s = 0.5 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② P❛r❦✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ s = 0.7 ✐s ❝❤♦s❡♥✳

❆ ♠♦r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛♠♠❡r❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✾✮✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧❡✈❡❧ v ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ tr❛♥s❧❛✲
t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛t ❧❡❛st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥
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✐

✐

✐

✐

✐

✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

t❤❡ ❧❡✈❡❧ v ✭t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦✿

kd(T, Tvib) ∝

∑

Nv
2 (Tvib) · exp

(

−E
N2
d

−Ev

kBT

)

N2

✭✷✳✺✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❛t Tvib✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥② ❧❡✈❡❧ ❛t
t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♥♦♥♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❘❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❛t ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ♠♦r❡ ❛❝t✐✈❡❧② t❤❛♥ ❧♦✇❡r ♦♥❡s✱ ▼❛r✲
r♦♥❡ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ✭✶✾✻✸✮ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❧❡✈❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐s✲
s♦❝✐❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r U ✿

kd(T, Tvib) ∝

∑

Nv
2 (Tvib) · F (v) · exp

(

−E
N2
d

−Ev

kBT

)

N2

✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡✿

F (v) = exp

(

−E
N2

d − Ev

kBU

)

✭✷✳✼✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r U ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✱
U = ∞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❤❛✈❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ◗❈❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r U = 3T
♦r U = EN2

d /(6kB) ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❑♥❛❜ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ✐❞❡❛s t♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥♦t❤❡r ❛❞❥✉st❛❜❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛✲
t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♠✉st ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ t♦ tr✐❣❣❡r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s s♦♠❡ ❡♠♣✐r✐❝✐s♠ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ▼❛❝❤❡r❡t ❛♥❞ ❘✐❝❤ ✭✶✾✾✸✮
❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ♣❤②s✐✲
❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
r♦t❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✷✾

✷✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❈❤❡♠✐str②✲❱✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥
♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❤❡♠✐str②✱ ✐s t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❝❤❡♠✐str② ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐✈❡t ✭✶✾✾✷✮ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ❡✛❡❝t ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❜❡❤✐♥❞
❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ▼❛rr♦♥❡ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ✭✶✾✻✸✮✳

▼❛rr♦♥❡ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ✭✶✾✻✸✮ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ΩCV s♦✉r❝❡ t❡r♠ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ❝♦♥✲
s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❢♦r st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✿

ΩCV = −ω̇diss
N2

· < Ed > +ω̇rec
N2

· < Er > ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ < Ed > ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦st ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡✲
❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ < Er > ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ r✐❣♦r♦✉s❧② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❦♥♦✇s
t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✿

< Ed >=

∑

kN2,v
d ·Nv

2 · Ev
∑

kN2,v
d ·Nv

2

✭✷✳✾✮

❛♥❞✿

< Er >=

∑

kN2,v
r · Ev
∑

kN2,v
r

✭✷✳✶✵✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ▼❛rr♦♥❡ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ✭✶✾✻✸✮ ❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ❛♥❞ ❘✐❝❤
✭✶✾✾✸✮ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❑♥❛❜ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮ ❤❛✈❡
str♦♥❣❧② ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜❛s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲
♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭< Ed > = < Er > = evib(Tvib)✮ ❛r❡
st✐❧❧ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ r✐❣♦r♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ΩCV s♦✉r❝❡ t❡r♠
r❡q✉✐r❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡
t❡r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳
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✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

✷✳✷✳✹ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆❧❧ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✈✐❛ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜rst❧② t❤✐s
✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②
✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛✛❡❝ts t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❑✉st♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❈❤✐❦❤❛♦✉✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛
♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✢♦✇s✳ ❚❤❡✐r ❱❉❋ ✐s ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❛ ♣r✐✲
♦r✐✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❚r❡✲
❛♥♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❚r❡❛♥♦r ✶✾✻✺✮ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t V V ♣r♦❝❡ss❡s✳
❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❤❛♣❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦♥❛♥t V V ❡①✲
❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❤❛♣❡❞ ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡
t❡r♠s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❱❉❋ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❈♦❧♦♥♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❈♦❧♦♥♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✢♦✇ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣
t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣
❧❡✈❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✇❛②
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ t✇♦ ❜❛s❡s✿ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞✐ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱ ❛♥❞ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❚✇♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❝♦♠❡ ♦✉t ♦❢ t❤✐s r❡✈✐❡✇✿ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✈❡r② r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡
✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❝❤❡♠✐str② s♦✉r❝❡
t❡r♠s ♠✉st ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✷✳✸ ❙t❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s

■♥ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N2✳ ❚♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧❡✈❡❧s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚♦ st✉❞② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ N2 ✐♥ ❛
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✐

✐

✐

P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✸✶

♥❡✉tr❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠✐①t✉r❡ ✭N2, N✮✱ t❤r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿

• ❚❤❡ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭V T ✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✿

Nv
2 +M → Nv′

2 +M ✭✷✳✶✶✮

❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✉♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v ❝❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥
t♦ ❛♥♦t❤❡r ❧❡✈❡❧ v′ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ M ✳ M ❝❛♥ ❜❡
❡✐t❤❡r t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ N ♦r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ N2 ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛✉s❡s✿
✕ ❚❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✿ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛t♦♠ ❡①❡rts ❛ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦s✲

❝✐❧❧❛t♦r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ t❤✐s ❢♦r❝❡ tr❛♥s♠✐ts ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ♦s✲
❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥
❤❛♣♣❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ♦❢
V T tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✕ ❚❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✿ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❛❣❛♥à ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❝♦♥✲
✜r♠❡❞ ❜② ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ Na

✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡ NbNc✱ ❛♥ ❛t♦♠ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛② ♦❝❝✉r✱
❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✿

Na +NbNc(v) → NaNb(v
′) +Nc ✭✷✳✶✷✮

❚❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡❛❦❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ♠♦♥♦✲
q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❜✉t r❡s✉❧t ✐♥ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲
q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ |v′ − v| ❡①❝❡❡❞s 5 q✉❛♥t❛✳

• ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ V V ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿

Nv1
2 +Nv2

2 → N
v′
1

2 +N
v′
2

2 ✭✷✳✶✸✮

• ❚❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❞✐s✲
s♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❧❡❝✉❧❡✿

Nv
2 +M → 2N +M ✭✷✳✶✹✮

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❡qs✳ ✭✷✳✶✶✮✱
✭✷✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✹✮ ❢♦r ❛♥② ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② v✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✸✷ ✖ ★✺✷
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s
t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞
t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✸❉ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ❝✉rr❡♥t❧② ❡①✐st ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞
❧✐♠✐t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ✇❡ s✉♠ ✉♣ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✷✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥r❡❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♥❣ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡

❋✐❣✳ ✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛t♦♠✳ ❆ ❞✐✲
❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✈✐❜r❛t✐♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ (−→ex,−→eφ)✱ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ φv ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ φrot✳ ❆♥ ❛t♦♠✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢❛r ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② v0 ❛♥❞ ❝♦❧❧✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ♦✛ t❤❡ ❛①✐s✱ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛①✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✐♠♣❛❝t
♣❛r❛♠❡t❡rs by ❛♥❞ bz✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❡①❝❡♣t❡❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✮✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❢❡❡❧s ✭✐❢
t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡❛❝t q✉✐❝❦❧② t♦ t❤❡ ♠♦✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐✮✳
❚❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛t♦♠s✱ ❡✳❣✳
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s rAB, rBC ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ (

−−→
AB,

−−→
BC)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆♦✇✱ ✇❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

• ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱
• ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r♦t❛t✐♦♥✱
• ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱

• ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱
• ❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ✶❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐s t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱
t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇❤❡r❡✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜♦♥❞ ✐s ❜r♦❦❡♥✳ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
✜rst r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧✳ ❇✉t ❛s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ V T ♣r♦❝❡ss❡s
❝❛♥ ❛❧s♦ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✜rst ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥✿

• ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛s ❛♥ ✐♥s❡❝❛❜❧❡ ❡♥t✐t②✳ ❚❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s t❤❡♥ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ■ts ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡✲
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✸✸

z 

y 

x 

A

B 

φ by 
bz 

C 

  

 
v 
0

θ   

 
e ϕ

Target molecule, in 

the plane (eφ, ez)  

Impinging atom 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡

q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❤❛r✲
♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ Vintra(x) = 1/2 kx2✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥❡❡❞s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥
✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛t♦♠
♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② r❡♣✉❧✲
s✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Vinter(x) = exp(−αx) ♦r ❛ ▼♦rs❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Vinter(x) =
Em [1− exp(−αx/2)]2✳ ❇② ♥❛t✉r❡✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

• ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛
♥❛t✉r❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜♦t❤ ❢♦r V T tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞
❢♦r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✭P❊❙✮✱ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛t♦♠s✳

❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①❝❡❡❞s ❛ ❢❡✇ ❑❡❧✈✐♥s✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ r♦t❛t❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❛ ❧♦t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞✿

• ◆♦ r♦t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥②
✇❛②✳

• ■♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡
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✐

✐

✐

✐

✐

✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

❝❡♥tr✐❢✉❣❛❧ ❢♦r❝❡ ❞❡r✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r♦t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

• ❘♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧
✭❝❧❛ss✐❝❛❧✮ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛②✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠
❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠✲
♣✉t❡s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿

N2(v, J) +M → N2(v
′, J ′) +M ✭✷✳✶✺✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s J ❛♥❞ s✉♠♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧
st❛t❡s J ′ t♦ ②✐❡❧❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✿ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞
❝❧❛ss✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❛❞✐❛❜❛t✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣② ❥✉♠♣s✱ ❛♥❞ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❛ q✉❛♥t✉♠
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s
♦❢ ♠♦❞❡❧s ❝♦✲❡①✐st✿

• t❤❡ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s
tr❡❛t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡
t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡❢✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦♥
t❤❡ ❧❡✈❡❧ i ψi(x, t) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ψi(x, t→ ∞) ✐s
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ✜♥❛❧ ❧❡✈❡❧ f ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✭❑❡r♥❡r ✶✾✺✽✮✿

Pi→f =

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
ψi(x,∞)φ∗f (x)dx

∣

∣

∣

∣

2

✭✷✳✶✻✮

❲❤❡r❡ φ∗f (x) ✐s t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ f ✳ ❙❡✈❡r❛❧
♠❡t❤♦❞s ❡①✐st ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✿ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❙❙❍ t❤❡♦r② ♦❢ ❙❝❤✇❛rt③ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✷✮✱ ❛♥❞
❝❧♦s❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

• t❤❡ q✉❛s✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✭◗❈❚✮ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♠♦❞❡❧ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ t♦t❛❧❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
P❊❙✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ✇❛②s✿ ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s
✉s❡❞ ❛♥❞ ✜tt❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❡✐t❤❡r t❤✐s P❊❙ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✳
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✸✺

Target oscillator  Collision partner 

Oscillator poten1al  

V((y(t)‐y0)/2) 

Intermolecular 

poten1al Vinter(R) 

y/2 y0/2 

R = x ‐ y/2 

x 

A  B  C 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❈♦❧❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛s✲
s✉♠❡❞ t♦ ❛❝t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳

❋✐❣✳ ✷✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛❝✲
t✉❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❡r r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞
♦❢t❡♥✱ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✶❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐s t❤❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② s❡tt✐♥❣✿
φ = 0, θ = π/2, by = bz = 0✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ✇♦r❦s ✭❑❡r♥❡r ✶✾✺✽✱ ❙❝❤✇❛rt③ ❡t ❛❧✳ ✶✾✺✷✮✳ ❋✐❣✳
✷✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■ts s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛ ✶❉ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✶❉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝♦❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛t♦♠ C ♦♥❧② ❡①❡rts ❛ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛t♦♠ B
♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t α−1 << y0✱ ✇❤❡r❡
y0 ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜♦♥❞ ❛♥❞ α−1 ✐s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡ F ✳ ❋♦r t❤❡ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ♦♥❡ ❤❛s α−1 = 0.25 ➴ ❛♥❞
y0 = 1.1 ➴✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇r✐t❡s ✭❘❛♣♣ ❛♥❞
❑❛ss❛❧ ✶✾✻✾✮✿
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✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

m̃ẍ = F (x(t)− y(t)/2) ✭✷✳✶✼✮

µÿ = −f(y(t)− y0)−
1

γ
F (x(t)− y(t)/2) ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❛♥❞ F ✐s
t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛t♦♠ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠ B✱ x ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛♥❞ y ✐s
t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ γ = mA/(mA + mB)✱ µ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss
♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛♥❞ m̃ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✐♠✲
♣✐♥❣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡ F (x(t) − y(t)/2) ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y0 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ y(t)✱ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❦♥♦✇♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛❧s♦✳ ❚♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t
0.5(y(t)−y0) ❜❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✭t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡
t✇♦ ❛t♦♠s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ st❡❡♣❡r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ❜② 0.5(y(t) − y0) << α−1✳ ❋♦r ❛ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦♥ ✐ts ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ N ❛t♦♠✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

0.5(ymax − y0) = ~

√

2

MNkBθ
N2

V

= 0.0452➴ ✭✷✳✶✾✮

❍❡♥❝❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜✉t ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❛t ✈❡r②
❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ N2✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② r❡❧②✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡✿

• t❤❡ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ V T ❛♥❞ V V tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱

• t❤❡ ❋❍❖✲❋❘ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❘✐❝❤ ✭✶✾✾✽✮ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ s✐♠✐✲
❧❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜✉t ✉s❡s ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ ②✐❡❧❞ s❡♠✐✲
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱

• t❤❡ ◗❈❚ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇❛r✐ ✭❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐
✷✵✵✻✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ P❊❙ ♦❢ ▲❛❣❛♥à ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛❧❧
r❡❛❝t✐✈❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦rN2−N ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱

• t❤❡ ◗❈❚ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦
P❊❙✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛❧❧ r❡❛❝t✐✈❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r N2−N ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t ❤✐❣❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✸✼

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮✱ ❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞
❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❡② ②✐❡❧❞✳
❚❤❡s❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❞❛t❛ ❢♦r ❛❧❧ N2 −N ♣r♦❝❡ss❡s✱
❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❢❡✇ N2 − N2 ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❙❙❍ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙❝❤✇❛rt③ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✷✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❝❛♥♥♦t ②✐❡❧❞ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❤✐❣❤ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❋♦r❝❡❞ ❍❛r✲
♠♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ✭❋❍❖✮ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡s ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ◗❈❚ r❡s✉❧ts ♦❢
❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✸✾

✷✳✸✳✷ ❘❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ②✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ ♠❡t❤♦❞s

❚❤r❡❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮ ❢♦rN2−N2 ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐s ❛ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❘❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮ ✉s❡s ❛ q✉❛s✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✭◗❈❚✮ ♠❡t❤♦❞
❢♦r N2 − N ✐♥❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❘❛t❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♥♦③③❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ◆❆❙❆ ❆♠❡s
✇✐t❤ ❛ ◗❈❚ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜❡❤✐♥❞
❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳

❲♦r❦ ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❤❡r
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❆ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❇✐❧❧✐♥❣ ✭✶✾✼✹✮✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✸❉ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡
t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆♥
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt ❢♦r t❤❡
❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳
❚r❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❧❡✈❡❧s ✉♣ t♦ v = 20✳ ❋♦r t❤❡
V T ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r T = 200 − 8000 K
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r T =
200− 2000 K✳
❘❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ ❛♥❞ ✷✲q✉❛♥t❛ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r
✐♠♣❛❝t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✿

N2(v) +N2 ↔ N2(v − 1, 2) +N2 ✭✷✳✷✵✮
▼♦♥♦q✉❛♥t✉♠ ❛♥❞ ✷✲q✉❛♥t❛ V V tr❛♥s✐t✐♦♥s r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞✿

N2(v) +N2(w − 1, 2) ↔ N2(v − 1, 2) +N2(w) ✭✷✳✷✶✮
❆♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧✲
❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 30% ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❚❤❡s❡ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❝❛❧❡❞ ✐♥ ▼✉♥❛❢ó ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❘❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ V T ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r N2 ✐♠♣❛❝t
N2(v)+N2 → N2(v−1)+N2 ✭❧✐♥❡s ✇✐t❤♦✉t s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ q✉❛s✐✲r❡s♦♥❛♥t V V tr❛♥s✐t✐♦♥s
N2(v) +N2(v) → N2(v− 1)+N2(v+1) ✭❧✐♥❡s ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s✮ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❇✐❧❧✐♥❣
❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮ ❢♦r v = 1✱ ✸✵ ❛♥❞ vmax − 1✳

❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮✳ ❋✐❣✳ ✷✳✸
♣r❡s❡♥ts t❤❡s❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ V T ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r N2 ✐♠✲
♣❛❝t N2(v)+N2 → N2(v− 1)+N2 ✭❧✐♥❡s ✇✐t❤♦✉t s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ q✉❛s✐✲r❡s♦♥❛♥t
V V tr❛♥s✐t✐♦♥s N2(v) + N2(v) → N2(v − 1) + N2(v + 1) ✭❧✐♥❡s ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s✮
❢♦r v = 1✱ 30 ❛♥❞ vmax − 1✳ ❚❤❡ V V r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❞♦ ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ♠✉❝❤ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ V T r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥❝r❡❛s❡ ❛ ❧♦t ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ V V ❛♥❞ V T r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts
❝r♦ss ❛r♦✉♥❞ T = 5000 K✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠
❛ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡
V V ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❛ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦♠✐♥❛t❡
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❉❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❇❛r✐
❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉♥❞❡r N
❛t♦♠ ✐♠♣❛❝t✿
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✹✶

N2(v) +N ↔ N2(v
′) +N ✭✷✳✷✷✮

N2(v) +N ↔ N +N +N ✭✷✳✷✸✮

❚❤❡s❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ 50 − 10000 K tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❛♥❣❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡✮✳

❚❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ▲❊P❙ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲❛❣❛♥à ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✼✮
✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛❝❝♦✉♥ts r✐❣♦r♦✉s❧② ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s❀ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✉s❡❞✳

❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✜rst✱ ❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮
❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ◗❈❚ ♠❡t❤♦❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ▲❛❣❛♥à ❛♥❞ ●❛r❝✐❛ ✭✶✾✾✹✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡s❡ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T t♦ ♦❜t❛✐♥ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ❛t♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦✈❡r ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ✭❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚✮✱ ❛♥❞
s✉♠♠✐♥❣ t❤❡♠ ♦✈❡r t❤❡ ✜♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ N2 −N2 ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ♦❢ ❛t♦♠ ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ✐♥ ▼✉♥❛❢ó ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳
❚❤❡ r❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❤❛t❛❧♦✈ ❢❛❝✲
t♦r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❡r♥②✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✿

kd,N2

v (T ) = kd,Nv (T ) · fShatalov(T ) ✭✷✳✷✹✮

❋✐❣✳ ✷✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ V T ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ Nv
2 + N →

Nv−∆v
2 + N tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧

❧❡✈❡❧ v✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ r❛t❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts ✭∆v = 1✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ∆v = 5 tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ∆v = 10 tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s t❤❡ ❤✐❣❤❡st✳ ❚❤❡ ✺✲q✉❛♥t❛ ❛♥❞ ✶✵✲q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❋✐❣✳ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts Nv
2 +N → 3N ❛s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 25000 K ✭s♦❧✐❞✮✱
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✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ V T ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r Nv
2 +N → Nv−∆v

2 +N tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v✱ ❢r♦♠ ❇❛r✐ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❢♦r
∆v = 1 ✭❜❧❛❝❦✮✱ ∆v = 5 ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ∆v = 10 ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ 1000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 5000 K ✭s♦❧✐❞✮✱ 10000 K ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮

T = 1000 K

T = 5000 K

T = 10000 K
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts Nv
2 +N → 3N ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❢r♦♠ ❇❛r✐ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 25000 K ✭s♦❧✐❞✮✱ 50000 K ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✹✸

50000 K ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❛❝t✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡
❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❢❛❧❧
✈❡r② st❡❡♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❉❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ◆❆❙❆ ❆♠❡s
❚❤❡ ✇♦r❦ ❛t ◆❆❙❆ ❆♠❡s ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ◗❈❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ②✐❡❧❞s r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉♥❞❡r N
❛t♦♠ ✐♠♣❛❝t✿

N2(v) +N ↔ N2(v
′) +N ✭✷✳✷✺✮

N2(v) +N ↔ N +N +N ✭✷✳✷✻✮

❚❤❡s❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ 7000−50000 K tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❛♥❣❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✭P❊❙✮ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ q✉❛♥t✉♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✸✲❛t♦♠ s②st❡♠
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦
❦♥♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✜tt✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡r ❡♥❡r❣②
s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢❛st ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❣❡♦♠❡tr② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ t❛s❦✮✳
❆♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s✉r❢❛❝❡ ✐s ❦♥♦✇♥✱ q✉❛s✐❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✐♥✐t✐❛❧ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚♦ ✐♥✲
t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡s✱
❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
✉s❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞
❢♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛❜❛♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❙❝❤✇❡♥❦❡ ✭✷✵✵✽✮✳
❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❛✲
❣❛♥à ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✼✮ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t P❊❙✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❢♦r
t❤✐s r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ q✉✐t❡ ❧♦✇ ✭❧❡ss t❤❛♥ 2 eV ✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❡♥❡r❣②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ t❤❡ P❊❙ t❤❡② ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♣r❡❞✐❝ts ❛
1.97 eV ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✱ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ P❊❙ ✉s❡❞ ❜② ❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐
✭✷✵✵✻✮ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❜❛rr✐❡r ♦❢ ♦♥❧② 1.56 eV ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✳ ✷✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ V T ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ Nv−∆v
2 +N → Nv

2 +N tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭∆v = 1✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
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✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

Vibrational energy level (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ V T ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡s ❢♦r Nv−∆v
2 +N → Nv

2 +N tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v ❢r♦♠ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✱ ❢♦r
∆v = 1 ✭❜❧❛❝❦✮✱ ∆v = 5 ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ∆v = 10 ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 25000 K ✭s♦❧✐❞✮✱ 50000 K
✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✹✺

T = 10000 K

T = 25000 K

T = 50000 K

Vibrational energy level (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts Nv
2 + N → 3N ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 25000 K ✭s♦❧✐❞✮✱
50000 K ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳

❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ∆v = 5 tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ∆v = 10 tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡
♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❢♦r T > 10000 K✳ ❚❤❡ ✺✲q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥
❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r✱ ❡①❝❡♣t❡❞ ❛t T = 10000 K ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts ❢❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ✶✵✲q✉❛♥t❛ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♦♥❧② t❤r❡❡ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✺✲q✉❛♥t❛
♦♥❡s ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❋✐❣✳ ✷✳✼ s❤♦✇s t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts Nv
2 +N ❛s ❛ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 25000 K ✭s♦❧✐❞✮✱ 50000 K
✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛❧♠♦st ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱
❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❛❝t✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❛❧✲
♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
♣r❡s❡♥t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛❣r❡❡ r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢
✈❛❧✐❞✐t②✱ ❛r♦✉♥❞ 10000 K✳
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✷✳✸✳✸ ❆ s✐♠♣❧❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡❧❛st✐❝ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✿ t❤❡ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧
❋♦r❝❡❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ✭❋❍❖✮ ♠♦❞❡❧

■♥❡❧❛st✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ✇♦r❦s s✐♥❝❡
t❤❡ ❡❛r❧② 20th ❝❡♥t✉r② ✭❩❡♥❡r ✭✶✾✸✶✮✱ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ❚❡❧❧❡r ✭✶✾✸✻✮✱ ❙❝❤✇❛rt③
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✷✮✱ ❑❡r♥❡r ✭✶✾✺✽✮✱ ❚r❡❛♥♦r ✭✶✾✻✺✮✱ ❩❡❧❡❝❤♦✇ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✽✮✱ ❘❛♣♣
❛♥❞ ❑❛ss❛❧ ✭✶✾✻✾✮✱ ◆✐❦✐t✐♥ ✭✶✾✼✹✮✱ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮ ✮✱ ❛♥❞ r❡❝❡♥t❧②
✭❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺❛✮✱ ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❘✐❝❤
✭✶✾✾✽✮✱ ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ✭✷✵✵✶✮✱ ❉❛ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❑✉r♥♦s♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✮✳
❖♥❧② ❛ ✈❡r② ♣❛rt✐❛❧ ❧✐st ✐s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ t❛❦❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ V T ♣r♦❝❡ss N i
2+N →

Nf
2 +N t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡

♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r V V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋♦r ❛ V T ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
Pi→f ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ i t♦ ❧❡✈❡❧ f ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✿

Pi→f =

∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
ψi(x, t→ ∞)φ∗f (x)dx

∣

∣

∣

∣

2

✭✷✳✷✼✮

❲❤❡r❡ φ∗f (x) ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ f ✳ ψi(x, t) ✐s
t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
s♦ t❤❛t ψi(x, t→ ∞) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✷✳✷ r❡♣r❡s❡♥ts s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❛♥ ❛t♦♠✳ ❚❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞
❢♦r ❛ ✶❉ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ψi(x, t)✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞
❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥❡❡❞s
❛❧s♦ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞❀ t✇♦ ✉s✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
t❤❡ ▼♦rs❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
❙❙❍ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛t ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ❝❛♥ ♥♦
❧♦♥❣❡r ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ②✐❡❧❞ ✇r♦♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❡✈❡♥ s✉♣❡r✐♦r t♦ ✉♥✐t②✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ P❛r❦
✭✶✾✾✵✮ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r❝❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡✮ ✐s ❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✺✵✬s✱ ♥❛♠❡❞ t❤❡ ❢♦r❝❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡✳

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❋❍❖ ♠❡t❤♦❞
❆ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r❝❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐♥✲
❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❑❡r♥❡r ✭✶✾✺✽✮ ✐♥ t❤❡
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✐
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✹✼

✺✵✬s✱ ♥❛♠❡❞ t❤❡ ❢♦r❝❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺❛✮
❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ♠❛✐♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❋❍❖ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❑❡r♥❡r ✭✶✾✺✽✮✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s t❤❡ ❡①❛❝t
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞
❢♦r ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ V (R)
❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❋♦r ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
st❛t❡ i✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ i t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭❑❡r♥❡r ✶✾✺✽✮✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s
✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ψi(x, t)✱ ❑❡r♥❡r ✭✶✾✺✽✮ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ V T
♣r♦❝❡ss ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✳ ✭✷✳✶✻✮ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✿

Pi→f =
µ!

ν!
· exp(−ǫ) · ǫν−µ · |Lν−µ

ν (ǫ)|2 ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ν = max(i, f) ❛♥❞ µ = min(i, f)✱ ❛♥❞ ǫ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♦s❝✐❧❧❛t♦r t♦ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r✳ Lν−µ

ν (ǫ) ❛r❡ ▲❛❣✉❡rr❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❆
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s✲
❝✐❧❧❛t♦r ǫ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞
❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆s t❤❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐t✲
t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡q✳ ✭✷✳✷✽✮✱ ❜✉t ✉s✐♥❣
❢♦r ǫ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛✲
t♦r✳ ❚r❡❛♥♦r ✭✶✾✻✺✮ ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❍❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ❢♦r
❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② N2 − N2 ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ǫ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ❛t ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❢♦r ❛ ▼♦rs❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✽✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❛r✐s❡s ✐s ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤❛r♠♦♥✐❝✳ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮ ❤❛s ✉s❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ N2−N2 ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤✉s ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s✐✲
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✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ▼♦rs❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❍❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ ✐♥ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ s♦ ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❋♦r ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♦rs❡ ❧❡✈❡❧s i ❛♥❞ f ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s Ei ❛♥❞ Ef ✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② ωif ✇r✐t❡s✿

ωif =
Ei − Ef

i− f
✭✷✳✷✾✮

❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺❛✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ǫ
♦❜t❛✐♥s ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮✳ ❊①t❡♥✲
s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❘✐❝❤ ✭✶✾✾✽✮ t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ❡✛❡❝ts ✭❋❍❖✲❋❘
♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ❋❍❖✲❋❘ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss ✇✐t❤
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ❋❍❖ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡s♦♥❛♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t V V tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❩❡❧❡❝❤♦✇ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✽✮ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❛♥❞ s❤♦✇s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t
kprocess ❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② Pprocess ♦✈❡r t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

kprocess(T ) = Z

(

m̃

kBT

)∫ ∞

0

Pprocess(v̄) exp

(

− m̃v2

2kBT

)

v dv ✭✷✳✸✵✮

❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❩ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
σ0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

Z = σ0

√

8kBT

πm̃
✭✷✳✸✶✮

m̃ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs✱ kB ✐s ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥
t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢♦r σ0 t❤❡ ✈❛❧✉❡s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❉❛ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮
❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ v̄ ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦❧✲
❧✐s✐♦♥ ✭t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
♣❛rt♥❡r✮ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s✲
❝❤❡r ✶✾✼✾✱ ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺❛✮✳ ❆ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ ❡♥s✉r❡ ✐t ✐s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✹✾

v̄ = (v + vf )/2✳ ❋♦r ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆E✱ vf ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

vf =

√

v2 − 2∆E

m̃
✭✷✳✸✷✮

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ V T ❛♥❞ V V tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts
❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ N2 ♦♥ ✐ts ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
t❤❡ 61 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ▲❡ ❘♦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✭t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧❡✈❡❧s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ vmax ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✈❛❧✐❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡r❡
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ▼♦rs❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r
♣♦t❡♥t✐❛❧ V (r)✳ ■t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ Em

❛♥❞ t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α✿

V (r) = Em [1− exp(−αr/2)]2 ✭✷✳✸✸✮

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢♦r α ❛♥❞ Em t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ V T tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ i t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ j✱ ❢♦r ❛ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② v ✐s ❣✐✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠ ❜② ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺❛✮✿

PV T (i→ f) = i!f !ǫ(v̄)i+fexp(−ǫ(v̄)) ·
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

r=0

(−1)r

r!(i− r)!(f − r)!ǫ(v̄)r

∣

∣

∣

∣

∣

2

✭✷✳✸✹✮

✇❤❡r❡ ǫ(v̄) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛❝q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
✐♥❡❧❛st✐❝ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✿

ǫ =
16π3 ωif m̃

2γ2

µ α2h
· cosh

2((1 + φ)x)

sinh2(2x)
· SV T ✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ x = πωif/(αv̄) ❛♥❞ φ = 2/π · tan−1(
√

2Em/(m̃v̄2))✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ V T tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ❝♦r✲
r❡❝t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss❡s✱ ❛ st❡r✐❝ ❢❛❝t♦r SV T ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ α ❛♥❞ Em✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r
♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ st❡r✐❝ ❢❛❝t♦r
SV T = 4/9 ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡✲
s✉❧ts ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡❞ SV T = 8/9 ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ◗❈❚ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ V T tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 0.4 ♦♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t
②✐❡❧❞ ♦❜✈✐♦✉s ❛♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
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✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✲ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs

❘❡❛❝t✐♦♥ α (m−1) Em (K) σ0 (m2)

N2 −N 4× 1010 ✷✵✵ 28× 10−20

N2 −N2 4× 1010 ✷✵✵ 44× 10−20

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❋♦r t❤❡ V V tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s i1 ❛♥❞ i2 t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❧❡✈❡❧s f1
❛♥❞ f2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❞❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺❛✮✿

PV V (i1, i2 → f1, f2) =

∣

∣

∣

∣

∣

vmax−1
∑

r=0

(−1)i1+i2−rCi1+i2
r+1,i2+1 · C

f1+f2
r+1,f2+1

✭✷✳✸✻✮

× exp(−✐(f1 + f2 − r)ρ) ·
√

PV T (i1 + i2 − r → f1 + f2 − r, 2ǫ)
∣

∣

∣

2

✇❤❡r❡ ✐ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r✱ Ck
i,j ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s

❣✐✈❡♥ ❜② ❩❡❧❡❝❤♦✇ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✽✮✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ǫ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❛
♣❛r❛♠❡t❡r ρ✿

ρ =
√

SV V · 2m̃γ
2αv̄

µω
· ξ

sinh(ξ)
✭✷✳✸✼✮

❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❡✛❡❝ts✱ ρ ♠✉st ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ st❡r✐❝ ❢❛❝t♦r SV V =
1/27✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡♠✐❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❢♦r r❡s♦♥❛♥t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ρ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r
♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤✐s ❢❛❝t♦r✱ ξ = π2(ω1 − ω2)/(4αv̄)✱ ❛♥❞ ω1 ❛♥❞ ω2

❛r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❆r✲
r❤❡♥✐✉s ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✶✵✱✵✵✵ t♦ ✼✵✱✵✵✵ ❑✳ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✽✱ ✷✳✾
❛♥❞ ✷✳✶✵ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ◗❈❚ r❛t❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡
◆❆❙❆ ❆♠❡s ❣r♦✉♣ ❙❝❤✇❡♥❦❡ ✭✷✵✵✽✮❀ ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀ ❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮
❢♦r N2 − N ♦♥ t❤❡✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ✭✼✱✵✵✵❑ t♦ ✺✵✱✵✵✵❑✮✳ ❆s
s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✳ ✷✳✽ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❢♦r ❛❧❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐❣✳ ✷✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ●♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s❤♦✇♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ kv→v−1 = vk1→v−0 ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ❛♥
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✳ ❖♥ ✜❣✳ ✷✳✶✵ ❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡s
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❋♦r ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s t❤❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ❡①❝✐t❛t✐♦♥
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✺✶

Temperature (K)
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1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

x 10
4

10
−12

10
−11

10
−10

10
−9

k(0 −> 1)

k(29 −> 30)

k(last−1 −> last)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ▼♦♥♦q✉❛♥t✉♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r N2 + N ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❢r♦♠ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✈❂✵✱ ✈❂✷✾ ❛♥❞ ✈❂❧❛st ❧❡✈❡❧✲✶ ❢r♦♠ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳
✷✵✶✵✮ ✭❧✐♥❡s ✇✐t❤♦✉t s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ ✭❧✐♥❡s ✇✐t❤ sq✉❛r❡s✮✳

Vibarational energy level (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ▼♦♥♦q✉❛♥t✉♠ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r N2 + N ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮
✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 25000 K ✭s♦❧✐❞✮✱
50000 K ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r N2 + N ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ∆v = 10 ❢r♦♠
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✈❂✵✱ ✈❂✷✾ ❛♥❞ ✈❂✸✾ ❢r♦♠ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮
✭❧✐♥❡s ✇✐t❤♦✉t s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ ✭❧✐♥❡s ✇✐t❤ sq✉❛r❡s✮✳

r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ◆❆❙❆ r❛t❡s✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❛ ❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ N2 ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s✉♠
♦❢ V T tr❛♥s❢❡rs t♦ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ 40 q✉❛s✐✲❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ t♦ r❛♣✐❞❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡✳ ❚❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ❜♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧❡✈❡❧ i ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P (i→ diss, v̄) =
39
∑

f=0

PV T (i→ vmax + f, v̄) ✭✷✳✸✽✮

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
r❛t❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✳ ❚♦ ❣❡t ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts✱ t❤❡ ❋❍❖ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇❡r❡ s❝❛❧❡❞ s♦ t❤❛t
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t T ♠❛t❝❤❡s
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ P❛r❦ ✭✶✾✾✵✮✱ ❢♦r N2 +N ❛♥❞ N2 +N2✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✇❛s ❛t ♠♦st ✸ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ P❛r❦✬s
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❤✐s N2+N r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❣r❡❡s
✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ N2 +N ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
t❤❡ ◗❈❚ ♠❡t❤♦❞ ❜② ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❣r♦✉♣ ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ r❛t❡s
✇❡r❡ ✜tt❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❆rr❤❡♥✐✉s ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ 10, 000K−
70, 000K✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❍❖ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts Nv
2 +N → 3N ❢r♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✈❂✵✱

✈❂✸✵ ❛♥❞ ✈❂❧❛st ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮✳

t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡s ❢♦r N2+N ♦♥ t❤❡✐r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ✭✼✱✵✵✵❑ t♦ ✺✵✱✵✵✵❑✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ q✉✐t❡ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❋❍❖ ❞✐ss♦❝✐✲
❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✜❣✳ ✷✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡s N2 + N ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ◆❆❙❆ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❛❧♠♦st ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇✳ ❚❤❡ ❋❍❖ r❛t❡s ❛❣r❡❡
r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❆❙❆ r❛t❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡② ❞❡❝r❡❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ◆❆❙❆ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥❝r❡❛s❡✳

✷✳✸✳✹ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦

❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s✿ r❡❧❛✲
t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ❜❡t✇❡❡♥ 1000 − 10000 K ❛♥❞ ❤✐❣❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s 10000− 70000 K✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t✇♦ ❞❛t❛❜❛s❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❞❡❧s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳
❚❤❡ ◗❈❚ ❞❛t❛ ♦❢ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇❛r✐ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ N2−N ❛♥❞ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❛t❛
♦❢ ❇✐❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ N2 −N2 ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ V T ❛♥❞ V V ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇❛r✐ N2 −N ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
N2 −N2 ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭❙❤❛t❛❧♦✈ ❢❛❝t♦r✮✳
❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ❋❍❖
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Vibarational energy level (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts Nv
2 + N → 3N ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐✲

t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❏❛✛❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✮ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 25000 K ✭s♦❧✐❞✮✱ 50000 K ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳

r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝✉✲
r❛t❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◆❆❙❆ ❆♠❡s r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ◆❆❙❆ ❆♠❡s r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r N2−N ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ❛r❡ r✉❧❡❞ ❜② t❤❡ N2 − N2 ♣r♦❝❡ss❡s s♦ ✇❡ ❤❛✈❡
♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✉s❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❧❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

◆♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❙❤♦❝❦ ✇❛✈❡

N2 −N

❱❚ ❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮ ❋❍❖
❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮ ❋❍❖

N2 −N2

❱❚ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮ ✭♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ ♦♥❧②✮ ❋❍❖
❱❱ ❇✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✶✾✼✾✮ ✭♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ ♦♥❧②✮ ❋❍❖

❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❊s♣♦s✐t♦ ❛♥❞ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ✭✷✵✵✻✮ ❋❍❖

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ▼♦❞❡❧s r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s✳
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P❛rt ■ ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❧♦✇s ✺✺

❚❤❡ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❜② ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✳ ❚❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
♥❡❡❞❡❞✿ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ Tvib ♦♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✱
❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ΩV T ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡
t❡r♠ ❢♦r ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ΩCV ✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ΩV T

s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛r❡ ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ΩCV s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♠✉st ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♠♦st ♥♦♥✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ❜✉✐❧t ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳
❚❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ♦♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡s❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞
❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st ✐♥ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ t❤❡ ✸❉
♠♦❞❡❧s t❤❛t r❡❧② ♦♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✶❉
♠♦❞❡❧s t❤❛t r❡❧② ♦♥ s♦♠❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r
❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤♦s❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞
t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦✉♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳
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❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
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❈❤❛♣t❡r ✸

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞

❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ ♥✐✲
tr♦❣❡♥ ✭N2−N✮ ❜❡❤✐♥❞ ❛ str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ V T ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ V V
♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✱ ❛♥❞
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡
✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❚❤❡ ✢♦✇✜❡❧❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ❱❉❋ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤r❡❡ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
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✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s

✸✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧

✸✳✷✳✶ ❚❡st ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t❡st ❝❛s❡s✿

• ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❋✐r❡ ■■✱ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✢✐❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ✶✾✻✵s ✭❈❛✉❝❤♦♥ ✶✾✻✼✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♣♦✐♥t
❛t t = 1634 s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭P❛♥❡s✐ ✷✵✵✾❜✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✉♣❡r♦r❜✐t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② t❡st ❝❛s❡✳

• ❆ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t② t❡st ❝❛s❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦r❜✐t❛❧ r❡❡♥tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ t❡st ❝❛s❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡✲♣r♦❥❡❝t ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ❊✉r♦♣❡❛♥
s♣❛❝❡ ♣❧❛♥❡ ❍❡r♠❡s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t ✇❡ ❝❤♦s❡ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❡❧♦❝✐t②
♣♦✐♥t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❍✶✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t ❜♦t❤ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢r♦③❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤♦❝❦ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
✉s❡❞ t❤❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢r❡❡ str❡❛♠ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲
❍✉❣♦♥✐♦t r❡❧❛t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✷ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉✲
tr❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ str♦♥❣ s❤♦❝❦

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s♣❡❝✐❡s✱ ❡♥t❤❛❧♣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥
s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ Nv

2 ❛♥❞ N ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❚❤✐✈❡t ✭✶✾✾✷✮✱ t❤❡ s❡t
♦❢ r❡❛❝t✐✈❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ✭❖❉❊✮ s②st❡♠ ✇✐t❤✿

✲ ❈♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ N ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ✻✶ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N2✿

ρu dxyN = ω̇
diss/rec
N ✭✸✳✶✮

ρu dxyNv
2

= −ω̇diss/rec
Nv

2
+ ω̇V T

Nv
2

✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ yN ❛♥❞ yNv
2
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛♥❞ ♦❢

t❤❡ ✈✲t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ N2✳ ω̇
diss/rec
Nv

2
✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r Nv

2 ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ω̇V T
Nv

2
✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r Nv

2

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s✿
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✻✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❋r❡❡✲str❡❛♠ ❛♥❞ ♣♦st✲s❤♦❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ✉♥❞❡r st✉❞②✳

❚❡st ❝❛s❡ ❱❡❧♦❝✐t② ✭m.s−1✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❑✮ Pr❡ss✉r❡ ✭P❛✮
❋✐r❡ ■■ ✭✶✻✸✹s✮

Pr❡✲s❤♦❝❦ ✶✶✸✻✵ ✶✾✺ ✷
P♦st✲s❤♦❝❦ ✶✽✾✾ ✻✵✺✼✷ ✸✼✶✻
❍❡r♠❡s ❍✶
Pr❡✲s❤♦❝❦ ✼✶✾✽ ✷✵✺ ✷
P♦st✲s❤♦❝❦ ✶✷✵✼ ✷✹✸✷✹ ✶✼✻✸

ω̇
diss/rec
Nv

2
= 2MN ·

∑

M∈{N,N2}

(kd,Mv ·Nv
2 − kr,Mv ·N2) ·M ✭✸✳✸✮

ω̇V T
Nv

2
= MN2 ·

∑

M∈{N,N2}

vmax−1
∑

w=0

(kV T,M
w→v ·Nw

2 − kV T,M
v→w ·Nv

2 ) ·M✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛rt♥❡r M = N,N2 ❛♥❞ MN ❛♥❞
MN2

❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ N ❛♥❞ N2✳
✲ ❈♦✉♣❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✿









ρu2

p
− 1

u

T

ρu2 ρu c̃P









dx





u

T



 =





−Mmix

ρ

∑

i∈S
ω̇i

Mi

∑

i∈S h
i
0 ω̇i



 ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ Mmix ✐s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss✱ Mi t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s i ❛♥❞ ω̇i

✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ c̃P ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ hi0 ✐s t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ s♣❡❝✐❡s i✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ s♣❡❝✐❡s
i✳ ❚ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✳ ❙ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
s♣❡❝✐❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦❧❞ N2 ✐s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ♠❛✐♥❧② ♦♥ ✐ts ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✇❤❡♥ ❤❡❛t❡❞ ❜② t❤❡
s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ N2(X) t❤❡ ♦♥❧②
❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ✐s N(4S)✳
❚❤✐s s❡t ♦❢ ❖❉❊ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❛❝❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
❉▲❙❖❉❊ ❧✐❜r❛r② ✭❘❛❞❤❛❦r✐s❤♥❛♥ ❛♥❞ ❍✐♥❞♠❛rs❤ ✶✾✾✸✮✳

✸✳✸ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s✲
s♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦

❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s Tvib ❛♥❞ T01 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s Tvib ❛♥❞ T01 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❩♦♦♠ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✻✸

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

∑

v e
− Ev

kB ·Tvib · ev
∑

v e
− Ev

kB ·Tvib

=

∑

vN
v
2 · ev

∑

vN
v
2

✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ Ev ❛♥❞ ev ❛r❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❧❡✈❡❧ v r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ J ❛♥❞ ✐♥
J.kg−1✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T01 ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✿

T01 =
E1 − E0

kB · log
(

N0
2

N1
2

) ✭✸✳✼✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✭s♦❧✐❞✮✱ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s Tvib ❛♥❞ T01 ✉♣ t♦ 10 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳
❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛
✜♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 20817 K❀ t❤✐s ❤✐❣❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡✳ ❇♦t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s q✉✐❝❦❧② r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡② ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡ ❢♦r
s♦♠❡ t✐♠❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❀ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡
✉♥❞❡rs❤♦♦t ♦❢ Tvib ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤✐s ✉♥❞❡rs❤♦♦t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡♣❧❡t❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❝❛rr② ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣②✳✶ ❋✐♥❛❧❧② ❛❢t❡r 8 cm ❜♦t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ s❤♦✇s ❛ ③♦♦♠ ♦✈❡r t❤❡ ③♦♥❡ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② Tvib ✐♥❝r❡❛s❡s ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦
❛♥❞ ♣❡❛❦s ❢❛st❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❧❡✈❡❧s T01✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥
③♦♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s Tvib ❞♦❡s ♥♦t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p✱ ✈❡❧♦❝✐t② v ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ρ ✭rho
✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❆s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t
✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❣❛s ❧❛✇✱
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧② ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ r❛♣✐❞
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥ ✐t s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ s❧♦✇❧②✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② u ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥✈❡rs❡❧② t♦ ρ✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣

✶❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✉♥❞❡rs❤♦♦t ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❚ ✐s ❧♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡❛❦❡♥s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✮ ❛♥❞ t❤❡♥
t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣r❡ss✉r❡ p✱ ✈❡❧♦❝✐t② u ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② rho
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡
t❡r♠s✱ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡✱ ❜✉t ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❧❡
❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥✐tr♦❣❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤❛❧❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r 2 mm ❛♥❞ ✐s
str♦♥❣❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❢t❡r x = 2 cm✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡
♥♦t ♠❛①✐♠✉♠ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦♣❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t
♥❡❛r x = 1 mm✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❤✐❜✐ts t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■t
❤❛s ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❢t❡r x = 1 mm✱ t❤✉s st✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
r❡❛❝t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡
❛❜s❝✐ss❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✹✿

• x0.01 ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ N ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t✱
• x0.1 ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ N ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ✶✵ ♣❡r❝❡♥t✱
• x0.5 ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ N ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ 0.5✳

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❱❉❋✮ ❛r❡ ♥♦✇ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
t❤r❡❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t x = x0.01✱ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦
✭x0.01 = 2.09 × 10−5m✮✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ N ✐s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ N2 ✐s ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = x0.01 ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Tvib ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = x0.1 ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Tvib ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = x0.5 ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Tvib ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s Tvib ❛♥❞ T01 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳

✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧s v = 0
❛♥❞ v = 1 ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T01 ✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ❱❉❋✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t x = x0.1✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✐s ❤✐❣❤✱ ❛s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ✐s ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♥♦t✐❝❡s ❛ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❱❉❋✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t x = x0.5✱ ✇❤❡r❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❤❛s
♦❝❝✉rr❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❱❉❋ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ Tvib ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ T ✳
❋♦r x > x0.5✱ t❤❡ ❱❉❋ r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✉♥❞❡rs❤♦♦t✳ ■t ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❞❡♣❧❡t❡❞
❜② t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚✇♦ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥✿

• ❚❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ♣r♦❝❡ss❡s ♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ❞❡♣❧❡t❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❧❡✈❡❧s✱

• ❆s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✳ ✷✳✶✷✱ t❤❡ ❋❍❖ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ◆❆❙❆ ◗❈❚ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ✈❡r②✲❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ♠❛② r❡s✉❧t
✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s❀ ❤❡♥❝❡ t❤❡②
❛r❡ ♥♦t ❞❡♣❧❡t❡❞✳

❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✻✽ ✖ ★✽✽
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ N ✐s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ N2 ✐s ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳

❋♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ T ✭s♦❧✐❞✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s Tvib ❛♥❞ T01 ✉♣ t♦ 10 cm
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧②
❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✱ ❜✉t ❤❛s st✐❧❧ ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ 10 cm ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✳
❇♦t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s q✉✐❝❦❧② r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡
❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ T ❝❧♦s❡❧②✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❋✐r❡ ■■ t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ Tvib ✐s ❢❛st❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ T01❀ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♥♦ ✉♥❞❡rs❤♦♦t ♦❢ Tvib ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ✭✜❣✳ ✶✳✷✮ t❤❛t ❝❛rr② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛r❡
♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✿

• ❡✐t❤❡r✱ ❛s T ✐s ❧♦✇ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣
❧❡✈❡❧s✱

• ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
s♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s t❤❡ V T ❛r❡ st✐❧❧ ❡✣❝✐❡♥t ❛t
t❤❡s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭✜❣✳ ✷✳✾✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r❡❞ ✭✜❣✳ ✷✳✶✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❧❡
❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥✐tr♦❣❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤❛❧❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛❢t❡r 3.78 cm ❛♥❞ ✐s
❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ t♦t❛❧❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❢t❡r 10 cm✳ ❚❤✐s s❧♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❧♦✇❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ 1%✱ 10% ❛♥❞ 50% ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = x0.01 ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Tvib ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = x0.1 ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Tvib ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳
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s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = x0.5 ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Tvib ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t x = x0.01✱ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❆
❧❛r❣❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤
❧❛r❣❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡
❱❉❋ ❛t x = x0.1✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t x = x0.5✱ ✇❤❡r❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❤❛s
♦❝❝✉rr❡❞✳ ❆❝t✉❛❧❧② ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❞❡♣❧❡t❡❞ ❜②
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❛rt ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤②
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✉♥❞❡rs❤♦♦t✿ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞
❛r❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ✇❤♦s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❢♦r t❤❡ ❋✐r❡ ■■ t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❱❉❋
✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜✉t ❛❢t❡r ❤❛❧❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞
2 cm ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❆ ❧❛r❣❡ ✉♥❞❡rs❤♦♦t ♦❢ Tvib ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r 8 cm✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡rs❤♦♦t✱ t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢N2 ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢N2 ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♠✉❝❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ✢♦✇ r❡♠❛✐♥s ✐♥
❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s 10 cm
❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s q✉✐❝❦❧② ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ t❤✐s t❡st
❝❛s❡✱ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡♣❧❡t❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡
❛ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✼✶

❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇✲
❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ T ❛♥❞ Tvib r❡♠❛✐♥ ❝❧♦s❡✳

✸✳✹ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❱✐❜r❛t✐♦♥✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❱✐❜r❛t✐♦♥✲
❈❤❡♠✐str② ❛♥❞ ❈❤❡♠✐str②✲❱✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② ✇❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥ ❢r♦♠
t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

ΩV T =
∑

v

ω̇V T
Nv

2
· ev ✭✸✳✽✮

ΩCV =
∑

v

ω̇
diss/rec
Nv

2
· ev ✭✸✳✾✮

❚❤❡s❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② eV ✱ ❤♦✇✲
❡✈❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ V T ❝♦✉♣❧✐♥❣
r❡♠❛✐♥s ΩV T ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠
♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

ΩPref = ΩCV − ω̇
diss/rec
N2

· eN2

V ib(Tvib) ✭✸✳✶✵✮

❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦st✲s❤♦❝❦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡ t❡r♠s t❤❛t ❞r✐✈❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs t❤❡ ΩV T

s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ΩPref ✱ t❤❡♥
ΩPref t❛❦❡s ♦✈❡r✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❛♣✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Tvib ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✷✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡♥
t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ Tvib ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✉♥❞❡rs❤♦♦t✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✿ ❛s
s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞✱ t❤❡② ❞✐ss♦❝✐❛t❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ N2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r M
τN2−M
V T,sts ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s✿

τN2−M
V T,sts = ρN2

· eV ib(T )− eV ib(TV ib)

ΩM,sts
V T

· xM ✭✸✳✶✶✮
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s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ΩV T ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ΩPref s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st
❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s p×τN2−N2
✿ τN2−N2

V T,sts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡t❛✐❧❡❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ τN2−N2

V T,Boltz ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭t❤✐❝❦ ❞❛s❤❡❞✮✱

τN2−N2

V T,MW ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s
t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s p× τN2−N ✿ τN2−N
V T,sts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡t❛✐❧❡❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ τN2−N
V T,Boltz ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭t❤✐❝❦ ❞❛s❤❡❞✮✱

τN2−N
V T,MW ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s
t❡st ❝❛s❡✳

✇❤❡r❡M = {N2, N} ✐s t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ❢♦r t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r M ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❛s✿

ΩM,sts
V T =MN2

vmax−1
∑

w=0

vmax−1
∑

w=0

(kMw→v · [Nw
2 ]− kMv→w · [Nv

2 ]) · ev · [M ] ✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ [Nv
2 ] ❛r❡ t❤❡ Nv

2 ♠♦❧❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❡q✳ ✭✸✳✽✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s✉♠♠✐♥❣ ΩM,sts

V T ♦✈❡r t❤❡ t✇♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs M = N2 ❛♥❞ M = N ✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s❡❝♦♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τN2−M
V T,Boltz ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡✲

s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t [Nv
2 ] ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✷✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✳

❚❤❡s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ T−1/3 ✐♥ ✜❣s✳ ✸✳✶✹ ❢♦r
N2−N2 ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ✸✳✶✺ ❢♦r N2−N ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ τN2−M

V T,sts ✐s ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❢♦r N ✐♠♣❛❝t
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❛st❡r✐s❦s✮ ❛♥❞ ❢♦r N2 ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❝r♦ss❡s✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st
❝❛s❡✳

❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ τN2−M
V T,Boltz ✐s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡

τN2−M
V T,MW ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡✬s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❣✐✈❡♥ ❜② P❛r❦ ✭✶✾✾✸✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❧❛✇
✐s ❛ ❢❛❝t♦r 2− 3 ❛t ♠♦st✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ T−1/3 ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❧❛✇✳ τN2−M

V T,sts ❡①❤✐❜✐ts ❛ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ❤✐❣❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡♥ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧♠♦st ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❧✐❣❤t❧② s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ♦♥❧②
❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞
❲❤✐t❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ❤✐❣❤❡r✱ ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛t ♠♦st ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2− 3✳

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ Iv ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
N2✱ ❜② ✐♠♣❛❝t ✇✐t❤ N ♦r ✇✐t❤ N2✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❧❡✈❡❧ ✭✐✳❡✳ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✉s r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❆✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② r❡♠♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭s♦❧✐❞✮✱
r❡s♣✳ ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❞♦tt❡❞✮✱
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ N2 ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss Ediss✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

Iv =

∫ tf

t=0

(kM,v
d ·Nv

2 − kM,v
r ·N2) ·M · dt ✭✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ tf ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡ Iv ❢♦r N ✲✐♠♣❛❝t ❛♥❞ N2✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ N ✲
✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
N2 ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ N0

2 ✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❥✉st ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ s❤♦❝❦ ✜rst❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ N ❛t♦♠s ❛♥❞ N2 ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r✱ ❛♥❞
s❡❝♦♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ♣♦♣✉❧❛t❡❞✳ ❆s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐s ❤✐❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❞✐r❡❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ N2✳ ❆❢✲
t❡r t❤❛t✱ N ❛t♦♠s ❡①✐st ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ N2 ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣
❛❜r✉♣t ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts
❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✭✜❣✳ ✷✳✶✷✮✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱
❢♦r t❤✐s ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐❞❡❛ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❧❡ss ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t❡❞
❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t < Ed > ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡❝♦♠✲
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❆✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② r❡♠♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭s♦❧✐❞✮✱
r❡s♣✳ ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❞♦tt❡❞✮✱
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ N2 ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss Ediss✳ ❩♦♦♠ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
s❤♦❝❦✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t < Er > ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2 ❛♥❞
♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✶✼✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽
✐s ❛ ③♦♦♠ ♦❢ ✜❣✳ ✸✳✶✼ ♦♥ t❤❡ ③♦♥❡ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
♥♦t❡ t❤❛t 〈Ed〉 ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♥♦r ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✭♥♦♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② 〈EV ib〉✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛s s❡❡♥
♦♥ ✜❣✳ ✸✳✶✽✱ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳
❚❤❡♥ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ❣❡t ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❢❛✈♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ♠♦r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s
T ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤✉s < Ed > ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s ❜❡❧♦✇ 0.6 Ediss✳ ❆s s❡❡♥ ♦♥
✜❣✳ ✸✳✶✼✱ t❤✐s ❧❛sts ✉♣ t♦ 8 cm ✇❤❡r❡ 〈Ed〉 = 〈Er〉✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
✐s ❝❧❡❛r❧② ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❞❡♣❧❡t❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦❢ T ✱ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡
♠✉❝❤ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ T ♦♥ t❤✐s ③♦♥❡✳

❘❡♠❛r❦✿ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ s♣❡❝✐❢②
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t②✱ ♦r ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❍❛♠♠❡r❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✾✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ 0.5 Ed ♦❢ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❛♥② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ΩV T ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ΩPref s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳

❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ΩV T ❛♥❞ ΩPref s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡
❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳ ■♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✜rst t❤❡ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❜② V T ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡♠♦✈❛❧ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s❧✐❣❤t❧② ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜②
V T tr❛♥s❢❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✽✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛♥❞
❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ❛s ❜♦t❤ Tvib ❛♥❞ T ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦t
r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✵ ❛♥❞ ✸✳✷✶ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② p × τN2−N2

❛♥❞ p × τN2−N ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ T−1/3✱
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❉❋ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ▼✐❧✲
❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ❜② P❛r❦ ✭✶✾✾✸✮✳ ❆s ✇❛s s❤♦✇♥ ♦♥
✜❣✳ ✸✳✶✾✱ t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ❤❡❛t t❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐s t❤❡ ③♦♥❡ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤✳
❋♦r s✉❝❤ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❧❛✇ ❢♦r N2−N2

❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ❢♦r N2−N ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱
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✿ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧✲

❧✐s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭t❤✐❝❦ ❞❛s❤❡❞✮✱
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ p × τN2−N ✿ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧✲
❧✐s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭t❤✐❝❦ ❞❛s❤❡❞✮✱
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❢♦r N ✐♠♣❛❝t
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❛st❡r✐s❦s✮ ❛♥❞ ❢♦r N2 ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❝r♦ss❡s✮✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st
❝❛s❡✳

❜♦t❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❧❛✇✱ ❡✈❡♥
✐❢ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❧♦s❡ t♦ T−1/3✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❉❋ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ❢r♦♠
❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
r❛t❡✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ Iv ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✳
✸✳✷✷✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ N0

2

st❛t❡ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst N ❛t♦♠s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❧♦✇
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❋❍❖ ❞✐ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡q✉❛❧✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡❝♦♠❡
♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛s t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❧♦✇❡r✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈✲
❡❧s ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳

❆s s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✷✸✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ < Ed > ✐s
❛❧s♦ ❤❡r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ■t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡
③♦♥❡ ✇❤❡r❡ Tvib ✐s ❡①❝✐t❡❞✱ t❤❡♥ st❛❜✐❧✐③❡s ❛r♦✉♥❞ 0.65×Ediss✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✱ < Ed > 6=< Er > ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② r❡♠♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭s♦❧✐❞✮✱
r❡s♣✳ ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❞♦tt❡❞✮✱
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ N2 ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss Ediss✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤❡❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❝♦♦❧ ✐t✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ❱❉❋ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥
t✐♠❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ✭❝❤❡♠✐❝❛❧✮ ♥♦♥✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥
t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❝❛s❡ ❍❡r♠❡s H1✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✭✐♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❡♥s❡✮✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❝❤❡♠✐str② ♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣r❡❢❡r✲
❡♥t✐❛❧ ✭✐♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❡♥s❡✮✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡♣❧❡t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡
♣✉t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✽✶

✸✳✺ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s

▼✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭✇✐t❤ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② ❆❧✐❛t ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✶❛✮❀ ❆❧✐❛t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❜✮ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲
❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t♦ s❤♦rt❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❤✐♥❞ ❛ str♦♥❣
s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✭u∞ = 7km.s−1✱ p∞ = 27Pa✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ V T ♣r♦✲
❝❡ss❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Nv
2 +M ↔ Nv+∆v

2 +M ; ✇✐t❤ ∆v ≤ (∆v)max ✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ (∆v)max = 1 ✭♦♥❧② ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s✮ ❛♥❞
✇✐t❤ (∆v)max = 5 ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✭❞❛s❤❡❞✮ ✉♣ t♦ 10 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦
✇❛✈❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ✇✐t❤
♦♥❧② t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ (∆v)max = 5 ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡❛❦ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞
✉♥❞❡rs❤♦♦ts ❛t ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
❛❧s♦ s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ (∆v)max = 5✱ Tvib ♣r❡s❡♥ts ❛ ❧✐tt❧❡
♣❡❛❦✱ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s ❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rs❤♦♦t ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡
♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❧❛② ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❢♦r ✇❤✐❝❤ ∆v ❡①❝❡❡❞s ✺ ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t r❡❛❝t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❧❡
❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ✇✐t❤
♦♥❧② t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ (∆v)max = 5 ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❆
❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ (∆v)max = 5 t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
r❡♠❛✐♥s ❧❛r❣❡❧② ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ ♣r♦✲
❝❡ss❡s t♦ ❡①❝✐t❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ N2✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦
❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t x = 2 mm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❝r♦ss❡s✱ sq✉❛r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧②
t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ① s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r (∆v)max = 5✳ ❲❤❡♥
♦♥❧② t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❣r❛❞✉❛❧✿ ❛
❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❧♦✇ ✐t ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s Tvib ❛♥❞ T01 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❆❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ ❜❧❛❝❦✱ (∆v)max = 1✿
r❡❞ ❛♥❞ (∆v)max = 5✿ ❜❧✉❡✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ N ✐s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ N2 ✐s ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❆❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ ❜❧❛❝❦✱
(∆v)max = 1✿ r❡❞ ❛♥❞ (∆v)max = 5✿ ❜❧✉❡✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = 2 mm ✇✐t❤ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✭❝r♦ss❡s✮✱ ✇✐t❤ (∆v)max = 1 ✭sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ (∆v)max = 5 ✭ ① s②♠❜♦❧s✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ✐s
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

❲❤❡♥ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ♠♦r❡ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤
(∆v)max = 5 t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s r❡♠❛✐♥s s❧♦✇✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ ❤❡♥❝❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❧♦✇❡r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✷✺✳

❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✭❞❛s❤❡❞✮ ✉♣ t♦ 10 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡
♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ (∆v)max = 5 ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣❧② t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ s❧♦✇❧②✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
(∆v)max = 5 ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ✐♥ ❜❧❛❝❦✱
✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ (∆v)max = 5 ✐♥ ❜❧✉❡✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ♦♥❧②
♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r✳
❚❤❡ ❝❛✉s❡ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❛s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s Tvib ❛♥❞ T01 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❆❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ ❜❧❛❝❦✱ (∆v)max = 1✿
r❡❞ ❛♥❞ (∆v)max = 5✿ ❜❧✉❡✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ N ✐s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ N2 ✐s ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❆❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ ❜❧❛❝❦✱
(∆v)max = 1✿ r❡❞ ❛♥❞ (∆v)max = 5✿ ❜❧✉❡✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = 1 cm ✇✐t❤ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✭❝r♦ss❡s✮✱ ✇✐t❤ (∆v)max = 1 ✭sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ (∆v)max = 5 ✭ ① s②♠❜♦❧s✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋
✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❍❡r♠❡s H1 ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs
♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
(∆v)max = 5 st✐❧❧ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t x = 1 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❝r♦ss❡s✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥✲
t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❡ sq✉❛r❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ (∆v)max = 5 t❤❡ ① s②♠❜♦❧s✳ ❈♦♥tr❛r②
t♦ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♣ t♦ (∆v)max = 5
❛r❡ ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠✉❧✲
t✐q✉❛♥t❛ ❥✉♠♣s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡
t❤❛t ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛r❡ ✉♥❞❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡✳

✸✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❜♦t❤ st✉❞✐❡❞ t❡st ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P❛r❦ ✭✶✾✾✵✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❛rr♦♥❡ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r



✐

✐
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✐

✐

✐

✐

✐

✐

✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s

✭✶✾✻✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❛❝❤❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✱ ✇❡ ✜rst
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✳

✸✳✻✳✶ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

▼♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ΩV T

❋♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡
❧❛✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② P❛r❦ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
✐s ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0.1 ➴2 ❛♥❞ 1 ➴2 ✉s❡❞ ❜② P❛r❦
✭✶✾✽✽✮❀ P❛r❦ ✭✶✾✽✾✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 28 ➴2 ❢♦r N2 −N ❛♥❞ 44 ➴2 ❢♦r N2 −N2 ❛r❡
✉s❡❞✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛r❡ t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t kMT

diss(T, Tvib)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠
ΩCV ✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

P❛r❦
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
❛❧❧♦✇s ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✜① t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ❛t q = 0.7✳ ❚❤✉s t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t
✇r✐t❡s kPark

diss (T, Tvib) = kdiss(T
0.7 × T 0.3

vib )✳

P❛r❦ ✭✶✾✾✵✮ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜② ✉s✐♥❣✿

ΩCV = −ω̇diss/rec
N2

· ǫV ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ 0.3Ed ≤ ǫV ≤ Ed✳ ❱❛r②✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❜❡st
❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ǫV = 0.5Ed✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❤❡♠✐str② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②✿

kMT
diss(T, Tvib) =

QTHO
vib (T ) ·QTHO

vib (TF )

QTHO
vib (Tvib) ·QTHO

vib (−U)
· kdiss(T ) ✭✸✳✶✻✮

❆s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❞✐✈❡r❣❡s ✇❤❡♥ ✐t
✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈✲
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✐

✐

✐

P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✽✼

❡❧s✱ s♦ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ QTHO
vib ✳ ❆s

t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜✐✉r♠ ❢❛❝t♦r s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ ♦♥❡ ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t✳

TF ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

1

TF
=

1

TF
− 1

T
− 1

U
✭✸✳✶✼✮

U ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s❡❞ t♦ q✉❛❧✐❢② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✲
❛❝t✐♦♥✳ U = ∞ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❍❛♠♠❡r❧✐♥❣
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✾✮✳ ▼❛rr♦♥❡ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ✭✶✾✻✸✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ EN2

d /6 ≤ U ≤ EN2

d /3✳ ❱❛r②✐♥❣ U ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡✱ t❤❡ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❞②♥❛♠✐❝s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r EN2

d /3✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡q✳ ✷✳✽✱ r❡❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡✿

ΩCV = −ω̇diss
N2

· < Ed > +ω̇rec
N2

· < Er > ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ❛r❡✿

< Ed >=
rN2

θN2

V

exp(θN2

V /TF )− 1
− rN2

θN2

d

exp(θN2

d /TF )− 1
✭✸✳✶✾✮

< Er >=
rN2

θN2

V

exp(−θN2

V /U)− 1
− rN2

θN2

d

exp(−θN2

d /U)− 1
✭✸✳✷✵✮

▼❛❝❤❡r❡t ❡t ❛❧✳
▼❛❝❤❡r❡t ❛♥❞ ❘✐❝❤ ✭✶✾✾✸✮❀ ▼❛❝❤❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛t♦♠✐❝ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♠♣❛❝t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠✲
♣✉❧s✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ▼❛ss❡②
♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❧♦✇✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st ❝❧❛ss✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛ss r❛t✐♦✿

α =

(

m

M +m

)2

✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❛♥❞ M
✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❛t♦♠✱ ♦r t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♦♥❡ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✽✽ ✖ ★✶✵✽
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s

♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❋♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❧②✐♥❣ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ αEv t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ EN2

d − Ev ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❡✛❡❝ts✱ ❛❜♦✈❡
t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s s✐♠♣❧② EN2

d − Ev✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❱❉❋ ✐s
♣♦st✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥✲
st❛♥t✿

kd(T, Tvib) = klow + khigh ✭✸✳✷✷✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ klow ✐s✿

klow = A · Tn · (1−H) · e−
θd
Ta ✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ A✱ n ❛♥❞ θd ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❆rr❤❡♥✐✉s ❧❛✇✱ θd ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ Ta ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ Ta = αTvib + (1−α)T ✳ H ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ✐s ❛♥
❛t♦♠ ♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

❋♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s✿

khigh = A · Tn · 1− e
−

θV
Tvib

1− e−
θV
T

·H · e−
θd
Ta ✭✸✳✷✹✮

❋♦r ❛♥ ❛t♦♠✱ t❤❡ H t❡r♠ ✐s✿

H = 1− 9
√

π(1− α)

64

(

T

θd

)1−n [

1 +
5(1− α)T

2θd

]

✭✸✳✷✺✮

❆♥❞ ❢♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✐t ✐s✿

H = 1− 2(1− α)

π2α3/4

(

T

θd

) 3

2
−n [

1 +
7(1− α)(1 +

√
α)T

2θd

]

✭✸✳✷✻✮

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣✿ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥
✇r✐t❡s✿

< Ed >=
klow · e∗v + khigh · Ed

klow + khigh
✭✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② e∗v = αEd

(

Tvib

Ta

)2

✳

❋♦r t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞✿



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✽✾ ✖ ★✶✵✾
✐

✐

✐

✐

✐

✐

P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✽✾

< Er >= Ed[α(1−H) +H] ✭✸✳✷✽✮



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✾✵ ✖ ★✶✶✵
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s

❘❡♠❛r❦s✿

• ❊q✳ ✸✳✷✼ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ klow ❛♥❞ khigh✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ✐❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ✐s
❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥
❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✽✮ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❛t♦♠
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

• ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r♠✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✸✳✻✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✭❞❛s❤❡❞✮ ✉♣ t♦ 10 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦
✇❛✈❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r t❤❡ P❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❛t❤❡r ❣♦♦❞
❢♦r t❤❡ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ s❧♦✇❡r
r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❛ ❧❛r❣❡
✉♥❞❡rs❤♦♦t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡rs❤♦♦t
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡s❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ❡①t❡♥❞s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛rt❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✲
❞❡rs❤♦♦t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✿ 20 cm ❢♦r t❤❡ P❛r❦ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞
▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ 50 cm ❢♦r t❤❡ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✶ s❤♦✇s ❛ ③♦♦♠
❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❢❛st❡r
❜② ❛❧❧ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✿ x = 0.7 mm ❛❣❛✐♥st 1.2 mm ❢♦r t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ΩV T ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠♦❞❡❧s ❛s s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✶✹ ✭t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t
♠✉❝❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉s❡❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❯♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞✱
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❆❢t❡r✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧②✿
P❛r❦ ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦st✲s❤♦❝❦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡ t❡r♠s t❤❛t ❞r✐✈❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❏✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ t❤❡ ΩV T s♦✉r❝❡
t❡r♠ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤✐❣❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
❢❛st❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ΩPref s♦✉r❝❡
t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r② ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✿ t❤❡
ΩPref ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❧♦✇❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ P❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱
❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st
❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ P❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱
❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❩♦♦♠ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡
s❤♦❝❦✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ N ✐s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ N2 ✐s ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ P❛r❦
♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❋✐r❡ ■■
✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ΩV T ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ΩPref s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱
P❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳
❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✾✸ ✖ ★✶✶✸
✐

✐

✐

✐

✐

✐

P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✾✸

Distance from shock (m)

T
em

p
er

at
u

re
 (

K
)

 

 

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

0.5

1

1.5

2

x 10
4

T
T

Vib

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ P❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱
❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❍❡r♠❡s ❍✶ t❡st ❝❛s❡✳

❍❡r♠❡s H1
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✭❞❛s❤❡❞✮ ✉♣ t♦ 10 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦
✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ P❛r❦ ♠♦❞❡❧
✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② s❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ❚r❡✲
❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Tvib q✉✐❝❦❧②
❡q✉✐❧✐❜r❛t❡s ✇✐t❤ T ✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ T ✳ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ s❧♦✇❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ P❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱
❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❧✐❣❤t❧② s❧♦✇❡r✳ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts
❛❣❛✐♥ ❛ s❧♦✇❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦st✲s❤♦❝❦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡ t❡r♠s t❤❛t ❞r✐✈❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ✐♥ ❛ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ N ✐s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ N2 ✐s ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ P❛r❦
♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❍❡r♠❡s
❍✶ t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ΩV T ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ΩPref s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱
P❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱ ❚r❡❛♥♦r ❛♥❞ ▼❛rr♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ▼❛❝❤❡r❡t ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳
❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✾✺

✸✳✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠♦❞❡❧s

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P❛r❦ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❡st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❛r❦ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡
❍❡r♠❡sH1 t❡st ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ Tvib ✐♥ t❤❡ ❋✐r❡ ■■
✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ str♦♥❣❡r ✉♥❞❡rs❤♦♦t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡rs❤♦♦t ✈❛r✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣❤②s✐❝❛❧❧②✲❜❛s❡❞
♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❛❝❤❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❣✐✈❡s ❛ s❧♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛♥
❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♥♦
❝✉rr❡♥t ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ st✉❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ s❤♦✇s t❤❛t ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦✇❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❛♥
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡✳ ❚❤✐s r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s
❢♦✉♥❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❍❡r♠❡s H1
t❡st ❝❛s❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❛✛❡❝t t❤❡
❧♦✇✲❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t ❛ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✈✐s✲
❝♦✉s ❡✛❡❝ts✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ❡q✉❛❧❧② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ♠❛✐♥❧② ♦❝❝✉rs ❢r♦♠ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r s❤♦❝❦ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✿ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.6 t✐♠❡s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2 ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐s✲
s♦❝✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ✢♦✇✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ V T ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✐♥ ❜♦t❤ t❡st ❝❛s❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ V T
❥✉♠♣s ❛❜♦✈❡ ✺✲q✉❛♥t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡✱ ✐♥ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠❡s H1 t❡st
❝❛s❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡
❋❍❖ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤r❡❡ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❞❥✉st❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s
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✐

✐

✐

✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧
✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t❡st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ τV T r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳
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✐

✐

✐

✐

✐

✐

❈❤❛♣t❡r ✹

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞

r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥

♥♦③③❧❡ ✢♦✇s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐✲
tr♦❣❡♥ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ♥♦③③❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡
♠♦❞❡❧✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦❢ ❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ▼✉✲
♥❛❢ó ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭p0 = 100 atm ❛♥❞
T0 = 5535K✱ ❞❡♥♦t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ❇ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭p0 = 1 atm ❛♥❞ T0 = 10000 K✱ ❞❡♥♦t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ❆ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✮✱ ❤❛✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ str♦♥❣ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛r✐ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞
t❤❡ ◆❆❙❆ ❆♠❡s ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡s❡ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s ✇✐t❤
❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡ ✭t❡st ❝❛s❡
❆✮✱ ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st✉❞✐❡❞ ❜②
❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭t❡st ❝❛s❡ ❇✮✱ ❛♥❞ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ V V
♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❱❉❋✳
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✐

✐

✐

✐

✐

✐

✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥

♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

✹✳✷ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥♦③③❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇

✹✳✷✳✶ ❚❡st ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❋♦r ❜♦t❤ t❡st ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✸✮ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✾✵✬s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♥✐tr♦❣❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦③③❧❡
t❤r♦❛t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t 2.54 cm ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t 8.3 cm
❢r♦♠ t❤❡ t❤r♦❛t✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r♦❛t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t ✐s ♦❢ 11.6✳

❲❡ ✜rst st✉❞② ❛ ✈✐rt✉❛❧ t❡st ❝❛s❡ ♦❢ str♦♥❣❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✉t ♥♦♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦✲
❣❡♥ ❛t T = 10000 K ✐♥ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ▼✉♥❛❢ó ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✇❤♦
❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✲
❢❡rs ❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡st
❝❛s❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❝❛s❡ ❆ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❆ ✐s ❛ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
t❡st ❝❛s❡ ❛t ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞✳ ■♥
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ r❛r❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ❛t♦♠✲✐♠♣❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s✿

• ❛t♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❱✐❜r❛t✐♦♥✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥
V T ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡✿

Nv
2 +N ↔ Nv′

2 +N ✭✹✳✶✮
• ❛t♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✿

Nv
2 +N ↔ N +N +N ✭✹✳✷✮

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ✐s ❛ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♣r❡ss✉r❡
t❡st ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❛❧♠♦st ✉♥❞✐ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ ❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✜rst ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛t♦♠ ✐♠♣❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✿

• ♠♦♥♦ q✉❛♥t✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥
❜② ❱✐❜r❛t✐♦♥✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ V T ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡✿

Nv
2 +N2 ↔ Nv−1

2 +N2 ✭✹✳✸✮
• ♠♦♥♦ q✉❛♥t✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥
❜② ❱✐❜r❛t✐♦♥✲❱✐❜r❛t✐♦♥ V V ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡✿

Nv
2 +Nw−1

2 ↔ Nv−1
2 +Nw

2 ✭✹✳✹✮
• ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✿

Nv
2 +N2 ↔ N +N +N2 ✭✹✳✺✮
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✾✾

❈❛s❡ ■❉ ❈❛s❡ ❆ ❈❛s❡ ❇
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❑✮ 10000 5535

Pr❡ss✉r❡ ✭❛t♠✮ 1 100

N ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ 0.9867 5.178× 10−3

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ r❡s❡r✈♦✐r ❢♦r t❤❡ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✹✳✷✳✷ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥
✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡

❚♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡✱ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞
♦♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲✶❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt❧② ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇
✐♥ t❤❡ s✉❜s♦♥✐❝ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ✉♥t✐❧ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

∂t(ρv) + ∂x(ρvu) = ω̇v − ρvu · dx(log(A)) for v = 0, vmax − 1

∂t(ρu) + ∂x(p+ ρu2) = −ρu2 · dx(log(A)) ✭✹✳✻✮

∂t(ρE) + ∂x(ρuH) = −ρuH · dx(log(A))

✇❤❡r❡ ρv ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v✱ u ✐s t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣ ✐s t❤❡
st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱ E ❛♥❞ H ❛r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛r❡❛ A ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛r❡❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ dx(log(A)) ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✻✮✳

ω̇v ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ N2 ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ V T ✱ V V ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✿

ω̇v =MN2

∑

M=N,N2

vmax−1
∑

w=0

(kV T,M
w→v ·Nw

2 − kV T,M
v→w ·Nv

2 ) ·M ✭✹✳✼✮

+MN2

vmax−1
∑

w=v

(kV V,M
v−1,w→v,w−1 ·Nv−1

2 ·Nw
2 −

kV V,M
v,w−1→v−1,w ·Nv

2 ·Nw−1
2 )

+MN2

∑

M=N,N2

(

kr,Mv ·N2 ·M − kd,Mv ·Nv
2 ·M

)

✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r N ❛♥❞ N2✱ Nv
2 ✐s t❤❡

♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢ N2 ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v ❛♥❞ N ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢
❛t♦♠✐❝ ♥✐tr♦❣❡♥✳
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✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥

♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

Distance from throat (m)
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡
✢✉①❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡r ♦❢ ❘♦❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛rt❡♥✲❍②♠❛♥ ❡♥✲
tr♦♣② ✜① ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❱❈ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤ CFL
♥✉♠❜❡rs✳ ❆❧❧ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▼✉♥❛❢ó
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳

✹✳✸ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ❆

✹✳✸✳✶ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✲
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ t❡st✲❝❛s❡ ❆✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ T ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❛s t❤❡
✢♦✇ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧s♦ ❛❧♦♥❣ t❤❡
♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❛♥❞ ❢r❡❡③❡s ❛t ❛❜♦✉t ✸ ❝♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ t❤r♦❛t✳
❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✳ ✹✳✷ t❤❡ N ❛t♦♠s r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ▼✉♥❛❢ó ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ♠♦st ♦❢
t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ 2 cm ❞♦✇♥str❡❛♠
t❤❡ t❤r♦❛t ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢r❡❡③❡s ✸ ❝♠ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ t❤r♦❛t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡✳ ❆t t❤❡ ✐♥❧❡t✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❱❉❋
✐s ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t T = 10000 K✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛t t❤❡ t❤r♦❛t t❤❡
❱❉❋ ✐s ❛❧♠♦st ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s❧✐❣❤t ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧s✳ ❉♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ t❤r♦❛t✱ ❛s t❤❡ ✢♦✇ ❡①♣❛♥❞s✱ t❤❡ ❱❉❋ ❜❡❝♦♠❡s
♠♦r❡ ❞✐st♦rt❡❞✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞✿
t❤❡ ❱❉❋ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✹✳✸✳✷ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τN2−N
V T,sts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞
❲❤✐t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡
✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ✜❣✳ ✷✳✹✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡s✱ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❱❉❋ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✶✵✷ ✖ ★✶✷✷
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥

♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

Level Energies (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s p × τN2−N ✿ τN2−N
V T,sts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡t❛✐❧❡❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ τN2−N
V T,MW ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ▼✐❧❧✐❦❛♥ ❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞✮✳

❚❡st ❝❛s❡ ❆✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♦❢ 〈EV ib〉 t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
✢♦✇✱ 〈Er〉 t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ 〈Et〉 t❤❡ ♥❡t
❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❜② EN2

d ✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❧ ❡♥❡r❣②✱
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② < Er > ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣
❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② EN2

d ✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✐s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ 〈EV ib〉 ✐s ❛❧s♦ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞✳ ■♥ ❛ ♥♦③③❧❡✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❝t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
r❡❛❝t✐♦♥ < Et >✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

〈Et〉 =
∑vmax−1

v=0 (kr,Mv ·N2 − kd,Mv ·Nv
2 ) · ev

∑vmax−1

v=0 (kr,Mv ·N2 − kd,Mv ·Nv
2 )

✭✹✳✽✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② 〈EV ib〉 ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❜♦t❤
〈Er〉 ❛♥❞ 〈Et〉 ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡s
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❧❡t t♦ t❤❡ ♦✉t❧❡t✱ ❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❞❡♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ V T ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② 〈Er〉 ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❢r♦♠ 0.85 EN2

d

t♦ 0.95 EN2

d ❛s r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥ ❤✐❣❤❡r ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♥❡t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s 〈Et〉 ✐s ♦♥❧②
♦❢ 0.65 EN2

d ♣❡r r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ❥✉♠♣ ∆v = |v′ −
v| 6 ∆vlim ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❱✐❜r❛t✐♦♥✲
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s N2(v) +N ↔ N2(v

′) +N ♦♥ t❤❡ ❱❉❋ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❚❡st
❝❛s❡ ❆✳

❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞✳ ❆s t❤❡ ✢♦✇s ❡①♣❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ❜❡❝♦♠❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡
♥❡t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ♣❡r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s
❛♥❞ t❡♥❞s t♦✇❛r❞s 〈Er〉✳

✹✳✸✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥✲
s✐♦♥ ♦❢ t❡st ❝❛s❡ ❆

❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❢♦r t❤❡ t❡st✲❝❛s❡
❆✱ ✇❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❥✉♠♣s ∆v = |v′ − v| ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❱✐❜r❛t✐♦♥✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ∆v 6 ∆vlim✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ❢♦r ❛ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ❥✉♠♣ ∆vlim = 1, 10, 25 ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ V T ♣r♦❝❡ss❡s
✭∆vlim = nniv✮✳ ❲❤❡♥ ♦♥❧② ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭∆vlim =
1✮✱ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛ ✧♣❧❛t❡❛✉✧ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ∆vlim = 10✱ ❛ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s❧✐❣❤t ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❋♦r ∆vlim = 25✱ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❱❉❋✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ❥✉♠♣ ∆v = |v′ −
v| 6 ∆vlim ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❱✐❜r❛t✐♦♥✲
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s N2(v) + N ↔ N2(v

′) + N ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡✲
s✉❧ts ✐♥ ❛ str♦♥❣ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
❢♦r ∆vlim ≥ 10 t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s
❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✭✇❤✐❝❤
❝❛rr② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✮ ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❛s s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✳ ✹✳✻✳ ❚❤❡ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✇❡❛❦❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ N2 ♠♦❧❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡✲
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❧♠♦st ❢r♦③❡♥ ❝❤❡♠✐str②✳ ❆s ∆vlim ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❋✐❣✳ ✹✳✽
s❤♦✇s t❤❛t ❛ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ■t ✐s
❤♦✇❡✈❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❡✈❡♥ ❢♦r ∆vlim = 25 t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✐s st✐❧❧ s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r✲♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛s ∆vlim
✐♥❝r❡❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❱❉❋ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ∆vlim = 1 ♦r 10 ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s✱ t❤✉s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t r❡❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ❥✉♠♣ ∆v = |v′ −
v| 6 ∆vlim ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❱✐❜r❛t✐♦♥✲
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s N2(v) + N ↔ N2(v

′) + N ♦♥ t❤❡ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

t♦ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ✐s ❞r❛✐♥❡❞ ♦✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✜♥❛❧❧②
❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❢♦r t❤✐s ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥✱ t❤❡
❱❉❋ str♦♥❣❧② ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s
❛r❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❡✣❝✐❡♥t❧②
♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥✲
s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❱❉❋✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❱❉❋✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ✐❢ t❤❡ ♦✈❡r♣♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ✭❜② t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ V T ♣r♦❝❡ss❡s✮✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡✳
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✵✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈r♦ss❡s✿ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ❇

✹✳✹✳✶ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✲
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ t❡st✲❝❛s❡ ❇✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ T ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❢r❡❡③❡s ♥❡❛r 4 cm ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ t❤r♦❛t
❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 3000 K✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ✉s✐♥❣ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t
s♦♠❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st ❛ s❧✐❣❤t❧② s♦♦♥❡r ❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞
❛ ❤✐❣❤❡r ❢r♦③❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✳
❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✳ ✹✳✶✵ t❤❡ N ❛t♦♠s r❡❝♦♠❜✐♥❡ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡✐r ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜②
❛❧♠♦st ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✈❡s ✉♣ t♦ 4 cm✱
t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ✐s ❛❧r❡❛❞② ❢r♦③❡♥ ❛t 1 cm ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦③③❧❡ t❤r♦❛t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡✳ ❆t t❤❡ ✐♥❧❡t✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡
❱❉❋ ✐s ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t T = 5535 K✳ ❆t t❤❡ t❤r♦❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣
❧❡✈❡❧s st❛rt t♦ ❜❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s ♦♥ t❤❡
❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❆s t❤❡ ✢♦✇ ❡✈♦❧✈❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ N2 ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✭❱❉❋✮ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇✳
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✵✾

❣♦ ♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r✳
❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
V T ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✹✳✷ ❘♦❧❡ ♦❢ t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s

❖♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ V V r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ V T ♦♥❡s ❢♦r T ≤ 5000❑✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✭❏♦s②✉❧❛ ❛♥❞ ❇❛✐❧❡② ✷✵✵✺❀
❑✉st♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❱❉❋
❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
t❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ❛s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✺ ✵✵✵ ❑
✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❢r♦③❡♥ ❛♥❞ ❛s t❤❡ N2 ♠❛ss
❢r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❧♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ V V
♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❱❉❋ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ 5535K ✐♥ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋✐rst✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱❉❋ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✷✮ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t
r❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ 2 eV ❛♥❞ 4 eV ❜② t❤❡ V V
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❱❉❋ s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③✲
♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t✳ ▲♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡ ❜✉t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ ✧♣❧❛t❡❛✉✧ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢♦r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t V V ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s✲
❝✐❧❧❛t♦r✱ ❛ ❚r❡❛♥♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❚r❡❛♥♦r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✽✮✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡
❚r❡❛♥♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✶ ✉s✐♥❣ T01 ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✹✳✶✷✳
❋♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐t r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t ❛❜♦✉t 8 eV ✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤❡ ❱❉❋ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❚r❡❛♥♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ✉♣ t♦ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ 4 eV ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❚r❡❛♥♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❏♦s②✉❧❛ ❛♥❞
❇❛✐❧❡② ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✐♥ ❑✉st♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡♥✱ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤✐s
st✉❞✐❡❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡st✲❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐✲
❛t❡ ❧❡✈❡❧s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② ♠♦♥♦ q✉❛♥✲
t✉♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❱❚ ❛♥❞ ❱❱ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❢♦r ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ❱❱ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❱❚ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦ ❢❛r✳ ■♥ ❛
❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ♠♦❧❡❝✉✲
❧❛r ❱❚ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❱❉❋ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ t♦
❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ❱❱ ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❱❉❋✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❇✳

✶❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ Tvib = 3028 K ❛♥❞ T01 = 3116 K ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ s♦ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t
✐♠♣❛❝t t❤❡ r❡s✉❧t
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Treanor

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❱❉❋ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t V V ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❚r❡❛♥♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t T01✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦❢ ❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✸✮ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❢♦r t✇♦ r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ p0 = 100 atm; T0 = 5535 K✱
❛♥❞ p0 = 1 atm; T0 = 10000K✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❤✐❣❤✲
❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♥❡t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ V T
♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t t❡♥❞ t♦ ❞❡♣❧❡t❡ t❤❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ ♣r♦❝❡ss❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡✲
♣❧❡t❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥❡t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✇❡❛❦❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ N2 ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✲
✐♥❣ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠ V V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ❤❛✈❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ❛t
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 5535K✱ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s ✐s
s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ V T ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✮ ♣r♦❝❡ss❡s✳
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▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲

r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❝♦✉♣❧✐♥❣

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r r❡❡♥tr② ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
t❤❡s❡ ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ V T ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥
s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✇❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ◆♦♥✲
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✢♦✇s✳
❚❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❝❛rr② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ t❤✉s
t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡
❧❡✈❡❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈✲
❡❧s ❜❡❤✐♥❞ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ s❤♦❝❦s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✐♥ ❧♦✇❡r s♣❡❡❞ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ✐♥ ❛ r❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣
✢♦✇✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦rr❡❝t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ♠✉❧t✐✲✐♥t❡r♥❛❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♠♦❞❡❧
❢♦r ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
✉s❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✭❱❉❋✮✳ ❆❧❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡
r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠
t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ t❡st ❝❛s❡s ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤❧②
♥♦♥✲♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢♦✇s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳
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✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

Level Energies (eV)

N
o

rm
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liz
e
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u
la

ti
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n
s

Mass fraction: y
N

2

1

Temperature: T
V

1

y
N

2
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V

2
y

N
2

3, T
V

3

Group 1 Group 2 Group 3

0 2 4 6 8 10

10
−10

10
−5

10
0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❱❉❋ ✭s②♠❜♦❧s✮
✇✐t❤ n = 3 ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ✭❧✐♥❡s✮✳ ❊❛❝❤ ❣r♦✉♣ i ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥
yNi

2
❛♥❞ ✐ts ♦✇♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T i

V ✭s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✮✳

✺✳✷ ❈♦♥s✐st❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱
❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡
t❡r♠s✿ t❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧

✺✳✷✳✶ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ✐♥ n
❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s✱ ♦❢ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ yN i

2
❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈✲

❡❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❣r♦✉♣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T i

V ✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❱❉❋
✇✐t❤ t❤r❡❡ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❱❉❋ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❡❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✰ s②♠❜♦❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❱❉❋ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ✸ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✱ ✇❤♦s❡ s❧♦♣❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T i

V ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✳

❘❡♠❛r❦✿ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ n = 1 ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i ✐s✿
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✶✸

fi(v, T
i
V ) =

e
− Ev

kB ·Ti
V

∑

w∈i e
− Ew

kB ·Ti
V

✭✺✳✶✮

❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ i ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Nv
2 = fi(v, T

i
V ) ·N i

2 ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ N i
2 ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ i✱ N i

2 = ρyN i
2
/MN2

✳

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ i✱ eiV ib✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

eiV ib =

∑

v∈iN
v
2 · ev

∑

v∈iN
v
2

✭✺✳✸✮

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i ❛s✿

eiV ib =
∑

v∈i

fi(v, T
i
V ) · ev ✭✺✳✹✮

◆♦✇✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n ❣r♦✉♣s
♦❢ ❧❡✈❡❧s✿

∂t(ρN i
2
) + ∂x(ρN i

2
u) = ω̇i

diss/rec + ω̇i
V T ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ ω̇i
diss/rec ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐✲

❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ω̇i
V T ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡

❣r♦✉♣ i ❞✉❡ t♦ t❤❡ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ i ✐s✿

∂t(ρ · yN i
2
· eiV ib) + ∂x(ρu · yN i

2
· eiV ib) = Ωi

V T +Ωi
CV ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ Ωi
V T ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥

❡①❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ Ωi
CV ✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i✳

✺✳✷✳✷ ❙②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❙❤♦❝❦ ✇❛✈❡
❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ r❡❞✿



✐

✐
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✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

• ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ N i
2; i = 1..n ❣r♦✉♣ ❞❡♥s✐t✐❡s

• ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥
• ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❛♣♣❡❛rs

ρu · dx(yk) = ω̇k; k ∈ {N i
2, N}

(ρu
2

p
− 1) · dxu+ u

T
· pH

p
· dxT = −RT

p
·∑k∈H

ω̇k

Mk

ρu2 · dxu+ ρu · c̃P · dxT = − ∑

k∈S

hk0 · ω̇k −
∑

i∈g

(Ωi
V − ω̇Ni

2
· eiV ib)

ρu · dxeiV = Ωi
V ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ Ωi
V = Ωi

V T +Ωi
CV ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣

i✳ eiV = yN i
2
· eiV ib ✐s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❣r♦✉♣ i ❜② ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡✳

❆s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②
❉▲❙❖❉❊ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❛❞❤❛❦r✐s❤♥❛♥ ❛♥❞ ❍✐♥❞♠❛rs❤ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡ ♣♦st✲s❤♦❝❦
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢r♦③❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str②✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

◆♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s N i

2; i = 1..n ❛♥❞ N ✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥t❤❛❧♣② ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ eiV ; i = 1..n✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲✶❉ ♥♦③③❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂t









ρk
ρu
ρE
ρeiV









+ ∂x









ρku
ρu2 + p
ρuH
ρueiV









=









ω̇k

0
0
Ωi

V









− ∂x log(A) ·









ρku
ρu2

ρuH
ρueiV









✭✺✳✽✮

❚❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∂tU + ∂xF (U) = Ω ❛♥❞ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

✺✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✇✐t❤ t❤❡
nTv − StSRed ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮
❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ v ♦❢ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s✿
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✐

✐

✐

✐

✐

P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✶✺

1

MN2

· dtρyv =
∑

M∈{N,N2}

[M ] · {kr,Mv · [N ]2 − kd,Mv · [Nv
2 ]

+

vmax−1
∑

w=1

(kMw→v · [Nw
2 ]− kMv→w · [Nv

2 ])}

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭❘❘❈✮ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❛♥❞ M ∈ {N2, N} ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛rt♥❡r✳

❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣
i ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i✿

1

MN2

· dtρyN i
2
=

∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
(

∑

v∈i

kr,Mv · [N ]2 − kd,Mv · [Nv
2 ]

+
∑

v∈i

vmax−1
∑

w=1

(kMw→v · [Nw
2 ]− kMv→w · [Nv

2 ])

)

✭✺✳✾✮

❚♦ ❝❧♦s❡ t❤✐s s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t
T i
V ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ i✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ [Nv

2 ] ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧ v ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ [N i

2] ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ i ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T i

V ✱ ✉s✐♥❣ ❡q✳ ✭✺✳✷✮✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ [Nv
2 ] ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮✱ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i ✇r✐t❡s✿

1

MN2

· dtρyN i
2
=

∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
(

∑

v∈i

kr,Mv · [N ]2 −
∑

v∈i

kd,Mv · fi(v, T i
V ) ·N i

2

+
∑

v∈i

vmax−1
∑

w=1

(kMw→v · fj(w, T j
V ) ·N

j
2 − kMv→w · fi(v, T i

V ) ·N i
2)

)

✇❤❡r❡ j ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ w✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥
✜♥❛❧❧② ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s
♦❢ ❧❡✈❡❧s✿

1

MN2

· dtρyN i
2
=

∑

M∈{N,N2}

[M ] · {Kr,M
i · [N ]2 −Kd,M

i · [N i
2]

+
∑

j

(KM
j→i · [N j

2 ]−KM
i→j · [N i

2])}

❲❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✿
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✐

✐

✐

✐

✐

✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

KM
i→j(T, T

i
V ) =

∑

v∈i

∑

w∈j

kMv→w(T ) · fi(v, T i
V )

Kd,M
i (T, T i

V ) =
∑

v∈i

kd,Mv (T ) · fi(v, T i
V )

Kr,M
i (T ) =

∑

v∈i

kr,Mv (T ) ✭✺✳✶✵✮

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✵✱ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭❘❘❈✮
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❘❘❈ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢
❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✈❛♥✐s❤ ✇❤❡♥ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❘❡♠❛r❦✿ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ t❤❡♥ ✇r✐t❡✿

ω̇i
diss/rec = MN2

·
∑

M∈{N,N2}

[M ] · {Kr,M
i · [N ]2 −Kd,M

i · [N i
2]}

ω̇i
V T = MN2

·
∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
∑

j

(KM
j→i · [N j

2 ]−KM
i→j · [N i

2])

❋✐❣✳ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✐ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ ❜② N2 ✐♠♣❛❝t Kd,N2

1 ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❋❍❖ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢
N2 ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❜✉t ♥♦t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
❋✐❣✳ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛t♦♠✐❝
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜②N2 ✐♠♣❛❝tKr,N2

1 ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❋❍❖ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Tvib✳ ■t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ V T tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♥❡t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱
❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t KN2

1→1✳

✺✳✷✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✇✐t❤
t❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i
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Temperature (K)D
is

so
ci

at
io

n
 r

at
e 

co
n
st

an
t 

(m
o
l−

1
.m

3
.s

−
1
)

 

 

1 2 3 4 5 6

x 10
4

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

T
vib

 = 10000 K

T
vib

 = 15000 K

T
vib

 = 20000 K

T
vib

 = 40000 K

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ●❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t Kd,N2

1 ❢♦r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② N2 ✐♠♣❛❝t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ Tvib✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❋❍❖ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳

Temperature (K)R
ec

o
m

b
in

at
io

n
 r

at
e 

co
n
st

an
t 

(m
o
l−

2
.m

6
.s

−
1
)

1 2 3 4 5 6

x 10
4

10
1

10
2

10
3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ●❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t Kr,N2

1 ❢♦r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜② N2 ✐♠♣❛❝t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛✱
❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳
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✐

✐

✐

✐

✐

✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐✲
♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ev ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v ②✐❡❧❞s✿

1

MN2

· dtρyvev =
∑

M∈{N,N2}

[M ] · {kr,Mv · [N ]2 − kd,Mv · [Nv
2 ]

+

vmax−1
∑

w=1

(kMw→v · [Nw
2 ]− kMv→w · [Nv

2 ])} · ev

❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣
i ②✐❡❧❞s✿

1

MN2

·dt
(

∑

v∈i

ρyNv
2
ev

)

=
∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
(

∑

v∈i

kr,Mv · [N ]2 − kd,Mv · [Nv
2 ]

+
∑

v∈i

vmax−1
∑

w=1

(kMw→v · [Nw
2 ]− kMv→w · [Nv

2 ])

)

· ev ✭✺✳✶✶✮

❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✳ ✭✺✳✶✶✮ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❣r♦✉♣ i ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡✱ yN i

2
· eiV ib =

∑

v∈i yNv
2
· ev✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞

s✐❞❡✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i✿

Ωi
CV =

∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
∑

v∈i

(

kr,Mv · [N ]2 − kd,Mv · [Nv
2 ]
)

· ev

❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i✿

Ωi
V T =

∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
(

∑

v∈i

vmax−1
∑

w=1

(kMw→v · [Nw
2 ]− kMv→w · [Nv

2 ])

)

· ev

❍❡♥❝❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮✿

dt(ρ · yN i
2
· eiV ib) = Ωi

V T +Ωi
CV

❆s ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ i✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ Ωi

CV ❛♥❞ Ωi
V T s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s✿

Ωi
V T = MN2

·
∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
∑

j

(

(V T+)Mj→i · [N j
2 ]− (V T−)Mi→j · [N i

2]
)

Ωi
CV = MN2

·
∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
(

(CV )r,Mi · [N ]2 − (CV )d,Mi · [N i
2]
)

✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✶✾

(CV )r,Mi (T ) =
∑

v∈i

kr,Mv (T ) · ev

(CV )d,Mi (T, T i
V ) =

∑

v∈i

kd,Mv (T ) · fi(v, T i
V ) · ev

(V T+)Mj→i(T, T
j
V ) =

∑

w∈j

∑

v∈i

kMw→v(T ) · fj(w, T j
V ) · ev

(V T−)Mi→j(T, T
i
V ) =

∑

w∈j

∑

v∈i

kMv→w(T ) · fi(v, T i
V ) · ev

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❘❡♠❛r❦✿ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N2✱
❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❛
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

• ❘♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡
• ❊❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t (CV )d,N2

1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ N2✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Tvib✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❍❖ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
❣❧♦❜❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ Tvib ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ T ✱ ❜✉t r❡♠❛✐♥s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ❤✐❣❤ T ✳
❋✐❣✳ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t (CV )r,N2

1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ N2✲✐♠♣❛❝t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Tvib✳

❋✐❣s✳ ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼ s❤♦✇ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts (V T+)N2

1→1 ❛♥❞ (V T−)N2

1→1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦N2✲✐♠♣❛❝t V T ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Tvib✳ ■t ✐s ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡♥ T = Tvib✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥st❛♥t
(V T+)N2

1→1 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ (V T−)N2

1→1✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❛ ♥✉❧❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✶✷✵ ✖ ★✶✹✵
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ (CV )d,N2

1 ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ st❛t❡✲t♦✲
st❛t❡ ❞❛t❛✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ (CV )r,N2

1 ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡
❞❛t❛✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳
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T
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ (V T+)N2

1→1 ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Tvib✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ (V T−)N2

1→1 ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Tvib✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❋❍❖ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✶✷✷ ✖ ★✶✹✷
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ t♦ ❞✐ss♦✲
❝✐❛t✐♥❣ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞ str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s ❛♥❞ t❤❡ ❍❡r♠❡sH1 t❡st ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✸ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ nTv−StSRed ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ nTv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ n = 1 ❛♥❞ n = 2 ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶❀ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲
❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ✇✐❞t❤✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ❢♦r s❤♦❝❦ st✉❞✐❡s✳

▼♦❞❡❧ 1Tv − StSRed 2Tv − StSRed

●r♦✉♣ ✶ ✵✿✻✵ ✵✿✶✽
●r♦✉♣ ✷ ✲ ✶✾✿✻✵

✺✳✸✳✶ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✱
2Tv− StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✳ ❇♦t❤
t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Tvib ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡rs❤♦♦t ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆ ③♦♦♠ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✺✳✾✳ ❚❤❡
1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❣r❡❡s r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❤♦✇❡✈❡r
❛ s❧✐❣❤t ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ 2Tv−StSRed
♠♦❞❡❧ ❛❣r❡❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv−StSRed♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 2Tv−StSRed♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚♦ ❣❡t ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ③♦♥❡✱ ❛ ③♦♦♠ ❥✉st
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✶✶✳ ❚❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛
s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❣♦♦❞✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✷✱ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ❛t x = 7.2 ×
10−4 m✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❱❉❋ s❧✐❣❤t❧② ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❱❉❋ t❤❛t ✐s ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦
✜rst ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❜✉t t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❱❉❋ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦✇
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✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s
❛r❡ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❚♦ ❣❡t ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✜❣✳ ✺✳✶✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv−
StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞ s②♠❜♦❧s✮✱ ❜② t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥ s②♠❜♦❧s✮✱
❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦ s②♠❜♦❧s✮✳ ❇♦t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ❛♥❞ t❤❡
2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦r
t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② N ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ N ❛t♦♠s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②
♥✉♠❡r♦✉s t♦ ❝❛✉s❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❱❉❋ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜rst N2 ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❛r❡ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛r❡ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❱❉❋ ✭✜❣✳ ✺✳✶✷✮✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❱❉❋✱ t❤❡ ❱❉❋s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ ✉♥❞❡r♣r❡✲
❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✭v < 3 ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮ ❛♥❞ ♦❢ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st
❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t♦ N2 ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ N2 − N2 ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ 1Tv −
StSRed ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 2Tv−StSRed ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ❤✐❣❤ T ✭✇❤❡r❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✮ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ 1Tv − StSRed s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s 30%
t♦♦ ❢❛st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛s T ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv−StSRed
❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❱❉❋ ✐s ❝❧♦s❡
t♦ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ✷ ❣r♦✉♣s ♦❢
❧❡✈❡❧s ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭♦❢ t❤❡ 1Tv − StSRed
♠♦❞❡❧✮ ②✐❡❧❞s r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐str②✳ ❍♦✇❡✈❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳
❯s✐♥❣ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤✐s ❜✐❛s ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡
❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❢♦r N ✐♠♣❛❝t
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭sq✉❛r❡s ❛♥❞ ✰ s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❢♦r N2 ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ①
s②♠❜♦❧s✮✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡
2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❊✛❡❝t✐✈❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ p · τN2−N2
❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✭❱❈✮ ♠♦❞❡❧✱

1Tv − StSRed ❛♥❞ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

✺✳✸✳✷ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✱
2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✳ ❏✉st
❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ 1Tv−StSRed ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜s❡✈❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t ♥❡❛r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ T ✐s s❧✐❣❤❧t❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
Tvib ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♣❡❛❦s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t
❡①❛❝t❧② ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡ ✇✐t❤ T ✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛
✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ 2Tv−StSRed
♠♦❞❡❧ ♦♥ ❜♦t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv−StSRed♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ 2Tv−StSRed♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✳ ❚❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ✐t ♣r❡❞✐❝ts s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❣r❡❡s
✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐✲
❛t✐♦♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ zN = 1% ❛t x = 8.8 × 10−4 m✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✶✷✽ ✖ ★✶✹✽
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

Distance from shock (m)

T
em

p
er

at
u
re

 (
K

)

 

 

T

T
vib

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

x 10
4

VC

1 Tv−StSRed

2 Tv−StSRed

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉✲
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✭❱❈✮✱ 1Tv − StSRed✱ ❛♥❞ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t x = 8.8× 10−4 m
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✭❱❈✮✱ 1Tv − StSRed✱ ❛♥❞ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st
❝❛s❡✳

❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❱❉❋
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts q✉✐t❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s
✇❤✐❝❤ ❝❛rr② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ 2Tv− StSRed ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ ❤✐❣❤✲
❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t x = 3.8 cm ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❤❛s r❡❛❝❤❡❞ zN = 50%✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ r❛t❤❡r ✇❡❧❧
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❜✉t t❤❡ ❞❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣
❧❡✈❡❧s ✐s ♥♦t ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❞❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✳ ✺✳✶✾ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r N ❛♥❞ N2 ✐♠♣❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst N ❛t♦♠s ❜② N2 ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ N2 ✐s r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r
t❤❛♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t N ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞ N2✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t x = 3.8 cm ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✭❱❈✮✱ 1Tv − StSRed✱ ❛♥❞ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳

❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❜② ✐♠✲
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡
N2 − N2 ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞
❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ 1Tv − StSRed ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 2Tv − StSRed ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮
♠♦❞❡❧s✳ ❏✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❇♦❧t③♠❛♥♥✱
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛❣r❡❡✱ ❜✉t r❛♣✐❞❧② t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✇❤❡r❡ T ✐s ♥♦t ✈❡r②
❤✐❣❤✱ t❤❛t ✐s ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ❧❛②❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ 2Tv − StSRed
♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤✐s ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t② t❡st❝❛s❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭1Tv−StSRed
♠♦❞❡❧✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❱❉❋ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ❧❛②❡r ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✉♥❞❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣
❧❡✈❡❧s✮✱ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝ts ❛✛❡❝t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛
❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❢♦r N ✐♠♣❛❝t
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭sq✉❛r❡s ❛♥❞ ✰ s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❢♦r N2 ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ①
s②♠❜♦❧s✮✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡
2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳
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1 Tv−StSRed

2 Tv−StSRed

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❊✛❡❝t✐✈❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ p · τN2−N2
❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✭❱❈✮ ♠♦❞❡❧✱

1Tv − StSRed ❛♥❞ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r♠❡s H1 t❡st ❝❛s❡✳
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✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ❢♦r ♥♦③③❧❡ ✢♦✇ st✉❞✐❡s✳

▼♦❞❡❧ 1Tv − StSRed 2Tv − StSRed 3Tv − StSRed

●r♦✉♣ ✶ ✵✿✻✼ ✵✿✷✵ ✵✿✶✷
●r♦✉♣ ✷ ✲ ✷✶✿✻✼ ✶✸✿✷✽
●r♦✉♣ ✸ ✲ ✲ ✷✾✿✻✼

✺✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ nTv−STSRed ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦

❇❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥
✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ nTv−StSRed ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t
♠♦❞❡❧ t♦t❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛❧❧♦✇s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦♥✲
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧
♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳

✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ nTv−StSRed ♠♦❞❡❧ t♦ r❡❝♦♠✲
❜✐♥✐♥❣ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s ✐♥ ♥♦③③❧❡s

❆s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✳✶ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✐♥ ♥♦③✲
③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ♣r✐♦r✐ ❤♦✇ ✐t ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
nTv−StSRed ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❣r♦✉♣s n ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳

✺✳✹✳✶ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ❆

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡
1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮
❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❆❧❧ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ✇❡❧❧ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ♣r❡❞✐❝ts ✐ts ❢r❡❡③✐♥❣
❛t t❤❡ r✐❣❤t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ 2Tv− StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv− StSRed ♠♦❞❡❧
❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✱
t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡
2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❚❡st
❝❛s❡ ❆✳

❚❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ str♦♥❣❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ♦❝❝✉rs
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ✐s ❢r♦③❡♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ❛t x = 1 cm ❛❢t❡r
t❤❡ ♥♦③③❧❡ t❤r♦❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ t❤❡ 1Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭❣r❡❡♥✮✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ✐s ❛❧♠♦st ❢r♦③❡♥ ❜✉t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❆s ✐ts s❧♦♣❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❝❛rr② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ Tvib ✐s ♦✈❡r♣r❡✲
❞✐❝t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛s ✐t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱
t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❇♦t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❱❉❋✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t ❜♦t❤ Tvib ❛♥❞ t❤❡ zN2

♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳
❚❤❡ ❱❉❋ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦♥
✜❣✳ ✺✳✷✹✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✛❡❝ts
❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♣♦♣✉❧❛✲



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✶✸✹ ✖ ★✶✺✹
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

Distance from throat (m)

N
2
 M

o
le

 f
ra

c
ti
o

n

 

 

−0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

VC

1 Tv−StSRed

2 Tv−StSRed

3 Tv−StSRed

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♦❢ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ 3 eV ❛♥❞ 5 eV ✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✇❡❧❧
♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s ❞♦ ♥♦t ❝❛rr② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ❢♦r Tvib = 4500 K ✭s❡❡ ✜❣✳ ✶✳✷✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
♣r❡❞✐❝ts ✇❡❧❧ t❤❡ ❱❉❋✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s p · τN2−N ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧
✭❜❧❛❝❦✮✱ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞
❢♦r t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✺✳✷✺✳ ◆♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥
❡✛❡❝ts ❛♣♣❡❛r q✉✐❝❦❧② ❛❢t❡r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐♥❧❡t ✭✐♥ t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ T ✐s ❤✐❣❤✮ ❛s
❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ③♦♥❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ❛♥❞
t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ 1Tv − StSRed ❛♥❞ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❞❡♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② < Et > ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✴❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = 1 cm ❛❢t❡r t❤❡ t❤r♦❛t ✇✐t❤ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✶✸✻ ✖ ★✶✺✻
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

Temperature (K
−1/3

)

p
 τ

 r
e

la
x
a

ti
o

n
 p

a
ra

m
e

te
r 

fo
r 

N
2
−

N
 (

a
tm

.s
)

 

 

0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08 0.085 0.09 0.095
10

−8

10
−7

10
−6

10
−5

1 Tv−StSRed

2 Tv−StSRed

3 Tv−StSRed

VC
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❆✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② < Et > ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥✴❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② EN2

d ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ✇✐t❤
t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳
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P❛rt ■■ ✲ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✸✼

t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳
❚❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❧❡t❡ ❛s ♠✉❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣②✳ ❲✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✐s r❛t❤❡r ❣♦♦❞✳

✺✳✹✳✷ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ❇

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡
1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✱ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡
3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❚❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ♣r❡❞✐❝ts ✐ts ❢r❡❡③✐♥❣ ❛t t❤❡
r✐❣❤t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✇❡❛❦❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ♦❢ N2 r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧② t❤❡ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ Tvib r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ T ✳ ❇♦t❤ t❤❡
2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✱
t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳
❚❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ 2Tv−StSRed
♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ❛t x = 1 cm ❛❢t❡r
t❤❡ ♥♦③③❧❡ t❤r♦❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ t❤❡ 1Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③✲
♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❡①✐sts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭❞♦✇♥str❡❛♠
♦❢ t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❢r♦③❡♥✮✳ ❚❤❡ ❱❉❋ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧
✉♣ t♦ 6 eV ✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ Tvib ❜② t❤❡ 1Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✐s r❛t❤❡r ❣♦♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✳ ✺✳✷✽✱ t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
t❤❛t ❡①✐sts ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐✲
♦✉s❧② ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❱❉❋ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv− StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✱ ✇✐t❤
t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳
❚❡st ❝❛s❡ ❇✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♦❢ N ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t x = 1 cm ❛❢t❡r t❤❡ t❤r♦❛t ✇✐t❤ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇✳
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✐

✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✜❣✳ ✺✳✸✵✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✛❡❝ts
❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡r❡❛s ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡
❝❤❡♠✐str② ✐s ❢r♦③❡♥✱ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ♦✈❡r ❛ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①✐t ✐♥ ❛ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✇✐♥❞
t✉♥♥❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② < Et > ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✴❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱
t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳
❚❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛s t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✉♥✲
❞❡r♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❧❡t❡ ❛s ♠✉❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥✲
❡r❣②✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
♦❜s❡r✈❡❞ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝ts ♦r ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧s✳

✺✳✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ nTv−STSRed ✐♥ r❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s

◆♦③③❧❡ ✢♦✇ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❡st ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ nTv−STSRed ♠♦❞❡❧
❜❡❝❛✉s❡ ❧❛r❣❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❱❉❋ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♣✐❞
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❜♦t❤ T ❛♥❞ p✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❆✱ ✇❤❡r❡ N2 ✐s ❛
♠✐♥♦r s♣❡❝✐❡ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ T ✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝✉r❛t❡❧②
✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✮ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ T ✱ Tvib
❛♥❞ zN ✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋✳
■♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❇ ✇❤❡r❡ N2 ✐s ❛❧♠♦st ✉♥❞✐ss♦❝✐❛t❡❞✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
❝♦♥tr✐❜✉t❡s ♠♦r❡ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ T ❛♥❞ Tvib✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡
✐♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ✈❡r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ st❛t❡s✱
❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ 3Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆ ♠✉❧t✐✲✐♥t❡r♥❛❧✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❜r❛✲
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② < Et > ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥✴❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② EN2

d ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ✇✐t❤
t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇✳

t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡
t❡r♠s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❱❉❋✱ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s✳ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ V T tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
t❤✐s ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ t❡st ❝❛s❡s✳ ❲✐t❤
♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ✢♦✇ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❣r❡❡s r❛t❤❡r ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❯s✐♥❣ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s r❡s✉❧ts
✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ nTv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❡st ❝❛s❡s
♦❢ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❧❡❛r❧② ♣r❡✈❡♥ts
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ 3Tv−StSRed
♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❝❡ss✲
❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❱❉❋ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❡✈❡♥ ✐♥
♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t V V ♣r♦❝❡ss❡s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ nTv − StSRed
♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ V V ♣r♦❝❡ss❡s ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✳ ❋✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢
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✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✲r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✐♥t❡r❡st t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t♦ ❞❡t❛✐❧❡❞ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
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❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥
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❈❤❛♣t❡r ✻

❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ r❡✲❡♥tr②✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♦❝✲
❝✉r ❛♥❞ t♦ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱
t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ r❡❛❝t✐♦♥s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✮
t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ Tvib = Te✳ ❚♦❞❛②✱ ❛ r✐❣♦r♦✉s st✉❞② ♦❢ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✲
✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥✐tr♦❣❡♥ ✭▲❛♣♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✳ ■♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✇❛② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ✭e − V ✮ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❝❝✉rs✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲
t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ✭e − V ✮ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❜❡❤✐♥❞ ❛ str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ✐♦♥✐③❡❞ ✢♦✇s ❛r❡ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ e− V ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
r❡❛❝t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳

✻✳✷ P❤②s✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛♥
✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ s❡❧❡❝t r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇✳ ❋✐rst ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲
✐♠♣❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✶✹✻ ✖ ★✶✻✻
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✹✻❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚♦t❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜② N2✱ ❢r♦♠ ■t✐❦❛✇❛ ✭✷✵✵✺✮✳

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✻✳✷✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✻✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ■t✐❦❛✇❛
✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❡❛❦s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N2✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ N2 ❝♦❧❧✐❞❡ ❛♥❞
❢♦r♠ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ N−

2 (2Πg) ✐♦♥ t❤❛t r❛♣✐❞❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡s ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞
❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭■t✐❦❛✇❛ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ 2Πg

r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♣❡❛❦s ❛t 2.3 eV ✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ✭❆❧❧❛♥ ✶✾✽✺✱ ❱✐❝✐❝ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻✮ ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✉♣ t♦ v = 17✱ ❜✉t ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✳ ❍✉♦✱ ▼❝❑♦②✱ ▲✐♠❛✱ ❛♥❞ ●✐❜✲
s♦♥ ✭✶✾✽✺✮ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧s ✉♣ t♦
v = 12 ❛♥❞ ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❥✉♠♣s ✉♣ t♦ ✺ ❧❡✈❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ▲❛♣♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✐s t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ t♦ ❣✐✈❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 0 → v ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❢♦r e − V ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❛❧❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
tr❛♥s✐t✐♦♥s✿

Nv
2 + e− → Nv′

2 + e−; v′ > v ✭✻✳✶✮

❚❤❡s❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❢r♦③❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❏❂✵✱ ✺✵ ❛♥❞ ✶✺✵✳ ❚❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s t♦ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▲❛♣♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛r❡ ♦♥❧②
s❧✐❣❤t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ✭t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.1 eV t♦
10 eV ✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ eV ✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s
r❡❧✐❛❜❧❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝
✢♦✇s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ▲❛♣♦rt❛ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✷✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ▼❛①✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ e− V ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛ s❤♦❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✜❣✳ ✻✳✷ s❤♦✇s
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s v = 0 → v′ = 1, 2, 5, 10✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❢♦r ❛❧❧ ✜♥❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ st❛rts t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡ ♥❡❛r 5000 K✳ ❋♦r ❛❧❧
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ♠♦♥♦q✉❛♥✲
t✉♠ ❛♥❞ ✺✲q✉❛♥t❛ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te = 10000K✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ♠♦♥♦q✉❛♥✲
t✉♠ ❛♥❞ ✺✲q✉❛♥t❛ ❞❡❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te = 5000K✳
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t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ ❢❛st ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋✐❣✳ ✻✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s v → v + 1 ❛♥❞ v → v + 5 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
✇❤❡♥ Te = 10000K✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦
✇❛✈❡✳ ❘❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r v = 0 t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ v ✐♥❝r❡❛s❡s
✭❡①❝❡♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡
✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛ ❧♦t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✳ ✻✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts v → v − 1 ❛♥❞ v → v − 5 ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r Te = 5000K✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲❢r♦③❡♥ ③♦♥❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❊①❝❡♣t
❢♦r ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s t♦ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s✱
t❤✉s e − V ♣r♦❝❡ss❡s r❡❧❛① ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦✇ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ✺✲q✉❛♥t❛ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦♥♦q✉❛♥t✉♠
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✉♣ t♦ v = 8✳ ❍❡♥❝❡ ♠✉t✐q✉❛♥t❛ ♣r♦❝❡ss❡s str♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s✳

✻✳✷✳✷ ❊❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✻✳✺ s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▲❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ P❛r❦ ✽✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ P❛r❦ ✭✶✾✽✽✮ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s❤♦❝❦ t✉❜❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❜② ❆❱❈❖ ✐♥ t❤❡ ✶✾✻✵s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✇❛s ❛❞✲
❥✉st❡❞ t♦ ✜t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ P❛r❦ r❡❝♦❣♥✐③❡s t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❤❡ ❤❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐s q✉✐t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✾ ❛♥❞ ✷✵✵✶ t❤❡
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛♥❣❡s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✱ P❛r❦ ✶✾✾✸✱ P❛r❦ ❡t ❛❧✳
✷✵✵✶✮ t❤✉s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥✱ P❛r❦ ✭✷✵✵✽✮
r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ▼❛❥❡❡❞ ❛♥❞ ❙tr✐❝❦❧❛♥❞ ✭✶✾✾✼✮ ✇❤✐❝❤ q✉♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s ♦❢ ❈♦s❜② ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ ♦❢ ❲✐♥t❡rs ✭✶✾✻✻✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
✇♦r❦s ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❜② ❈♦s❜② ✭✶✾✾✸✮✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝r♦ss❡❞✲
❜❡❛♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜❡t✇❡❡♥ 18.5 eV ❛♥❞
148.5 eV ✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥✲
❞❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 10 eV ❛♥❞ 200 eV ✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥✜❞❡♥t ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛
❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜❡❤✐♥❞ s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② P❛r❦ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❜② ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r t✇♦ r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✺ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❚❡✉❧❡t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t t❤❡♥ ❞❡✈✐❛t❡s ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✶✺✵ ✖ ★✶✼✵
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✶✺✵❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

Temperature (K)

R
at

e 
co

n
st

an
t 

(c
m

3
.s

−
1
)

 

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
4

10
−16

10
−15

10
−14

10
−13

10
−12

10
−11

10
−10

10
−9

10
−8

Park 88

Park book

Park 93

Park 08

Capitelli et al.

Teulet et al.

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ♥✐tr♦❣❡♥ ❞✐s✲
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✿ ❜❧❛❝❦✱ P❛r❦ ✭✷✵✵✽✮✿
r❡❞✳
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✺✶

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❤❛s
❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② P❛r❦ ✭✷✵✵✽✮ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s❝❛❧✐♥❣ r✉❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❣❛♣ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❈♦s❜② ✭✶✾✾✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿

ke,vd (Te) =
ked(Te)

(vmax) · fN2
v (v, Te)

✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ fv(v, Te) ✐s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮
❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈♦s❜② ✭✶✾✾✸✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
●r②③✐♥s❦✐ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✸✺ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥✳ ❋✐❣✳ ✻✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ✵✱ ✶✵✱ ✷✵ ❛♥❞
❧❛st ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② P❛r❦ ✭✷✵✵✽✮ ✐♥ r❡❞✳ ❆ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧✱ ✇❤♦s❡ r❛t❡
❝♦♥st❛♥t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐♥ P❛r❦✬s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♠♦r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣♦❡s ❞♦✇♥✳

▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❝r♦ss❡❞✲
❜❡❛♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❈♦s❜② ✭✶✾✾✸✮ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t✇♦
st❡♣s✿ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r❡❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ st❛t❡✱ t❤❡♥ ♣r❡❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ✿

N2 → N(2D) +N(4S) ✭✻✳✸✮

❚✇♦ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞✿

N2 → N(4S) +N(4S) ✭✻✳✹✮

N2 → N(2P ) +N(4S) ✭✻✳✺✮

❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ N ❛t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢
❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s
t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ♦♥❧② ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s
N ❛t♦♠s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✹✱ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦
st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✻✳✷✳✸ ❊❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✳
P❛♥❡s✐ ✭✷✵✵✾❛✮ ❤❛s ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛✐r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❡✈❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❇✉❧t❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡



✐

✐
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✐

✐

✶✺✷❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❋r♦st ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s✱ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❉r❛✇✐♥ ✭✶✾✻✸✮ ✐s
✉s❡❞✳ ❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s✱ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❑✉♥❝
❛♥❞ ❙♦♦♥ ✭✶✾✽✾✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❉r❛✇✐♥
✭✶✾✻✸✮ ✐s ✉s❡❞✳

✻✳✷✳✹ ❈❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

❙❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡
❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥✳

N2 +N+ ↔ N+
2 +N ✭✻✳✻✮

❋✐❣✳ ✻✳✼ ❞✐s♣❧❛②s s❡✈❡r❛❧ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ P❛r❦ ✭✶✾✽✽✮ ❤❛s ✉s❡❞ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t r❛t❡s✳ ❋✐rst ❤❡ ❤❛s ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦t❤❡r♠✐❝
r❡❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❤❡
❤❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❧❛❜❡❧❡❞ P❛r❦ ✾✸ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✼✳ ❑♦ss②✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮
♣r♦♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠
❞❛t❛ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❈❘ ♠♦❞❡❧s ❡✳❣✳ ❇✉❧t❡❧ ❛♥❞
❆♥♥❛❧♦r♦ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❡①❤✐❜✐t ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
■♥ ✶✾✾✹✱ ❋r❡②s✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❤❛✈❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣✉✐❞❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠
❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡❛❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❡♥❞♦t❤❡r♠✐❝✮ t♦ 100 eV ✇❤❡r❡ t❤❡
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
N+(3PJ) ❛♥❞ N2(

1Σ+
g ) r❡❛❝t❛♥ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥

❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❇❡❧♦✇ 4 eV t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❜②
❋r❡②s✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ N+ ✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s r❡❛❝❤ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ✭4 eV ❛♥❞ 10 eV ✮ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡s❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❛♥❣❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡② r❡s✉❧t ❢r♦♠ r✐❣♦r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✸✱ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✻✳✷✳✺ ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t tr✐❣❣❡r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ s❤♦✇s t❤❡
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❉✉♥♥ ❛♥❞ ▲♦r❞✐ ✭✶✾✼✵✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♥ ❛ r❡✢❡❝t❡❞✲s❤♦❝❦ t✉♥♥❡❧✳ P❛r❦ ✭✶✾✾✵✮ ❤❛s r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛
t✇♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❤❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❧❛❜❡❧❡❞ P❛r❦ ✽✾ ♦♥
✜❣✳ ✻✳✽✳ ❚❤❡♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
❜② P❡t❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s❡♥✲
s✐t✐✈✐t② t❤❡ t❤❡ ✐♦♥ s♦✉r❝❡s✳ ❆ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❘❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ N2 +N+ → N+
2 +N ✳

❚❤r❡❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ N ✿

N+
2 (v = 0) + e− ↔ N(4S) +N(2D) ✭✻✳✼✮

N+
2 (v = 0) + e− ↔ N(4S) +N(2P ) ✭✻✳✽✮

N+
2 (v = 0) + e− ↔ N(2D) +N(2D) ✭✻✳✾✮

❍♦✇❡✈❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦
♠♦❞❡❧ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ s♣❡❝✐❡s ♥❡❡❞❡❞
❢♦r ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ P❡t❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛t♦♠s ♦♥ t❤❡✐r ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✷✱ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ st✉❞② t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✻✳✸ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❡♥t❤❛❧♣② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❝❧♦s✉r❡ t❡r♠s ❢♦r ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❘❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ N +N → N+
2 + e−✳

✻✳✸✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✐♥❣

❇❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ N ❛t♦♠s
✉s✐♥❣ ❛ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❛s ❛ ✜rst ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s N+✱ N+

2 ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ♦❢ N+

2 ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
Te✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✐s✿

eel(Te) =
∑

k∈BE

yk · ekel(Te) ✭✻✳✶✵✮

✇✐t❤ B = {N+, N+
2 } ❛♥❞ BE = B ∪ {e−}✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ N+
2 ✐s ✐♥ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

e
N+

2

el (Te) =
rN+

2

· θN
+

2

vib

exp





θ
N+

2

vib

Te



− 1

+

∑

i g
N+

2

i · Ei
N+

2

· exp



−
Ei

N+

2

kB · Te





∑

i g
N+

2

i · exp



−
Ei

N+

2

kB · Te




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❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❑✐♥❡t✐❝ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦✳

❘❡❛❝t✐♦♥ t②♣❡ ❘❡❛❝t✐♦♥ Tf Tb ❙♦✉r❝❡

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Nv
2 (X) +M ⇒ Nv′

2 (X) +M T T ❋❍❖
❢♦r M = N,N2

❍P ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ Nv
2 (X) +M ⇒ 2N1 +M T T ❋❍❖

❢♦r M = N,N2

❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ N1 +N1 ⇒ N+
2 + e− T Te P❡t❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮

❈❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ N+ +Nv
2 (X) ⇒ N+

2 +N1 T T ❋r❡②s✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮
❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t N i + e− ⇒ N j + e− Te Te ❋r♦st ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✴ ❉r❛✇✐♥ ✭✶✾✻✸✮
❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t N i + e− ⇒ N+ + 2e− Te Te ❑✉♥❝ ❛♥❞ ❙♦♦♥ ✭✶✾✽✾✮

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✴ ❉r❛✇✐♥ ✭✶✾✻✸✮

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t Nv
2 (X) + e− ⇒ Nv′

2 (X) + e− Te Te ▲❛♣♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t Nv
2 (X) + e− ⇒ 2N1 + e− Te Te ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮

❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥

✻✳✸✳✷ ❋❧♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s

❆♥ ❡①tr❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ♠✉st
❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s❡t
♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞♦♥❡ ❜② ❚❤✐✈❡t
✭✶✾✾✷✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

P =









yk
u
T
Te









✭✻✳✶✶✮

✇✐t❤ yk t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s k✱ u t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ T t❤❡ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ Te t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s✿

ρu · dx(yk) = ω̇k ✭✻✳✶✷✮

❚❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ ρu ✐s ❢❛❝t♦r❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s ✐t ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐s
st❛t✐♦♥❛r② ✶❉ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡ k✱ ω̇k✱ ✐♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❜❛❝❦✇❛r❞
r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts Keq r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❛❜❧❡
✻✳✷✳

❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✇r✐t❡s ✐♥ ✶❉✿

dx(ρu
2 + p) = 0 ✭✻✳✶✸✮
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✐

✐

✐

✶✺✻❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❘❡❛❝t✐♦♥ t②♣❡ ❘❛t✐♦ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Keq = e
−
Ev′ − Ev

kB · T

❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ Keq =
(QN

t · gN1)2

NA ·QN2

t ·QN2

rot

· e
−
EN2

d − Ev

kB · T

❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ Keq =
Q

N+

2

t ·QN+

2

rot ·QN+

2

vib ·QN+

2
exc ·Qe−

t · ge−
(QN

t · gN1)2
· e

−
EN2

ion − EN2

dis

kB · T

❈❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ Keq =
Q

N+

2

t ·QN+

2

rot ·QN+

2

vib ·QN+

2
exc ·QN

t · gN1

QN+

t ·QN+

exc ·QN2

t ·QN2

rot

· e
−
EN2

ion − EN
ion − Ev

kB · T

❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Keq =
gNj

gNi

· e
−
Ej − Ei

kB · T

■♦♥✐③❛t✐♦♥ Keq =
QN+

t ·QN+

exc ·Qe−

t · ge−
NA · (QN

t · gNi)
· e

−
(EN

ion − Ei)

kB · T
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✺✼

❚❤❡ t♦t❛❧ ♣r❡ss✉r❡ p ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡s pk ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❛❧✲
t♦♥✬s ❧❛✇✿

p =
∑

k∈S

pk = pe +
∑

k∈H

pk ✭✻✳✶✹✮

✇❤❡r❡ H ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ S = H ∪ {e−} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s♣❡❝✐❡s✳
❉❡♥♦t✐♥❣ pH =

∑

k∈H pk t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇r✐t❡s✿

p = ρ · (ye · re · Te +
∑

k∈H

yk · rk · T ) ✭✻✳✶✺✮

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r❡ss✉r❡ p ✐s✿

dxp =
p

ρ
· dxρ+ ρ · (re · Te · dxye +

∑

k∈H

rk · T · dxyk + ye · re · dxTe

+
∑

k∈H

yk · rk · dxT )

= −p
u
· dxu+

RTe
pe

· ω̇e

Me
+
RT

p
·
∑

k∈H

ω̇k

Mk
+
pe
Te

· dxTe +
pH
T

· dxT

❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❧❧♦✇s t♦ st❛t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s✿

(
ρu2

p
− 1) · dxu+

u

T
· pH
p

· dxT +
u

Te
· pe
p

· dxTe

= −R
p
· (Te ·

ω̇e

Me
+ T ·

∑

k∈H

ω̇k

Mk
) ✭✻✳✶✻✮

❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✶✳✷✷✮✿

dx(ρu · eel) = Ωe−T +ΩCE +Ωe−V − pe · dxu ✭✻✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✿

dx(ρu · eel) = ρu · c̃V,el · dxTe +
∑

k∈BE

ω̇k · ekel ✭✻✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

c̃V,el =
∑

k∈BE

ckV,el · yk ✭✻✳✶✾✮

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲
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✐

✐

✐

✶✺✽❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿

pe · dxu+ ρu · c̃V,el · dxTe = Ωe−T +ΩCE +Ωe−V −
∑

k∈BE

ω̇k · ekel ✭✻✳✷✵✮

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s t❡r♠s ❛♥❞ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ✐s
❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ❤❡♥❝❡✿

dx(ρu · h) = ρu · dx(h0 +
u2

2
) ✭✻✳✷✶✮

✇❤❡r❡ h0 =
∑

k∈S yk · hk0 ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳

❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥t❤❛❧♣② h0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✇❡ ❣❡t✿

dx(h0) =
∑

k∈S

hk0 · dxyk + (
∑

k∈H

ckP,tr · yk) · dxT

+(
∑

k∈B

ckV,el · yk + ceP,el · ye) · dxTe ✭✻✳✷✷✮

✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐❡s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ Te✳
■❢ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡✿

c̃P =
∑

k∈H

ckP,tr · yk ✭✻✳✷✸✮

c̃P,el =
∑

k∈B

ckV,el · yk + ceP,el · ye ✭✻✳✷✹✮

❚❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t❤❛❧♣② ✐s✿

ρu2 · dxu+ ρu · c̃P · dxT + ρu · c̃P,el · dxTe = −
∑

k∈S

hk0 · ω̇k ✭✻✳✷✺✮

✻✳✸✳✸ ❙②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✜♥❛❧ s❡t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s✿

ρu · dx(yk) = ω̇k

(
ρu2

p
− 1) · dxu+

u

T
· pH
p

· dxT +
u

Te
· pe
p

· dxTe = −R
p
· (Te ·

ω̇e

Me

+ T ·
∑

k∈H

ω̇k

Mk

)

ρu2 · dxu+ ρu · c̃P · dxT + ρu · c̃P,el · dxTe = −
∑

k∈S

hk0 · ω̇k

pe · dxu+ ρu · c̃V,el · dxTe = Ωe−T +ΩCE +Ωe−V −
∑

i∈BE

ω̇k · ekel

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❡♥t❤❛❧♣② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞✳ ❲r✐t✲
✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✇❡ ❣❡t✿
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





(ρu
2

p − 1) u
T · pH

p
u
Te

· pe
p

ρu2 ρu · c̃P ρu · c̃P,el
pe 0 ρu · c̃V,el






· dx





u
T
Te





=





−R
p · (Te · ω̇e

Me
+ T ·

∑

k∈H
ω̇k

Mk
)

−
∑

k∈S h
k
0 · ω̇k

Ωe−T +ΩCE +Ωe−V −
∑

k∈BE ω̇k · ekel





❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ✐♥✈❡rt❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ♦r❞✐♥❛r②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❉▲❙❖❉❊ ✭❘❛❞❤❛❦r✐s❤♥❛♥ ❛♥❞ ❍✐♥❞♠❛rs❤ ✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❛r❡
❢r♦③❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳

✻✳✸✳✹ ❊①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s

❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣② r❡s❡r✈♦✐rs✱ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ✭P❛♥❡s✐ ✭✷✵✵✾❜✮✱❈❛r❧s♦♥ ❛♥❞ ●❛❧❧② ✭✶✾✾✶✮✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t❡❞ ✐♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥
❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✾✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ s♦✉r❝❡
t❡r♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥ Ωe−V ✱ ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐str② ΩCE ✱ ❛♥❞
♦♥❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛✈②
s♣❡❝✐❡s Ωe−T ✳ ❚❤❡ ❧❛st s♦✉r❝❡ t❡r♠ pe · dxu ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❛♠✲
❜✐♣♦❧❛r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥
❛♥❞ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s ♠♦♠❡♥t✉♠s✳

❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ Ωe−V ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

Ωe−V = MN2
· [e−] ·

∑

v

∑

w

(ke−V
w→v · [Nw

2 ]− ke−V
v→w · [Nv

2 ]) · ev

✇❤❡r❡ ke−V
w→v ❛r❡ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧

w t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ v ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t✳

ΩCE ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡
❡❧❡❝tr♦♥s✳

ΩCE = ΩAI +Ωe−E +Ωe−I +Ωe−dis +ΩB ✭✻✳✷✻✮

ΩB ✐s t❤❡ t❡r♠ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐❡s B ✇❤♦s❡
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✐

✐

✶✻✵❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

Chemistry  Transla/on 

Electron 

energy 

ΩCE, Ωe‐V  Ωe‐T 

Ambipolar 

Field 

pe.dxu 

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❊♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✳

✐♥t❡r♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❤❡♥❝❡✿

ΩB =
∑

k∈B

ω̇k · ekel(Te) ✭✻✳✷✼✮

ΩAI ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ Ωe−E ✱
Ωe−I ✱ Ωe−V ❛♥❞ Ωe−dis r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s✱
✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❜② ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ◆♦t✲
✐♥❣ ω̇X

f t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ♣r♦❝❡ss X ❛♥❞ ω̇X
b t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥

r❛t❡ ❢♦r ♣r♦❝❡ss X✱ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✇r✐t❡✿

ΩX = ω̇X
f · EX

f − ω̇X
b · EX

b ✭✻✳✷✽✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ EX
f ✭r❡s♣✳ EX

b ✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss X ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
✭r❡s♣✳ ❜❛❝❦✇❛r❞✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✸✳ ❋♦r ♣r♦❝❡ss❡s ♦t❤❡r t❤❛♥
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ EX

f = EX
b s♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ❧✐♥❡✳
❋♦r ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ❛♥❞ β ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙✉r③❤✐❦♦✈
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛t ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♣❧❡t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳
❆s t❤❡✐r ❡①❛❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t α =
β = 0.01✳
❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❜✉❞❣❡t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋✐rst❧② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ N+ ✐♦♥s✳
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✻✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳

Pr♦❝❡ss ❊❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ Ef
X ❛♥❞ Eb

X

❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞✿ α · kB · T
N1 +N1 ⇒ N+

2 + e− ❜❛❝❦✇❛r❞✿ β · kB · Te
❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

Ei − EionN i + e− ⇒ N+ + 2e−

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥
Ei − Ej

N i + e− ⇒ N j + e−

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
Ev − EdNv

2 + e− ⇒ 2N1 + e−

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✈✐❜✳ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
Ev − Ev′

Nv
2 + e− ⇒ Nv′

2 + e−

✻✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ❢♦r t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❛❜❧❡ ✸✳✶✳
❚♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✐s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ N2✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
N ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

∑

i yN i · Ei

∑

i yN i

=

∑

i g
N
i · exp

(

− Ei

kB · Texc

)

· Ei

∑

i g
N
i · exp

(

− Ei

kB · Texc

) ; i = 1 : 46 ✭✻✳✷✾✮

❛♥❞✿

∑

v yNv
2
· Ev

∑

v yNv
2

=

∑

v exp

(

− Ev

kB · Tvib

)

· Ev

∑

v exp

(

− Ev

kB · Tvib

) ; v ∈ levels(N2) ✭✻✳✸✵✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✶✵✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛♥✐s❤❡s ❛❢t❡r 5cm
✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ Tvib = 10040 K ❛♥❞ T = 10100 K✱ ♥♦t
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s 9978 K✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ N2 r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 38000 K ❛t 1 mm ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✳
❆❢t❡r t❤❛t✱ Tvib ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❜✉t ♦♥❧② r❡❛❝❤❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ 2.5 cm ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❆s s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✶✶ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ♦❜✈✐♦✉s ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ♦❢ 0.5 mm✱ ❛❢t❡r
✇❤✐❝❤ ✐t r✐s❡s s❤❛r♣❧② ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 16000 K ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s
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♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ N2✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ r❡❛❝❤❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛❢t❡r 1 cm ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ s❤♦❝❦✳
❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✳ ❇♦t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ Tvib = Te ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♠✉st ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡✲
❞✐❝t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✳ ✻✳✶✷✳ ❆❢t❡r 5 cm ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐❡s
❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❢♦rN2 ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ♦♥
❞✐ss♦❝✐❛t✐♥❣ ✉♣ ✉♥t✐❧ 50 cm t♦ r❡❛❝❤ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ 1.3× 10−4

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 10000 K✳
❆ ❝❧♦s❡✲✉♣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✶✸✿ ❥✉st ❛❢t❡r
t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s✱ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
N2✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s
♣❧❛❝❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ N+

2 ✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡✐r ❞❡♥s✐t② st❛rts
t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t 0.5 mm ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ③♦♥❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② P❛r❦ ✭✶✾✽✽✮✱ t❤❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✱ s♦
t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥
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T ❛♥❞ Te✳ ❆❢t❡r 2 mm t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ N+
2 ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡rts N+

2 ✐♦♥s ✐♥ N+ ✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧② ❛❢t❡r 1.5 cm t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ ✉♣ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.106✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✐♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ 10.6%✳

❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ str♦♥❣❧② ❡♥❞♦t❤❡r♠✐❝ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤❛s s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❝❤❡♠✐str②✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✶✹ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❖♥ t❤❡ ✜rst ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ ✜rst ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❛t
t❤❡♥ st♦♣s✱ ✉♣ ✉♥t✐❧ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❛♣♣❡♥s ❜❡t✇❡❡♥ 2 cm ❛♥❞ 4 cm✳ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✺ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ✜rst ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤✐s
r❡❛❝t✐♦♥ st♦♣s ❛♥❞ ❣✐✈❡s ✇❛② t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❊■■✮✳ ❊■■ ✐s ❛ s❧♦✇
r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦✇
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✶✻✳ ■t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐s ✉s❡❞✱ t♦ ❣✐✈❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♣✉r♣❧❡ ♣❡❛❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r
❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜❧✉❡ ♣❡❛❦✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ✭❜✉t ❛❢t❡r x = 0.4 mm✮ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡
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Ωe−V s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❇❡t✇❡❡♥ 0.4 mm ❛♥❞ 1 mm ♥♦ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✿
t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❤❛r♣ r✐s❡ ♦❢ Te ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✶✶✳ ❚❤❡♥ ❛ str♦♥❣
❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠ ❛♣♣❡❛rs ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
✇❤♦❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✿ t❤✐s ✐s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ✱ ❧❛❜❡❧❡❞ Ωe−E ✳
❆❢t❡r 1 cm✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ❛r❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ Te ❛♥❞ Tvib ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡
t❡r♠ Ωe−T t❛❦❡s ♦✈❡r ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦
❡①❝✐t❡ t❤❡ N ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤
❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ✳ ❆♥②✇❛②✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡r♠ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡r♠
❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ N+ ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✳ ✻✳✶✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤♦s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s q✉✐t❡
✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s s♦
t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❖♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❊❉❋✮ ❢♦r ✸ ❧♦✲
❝❛t✐♦♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇❡t✇❡❡♥ 1 cm ❛♥❞ 2 cm t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❡ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s
❛r❡ ❞❡♣❧❡t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✲
✈✐❛t❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧s
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Electronic level energy (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ◆✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s
❛t ✸ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✭s②♠❜♦❧s✮✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t
Texc ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❧✐♥❡s✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

Vibrational level energy (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ N2 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛t ✺ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t Tvib ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❧✐♥❡s✮✳ ❋✐r❡
■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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✐s t❤❡♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛✐r ❜② P❛♥❡s✐ ✭✷✵✵✾❜✮✳ ❆t
x = 5 cm ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐s ❇♦❧t③♠❛♥♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✳ ✻✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❱❉❋✮✳ ❏✉st ❛❢t❡r
t❤❡ s❤♦❝❦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥
❡①❝❤❛♥❣❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ N2 ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t②✳ ❆t 1 cm ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ t❤❡ ❱❉❋ ✐s ❛❧♠♦st ❇♦❧t③♠❛♥♥✳ ❇✉t✱ ❝♦♥tr❛r②
t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣
❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ❞❡♣❧❡t❡❞ ❛t 4 cm✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧♦✇❡rs t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t✿
• ❚❤❡ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥

• ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❝r❡❛t✐♦♥ ❛r❡ Ωe−V ✱ t❤❡♥ Ωe−T

• ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❞❡♣❧❡t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ❡❧❡❝tr♦♥✲
✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ N ❛t♦♠s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞✳

✻✳✺ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡
r✉❧❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② e − V ♣r♦❝❡ss❡s✱ e −
T ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱
s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❣♥♦r❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦♠❡
♦❢ t❤❡♠✳

✻✳✺✳✶ ❘♦❧❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠✉❧t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥✲
❡❧❡❝tr♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss✉♠✲
✐♥❣ ❛ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✿

pe · τe−V = pe · ρN2
· eV ib(Te)− eV ib(Tvib)

Ωe−V
✭✻✳✸✶✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ ♣r❡s❡♥ts t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢r♦♠ x = 10−4 m ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ 10−6✱ ❛♥❞ ✉♣ t♦ x = 3 cm ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ Te ❛♥❞ Tvib
❛r❡ ❝❧♦s❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✜tt❡❞ ❜② ❇♦✉r❞♦♥ ❛♥❞ ❱❡r✈✐s❝❤ ✭✶✾✾✼✮ ❢r♦♠ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✵❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❆❧❧❛♥ ✭✶✾✽✺✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
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Bourdon

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ pe · τe−V r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✳
✻✳✸✶ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❇♦✉r❞♦♥ ❛♥❞ ❱❡r✈✐s❝❤ ✭✶✾✾✼✮ ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❋✐r❡
■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Te ❛♥❞ Tvib ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ pe · τe−V r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛ss✉♠✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❝❤♦s❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭❝♦❧♦rs✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

♦✉r ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts str♦♥❣❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❇♦✉r❞♦♥ ❡t ❛❧✳✱ t❤❡♥
✐t ❣❡ts ❝❧♦s❡r✳ ❆❝t✉❛❧❧② ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② ❇♦✉r❞♦♥ ❛♥❞ ❱❡r✈✐s❝❤ ✭✶✾✾✼✮
t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❡①❝✐t❡
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡❧❛① t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱
✇❤♦s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Te✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲❛♣♦rt❛
❛♥❞ ❇r✉♥♦ ✭✷✵✶✸✮ ❝♦♥✜r♠s ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤♦❝❦ ❛♥❞ 1 cm✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s❧♦✇❡r ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
❜❡t✇❡❡♥ 1 cm ❛♥❞ 3 cm✱ Te ❜❡❝♦♠❡s ❝❧♦s❡ t♦ Tvib ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
❇♦✉r❞♦♥ ❡t ❛❧✳ r❡♣r❡s❡♥ts ❜❡tt❡r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳

■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ✜❣✳ ✻✳✶✾ t❤❛t t❤❡ e − V r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚♦ ✐❧✲
❧✉str❛t❡ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ e − V r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✢♦✇ Tvib = 10000, 20000, ❛♥❞ 30000 K✱
❛♥❞ ❛❧s♦ ❛t 100K t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❤❡♥ Tvib ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦ ✭❛s ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✼✶

❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✭t❤✐♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶✳ ❆t Te = 10000 K✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
t✐♠❡s ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ Tvib✳ ❆❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✷✶ ❛r❡ t❤❡ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❱❉❋
✭s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Tvib
✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮✳ ❯♣ t♦ x = 1 mm t❤❡s❡ t✇♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❛♥❞
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ Tvib = 40000 K✳ ❇❡t✇❡❡♥ x = 1 cm
❛♥❞ x = 3 cm ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝ts ❛♣♣❡❛r✿ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ❱❉❋ ❛♥❞ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❱❉❋ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ Tvib ❞✐✛❡r❀ ❤♦✇❡✈❡r ❛t t❤❡s❡
❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ♠❛❥♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②
s♦✉r❝❡ t❡r♠✳

❋✐❣✉r❡s ✻✳✷✷ ❛♥❞ ✻✳✷✸ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
e − V ♣r♦❝❡ss❡s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛
♠❛①✐♠✉♠✱ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ✢♦✇ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♥♦r ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ N ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✉s❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤
✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 4 cm ✇✐t❤ e − V t♦ 5 cm ✇✐t❤♦✉t e − V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋✐❣✳ ✻✳✷✸
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞✳

❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✷✹✳ ❲❤❡♥ Ωe−V ✐s
♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ T −Te ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❧♦ss ♦❢
Ωe−V s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛♥❞ Te ✐s ✐♥ t✉r♥ ❧♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✷✺ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❜♦t❤ ❞❡❧❛②❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧♦✇❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✜♥❛❧❧② r❡s✉❧ts
✐♥ ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧♦♥❣❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t❤❛t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ Te 6= Tvib✱ ✜❣✳ ✻✳✷✻ s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ e − V
♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s s❧♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ t❤❡
e−V ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❝❧❡❛r ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❆ s❧✐❣❤t ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r x = 4 cm✱
❜✉t ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✶✵ t❤❡ e − V r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐s ♥♦✇ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s
❢❛st❡r✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝❧♦s❡r ❢r♦♠ Tvib ❜✉t t❤❡ ✷ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s r❡♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✱ ✇❤✐❝❤
❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✻✳✷✽ s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤ ✶✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r
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e−V ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ st❛rts ✈❡r② s♦♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❲✐t❤ ✶✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r e− V ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦
e − V ❝♦✉♣❧✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✳ ✻✳✷✾✳ ❚❤✐s ❡①❝❡ss ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✸✵✳

❲✐t❤ ✶✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r e − V r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✸✶ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t x = 5 mm
❛♥❞ x = 10 mm ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧s✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ s❤♦✇ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✸✷ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♣r♦❢♦✉♥❞❧② ♠♦❞✐✲
✜❡❞✳ ❲✐t❤ ✶✵ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r e−V r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
r❡❛❝t✐♦♥s ♥♦✇ st❛rt ❛s s♦♦♥ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥❞❡❡❞ e − V
♣r♦❝❡ss❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①❝✐t❡ ❛♥❞ t♦ ✐♦♥✐③❡
t❤❡ N ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳

✻✳✺✳✷ ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ st✉❞② t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛t❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s q✉✐t❡ ❧✐♠✐t❡❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳✸✹✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ s♣❡❝✐❡s ♠♦❧❡
❢r❛❝t✐♦♥s ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧② s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ✐❢ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❧♦✇❡r❡❞✱ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧②
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s q✉✐❝❦❧② r❡❛❝❤❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ s♦ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t
♠✉❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❧❛②s t❤❡ ❡st❛❜✲
❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❇✉t ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t str♦♥❣❧②
❛✛❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛s✲
s✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ N ❛t♦♠s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ P❡t❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❜♦t❤ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛t♦♠s ❛♥❞
♠❡t❛st❛❜❧❡ ❛t♦♠s✳

N1 +N2 ↔ N+
2 + e−

N1 +N3 ↔ N+
2 + e−

N2 +N2 ↔ N+
2 + e−

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢N+
2 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✜rst❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛❜❧❡

❛t♦♠s ❜② ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠♣❛❝t ♠❛② ❜❡ s❧♦✇ ✭❛t t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s
♣♦✐♥t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ N1 +N2 ↔ N+

2 + e−✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r❡❞ ❜② N2/N1✳

✻✳✺✳✸ ❈❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s✿

N+ +Nv
2 ↔ N+

2 +N1 ✭✻✳✸✷✮

❆s t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①♦t❤❡r♠✐❝ ✭❜② 1.04 eV ✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ N2 ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋r❡②s✐♥❣❡r
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ N+

2 ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
✻✳✸✷ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✇❛②✱ s♦ t❤❛t t❤✐s ❡♥❞♦t❤❡r♠✐❝ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦
♣r♦❞✉❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❋r❡②s✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ✐❞❡♥t✐❢② N1 ❛♥❞ N2 ❛s t✇♦
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♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ ✻✳✸✷✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ N ❛t♦♠s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡✳

❚✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s r❡❛❝t✐♦♥✿ t❤❡
st❛t❡s t❤❛t ✐t ❛✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚♦ ❛ss❡ss ❢r♦♠
❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❜② ✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② ✶✵ t❤❡ r❛t❡
❝♦♥st❛♥t ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❜② ✶✵ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② ✶✵ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥❧②
s❧✐❣❤t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡ r❡t✉r♥ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ N2✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❜② ✶✵ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ N+✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✜❣✳ ✻✳✸✼ s❤♦✇s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ Ωe−T s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ N+ ✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋✐❣✳
✻✳✸✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛②✐♥❣ ♦❢ t❤❡ Ωe−T s♦✉r❝❡
t❡r♠✳

✻✳✺✳✹ ❊✛❡❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ P❛r❦ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ♦❢ ❈❛♣✐t❡❧❧✐
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳
❆❧♠♦st ♥♦ ❡✛❡❝t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✢♦✇✜❡❧❞s✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞
❤❡r❡✳ ❋✐❣✳ ✻✳✸✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P❛r❦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡✲
t✐♦♥ t❡r♠ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ΩE,dis✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s ΩE,dis ✐s ♥♦t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✳

❘❡♠❛r❦✿ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ P❛r❦ ✭✶✾✾✵✮ ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♥❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥❡r❣②✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤❡s❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡
r❡❧✐❛❜❧❡✳
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❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ P❛r❦ ✭✷✵✵✽✮ ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❋✐r❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✵✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ N ❛♥❞ ♦❢ N2 ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
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✶✽✹❈❤❛♣t❡r ✻ ✲ ❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

✻✳✺✳✺ ❊①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ✐s ❛ ❜✐❣ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛s✲
s❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤✐s s✐♥❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❜②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✵ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ N ❛♥❞ ♦❢ N2 ❛t t❤❡r♠❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2 ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥s
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ N ✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦❞❡ ♦❢ N2 ❝♦✉❧❞ ❛❜s♦r❜ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✉♣ ✉♥t✐❧ 2 mm ❛t ♠♦st✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ zN ❜❡❝♦♠❡s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ zN2

✭s❡❡ ✜❣✳ ✻✳✶✸✮✳ ❆s s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✳ ✻✳✶✻✱ ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ N ✐s ♦♥❧②
st❛rt✐♥❣ t♦ ❛❜s♦r❜ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N2 s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ s❡r✐♦✉s ❝♦♠♣❡t✐t♦r t♦ t❤❡ N ❛t♦♠s
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥ t✉r♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❤✐♥❞ ❛ str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ N ❛t♦♠s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ N2 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①✲
❝✐t❛t✐♦♥✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦
s❡❧❡❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❜❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡t ♦❢ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱
❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇✐t❤ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r❡❝❡♥t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ e−V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣ e−V ♣r♦❝❡ss❡s
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r❡❤❡❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢
N ✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ e − T ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ t♦t❛❧❧② ❡①❝✐t❡
❛♥❞ ✐♦♥✐③❡ t❤❡ N ❛t♦♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s e−V ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✱ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡✲
t✇❡❡♥ Te ❛♥❞ Tvib ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r e − V r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts
❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♦♥✐③❡ t❤❡ N ❛t♦♠s✳ ❊✐t❤❡r ✇❛②✱ Te r❡♠❛✐♥s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ Tvib✳
■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❞♦❡s
♥♦t ❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ✢♦✇✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡
♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❦♥♦✇♥✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡s❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡s✲
s❛r② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞
N ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤✉s ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❊❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✢♦✇✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡❛r❧② P❛r❦
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❛r❣❡❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡✳
▲❛st✱ ✐t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡✱ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠✐♥♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✢♦✇✳
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❈❤❛♣t❡r ✼

❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥

♥♦③③❧❡ ✢♦✇s

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③❡❞
♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦③③❧❡ ❛s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
e − V ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ✜rst❧②✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ N2 t❤r♦✉❣❤ ❡✣❝✐❡♥t e − V ❡①❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛✛❡❝t
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✲ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✲ ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ N2✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡
❝❤♦s❡ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❛ r❡s❡r✈♦✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ T = 10000 K ❜✉t ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ t❡st✲❝❛s❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t 10000 K ♦❢ ❛ N2 ♠✐①t✉r❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r
♣r❡ss✉r❡✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❈❊❆ ✭▼❝❇r✐❞❡ ❛♥❞ ●♦r❞♦♥ ✶✾✾✷✮ ❢♦r T = 10000 K ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ 0.01 atm t♦ 100 atm✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡ ❈❤❛t❡❧✐❡r✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜♦t❤
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛✈♦r❡❞ ❛t ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡
N2 ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r p = 3 atm✳
❆s t❡st ❝❛s❡ ❆ ✭t❛❜❧❡ ✼✳✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1 atm ❢♦r ✇❤✐❝❤
❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s t❤❛♥ t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆s t❡st ❝❛s❡ ❇ ✭t❛❜❧❡
✼✳✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ p = 100 atm ❢♦r ✇❤✐❝❤ zN2

≈ 100× ze✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t T = 10000 K ♦❢ ❛ ♥✐tr♦❣❡♥
♠✐①t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡✳

❈❛s❡ ■❉ ❈❛s❡ ❆ ❈❛s❡ ❇
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❑✮ ✶✵✵✵✵ ✶✵✵✵✵
Pr❡ss✉r❡ ✭❛t♠✮ ✶ ✶✵✵
▼♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s

zN 0.947 0.733
zN2

4.42× 10−3 0.262
zN+ 2.43× 10−2 1.99× 10−3

zN+

2

5.88× 10−5 3.67× 10−4

ze 2.43× 10−2 2.36× 10−3

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦③③❧❡ r❡s❡r✈♦✐r ❢♦r t❤❡
t✇♦ t❡st ❝❛s❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞
♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇✳ ❚❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❆ ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r
♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡rs ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✢♦✇✳
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✼✳✷ P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥
✢♦✇

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣s❡✉❞♦✲
❡♥tr♦♣②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❡①✲
♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❝❤❡♠✲
✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✼✳✷✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❡♥tr♦♣② ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s✿

eel(Te) = ye · eeel(Te) =
3

2
ye · re · Te ✭✼✳✶✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂t(ρ · yeeeel(Te)) + ~∇ · (ρ~u · yeeeel(Te)) = Ωe−T +ΩCE +Ωe−V − pe · ~∇ · ~u
= ΩE − pe · ~∇ · ~u

✇❤❡r❡ Ωe−T ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s✱
Ωe−V ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ✇✐t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ −pe · ~∇ · ~u = ΩAmb ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
t❤❡ ❛♠❜✐♣♦❧❛r ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐str② ΩCE ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ΩAI ✱ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Ωe−E ✱ ✇✐t❤
❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ Ωe−I ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ Ωe−dis✿

ΩCE = ΩAI +Ωe−E +Ωe−I +Ωe−dis ✭✼✳✷✮

❚❤❡ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐♣♦❧❛r ✜❡❧❞ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ ♥♦♥✲
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡
t♦ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ❜② ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❡♥tr♦♣② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✭❇r❛ss✐❡r ❛♥❞ ●❛❧❧✐❝❡ ✭✷✵✵✶✮❀ ❑❛♣♣❡r ❛♥❞ ❈❛♠❜✐❡r ✭✷✵✶✶✮✮✳ ❚❤❡
♣s❡✉❞♦✲❡♥tr♦♣② ✐s se =

pe
ργe

✳

❲r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❡♥tr♦♣②✱

ρ · ye · eeel(Te) = ρe · ceV,el · Te =
ceV,el
re

pe =
ργe · se
γe − 1

✭✼✳✸✮

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿
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✶✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

∂t(ρ
γe · se) + ~∇ · (ργe · se · ~u) = −pe · ~∇ · ~u+ΩE

ργe−1 · ∂t(ρ · se) + ργe−1 · ~∇ · (ρ · se · ~u) + ρ · se · [∂t(ργe−1) + ~u · ∇(ργe−1)]

= −pe · ~∇ · ~u+ΩE

❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❧❡❛✈❡s✿

∂t(ρ · se) + ~∇ · (ρ · se · ~u) =
γe − 1

ργe−1
· ΩE ✭✼✳✹✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜✲
♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❜②✿

Te =
ργe · se
ρe · re

✭✼✳✺✮

✼✳✷✳✷ ❙②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥
✢♦✇

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲
✐♦♥✐③❡❞ ♠✐①t✉r❡✱ ✇✐t❤ ✸ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s N+✱
N+

2 +✱ e− ❛♥❞ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣s❡✉❞♦✲❡♥tr♦♣② se✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡
q✉❛s✐✲✶❉ ♥♦③③❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂tU + ∂xF (U) = Ω ✭✼✳✻✮

∂t









ρi
ρu
ρE
ρse









+ ∂x









ρiu
ρu2 + p
ρuH
ρuse









=













ω̇i

0
0

γe − 1

ργe−1
· ΩE













− ∂x log(A) ·









ρiu
ρu2

ρuH
ρuse









✭✼✳✼✮

✼✳✷✳✸ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥

❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s T ✳ ❖♥❧② t❤❡ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭N+ ❛♥❞ N+

2 ❛r❡ ♠✐♥♦r
s♣❡❝✐❡s s♦ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛✛❡❝t ♠✉❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✮✳ ❚❤✉s
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥t❤❛❧♣✐❡s hi0 ✭✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✮ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✽✾

hN0 =
5

2
rNT + hNf + Ei

hN2

0 =
7

2
rN2

T + hN2

f + Ev

hN
+

0 =
5

2
rN+T + hN

+

f

h
N+

2

0 =
7

2
rN+

2

T + h
N+

2

f

he
−

0 =
5

2
reTe ✭✼✳✽✮

❲❤❡r❡ ri = R/Mi ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✐❡s i✳ T ✐s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ Te ✐s t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ hif ✐s t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s i ❛♥❞ hN
v
2

f = Ev ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧
v ♦❢ N2✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❣❡t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ s♣❡❝✐❡s✿

• ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ ❛♥② ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s i ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✲
✐str② ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Qi
el(T ) =

∑

k

gik · e
−

Ek
i

kB · T

✇❤❡r❡ gXi ✐s t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ i ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s X ❛♥❞
Ei

X ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❧❡✈❡❧ i✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ N2 ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t 10000K ✐t ✐s ♦♥❧② 1.03✳

• ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N+
2 ✇r✐t❡s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤❛r✲

♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

Q
N+

2

vib (T ) =



1− exp



−θ
N+

2

vib

T









−1

✭✼✳✾✮

✇❤❡r❡ θN
+

2

vib = 3175.7 K ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
N+

2 ✳

❋♦r ❛♥② s♣❡❝✐❡s i✱ t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② hitot = hi0 +
u2

2
✳

✼✳✷✳✹ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇

❋♦r ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ❛♥❞ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳
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✐

✐
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✶✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❑✐♥❡t✐❝ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ❛♥
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✢♦✇✳

❘❡❛❝t✐♦♥ ❋♦r♠✉❧❛ Tf Tb ❙♦✉r❝❡

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Nv
2 (X) +N ⇒ Nv′

2 (X) +N T T ❊s♣♦s✐t♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮

❍P ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ Nv
2 (X) +N ⇒ 2N1 +N T T ❊s♣♦s✐t♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮

❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ N i +N j ⇒ N+
2 + e− T Te P❡t❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮

❈❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ N+ +Nv
2 (X) ⇒ N+

2 +N1 T T ❋r❡②s✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t N i + e− ⇒ N j + e− Te Te ❋r♦st ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✴ ❉r❛✇✐♥ ✭✶✾✻✸✮
❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t N i + e− ⇒ N+ + 2e− Te Te ❑✉♥❝ ❛♥❞ ❙♦♦♥ ✭✶✾✽✾✮

✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✴ ❉r❛✇✐♥ ✭✶✾✻✸✮

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t Nv
2 (X) + e− ⇒ Nv′

2 (X) + e− Te Te ▲❛♣♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t Nv
2 (X) + e− ⇒ 2N1 + e− Te Te ❈❛♣✐t❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮

❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ N ✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡✐r ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳

❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳

✼✳✷✳✺ ❊①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s ❢♦r ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡✿

ΩE = ΩAI +Ωe−E +Ωe−I +Ωe−V +Ωe−dis +Ωe−T ✭✼✳✶✵✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ΩAI ❤❛s
❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s♦ t❤✐s t❡r♠ ✐s ♥♦t
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ♣❡r r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳

✼✳✷✳✻ ❉✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡
t❡st✲❝❛s❡s ❆ ❛♥❞ ❇

❙❡✈❡r❛❧ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
e− V ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳

❋✐rst✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ 0.a ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❱❚❛✮ ❛♥❞ ❞✐s✲
s♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❉❛✮ ♦❢ N2❀ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✶✾✶

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r
♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳

❘❡❛❝t✐♦♥ ❋♦r♠✉❧❛

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Keq = e
−
Ev′ − Ev

kB · T

❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ Keq =
(QN

t · gN1)2

NA ·QN2

t ·QN2

rot

· e
−
EN2

dis − Ev

kB · T

❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ Keq =
(Q

N+

2

t ·QN+

2

rot ·QN+

2

vib ·QN+

2

ele ) · (Qe−
t · ge−)

(QN
t )2 · gN i · gNj

· e
−
EN2

ion − EN2

dis − Ei − Ej

kB · T

❈❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ Keq =
(Q

N+

2

t ·QN+

2

rot ·QN+

2

vib ·QN+

2

ele ) · (QN
t · gN1)

(QN+

t ·QN+

ele ) · (Q
N2

t ·QN2

rot)
· e

−
EN2

ion − EN
ion − Ev

kB · T

❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ Keq = e
−
Ej − Ei

kB · T

e− ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ Keq =
(QN+

t ·QN+

ele ) · (Qe−
t · ge−)

QN
t · gN i

· e
−
EN

ion − Ei

kB · T

❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳

Pr♦❝❡ss ❊❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥
❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

Ei − EionN i + e− ⇒ N+ + 2e−

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥
Ei − Ej

N i + e− ⇒ N j + e−

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
Ev − EdissNv

2 + e− ⇒ 2N1 + e−

❊❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✈✐❜✳ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
Ev − Ev′

Nv
2 + e− ⇒ Nv′

2 + e−
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✶✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

❚❛❜❧❡ ✼✳✺✿ ❉✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ t❡st✲❝❛s❡s ❆ ❛♥❞
❇✳

▼♦❞❡❧ Pr♦❝❡ss❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ Te ❊❧❡❝tr♦♥s
▼♦❞❡❧ 0.a N ✐♠♣❛❝t V T ♣r♦❝❡ss❡s ✲ ◆♦ ❡❧❡❝tr♦♥s

❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

▼♦❞❡❧ 0.b N ✐♠♣❛❝t V T ♣r♦❝❡ss❡s✱ ■♠♣♦s❡❞ ■♠♣♦s❡❞
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❛♥❞ e− V ♣r♦❝❡ss❡s

▼♦❞❡❧ ■ N ✐♠♣❛❝t V T ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❈♦♠♣✉t❡❞ ■♠♣♦s❡❞
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❛♥❞ e− V ♣r♦❝❡ss❡s

▼♦❞❡❧ ■■ ❆❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✷ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t❡❞

▼♦❞❡❧ ■■■ ❆❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✷ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t❡❞
❡①❝❡♣t e− V ♣r♦❝❡ss❡s

st✉❞②✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ 0.b ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ e−V ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❱❚❛ ❛♥❞ ❉❛✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ■ r❡❧❛①❡s t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❡♥tr♦♣②
❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❤❡♠✐str② ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ■■✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ■■■ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✷ ❡①❝❡♣t t❤❡
e− V ♣r♦❝❡ss❡s✳

✼✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❆

❋♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ ✜rst ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♠♦❞❡❧s 0.a ❛♥❞ 0.b t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ e−V ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧
■ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✉s✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧ ■■✳

✼✳✸✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ e−V ❝♦✉♣❧✐♥❣✿ ✐♠♣♦s❡❞
❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭▼♦❞❡❧s
0.a ❛♥❞ 0.b✮

❆s ❛ ✜rst st❡♣ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ N2 r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✇❡
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜②
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ 0.a ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧
0.b ✇✐t❤ Te = T ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ Te = 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡
✼✳✶✳

Position (m)
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10
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧
0.a ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ 0.b ✇✐t❤ Te = T ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤
Te = 10000 K ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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✭❜✮ x = 3 cm ❛❢t❡r t❤❡ t❤r♦❛t
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✭❝✮ ◆♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s x ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❛①✐s✳ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ 0.a ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺ ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ 0.b ✇✐t❤ Te = T
✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ Te = 10000 K ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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N ✐♠♣❛❝t ❛❧♦♥❡ ✭♠♦❞❡❧ 0.a ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✮✱ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡
e− V ♣r♦❝❡ss❡s ✭♠♦❞❡❧ 0.b✮✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ 0.b✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♥
♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ✭❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s❡r✲
✈♦✐r ze = 2.43 × 10−2✮ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t t❤❡ r❡s❡r✲
✈♦✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te = 10000 K✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te = T ✳ ❚❤❡
r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇✐t❤ ❛ r❡s❡r✈♦✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
T0 = 10000 K ❛♥❞ ❛ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ p0 = 1 atm✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t e−V ♣r♦❝❡ss❡s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ e−V
♣r♦❝❡ss❡s ❛ss✉♠✐♥❣ Te = 10000 K ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ Te = T ✭❞❛s❤✲
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t e−V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✜①❡❞ ❛t 10000 K✱ Tvib r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦
Te✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ Te = T ✱ Tvib ❢♦❧❧♦✇s Te ✉♣ t♦ 3 cm ❞♦✇♥str❡❛♠
t❤❡ t❤r♦❛t t❤❡♥ ❢r❡❡③❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣ ♦❝❝✉rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛rt❤❡r t❤❛♥
✇✐t❤♦✉t t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s✿ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜② e − V ♣r♦❝❡ss❡s ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐ts ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜② V T ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♦♥ ✜❣✳ ✼✳✸✳ ❉❡s♣✐t❡ ♥♦t ❛s s♣❡❝t❛❝✉❧❛r ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ Tvib✱ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t 10000 K ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧s✳ ❲❤❡♥ Te ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡
❧♦✇❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ✇❛② t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❛❞❞❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥
N2 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✹✳ ❈r♦ss❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t e−V ♣r♦❝❡ss❡s ✭♠♦❞❡❧ 0.a✮❀ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ e−V ♣r♦❝❡ss❡s
✭♠♦❞❡❧ 0.b✮ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ Te = T ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s ❢♦r t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ Te = 10000 K✳
❆t 1 cm ❛❢t❡r t❤❡ t❤r♦❛t✱ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥
Te = T ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t Te✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ Te = 10000 K ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s t❤❛t t❤❡
e− V ♣r♦❝❡ss❡s ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤❡ ❱❉❋ t❛❦❡s ❛ s❤❛♣❡ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡✲
t✇❡❡♥ x = 3 cm ❛♥❞ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ e − V
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ Te = T ✱ t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s
❣♦ ♦♥ r❡❧❛①✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧s ✉♣ t♦ 2.5 eV ❛t x = 3 cm ❛♥❞ ✉♣ t♦ 2 eV ❛t t❤❡
♦✉t❧❡t✳ ❚❤❡ e− V ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ✈❡r② str♦♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡s❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❜✉t ❞r❛st✐❝❛❧❧②
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✶✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✲
✈❡rs✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳
❋♦r Te = 10000 K t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ e−V ♣r♦❝❡ss❡s ❛✛❡❝t ❤✐❣❤❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Te ✐s ❤✐❣❤❡r✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ♦♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❆✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛t♦♠✐❝
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✧❧❛st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞✧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r Te✱ s♦ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳

✼✳✸✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✭▼♦❞❡❧ ■✮

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ N2 ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❆✱ ❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ 0.b✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t t♦ ✐ts r❡s❡r✈♦✐r ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❡♥tr♦♣②
❡q✉❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✼✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Te = T ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s
t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❛✛❡❝t Te ❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ xe ≈ 5 xN2

✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✶ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡❧❛②s t❤❡ ❢r❡❡③✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ s♦ t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ N2 r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ T = Te
❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ s♦ ✐t ✐s ♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② T ✐s t❤❛t ❝❧♦s❡ t♦ Te✱ ✜❣✳ ✼✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ t❡r♠ ΩAmb r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✲
♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐♣♦❧❛r ✜❡❧❞❀ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛
♠❛❥♦r ❧♦ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ Te✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s
t❤❡ q✉❛s✐✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s
✭Ωe−V ✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♦❧✐♥❣ ❜② ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭Ωe−T ✮✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ✐♦♥s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜r♦✉❣❤t ❜② e−V ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐s ❡♥t✐r❡❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦
❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② ❡❧❛st✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r
♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ▼♦❞❡❧ ■✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■ ♦❢
t❛❜❧❡ ✼✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❝r❡❛t✐♦♥ t❡r♠s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s
✭❞❛s❤❡❞✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❝r❡❛t✐♦♥ t❡r♠s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s
✭❞❛s❤❡❞✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳

✜❣✳ ✼✳✼✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤❡r❡ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦r ❝r❡❛t❡❞ ✭❡✳❣✳
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✮✱ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡
t❡r♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❤♦✇✐♥❣ ΩCV ✱ ✜❣✳
✼✳✼ s❤♦✇s ΩCV,P = ΩCV − ω̇

diss/rec
N2

· eN2

V ib✳
❇② r❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥t♦ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦♥ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ N ❛t♦♠s ❜r✐♥❣
❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ΩCV,P t❡r♠✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♠❛✐♥❧②
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ✉♣ t♦ 1 cm ❢r♦♠ t❤❡ t❤r♦❛t✱
❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❛t ♠❛✐♥❧② ❜② t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❞✉❡
t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦♦ ❧♦✇✳

✼✳✸✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❡❝✐❡s ❝❤❡♠✐str② ✭▼♦❞❡❧ ■■✮

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐❣♥♦r❡ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡❀ t❤✐s ❝❛♥ ❛✛❡❝t
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❜♦t❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t② ♠❛② ❜❡ ❧❡ss❡♥❡❞ ❜② r❡❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ N ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡
❝❛♥ ♥♦✇ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❛s❡ ❆ ✭t❛❜✳ ✼✳✶✮ ✇✐t❤
❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ■■ ✭t❛❜✳ ✼✳✺✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✼✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❯♣ t♦
x = 1 cm t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ N ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te✱ N2

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❛♥❞ N ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳
❈❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤
♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳
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❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ N ❛t♦♠s ❢r❡❡③❡s ❛t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♥❡❛r x = 5 cm✳ ❈♦♥✲
✈❡rs❡❧②✱ Tvib ❛♥❞ Te ❣♦ ♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❢❛rt❤❡r✳ ❋✐♥❛❧❧② Te s❡♣❛r❛t❡s ❢r♦♠
Tvib ❛♥❞ ❣❡ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ❛ ❝♦♠♣❧❡①
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✜♥❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡❞ ✭2173 K✮ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ❝❤❡♠✐str② ✇❛s ✐❣♥♦r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s ❛♥❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✼✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❛①✐s✳ ❆t♦♠s r❡❝♦♠❜✐♥❡ t♦ ❢♦r♠ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❙✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡
♦✉t❧❡t t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✳ ❚❤✐s
♠❛❦❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❋✐❣✳ ✼✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❡❝✐❡s ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ✐❣♥♦r❡❞
✭♠♦❞❡❧ ■✱ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✮✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥
♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❜② ❛❧♠♦st t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇ t❤❡ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s st✐❧❧
♠❛✐♥❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡
❧❛tt❡r ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡♥s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜r✐♥❣ T ❛♥❞ Te t♦❣❡t❤❡r✱ ❛s ✐t ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡
✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ■✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Te ♦♥ ✜❣✳ ✼✳✽ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ωe−T ❛♥❞ Ωe−E ✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ♥❡❛r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ N2

♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss Ωe−I ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ ❧♦✇
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✼✳✶✶ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❤❡♠✐str②✳ ❯♣ t♦ x = 2.4 cm t❤❡
e− V ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ΩCV,P ✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ Te ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Tvib✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ΩV T

s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞❡♣❧❡t❡s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆❢t❡r x = 2.4 cm t❤❡ e − V ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❞❡♣❧❡t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❛❢t❡r x = 3 cm
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ V T ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢r❡❡③❡✳

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❱❉❋✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ✭s②♠❜♦❧s✮ ♦♥ ✜❣✳ ✼✳✶✷✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✼✳✸✳✶✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞
V T ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡
str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛st ❧❡✈❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❢t❡r x = 3 cm t❤❡ e−V ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♦❧ ✈❡r② ❡✣✲
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t❡r♠s ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳
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Electronic level energy (eV)

R
ed

u
ce

d
 p

o
p
u
la

ti
o
n

 

 

0 5 10 15
10

−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

Throat

x = 2 cm

x = 3 cm

Outlet

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N ❛t ✹ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✷✵✸ ✖ ★✷✷✸
✐

✐

✐

✐

✐

✐

P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✵✸

❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❜❡❧♦✇ 3 eV ✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t
✐♥ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
s❡❝♦♥❞ s❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧s r❡❛❝❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✳ ✼✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ✳ ❚❤❡
♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡②
r❡❧❛① ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❧❛①❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜✉t ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② P❛♥❡s✐ ✭✷✵✵✾❜✮ ✐♥ ❛✐r ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❱❑■
▼✐♥✐t♦r❝❤✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡s❡r✈♦✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♥❣ N ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♦❧✐♥❣ ❜② ❡❧❛s✲
t✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❤❡❛✈② s♣❡❝✐❡s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤ ✐♦♥s✮ ❜✉t ✐s ♥♦t str♦♥❣❧②
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ e − V ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧❡❛✈❡s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣
❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ s❧♦♣❡ ♦♥ t❤❡ ❱❉❋ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡
♦✉t❧❡t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦
❛ str♦♥❣ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳

✼✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❇

■♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ N2 ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ♠♦❧❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 100✳ ❚❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳ ❚❤❡♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ e − V ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✭♠♦❞❡❧ ■■■✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✼✳✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✭▼♦❞❡❧
■■✮

❋✐❣✳ ✼✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❆s t❤❡
❣❛s ❡①♣❛♥❞s✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❧❛①❡s t♦ r❡❛❝❤ 5690 K ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡
♦✉t❧❡t✳ ■♥ t❤✐s ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ N2 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❧②
t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ N ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❛rts
❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥❡❛r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳
❋✐❣✳ ✼✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❛①✐s✳ ■♦♥s r❡❝♦♠❜✐♥❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✉♣ t♦ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠✲
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✷✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te✱ N
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳
❈❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤
t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✵✺
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❝r❡❛t✐♦♥ t❡r♠s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s
✭❞❛s❤❡❞✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳

♣♦s✐t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❢❛r ❢r♦♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ N2 ❛♥❞
✐♥t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ r❡♠❛✐♥s ❛s ❤✐❣❤ ❛s 5690 K ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❚❤❡ N+

2 ❞❡♥s✐t②
❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✜❣✳ ✼✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡
♦❢ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❛r❡ ❤❡❛t❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥
♦❢ N ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ Te✱ Texc ❛♥❞ Tvib✳ ❱❡r② ❧✐tt❧❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡♣❧❡t❡❞ ❜② ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ Ωe−T

s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♦♥s✱ ✇❤♦s❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❢♦r
t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ❇ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❆✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t t❤❡ Ωe−E

s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s ♥♦✇ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ Ωe−T s♦✉r❝❡ t❡r♠✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ✜❣✳ ✼✳✶✼ s❤♦✇s t❤❛t Tvib ✐s st✐❧❧
r✉❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ❡♥❡r❣② ♦♥
t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✭t❡r♠ ΩCV,P = ΩCV − ω̇

diss/rec
N2

· eN2

V ib✮ ❛♥❞ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❡①t❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ e−V ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ N ❛t♦♠ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡
V T ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦✉♣❧❡ T ❛♥❞ Tvib✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝r❡❛t✐♦♥ t❡r♠s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s
✭❞❛s❤❡❞✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤r♦✉❣❤ e − V ♣r♦❝❡ss❡s✱ Tvib
r❡❧❛①❡s Te✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡❧❛①❡s Texc✳

❋✐❣✳ ✼✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❱❉❋ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✉♣ t♦ x = 3 cm ✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s❧✐❣❤t✳ ❖♥❧②
❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❢♦❧❧♦✇
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ N ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✜❣✳ ✼✳✶✾ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ t❡st ❝❛s❡
❆✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞
♥♦t str♦♥❣❧② ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞✳

✼✳✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t e− V ♣r♦❝❡ss❡s ✭▼♦❞❡❧ ■■■✮

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■■ ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛
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Vibrational level energy (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N2 ❛t ✹ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳

Electronic level energy (eV)
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾✿ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N ❛t ✹ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❛①✐s✳ ❈❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t e− V ♣r♦❝❡ss❡s ✭♠♦❞❡❧ ■■■ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✺✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te✱ N
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳
❈❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✱ ✇✐t❤ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭❞❛s❤❡❞✮ e− V ♣r♦❝❡ss❡s✳

❋✐❣✳ ✼✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧
■■ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■■■ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡ e−V ♣r♦❝❡ss❡s✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋✐rst t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳ ❙❡❝♦♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s ❞♦❡s ♥♦t r❡❧❛①✳

❚❤❡ ❝❤❡♠✐str② ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✼✳✷✶
❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■■ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮
❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ■■■ ✇✐t❤♦✉t e − V ♣r♦❝❡ss❡s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❲❤❡♥ e − V ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ e− ❛♥❞ N+ ♠♦❧❡
❢r❛❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞ t♦
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❞❡✲❡①❝✐t❡ t❤❡
❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❛t♦♠s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st
✉♥❛✛❡❝t❡❞✳

❋✐❣✳ ✼✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ❢♦r ♠♦❞❡❧ ■■ ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ■■■
✭tr✐❛♥❣❧❡s✮✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② e−V
♣r♦❝❡ss❡s✳
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Level energy (eV)

R
ed

u
ce

d
 p

o
p
u
la

ti
o
n
 a

t 
o
u
tl

et

0 2 4 6 8 10

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❈❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡
✼✳✶✱ ✇✐t❤ ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ e− V ♣r♦❝❡ss❡s✳
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■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❢♦r t❤✐s ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞r✐✈❡♥
❜② t❤❡ str♦♥❣ Ωe−V s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ Ωe−V s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❤❛s ❛ ♠✐♥♦r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t e − V
♣r♦❝❡ss❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ✢♦✇✿ ❜② ❝♦♦❧✐♥❣ Te✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ N ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ N+ ✐♦♥s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡
❧♦✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭ze ≈ 10−3✮ t❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳
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✼✳✺ ❊✛❡❝t ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ ❛ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ N ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❛s p2 ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ p3 ❢♦r t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ✇❡❛❦❡r
✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s s❝❛❧❡ ✇✐t❤ p✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ r❛✲
❞✐❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r ❧♦✇❡r r❡s❡r✲
✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ P❛♥❡s✐ ✭✷✵✵✾❜✮ ❤❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✐r ♠✐①t✉r❡ ✐♥
t❤❡ ❱❑■ ▼✐♥✐t♦r❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❢♦r ❛ r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ p0 = 1 atm
❛♥❞ T0 = 10000 K ✭s❛♠❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❆ st✉❞✲
✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✮✳ ❍❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❛♥❞ t❤✐♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✲
✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛s❡
❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❝❛s❡✳

❚♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ ❛ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
st✉❞② t✇♦ t❡st✲❝❛s❡s✿ t❡st ❝❛s❡ ❆ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✿ p0 = 1 atm ❛♥❞ T0 = 10000 K✮✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❈ ♦❢
r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ p0 = 0.1 atm ❛♥❞ T0 = 10000 K✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♦♥❡ st✉❞✐❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② P❛r❦ ✭✶✾✼✸✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡s❝❛♣❡ ❢❛❝t♦rs✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✶✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❛♥❞ t❤✐❝❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡
t❡st ❝❛s❡ ❆✳ ❚❤❡♥ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡
tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✷✳ ❋✐rst ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❢♦r ❛ ❧♦✇❡r r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ p0 = 0.1 atm ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✸ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❢❛✈♦r❡❞ ❜② t❤❡
❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❆ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✹✳

✼✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❛♥❞ t❤✐❝❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r
❝❛s❡ ❆

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✼✳✸✳✸ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❣✐✈❡ ❛ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ✿
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te✱ ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❈♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ t❤✐♥ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

ω̇rad
N i = −MN ·

i−1
∑

j=1

Ai,j · [N i] +MN ·
46
∑

j=i+1

Aj,i · [N j ] ✭✼✳✶✶✮

❲❤❡r❡ Aj,i ✐s t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞
❧❡✈❡❧ j t♦ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❧❡✈❡❧ i✳

❆s t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❡♠✐tt❡❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❡s❝❛♣❡ t♦t❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇✱ t❤❡
r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r Prad ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✇✐t❤❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❡q✉❛t✐♦♥✳

Prad =
i−1
∑

j=1

Ai,j · [N i] · (Ei
N − Ej

N ) +
46
∑

j=i+1

Aj,i · [N j ] · (Ej
N − Ei

N ) ✭✼✳✶✷✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♣✲
t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ♠♦❞❡❧ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✳ ❏✉st ❛❢t❡r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐♥❧❡t ❛ str♦♥❣ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❝❝✉rs✳ ❉✐r❡❝t❧②✱ t❤❡
r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❛✛❡❝t t❤❡ N ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ✜❣✳
✼✳✶✵ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✲
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s s♣❡♥t t♦ ❤❡❛t ✉♣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❛st✐❝
e−T ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡♣♦♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ♣r❡✈❡♥t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢r♦♠ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ t❤✐♥ ✭r❡❞✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ t❤❡ t❤r♦❛t✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
T ❛♥❞ Te✱ t❤❡ ♦t❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞✳
❆❢t❡r x = 4 cm✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❢r♦③❡♥ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛s❡✳

❚❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✼✳✷✹✳
❚❤❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡❧② r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ str♦♥❣❧② r❛❞✐❛t✐♥❣ ♣s❡✉❞♦✲❧❡✈❡❧s ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ✭t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❝♦♠✲
♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 10 eV ❛♥❞ 11 eV ✮✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦③❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Texc✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝t t❤❡ t❤❡r♠♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ✐❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✉❞❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

✼✳✺✳✷ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r
❡q✉❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✲✢♦✇✜❡❧❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ✢♦✇ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❘❚❊✮✳
❆ ✶❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✲s❧❛❜ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡
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t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r N ✳

✼✳✺✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② Lσ(x,
−→u ) ✐s✿

dLσ(x,
−→u )

dx
= ησ(x)− κσ(x) · Lσ(x,

−→u ) ✭✼✳✶✸✮

❲❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ −→u ✱ ησ ✐s t❤❡ s♣❡❝✲
tr❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ κσ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t ♣♦✐♥t x
❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r σ✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥
✭❘❚❊✮ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ✐♥t❡♥s✐✈❡ t❛s❦✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥✲✢♦✇✜❡❧❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥♦③✲
③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✶❉✱
t❤✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ t❤❡
t❛♥❣❡♥t✲s❧❛❜ ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ✐♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② s❤❛❞♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦③③❧❡ t❤r♦❛t✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❚❊ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
t❤❡ ❍❚●❘ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✭❈❤❛✉✈❡❛✉ ✷✵✵✶✱ P❡rr✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❛s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❧✐♥❡✲❜②✲❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✸ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❣r✐❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❛✐r
r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❛♥❣❡♥t s❧❛❜ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r Lσ,inlet ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t
Lσ,outlet✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✼✳✷✺✱ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ♦❢ 1 cm ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐♥❧❡t✳ ❯♥✐✲
❢♦r♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t p0 = 1 atm ❛♥❞ T0 = 10000 K✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤✐s
❞♦♠❛✐♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ✐s ③❡r♦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s
❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦❧❞ ❣❛s ❡♥t❡r✐♥❣ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❤❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❘❋ ❤❡❛t❡r✳
❆t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ 2 cm ❞♦♠❛✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉①
❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♠❛② ✐♠♣❛❝t t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❛ ❢✉rt❤❡r st✉❞② ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛ss❡ss ✐ts
✐♠♣❛❝t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞♦♠❛✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✺✿ ❉♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳

✈❛r✐❡s✳

❚❤❡ t❛♥❣❡♥t s❧❛❜ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥✲
❡r❣② ❞❡♥s✐t② uσ(x)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❜②✿

uσ(x) =
1

c
·
∫

4π
Lσ(x,

−→u )❞Ω ✭✼✳✶✹✮

❲❤❡r❡ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳

✼✳✺✳✷✳✷ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛♣♣❡❛rs t❤r♦✉❣❤ ❛ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠
❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ N ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❛ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❧♦ss t❡r♠
−Prad ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ✐♥ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ i✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ✭▲❛♠❡t ✷✵✵✾✮ ✿
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✷✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

ω̇rad
N i

MN
=

46
∑

j=i+1

[

Aj,i ·N j −Bi,j ·N i ·
∫ +∞

0

uσ · fai,j(σ − σj,i) · dσ

+Bj,i ·N j ·
∫ +∞

0

uσ · f iej,i(σ − σj,i) · dσ
]

−
i−1
∑

j=1

[

Ai,j ·N i −Bj,i ·N j ·
∫ +∞

0

uσ · faj,i(σ − σj,i) · dσ

+Bi,j ·N i ·
∫ +∞

0

uσ · f iei,j(σ − σj,i) · dσ
]

✭✼✳✶✺✮

❲❤❡r❡ Ai,j ❛♥❞ Bi,j ❛r❡ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ σ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛♥❞
fxi,j(σ − σj,i) ✐s t❤❡ ❧✐♥❡ s❤❛♣❡ ❢♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭a✮ ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭ie✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s i
❛♥❞ j✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❧❡✈❡❧ i t♦
❛ ❧❡✈❡❧ j r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② uσ(x)✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✼✳✶✺✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Prad = −
46
∑

i=1

ωrad
N i · Ei

N

✼✳✺✳✷✳✸ ❋❧♦✇✜❡❧❞ ✲ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡
t❡r♠s ω̇rad

N i ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s N i✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥t❤❛❧♣② ❧♦ss
−Prad✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢♦✇ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ s♣❡❝✐❡s ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣✐✈❡♥
r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❍❚●❘ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣❛s✱ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ s♣❡❝✐❡s ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ✢♦✇ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❍❚●❘
❞❛t❛❜❛s❡ ✭❈❤❛✉✈❡❛✉ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ s♦❧✈❡s t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s✲
❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s❧❛❜ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② t❤❡♥ ❛❧❧♦✇s t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ❡q✳ ✭✼✳✶✺✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ◆■❙❚✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✢♦✇ ❝♦❞❡
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✶✼

Ini$aliza$on 

Loop 

Op$cally thick flow computa$on 

HTGR Computa$on 

Flow Computa$on 

Tk, Pk, N_Nist_N, Density_Nk 

Energy, Sources Tk, Pk, N_Nist_N, Density_Nk 

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✻✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s s♦❧✈❡r ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡✳

✇♦r❦s ♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❧❡✈❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ◆■❙❚ ❧❡✈❡❧s✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡
◆■❙❚ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❧❡✈❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆ ✜rst
✢♦✇✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ♠❡s❤ ✭766 ❝❡❧❧s✮✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✭❛s ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦✉r ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛s ✐♥♣✉ts t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❍❚●❘✿

• ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ✧❚❦✧ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡❀
• ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ✧P❦✧❀
• ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s ✧❉❡♥s✐t②❴◆❦✧❀
• ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✧◆❴◆✐st❴◆✧✳

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✐s r✉♥ ♦♥ ✐ts ♦✇♥ s♣❛t✐❛❧ ♠❡s❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 100 ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ♣r♦✲
✈✐❞❡s t❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉ts ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ ❝♦❞❡✿ t❤❡ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉①✳
❚❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ✐s r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✢♦✇✲
✜❡❧❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ ❜②
t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐t❡r❛t❡❞✱ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡✳

❆♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r r❡q✉✐r❡s ✶✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ r❡q✉✐r❡s ♥❡❛r❧② ✶ ❤♦✉r ❛♥❞ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧
✐t❡r❛t✐♦♥ q✉✐t❡ ❧♦♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❣♦♦❞
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t②♣✲
✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r♦✉❣❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❧❡ss
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✷✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

t❤❛♥ 10% ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ Prad✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❍❚●❘✮✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐t ♦❝❝✉rs
♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ t♦ t❤❡ ♦✉t❧❡t✳ ■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❛❢t❡r ♦♥❡
❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧✇❛②s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ s❧♦✇❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ r❡s✉❧ts✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❝♦✉♣❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✧▲❛♠❜❞❛ ■t❡r❛t✐♦♥✧✱ ❛♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡r② s❧♦✇❧② ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ♠❡❞✐❛ ✭❘②❜✐❝❦✐ ❛♥❞ ❍✉♠♠❡r ✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡s❡ ❛✉✲
t❤♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❝❛♥ ♠♦✈❡ ♦♥❧② ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛♥
❢r❡❡ ♣❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♦✉r ♦♣t✐❝❛❧❧②
t❤✐❝❦ ❝❛s❡✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❛s t❤❡ ✧❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ▲❛♠❜❞❛ ■t❡r❛t✐♦♥✧ ♠❡t❤♦❞
♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s t♦ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡s✳

✼✳✺✳✸ ❈♦✉♣❧❡❞ ✢♦✇✜❡❧❞✲r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❈
✭p0 = 0.1 atm✮

❋♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ 115 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✼ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ Prad ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ ❛❢t❡r 52 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤✲
❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r 115 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❆t t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❍❚●❘
❝♦❞❡ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ③♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1 cm ❛♥❞ 3 cm ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♥❡❛r
t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ♣r❡❞✐❝ts ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛r❡❛
❛♥❞ ❛❧♠♦st ③❡r♦ Prad ♥❡❛r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝♦❞❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ 52 ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ Prad ❛♥❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ 115 r❛t❤❡r
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts
t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡
♣♦✇❡r ❧♦ss✱ ❡✈♦❧✈❡s ❢r♦♠ 107 W.m−3 ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐♥❧❡t t♦ 106 W.m−3 ❛t t❤❡
♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡
t❡r♠s ✐s 3.107 W.m−3 ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♣❡❛❦s t♦ 3.108 W.m−3 ❛t t❤❡
♥♦③③❧❡ t❤r♦❛t✳ ❍❡♥❝❡✱ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤✐s ❧♦✇
♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ✭❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r
❝❛❧❝✉❧t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r
❡♠✐tt❡❞ ✭❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❍❚●❘✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❡♠✐s✲
s✐♦♥ ✐s t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ Prad✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ♥❡❛r❧② 99% ♦❢
t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
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Solver

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Prad ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r
✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❜② ❍❚●❘ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥s ✺✷ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ✶✶✺ ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❈✳

♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❣r❛❞✉❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❧❡t t♦ t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡
♥♦③③❧❡✳

❋✐❣✳ ✼✳✷✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ✉♥t✐❧ x = 3 cm ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥
❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ N ❛t♦♠s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✼✳✸✵ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡
❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② 4.4% ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❡✐✲
t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦✇❡r❡❞✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ Te ✐s ❧♦✇❡r❡❞✳

❋✐❣✳ ✼✳✸✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t✲
❧❡t ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✭r❡❞✮✳ ❆ ✈❡r② str♦♥❣ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛s❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ i = 3 ✭3.5 eV ✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧
i = 4 ✭10.3 eV ✮✳ ❚❤✐s ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛s❡✱
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❖♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ r❡s✉❧ts✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❈✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✶✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❖♣t✐❝❛❧❧②
t❤✐❝❦ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭r❡❞✮ r❡s✉❧ts✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❈
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✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✷✷✷ ✖ ★✷✹✷
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✷✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ i = 3 ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✹✳ ❚❤✐s
❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ♦✉t❧❡t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✿ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s i = 3✱ ❛♥❞ i = 2 t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t ❛♥❞ t❤❡s❡
❧❡✈❡❧s ❝❛rr② ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡
❞❡♣♦♣✉❧❛t❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧❡✈❡❧s i = 5 ❛♥❞ i = 6✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦
❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ r❡s✉❧ts✱ t❤❡✐r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ❛ ❢❛❝t♦r ✹✳ ❖t❤❡r
❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡♣♦♣✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s❧✐❣❤t ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s✳

❋✐❣✳ ✼✳✸✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐① ❧♦✇❡st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❧❡✈❡❧s ♦❢ N ✱ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ✼✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✶✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞✮✳
❘❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ✼✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ◆❡❛r t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ✉♣
t♦ x = 2 cm✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ✈✐s✐❜❧❡ ❡✛❡❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡
③♦♥❡✱ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ❣♦❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❞♦✇♥ t♦ ♥❡❛r❧② 80 Pa✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤✐s ❢❛✈♦rs t❤❡
r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡s
i = 4✱ i = 5 ❛♥❞ i = 6 ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s✳

■♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ❈ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ p0 = 0.1 atm✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡
♣r♦❝❡ss❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❜② ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳
❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ ❧❡✈❡❧s i = 5 ♦r
i = 6 t♦ i = 3 ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ s❧✐❣❤t ❜✉t ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T ✱ Te ❛♥❞ Tvib ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Texc✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❧❡❛❞s ✐♥ ❛
♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ 4.4% ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳

✼✳✺✳✹ ❈♦✉♣❧❡❞ ✢♦✇✜❡❧❞✲r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❡st ❝❛s❡ ❆ ✭p0 =

1 atm✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✼✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✸ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ Prad ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r 74 ✐t❡r❛t✐♦♥s
✭❞❛s❤❡❞✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✲
❝♦✉♣❧❡❞ r❡s✉❧ts ✭❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ r❡s✉❧ts ✭❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✮ ✉♣ t♦ x = 1.5 cm✳ ❆❢t❡r t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

❋✐❣✳ ✼✳✸✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐① ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧②
t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ✼✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤✲
❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✶✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❈
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Prad ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ s♦❧✈❡r
✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ❜② ❍❚●❘ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✼✹
✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te✱ N
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳
❖♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ r❡s✉❧ts✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

✭❞❛s❤❡❞✮✳ ■♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ♦♥❧② ✈❡r② s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✼✳✸✺ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐✲
❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② 3.4% ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ t❤❡ ✢♦✇✳

❋✐❣✳ ✼✳✸✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t✲
❧❡t ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
✭r❡❞✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❈ ✇❤❡r❡ p0 = 0.1 atm✱ ✈❡r② str♦♥❣ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡
❧❡✈❡❧ i = 3 ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ i = 4✳ ❚❤✐s ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ i = 3 ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✸✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞❡♣♦♣✉❧❛t❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧❡✈❡❧s i = 5 ❛♥❞ i = 6
✇❤♦s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛❧♠♦st ✸ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧ i = 3 ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ ✐ts ✐♥❝r❡❛s❡
❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ N ✳

❋✐❣✳ ✼✳✸✼ s❤♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ i = 1 t♦ 6 ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s
♦❢ N ✱ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✳ ❖♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦
✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ r❡s✉❧ts✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✻✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❖♣t✐❝❛❧❧②
t❤✐❝❦ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✭r❡❞✮ r❡s✉❧ts✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✷✷✻ ✖ ★✷✹✻
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✷✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

Position (m)

D
en

si
ty

 (
k
g
.m

−
3
)

i=1

i=2

i=3

i=4

i=5

i=6

−0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
10

−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐① ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧❧②
t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ✼✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤✲
❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✶✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆✳

❛❢t❡r ✼✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ st❛rts t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡❢✲
❢❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧s i = 4, 5, 6 ❛❢t❡r x = 4 cm ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ x = 2 cm
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ p0 = 0.1 atm✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❛❢t❡r x = 5 cm ✭✐♥st❡❛❞
♦❢ x = 3.5 cm ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ p0 = 0.1 atm✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦✉t❧❡t ♣r❡ss✉r❡ ✐s
697 Pa✱ ❛❧♠♦st ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t ♦✉t❧❡t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡
❧❡✈❡❧ i = 3 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✐t ✐s t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❛✛❡❝t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✇❡❛❦❧② ❛✛❡❝t❡❞✳

✼✳✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✱ ❝♦✉♣❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ t❛♥❣❡♥t✲s❧❛❜ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❆ ✭r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ 1 atm✮✱
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❈ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ✐s 0.1 atm✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥ts ✐♥ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
❜❡ t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡s T ✱ Te ❛♥❞ Tvib ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Texc ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ 0.1 atm ❝❛s❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❛r❣❡ ❞❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s i = 4, 5, 6 ❛♥❞ r❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ i = 3✱ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ✸ ✐♥ t❡st ❝❛s❡ ❆ ❛♥❞ ✹ ✐♥ t❡st ❝❛s❡ ❈ ❛r❡
♦❜s❡r✈❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s❧❛❜ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✷✼

t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇ ♠❛② ❞✐✛❡r
❢r♦♠ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ t❤❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ r❡s✉❧ts ♣r❡❞✐❝t ❛ ❣❧♦❜❛❧❧②
❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ❡♠✐tt✐♥❣
♠❡❞✐✉♠✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠
r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✐❣❤t ❛✛❡❝t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♣❤♦✲
t♦✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞② s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t♦ ♣✉t ❢♦r✲
✇❛r❞ ♦r r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡ r❡s❡r✈♦✐r
❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❛♥❦✳ ❋✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② s❧♦✇❧② ✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛s❡✳

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s ✐♥ ❛ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ♥♦③③❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦✇ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡s ✭r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡s ♦❢ 1 atm ❛♥❞
100 atm r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ N2

t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♠♣❛❝t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡
❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲
❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ V T ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤✲
❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❜❡✐♥❣ str♦♥❣❧② ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡r♠❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✱ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r❀ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢N ✐s ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❤✐❣❤❡r✳ ❉❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧s♦ r❡♠❛✐♥s ❧✐♠✐t❡❞✳
■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ e − V ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♥❡❡❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭ze ≈ 10−3✮✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣❧❛② ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ e − V ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡
✢♦✇✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛t ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t
t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧
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✷✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ♥♦③③❧❡ ❢❧♦✇s

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡
❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✢♦✇✜❡❧❞s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r♦♠ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞
✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✳
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✐

✐

✐

❈❤❛♣t❡r ✽

▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥

✐♦♥✐③❡❞ ✢♦✇s

✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ❛ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ♥♦③③❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥
❝❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼ ✉s✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲
t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ nTv − StSRed
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ t♦ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s✳
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ nTv−StSRed♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸ ❢♦r ❛♥
✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t✇♦ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ Te = Tvib✱ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s
✭P❛r❦ ✶✾✾✵✮ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ♣✉t ❢♦r✇❛r❞✳ ❙❡❝♦♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡❡
✭✶✾✽✹✮ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ e − V r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ t❤❡ nTv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❋✐rst❧②✱
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✭✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡✮
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ nTv−StSRed♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥
✽✳✺ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ✐♥t❡r❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❢♦r
✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s✳
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✷✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥

✐♦♥✐③❡❞ ❢❧♦✇s

✽✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❣r♦✉♣ nTv−StSRed♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♦♥✐③❡❞ ✢♦✇s

❚❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛♥
❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ♦❢ N2 ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ n ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s N i

2✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ✐♥t❡r♥❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T i

V ✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ♠✐①t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢✿

• n ❣r♦✉♣s ❢♦r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥✐tr♦❣❡♥ N i
2, i = 1..n✱

• 46 ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ♥✐tr♦❣❡♥ N i, i = 1..46✱
• ✐♦♥✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r N+

2 ♥✐tr♦❣❡♥✱
• ✐♦♥✐③❡❞ ❛t♦♠✐❝ N+ ♥✐tr♦❣❡♥✱
• ❡❧❡❝tr♦♥s e−✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s Nv
2 ✭✻✶ ♦r ✻✽

❧❡✈❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s❡❞✮ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✱ ✐s ♥♦✇ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ N i

2 ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T i

V ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n ❣r♦✉♣s✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ nTv − StSRed
♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜♦t❤ ❢♦r s❤♦❝❦s ❛♥❞ ❢♦r ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡s❡
❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❝❤❡♠✐❝❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✸✳

✽✳✷✳✶ ❙②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ nTv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐♦♥✐③❡❞
♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s

❙❤♦❝❦ ✇❛✈❡
❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✳ ✽✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞
✐♥ r❡❞✿

• ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ N i
2; i = 1..n ❣r♦✉♣ ❞❡♥s✐t✐❡s

• ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥
• ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❛♣♣❡❛rs
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✸✶

ρu · dx(yk) = ω̇k; k ∈ {N i
2, N

l, N+
2 , N

+, e−}
(ρu

2

p
− 1) · dxu+ u

T
· pH

p
· dxT + u

Te
· pe

p
· dxTe = −R

p
· (Te · ω̇e

Me
+ T ·∑k∈H

ω̇k

Mk
)

ρu2 · dxu+ ρu · c̃P · dxT + ρu · c̃P,el · dxTe = − ∑

k∈S

hk0 · ω̇k −∑
i∈g

(Ωi
V − ω̇Ni

2
· eiV ib)

pe · dxu+ ρu · c̃V,el · dxTe = Ωe−T +ΩCE +Ωe−V −∑k∈BE ω̇k · ekel
ρu · dxeiV = Ωi

V ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ Ωi
V ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ i✳ eiV ib ✐s

t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❣r♦✉♣ i ❜② ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ❣r♦✉♣ i✱ ❛♥❞ eiV = yN i
2
·eiV ib ✐s

t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❣r♦✉♣ i ❜② ✉♥✐t ♠❛ss ♦❢ ♠✐①t✉r❡✳ ❚♦ ❝❧♦s❡ t❤✐s s②st❡♠
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ω̇k✱ ❛♥❞ t❤❡
❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ Ωi

V ✳

❆s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②
❉▲❙❖❉❊ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❛❞❤❛❦r✐s❤♥❛♥ ❛♥❞ ❍✐♥❞♠❛rs❤ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡ ♣♦st✲s❤♦❝❦
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢r♦③❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝❤❡♠✐str②✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

◆♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❡s N i

2; i = 1..n✱ N l; l = 1..46✱ N+✱ N+
2 +✱ e−✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠

❛♥❞ ❡♥t❤❛❧♣② ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❡♥tr♦♣② se ❛♥❞
♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ eiV ; i = 1..n✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡
q✉❛s✐✲✶❉ ♥♦③③❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂t













ρk
ρu
ρE
ρse
ρeiV













+ ∂x













ρku
ρu2 + p
ρuH
ρuse
ρueiV













=















ω̇k

0
0

γe − 1

ργe−1
· ΩE

Ωi
V















− ∂x log(A) ·













ρku
ρu2

ρuH
ρuse
ρueiV













✭✽✳✷✮

✇❤❡r❡ ΩE = Ωe−T + ΩCE + Ωe−V ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚♦
❝❧♦s❡ t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡
t❡r♠s ω̇k✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
s♦✉r❝❡ t❡r♠ Ωi

V ✳

❚❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∂tU + ∂xF (U) = Ω ❛♥❞ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳

✽✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r ✐♦♥✐③❡❞
♥✐tr♦❣❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ N2 ❛r❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❢♦r t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❛♥❞ ❛s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼
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✐

✐

✐

✐

✐

✷✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥

✐♦♥✐③❡❞ ❢❧♦✇s

❢♦r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ N2✱ t❤❡ nTv − StSRed
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ nTv−StSRed
♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

◆♦✇ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ nTv−StSRed ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ N2✱ t❤❛t
❛r❡✿ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ e− ✐♠♣❛❝t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞
e− ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥✳

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ v ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲
t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✿

ρu

MN2

· dxyv =
∑

M∈{N,N2,e−}

[M ] · {kr,Mv · [N ]2 − kd,Mv · [Nv
2 ]

+
∑

w

(kMw→v · [Nw
2 ]− kMv→w · [Nv

2 ])}

+(kexch.,bv · [N+
2 ] · [N1]− kexch.,fv · [N+] · [Nv

2 ]) ✭✽✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭❘❘❈✮ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ TM ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛rt♥❡r M ✱ TM = T ❢♦r M = N2, N
❛♥❞ ♦❢ TM = Te ❢♦r M = e−✳

❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣
i ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i✿

ρu

MN2

· dxyN i
2
=

∑

M∈{N,N2,e−}

[M ] ·
(

∑

v∈i

kr,Mv · [N ]2 − kd,Mv · [Nv
2 ]

+
∑

v∈i

∑

w

(kMw→v · [Nw
2 ]− kMv→w · [Nv

2 ])

)

+
∑

v∈i

(kexch.,bv · [N+
2 ] · [N1]− kexch.,fv · [N+] · [Nv

2 ]) ✭✽✳✹✮

❚♦ ❝❧♦s❡ t❤✐s s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❛t T i

V ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ i✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ [Nv
2 ] ♦❢

t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ v ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ [N i
2] ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ i✱

✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ fi(v, T i
V ) ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ i✿

[Nv
2 ] = [N i

2] · fi(v, T i
V )❀ ✇❤❡r❡ fi(v, T i

V ) =
e
−

Ev

kB · T i
V

∑

w∈i e
−

Ew

kB · T i
V

✭✽✳✺✮
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✸✸

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ [Nv
2 ] ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✮✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣s ✇r✐t❡✿

ρu

MN2

· dxyN i
2
=

ω̇N i
2

MN2

=
∑

M∈{N,N2,e−}

[M ] · {Kr,M
i · [N ]2 −Kd,M

i · [N i
2]

+
∑

j

(KM
j→i · [N j

2 ]−KM
i→j · [N i

2])}

+Kexch.,b
i · [N+

2 ] · [N1]−Kexch.,f
i · [N+] · [N i

2]✭✽✳✻✮

❲❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✿

KM
i→j(TM , T

i
V ) =

∑

v∈i

∑

w∈j

kMv→w(TM ) · fi(v, T i
V )

Kd,M
i (TM , T

i
V ) =

∑

v∈i

kd,Mv (TM ) · fi(v, T i
V )

Kr,M
i (TM ) =

∑

v∈i

kr,Mv (TM )

Kexch.,f
i (T, T i

V ) =
∑

v∈i

kexch.,fv (T ) · fi(v, T i
V )

Kexch.,b
i (T ) =

∑

v∈i

kexch.,bv (T ) ✭✽✳✼✮

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✼✱ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭❘❘❈✮
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❘❘❈ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢
❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
t❤✐s ✇❛② ❛❧❧♦✇ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T ❛♥❞
T i
V ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

✽✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r ✐♦♥✲
✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧

❈❧♦s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶ r❡q✉✐r❡s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ Ωi

V ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡
t❡r♠s ΩCE ❛♥❞ Ωe−V ✳ ❋✐❣✳ ✽✳✶ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥
t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r Ωe−V ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇❤❡♥
❡♥❡r❣② ✐s ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ N2✳

❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❣r♦✉♣ i
❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ V T ❛♥❞ e−V ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡
t❡r♠s Ωi

V T ❛♥❞ Ωi
e−V ✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❞✉❡ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❜② ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t✱ Ωi
CV ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

Ωi
e−dis,vib✱ ❛♥❞ ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ Ωi

exch.✳ ■t ❝❛♥
❜❡ st❛t❡❞ ❛s✿
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✷✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥

✐♦♥✐③❡❞ ❢❧♦✇s

Chemistry  Transla/on 

Electron 

energy 

ΩCE  Ωe‐T 

Ambipolar 

Field 

‐pe.dxu 

Vibra/on 
ΩCV 

Ωe‐V 

ΩVT 

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳

Ωi
V = Ωi

V T +Ωi
e−V +Ωi

CV +Ωi
e−dis,vib +Ωi

exch. ✭✽✳✽✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ i ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❡r♠s ❛s✿

Ωi
V T = MN2

·
∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
∑

j

(

(V T+)Mj→i · [N j
2 ]− (V T−)Mi→j · [N i

2]
)

Ωi
CV = MN2

·
∑

M∈{N,N2}

[M ] ·
(

(CV )r,Mi · [N1]2 − (CV )d,Mi · [N i
2]
)

Ωi
e−V = MN2

· [e−] ·
∑

j

(

(V T+)ej→i · [N j
2 ]− (V T−)ei→j · [N i

2]
)

Ωi
e−dis,vib = MN2

· [e−] ·
(

(CV )r,ei · [N1]2 − (CV )d,ei · [N i
2]
)

Ωi
exch. = MN2

·
(

(EX)bi · [N+
2 ] · [N1]− (EX)fi · [N i

2] · [N+]
)

✭✽✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
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✐

✐
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✸✺

(CV )r,Mi =
∑

v∈i

kr,Mv · ev

(CV )d,Mi =
∑

v∈i

kd,Mv · fi(v, T i
V ) · ev

(V T+)Mj→i =
∑

w∈j

∑

v∈i

kMw→v · fj(w, T j
V ) · ev

(V T−)Mi→j =
∑

w∈j

∑

v∈i

kMv→w · fi(v, T i
V ) · ev

(EX)bi =
∑

v∈i

kexch.,bv · ev

(EX)fi =
∑

v∈i

kexch.,fv · fi(v, T i
V ) · ev

❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡
t❡r♠s ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❊❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②
❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ΩE = Ωe−T + ΩAI + Ωe−E + Ωe−I +
Ωe−dis − Ωe−V ✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱ ♦♥❧② Ωe−dis ❛♥❞ Ωe−V ✐♥✈♦❧✈❡ N2

❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ nTv−StSRed ❛♣♣r♦❛❝❤✳ Ωe−V =
∑

iΩ
i
e−V ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ Ωi
e−V ✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦st ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ Ωe−dis =
∑

iΩ
i
e−dis ♥❡❡❞s

t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s
✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ i ✐s✿

Ωi
e−dis = MN2

· [e−] · [N1]2 ·
(

∑

v∈i

kr,Mv · (EN2

d − ev)

)

− MN2
· [e−] · [N i

2] ·
(

∑

v∈i

kd,Mv · fi(v, T i
V ) · (EN2

d − ev)

)

✭✽✳✶✵✮

✇❤❡r❡ EN2

d ✐s t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2 ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss✳

❲❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts Kr,M
i ❛♥❞ Kd,M

i ♦❢ ❡q✳ ✭✽✳✼✮

❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts (CV )rec,e
−

i ❛♥❞ (CV )diss,e
−

i ♦❢ ❡q✳
✭✽✳✾✮✿

Ωi
e−dis = MN2

· [e−] · [N1]2 ·
(

Kr,M
i · EN2

d − (CV )rec,e
−

i

)

−MN2
· [e−] · [N i

2]
(

Kd,M
i · EN2

d − (CV )diss,e
−

i

)

✭✽✳✶✶✮



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✷✸✻ ✖ ★✷✺✻
✐

✐

✐

✐

✐

✐

✷✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥

✐♦♥✐③❡❞ ❢❧♦✇s

✽✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ ♥✐tr♦❣❡♥

❆s t❡st ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s
✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❡❡ ✭✶✾✽✹✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ e − V ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
Ωe−V ✳

✽✳✸✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✳ ✽✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed r❡✲
❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐s r❡❛❝❤❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❡❛r❧✐❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✳ ❆ ③♦♦♠
♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✽✳✸ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t Tvib
❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❡❛❦s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❢♦r ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s
❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ s❧✐❣❤t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✭✇❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❝♦❧❞✱ t❤✉s
✐♥❛❝t✐✈❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ✜❣✳ ✽✳✹✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ N
❛t♦♠s ❜② ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡❧❡❝✲
tr♦♥s ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ N+

2 ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❣♦❡s ♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ N+ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳
❆❧s♦ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❣♦❡s ♦♥ s❧♦✇❧② ❛❢t❡r x = 5 cm✱ ❛s
t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ ❢❛st ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳
✽✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡
t❡r♠s✱ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s ❛♥❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✿ ✜rst ❛
♣❡❛❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛ s❧♦✇❡r ❜✉t ❧♦♥❣❡r
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ s❧✐❣❤t ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✽✳✹✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r✉❧❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡
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✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❩♦♦♠ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳
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❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❋✐❣✉r❡s
✽✳✻✭❛✮ ❛♥❞ ✽✳✻✭❜✮ s❤♦✇ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t♦
t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡
t✇♦ ♠♦❞❡❧s✿ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❝r❡❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ e − V ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡♥ t❤r♦✉❣❤
e− T ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡♣❧❡t❡❞ ❜② ❡①❝✐t✐♥❣ N ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ✇❡❧❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♦♥❧②
♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛❝t
t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❡❝✐❡s ❝❤❡♠✐str②✳

✽✳✸✳✷ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥
N2 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tvib = Te

❲❡ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡
♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
♦❢ N2 ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2 t❤❛t ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t Te✱ ❞❡♥♦t❡❞ e

N2

el ✿

eN2

el = eN2

V ib(T
N2

V = Te) ✭✽✳✶✷✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❡❞
❛♥❞ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s s♦❧✈❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ✽✳✶✿

ρu · dx(yk) = ω̇k

(
ρu2

p
− 1) · dxu+

u

T
· pH
p

· dxT +
u

Te
· pe
p

· dxTe = −R
p
· (Te ·

ω̇e

Me

+ T ·
∑

k∈H

ω̇k

Mk

)

ρu2 · dxu+ ρu · c̃P · dxT + ρu · c̄P,ev · dxTe = −
∑

k∈S

hk0 · ω̇k ✭✽✳✶✶✮

pe · dxu+ ρu · c̄V,ev · dxTe = Ωe−T +ΩCE −
∑

k∈BE

ω̇k · ekel

+ ΩCV +ΩV T +ΩCE,vib +Ωexch.

❲❤❡r❡ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡✿
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✷✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥

✐♦♥✐③❡❞ ❢❧♦✇s

c̄P,ev = c̃P,ev + yN2
· cN2

V,V ib ✭✽✳✶✵✮

c̄V,ev = = c̃V,ev + yN2
· cN2

V,V ib ✭✽✳✶✶✮

❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡
❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ Tvib = Te✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ Tve ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡✮✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
✭❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦✲✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ✭❞❛s❤❡❞✲r❡❞✮ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♠✲
♣♦s✐♥❣ Tvib = Te✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ■♠♣♦s✐♥❣ Tvib = Te str♦♥❣❧② ❛❝❝❡❧❡r✲
❛t❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛❢t❡r
1.5 cm ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 4 cm✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛s
♣❡❛❦❡❞✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♣❡❞ ✉♣✳ ❆ ③♦♦♠ ❛❢t❡r t❤❡
s❤♦❝❦ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✜❣✳ ✽✳✽✳ ❏✉st ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡❝❛✉s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ tr❛❝❡ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇s
Tvib✳ ❚❤❡♥ Tve ❞❡❝r❡❛s❡s ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❡❧❡❝tr♦✲✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜② t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❢❛st r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✽✳✾ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s st❛rts ♠✉❝❤
❡❛r❧✐❡r ✇✐t❤ t❤❡ Tve ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s str♦♥❣❧② ❡♥❞♦t❤❡r♠✐❝ r❡❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t ❛
❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✲✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❋✐❣✳ ✽✳✶✵ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞✉❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
✐♥ ✷ st❡♣s✿ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ s❧♦✇ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❜② ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ▼❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Tvib = Te ❧❡❛❞s ✐♥✲
st❡❛❞ t♦ ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ❢r♦♥t✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s ❢♦r
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ Tve ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡
♠❛✐♥ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ t❡r♠s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ Tve ♠♦❞❡❧ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ N2 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✮
✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ e − V tr❛♥s❢❡rs r❛t❡s
❛r❡ ✜♥✐t❡✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛❧❧♦✇s ❛ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳
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✽✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ e− V r❡❧❛①❛t✐♦♥

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ e− V r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥
✭P❛♥❡s✐ ✷✵✵✾❜✱ P♦tt❡r ✷✵✶✶✮ t♦ ✉s❡✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❡❡ ✭✶✾✽✹✮✱ ❛ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

ΩMT
e−V = ρN2

· eV ib(Te)− eV ib(Tvib)

τMT
e−V (Te)

✭✽✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τMT
e−V ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ▲❡❡ ✭✶✾✽✹✮ ♦r ❢r♦♠ t❤❡

♠♦r❡ r❡❝❡♥t st✉❞② ♦❢ ❇♦✉r❞♦♥ ❛♥❞ ❱❡r✈✐s❝❤ ✭✶✾✾✼✮ ✇❤♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❧♦✇❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✸✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲❛♣♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞②
t❤❡ e− V r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ 1Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ e−V ❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ e− V ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞
✉s✐♥❣ ❡q✳ ✭✽✳✶✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇♦✉r❞♦♥ ❛♥❞ ❱❡r✈✐s❝❤
✭✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ MT ♠♦❞❡❧✳
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♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❚ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❩♦♦♠ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❋✐r❡
■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s t✇♦ t✐♠❡s ❢❛st❡r ✐❢ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ▼❚ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t Te ❛♥❞ Tvib r❡♠❛✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❚ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ③♦♦♠ ❥✉st ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥
✜❣✳ ✽✳✶✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ▼❚ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r②
st❡❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Te✳ ❆s s♦♦♥ ❛s Te ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ t✇♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s st❛rt t♦
❞✐✛❡r✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❚ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✽✳✶✹✳ ❚❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ N+ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧②✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♥❡❛r x = 1 mm✳ ❚❤✐s
✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ✽✳✶✺✳
❆s ❢♦r t❤❡ Tve ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s✿ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❥✉st 1 mm ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❛s ❡❧❡❝tr♦♥s s❧♦✇❧② ❣❛✐♥ ❡♥❡r❣②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣s✳ ✽✳✶✻✭❛✮ ❛♥❞ ✽✳✶✻✭❜✮ s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ t❡r♠s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❚
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✺✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠✲
♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❣r❡❡♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❚ ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▼❚ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ Ωe−V ♣r❡s❡♥ts ❛
st❡♣ ❛t t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❡①tr❛✲❡♥❡r❣② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❡①tr❛ ❡♥❡r❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭Ωe−E ❛♥❞ Ωe−dis s♦✉r❝❡ t❡r♠s✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✉s✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Te ✐s ❞✐st✐♥❝t
❢r♦♠ Tvib✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Ωe−V s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥
❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✳

✽✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ 1Tv − StSRed ❢♦r ✐♦♥✐③✐♥❣ ♥✐tr♦❣❡♥
s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s

❋♦r ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♥✐tr♦❣❡♥ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐♠♣♦s❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛✲
t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r✉❧❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ N2 ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡
❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
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✭❛✮ ❙♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ t❤❡
1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ▼❚ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✳
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✭❜✮ ❙♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇✐t❤
t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ▼❚ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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t❤❡ e − V ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s
t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
❛♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳

✽✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✐③❡❞
♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✳✶✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ♥♦③③❧❡
✢♦✇ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ❆ ❛♥❞ ❇ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ nTv−
StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ n = 2 ❛♥❞ ✸ ❣r♦✉♣s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✢♦✇✳
❲❡ st✉❞② t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s n ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✽✳✹✳✷ ❛♥❞
✽✳✹✳✸✳

✽✳✹✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ❆ ❛♥❞ ❇ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳

❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶
❋♦r t❤✐s ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ t❤❛t t❤❡ e − V ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ N2 ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞
t❤❡r♠❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✉s ✇❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❱❉❋ ♦❢ N2✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❉❡s♣✐t❡ ❛ s❧✐❣❤t
♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❋✐❣✳ ✽✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ N+ ❛♥❞ e− ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇
♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ N+

2 ✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ♦✈❡r❡st✐✲
♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❡①tr❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣②
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧
✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✺✶

♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ N✮ ✐♥t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡
✢♦✇✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝t ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱
✜❣✳ ✽✳✶✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❱❉❋ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✳ ❆t t❤❡
♥♦③③❧❡ t❤r♦❛t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ s❧✐❣❤t ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈✲
❡❧s✱ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❆t x = 2 cm
t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ❞♦✇♥ t♦ 5.5 eV ✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇
❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❆t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝ts ❡①♣❛♥❞ ❢❛rt❤❡r
t♦✇❛r❞s ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ 0 eV ❛♥❞ 2.5 eV
r❡♠❛✐♥ r❛t❤❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱
❛r❡ ♣♦♦r❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ t❤❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ❆✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✽✳✷✵✭❛✮ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ♦♥ ✜❣✳ ✽✳✷✵✭❜✮ ❢♦r
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Tvib ✐s t❤❡ s❛♠❡
❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t r✉❧❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡
❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ✐♥❝r❡❛s❡s
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ♥♦✇ ♦✉t✇❡✐❣❤s
t❤❡ ΩV T s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❜② t❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦③③❧❡✱ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❝♦♦❧✐♥❣ ❜② t❤❡ e−V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ❜② r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ Tvib ✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧✳

❚❡st ❝❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶
❋♦r t❤✐s ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡r♠❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♣♣❡❛r❡❞
❧✐♠✐t❡❞✳ ❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❱❉❋✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✳ ✽✳✷✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠♦❞✲
❡❧s✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ N ❛t♦♠s s❧♦✇❧② ❞❡✈✐❛t❡s
❢r♦♠ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝ts ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜② ❛s
♠✉❝❤ ❛s 500 K ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡r❡❛s t❤❡
✢♦✇ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✱ t❤❡r❡
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✾✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s x ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❛①✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✳ ❚❡st
❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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✭❜✮ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦✉r❝❡
t❡r♠s ❛r❡ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢
t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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✐s ❤❡r❡ ❛ str♦♥❣ ❜✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳

❋✐❣✳ ✽✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧②
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❚❤✐s ❡①tr❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ N ✱ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦✉♣❧❡❞ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ 500 K ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳

❚❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✽✳✷✸✳ ❆t x = 2 cm ♥♦ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡ ✢♦✇
✐s ❢✉❧❧② ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ❜♦t❤
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ❜❡✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ❛t x = 5 cm ❛ s❧✐❣❤t ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇✐t❤ ✉♥❞❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥✲
❝r❡❛s❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ T ✱
Te✱ ❛♥❞ Tvib ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❡q✉❛❧ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡r♠❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡
❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣❛❝ts ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞
t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❆✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇♦❧t③✲
♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❱❉❋ ♦❢ N2 ✐s s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ♠✐s♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ t❡r♠s t❤❛t
❛✛❡❝t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❇✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✢♦✇ s❡❡♠s r❛t❤❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ ❧✐♠✐t❡❞✱
t❤✐s ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❜②
✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ 500 K ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ N+

2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳
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✭❝✮ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s x ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡
❛①✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✳ ❚❡st
❝❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✺✼

✽✳✹✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❆

■♥ t❡st ❝❛s❡ ❆✱ ❧❛r❣❡ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜✲
s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s
n ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ n = 1, 2, ❛♥❞ 3 ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳
❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
❡q✉❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❛❝✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
❣r♦✉♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✳

▼♦❞❡❧ 1Tv − StSRed 2Tv − StSRed 3Tv − StSRed

●r♦✉♣ ✶ ✵✿✻✼ ✵✿✷✶ ✵✿✶✸
●r♦✉♣ ✷ ✲ ✷✷✿✻✼ ✶✹✿✷✾
●r♦✉♣ ✸ ✲ ✲ ✸✵✿✻✼

❋✐❣✳ ✽✳✷✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ nTv− StSRed ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ n = 1✱ ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t
r❛t❤❡r ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✷ ❛♥❞ ✸ ❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤
t❤❡ ✶ ❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ t❤❡ ✷ ❛♥❞ ✸ ❣r♦✉♣ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳

❋✐❣✳ ✽✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦♥ t❤❡ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✶ ❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ✷ ♦r ✸ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✉s❡❞✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ❱❉❋ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❝r♦ss❡s✮✱ ❜② t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❜② t❤❡
2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ 3Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳
❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡
2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❛❢t❡r 3 eV ✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ♦✈❡r♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛
r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✇❡❧❧ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞✳ ❆ ❧❛r❣❡ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡
3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✻✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✭❝r♦ss❡s✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧
✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❆ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳

✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝ts ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠✉❧✲
t✐t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❛♥❞ ♦❢ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧✮ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✉s❡ ♦♥❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
✢♦✇✳ ■❢ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✳❣✳ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡♥ t❤❡ 3Tv− StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s ❛
❜❡tt❡r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳

✽✳✹✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❇

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❱❉❋s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥
t❤❡ t❡st✲❝❛s❡ ❇✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s 500 K ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦♥ ❛❧❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❚❤✐s t❡st ❝❛s❡ ♣✉ts ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦r✲
r❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❱❉❋ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❆✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ n = 1, 2, ❛♥❞ ✸ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❡♥❡r❣②
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❞♦tt❡❞✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✻✶

✇✐❞t❤ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✶✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✳ ✽✳✷✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
✶ ✭❞❛s❤❡❞✮✱ ✷ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞✮ ❛♥❞ ✸ ✭❞♦tt❡❞✮ ❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Te
❛♥❞ ♦❢ Tvib ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ T ✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❢♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛ 120 K
❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♦✉t❧❡t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ 2 K✳

❋✐❣✳ ✽✳✷✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s✱ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❣r♦✉♣ ♠♦❞❡❧s✳ ❲✐t❤
t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧✱ N+

2 ❞❡♥s✐t② ✐s ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♠♦r❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r 2 ❛t
t❤❡ ♦✉t❧❡t✳ ❚❤❡ N+ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r s♠❛❧❧
✭6%✮✱ t❤❡ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①✐t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r♣r❡✲
❞✐❝ts ❛t♦♠✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜② 1%✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ 0.1%✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ t♦ ❣❡t t❤❡
r✐❣❤t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❛①✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❝r♦ss❡s✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ 2Tv − StSRed
♠♦❞❡❧ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✮✳ ❚❡st ❝❛s❡ ❇ ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳
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✐♦♥✐③❡❞ ❢❧♦✇s

❋✐❣✳ ✽✳✷✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❱❉❋ ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❡st ❝❛s❡ ❆✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❱❉❋ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡
♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ e− V s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✭✇❤✐❝❤
✇❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ✐s ✇❡❛❦❡r ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ 3Tv−StSRed ♣r❡❞✐❝ts t❤❡♠ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱
✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳
❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ 1Tv−StSRed ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s✉❜s✐sts✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡
♥♦t✐❝❡❛❜❧② ❛✛❡❝t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛
✈❡r② ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇❡❧❧
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✽✳✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇

❋♦r t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❆ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❱❉❋✮ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ N2 ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛t ❤✐❣❤❡r ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡
❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ♦❢ N2 ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞
t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ N2 ✐s ❛ ♠❛❥♦r s♣❡❝✐❡s ✐♥
t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐ts ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣
♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ t❤❛t ❞✐r❡❝t❧②
✐♠♣❛❝ts ❜♦t❤ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r N+

2 ✮✳
■♥ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡ ❆ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③✲
♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜② t❤❡
❇♦❧t③♠❛♥♥ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧✳ ❆ ♠✐s♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②
s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ Tvib ✐s ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ nTv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝♦rr❡❝t❧②
t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧②✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ✉s✐♥❣ t❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s
t♦ ♣r❡❞✐❝t r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❱❉❋✳
■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❱❉❋ ♦❢ N2 ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❤❛s ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣✲
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P❛rt ■■■ ✲ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❢❧♦✇s ✷✻✸

t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✈❡r✲
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜② ❛s ♠✉❝❤ ❛s 500 K ❛t t❤❡ ♥♦③③❧❡ ♦✉t❧❡t✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ 2Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡
3Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s
t♦ ❣❡t ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳

✽✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ nTv−StSRed r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❝❛s❡
✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ Te = Tvib ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛s✲
s❡ss❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❧❧♦✇s
t❤❡♠ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✐♦♥✐③❡ t❤❡ N ❛t♦♠s✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞
str♦♥❣❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ e−V ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s
♣✉ts ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ e − V ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞
s❤♦❝❦s✳

❚❤❡♥ t❤❡ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤
♣r❡ss✉r❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ②✐❡❧❞❡❞ r❡s✉❧ts ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡✛❡❝ts✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ N2

♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ 2Tv−StSRed ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ 3Tv−StSRed ♠♦❞❡❧
✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❱❉❋✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s r❡❧❡❛s❡s ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❱❉❋✳
❚❤❡ 3Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞♦ t❤✐s✱ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝ts ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ ❱❉❋
❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ N ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♦♥✲
✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆ ✜rst st✉❞② ♦❢ t❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥
❆♥♥❡① ❆✳
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●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞

s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤

■♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉✲
r❛t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
✐♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❝♦❞❡s ❢♦r r❡❡♥tr② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✢♦✇s ♦❢
✐♥t❡r❡st ❢♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡♥tr② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✿ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤✐♥❞ ❛ str♦♥❣
s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♥♦③③❧❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡s❡ ✢♦✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ✶❉ ✢♦✇ ❝♦❞❡s ✉s✐♥❣ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥
✐♥♣✉t t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✴ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇✳ ❆
❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭❱❚✮ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♣r♦✲
❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✴ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛s
❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❋♦r❝❡❞ ❍❛r✲
♠♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ✢♦✇ ❝♦❞❡s✳
❚❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♥❣ ✢♦✇ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♦r❜✐t❛❧ ✭❍❡r✲
♠❡s H1 ♣♦✐♥t✮ ❛♥❞ s✉♣❡r♦r❜✐t❛❧ ✭❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s ♣♦✐♥t✮ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ▼✐❧❧✐❦❛♥
❛♥❞ ❲❤✐t❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❡✲
❛❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ q✉❛♥t✐✜❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦
t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ t❤❛t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s
♠♦r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✇❤❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❧♦✇❡r ❤❛s ❜❡❡♥
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✷✻✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❝♦♥✜r♠❡❞✳ ❉❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❝❧♦s❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t②
❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤♦❝❦ ❧❛②❡r ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛s❡✳
❚✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊❆❙❚ ♥♦③③❧❡ ❣❡♦♠❡✲
tr②✿ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ 10000 K ♥✐tr♦❣❡♥ ✭r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡
p0 = 1 atm✮✱ ❛♥❞ ♦❢ ✇❡❛❦❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ 5535 K ♥✐tr♦❣❡♥ ✭r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡
p0 = 100 atm✮✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s str♦♥❣❧② ❞❡♣❛rt
❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ♦✈❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣
❧❡✈❡❧s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈✲
❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✱
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞
❢♦r t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❞❡♣❧❡t✐♥❣ t❤❡
❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s t❤❡② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦t❤❡r✲
✇✐s❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
t❡st ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ V V ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✲
❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ V T ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡♥ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠✱ ❜② ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡
t❡r♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠✉❧t✐q✉❛♥t❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐✲
❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str②✲✈✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
♦♥ t❤❡ t✇♦ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ t❡st ❝❛s❡s✳ ❘❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳
❯s✐♥❣ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦❢ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ②✐❡❧❞❡❞ ✈❡r② ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦③✲
③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦❧② ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ✢♦✇s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❛❧s♦
♠✐s♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡♥❝❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐s
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧
❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥✳ ❆♥ ❡❧❡❝✲
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✻✼

tr♦♥✐❝ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ✭e−V ✮ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳

❚❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s str♦♥❣ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ✐s
❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ e− V ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛ r❛t❡ ❧✐♠✐t✲
✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② tr❛♥s❢❡r ❛t ❛ ✜♥✐t❡ r❛t❡
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ N2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❡♥
❡①❝✐t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❛t♦♠s ❛♥❞ ✐♦♥✐③❡ t❤❡♠ s❧♦✇❧②✱ ✉♣ t♦ ❛ ♣♦✐♥t
✇❤❡r❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❤❡❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❡❧❛st✐❝
❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♦♥✐③❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ N ❛t♦♠s✳ ❙❡♥✲
s✐t✐✈✐t② st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
❜② ✶✵ t❤❡ e − V r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❝❤❛♥❣❡s t❤✐s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ❤❡❛t✐♥❣
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❉✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ ✐♥ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t✱ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✳
❊①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ❊❆❙❚ ♥♦③③❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❛t 10000K ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡s ✭p0 = 1 atm ❛♥❞ p0 = 100 atm✮✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ e−V ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ e − V ♣r♦❝❡ss❡s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Te ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✢♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t❡st ❝❛s❡✱ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇
✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✲s❧❛❜ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✱ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛s❡✳
❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③❡❞ s♣❡❝✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ e − V ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t
❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s t♦ t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡ ❛♥❞ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ Te = Tvib ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ Te 6= Tvib ❛♥❞
❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ▲❛♥❞❛✉✲❚❡❧❧❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ e − V
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛s ❛❧s♦ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦③③❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡s✳
❚❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐s♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦♠✲
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✐

✐

✐

✐

✐

✷✻✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ✸ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❤❛s
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡r♠❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

• ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✶❉ ✢♦✇ ❝♦❞❡s❀ ✐t
❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❝♦❞❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s
❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ❛
s❤♦❝❦ t✉❜❡✱ ✐♥ ❛♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ♥♦③③❧❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛
s❤✐♣✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✢♦✇
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛♣♠❛♥✲❊♥s❦♦❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

• ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢N ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧
t♦ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❆ ✜rst
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠♦❞❡
♦❢ N ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦
✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♥♥❡① ❆✳
❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦
❛ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ❛✐r ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ ❩❡❧❞♦✈✐❝❤ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ s✉❝❤
❛ ♠✐①t✉r❡ ♠❛② ❞✐st♦rt t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r
❞②♥❛♠✐❝s✳

■t ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts✿

• ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✢♦✇s✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇♦✉❧❞ ❞❡s❡r✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
s❡♥s✐t✐✈✐t② st✉❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t s❤♦✉❧❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❜❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞✳ ❆❧s♦✱ ✐t
✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❛t ❜❡❤✐♥❞ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ N ❛t♦♠s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❛st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❤❡❛✈②
♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ st❡♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢
❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡❛s✐❧②
❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦✉❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡ ❛❢✲
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✐

✐

✐

✐

✐

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✻✾

❢❡❝t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠♣❛❝t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

• ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r r❛❞✐❛t✐✈❡
♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② t❤❛♥ t❤❡
t❛♥❣❡♥t✲s❧❛❜ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❛❧②③❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s♣❡❝tr❛✳

• ▲❛st✱ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t❤❡r♠❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ N2 ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s
✭P❛♥❡s✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✮✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ❜✐♥s
♦❢ r♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭▼❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✳
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✐

✐

✐

✐

✐

✐

❆♣♣❡♥❞✐① ❆

▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆ ❛t♦♠s

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❤❛s ②✐❡❧❞❡❞
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ N ❛t♦♠s t❤❛t ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❛ ✜rst ❣r♦✉♣ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦
♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ st❛t❡s✳
■♥ t❤✐s ❛♥♥❡①✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ nTv − StSRed
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ N ❛t♦♠s✳ ❋✐rst✱
✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❛♥❞ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✭❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✮ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N
❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
✭✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s✮ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞
❛s ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❧✐♥❡s
r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❆✳✶ ▼♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❜❡❤✐♥❞
❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡

▼✐①t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ Ng; g = 1, 2 ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s✱ N2 ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ N+✱ N+

2 ❛♥❞ e−✳
❚❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣✐❡s r❡❛❞✿
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✐

✐

✐

✐

✐

✷✼✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ▼♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❜❡❤✐♥❞ ❛

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡

hN
g

0 =
5

2
rNT + hNf + eN

g

exc(T
g
exc)

hN2

0 =
7

2
rN2

T + eN2

vib(Tvib)

hN
+

0 =
5

2
rN+T + hN

+

f + eN
+

exc (Te) ✭❆✳✶✮

h
N+

2

0 =
7

2
rN+

2

T + h
N+

2

f + e
N+

2
exc (Te) + e

N+

2

vib (Te)

he
−

0 =
5

2
re−Te

❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❧❡✈❡❧ N l ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ g ✐s✿

N l = Ng · gl · e
−

−El

kB · T g
exc

∑

j∈g gj · e
−

−Ej

kB · T g
exc

✭❆✳✷✮

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ fexc(l, T
g
exc) ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣

g ❛s✿

fexc(l, T
g
exc) =

gl · e
−

−El

kB · T g
exc

∑

j∈g gj · e
−

−Ej

kB · T g
exc

✭❆✳✸✮

❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ 46 ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
t✇♦ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s Ng✳ ❚✇♦ ❡①tr❛ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s egexc ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s T g

exc; g = 1, 2✿
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✐

✐

✐

✐

✐

❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆

❛t♦♠s
✷✼✸

ρu dxyNg = ω̇Ng ; g = 1, 2

ρu dxyk = ω̇k; k ∈ {N2, N
+, N+

2 , e
−}

pe dxu+ ρu c̃V,el dxTe = ΩET +ΩCE +ΩV E −
∑

i∈BE

ω̇i · eiel(Te)

ρu c̃V,vib dxTvib = ΩV − ω̇N2
· evib(Tvib)

ρu c̃gV,exc dxT
g
exc = Ωg

exc − ω̇Ng · egexc(T g
exc); g = 1, 2

ρu2 dxu+ ρu c̃P,tr dxT + ρu c̃V,el dxTe =

−
∑

S

ω̇k · hk0 − (ΩV − ω̇N2
· evib(Tvib))−

∑

g=1,2

(Ωg
exc − ω̇Ng · egexc(T g

exc))

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✭ω̇Ng✮ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭Ωg

exc✮ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r
t❤❡ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ΩCE ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥s ❡♥❡r❣②✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✳ ✭✻✳✷✻✮✱ ♦♥❧② t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s Ωe−I ❛♥❞ t❤❡
Ωe−E ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

❙♦✉r❝❡ t❡r♠s

❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ g r❡❛❞s✿

ω̇Ng =
∑

i∈g

(ω̇diss
N i + ω̇AI

N i + ω̇CE
N i + ω̇eii

N i + ω̇eie
N i )

= ω̇diss
Ng + ω̇AI

Ng + ω̇CE
Ng + ω̇eii

Ng + ω̇eie
Ng ✭❆✳✹✮

✇❤❡r❡ ω̇X
N i ✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧ i ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss❡s✿

Ωg
exc = Ωdiss

Ng +ΩAI
Ng +ΩCE

Ng +Ωeii
Ng +Ωeie

Ng

❋♦r t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜② ✐♠♣❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt♥❡r M ✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
N ❛t♦♠s ✐♥ ♦✉r ❦✐♥❡t✐❝ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ g = 1✿

ω̇diss
Ng = 2MN [N ] ·

(

kM,d(T, Tvib) · [N2]− kM,r(T ) · [N i=1]
)

= 2MN [N ] ·
(

kM,d(T, Tvib) · [N2]− kM,r(T ) · fexc(1, T g=1
exc ) · [Ng=1]

)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✬s ♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② [N i=1] ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣✬s
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✐

✐

✐

✐

✐

✐

✷✼✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ▼♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❜❡❤✐♥❞ ❛

s❤♦❝❦ ✇❛✈❡

♠♦❧❛r ❞❡♥s✐t② [Ng=1]✳

❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ ▼ ✐♠♣❛❝t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✐s✿

Ωdiss
Ng = 2MN [N ] ·

(

kM,d(T, Tvib) · [N2]− kM,r(T ) · [N1]
)

· e1

Ωdiss
Ng = 0

❜❡❝❛✉s❡ e1✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧✱ ✐s ♥✉❧❧ ✐♥ ♦✉r t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✮✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠s ✐♥ ♦✉r ❞❡t❛✐❧❡❞ s❝❤❡♠❡✳
❍❡♥❝❡✱ Ωdiss

Ng = ΩAI
Ng = ΩCE

Ng = 0✳

❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡
❣r♦✉♣ g ✐s✿

ω̇eii
Ng = −MN · [e−] ·





∑

j∈g

keiij→(Te) · fexc(l, T g
exc) · [Ng]−

∑

j∈g

keii→j(Te) · [N+] · [e−]





✇❤❡r❡ keiij→ ✐s t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ j ❛♥❞ keii→j

✐s t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t t♦✇❛r❞s ❧❡✈❡❧ j❀ t❤❡s❡ r❛t❡
❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲t♦✲st❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ T g

exc ❛♥❞ [Ng] ❛r❡ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ g r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ r❡❛❞s✿

Ωeii
Ng = −MN · [e−] ·





∑

j∈g

keiij→ · fexc(l, T g
exc) · ej · [Ng]−

∑

j∈g

keii→j · ej · [N+] · [e−]





✇❤❡r❡ ej ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ j✳

❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ g
r❡❛❞s✿

ω̇eie
Ng = −MN · [e−] ·





∑

i∈g

46
∑

j=1

keiei→j · [N i]−
∑

i∈g

46
∑

j=1

keiej→i · [N j ]





✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
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✐

✐

✐

✐

✐

❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✲ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆

❛t♦♠s
✷✼✺

ω̇eie
Ng = −MN · [e−] ·





∑

g′=1,2





∑

i∈g

∑

j∈g′

keiei→j(Te) · fexc(i, T g
exc)



 · [Ng]

−
∑

g′=1,2





∑

i∈g

∑

j∈g′

keiej→i(Te) · fexc(j, T g′

exc)



 · [Ng′ ]





❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✲
✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ Te ❛♥❞ T

g
exc✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡✲

t♦✲st❛t❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s r❡❛❞s✿

Ωeie
Ng = −MN · [e−] ·





∑

g′=1,2





∑

i∈g

∑

j∈g′

keiei→j(Te) · fexc(i, T g
exc) · ei



 · [Ng]

−
∑

g′=1,2





∑

i∈g

∑

j∈g′

keiej→i(Te) · fexc(j, T g′

exc) · ej


 · [Ng′ ]





◆♦✇✱ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ΩCE s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ Ωe−I ❛♥❞ t❤❡ Ωe−E

s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✴r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s✱ Ωe−I r❡❛❞s✿

Ωe−I =
∑

g

(−Ωeii
Ng − ω̇eii

Ng · EN
ion) ✭❆✳✺✮

❚❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ Ωe−E ✱
r❡❛❞s✿

Ωe−E = −
∑

g

Ωeie
Ng ✭❆✳✻✮

❆✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆
❛t♦♠s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✉s❡s t✇♦
❣r♦✉♣s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♦❢ N2 ✐s ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
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♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆ ❛t♦♠s

Distance from shock (m)

T
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ 1Tv − StSRed ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✳

❋✐❣✳ ❆✳✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❛s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡
❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ N ❛t♦♠s Texc ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ Te✱ ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ❆✳✷✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ N ❛t♦♠s ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t
✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡ ♦♥ ✜❣✳ ❆✳✸✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✳ ❆✳✹ s❤♦✇s t❤❡
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡
❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛
❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝ts
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡
■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❣r❡❡♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧
✭❞❛s❤❡❞✮ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ❆✳✺✭❛✮
❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✳ ❆✳✺✭❜✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥❡r❣② ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♠♣❛❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❆s
✐t ✐s ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡ t❡r♠s✱ t❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s
✇❤② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ❛♥❞ t❤❡ N ❛t♦♠s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Texc
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ✐s s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋✐❣✳ ❆✳✺✭❜✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②
s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❛r❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ N ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣s✳ ❆✳✻✱ ❆✳✼ ❛♥❞
❆✳✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t x = 1 cm✱ x = 2 cm ❛♥❞ x = 5 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦✳
❆t x = 1 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts str♦♥❣
✉♥❞❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭t❤❛t r❡❛❝❤ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s r❛t❤❡r ✇❡❧❧ t❤✐s ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱
✇✐t❤ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s t❤❛t r❡❛❝❤ ❛t ♠♦st ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
❛t x = 2 cm✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❜❡❧♦✇ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t x = 5 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s r❡❛❝❤❡❞
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❧❡t❡ ❛♥②♠♦r❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❧❡✈❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐s
❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✷✲❣r♦✉♣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✳
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✭❜✮ ❙♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✻✿ ◆✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s
❛t x = 1 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s②♠❜♦❧s✮✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Texc ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ ✷✲❣r♦✉♣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

❆✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥

❚♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧②✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜②
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✢♦✇✜❡❧❞s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞
❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❋✐rst✱ ✜❣✳ ❆✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ③♦♥❡ ❥✉st
❛❢t❡r t❤❡ s❤♦❝❦ ✭x = 0.75 mm✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭x = 1.4 mm✮✳
❚❤❡♥✱ ✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ③♦♥❡ ✭x < 4 cm✮✱ t❤❡ r❛✲
❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r✳ ■t ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❣❛✐♥ ✜rst❧② ❛❢t❡r x < 4 cm
❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡t✉r♥ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡♥ ❛❢t❡r x < 5 cm✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s
♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✧♥♦ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉①✧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞
❛t t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✼✿ ◆✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s
❛t x = 2 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s②♠❜♦❧s✮✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Texc ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ ✷✲❣r♦✉♣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✽✿ ◆✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s
❛t x = 5 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s②♠❜♦❧s✮✳ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t Texc ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ ✷✲❣r♦✉♣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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Detailed model

Reduced model

❋✐❣✉r❡ ❆✳✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ✢✉① ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❘❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳

❋✐❣✳ ❆✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❝tr❛❧❧② ❝✉♠✉❧❛t❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛t x = 0.46 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❆t
t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠♦❞❡❧ ✐s 8.8% ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❤✐❣❤❧② ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ③♦♥❡✱ t❤✐s ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❥✉❞❣❡❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❣❛♣ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s
❢♦r ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛❜♦✈❡ 67000 cm−1✱ ♥♦ s②st❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡rr♦r✳
❋✐❣✳ ❆✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❝tr❛❧❧② ❝✉♠✉❧❛t❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
❛t x = 5.24 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ❆t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✐♥ t❤❡r♠❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧② 2.7% ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s
❧♦❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✐♥
t❤❡ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ✐t ✇❡❧❧✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❜♦t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✇✐t❤ ♦♥❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧❡✈❡❧s✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ N ❛t♦♠s ✇✐t❤ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝ts ❛❝❝✉r❛t❡❧②
t❤❡ t❤❡r♠♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✉s✐♥❣ ✻ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝✐❡s ✐♥✲
st❡❛❞ ♦❢ ✶✶✵✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳
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Macroscopic model

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵✿ ❈✉♠✉❧❛t❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛t x = 0.46 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦
✇❛✈❡✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✭❜❧❛❝❦
❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s
t❡st ❝❛s❡✳
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Macroscopic model

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✶✿ ❈✉♠✉❧❛t❡❞ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛t x = 5.24 cm ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦
✇❛✈❡✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋✐r❡ ■■ ✶✻✸✹s t❡st ❝❛s❡✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇

P❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

♣❛r❛♠❡t❡rs

❚✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✐♦♥s Ωe−T ❛r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠t❡r b0
❛♥❞ t❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ λD✳ ❚❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❤❡r❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞✳

❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤

❚❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝r❡❛t❡❞ ❜②
❛♥ ✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ Ωe−T t❡r♠
❜❡✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt
t❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ ✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♥ ❛
s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Φ✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✱ ♦♥❡
❤❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✿

Ne = N0
e · exp

(

−−e · Φ
kBT

)

✭❇✳✶✮

❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✐♦♥s ❞❡♥s✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✿

Ni = N0
i · exp

(

−e · Φ
kBT

)

✭❇✳✷✮

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛r❡❛ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♦♥✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

e · Φ ≪ kBT ✭❇✳✸✮
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✷✽✻

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥s ❞❡♥s✐t✐❡s✿

Ne = N0
e ·
(

1 +
e · Φ
kBT

)

❛♥❞ Ni = N0
i ·
(

1− e · Φ
kBT

)

✭❇✳✹✮

P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇r✐t❡s✿

∇ ·❊ = −e · Ne −Ni

ǫ0
= −N0

e · 2 · e2 · Φ
ǫ0 · kB · T ✭❇✳✺✮

− 1

r2
∂r(r

2∂r(Φ)) = −N0
e · 2 · e · Φ

ǫ0 · kB · T ✭❇✳✻✮

❯s✐♥❣ Φ = f
r ✱ ✇❡ ❣❡t✿

drf =
f

λ2D
✭❇✳✼✮

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❉❡❜②❡✬s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✿

λD =

√

ǫ0 · kB · T
2 ·N0

e · e2 ✭❇✳✽✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭P❛r❦ ✶✾✾✵✮ ❜② ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ 2 ❛t t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥s ❞❡♥s✐t② ❛s
❞♦♥❡ ✐♥ ❉❡❧❝r♦✐① ✭✶✾✾✹✮✳

❈r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r

❲❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝ts ❛♥ ✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② v0 t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
π/2✿

b0 =
e2

4πǫ0mev20
✭❇✳✾✮

❋♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♣❡❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

1

2
mev

2
0 =

3

2
kBT ✭❇✳✶✵✮

❚❤❡♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s✿

b0 =
e2

12π · ǫ0 · kB · Te
✭❇✳✶✶✮
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■❢ ✇❡ ❤❛❞ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ s♣❡❡❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡✿

b0 =
e2

8π · ǫ0 · kB · Te
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1Σ+
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❛♥❞ ✜tt✐♥❣ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❘P✲✶✷✼✶✱ ◆❆❙❆✳
✭♣✳ ✶✽✺✮

▼❝■♥t②r❡✱ ❚✳✱ ❆✳ ❇✐s❤♦♣✱ ❆✳ ❚❤♦♠❛s✱ ❆✳ ❙❛s♦❤✱ ❛♥❞ ❍✳ ❘✉❜✐♥s③t❡✐♥✲❉✉♥❧♦♣
✭✷✵✵✵✮✳ ■♦♥✐③✐♥❣ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛♥❞ ❛✐r ✢♦✇s ✐♥ ❛ s✉♣❡r♦r❜✐t❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡✳
❆■❆❆ ❏♦✉r♥❛❧ ✸✽ ✭✾✮✱ ✶✻✽✺✕✶✻✾✶✳ ✭♣✳ ✺✮

▼✉♥❛❢ó✱ ❆✳✱ ▼✳ P❛♥❡s✐✱ ❘✳ ❏❛✛❡✱ ❆✳ ❇♦✉r❞♦♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼❛❣✐♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❘♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❊♥❡r❣② ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢
▼♦❧❡❝✉❧❛r ◆✐tr♦❣❡♥ ✐♥ ❍②♣❡rs♦♥✐❝ ❋❧♦✇s✳ ❆■❆❆ ✷✵✶✶✲✸✻✷✸✱ ✹✷♥❞ ❆■❆❆
❚❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❍♦♥♦❧✉❧✉✱ ❍❛✇❛✐✐ ✳ ✭♣✳ ✹✱ ✶✷✮

▼✉♥❛❢ó✱ ❆✳✱ ▼✳ P❛♥❡s✐✱ ❘✳ ❏❛✛❡✱ ●✳ ❈♦❧♦♥♥❛✱ ❆✳ ❇♦✉r❞♦♥✱ ❛♥❞ ❚✳ ❊✳ ▼❛❣✐♥
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t✉t❡✱ ❘❤♦❞❡✲❙❛✐♥t✲●❡♥ès❡✱ ❇❡❧❣✐✉♠✳ ✭♣✳ ✷✱ ✹✱ ✺✱ ✶✸✱ ✻✵✱ ✶✺✾✱ ✶✻✽✱ ✷✵✸✱
✷✶✶✱ ✷✹✹✮

P❛♥❡s✐✱ ▼✳✱ ❘✳ ❏❛✛❡✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼❛❣✐♥ ✭✷✵✶✸✮✳ ❘♦✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢N2(

1Σ+
g )−N(4Su) s②st❡♠ ✐♥ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ ✢♦✇s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✶✸✽ ✭✵✹✹✸✶✷✮✳ ✭♣✳ ✹✱ ✶✷✱ ✷✻✾✮
P❛r❦✱ ❈✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ r❡✲

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♥♦③③❧❡ ✢♦✇ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ♥✐tr♦❣❡♥✲❤②❞r♦❣❡♥ ♠✐①t✉r❡✳ P❛rt ✷✳ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❧❛s♠❛ P❤②s✐❝s ✾ ✭✷✮✱ ✷✶✼✕✷✸✹✳ ✭♣✳ ✷✶✶✮

P❛r❦✱ ❈✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❛ ❚✇♦✲❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❑✐♥❡t✐❝ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❉✐s✲
s♦❝✐❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❲❡❛❦❧② ■♦♥✐③✐♥❣ ◆✐tr♦❣❡♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞
❍❡❛t ❚r❛♥s❢❡r ✷ ✭✶✮✱ ✽✕✶✻✳ ✭♣✳ ✽✻✱ ✶✹✾✱ ✶✺✷✱ ✶✻✸✮

P❛r❦✱ ❈✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t✇♦✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♦♥✐③✐♥❣
❛✐r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❍❡❛t ❚r❛♥s❢❡r ✸ ✭✸✮✱ ✷✸✸✕✷✹✹✳ ✭♣✳ ✽✻✮

P❛r❦✱ ❈✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ◆♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❍②♣❡rs♦♥✐❝ ❆❡r♦t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ◆❡✇
❨♦r❦✿ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✳ ✭♣✳ ✷✱ ✹✱ ✺✱ ✶✸✱ ✷✷✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✹✻✱ ✺✷✱
✽✺✱ ✽✻✱ ✶✹✺✱ ✶✹✾✱ ✶✺✷✱ ✶✽✶✱ ✷✷✾✱ ✷✽✻✮

P❛r❦✱ ❈✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧✲❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❢✉t✉r❡ ◆❆❙❆ ♠✐s✲
s✐♦♥✱ ■✿ ❊❛rt❤ ❡♥tr✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❍❡❛t ❚r❛♥s❢❡r ✼ ✭✸✮✱
✸✽✺✳ ✭♣✳ ✼✹✱ ✼✼✱ ✽✻✱ ✶✹✾✮
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P❛r❦✱ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘❛t❡ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✲
❛t♦♠✐❝ ▼♦❧❡❝✉❧❡s✳ ✶✳ ❊❧❡❝tr♦♥✲■♠♣❛❝t Pr♦❝❡ss❡s✳ ❆■❆❆✲✷✵✵✽✲✶✷✵✻✱ ✹✻t❤
❆❡r♦s♣❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡s ▼❡❡t✐♥❣ ❛♥❞ ❊①❤✐❜✐t✱ ❘❡♥♦✱ ◆❡✈❡❞❛✳✳ ✭♣✳ ✶✹✾✱ ✶✺✵✱
✶✺✶✱ ✶✽✶✱ ✶✽✸✮

P❛r❦✱ ❈✳✱ ❘✳ ❏❛✛❡✱ ❛♥❞ ❍✳ P❛rtr✐❞❣❡ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡❛rt❤ ❡♥tr②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❍❡❛t ❚r❛♥s✲
❢❡r ✶✺ ✭✶✮✱ ✼✻✳ ✭♣✳ ✶✹✾✮

P❡rr✐♥✱ ▼✳✱ P✳ ❘✐✈✐❡r❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙♦✉✜❛♥✐ ✭✷✵✶✷✮✳ ❍✐❣❤ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ P❤❡♥♦♠❡♥❛
✐♥ ❙❤♦❝❦ ❲❛✈❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✕❱❡r❧❛❣✳ ✭♣✳ ✷✶✹✮

P❡t❡rs♦♥✱ ❏✳✱ ❆✳ ▲❡ P❛❞❡❧❧❡❝✱ ❍✳ ❉❛♥❛r❡❞✱ ●✳ ❉✉♥♥✱ ▼✳ ▲❛rss♦♥✱ ▲✳ ❆✳✱ ❘✳ P❡✈✲
❡r❛❧❧✱ ❈✳ ❙trö♠❤♦❧♠✱ ❙✳ ❘♦sé♥✱ ▼✳ ❛❢ ❯❣❣❧❛s✱ ❛♥❞ ❲✳ ✈❛♥ ❞❡r ❩❛♥❞❡
✭✶✾✾✽✮✳ ❉✐ss♦❝✐❛t✐✈❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ N+

2 ✿ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥s
❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ❜r❛♥❝❤✐♥❣ r❛t✐♦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✶✵✽ ✭✺✮✱ ✶✾✼✽✕
✶✾✽✽✳ ✭♣✳ ✶✺✷✱ ✶✺✸✱ ✶✺✺✱ ✶✼✽✱ ✶✾✵✮

P✐❡rr♦t✱ ▲✳✱ ▲✳ ❨✉✱ ❘✳ ❏✳ ●❡ss♠❛♥✱ ❈✳ ❖✳ ▲❛✉①✱ ❛♥❞ ❈✳ ❑r✉❣❡r ✭✶✾✾✾✱ ❏✉♥❡✲
❏✉❧②✮✳ ❈♦❧❧✐s✐♦♥❛❧✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥✐tr♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛s✳
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡r ✾✾✲✸✹✼✽✱ ❆■❆❆✱ ◆♦r❢♦❧❦✱ ❱✐r❣✐♥✐❛✳ ✭♣✳ ✹✮

P♦tt❡r✱ ❉✳ ❋✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♥❣ s❤♦❝❦ ❧❛②❡rs ❢♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡♥✲
tr② ❛t ❊❛rt❤ ❛♥❞ ▼❛rs✳ P❤✳ ❉✳ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◗✉❡❡♥s❧❛♥❞✳ ✭♣✳ ✷✹✹✮

❘❛❞❤❛❦r✐s❤♥❛♥✱ ❑✳ ❛♥❞ ❆✳ ❈✳ ❍✐♥❞♠❛rs❤ ✭✶✾✾✸✮✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢
▲❙❖❉❊✱ t❤❡ ▲✐✈❡r♠♦r❡ s♦❧✈❡r ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ◆❆❙❆
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✶✸✷✼ ✳ ✭♣✳ ✻✶✱ ✶✶✹✱ ✶✺✾✱ ✷✸✶✮

❘❛♣♣✱ ❉✳ ❛♥❞ ❚✳ ❑❛ss❛❧ ✭✶✾✻✾✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡✲
t✇❡❡♥ s✐♠♣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ♥♦♥r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇s ✻✾ ✭✶✮✱
✻✶✕✶✵✷✳ ✭♣✳ ✸✺✱ ✹✻✮

❘②❜✐❝❦✐✱ ●✳ ❇✳ ❛♥❞ ❉✳ ●✳ ❍✉♠♠❡r ✭✶✾✾✶✮✳ ❆♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❧❛♠❜❞❛ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦✲
♣❤②s✐❝s ✷✹✺✱ ✶✼✶✕✶✽✶✳ ✭♣✳ ✷✶✽✮
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❈♦❧❧✐s✐♦♥❛❧✲❘❛❞✐❛t✐✈❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◗✉❛s✐✲❚❤❡r♠❛❧ ❆✐r P❧❛s♠❛s ✇✐t❤ ❊❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❇❡t✇❡❡♥ ✷✵✵✵ ❛♥❞ ✶✸✵✵✵ ❑✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ✶ ✭✷✮✱ ✺✸✕✶✷✺✳ ✭♣✳ ✹✮

❙❝❤✇❛rt③✱ ❘✳ ◆✳✱ ❩✳ ■✳ ❙❧❛✇s❦②✱ ❛♥❞ ❑✳ ❋✳ ❍❡r③❢❡❧❞ ✭✶✾✺✷✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ❣❛s❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧
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❙❝❤✇❡♥❦❡✱ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❛t❡s ❢♦r ♥✐tr♦❣❡♥✳ ❱❑■
▲❙ ✷✵✵✽✱ ◆♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ●❛s ❉②♥❛♠✐❝s✱ ❢r♦♠ P❤②s✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s t♦ ❍②✲
♣❡rs♦♥✐❝ ❋❧✐❣❤ts✱ ❘❤♦❞❡✲❙❛✐♥t✲●❡♥ès❡✱ ❇❡❧❣✐✉♠✳ ✭♣✳ ✹✸✱ ✺✵✮

❙❤❛r♠❛✱ ❙✳ P✳✱ ❙✳ ▼✳ ❘✉✣♥✱ ❲✳ ❉✳ ●✐❧❧❡s♣✐❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳ ▼❡②❡r ✭✶✾✾✸✮✳ ❱✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛♥ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ❋❧♦✇ ❯s✐♥❣ ❙♣♦♥✲
t❛♥❡♦✉s ❘❛♠❛♥ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡r♠♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❍❡❛t ❚r❛♥s✲
❢❡r ✼ ✭✹✮✱ ✻✾✼✳ ✭♣✳ ✺✱ ✾✼✱ ✾✽✱ ✶✵✼✱ ✶✶✵✮

❙✉r③❤✐❦♦✈✱ ❙✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘❛❞✐❛t✐✈❡✲❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛❡r♦t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡♥tr② ♣r♦❜❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍❡❛t ❚r❛♥s✲



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✷✾✼ ✖ ★✸✶✼
✐

✐

✐

✐

✐

✐

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✷✾✼

❢❡r ✶✸✹ ✭✵✸✶✵✵✷✮✳ ✭♣✳ ✹✮
❙✉r③❤✐❦♦✈✱ ❙✳✱ ■✳ ❙❤❛r✐❦♦✈✱ ▼✳ ❈❛♣✐t❡❧❧✐✱ ❛♥❞ ●✳ ❈♦❧♦♥♥❛ ✭✷✵✵✻✮✳ ❑✐♥❡t✐❝ ▼♦❞✲

❡❧s ♦❢ ◆♦♥✲❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❙tr♦♥❣ ❆✐r ❙❤♦❝❦❲❛✈❡s✳ ❆■❆❆✲✷✵✵✻✲
✺✽✻✱ ✹✹t❤ ❆■❆❆ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ▼❡❡t✐♥❣ ❛♥❞ ❊①❤✐❜✐t✱ ❘❡♥♦✱ ◆❡✈❛❞❛✳✳
✭♣✳ ✶✻✵✮

❚❡✉❧❡t✱ P✳✱ ❏✳ ❙❛rr❡tt❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ●♦♠❡s ✭✶✾✾✾✮✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠✲
♣❛❝t ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛✐r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞
❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ✻✷✱ ✺✹✾✕✺✻✾✳ ✭♣✳ ✶✹✾✮

❚❤✐✈❡t✱ ❋✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❤②♣❡rs♦♥✐q✉❡s ❡♥
❞éséq✉✐❧✐❜r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P❤✳ ❉✳ t❤❡s✐s✱ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡
❊▼✷❈ ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ P❛r✐s✳ ✭♣✳ ✷✾✱ ✻✵✱ ✶✺✺✮

❚r❡❛♥♦r✱ ❈✳ ❊✳ ✭✶✾✻✺✮✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✹✸ ✭✷✮✱ ✺✸✷✕✺✸✽✳ ✭♣✳ ✸✵✱ ✹✻✱ ✹✼✮

❚r❡❛♥♦r✱ ❈✳ ❊✳✱ ❏✳ ❲✳ ❘✐❝❤✱ ❛♥❞ ❘✳ ●✳ ❘❡❤♠ ✭✶✾✻✽✮✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ ❆♥❤❛r♠♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ ❊①❝❤❛♥❣❡✲❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✹✽ ✭✹✮✱ ✶✼✾✽✕✶✽✵✼✳ ✭♣✳ ✶✵✾✮

❱✐❝✐❝✱ ▼✳✱ ●✳ P♦♣❛r✐❝✱ ❛♥❞ ❉✳ ❇❡❧✐❝ ✭✶✾✾✻✮✳ ▲❛r❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢
N2 ❜② ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ❇✿ ❆t♦♠✐❝✱ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❞
❖♣t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✷✾✱ ✶✷✼✸✕✶✷✽✶✳ ✭♣✳ ✶✹✻✮

❲✐♥t❡rs✱ ❍✳ ✭✶✾✻✻✮✳ ■♦♥✐❝ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♥✐tr♦✲
❣❡♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✹✹✱ ✶✹✼✷✕✶✹✼✻✳ ✭♣✳ ✶✹✾✮

❩❡❧❡❝❤♦✇✱ ❆✳✱ ❉✳ ❘❛♣♣✱ ❛♥❞ ❚✳ ❙❤❛r♣ ✭✶✾✻✽✮✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐❛t♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✹✾ ✭✶✮✱ ✷✽✻✕✷✾✾✳ ✭♣✳ ✹✻✱ ✹✽✱ ✺✵✮

❩❡♥❡r✱ ❈✳ ✭✶✾✸✶✮✳ ■♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ✸✼✱ ✺✺✻✕✺✻✾✳ ✭♣✳ ✹✻✮



✐

✐

✏❚❤❡s❡❴✈❡rs✐♦♥❴❥✉r②✑ ✖ ✷✵✶✹✴✸✴✶✸ ✖ ✶✻✿✹✷ ✖ ♣❛❣❡ ✷✾✽ ✖ ★✸✶✽
✐

✐

✐

✐

✐

✐


	Abstract
	Résumé
	Contents
	Nomenclature
	Introduction
	I Physical and Chemical modeling of nonequilibrium flows
	1 Physical modeling of nonequilibrium flows
	1.1 Introduction
	1.2 Physical modeling of a nonequilibrium reactive flow
	1.3 Computation of the thermodynamic properties
	1.4 Modeling of chemical kinetics
	1.5 Plasma effects

	2 Models for vibrational kinetics and energy transfers
	2.1 Introduction
	2.2 Usual multi-temperature models
	2.3 State-to-state models for vibrational dynamics
	2.4 Conclusion


	II Vibrational dynamics of dissociated nitrogen flows
	3 Vibrational dynamics and dissociation of nitrogen behind shock waves
	3.1 Introduction
	3.2 Definition of the shock wave test cases and of the vibrational state-to-state model
	3.3 Dynamics of the vibrational excitation and dissociation of nitrogen behind a shock
	3.4 Analysis of the Vibration-Translation, Vibration-Chemistry and Chemistry-Vibration couplings
	3.5 Effect of the multiquanta transitions
	3.6 Comparison to widely used multi-temperature models
	3.7 Conclusion

	4 Vibrational dynamics and recombination of nitrogen in nozzle flows
	4.1 Introduction
	4.2 Vibrational state-to-state model for the nozzle expansion of a dissociated nitrogen flow
	4.3 Results for the highly dissociated test case A
	4.4 Results for the weakly dissociated test case B
	4.5 Conclusion

	5 Macroscopic model for vibration-dissociation-recombination coupling
	5.1 Introduction
	5.2 Consistent derivation from the state-to-state approach of a macroscopic model for the chemical, chemistry-vibration, and vibration-translation source terms: the nTv-StSRed model
	5.3 Application of the nTv-StSRed model to dissociating nitrogen behind strong shock waves
	5.4 Application of the nTv-StSRed model to recombining nitrogen flows in nozzles
	5.5 Conclusion


	III Dynamics of ionized nitrogen flows
	6 Detailed simulation of an ionizing shock wave in nitrogen
	6.1 Introduction
	6.2 Physical data for the elementary processes in an ionized nitrogen flow
	6.3 Physical modeling for the ionizing shock wave
	6.4 Simulation results for the Fire II 1634s test case
	6.5 More detailed analysis of the impact of some processes on the dynamics
	6.6 Conclusion

	7 Dynamics of ionized nitrogen in nozzle flows
	7.1 Introduction
	7.2 Physical model of an expanding ionized nitrogen flow
	7.3 Simulation of the low pressure test case A
	7.4 Simulation of the high pressure test case B
	7.5 Effect of radiative processes on a nozzle flow
	7.6 Conclusion

	8 Macroscopic models for vibrational nonequilibrium in ionized flows
	8.1 Introduction
	8.2 Extension of the multi-group nTv-StSRed macroscopic model to ionized flows
	8.3 Application to an ionizing shock wave in nitrogen
	8.4 Application to the expansion of an ionized nitrogen flow
	8.5 Conclusion


	Conclusion
	A Macroscopic model for the electronic excitation of N atoms
	A.1 Model for the electronic excitation of N behind a shock wave
	A.2 Comparison between the detailed and the macroscopic models for the electronic excitation of N atoms
	A.3 Application of the macroscopic approach to the prediction of the bound-bound atomic radiation


	B Plasma characteristic parameters
	References

