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Introduction

0.1 De la géométrie lorentzienne au espaces métriques

Depuis le début du 20eme siecle, la géométrie lorentzienne s’est naturellement imposé
comme la nouvelle géométrie a étudier. Poincaré disait & ce propos ([44]) :

”Parmi ces axiomes, il en est un qui semble mériter quelque attention, parce
qu’en I’abandonnant, on peut construire une quatriéme géométrie aussi cohé-
rente que celle d’Euclide, de Lobatchevsky et de Riemann... Je ne citerai qu’un
de ces théorémes et je ne choisirai pas le plus singulier : une droite réelle peut
etre perpendiculaire a elle-méme”.

Le développement de la géométrie lorentzienne est dii essentiellement a la théorie de
la relativité générale; la notion d’espace-temps telle qu’on la connait aujourd’hui en est le
pur fruit. Ainsi un espace-temps est une variété lorentzienne (munie d’une orientation tem-
porelle) solution de la célebre équation d’Einstein. Les moyens classiques et historiques de
trouver des solutions de I’équation d’Einstein sont les suivantes :

1) La recherche des modeles cosmologiques qui sont des solutions particulieres de 1’équation
d’Einstein possedant beaucoup de symétries. Ceci inclut le modele de Robertson-Walker,
développé dans les années 20, qui modelise la forme globale de I'univers et qui est a l'origine
méme de la théorie du Big Bang. Un autre exemple est celui du modele de Schwarschild-
Kruskal, développé en 1916, destiné a modéliser la forme de I'univers au voisinage d’un astre
sphérique isolé et qui est a l'origine du concept de trou noir.

2) La formulation sous forme d’un probleme de Cauchy de I’équation d’Einstein, permettant
de calculer numériquement quelques solutions de cette équation. Il s’agit :

— de se placer dans une variété différentiable M x R ;

— de se fixer une métrique riemannienne et un champ H de formes bilinéaires sur M
satisfaisant les équations de Gauss-Codazzi;

— de chercher alors une métrique lorentzienne g satisfaisant 1’équation d’Einstein, définie
sur un voisinage de M x {0} et telle que le couple (h, H) soit égal & (go,II), ou go
est la restriction & M x {0} de la métrique lorentzienne g et II est la seconde forme
fondamentale de M x {0}.

Une autre question qui a intéressé les physiciens et les mathématiciens est de savoir
quels sont les événements qui peuvent influencer un événement donné. En des termes plus
mathématiques, quels sont les points de la variété lorentzienne qui peuvent étre joints par
une courbe causale i.e. une courbe dont tous les vecteurs tangents sont de norme négative
ou nulle. On parle alors de théorie de la causalité. La grande partie de cette théorie a été
développée durant la fin des années 60 et pendant les années 70 par Ellis, Geroch, Hawking,
Penrose, Sachs, Wu et d’autres (voir [33], [35], [40], [46] et [17]) conduisant ainsi & la dé-
monstration des célebres théoremes de singularités de Hawking et Penrose. Ces travaux se
sont aussi soldés par I’établissement d’une hiérarchie entre les différentes notions de causa-
lités, dont la plus forte et la plus importante est I’hyperbolicité globale. Pour les besoins de



cette introduction, mentionnons sobrement ici dans un premier temps la définition la plus
rapide de cette notion dans un cas particulier : un espace-temps est globalement hyperbolique
spatialement compact s’il admet une hypersurface de Cauchy compacte i.e une hypersurface
plongée compacte telle que toute courbe causale inextensible la rencontre en un point et
un seul. Un tel espace-temps, s’il est solution de ’équation d’Einstein, est dit mazimal s’il
n’admet pas d’extension qui soit toujours solution de ’équation d’Einstein et & courbure
constante.

D’autres travaux plus récents sur la théorie de la causalité sont dus a Bernal, Fathi,
Sénchez et Siconolfi (voir [20], [21], [47], [31]).

La plupart des travaux actuels en géométrie lorentzienne tournent autour de ces diffé-
rentes questions faisant de la géométrie lorentzienne un pont reliant ’analyse a la géométrie
différentielle.

Un aspect important de la géométrie lorentzienne qui demeure toujours insuffisament
étudié est celui des espaces-temps a courbure constante. Du point de vue de la relativité
générale, ces espaces-temps sont tres restrictifs. Cependant, la découverte des trous noirs
BT Z par les physiciens au début des années 90 a constitué une importante source d’intérét
pour les espaces-temps a courbure constante puisqu’alors un phénomene comme "l’existence
du trou noir” qu’on pensait relié a I'explosion de la courbure, pouvait se produire dans un
espace-temps a courbure constante. Les espaces-temps a courbure constante ont aussi joué,
depuis la fin des années 80, un réle central dans I’élaboration et 1’étude de la théorie de la
gravité quantique en dimension 3.

D’un point de vue mathématique, ces espaces-temps constituent une famille & la fois
importante et naturelle dans laquelle on peut espérer comprendre beaucoup de questions
fondamentales. Bien qu’ils possedent une géométrie locale triviale, leur géométrie globale
est beaucoup plus riche. Jusqu’au début des années 90, l'intérét pour ces espaces-temps
était limité et se réduisait essentiellement au cas compact, ce qui n’est pas pertinent du
point de vue de la causalité puisqu’alors la relation de causalité est triviale.

Dans [51], Witten proposait de classer les espaces temps globalement hyperboliques &
courbure constante. Une premiere réponse & ce probléme est venue de Mess dans [38], ou
il classifie les espaces-temps plats et anti-de Sitter globalement hyperboliques spatialement
compacts maximaux de dimension 2 4+ 1. De manieére plus précise, il établit une corres-
pondance bijective entre ces espaces-temps et les laminations géodésiques mesurées sur les
surfaces hyperboliques compactes. La réponse a la question de Witten dans le cas de Sitter
est venue un peu plus tard dans la thése de Scannell [48], ol sont classifiés les espaces-
temps globalement hyperboliques Cauchy compacts maximaux localement de Sitter et de
dimension quelconque. Vient ensuite le travail de Barbot [9], qui donne une classification
complete des espaces-temps globalement hyperboliques Cauchy compacts maximaux plats
de dimension quelconque. Bonsante ([25]) a complété ensuite cette classification en intro-
duisant et en étudiant la notion de domaine régulier plat; une notion qui par la suite va
s’avérer fondamentale.

Un des résultats de la théorie de la causalité est la caractérisation alternative suivante,
due & Geroch ([33]), de ’hyperbolicité globale : un espace-temps est globalement hyper-
bolique si et seulement s’il admet une fonction temps de Cauchy, c’est-a-dire une fonction
T : M — R strictement croissante le long des courbes causales dont la restriction de a n’im-
porte quelle courbe causale inextensible est surjective. Ainsi, I'existence de fonction temps
de Cauchy dont les niveaux ont une géométrie canonique constitue un probleme important
(autant d’un point de vue mathématique que physique) a étudier ; on parle alors de fonction
temps géométrique. On retrouve dans ce sens :

1) Le temps cosmologique qui est défini en un point p comme étant la borne supérieure
des longueurs des courbes causales passées issues de p : son importance dans notre cadre se
devine déja dans le fait que dans le cas d’un espace-temps globalement hyperbolique spa-



tialement compact maximal plat de dimension quelconque, le temps cosmologique est de
Cauchy (voir [25], [9]). Il est aussi de Cauchy dans le cas d’un espace-temps globalement
hyperbolique spatialement compact maximal de Sitter ou anti de Sitter de dimension 2 + 1,
au moins dans un voisinage de la singularité initiale (voir [18]).

2) Le temps CMC : il s’agit d’une fonction temps de Cauchy T : M — R dont les ni-
veaux T~ !(a) sont & courbure moyenne constante a. L’existence d’une telle fonction est
montrée par Andersson, Moncrief et Tromba [8] dans le cadre d'un espace-temps globale-
ment hyperbolique de dimension 2 + 1 admettant une hypersurface de Cauchy a courbure
moyenne constante. Ultérieurement, 'existence de la fonction temps CMC est montrée par
Andersson [2] dans le cadre d’un espace-temps globalement hyperbolique spatialement com-
pact maximal plat de dimension quelconque mais sous des hypotheses restrictives. Dans [15],
Barbot, Béguin et Zeghib montrent ’existence et 'unicité de la fonction temps CMC dans
le cadre d’'un espace-temps globalement hyperbolique spatialement compact maximal plat
de dimension 2+ 1. Ce travail est suivi par le papier [16], toujours par les mémes personnes,
ou ils montrent I'existence et I'unicité de la fonction temps C' M C dans le cadre d’un espace-
temps globalement hyperbolique spatialement compact anti-de Sitter de dimension 2 + 1.
Le résultat de [15] est généralisé dans [4] par Andersson, Barbot, Béguin et Zeghib au cas
d’un espace-temps globalement hyperbolique spatialement compact maximal plat ou anti-de
Sitter de dimension quelconque. Dans [4], il a été montré qu'un espace-temps globalement
hyperbolique spatialement compact maximal de Sitter de type hyperbolique, de dimension
2 4+ 1 admet une fonction temps CMC'. Les choses se compliquent davantage en dimension
supérieure pour ne donner qu’une existence locale de la fonction temps CMC' (voir [4]).

3) Le K-temps : il s’agit d’une fonction temps de Cauchy T : M — R dont les niveaux
T~(a) sont & K-courbure (courbure de Gauss-Killing-Kronecker-Lipschitz) égale & a. Dans
[10], Barbot, Béguin et Zeghib montrent lexistence et l'unicité d’une telle fonction dans
le cadre d’'un espace-temps de dimension trois a courbure constante. Plus précisément, ils
montrent que tout espace-temps plat ou de Sitter globalement hyperbolique spatialement
compact maximal de dimension trois admet un unique k-temps. Dans le cas d’un espace-
temps globalement hyperbolique spatialement compact maximal localement anti-de Sitter,
Pexistence (et 'unicité) est montrée en dehors du coeur convexe.

Ces différentes fonctions temps (cosmologique, CMC' et K-temps) ont certaines proprié-
tés géométriques en commun ; la convexité qu’on définit comme suit en est la plus impor-
tante : une hypersurface S C M est convexe si son futur est localement géodésiquement
convexe (cette définition est équivalente & la positivité de la seconde forme fondamentale
dans le cadre C?). Plus précisément

1) Le temps cosmologique est une fonction temps concave (et donc & niveau convexe) dans le
cas d’un espace-temps plat (voir [25]). Dans le cas d’un espace-temps de Sitter la convexité
des niveaux cosmologique a été montrée par Scannell [48]. Cependant, les niveaux du temps
cosmologique ne sont convexes qu’au voisinage de la singularité initiale dans un espace-temps
anti-de Sitter.

2) Le temps CMC est une fonction temps a niveaux convexes dans le cas plat : un ré-
sultat surprenant di & Treibergs [50] montre que les hypersurfaces CMC de lespace de
Minkowski sont convexes (ou concaves). La convexité n’est plus assurée dans le cadre de
Sitter et anti-de Sitter.

3) Par définition méme, le K-temps est une fonction & niveaux convexes qu’il soit défini
sur un espace-temps plat, de Sitter ou anti de Sitter.



Se distingue alors une famille particuliere de fonctions temps de Cauchy, qu'on appelle les
fonctions temps quasi-concaves : celles dont les niveaux sont convexes.

Soit M un espace-temps globalement hyperbolique spatialement compact maximal a
courbure constante. La donnée d’une fonction temps de Cauchy 7' : M — R définit naturel-
lement une famille & un parametre de variétés riemanniennes (T~!(a), g )acr OU, de maniere
équivalente, & une famille & un parametre (T~1(a), d,) d’espaces métriques. Se pose alors la
question naturelle et importante, qui fait 'objet d’étude dans cette these, du comportement
de ce type de famille vis a vis du temps et ce dans deux cas de figure : quand le temps tend
vers 0 et quand il tend vers l'infini. Bien str, des conditions géométriques supplémentaires
sur la fonction temps choisie seront nécessaires pour une étude plus apropriée. Il se trouve
qu’ici dans notre cas la quasi-concavité des fonctions temps est la condition la mieux adap-
tée : elle permet en quelque sorte d’assurer ’existence des limites au moins quand le temps
tend vers 0.

Une source de motivation qui nous conduit a I’étude du comportement asymptotique des
hypersurfaces de Cauchy est celle de donner un sens mathématique a la notion de singula-
rité initiale. Plus précisément : une particularité importante des espaces-temps globalement
hyperboliques spatialement compacts a courbure constante, au moins dans les cas plats et
de Sitter, est qu'une fois convenablement temporellement orientés, ils sont géodésiquement
complets dans le futur, mais par contre sont toujours incomplets vers le passé (sauf dans les
cas élémentaires) ; on dit alors qu’ils admettent une singularité initiale. Donner un sens ma-
thématique a un tel objet constitue un probleme important en relativité générale. Il existe
dans la littérature plusieurs facons d’associer un bord a un espace-temps; on citera par
exemple le bord de Penrose ou la b-boudary. Cependant, ces constructions ne sont géné-
ralement pas uniques comme c’est le cas avec le bord de Penrose et présentent toutes des
inconvénients. On espere alors, a travers I’étude d’une telle question, donner un sens le plus
intrinseque possible a la notion de singularité initiale.

Pour les notions de convergence, le cadre dans lequel il convient de se placer est celui des
I'-espaces métriques : des espaces métriques munis d’'une action isométrique d’un groupe I'
de type fini. Dans notre situation, la fonction temps de Cauchy T : M — R se releve en
une fonction temps de Cauchy 71 (M)-invariante T : M — R sur le revétement universel M
de M ; on obtient ainsi une famille & un parametre (my (M), T~ (a),d,) de m; (M )-espaces
métriques, dont nous nous attachons a étudier le comportement asymptotique. En particulier
nous nous retrouvons a étudier trois types remarquables de famille : celle associée au temps
cosmologique, celle associée au temps CMC et enfin celle associée au K-temps.

Une autre source de motivation pour nous est celle du comportement asymptotique dans
I’espace de Teichmiiller. Plus précisément : on se place dans un espace-temps M globalement
hyperbolique spatialement compact de dimension 2 + 1 admettant une surface de Cauchy
S de genre > 2. Une fonction temps de Cauchy T : M —]0, +oo| définit naturellement une
courbe (S, gX') dans I’espace Met(S) des métriques riemanniennes sur S. Ceci nous permet
d’étudier le comportement de la projection (S, [¢1]) de (S, gT) dans I'espace de Teichmiiller
Teich(S) qui, en tant qu’espace topologique, est plus sympathique que l'espace de Met(S).
Notre étude du comportement asymptotique s’inscrit alors en quelque sorte dans la continuité
des travaux, apportant une interprétation géométrique a la compactification de Thurston de
I'espace de Teichmiiller, de Paulin ([41], [42]) et Bestvina ([22]).

La famille des (M )-espaces métriques pouvant étre munie de plusieurs types de to-
pologie, une autre question se pose alors implicitement quand on parle de comportement
asymptotique : quelle est la topologie la mieux adaptée a notre probléme? Les candidats
potentiels a ce role sont :

— la topologie de la convergence uniforme ;

— la topologie de Gromov équivariante ;

— ou encore la topologie spectrale.
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Nous renvoyons au chapitre 2 pour les définitions de ces différentes notions de convergence.
La plus faible de ces topologies, la topologie spectrale, est la plus facile & démontrer ; nous
I’établirons dans cette these dans la plupart des cas. La plus forte, celle de la convergence
uniforme, implique la topologie de Gromov équivariante, et nous parviendrons a 1’établir
dans certains cas.

0.2 Domaines réguliers, singularité initiale

La notion de domaine régulier (voir section 3.1.2) est une notion importante et centrale
dans la classification des espaces-temps plats. Ainsi un espace-temps globalement hyper-
bolique spatialement compact maximal plat est obtenu comme le quotient d’un convexe ()
de l'espace de Minkowski, appelé domaine régulier, par un sous groupe discret sans torsion
du groupe d’isométries de I’espace de Minkowski. Cette notion a été introduite séparément
par Barbot (voir [9]) et Bonsante (voir [25]). Ces domaines ont la particularité d’étre soit
géodésiquement complets dans le futur soit géodésiquement complets dans le passé.

Soit €2 un domaine régulier. Quitte a inverser ’orientation chronologique, on peut sup-
poser qu’il est complet dans le futur. Son bord 0 est le graphe d’une application 1-
lipschitzienne convexe; il admet donc une pseudo-distance dg : la pseudo-distance entre
deux points de N2 est la borne inférieure de la longueur des chemins reliant ces deux points
et contenus dans 9. Le 71 (M )-pseudo-espace métrique (0€2, dgq ) sera appelé I'horizon. Soit
> le sous-ensemble des points de 02 par lesquels passe un hyperplan support a 2 de type
espace. D’apres un résultat de Bonsante, la restriction de la pseudo-distance dgq a ¥ s’avere
étre une distance qu’on note dy, : le 71 (M )-espace métrique (X, dx) est alors appelé singula-
rité initiale. Un des objectifs de notre these sera la généralisation de la notion de singularité
initiale aux espaces-temps de Sitter et anti de Sitter (au moins dans le cas de la dimension
2 4 1) ainsi que I’étude de ses propriétés.

0.3 Présentation des résultat

Dans [19], Benedetti et Guadagnini étaient les premiers & soulever le probléme du com-
portement asymptotique lorentzien. Ils ont observé que la famille & un parametre de 71 (M)-
espaces métriques associée au temps cosmologique dans le cas plat convergeait probablement
pour la topologie de Gromov équivariante vers la singularité initiale. Cette intuition a été
prouvée ultérieurement par Bonsante dans sa these (voir [25]). Benedetti et Guadagnini
conjecturaient aussi que dans le cas d’un espace-temps plat de dimension 2 + 1, les niveaux
CMC devaient converger spectralement vers la singularité initiale. Une premiere réponse
positive & cette question est apportée par Andersson [3], dans un cas tres restrictif : celui des
espaces-temps plats “simpliciauz” de dimension quelconque (comme nous ne considérons pas
cette notion dans cette these, il n’est pas utile ici d’en donner la définition). Notre premier
résultat consiste a étendre ce résultat a des espaces-temps plats quelconques (non nécessai-
rement simpliciaux), et ce dans le cas d’une fonction temps quasi-concave quelconque. Nous
apportons ainsi une réponse positive a la conjecture de Benedetti et Guadignini, et ce, en
toute dimension :

Théoréme A. Soit M un espace-temps plat (de Sitter ou anti-de Sitter) globalement hyper-
bolique spatialement compact mazximal non élémentaire de dimension quelconque. Il existe
alors un 71 (M)-espace métrique (w1 (M), X, d) tel que pour toute fonction temps de Cauchy
T quasi-concave C? définie sur M, les niveauz de T munis de laction de m (M), ot T est
le relévement de T au revétement universel M de M, convergent quand le temps tend vers 0
pour la topologie spectrale vers (w1 (M), X,d). De plus dans le cas plat, la limite n’est autre
que la singularité initiale (w1 (M), X, ds) associée a M.
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Notre deuxiéme résultat consiste a traiter le comportement asymptotique passé dans le
cadre particulier de la dimension 2 + 1 :

Théoréme B. Soit M (A, 1) un espace-temps plat (respectivement de Sitter, anti-de Sitter)
globalement hyperbolique spatialement compact mazimal futur complet de dimension 2 + 1,
ot (A, ) est la lamination géodésique mesurée qui lui est associée. Soit T une fonction
de Cauchy C? quasi-concave définie sur M. Alors les niveauz de T, le relévement de T
au revétement universel M de M, munis de Uaction de w1 (M) convergent quand le temps
tend vers O pour la topologie de Gromov équivariante vers l’arbre réel dual a la lamination
géodésique mesurée (A, ).

Notre troisieme résultat traite les propriétés de la singularité initiale passé en dimension
supérieure a 2 + 1 dans le cas plat :

Théoréme C. Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique spatialement compact
mazimal non élémentaire de dimension quelconque. Soit QT son domaine régulier futur com-
plet associé. Notons respectivement par (X, ds), (E*,d;) et (0Q% ) ~,daq+) la singularité
initiale, son complété et le métrisé de ’horizon associés a M. Alors :
- (%,ds) se plonge isométriquement dans (0QF/ ~,dpa+) qui a son tour se plonge
isométriguement dans (X%, dg) ;
~ pour tout x ety dans X il existe une unique géodésique a de (0t / ~,dpa+) reliant
Tay;
~ lespace métrique (XX, dg) est un espace C AT(0).

Nous espérons montrer un peu plus i.e que (XX, d;) soit hyperbolique au sens de Gromov
voire méme un arbre réel 7

Notre quatrieme résultat traite le comportement asymptotique passé en dimension supé-
rieure & 2 4+ 1 dans le cas plat et constitue une sorte de généralisation du Théoreme B :

Théoréme D. Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique spatialement compact
mazimal non élémentaire de dimension quelconque. Soit T une fonction de Cauchy C? quasi-
concave définie sur M. Les niveauz de T, le relévement de T au revétement universel M
de M, munis de Uaction isométrique de w1 (M) convergent quand le temps tend vers 0 pour
la topologie de Gromov équivariante vers un espace métrique C AT(0). De plus, la limite ne
dépend pas de la fonction temps choisie.

Une autre interrogation, elle aussi évoquée par Benedetti et Guadagnini dans [19], concer-
ne le comportement asymptotique futur. Un premier résultat dans ce sens est apporté par
Bonsante ([25]) dans le cas du temps cosmologique d’un espace-temps plat. Notre quatrieme
résultat consiste a traiter, dans le cas plat, cette question pour une fonction temps quasi-
concave :

Théoréme E. Soit M un espace-temps plat globalement hyperbolique spatialement compact
de dimension quelconque. Il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction temps
T quasi-concave C2, les niveaur de T, le relévement de T au revétement universel M de
M, convenablement renormalisés pres de linfini sont C-quasi-isométriques a la variété hy-
perbolique compacte H"™ /w1 (M). En particulier, les niveauz de T renormalisés admettent
des valeurs d’adhérences pour la topologie de Gromov équivariante, et toutes ces valeurs
d’adhérences sont C-quasi-isométriques les unes auzr autres.
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0.4 Organisation de la these

Cette these comporte sept chapitres. On trouve dans le :

Chapitre 1 Une introduction a la géométrie lorentzienne : on y définit certaines notions
de bases telle que la notion d’espace-temps, 'hyperbolicité globale, les fonctions temps de
Cauchy.

Chapitre 2 Un panorama sur les espaces métriques (et les pseudo-espaces métriques)
ou on présente différentes notions classiques de convergence d’espaces métriques.

Chapitre 3 Une étude approfondie du caracteére expansif des fonctions temps quasi-
concave dans le cas d’un espace-temps plat qui nous mene a la démonstration du Théoreme
A dans le cas plat.

Chapitre 4 Une étude du comportement asymptotique des niveaux d’une fonction temps
quasi-concave dans le cadre d’un espace-temps plat de dimension 2 + 1, ce qui nous meéne a
la démonstration du Théoreme B dans le cas plat.

Chapitre 5 Une étude du comportement asymptotique des niveaux d’une fonction temps
quasi-concave dans le cadre d’un espace-temps de Sitter de dimension 2+ 1, ce qui nous mene
a la démonstration du Théoréme A ainsi que le Théoreme B dans le cas de Sitter.

Chapitre 6 Une étude du comportement asymptotique des niveaux d’une fonction temps
quasi-concave dans le cadre d’un espace-temps anti-de Sitter de dimension 2+ 1, ce qui nous
mene a la démonstration du Théoreme A ainsi que le Théoréeme B dans le cas anti-de Sitter.

Chapitre 7 Une étude de la singularité initiale et du comportement asymptotique dans le
cadre d’un espace-temps plat de dimension quelconque, ce qui nous mene a la démonstration
des Théoremes D et E.
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Chapitre 1

espace-temps, hyperbolicité
globale et maximalité

Dans cette partie, nous passons en revue quelques notions classiques de géométrie lorent-
zienne, notamment les notions de :

— espace-temps : variété lorentzienne, relation de causalité, orientation chronologique.

— Hyperbolicité globale : hypersurfaces de Cauchy, fonction temps de Cauchy.

— Maximalité.

Pour les démonstrations et plus de détails nous renvoyons a [17], [40], [12].

1.1 espace-temps

1.1.1 La notion d’espace-temps

Soit M une variété différentiable lisse de dimension n + 1.

Définition 1.1.1. Une métrique lorentzienne g sur M est une métrique pseudo-riemannienne
de signature (1,n) i.e une application TM — R de classe C™ telle que sa restriction sur
chaque espace tangent T,M a M est une forme quadratique non dégénérée de signature

(1,n).
Définition 1.1.2. Le couple (M, g) est appelé une variété lorentzienne.

Exemple 1.1.3. Considérons l’espace vectoriel R™ | muni de sa base canonique (eg, €1, ..., ep).
On définit la forme quadratique q1 , = —dad +dzi+...+dz? oi (zg, 21, ..., zy,) désignent les
coordonnées dans la base canonique. L’espace de Minkowski RV™ est la variété lorentzienne
(lev ql,n)'

Exemple 1.1.4. Soit (N, h) une variété riemannienne. Alors la variété produit Rx N munie
de la métrique produit —dt?> @ h est une variété lorentzienne.

Remarque 1.1.5. Contrairement au cas riemannien, toute variété n’admet pas de métrique
lorentzienne. En effet, le fibré tangent d’une variété lorentzienne admet un sous fibré de
dimension 1, ce que certaines variétés n’admettent pas. Par exemple dans le cas d’une variété
différentiable compacte, ’existence d’un sous fibré du fibré tangent de M est équivalent a
Pannulation de la caractéristique d’Euler de M (voir [49, Théoréme 40.11, Corollaire 40.12,
Théoréme 40.13]). Ainsi les seules variétés compactes de dimension 2 qui admettent des
métriques lorentziennes sont le tore et la bouteille de Klein.
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Définition 1.1.6. Soit (M, g) une variété lorentzienne. Soit v un vecteur de T,M, ot p est
dans M. Alors le vecteur v est :

- de type espace si g(v,v) >0;

— de type temps st gp(v,v) < 0;

— de type lumiére (isotrope) si gp(v,v) =0 etv #0;

— de type causal s’il est de type temps ou de type lumiere.

Notons ainsi que selon ces conventions, un vecteur de type temps ou lumieére n’est jamais
nul.
Dans le méme esprit on a la définition suivante :

Définition 1.1.7. Soit (M, g) une variété lorentzienne. Soit o : [0,1] — M une courbe C*.
Alors la courbe a est :

— de type espace si &(s) est de type espace pour tout s dans [0,1] ;

— de type temps si &(s) est de type temps pour tout s dans [0,1];

— de type lumiére si &(s) est de type lumiére pour tout s dans [0,1] ;

— de type causale si &(s) est de type causal pour tout s dans [0, 1].

Définition 1.1.8. Une courbe causale o : I — M est dite inextensible s’il n’existe aucune
courbe causale 3 :J — M telle que J contient strictement I et Bj; = «.

1.1.2 Orientation chronologique

Soit (M, g) une variété lorentzienne. Chaque espace tangent de M étant muni d’'une
structure d’espace de Minkowski, les vecteurs de type temps de TM définissent en fait un
champ de cones au dessus de M. Chaque cone C), est I'union de deux demi-cones et un choix
continu d’un de ces deux demi-cones dans chaque espace tangent est ce qu’on appelle une
orientation chronologique sur M. Plus formellement :

Définition 1.1.9. On dit que la variété lorentzienne (M, g) est chronologiquement orientée
si elle admet un champ de vecteurs continu € : M — TM qui est partout de type temps.

Exemple 1.1.10. Le champ de vecteurs constant partout égal a eq est un champ de vecteurs
partout de type temps qui définit une orientation chronologique sur l’espace de Minkowski
R,

Théoréme 1.1.11. ([17, Théoréme 2.3]). Toute variété lorentzienne admet un revétement
double chronologiquement orientable.

Définition 1.1.12. Un espace-temps est une variété lorentzienne (M, g) orientée et chro-
nologiquement orientée.

Exemple 1.1.13. L’espace de Minkowski muni de l’orientation chronologique définie dans
1.1.10 est un espace-temps.

Soit (M, g) une variété lorentzienne. Soit £ : M — T'M une orientation chronologique de
(M, g) i.e un champ de vecteurs continu partout de type temps.

Définition 1.1.14. Soit v un vecteur dans T,M, ot p est dans M, de type causal. On dit
que :

— v est orienté vers le futur si g,(v,&,) <0;

— v est orienté vers le passé sinon i.e g,(v,&,) > 0.

Remarque 1.1.15. Si & : M — TM est un champ de vecteurs continu partout de type
temps, alors g(&,£") est partout non nul et donc soit partout négatif soit partout positif.
Dans le premier cas, un vecteur v qui est orienté vers le futur vérifie forcément g(v,&') <0
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ce qui montre qu’il est aussi orienté vers le futur pour ’orientation chronologique définie sur
M par &' . Dans le deuziéme cas, un vecteur v qui est orienté vers le futur est en fait orienté
vers le passé pour l'orientation chronologique définie sur M par &' . Une variété lorentzienne
chronologiquement orientable admet donc exactement deux orientations chronologiques.

1.1.3 Relations de causalité
Soit (M, g) un espace-temps.

Définition 1.1.16. Soit « : [0,1] — M une courbe C' de type causal. On dit que :
— la courbe a est orientée vers le futur si pour tout s dans [0, 1], &(s) est orienté vers le
futur;
— la courbe « est orientée vers le passé si pour tout s dans [0,1], &(s) est orienté vers le
Passé.

Remarque 1.1.17. On peut définir l'orientation chronologique d’une courbe causale C' par
morceauz. Cependant, il faut pour cela qu’a chaque point de discontinuité de la dérivée, le
vecteur limite a gauche et le vecteur limite a droite soit simultanément orientés vers le futur
ou vers le passé.

Remarque 1.1.18. Dans la suite on utilisera l’abréviation courbe causale future (respec-
tivement passée) pour signifier une courbe causale orientée vers le futur (respectivement le
passé).

Définition 1.1.19. Soient p et q deux points de M. On dit que q est dans le futur strict
de p ou de maniére équivalente que p est dans le passé strict de q s’il existe une courbe
a:[0,1] = M future de type temps C* par morceaux de p a q.

Exemple 1.1.20. Dans l’espace de Minkowski RY™, un point q est dans le futur strict d’un
autre point p si et seulement si q1.,(q —p,q —p) <0 et q1.,(q¢ — p,ep) < 0.

Définition 1.1.21. On appelle futur strict (respectivement le passé strict) d’un point p de
M et on note I (p) (respectivement I~ (p)) l’ensemble des points q dans M qui sont dans
le futur strict (respectivement dans le passé strict) de p.

De facon analogue on définit :

Définition 1.1.22. On appelle futur causal (respectivement le passé causal) d’un point p de
M et on note J*(p) (respectivement J~(p)) 'ensemble des points q¢ dans M qui sont dans
le futur causal (respectivement dans le passé causal) de p.

Considérons les deux relations < et < définies par : p < ¢ si et seulement si ¢ € I (p) et
p = g si et seulement si ¢ € J*(p).

Proposition 1.1.23. Les relations < et < sont transitives.
Lemme 1.1.24. ([17, Lemme 2.5]). Soit p dans M. Alors I'*(p) et I~ (p) sont ouverts.

Remarque 1.1.25. On peut aussi de maniére générale parler du futur strict (passé strict,
futur causal, passé causal) d’un sous-ensemble A donné de M. On les note alors respective-

ment IT(A), I~ (A), J*(A) et J~(A). Notons que A C J£(A).

Remarque 1.1.26. Dans toute la suite de cette these, nous utiliserons le terme futur pour
désigner le futur strict.

Définition 1.1.27. Un sous ensemble A de M est dit futur (respectivement passé) s’il est
égal a son futur (respectivement son passé).
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Définition 1.1.28. Un espace-temps (M, g) est dit futur complet (respectivement passé
complet) si toute géodésique causale inextensible est compléte dans le futur (respectivement
dans le passé).

Exemple 1.1.29. Le futur d’un hyperplan de type lumiére ou de type espace de l’espace de
Minkowski est un espace-temps futur complet.

1.2 Hyperbolicité globale

1.2.1 Une définition via les hypersurfaces de Cauchy

Soit (M, g) un espace-temps de dimension n + 1.

Définition 1.2.1. Soit V' un ouvert de M. Un sous-ensemble S C V est dit achronal
relativement a V' s’il n’existe aucune courbe de type temps contenue dans V' qui relie deux
points de S. Lorsque V.= M, on dit simplement que S est achronal.

Définition 1.2.2. Soit V un ouvert de M. Un sous-ensemble S C V est dit acausal relati-
vement & V' s’il n’existe aucune courbe de type causale contenue dans V' qui relie deux points
de S. Lorsque V = M, on dit simplement que S est acausal.

Définition 1.2.3. Un sous ensemble S de M est dit :
— localement achronal si pour tout point p de S, il existe un voisinage V de p dans M
tel que VN S est achronal relativement a V ;
— localement acausal si pour tout point p de S, il existe un voisinage V de p dans M tel
que VN S est acausal relativement a V.

Définition 1.2.4. Un sous ensemble S de M est localement achronal sans bord si pour tout
point p de S, il existe un voisinage V de p dans M tel que :
- VNS est achronal relativement a V ;
— toute courbe causale de V' reliant un point dans le futur de p et un point dans le passé
de p rencontre S.

Remarque 1.2.5. De maniére analogue, on définit la notion de partie localement acausale
sans bord.

Exemple 1.2.6. Une hypersurface proprement plongée lisse de type espace i.e dont tout les
vecteurs tangents sont de type espace est un exemple typique de sous-ensemble localement
acausal sans bord.

Nous venons maintenant a la notion de développement de Cauchy :

Définition 1.2.7. Soit S un sous-ensemble achronal de M. On appelle :
— développement de Cauchy futur de S, qu’on note DV (S), I’ensemble des points p dans
JT(S) tels que toute courbe causale passée inextensible issue de p rencontre S ;
— développement de Cauchy passé de S, qu’on note D(S), 'ensemble des points p dans
J7(S) tels que toute courbe causale future inextensible issue de p rencontre S ;
~ développement de Cauchy de S, qu’on note D(S), la réunion de D*(S) et de D~ (S).

Remarque 1.2.8. Notons qu’on a toujours S C D(S5).

Définition 1.2.9. Une hypersurface de Cauchy de M est une partie achronale sans bord S
de M telle que D(S) = M. En d’autres termes, c’est une hypersurface de M telle que toute
courbe causale inextensible de M la rencontre en un unique point.

Définition 1.2.10. Un espace-temps (M, g) est dit globalement hyperbolique s’il admet une
hypersurface de Cauchy.

Exemple 1.2.11. L’espace de Minkowski RV™ est un espace-temps globalement hyperbo-
lique. Les hyperplans de dimension n de type espace sont des hypersurfaces de Cauchy.
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1.2.2 Une définition via les fonctions temps de Cauchy
Soit (M, g) un espace-temps.

Définition 1.2.12. Une fonction temps sur (M, g) est une application continue T : M — R
qui est strictement croissante le long des courbes causales futures.

Remarque 1.2.13. Notons que les niveauz d’une fonction temps sont toujours acausauz.

Définition 1.2.14. Une fonction temps T : M — R est dite temporelle si elle est de classe
C! et si son gradient VT est partout de type temps.

Exemple 1.2.15. Soit (N, h) une variété riemannienne et soit M [’espace-temps produit
direct de N et R i.e (R x N, —dt?, —dt*> ® h). Alors la fonction T : R x N — R définie par
T(t,x) =t est une fonction temps.

Nous allons maintenant définir le temps cosmologique. Le temps cosmologique est en fait
un candidat potentiel de fonction temps et méme, comme nous allons le voir dans la suite,
un outil précieux et incontournable tout au long de cette these.

Définition 1.2.16. Soit o : [0,1] — M wune courbe causale C* par morceauz. Le temps
propre de «, noté L(a), est défini comme suite :

Lla) = [ la)P

Considérons la fonction Tips : M —]0, +00] définie par :
Teos(p) = sup {L(c) : a courbe causale passée issue de p}

Définition 1.2.17. La fonction T,,s est le temps cosmologique.

Le temps cosmologique peut prendre des valeurs infinies ; il peut méme étre partout infini
comme c’est le cas dans I’espace de Minkowski R"™ - et il peut donc en général ne pas étre
une fonction temps!

Définition 1.2.18. Le temps cosmologique Teos : M —)0, +00] est dit régulier si :
— Teos prend partout des valeurs fini;
— pour toute courbe causale passée inextensible o : [0, +00[— M, lims_ o0 Teos(a(s)) =

0.

Théoréme 1.2.19. ([5, Théoreme 1.2]). Soit (M, g) un espace-temps a temps cosmologique
T.os Tégulier. Alors :
— M est globalement hyperbolique ;
— le temps cosmologique est une fonction temps ;
— le temps cosmologique T,,s est localement lipschitzienne et admet une dérivée et une
dérivée seconde presque partout.

Remarque 1.2.20. L’inverse du théoréme 1.2.19 n’est pas vrai : l’espace de Minkowski est
bien globalement hyperbolique mais n’est pas a temps cosmologique réqulier.

Définition 1.2.21. Une fonction temps T : M —]a,b| (avec a < b dans RU {oo}) est dite
fonction temps de Cauchy si sa restriction a toute courbe causale inextensible est surjective.

Bien évidemment, les niveaux d’une fonction temps de Cauchy sont des hypersurfaces de
Cauchy et donc :

Proposition 1.2.22. Soit (M, g) un espace-temps. On suppose que M admet une fonction
temps de Cauchy T : M —]a,b[. Alors (M, g) est un espace-temps globalement hyperbolique.
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La réciproque est beaucoup moins évidente mais reste tout de méme vraie comme le
montre le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.23. ([33], [46, page 1155]). Un espace-temps est globalement hyperbolique si
et seulement s’il admet une fonction temps de Cauchy.

Le Théoreme 1.2.23 peut étre lissé comme le montre le résultat suivant :

Théoréme 1.2.24. ([20, Théoreme 1]). Toute variété lorentzienne globalement hyperbolique
admet une fonction temps de Cauchy lisse.

Remarque 1.2.25. Une autre preuve du théoréme reposant sur des techniques de K AM
faible et entiérement indépendante de celle de [20] est donnée dans [31, Théoréme 1.3].

Remarque 1.2.26. Bien sur, il se peut que le temps cosmologique soit régulier sans qu’il
soit pour autant un temps de Cauchy.

Une conséquence immédiate du Théoreme 1.2.23 est :

Corollaire 1.2.27. ([12, Proposition 8.25]). Le revétement universel d’un espace-temps glo-
balement hyperbolique est globalement hyperbolique.

1.2.3 Causalité forte, topologie d’Alexandrov et hyperbolicité glo-
bale

L’existence d’une fonction temps dans un espace-temps (M, g) permet d’exclure les pa-
radoxes temporels : un espace-temps admettant une fonction temps n’admet aucune courbe
causale qui se referme et donc un point ne peut pas étre dans le futur strict de lui méme.
Cependant, exclure les paradoxes temporels reste une condition faible qui ne permet pas
d’assurer 'existence de fonctions temps. Nous allons présenter ici quelques notions de cau-
salité tout en décrivant les différentes relations entre elles ainsi que les propriétés a attendre
en terme de fonction temps pour chacune de ces notions.

Définition 1.2.28. Un espace-temps (M, g) est causal s’il n’admet pas de courbe causale
qui se referme.

Proposition 1.2.29. ([17, Proposition 2.6]). Soit (M, g) un espace-temps compact. Alors
(M, g) n'est pas causal; il contient toujours une courbe temporelle qui se referme.

Définition 1.2.30. Soit (M,g) un espace-temps. Un domaine U de M est causalement
conveze si toute courbe causale reliant deuzx points de U est contenue dans U.

Une condition un peu plus forte que la causalité est la suivante :

Définition 1.2.31. Un espace-temps est dit fortement causal si, pour tout p dans M et tout
voisinage U de p, il existe un voisinage V. C U de p qui est causalement conveze.

Proposition 1.2.32. Un espace-temps fortement causal est un espace-temps causal.
Proposition 1.2.33. Un espace-temps admettant une fonction temps est fortement causal.

Soit (M, g) un espace-temps. Considérons la topologie, dite d’Alexandrov, définie sur M
comme étant la topologie engendrée par les intervalles ouverts I (p) N1~ (g), ol p et ¢ sont
des éléments de M.

Proposition 1.2.34. ([17, Proposition 2.7]). Un espace-temps est fortement causal si et
seulement si sa topologie d’Alexandrov coincide avec sa topologie originelle i.e celle de la
variété.
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Nous venons maintenant & la notion de causalité stable :

Définition 1.2.35. Un espace-temps (M, g1) est dit stablement causale s’il existe une autre
métrique lorentzienne go sur M telle que :

— tout vecteur causal pour gy est temporel pour go ;

- (M, g2) est un espace-temps causal.

La causalité stable est la condition la mieux adaptée pour assurer ’existence des fonctions
temps et plus particulierement celle des fonctions temporelles; elle est méme équivalente
comme le montre le résultat suivant :

Théoréme 1.2.36. ([31, Théoreme 1.1]). Un espace-temps est stablement causal si et seule-
ment s’il admet une fonction temporelle.

Remarque 1.2.37. I existe plusieurs tentatives (certaines, erronées) de prewve du Théo-
réme 1.2.36. Voir [20], [21] et [47] pour un compte rendu des erreurs qui émaillent cette
littérature.

Comme conséquence directe du Théoreme 1.2.36 on obtient le corollaire suivant :
Corollaire 1.2.38. Un espace-temps stablement causal est fortement causal.

Théoréme 1.2.39. ([35, pag 211-212]). Un espace-temps est globalement hyperbolique si et
seulement si :

— il est fortement causal;

— pour tout p dans M et q dans JT(p), lintervalle JT(p) N J~(q) est compact.

Théoreme 1.2.40. ([12, Théoréme 8.46]). Soit (M, g) un espace-temps globalement hyper-
bolique. Alors il existe une hypersurface de Cauchy S telle que :
— Despace-temps M est difféomorphe ¢ S x R;
— on peut choisir le difféeomorphisme de sorte que la projection sur le deuxiéme facteur
soit un temps de Cauchy.

Proposition 1.2.41. ([40, Corollaire 14.32]). Les hypersurfaces de Cauchy sont homéo-
morphes les unes auzx autres.

1.2.4 Une notion de compacité

Disposer, d’une fagon ou une autre, d’'une hypothése de compacité rend 1’étude des
espaces-temps globalement hyperbolique plus confortable. Cependant imposer a ’espace-
temps tout entier d’étre compact n’est pas intéressant d’un point de vue de la causalité ; une
telle hypothese n’est pas compatible avec les différentes notions de causalités définies ci des-
sus (voir la Proposition 1.2.29). Une bonne notion permettant de maintenir ’équilibre entre
les notions de causalité et de compacité est celle de la compacité spatiale dite de Cauchy
dans certaines références [17], [40], [12].

Soit (M, g) un espace-temps globalement hyperbolique.

Définition 1.2.42. On dit que M est spatialement compact s’il admet une hypersurface de
Cauchy compacte.

Remarque 1.2.43. Grace a la Proposition 1.2.41, toutes les hypersurfaces de Cauchy d’un
espace-temps spatialement compact sont compactes.

Proposition 1.2.44. ([12, Proposition 10.25]). Une hypersurface de type espace conneze
plongée est une hypersurface de Cauchy.

Corollaire 1.2.45. ([12, Corollaire 10.27]). L’espace-temps (M, g) est spatialement compact
st et seulement s’il admet une hypersurface compacte de type espace immergée.
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1.3 Maximalité

Soient (M, g1) et (Maz, g2) deux espaces-temps globalement hyperboliques.

Définition 1.3.1. Un plongement de Cauchy de My dans Ms est un plongement isomé-
trique lisse f : My — My tel que l'image de toute hypersurface de Cauchy de My soit une
hypersurface de Cauchy de Ms.

Remarque 1.3.2. Pour qu’un plongement isométrique f : My — My soit de Cauchy il
suffit qu’il existe une hypersurface de Cauchy S1 de M telle que f(S1) soit une hypersurface
de Cauchy de My (voir [12, corollaire 10.3]).

Définition 1.3.3. Un espace-temps (M, g) est dit mazimal si tout plongement de Cauchy
de M dans un autre espace-temps N est surjectif.

Théoreme 1.3.4. ([12, Théoreme 10.7]). Tout espace-temps globalement hyperbolique admet
un plongement de Cauchy dans un espace-temps globalement hyperbolique mazimal.

L’extension maximale donnée par le Théoreme 1.3.4 n’est pas unique en général. L’unicité
d’une telle extension nécessite une restriction a une certaine catégorie d’espaces-temps.

Définition 1.3.5. Soit (M, g) un espace-temps plat (respectivement de Sitter, anti de Sit-
ter) globalement hyperbolique. Une extension mazimale plate (respectivement de Sitter, anti
de Sitter) de M est un espace-temps plat maximal globalement hyperbolique au sens de la
Définition 1.8.5.

Le théoreme suivant est un cas particulier d’'un théoreme de Choquet-Bruhat et Geroch
[30] :

Théoreme 1.3.6. ([12, Théoreme 10.17]). Soit (M, g) un espace-temps plat (respectivement
de Sitter, anti de Sitter) globalement hyperbolique. Alors M admet une extension mazimale
parmi les espaces-temps globalement hyperboliques plats (respectivement de Sitter, anti de
Sitter), qui est unique & isomélries pres.

Remarque 1.3.7. On utilise la notation MGH pour désigner un espace-temps mazimal
globalement hyperbolique, et MGHC pour désigner un espace-temps mazximal globalement
hyperbolique spatialement compact.
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Chapitre 2

Espaces métriques de longueur

Dans ce chapitre, nous allons parler de différentes notions de convergence d’espaces mé-
triques. Pour les démonstrations et plus de détails nous renvoyons essentiellement & [27],
[26].

2.1 Généralités sur les espaces métriques

Soit X un ensemble.

Définition 2.1.1. Une application d : X x X — Ry U {oo} est une pseudo-distance si :
— 1) d est symétrique c’est-a-dire d(z,y) = d(y,x) pour tous x, y dans X ;
- 2) d vérifie linégalité triangulaire c’est-a-dire d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) pour tous
z,y,z dans X.

Le couple (X, d) est appelé un pseudo-espace métrique. Si en plus de la condition 1) et
2), d vérifie une troisieme condition :

— 3) d(x,y) = 0 si et seulement si x = y,
alors d est une distance et le couple (X, d) est appelé espace métrique. Une pseudo-distance
définit naturellement une topologie sur X mais qui n’est pas a priori séparée ; elle est séparée
si et seulement si d est une distance.

Remarque 2.1.2. Nous aurons l’habitude de noter les (pseudo-)espaces métriques en ne
mentionnant que ’ensemble X ; toute ambiguité sera levée en notant la pseudo-distance par

dx, ou encore, par d, lorsque seront considérées des suites de pseudo-espaces métriques
(X, dn).

Soit d une pseudo-distance donnée sur X, la relation ~ définie par : x ~ y si et seulement
si d(x,y) = 0 est une relation d’équivalence. L’application d passe au quotient de X par ~

définissant ainsi un espace métrique (X/ ~, d) appelé le métrisé de (X, d).
Voici un exemple qui sera fondamental dans cette these :

Exemple 2.1.3. Soit f : Q@ — R une fonction 1-lipschitzienne définie sur un ouvert )
de R™. Considérons le graphe S = G(f) = {(z, f(x)) : x € Q}. On le voit comme un sous-
ensemble achronal de (RV™,qy.,). Pour p et q dans S, définissons la quantité d(p,q) comme
étant la borne inférieure de f; V1,0 (G(t)) dt ot o [a,b] — S est une courbe lipschitzienne
reliant p et q. Notons que comme f est 1-lipschitzienne, la quantité q1 ,(A(t)), définie presque
partout, est positive ou nulle partout la ou elle est définie. Donc d est une pseudo-distance
sur S. Si de plus f est contractante alors d est une distance.
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Remarquons que lorsque f(x) = /qon(x,x) + 1, le graphe S nest autre que le modéle
lorentzien de l’espace hyperbolique réel de dimension n et d sa distance hyperbolique associée.

Exemple 2.1.4. Considérons lespace vectoriel R%. Soit d : R? x R? — RT lapplication :

d((z1,y1), (x2,92)) = [(z1 — 22) + (y1 — y2)| -

Alors d est une pseudo-distance. Tout point de R? est a pseudo-distance nulle de la diagonale,
et d s’y restreint en une distance. Le mélrisé est isométrique a la droite réelle.

Les notions de limite, complétude, compacité s’étendent naturellement aux pseudo-espaces
métriques. Cependant, une suite peut admettre plusieurs limites, mais qui sont alors a
pseudo-distance nulle les unes des autres. Ainsi, un pseudo-espace métrique (X, d) est com-
plet si toute suite de Cauchy admet une limite (qui n’est pas forcément unique!). 1l est dit
compact 8’il est séquentiellement compact c’est-a-dire toute suite admet une valeur d’adhé-
rence. Il est localement compact si tout point admet un voisinage compact. Il est dit propre
si les boules fermées sont compactes.

Proposition 2.1.5. Un pseudo-espace métrique (X, d) est complet (compact, localement

compact, propre) si et seulement si son métrisé (X/ ~,d) est complet (compact, localement
compact, propre).

Démonstration. Supposons que (X, d) est complet. Soit (Z,)n>0 une suite de Cauchy de
(X/ ~,d) et soit pour tout n > 0, z,, un représentant de Z,. On a d(z,,Zn) = d(Tn, Tm)
et donc (zy)n>0 est une suite de Cauchy de (X, d). Ce qui implique que (z,)n>0 admet une
valeur d’adhérence = dans (X,d). La projection de z dans (X/ ~,d) est alors une limite
de la suite (Z,,),. Réciproquement, supposons que (X/ ~,d) est complet. Soit (z,,),>0 une
suite de Cauchy de (X, d), elle se projette en une suite de Cauchy de (X/ ~,d) qui converge

donc vers un z dans (X/ ~,d). Tous les relevés de Z sont alors des limites de (x,,),>0. Le
reste se démontre de maniere analogue. O

Exemple 2.1.6. Soit R?\ {0} muni de la métrique induite d de l’exemple 2.1.4. Son métrisé
est non complet et non propre.

Définition 2.1.7. Deuz pseudo-espaces métriques (X,d) et (X',d') sont isométriques s’il
eziste une application f : X — X' vérifiant :

—d(z,y) =d' (f(z), f(y)) pour tout x,y dans X ;

— tout point de X' est & pseudo-distance nulle de f(X).
Dans ce cas, [ est appelée une isométrie.

Proposition 2.1.8. Les pseudo-espaces métriques (X, d) et (X',d’) sont isométriques si et
seulement si leurs métrisés (X/ ~,d) et (X'/ ~,d') sont isométriques.

Démonstration. Supposons que f est une isométrie entre (X, d) et (X',d’). Il est évident
que cette application définie une isométrie entre les espaces métriques quotients. Récipro-
quement, supposons que f : X — X’ est une isométrie. Pour chaque classe d’équivalence
z’' de (X'/ ~,d’) choisissons un représentant ' de X’. Soient T dans (X/ ~,d) et ' dans
(X') ~,d") tel que f() = #'. Considérons la fonction f : X — X’ qui envoie un élément

x de X sur le représentant =’ - que nous venons de choisir - de la classe Z’ = f(z). Cette
application est clairement une isométrie de pseudo-espaces métriques. O

2.2 Les espaces métriques de longueur

Parmi ’ensemble des espaces métriques se distingue par ses propriétés géométriques la
famille des espaces métriques riemanniens. Une particularité de ces espaces métriques est que
la distance entre deux points est donnée par la borne inférieure des longueurs des courbes
C! les joignant. Une généralisation naturelle est celle des espaces métriques de longueur.
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2.2.1 Une premiere définition

Soit (X, d) un espace métrique et soit « : [0,1] — X une courbe continue. Pour toute
subdivision S = {to, ...., tn } de [0, 1], définissons S(a) = 3 d(a(t;), a(ti+1)). La borne supé-
rieure des S(a) sur toutes les subdivisions de [0, 1] est la longueur L(«a) de la courbe a. Une
courbe « est dite rectifiable si elle est de longueur finie. La fonction L permet de définir une
distance dy, (au sens de la définition 2.1.1) sur X de la maniere suivante :

dr(z,y) = inf{ L(a))| est une courbe rectifiable joignant x et y },

et dr(z,y) = +oo s’il n’existe pas de courbe rectifiable joignant = et y.

Définition 2.2.1. Un espace métrique (X,d) est appelé espace de longueur si les distances
d et dj, coincident.

Remarque 2.2.2. La distance dj, n’est une vraie distance que si (X, d) est connexe par arcs
rectifiables.

La proposition suivante résume les propriétés de la fonction L :

Proposition 2.2.3. ([27, Proposition 2.3.4], [26, Proposition 1.1.20]).

~ 1) L est additive : Lo, 1,)) = L(ag, 1,]) + L(Q[ey,45]), pour tout ty < t3 < to dans
[0,1] et o continue.

= 2) Sia:|0,1] = X est rectifiable alors L(ajoy)) est une fonction continue en t.

— 8) L est invariante par reparamétrisation : L(a o f) = L(a) ot f est un homéomor-
phisme.

— 4) L est semi-continue inférieurement : si «; est une suite de chemins rectifiables
convergeant uniformément vers «, alors liminf L(cy;) > L(«)

- 5) L(a) > d(x,y) pour toute courbe continue a reliant x et y.

Définition 2.2.4. Une courbe rectifiable o : [0,1] — X reliant deux points x et y est dite
géodésique si et seulement si a(0) =z, a(l) =y et d(a(ty), a(tz)) = |[t1 — ta.

Dans le cas ol d(af(ty), a(tz)) = a|t; — t2| pour un certain a positif, on parle de géodé-
sique paramétrée a vitesse constante. Un espace de longueur (X, d) est dit géodésique si pour
tous x et y dans X, il existe une géodésique « les reliant. Il est dit uniquement géodésique
si cette géodésique est unique. Un sous-ensemble C' C X est dit géodésiquement convexe si
C, muni de la restriction de d, est géodésique.

Remarque 2.2.5. Comme toute courbe rectifiable peut étre paramétrée par sa longueur
d’arc, on peut se restreindre dans la définition 2.2.4 aux courbes 1-lipschitzienne.

Exemple 2.2.6. Considérons l’espace vectoriel R™ muni de sa métrique euclidienne deqy.
usuelle. Alors (R™, deye) est un espace de longueur uniquement géodésique. Dans ce cas, la
longueur L(a) d’une courbe o n'est autre que [ | &(t) | dt.

Il est clair qu’un espace métrique géodésique possede la propriété du point milieu : pour
tous z, y dans X, il existe au moins un point z dans X tel que : d(z, z) = d(y, z) = %d(w, Y).
De méme, un espace de longueur possede la propriété du point milieu approximative : pour
tous z, y dans X et € > 0 il existe un z dans X tel que d(z,z) < %d(x,y) +eetd(y,z) <
%d(ac7 y) + €. La réciproque reste vraie dans le cas d’un espace métrique complet comme le
montre le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.7. (|27, Théoreme 2.4.16]). Soit (X, d) un espace métrique complet.
- 1) Si (X,d) posséde la propriété du milieu, alors (X,d) est un espace géodésique.
- 2) Si (X,d) posséde la propriété du milieu approxzimative, alors (X,d) est un espace
métrique de longueur.
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Le théoreme suivant est une conséquence immédiate du théoreme d’Ascoli-Arzéla et de
la semi-continuité inférieure de la fonction L :

Théoreme 2.2.8. ([27, Théoreme 2.4.23]). Un espace de longueur complet localement com-
pact est géodésique.

L’exemple suivant montre que sans hypothése de complétude le théoreme est faux :

Exemple 2.2.9. Considérons ’espace R™ \ {0} muni de la distance euclidienne induite o
n > 1. C’est un espace de longueur non géodésique. En effet, deux points symétriques par
rapport a 0 n'ont pas de point miliew dans R™ \ {0}.

2.2.2 Une deuxiéme définition

Soit X un espace topologique. Considérons A un ensemble de courbes « : [a,b] — X
vérifiant les propriétés suivantes :
— 1) Si a: [a,b] = X est une courbe dans A, alors la restriction de « & [¢,d] C [a, ] est
une courbe de A.
- 2)Sia:|a,c = X et :[c,b] = X sont deux courbes concaténables dans A, alors la
courbe v : [a,b] — X telle que v = a sur [a, c] et v = 3 sur [¢, b] est une courbe de A.
— 3) Cet ensemble est invariant par reparamétrisation des courbes.
Dans ce cas I'ensemble A est appelé classe admissible et les courbes de A sont appelées
courbes admissibles.

Exemple 2.2.10. Un ezemple typique de classe admissible est celui de [’ensemble des
courbes continues d’un espace métriqgue donné. Un autre exemple est donné par les courbes
1-lipschit-ziennes d’un espace métrique, ou encore, des courbes C' par morceaus lorsque
l’espace est une variété.

Définition 2.2.11. Soit £ : A — RU {oo} une fonction vérifiant les conditions 1), 2) et
3) de la proposition 2.2.3. On dit que L est une pseudo-structure de longueur.

Soit £ une pseudo-structure de longueur sur X, on obtient naturellement une pseudo-
distance d, sur X définie par :

dr(x,y) = inf{L(«)|a est une courbe admissible joignant x et y }.

Définition 2.2.12. Sid, est une distance (définie positive), on dit que L est une structure
de longueur. Dans ce cas la distance dg est dite intrinseque.

Proposition 2.2.13. ([27, Proposition 2.4.1]). Soit £ une structure de longueur. Alors
Uespace métrique (X, dr) est un espace métrique de longueur.

Une conséquence immédiate de cette proposition est le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.14. Soit L une pseudo-structure de longueur. Alors le métrisé (X/ ~,dr)
est un espace de longueur.

Exemple 2.2.15. Soit (M, g) une variété Riemannienne de classe Ct. On prend comme
classe admissible A I’ensemble des courbes C' par morceaus, et on définit la pseudo-longueur
L(a) d’un élément o de A comme dans 'exemple 2.2.6 comme étant l’intégrale des normes
des vecteurs tangents le long de tous les segments différentiables de . Alors, (M,d.) est un
espace métrique de longueur.

Bien que les distances dy, et d. coincident, les structures de longueur L et £ ne coincident
pas en général. En effet I'item (4) la Proposition 2.2.3 montre que la semi-continuité inférieure
de la structure de longueur £ est une condition nécessaire pour que les deux structures de
longueur L et L coincident. Le théoreme suivant montre que cette condition est en fait
suffisante :
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Théoréme 2.2.16. ([27, Théoreme 2.4.3]). Si L est une structure de longueur semi-continue
inférieurement, alors L coincide avec la structure de longueur induite par la distance d .

Définition 2.2.17. Un espace métrique géodésique est dit géodésiquement complet si toute
géodésique se prolonge en une géodésique définie sur R tout entier.

Le théoreme suivant est une généralisation naturelle au cadre des espaces de longueur
du Théoreme de Hopf-Rinow pour les variétés Riemanniennes.

Théoréme 2.2.18. ([26, Proposition 1.3.7]). Soit (X,d) un espace métrique de longueur
complet localement compact. Les assertions suivantes sont équivalentes :

~ 1) X est complet;

— 2) les boules fermées sont compactes ;

- 3) X est géodésiquement complet.

2.3 Les espaces CAT(0)

La notion d’espace métrique CAT(0) a été introduite par Alexandroff ([1]) généralisant
ainsi la notion de courbure scalaire non positive pour les variétés riemanniennes lisses.

Dans toute la suite, (X,d) désigne un espace métrique géodésique. Un triangle A est
la donnée de trois point x, y et z (appelés sommets) et trois géodésiques [z,y], [y, 2] et
[z, z] (appelés cotés) joignant les trois points x, y et z. Soit A([z,y], [y, 2], [#, z]) un triangle
géodésique de X. Un triangle de comparaison de A dans I'espace modele R? (resp ——H?

S

pour un certain k # 0) est un triangle A([z, 7], [y, z], [z, 7]) de R? (resp ﬁ]}ﬂz) vérifiant :

d(x,y) = dewe(Z, §), d(y, 2) = dewe(F, Z) et d(x, 2) = deuc(T, Z). Un tel triangle existe toujours
et est unique & isométrie pres. Soit p un point de [z, y]. Un point p dans [z, y] est dit point
de comparaison & p si d(z,p) = dewe(Z,p). On définit de maniere similaire les points de
comparaison pour les deux autres cotés [g, Z] et [Z, Z].

Définition 2.3.1. L’espace métrique (X, d) est un espace CAT(0) (respectivement CAT (k)
ot k < 0) si pour tout triangle A dans X et tout point p et q sur les cotés de A, on a
d(p, q) < dewe(p, @) 0t P, @ dans A sont des points de comparaison de p et q et A le triangle
de comparaison de A dans R? (respectivement dans ——H?).

VKl

Exemple 2.3.2. L’espace euclidien R™ est un espace CAT(0).

Définition 2.3.3. Un espace géodésique est dit ¢ courbure négative ou nulle (noté NPC)
s’il est localement CAT(0) : pour tout x dans X, il existe un r > 0 tel que la boule B(z,r)
est un espace CAT(0).

Proposition 2.3.4. ([26, Proposition I1.1.4]). Soit (X, d) un espace métriqgue CAT(0). Pour
tout € > 0, il existe 0(¢€) tel que si p est un point milieu de la géodésique [x,y] et si p’ est un
point vérifiant

1
max {d(.’E,p/), d(y7p/)} § id(xa y) =+ 57
alors d(p,p’) < e.

Dans un espace géodésique, la fonction distance d est dite convezre si pour toutes les
géodésiques g : [0,1] = X et as : [0,1] = X paramétrées & vitesse constante, application
d :[0,1]?> — R définie par (s,t) — d(a1(s),az(t)) est convexe ou de maniére équivalente :

d(a1(t), az(t)) < (1 —t)d(a1(0), a2(0)) + td(a1(1), aa(1)).

Une conséquence immédiate de la convexité de la distance est qu’'un tel espace est uniquement
géodésique. Une autre conséquence est le fait que les boules sont convexes.
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Proposition 2.3.5. ([26, Proposition 11.2.2]). Soit (X, d) un espace CAT(0). Alors X est
un espace a distance conveze.

Corollaire 2.3.6. Un espace métriqgue CAT(0) est uniquement géodésique.

Le théoreme suivant montre que dans le cas d’une variété riemannienne suffisamment
lisse la propriété CAT(0) est équivalente & la négativité de la courbure sectionnelle :

Théoreme 2.3.7. ([29], [1], [26, Théoréme II.1.A.6]). Soit M une variété riemannienne
compléte simplement conneze de classe C3. Alors (M,d), ou d est la distance riemannienne
associée, est un espace métriqgue CAT(0) si et seulement si M est a4 courbure sectionelle
négative.

Il existe plusieurs autres caractérisations équivalentes de la notions CAT(0) comme le
montre la proposition suivante :

Proposition 2.3.8. ([26]). Soit X un espace métrique géodésique. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
- 1) X est CAT(0) ;
— 2) Pour tout triangle géodésique A([z,y],[y, 2], [z, x]) et tout p dans [x,y] tel que
d(m,p) = d(yvp); on a d(Z,p) < d(zvﬁ) ;
- 3) X wvérifie linégalité de Bruhat-Tits i.e pour tout x, y, et z dans X et pour tout p
dans X tel que d(x,p) = d(y,p) = %d(az,y) on a

1
d(w,2)* +d(y, 2)* > 2d(p, 2)* + Sd(z,)*.

Soit X un espace métrique donné. On dit que X vérifie la CAT(0) condition des 4-points si
pour tout quadruplet de points (1, y1, T2, y2) il existe un quadruplet de points (Z1, J1, T2, ¥2)
dans R? tel que : d(z;,y;) = d(Z;,y;) pour i,j € {1,2}, et d(z1,x2) < d(T1,Z2), d(y1,y2) <
d(g1,72). La CAT(0) condition des 4-points constitue une reformulation de I'inégalité CAT(0)
en terme de la géométrie des quadrilateres. En effet, une conséquence immédiate de la
définition de I’espace CAT(0) est qu’un tel espace possede la CAT(0) condition des 4-points.
La réciproque reste vraie dans un cadre un peu plus restreint :

Proposition 2.3.9. Soit X un espace métrique complet. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
- 1) X est un espace CAT(0);
- 2) X posséde la propriété du point milieuw approximative et la CAT(0) condition des
4-points.

La proposition 2.3.9 nous permet de définir la notion de CAT(0) pour les pseudo-espaces
métrique complets. Ainsi :
Définition 2.3.10. Un pseudo-espace métrique complet est CAT(0) s’il posséde la propriété
du point milieu approzimative et la CAT(0) condition des 4-points.

On obtient facilement la proposition suivante :

Proposition 2.3.11. Un pseudo-espace métrique est CAT(0) si et seulement si son métrisé
est CAT(0).

2.4 Arbres réels

Un arbre réel est un espace métrique géodésique dans lequel deux points quelconques sont
joints par un unique arc. On peut aussi le voir comme étant un espace métrique uniquement
géodésique tel que si [z,y] est la géodésique reliant deux points distincts x et y, alors tout
point z dans |z, y[ déconnecte = de y. On le note généralement par T. Il est clair qu'un arbre
réel est un espace CAT(0).

27



Exemple 2.4.1. La droite réelle est un arbre réel. De méme un segment est un arbre réel.

Exemple 2.4.2. Considérons R?* muni de la distance définie par d((z1,v1), (z2,2)) =
|x1 — 22| + |y1| + |y2| st 21 # z2 et d((x,y1), (2, y2)) = |y1 — y2|. On peut le voir comme
étant la droite (y = 0) sur laquelle on attache en tout point une droite verticale. Ainsi
la géodésique reliant (x1,y1) & (T2,y2) est Punion de la géodésique [(x1,y1), (x1,0)], de la
géodésique [(x1,0), (z2,0)] et de la géodésique [(0,yz), (z2,y2)]. C’est un arbre réel.

Définition 2.4.3. Un arbre réel est dit simplicial si ’ensemble des points x tel que T \ {x}
admet au moins trois composantes connexes est un ensemble discret fermé.

Soit I" un groupe de type fini agissant par isométries sur 7. Un élément ~ est dit elliptique
il a un point fixe. Il est dit hyperbolique si b1 () = inf er {d(z,vyz)} est non nul. Un axe de
translation d’un élément ~ est une partie isométrique a R sur laquel v agit par translation.
Morgan et Shalen ([39]) ont montré que I’ensemble A, = {z € T tel que d(z,vz) = lr(y)}
est un axe de translation si et seulement si v est hyperbolique. Un bout de T est une classe
d’équivalence de rayons dans 7T ou deux rayons sont identifiés si leur intersection est un
rayon. L’action de I' sur T est minimale si le seul convexe I' invariant non vide est T'. Elle
est irréductible s’il n’existe pas de bout fixé par I'.

Proposition 2.4.4. [42, Proposition 2.4] Soit T un arbre réel muni d’une action isomé-
trigue de I'. Alors, l’action de T" est minimale si et seulement si T est l'union des azxes de
translations des éléments hyperboliques de T'.

Définition 2.4.5. On appelle fonction longueur dun arbre réel T la fonction by : T’ —
[0, +00[ définie par br(vy) = inf er {d(x,vz)}.

D’apres Morgan et Shalen [39] les arbres réels minimaux irréductibles sont caractérisés
par leurs fonctions de longueur. Autrement dit s’ils ont la méme fonction de longueur alors
ils sont isométriques. Nous aurons par la suite besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.6. [42, Lemme 4.3] Tout segment compact d’un arbre réel muni d’une action
minimal et irréductible d’un groupe T' de type fini, est contenu dans un axe de translation.

Définition 2.4.7. On appelle T'-arbre réel un arbre réel T muni d’une action isométrique
deT.

2.5 Les espaces hyperboliques au sens de Gromov

Les espaces métriques hyperboliques au sens de Gromov ont été introduits par Gromov
dans [34]. Toutefois il existe plusieurs définitions équivalentes de cette notion que nous allons
rappeler dans cette partie.

Soit X un espace métrique et J un réel positif.

Définition 2.5.1. L’espace métriqgue X est dit §-hyperbolique si pour tout triangle géodé-
sique (x,y,z) de X, la géodésique [x,y] est contenue dans le §-voisinage de la réunion des
géodésiques [y, 2| et [z, z]. Il est dit hyperbolique s’il est §-hyperbolique pour un certain § > 0.

Exemple 2.5.2. L’espace hyperbolique H? constitue un exemple typique d’espace hyperbo-
lique au sens de Gromov. C’est un espace In(1 + v/2)-hyperbolique.

Remarque 2.5.3. D’aprés Uexemple 2.5.2, les espaces CAT (k) avec k < 0 sont des espaces
hyperboliques au sens de Gromov avec des constantes d’hyperbolicité ne dépendant que de k.

Proposition 2.5.4. Toute variété riemannienne simplement connexe, compléte de classe
C? & courbure sectionnelle k < a < 0 est hyperbolique au sens de Gromov.
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Démonstration. Conséquence du Théoreme 2.3.7 et de la Remarque 2.5.3. O

Soit (x,y, z) un triangle géodésique de X. Considérons le tripode T'(z,y, z) i.e 'unique
arbre simplicial & quatre sommets Z, g, Z et 0 et & trois arétes [Z, 0], [, ] et [Z, 0] de longueur
a, b et ¢ respectivement défini par :

= d(z,y) = a+b;
—d(z,z) =a+c;
- d(y,z) =b+c.

Il existe alors une unique fonction modulo isométrie, appelée fonction de comparaison, du
triangle géodésique (x,y, z) sur le tripode T'(x,y, z) envoyant les z, y et z sur T, § et Z et
telle que sa restriction & chaque coté du triangle (z,y, z) est une isométrie.

Définition 2.5.5. Un espace métrique géodésique X est dit §-hyperbolique si pour tout tri-
angle géodésique, la pré-image par la fonction de comparaison de o est de diamétre inférieur
aod.

Il existe une autre définition de 'hyperbolicité qui ne fait intervenir que la distance.

Définition 2.5.6. On appelle produit de Gromov de y et z par rapport a x la quantité définie
par :

%(d(y, x) +d(z,x) — d(y, 2)).

Définition 2.5.7. L’espace métrique X est dit d-hyperbolique si pour tout x, y, z et e dans
X ona:

(yz)a: =

(z.y)e > min((z.2)e, (y.2)e) — 0.

Remarque 2.5.8. La définition 2.5.7 a la particularité de se généraliser aux pseudo-espaces
métriques et aur espaces non géodésiques.

Proposition 2.5.9. ([26, Proposition III1.1.17, Proposition II1.1.22]). Les définitions 2.5.1,
2.5.5 et 2.5.7 sont deux a deux équivalentes pour les espaces métriques géodésiques. O

Le théoreme suivant donne une condition necessaire et sufisante pour qu’un espace
CAT(0) soit hyperbolique :

Théoréme 2.5.10. ([26, Théoreme II1.1.5]). Un espace CAT(0) propre muni d’une action
cocompacte d’un groupe I' est hyperbolique si et seulement s’il n’‘admet pas de sous espace
isométrique a R2.

Exemple 2.5.11. Un arbre réel est un espace métrique 0-hyperbolique. En fait ¢’est méme
équivalent : un arbre réel est un espace métrique géodésique qui est 0-hyperbolique.

2.6 Diverses notions de convergence d’espaces métriques

Nous allons dans cette section passer en revue diverses notions de convergence d’espaces
métriques.

2.6.1 Convergence compacte-ouverte

Cette notion est la plus forte comme le montrent les propriétés que nous allons éta-
blir. Son grand inconvénient est de ne faire sens que lorsque les espaces métriques X,, sont
tous homéomorphes a un espace fixé. Cependant, cette notion reste la plus adaptée a notre
contexte et sera ainsi la vedette de cette these amenant a la preuve de nos théorémes prin-
cipaux. Considérons une famille de distances d,, sur le méme ensemble X, et y définissant
la méme topologie.
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Définition 2.6.1. Les espaces métriques (X, dy,) convergent uniformément vers un espace
métrique (X, d) si et seulement si les applications d,, : X x X — [0, +oo| convergent unifor-
mément vers une pseudo-distance d : X x X — [0, +oo] tel que (X, d) est I'espace métrique
quotient de (X,d).

Définition 2.6.2. On dit que les espaces métriques (X, d,,) convergent uniformément sur les
compacts vers un espace métrique (X, d) si les applications d,, : X x X — [0, +o0[ convergent
uniformément sur les compacts vers une pseudo-distance d telle que ()_(, CZ) soit isométrique
a Uespace métrique quotient de (X, d).

Il n’est pas vrai que la limite pour la convergence uniforme sur les compacts d’espaces
métriques complets soit complete comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 2.6.3. Pour tout n > 0 soit f, :]0,2[— R un homéomorphisme égal a l'identité
sur [%,2 — %] Soit d,, la distance image réciproque par f, de la distance usuelle de R
définie sur X =]0,2[. Alors (X,d,) est une famille d’espaces métriques complets convergeant
uniformément sur les compacts vers X muni de la distance induite qui est un espace métrique

non complet.

L’exemple suivant est un cas particulier ou ’espace limite hérite les mémes propriétés
que les (X,d,) :

Exemple 2.6.4. Soit (X,d,) une famille d’espaces métriques convergeant uniformément
sur les compacts vers un espace métrique (X,d) tel que d, < d ot d est la pseudo-distance
sur X dont d est isométrique au métrisé.

Si on suppose que les (X, d,,) sont propres, alors (X,d) est propre. En effet, soit (xr)ren
une suite dans X qui se projette dans une boule fermée B de (X,d). Comme d; < d,
limage réciproque de B dans X est forcément contenue dans un compact K de X (compact
pour la topologie induite sur X par les distances d,) et donc la suite (xx)ren admet une
valeur d’adhérence x dans K. Comme les d,, convergent uniformément sur K vers d, x est
ausst valeur d’adhérence de (x)ren pour d. Donc la projection de (xy)ren converge vers la
projection de x dans (X, d).

Si on suppose que les (X, d,,) sont propres et complets, alors (X, d) est complet. En effet,
si (Tr)ren est une suite dans X qui se projette en une suite de Cauchy de (X,d) pour d,
alors c’est une suite de Cauchy de (X,d) et donc une suite de Cauchy pour tous les d,,. Or
les (X, d,) sont propres, ce qui montre que la suite (zx)ren a une limite et donc que (X, d)
est complet.

Si on suppose que la convergence est uniforme et que les (X,d,) sont complets, alors
(X,d) est complet.

2.6.2 Convergence Lipschitz
On se donne deux espaces métriques X; et X5. Pour toute fonction lipschitzienne f :

X1 — X3 on définit
dil(f) =  sup dx, (f(21), f(y1))
NS SN S ACIR Y

C’est la dilatation de ’application lipschitzienne f. Considérons la distance dj, définie par :

drip(X1, X2) = inflog(max {dil(f), dil(f~")}),

ou la borne inférieure est prise sur ’ensemble des homéomorphismes bi-lipschitziennes entre
X7 et X5. S’il n'existe pas d’homéomorphisme bi-lipschitzienne entre X; et X, alors on
pose dpip(X1, X2) = +00.
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Théoréme 2.6.5. ([27, Théoreme 7.2.4]). La distance dr;, est une distance sur l’ensemble
des espaces métriques compacts modulo isométrie.

Définition 2.6.6. On appelle topologie Lipschitz la topologie induite par la distance dp;p.
Ainsi une suite d’espaces métriques X,, converge vers un espace métriqgue X pour la topologie
Lipschitz si et seulement si dpip(Xpn, X) —— 0.

n—oo

2.6.3 4-Points limite

Soient (X, d) un espace métrique et (X, d,)nen une suite d’espaces métriques tels que :
pour tout quadruplet (z1,x2,23,24) de points de X et pour tout € > 0, il existe une infi-
nité d’entiers n pour lesquels il existe des quadruplets (z1(n), z2(n),z3(n),z4(n)) dans X,
vérifiant : pour tout 1 < 4,5 < 4,

|d(wi, 25) = dn(zi(n), 2;(n))| <e.

Définition 2.6.7. L’espace (X, d) est une 4-points valeur d’adhérence des espaces métriques
(X, dy).

Théoreme 2.6.8. ([26, Théoreme I11.3.9]). Soit (X, dn)nen une suite d’espaces métriques
CAT(0) (respectivement CAT(k) ou k < 0) et soit (X,d) un espace métrique complet et
vérifiant la propriété du miliew approximative. On suppose que (X, d) est une 4-points limite
des espaces (Xp,dy,). Alors X est un espace CAT(0) (respectivement CAT(k)).

Il n’est pas vrai en général que le complété d'un espace géodésique soit géodésique.
Cependant, comme le complété d’un espace métrique (X, d) est de maniére évidente une
4-point valeur d’adhérence de la suite constante ou chaque (X, d,,) est (X, d), on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 2.6.9. Le complété d’un espace métrique CAT(0) est un espace CAT(0).

2.6.4 Convergence de Hausdorff-Gromov

Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout sous-ensemble S de X et r > 0, le r-voisinage
de S est 'ensemble défini par V,.(S) = UzesB(z, 7).

Définition 2.6.10. La distance de Hausdorff entre deuzr sous-ensembles non vides S1, So
de X est définie par dg(S1,S2) =1inf{r > 0:5; C V,.(S2) et So C V,.(S1)} si un tel r existe
et dg(S1,S2) = +oo sinon.

A moins de se restreindre aux sous-ensemble fermés de X, dy n’est pas une distance sur
Pensemble P(X) des parties de X. En effet :

Proposition 2.6.11. ([27, Proposition 7.3.3]). Soit (X, d) un espace métrique.
— 1) dg est une pseudo-distance sur ’ensemble P(X)\ {@} des parties non vides de X ;
— 2)dp(S1,52) =0 si et seulement si S; = S5.

Un corollaire immédiat de la proposition précédente est le fait que ensemble F(X) des
sous-ensemble fermés non vides de X muni de la distance de Hausdorff dg est un espace

métrique qui s’identifie & I’espace métrique quotient (P(X),d).

Proposition 2.6.12. ([27, Proposition 7.3.7, Théoreme 7.3.8]). Soit (X,d) un espace mé-
trique.

- 1) Si (X,d) est complet, alors (F'(X),dm) est complet.

- 2) Si (X,d) est compact, alors (F(X),dp) est compact.
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La distance de Hausdorff-Gromov est définie entre deux espaces métriques quelconques,
I'idée est d’identifier les espaces isométriques. Ce qui amene a se restreindre aux espaces
compacts.

Définition 2.6.13. La distance de Hausdorff-Gromov entre deux espaces métriques X, et
Xo est définie comme étant la borne inférieure des v > 0 pour lesquels il existe un espace
métrique X et deux sous espaces métriques X, et X} isométriques a X et Xo respectivement
vérifiant dg (X1, X4) < r. On la note dgg (X1, X2).

Dans la définition précédente au lieu de prendre tous les espaces métriques X qui ad-
mettent des plongements isométriques de X; et X5, on peut se restreindre aux espaces mé-
triques qui sont obtenus comme des espaces quotients de 'union disjointe de X; et X5 par
une pseudo-distance d vérifiant : d|x, = d; et d|x, = d2. En d’autres termes, dgp (X7, X2)
est la borne inférieure des r > 0 pour lesquels il existe une pseudo-distance d sur 1'union
disjointe X; U X5, prolongeant les distances dy et dy et vérifiant dg (X1, X2) < 7. En effet,
soit X un espace métrique et soit fi, fo deux plongements isométriques de X, X5 dans
X tel que dg(f1(X1), f2(X2)) < r. Définissons la pseudo-distance d sur Xy U X5 par : si
x1 € X7 et 9 € Xy alors d(z1,x2) = dx (f1(x1), fo(x2)). Pour cette pseudo-distance on a
dH(Xl, XQ) <r.

Proposition 2.6.14. ([27, Proposition 7.3.13]). La distance de Hausdorff-Gromouv vérifie
l'inégalité triangulaire :

dar(X1,Xs3) < dgu (X1, X2) + dau (X2, X3).

Il existe une autre formulation de la distance de Hausdorfl-Gromov utilisant la notion de
correspondance :

Définition 2.6.15. Une correspondance entre deux ensembles X1 et Xo est un sous-ensemble
R C X7 x X5 tel que les projections m : R — X3 et mo : R — X5 soient surjectives.

Définition 2.6.16. Soit R une correspondance entre deux espaces métriques X, et Xs. La
distorsion de R est définie par :

dis(R) = sup {|dx, (x1,y1) — dx,(x2,92)| : (x1,22) € R et (y1,y2) € R}.

Le théoreme suivant donne une autre définition équivalente a celle de 2.6.13 de la distance
de Hausdorff-Gromov.

Théoréeme 2.6.17. ([27, Théoreéme 7.3.25]). Soient X1, Xy deux espaces métriques non
vides. Alors

1
den (X1, X2) = 3 inf {dis(R), ot R est une correspondance entre X1 et Xo}.

|
Soit f : X1 — X, une isométrie entre X; et Xs. Considérons la correspondance R
définie par R = {(z, f(z)) : « € X1}. Dans ce cas dis(R) = 0. Réciproquement, si R est une
correspondance entre X; et X5 telle que dis(R) = 0, alors il existe une isométrie f : X; —
X; telle que R = {(z, f(x)) : x € X1}. En effet, pour tous (z1,z2), (y1,y2) dans R on a
dx,(x1,y1) = dx,(x2,y2). Ceci implique en particulier que pour tout x; dans X7, il existe
un unique f(x1) = z2 dans Xo tel que (x1, f(x1)) € R. Il est clair que f est l'isométrie
voulue. On obtient en particulier que si X7 et X5 sont isométriques, alors dgg (X1, X2) = 0.
La réciproque reste vraie dans le cas compact :

Théoréme 2.6.18. ([27, Théoreme 7.3.30]). La distance de Hausdorff-Gromov définie une
distance sur l’espace des classes d’isométries des espaces métriques non vide compacts c’est-
a-dire dgg (X1, X2) = 0 si et seulement si X1 et Xo sont isométriques.
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Remarque 2.6.19. Si dgp(X1,X2) = 0 avec X1 compact et Xo complet, alors X est
compact et donc isométrique a X1. En effet, pour tout € > 0 il existe une correspondance
R telle que dis(R) < e. Comme X1 est compact, il existe un sous ensemble fini X' tel que
dist(x1,X') < € pour tout 1 dans X;1. Notons Y l’ensemble des xo dans X5 pour lesquels
il existe x1 dans X' vérifiant (x1,x2) € R. Il est clair que dist(x,Y) < 2¢ pour tout x dans
Xs. Comme X1 est compact, il existe donc un sous-ensemble fini Y’ de Y tel que pour tout
x dans Xo on ait dist(x,Y") < 4e. Le € étant quelconque et Xo étant complet, ceci implique
que Xo est compact.

Le théoreme 2.6.18 permet de définir une notion de convergence entre espaces métriques
compacts :

Définition 2.6.20. On dit qu’une suite (X, )nen d’espaces métriques non vides converge
pour la topologie de Hausdorff-Gromouv vers un espace métrique non vide compact X si et
seulement si

dog (X, X) —— 0.

n—oo

Une conséquence directe du Théoreme 2.6.17 est le corollaire suivant :

Corollaire 2.6.21. Une suite d’espaces métriques non vides X, converge pour la topologie
de Hausdorff-Gromov vers un espace métriqgue non vide compact X si pour tout € > 0 , il
existe ng > 0 tel que : pour tout n > ng, il existe une correspondance R, entre X, et X
vérifiant :

l[dx, (Xn, yn) — dx (z,9)| < 2¢, pour tous (zn,x), (yn,y) dans R,.

Exemple 2.6.22. Soit (X, d,,)nen une suite d’espaces méltriques non vides compacts conver-
geant uniformément vers un espace métrique (X, d). Alors (X,dp)nen converge vers (X, d)
pour la topologie de Hausdorff-Gromov.

La proposition suivante résume les propriétés de la convergence au sens de Hausdorff-
Gromov.

Proposition 2.6.23. [26, Proposition 1.5.38] Soit X un espace métrique complet. On sup-
pose que X est une limite Hausdorff-Gromov d’espaces métriques X, .

1) Si chaque X,, est un espace de longueurs, alors X est un espace de longueurs.

- 2) Si chaque X, est propre, alors X est propre.

— 3) Si chaque X,, est propre et géodésique, alors X est propre et géodésique.

4) Si chaque X,, est CAT(0), alors X est CAT(0).

Définition 2.6.24. Une famille d’espaces métriques compacts (X;,d;)icr est dite unifomé-
ment compacte St :
— 1) Il existe une constante C telle que diam(X;) < C pour tout i ;
— 2) Pour tout € > 0, il existe un entier naturel N(e) tel que pour tout i, X; contient un
ensemble fini e-dense Y; (c¢’est-a-dire dist(x,Y;) < € pour tout x dans X;) de cardinal
inférieur a N.

Le théoréme suivant est un théoreme de pré-compacité di & Gromov :

Théoreme 2.6.25. ([26, Théoréme 1.5.41]). Toute famille uniformément compacte d’espaces
métriques compacts est pré-compact pour la topologie de Hausdorff-Gromov. En d’autres
termes toute suite (X, )nen extraite de cette famille admet une sous-suite convergente pour
la topologie de Hausdorff-Gromov.
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2.6.5 Convergence de Hausdorff-Gromov pointée

La topologie de Hausdorff-Gromov est définie entre espaces métriques quelconques mais
elle est peu adaptée aux espaces non compacts. En effet, la distance de Hausdorff-Gromov
entre un espace compact et un autre non compact est toujours infinie. La convergence de
Hausdorff-Gromov pointée est une version de la convergence de Hausdorff-Gromov adaptée
aux espaces métriques propres non compacts.

Définition 2.6.26. Un espace métrique pointé est la donnée d’un espace métrique (X, d)
muni d’un point base xg € X.

On se donne une suite d’espaces métriques pointés (X, dn, Zn)nen. Pour tout r > 0,
notons B, (r) la boule fermée de X,, de centre x,, et de rayon r.

Définition 2.6.27. On dit que les espaces métriques pointés (X, x,) convergent au sens de
la topologie de Hausdorff-Gromov pointée vers un espace métrique pointé (X, x) si et seule-
ment si les boules B, (r) convergent quand n tend vers +oo pour la topologie de Hausdorff-
Gromov vers la boule B(r) pour tout r > 0.

On a l'analogue de la proposition 2.6.23 dans le cas de la convergence de Hausdorff-
Gromov pointée :

Proposition 2.6.28. Soit (X, x) un espace métrique pointé complet. On suppose que (X, x)
est obtenu comme limite Hausdorff-Gromov pointée d’espaces (X, Tn).

— 1) Si chaque X,, est un espace de longueurs, alors X est un espace de longueurs.

— 2) Si chaque X,, est propre, alors X est propre.

— 8) Si chaque X, est propre et géodésique, alors X est propre et géodésique.

- 4) Si chaque X,, est CAT(0), alors X est CAT(0).

Démonstration. La proposition découle immédiatement de la Proposition 2.6.23 O

De la méme que pour la topologie de Hausdorff-Gromov, on a un théoréme de pré-
compacité :

Théoréeme 2.6.29. ([26, Théoreme 1.5.45]). Soit (X,,x,) une suite d’espaces métriques
pointés. On suppose que pour tout r > 0 et € > 0, il existe un entier N(r,e) tel que
chaque B, (r) posséde un ensemble fini e-dense de cardinal inférieur o N(r,¢). Alors la
suite (X, Tn)nen admet une sous suie extraite convergeante pour la topologie de Hausdorff-

Gromov pointée.

Remarque 2.6.30. Considérons l'espace de Minkowski RY™ muni de sa métrique qy,, =
—daﬁg + dx% + ...+ dxfl. Pour tout réel t > 0, posons :

HY = {x = (20, X1, -y Tp) : q1n(T) = —t2 et xy > 0} .

La restriction de la métrique lorentzienne q a chaque HY induit une métrique riemannienne

g:. Ce sont des variétés riemanniennes simplement connexes et completes a courbures ;—21
Pour tout t > 0, soit x; un point base de HZ. Comme le volume de la boule B(z¢,a)
sinh2(%)
sinh?(£)
de boules B(x:,,a) n'admet pas de sous-suite convergente pour la topologie de Hausdor(f-
Gromov quand t,, tend vers 0.

est sinhQ(%), tout ensemble fini e-dense est de cardinal N(e) > Donc la suite

2.6.6 Ultralimites

Définition 2.6.31. Un filtre sur N est une fonction u: P(N) — {0,1} vérifiant :
- p(0) =0, p(N)=1;
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- 80 S1 C Sy, alors u(S1) < p(S2);
— S5 u(S1) = p(S2) =1, alors u(S1 N Sz) = 1.

Dans la définition précédente, si p vérifie :
— u(S) + p(N\S) =1 pour tout S dans P(N),
alors p est appelé un ultra-filtre.

Définition 2.6.32. Un ultra-filtre p est dit non principal si p(S) = 0 lorsque S est fini.

L’existence d’un ultra-filtre non principal est assurée grace au lemme de Zorn. En effet,
considérons la relation d’ordre < sur l’ensemble des filtres de N définie par : pg < pg si
et seulement si p1(S) < p2(S) pour tout S dans P(N). Un filtre p est maximal pour cette
relation si et seulement si c’est un ultra-filtre. Soit w : N — {0,1} définie par w(S) = 1 si
et seulement si N\S est fini. C’est un filtre sur N. Remarquons qu’un ultra-filtre p est non
principal si et seulement si w < p. Une application du lemme de Zorn aux filtres de N vérifiant
w < u montre l'existence d’un ultra-filtre non principal. L’intérét des ultra-filtres, comme
le montre le lemme suivant, est de sélectionner une limite parmi les valeurs d’adhérences de
toute suite bornée.

Lemme 2.6.33. Soit p un ultra-filtre non principal défini sur N. Pour tout suite bornée de
nombres réels x,, il existe un unique réel x tel que p{n € N : |z, — x| < €} =1 pour tout
€ > 0.

Remarque 2.6.34. Le réel x du lemme 2.6.33 est noté lim, x,, et appelé lultra-limite de
la suite x,, suivant l'ultra-filtre non principal p.

Soit maintenant p un ultra-filtre non principal. Soient (X;, d;, p;)ien une suite d’espaces
métriques pointés. Considérons ’ensemble

Xoo = {x = (zi)ien € HXi : li;ndi(a:i,p,-) < —|—oo}

pointé en po, = (p;);. Considérons la pseudo-distance dn, définie sur X, par :
doo(T,y) = lilan di(wi, yi)-

Définition 2.6.35. Le métrisé (Xoo/ ~,doo) de (Xoo, doo) par la pseudo-distance do, pointé
en limage de ps est Uultra-limite de la suite (X, dn,Pn)nen swivant Uultra- filtre non
principal p. On le note généralement (X,,,d,,,p,)-

Exemple 2.6.36. [26, Remarque 1.5.55] Soit (X, d) un espace métrique dont le complété est
propre et soit xg un point firé de X. Pour tout ultra-filtre non principal p, Uultra-limite des
(X, dn,xn) = (X, d,x0) suivant p est isométrique au complété de X .

Remarque 2.6.37. [26, Remarque 1.5.55] Dans l’exemple précédent, l’hypothése de propreté
du complété est importante. En effet, si X est un ensemble dénombrable (infini) muni de la
distance d(z,y) = 1 pour tout x # y, son ultra-limite est un espace non dénombrable, alors
que (X,d) est déja lui-méme complet.

Un cas particulier d’ultra-limite est celui du cone asymptotique. On se donne un espace
métrique (X, d), une suite (py,)neny d’éléments de X et une suite (\;);en de réels strictement
positifs tendant vers 'infini. Considérons la suite (X,,, dy, %, )nen d’espaces métriques pointés
définie par : X, = X, d,, = ﬁd et *x, = pp.

Définition 2.6.38. L’ultra-limite de cette suite d’espaces métriques pointés suivant l’ultra-
filtre non principal p est appelée un cone asymptotique de X et est noté Cone,(X).
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La proposition suivante résume les propriétés de 1'ultra-limite :

Proposition 2.6.39. [26, Page 79] Soit (X, dn, *n)nen €t soit X,, son ultra-limite suivant
le filtre non principal . On a :
— 1) L’espace métrique X,, est complet.
— 2) Siles X,, sont des espaces de longueur, alors X, est un espace de longueur;
3) Siles X, sont des espaces géodésiques, alors X,, est un espace géodésique ;
~ 4) Si les X,, sont des espaces CAT(0) (CAT(k)), alors X, est un espace CAT(0)
(CAT(k)) ;
— 5) Siles X,, sont 6,-hyperboliques avec lim, §,, = § < oo, alors X,, est 6-hyperbolique.
En particulier si 6 = 0 alors X,, est un arbre réel.

2.7 Convergence de ['-espaces métriques

Soit T un groupe de type fini.

Définition 2.7.1. Un T-espace métrique est la donnée d’un triplet (X,d, p) tel que
- 1) (X,d) est un espace métrique ;
— 2) p est une représentation de T' dans le groupe d’isométrie de (X, d).

Définition 2.7.2. UnT'-espace métrique pointé est un quadruplet (X, d, p, p.) tel que (X, d, p)
est un I'-espace métrique et p, un point fixé de X.

Dans cette section, nous allons voir diverses notions de convergence de I'-espaces mé-
triques. En particulier les notions de convergence définies dans la section précédente ad-
mettent chacune une version équivariante.

2.7.1 Convergence spectrale

Soit (X, d, T, p) un I'-espace métrique. Comme pour les I'-arbres réel, la distanc de trans-
lation d’'un élément v de I est défini par :

tx(y) = inf d(z,~z).

Définition 2.7.3. On appelle fonction distance de translation de l’espace métrique (X, d)
la fonction £x : T’ — Ry qui a chaque élément v associe son spectre Ix (7).

Considérons T'(I') la collection des I'-espaces métriques (X, d, T, p). Il est naturellement
muni d’une topologie dite topologie spectrale définie de la maniére suivante : une suite
((Xn,dn))nen d’éléments de T'(T") convergent vers un (X, d) pour cette topologie si et seule-
ment si pour tout € > 0, pour tout P partie finie de T, il existe ng positif tel que : pour tout
v dans P

n > ng = [1x (7) — L, (7)] < e

Exemple 2.7.4. Soit ' = Z? et soit (Xp,d,) = (R?, 2dg2). Alors les (Xp,dy) convergent
spectralement vers le I'-espace trivial réduit a un point.

2.7.2 Convergence compacte ouverte de ['-espaces métriques

Soient (X, dy, p,) une famille de I'-espaces métriques. Remarquons que si les (X, dy,)
convergent uniformément vers (X, d), alors I" agit par isométrie sur (X, d).

Définition 2.7.5. On dit que les I'-espaces métriques (X, d,, pn) convergent au sens de la
topologie compacte ouverte équivariante vers un I'-espace métrique ()_(, d, T,p) si:
— les espaces métriques (X, d,,) convergent au sens de la topologie compacte ouverte vers
lespace métrique (X, d) ;
— pour tout v dans T et x dans X : pp(y)x tend vers p(y)x quand n tend vers Uinfini.
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2.7.3 Ultra-limite de I'-espaces métriques

Soit " un groupe de type fini et g un ultra-filtre non principal. Soit (X,,, dy, pn, Pn) une
famille de I-espaces métriques pointés et soit X l'ultra-limite de la suite (X,,,d,) suivant
I'ultra-filtre non principal pu. Supposons de plus que pour tout v € ',

Lim dn (pn, pn(7)pn) < 0.
L’action diagonale p, de I' sur X, définie par :

Poo (,-Y) (zn)nEN = (pn(7)$7l)nEN

est une action isométrique pour do, et donc induit une action isométrique p, de I' sur
I'espace quotient X, pointé. Le I'-espace métrique (X, d,,py, p,) est V'ultra-limite des I'-
espaces (X, dy, Pn, prn)n suivant ultra-filtre non principal pu.

2.7.4 Topologie de Gromov équivariante

Soit £ un ensemble de T-espaces métriques. Pour tout (X, d, T, p) dans £, pour toute par-
tie finie K de X, pour toute partie finie P de I' et pour tout € > 0, soit Vi p(X) 'ensemble
des (X', d', T, p') dans £ tels qu'il existe une partie finie K’ de X’ et une correspondance R
entre K et K’ telle que :

Ve,y € K, Va',y' € K', Vy € P, aRa’, yRy' = |d(z,p(v)y) — d' (2, p(7)y)| < e.

L’ensemble des Vi p(X) est un systeme fondamental de voisinages de X pour une topologie
sur &, appelée topologie de Gromov équivariante.

Définition 2.7.6. Une suite (Xn,dn, T, pn)nen de T-espaces converge vers un T'-espace
(X,d, T, p) pour la topologie de Gromov équivariante si et seulement si, pour toutes les
parties finies K de X et P de T, et pour tout € > 0, il existe un Ny tel que pour tout n > Ny,
il existe une partie finie K,, de X,, et une correspondance R,, entre K et K, vérifiant :

Ve, y € K, VXn,yn € Kn, Vv € P, st xR,xy et YRyuyn, alors

d(z, p(7)y) — dn(zn, p(7V)yn)| < e

Remarque 2.7.7. Dans la premiére définition donnée par Paulin [{1], les parties K était
supposées compactes mais ceci équivaut o la définition ci dessus.

Exemple 2.7.8. La topologie de Gromov équivariante a été élaborée par Paulin [{1]. Elle lui
a permis d’apporter un nouveau point de vue sur la compactification de Thurston de ’espace
de Teichmiiller Teich(S) d’une surface S orientée connexe et compacte. Plus précisément :
pour toute suite d’éléments (0;);>1 de Teich(S) convergeant vers un point du bord de Thurs-
ton i.e une classe d’homothetie de lamination géodésique mesurée L, alors il existe une suite
t; de nombres réels strictement positifs tendant vers 0 tels que les (t;H?, p,,) convergent pour
la topologie de Gromov équivariante vers l'arbre réel associé a L.

La topologie de Gromov équivariante n’est pas séparée. Une suite donnée peut avoir
plusieurs limites. En effet, si une suite X,, converge vers un espace X, alors elle converge
vers tout sous espace I'-équivariant de X.

Le théoreme suivant est un résultat de pré-compacité pour cette topologie :

Théoréme 2.7.9. Soit (X,,dn, pn)nen une suite de I'-espaces métriqgues CAT(k,,) avec
kn < k < 0. Supposons qu’il existe une suite (x,)nen dans X, telle que pour toute partie
finie P de T', les adhérences des enveloppes convexes Conv(p,(P)xy) sont uniformément
compactes. Alors quitte d extraire une sous-suite, les (X, dn, T, pn)nen admettent une limite
pour la topologie de Gromov équivariante.
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La proposition suivante montre qu’en plus, dans le théoreme précédent, toute limite est
a courbure strictement négative.

Proposition 2.7.10. Soit (X,d, T, p) un T'-espace géodésique et k un réel négatif. Supposons
qu’il existe une suite (X,,dp,, T, pp)n de T-espaces CAT(k) convergeant vers (X,d,T, p).
Alors (X,d,T, p) est un espace CAT(k).

Démonstration. Nous ne traitons que le cas k = 0. Soit A(z, y, z) un triangle géodésique dans
X. Soient p, g deux éléments de A(x,y, z). Sans perdre de généralité, on peut supposer que
p € [z,y] et que q € [z, 2]. 1l existe des parties finies K,, = {n, Yn, Zn, Pn, ¢n} convergeant
vers {x,y, z,p,q} au sens de la définition 2.6.7. Considérons A(Z,,2) (resp A(Zn, Yn, Zn))
le triangle de comparaison correspondant & A(x,y, z) (resp A(Zy, Yn, 2n)) €t D, § (reSp Pn,
dn) les points de comparaison correspondant & p et & q (resp pn, qn). Les triangles de
comparaisons A(Z, 7, 2) et A(Zy, Un, Zn) peuvent étre choisis dans une région compacte de
R2. 11 s’en suit donc que les A,, convergent vers A. Ce qui donne que les dg2(pn, @) tendent
vers dgz(p,q). Or les (X,,d,) sont CAT(0), donc d(pn,qn) < d(Pn,qn). En passant a la
limit,e on en déduit que d(p,q) < d(p,q) et donc (X, d) est CAT(0). O

L’exemple suivant, a comparer avec la remarque 2.6.30, illustre dans un cas élémentaire
un des résultat principaux de cette these :

Exemple 2.7.11. Considérons l’espace de Minkowski RY"™ muni de sa métrique lorentzienne
q = —dx% + dx? + ... + dz?. Notons par

H} = {x = (20, T1y ey Tp) : Q1 () = —1% et 29 > O}.

La restriction de q a chaque HY induit une métrique riemannienne g¢. Les H} sont obtenus a
partir de Uespace HY ~ H" en multipliant par t. Le groupe d’isométries des H} est SO(1,n).
Soit T' un réseau uniforme de SO(1,n). L’action de T’ sur chaque HY est libre, cocompacte
et proprement discontinue. Alors HY /T' converge quand t tend vers 0 au sens de la topologie
de Gromov équivariante vers l’espace ({0} ,d = 0).

2.7.5 Relations entre les différentes notions de convergence

Les différentes notions de convergence d’espaces métriques ou de I'-espaces métriques
sont naturellement reliées les unes aux autres. Les propositions suivantes établissent une
certaine hiérarchie entre ces différentes notions de convergence.

Proposition 2.7.12. Soient (X,,, d,, pn) une suite d’espaces métriques pointés. Si (X, d,)
converge au sens de Hausdorff-Gromov alors elle converge au sens de Hausdorf-Gromov
pointée.

La proposition suivante met en évidence la relation entre ultra-limite et la convergence
Hausdorff Gromov.

Proposition 2.7.13. [26, Exercice 1.5.52] Soient (X, dn,Pn)nen une suite d’espaces mé-
triques propres pointés convergeant au sens de Hausdorff-Gromov vers un espace métrique
(Xoo, doos o) complet. Alors, pour tout ultra-filtre non principal p, Uultra-limite (X, d,,, )
est isométrique ¢ (Xoo, doo, Too)-

Proposition 2.7.14. [27, Exemple 7.4.2] La convergence uniforme d’espaces métriques en-
traine la convergence de Hausdorff-Gromov.

Comme la convergence Lipschitz est un cas particulier de la convergence uniforme :

Proposition 2.7.15. [27, Exercice 7.2.6, Exemple 7.4.2] Si X est une limite Lipschitz d’es-
paces métriques compacts X, alors c’est une limite de Hausdorff-Gromov de ces espaces
métriques.
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Proposition 2.7.16. Soient (X, dn, Tn, pn)nen une suite de I'-espaces métriques pointés.
Pour tout ultra-filtre non principal p, Uultra-limite (X,,,dy, xpu, pu) est une limite Gromov
équivariante de la suite de T'-espaces métriques pointés (X, dn, Tn, Prn)nen-

Proposition 2.7.17. Soit (X,d,,,T, pn)nen une suite de I'-espaces métriques convergeant
uniformément sur les compacts. Alors (X,dn, T, pp)nen converge pour la topologie Gromov
équivariante.

Proposition 2.7.18. Soit (X,,,d,,pn) une suite d’espaces métriques munis d’actions iso-
métriques de T'. Supposons que T' est le groupe trivial. Si les (X,,, dn, pr) convergent au sens
de Hausdor{f-Gromov pointée alors les (X,,d,) convergent au sens de Gromov équivariante.
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Chapitre 3

Fonctions temps en expansion

Dans ce chapitre nous étudions le caractere expansif des fonctions temps convexes dans un
espace-temps plat de dimension n + 1 admettant une hypersurface de Cauchy hyperbolique.
Ceci va nous permettre d’étudier ensuite le comportement asymptotique des niveaux d’une
fonction temps quasi-concave au sens de la topologie spectrale. Nous généralisons ainsi un
résultat obtenu par Bonsante [25] dans le cas de la fonction temps cosmologique. Nous
commengons d’abord par rappeler la classification des espaces-temps plats MGHC dans le
cas particulier ou 'espace-temps admet une hypersurface de Cauchy hyperbolique. Cette
classification fait intervenir la notion de domaine régulier que nous allons étudier en détail
dans ce chapitre. Nous étudions ensuite I'existence des fonctions temps dites quasi-concaves
ainsi que leurs propriétés. Nous finissons par montrer la premiere partie du Théoreme A,
dont 'objet est ’étude de la convergence spectrale des niveaux d’une fonction temps quasi-
concave en dimension quelconque, dans le cas plat.

3.1 espaces-temps plats

Dans les années 90 G. Mess [38] a classifié les espaces-temps plats non élémentaires de di-
mension 2+ 1. Cette classification a été généralisée par la suite en dimension quelconque dans
les travaux de Barbot [9], Bonsante [25]. Ils sont essentiellement obtenus comme quotients de
domaines convexes de I’espace de Minkowski par des sous groupe discrets de SO (1, n)xRb™,
Dans cette partie nous exposons quelques éléments de cette classification, cependant nous
nous restreignons au cas ou l'on a une hypersurface de Cauchy difféomorphe a une variété
hyperbolique compacte, en repoussant le cas général au chapitre 7.

3.1.1 Espace de Minkowski

Rappelons tout d’abord que ’espace de Minkowski de dimension n+1, qu’on note généra-
lement par R1™, est I'espace vectoriel R™ muni d'une forme quadratique de signature (1, 7).
En d’autre termes, on munit I’espace vectoriel R**! de sa base canonique (eq, €1, ..., €,). On
définit la forme quadratique q1,, = —da3 +dz? +... +d2? ou (zg, z1, ..., z,,) désignent les co-
ordonnées dans la base canonique. C’est un espace-temps plat c’est-a-dire un espace-temps a
courbure nulle. Ceci permet d’identifier, grace au transport parallele, chaque espace tangent
T,RY™ avec RM™. 1 est naturellement muni d’une orientation chronologique définie par le
champ de vecteurs constant partout égal & ey qu’on note généralement par v = %.

Le groupe O(1,n) est le groupe des isométries linéaires de R\, celles qui fixent 1'origine.
La composante connexe de I'identité O1(1,n) est le groupe des isométries linéaires préser-
vant l'orientation chronologique. Le groupe des isométries de I’espace de Minkowski Rb™
préservant I'orientation et I'orientation chronologique est SO (1,n) x Rb™,
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Les géodésiques de Minkowski, au sens auto-parallele de la connexion de Levi-Civita,
sont les courbes de la forme = + tv ol x est un point de ’espace de Minkowski, v un vecteur
et ou t décrit R. On distingue trois types de géodésiques :

— 1) les géodésiques de type temps : ce sont les courbes de la forme x + tv ol v est un

vecteur de type temps;

— 2) les géodésiques de type lumiere : ce sont les courbes de la forme z + tv olt v est un

vecteur de type lumiere;

— 3) les géodésiques de type espace : ce sont les courbes de la forme = + tv ot v est un

vecteur de type espace.
De maniere analogue les sous espaces de dimension n totalement géodésiques de I’espace de
Minkowski sont les hyperplans de la forme x + n' oll n est un vecteur. Ainsi, ils sont de
type :

— 1) espace si et seulement si n est de type temps;

— 2) temps si et seulement si n est de type espace;

— 3) lumiere si et seulement si n est de type lumiere.

Exemple 3.1.1. Considérons l’espace de Minkowski R*? muni de sa forme quadratique q 2.
Fizons une origine O. Soit C' le cone lumiere définie par C' = {p e RY : q1,(p,p) = 0}.
Alors :

1) Les sous-espaces totalement géodésiques de type espace passant par O sont les hyperplans
qui ne rencontre C' qu’au point O ;

2) Les sous-espaces totalement géodésiques de type temps (de dimension 2) passant par O
sont les hyperplans qui rencontre C' en exactement deuz droites de type lumiére passant par
O;

3) Les sous espaces totalement géodésiques de type lumiére passant par O sont les hyperplans
qui rencontre C' en exactement une droite géodésique lumiere.

Le fait que la norme d’un vecteur peut étre négative ne permet pas de donner un sens
a la notion de géodésique minimisante. Cependant on a toujours une notion de longueur

donnée par :
t@) = [ laua(ato).ato)

oll a est une courbe C! par morceaux. Notons que pour cette longueur, la distance induite
est triviale. En effet, toute paire de points de I’espace de Minkowski peut étre reliée par une
courbe C! par morceaux formée de segments géodésiques lumiere. Notons aussi que parmi
les courbes temporelles reliant deux point donnés x et y, la droite est la courbe qui maximise
cette longueur.

Dans l'espace de Minkowski les sous-ensembles achronaux (acausaux) sont bien caracté-
risés. Ils sont des graphes de fonctions 1-Lipschitz comme le montre la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. Soit S une partie de RV, Alors :
— S est achronale si et seulement s’il existe A sous-ensemble de R™ et une application
1-Lispchitz f : A — R tels que

S=G(f)={(f(x),z): z€A};
— S est achronale sans bord si et seulement si A est ouvert dans R™

Démonstration. 1) On se place dans un systeéme de coordonnées (xg, Z1, ..., T, ). Considérons
la projection 7y : RV™ — R™. Les fibres de 7y sont des droites temporelles. Chacune de ses
fibres rencontre donc S au plus une fois. Ceci montre qu’il existe une fonction f: A — R
telle que : A = mo(S) et S = G(f). Le fait que f est Lipschitz découle immédiatement de
I’achronalité de S. La réciproque est triviale.
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2) On suppose de plus que S est sans bord. Soit 2 dans A, il existe donc un voisinage
ouvert V de p = (f(z),x) tel que toute courbe causale qui relie un point de I~ (p) NV et
un point de It (p) NV rencontre S N V. Il s’en suit que si y est un point assez proche de x,
la fibre 75 !(y) rencontre S et donc y appartient & A. Réciproquement, supposons que A est
ouvert. Soit p = (f(x), ) un élément de A et soit € > 0 tel que la boule B de centre z et de
rayon € soit contenue dans A. Soit maintenant 'ouvert V' =] — €, +€[x B et soit (¢1, 1) dans
IT(p)NV et (ta,x2) dans I~ (p)NV. Soit o : t — (¢, z(t)) est une courbe causale reliant ces
deux points. Comme ¢t — z(t) est 1-Lipschitz et que ¢ varie dans |t1;t1[C] —¢, +€[ chaque z(t)
est a distance au plus € de x1 ou de x5 , et donc a distance au plus 2¢ de z : il appartient donc
a B. On peut donc considérer I’application t — f(z(t)) — t. Cette application est continue,
positive en t, et négative en t;. Elle s’annule donc, ce qui signifie que la courbe a rencontre
bien S. O

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la Proposition 3.1.2 :

Corollaire 3.1.3. S est fermé achronal sans bord si et seulement s’il est le graphe d’une
application 1-Lipschitz f : R™ — R

Démonstration. S est le graphe d’une application 1-Lipschitz f : A — R avec A ouvert. Cette
application s’étend de maniére unique & I’adhérence. Comme S est fermé ce ci entraine que
A est fermé et donc A = R™. O

Remarque 3.1.4. La proposition précédente et son corollaire sont vrais en remplacant
achronal par acausal. Dans ce cas la fonction f est contractante.

Dans RY™ les parties localement achronales sont en fait globalement achronales comme
le montre la proposition suivante :

Proposition 3.1.5. Toute partie localement achronale de RV"™ sans bord fermée et connexe
est globalement achronale.

Démonstration. Soit S un ensemble fermé localement achronal sans bord de RM™. La res-
triction 7o g de w2 & S est un homéomorphisme local (voir Proposition 3.1.2) dont 'image
est R™ tout entier (par le Corollaire 3.1.3). Montrons que cette application a la propriété
des relevement des chemins. Comme R™ est simplement connexe et que S est connexe, ceci
montrera comme voulu que 7z g est un homéomorphisme global.

Soit py dans S et g = 72 5(pg) dans R”. Soit maintenant o une courbe continue définie
sur [0,1] et & valeurs dans R™ telle que : a(0) = z. Considérons I 'ensemble des réels s tels
qu'il existe une courbe @, issue de py dans S vérifiant m g o &s(t) = a(t) pour tout ¢ dans
[0, s[. Comme 72 g est un homéomorphisme local, il existe un ouvert U de py dans S et une
boule ouverte B autour de ¢ tel que 72 5 soit un homéomorphisme de U dans B. Comme
« est continue, il existe un s > 0 tels que «[p 5[ soit contenue dans B. Donc la courbe définie
par &, = 71'2_7}9(04[0,5[) NU vérifie : mg g 0 &s(t) = a(t) pour tout ¢ dans [0, s[; ce qui montre
que I est non vide. De plus I est connexe donc c’est un intervalle de la forme [0,1] ou de la
forme [0, Smaz| avec 0 < Spae < 1. Le deuxieme cas est exclu. En effet, la courbe @, est
lipschitz et donc se prolonge par continuité en s,,,,. Donc I = [0, 1].

O

Le théoreme suivant caractérise les domaines globalement hyperboliques de R,

Théoréme 3.1.6. ([14, Théoréme 1.5.1]). Le développement de Cauchy d’un fermé achronal
sans bord de ’espace de Minkowski est soit futur complet, soit passé complet soit compris
entre deux hyperplans lumiéres paralléles.

Un exemple typique de domaine globalement hyperbolique de R*™ est le futur ou le passé
d’un fermé achronal S. Nous verrons par la suite que des hypothéses supplémentaires sur S
telles que l'invariance par un sous groupe discret de SO*(1,n) x RL™ ou la maximalité du
domaine associé impliquent des restrictions importantes sur la géométrie de S.
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3.1.2 Domaines réguliers

Les domaines réguliers sont un ingrédient essentiel de la classification des espaces-temps
plats. Ils ont été introduits séparément par T. Barbot [9] et F. Bonsante [25]. Dans cette
partie nous allons étudier les propriétés de ces domaines.

Soit R1™ I’espace de Minkowski muni de la forme quadratique q1 ,, = —dad+da?+...+dz?
dans un systeme de coordonnées donné. Rappelons qu’'un hyperplan de type lumiere P est
défini par la donnée d’un point x et d’un vecteur de type lumiere n. Il s’écrit alors sous la
forme z +n+ . Un tel vecteur n peut étre vu comme orienté vers le futur (zg > 0) ou orienté
vers le passé (zg < 0). L’espace des vecteurs n de type lumiere orientés vers le futur tel que
[[n|| =1 ou ||.|| est la norme euclidienne dag + ... + dz2 de R"*! muni de la restriction de ¢
n’est autre que la sphere ronde de dimension n — 1. Notons la S*~1.

Considérons l'espace B des hyperplans de type lumiere de Minkowski. Soit ¢ : P —
S"~1 xR I'application qui & chaque hyperplan P = z+n* de 9B associe le couple (n, Q(n, x)).
Comme Q(n, z) est indépendant du choix du point  dans P, cette application est bien définie
et est une bijection.

Soit 21 un sous-ensemble de P. On définit le sous-ensemble QT (2A) de RY™ par :

Qr@) = () 1°(P).

pPe

De maniére similaire, on définit le sous-ensemble Q™ (2() en remplagant dans la définition
ci dessus les futurs I (P) des hyperplans P par leurs passés I~ (P).

Définition 3.1.7. Si 2 contient au moins deuz éléments, et si QT (A) (Q~(2A)) est un ouvert
non vide alors il est appelé domaine régulier futur (respectivement passé).

I découle immédiatement de la définition qu'un domaine régulier QF(2A) (2~ (2A)) est
convexe et futur complet (respectivement passé complet). Dans toute la suite nous allons
supposer, quitte & inverser 'orientation que nous avons affaire a des domaines futurs com-
plets. La proposition suivante relie les propriétés de QF(21) & celles de 2 :

Proposition 3.1.8. Soit 2l un sous-ensemble de B contenant au moins deux éléments.
— 1) Si 2 est fermé alors Q1 (A) est ouvert; B
— 2) Si QT () est un domaine régulier alors QT (A) = QT (A).

Démonstration. 1) On suppose que 2 est fermé dans . Si QF(A) est vide, alors il est
ouvert. Sinon supposons que () n’est pas ouvert, son complémentaire Q7 (2()¢ dans R1"
est donc contenu strictement dans son adhérence. Ce qui montre qu’il existe une suite p,
d’élément de QT (2A)¢ convergeant vers un élément p de Q7 (2(). Pour chaque n, il existe donc
P, = (xn,t,) € A tel que (pn, zn) > t,. Quitte & extraire une sous suite, les z,, convergent
vers un x dans S"~!. D’autre part comme p est dans QF(2), on a (p,r,) < t, pour tout
entier n. Comme les p,, convergent vers p, il s’en suit que ¢,, converge vers (p, z). L’ensemble
A étant fermé, (x, (p,x)) € A. Ce qui contredit le fait que p appartient a Q7 (2A).

2) Supposons maintenant que Q7 (2A) est un domaine régulier. On a que Q7 (A) C QF(A).
Supposons qu’il existe p un élément de QF(2l) tel que (p,x) > t pour un certain P = (z,t) €
2. Soit, (x,,t,) une suite d’éléments de A convergeant vers (z,t). En passant & la limite on
obtient que (p,z) = t. Comme Q7 (2) est ouvert on peut trouver un élément g de QF(2l)
tel que {(g,x) > t. Mais par le méme argument ci dessus on a que (g, z) =t ce qui donne la
contradiction. O

Remarque 3.1.9. La preuve du théoréme précédent montre que QT () contient lintérieur
de QT ().

Corollaire 3.1.10. Soit 2 un sous-ensemble de B. Alors int(QT(A)) = QT (A).
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Démonstration. Par la remarque précédente int(Q2F(2)) € Q7 (2l). Par la proposition précé-

dente QT (2A) est ouvert et comme il est contenu dans Q1 (2), on a QT (A) C int(QH(A)). O

Exemple 3.1.11. Considérons l’espace de Minkowski (R",q1.,) avec une origine 0. Soit
Ce = {(wo, 21, ..., xn) € RM 1 g1 n(p,p) <0 et x> 0} le cone futur issu de 0. Alors C est
un domaine régulier futur complet associé au sous-ensemble 2 de P de tous les hyperplans
lumieéres passant par 0.

Un autre exemple de domaine régulier auquel on peut penser est celui ou I’ensemble A
est fini.

Exemple 3.1.12. Soit 2 un sous-ensemble contenant exactement deux éléments de 3. Le
domaine régulier QT () associé est appelé bande de Misner.

Proposition 3.1.13. Soit A un sous-ensemble fermé de B contenant au moins deuz élé-
ments. Alors les domaines QT () et Q™ (A) qui lui sont associés sont non vides si et seule-
ment si A est compact.

Démonstration. Supposons que Q7 (2() est un domaine régulier futur complet i.e non vide .
Soit p dans QF(2A), alors pour tout (v, s) dans 2 on a (p,v) < s. Comme S"~! est compacte,
la quantité (p,v) < s est minorée par une constante C7. Donc s > C; pour tout (v, s) dans
2. De maniére similaire on montre que si 7 () est un domaine régulier passé complet alors
il existe une constante Cs telle que pour tout (v, s) dans 2 on a s < Cy. Donc 2 est compact.

Inversement supposons que 2 est compact . Il existe donc une constante Cp et une
constante Cy telles que pour tout (v,s) dans 2 on a C; < s < Cy. Les hyperplans lumieéres
(v, C1) olt v parcourt S”~! s’intersectent tous au méme point p formant ainsi un cone lumiere
au dessus de p. Le point p vérifie alors en particulier (p,v) = C; < s pour tout (v, s) dans 2.
Donc p appartient & QT (2() ce qui montre qu’il est non vide. De la méme fagon on montre
que le domaine Q~ (2l) est non vide. O

Définition 3.1.14. Soit Q un domaine futur complet de Minkowski et P un hyperplan. On
dit que P est un hyperplan support de € si et seulement si ) est contenu dans un des deux
demi-espaces bordés par P.

Remarque 3.1.15. La définition classique d’hyperplan support suppose généralement que
PN soit non vide. On peut voir que la définition 3.1.14 est celle utilisée dans [25] et nous
l’avons choisie pour des raisons pratiques.

L’existence d’au moins deux hyperplans lumieres dans la définition du domaine régulier
assure 'existence d'un hyperplan support de type espace. Plus précisément, si p; + vi et
P2 +v;5 sont deux hyperplans de type lumiere alors ils s’intersectent le long d'un sous espace
affine A de type espace de dimension n—1. De plus le couple (v, v2) engendre un plan de type
temps P. Pour tout n dans P et tout p dans A, ’hyperplan p+n' est un hyperplan support
de type espace. Une premiére conséquence est qu'un domaine régulier ne peut étre futur d’un
hyperplan de type temps ni I'espace de Minkowski tout entier. Elle permet aussi d’éviter le
cas trivial du futur d’un hyperplan de type lumiere. La proposition suivante montre que les
domaines réguliers jouissent de la jolie propriété d’avoir un temps cosmologique régulier.

Proposition 3.1.16. ([25, Proposition 4.3]). Soit QT un domaine régulier futur complet.
Alors :
— Pour tout p dans Q7 , il existe un unique r(p) dans OQT réalisant le temps cosmologique
i.e tel que Teos(p) = q1,n(p —7(p),p —7(p)) ;
~ La fonction v : QT — 00T est une fonction continue.
— Le temps cosmologique T,os de QT est régulier;
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Démonstration. Soit QT un domaine régulier futur complet. Soit p un point de QF. On
sait que Q1 admet un hyperplan support de type espace, ce qui implique que J~(p) N 9O
est compact. Ceci entraine que le supge ;- (,)nan+ d(p,q) est atteint en un point r(p) de
J~(p) NONT. La distance d(p,r(p)) étant finie, ceci montre que T,,s est un temps fini. S’il
existe un autre point r’'(p) dans J~(p) N INT tel que Toos(p) = d(p,r'(p)), alors r(p) et
r'(p) sont dans le méme hyperboloide contenu dans le cdne passé issu de p. D’un coté le
segment |r(p),r’(p)[ est dans le futur de 9NT et donc de distance lorentzienne inférieure
ou égale & d(p,r(p)). D’un autre coté le segment |r(p),r’(p)[ est strictement contenu dans
le passé de I’hyperboloide contenant r(p) et 7/(p) et donc & distance strictement supérieur
a d(p,r(p)) contradiction. Le temps cosmologique s’exprime alors sous la forme Teos(p) =
V—alp —r(p),p —(p)).

Soit p, une suite d’éléments de QF qui convergent vers p dans Q7T. Il existe alors un
compact K de Q% contenant les p,. On sait que J~(K) N QT est compact. D’autre part
si les 7(p,) convergent vers un r dans J~ (K) NIQT alors r réalise le temps cosmologique
de p et donc égale & r(p) . Ceci suffit pour montrer que r(p,,) converge vers r(p) et donc la
continuité de 7.

Si p,, est une suite d’éléments de QF qui converge vers un élément p de 90T alors,
quitte & prendre une sous suite, les r(p,) convergent vers un point r de 9Q* qui est dans
le passé causal de p. On a que Teos(pn) = |pn — r(pn)| converge vers |p — 7| et le fait que
90T soit achronal montre que T,os(py) tend vers 0. Ceci suffit pour conclure que le temps
cosmologique est régulier. O

Remarque 3.1.17. La proposition précédente est vraie dans un cadre un peu plus général
que les domaine réguliers. Plus précisément la convezité et l’existence d’un hyperplan support
de type espace suffisent.

Proposition 3.1.18. (25, Lemme 4.9]). Soit Q" un domaine régulier futur complet. Alors :
— Q7F est globalement hyperbolique ;
— Le temps cosmologique T.s de QT est un temps de Cauchy.

Démonstration. Le fait que Q7 soit globalement hyperbolique découle immédiatement du
fait qu’il soit futur complet. Montrons que T, est un temps de Cauchy. Soit « :]0, +oo[— QF
une courbe causale inextensible future. On ne perd pas de généralité en supposant que le
point origine de R'™ est le point limite de . On peut toujours écrire o sous la forme

a(t) = (t,¢(t)). Dans ce cas on a que T(a(t)) > /12 —[|e(t)|[*. Tl s'en suit que 7(a(t)) > 2t.
Comme 7 est une fonction qui croit strictement le long des courbes causales, ceci implique
qu’elle tend vers +oo quand ¢ tend vers 4oco. Le résultat découle alors de la régularité du

temps cosmologique. O

Soit O un domaine régulier futur complet et soit r la fonction rétraction associée.
Considérons la fonction N : QT — H” définie par :

Lemme 3.1.19. ([9], [25, Lemme 4.15]). Soit Q" un domaine régulier futur complet. On
suppose que la fonction normale N est surjective. Alors la restriction de N d un miveau
cosmologique est une fonction propre.

Démonstration. Soit ElT”S le niveau 1 de la fonction temps cosmologique. Soit K un compact
de H"™ et (p;)ien une suite d’éléments de N~(K) N X1, Quitte & extraire une sous suite
on peut supposer que les N(p;) convergent vers un point n., dans K. Comme lapplication
N est surjective, il existe un py, dans EIT“’S tel que N(poo) = Noo- 1l est facile de voir que
la limite des segments [poo, pi] est un segment partant de po, ou un rayon partant de pe.
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Notons le par R. Supposons qu’on est dans le deuxieme cas. On peut facilement montrer
que le rayon R est contenu dans (pso + nk) N X7, 11 existe donc un v de type espace tel
que R = ps +Riv. On a donc (v, pso) = 0.

Soit n dans H™ tel que (pso,n) > 0 et soit ¢ dans ElTC"S tel que N(g) = n. On montre
alors facilement que (poo +tv — ¢, N — n) > 0 pour tout ¢ > 0. Donc (Poo — ¢, Moo — ) +
t (v, Moo — n) > Opour tout ¢ > 0. Or (v, 1o —n) < 0 ce qui donne une contradiction. O

Remarque 3.1.20. Bien sir on obtient les mémes résultats dans le cas d’un domaine
régulier passé complet .

Singularité initiale associée a un domaine régulier

Soit Q7 un domaine régulier futur complet. Soit r : O — 9QT son application rétraction
associée.

Définition 3.1.21. On appelle singularité initiale le sous-ensemble ¥ = r(QF) de OQT.

Soit p un point de QF. L’hyperplan r(p) + (p — r(p))* est un hyperplan support de
type espace de Q. En effet, tous les points de (r(p) + (p — r(p))*) N I~ (p) sont & distance
Lorentzienne inférieure & T.,s(p). Donc si le passé de (r(p) + (p — 7(p))*) rencontre QF,
alors QT rencontre le passé de ’hyperboloide & distance 7(p) dans le cone passé de p. Ce
qui contredit le fait que r(p) est maximisant. Ceci montre aussi que si r + (p — r)t est
un hyperplan support Q% passant par un point 7 de 9QF alors r = r(p). On a donc la
caractérisation suivante de ¥ :

Proposition 3.1.22. ([25, Corollaire 4.5]). La singularité initiale X est l’ensemble des points
de QT par lequels passent un hyperplan support de type espace.

Remarque 3.1.23. A noter qu’un point de ¥ peut étre contenu dans plusieurs hyperplans
support de type espace.

Exemple 3.1.24. Soit C. le céne futur de RY™ issu de 0. La rétraction est dans ce cas
Uapplication constante qui associe a chaque élément de C< le point origine 0. Donc la sin-
gularité initiale ¥ est réduite au point 0. Tous les hyperplans de type espace passant par 0
sont des hyperplans support a C.

La proposition suivante caractérise les points de X via les propriétés géométriques de
o0t :

Proposition 3.1.25. ([25, Lemme 4.11, Proposition 4.12]). Soit Qt un domaine régulier
futur complet et v sa retraction associée. Alors :
— Par tout point de OQF passe un rayon lumiére qui est contenu entiérement dans Q7 ;
— La singularité initiale ¥ est exactement l’ensemble des points de OQF par lesquels
passent au moins deus rayons lumiéres contenus entierement dans OQV ;
— Pour tout point q de 3, r=1(q) est Uintersection de QF avec l’enveloppe convexe des
rayons lumiéres partant de q et contenus dans 0Q7F.

Exemple 3.1.26. Dans RY? considérons un segment de type espace d’extrémités ri et ry.
Notons par U le futur de ce segment. Alors U est un domaine régulier futur complet de
RY2. Il est formé de deux demi-cones entre lesquels on a inséré une bande de Misner i.e
le produit du céne futur de dimension 1 + 1 par le segment [r1,73]. La singularité initiale
Y associée a U est le segment [r1,73]. Par tout point de ce segment passent deux rayons
lumieres entierement contenus dans le bord de U sauf les points r1 et ro par lesquels passent
une infinité de rayons lumiéres entiérement contenus dans le bord de U.

Proposition 3.1.27. ([25, Proposition 4.14]). Soit Q" un domaine régulier futur-complet.
Soient r1 et o dans 3. Alors :
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~ L’hyperplan (ry — ro)t sépare au sens large N(r=*(ry)) de N(r~%(rg)) i.e pour tout
n1 € N(r=t(r1)) et ng € N(r=Y(r2)) on a {ry —ra,n1) >0 et {ry —ra,n1) <0;
— Le segment [r1,72] est contenu dans X si et seulement si N(r—1(r1))NN(r=1(r2)) # @

~ Si N(r=1(r1)) " N(r=Y(re)) # @ alors pour tout r dans [r1,m2] on a :
(rH(r)) N (r —r2)*

(r~*(r2)) N (r1 = ra)*
(r=H(r1)) NN (r~1(ra))

N@=(r) =

2 =22

3.1.3 espaces-temps MGHC non élémentaires

Soit I' un réseau cocompact de SO (1,n) i.e un sous groupe discret tel que SO+ (1,n)/T’
soit compact. On suppose de plus qu’il est sans torsion. Le groupe I' agit librement et
proprement discontinuement sur le cone solide C. tout en préservant le temps cosmologique
Teos de C<. Les niveaux cosmologiques sont alors des hypersurfaces de Cauchy munis chacune
d’une action isométrique cocompacte de T'.

Définition 3.1.28. Le quotient de C« par T’ est un espace-temps globalement hyperbolique
mazximal spatialement compact appelé espace-temps standart statique. Ses hypersurfaces cos-
mologiques sont des variétés hyperboliques compactes.

Cependant comme nous le verrons dans la suite les espaces-temps globalement hyper-
boliques maximaux sont loin d’étre tous de la forme 3.1.28. Soit I un sous groupe discret
cocompact sans torsion de SOT(1,n).

Définition 3.1.29. Une déformation affine de T" est la donnée d’un morphisme p : I' —
SO (1,n) x RY™ tel que mop : T — SOt (1,n), ot 7 est le morphisme partie linéaire de
SO*(1,n) x RY™ dans SOT(1,n), n'est autre que l'inclusion.

Fixons 0 comme origine de ’espace de Minkowski.

Définition 3.1.30. Un cocycle de T est la donnée d’une application T : T' — RY™ wvérifiant :
() =7(Y) +7(7)-

Remarque 3.1.31. Un ezemple typique de cocycle est celui du cobord i.e un cocycle de la
forme 7(y) = vy.v — v ot v est un vecteur firé de RL™.

Soit 7 : I' — RY™ un cocycle de T'. Considérons I'application p, : I' — SO (1,n) x R"
définie par : p,(y) = v + 7(7) i.e pour tout z € RY™, p (v).x = v.x + 7(y). Un simple
calcul montre que cette application est un morphisme préservant la partie linéaire et donc
une déformation affine de T'.

Réciproquement, soit p : I' — SOT(1,n) x RL™ une déformation affine de T. 11 existe donc
une application 7 : I' — RY™ telle que : pour tout v € I' et € RY™, p(v).2 = v.2 + 7(7).
Donc pour tout z € RY™ et pour tout 7,7 € T on a p(yy').x = vy'.xz + 7(7y') et donc
7(vy") = p(vy').x—~7'.z. Or p est un morphisme, donc 7(vy") = ¥y .x+y7(Y)+7(7)—v7 .z
Il s’en suit que 7(yy') = y7(7")+7(7). Ce qui montre que se donner un cocycle est équivalent
a se donner une déformation de I'.

Si deux déformations affines p; et po sont conjuguées par une pure translation au but,
alors leurs cocycles respectifs different par un cobord. Ceci permet d’identifier I’espace des
déformations affines modulo conjugaison par une translation avec le groupe des cocycles
modulo cobord, c-a-d le groupe de cohomologie H!(I', R1™).

Désormais nous notons par I'; 'image dans SO (1,n) x R par la déformation affine
de T" définie par le cocycle 7.

Soit 2T un domaine régulier futur complet ' -invariant et soit r la fonction rétraction
associée. Comme les éléments de ', sont des isométries de RV™, ils préservent le temps
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cosmologique T,,s et donc la fonction rétraction associé r i.e r(v,p) = v,r(p). Considérons
la fonction N : QT — H" définie par :

1
Tcos (p)

C’est une fonction I'-équivariante c¢’est-a-dire N(y,p) = vN(p)

N(p) =

(p—r(p))-

Proposition 3.1.32. ([25, Lemme 3.12, Corollaire 4.5]). Soit Q" un domaine régulier futur
complet U'z-invariant. Alors la restriction de l’application normale N a un niveau cosmolo-
gique Sy est surjective.

Démonstration. L’ensemble des vecteurs v orthogonaux a des hyperplans supports a Q7 est
un cone convexe contenu dans la fermeture du cone solide C' = {p tel que q(p,p) < 0}. Sa
projection K dans I’espace projectif P™ est un convexe I'-invariant de H”. Le sous groupe I'
étant cocompact, ensemble K est H™ tout entier. La surjectivité en découle immédiatement.

O

Proposition 3.1.33. (|9, Propsition 4.16)). Soit Q* un domaine régulier futur complet muni
d’une action isométrique de T, ou T est un réseau cocompact sans torsion de SOT(1,n)
et T un cocycle de T'. Alors l'action de T'; est libre et proprement discontinue et l’espace
quotient QT /T est un espace-temps globalement hyperbolique spatialement compact.

Démonstration. Considérons 'espace H" x R1™ muni de 'action de ', définie par : v,.(n, p) =
(yn,v.p+ 7(7)). Comme I' agit librement et proprement discontinuement sur H", action
de I'; sur H" x RM"™ est libre et proprement discontinue. Soit ® : Qt — H" x R™ la fonction
définie par ®(p) = (N, p), ot N est la fonction normale associée au domaine régulier Q. La
fonction normale N étant continue et propre, on en déduit que la fonction ® est une fonction
continue, propre et injective. De plus cette fonction préserve I'action de I'.. Ceci permet de
montrer que l'action de I'; sur Q% est libre et proprement discontinue. Cette action préserve
le temps cosmologique, qui est une fonction temps de Cauchy. Donc Q7 /T, est un espace-
temps globalement hyperbolique. Reste a montrer qu’il est spatialement compact. Soit S le
niveau cosmologique 1. La fonction normale restreinte IV : S, — H"™ est une fonction propre
qui préserve I'action de I'. Or I' agit cocompactement sur H", ce qui montre que I’action de
', sur 51 est cocompacte.

O

Définition 3.1.34. Un espace-temps obtenu comme dans la Proposition 3.1.33 est appelé
espace-temps standart.

Théoréme 3.1.35. ([25, Théoréme 2.4]). On considére un réseau cocompact T de SOT(1,n).
Alors pour tout cocycle 1] dans H*(I',RY™), il existe un unique domaine régulier mazimal
T -invariant futur complet QF tel que QF /T, soit un espace-temps globalement hyperbolique
mazximal spatialement compact futur complet i.e un espace-temps standart mazximal. O

On note généralement M. (') 'espace-temps globalement hyperbolique maximal spatia-
lement compact futur complet donné par le Théoreme 3.1.35

Réciproquement le théoréeme suivant montre que tout espace-temps plat non élémentaire
est obtenu de cette fagon.

Définition 3.1.36. Soit M un espace-temps et soit p : (M) — SO*(1,n) x RY"™ son
morphisme d’holonomie. On note par L : w1 (M) — SO (1,n) sa partie linéaire. On dit alors
que M est non élémentaire si L(mi(M)) est un sous groupe non élémenataire de SOT(1,n).

Théoréme 3.1.37. ([38], [9, Théoréme 1.2]). Soit M un espace-temps MGHC' plat non
élémentaire futur complet. Alors M est le quotient d’un domaine régulier futur complet QF
par un sous groupe discret de SO*(1,n) x RL™,
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3.2 Fonction temps quasi-concave

Soit M un espace-temps plat M G HC' futur complet non élémentaire de dimension n+ 1.
On sait grace au Théoreme 3.1.37 que M s’identifie au quotient d’un domaine régulier futur
complet QF par un sous groupe discret sans torsion I' de SOT(1,n) x RY™. Soit S une
hypersurface de Cauchy de M. Elle se reléve en une hypersurface de Cauchy complete S de
RY™. La seconde forme fondamentale II de S est définie comme suit : pour tous champs de
vecteurs X et Y de R tangents & S, V(X,Y) = V(X,Y) + TI(X,Y)n, oit V et V sont
respectivement les connexions de la métrique ambiante de Minkowski et de sa restriction a
S et n est la fonction normale de I'hyprsurface S.

Définition 3.2.1. Soit S une hypersurface de classe C? de R¥™. On dit que S est dite
conveze si et seulement si sa seconde forme fondamentale I1 est positive.

Remarque 3.2.2. Il n’est pas difficile de voir qu’une hypersurface est convexe si et seule-
ment si elle est future convexe, en d’autres termes que J+(§) est un sous-ensemble convere
de Minkowski. Ceci permet en particulier de définir la notion de convexité méme pour des
hypersurfaces qui ne sont pas C?.

Soit T une fonction temps de Cauchy définie sur M. Quitte a reparamétrer nous sup-
posons toujours qu’elle prend ses valeurs dans tout |0,+oo[. Cette fonction se releve en
une fonction temps de Cauchy T-invariante 7 : Q —]0, +00][. Ses niveaux sont alors des
hypersurfaces plongées de R'™ munie chacune d’une action isométrique cocompact de I’

Définition 3.2.3. La fonction temps de Cauchy T est dite quasi-concave st et seulement si
tous ses niveaux sont convezes.

Un cas particulier est celui ot la fonction est concave i.e vérifie T(tx + (1 — t)y) >

tT(z) + (1 — t)T(y). En effet si T(x) = T(y) alors T(tz + (1 — t)y) > T(z).

3.2.1 Fonction temps cosmologique

Soit Q% un domaine régulier futur complet. Soit T, la fonction temps cosmologique
associée.

Proposition 3.2.4. ([25, Proposition 4.3]). Le temps cosmologique T,os de QT est une
fonction temps concave et donc quasi-concave au sens de la définition 3.2.3.

Démonstration. Soit x, y dans QF. Pour chaque t € [0, 1], posons r; = tr(z) + (1 — t)r(y).
Comme Q7 est convexe, on a que r; est dans Q1. Donc,

Teos(ta + (1 = t)y)* = = [(tz + (1 = t)y) — r(te + (1 = O)y)|* > — |tw + (1 = )y — r[*
donc
Teos(tr + (1 — t)y)g > tZTwS(x)Q +(1 - t)QTcos(?/)2 =2t(1 —t) (x —r(z),y — r(y))

Or x — r(z) et y — r(y) sont des vecteurs temps futurs, et donc — (x — r(z),y — r(y)) >

Teos(2)?Te0s(y)?. Par suite -

Tcos (tl’ + (1 - t)y)2 Z (tTcos(z) + (1 - t)Tcos(y))2
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3.2.2 Fonction temps CMC

Soit M un espace-temps plat MGHC' non élémentaire. Soit Q" le domaine régulier I'-
invariant futur complet associé. Soit S une hypersurface complete de type espace I'-invariante
de QT et II sa seconde forme fondamentale. Rappelons que la courbure moyenne H g en un

point de S est définie par : Hg = @ ie Hy = w, ou les \; sont les valeurs

principales en un point de S.
Définition 3.2.5. L’hypersurface S est une hypersurface CMC' si H est constante.

Une des particularités surprenante des hypersurfaces CMC' dans ’espace de Minkowski
est le résultat suivant dit & Treibergs [50]

Proposition 3.2.6. Une hypersurface CMC compléte de RV™ est soit strictement conveze
1.e toutes ses valeurs principales sont négatives, soit strictement concave i.e toutes ses valeurs
principales sont positives.

Il en découle immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 3.2.7. Les hypersurfaces CMC' dans un espace-temps plat MGHC' futur complet
non élémentaire sont strictement convezes.

Remarque 3.2.8. Bien sir on a un résultat analogue lorsque nous considérons un espace-
temps passé complet. Dans ce cas les hypersurfaces CMC' sont strictement concaves.

Ainsi le corollaire 3.2.7 permet de fournir un exemple s’il existe! de fonction temps
quasi-concave.

Définition 3.2.9. Une fonction temps T : QT — R, est une fonction temps CMC' si et

seulement si chaque niveau T~1(t) de T est a courbure moyenne constante H = —%,

Les hypersurfaces CMC ont été étudiées dans plusieurs travaux (voir [32], [45], [6]). Un
principe général est que 'existence d’une hypersurface a courbure prescrite peut se faire par
la méthode des barrieres. Dans le cas CMC| le résultat suivant a été prouvé par Gerhardt
[32].

Définition 3.2.10. Soit a un élément de R. Une paire de a-barriéres de M est la donnée
d’une paire (X7, %7) d’hypersurfaces de Cauchy C? telles que :

— X7 est dans le passé de X

— La courbure moyenne de ¥~ est majorée par a.

— La courbure moyenne de X1 est minorée par a.

Théoreme 3.2.11. [32]. Soit (X7, %T) une paire de a-barricres dans QF, ot a est un réel
positif. Alors il existe une hypersurface de Cauchy lisse 2 a courbure moyenne constante a.
De plus ¥ est dans le futur de ¥~ et le passé de XT.

En utilisant le Théoreme 3.2.11 Andersson, Moncrief et Tromba montrent 'existence
du feuilletage CMC dans le cadre des espaces-temps de dimension 2 + 1 qui admettent
une hypersurface de Cauchy CMC [8]. Dans [2] Andersson montre 'existence du feuilletage
CMC en toute dimension mais dans le cas tres particulier d’un espace-temps plat MGHC
de type hyperbolique i.e admettant une hypersurface de Cauchy hyperbolique. Enfin le cas
général d'un espace-temps MGHC plat est traité dans [15],[4] (voir le Théoréme 3.2.15 ci
dessous). Cette preuve est plus générale et plus géométrique que celle donnée dans [2]. Elle
a la particularité de se généraliser aux espaces-temps a courbure constante (voir [4], [16]).
Elle repose entre autre sur la généralisation de la notion de barrieres aux hypersurfaces de
type espaces qui sont seulement CO.
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Définition 3.2.12. Soit a un nombre réel. Une hypersurface C° de type espace S est dite
a courbure moyenne majorée (minorée) par a en un point p de S s’il existe un ouvert U
géodésiquement convexe de p et une hypersurface lisse S, (S;) dans U contenant p tels
que :

1) S, (S;5) est dans le passé (futur) de SNU dans U ; 2) L’hypersurface S, (S, ) est a
courbure moyenne magjorée (minorée) par a

Ainsi le résultat suivant obtenu dans un premier temps pour les hypersurfaces de Cauchy
lisses [32] se généralise facilement au cas CV :

Théoréme 3.2.13. ([4, Théoreme 5.9]). Soit (X7, %) une paire de a-barrieres C° dans
QF, ou a est un réel positif. Alors il existe une hypersurface de Cauchy lisse ¥ a courbure
moyenne constante a. De plus ¥ est dans le futur de X~ et le passé de X7 .

Un autre ingrédient utilisé dans la preuve du Théoreme 3.2.15 est le résultat d’estimation
suivant :

Théoréme 3.2.14. ([4, Théoreme 4.4]). Soit Q+ un domaine régulier futur complet de
Uespace de Minkowski R™. Pour tout a dans |0, +oo| Ihypersurface CMC ¥, est a courbure
moyenne majorée par —% et minorée par —é.

Théoréeme 3.2.15. ([4, Théoreme 1.2]). Soit M un espace-temps MGHC' plat futur complet
admettant une hypersurface de Cauchy hyperbolique. Alors :
— Il exziste une unique fonction temps CMC' globalement définie Topme : M —] — 00,0];
— La fonction temps Teme est comparable a la fonction temps cosmologique T,,s. Plus
présisément :
-1 -1

<T < .
Teos — e = nTos

3.2.3 Une propriété d’expansion des temps quasi-concaves

Soit 7' : M — R, une fonction temps de Cauchy de classe C2. On note {7 = —V7T son

graflient Lorentzien et on consideére le flot @ engendré par {7. On note par ilT le niveau
1) deT.

Proposition 3.2.16. Soit o : [a, b] — Q une courbe de type espace contenue dans le passé de
¥1. Alors la longueur de la courbe o est inférieure a celle de oy ot ay(s) = P1-T() (a(s))
est la projetée de o sur le niveau X1 le long des orbites de ®p.

Démonstration. Soit X un champ de vecteurs tangent a 3. On le prolonge en un champ de
vecteurs X sur € via le flot L. : pour tout ¢ dans 2, on pose X = D,®"(X,) ou (p,t) est

I'unique élément de %; x R tel que g = ®'(p). Remarquons que [¢, X ]=0.

Pour tout 5 > 0, on note par Xto la restriction du champ de vecteurs X au niveau Et0+1
Soit maintenant la fonction f : 3; x R — R définie par f(p,t) = |D, <I>t(X)| . Pour tout p
fixé dans 31, f(p,.) est une fonction croissante en ¢. En effet,

~ L petx), = 5 ‘X’ <)?t0,vg)?t0>.

Or [¢7, X] = 0 donc,

1d 9 N R
9 dt |Dcpt(X)}t:t0 = <th;v)}t0§> = <Xt0,v)2t0 ()\n)>_
ou A est fonction de €2 dans R définie par A = ———=—. On en déduit :

V- IV B
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1d . . - . o
53 1D 0L, = (X AV, n+ Xiy(On) = A (X, Vg, n) = MKy, Xiy) 2 0.

Ceci implique que si a; est une courbe contenue dans ¥ alors Pt (aq) (t < 0) est de
longueur plus petite que celle de a;. Soit maintenant « une courbe dans le passé de ;. Soit
ai1(s) = ®1-T¢) (a(s)). On sait que a(s) = —T"(5)€a(s) + Doy ()@ T dr1 (s). Par suite

. 2 ! 1-T(s) » 2
la(s)|” = ‘—T (8)8a(s) + Do, ()@ -a1(5)’

Mais comme ¢ (s) est orthogonale & &,, (s) on obtient :

. 2 _T(s) 2
6()” = T (5)€a(o)|* + | Dy @17t (5)]

Donc,
2

6()” < [ Dy @i (5)
Or | Doy (17 a1 ()| < |61 (5)]” done,
jé(s)[* < Jéu(s)]”,

ce qui donne le résultat voulu.
O

Remarque 3.2.17. Bien que la proposition 3.2.16 exige que le temps de Cauchy soit C?, on
pourrait la généraliser pour des fonctions temps qui sont plus au moins sympathiques (C1!
par exemple).

3.3 Convergence spectrale des niveaux d’un temps quasi-
concave

Dans cette section nous allons montrer la premiere partie du Théoréme A dans le cas
plat. Plus précisément nous montrons le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1. Soit T une fonction temps quasi-concave. Alors les niveaux de T convergent
spectralement vers un espace métrique. De plus cette limite est indépendante de la fonction
temps choisie.

Nous reprenons les notations de la section précédente : &7 est le gradient de T, et @ le
flot engendré par &7

Pour chaque t > 0, notons ¥; le niveau T 1(t) et d} la distance riemmannienne définie
par g{ la restriction de la métrique lorentzienne g aux niveaux X; de T . Notons par Xz
I’espace des lignes du gradient de la fonction temps 7. Rappelons que chaque ligne du
gradient de T' est une courbe temporelle inextensible et donc intersecte chaque niveau de
T en un unique point. Ceci permet d’identifier chaque niveau de T avec Xp. On peut
donc transporter la métrique df définie sur le niveau ¥; en une métrique sur X7 que nous
désignons aussi par d!. De plus, comme le transport d'un niveau & l’autre le long du flot
Pl.est un homéomorphisme, ces distances induisent la méme topologie sur Xr.

Proposition 3.3.2. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave. Les distances d}
définies sur X convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers une pseudo-
distance d
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Démonstration. Soient z, y fixés dans Xr. Par la Proposition 3.2.16 la suite (df (z,9))¢>o0
est décroissante donc admet une limite dJ (x,y). Autrement dit la suite des distances d :
X7 x Xr — R, convergent simplement vers une pseudo-distance dg .

On suppose que ¢t < 1. Par I'inégalité triangulaire on a que pour tout z, y, 2’ et 2/,

|di (2,y) —df («',y)| < df (2,2") + df (y,9/)-

Par la Proposition 3.2.16 on obtient que,

|di (2,y) = df («',y)| < df (2,2") + d (y,9/)-
La famille (d]');<1 est donc une famille équicontinue d’applications définies sur Xr x Xr.
Par la méme Proposition 3.2.16, pour tout compact K de Xt et tout t < 1,

df |kxrx < df|kxx < Ck.

Ce qui montre que (d}');<; est une famille bornée sur les compacts. Notre proposition découle
du Théoréeme d’Ascoli-Arzéla.
O

Rappelons que le spectre d’un espace métrique muni d’une action isométrique d’un groupe
I" est 'application qui a chaque 7y associe inf,c x d(x,~.x). Une conséquence de la Proposition
3.2.16 est le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.3. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave I'-invariante. Alors
les T-espaces (Xr,dY, p) convergent spectralement vers l'espace (Xr,dE, p)

Démonstration. Soit v € T’ et z € Xp. On sait que l;(y) < df (x,v.x), donc

limsup ly(y) < df (z,~vx).
t—0

Comme z est arbitraire, on en déduit que limsup,_,ol:(7) < lo(7)
D’autre part, on sait que
d¥ (z,v.2) < df (z,vx),

donc,
o
bo(y) < liminf £,(y),

ce qui prouve que lims_,ql:(y) = lp(y) O

Soient T} et Ty deux fonctions temps de Cauchy quasi-concaves définies sur Q7. Soient
X1, (respectivement Xr,) les espaces de lignes du gradient de T; (respectivement Ts). Les
lignes du gradient de la fonction 77 (respectivement T5) étant des courbes temporelles in-
extensibles, elles intersectent chaque niveau de la fonction Ty (respectivement T7), qui est
une hypersurface de Cauchy, en un unique point. Il s’en suit que chaque niveau de Ty (resp
Ty) s’identifie & Pespace X, (resp X7,). On note par d;* la distance définie sur le niveau
>t = 77(t) par la métrique riemmannienne sur X" induite par la restriction de la mé-
trique Lorentzienne ambiante. Chaque dtTl se transporte donc en une distance sur I’espace
X7, qu’on note 5tT !. Comme les hypersurfaces de Cauchy sont homéomorphes les unes aux
autres, ces distances définissent la méme topologie sur Xz,. On définit de la méme fagon les
distances 5tT 2 sur ’espace des lignes du gradient de T7.

Proposition 3.3.4. Soient Ty et Ty deux fonctions temps de Cauchy convexes I'-invariantes.
Alors, quitte & extraire une sous suite, la suite (651),120 (resp (5,52)”20 ) converge unifor-

mément sur les compacts vers une pseudo-distance 551 (resp 5(7;2) quand n tend vers co. De
plus,
T T,
&t < dp*;

S < div.
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Démonstration. Soit 0 < a < 1. Soit K un compact de Xr,. On sait que K s’identifie avec
un compact de 5351 qu’on note par abus de language K. Comme T5 est I'-invariante et que
Q est spatialement compact, il existe a’ > 0 tel que : To(K) < a’. Il s’en suit donc par la
Proposition 3.2.16 que pour tout z, y dans K on a :

51 (x,y) < d22(z,y).

Donc la famille ((5tT 1)¢<1 est localement bornée.
D’autres part, par l'inégalité triangulaire on sait que pour tout z, y, «’, et ¢y’ dans X, :

|00t (@, y) = 00 (¢ ¢ )| < 62t (w,2") + 62 (y,9)),

donc

6tTl (:my) - 6tTl (xlvy/) < d?(fmx/) + dg?(y’y/)'

Ce qui montre que la famille (6? 1)¢<1 est équicontinue. On peut donc appliquer le Théoréme

d’Ascoli-Arzéla pour déduire que la famille ((5tT 1)¢<1 admet une valeur d’adhérence 6(7; ! pour

la topologie uniforme sur les compacts.

Soit maintenant ¢o > 0. Comme £ est spatialement compact, il existe un a;, > 0 tel que :
— 1) a4, tend vers 0 quand ¢ty tend vers 0;

— 2) pour tout t < o, 'hypersurface de Cauchy f]tTl est dans le passé de 'hypersurface
ST
to

Par 2) on a : pour tout ¢t < tg, 6;" < danO. Par 1) on en déduit que 50Tl < dgz. La démons-

. T ..
tration pour les §; 2 est similaire.

O

Notons par lo 1y, lo,1,, lé,Tl et ZIO,TQ les spectres respectifs des espaces métriques (X, dgl),
(X1,,d2?), (X1,,00") et (X7,,002) munis de Paction isométrique de T'. Sous ces hypotheses
on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.5. Les spectres lo 1y, lo,1,, l6,T1 et l6,T2 sont deux o deur égau.

Démonstration. Soit v un élément de I'. D’apres la Proposition 3.3.4, on 50Tl < d0T2. Donc,
pour tout élément x de Xr,, on a Iy, (7) < 68 (z,y.x) < dl?(x,~v.xz). Comme z est arbi-
traire, on obtient

o1, (7) <oz, (7).

D’autre part, pour tout x dans Xr,, et tout a > 0, la distance 61! (z,~.7) est la distance

d (z,,v.2,) entre x, et v.z, dans le niveau Y11, ot z, est l'intersection entre It et la

ligne de gradient de Ty z. Ceci implique que 611 (z,v.2) > o1, (7) > lo1, (7). Comme a est
arbitraire, on a donc 62" (x,7.) > lo.1, (7). On en déduit :

lor1(7) <o, (V) <lom ()
De maniere analogue, en échangeant les roles de T, et 17, on montre :
lo1, (7) <oz, () < lo, (7).

Ce qui donne 1'égalité lo 1, (7) = lo, 1, (77) = l(’)’T1 (v) = l(’),T2 ().
O

Preuve du Théoréme 8.8.1 Le corollaire précédent avec la Proposition 3.3.5 montre que
si T1 et T sont deux fonctions temps convexes définies sur €2, leurs niveaux respectifs
convergent alors spectralement vers le méme espace métrique. O
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Chapitre 4

Comportement asymptotique
des hypersurfaces de Cauchy
dans un espace-temps plat de
dimension 2+1

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux espaces-temps plats de dimension 2 + 1.
Nous étudions le comportement asymptotique des niveaux d’une fonction temps de Cauchy
quelconque au voisinage de la singularité initiale. Ce travail a été fait dans le cadre du
temps cosmologique dans les travaux [19], [25] de Benedetti, Bonsante et Guadinini. Bien
que d'un point de vue de régularité, le temps cosmologique soit peu régulier (C1), son
utilisation sera ici cruciale dans notre étude; ceci est da particulierement a la nature de
la singularité initiale associée au temps cosmologique ainsi qu’a la simplicité de ses lignes
du gradient, qui sont des droites. Un des avantages que présente le cadre de la dimension
2 + 1 est sa rigidité : la singularité initiale s’aveére étre un objet de dimension 1! Un autre
avantage est le résultat de Mess [38] qui met en avant la relation entre les laminations
géodésiques mesurées et les espaces-temps de dimension 2 + 1 : les laminations géodésiques
mesurées encodent les espaces-temps de dimension 2 + 1. Nous commengons par étudier
les laminations géodésiques mesurées. Ensuite nous présentons la classification des espaces-
temps M GHC plats de dimension 2+ 1 via les laminations. Dans une troisieme partie nous
parlons du comportement au voisinage de 0 des niveaux cosmologiques ce qui nous permet
ensuite de finir la preuve du Théoreme A dans le cas plat. Enfin, nous finissons par montrer
le Théoreme B, dont 'objet est I’étude de la convergence Gromov équivariante des niveaux
d’une fonction temps quasi-concave en dimension 2 + 1 , dans le cas plat.

4.1 Laminations géodésiques mesurées

Soit S une surface hyperbolique compléte sans bord.

Définition 4.1.1. On appelle lamination géodésique une collection de géodésiques simples
disjointes, appelées feuilles de la lamination géodésique, dont l'union est un fermé de S. On
la note généralement par .

Définition 4.1.2. Le fermé L de S formé par la réunion des feuilles de la lamination \ est
appelé support de la lamination géodésique .
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Chaque feuille de la lamination géodésique \ est donc, ou bien une géodésique définie
sur tout R, ou bien une géodésique fermée.

Exemple 4.1.3. L’exzemple le plus simple est celui ot la lamination \ est une union finie
de géodésiques disjointes.

Remarque 4.1.4. L’ensemble des feuilles de \ avec celui des composantes connezxes de S\A
forme une stratification de S. Une strate est alors une composante connexe de S\ \.

Définition 4.1.5. Une sous-lamination est un fermé de A\ qui est réunion disjointe de
géodésiques simples.

Définition 4.1.6. Un arc différentiable k est dit transverse a une lamination géodésique X\ si
et seulement si pour tout x € kNL, la feuillel de A passant par x intersecte transversalement

k.

Définition 4.1.7. Une mesure transverse u a une lamination géodésique A est une mesure
qui associe a chaque arc transverse k une mesure borélienne g vérifiant :
- 1) si k' est un sous arc de k alors ppr = pk (k') ;
— 2) le support de uy, est exactement kN L ;
- 3) si k et k' sont deux arcs transverses homotopes via une famille d’arcs transverses
alors I’homotopie envoie py, Sur .

Définition 4.1.8. Une lamination géodésique X\ munie d’une mesure transverse u est appelée
lamination géodésique mesurée et est notée (A, ).

Remarque 4.1.9. A noter que pour les laminations géodésiques mesurées, on a une autre
notion de support; elle est définie comme suite : c’est la réunion des supports de toutes les
mesures boréliennes py associées auz arcs transverses k a A. Cependant, la condition 2) de
la définition 4.1.7 assure que le support de la lamination géodésique mesurée coincide avec
celui de la lamination géodésique.

Si k est un arc transverse a A, alors il existe une subdivision finie de k£ en sous arcs k;
pour tout i = 1, ...,n telle que : k; intersecte chaque feuille de A en au plus un point. Chaque
sous arc k; est homotope a la géodésique reliant z; et z;y1, ol x; et x;41 sont les deux
extrémités de k;, via une famille d’arcs transverses. Ceci qui implique que ’arc transverse
k est homotope & un arc transverse qui est une géodésique par morceaux. On conclut donc
que la mesure transverse u est entierement déterminée par les mesures sur les géodésiques
transverses.

Le sous-ensemble Ag de A défini par la collection des feuilles isolées de A est la partie
simpliciale de la lamination géodésique A. Elle n’est pas fermée en général et donc ne consti-
tue pas une sous lamination. Notons aussi qu’elle ne dépend pas de la mesure transverse \.
On note par Lg la réunion des feuilles isolées de .

Exemple 4.1.10. Soit A une lamination géodésique constituée d’un nombre fini de géodé-
siques simples disjointes de H?. Dans ce cas la lamination coincide avec sa partie simpliciale.
Pour chaque feuille l; de X, soit t; un nombre réel positif. Pour tout arc transverse k, posons
pi =Y ti [k N 1. Alors pu est une mesure transverse sur .

L’ensemble Ay, est constitué des feuilles chargées de (A, ) i.e les feuilles I de A pour
lesquelles il existe un arc transverse k vérifiant : k N[ est un atome de pu. On P'appelle la
partie chargée de la lamination géodésique mesurée (A, ) et on la noté Ay . Cette partie
dépend bien évidemment de la mesure transverse p. On note généralement par Lyy la réunion
des feuilles chargées de A. Notons que par le 2) de la définition 4.1.7 on a Ag C Ay mais en
général cette inclusion est stricte comme le montre I’exemple suivant :
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Exemple 4.1.11. Considérons H? avec un point xoo fixé dans OH. Soit A la lamination
constituée de toutes les géodésiques complétes avec point limite xo,. Remarquons que le
support de X est H? tout entier.

Soit x,, une suite de points de 8@2 dense dans 8@2. Pour chaque n dans N soit o, la
droite géodésique de H? reliant les deuzr points & infini xoo et z,,. Considérons la mesure
transverse pu sur A définie par : pp = >, 27" |k Nayl|. Il est clair que dans ce cas A\g = @
et Ly est dense dans HZ.

On se place désormais dans le cadre ou S est une surface hyperbolique compacte sans
bord. En d’autres termes S = H?/T" ot I' est un réseau uniforme de SO(1,2). Toute la-
mination géodésique mesurée (A, ) de S se releve en une lamination géodésique mesurée
[-invariante (A, fi) de S =H2.

Soit (), ) une lamination géodésique mesurée I'-invariante de H2. Par chaque point du
support L de la lamination A passe une unique géodésique simple contenue dans A (Voir
[23, pag 10]). Ce qui montre que la décomposition de L en réunion disjointe de géodésiques
completes est unique. La lamination est dans ce cas uniquement déterminée par son support.

Remarque 4.1.12. Dans ce cas particulier la partie chargée coincide avec la partie simpli-
ciale. En particulier la partie chargée ne dépend pas de la mesure transverse.

4.2 Arbre réel dual a une lamination

Considérons une lamination géodésique mesurée (A, u) sans atomes sur une surface hy-
perbolique compacte S sans bord. Relevons cette lamination a S et considérons la pseudo-
distance définie par d 5 ;) (x,y) étant la borne inférieur des fi(a), ot a parcourt I'ensemble

des courbes transverses par morceaux reliant x a y. Notons par T(:\, 1) Uespace métrique
quotient de S par la relation d’équivalence xRy si et seulement si d(j\ ﬂ)(:z:, y) = 0, muni de

la distance J(S\,;]) induite par d(ﬂ,ﬂ)'

Proposition 4.2.1. ([37]). (T'(\, p),d(x,u)) est un arbre réel minimal & petit stabilisateurs.
Définition 4.2.2. L’arbre réel ainsi défini est appelé arbre réel dual & la lamination (A, p)

Exemple 4.2.3. Soit C. = {x = (wo,z1,72) € RV tel que q12(z,2) <0 et g > O} le
cone solide futur de dimension 2+ 1. Soit H? le modéle lorentzien de ’espace hyperbolique et
P un plan de type temps de RY2. En d’autres termes P est isométrique ¢ RV, L%intersection
de P avec C est un cone solide de dimension 14+1. On appelle cone fracturé l’espace obtenu en
insérant dans le cone solide C' la bande de Misner (PNC)x [0, al], ot a est un réel strictement
positif. L’espace ainsi obtenu est un domaine régulier futur complet. Sa singularité initiale
est un segment de longueur a. Pour tout point p a lintérieur du segment, N(r—1(p)) n’est
autre que la droite géodésique o définie par Uintersection du plan P et de H?. On considére
la lamination géodésique mesurée (a,a) ; arbre réel dual associé est un arbre réel simplicial
isométrique a la singularité initiale.

4.3 Classification des espaces-temps MG HC non élémen-
taires via les laminations géodésiques mesurées

Dans cette partie nous construisons une correspondance entre les arbres réels minimaux
a petits stabilisateurs et les espaces-temps plats M GHC non élémentaires de dimension 241
futurs complets. Ce travail a été fait par G. Mess [38]. Grace au Théoreme 3.1.37, il suffit
de construire cette correspondance entre les domaines réguliers futurs complets qui sont
préservés par une action d’un réseau uniforme I' de SO(1,2) et les laminations géodésiques
mesurées ['-invariantes.
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4.3.1 Domaines réguliers associés a une lamination géodésique me-
surée

Dans cette section nous allons associer & chaque lamination géodésique mesurée sur
une surface compacte un domaine régulier futur complet. Soit S une surface hyperbolique
compacte sans bord. Soit (A, 1) une lamination géodésique mesurée sur S. Notons par (5\7 i)
son relevé & S ~ H2.

On fixe 0 comme origine de I’espace de Minkowski R"™ et on voit H? comme étant plongé
dans R™" i.e sous son modele lorentzien. Soit ng un point fixé de H2. On suppose que no n’est
pas dans LW Soit k un arc transverse & (X, fi) reliant ng et un point n dans H? \ Lyy. Soit
2 dans kN L et soit { la feuille de A contenant z. On sait que [ est l'intersection d’un 2-plan
P de type temps et de H2. Notons par v(z) le vecteur unitaire de type espace orthogonal &
P qui pointe dans la direction de n. Soit ¢ : H2 \ Ly — RY? la fonction définie par :

g () = /k o(e)dp(z).

Elle vérifie les propriétés suivantes :
— 1) Elle ne dépend pas du choix de larc transverse. En effet, si &’ est un arc transverse
& homotope & k alors pour ' dans k' N1 on a v(z) = v(a’);
— 3) Elle est constante sur les strates de A
Considérons le domaine défini par :

Qno = m I+(wno (n) + nL)‘

ne€H2\ Ly

Proposition 4.3.1. ([18, § 5.3.1]). Le domaine €1y, est un domaine régulier futur complet.
De plus vo(n) est dans O, pour tout n dans H? \ Ly .

Démonstration. Soit F une strate de A et v un point de F = F N OH? et une suite n;
d’éléments de F qui convergent vers v. La fonction 1, étant constante sur les strates de
5\, les hyperplans de type espace ¥y, (F) + nf- convergent vers I’hyperplan de type lumiere
VYo (F) + v+, De plus ¥, (F) + v est un hyperplan support de €2,,,. On a ainsi I'inclusion
Qny C I (Y, (F) + vF). 1L s’en suit que Dy C Nyepr I (W, (F) +vF) et donce

Q’Vl(] - ﬂ ﬂ '¢n0 L)-

F veEOF

D’autre part toute strate F est I’enveloppe convexe de ses points a ’infini donc pour chaque
strate F et tout n dans F on a

ﬂ I+(¢no(‘/—:) +UJ_) C I+(wﬂo(n) +nJ—)

vEIF

Par suite (2, coincide avec l'intersection des futurs de ses hyperplans support de type
lumieres. Pour montrer que {2,,, est un domaine régulier il reste & montrer qu’il est non vide.
Soit n dans H? \ Ly, pour tout n’ dans H? \ Ly on a :

<wn0 (TL/) - wno (n)7 TL/> > 0.

En effet pour tout z dans [n,n’] on a (v(z),n’) > 0. On en déduit que pour tout ¢ > 0,
Yo (n) + tn est dans Q. O

Pour tout ng fixé dans H? \ Ly 1 application T F % RI*Q défini par 7(y) = ¥n, (7-10)
est un cocycle. En effet, on a que ¢y, (y.n0) = [ v U ) ou k est la géodésique reliant ng
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et y.ng. Donc ¥y, (Y7.10) = ¥4, (7.10). La réunion des géodésique k et v'(k) est un arc
transverse reliant ng et 7'y.ng donc ¥, (77.10) = Vny (7 .10) + ¥y ne (Y 77.10) €t on obtient
comme voulu que 7 est un cocycle.

La fonction 1, est donc I'-équivariante i.e 1, (v.n) = ¥.1n, (n) +7(7). On obtient donc
la proposition suivante :

Proposition 4.3.2. ([18, § 5.3.1]) Le domaine Q, est I'r-invariant. L’action de T'; sur
Q. est donc libre et proprement discontinue.

Démonstration. Soit v dans I'. On a v, I* (¢, (n) + nt) = IT (¢, (v.n) + (y.n)*) donc le
domaine (2,,, est I'; invariant. Par la Proposition 3.1.33 I’action est libre et propre. O

Définition 4.3.3. Le domaine Q,, est le domaine régulier associé a la lamination géodé-
sique mesurée (A, u). On le note par M(X\, p).

4.3.2 Lamination géodésique mesurée associée a un domaine régu-
lier

Dans cette partie nous allons associer a tout espace-temps M non élémentaire MGHC
futur complet de dimension 2 + 1 une lamination géodésique mesurée. Cette correspondance
est réciproque a celle donnée dauns la section 4.3.1. Ce travail est dit & Mess [38], il a été géné-
ralisé par la suite par Bonsante et Benedetti [18] dans le cadre des espaces-temps globalement
hyperboliques Cauchy complets.

Proposition 4.3.4. ([38, Proposition 13]). Tout espace-temps M non élémentaire MGHC
futur complet de dimension 2+ 1 avec une surface de Cauchy S hyperbolique détermine une
lamination géodésique mesurée (A, ) sur S telle que M = M (A, p).

Caractere expansif du temps cosmologique

Soit M un espace-temps M GHC non élémentaire futur complet de dimension n+ 1. On
sait que M s’identifie au quotient d’un domaine régulier Ot de RY™ par une déformation I';
d’un réseau cocompact I' de SO(1,n). Rappelons qu’au domaine régulier QO est associé :

— Un temps cosmologique T,,s régulier qui est une fonction temps de Cauchy I'; inva-

riante 1. Teos (V.0 + 7(7)) = Teos(D) ;

— Une application rétraction r : QT — 9QF continue qui est I', invariante

— Une singularité initiale 3 C Q" donnée par r(QT) et caractérisée par : 3 est le lieu

des points de 90T par lesquels passe un hyperplan support de type espace ou d’une
maniere équivalente deux hyperplans supports de type lumiere.

— Une application normale N : QT — H" qui est [-équivariante i.e N(vy.p + 7(7)) =

7-N(p).

Proposition 4.3.5. [4, Corollaire 4.7]. Le temps cosmologique Teos de QT est une fonction
CY1. En particulier N est localement lipschitz.

\

Remarque 4.3.6. La proposition précédente montre que la restriction de r a un miveau
cosmologique T,1(t) induit une application localement lipschitz. En effet tout élément p de
Ot s’écrit sous la forme r(p) + Teos(p) Np.

Lemme 4.3.7. [25, Corollaire 4.6] Pour tout p et q dans Q" et pour tout a et b réels positifs
on a0 < (r(p) —r(q),aNp — bNy).

Démonstration. Soit p et ¢ deux points de QF. L’hyperplan P, = r(p) —|—Npl est un hyperplan
support pour Q. En d’autres termes, tout point de 9Q* est dans le futur causal de P,. En
particulier r(g) est dans le futur causal de P, ; ce qui se traduit par :

0<(r(p) = r(a): Np)
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et donc
0 < (r(p) —r(q), alNp)

pour tout a > 0. En échangeant les roles de p et ¢ on obtient :
0 < (r(q) —r(p),bNg) -
Il suffit alors de sommer pour obtenir
0 < (r(p) —r(q), aNp — bN,)
pour tout a > 0 et b > 0. O

Bien que le temps cosmologique ne soit pas assez lisse, la Proposition 3.2.16 reste vraie
dans ce cadre. Le résultat suivant est montré dans [10] :

Proposition 4.3.8. ([10, Proposition 8.1]). Soit o une courbe lipschitz incluse dans le passé
d’un niveau cosmologique Y1eos de T,,s dans Q+. Alors la projection de « le long des lignes
du gradient cosmologique N est de longueur plus grande que celle de a.

La preuve de la Proposition 4.3.8 utilise principalement un résultat di a Bonsante qui
assure que le passage d’un niveau cosmologique a un autre augmente les longueurs :

Proposition 4.3.9. ([25, Lemme 7.4]). Soit XIes et ¥°* deur niveaux du temps cos-
mologique T.os de QF avec a < b. Soit a une courbe lipschitz contenue dans XIeos  alors
la projection de o sur ZbT“'S le long des lignes du gradient cosmologique N augmente les
longueurs.

Preuve de la Proposition 4.3.4

On se place dans le cadre de la dimension 2 + 1. Pour chaque point ¢ de X, soit F(rg)
le sous-ensemble de H? défini par F(rg) = N(r~1(rg)). Par la Proposition 3.1.25 ce sont
des sous-ensembles convexes de H? qui sont deux & deux disjoints. Par la Proposition 3.1.32
Papplication N est surjective donc la famille des F(rg), ot 7o parcourt la singularité initiale
¥, forme une stratification de H2.

Considérons maintenant le sous-ensemble A de H? défini par :

A= | Feou | 9F(ro).

dimF (rg)=1 dimF (rg)=2

Le sous-ensemble )\ forme une lamination géodésique de HZ. Il reste & lui associer une
mesure u. Toute 'idée repose essentiellement sur la proposition suivante :

Proposition 4.3.10. ([18, Proposition 3.6.1]). Soit k un arc transverse & la lamination A
Alors il existe une courbe lipschitz a contenue dans ZT‘”“’ le niveau cosmologique un telle
que Noa =k.

Construction de la mesure transverse. Soit Y ’ensemble des points z de H? tel
que N~1(x) contient plus d’un élément. Notons que la mesure de Lebesgue de Y est nulle
et qu’il est formé par une réunion de feuille de A. Soit k un arc transverse dont les deux
éxtrémités qui sont hors de Y. Par la Proposition 4.3.10, il existe une courbe lipschitz « telle
que Noa = k. Sa projection roa est une courbe dérivable presque partout et 7(s) € TN(S)HQ.
Définissons p par :

pulh) = [ 15 ds

c’est une mesure transverse sur la lamination géodésique A.
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Il reste alors a montrer que l'espace-temps M est bien celui associé a la lamination
géodésique mesurée qu’on vient de construire. Pour cela, on se fixe un point ng dans H? \ Y
et on considere I'application 1, définie précédement dans §4.3.1. Soit n € H?\Y et soit k la
géodésique reliant ng & n; on a alors ¢, (n) = [, v(x)du(x). D’aprés la Proposition 3.1.27,
pour tout t tel que k(t) € L on a 7(t) € Tty F (re)*. On a alors 7(t) = | (t)| v(r(t)) et donc
r(N~'(n)) = r(N~1(no)) = [, v(z)du(z) = thn,(n). Ce qui montre que M = M (X, p). O

4.4 La géométrie de la singularité initiale cosmologique

Dans cette section nous allons voir comment Bonsante munit la singularité initiale d’une
métrique, et esquisser sa preuve du théoreme suivant :

Théoréme 4.4.1. [18, Proposition 3.7.2] Soit M (), 1) un espace-temps plat non élémentaire
MGHC futur complet de dimension 2 + 1 associ€é a une lamination géodésique mesurée
(A, ). Alors la singularité initiale cosmologique associée est isométrique a l'arbre réel dual
a la lamination géodésique mesurée (A, ).

4.4.1 Comportement asymptotique des niveaux cosmologique

Dans [25] Bonsante étudie le comportement asymptotique des niveaux cosmologiques
dans un espace-temps plat, donnant ainsi un sens métrique a la singularité initiale. Ce
travail ne se restreint pas qu’au cas de la dimension 2 + 1, il est vrai en toute dimension.
Commengons par rappeler :

Théoréme 4.4.2. ([25, Proposition 7.6, Corollaire 7.9]). Soit M ~ Q% /T, un espace-temps
plat MGHC' non élémentaire futur complet de dimension n+ 1. Alors il existe une distance
ds bien définie sur la singularité initiale 3 telle que : les niveauz Y1cos de la fonction temps
cosmologique T,os de U, munis de leurs distances d1e> i.e celles induites par la restriction
de la métrique ambiente de RY™, convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers
Uespace métrique (X, ds).

Remarque 4.4.3. Notons qu’une conséquence immédiate du Théoréme 4.4.2, est que les
espaces (T, XLcos d,) convergent pour la topologie de Gromov équivariante vers l’espace
(I,X,ds). En effet, d’aprés 2.7.17 la convergence uniforme sur les compacts implique la
convergence de Gromov équivariante. En particulier, les espaces (I',XIeos d,) convergent
spectralement vers l’espace (I', X, dx)).

Définition 4.4.4. La singularité initiale ¥ munie de la distance ds, est appelée singularité
1atiale cosmologique.

Idée de la preuve du Théoreme 4.4.2. Soit X1, l'espace des lignes de gradient du
temps cosmologique Teps. Soit (dg)a>0 la famille des distances cosmologique définie sur X
(voir 3.3). Chaque ligne = de X7, est une droite de Q* normale au niveaux cosmologique et
qui a un point limite dans ¥. Elle se rétracte donc sur un seul point r(z). Par la Proposition
4.3.9 et la Proposition 3.3.2 ces distances convergent uniformément sur les compacts vers
une pseudo-distance dy sur X7, _ . De plus pour tout z et y dans X, on ait do(z,y) =0
si et seulement si r(x) = r(y). Ce qui montre que l'espace métrique quotient de Xr, _ par
dy s’identifie a . La convergence spectrale est donnée par le corollaire 3.3.5. O

L’objet de la proposition suivante est de démontrer la deuxiéme partie du Théoreme A :

Proposition 4.4.5. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave I'-équivariante
définie sur QF . Alors les niveauz XL de T munis de leurs action isométrique de I convergent
pour la topologie spectrale vers la singularité cosmologique (I', X, dy).
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Démonstration. Par le Théoréme 3.3.2 on sait que les (I', X1 d,) convergent spectralement
vers un espace métrique indépendant de la fonction T'. Gréace a la Proposition 4.3.8 les
mémes arguments de la Proposition 3.3.4 et de la Proposition 3.3.5 s’appliquent au temps
cosmologique. On obtient ainsi en utilisant le Théoreme 4.4.2 le résultat voulu. O

4.4.2 La structure d’arbre réel induite sur la singularité initiale

_ Soit M =~ Q1 /T, un espace-temps plat MGHC non élémentaire de dimension 2+ 1. Soit
(), 1) la lamination géodésique mesurée définie sur H? associée a Q7. Elle se transporte en
une lamination géodésique mesurée (X, fi) sur le niveau cosmologique Erfc"*‘. Soit [ une feuille
de )\, deux cas de figure se présentent : le premier est celui ou [ est une feuille contenue dans
Y (rappelons que Y est I'ensemble des 2 dans H? tels que N ~!(z) contient exactement un
élément), le second est celui ou [ n’est pas contenue dans Y. Notons que dans le premier cas
lensemble des r dans ¥ tel que | C F(r) est un segment d’extrémités r_ (1) et r4(1). Dans
le second cas c’est un unique point 7 (1) de X.

Si la feuille I n’est pas contenue dans Y, alors | = N='(I) N X7e* = [ 4 7. C’est une
géodésique de Z{m car N : ETC‘” — H? est une application 1-lipschitz. Sinon N~=1(I) N
STeos — 1 4 [r_(1),7(1)]. Cet ensemble est feuilleté par les géodésiques I(t) = I + tr_(l) +
(1 — )7, (I). L’ensemble A est donc une lamination géodésique. La mesure transverse est

tout simplement définie par (k) = pu(N(k)) si les extrémités de k ne sont pas dans Y. Sinon

(k) = [ |7 ()l ds.

Proposition 4.4.6. ([18, Lemme 3.5.3]). Soit p et q dans X1 tels que N, et N, ne sont
pas dans Y et r(p) # r(q). Alors la géodésique & de ElTC"S reliant p et q est un arc transverse
a la lamination géodésique X de masse totale [i(&) égale a fu(k), ou k est l'arc géodésique
reliant N, et N, dans H>.

Démonstration. Comme les feuilles de la lamination géodésique A sont des géodésiques de
E{““ et que les points p et ¢ ne sont pas sur la méme strate, la géodésique @ est un arc
transverse a .

Chaque feuille de A sépare ElT"” en deux sous espaces. Donc si une feuille déconnecte p
et g, alors elle intersecte forcément . Sinon l'intersection est vide. Ceci montre que N (&)
est homotope & k I'arc transverse & A reliant N, et N,. Donc fi(@) = fi(k). O

Remarque 4.4.7. Une conséquence immédiate de la Proposition 4.4.6 est le fait que la
mesure transverse fi soit controlée par la structure de longueur induite sur ZlTC"S par la
structure lorentzienne ambiante. En effet, (@) = (k) =l(roa) < l(a). O

Pour tout rg et r; dans ¥, soit k est une géodésique reliant deux points de F(rg) et F(ry)
respectivement. Soit & une paramétrisation de N~1(k) N Efm. La projection r o & est une
courbe de ¥ passant par ro et 1. Dans le cas ot aucun des F(r;) n’intersecte Y, les points
r; sont les extrémités de o @. Si maintenant un des F(r;) (ou les deux!) a une intersection
non vide avec Y, alors le point r; n’est pas forcément une extrémité de la projection 7 o a.
Soit p et ¢ deux points de @. Comme nous l’avons mentioné auparavant les point p et ¢
s’'identifient avec les lignes de gradient du temps cosmologique passant par ces deux points.
Il s’en suit que dZ(p, q) > I(r o &,) o1 &, est une géodésique de (Xr,dr) reliant p et g. Par
définition méme de la mesure trasverse fi, la longueur de la courbe r o @, n’est autre que
le poid total de la projection sur ElTC"S le long des lignes du gradient cosmologique de la
géodésique &, qui a son tour est supérieure a la masse du sous arc ¢, , de & reliant p et g.
D’autre part la masse du sous arc &, 4 est supérieure a dx(p, ¢). En passant & la limite on
obtient que r o &, 4 est la géodésique reliant r(p) et 7(g). On obtient ainsi :

Proposition 4.4.8. ([18, Proposition 3.7.1]). Soit M ~ Q /T, un espace-temps plat MGHC
non élémentaire de dimension 2+ 1. Soit (X, i) la lamination géodésique mesurée associée a
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QF. Alors lespace métrique (X, dx) est un espace métrique géodésique. De plus pour chaque
ro et r1 dans X, la courbe roa est une géodésique passant par les points vy et 1 de longueur
égale a fu(k) ou k est la géodésique de H? reliant deux points de F(rq) et F(r1).

Preuve du Théoréme 4.4.1. Montrons que (X,ds) est un arbre réel. Soient p et ¢
deux points de ElTC"S tel que r(p) # r(q). Soit a I'unique géodésique de ElT“’S reliant p et q.
Soit z un point de la courbe r o a différent de 7(p) et de r(g). D’une part la strate r—1(z)
sépare E{“’S en deux ouverts connexes disjoints X1 et Xo. D’autre part, la Proposition 4.4.6
nous assure que la géodésique « est un arc transverse a la lamination f. Donc ¥; et 3o se
retractent sur des sous-ensembles disjoints de ¥ I'un contenant r(p) et 'autre r(g). Comme
la retraction r est continue ils sont connexes.

Montrons maintenant que c’est bien I’arbre réel dual & (A, pt). Soient ¢ et r1 deux points
de X tels que F(r9) N F(r1) = @. Par la Proposition 4.4.8 la géodésique reliant rq et r1 est
de longueur égale au poid de toute géodésique de H? reliant un point de F(rg) et un point
de F(r1). Le Théoréeme 4.4.1 en découle. O

4.5 Convergence Gromov equivariante des niveaux d’un
temps quasi-concave

Dans cette partie nous allons montrer le Théoreme B dans le cas plat. Plus précisément
nous montrons le théoréme suivant :

Théoréme 4.5.1. Soit M (S, \) un espace-temps MGHC plat non élémentaire futur-complet.
Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave C?. Alors les niveaux de T convergent
pour la topologie de Gromov équivariante vers larbre réel dual & (S,\). En particulier la
limite ne dépend pas de la fonction temps choisie.

Démonstration. Soit M ~ QT /T, un espace-temps MGHC plat non élémentaire futur-
complet de dimension 2+ 1. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave C?. Elle se
reléve en une fonction temps de Cauchy I', invariante sur Q7. Soit T.0s la fonction temps
cosmologique de 2. Nous reprenons les notations du paragraphe §3.3 :

— X7, Despace des lignes du gradient cosmologique;

— dZeos les distances définies sur l'espace X7 par la fonction Tros

— 61 les distances définies sur I'espace X7 par la fonction T

— pa = p pour tout a > 0. )
D’apres la Proposition 2.7.17, pour montrer que les I'-espaces métriques (Xfcos,ég,F, Pa)
convergent pour la topologie de Gromov équivariante, il suffit de montrer qu’ils convergent
uniformément sur les compacts. Mais comme les actions p, sont toutes identiques, il suffit

alors de démontrer que toutes les limites au sens de la topologie uniforme sur les compacts 5(7;
de suites extraites de la famille §7 sont égales & la pseudo-distance dg““’s sur X4 . D’apres
le Théoreme 4.4.2 et le Théoreme 4.4.1 on sait que les (Xfcos,dfw) convergent pour la

topologie uniforme sur les compacts vers (X7 dg“"’s) de sorte que le métrisé (X:,:w , dOTC"S)
soit isométrique a 1’ arbre réel dual a la lamination géodésique mesurée (S, \). D’apres
la Proposition 4.2.1, ()A(Tm,dg“”) est minimal et irréductible. Soient x, y deux éléments
de X7 . D’apres le Lemme 2.4.6 il existe un élément v de T' dont I'axe de translation A,
contient le segment [Z, §], ou Z, § sont les projetés de z, y dans le métrisé. Quitte a remplacer
~ par une de ses puissances, on peut supposer que [Z, g] est contenu dans le segment [z, y.Z].
Or, d’apres la Proposition 3.2.16, et comme Z est dans A, :

~h

lo7(7) < dg (Z,7.2) < dgﬂcos (Z,7.z) = loj“ws (7)-

)
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D’apres le Corollaire 3.3.5, les deux termes aux extrémités de cette suite d’inégalités sont
égaux, donc toutes les inégalités sont égales. En particulier :

03 (&,7.%) = g (z,7.7).
Donc :
dgcos (ia g) + dgcos (yv 7'52) = dgm (jv V'f) = 5(?(& 7'5) < 531(57 ﬂ) + 53;(7% V'i)

ce qui donne comme voulu, en utilisant & nouveau la Proposition 3.2.16, 1’égalité 6{ (z,y) =
TCOS
dO (Iv y) .
O
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Chapitre 5

Comportement asymptotique
dans un espace-temps de Sitter

Dans ce chapitre nous allons étudier le comportement asymptotique des niveaux d’une
fonction temps quasi-concave dans un espace-temps de Sitter. Nous généralisons ainsi le
résultat 4.5.1 obtenu dans la section précédente au cas des espaces-temps modelés sur I'espace
de Sitter. Ceci est di particulierement au fait que les espaces-temps de Sitter de dimension
2+ 1 peuvent étre obtenus par une rotation de Wick a partir des espaces-temps plats. Nous
commencons par rappeler quelques éléments de la classification des espaces-temps de Sitter
de dimension n+1 quelconque. Ce qui nous permet de montrer le Théoreme A dans le cas de
Sitter. Nous traitons ensuite le cas de la dimension 2 + 1 ou nous exposons la classification
des espaces-temps de Sitter via les rotations de Wick, pour ensuite montrer le Théoreme B,
dont l'objet est I’étude de la convergence Gromov équivariante des niveaux d’une fonction
temps quasi-concave en dimension 2 4 1, dans le cas de Sitter.

5.1 Classifications des espaces-temps de Sitter

Bien que nous ne serons pas amenés dans cette these a traiter le comportement asymp-
totique dans le cas d’un espace-temps de Sitter de dimension n 4+ 1 > 4, nous avons préféré
parler de la classification en toute sa généralité afin de donner un exposé plus au moins
complet des espaces-temps de Sitter.

5.1.1 Espace de Sitter

Modele linéaire de 1’espace de Sitter

Considérons I’espace de Minkowski R1""*! de dimension n + 1 muni de la forme quadra-
tique q1 41 = —dad + daf + ...+ dx? + da? ;.

Définition 5.1.1. Le modéle liméaire de ’espace de Sitter est I’hyperboloide a une nappe
défini par :
dSpy1 = {x e RV tel que q1.nt+1(z) = 1}

muni de la métrique lorentzienne induite par q.

Remarque 5.1.2. 1) L’application S™ x R — dS,4+1 définie par :

(z,t) — (sinh(t), cosh(¢)x)
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est un difféomorphisme entre l’espace de Sitter et S™ x R. La restriction de q s’écrit alors
g = —dt? + cosh(t)%2dz? ou dx? est la métrique riemannienne de la sphére ronde S™. Ceci
montre en particulier que ’espace de Sitter dS,+1 est une variété lorentzienne connexe.

2) Le groupe d’isométrie de dSy41 est O(1,n+1).

Comme dans le cas de 'espace hyperbolique on a le résultat suivant :

Proposition 5.1.3. Les sous espaces totalement géodésiques de dS,,+1 sont les composantes
connezes des intersections des sous-espaces vectoriels de RV quec dSp+1-

On obtient ainsi 3 types de sous-espaces totalement géodésiques :

— Ceux de type espace : ce sont les intersections entre d.S, 11 et les sous-espaces vectoriels
de type espace de RV +1, TIs sont isométriques & S* (k < n);

— Ceux de type temps : ce sont les composantes connexes des intersections entre d.S,, 1
et les sous-espaces vectoriels de type temps de RV™*1. Ils sont isométriques a dS
(k<n);

— Ceux dégénérés : ce sont les intersections entre d.S, 1 et les sous-espaces vectoriels de
type lumiere de RV 1,

En particulier on obtient trois types de géodésiques :

— géodésiques de type espace : ce sont les intersections entre les plans de type espace et
dSn+1 5

— géodésiques de type temps : ce sont les composantes connexes des intersections entre
les plans de type temps et dS, 41 ;

— géodésiques de type lumiere : ce sont les composantes connexes des intersections entre
les plans lumieres et d.S;, 1.

Remarque 5.1.4. Les géodésiques de type espace de dSy,i1 sont fermées contrairement a
ceux de type temps ou lumiére qui ne le sont jamais.

L’espace de Sitter dS, 11 est naturellement orienté. En effet, 'orientaion chronologique
de l'espace de Minkowski induit une orientation chronologique sur dS,4+1 pour laquelle les
courbes causales futures sont aussi des courbes causales futures pour Minkowski. Ainsi le
groupe des isométries de dS, 1 préservant l'orientation et l'orientation chronologique est
SO™(1,n). La restriction de la coordonnée zg & dSy1 induit une fonction temps de Cauchy
faisant de l’espace de Sitter un espace globalement hyperbolique.

Espace d’Einstein

Considérons P'espace R 1 i.e I'espace vectoriel R"™3 muni de la métrique q2,41 =
—du? — dv? + dxd + ... + dz?. Soit C le lieu d’annulation de Q2,4 1.

Définition 5.1.5. L’espace d’Einstein, noté Ein,y1, est la projection dans la spheére des
rayons S(R*"*1) de C.

Notons par 7 I’application projection de R%"*1/{0} dans S(R*"+1).

Proposition 5.1.6. L’espace d’Einstein Fin,,1 est muni d’une classe conforme lorent-
zienne canonique conformément équivalente a (S™ x S, dx? — dt?), ou dx? est la métrique
ronde de S™ et dt? celle de S'.

Démonstration. Soit U un ouvert de Fin,,1 et soit s : U — C une section de m au essus
de U. Pour chaque p dans U et chaque w dans T, Ein, 1 considérons le vecteur w’ dans
Ts(p)C défini par : dy,ym(w') = w. Si w) et Wj sont tels que dy,)m(w)) = dypym(wh) = w,
alors w| — w} est dans w~*(p). Or 7! (p) est contenu dans (T, C)* et donc qa,541(w’) ne
dépend pas du choix de w’. Ceci nous permet donc de définir une métrique g, sur U par

gs(w) = qz.nr1(w).
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Si maintenant s’ est une autre section de U, alors il existe une fonction positive f: U — R
telle que s = fs’ et dans ce cas gs = f2g.. Ce qui montre que l'espace Ein, 1 est muni
d’une classe conforme lorentzienne.

Dans le cas particulier ou s est la section qui prend ses valeurs dans la sphére euclidienne
de rayon 2, la métrique ds est isométrique a dz? — dt? sur S" x S et donc Ein, , est
conformément équivalent a (S™ x S, dz? — dt?). O

Comme la structure de causalité est préservée par changement conforme on peut parler
de causalité dans l'espace d’Eistein Ein, 1. Ainsi :

Définition 5.1.7. Une courbe dans Ein, i est :
— causale si elle l'est pour (S™ x S, dx? — dt?) ;
~ temporelle si elle lest pour (S™ x S, dz? — dt?).

Il se trouve que comme dans le cas de ’espace de Minkowski on sait décrire les courbes
causales de ’espace Eing, 4 :

Proposition 5.1.8. ([13, Lemme 5.1]). Toute courbe causale o de l’espace d’Einstein Eing 1
est de la forme t — (x(t), (cos(t),sin(t))), ou t — x(t) est une courbe 1-Lipschitz de S™. Si
de plus la courbe t — x(t) est 1-contractante alors la courbe a est temporelle.

Définition 5.1.9. L’univers d’Einstein, noté Ein,11, est défini comme étant le revétement
universel de l’espace d’Einstein muni de sa classe lorentzienne conforme.

Proposition 5.1.10. L’univers d’Finstein E;ln+1 est conformément équivalent a (S™ x
R, dx? — dt?), ou dz? est la métrique ronde de S™ et dt* est celle de R.

Proposition 5.1.11. ([13, Corollaire 5.5]). L univers d’Einstein est globalement hyperbo-
lique.

Démonstration. Une courbe causale inextensible de EAi?LnH est forcément le graphe d’une
application 1-Lipschitz R — S™. Comme Fin,+1 ~ S™ xR on obtient que la projection sur le

deuxiéme facteur est une fonction temps de Cauchy et donc que 'univers d’Einstein Fin,, 1
est globalement hyperbolique. O

La proposition suivante est ’anologue de la Proposition 3.1.2 dans le cas de I'univers
d’Einstein, elle décrit les parties achronales (respectivement acausales) de l'espace Fing, 1 :

Proposition 5.1.12. ([13, Corollaire 5.2]). Soit S une partie de Ein, 1. Alors :
- S est achronale si et seulement s’il existe un sous-ensemble A de S™ et une application
1-Lipschitz f : A — R tels que

S =G(f) ={(z, f(x)) : x € A};

— S est achronale sans bord si et seulement si A est un ouvert de S™ ;
— S est achronale fermée sans bord si et seulement si A est S™ tout entier.

Démonstration. La preuve est identique a celle de la Proposition 3.1.2. O

Plongement conforme de 1’espace de Sitter

Soit & un vecteur de type temps de R?"*1. Soit P, 'hyperplan affine défini par : P, =
{p € R¥ T /qy i1 (2, p) = 1}. Considérons U (z) la projection dans Ein,, 1 de I'intersection
du lieu d’annulation C' de gg5,41 et de I’hyperplan affine P,. Considérons la section s, :
U(x) — C qui envoie chaque rayon de U(z) sur son intersection avec I’hyperplan affine
P, = {p e R*" "1 /q5 ,41(p,e0) = 1}, ce qui définit une métrique ds, sur U(z). Quitte &
composer par un élément de O(2,n + 1), on peut supposer que z = (0, 1,0, ...,0) et dans ce
cas (U(z),ds;) est isométrique au modele lineaire dS, 1 de I'espace de Sitter. Nous avons
montré :
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Proposition 5.1.13. Le modéle lineaire de l’espace de Sitter dS,4+1 est conformément équi-
valent a (S"x]0©, 0 + 7[,dz? — dt?).

Modele de Klein de ’espace de Sitter

Définition 5.1.14. On appelle modeéle de Klein de l’espace de Sitter dSy,y1 la projection
dans S(RY"+1) de dS, 11 munie de la métrique image directe. On le note généralement par
DS,,.

Remarque 5.1.15. Les sous espaces totalement géodésiques du modele de Klein DS,, sont
les projections dans S(RY"™*1) des sous espaces totalement géodésiques de dSy 1. En d’autres
termes ce sont les composantes connexes des intersections entre les hyperplans projectifs et
DS, .

Soit HY = {z = (20, %1, ..., Tn+1)/q1,nt1(x, ) = —1 et x9 > 0}. Notons par H'} sa pro-
jection dans S(RY™*+1). On définit de la méme facon H™ et H". Notons que le complémen-
taire de l'adhérence de DS,, dans S(R""*!) n’est autre que la réunion de H et de H".
Notons aussi que le bord de DS, ;1 est constitué de la réunion de deux spheres S} et S™
données par la projection dans S(RL”H) du cone d’annulation de ¢y ,41. Comme dS,; est
conformément équivalent & (S"x] — 5, +%[, dz* — dt?), les géodésiques inextensibles futures
de DS,,+1 (qui sont les projetées des géodésiques inextensibles futures de dS,+1) vont de
S a S%. Ce qui amene a considérer les deux sphéres conformes S" et S} comme étant
respectivement le bord passé et le bord futur de ’espace de Sitter DS, ;1.

On obtient ainsi une description précise des géodésiques de DS, 11 :

— Si une droite projective intersecte transversalement les spheres S et S7 , alors son
intersection avec DS, 11 a exactement deux composantes connexes et ce sont des géo-
désiques temporelles ;

— Si une droite projective est tangente aux deux spheres S et S , DS, 11 ; alors son
intersection avec DS, ;1 a exactement deux composantes connexes et ce sont des géo-
désiques lumieres ;

— Si une droite projective n’intersecte pas les deux spheres S” et ST , alors c’est une
géodésique de type espace.

Soit maintenant z un point de DS,,;;. Considérons I'ensemble 0TI (z) des points de

" qui sont limite d’une géodésique de type temps future issue de z. En utilisant le modele
conforme, il n’est pas difficile de voir que pour tout z dans DS, 1, 87 IT(x) est une boule
ronde ouverte de S7 . Inversement toute boule ronde ouverte de S correspond a un unique
point de DS, ;1 : c’est le point (zg, 5= ), ol Z( est le centre de la boule et r est son rayon.
Ceci permet d’identifier DS, 1 et 'espace des boules rondes ouvertes de S%. Pour cette
identification un point z’ est dans le futur d’un autre point x si et seulement si la boule
Ot I*(x) contient la boule T It (z2'). De la méme fagon on peut identifier DS, ;1 et 'espace
des boules rondes ouvertes de S™. Pour cette identification un point z’ est dans le passé d’un
autre point z si et seulement si la boule 9~ I~ (x) contient la boule 9~ I~ ().

5.1.2 espace-temps dS standard : Premiere définition

Cette premiére définition est dii & Scannell [48], elle consiste a associer a chaque va-
riété de Mobius simplement connexe de type hyperbolique S un espace-temps globalement
hyperbolique futur complet localement de Sitter homéomorphe & Sx]0, +ool.

Définition 5.1.16. Une variété de Mdobius est une variété équipée d’une (G, X)-structure,
ot G = OV (1,n) est le groupe de Mébius et X = S™ est la sphére de dimension n.

On obtient ainsi trois types de variétés de Mdbius simplement connexes :
— Celles dites elliptiques : elles sont conformément équivalentes a la sphere S™;
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— Celles dites paraboliques : elles sont conformément équivalentes & la sphere S™ moins
un point ;
— Et celles dites hyperboliques : si elles sont ni elliptique ni parabolique.
Soit S une variété de Mobius simplement connexe de dimension n. Soit d : § — S™ une
application développante.

Définition 5.1.17. Une boule ronde owverte de S est un owvert conneze U de S sur lequel
d est un homéomorphisme et tel que d(U) est une boule ronde ouverte de S™.

Considérons 'espace B,,4. des boules rondes de S qui sont maximales pour 'inclusion.
Soit U un élément de B4, et soit d(U) I'adhérence de d(U) dans S™. Comme d(U) est une
boule ronde fermée de S™, elle est conformément équivalente au compactifié H® U OH"™ de
I’espace hyperbolique. Notons par U I’enveloppe convexe dans H™ UJH™ du complémentaire

de d(U) dans d(U). Prenons enfin C(U) =d~}(U)NU.

Proposition 5.1.18. [48, Proposition 4.1] Si S est de type hyperbolique alors pour tout x
dans S, il existe une unique boule ronde mazimale U(x) de Bpax telle que x € C(U(x)).

Corollaire 5.1.19. Les convezes C(U(x)), ot x parcourt S forment une stratification de S

appelée stratification canonique de S.

Supposons que S est de type hyperbolique. Soit x un élément de S et soit U(z) Punique
boule ronde maximale donnée par la Proposition 5.1.18. Notons par y le point de DS, 1
correspondant & U(z). Définissons la courbe ay : [0, +00[— DS, 11 comme étant la géodé-
sique temporelle future issue de y et qui a pour point limite z. Ceci définit une application
D : §%]0,4+00[— DS, 41.

Proposition 5.1.20. ([48, Proposition 5.1]). L’application D définie ci dessus est un difféo-
morphisme local. Il induit une structure lorentzienne faisant ainsi de SX]O, +oo[ un espace-
temps globalement hyperbolique futur complet qui est localement de Sitter. De plus pour
chaque t €]0, +ool, Uhypersurface S x {t} est une hypersurface de Cauchy.

Définition 5.1.21. L’espace-temps ainsi obtenu est appelé espace-temps standard de Sitter.

5.1.3 espace-temps dS standard : Deuxieme définition

Cette construction est due & Béguin, Barbot et Zeghib [4]. Elle est largement inspirée du
papier de Kulkarni et Pinkall [36].

Soit S une variété de Mobius simplement connexe de dimension n. Soit d : S — S, une
application développante.

Définition 5.1.22. Une boule ronde U de S est dite propre si d(U) est une boule fermée de
Sp.

Lemme 5.1.23. ([11, Lemme des assiettes emboitées]).
Soit f : X — Y un homéomorphisme local entre deuzr variétés X et Y. Soient Uy et Uy

deuz ouverts connexes de X sur lesquels f est injective. Si de plus Uy N Uy est non vide et
f(U1) C f(Us), alors Uy C Us.

Démonstration. Montrer que U; C U; revient a montrer que Uy N Uy = U;. Comme U; et
U, sont des ouverts connexes, il suffit donc de montrer que Uy N Us est fermé de U;. Soit
(2n)nen une suite d’éléments de Uy N Us qui converge vers un élément = de Uy. Notons par
fu, la restriction de f a Us. Les z,, = f[};(f(zn)) convergent vers f[};(f(x)) = z qui est
donc un élément de Us. O]
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Lemme 5.1.24. [11, Lemme de fermeture des assiettes]
Soit f: X — Y un homéomorphisme local entre deux variétés X et Y. Soit U un ouvert
connexe de X sur lequel f est injective. On suppose de plus que pour tout point q¢ de f(U)
et tout voisinage owvert V de q, il existe un voisinage ouvert W C 'V de q tel que W N f(U)
soit conneze. Alors f est injective sur l’adhérence de U.

Démonstration. Par I'absurde, soient z et 2’ deux points différents de U qui ont la méme
image y par f. Soient U; et Us deux ouverts connexes disjoints contenant x; et xo respec-
tivement et sur lesquels f est injective. Quitte a prendre des ouverts plus petits on peut
supposer qu'’ils ont la méme image V par f et que VN f(U) est connexe. Définissons 'ouvert
connexe Wy = Uy N f~1(V) N f=1(f(U)). De la méme fagon on définit Ws. Il est claire que
le couple d’ouverts (Wy,U) vérifie les hypotheses du lemme 5.1.23 et donc W7 C U. De la
méme maniere Wy C U mais comme [ coincide sur Wiy et W5, on obtient que Wy = Wh.
Par suite U; N Uy # 0 contradiction. O

Remarque 5.1.25. Grdice au Lemme 5.1.24 la restriction de d a U, ot U est une boule
ronde propre, est injective.

Notons par B(S) l'espace des boules rondes ouvertes de S et par By(S) D'espace des
boules rondes ouvertes propres de S. Nous allons définir une topologie sur BO(S) de sorte
que By(S) soit une variété.

Soit U un élément de By(S). Définissons W (U) comme étant I’ensemble des V dans
By(S) tels que V C U.

Soit Uy et Us deux éléments de Bo(g) tels que U; C Usy. Notons par W(Uy,Us) le

sous-ensemble de By(S) formé des boules rondes propres V vérifiants : Uy C V et V C Us.

Définition 5.1.26. On appelle topologie d’Alexandrov sur By(S) la topologie engendrée par
les W(Uy,Us) et les W(U).

Remarque 5.1.27. Nous avons vu plus haut que Uespace de Sitter DS, 1 s’identifie avec
Pespace des boules ouvertes de S . En d’autres termes il y a une identification canonique ¢
entre l'espace de Sitter DS, 1 et By(ST).

Proposition 5.1.28. ([4, Lemme 7.12]). L’espace de Sitter DS, 1 est homéomorphe a l’es-
pace By(S}) muni de sa topologie d’Alezandrov.

Démonstration. Soit U et V deux éléments de By(S?) tels que U C V et soient x et y les
deux points de DS,, ;1 correspondants. On a que J*(z) C I (y). Donc W (U, V) correspond
a I~ (x) NI (y). Comme DS, 1 est globalement hyperbolique, sa topologie est engendrée
par les I~ (x) N I (y). On obtient donc que l'identification est un homéomorphisme. O

Considérons l'application développante d : S — S,. Elle induit une application d’ :

By(S) — By(S). La composée de d’ et de I'homéomorphisme canonique ¢ entre By(S")

et DS, 1 définit une application naturelle D : By(S) — DS,,4+1. Pour tout U dans By(S),
la restriction de D & W (U) est un homéomorphisme sur son image It (D(U)). Les W (U)
forment donc des cartes de By(S).

Soient Uy et Uy deux éléments de BO(S’). Supposons que tout ouvert de U; dans BO(S)
rencontre tout ouvert de U dans By (S’) Soient V] et V5 deux éléments de BO(S' ) tels que
U; C Vi et Uy C Vu. Par hypothese W (Vi) N W (V3) est non vide, et donc Vi N Va est non
vide. Par le Lemme 5.1.23 la restriction de D & W (V1) U W (V3) est un homéomorphisme
sur son image IT(D(Vy))UIt(Va). Or IT(D(V;))UIT(Vs) est séparé, donc W (Vi) UW (Vs)

Pest aussi et c’est ce qui montre que U; = Us. Nous avons ainsi montré que By(S) muni de
la topologie d’Alexandrov admet une structure de variété.

L’application D : By(S) — DS,,4+1 est un homéomorphisme local. On peut donc définir

une métrique sur By(S) en tirant en arriere la métrique de de Sitter DS, 1. Notons par
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By (S) Vespace By(S) muni de cette structure lorentzienne. On obtient donc la proposition
suivante :

Proposition 5.1.29. ([4, Proposition 7.13]). Un espace-temps du type By (S) est un espace-
temps globalement hyperbolique futur complet localement de Sitter.

Définition 5.1.30. L’espace-temps simplement connexe BS’(S’) est appelé espace-temps dS
standard futur complet.

Définition 5.1.31. Un espace-temps dS standard futur complet BJ(S‘) est dit :
— elliptique si S est elliptique ;
— parabolique si S est parabolique ;
— hyperbolique si S est hyperbolique.

Remarque 5.1.32. On définit de la méme maniere lespace-temps dS standard passé com-
plet By (S) en remplagant Bo(S?) par Bo(S™).

Remarque 5.1.33. Le seul espace-temps dS standard qui soit elliptique est l’espace de
Sitter lui méme. Les espaces-temps dS standard futurs complets paraboliques sont les futurs
dans DS, 11 des points du bord conforme a linfini S™ .

Proposition 5.1.34. ([4, Remarque 8.9]). Les définitions 5.1.21 et 5.1.80 sont équivalentes.

Théoréme 5.1.35. ([48, Théoréme 1.1]). Tout espace-temps de Sitter globalement hyperbo-
lique spatialement compact maximal de dimension n + 1 est le quotient d’un espace-temps
dS standard par un sous groupe discret sans torsion de SOt (1,n +1).

5.2 Singularité initiale cosmologique d’un espace-temps
de Sitter

Soit M un espace-temps de Sitter MGHC futur complet. Soit Bf (S) son domaine dS
standard futur complet associé i.e M =~ Bf (S)/T, ot T est un sous groupe discret sans
torsion de SOT(1,n + 1).

5.2.1 Propriétés du temps cosmologique

L’appliation D définie dans la section 5.1.3 n’est pas en général injective. Cependant,
comme nous allons le voir il existe des régions de By(S'}) qui se plongent isométriquement
dans DS, 4. Soit = un élément de S et soit U(z) la réunion de toutes les boules rondes
contenant x.

Définition 5.2.1. L’ouvert U(z) est appelé le voisinage canonique de x dans S,
Proposition 5.2.2. La restriction de Uapplication d o U(x) est injective.

Démonstration. Soit x un élément de S et soit U(z) son voisinage canonique associé. Sup-
posons qu’ils existent deux éléments 1 et x5 de S qui ont la méme image par d. Soit U
(respectivement Usy) une boule ronde contenant = et z; (respectivement z et x3). Notons
par dy, la restriction de d a 'ouvert connexe U;. Considérons 'ouvert connexe défini par
V= dl}ll (d(U1)Nd(Us). On sait que d(V) C d(Us) et que 'intersection de V' et de Us est non
vide car = € V. Donc en appliquant le Lemme 5.1.23 on obtient que V' C Us. Or z1 € V,
donc z; € Uy et donc égale a x5. O

Proposition 5.2.3. ([4, Proposition 7.16]). Soit d : S — 'S, une application développante
de S. On suppose que d est injective. Alors l’espace-temps dS standard associé€ a S se plonge
isométriquement dans DS, 1.
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En combinant les deux propositions 5.2.2 et 5.2.3 on obtient la proposition suivante :

Proposition 5.2.4. ([4, Corollaire 7.22]). Pour tout z dans S, Uespace-temps dS standard
Bf (U(x)) associé au voisinage canonique U(z) de = est isométrique a un domaine de DS, ;.

Remarque 5.2.5. [l n’est pas difficile de voir que si U est une boule ronde propre et que
si @ appartient a U, alors By (U(z)) contient le passé de U dans By (S). En effet, si V est
une boule ronde propre dans le passé de U alors V' contient U et donc x. Donc V' est dans

Bo(U(z)).
Désormais on suppose que S est une variété de Mobius de type hyperbolique.

Proposition 5.2.6. ([4, Proposition 8.1]). L’espace-temps dS standard By (S) est & temps
cosmologique régulier.

Démonstration. Notons par T, la fonction temps cosmologique associée a BO+ (5' ). Montrons
d’abord que T, est finie partout.

Supposons qu'il existe U dans By (S) tel que Teos(U) = +00. 1l existe donc une famille
de courbes temporelles passées a,, : [0,1] — B (S) vérifiant : pour tout n, a,(0) = U et la
longueur de «,, est supérieure a n. Fixons d’abord quelques notations, pour chaque n € N,
notons :

— par U, Pextrémité passée de v, i.e U, = a,(1);

— par B, 'image par D de la courbe «,, i.e 8, = D o ay ;

— par x l'image de U par D dans DS, ;1 et par x,, 'image de U,.

Quitte & extraire une sous suite les x, convergent vers un point z’ dans S™. Considé-
rons maintenant U’ la limite inférieure des boules rondes propres U, définie par U’ =
Umzo ﬂan Up. Comme DS, y; s’identifie avec By(S’), on peut voir les x, comme des
boules rondes de S et donc comme des images par d des boules U,. Comme la restriction
de d & U’ est injective, la limite inférieure des x,, n’est autre que l'image par d de la limite
inférieure des U,,. Mais les x,, convergent vers le point ' dans S™, donc d(U’) est le com-
plémentaire d’un point point dans S. Donc par le Lemme 5.1.24 S est de type elliptique
ou parabolique ce qui contredit I’hypothese.

Soit a : [0, 0c[— B (S) une courbe causale inextensible passée issue d'un point U = «/(0).
La courbe « est donc contenue dans le passé causal J~(U) de U. Donc la courbe a est
contenue dans Bg (U(z)), ot z est dans U. Le temps cosmologique T,,s de By (S) restreint
4 J~(U) peut étre remplacé par le temps cosmologique Tros de By (U(x)). Mais comme
By (U(z)) est isométrique & un domaine de DS, 11, il s’en suit que Tros(a(t)) tend vers 0
quand t tend vers +oo. O

Définition 5.2.7. Une hypersurface de Cauchy C° dans un espace-temps dS standard futur
complet est dite conveze si elle est contenue dans le futur causal de ses hyperplans tangents.

Proposition 5.2.8. ([48, Proposition 6.2]). Les niveauzr cosmologiques d’un espace-temps
dS standard sont convexes.

5.2.2 Le bord passé d’un espace-temps de Sitter

Considérons Pespace B(S) des boules rondes de S muni de la topologie d’Alexandrov
definie a la section 5.1.3. Les mémes arguments utilisés dans la section 5.1.3 montrent que
B(S) a une structure de variété a bord et que l'application D : By (S) — DS, 41 s’étend

en un homéomorphisme local de B(S) dans DS, 1. Considérons I'ensemble défini par :
H™(S5) = B(S) \ Bo(9)

Définition 5.2.9. On appelle bord a l'infini de ’espace-temps dS standard By (S), le sous-
ensemble H~(S5).
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Remarque 5.2.10. Dans le cas particulier ot l'applicaion développante d de S est injective,

le bord a linfini H™ (S) n’est autre que le bord topologique dans DS, 11 de l'image par D de
B{ (9).

Soit U un point de By (S) et soit a une courbe causale inextensible passée issue de U.
Les points de o forment une famille croissante de boules rondes propres de S. Comme o est
inextensible leurs réunion est donc une boule ronde dans H~(.5). Réciproquement si U est
une boule ronde dans H —(5* ), alors il exite une famille croissante de boules rondes propres
U, de S telle que : |J,, U, = U. Donc tout point de H~(S) est un point limite d'une courbe
causale passée inextensible issue d’un point de B (S).

La proposition 5.2.3 et la Remarque 5.2.10 montre que le bord passé H~(S) de BS‘(S‘)
est localement une hypersurface convexe de S(RV"*1). Ce qui fait que tant qu’on s’intéresse
au caractere local du bord passé, on ne perd pas de généralité en supposant que S est une

partie de S7. La proposition suivante décrit les points de H~(S) qui réalisent le temps
cosmologique :

Proposition 5.2.11. ([4, Proposition 8.7]). Supposons que S est une partie de St. Pour
tout p dans By (S), il existe un unique point r(p) de H~(S) réalisant le temps cosmologique
de p i.e la géodésique temporelle passée inextensible o issue de p et qui a pour point limite
le point r(p), vérifie Teos(p) = —1l().

Définition 5.2.12. La fonction r : B (S) — Hj(S‘) définie par la Proposition 5.2.11
est appelée fonction de retraction. L’image de BSF(SN) par r est appelée singularité initiale
associée au domaine dS standard futur complet By (S). Elle est notée par X.

La proposition suivante caractérise I’ensemble des points de Y en terme d’hyperplans
supports :

Proposition 5.2.13. [4, Proposition 8.6] Supposons que S est une partie de St. Soit rg un
point de By (S). Alors :
— Le point rg est dans X si et seulement s’il existe un hyperplan de type espace support
a By (S) enro;
— 8iC(ro) est l'ensemble des vecteurs unitaires futurs de Ty, DSy, +1 qui sont orthogonauz
a un hyperplan support de BJ(S‘) en ro, alors C(rg) est Uenveloppe convexe de ses
éléments lumieres.

5.3 Comportement asymptotique des niveaux d’une fonc-
tion temps quasi-concave

Soit M un espace-temps de Sitter MGHC' futur complet. Soit B{)" (5’) son domaine dS
standard futur complet associé i.e M =~ By (S)/T, ot T est un sous groupe discret sans
torsion de SOV (1,n+ 1). Soit T une fonction temps de Cauchy définie sur M. Elle se releve
en une fonction temps de Cauchy I'-invariante de BO+ (S ). Notons comme dans le chapitre
2 le flot du gradient de T par ®p. Dans cette section nous généralisons le Théoreme 3.3.1
démontré précédemment dans le cas plat au cas de Sitter.

Définition 5.3.1. Une fonction temps de Cauchy I'-invariante T' de classe C? définie sur
B (S) est dite en expansion si et seulement si la seconde forme fondamentale de chaque
niveau de T est positive.

Les arguments utilisés pour démontrer la Proposition 3.2.16 restent valables dans le cas
de Sitter. On obtient ainsi :
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Proposition 5.3.2. Soit o : [a,b] — Bf (S) une courbe de type espace contenue dans le
passé de $1, ot 3y est le niveau 1 de la fonction temps T . Alors la longueur de la courbe
a est inférieure a celle de oy ot oy (s) = @1 =T (a(s)) est la projetée de a sur le niveau
¥ le long des lignes de ®r.

Le Théoreme 3.3.1 étant essentiellement basé sur la Proposition 3.2.16 et des arguments
classiques qui restent aussi valables pour le cas de Sitter, il se généralise donc sans change-
ment au cas de Sitter. Nous avons ainsi montrer le Théoreme A dans le cas de Sitter :

Théoréme 5.3.3. Si Ty et Ty sont deuz temps de Cauchy I'-invariants quasi-concaves
définis sur B (S), alors les niveaux respectifs de Ty et de Ty convergent spectralement vers
la méme limite. O

5.4 Classification des espaces-temps de Sitter de dimen-
sion 2 + 1 via les rotations de Wick

On se place désormais dans le cadre de la dimension 2+ 1. Dans cette section nous allons
classer les espaces-temps MGHC' de Sitter via les rotations de Wick. Ceci nous permettra
de démontrer le Théoreme B dans le cas d’un espace-temps de Sitter.

5.4.1 Rotation de Wick

Définition 5.4.1. Soit M wune variété équipée de deux métriques lorentziennes g1 et go.
Soit € un champ de vecteurs partout non nul. On dit que la métrique lorentzienne g2 est
obtenue par une rotation de Wick a partir de la métrique lorentzienne gy le long du champ
de vecteurs £ st :
— 1) pour tout p dans M, les sous espaces g1-orthogonal et ga-orthogonal 4 &, coincident ;
— 2) il existe une fonction positive f telle que : g2 = fg1 sur le sous espace engendré &, ;
- 3) il existe une fonction positive h telle que : go = hgy sur 65-.

De la méme fagon on peut définir la rotation de Wick entre une métrique riemannienne
et une autre lorentzienne :

Définition 5.4.2. Soit M wune variété équipée d’une métrique riemannienne g et d’une
métrique lorentzienne g'. Soit & un champ de vecteurs partout non nul. On dit que la métrique
riemannienne g est obtenue par une rotation de Wick a partir de la métrique lorentzienne
g’ le long du champ de vecteurs £ si :

— 1) le champ de vecteurs & est temporelle pour la métrique g’ ;

— 2) pour tout p dans M, les sous espaces g-orthogonal et ¢'-orthogonal ¢ &, coincident;

— 3) il existe une fonction positive f telle que g = —fg’ sur RE,.

Remarque 5.4.3. Dans le cas ot la métrique g est égale a hg' sur <§p>l pour une certaine
fonction positive h, on dit alors que c’est une rotation de Wick conforme.

5.4.2 Espaces dS standard associé a un domaine régulier plat

Dans la suite nous allons voir comment obtenir un espace-temps dS standard a partir
d’un domaine régulier futur complet plat.

Théoreme 5.4.4. ([18, Théoreme 4.4.2]). Soit QT un domaine régulier futur complet plat
de dimension 2 + 1. Notons par Qf le futur dans Q du niveau cosmologique 1 et par g sa
métrique lorentzienne. Alors il existe une fonction D : QF — H? telles que :

— D est un C-difféomorphisme local ;
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— L’image réciproque g’ de la métrique hyperbolique par D est une métrique rieman-
nienne Sur QT qui coincide avec la métrique riemannienne obtenue sur Qf par une
rotation de Wick conforme a partir de la métrique lorentzienne g de QT le long du
gradient cosmologique &, de Qf avec g' = —ﬁg sur R¢r,, et g = (Tfog%l)?g

sur (€7.,,)"

Par définition méme de la fonction D (voir la formule 4.5 dans [18]), les lignes du gradient
cosmologique de Qf sont envoyées sur des rayons géodésiques de H?. Plus précisément, pour
tout p dans ElTC"S la demi-ligne du gradient cosmologique |p, +00[ est envoyée sur un rayon
géodésique issu d’un point de H3. On associe donc & chaque p de me Iextrémité infinie
du rayon géodésique associé. Ceci permet donc de définir une application d : Ef““ — S2.

Théoréme 5.4.5. ([18, Théoréme 4.3.6]). L’application d est une C* application conforme.
En particulier c’est une application développante d’une structure de Mobius sur ElT“”.

Remarque 5.4.6. Le Théoréme 5.4.5 permet d’obtenir par une rotation de Wick conforme
une structure projective sur Z{“"S a partir de la structure lorentzienne ambiante de Q7.

Le théoreme suivant permet d’associer a chaque domaine régulier futur complet plat de
dimension 2 4+ 1 un espace-temps de Sitter :

Théoreme 5.4.7. ([18, Théoreme 5.2.1]). Soit QT un domaine régulier futur complet plat
de dimension 2+ 1. Notons par 3 le passé dans QO+ du niveau cosmologique 1 et par g; sa
métrique lorentzienne induite. Alors il existe une fonction D: Q; — DS3 telle que :
— D estun C'-difféomorphisme local ;
- L’image réciproque de la métrique de Sitter par D est une métrique lorentzienne go
localement de Sitter sur Q;‘ Elle coincide avec la métrique lorentzienne obtenue sur
Q;’ par une rotation de Wick a partir de la métrique lorentzienne g1 de Q;’ le long du
gradient cosmologique &1, de Qf avec go = %T}mgl sur REr, . el g = ﬁgl

1
sur (§7.,.) " -
~ lespace (23, D*(gps,)) est un espace-temps dS standard de type hyperbolique associé
o la structure de Mobius sur X1°°< donnée par le Théoréme 5.4.5.

Remarque 5.4.8. Une des conséquences immédiates du Théoréme 5.4.7 est que la corres-
pondance entre les espaces-temps dS standards de type hyperbolique et les domaines réguliers
futurs complets plats est en fait une correspondance bijective.

Toute la construction précédente peut étre faite d’'une maniere équivariante. Si I' est un
sous groupe discret sans torsion cocompact de SOT(1,2) et si p : I' — SO+ (1,2) x R12
est la représentation d’holonomie d’un domaine régulier Q7 plat, alors d’apres [18, §5.3] il
existe une représentation p’ : I' — SO(1, 3) telle que :

Dop(y)=p(y)eD

pour tout v dans I"
On obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréeme 5.4.9. ([18, Théoreme 5.3.2]). La correspondance entre les domaines réguliers
plats et les espaces-temps dS standards de type hyperbolique induit une correspondance bi-
jective entre les espaces-temps MGHC' plats futurs complets et les espaces-temps MGHC
de Sitter futurs complets de type hyperbolique.

Corollaire 5.4.10. Il existe une correspondance bijective entre les espaces-temps MGHC' de
Sitter futurs complets de type hyperbolique de dimension 241 et les laminations géodésiques
mesurées sur les surfaces hyperboliques compactes.
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Remarque 5.4.11. Quitte a inverser l'orientation on obtient des résultats analogues pour
les espaces-temps passés complets

On se donne un espace-temps d.S standard futur complet de type hyperbolique Ba' (S ).
Notons par 25 I'unique domaine plat qui lui est associé (voir le Théoreme 5.4.7). Rappelons
qu’il sagit d’'un domaine régulier plat a partir duquel on obtient, par une rotation de Wick
décrite dans le Théoreme 5.4.7, 'espace-temps Ba“ (S) Soit 7.5 le temps cosmologique de
Q;r et T.os le temps cosmologique de BO+ (5’) D’apres la Proposition 5.2.6 on sait que le
temps cosmologique T¢,s de BSF (5) est régulier. Le but de la proposition suivante est de
montrer que c’est un temps de Cauchy :

Proposition 5.4.12. Le temps cosmologique Teos de BS'(S) est un temps de Cauchy. De
plus :
Teos = arctan(Teos)

0l Teos €St le temps cosmologique du domaine Q;

Démonstration. Soit p un élément de QF . Soit « : [0,a] — QF une courbe temporelle passée
pour la métrique de By (S) issue de p. On a :

a(s) =7(s) + 7(s)N(s) + 7(s)N(s).

La norme de ¢(s) pour la métrique de By (S) est donc égale a |a(s)]> = _uj% +
. N . 2
M, oil |.|; est la norme de la métrique lorentzienne plate du domaine 2J. Par
1—72(s) 1 2
suite,

#%(s)
(1—72(s))*
En intégrant on obtient arctan(r(a)) — arctan(7(0)) > Ilz2(a), ol Iy est le temps propre de
«a pour la métrique lorentzienne de Bar (5) Ce qui donne que le temps propre de « pour
la métrique de BJ(S) est inférieur & argth(r(p)). D’autre part, la courbe 8 définie par :
B(s) = r(a(s)) + sN(a(s)) est une courbe temporelle pour la métrique de By (S) issue de p
qui a un temps propre égale a argth(r(p)). Donc 7 = T.

Montrons maintenant que T est une fonction temps de Cauchy. Soit « :]a, b[— Q;’ une
courbe temporelle futur inextensible paramétrée par la longueur d’arc pour la métrique de
Bg (§). Comme T est croissante sur «, sup7(a(s)) = lim,_; 7(a(s)) = k. Supposons que
k < 1. La courbe inextensible définie par 3(s) = r(s) + N(s) est une courbe contenue dans
le niveau 1 de 7. Soit sg > a, pour tout s > sp on a :

7(s0) 7(s)
1— k2 1—72(s)

—la(s)l3 <

4| <

Ce qui montre en particulier que la longueur de la courbe 8 sur [so, b est finie mais comme
le niveau 1 de 7 est complet, il s’en suit que 8 est extensible en b ce qui contredit le fait que
B est inextensible. Le méme raisonement montre que inf 7(s) = 0. O

Remarque 5.4.13. Comme les lignes de la fonction temps cosmologique T sont les mémes
que les lignes de la fonction temps cosmologique T, la singularité initiale cosmologique définie
dans 5.2.12 s’identifie canoniquement a celle définie dans 3.1.21.

5.5 Convergence Gromov équivariante des niveaux d’un
temps quasi-concave

Dans cette partie nous allons montrer le Théoreme B dans le cas de Sitter. Plus précisé-
ment nous montrons le théoréeme suivant :
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Théoréme 5.5.1. Soit M un espace-temps de Sitter MGHC' futur complet de dimension
2 + 1. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave C?. Alors les niveauzr de T
convergent pour la topologie de Gromov équivariante vers l’arbre réel dual a la lamination
géodésique mesurée (X, 1) associée a M. De plus la limite ne dépend pas de la fonction temps
chotsie.

Soit QF un domaine régulier futur complet et soit QF le passé dans QF du niveau
cosmologique 1. Munissons Q; de la métrique de Sitter obtenue par une rotation de Wick
canonique 3 partir de la métrique plate de Q* comme dans 5.4.4. Soit T' la fonction temps
cosmologique de I'espace 25 muni de sa métrique de Sitter et soit 7 la fonction temps
cosmologique de 'espace Q;" muni de sa métrique plate. La proposition suivante est une
généralisation de la Proposition 4.3.9 dans le cas de Sitter :

Proposition 5.5.2. Soient X1 et Zg deuz niveauz de la fonction temps cosmologique T
avec a < b. Soit o une courbe lipschitz contenue dans le niveau XL Alors la projection de «
sur X1 le long des lignes du flot du gradient de T augmente la longueur.

Démonstration. D’apres la Proposition 5.4.12 on a 7 = tanh(T), donc les niveaux cosmo-
logiques $1" et T de T correspondent aux niveaux cosmologiques S anh(a) €6 Slann(s)- D€
plus la projection de la courbe a C XTI sur EbT le long des lignes du gradient de T n’est

autre que la projection de a C Ezanh(a) sur E{anh(b) le long des lignes du gradient de 7.
D’aprés le Théoreme 5.4.4, la longueur de Sitter I («) = ﬁhg(a)l(a), ou [ est la lon-
gueur par rapport a la métrique plate. Sa projection @%_“(a) est de longueur de Sitter
0(7 () = Ty (@7 “(@). Comme s < gy et Ha) < (@7 (a)),
la proposition découle. O

Nous obtenons ainsi le théoréeme suivant qui généralise le Théoreme 4.4.2 dans le cas de
Sitter de dimension 2 + 1 :

Théoréme 5.5.3. Soit M ~ By (5)/T un espace-temps de Sitter MGHC' futur complet de
dimension 2+ 1. Soit Tios la fonction temps cosmologique définie sur 'espace dS standard

BS'(S). Alors les niveauz EaTC”S de la fonction temps cosmologique T.,s munis de leurs dis-
tances dleos i.e celles induites par la restriction de la métrique ambiante de BS‘ (5) a chaque
niveau SLeos | convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers l’espace métrique

(2, dg), ot (X, dx) est la singularité initiale cosmologique du domaine canonique Q3 associé
a By (9).

Démonstration. Soit Q5 le domaine canonique associé & By (S). Notons par 7.,s son temps
cosmologique plat. D'une part grace a la Proposition 5.5.2 la méme preuve que pour la
Proposition 3.3.2 permet de montrer que les distances de>s convergent pour la topologie
uniforme sur les compacts vers une pseudo-distance dp.

D’autre part pour chaque @ > 0 on a: d1eos (z,y) = md;ﬁﬁl(a) (z,y),oud

Tcos

tanh(a)
la distance induite par la restriction de la métrique plate ambiante au niveau cosmologique

est

EGTCDS. Ce qui montre que (EaTCOS,dfm) convergent vers la singularité initiale cosmologique
(27 dZ)
O

Corollaire 5.5.4. Soit M un espace-temps de Sitter MGHC' futur complet de dimension
2+41. Les niveauz cosmologique de M munis de Uaction de m (M) convergent pour la topologie
de Gromov équivariante vers arbre réel dual o la lamination géodésique mesurée (A, p)
associée a M. En particulier les espaces (I', Xleos dlcos) convergent spectralement vers l’arbre
réel dual a la lamination géodésique mesurée (A, u) associée ¢ M muni de Uaction de T.
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Démonstration. Soit M ~ BJ(S”)/F un espace-temps de Sitter MGHC' futur complet de
dimension 2 + 1 et 2 le domaine canonique associé & By (S). D’apres le Théoreme 6.5.3 et
le Théoréme 4.4.1, les espaces métriques (31eos, dleos) convergent pour la topologie uniforme
sur les compacts vers larbre réel dual & la lamination géodésique mesurée (A, ) associée a
M. Comme les actions p, sont toutes identiques, la Proposition 2.7.17 montre que les I'-
espaces métriques (XLcos dleos T p,) convergent pour la topologie de Gromov équivariante

vers l'arbre réel dual a la lamination géodésique mesurée (A, u) associée & M muni de 'action
de T O

La propostion 3.2.16 se généralise a son tour au cas de Sitter :

Proposition 5.5.5. Soit X' un niveau de la fonction temps cosmologique T. Soit a une
courbe de type espace contenue dans le passé de XI. Alors la longueur pour la métrique de
Sitter de la projection de « le long des lignes du gradient de T est plus grande que celle de
a.

Démonstration. Notons par £ le gradient du temps cosmologique T et par ®7 son flot associé.
Notons aussi par N le gradient cosmologique de 7 et par @, son flot associé. Soit a un réel
positif et soit o une courbe contenue dans le passé de ¥ Considérons a(s) = ®*~7() (a(s))

la projettée de a sur B2, On a é(s) = T"(5)€u(s) + Da,(s) P71 T(e)=e Gy (s). Donc
OZ(S) — T/(S)Na(s) + Daa(s)‘I):_anh('r(s))ftanh(a).da(s)'

Il s’en suit 9
()1} = |7/ (5) N + Dagy oy B D710 3 5|

1

Et donc
2

. 2 an. T(S))—tan a Y
6} = |7/ (5)Nago [y + | Dy (o @D G ()|
Ce qui entraine que :

1
(1-72()?

T(s)—a

2
+ |

7 [ Do @7 )

1-— 72
Donc,
T(s)—a

|au(s)

2
Ga(s)

D (0
‘1 = 1= ’ aq(s)

(I)(s)a.

2
aa(s)‘

. 2

Or ( ) aa(s) < m |aa(5)|
dOHC \Oé( )} < lda(s)]}-
O]

Preuve du Théoréme 5.5.1 Grace au corollaire 5.5.4 et a la Proposition 5.5.5, on peut
reprendre la preuve du Théoreme 4.5.1 sans aucune modification pour montrer le Théoréeme
5.5.1. 0
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Chapitre 6

Comportement asymptotique
dans un espace-temps anti
de-Sitter

Dans ce chapitre on s’intéresse au comportement asymptotique des niveaux d’une fonc-
tion temps quasi-concave dans un espace-temps localement modelé sur I'espace anti-de Sitter.
Le but est de généraliser les résultats 3.3.1, 4.5.1, 5.3.3 et 5.5.1 obtenus dans le cas plat et le
cas de Sitter au cas anti-de Sitter. Nous commencons par des rappels concernant la classifi-
cation des espaces-temps anti-de Sitter de dimension n + 1. Ce qui nous permet de montrer
le Théoreme A dans le cas anti-de Sitter. Nous nous intéressons ensuite au cas particulier
de la dimension 2 + 1 ol nous verrons que comme dans le cas de Sitter, il existe un procédé
canonique qui permet de passer des espaces-temps plats aux espaces-temps anti-de Sitter,
pour ensuite montrer le Théoreme B, dont 'objet est I’étude de la convergence Gromov
équivariante des niveaux d’une fonction temps quasi-concave en dimension 2+ 1, dans le cas
anti-de Sitter.

6.1 Classification des espaces-temps anti de Sitter

On ne s’intéresse qu’aux espaces-temps MGHC localement anti-de Sitter. Ils ont été
classifiés par Mess [38] dans le cas de la dimension 2 + 1 mais les mémes arguments se
généralisent aux cas de la dimension quelconque [4].

6.1.1 L’espace anti-de Sitter
Modeéle linéaire de I’espace anti-de Sitter

Considérons I'espace R*™ i.e Pespace vectoriel R"™2 muni de la métrique g2, = —du? —
dv? + dzi + ... + dz? de signature (2,n).

Définition 6.1.1. Le modéle linéaire de l’espace anti-de Sitter AdS,.1 est le lieu défini
par :

AdSp 41 = {z € R*" tel que qo.n(z,7) = —1}

muni de la métrique lorentzienne induite par qo .
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Remarque 6.1.2. 1) L’application AdS,y+1 — S x D" définie par :

(u,v, @

1 1 T
) = ( u, v, )
i+l 1+l 14l

ot |.| est la norme euclidienne de x, est un difféomorphisme entre l’espace anti-de Sitter et
St x D".

2) Contrairement au cas hyperbolique, ’espace anti-de Sitter est conneze.

3) Le groupe d’isométrie de AdS,11 est O(2,n).

Proposition 6.1.3. Les hypersurfaces totalement géodésiques de AdS,11 sont les compo-
santes connexes des intersections des hyperplans de R*™ avec AdS, 1.

On obtient ainsi deux types d’hypersurfaces totalement géodésiques :

— Les hypersurfaces totalement géodésiques de type espace : ce sont les composantes
connexes des intersections entre AdS,,;1 et les hyperplans de type (1,n) de R*". Elles
sont isométriques a H" ;

— Les hypersurfaces totalements géodésiques de type temps : ce sont les composantes
connexes des intersections entre les hyperplans de type (2,n—1) et AdS,,+1. Elles sont
isométriques a AdS,,.

On obtient de méme trois types de géodésiques :

— Ceux de type espaces : ce sont les intersections entre les hyperplans de type (1,1) et
AdS,,y1. Elles sont isométriques & H* ;

— Ceux de type temps : ce sont les intersections entre les hyperplans définies négatifs de
dimension 2 et AdS,+1;

— Ceux de type lumiére : ce sont les intersections entre les hyperplans dégénérés de
dimension 2 et AdS,, 1.

Le champ de vecteur v9/0u — ud/Ov est un champ de vecteurs de type temps tangent

a AdS, 1. Il définit donc une orientation chronologique sur AdS, 1. Le groupe O1(2,n)
des isométries de AdS,+1 qui préserve cette orientation chronologique n’est autre que la
composante neutre Og(2,n).

Plongement conforme de 1’espace anti-de Sitter

Nous allons procéder comme dans le cas de Sitter. Soit Ein,; 'espace d’Einstein de
dimension n + 1. Rapellons qu’il est conformément équivalent & (S™ x St, dw? — dt?), ou dz?
est la métrique ronde de S™ et dt? celle de S'.

Soit = un vecteur de type espace de R%™ Soit C' le cone d’annulation de gz ,. Consi-

dérons la projection U(x) dans FEin,y; de lintersection de C et de 'hyperplan affine
{p € R tel que : qo(z,p) = 1}. Quitte & composer par un élément de O(2,n), on peut
supposer que z = (0,,0,...,1).
Considérons la section s, : U(x) — C qui envoie chaque rayon de U(z) sur son unique
intersection avec I’hyperplan affine {p € R2H tel que : qo.,(7,p) = 1}. Ceci définit une
métrique g5, sur U(z). Dans ce cas (U(z), gs,) est isométrique au modele linéaire AdSy 41
de D’espace anti-de Sitter. D’autre part, l'identification conforme entre Ein,i1 et (S™ x
St, dz? — dt?) induit une isométrie conforme entre AdS, 1 et (D" x St, da? — dt?). Ainsi on
obtient la proposition suivante :

Proposition 6.1.4. ([16, Proposition 4.16]). Le modéle linéaire AdSy+1 de l’espace anti-de
Sitter est conformément équivalent a (D™ x St, dz? — dt?), ou dz? est la métrique ronde de

S™ et dt? celle de St.
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Remarque 6.1.5. L’ensemble des hyperplan de type lumiére de R*™ constitue le bord de
Penrose de l’espace anti-de Sitter AdS,11. Ainsi 'espace AdSp+1 U 0AdS,11 est confor-
mément équivalent o (D™ x S, dx? — dt?). De la méme facon on obtient que OAdS, 1 est
conformément équivalent ¢ (S~ x S, dx? — dt?), ot dx? est la métrique de S*~1

Définition 6.1.6. On appelle espace anti-de Sitter universel, qu’on note /Tde’nH, le revéte-
ment universel de l’espace anti-de Sitter AdS,,+1 muni de la métrique lorentzienne relevée.

De la méme maniére on définit le bord universel 81@:9”“ de l’espace anti-de Sitter comme
étant le revétement universel du bord OAdS,,+1.

Proposition 6.1.7. L’espace anti-de Sitter universel est conformément équivalent ¢ (D™ x
R, dz? — dt?), ot da? est la métrique ronde de S™ et dt? celle de R.

Démonstration. Elle découle immédiatement de la Proposition 6.1.4. O

Remarque 6.1.8. Le bord universel Bﬂs’nﬂ de l’espace anti-de Sitter est conformément
équivalent a (S"~1 x R, dz? — dt?).

Lemme 6.1.9. Deux points de %nﬂ sont causalement reliés si et seulement s’ils sont
causalement reliés dans Eing, 1.

Démonstration. Sment p et ¢ deux < points de AdSnH Supposons que q est dans le futur
causal de p dans AdSnH Comme AdS’nH se plonge conformément dans EmnH p est aussi
dans le futur de p dans Emn+1

Réciproquement supposons que ¢ est dans le futur causal de p dans E\/L.?Ln+1. On écrit
p = (xp,tp) (resp ¢ = (x4,t,)) avec x, (resp z,) dans D™ et ¢ (resp ¢,) dans R. On a donc
tg — tp > dsn (x4, p), ol d est la distance définie sur S par sa métrique ronde. Considérons
la courbe « définie par a(s) = (z(s), dgf‘zw;f”;p)s), ou x(s) est la géodésique dans D™ reliant

xp et z4. La courbe a est donc une courbe de type temps reliant les deux points p et ¢ dans

AdS,4+1. Donc q est dans le futur causal de ¢ dans AdS;,11.
O

Remarque 6.1.10. Grice au Lemme 6.1.9 on peut facilement voir que l’espace anti-de
Sitter universel AdS,+1 n'est pas globalement hyperbolique. En effet, si O représente le point
(0,...,0,1) € S, alors Vintervalle J*(O,—-%)NJ (0, %) est ensemble des points (x,t) de
D™ x [-5,4+5] tels que : |t| < 5 —dsn (O, x) qui n’est clairement pas compact.

Une autre conséquence du Lemme 6.1.9 est le corollaire suivant :

Corollaire 6.1.11. Une partie S de fTC\lTSn_H est achronale si et seulement si elle est le
graphe d’une application 1-lipschitz d’une partie de D™ dans R. En particulier toute partie

fermée achronale sans bord de AdS, 1 est le graphe d’une application 1-lipschitz de D™ dans
R.

On obtient aussi le corollaire suivant :

Corollaire 6.1.12. Une partie S de aﬁ&f@nH est achronale si et seulement si elle est le
graphe d’une application 1-lipschitz d’une partie de S*~! dans R. En particulier toute partie

fermée achronale sans bord de DAdS, 1 est le graphe d’une application 1-lipschitz de S*~*
dans R.

81



Modele de Klein de ’espace anti-de Sitter

Définition 6.1.13. On appelle modéle de Klein de l’espace anti-de Sitter AdS,+1 la projec-
tion dans S(R*™) de AdS, 1 munie de la métrique image directe . On le note généralement
par ADS,, ;1.

Remarque 6.1.14. Le modéle de Klein de l’espace anti-de Sitter peut étre vu de maniére
équivalente comme la projection dans S(R*™) du céne {p € R>"™ tel que q2.,(p,p) < 0}. Ce
qui montre que le bord topologique OADS, 1 de ADS, 1 dans S(R*™) est la projection du
cone d’annulation C de qz,.

Proposition 6.1.15. 1) La projection w induit une isométrie entre le modéle linéaire
AdS,, 11 de Uespace anti-de Sitter et son modéle de Klein ADS,, 1.

2) L’isomélrie entre AdS,,+1 et ADS,, 11 s’élend en un homéomorphisme entre 9 AdS, 11U
AdSn+1 et 8AID)Sn+1 U ADSH+1

Les sous espaces totalement géodésiques de ADS,, 11 sont les composantes connexes des
intersections entre les sous espaces projectifs et ADS,, 1. En particulier les géodésiques de
ADS, 11 sont les composantes connexes des intersections des lignes projectives avec ADS,;, ;1.

Soit P un hyperplan de R*" de type (1,n). Sa projection S(P) dans S(R*™) intersecte
donc ADDS, ;11 en un sous espace totalement géodésique de type espace de ADS,, ;.

Définition 6.1.16. Un domaine affine de ADS,, 1 est une des deux composantes connexes
de ADS, 11\ S(P). Son bord dans OADS,, 1 est appelé bord affine du domaine affine.

Remarque 6.1.17. Un domaine affine de Uespace anti-de Sitter ADS,, 11 peut étre défini
comme étant le sous-ensemble {x € ADS,, 11 : (x,v) < 0}, ot v est un élément de ADS,, ;1.

Remarque 6.1.18. Un domaine affine de ADS,, 11 est simplement connexe. Donc on peut
le voir comme une partie de AdS, 11 qu’on appele aussi domaine affine de AdS,, 1.

Soit z un vecteur de ADS,, ;1 et soit U son domaine affine associé. On sait que S(R?™)\ v+
a deux composantes connexes dont une contenant U, notons la par V. Quitte a com-
poser par une isométrie de SOT(2,n), on peut supposer que z = (1,0,...,0). Dans ce
cas la composante connexe V n’est autre que la projection dans S(R?™) du demi espace
{(u,v, 21,22, ..., y) : u> 0}. Ceci permet de définir un difféomorphisme entre V et R"+1 :

1
(U, 0,21, ..., Tp) — a(uxl, ey Ty

Ce qui montre que le domaine affine s’identifie avec la partie {y € R™™ : g9, (y,y) < 1}.
Dans ce cas le bord affine s’identifie avec {y eR" gy, (y,y) = 1}.

6.1.2 Domaine régulier de I’espace anti-de Sitter : Premiére défini-
tion

Dans cette section on définit le domaine régulier comme étant un sous-ensemble du
modele linéaire AdS, 1 de l'espace anti-de Sitter. Soit S une partie fermée achronale de
0AdS,,+1. Soit S sa projection dans 0AdS;, +1.

Définition 6.1.19. Le domaine invisible E(S’) de S dans /TdTS’nH U 8/Tde’n+1 est défini
par :

E(3) = (AdS, 11 UOAIS, 1) \ (77 (S) UT~(8))

ot JT(S) et J~(S) sont respectivement le futur et le passé de S dans ZEZTS””H U 8%%_1.
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Proposition 6.1.20. ([4, Remarque 3.5]). Soit E(S) un domaine invisible de l’espace anti-
de Sitter. Alors il existe deux fonctions fi et fo définies sur D" & valeurs dans R telles
que :

E@%:kLQEEHXRJﬂm<t<b@ﬁ.

Démonstration. Soit S une partie fermée achronale de amn“. Il existe donc une appli-
cation 1-lipschitz f : A — R, oi1 A est un sous-ensemble fermé de S™~!. Définissons fi, fo
comme suit :

fi(z) =sup {f(y) — ds~ (2, y)};

YEA

fi(x) = inf {f(y) + dsn(z,y)} -

YEA

Soit (z,t) un élément de E(.S). Pour tout y dans A on a f(y)—dsn (z,y) <t < f(y)+ds-(x,y).

Ce qui montre que E(S) = {(a:,t) eD" xR: fiz)<t< fg(m)} O

Remarque 6.1.21. Le domaine invisible peut étre vide. En effet, si A est une partie de
St et f une application 1-lipschitz définie sur A telles que : A contient deuz éléments
antipodauz x et —x vérifiant f(z) = f(—z) + . Alors pour tout y dans D" on a fi(y) =
foy) = f(x) — dsn(z,y). On dit dans ce cas que le fermé achronal S = G(f) est purement
de type lumieére.

Proposition 6.1.22. ([4, Corollaire 7.3]). Soit S une (n—1)-sphére topologique de 81@:9n+1
i.e une hypersurface fermée achronale de 0AdS, 1. Alors

— Le domaine invisible E(S) est contenu dans AdSp+1 ;
~ E(S)N0AdS,41 =S

Démonstration. Soit S une (n — 1)-sphere topologique. Il existe alors une application 1-
lipschitz f : S~ — R telle que G(f) = S.

1) Soit maintenant (z,t) dans E(S). Supposons que z est dans S"~!. D’aprés la Proposition
6.1.20 on a f(x) <t < f(z) ce qui est une contradiction. Donc E(S) C AdSy41.

2) Soit (z,t) dans E(S) N 9AdS,.1, alors d’aprés la Proposition 6.1.20 on a t = f(z) et

donc (z,t) est dans S. Réciproquement, si (x,t) est tel que ¢t = f(z) alors toujours par la

Proposition 6.1.20 il est forcément dans E(.S). O

Définition 6.1.23. On appelle domaine régulier de ’espace anti-de Sitter la projection dans

AdSp+1 UO0AdS,+1 d’un domaine invisible E(S), ot S est une (n — 1)-sphére topologique

i.e une hypersurface fermée achronale de 0AdS,, 1.

Remarque 6.1.24. Comme J*(S)U J~ (S’) ne dépend que de la projection S, le domaine
régulier ne dépend que de la projection S. On peut donc le noter E(S).

Proposition 6.1.25. ([4, Corollaire 3.6]). Soit S un fermé achronal non vide de 61@3‘n+1

et soit S sa projection dans OAdS,4+1. Alors la projection du domaine invisible E(S) sur le
domaine régulier E(S) est bijective.

Démonstration. Soit (x,t) € E(S). Par la Proposition 6.1.20 on a fi(z) <t < fa(x).
D’autre part il existe un y € S"7! tel que dgn(x,y) < 5. Il s’en suit donc que fa(z) <

fi(x) + m. On obtient donc E(S) C {(x,t): fi(x) <t < fi(x) + 7}. Or la restriction de la
projection a {(z,t) : fi(x) <t < fi(z) + 7} est bijective. On en déduit donc que la projection

induit une bijection entre le domaine invisible E(S) et le domaine régulier E(S). O
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Proposition 6.1.26. ([14, Proposition 2.4.13]). Soit S un fermé achronal sans bord de

0AdS 41 qui n'est pas purement de type lumiere. Alors il existe un fermé acausal sans bord

A de AdS, 11 tel que A = S.

Démonstration. Soit S un fermé achronal sans bord de 814/133”“. Soit f son application

1-lipschitz associée i.e G(f) = S. Soit f1 et fo les deux fonctions définies dans la Proposition

6.1.20. On ne perd pas de généralité en supposant que les fonction f1 et fo sont positives.
Soit 2 un élément de D". Pour chaque k dans N, définissons

pul) = max{ F(0), (1= Phale) - 7 }-

On a pour tout k € N, f; < hy < fo. Donc la série de fonctions h définie par :

W)=Y h’;(k“)

est absolument convergente. De plus cette fonction vérifie les propriétés suivantes :

1) elle coincident avec f sur S"~!. En effet, chaque hy est égale & f sur S*~!;

2) la fonction h est contractante : chaque hy est une fonction lipschitz et donc h est 1-
lipschitz. Pour montrer qu’elle est contractante raisonnons par 1’absurde. Supposons donc
qu’il existe z; # w9 dans D" tels que : h(zy) — h(zz) = dg» (71, 22). Donc

Z hk(;vl) — hk(.’L'2>

2]‘5 = dgn(xl,xz).

Or chaque hy, est 1-lipschitz, donc on a hy(x1) — hi(x2) = dgn (x1, x2) pour tout k dans N.

D’autre part comme (1 — %) fo — % convergent vers fo quand k tend vers l'infini on
obtient que (1 — %)fg — % = hy pour k suffisament grand. L application (1 — %)fg — % étant
contractante on obtient une contradiction. Le graphe de la restriction de h a D™ est le fermé

acausal voulu. O

Proposition 6.1.27. ([14, Proposition2.6.2]). Soit S un fermé achronal sans bord qui n’est
pas purement de type lumiére. Alors le domaine invisible E(S) associé & S est globalement
hyperbolique.

Démonstration. D’apres la Proposition 6.1.26 il existe un fermé acausal sans bord A de
AdS, 41 tel que 0A = S. Montrons que lintérieur du développement de Cauchy de A est
égale & E(S). Notons par f : S"~! — R I'application 1-lipschitz dont le graphe est S. Notons
aussi par h : D™ — R I'applicaton 1-lipschitz dont le graphe est A.

Montrons d’abord que S est contenu dans l'intérieur du développement de Cauchy de
A. Soit (z,t) dans E(S), on a donc fi(z) < t < fo(z). Supposons que t < h(z). Soit
s — (a(s),s) une courbe causale inextensible future orientée issue de (z,t) et définie sur
[t,a] avec une limite a(a) dans S"~!. Comme « est une courbe 1-lipschitz on obtient bien
dsn (z,a(a)) < a —t. Supposons que pour tout s dans [t,a[ on a s < h(a(s)). Par passage
a la limite on obtient a < h(a(a)) = f(a(a)). Mais comme fi(z) < t, on obtient que
a < t+dsn(x,a(a)) ce qui est en contradiction avec le fait que dgn(x,a(a)) < a — t. Donc
la courbe s — (a(s), s) rencontre forcément A et donc (z,t) est dans le développement de
Cauchy de A. Le cas t > h(x) se traite de maniére analogue.

Réciproquement soit (z,t) un élément de E(S)°. On peut supposer sans perdre de
généralité que t > fo(w). Si t > fo(x), il existe donc un élément 2’ de S"~! vérifiant
t > f(a') + dgn(x,2’). Considérons le rayon géodésique lumiere défini sur [0, dsn(z,2’)]
par :

s — (a(s),t —s)
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ol a: [0, dgn (z,2")] — D™ est la géodésique reliant x & a’. Il est clair que ce rayon géodésique
évite A et donc (z,t) n’est pas dans le développement de Cauchy de A. Si maintenant
t = fo(x) alors on peut lapproximer par des (zy,t;) vérifiants ¢ > fo(x). Chacun des
(tk, xr) ne peut étre dans le développement de Cauchy de A, ce qui entraine que (z,t) ne
peut pas étre dans l'intérieur de ce développement de Cauchy. O

6.1.3 Domaine régulier de ’espace anti-de Sitter : deuxieme défi-
nition
Dans cette section on définit le domaine régulier comme étant un sous-ensemble du
modele de Klein ADS,,;; de 'espace anti-de Sitter.

Définition 6.1.28. Un céne convexe C de R?>™ est un convexe stable par multiplication
positive i.e pour tout x dans C et tout A > 0, A\x est dans C.

Définition 6.1.29. Un cone convexe C est dit propre s’il est non vide et s’il ne contient
pas de droite affine.

Définition 6.1.30. Soit C' un céne conveze de R*>™. Son dual convexe, qu’on note par C*,
est défini comme étant l’ensemble des vecteurs x de R2™ wérifiant (z,y) < 0 pour tout y non
nul dans C'.

Définition 6.1.31. Un conveze de S(R?>™) est la projection dans S(R*™) d’un céne convere
de R?™. II est dit propre s’il est projection d’un céne convexe propre de R>™.

Soit C un convexe de S(R?™) et soit C' de R*™ son cone convexe associé.

Définition 6.1.32. Le dual convere de C, qu’on note C*, dans S(R*™) est la projection
dans S(R%™) du céne dual C* de C.

Soit S un fermé achronal sans bord de &%n_ﬂ et soit S sa projection dans GAEL/S’”H.

D’apres la Proposition 6.1.15 la projection 7 induit un homéomorphisme entre dAdS nt1 €t
OADS,, 11 on peut donc voir S comme un sous-ensemble de OADS,, ;1.

Définition 6.1.33. On appelle domaine régulier de ADS, 11 associé a S le domaine défini
comme étant le dual conveze de ’enveloppe convere de S dans S(R*™). On le note par £(S).

Dans la suite nous allons voir qu’un domaine régulier de ADS, ;1 est forcément I'image
par la projection m d’un domaine régulier de AdS,, 1. Supposons que S n’est pas purement de
type lumiere. Soit E(S) le domaine régulier associé & S qu’on voit comme un sous-ensemble
de ADS,, 1 UOADS, ;1.

Lemme 6.1.34. ([13, Lemme 8.27]). Il existe un domaine affine U de ADS, 1 tel que S et
E(S) soient contenus dans U U U

Démonstration. Soit f: S*™! — R I'application 1-lipschitz dont le graphe est S. Soit (z,t)
tel que fi(z) <t < fa(z). Donc pour tout y, z dans S*~1, on a

f(2) = dsn(z,2) <t < f(y) + dsn (2, ).

En particulier f(y) — dsn(x,y) <t < f(y) + dsn(z,y) et f(—y) —dsn(x,—y) <t < f(—y) +
dsn (7, —y), oll y et —y sont deux points antipodaux fixés de S*"~1. On a alors

sup(f(y) — dsn (2, y), f(=y) — dsn (z, —y)) <t <min(f(y) + ds (2,9), f(=y) + dsn (2, —y)).

Ce qui montre que E(S) est contenu dans un domaine de Sitter et donc le domaine régulier

E(S), qui n’est autre que la projection de E(S) dans ADS,, 1, est contenu dans un domaine
affine U de ADS, 41. O
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Nous aurons aussi besoin de la proposition suivante :

Proposition 6.1.35. ([16, Proposition 4.19], [13, Proposition 5.10]). Soit U un domaine
affine de ADS,,11. Soit p un élément du bord affine OU de U et soit q un élément de UUQOU.
Alors p et q sont causalement reliés dans U U QU si et seulement si (p,q) > 0.

On obtient en particulier la proposition suivante :

Proposition 6.1.36. Soit S un sous-ensemble de OADS, 1. Alors S est achronal si et
seulement si pour tout p et ¢ dans S on a : (p,q) <O0.

Démonstration. Soit S un achronal de &mnﬂ et soit S sa projection qu’on voit comme un
sous-ensemble de JADS,, 1. Par le lemme 6.1.34, il existe un domaine affine U de ADS,, ;1
tel que S soit contenu dans son bord affine OU. Soit p et ¢ deux point de S. Comme il
n’existe pas de courbe temporelle reliant p et ¢ alors par la Proposition 6.1.35 la quantité
(p, q) est non positive.

Réciproquement soit S un sous-ensemble de JADS,, 1, si pour tout p et g dans S la
quantité (p,q) est non positive alors par la Proposition 6.1.35 il n’existe pas de courbe
temporelle reliant p & ¢ et donc S est achronal. O

En combinant la définition 6.1.23 d’un domaine régulier ainsi que le Lemme 6.1.34 et la
Proposition 6.1.35 on obtient la proposition suivante :

Proposition 6.1.37. ([4, Proposition 3.14]). Soit S une sphére topologique i.e une hyper-

surface fermée achronale de OAdS, 11 qui nest pas purement de type lumiére. Soit S sa
projection dans 0AdS, 11 qu’on identifie avec son image dans OADS, 1. Alors :

E(S) ={p € 0ADS, 11 : (p,q) <0 pour tout ¢ € S}.
Une autre formulation de la Proposition 6.1.37 est donnée par la proposition suivante :

Proposition 6.1.38. Soit S une hypersurface fermée achronale de a@’snﬂ. Soit E(S) son
domaine régulier donné par la définition 6.1.23 et soit £(S) son domaine régulier associé
donné par la définition 6.1.33. Alors

ot E(S) est vu comme étant dans ADS,,11.

Le théoréme suivant est di & Mess [38]. Le résultat de Mess a été prouvé dans le cadre
de la dimension 2 + 1. Cependant les mémes argument restent valables en toute dimension :

Théoréme 6.1.39. ([4, Théoreme 3.18]). Tout espace-temps anti-de Sitter mazimal globa-
lement hyperbolique spatialement compact de dimension n+ 1 est le quotient d’un domiane
régulier de AdS, 1 par un sous groupe discret sans torsion de SOT(2,n).

6.2 Singularité initiale cosmologique d’un espace-temps
anti-de Sitter

Soit M un espace-temps MGHC' localement modelé sur I’espace anti-de Sitter de di-
mension n + 1. Soit E(S) son domaine régulier associé i.e M ~ E(S)/T, ou I' est un sous
groupe discret sans torsion de SOT(2,n).
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6.2.1 Propriétés du temps cosmologique

Soit S une hypersurface fermée achronale de 31@3'”“ qui se projette sur S. Soit £ (S)
le domaine invisible associé S. D’apres la Proposition 6.1.25 le domaine invisible E(S) et
le domaine régulier E(S) sont en bijection. Donc, pour étudier les propriétés du temps

cosmologique de E(S), il suffit d’étudier celles de E(S).

Proposition 6.2.1. ([4, Proposition 4.1]). Le domaine régulier E(S) est a temps cosmolo-
gique régulier.

Démonstration. Soit T le temps cosmologique de E(S) La Proposition 6.1.20 montre que
E(S) est compact dans AdS,11 U 0AdS,+1. Par la Proposition 6.1.22 on a que E(S”) n

OAdS, 1 = S. D’autre part pour p dans E(S), on a J~(p) disjoint de S. Donc J~ (p)NE(S)

est un compact de ZCIS’”H. En d’autres termes J~(p) N E(S) est conformément équivalent
4 un domaine compact causalement convexe de (D"~! x R,dx? — dt?) et donc & temps
cosmologique régulier. O

6.2.2 Le bord passé d’un espace-temps anti-de Sitter

Soit E(S) un domaine régulier associé & un fermé achronal sans bord de 0AdS,11. Le
bord dans AdS,11 de E(S) est composé d’une union disjointe de deux fermés achronaux un
dans le futur de lautre, qu’on note H(S) et H~(S).

Définition 6.2.2. On appelle bord d Uinfini passé (respectivement futur) du domaine régu-
lier E(S), le sous-ensemble H~(S) (respectivement H*(S)).

Remarque 6.2.3. 1) Dans le modéle conforme (D™ x St, da? — dt?), le bord a Uinfini passé
et le bord a Uinfini futur du domaine régulier E(S) correspondent respectivement auzx graphes
de Uapplication fy et de l'application fo définies dans la Proposition 6.1.20.

2) Vu comme sous-ensemble du modéle de Klein ADS, 11, le domaine régulier E(S) est un
domaine conveze dont le bord n’est autre que la Téunion des bords infinis passé et futur vu
comme des sous-ensemble de ADS,, ;1.

Gréace a la Remarque 6.2.3 on peut pour un point de H~ (S)UH™T(S) parler d’hyperplans
support & E(S) passant par p. Les sous espaces totalement géodésiques correspondant sont
soit de type espace soit de type lumiere. Ceci est dii au fait que H~(S) et HT(S) sont des
sous-ensembles achronaux.

Définition 6.2.4. On appelle le passé fin, qu’on note E=(S), d’un domaine régulier E(S)

le passé strict de Uhypersurface cosmologique Teos = 5.

La proposition suivante décrit les points de H~(.S) qui réalisent le temps cosmologique :

Proposition 6.2.5. Soit S une hypersurface fermée achronale de aﬂgnﬂ qui n’est pas
purement de type lumiére. Pour tout p dans E~(S) le passé fin du domaine régulier E(S), il
existe un unique point r(p) de H~(S) réalisant le temps cosmologique de p i.e la géodésique
temporelle passée inextensible o issue de p et qui a pour point limite le point r(p), vérifie
Teos(p) = —l(a).

Définition 6.2.6. La fonction r : E—(S) — H™(S) définie par la Proposition 6.2.5 est
appelée fonction de rétraction. L’image de E~(S) par r est appelée singularité initiale passée
associée au domaine régulier E(S). Elle est notée par X~ .

La proposition suivante caractérise I’ensemble des point de ¥~ en terme d’hyperplans
supports :
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Proposition 6.2.7. (|4, Proposition 4.2]).
Supposons queiune hypersurface fermée achronale sans bord qui n’est pas purement de
type lumiére de OAdSy41. Soit o un point de H™(S). Alors :
— Le point ro est dans X~ si et seulement s’il existe un hyperplan de type espace support
a E=(S) enrg;
— 8i C(rg) est l’ensemble des vecteurs unitaires futurs de T, ADS,, 11 qui sont orthogo-
naux ¢ un hyperplan support de E=(S) en ro, alors C(rg) est l’enveloppe convexe de
ses éléments lumiéres.

6.3 Comportement asymptotique des niveaux
d’une fonction temps quasi-concave

Soit M un espace-temps anti-de Sitter MG HC' de dimension n+1. Soit F(.S) son domaine
régulier associé i.e M ~ E(S)/T, ou I est un sous groupe discret sans torsion de SOV (2,n).
Soit T" une fonction temps de Cauchy définie sur M. Elle se releve en une fonction temps de
Cauchy I invariante de F(S). Notons comme dans le chapitre 3 le flot du gradient de T" par
®. Dans cette section nous généralisons le Théorémes 3.3.1 démontré précédemment dans
le cas plat et le cas de Sitter au cas anti-de Sitter. Notons par T () la restriction de T" au
passé fin E~(S).

Définition 6.3.1. Supposons que la fonction temps de Cauchy T'-invariante Tg- gy est de
classe C?. Alors elle est dite conveze si et seulement si la seconde forme fondamentale de
chaque niveau de T~ () est positive.

Les arguments utilisés pour démontrer la Proposition 3.2.16 restent valables dans le cas
anti-de Sitter. On obtient ainsi :

Proposition 6.3.2. Soit o : [a,b] — E~(S) une courbe de type espace contenue dans le
passé de XTI on BT est le niveau a de la fonction temps Tg-(s)- Alors la longueur de la

courbe o est inférieure a celle de iy 0t oy (s) = Po=T(()(a(s)) est la projection de o sur
le niveau XL le long des lignes de ®r.

La preuve du Théoreme 3.3.1 étant basée essentielement sur la Proposition 6.3.2-dont la
Proposition 6.3.2 est ’exact analogue dans le cadre anti-de Sitter- et des arguments classiques
qui restent valables pour le cas anti-de Sitter, il se généralise donc sans changement au cas
anti-de Sitter. Nous avons ainsi montrer le Théoréeme A dans le cas anti-de Sitter :

Théoréme 6.3.3. Si T} et Ty sont deux fonctions temps de Cauchy I'-invariantes définies
sur E~(S) alors les niveauz respectifs de Ty et de Ty convergent spectralement vers la méme
limate.

6.4 Classification des espaces-temps anti-de Sitter de
dimension 2 4+ 1 via les rotations de Wick

On se place désormais dans le cadre de la dimension 2+ 1. Dans cette section nous allons
classer les espaces-temps MGHC' anti-de Sitter via les rotations de Wick. Nous utilisons

ensuite cette relations pour démontrer le Théoreme B dans le cadre d’un espace-temps anti-
de Sitter.
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6.4.1 Domaine régulier anti-de Sitter associé 4 un domaine régulier
plat

Dans la suite nous allons voir comment obtenir un domaine régulier anti-de Sitter a partir
d’un domaine régulier futur complet plat.

Théoréme 6.4.1. ([18, Proposition 6.2.1]). Soit Qf un domaine régulier plat de dimension
241 et soit g1 sa métrique plate. Soit Teos sa fonction temps cosmologique et soit Er,,. son
gradient associé. Alors il existe une fonction D : Qf — ADSayq telle que :
~ D est un C'-difféomorphisme local ;
— L’image réciproque de la métrique anti-de Sitter par D est une métrique lorentzienne
go Sur Qg qui coincide avec la métrique lorentzienne obtenue sur QT par une rotation
de Wick a partir de la métrique lorentzienne plate g1 le long du gradient cosmologique

__ 1 _ 1 1
r,,. de Q1 avec go = 7z 7191 SUr Rér,,. et g2 = Tz 21 sur &t

Soit Qa” un domaine régulier plat muni de sa métrique plate gy. Considérons la métrique
anti-de Sitter obtenue sur Qar par le Théoreme 6.4.1, qu'on note par g_;. Notons par M
I’espace-temps anti-de Sitter obtenue comme extension maximale de ’espace-temps anti-de
Sitter (4, g—1). Par construction méme, I’espace-temps M est un domaine régulier E(S) de
I’espace anti-de Sitter. Le théoréme suivant montre que le procédé établi lors du théoreme
précédent et qui consiste a associer a chaque domaine régulier plat un unique espace-temps
anti-de Sitter s’étend au théoréme suivant :

Théoréme 6.4.2. ([18, Proposition 6.3.5]). L espace-temps (Qf, g_1) coincide avec le passé
fin E=(S) du domaine régulier E(S).

Le Théoréme 6.4.2 nous procure une corespondance dans une seule direction entre les
domaines réguliers plats et ceux de l'espace anti-de Sitter. L’objet du théoréme suivant est
de montrer que cette correspondance est en fait inversible :

Théoréme 6.4.3. ([18, Théoreme 6.4.5]). Soit E(S) un domaine régulier anti-de Sitter non
vide et soit g1 sa métrique anti-de Sitter. Soit T.os son temps cosmologique et &-. .. Alors :
— 1) L’espace-temps (E~(S),g2), ot go est la métrique lorentzienne obtenu par une
rotation de Wick sur E~(S) le long du gradient du temps cosmologique Teos G par-

tir de la métrique anti-de Sitter g1 de E~(S) avec go = mgl sur RE, . et

g2 = ﬁgl sur fﬁ-m, est un domaine régulier plat futur complet ;

— 2) L’espace-temps obtenu comme une rotation de Wick donné par le Théoréme 6.4.1
sur (E~(5),g2) coincide avec le passé fin (E~(S),g1).

Remarque 6.4.4. Il n’est pas difficile de voir que les rotations de Wick données par le
Théoreme 6.4.1 et le Théoréme 6.4.3 sont inverses l'une a lautre. Cependant tout le pro-
bléme consiste a prouver que l’espace-temps plat obtenu par une rotation de Wick a partir
d’un domaine régulier anti-de Sitter est bien un domaine régulier plat.

Toute la construction précédente peut étre faite de maniere équivariante pour obtenir
ainsi le théoreme suivant :

Théoréme 6.4.5. ([18, Théoremel.7.1]). La correspondance entre les domaines réguliers
plats et les domaines reguliers anti-de Sitter induit une correspondance bijective entre les
espaces-temps MGHC' plats futur complets et ceux MGHC' localement anti-de Sitter.

Remarque 6.4.6. Quitte a inverser l'orientation on obtient des résultats analogues pour
les espaces-temps passés complets.

Corollaire 6.4.7. [l existe une correspondance bijective entre les espaces-temps MGHC
anti-de Sitter futurs complets de dimension 2+ 1 et les laminations géodésiques mesurée sur
les surfaces hyperboliques compactes.
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On se donne un domaine régulier anti-de Sitter F(S). Soit E~(S) son passé fin. Notons
par (Q7, go) 'unique domaine régulier plat qui lui est associé par le Théoreme 6.4.2. Rap-
pelons que E~(S) est isométrique au domaine anti-de Sitter (QF, g—1) associé & (QF, go).
Soit Teos le temps cosmologique de (€21, go) et T.os le temps cosmologique de E~(S) ou de
maniere équivalente celui de (Qg ,g—1). D’apres la Proposition 5.2.6 on sait que le temps
cosmologique 7., est régulier. Le but de la proposition suivante est de montrer que le temps
cosmologique 7,5 est un temps de Cauchy :

Proposition 6.4.8. ([18, Proposition 6.2.2]). Le temps cosmologique Teos de E~(S) est un
temps de Cauchy. De plus :
Teos = arctan(Teos).

Démonstration. Rappelons que (Qd,go) et (27, 9-1) désignent respectivement le domaine
régulier plat et son domaine anti-de Sitter associé. Soit p un point de QS‘ et soit v un vecteur
dans T, . Supposons que |v| _; <0, ot |.|_; est la norme pour la métrique anti-de Sitter
de Qfl. Ecrivons v = alN + u, ou N est le gradient du temps cosmologique T, de (QS‘, 90)

. 2 2 .
et u est dans N et a un réel. On a alors |v]~ |, = —a? (1+T0013(p)2)2 + 1+T3105(p) lu|”, ou |.| est
la norme pour la métrique plate go de . Or \v|2 =—a’ + |u|2 Il s’en suit :
1 1
Jol? ? lul> <0

< —a +
T (4 Tees(p)?)? 14+ T5(0) "~

et donc v est causal pour la métrique plate gy de Qa' . Ceci montre en particulier que toute
courbe causale pour (27, g_1) l'est pour (2], go) et donc les niveaux cosmologique de .,
sont des hypersurfaces de Cauchy de (Qd,g_1).

Soit v une courbe causale dans (Qa', g—1) passée issue d'un point p. Alors c’est une courbe
causale pour la métrique plate gg de QS’ . On P’écrit donc :

a(s) = Teos(8)N(s) + 7(s)

donc
& = TopuN + Togu N + 7.
. N 2 .
a2 T2, Teos N+7 L2 T2, :
Il s’en suit |&|”, = — SES | T | et donc —|&|”; < 72z Ce qui montre que

Teos(P) < arctan(T,os(p))-

D’autre part la courbe a(s) = r(p) + sN(p) est une courbe causale de temps propre
arctan(T,.s(p)) pour la métrique de (937971). Donc 7eps = arctan(Teps)- O

Remarque 6.4.9. Comme les lignes de la fonction temps cosmologique Teos sont les mémes
que les lignes de la fonction temps cosmologique Teos, la singularité initiale donnée dans la
définition 6.2.6 est la méme que celle donnée dans la définition 3.1.21.

Définition 6.4.10. Soit E(S) un domaine régulier anti-de Sitter et soit Qf ['unique do-
maine régulier plat qui lui est associé. On appelle singularité initiale cosmologique associée
a E(S) la singularité initiale cosmologique associée a Q(J)r.

6.5 Convergence Gromov équivariante des niveaux d’un
temps quasi-concave

Dans cette partie nous allons montrer le Théoreme B dans le cas anti-de Sitter. Plus
précisément nous montrons le théoreme suivant :
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Théoréme 6.5.1. Soit M un espace-temps anti-de Sitter MGHC' futur complet de dimen-
sion 2+ 1. Soit T une fonction temps de Cauchy quasi-concave C%. Alors les niveauzr de T
convergent pour la topologie de Gromov équivariante vers l’arbre réel dual a la lamination
géodésique mesurée (A, 1) associée a M. De plus la limite ne dépend pas de la fonction temps
chotsie.

Soit QS‘ un domaine régulier futur complet. Munissons QS‘ de la métrique anti-de Sitter
obtenue par une rotation de Wick canonique a partir de la métrique plate de Qg comime
dans 6.4.1. On note respectivement par go et par g_; la métrique plate et la métrique anti-de
Sitter définie sur QJ . Soit 7.5 la fonction temps cosmologique de 1'espace (25, g-1) et soit
Teos la fonction temps cosmologique de 1’espace (QS‘ ,go)- La proposition suivante est une
généralisation de la Proposition 4.3.9 dans le cas anti-de Sitter :

Proposition 6.5.2. Soient X7co¢ et ;o deux niveaux de la fonction temps Teos de (Qf,9-1)
avec a < b. Soit a, une courbe Lipcshitz contenue dans le niveau X7eos. Alors la projection
ay de ag sur ;oo le long des lignes du flot du gradient de Teos est de longueur 1_y (o)

;. \ l+tan2 a
supérieure d H_Tng((b;l,l(aa),
Démonstration. D’apres la Proposition 6.4.8 on a T.,s = tan(7ees), donc les niveaux cos-
mologique Y70 et ¥;°°* de T.s correspondent respectivement aux niveaux cosmologique

E?;;‘Ea) et E&gib). De plus la projection de la courbe a, C 37 sur ¥;°°* le long des lignes
TCOS

du gradient de 7.5 n’est autre que la projection de a, C Etan(a) sur EtTacgEb) le long des

ml(aaL Ofl l

est la longueur par rapport a la métrique plate et [_; par rapport a celle anti-de Sitter.
Sa projection ®°%(«,) est de longueur de Sitter I_1 (P2 () = T (P2 (a)). Or

Teos 1+tan?(b) Tcos
1(®°~%(aq)) > I(g). Donc

Tcos

lignes du gradient de T,,s. D’aprés le Théoréme 6.4.1 on a l_1(a,) =

L (@ (ay)) > 1+ tan?(a)

Teos 2 T tan?(b) ~1(aa).

O

Nous obtenons ainsi le théoréeme suivant qui généralise le Théoreme 4.4.2 dans le cas
anti-de Sitter de dimension 2 + 1 :

Théoreme 6.5.3. Soit M ~ E(S)/T" un espace-temps anti-de Sitter MGHC' de dimension
2+1. Soit 1,05 la fonction temps cosmologique définie sur le domaine régulier E(S). Alors les
niweaux Yo pour a < 3, de la fonction temps cosmologique Teos munis de leurs distances
dree= i.e celles induites par la restriction de la métrique ambiante de E(S) & chaque niveau
YTeos  convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers 'espace métrique (X, dx),
ot (X,ds) est la singularité initiale cosmologique associée a E(S).

Démonstration. Soit (Q,g-1) le domaine anti-de Sitter associé a E(S) (voir Théoréme
6.4.1). Notons par T,,s son temps cosmologique plat i.e le temps cosmologique de (QS‘ ,90)-
On a pour chaque 0 < a < §

1
drees (x,y) = dTeos z,
a ( y) 1+ tanh2 (a) tan(a)( y)
Tecos
tan(a)
cosmologique YTeos Comme les distances dthf;Ea) convergent vers dy, quand a tend vers 0, les
distances sur les compacts djco elles aussi convergent uniformément vers ds;. Ce qui montre

que (BTeos dleos) convergent vers la singularité initiale cosmologique (¥, dx).

,oud est la distance induite par la restriction de la métrique plate ambiante au niveau

O
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En combinant le Théoréme 6.5.3 et le Théoréme 4.4.1 on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 6.5.4. Les niveaux cosmologiques d’un espace-temps anti-de Sitter MGHC' futur
complet M de dimension 2 + 1 convergent pour la topologie de Gromov équivariante vers
Uarbre réel dual o la lamination géodésique mesurée (A, ) associée a M.

Proposition 6.5.5. Soit X7cos un niveau de la fonction temps cosmologique T0s. Soit v une
courbe de type espace contenue dans le passé de Xleos. Alors la longueur pour la métrique
anti-de Sitter de la projection de « le long des lignes du gradient de 7.5 est plus grande que
(1 + tan(a)?)l(a).

Démonstration. Notons par £ le gradient du temps cosmologique 7.,s et par @, son flot

associé. Notons aussi par /N le gradient cosmologique de T¢,s et par @7, son flot associé.

Soit a un réel positif inférieur & Z et soit « une courbe contenue dans le passé de X7ees.
a

2
Considérons a,(s) = P27 (a(s)) la projection de a sur X7eos. On a &(s) = T/y,(8)Ea(s) +

Daa(s)iﬁ“s(s)*a.o’za(s). Donc

Tcos

d(s) =T, (S)Na(s) + Daa(s)q);fiinos(s))_tan(a).da(s).

cos

Il s’en suit
G2, = | Thon(5) Vo + Doy o BT 0722 g 5)|
et donc )
@) 1 = [Thon(5)Nago) [, + | Paa @77 i 9)]

Ce qui entraine que :

1 1 2
. 2 / 2 Teos(S)—a +
=—(T, ‘Da s @ Qg ‘
|Oé(8)|71 ( cos(s)) (1 +Tc205(5))2 + 1 +Tc205(5) a(8) ¥ Teos o <S>
Donc,
3 2 < 1 D @Tcos(s)_a 3 ) 2
|CE(S)|,1 =1 +TC203(5) @q(8) F Teos .Oéu,(S
1 Teos(s)—a . 2 1+tan(a)? 1 . 2
Or trra ) Dot @ric +0a(8)| < 172 7o) Trangay 19 (9))]

donc [é(s)*; < (1 + tan(a)?) [da(s)[* ;.-

O

Preuve du Théoréme 6.5.1 Grace au corollaire 6.5.4 et a la Proposition 6.5.5, on peut
reprendre la preuve du Théoreme 4.5.1 sans grande modification pour montrer le Théoreme
6.5.1. 0
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Chapitre 7

Comportement asymptotique
dans un espace-temps plat de
dimension supérieure a 2+1

Dans ce chapitre on s’intéresse aux espaces-temps plats de dimension supérieure & trois.
Nous allons étudier le comportement asymptotique des niveaux d’un temps quasi-concave
donné. Nous donnons dans un premier temps une généralisation du Théoreme 4.5.1 obtenu
dans le cadre d’un espace-temps plat de dimension 2+1 (voir chapitre 4). Un premier résultat
obtenu dans ce sens est dit & L. Andersson [3], ot il a étudié le comportement asymptotique
des niveaux de la fonction temps CMC' dans le cas tres restrictif des espaces-temps simpli-
ciaux de dimension quelconque. L’autre cas de figure que nous allons étudier est celui du
comportement asymptotique au voisinage de l'infini. Ce travail a été fait dans le cadre du
temps cosmologique par F. Bonsante [25], nous le généralisons aux temps quasi-concaves.
Tout au long de ce chapitre nous fixons 0 comme origne de 1’espace de Minkowski et nous
considérons H" comme étant plongée dans ’espace de Minkowski.

7.1 espaces-temps MGHC élémentaires et comporte-
ment asymptotique

7.1.1 espaces-temps de translations

On se place dans I’espace de Minkowski R*™ de dimension n + 1. Soient vy, va,..., Uy,
une famille de n vecteurs de type espace de R"™ linéairement indépendants. Notons par P
le n-hyperplan de type espace engendré par cette famille.

Définition 7.1.1. On appelle groupe de translation de l’espace de Minkowski le groupe
discret engendré par les translations de vecteurs vy, va,..., v,. On le note par G.

Proposition 7.1.2. L’action de G sur R est libre et proprement discontinue.

Démonstration. Le fait que 'action soit libre découle immédiatement du fait que les vecteurs
V1, Va,..., Uy, sont linéairement indépendants. Soit maintenant K un compact de R1:". 11 existe
donc une constante C' > 0 telle que pour tout g dans G vérifiant gK NK # S on a ||g|| < C,
ot ||.|| est la norme euclidienne de R"*1. Or G est groupe discret donc {g € G : ||g|| < C}
est un ensemble fini. O

Notons par M (G) I'espace-temps quotient R"/G.
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Définition 7.1.3. L’espace-temps M(G) est appelé espace-temps de translation.

Proposition 7.1.4. Un espace-temps de translation est globalement hyperbolique spatiale-
ment compact maximal.

Démonstration. Soit M (G) un espace de translation et soit P son hyperplan de type espace
associé. Il existe n dans H" tel que n't = P. Considérons alors la fonction RY™ — R définie
par T(m) = — (n, x) pour tout z dans R1'™. Les niveaux de cette fonction sont des hyperplans
affines de type espace de ’espace de Minkowski. Donc c’est une fonction temps de Cauchy.
D’autre part elle est invariante par 'action du groupe G, elle se projette donc en une fonction
temps T : M(G) — R au quotient. De plus comme les courbes causales inextensibles de
M (G) sont les projetées des courbes causales inextensibles de R1", la projection T est une
fonction temps de Cauchy de M(G). Donc M (G) est globalement hyperbolique. O

La fonction T est I'unique fonction temps de Cauchy quasi-concave de RL™ qui soit G-
invariante. En effet, soit S une hypersurface de Cauchy convexe et G-invariante. Pour chaque
p dans S, notons par P, I'hyperplan support & .S en p. On a alors deux cas de figures :

1) Soit il existe un p dans S tel que P, n’est pas parallele & P : dans ce cas ﬂgeG gIt(P,) =@

mais I'*(S) € ,eq 91" (Pp), donc ce cas est impossible;
2) Le deuxiéme est celui ou tout les hyperplans P, sont paralleles & P et dans ce cas S est
exactement P.

Par passage au quotient on obtient que les niveaux de la fonction temps 7T sont des
tores euclidiens totalement géodésiques. Ceci rend 1’étude du comportement asymptotique
des niveaux de T (ou T') triviale. On a ainsi :

Proposition 7.1.5. Soit M(G) un espace de translation. Alors les niveauz de T convergent
quand t tend vers linfini (+00 ou —o0) vers le tore euclidien P/G.

7.1.2 espace-temps de Misner

On considere l'espace de Minkowski R1™ avec la forme quadratique qi, = —dz? +
dx? + ... + dx?. Notons par P I'hyperplan de type espace de codimension 2 défini par :
pP= {(a:o, T1y .y Tp) € RV tel que 29 = 21 = O}. Soit G le sous groupe de SOt (1,n) x RL:»
défini par : pour chaque élément g de G :

— 1) la partie linéaire de g agit trivialement sur P;

— 2) la partie de translation de g appartient & P.

Le sous groupe G est un groupe libre abélien de rang n. En d’autres termes c’est un sous
groupe isomorphe a R".
Considérons le domaine régulier futur complet QF défini par :

Qt =17(P).
Proposition 7.1.6. Le groupe G agit librement et proprement discontinuement sur Q. O

Soit Thos : 2T — R la fonction temps cosmologique de Q. Le domaine QF s’écrit : QF =
{(xo,xl, ey ) € RV tel que — 23 + 27 <0 et 29 > 0}. La fonction T, s’écrit alors

T(20, 21, ooy Tp) = \Jxd — a3

La fonction temps cosmologique Thos est un temps de Cauchy concave G-invariante. Ses
niveaux sont exactement les orbites de I'action de G sur Q7.

Définition 7.1.7. Soit I' un réseau uniforme de G. On appelle espace-temps de Misner,
qu’on note M (), l’espace-temps défini par Q+/T.
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Proposition 7.1.8. Un espace-temps de Misner Mt (T') est un espace-temps mazimal glo-
balement hyperbolique spatialement compact futur complet.

Remarque 7.1.9. De maniére analogue on peut définir ’espace-temps de Misner passé
complet M—(T).

La projection T.,s de la fonction temps Thos dans M T (T") est fonction temps de Cauchy.
Le sous groupe I' étant isomorphe a Z™ les niveaux de t sont des tores euclidiens plats.
Cependant contrairement aux espaces de translations ces tores ne sont pas totalement géo-
désiques.

Proposition 7.1.10. Soit M+ (') ~ Q% /T un espace-temps de Misner futur complet. Pour
chaque a > 0 notons par Ylcos le niveau dans QF de la fonction temps cosmologique Teos
correspondant & la valeur cosmologique a et par die>s sa distance induite par la métrique
lorentzienne ambiante. Alors :
— 1) les T-espaces métriques (X1eos dlees T') convergent pour la topologie de Gromov
équivariante, quand a tend vers 0, vers le T espace métrique (P, deye,T).
— 2) les T-espaces métriques normalisés (SLeos %dgm ,I') convergent pour la topologie de
Gromov équivariante, quand a tend vers 0, vers le I espace métrique (H*, dg, L(T)),
ot L(T") est la partie linéaire de T.

Démonstration. Notons respectivement par N et r la fonction normale et I'application re-
traction associé a Q1. Il n’est pas difficile de voir que Q% est isométrique & H' x P muni
de la métrique gp — t?gg:. On obtient alors que la distance deos(p, q) = deywc(r(p),7(q)) +
Teos(p)dm: (Np, Ng). La proposition s’en suit alors.

O

7.2 Une autre fagcon de voir les espaces-temps non élé-
mentaires

Dans §3.1.3 nous avons étudié les propriétés des espaces-temps M G HC non élémentaires.
On a vu qu’ils sont obtenus comme quotients de domaines réguliers de I'espace de Minkowski
par un sous groupe discret de SOT(1,n) x RL™. Une famille particuliere de tels espaces est
celle des espaces-temps standarts i.e ceux obtenus comme quotient d’'un domaine régulier
par une déformation affine d’un réseau uniforme de SO*(1,n). Dans [9] une autre fagon de
voir les espaces-temps M GHC' non élémentaires est décrite; c’est un procédé qui permet
d’obtenir tous les espaces M GHC non élémentaires a partir des standarts.

Soit (M, gas) un espace-temps plat de dimension n + 1 et soit T* un tore euclidien plat
muni de la métrique g« induite par celle de R¥. Sur la variété produit M x T* considérons
la métrique lorentzienne plate g définie comme étant la somme directe de la métrique gy et
gr*-

Pour chaque morphisme p : 71 (M) — T* du groupe fondamental 7, (M) dans le groupe
T* des translations de T* considérons P’action de w1 (M) sur M x T* définie par :

v-(pyz) = (vp,z + p(7))-

Cette action est libre et proprement discontinue. De plus elle préserve la métrique lorent-
zienne g.

Définition 7.2.1. On appelle suspension plate de l’espace-temps (M, gpr) associée au mor-
phisme p, Uespace-temps quotient de M x T* par laction diagonale de w1 (M). On le note
par M,.
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Remarque 7.2.2. Notons que la projection p : M x Tk = M, de M x T* sur M, est un
revétement.

Soit py : M, — M la projection de M, sur M.

Proposition 7.2.3. Soit T : M — R une fonction temps de Cauchy de M, alors T o py est
une fonction temps de Cauchy de M,.

Démonstration. Il suffit de montrer que les courbes causales inextensibles de M sont les
projections par p; des courbes causales inextensibles de M,. Notons déja que les courbes
causales de M sont exactement les projections de celles de M. En effet, si a est une courbe
causale de M, notons par (&, zg) la courbe qui & chaque s associe (&(s),zo) de M x T*
ol & est un relevé de o dans M, et zo un élément de T* fixé. La projection par p; de la
courbe causale po (&, ) n’est autre que .. Réciproquement, si & une courbe causale de M,
sa projection est évidemment causale. Donc les courbes causales de M sont exactement les
projections par p; des courbes causales de M.

Si maintenant « est une courbe causale inextensible de M, alors par la Remarque 7.2.2
toute courbe de la forme p o (&,x() est inextensible. Réciproquement, soit & une courbe
causale inextensible de M,. Notons par « sa projection p; o & . Il reste donc a montrer
qu’elle est inextensible. Supposons que ce n’est pas le cas, elle admet donc un point limite,
disons passé, y. On peut rajouter alors une portion 3 a la courbe « de sorte que la courbe
a U (B soit une courbe causale contenant le point limite y et prolongeant a. Les fibres de p;
étant des tores, donc compactes, la préimage par p; de la portion S est un compact. Il s’en
suit que v admet un point limite passé et donc contradiction. De maniere analogue on traite
le cas d'un point limite futur.

O

Réciproquement :

Proposition 7.2.4. Soit T : M, — R une fonction temps de Cauchy de M,, alors il existe
une fonction temps de Cauchy T : M — R telle que : T =T op;.

Démonstration. Soit T : M, — R une fonction temps de Cauchy définie sur M,. Le groupe
T* agit par translation sur le deuxieme facteur de M x T*. De plus cette action commute
avec celle du 71 (M), donc T* agit naturellement sur M,. On définit la fonction 7' : M — R
par :

d(p) = /Tk T(z.p)dz.

ou dx est la mesure de Haar de T*. 11 existe alors une unique fonction 7' : M — R telle que
T op; =T. On obtient facilement que la fonction T est une fonction temps de Cauchy. O

On obtient donc le corollaire suivant :

Corollaire 7.2.5. L’espace-temps M est globalement hyperbolique si et seulement si M, est
globalement hyperbolique.

Le théoreme suivant est un théoreme de classification qui relie les espaces-temps standard
et les espaces-temps non élémentaires :

Théoréme 7.2.6. [9, Théoreme 1.2] Un espace-temps MGHC' plat est & revétements finis
preés une suspension plate d’un espace-temps s.

Corollaire 7.2.7. Un espace-temps MGHC plat est a revétements finis prés, un espace de
translation, un espace de Misner ou la suspension plate d’un espace-temps standard.
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7.3 Comportement asymptotique dans le passé

Le but de cette section est de montrer les Théoremes C et D. Plus précisément, nous
montrons le théoréme suivant :

Théoréme 7.3.1. Soit M ~ QT /T un espace-temps plat globalement hyperbolique spatia-
lement compact mazimal non élémentaire de dimension quelcongue, ot QT est un domaine
régulier futur complet et T un sous groupe discret sans torsion de SO+ (1,n) x RM™. Notons
respectivement par (X, dys), (X%, dg) et (00T ) ~,daqa+) la singularité initiale, son complété
et Uhorizon associée a M. Soit T une fonction de Cauchy C? quasi-concave définie sur M.
Alors :
- (2,ds) se plonge isométriquement dans (0QF/ ~,dpa+) qui a son tour se plonge
isométriguement dans (X%, dg) ;
~ pour tout x ety dans X il existe une unique géodésique a de (0t / ~,dpa+) reliant
Tay;
~ lespace métrique (XX, dg) est un espace CAT(0) ;
— Les niveauz de la fonction temps T munis de laction isométrique de w1 (M) convergent

pour la topologie de Gromov équivariante vers le complété (E*,d;) de la singularité
initiale (3,dy). En particulier, la limite ne dépend pas de la fonction temps choisie.

Soit Q7 un domaine régulier futur complet muni d’une action isométrique dun sous
groupe discret I' de SO*(1,n) x RL™. Notons par dQ% son bord topologique. Soit ¥ € 9QF
la singularité initiale associée & Q7 et soit dyx la distance définie sur ¥ comme dans 4.4.2.
Soit T.s la fonction temps cosmologique de Q. Notons par Y1eos ot a > 0, les niveaux de
Tcos~

Lemme 7.3.2. ([25, Lemme 3.11]). Le bord OQ" du domaine régulier QF est le graphe
d’une application convexe 1-Lipschitz f : R™ — R.

Le Lemme 7.3.2 nous permet de définir une pseudo-distance sur Q7. En effet, les vec-
teurs tangents des courbes 1-Lipschitz contenues dans Q7 sont de norme positive ou nulle.
On définit alors la pseudo-distance comme suit : pour tout p et ¢ dans 9Q™

doo+ (p, q) = inf {I(@) ol a est une courbe 1-lipschitzienne contenue dans 9Q* reliant p et q } .
Notons par (90 / ~, dya+) le métrisé du pseudo-espace métrique (91, dyo+ ).
Proposition 7.3.3. L’espace métrique (007 ) ~,dga+) est un espace de longueur.

Démonstration. La structure de longueur induite, sur 9Q7, par la métrique ambiante de I’es-
pace de Minkowski est une pseudo-structure de longueur (voir définition 2.2.11). Le corollaire
2.2.14 montre donc que (9QF/ ~,dyn+) est un espace de longueur. O

La proposition suivante montre que I'inclusion de ¥ dans 9Q%/ ~ est un plongement
isométrique une fois qu’ils sont munis de leurs distances respectives dy, et dapo+

Proposition 7.3.4. ([25, Proposition 7.8]). Pour tout z, y dans X on a : ds(z,y) =
doo+ (2, y).

Nous allons montrer la proposition suivante :

Proposition 7.3.5. Pour tout x ety dans ¥, il existe une géodésique dans (0QF ) ~, dpa+)
reliant x a y

Nous commengons par montrer le lemme suivant :
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Lemme 7.3.6. On se place dans Uespace de Minkowski RY™ et soit nyi, no dans H" avec
ny # na. Alors l’ensemble K défini par :

K ={v e dS, tel que {(v,n1) >0 et (v,n2) <0}
est précompact.

Démonstration. Soit n, et ny dans H" et v dans RY™ tel que \fu|2 = 1. Supposons que :
(v,n1) >0 et (v,n2) < 0. Le vecteur v s’écrit v = — (v,n1) ny + v1, ot vy est dans ni-. On
a alors :
2 2
- <’U,7’l1> + |U1| =1

et donc
ol =1+ 2(v,ny)

ott ||.]| est la norme euclidienne de R"*1. Donc pour montrer que v reste dans un compact,
il faut montrer que (v,n;) est borné indépendament de v.
De maniere analogue on écrit ny = — (n1,n2) nq + ug, ot u; est dans ni-. Donc

—({n2,m1))* + Jua [ = —1.
D’autre part, on a (v,n2) < 0 et donc
— (n1,n2) (n1,v) + (vi,u1) <0

ceci entraine que
(v1, 1)

0< (v,n) < .
< {oym) (n1,n2)

On écrit vy = — (vy,u1) ug + v}, ot v} est dans n{- Nui. Donc

— (v,11)° + (o1, u)? + [0} |* = 1,

Il s’en suit donc que

2
U1, U 2
—<<nlnl>2 o) 4+ P <1
1,12
et donc )
<U1 u1)2< (nl,n2>
’ - <n1,n2>2 -1
ce qui montre que
1
0<(v,n1) <

<n1, 77,2>2 —1

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 7.3.7. [25, Lemme 7.7] Soit R\ l’espace de Minkowski. Soit ¢ : R™ — R une
fonction de classe C' 1-Lipschitz conveze. Alors pour tout O dans R™ minimum de ¢ et
pour tout y dans R™, il existe une géodésique a(s) = (p(x(s)),z(s)) dans G(f), le graphe de
@, reliant (¢(0),0) et (¢(y),y) telle que ¢(s) = d(x(s)) est une fonction croissante. O

Nous obtenons comme conséquence du Lemme 7.3.7 la proposition suivante :
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Proposition 7.3.8. Pour a > 0 soit p et q dans X1, Soit o : [0,1] — Bleos la géodésique

de YXXeos reliant p a q. Alors pour tout s dans [0,L] on a
(c(s), Np) <0 et (d(s),Ng) 20
ot Ny, et Ny sont les normales de YTeos en p et q.

Démonstration. On se place dans un systeme de coordonnées (zg,z1,...,2,) tel que p =
(0,...,0) et N, = (1,0,...,0). L’hypersurface X1eo= est alors le graphe d’une fonction ¢ :
R™ — R C' 1-Lipschitz convexe. Considérons la fonction f : [0,L] — R définie par :
f(s) = (a(s),N,). On a alors f(s) = —¢(s) et donc (c(s), N,) = f(s) = —¢(s). Or d’apres
le Lemme 7.3.7, ¢ est croissante, il s’en suit donc que (G(s), N,) < 0.
Le méme raisonnement appliqué & la courbe §(s) : [0,1] — XZTeos définie par B(s) =
a(l — s) montre que (G(s), Np) > 0.
O

Preuve de la Proposition 7.3.5. Notons par 3 la fermeture de ¥ dans 0QF et par
7 00T — 00T/ ~ la projection de 9T dans le métrisé de INT. Notons aussi par deye
la métrique euclidienne usuelle de R"*!. Remarquons déja que si K est un compact de
007, alors m(K) est un compact du métrisé QF/ ~ muni de sa distance dyq+. En effet, si
(21):ien est une suite d’éléments de K, alors quitte & extraire une sous suite on peut supposer
qu’elle converge vers un x dans K. Or la pseudo-distance dgn+ est majorée par la distance
euclidienne d.,. de R"*! ce qui montre que les x; converge aussi vers = pour dgo+ et donc
7m(K) est compact.

Maintenant soient p et ¢ dans Xz . 'espace des lignes du gradient cosmologique. On
veut montrer qu'il existe une géodésique dans (901 / ~,dpo+) qui relie 7(p) et 7(¢). On
distingue deux cas :

1) Si N, = N, alors par la Proposition 3.1.27 r(p) +s(r(p) —r(g)) est contenu dans Q" pour
tout s dans [0, 1] et donc r(p)+s(r(p)—r(q)) est clairement une géodésique de (9Q/ ~, dya+)
reliant r(p) et r(q).

2) Si maintenant N, # N,. Notons par L la structure de longueur définie sur 9Q%/ ~ par la
distance dyo+ et par £ celle induite par la métrique ambiante de Minkowski. Notons enfin
par Ly la structure de longueur définie sur R™*! par la distance euclidienne dg,.. Pour
tout 0 < a < 1, soit o : [0,14] — XTeos la géodésique de Lleos reliant p et g i.e reliant
le point d’intersection de p avec ¥1eos avec celui de l'intersection de g avec Y leos. Par la
Proposition 7.3.8 on a : pour tout 0 < a < 1, pour tout s dans [0,1,] :

(Ga(5), N,) <0 et (Ga(s), Ng) > 0.

Il s’en suit donc, par le Lemme 7.3.6, qu’il existe un compact K C dS, € R"*! tel que :
pour tout 0 < a < 1, pour tout s dans [0, 4], les ¢, (s) sont contenus dans K. Ce qui montre
qu’il existe une constante C' > 0 telle que les géodésiques «, sont de longueurs euclidiennes
Leyc(ay) inférieures & C. En d’autres termes, les «, sont contenues dans un compact K’ de
Q.

Comme J~(K’) N 9NT est un compact de 9N, les courbes m o 7 o a, restent dans un
compact de (901 / ~, dyq+ ). D’autres part, pour tout 0 < a < 1, pour tout s, so dans [0, l,]
on a :

dpo+ (m(r(aa(s1))), m(r(ea(s2)) = du(r(aa(s1)),r(aa(s2)))
< dgt (aa(51)), aals2)))

et donc

dpo+ (m(r(a(s1))), m(r(cva(s2)))) < |s1 — 52 -
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Ce qui montre que la famille des courbes moroq, est une famille équicontinue. On peut donc
appliquer le Théoreme d’Ascoli-Arzéla et conclure que les wor o, convergent uniformément
dans (99 ~,dyq+) vers une courbe a d’extrémités r(p) et 7(q).

Comme L(Toroa,) < L(Toroa,) et que lim, o L(7moroa,) = dsg+(r(p),r(q)), on
en déduit que lim, o L(7 o 7 0 ) = dao+ (r(p),7(g)). Or la structure de longueur L est
semie-continue inférieurement, donc L(a) = dyo+ (7(p), r(q))- O

On enchaine avec la proposition suivante qui met en avant la relation entre ’espace
métrique (9Q/ ~, dog+) et le complété (XX, d¥X) de (3, ds) :

Proposition 7.3.9. L’espace métrique (00 ~,dyqn+) se plonge naturellement dans le
complété (X%, d¥) de (2, ds).

Pour la preuve nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 7.3.10. ([25, Lemme 4.11]). Pour tout point x dans OQ7F, il existe un vecteur v
lumiére tel que x + Ry v soit contenu dans OQT.

Preuve de la Proposition 7.3.9. Soit (Z*,d;) le complété de l'espace métrique
(,ds). Rappelons que (X*, d;) est définie comme étant le métrisé du pseudo-espace mé-
trique (B0, doo) 01l oo est 'ensemble des suite de Cauchy de (2, dys) et doo est la pseudo-
distance définie par : si (x;);en et (yi)ien son deux suite de Cauchy de (X%,ds), alors
doo (%), (Y5)i) = lim;_ o0 dss(x;,y;). Notons par 77’ : Yoo — Y la projection de Y., dans
rX,

Nous allons tout d’abord montrer qu’étant donné un point x dans 9QT, il existe une
suite (x;);eny d’éléments de ¥ convergeant vers un point y tel que dyq+(z,y) = 0. Soit x
dans 907" \ X. Soit (p;)ien une suite d’éléments de Q+ convergeant vers z et telle que :
Tros(Dir1) < Teos(p;) pour tout i dans N. Comme les p; restent dans un compact de QF, on
obtient que les r(p;) restent dans un compact de 9Q. Donc quitte & extraire une sous suite,
on peut supposer que les r(p;) convergent vers un élément y de dQ". Donc le vecteur z — y
est limite des p; — r(p;) :il est donc causal. Comme 90T est achronal, x — y s’il est non nul,
est de type lumiere, et donc y doit appartenir a un rayon lumiere passant par x qui d’apres
le Lemme 7.3.10 est unique.

On définit alors la fonction f: 00T — L* qui & chaque x dans 9QF associe I'image par
7/ d’une suite (z;);eny de ¥ convergeant vers un point y de ¥ tel que dyo+ (x,y) = 0. Cette
fonction est bien définie. En effet,

— Une suite de ¥ qui converge est de Cauchy pour la distance euclidienne de,. de R**+!

et donc de Cauchy pour dy ;

— Si deux suites de X convergent vers deux points a pseudo-distance dgo+ nulle, alors

elles se projettent sur le méme point par 7'.
Le fait que la fonction f soit un plongement isométrique est immédiat. O

Il nous reste maintenant a étudier les propriétés du complété de la singularité initiale
(%, ds).

Proposition 7.3.11. Le complété (E*,d;) de la singularité initiale (3, dy) est un espace
CAT(0).

Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que (E*,dg) posseéde la propriété du
milieu approximative. Pour cela, il suffit de le montrer pour (X,dys) car (X, dys) est dense
dans (2, dy).

Soient p, ¢ deux points de Xr_ _ et soit € > 0. Pour tout @ > 0, notons par z, le point
de Xr,,. tel que do(p,z4) = da(q,24) = 3da(p,q) + 5. Soit ag > 0 tel que : pour tout
0 <a<agonal|ds(r(p),r(q) —da(p,q)| < §. Soit a1 > 0 tel que : pour tout 0 < a < a4
on a |ds(r(p),r(q)) — da(p, 2a,)| < §. Alors pour tout 0 < a < min(ag,a;) on a :

dz(T(p),T(Zao)) < da(p, Zao) + %
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Or do(p, Zag) < dag (P, 2a,) PoOUr tout 0 < a < min(ao, a1). Donc

1
ds(r(p).(2a0)) < 5da(p @) + 5 + < *dz( (p),r(q)) + e
2 3 372
De maniere analogue on montre qu'il existe un ag tel que ds(7(q), 7(z4;)) < 1ds(r(p),r(q))+
€. On obtient ainsi un point milieu € approximatif en prenant z = Zmin(ao,al)-
Comme (X%, d;) est complet, 4-point valeur d’adhérence d’espaces C AT'(0), alors par
le Théoreme 2.3.9 il est CAT(0). O

Soit T : Q* —]0, +00[ une fonction temps quasi-concave I-invariante. Pour chaque a > 0,
notons comme précédement par :

— YT le niveau de T correspondant & la valeurs a i.e 1 = T~1(a);
dI' la distance sur le niveau X1 définie par la métrique Riemannienne g, de X7 ;

— Toujours par dI la distance d. du niveau X" transportée sur I'espace des lignes du

gradient de T';

— 0T la distance d transportée a I'espace des lignes du gradient cosmologique X7 ;

— 6Feos ]a distance dlees transportée a I’espace des lignes du gradient de T'.

Le but de la proposition suivante est de donner une description plus précise du compor-
tement asymptotique de la famille des distances (§7),s0.

Proposition 7.3.12. Les distances 5!, ot a > 0, convergent pour la topologie uniforme sur

les compacts vers la distances dy.

a’

Démonstration. Dans la Proposition 3.3.4, nous avons montré que la famille (61),-0 a des
valeurs d’adhérences pour la topologie uniforme sur les compacts et que toute valeur d’adhé-
rence 5 de cette famille vérifie : ¢ < dx. Donc pour montrer que (61),~0 converge vers
dys, il suffit de montrer que toutes ses valeurs d’adhérences sont égales a dx.

Soit (67 )ien une sous suite de (67),>0 convergeant vers &3 . Soient p et q dans X, .
Pour chaque 1 € N, notons par respectivement par p;, ¢; les points d’intersections du niveau
»T' = T~(a;). Remarquons déja que les J~(p;) NQ+ (respectivement J~(g;) NQF) forment
une suite décroissante de compacts qui convergent vers 7(p) (respectivement r(q)).

Soit ¢ € N, il existe alors un «(a;) tel que 'hypersurface EZEZS@ ) soit dans le passé de

I’hypersurface ZZ Notons respectivement par x;, y; les lignes du gradient de T passant
par les points p; et ¢; de ZT Notons aussi respectivement par Zo(a;), Ya(a;) 168 points

d’intersections des lignes x; et y; avec le niveau X (o) On a alors :
dies (P, q) < 0000 (%, y3) + diien (o) + doger (a, vi)-

Or par la Proposition 3.2.16 on a : 6. (x;,y;) < dr L(xi,y1) = 5£_ (p,q), donc

a(ai)
iy (P ) < 67, (po) + 5 (0. ) + 15 ().

D’une part les quantités d’cos (p,x;) (resp d C;S)(q, y;)) sont majorées par Hpa(ai) - le

a(aq)
(resp an (as) — ylH ott ||.|| est la norme euclidienne de R"*1 et Pa(a;) (T€SD Ga(a,)) est le

point d’intersection de la ligne p (resp q) avec le niveau ZTE"S) Or les @i, Pa(a;) (resp v,

a(a;)) convergent quand 4 tend vers oo vers le méme point qui est 7(p) (resp r(q)). Ce qui

T“’S (p7 x;) et dac(j;)(q, yi) tendent vers 0 quand ¢ tend vers oco.
D’autre part, leb dlstances dgz‘;f) et 5(7;1, convergent respectivement quand i tend vers oo

montre que les d_

vers dx. et 6. On obtient donc que
Teos T
s < 9o

et donc dies = 67 O

Ceci acheve la preuve du Théoreme 7.3.1.
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7.4 Comportement asymptotique dans le futur

Soit Q7 un domaine régulier futur complet de type standard i.e muni d’une action iso-
métrique d’une déformation affine I'; dans SO*(1,n) x RY™ d’un réseau uniforme I' de
SO™(1,n). Dans cette section nous allons montrer le Théoréme E. Plus précisément, nous
montrons le théoreme suivant :

Théoréme 7.4.1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction temps T

quasi-concave définie sur QO les niveauzr de (T'(a), ﬁda) pour a assez grand
T—1(a) *cos

sont C-quasi-isométriques a la variété hyperbolique compacte H" /T'. En particulier, les ni-

veaur (T~ Y(a), mda) admettent des valeurs d’adhérences pour la topologie Gromov

équivariante qui sont des variétés Riemanniennes C-quasi-isométriques les unes aux autres.

Commengons par ’exemple élémentaire suivant qui illustre un peu le comportement
asymptotique au voisinage de l'infini :

Exemple 7.4.2. On considére le cone futur Co muni de laction isométrique de I'. Les
niveauz cosmologiques (SLeos, Ld,) renormalisés sont tous isométriques a (H™,dgn). Les
niveauz cosmologique (XTeos, %da) convergent donc trivialement pour la topologie de Gromov
équivariante vers (H™, dyn ).

Le fait que la métrique lorentzienne du cone soit isométrique & un produit direct de
la forme —dt? @ hy» rend l’étude du comportement asymptotique au voisinage de l'infini
triviale. Dans le cadre général les choses se compliquent davantage ; la métrique lorentzienne
est loin d’étre un produit direct et les niveaux cosmologiques ne sont plus homothétiques les
uns aux autres. Cependant comme le montre le résultat ci dessous les niveaux cosmologiques
ont tendance & s’uniformiser quand le temps tend vers I'infini.

Notons comme précédemment :

— T.0s le temps cosmologique de Q7 ;

— YTeos e niveau cosmologique correspondant & la valeurs cosmologique a et %dgm la

distance de XIeo: renormalisée;

Proposition 7.4.3. ([25, Proposition 7.1]). Les niveauz cosmologiques (STeos, Ldleos) re-
normalisés convergent pour la topologie uniforme sur les compacts vers lespace (H™, dyr ).

Corollaire 7.4.4. ([25, Corollaire 7.5]). Les espaces (I', STeos, LdTeos) convergent spectra-
lement vers lespace (I', H", dyn )

Remarque 7.4.5. Une conséquence immédiate du Théoréme 7.4.3, est que les espaces
(T, XTeos %da) convergent pour la topologie de Gromov équivariante vers l'espace (I', ¥, dy).
En effet, d’apres la Proposition 2.7.17 la convergence uniforme sur les compacts implique la

convergence de Gromov équivariante.

Soit N : QT — H" la fonction temps normale associée au temps cosmologique T ..
Nous commengons par montrer la proposition suivante qui nous permet d’avoir un controle
uniforme sur la fonction normale d’une hypersurface convexe donnée :

Proposition 7.4.6. Soit S C QT une hypersurface conveze I' invariante. Soit n : S — H"
son application de Gauss. Alors pour tout p dans S on a :

SupS Tcos

N, < .
I{ panp>| = nfg Toos

Nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 7.4.7. Soient deur niveauz cosmologiques Slcos et X, avec b < a. Alors pour
tout ¢ dans EbTC"S, pour tout x € H" tels que XTeos € JH(q+at) on a :

[(Ng, )| <

Sl IS

Démonstration. Soit q dans ¥, °>* et soit x € H" tels que YTeos ¢ J+(q + 2t). Donc pour
tout y dans ¥1eos on a :

(g—y,2) 20
donc
(y,7) < (q,z)
il s’en suit
(r(y) + aNy,z) < (r(q) + bNg, x)
donc

(r(y), ) + a(Ny,x) < (r(q), x) + b (N, )

ce qui montre que
a <Ny7x> < b<Nq,(E> + <T(q) - 7"(:(/),{17> .

Par la Proposition 3.1.32 la fonction normale N : XIcos — H™ est surjective. Donc il existe
un y dans XTe: tel que N, = x. Donc (r(q) — 7(y),z) < 0 ce qui montre que

—a=a(Ny,z) <b(Ng,z).

On obtient donc
[(Ng, z)| <

(Sl s}

O

Preuve de la Proposition 7.4.6 Comme l'action de I' sur 'hypersurface S C QF
est cocompacte, les supg Teos et infg 7,5 sont atteints. Notons les par a = supgTros €t
b = infg T,os. L'hypersurface S est donc dans le passé de I'hypersurface cosmologique ¥7eos
et dans le futur de 'hypersurface cosmologique EzCO‘S. Soit p dans S et soit P, = p + nfg-
I’hyperplan tangent de S en p. Comme S est convexe, elle est contenue entierement dans le
futur causal de P, i.e S C J*(P,) et donc XTeos < J*(P,). Le point ¢ = r(p) +bN,, € Xl
étant dans le passé de p, on en déduit donc que X7ees C J* (¢ + ny ). Donc pour montrer

que pour tout p dans S on a [(Ny, n,)| < %, il suffit de montrer que pour tout ¢ dans Y Teos
pour tout z € H" tels que £lees C JT(g+a1) on a [(Ng, )| < ¢. Ce qui découle du Lemme

7.4.7. 0

Remarque 7.4.8. Dans le Lemme 7.4.7 nous nous sommes restreint au cas des espaces-
temps standard essentiellement pour disposer de la surjectivité de la fonction temps normale
que nous savons vraie dans ce cas. Néamoins, une légére modification de la preuve montre
que la Proposition 7.4.6 reste vraie méme dans le cas des espaces-temps MGHC' non élé-
mentaires plats. En effet, considérons deux niveauz cosmologiques X1eos et X, avec b < a.

Soit g dans EbTC"S. Soit S, Uhyperboloide défini au dessus de r(q) i.e :
So = {y e RY" tel que |y —r(q))* = —az}.

Remarquons que S, est contenue dans le futur de X1eos. On a alors pour tout y dans S, :

{y,2) <{q,z)
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et donc
(y,x) < (r(q),z) + b(Ng, )
il s’en suit
(y—r(q),z) <b(Ng,x)
Il existe y dans S, tel que y — r(q) = ax et donc (y — r(q),x) = —a done,

—a < b(Ng,z)

et donc

[(Ng, z)| <

(Sl s}

]

Proposition 7.4.9. Soit S C QF une hypersurface convewe I' invariante et soit d la dis-
tance définie sur S par la métrique Riemannienne obtenue comme restriction de la métrique
Lorentzienne ambiante de l’espace de Minkowski RY™ a S. Alors (S,d) est K-bilipschitz a

Teos Teos S __ Supg Teos
(Esups Teos’ dSups Tcos) ou K = infg Teos

Remarque 7.4.10. Bien sir il n’est pas question ici de montrer que (S,d) est bilipschitz
a (ZSTS;’)S vadsTlff,; Tcos)7 car ceci découle de la cocompacité de l’action de I', mais plutét de
montrer que la constante bilipschitz K dépend des hypersurfaces barriéres future et passée et

non de Uhypersurface S.

Nous commencons par la proposition suivante qui montre que les niveaux cosmologiques
sont bilipschitz les uns aux autres :

Proposition 7.4.11. ([25, Lemme 7.4]). Les niveauz cosmologiques $leo= et ¥, sont
$-bilipschitz l'un a Uautre.

Preuve de la Proposition 7.4.9. Soit S une une hypersurface convexe I" invariante de
Q7 et soit d sa distance associée que nous pouvons voir comme étant définie sur X 'espace
des lignes du gradient cosmologique. Notons par a = supg Tres €t par b = infg T,,s. Nous
voulons montrer que (S,d) est %-bilipschitz a (£Iees, dleos) f.e (2)2dleos < d < (%)2dLeos.
Comme d < d, alors grace a la Proposition 7.4.11 il nous suffit de montrer que gdews <d.
Soit « : [0,1] — S une courbe Lipschitz. On a alors pour presque tout s dans [0, 1],

a(s) = r(a(s)) + Teos(a(s))N(a(s))

donc, . .
&(s) = 7(8) + Teos () Ns + Teos(s)N (5)

ce qui montre que
G = [H) + Teon(9)? [N)|+ Tens() (706, N(5)) = Troals)?

or |#(s)|* >0, N(s)‘2 >0 et <7‘(3),N(s)>, donc

() > 1i(s))? + b ‘N(s)f b (3(3). N()) ~ Tros(5)”

En d’autres termes )
() = [#(s) + BN (5)| — Tuos(s)*.
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D’autre part on a
Tcos(s) = da(s)Tcos~d(s) = <N(C¥(8)), a(s)) .

On décompose N(a(s)) = f(s)nq(s) + v(s), ot n est 'application normale de S et v est
dans n(a(s))*. Par la Proposition 7.4.6 : [(Na(s), n(a(s)))| < % et donc ()| < (2)2—1.

Par suite ) '
Tcos(S)‘ = [(v(s), &(s))| < |v(s)||a(s)]

et donc ) a
Teos(s)® < ((3)° = D) las)[*

On obtient donc

ce qui montre que

|

Remarque 7.4.12. La preuve de la Proposition 7.4.9 repose essentiellement sur la Propo-
sition 7.4.6, ce qui fait qu’elle reste vraie méme dans le cas d’un espace-temps MGHC' plat
Sfutur complet non élémentaire.

Corollaire 7.4.13. Soit M un espace-temps MGHC non élémentaire plat futur complet.
Soit T : M —]—00,0[ sa fonction temps CMC' associé. Alors pour tout a > 0, ’hypersurface
(2T, ,dT ) est n?-bilipschitz & I’hypersurface (Lleos dleos).

Démonstration. Ceci découle immédiatement de la Proposition 3.2.15 et de la Proposition
7.4.9. O

La proposition suivante donne un controéle sur les couples de barrieres cosmologiques au
voisinage de 'infini des niveaux d’une fonctions temps quasi-concave donnée :

Proposition 7.4.14. Soit M ~ Q% /T, un espace-temps MGHC non élémentaire plat de
type standard, ot Q7 est un domaine régulier et 'y est une déformation affine d’un réseau
cocompact T' de SO (1,n). Il eziste un M > 0, tel que pour toute fonction temps de Cauchy
quasi-concave T invariante T : QT —]0, +oo[ on a

SuprT Tcos

im -
b—00 1anbT Teos

Démonstration. Soit Q7 un domaine régulier muni d’une action isométrique de I',.. Soit K C
H"™ un domaine fondamental (compact) pour 'action de I' sur H". Par la Proposition 3.1.32
et le Lemme 3.1.19 on a que K’ = r(N~!(K)) est un domaine fondamental pour I’action
de T'; sur ¥ dont la ferméture est un compacte de R™. On a donc que pour tout p dans
O, il existe v dans T tel que YN, € K et v,7(p) € r(N~}(K)). On a aussi que la quantité
(r1 — ra,m) est bornée sur K’ x K’ x K. Notons alors par M1 = supg g/« x |{r1 — r2,n)|.

Soit maintenant S une hypersurface de Cauchy convexe de Q. Comme l'action de I';
sur S est cocompacte, il existe un p dans S tel que supgTeos = Teos(p) = a. Quitte a
composer par une isométrie 3., on peut supposer que N, est dans K et r(p) est dans K.
L’hypersurface S est donc contenue dans le passé causal de $1eos. Le point p étant contenu
dans S N XIees et S est convexe, on en déduit donc que I'hyperplan tangent P,aSenpest
en fait un hyperplan tangent & ¥¢es en p. On obtient donc que pour tout v dans T, Vr-Pp
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est Uhyperplan tangent a la fois & S et & XIeos en ~,.p. En d’autres termes : pour tout
dans S et tout v dans I" on a

(Yep — x,7.Np) > 0

et donc
(,7-Np) < (vrp, Np)
Mais v.p = v.p+ 7(7) et © = () + Teos ()N, , donc

TCOS({E) <N1:7'7'Np> < <p7 Np> - <7"(x),7.Np> + <T('7)7'V'Np>

donc
Tcos(af) <Naca7-Np> < <p, Np> - <771T($) + 7’(771)7 Np>
par suite
Teos(®) Ny ¥-Np) < =Teos(p) + (r(p) = (77 '), Ny,
et donc < >
Teos (P) - T(p) - r(v/r_lx)’ N;D 2
‘ <Nx77‘Np> <Nw77~Np> < Teos(®)
ce qui montre
' 1 1) (07 ') Np) | _ Teos(2)
(v~1.Ng, Np) a (v~L.Ng, Np) a

Pour chaque z dans S, il existe un v, dans I tel que v, !.N, est dans K et r((7,);'2)
dans K’. Donc

1

L Tcos (-77)
M

M
1<
M — a

SHE

ou M =infgxx |(n,n')]
Comme cette derniere inégalité est vraie pour tout  dans S, on obtient donc

L 1M _ infs T,

M oM — a
En d’autres termes

1 L My _ infsTo

M supg Teos M = supg Teos
Soit maintenant T : Q7 —]0, +oo[ fonction temps de Cauchy quasi-concave I invariante.

On a alors )
1 1 M, < 1anbT Teos

M Supsr Teos M Supsr Teos

Il est claire que quand b tend vers 400, la quantité supyr Teos tend vers +o0o. On obtient

donc :
. SuprT Teos
lim —————
b—00 1anbT Teos

O

Preuve du Théoréme 7.4.1. Soit Q" un domaine régulier futur complet de type
standard i.e muni d’une action isométrique d’une déformation affine I'; dans SO™ (1, n)x R"
d'un réseau uniforme I' de SO*(1,n). Soit T : QT —]0,4o00[ une fonction temps quasi-
concave ['-invariante. Notons comme nous avons pris ’habitude par :

— Xr,,. Pespace des lignes du gradient cosmologique ;
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— dIeos la distance du niveau Y1eos transportée a I'espace des lignes du gradient cosmo-
logique Xt ;

— 61 la distance d' du niveau X1 transportée a I'espace des lignes du gradient cosmolo-
gique Xr___.

Soit a > 0. Notons par a4 = supgr Teos €t par a— = infyr Ttos. Par la proposition 7.4.9
on a : pour tout x et y dans Xy,

os)

a_—
adaTi“ (z,y) <68 (x,y) < dieo (z,y)

donc

(a;)zdfi‘” (2.9) _ 0T (x,y) _ dazes (,y)
ay a_ T ay o a4
Par la proposition 7.4.14, il existe un C' (qui dépend que de l'espace-temps) tel que
Z—f < C pour a assez grand. On utilise alors la proposition 7.4.3 pour conclure que : pour a
assez grand la distance 8 est C-quasi-isométrique & la distance hyperbolique dg-. Toujours
par la proposition 7.4.3 on obtient que les valeurs d’adhérences de la famille (61)4~¢ sont
toutes C-bilipschitz a la distance hyperbolique.
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