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❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❢♦-♠❛/✐♦♥0 ♦❢ -❡❧❛/✐✈❡❧② ✉♥0♦♣❤✐0/✐❝❛/❡❞ ❛✉/♦♥♦♠♦✉0 -♦❜♦/0

/♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐0❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛/❡❞ /❛0❦0 ❤❛0 -♦♦/0 ✐♥ /❤❡ ❡❛-❧② ✇♦-❦0 0/✉❞②✐♥❣ /❤❡ ✢♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞

❢♦-❛❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦-0 ❛♠♦♥❣ ❜✐-❞0✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ 9✉❡0/✐♦♥ ✇❛0 ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠✐♠✐❝ ❞✐✛❡-❡♥/

❜❡❤❛✈✐♦-0 ✇✐/♥❡00❡❞ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥0 ♦❢ ❜✐-❞0✱ ❛♥✐♠❛❧0✱ ✐♥0❡❝/0✱ ❡/❝✳ ❛♠♦♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥ ♦❢

❛-/✐✜❝✐❛❧ ❛❣❡♥/0✳ ❚❤❡ ❡♠❡-❣✐♥❣ ✉0❡ ♦❢ ❧❛-❣❡✲0❝❛❧❡ ♠✉❧/✐✲❛❣❡♥/ ❛♥❞ ♠✉❧/✐✲✈❡❤✐❝❧❡ 0②0/❡♠0

✐♥ ✈❛-✐♦✉0 ♠♦❞❡-♥ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥0 ❤❛0 -❡❝❡♥/❧② -❛✐0❡❞ /❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦- /❤❡ ❞❡0✐❣♥ ♦❢ ❝♦♥/-♦❧

❧❛✇0 /♦ ♣❡-❢♦-♠ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ 0♣❛/✐❛❧❧②✲❞✐0/-✐❜✉/❡❞ /❛0❦0 0✉❝❤ ❛0 0❡❛-❝❤ ❛♥❞ -❡❝♦✈❡-② ♦♣✲

❡-❛/✐♦♥0✱ ❡①♣❧♦-❛/✐♦♥✱ 0✉-✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥/❛❧ ♠♦♥✐/♦-✐♥❣ ♦- ♣♦❧❧✉/✐♦♥ ❞❡/❡❝/✐♦♥ ❛♥❞

❡0/✐♠❛/✐♦♥✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦/❤❡-0✳

❚❤✐0 ❞✐00❡-/❛/✐♦♥ ❢♦❝✉0❡0 ♦♥ ❞✐0/-✐❜✉/❡❞ ❝♦♥/-♦❧ 0/-❛/❡❣✐❡0 ❢♦- ❛ 0❡/ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ -♦❜♦/0✱

✇✐/❤ ❛ ♣❛-/✐❝✉❧❛- ❛//❡♥/✐♦♥ /♦ ❛❣-❡❡♠❡♥/ ♣-♦/♦❝♦❧0✳ ❆ 0✐❣♥✐✜❝❛♥/ ♣❛-/ ♦❢ /❤❡ ♠❛♥✉0❝-✐♣/

❞❡❛❧0 ✇✐/❤ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦-✐/❤♠0 ♦❢ ❛-❜✐/-❛-② ❧✐♥❡❛- ❤❡/❡-♦❣❡♥❡♦✉0 ❛❣❡♥/0✱ -❡♣-❡0❡♥/✐♥❣✱

❢♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐✛❡-❡♥/ ♠♦❞❡❧0 ♦- ❣❡♥❡-❛/✐♦♥0 ♦❢ -♦❜♦/0✳ ▼♦/✐✈❛/❡❞ ❜② /❤❡ ❢❛❝/ /❤❛/ ♦♥❧② ❛

❢❡✇ ✇♦-❦0 ❝♦♥0✐❞❡- ❤❡/❡-♦❣❡♥❡♦✉0 ❝❛0❡0 ♦❢ /❤❡ 0②♥❝❤-♦♥✐③❛/✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠✱ ❛ ❝♦♥/-♦❧ 0/-❛/❡❣②

✐0 ♣-♦♣♦0❡❞ ❜❛0❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦-✐/❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐0 ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢-♦♠ /❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ 0②0/❡♠✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦-✐/❤♠ ♦✛❡-0 /❤❡ ♠❛❥♦- ❛❞✈❛♥/❛❣❡ /♦ 0❡♣❛-❛/❡ /❤❡ 0/❛❜✐❧✐/② ❛♥❛❧②0✐0 ♦❢ ❡❛❝❤

❛❣❡♥/ ❛♥❞ /❤❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②0✐0 ♦❢ /❤❡ ❞✐0/-✐❜✉/❡❞ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦-✐/❤♠✳

❆ 0❡❝♦♥❞ ❛0♣❡❝/ ♦❢ /❤❡ ✇♦-❦ ❢♦❝✉00❡0 ♦♥ /❤❡ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦-✐/❤♠✬0 ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ -❛/❡✳

❋♦❝✉0✐♥❣ ✐♥ ♠❡♠♦-② ❜❛0❡❞ ❛♣♣-♦❛❝❤❡0✱ /❤❡ 0/❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❞❡❧❛② ♣-✐♥❝✐♣❧❡ ✐0 ✉0❡❞✳ ▼♦-❡

♣-❡❝✐0❡❧②✱ ❛ ❝♦--❡❝/❧② ✇❡✐❣❤/❡❞ 0/❛/❡ 0❛♠♣❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥/ ✐0 ❛❞❞❡❞ /♦ /❤❡ ❝♦♥/-♦❧ ❧❛✇

❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉0 /♦ ❛-/✐✜❝✐❛❧❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛/❡ /❤❡ ❣-❛♣❤✬0 ❛❧❣❡❜-❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝/✐✈✐/②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❣♦-✐/❤♠0 ❢♦- /❤❡ ❝♦♠♣❛❝/ ❞❡♣❧♦②♠❡♥/ ♦❢ ❛❣❡♥/0 ❛-❡ ❞❡0✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛✲

❧②③❡❞✳ ❚❤✐0 ♠❛♥✉0❝-✐♣/ ♣-♦♣♦0❡0 ❛ ❝♦♠♣❧❡/❡❧② ❞✐0/-✐❜✉/❡❞ ❛❧❣♦-✐/❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ 0✇❛-♠

0❡❧❢✲♦-❣❛♥✐③❛/✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✐♠♣-♦✈✐♥❣ /❤❡ ♥❡/✇♦-❦✬0 ❝♦♥♥❡❝/✐✈✐/② ♣-♦♣❡-/✐❡0✳ ❋♦- /❤❡0❡ ♣-♦✲

/♦❝♦❧0✱ /❤❡ ❞❡0✐-❡❞ ❢♦-♠❛/✐♦♥ ✐0 ❡♥/✐-❡❧② 0♣❡❝✐✜❡❞ ❜② /❤❡ ❛♥❣❧❡0 ❢♦-♠❡❞ ❜② ❛❣❡♥/0 ✇✐/❤✐♥

/❤❡ ❢♦-♠❛/✐♦♥✳

✶✶
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▲✬✐❞$❡ ❞❡ ❞$♣❧♦②❡* ❞❡+ *♦❜♦-+ ❛✉-♦♥♦♠❡+ ♣♦✉* ❛❝❝♦♠♣❧✐* ❞❡+ -3❝❤❡+ ❝♦♠♣❧❡①❡+ ♣✉✐+❡

+❡+ *❛❝✐♥❡+ ❞❛♥+ ❞❡+ -*❛✈❛✉① 7✉✐ $-✉❞✐❡♥- ❧❡+ ❝♦♠♣♦*-❡♠❡♥-+ ♠✐❣*❛-♦✐*❡+ ❡- ❧✬♦*❣❛♥✐+❛-✐♦♥

❞❡+ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥+ ❞✬❛♥✐♠❛✉①✳ ▲❛ ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡ 7✉❡+-✐♦♥ : ❧✬$♣♦7✉❡ $-❛✐- ❞❡ +❛✈♦✐* ❝♦♠♠❡♥-

✐♠✐-❡* ❧❡+ ❞✐✛$*❡♥-+ ❝♦♠♣♦*-❡♠❡♥-+ ✈✐+✐❜❧❡+ ❞❛♥+ ❧❡+ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥+ ❞✬♦✐+❡❛✉①✱ ❞✬✐♥+❡❝-❡+✱

❞❡ ♣♦✐++♦♥+✱ ❡-❝✳✱ ♣♦✉* ❧❡+ ❛♣♣❧✐7✉❡* : ✉♥ ❣*♦✉♣❡ ❞❡ *♦❜♦-+✳ ▲✬✉-✐❧✐+❛-✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉+ ❡♥

♣❧✉+ ❢*$7✉❡♥-❡ ❞❡+ *$+❡❛✉① ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥-+ ❡- ❞❡+ +②+-?♠❡+ ♠✉❧-✐✲✈$❤✐❝✉❧❡+ ❞❛♥+ ❞✐✈❡*+❡+

❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥+ ♠♦❞❡*♥❡+ *$✈?❧❡ +♦✉✈❡♥- ❧❛ ♥$❝❡++✐-$ ❞❡ ❧♦✐+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉* ❞❡+ +❝$♥❛*✐♦+

❝♦♠♣❧✐7✉$+ -❡❧+ 7✉❡ ❞❡+ ♦♣$*❛-✐♦♥+ ❞❡ +❛✉✈❡-❛❣❡✱ ❞✬❡①♣❧♦*❛-✐♦♥✱ ❞❡ +✉*✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡

❞$-❡❝-✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❧✉-✐♦♥✱ ♣❛*♠✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉-*❡+✳

❈❡--❡ -❤?+❡ ♣♦*-❡ +✉* ❞❡+ +-*❛-$❣✐❡+ ❞❡ ❝♦♥-*A❧❡ ❞✐+-*✐❜✉$ ♣♦✉* ✉♥ +②+-?♠❡ ♠✉❧-✐✲

*♦❜♦-+✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛--❡♥-✐♦♥ ♣❛*-✐❝✉❧✐?*❡ ❛✉① ♣*♦-♦❝♦❧❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+✳ ❯♥❡ ❣*❛♥❞❡ ♣❛*-✐❡

❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥- +❡ ❢♦❝❛❧✐+❡ +✉* ❧❡+ ❛❧❣♦*✐-❤♠❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♣♦✉* ❞❡+ ❛❣❡♥-+ ❤$-$*♦❣?♥❡+ 7✉✐

♣❡✉✈❡♥- *❡♣*$+❡♥-❡*✱ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✐✛$*❡♥-+ ♠♦❞?❧❡+ ♦✉ ❣$♥$*❛-✐♦♥+ ❞❡ *♦❜♦-+✳ ❉✉ ❢❛✐-

7✉❡ +❡✉❧+ 7✉❡❧7✉❡+ -*❛✈❛✉① ❛❜♦*❞❡♥- ❝❡ ♣*♦❜❧?♠❡✱ ♦♥ ♣*♦♣♦+❡ ✐❝✐ ✉♥❡ +-*❛-$❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥-*A❧❡

♦D ❧✬❛❧❣♦*✐-❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❡+- ❞$❝♦✉♣❧$ ❞✉ +②+-?♠❡ ♦*✐❣✐♥❛❧✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦*✐-❤♠❡ ♦✛*❡

❧✬❛✈❛♥-❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②+❡ +$♣❛*$❡ ❞❡ ❧❛ +-❛❜✐❧✐-$ ❞❡ ❝❤❛7✉❡ ❛❣❡♥- ❡- ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐-❤♠❡

❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❞✐+-*✐❜✉$✳ ❯♥ ❞❡✉①✐?♠❡ ❛+♣❡❝- ❞❡ ❝❡ -*❛✈❛✐❧ ♠❡- ❧✬❛❝❝❡♥- +✉* ❧❡ -❛✉① ❞❡

❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❞❡+ ❛❧❣♦*✐-❤♠❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+✳ ❖♥ ♣*$+❡♥-❡✱ ❡♥ ♣❛*-✐❝✉❧✐❡*✱ ❞❡+ ♣*♦-♦❝♦❧❡+

❛✈❡❝ ♠$♠♦✐*❡✱ ❡♥ ✉-✐❧✐+❛♥- ❧❡ ❝♦♥❝❡♣- ❞✉ ❞$❧❛✐ +-❛❜✐❧✐+❛♥-✳

❖♥ +✬♦❝❝✉♣❡✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥-✱ ❞❡ ❧❛ ❞$✜♥✐-✐♦♥ ❡- ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②+❡ ❞❡+ ❛❧❣♦*✐-❤♠❡+ ♣♦✉* ❧❡

❞$♣❧♦✐❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛❝- ❞✬❛❣❡♥-+✳ ❉❡+ ❛❧❣♦*✐-❤♠❡+ -♦-❛❧❡♠❡♥- ❞✐+-*✐❜✉$+ +♦♥- ♣*♦♣♦+$+ ✿ ✐❧+

♣❡*♠❡--❡♥- ❧✬❛✉-♦ ♦*❣❛♥✐+❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣*♦✉♣❡ ❞❡ *♦❜♦-+✱ -♦✉- ❡♥ ❛♠$❧✐♦*❛♥- ❧❡+ ♣*♦♣*✐$-$+
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❉■ ❉♦✉❜❧❡ ■♥#❡❣8❛#♦8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

❆❯❱- ❆✉#♦♥♦♠♦✉, ❯♥❞❡8✇❛#❡8 ❱❡❤✐❝❧❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✹✺

❯❆❱- ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡8✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

▲❆◆ ▲♦❝❛❧ ❆8❡❛ ◆❡#✇♦8❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✹✻

◆❡❈❙ ◆❡#✇♦8❦❡❞ ❈♦♥#8♦❧ ❙②,#❡♠ ❚❡❛♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✻✵

✷✺



●■"❙❆✲❧❛❜ ●!❡♥♦❜❧❡ ■♠❛❣❡+ ,❛!♦❧❡ ❙✐❣♥❛❧ ❆✉1♦♠❛1✐2✉❡✲▲❛❜♦!❛1♦✐!❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

▲▼■ ▲✐♥❡❛! ▼❛1!✐① ■♥❡2✉❛❧✐1② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

❑❚❍ ❑✉♥❣❧✐❣❛ ❚❡❦♥✐+❦❛ ❍A❣+❦♦❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

●.❡♥♦❜❧❡ ■◆" ■♥+1✐1✉1 ◆❛1✐♦♥❛❧ ,♦❧②1❡❝❤♥✐2✉❡ ❞❡ ●!❡♥♦❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✸✵

▲❑ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑!❛+♦✈+❦✐✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✷✻



▲✐"# ♦❢ ◆♦#❛#✐♦♥" ❛♥❞ ❉❡✜♥✐#✐♦♥"

• R
n

✐! "❤❡ %❡❛❧ ✈❡❝"♦% !♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ n✳

• R
n×p

✐! "❤❡ !❡" ♦❢ %❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♠❛"%✐❝❡! ✇✐"❤ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ n× p✳

• N ✐! "❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❛❣❡♥"!✳

• qi %❡♣%❡!❡♥"! "❤❡ !"❛"❡ ♦❢ ❛❣❡♥" i !✉❝❤ "❤❛" qi = [xi, yi]
T ∈ R

2
✳

• xi %❡♣%❡!❡♥"! "❤❡ ♣♦!✐"✐♦♥ ♦❢ qi ♦♥ "❤❡ ①✲❛①✐!✳

• yi %❡♣%❡!❡♥" "❤❡ ♣♦!✐"✐♦♥ ♦❢ qi ♦♥ "❤❡ ②✲❛①✐!✳

• 0 ❞❡♥♦"❡! ❛ ✈❡❝"♦% ♦% ❛ ♠❛"%✐① ✜❧❧❡❞ ✇✐"❤ 0✬!✱ ♦❢ ❛♣♣%♦♣%✐❛"❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥✳

• 1 ❞❡♥♦"❡! ❛ ✈❡❝"♦% ♦% ❛ ♠❛"%✐① ✜❧❧❡❞ ✇✐"❤ 1✬!✱ ♦❢ ❛♣♣%♦♣%✐❛"❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥✳

• L ❞❡♥♦"❡! "❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛"%✐① ❢♦% ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❣%❛♣❤✳

• I ❞❡♥♦"❡! "❤❡ ✐❞❡♥"✐"② ♠❛"%✐① ♦❢ ❛♣♣%♦♣%✐❛"❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥✳

• MT
❞❡!✐❣♥❛"❡! "❤❡ "%❛♥!♣♦!❡ ♦❢ ❛ ♠❛"%✐① M ✳

• λi %❡♣%❡!❡♥"! "❤❡ ith ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♠❛"%✐① M ✳

• min{a; b} ❣✐✈❡! "❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ !❝❛❧❛% ✈❛❧✉❡! a ❛♥❞ b✳

• He{A} > 0 ❞❡♥♦"❡! A+ AT > 0✱ ❢♦% ❛♥② ♠❛"%✐① A ∈ R
n×n

✳

✷✼



✷✽



 !❡❢❛❝❡

❈♦♥#❡♥#%

 ✳✶  #♦❜❧❡♠ )*❛*❡♠❡♥* ❛♥❞ ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

 ✳✷ ❉✐))❡#*❛*✐♦♥ ♦✉*❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

 ✳✸ ▲✐)* ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛*✐♦♥) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹



 !❡❢❛❝❡

 ✳✶  #♦❜❧❡♠ )*❛*❡♠❡♥* ❛♥❞ ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥)

❚❤✐# ♣%❡❢❛❝❡ ❛✐♠# +♦ ♣%❡#❡♥+ +❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ +%❡❛+❡❞ +❤%♦✉❣❤♦✉+ +❤✐# ♠❛♥✉#❝%✐♣+ ❛♥❞ +♦

❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡%❛❧ ♦✈❡%✈✐❡✇ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥+❡♥+ ❛♥❞ ❝♦♥+%✐❜✉+✐♦♥# ♦❢ +❤✐# +❤❡#✐#✳

❚❤♦✉❣❤ ♦%❣❛♥✐#♠# ❛%❡ ✐♥❤❡%❡♥+❧② ❝♦♠♣❡+✐+✐✈❡✱ ❝♦♦♣❡%❛+✐♦♥ ✐# ✇✐❞❡#♣%❡❛❞✳ ●❡♥❡# ❝♦✲

♦♣❡%❛+❡ ✐♥ ❣❡♥♦♠❡#❀ ❝❡❧❧# ❝♦♦♣❡%❛+❡ ✐♥ +✐##✉❡#❀ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧# ❝♦♦♣❡%❛+❡ ✐♥ #♦❝✐❡+✐❡#✳ ❆♥✐♠❛❧

#♦❝✐❡+✐❡#✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝+✐✈❡ ❛❝+✐♦♥ ❡♠❡%❣❡# ❢%♦♠ ❝♦♦♣❡%❛+✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧#✱ %❡♣✲

%❡#❡♥+ ❡①+%❡♠❡ #♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐+②✳ ❈♦♦♣❡%❛+✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦% ✐♥ ❧❛%❣❡ ❣%♦✉♣# ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧#✱

✐♥❤❡%❡♥+ +♦ +❤❡#❡ #♦❝✐❡+✐❡#✱ ❛♣♣❡❛% ❛❜✉♥❞❛♥+❧② ✐♥ ♥❛+✉%❡✳ ❚❤❡%❡ ❡①✐#+ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡①❛♠✲

♣❧❡# ♦❢ #✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦%# #✉❝❤ ❛# #❝❤♦♦❧# ♦❢ ✜#❤✱ ✢♦❝❦# ♦❢ ❜✐%❞# ♦% ❝♦❧❧❡❝+✐✈❡ ❢♦♦❞✲❣❛+❤❡%✐♥❣ ✐♥

❛♥+ ❝♦❧♦♥✐❡#✱ #❡❡ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡#❡ ❜❡❤❛✈✐♦%# ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛# #✇❛%♠ ✐♥+❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♦%

#✇❛%♠ +❤❡♦%②✱ ✐✳❡✳✱ +❤❡ ❝♦❧❧❡❝+✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦% ♦❢ ❞❡❝❡♥+%❛❧✐③❡❞✱ #❡❧❢✲♦%❣❛♥✐③✐♥❣ #②#+❡♠#✳ ❚❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ♣%♦♣❡%+② ♦❢ +❤✐# ❝♦♦♣❡%❛+✐♦♥ ✐# +❤❛+ +❤❡ ❣%♦✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦% ✐# ♥♦+ ❞✐❝+❛+❡❞ ❜②

♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧# ❬✷✵✼❪✳ ■♥ #✇❛%♠ ✐♥+❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ #✐♠♣❧❡ ❝%❡❛+✉%❡# ❢♦❧❧♦✇ #✐♠♣❧❡ %✉❧❡#✱

❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛❝+✐♥❣ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦%♠❛+✐♦♥✳ ◆♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ #❡❡# +❤❡ ❜✐❣ ♣✐❝+✉%❡✳ ◆♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

+❡❧❧# ❛♥② ♦+❤❡% ♦♥❡ ✇❤❛+ +♦ ❞♦✳

❈✉%✐♦✉# ❛♥❞ ✐♥+%✐❣✉❡❞ ❜② ❤♦✇ ❛♥❞ ✇❤② ❣%♦✉♣# ❢♦%♠ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦%❛❧

%♦❧❡# ❛%❡ ❞❡+❡%♠✐♥❡❞ ✇✐+❤✐♥ ❣%♦✉♣#✱ #❝✐❡♥+✐#+# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ +%②✐♥❣ +♦ +❤❡♦%✐③❡ #✉❝❤ #②#+❡♠#✱

#②♠❜♦❧# ♦❢ ❛ %❡♠❛%❦❛❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝+✐✈❡ ✐♥+❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ K✉❡#+✐♦♥ ♦❢ ✐♥+❡%❡#+ ✐# ❤♦✇ ♦♥❡

❝❛♥ ♠✐♠✐❝ ❞✐✛❡%❡♥+ ❝♦♦♣❡%❛+✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦%# ✇✐+♥❡##❡❞ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥# ♦❢ ❜✐%❞#✱ ✐♥#❡❝+#✱

❡+❝✳✱ ❛♠♦♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ ❛%+✐✜❝✐❛❧❧② ❝♦♥#+%✉❝+❡❞ #+✉❝+✉%❡#✴✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧#✳ ❇② ❧❡✈❡%❛❣✐♥❣

+❤❡#❡ ❦✐♥❞# ♦❢ ❝♦♥#❡♥#✉#✲❜❛#❡❞ #②#+❡♠#✱ ❣%♦✉♣# ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+❧②✲❛❝+✐♥❣ ❛❣❡♥+# #❤♦✉❧❞

#♦❧✈❡ ♣%♦❜❧❡♠# ♠♦%❡ ❡✣❝✐❡♥+❧② +❤❛♥ +❤❡② ❝♦✉❧❞ ✐❢ +❤❡② ✇❡%❡ ❝❡♥+%❛❧❧② ❝♦♥+%♦❧❧❡❞✳ ❈%❛✐❣

❘❡②♥♦❧❞# ✇❛# ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ✜%#+ +♦ ❜❡ ✐♥+❡%❡#+❡❞ ✐♥ +❤✐# ❝♦❧❧❡❝+✐✈❡ ✐♥+❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ■♥ ✶✾✽✼✱ +❤❡

❜❡❤❛✈✐♦✉% ♦❢ ❛ ✢♦❝❦ ♦❢ ❜✐%❞# ✐♥ ♠♦+✐♦♥ ✇❛# ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ #✐♠✉❧❛+❡❞ ✐♥ ❬✷✷✼❪✳ ❘❡②♥♦❧❞#✬

✇♦%❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛# ❛❜❧❡ +♦ ♠✐♠✐❝ #✇❛%♠ ❜❡❤❛✈✐♦%✱ ❧❡❞ +♦ ❛ ❢%❡♥❡+✐❝ #+✉❞② ♦❢ #❡❧❢✲♦%❣❛♥✐③✐♥❣

♠♦❞❡❧#✱ ❛❧#♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼✉❧+✐✲❆❣❡♥+ ❙②#+❡♠# ✭▼❆❙✮✳

❙❡❧❢✲♦%❣❛♥✐③❡❞ #✇❛%♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦%# ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣%♦✉♣# ✇✐+❤ ❞✐#+%✐❜✉+❡❞ ❛❣❡♥+✲+♦✲

❛❣❡♥+ ✐♥+❡%❛❝+✐♦♥# ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ +❤❡ #❝✐❡♥+✐✜❝ ♠♦+✐✈❛+✐♦♥ ❢♦% #+✉❞②✐♥❣ ❝♦♦%❞✐♥❛+✐♦♥ ♠❡❝❤✲

❛♥✐#♠# ♦❢ ❛%+✐✜❝✐❛❧ ♠♦❜✐❧❡ %♦❜♦+#✳ ❙❡❡ ❬✷✷✺❪ ❢♦% ❛♥ ♦✈❡%✈✐❡✇ ♦❢ %❡❝❡♥+ %❡#❡❛%❝❤✳ ◆♦✇❛❞❛②#✱

❛✉+♦♥♦♠♦✉# %♦❜♦+# ❛%❡ %❡❝✉%%❡♥+❧② ✉#❡❞ +♦ ❤❡❧♣ ❤✉♠❛♥# +♦ ♣❡%❢♦%♠ ❝❡%+❛✐♥ +❛#❦# ✇✐+❤

✐♠♣%♦✈❡❞ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡# ❛♥❞ ✐♥ ❜❡++❡% #❛❢❡+② ❝♦♥❞✐+✐♦♥#✳ ❚❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥+ ♦❢ ❧❛%❣❡ ❣%♦✉♣#

♦❢ ❛✉+♦♥♦♠♦✉# ✈❡❤✐❝❧❡# ✐# ♥♦✇ ♣♦##✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉#❡ ♦❢ +❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡# ✐♥ ♥❡+✇♦%❦✲

✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ♠✐♥✐❛+✉%✐③❛+✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝+%♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ #②#+❡♠#✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣%♦✉♣# ♦❢ ❛✉+♦♥♦♠♦✉#

%♦❜♦+# ✇✐+❤ ❝♦♠♣✉+✐♥❣✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐+② ❝❛♣❛❜✐❧✐+✐❡# ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❡❝♦♥♦♠✲

✐❝❛❧❧② ❢❡❛#✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣❡%❢♦%♠ ❛ ✈❛%✐❡+② ♦❢ #♣❛+✐❛❧❧② ❞✐#+%✐❜✉+❡❞ #❡♥#✐♥❣ +❛#❦# #✉❝❤ ❛#

#❡❛%❝❤ ❛♥❞ %❡❝♦✈❡%② ♦♣❡%❛+✐♦♥#✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛+✐♦♥ ✐♥ ❤❛③❛%❞♦✉# ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥+#✱ ❡①♣❧♦%❛+✐♦♥✱

#✉%✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥+❛❧ ♠♦♥✐+♦%✐♥❣ ❢♦% ♣♦❧❧✉+✐♦♥ ❞❡+❡❝+✐♦♥ ❛♥❞ ❡#+✐♠❛+✐♦♥✳ ❡+❝✳ ❊♠✲

♣❧♦②✐♥❣ +❡❛♠# ♦❢ %♦❜♦+# ♦✛❡%# #❡✈❡%❛❧ ❛❞✈❛♥+❛❣❡#✳ ❋♦% ✐♥#+❛♥❝❡✱ ❝❡%+❛✐♥ +❛#❦# ❛%❡ ❞✐✣❝✉❧+✱

✸✵



 ✳✶  #♦❜❧❡♠ )*❛*❡♠❡♥* ❛♥❞ ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥)

✐❢ ♥♦$ ✐♠♣♦''✐❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ♣❡.❢♦.♠❡❞ ❜② ❛ '✐♥❣❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❋✉.$❤❡.♠♦.❡✱ ❛ ❣.♦✉♣ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡'

✐♥❤❡.❡♥$❧② ♣.♦✈✐❞❡' .♦❜✉'$♥❡'' $♦ ❢❛✐❧✉.❡' ♦❢ '✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥$' ♦. ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ❧✐♥❦'✳

❋♦. '❡✈❡.❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥'✱ $❡❛♠' ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛✉$♦♥♦♠♦✉' ❛❣❡♥$' ♥❡❡❞ $❤❡ ❛❜✐❧✐$② $♦ ❞❡✲

♣❧♦② ♦✈❡. ❛ .❡❣✐♦♥✱ ❛''✉♠❡ ❛ '♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛$$❡.♥✱ .❡♥❞❡③✈♦✉' ❛$ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥$✱ ♦. ♠♦✈❡ ✐♥

❛ '②♥❝❤.♦♥✐③❡❞ ♠❛♥♥❡.✳ ❙✉❝❤ ❛❜✐❧✐$✐❡' ❛'❦ ❢♦. ♠♦$✐♦♥ ❝♦♦.❞✐♥❛$✐♦♥ $❛'❦'✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦❧❧❛❜♦.❛✲

$✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦. ♦❢ ❛ ❣.♦✉♣ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥$' ✐♥ ♦.❞❡. $♦ .❡❛❝❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐♠✳ ❋✉.$❤❡.♠♦.❡✱

❝♦♦.❞✐♥❛$✐♦♥ $❛'❦' ♠✉'$ ♦❢$❡♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐$❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❛❣❡♥$'

❛♥❞✱ $❤❡.❡❢♦.❡✱ ✇✐$❤ ❧✐♠✐$❡❞ ✐♥❢♦.♠❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤❡ '②'$❡♠✳ ❆ .❡❝❡♥$ '✉.✈❡② ♦♥ ❞✐'$.✐❜✉$❡❞

❝♦♦.❞✐♥❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✻✺❪✳ ❈✉..❡♥$❧② ❡♥❣✐♥❡❡.✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♥$.♦❧ ❡♥❣✐♥❡❡.' ✐♥ ♣❛.✲

$✐❝✉❧❛.✱ ❤❛✈❡ $♦ ❝♦♣❡ ✇✐$❤ ♠❛♥② ♥❡✇ ♣.♦❜❧❡♠' ❛.✐'✐♥❣ ❢.♦♠ ♥❡$✇♦.❦❡❞ '②'$❡♠' ✇❤❡♥

❞❡'✐❣♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① '②'$❡♠'✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛♥② ✐♥$❡.❡'$✐♥❣ F✉❡'$✐♦♥' '$✐❧❧ .❡♠❛✐♥ ✉♥❛♥'✇❡.❡❞

✐♥ $❤❡ ❛.❡❛ ♦❢ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ '②'$❡♠'✳ ❙♦♠❡$❤✐♥❣ $❤❛$ ✇❛' ✇✐❞❡❧② ✉♥❝❧❡❛. ❛ ❢❡✇ ②❡❛.' ❛❣♦✱

❜✉$ ❜❡$$❡. ✉♥❞❡.'$♦♦❞ $♦❞❛②✱ ✐' ❤♦✇ $♦ ❞❡'✐❣♥ ❧♦❝❛❧ ❧❛✇' ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞ ❛ ♣.❡'❝.✐❜❡❞ ❣❧♦❜❛❧

❜❡❤❛✈✐♦.✳ ■♥ ❢❛❝$✱ $❤✐' ✐' ❝❧❡❛. ✐♥ '♦♠❡ '♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ '✐♠♣❧❡ ❝❛'❡'✱ '✉❝❤ ❛'✱ ❢♦. ✐♥'$❛♥❝❡✱ $❤❡

❞✐'$.✐❜✉$❡❞ ❛✈❡.❛❣✐♥❣ ♣.♦❜❧❡♠✳ ❇✉$ ❡✈❡♥ ✐♥ $❤✐' '✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ $❤❡.❡ ✐' '$✐❧❧ ❡♥♦.♠♦✉'

'♣❛❝❡ ❢♦. ✐♠♣.♦✈❡♠❡♥$✱ '♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ $❡.♠' ♦❢ .♦❜✉'$♥❡'' $♦ ❢❛✐❧✉.❡'✱ ✢❡①✐❜✐❧✐$②✱ .❡❧✐❛❜✐❧✐$②

❛♥❞ ❛❞❛♣$✐✈✐$②✳

❚❤✐' $❤❡'✐' ❢♦❝✉'❡' ♦♥ ❞✐'$.✐❜✉$❡❞ ❛❣.❡❡♠❡♥$ '$.❛$❡❣✐❡' $♦ ❝♦♥$.♦❧ ❛ '❡$ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡

.♦❜♦$'✳ ❙❡✈❡.❛❧ $❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡' ❛.❡ ❛❞❞.❡''❡❞ ✐♥ $❤✐' ❞✐''❡.$❛$✐♦♥ '✉❝❤ ❛' ❛❣.❡❡♠❡♥$

❛❧❣♦.✐$❤♠'✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ❝♦♥'$.❛✐♥❡❞ ❝♦♥$.♦❧ ❞❡'✐❣♥✱ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$② ♠❛✐♥$❡♥❛♥❝❡ ❛♥❞

♣❛$$❡.♥ ❝♦♥$.♦❧✳ ■$ ✐' ❛❧'♦ .❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ❊✉.♦♣❡❛♥ ♣.♦❥❡❝$ ❋❡❡❞◆❡$❇❛❝❦

✶

'✉♣♣♦.$❡❞ ❜②

$❤❡ ❊✉.♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐''✐♦♥✱ $♦ $❤❡ ❈♦♥♥❡❝$

✷

♣.♦❥❡❝$ '✉♣♣♦.$❡❞ ❜② $❤❡ ❆❣❡♥❝❡ ◆❛$✐♦♥❛❧❡

❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡.❝❤❡ ✭❆◆❘✮ ❛♥❞ $♦ $❤❡ ●.♦✉♣❡♠❡♥$ ■♥$❡.♥❛$✐♦♥❛❧ ❞❡ ❘❡❝❤❡.❝❤❡ ✭●❉❘■✮

❉❡❧❙②'✱ '✉♣♣♦.$❡❞ ❜② $❤❡ ❈❡♥$.❡ ◆❛$✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡.❝❤❡ ❙❝✐❡♥$✐✜F✉❡ ✭❈◆❘❙✮✳

■♥ ♦.❞❡. $♦ ♣.♦♣♦'❡ '♦❧✉$✐♦♥' $♦ ▼❆❙ ❝♦♥$.♦❧ ♣.♦❜❧❡♠'✱ $❤❡ ❞✐''❡.$❛$✐♦♥ ✐' ♣❛.$✐$✐♦♥❡❞

✐♥$♦ $✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥$.✐❜✉$✐♦♥'✿

▼✉❧*✐✲❛❣❡♥* )②)*❡♠) #❡♥❞❡③✈♦✉) ❛❧❣♦#✐*❤♠)

❆ '✐❣♥✐✜❝❛♥$ ♣❛.$ ♦❢ $❤✐' ♠❛♥✉'❝.✐♣$ ❞❡❛❧' ✇✐$❤ ❝♦♥'❡♥'✉' ❛❧❣♦.✐$❤♠' ♦❢ ❛.❜✐$.❛.②

❧✐♥❡❛. ❤❡$❡.♦❣❡♥❡♦✉' ❛❣❡♥$'✱ .❡♣.❡'❡♥$✐♥❣✱ ❢♦. ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐✛❡.❡♥$ ♠♦❞❡❧' ♦. ❣❡♥❡.❛✲

$✐♦♥' ♦❢ .♦❜♦$'✳ ▼♦$✐✈❛$❡❞ ❜② $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✇♦.❦' ❝♦♥'✐❞❡. ❤❡$❡.♦❣❡♥❡♦✉'

❝❛'❡' ♦❢ $❤❡ '②♥❝❤.♦♥✐③❛$✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣.♦♣♦'❡❞ ❛ ❝♦♥$.♦❧ '$.❛$❡❣② ❜❛'❡❞ ♦♥ ❛

❝♦♥'❡♥'✉' ❛❧❣♦.✐$❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐' ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢.♦♠ $❤❡ ♦.✐❣✐♥❛❧ '②'$❡♠✳ ■♥ ❛ '❡❝♦♥❞ '❡$
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♣❧❛♥✳ ❚❤✐, ✐♥❤❡(❡♥&❧② ♠❡❛♥, &❤❛& &❤❡ ,♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ♦✉( ♦❜❥❡❝&✐✈❡

✐, &♦ ♠❛①✐♠✐③❡ &❤✐, ✈❛❧✉❡✳

❈❤❛♣$❡& ✹✿ ❉✐.$&✐❜✉$❡❞ ❝♦♥$&♦❧ .$&❛$❡❣✐❡. ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ .②.$❡♠.

❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥.

❚❤✐, &❤✐(❞ ❝❤❛♣&❡( ❛❞❞(❡,,❡, &❤❡ ❞❡,✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②,✐, ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ❢♦( ❝♦♠♣❛❝&

❛❣❡♥& ❞❡♣❧♦②♠❡♥&✳ ■♥ ♦✉( ❛♣♣(♦❛❝❤✱ &❤❡ ❞❡,✐(❡❞ ❢♦(♠❛&✐♦♥ ✐, ,♣❡❝✐✜❡❞ ❡♥&✐(❡❧② ❜② ❛♥❣❧❡,

❢♦(♠❡❞ ❜② &❤❡ ❛❣❡♥&, ✇✐&❤✐♥ &❤❡ ❢♦(♠❛&✐♦♥✳ ❲❡ ♣(♦♣♦,❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡&❡❧② ❧❡❛❞❡(❧❡,, ❛♥❞

❞✐,&(✐❜✉&❡❞ ❛❧❣♦(✐&❤♠ &❤❛& ❛❧❧♦✇, ,✇❛(♠ ,❡❧❢✲♦(❣❛♥✐③❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜(,& ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ❝♦((❡✲

,♣♦♥❞, &♦ ❛♥ ❡①&❡♥,✐♦♥ ♦❢ ❬✼✻❪ ❢♦( ,✇❛(♠ ❞✐,♣❡(,✐♦♥✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&② ♠❛✐♥&❡♥❛♥❝❡

❢♦(❝❡✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥& ✐, ❡<✉✐♣♣❡❞ ✇✐&❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥, &❤❛& ✇✐❧❧✱ ,✐♠✉❧&❛♥❡♦✉,❧②✱ ✐,♦❧❛&❡

✐& ❢(♦♠ ❛♥② ♦&❤❡( ❛❣❡♥& ❛♥❞ ✐♠♣♦,❡ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&②✲♠❛✐♥&❡♥❛♥❝❡✱ ✉,✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ♦❢

&❤♦,❡ ❧♦❝❛&❡❞ ✇✐&❤✐♥ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥&✬, ,❡♥,✐♥❣ ③♦♥❡ ✭❛ ❝✐(❝✉❧❛( ❛(❡❛ ❛(♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥& ❛♥❞

❝♦♠♠♦♥ ❢♦( ❛❧❧ ♥♦❞❡,✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥ &❤❡ ❧✐&❡(❛&✉(❡ ,❡✈❡(❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥, ♦❢ &❤✐, &②♣❡

♦❢ ❛❧❣♦(✐&❤♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦✈❡(❛❣❡ ❝♦♥&(♦❧ ❛♥❞ ♦♣&✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥& ♦❢ ❛ ♠✉❧&✐✲(♦❜♦& &❡❛♠

✐♥ ,♠❛❧❧ ❛(❡❛, ❬✻✸✱ ✾✵❪✳ ❖♥ &❤❡ ♦&❤❡( ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ &❤♦✉❣❤ ❜❡❛(✐♥❣✲❜❛,❡❞ ❛❧❣♦(✐&❤♠,

✇❡(❡ ,♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❛ &(✐❛♥❣✉❧❛( ❢♦(♠❛&✐♦♥ ✐♥ ❬✾❪✱ ✇❤❡(❡ &❤❡ ❞❡,✐(❡❞ ❢♦(♠❛&✐♦♥

✐, ,♣❡❝✐✜❡❞ ❡♥&✐(❡❧② ❜② &❤❡ ✐♥&❡(♥❛❧ &(✐❛♥❣❧❡ ❛♥❣❧❡,✱ &❤❡ ❛♣♣(♦❛❝❤ &❤❛& ✐, ❣♦✐♥❣ &♦ ❜❡

♣(❡,❡♥&❡❞ ✐♥ &❤❡ ,❡<✉❡❧ ❝♦♥,✐,&, ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡&❡❧② ❞✐,&(✐❜✉&❡❞ ❛❧❣♦(✐&❤♠ &❤❛& ❛❧❧♦✇, ❧❛(❣❡

,❝❛❧❡ ,✇❛(♠ ,❡❧❢✲♦(❣❛♥✐③❛&✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝&✱ &❤❡ ,❡❝♦♥❞ ❝♦♥&(✐❜✉&✐♦♥ ❝♦♥,✐,&, ♦❢ ❞✐(❡❝& ❛♥❣❧❡

❝♦♥&(♦❧ ✉,✐♥❣ ♦♥❧② (❡❧❛&✐✈❡ ♣♦,✐&✐♦♥,✳ ❚♦ &❤❡ ❜❡,& ♦❢ &❤❡ ❛✉&❤♦(✬, ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ &❤❡ ❞❡,✐❣♥

♦❢ ❛ ❝♦♥&(♦❧ ❧❛✇ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡,&❛❜❧✐,❤✐♥❣ ❛ ,♣❡❝✐✜❝ ❢♦(♠❛&✐♦♥ ❛❝&✐♥❣ ♦♥ ✐♥&❡(✲❛❣❡♥& ❛♥❣❧❡,

❤❛, ♥♦& ❜❡❡♥ ❛❞❞(❡,,❡❞ ,♦ ❢❛(✳ ❚✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥& ♣(♦❜❧❡♠, ✇✐❧❧ ❜❡ &(❡❛&❡❞ ,❡♣❛(❛&❡❧②✿

❞✐,♣❡(,✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝&♥❡,,✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ,&❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②,✐, ❢♦( &❤❡,❡ &✇♦ ,&(❛&❡❣✐❡,
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 !❡❢❛❝❡

✇✐❧❧ ❜❡ ♣&♦✈✐❞❡❞✱ ❜✉, ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧.♦ ♣&♦♣♦.❡ ❛ .❡/✉❡♥,✐❛❧ ❝♦♥,&♦❧ .,&❛,❡❣② ❣❛,❤❡&✐♥❣ ,❤❡

,✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥,.✳ ❚❤❡♦&❡,✐❝❛❧ ❛&❣✉♠❡♥,. ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥. .✉♣♣♦&,✐♥❣ ,❤❡ ❛&❣✉♠❡♥, ,❤❛,

.✉❝❤ .②.,❡♠ ❝♦&&❡.♣♦♥❞. ,♦ ❛ ❤②❜&✐❞ .②.,❡♠ ✇✐❧❧ ❛❧.♦ ❜❡ ❞✐.❝✉..❡❞✳ ❲❡ ❛..✉♠❡ ,❤❛, ♥♦

❣❧♦❜❛❧ ♣♦.✐,✐♦♥✐♥❣ .②.,❡♠ .✉❝❤ ❛. ,❤❡ ●❧♦❜❛❧ :♦.✐,✐♦♥ ❙②.,❡♠ ✭●:❙✮ ✐. ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞

,❤❛, ❛❣❡♥,. ✐♥,❡&❛❝, ❧♦❝❛❧❧②✳

❈❤❛♣$❡& ✺✿ ❈♦♥❝❧✉.✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉$✉&❡ ✇♦&❦.

■♥ ,❤❡ ❧❛., ❝❤❛♣,❡& ♦❢ ,❤❡ ,❤❡.✐.✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❣❡♥❡&❛❧ ❝♦♥❝❧✉.✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ .✉♠♠❛&✐③❡.

,❤❡ ❞✐..❡&,❛,✐♦♥ ❝♦♥,&✐❜✉,✐♦♥. ❛♥❞ ❞❡.❝&✐❜❡. ♦♥❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦..✐❜❧❡ ❢✉,✉&❡ ❡①,❡♥.✐♦♥.✳ ❆♣✲

♣❡♥❞✐① ❆ &❡✈✐❡✇. ,❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥,❛❧. ♦❢ .❛♠♣❧❡❞ .②.,❡♠. ♥❡❡❞❡❞ ❢♦& ❛ ❝♦♠♣❧❡,❡ ✉♥❞❡&✲

.,❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ ,❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥,. ♦❢ ,❤✐. ,❤❡.✐.✳

 ✳✸ ▲✐%& ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛&✐♦♥%

❏♦✉&♥❛❧ ❛&$✐❝❧❡. ✉♥❞❡& ♣&❡♣❛&❛$✐♦♥

• ●❛❜&✐❡❧ ❘♦❞&✐❣✉❡. ❞❡ ❈❛♠♣♦.✱ ❆❧❡①❛♥❞&❡ ❙❡✉&❡,✱ ■♠♣#♦✈❡❞ ()❛❜✐❧✐)② ♦❢ ❝♦♥✲

(❡♥(✉( ❛❧❣♦#✐)❤♠( ❢♦# ▼❆❙ ✉(✐♥❣ ❛♣♣#♦♣#✐❛)❡❞ (❛♠♣❧✐♥❣ ✳

• ●❛❜&✐❡❧ ❘♦❞&✐❣✉❡. ❞❡ ❈❛♠♣♦.✱ ❉✐♠♦. ❉✐♠❛&♦❣♦♥❛.✱ ❆❧❡①❛♥❞&❡ ❙❡✉&❡,✱ ❑❛&❧ ❍❡♥&✐❦
❏♦❤❛♥..♦♥ ❉✐()#✐❜✉)❡❞ ❝♦♥)#♦❧ ()#❛)❡❣② ❢♦# ▼❆❙ ❝♦♠♣❛❝) ❋♦#♠❛)✐♦♥( ✳

5&♦❝❡❡❞✐♥❣. ♦❢ ♣❡❡&✲&❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥$❡&♥❛$✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡&❡♥❝❡.

• ●❛❜&✐❡❧ ❘♦❞&✐❣✉❡. ❞❡ ❈❛♠♣♦.✱ ❆❧❡①❛♥❞&❡ ❙❡✉&❡,✱ ■♠♣#♦✈❡❞ ❝♦♥(❡♥(✉( ❛❧❣♦✲

#✐)❤♠( ✉(✐♥❣ ♠❡♠♦#② ❡✛❡❝)( ✳ ■♥ :&♦❝❡❡❞✐♥❣. ♦❢ ,❤❡ 50th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡

♦♥ ❉❡❝✐.✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥,&♦❧ ❛♥❞ ❊✉&♦♣❡❛♥ ❈♦♥,&♦❧ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ✭■❊❊❊ ❈❉❈✴❊❈❈✬✶✶✮✱

❖&❧❛♥❞♦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✶

• ●❛❜&✐❡❧ ❘♦❞&✐❣✉❡. ❞❡ ❈❛♠♣♦.✱ ❆❧❡①❛♥❞&❡ ❙❡✉&❡,✱ ❈♦♥)✐♥✉♦✉(✲)✐♠❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✲

)❡❣#❛)♦# ❝♦♥(❡♥(✉( ❛❧❣♦#✐)❤♠( ✐♠♣#♦✈❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣#♦♣#✐❛)❡ (❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ■♥

:&♦❝❡❡❞✐♥❣. ♦❢ ,❤❡ 2nd ■❋❆❈ ❲♦&❦.❤♦♣ ♦♥ ❉✐.,&✐❜✉,❡❞ ❊.,✐♠❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥,&♦❧ ✐♥

◆❡,✇♦&❦❡❞ ❙②.,❡♠. ✭◆❡❝❙②.✬✶✵✮✱ ❆♥♥❡❝②✱ ❋&❛♥❝❡✱ ✷✵✶✵

• ●❛❜&✐❡❧ ❘♦❞&✐❣✉❡. ❞❡ ❈❛♠♣♦.✱ ▲❛&❛ ❇&✐WX♥✲❆&&❛♥③✱ ❆❧❡①❛♥❞&❡ ❙❡✉&❡,✱ ❛♥❞ ❙✐✈✐✉
◆✐❝✉❧❡.❝✉✱ ❖♥ )❤❡ ❝♦♥(❡♥(✉( ♦❢ ❤❡)❡#♦❣❡♥❡♦✉( ♠✉❧)✐✲❛❣❡♥) (②()❡♠(✿ ❛ ❞❡✲

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣#♦❛❝❤ ✳ ■♥ :&♦❝❡❡❞✐♥❣. ♦❢ ,❤❡ 3rd ■❋❆❈ ❲♦&❦.❤♦♣ ♦♥ ❉✐.,&✐❜✉,❡❞

❊.,✐♠❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥,&♦❧ ✐♥ ◆❡,✇♦&❦❡❞ ❙②.,❡♠. ✭◆❡❝❙②.✬✶✷✮✱ ❙❛♥,❛ ❇❛&❜❛&❛✱ ❯❙❆✱

✷✵✶✷
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 ❡❡"✲"❡✈✐❡✇❡❞ ♥❛*✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡"❡♥❝❡ ♣❛♣❡"0

• ●❛❜#✐❡❧ ❘♦❞#✐❣✉❡, ❞❡ ❈❛♠♣♦,✱ ❆❧❡①❛♥❞#❡ ❙❡✉#❡5✱ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡* ❞❡ ❝♦♥*❡♥*✉*
♣♦✉$ ❞❡* *②*&1♠❡* ❞♦✉❜❧❡ ✐♥&3❣$❛&❡✉$ ❝♦♥&✐♥✉* ❛♠3❧✐♦$3* ♣❛$ ✉♥ 3❝❤❛♥✲

&✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛♣♣$♦♣$✐3 ✳ ■♥ 4mes ❏♦✉#♥9❡, ❉♦❝5♦#❛❧❡, ✴❏♦✉#♥9❡, ◆❛5✐♦♥❛❧❡, ▼❆❈❙✱

▼❛#,❡✐❧❧❡✱ ❋#❛♥❝❡✱ ✷✵✶✶

❊①*❡♥❞❡❞ ❛❜0*"❛❝*0

• ●❛❜#✐❡❧ ❘♦❞#✐❣✉❡, ❞❡ ❈❛♠♣♦,✱ ■♠❛♥ ❙❤❛♠❡, ❛♥❞ ❆❞#✐❛♥ ❇✐,❤♦♣✱ ❉✐*&$✐❜✉&❡❞
❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛✉&♦♥♦♠♦✉* ❛❣❡♥& ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥* ✳ ■♥ 20th ■♥5❡#♥❛5✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦,✐✉♠

♦♥ ▼❛5❤❡♠❛5✐❝❛❧ ❚❤❡♦#② ♦❢ ◆❡5✇♦#❦, ❛♥❞ ❙②,5❡♠,✱ ✷✵✶✷✳

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ "❡♣♦"*0

• ❆❧❡①❛♥❞#❡ ❙❡✉#❡5✱ ❉❛♥✐❡❧ ❙✐♠♦♥✱ ❊♠✐❧✐❡ ❘♦❝❤❡✱ ▲❛#❛ ❇#✐LM♥✲❆##❛♥③ ❛♥❞ ●❛❜#✐❡❧
❘♦❞#✐❣✉❡, ❞❡ ❈❛♠♣♦,✱ ▼✉❧&✐✲❛❣❡♥& *②*&❡♠* ❛$❝❤✐&❡❝&✉$❡ ✳ ❉✵✶✳✵✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣

❜❧♦❝❦, ❛♥❞ ❛#❝❤✐5❡❝5✉#❡,✱ ❉❡❧✐✈❡#❛❜❧❡ ❋❡❡❞◆❡5❇❛❝❦ ♣#♦❥❡❝5✱ ✷✻ ❋❡❜#✉❛#② ✷✵✶✵

✸✺



 !❡❢❛❝❡
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❈❤❛♣$❡& ✶

■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

❈♦♥#❡♥#%

✶✳✶ ◆❛$✉&❡✱ )♦✉&❝❡ ♦❢ ✐♥)♣✐&❛$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡&✐♥❣ ♣❡&❝❡♣$✐♦♥✿ $♦✇❛&❞) ♠✉❧$✐✲&♦❜♦$ )②)$❡♠) ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✶✳✷✳✶ ❲❤❛& ✐( ❛♥ ❛❣❡♥&❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✶✳✷✳✷ ◆❡&✇♦1❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✶✳✷✳✸ ●1❛♣❤ &❤❡♦1②✿ ❝♦♥❝❡♣&( ❛♥❞ &♦♦❧( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✶✳✷✳✹ ❉✐(&1✐❜✉&❡❞ ❝♦♥&1♦❧ (&1❛&❡❣✐❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✶✳✷✳✺ ▼✉❧&✐✲1♦❜♦& (②(&❡♠(✱ &❤❡✐1 ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥( ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✶✳✸ ●❡♥❡&❛❧ ♦❜❥❡❝$✐✈❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✶✳✹ ❈♦♥$&✐❜✉$✐♦♥) ♦❢ $❤❡ $❤❡)✐) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✶✳✹✳✶ ❈❤❛♣&❡1 ✷✿ ▼❆❙ 1❡♥❞❡③✈♦✉( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✶✳✹✳✷ ❈❤❛♣&❡1 ✸✿ ▼❆❙ ❞❡♣❧♦②♠❡♥& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

✶✳✶ ◆❛$✉&❡✱ )♦✉&❝❡ ♦❢ ✐♥)♣✐&❛$✐♦♥

▼❛♥② ✐♥❢&❛'(&✉❝(✉&❡' ❛♥❞ '❡&✈✐❝❡ '②'(❡♠' ♥♦✇❛❞❛②' ❝❛♥ ♥❛(✉&❛❧❧② ❜❡ ❞❡'❝&✐❜❡❞ ❛' ♥❡(✲

✇♦&❦' ♦❢ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ '✐♠♣❧❡ ✐♥(❡&❛❝(✐♥❣ ✉♥✐('✳ ❊①❛♠♣❧❡' ❝♦♠❡ ❢&♦♠ ❛ ❧❛&❣❡ &❛♥❣❡

♦❢ ❞♦♠❛✐♥' ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ '②'(❡♠' ✭❣❡♥❡(✐❝ &❡❣✉❧❛(✐♦♥✱ ❡❝♦'②'(❡♠'✮✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♥❡(✇♦&❦' ✭♣&♦❞✉❝(✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐'(&✐❜✉(✐♦♥ ♥❡(✇♦&❦'✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♥❡(✇♦&❦'✮✱ '♦❝✐❛❧ ♥❡(✇♦&❦'

✭❋❛❝❡❜♦♦❦✱ ❚✇✐((❡& ♦& '❝✐❡♥(✐✜❝ ♥❡(✇♦&❦'✮ ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉&'❡✱ (❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡(✇♦&❦' ✭✐♥(❡&✲

♥❡(✱ '❡♥'♦& ♥❡(✇♦&❦'✱ &♦❜♦(✐❝'✱✳✳✳✮✳ ❋♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥(❡&♥❡( '❡&✈✐❝❡ &❡❧❛②' ♦♥ (❤♦✉'❛♥❞' ♦❢

&♦✉(❡&' (&❛♥'♠✐((✐♥❣ ✐♥❢♦&♠❛(✐♦♥ ❛❧❧ ♦✈❡& (❤❡ ✇♦&❧❞ ❬✷✻✹❪✱ ✐♥ ♣♦✇❡& ♥❡(✇♦&❦' ❤✉♥❞&❡❞'

♦❢ ♣♦✇❡& ❣❡♥❡&❛(♦&' ❤❛✈❡ (♦ '②♥❝❤&♦♥✐③❡ ❢♦& ❝♦&&❡❝( ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡' ❬✷✵✸❪✱ ❛♥❞ ✐♥)❡+✲♠♦❞❛❧

)+❛♥0♣♦+)❛)✐♦♥ 0②0)❡♠0 ❝♦♥0✐0) ♦❢ ♠❛♥② )+❛✐♥0✱ ❝❛+0 ♦+ ❛✐+♣❧❛♥❡0 ❬✶✶✻❪✳ ❆❧❧ )❤❡0❡ ❝❛0❡0 ❛0❦

❢♦+ ❞✐0)+✐❜✉)❡❞ ❞❡❝✐0✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✱ ✇❤❡+❡ )❤❡ ♣+♦❝❡00 0✉❝❝❡❡❞0 ✐❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧0 ❡✈❡♥)✉❛❧❧②

❛❣+❡❡ ♦♥ 0♦♠❡ A✉❛♥)✐)② ♦❢ ✐♥)❡+❡0)✳

❚❤♦✉❣❤ ♦+❣❛♥✐0♠0 ❛+❡ ✐♥❤❡+❡♥)❧② ❝♦♠♣❡)✐)✐✈❡✱ ❝♦♦♣❡+❛)✐♦♥ ✐0 ✇✐❞❡0♣+❡❛❞✳ ●❡♥❡0

❝♦♦♣❡+❛)❡ ✐♥ ❣❡♥♦♠❡0❀ ❝❡❧❧0 ❝♦♦♣❡+❛)❡ ✐♥ )✐00✉❡0❀ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧0 ❝♦♦♣❡+❛)❡ ✐♥ 0♦❝✐❡)✐❡0✱ 0❡❡

❋✐❣✉+❡ ✶✳✶✳ ❆♥✐♠❛❧ 0♦❝✐❡)✐❡0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝)✐✈❡ ❛❝)✐♦♥ ❡♠❡+❣❡0 ❢+♦♠ ❝♦♦♣❡+❛)✐♦♥ ❛♠♦♥❣

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧0✱ +❡♣+❡0❡♥) ❡①)+❡♠❡ 0♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐)②✳

❋✐❣✉+❡ ✶✳✶✿ ❋❧♦❝❦ ♦❢ ✢❛♠✐♥❣♦0 ✢②✐♥❣ ✐♥ ❢♦+♠❛)✐♦♥✳ ❙❡❧❢✲♦+❣❛♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦+0 ❡♠❡+❣❡ ✐♥ ❜✐✲

♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣+♦✉♣0✱ ❡✈❡♥ )❤♦✉❣❤ ♥♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛0 ❣❧♦❜❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ )❤❡ ❣+♦✉♣ 0)❛)❡✳ ❚❤✐0

✐♠❛❣❡ ✐0 ♣+♦♣❡+)② ♦❢ ❆♥)K♥✐♦ ▲✉M0 ❈❛♠♣♦0 ✭✇✇✇✳❛♥)♦♥✐♦❧✉✐0❝❛♠♣♦0✳❝♦♠✮✳ Q❤♦)♦❣+❛♣❤

+❡♣+♦❞✉❝❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ♣❡+♠✐00✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❛✉)❤♦+✳
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✶✳✶ ◆❛$✉&❡✱ )♦✉&❝❡ ♦❢ ✐♥)♣✐&❛$✐♦♥

❙✉❝❤ $♦❝✐❡(✐❡$ ❛*❡ ♥♦( ♦♥❧② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ✐♥$❡❝($✱ ♠❛♠♠❛❧$✱ ❛♥❞ ❜✐*❞$✱ ❜✉( ❡①✐$( ❡✈❡♥

✐♥ $✐♠♣❧❡ $♣❡❝✐❡$ ❧✐❦❡ ❛♠♦❡❜❛$ ❬✷✻✽❪✳ ❉✉*✐♥❣ (❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♣*♦❝❡$$ (❤❛( ❤❛$ ❜❡❡♥ (❛❦✐♥❣

♣❧❛❝❡ ❢♦* (❤❡ ❧❛$( (❤♦✉$❛♥❞$ ♦❢ ②❡❛*$✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$ ✇♦♥❞❡*✐♥❣ ✇❤❡(❤❡* (♦ ❥♦✐♥ ♦* ♥♦( ❛ ❣*♦✉♣

♥❡❝❡$$❛*✐❧② ✇❡✐❣❤❡❞ (❤❡ ❝♦$(✲❜❡♥❡✜( *❛(✐♦ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ $♦❧✐(❛*✐❧② ✈❡*$✉$ ✇✐(❤ ♦(❤❡*$✳ ❲❤❡♥

(❤❡ ❜❡♥❡✜($ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ (♦❣❡(❤❡* ♦✉(✇❡✐❣❤ (❤❡ ❝♦$($ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ❛❧♦♥❡✱ ❛♥✐♠❛❧$ ✇✐❧❧ (❡♥❞ (♦

❢♦*♠ ❣*♦✉♣$✳ ●*♦✉♣✲❧✐✈✐♥❣ (②♣✐❝❛❧❧② ♣*♦✈✐❞❡$ ❜❡♥❡✜($ (♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣*♦✉♣ ♠❡♠❜❡*$ (❤❛(

♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ *❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛$$✐$(❛♥❝❡ (♦ ❞❡❛❧ ✇✐(❤ ♣❛(❤♦❣❡♥$✱ ❡❛$✐❡* ♠❛(✐♥❣ ♦♣♣♦*(✉♥✐(✐❡$✱

❜❡((❡* ❝♦♥$❡*✈❛(✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛(✱ ❛♥❞ *❡❞✉❝❡❞ ❡♥❡*❣❡(✐❝ ❝♦$($ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥($✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ❧✐✈✐♥❣

✐♥ ❣*♦✉♣$ ♠❛② ❛❧$♦ ❝♦♥❢❡* ❝♦$($ (♦ ♠❡♠❜❡*$ $✉❝❤ ❛$ ✐♥❝*❡❛$❡❞ ♣*❡❞❛(♦* ❛((❛❝❦ *❛(❡✱

✐♥❝*❡❛$❡❞ ♣❛*❛$✐(❡ ❜✉*❞❡♥$✱ ♠✐$❞✐*❡❝(❡❞ ♣❛*❡♥(❛❧ ❝❛*❡✱ ❣*❡❛(❡* *❡♣*♦❞✉❝(✐✈❡ ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥

♦* ❡✈❡♥ ✐♥❝*❡❛$❡❞ ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥ ❢♦* ❢♦♦❞✳ ❋✉*(❤❡*♠♦*❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$ ♠❛② ❢♦*♠ $❤♦*(✲(❡*♠✱

✉♥$(❛❜❧❡ ❣*♦✉♣$✱ ❡✳❣✳✱ ❤❡*❞$ ♦❢ ✇✐❧❞❡❜❡❡$(✱ ❝♦❧♦♥✐❡$ ♦❢ ❣✉❧❧$✱ ♦* ❢♦*♠ ❧♦♥❣✲(❡*♠✱ $(❛❜❧❡

$♦❝✐❛❧ ❣*♦✉♣$ ✇❤❡*❡ ✐♥(❡*❛❝(✐♦♥$ ❛♠♦♥❣ ♠❡♠❜❡*$ ♦❢(❡♥ ❛♣♣❡❛*$ (♦ ❜❡ ❛❧(*✉✐$(✐❝✳ ❋♦*

❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠❡❡*❦❛( ♦* ❛ $G✉✐**❡❧ $♦✉♥❞$ ❛♥ ❛❧❛*♠ ❝❛❧❧ (♦ ✇❛*♥ ♦(❤❡* ❣*♦✉♣ ♠❡♠❜❡*$

♦❢ ❛ ♥❡❛*❜② ♣*❡❞❛(♦*✱ ✐( ❞*❛✇$ (❤❡ ♣*❡❞❛(♦*✬$ ❛((❡♥(✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝*❡❛$❡$ (❤❡ ❣*♦✉♣✬$ $✉*✈✐✈❛❧

♦❞❞$ ❬✺✺❪✳

❈♦♦♣❡*❛(✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦*$ ✐♥ ❧❛*❣❡ ❣*♦✉♣$ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$✱ ✐♥❤❡*❡♥( (♦ (❤❡$❡ $♦❝✐❡(✐❡$✱ ❛♣✲

♣❡❛* ❛❜✉♥❞❛♥(❧② ✐♥ ♥❛(✉*❡✳ ❚❤❡*❡ ❡①✐$( ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡$ ♦❢ $✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦*$ $✉❝❤ ❛$

$❝❤♦♦❧$ ♦❢ ✜$❤✱ ✢♦❝❦$ ♦❢ ❜✐*❞$ ♦* ❝♦❧❧❡❝(✐✈❡ ❢♦♦❞✲❣❛(❤❡*✐♥❣ ✐♥ ❛♥( ❝♦❧♦♥✐❡$✱ $❡❡ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✷✳

❚❤❡$❡ ❜❡❤❛✈✐♦*$ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛$ $✇❛*♠ ✐♥(❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♦* $✇❛*♠ (❤❡♦*②✱ ✐✳❡✳✱ (❤❡ ❝♦❧✲

❧❡❝(✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ ❞❡❝❡♥(*❛❧✐③❡❞✱ $❡❧❢✲♦*❣❛♥✐③✐♥❣ $②$(❡♠$✳ ❆♥($✱ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞♦ ♥♦( ✉$❡

❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❡♥(*❛❧✐③❡❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥( ✐♥ (❤❡✐* ❝♦❧♦♥✐❡$✳ ❖*❣❛♥✐③❛(✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥$ ♦*❣❛♥✐❝❛❧❧②✱

(❤*♦✉❣❤ ♠✐❧❧✐♦♥$ ♦❢ ✐♥(❡*❛❝(✐♦♥$ ❜❡(✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥($ ✇❤♦ ❛*❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡*② $✐♠♣❧❡

❜❡❤❛✈✐♦* *✉❧❡$✳ ■♥ ❛ ❝♦❧♦♥②✱ ❛♥($ ❡①♣❧♦*❡ (❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥( *❛♥❞♦♠❧②✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦* $♦✉*❝❡$

♦❢ ❢♦♦❞✳ ❲❤✐❧❡ ❞♦✐♥❣ $♦✱ ❡❛❝❤ ❛♥( ♣*♦❞✉❝❡ ♣❤❡*♦♠♦♥❡$ ♦♥ (❤❡ ❣*♦✉♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐( (♦ ✜♥❞

✐($ ✇❛② ❜❛❝❦ (♦ (❤❡ ♥❡$(✳ ❲❤❡♥❡✈❡* ❛♥ ❛♥( ❧♦❝❛(❡$ ❢♦♦❞✱ ✐( ✇✐❧❧ ❝❛**② ✐( ❜❛❝❦ (♦ (❤❡ ♥❡$(✱

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❤❡ ♦*✐❣✐♥❛❧ ♣❛(❤✱ ❛♥❞ ✐♥❤❡*❡♥(❧② ♠❛*❦✐♥❣ (❤✐$ *♦✉(❡ ✇✐(❤ ♠♦*❡ ♣❤❡*♦♠♦♥❡$✳

❆$ ♦(❤❡* ❛♥($ ❛*❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥❡❞ (♦ ♠♦$( ❧✐❦❡❧② ❢♦❧❧♦✇ ♣❛(❤$ ✇✐(❤ (❤❡ ❤✐❣❤❡$( ❝♦♥❝❡♥(*❛(✐♦♥

♦❢ ♣❤❡*♦♠♦♥❡$✱ ♠♦*❡ ❛♥❞ ♠♦*❡ ❛♥($ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥(✉❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ (❤❡ $❤♦*(❡$( ♣❛(❤ ❜❡(✇❡❡♥

❢♦♦❞ ❛♥❞ ♥❡$(✱ ❛$ (❤✐$ ✐$ (❤❡ ♣❛(❤ ♠♦$( ❛♥($ ❤❛✈❡ ❛❧*❡❛❞② (❛❦❡♥✱ $❡❡ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✷✭❝✮✳ ❇❡❡$

❝❤♦♦$❡ ❛❧$♦ (❤❡✐* ♥❡①( ❤✐✈❡ ❧♦❝❛(✐♦♥ ✉$✐♥❣ ❛ $✐♠✐❧❛*✱ $❡❧❢✲♦*❣❛♥✐③❡❞ $②$(❡♠✳ ❚❤❡② ✉$❡ $❝♦✉(

❜❡❡$ ✢②✐♥❣ ♦✉( ✐♥ ❛❧❧ ❞✐*❡❝(✐♦♥$ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦* ♥❡✇ ❤✐✈❡ ❧♦❝❛(✐♦♥$✱ $❤❛*✐♥❣ (❤❡✐* ✐♥(❡*❡$(✐♥❣

✜♥❞✐♥❣$ ✇✐(❤ ♦(❤❡*$✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❞❡❝✐❞✐♥❣ (♦❣❡(❤❡* (❤❡ ♥❡✇ ❤✐✈❡ ❧♦❝❛(✐♦♥✳ ❆❧$♦✱ ✜$❤❡$

$(❛② ✐♥ ❧❛*❣❡ ❣*♦✉♣$ (♦ $❝❛*❡ ♣*❡❞❛(♦*$ ❛♥❞✱ ✐♥ ❝❛$❡ ♦❢ ❛((❛❝❦✱ (♦ ✐♠♣*♦✈❡ (❤❡✐* ❝❤❛♥❝❡$

♦❢ $✉*✈✐✈❛❧✱ $❡❡ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✷✭❛✮✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥(❛❧ ♣*♦♣❡*(② ♦❢ (❤✐$ ❝♦♦♣❡*❛(✐♦♥ ✐$ (❤❛( (❤❡ ❣*♦✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦* ✐$ ♥♦( ❞✐❝✲

(❛(❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧$ ❬✷✵✼❪✳ ❚❤❛( ✐$ ❤♦✇ $✇❛*♠ ✐♥(❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✇♦*❦$✿ $✐♠♣❧❡

❝*❡❛(✉*❡$ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $✐♠♣❧❡ *✉❧❡$✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛❝(✐♥❣ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦*♠❛(✐♦♥✳ ◆♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ $❡❡$

(❤❡ ❜✐❣ ♣✐❝(✉*❡✳ ◆♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ (❡❧❧$ ❛♥② ♦(❤❡* ♦♥❡ ✇❤❛( (♦ ❞♦✳ ❚❤❡ $(*✉❝(✉*❛❧ ✐❞❡❛ ✐$ (❤❛(

❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦* ♠❛② ❜❡ ❝♦♦*❞✐♥❛(❡❞ ❜② *❡❧❛(✐✈❡❧② $✐♠♣❧❡ ✐♥(❡*❛❝(✐♦♥$ ❬✻✺✱ ✷✵✼❪✳

✸✾



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✿ ❋$♦♠ ❧❡❢. .♦ $✐❣❤.✱ 1❝❤♦♦❧ ♦❢ ✜1❤✱ ❞♦❧♣❤✐♥1✱ ❛♥.1 ❛♥❞ ✜$❡✢✐❡1✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣♦1.❡❞ .♦ ❋❧✐❝❦$ ❜② ❚♦♠ ❲❡✐❧❡♥♠❛♥♥✱ ❖❧❞❜✐❧❧✉❦✱ ❏♦♥❛.❤❛♥ A✐♦ ❛♥❞ ▲❛1.❜❡❛.1✱

$❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✳ ❚❤❡1❡ ✐♠❛❣❡1 ❛$❡ ✉1❡❞ ✉♥❞❡$ .❤❡ ❈❈✲❇❨✲✷✳✵ ❧✐❝❡♥❝❡

✭✇✇✇✳❝$❡❛.✐✈❡❝♦♠♠♦♥1✳♦$❣✴❧✐❝❡♥1❡1✴❜②✴✷✳✵✴❞❡❡❞✳❢$✮✳

❈✉$✐♦✉1 ❛♥❞ ✐♥.$✐❣✉❡❞ ❜② ❤♦✇ ❛♥❞ ✇❤② ❣$♦✉♣1 ❢♦$♠ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦$❛❧ $♦❧❡1

❛$❡ ❞❡.❡$♠✐♥❡❞ ✇✐.❤✐♥ ❣$♦✉♣1✱ 1❝✐❡♥.✐1.1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ .$②✐♥❣ .♦ .❤❡♦$✐③❡ 1✉❝❤ 1②1.❡♠1✱ 1②♠✲

❜♦❧1 ♦❢ ❛ $❡♠❛$❦❛❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝.✐✈❡ ✐♥.❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ 1❝✐❡♥.✐1.1 1.❛$.❡❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛. .❤✐1 ❦✐♥❞

♦❢ .❤❡♦$② ❛1 ❡❛$❧② ❛1 .❤❡ 40′s✱ .❤❡ ✜❡❧❞ ❡①♣❧♦❞❡❞ ✐♥ .❤❡ ❧❛1. .✇❡♥.② ②❡❛$1 ✇✐.❤ .❤❡ $✐1❡ ♦❢

❝♦♠♣✉.❡$ 1❝✐❡♥❝❡✱ .❤❡ ✐♥.❡$♥❡. ❛♥❞ ❛$.✐✜❝✐❛❧ ✐♥.❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ O✉❡1.✐♦♥ ♦❢ ✐♥.❡$❡1. ✐1 ❤♦✇

♦♥❡ ❝❛♥ ♠✐♠✐❝ ❞✐✛❡$❡♥. ❝♦♦♣❡$❛.✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦$1 ✇✐.♥❡11❡❞ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥1 ♦❢ ❜✐$❞1✱ ✐♥1❡❝.1✱

❡.❝✳ ❛♠♦♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ♦❢ ❛$.✐✜❝✐❛❧❧② ❝♦♥1.$✉❝.❡❞ 1.✉❝.✉$❡1✴✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧1✳ ❇② ❧❡✈❡$❛❣✲

✐♥❣ .❤❡1❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥1❡♥1✉1✲❜❛1❡❞ 1②1.❡♠1✱ ❣$♦✉♣1 ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥.❧②✲❛❝.✐♥❣ ❛❣❡♥.1 1❤♦✉❧❞

1♦❧✈❡ ♣$♦❜❧❡♠1 ♠♦$❡ ❡✣❝✐❡♥.❧② .❤❛♥ .❤❡② ❝♦✉❧❞ ✐❢ .❤❡② ✇❡$❡ ❝❡♥.$❛❧❧② ❝♦♥.$♦❧❧❡❞✳ ❚❤❡

♥❡①. 1❡❝.✐♦♥ ✇✐❧❧ 1❤♦✇ ❤♦✇ .❤❡1❡ 1②1.❡♠1 ❛$❡ ♣❡$❝❡✐✈❡❞ ❜② ❡♥❣✐♥❡❡$1✱ ❛♥❞ ♣❛$.✐❝✉❧❛$❧② ❜②

.❤❡ ❝♦♥.$♦❧ ❝♦♠♠✉♥✐.②✳
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✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1✲
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❜✐❧❡ !♦❜♦./✱ /❡❡ ❬✷✷✺❪ ❢♦! ❛ ♦✈❡!✈✐❡✇ ♦❢ !❡❝❡♥. !❡/❡❛!❝❤✳ ■♥ ♣❛!.✐❝✉❧❛!✱ ❛ ❧♦. ♦❢ ❛..❡♥.✐♦♥

❤❛/ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ .♦ ♠♦.✐♦♥ ❝♦♦!❞✐♥❛.✐♦♥✱ ❛ !❡♠❛!❦❛❜❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ /②/.❡♠/✳

■♥ ♥❛.✉!❡✱ ♦❢ ❝♦✉!/❡✱ ❛♥✐♠❛❧/ .!❛✈❡❧ ✐♥ ✐♠♣!❡//✐✈❡ ❧❛!❣❡ ♥✉♠❜❡!/✳ ❋♦! .❤❡/❡ ❛♥✐♠❛❧/✱

❝♦♦!❞✐♥❛.✐♥❣ .❤❡✐! ♠♦✈❡♠❡♥./ ✇✐.❤ ♦♥❡ ❛♥♦.❤❡! ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠❛..❡! ♦❢ ❧✐❢❡ ♦! ❞❡❛.❤✳ ❙❡✈❡!❛❧

❡①❛♠♣❧❡/ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥.✐✜❡❞✱ ❢!♦♠ ❜❛/✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡/ ✐♥.❡!❛❝.✐♦♥/ .♦ ❝♦♠♣❧❡① ❤✐❣❤ ♦!❞❡! ❛♥✐✲

♠❛❧ ❝♦♦!❞✐♥❛.❡❞ ❣!♦✉♣/✿ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡♥.✐♦♥ ❤♦✇ ✢♦❝❦/ ♦❢ ❜✐!❞/ ❛♥❞ /❝❤♦♦❧/ ♦❢ ✜/❤ ❝❛♥ .!❛✈❡❧

✐♥ ❢♦!♠❛.✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝. ❛/ ♦♥❡ ✉♥✐. ✐♥ ♦!❞❡! .♦ /❝❛!❡ ♣!❡❞❛.♦!/ ❛♥❞✱ ✐♥ .❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ ❛..❛❝❦✱

.♦ ✐♠♣!♦✈❡ .❤❡✐! ❝❤❛♥❝❡/ ♦❢ /✉!✈✐✈❛❧❀ ❤♦✇ ✜!❡✢✐❡/ /②♥❝❤!♦♥✐③❡ .❤❡✐! ✢❛/❤✐♥❣ ❝②❝❧❡/❀ ❤♦✇

❛♥✐♠❛❧/ ♠✐❣!❛.❡✱ /❤♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❧❧❡❝.✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦!/ /✉❝❤ ❛/ ♦❜/.❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣✱ ❧❡❛❞❡!

❡❧❡❝.✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦!♠❛.✐♦♥ ❦❡❡♣✐♥❣❀ ♦! ❡✈❡♥ ❡♥✈✐!♦♥♠❡♥. ♣❛!.✐.✐♦♥✐♥❣ ✐♥.♦ ♥♦♥♦✈❡!❧❛♣♣✐♥❣

③♦♥❡/ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥✐♠❛❧/✳ ■. ✐/ .❤❡♥ ❝❧❡❛! .❤❛. ❛ ❞❡❡♣ ✉♥❞❡!/.❛♥❞✐♥❣ ♦❢ /✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦!

✐/ ❡①.!❡♠❡❧② ✉/❡❢✉❧ .♦♦❧ ❢♦! ❣!♦✉♣/ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡/✱ ♠♦❜✐❧❡ /❡♥/♦!/✱ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ !♦❜♦.✐❝

/②/.❡♠/✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛/❡ .♦ ❛❧❧ .❤✐/ ✇♦!❦/ !❡❧❛②/ ♦♥ ❝♦♦♣❡!❛.✐✈❡ ❛❧❣♦!✐.❤♠/✳ ❚❤❡ ♥❛.✉!❛❧

❝♦♦♣❡!❛.✐✈❡ /.!❛.❡❣✐❡/ ♦❜/❡!✈❡❞ ✐♥ ◆❛.✉!❡ ✭/❡❡ ❋✐❣✉!❡ ✶✳✷✮ ♠✐❣❤. ❤❛✈❡ ❞✐✛❡!❡♥. ❢♦!♠✱

/.!✉❝.✉!❡✱ ♦! /❝❛❧❡✱ ❜✉. .❤❡② ❞♦ ❛✐♠ ❢♦! .❤❡ /❛♠❡ .❤✐♥❣✿ ♦♣.✐♠✐③❡ ❛ .❛/❦ ❜② ✉/✐♥❣ ❛❧❧ .❤❡

.♦♦❧/ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ .❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧/✳ ❚❤❡ ❝!✐.❡!✐❛ ❢♦! .❤❡ ♦♣.✐♠✐③❛.✐♦♥ ♠✐❣❤. ❛❧/♦ ❜❡

❞✐✛❡!❡♥. ❢!♦♠ ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ .♦ ❛♥♦.❤❡!✳

■♥ ♦!❞❡! .♦ ❡①♣❧❛✐♥ .❤❡ ❜❡♥❡✜./ ♦❢ ▼❆❙ .♦ ❝♦♥.!♦❧ ❡♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ /♦♠❡ ❜❛/✐❝ ❝♦♥❝❡♣./

❛♥❞ ❞❡✜♥✐.✐♦♥/ ♥❡❡❞ .♦ ❜❡ ❞❡.❛✐❧❡❞✳ ❚❤❡ ✜!/. W✉❡/.✐♦♥ .❤❛. ♦♥❡ ♠✐❣❤. ❛/❦ ✐/ ✧❲❤❛. ✐/ ❛♥

❆❣❡♥.❄✧✳ ❲✐.❤✐♥ .❤❡ /❝♦♣❡ ♦❢ .❤✐/ .❤❡/✐/✱ ❛♥ ❛♥/✇❡! ✇✐❧❧ ❜❡ ♣!♦✈✐❞❡❞ ✐♥ .❤❡ ♥❡①. /❡❝.✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ❲❤❛& ✐( ❛♥ ❛❣❡♥&❄

❚❤❡ ❝♦♠♣✉.❡! /❝✐❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐.② ❤❛/ ♣!♦❞✉❝❡❞ ✈❛!✐♦✉/ ❞❡✜♥✐.✐♦♥/ ❢♦! ❛♥ ❛❣❡♥.✱ ❛/

❢♦! ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✶✶✺✱ ✷✸✺✱ ✸✵✵❪✳ ❆ ❝♦♠♣❛!✐/♦♥ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡/❡ ❞❡✜♥✐.✐♦♥/ ❛♥❞ .❤❡✐! !❡❧❛.✐✈❡

♠❡!✐./ ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡//❡/✱ ❢!♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉.❡! /❝✐❡♥❝❡ ♣♦✐♥. ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✻✺❪✳

❊✈❡♥ .❤♦✉❣❤ ❞✐✛❡!❡♥.✱ ❛❧❧ .❤❡ ❞❡✜♥✐.✐♦♥/ !❡❢❡!❡♥❝❡❞ ❛❜♦✈❡ /❤❛!❡ ❛ ❜❛/✐❝ /❡. ♦❢ ❝♦♥❝❡♣./✿

.❤❡ ♥♦.✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥.✱ ✐./ ❡♥✈✐!♦♥♠❡♥. ❛♥❞ ❛✉.♦♥♦♠②✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥/✐❞❡! .❤❡ ❡♥✈✐!♦♥♠❡♥.

❛/ ❛❧❧ ❡①.❡!♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥./ .♦ .❤❡ ❛❣❡♥.✱ .❤❛. ❝❛♥ ❜❡ ♣❤②/✐❝❛❧ ✭❡✳❣✳ .❤❡ ❝♦♥.!♦❧ /②/.❡♠✮
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❛ ♠✉❧&✐✲❛❣❡♥& /②/&❡♠ ❢♦!♠❡❞ ❜② i = 1, . . . , N ❛❣❡♥&/✳ ❚❤❡ /&❛&❡ ♦❢ ❛❣❡♥& i ✐/ !❡♣!❡/❡♥&❡❞

❜② qi ∈ R
m
✇❤❡!❡ m ✐/ &❤❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ♦❢ &❤❡ /&❛&❡✱ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦♥&!♦❧ ✐♥♣✉& ♦❢ &❤❡ /②/&❡♠ ✐/

❞❡♥♦&❡❞ ❜② ui✳ ❚✇♦ ♠❛❥♦! &②♣❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝/ ❛!❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ❧✐♥❡❛! ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛! ♠♦❞❡❧/✳

❆✮ ▲✐♥❡❛( ♠♦❞❡❧1

✐✮ ●❡♥❡&❛❧ ❧✐♥❡❛& ♠♦❞❡❧,

❆ ❣❡♥❡!❛❧ ❧✐♥❡❛! ❦✐♥❡♠❛&✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦! &❤❡ ❛❣❡♥&/ ✐/ ❞❡/❝!✐❜❡❞ ❜② &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡O✉❛&✐♦♥/✿

q̇i =Aqi +Bui, ✭✶✳✷✳✶❛✮

yi =Cqi, ✭✶✳✷✳✶❜✮

✇❤❡!❡ A,B,C ❛!❡ ♠❛&!✐❝❡/ ♦❢ ❛♣♣!♦♣!✐❛&❡❞ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/✳ ❚❤✐/ ♠♦❞❡❧ ✐/ ✉/❡❞ ✐♥

❧✐&❡!❛&✉!❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡❛❧& ✇✐&❤ ❢♦!♠❛&✐♦♥ ❝♦♥&!♦❧ ❞❡/✐❣♥ /✉❝❤ ❛/ ✐♥ ❬✽✽✱ ✽✾✱ ✶✵✺✱

✶✵✾✱ ✶✺✹❪✳

✹✸



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

✐✐✮ ❙✐♥❣❧❡ ✐♥&❡❣'❛&♦' ♠♦❞❡❧

❆ ♣❛#$✐❝✉❧❛# ❝❛)❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛# ♠♦❞❡❧) ✐) $❤❡ ❙✐♠♣❧❡ ■♥$❡❣#❛$♦# ✭❙■✮✱ ❡①♣#❡))❡❞ ❛)✿

q̇i = ui. ✭✶✳✷✳✷✮

❉✐✛❡#❡♥$ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥) ❢♦# ▼❆❙ ❝♦♥$❡♠♣❧❛$✐♥❣ $❤✐) )✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢♦#✲

♠❛$✐♦♥ ❝♦♥$#♦❧ ❬✶✼✶❪✱ #❡♥❞❡③✈♦✉) ❬✻✷❪✱ ❝②❝❧❡ ♣✉#)✉✐$ ❬✶✸✹✱ ✶✻✶❪✱ ❝♦✈❡#❛❣❡

❬✻✸✱ ✷✵✻✱ ✷✹✸❪✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦)❝✐❧❧❛$♦#) ❬✺✷✱ ✶✸✾✱ ✶✹✵✱ ✶✼✺✱ ✷✻✼❪✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦$❤❡#)

❬✶✶✶✱ ✶✷✼❪✳

✐✐✐✮ ❉♦✉❜❧❡ ✐♥&❡❣'❛&♦' ♠♦❞❡❧

❆♥♦$❤❡# ♣❛#$✐❝✉❧❛# ❝❛)❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛# )②)$❡♠) ✐) $❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ■♥$❡❣#❛$♦# ✭❉■✮ ♠♦❞❡❧✱

♦❢$❡♥ ✉)❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧✐$❡#❛$✉#❡ ♦❢ ▼❆❙✳ ❖♥❡ ♦❢ $❤❡ #❡❛)♦♥) ✐) $❤❛$ ✐♥ ♠❛♥②

❝❛)❡)✱ )❡✈❡#❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡) ❝❛♥ ❜❡ ❣♦✈❡#♥❡❞ ❜② ❝♦♥$#♦❧❧✐♥❣ $❤❡ ❛❝❝❡❧❡#❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡✐#

❛❝$✉❛$♦#)✱ ❢♦# ✐♥)$❛♥❝❡ $❤❡ $✐♠❡✲❞❡#✐✈❛$✐✈❡ ♦❢ $❤❡ ❛♥❣✉❧❛# )♣❡❡❞ ♦❢ ♠♦$♦#)✳

❚❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛❧❣♦#✐$❤♠ ❢♦# ❞♦✉❜❧❡ ✐♥$❡❣#❛$♦# ❞②♥❛♠✐❝) ✐) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

q̈i = ui. ✭✶✳✷✳✸✮

❆) ❢♦# ❜❡❢♦#❡✱ $❤✐) ♠♦❞❡❧ ✐) ✉)❡❞ ✐♥ )❡✈❡#❛❧ ❛♣♣#♦❛❝❤❡) ♦❢ ❝♦♦♣❡#❛$✐✈❡ ❝♦♥$#♦❧

)✉❝❤ ❛) ❞✐)$#✐❜✉$❡❞ ❢♦#♠❛$✐♦♥ ❝♦♥$#♦❧ ❬✶✾✸✱ ✷✸✻❪✱ #❡♥❞❡③✈♦✉) ❬✷✻✾❪ ❛♥❞ ✢♦❝❦✐♥❣

❬✶✾✶❪✳

❚❤❡ ♣#❡✈✐♦✉) ♠♦❞❡❧) ♦✛❡# ❣♦♦❞ ♣#♦♣❡#$✐❡) ❢♦# )$❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②)✐)✱ ❜✉$ ✐♥ )♦♠❡ )✐$✉✲

❛$✐♦♥) $❤❡② ❛#❡ )♦♠❡❤♦✇ $♦♦ )✐♠♣❧❡ $♦ ❞❡)❝#✐❜❡ $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝) ♦❢ ❛ #❡❛❧ ❛❣❡♥$✳ ■♥

♦#❞❡# $♦ ❝♦♥)✐❞❡# ♥♦♥✲❧✐♥❡❛#✐$✐❡)✱ )❡✈❡#❛❧ ❛✉$❤♦#) ❤❛✈❡ ✉)❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛# ❛♣♣#♦❛❝❤❡)

❢♦# ▼❆❙ ❝♦♦#❞✐♥❛$✐♦♥ ❛❧❣♦#✐$❤♠) ❬✺✶✱ ✷✶✶✱ ✷✸✽✱ ✷✹✹✱ ✷✹✺❪✳ ❚✇♦ $②♣❡) ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❝♦♥)✐❞❡#❡❞✿ ❛ ❣❡♥❡#❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛# ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦#♠✉❧❛$✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉♥✐❝②❝❧❡ ❦✐♥❡♠❛$✲

✐❝) ❛) ❛ ♣❛#$✐❝✉❧❛# ❝❛)❡ ♦❢ $❤❡ ✜#)$ ♦♥❡✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐)❝✉))❡❞ ✐♥ $❤❡ )❡T✉❡❧✳

❇✮ ◆♦♥❧✐♥❡❛& ♠♦❞❡❧5

✐✮ ●❡♥❡'❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛' ♠♦❞❡❧0

❆ ❣❡♥❡#❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛# ♠♦❞❡❧ ✐) ❞❡)❝#✐❜❡❞ ❜②✿

q̇i =f(qi, ui), ✭✶✳✷✳✹❛✮

yi =h(qi, ui), ✭✶✳✷✳✹❜✮

✇❤❡#❡ f(·) ❛♥❞ h(·) ❛#❡ ❢✉♥❝$✐♦♥) $❤❛$ ❝♦✉❧❞ )❛$✐)❢② )♦♠❡ ♣❛#$✐❝✉❧❛# ❝♦♥❞✐$✐♦♥)
❛❝❝♦#❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ❝♦♥)✐❞❡#❡❞✳ ❉✉❡ $♦ ✐$) ♣♦$❡♥$✐❛❧✐$✐❡)✱ )❡✈❡#❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲

$✐♦♥) ❛))✉♠❡ $❤✐) ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥❛♠❡ ❢♦#♠❛$✐♦♥ ❝♦♥$#♦❧ ❬✶✺✱ ✶✻✱ ✽✺✱ ✶✾✼✱ ✷✶✸❪✱

♠♦$✐♦♥ ♣❧❛♥✐♥❣ ❬✾✻❪✱ ❡①$#❡♠✉♠✲)❡❡❦✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠ ❬✶✸✽❪ ❛♥❞ ♣❧✉♠❡ $#❛❝❦✐♥❣

❬✷✸✼❪✳

✹✹



✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

✐✮ ❯♥✐❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧

❆ ♣❛#$✐❝✉❧❛# ♥♦♥❧✐♥❡❛# ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡①$❡♥0✐✈❡❧② ❝♦♥0✐❞❡#❡❞ ✐♥ #♦❜♦$✐❝0 ❛♥❞

❛✉$♦♠❛$✐❝ ❝♦♥$#♦❧ ✐0 $❤❡ ✉♥✐❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐0 ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐0 ✇✐❞❡❧②

✉0❡❞ $♦ #❡♣#❡0❡♥$ ❞②♥❛♠✐❝0 ♦❢ ❣#♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡0✱ ❆✉$♦♥♦♠♦✉0 ❯♥❞❡#✇❛$❡# ❱❡✲

❤✐❝❧❡0 ✭❆❯❱0✮ ❛♥❞ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡#✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡0 ✭❯❆❱0✮✳ ❚❤❡ 0$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛❣❡♥$

i ✐0 ❞❡♥♦$❡❞ ❜② ✈❡❝$♦# [xi, yi θi]
T
✇❤❡#❡ θi ∈ S1

✐0 ✐$0 ❤❡❛❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞

qi = [xi, yi]
T ∈ R

2
✐$0 ♣♦0✐$✐♦♥ ✈❡❝$♦# 0✉❝❤ $❤❛$ xi ❛♥❞ yi #❡♣#❡0❡♥$ $❤❡ ❞②✲

♥❛♠✐❝0 ♦❢ qi ♦♥ $❤❡ ①✲❛①✐0 ❛♥❞ ②✲❛①✐0✱ #❡0♣❡❝$✐✈❡❧②✳ ❈♦♥0✐❞❡#✐♥❣ $❤❛$ vi, ui ❛#❡

$❤❡ ❝♦♥$#♦❧ ✐♥♣✉$0✱ $❤✐0 ♠♦❞❡❧ ✐0 $❤❡#❡❢♦#❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ẋi =vi cos θi, ✭✶✳✷✳✺❛✮

ẏi =vi sin θi, ✭✶✳✷✳✺❜✮

θ̇i =ui, ✭✶✳✷✳✺❝✮

❆♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦$❤❡#0✱ $❤✐0 ♠♦❞❡❧ ❤❛0 ❜❡❡♥ ❝♦♥0✐❞❡#❡❞ ❢♦# ❢♦#♠❛$✐♦♥ ❝♦♥$#♦❧

❬✹✸✱ ✺✾✱ ✻✵✱ ✼✷✱ ✼✾✱ ✶✶✽✱ ✷✵✶✱ ✷✹✼✱ ✷✹✽❪✱ #❡♥❞❡③✈♦✉0 ❬✼✹❪✱ $#❛❥❡❝$♦#② $#❛❝❦✐♥❣

❬✶✸✻✱ ✶✸✼❪✱ ♠♦$✐♦♥ ♣❧❛♥✐♥❣ ❬✼✶❪✱ 0②♥❝❤#♦♥✐③❛$✐♦♥ ❬✷✵✵❪✱ ❝♦✈❡#❛❣❡ ❬✶✹✶✱ ✶✺✾❪✱

❡①♣❧♦#❛$✐♦♥ $❛0❦ ❬✶✹✺❪ ❛♥❞ 0♦✉#❝❡✲0❡❡❦✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠0 ❬✺✻✱ ✺✼✱ ✶✼✷✱ ✶✽✻❪✳

✶✳✷✳✷ ◆❡%✇♦(❦✐♥❣

▼✉❧$✐✲❛❣❡♥$ 0②0$❡♠0✬ 0$#✉❝$✉#❡ #❡❧✐❡0 ♣❛#$✐❝✉❧❛#❧② ♦♥ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ♥❡$✇♦#❦ ❝♦♥✲

♥❡❝$✐♥❣ ❛❧❧ ❛❣❡♥$0✳ ■♥❞❡❡❞✱ 0✐♥❝❡ ❛❣❡♥$0 ✉0✉❛❧❧② ❝♦♦♣❡#❛$❡ ✇✐$❤ ♦$❤❡# ❛❣❡♥$0✱ $❤❡② 0❤♦✉❧❞

❤❛✈❡ 0♦♠❡ 0♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐✈❡ ❛❜✐❧✐$✐❡0✳ ■♥ ♦#❞❡# $♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$❡✱ ❛❣❡♥$0 ♠✉0$ ❜❡

❛❜❧❡ $♦✿

• ❉❡❧✐✈❡( ❛♥❞ (❡❝❡✐✈❡ ♠❡11❛❣❡1✿ ❛$ $❤✐0 ♣❤②0✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❛❣❡♥$0 ♠✉0$ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$❡

♦✈❡# ❛❣#❡❡❞ ♣❤②0✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥❡$✇♦#❦ ❧❛②❡#0 $♦ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ ❞❡❧✐✈❡# ❛♥❞ #❡❝❡✐✈❡ 0$#✐♥❣0 ♦#

♦❜❥❡❝$0 $❤❛$ #❡♣#❡0❡♥$ ♠❡00❛❣❡0✳

• ;❛(1❡ +❤❡ ♠❡11❛❣❡1✿ ❛$ $❤❡ 0②♥$❛❝$✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ❛❣❡♥$0 ♠✉0$ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ ♣❛#0❡ ♠❡00❛❣❡0

$♦ ❝♦##❡❝$❧② ❞❡❝♦❞❡ $❤❡ ♠❡00❛❣❡ $♦ ✐$0 ♣❛#$0✱ 0✉❝❤ ❛0 ♠❡00❛❣❡ ❝♦♥$❡♥$✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱

0❡♥❞❡#✱ ❛♥❞ ❛❧0♦ ♠✉0$ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ ♣❛#0❡ $❤❡ ❝♦♥$❡♥$ ♦❢ $❤❡ ♠❡00❛❣❡✳

• ❯♥❞❡(1+❛♥❞ +❤❡ ♠❡11❛❣❡1✿ ❛$ $❤❡ 0❡♠❛♥$✐❝ ❧❡✈❡❧✱ $❤❡ ♣❛#0❡❞ 0②♠❜♦❧0 ♠✉0$ ❜❡

✉♥❞❡#0$♦♦❞ ✐♥ $❤❡ 0❛♠❡ ✇❛②✱ ✐✳❡✳✱ $❤❡ ♦♥$♦❧♦❣② ❞❡0❝#✐❜✐♥❣ $❤❡ 0②♠❜♦❧0 ♠✉0$ ❜❡

0❤❛#❡❞ ♦# ❡①♣❧✐❝✐$❧② ❡①♣#❡00❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡00✐❜❧❡ $♦ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ ❞❡❝♦❞❡ $❤❡ ✐♥❢♦#♠❛$✐♦♥

❝♦♥$❛✐♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠❡00❛❣❡✳

❊✈❡♥ ✐❢ ♣#❡✈✐♦✉0 ❝♦♥❝❡♣$0 ❞❡✜♥❡ ♥❡❝❡00❛#② ❛❜✐❧✐$✐❡0 ❢♦# ✐♥$❡#✲❛❣❡♥$ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥✱

$❤❡② ❞♦ ♥♦$ ♣#♦✈✐❞❡ ❛♥② 0♣❡❝✐✜❝❛$✐♦♥0 ❝♦♥❝❡#♥✐♥❣ $❤❡ ♥❡$✇♦#❦✳ ■♥ ❢❛❝$✱ ✐♥$❡#❛❝$✐♦♥0

❜❡$✇❡❡♥ ❛❣❡♥$0 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣#❡00❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡#❡♥$ ✇❛②0✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥$✐❢② $❤#❡❡ $②♣❡0✿

• ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♥❡+✇♦(❦1✿ ■♥ 0❡✈❡#❛❧ 0$#✉❝$✉#❡0✱ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❞✐✛❡#❡♥$

♣❧❛②❡#0 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣#❡00❡❞ $❤#♦✉❣❤ $❤❡ ✐♥$❡#❝♦♥♥❡❝$✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡0 0✉❝❤

✹✺



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

❛! "✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡!✱ !♣"✐♥❣!✱ ❞❛♠♣❡"! ♦" -"❛♥!♠✐!!✐♦♥!✱ !❛-✐!❢②✐♥❣ ❜♦-❤ ♣❤②!✐❝❛❧ ❛♥❞

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣"♦♣❡"-✐❡!✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ -❤❡ !❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣-! ❛"❡ ❛❧!♦ ✉!❡❞ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣② -♦ ❞❡✲

✜♥❡ ✐♥-❡"❛❝-✐♦♥! ❜❡-✇❡❡♥ ♣"♦-❡✐♥! ♦" ✐♥ ♥❡✉"♦✲!❝✐❡♥❝❡ -♦ ❡①♣"❡!! ♥❡✉"♦♥❡!✬ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❧❛✇!✳

• ❲✐&❡❞ ♥❡$✇♦&❦3✿ ❚❤✐! -②♣❡ ♦❢ ♥❡-✇♦"❦ "❡❧✐❡! ♦♥ ❛ !②!-❡♠ ♦❢ ❝❛❜❧❡!✳ ❚❤❡"❡ ❛"❡

♠❛♥② ❛"❡❛! ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❢♦" ✇✐"❡❞ ♥❡-✇♦"❦!✳ ❊❧❡❝-"✐❝✱ -❡❧❡♣❤♦♥❡✱ ❝❛❜❧❡ -❡❧❡✈✐!✐♦♥

♦" ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ ♥❡-✇♦"❦! ❛"❡ !♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡!✳ ■♥ ♣❛"-✐❝✉❧❛"✱ -❤❡ ❊-❤❡"♥❡- ✐! ❛

✇✐❞❡❧② ✉!❡❞ -❡❝❤♥♦❧♦❣② -♦ ❡!-❛❜❧✐!❤ ❛ ▲♦❝❛❧ ❆"❡❛ ◆❡-✇♦"❦ ✭▲❆◆✮✳ ▼♦"❡ ♣"❡❝✐!❡❧②✱

-❤❡!❡ !-"✉❝-✉"❡! ❛"❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❣"♦✉♣ ♦❢ ❝♦♠♣✉-❡"! ❛♥❞ ❛!!♦❝✐❛-❡❞ ❞❡✈✐❝❡! -❤❛-

!❤❛"❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ❧✐♥❡ ✇✐-❤✐♥ ❛ ✈❡"② !♠❛❧❧ ❣❡♦❣"❛♣❤✐❝❛❧ ❛"❡❛✳ ❋✉"✲

-❤❡"♠♦"❡✱ ✐- ✐! ❛❧!♦ ♣♦!!✐❜❧❡ -❤❛- !❡✈❡"❛❧ ❞❡✈✐❝❡! ❤❛✈❡ -♦ !❤❛"❡ -❤❡ "❡!♦✉"❝❡! ♦❢ ❛

!✐♥❣❧❡ ♣"♦❝❡!!♦" ♦" !❡"✈❡"✳

• ❲✐&❡❧❡33 ♥❡$✇♦&❦3✿ ❙✐♥❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇✐"❡❞ ❝♦♥♥❡❝-✐♦♥ ✐! ✐♠♣♦!!✐❜❧❡ ✐♥ !♣❛-✐❛❧❧②

❞✐!-"✐❜✉-❡❞ ♣❧❛♥-! ♦" ✐♥ ❝❛"! ❛♥❞ ❛✐"♣❧❛♥❡!✱ -❤❡"❡ ✐! ❛ ❧♦- ♦❢ ✐♥-❡"❡!- ✐♥ ✇✐"❡❧❡!!

♥❡-✇♦"❦!✳ ❚❤❡ ✇♦"❞ ✇✐"❡❧❡!! ✐! ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ -❤❡ ❞✐❝-✐♦♥❛"② ❛! ✧❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ✇✐"❡!✧✳ ■♥

♥❡-✇♦"❦✐♥❣ -❡"♠✐♥♦❧♦❣②✱ ✇✐"❡❧❡!! ✐! -❤❡ -❡"♠ ✉!❡❞ -♦ ❞❡!❝"✐❜❡ ❛♥② ♥❡-✇♦"❦ ✇❤❡"❡

-❤❡"❡ ✐! ♥♦ ♣❤②!✐❝❛❧ ✇✐"❡❞ ❝♦♥♥❡❝-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ !❡♥❞❡" ❛♥❞ "❡❝❡✐✈❡"✱ ❜✉- "❛-❤❡" ❛

❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ♥❡-✇♦"❦ ❜❛!❡❞ ♦♥ "❛❞✐♦ ✇❛✈❡ -"❛♥!♠✐!!✐♦♥!✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥

✐♥ ❡✈❡"② ❞❛② ❧✐❢❡ ✐! -❤❡ ♣♦"-❛❜❧❡ ♦✣❝❡✳ I❡♦♣❧❡ ♦♥ -❤❡ "♦❛❞ ✇❛♥- -♦ ✉!❡ -❤❡✐" ♣♦"-❛❜❧❡

❡❧❡❝-"♦♥✐❝ ❡J✉✐♣♠❡♥- -♦ !❡♥❞ ❛♥❞ "❡❝❡✐✈❡ -❡❧❡♣❤♦♥❡ ❝❛❧❧!✱ ❢❛①❡!✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝-"♦♥✐❝ ♠❛✐❧✱

"❡❛❞ "❡♠♦-❡ ✜❧❡!✱ ❧♦❣✐♥ ♦♥ "❡♠♦-❡ ♠❛❝❤✐♥❡! ❛♥❞ ❞♦ -❤✐! ❢"♦♠ ❛♥②✇❤❡"❡ ♦♥ ❧❛♥❞✱ !❡❛✱

♦" ❛✐"✳ ❲✐"❡❧❡!! ♥❡-✇♦"❦! ❛"❡ ♦❢ ❣"❡❛- ✈❛❧✉❡ -♦ ✢❡❡-! ♦❢ -"✉❝❦!✱ -❛①✐!✱ ❜✉!❡!✱ -"❛✐♥!

♦" ♣❧❛♥❡!✳ ❆♥♦-❤❡" ✉!❡ ✐! ❢♦" "❡!❝✉❡ ✇♦"❦❡"! ❛- ❞✐!❛!-❡" !✐-❡! ✇❤❡"❡ -❤❡ -❡❧❡♣❤♦♥❡

!②!-❡♠ ❤❛! ❜❡❡♥ ❞❡!-"♦②❡❞✳

❚❤❡ ✐♥-"♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ♥❡-✇♦"❦ ✐♥ ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥- !②!-❡♠! ♦✛❡"! !♦♠❡

❛❞✈❛♥-❛❣❡!✱ !✉❝❤ ❛! ❧♦✇ ❝♦!-✱ ❤✐❣❤ "❡❧✐❛❜✐❧✐-②✱ ❧❡!! ✇✐"✐♥❣✱ ❡❛!② ♠❛✐♥-❡♥❛♥❝❡✱ ❜✉- ❛❧!♦

✈❛"✐♦✉! ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ❝♦♥!-"❛✐♥-! ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ J✉❛♥-✐③❛-✐♦♥ ❡✛❡❝-! ❬✸✽✱ ✹✹✱ ✶✸✷❪✱ ♣"❡!❡♥❝❡

♦❢ ♥♦✐!❡ ❬✶✺✼✱ ✸✶✽❪✱ ❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ❬✹✷✱ ✶✺✸✱ ✶✺✼✱ ✶✾✹✱ ✷✼✹✱ ✷✼✺✱ ✷✽✹✱ ✷✽✺✱ ✸✵✶✱

✸✵✷✱ ✸✶✵✱ ✸✶✽❪✱ ♣❛❝❦❡- ❧♦!!❡! ❬✽✻✱ ✶✶✸✱ ✷✵✾✱ ✷✼✻✱ ✸✵✻❪ ❛♥❞ !♦ ♦♥✳ ▼♦"❡ ♣"❡❝✐!❡❧②✱ ❢♦"

✜"!- ♦"❞❡" ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥- !②!-❡♠!✱ ❬✶✾✹❪ ❣✐✈❡! ❛♥ ✐♥✐-✐❛❧ !-✉❞② ♦♥ -❤❡ ❝♦♥!❡♥!✉! ♣"♦❜❧❡♠ ❢♦"

❝♦♥-✐♥✉♦✉!✲-✐♠❡ !②!-❡♠! ✐♥ -❤❡ ❢"❡J✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♣"♦✈✐❞❡! ❛ ♥❡❝❡!!❛"② ❛♥❞ !✉✣❝✐❡♥-

❝♦♥❞✐-✐♦♥ ♦♥ -❤❡ ✉♣♣❡" ❜♦✉♥❞ ♦❢ -✐♠❡✲❞❡❧❛②! ✉♥❞❡" -❤❡ ❛!!✉♠♣-✐♦♥ -❤❛- ❛❧❧ -❤❡ ❞❡❧❛②! ❛"❡

❡J✉❛❧ ❛♥❞ -✐♠❡✲✐♥✈❛"✐❛♥-✳ ❋♦" ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥- !②!-❡♠! ✇✐-❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ -♦♣♦❧♦❣✐❡!
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✜"!-✲♦"❞❡" ❝♦♥!❡♥!✉! ♣"♦❜❧❡♠ ✐! ❢♦"♠✉❧❛-❡❞ ♦✈❡" ♥❡-✇♦"❦! ✇✐-❤ "❛♥❞♦♠ ♣❛❝❦❡- ❧♦!!❡!✱

✇❤❡"❡ ✐- ✐! !❤♦✇♥ -❤❛- ❛❧♠♦!- !✉"❡ ❝♦♥!❡♥!✉! ✐! ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ -❤❡ ❡①♣❡❝-❡❞ ✐♥-❡"❛❝-✐♦♥

-♦♣♦❧♦❣② ❤❛! !♣❛♥♥✐♥❣ -"❡❡!✳ ❈♦♥!✐❞❡"✐♥❣ !❡❝♦♥❞✲♦"❞❡" ❝♦♥!❡♥!✉! ♣"♦-♦❝♦❧!✱ ❬✶✺✸✱ ✷✽✺❪

✐♥✈❡!-✐❣❛-❡ -❤❡ ❡✛❡❝- ♦❢ ❝♦♥!-❛♥- ✐♥♣✉- ❞❡❧❛②! ♦♥ -❤❡ ♣"♦-♦❝♦❧✬! ❝♦♥✈❡"❣❡♥❝❡ ♣"♦♣❡"-✐❡!

✹✻



✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

❛♥❞ ♣$♦✈✐❞❡) ❞❡❧❛②✲❞❡♣❡♥❞❡♥- ❝♦♥)❡♥)✉) ❝♦♥❞✐-✐♦♥)✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❬✸✶✽❪ ✐♥✈❡)-✐❣❛-❡) -❤❡

❝♦♥)❡♥)✉) ♦❢ )❡❝♦♥❞✲♦$❞❡$ ♥❡-✇♦$❦❡❞ ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥- )②)-❡♠) ✇✐-❤ ♥♦✐)❡✱ ♣❛❝❦❡- ❧♦))❡) ❛♥❞

$❛♥❞♦♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ❞❡❧❛②)✳ ❆ ?✉❡✉✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐)♠ ✐) ✐♥-$♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ -❤❡ ✐♥❤❡$❡♥-

♣❛❝❦❡- ❧♦)) ♣$♦❝❡)) ✐) ❛))✉♠❡❞ -♦ ♦❜❡② -❤❡ ❇❡$♥♦✉❧❧✐ ❞✐)-$✐❜✉-✐♦♥✳

■♥ ♦-❤❡$ ✜❡❧❞)✱ ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥- )②)-❡♠) ❛$❡ ♦❢-❡♥ ❛❞❞$❡))❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉-❡$ )❝✐❡♥❝❡ ❬✾✷✱ ✶✷✺✱

✷✾✵❪✱ ❞✐)-$✐❜✉-❡❞ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ❬✷✵✱ ✷✼❪✱ ❣❛♠❡ -❤❡♦$② ❬✷✽❪ ♦$ )♦❝✐❛❧ )❝✐❡♥❝❡ ❬✻✽❪✳ ■♥ ♦$❞❡$ -♦

♠♦❞❡❧ ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥- )②)-❡♠)✱ ❝♦♥-$♦❧ ❡♥❣✐♥❡❡$) ✉)❡ )❡✈❡$❛❧ -♦♦❧) ❛♥❞ ❞❡✜♥✐-✐♦♥) ❢$♦♠ ❣$❛♣❤

-❤❡♦$②✳ ❚❤❡ $❡❛❞❡$ )❤♦✉❧❞ $❡❢❡$ -♦ ❬✷✸✱ ✶✶✼✱ ✷✸✽❪ ❛♥❞ -❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡) -❤❡$❡✐♥ ❢♦$ ❞❡-❛✐❧❡❞

✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥✳ ◆❡①- )❡❝-✐♦♥ ♣$❡)❡♥-) -❤❡ ♥❡❝❡))❛$② -♦♦❧) ✉)❡❞ -❤$♦✉❣❤♦✉- -❤❡ -❡❝❤♥✐❝❛❧

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥-) ♦❢ -❤✐) -❤❡)✐)✳

✶✳✷✳✸ ●%❛♣❤ )❤❡♦%②✿ ❝♦♥❝❡♣)0 ❛♥❞ )♦♦❧0

■♥ ❛ )✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇❛②✱ ▼❆❙ ❝❛♥ ❜❡ ❣$❛♣❤✐❝❛❧❧② $❡♣$❡)❡♥-❡❞ ❜② ❛ ♥❡-✇♦$❦ ♦❢ ♥♦❞❡)

✐♥-❡$❝♦♥♥❡❝-❡❞ ✈✐❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ❧✐♥❦)✱ ✉)✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛$$♦✇)✳ ■♥ -❤❡ ❝♦♥-❡①- ♦❢

-❤✐) -❤❡)✐)✱ -❤❡ ❡①✐)-❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♥❡❝❡))❛$✐❧② ♠❡❛♥) -❤❛- -❤❡ -✇♦ ❝♦♥❝❡$♥❡❞ ❛❣❡♥-) ❝❛♥

❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥✳ ❖♥❡ )❤♦✉❧❞ ♥♦-❡ -❤❛- -❤❡ ❣$❛♣❤ ❝♦♥♥❡❝-✐♥❣ ❛❣❡♥-) ❝❛♥ ❜❡ ❡✐-❤❡$

❞✐$❡❝-❡❞ ♦$ ✉♥❞✐$❡❝-❡❞✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ -❤❡ -✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐-✐♦♥) ❤♦❧❞✳

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✶✳✶✳ ❆ ❞✐"❡❝% ❣"❛♣❤ ♦" ❞✐❣"❛♣❤ ✐) ❞❡✜♥❡❞ ❛) ❛ ❝♦✉♣❧❡ G = (V,E) ❝♦♥)✐)0✐♥❣

♦❢ ❛ )❡0 ♦❢ N ❡❧❡♠❡♥0) ❝❛❧❧❡❞ ✈❡"0✐❝❡)✱ ❞❡♥♦0❡❞ ❜② V = {1, 2, . . . , N} ❛♥❞ ❛ )❡0 ♦❢ ♦"❞❡"❡❞
♣❛✐" ♦❢ ✈❡"0✐❝❡) ❝❛❧❧❡❞ ❡❞❣❡)✱ "❡♣"❡)❡♥0❡❞ ❜② E ⊆ V × V ✳ ❚❤❡ ♣❛✐" (i, j) ❞❡♥♦0❡) ❛♥ ❡❞❣❡

❢"♦♠ 0❤❡ ❡❧❡♠❡♥0 i 0♦ j✳

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✶✳✷✳ ❆♥ ✉♥❞✐"❡❝%❡❞ ❣"❛♣❤ ❝♦♥)✐)0) ♦❢ ❛ )❡0 ♦❢ ✈❡"0✐❝❡) V ❛♥❞ ❛ )❡0 ♦❢ ❡❞❣❡)

E )✉❝❤ 0❤❛0✱ ❢♦" ❛❧❧ ♣❛✐" ♦❢ ❡❧❡♠❡♥0) i, j ∈ V ✱ (i, j) ∈ E ❛♥❞ (j, i) ∈ E✳

❆) ♠❡♥-✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦$❡✱ ✐♥ ▼❆❙ -❤❡ ❣$♦✉♣ ❜❡❤❛✈✐♦$ ✐) ♥♦- ❞✐❝-❛-❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ -❤❡ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❛❧)✳ ❖♥ -❤❡ ❝♦♥-$❛$②✱ -❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ $❡)✉❧-) ✐♠♣❧✐❝✐-❧② ❢$♦♠ -❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥)

❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧) ❛♥❞ -❤❡✐$ ♥❡✐❣❤❜♦$)✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♣$❡✈✐♦✉)❧② )✉♠♠❛$✐③❡❞✱ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ❢♦$♠❛❧✐③❡) -❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ❝♦♥❝❡♣-✳

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦"❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ✈❡"0❡① i ∈ V ✐) 0❤❡ )❡0✿

Ni = {j ∈ V |(i, j) ∈ E}.

❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ❛❧❧ -❤❡ ❡❧❡♠❡♥-) j ∈ Ni ❛$❡ ❝❛❧❧❡❞ -❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦$) ♦❢ ❡❧❡♠❡♥- i✳ ❚❤✐) ♠❡❛♥)

-❤❛- -❤❡$❡ ✐) ❛♥ ❡❞❣❡ ❢$♦♠ ♥♦❞❡ i -♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ j ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣) -♦ -❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞✳

❚❤✐) ✐♥❤❡$❡♥-❧② ❧❡❛❞) ✉) -♦ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ ♥♦❞❡ ❞❡❣$❡❡✳

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✶✳✹✳ ❚❤❡ ❞❡❣"❡❡ ♦❢ ❛ ✈❡"0❡① i ∈ V ✐) 0❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ✐0) ♥❡✐❣❤❜♦")✱ )✉❝❤ 0❤❛0

di = |Ni|.
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❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ❛❧❧♦✇) ✉) -♦ ❞❡✜♥❡✱ ✐♥ ❛ ♠❛-$✐① ❢♦$♠✱ ❤♦✇ ♠❛♥② ♥❡✐❣❤❜♦$)

❡❛❝❤ ❛❣❡♥- ❤❛) -❤$♦✉❣❤ ✇❤❛- ✐) ❝❛❧❧❡❞ -❤❡ ❞❡❣$❡❡ ♠❛-$✐①✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✶✳✺✳ ❚❤❡ ❞❡❣#❡❡ ♠❛&#✐① ♦❢ ❛ ❞✐❣)❛♣❤ G = (V,E) ✐+ ,❤❡ N × N ♠❛,)✐①

∆ = (dij) ❣✐✈❡♥ ❢♦) ❛❧❧ i, j ∈ V ❜②✿

dij =

{

di, ✐❢ i = j

0 ♦,❤❡)✇✐+❡

❯♥-✐❧ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧❧ ❝♦♥❝❡♣-) $❡❧❛-❡❞ -♦ ▼❆❙ ❡①❝❡♣- ❤♦✇ ❛♥❞

❢$♦♠ ✇❤♦ -♦ ✇❤♦ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✐) ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐) ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ -❤$♦✉❣❤ ✇❤❛- ✐) ❝❛❧❧❡❞

❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛-$✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✶✳✻✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛&#✐① ♦❢ ❛ ❞✐❣)❛♣❤ G = (V,E) ✐+ ,❤❡ N ×N ♠❛,)✐①

A = (aij) ❣✐✈❡♥ ❢♦) ❛❧❧ i, j ∈ V ❜②✿

aij =

{

1, ✐❢ (i, j) ∈ E,

0 ♦,❤❡)✇✐+❡.

❇♦-❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❛♥❞ ❞❡❣$❡❡ ♠❛-$✐❝❡) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣$❡✈✐♦✉)❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❲❡ ❛$❡ ♥♦✇ $❡❛❞②

-♦ ✐♥-$♦❞✉❝❡ ✇❤❛- ✐) ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❧✐-❡$❛-✉$❡ -❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛-$✐① ▲✳ ❚❤✐) ♥❡✇ ♠❛-$✐①✱

✇❤✐❝❤ ❣❛-❤❡$) ❜♦-❤ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥- i✱ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣$❡))❡❞ ❛)✿

▲ = ∆−A,
❛♥❞ -❤❡$❡❢♦$❡

Lij =







di, ✐❢ i = j,

−1, ✐❢ j ∈ Ni,

0 ♦-❤❡$✇✐)❡.

✭✶✳✷✳✻✮

✇❤❡$❡ Lij ❞❡♥♦-❡) -❤❡ ❡❧❡♠❡♥- ♦♥ i
th
❧✐♥❡ ❛♥❞ jth ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ L✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❛ N × N )✐③❡

♠❛-$✐①✳ ❖♥❡ )❤♦✉❧❞ ♥♦-❡ -❤❛- ∆ ✐) ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛-$✐①✱ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐-✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡❧❡♠❡♥- ♦❢ -❤❡ ❞❡❣$❡❡ ♠❛-$✐① ✐) ❡J✉❛❧ -♦ -❤❡ )✉♠ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥-) ♦❢ ✐-) ❝♦$$❡)♣♦♥❞✐♥❣ $♦✇

✐♥ -❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛-$✐① (∆)ii =
∑N

j=1 aij✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ ❛❧❧ )❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡/ ♦❢ ▲ ❤❛✈❡

♥♦♥♥❡❣❛)✐✈❡ #❡❛❧ ♣❛#)/✱ /✉❝❤ )❤❛)✿

0 = λ0 ≤ λ1 ≤ . . . ≤ λN−1,

✇❤❡#❡ λk(▲) #❡♣#❡/❡♥)/ )❤❡ kth ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲✳ ■) ✐/ ✇♦#)❤ ♠❡♥)✐♦♥✐♥❣ )❤❛) )❤❡ /❡❝♦♥❞

/♠❛❧❧❡/) ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❣#❛♣❤✬/ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧❣❡❜#❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)②✱ <✉❛♥)✐✜❡/ )❤❡

/♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥/❡♥/✉/ ❛❧❣♦#✐)❤♠/✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ❤♦❧❞/✳

✹✽



✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✶✳✼✳ ❚❤❡ #❡❝♦♥❞ #♠❛❧❧❡#+ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ2 ♦❢ +❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛+3✐① ▲ ✐# 3❡❢❡33❡❞

+♦ ❛# +❤❡ ❛❧❣❡❜&❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝+✐✈✐+② ♦❢ +❤❡ ✉♥❞✐3❡❝+❡❞ ❣3❛♣❤ G✳

▲❛♣❧❛❝✐❛♥' ❛♥❞ )❤❡✐, '♣❡❝),❛❧ ♣,♦♣❡,)✐❡' ❬✶✵✻✱ ✶✻✽❪ ♣❧❛② ❛ ❝,✉❝✐❛❧ ,♦❧❡ ✐♥ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡

❛♥❛❧②'✐' ♦❢ ❝♦♥'❡♥'✉' ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥) ❛❧❣♦,✐)❤♠'✳ ■♥ ❢❛❝)✱ '❡✈❡,❛❧ ❛❣,❡❡♠❡♥) ❛❧❣♦,✐)❤♠'

❝❛♥ ❜❡ ❢♦,♠❛❧✐③❡❞ ✉'✐♥❣ )❤❡ ♣,❡✈✐♦✉'❧② ❞❡✜♥❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛),✐①✱ ❛♥❞ ❝♦♥'❡A✉❡♥)❧②✱ )❤❡✐,

❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ♣,♦♣❡,)✐❡' ❛,❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥) ♦♥ )❤❡ '),✉❝)✉,❡ ❛♥❞ ❞❡,✐✈❡❞ ♣,♦♣❡,)✐❡' ♦❢ ▲✳ ❖♥❡

♦❢ )❤❡ '❡✈❡,❛❧ ✐♥)❡,❡')✐♥❣ ♣,♦♣❡,)✐❡' ♦❢ ▲ ')❛)❡' )❤❛) )❤❡ ✈❡❝)♦, ♦❢ ♦♥❡' ✶ = (1, . . . , 1)T ∈
R
N
✐' ❛❧✇❛②' ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝)♦, ♦❢ )❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛),✐① ✇✐)❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ③❡,♦✱ '✉❝❤ )❤❛)✱

▲✶ = ✵✱ ✇❤❡,❡ ✵ = (0, . . . , 0)T ∈ R
N
,❡♣,❡'❡♥)' )❤❡ ✈❡❝)♦, ♦❢ ③❡,♦'✳

❆♥♦)❤❡, ❝♦♥❝❡♣) )❤❛) ❞,❛')✐❝❛❧❧② ❛✛❡❝)' ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ♣,♦♣❡,)✐❡' ♦❢ ❝♦♥'❡♥'✉' ❛❧❣♦✲

,✐)❤♠' ✐' ❣,❛♣❤✬' ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)②✳ ❚❤❡ ♥♦)✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)② ✐' ❛''♦❝✐❛)❡❞ )♦ )❤❡ ✐❞❡❛ )❤❛)

)❤❡ ✐♥❢♦,♠❛)✐♦♥ ),❛♥'♠✐))❡❞ ❜② ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐♥ )❤❡ ❣,❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ,❡❝❡✐✈❡❞ ❢♦, )❤❡ ,❡') ♦❢ )❤❡

♥♦❞❡' ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ ❣,❛♣❤✳

❈♦♥'✐❞❡, ❛ ❞✐❣,❛♣❤ G = (V,E) ✇❤♦'❡ ✈❡,)✐❝❡' ❛,❡ ❞❡♥♦)❡❞ ❜② V = {i1, i2, . . . , iN}✳ ❆
✈❡,)❡① ♦❢ ❛ ❞✐❣,❛♣❤ ✐' ❣❧♦❜❛❧❧② ,❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐❢ ✐) ❝❛♥ ❜❡ ,❡❛❝❤❡❞ ❢,♦♠ ❛♥② ♦)❤❡, ✈❡,)❡① ❜②

),❛✈❡,'✐♥❣ ❛ ❞✐,❡❝) ♣❛)❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ❞❡✜♥❡❞ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✳

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✶✳✽✳ ❆ ❞✐&❡❝+ ♣❛+❤ ✐♥ ❛ ❞✐❣3❛♣❤ G = (V,E) ✐# ❛♥ ♦3❞❡3❡❞ #❡7✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡3+✐❝❡#

(i1, i2)(i2, i3) . . . (im−1, im) #✉❝❤ +❤❛+ ❛♥② ♦3❞❡3❡❞ ♣❛✐3 ♦❢ ✈❡3+✐❝❡# ❛♣♣❡❛3✐♥❣ ❝♦♥#❡❝✉+✐✈❡❧②

✐♥ +❤❡ #❡7✉❡♥❝❡ ✐# ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ +❤❡ ❞✐❣3❛♣❤✱ ✐✳❡✳✱ (ip−1, ip) ∈ E ❢♦3 ❛❧❧ p = 1, . . . ,m✱ ✇❤❡3❡

m ≤ N ✳

■♥ ❧✐)❡,❛)✉,❡✱ )❤❡,❡ ❡①✐') ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❝♦♥),✐❜✉)✐♦♥' )❤❛) ,❡❧② ♦♥ )❤❡ ♣,♦♣❡,)✐❡'

♦❢ )❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛),✐①✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ♠♦') '♦❧✉)✐♦♥' ♣,♦♣♦'❡❞ ✐♥ )❤❡'❡ ✇♦,❦' ❛,❡ ❣,❛♣❤

❝♦♥'),❛✐♥❡❞✳ ■♥ ♦)❤❡, ✇♦,❞'✱ '),♦♥❣ ❛''✉♠♣)✐♦♥ ❛,❡ ♠❛❞❡ ♦♥ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ ❣,❛♣❤✳

■♥ ♦,❞❡, )♦ ❞✐'❝✉''✱ ❢✉,)❤❡, ✐♥ )❤✐' )❤❡'✐'✱ ❛''✉♠♣)✐♦♥ ❝♦♥'❡,✈❛)✐✈❡♥❡''✱ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❞❡✜♥✐)✐♦♥' ❤♦❧❞✳

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✶✳✾✳ ❆ ❞✐❣3❛♣❤ G = (V,E) ✐# 1+&♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝+❡❞ ✐❢ ❡✈❡3② ✈❡3+❡① ✐# ❣❧♦❜❛❧❧②

3❡❛❝❤❛❜❧❡✱ #✉❝❤ +❤❛+✱ ❢♦3 ❛❧❧ k ∈ V +❤❡3❡ ✐# ❛ ❞✐3❡❝+ ♣❛+❤ #+❛3+✐♥❣ ❢3♦♠ ❡❛❝❤ ♦+❤❡3 ✈❡3+❡①

j ∈ V, j 6= k ✇❤✐❝❤ ✜♥✐#❤❡# ✐♥ k✳

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✶✳✶✵✳ ❆ ❞✐❣3❛♣❤ ✐# ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ✈❡3+❡① k ∈ V ❤❛# +❤❡ #❛♠❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢

✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉+❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡#✳

❘❡A✉✐,✐♥❣ ❛ '),♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝)❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣,❛♣❤ ✐'✱ ✐♥ ❢❛❝)✱ ❛ ✈❡,② ❝♦♥'❡,✈❛)✐✈❡

❛''✉♠♣)✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡, ✜①❡❞ ✐♥)❡,❛❝)✐♦♥ )♦♣♦❧♦❣✐❡'✱ ✐) ❤❛' ❜❡❡♥ '❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✷✵❪

)❤❛) ❛❣,❡❡♠❡♥) ❛❧❣♦,✐)❤♠' '✉❝❤ ❛' ❝♦♥'❡♥'✉' ❛'②♠♣)♦)✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡,❣❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ )❤❡

❞✐,❡❝)❡❞ ✐♥)❡,❛❝)✐♦♥ )♦♣♦❧♦❣② ❤❛' ❛ ❞✐,❡❝)❡❞ '♣❛♥♥✐♥❣ ),❡❡✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤,❡❡

❞❡✜♥✐)✐♦♥' ❛,❡ ♥❡❡❞❡❞✳

✹✾



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✿ ❚❤$❡❡ ❞✐✛❡$❡♥/ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ /♦♣♦❧♦❣✐❡6✳ ❋$♦♠ ❧❡❢/ /♦ $✐❣❤/✱ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮

❛$❡ ♥♦/ 6/$♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝/❡❞ ❣$❛♣❤6✱ ✇❤✐❧❡ ✭❝✮ ✐6 ✭❛❧❧ ✐/6 ✈❡$/✐❝❡6 ❛$❡ ❣❧♦❜❛❧❧② $❡❛❝❤❛❜❧❡✮✳

❆❧6♦✱ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛$❡ ♥♦/ ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✭❝✮ ✐6 ✭❛❧❧ ✈❡$/✐❝❡6 ❤❛✈❡ /❤❡ 6❛♠❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉/❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡6✮✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✶✳✶✶✳ ❆ ❣"❛♣❤ G ′ = (V ′, E ′) ✐' ❛  ✉❜❣$❛♣❤ ♦❢ G = (V,E) ✐❢ ✐*' '❡* ♦❢ ✈❡"*✐❝❡'

❛♥❞ ✐*' '❡* ♦❢ ❡❞❣❡' ❛"❡ '✉❜'❡*' ♦❢ *❤❡ ❝♦""❡'♣♦♥❞✐♥❣ '❡*' ♦❢ ❣"❛♣❤ G "❡'♣❡❝*✐✈❡❧②✱ '✉❝❤

*❤❛*✱ V ′ ⊂ V ❛♥❞ E ′ ⊂ E✳ ■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ ✐❢ V ′ = V *❤❡♥ G ′
✐' ❛ '♣❛♥♥✐♥❣ '✉❜❣"❛♣❤ ♦❢ G✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✶✳✶✷✳ ❆  ♣❛♥♥✐♥❣  ✉❜❣$❛♣❤ ✐' ❛ '✉❜❣"❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ V ′ ≡ V ✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✶✳✶✸✳ ❆ ❞✐$❡❝-  ♣❛♥♥✐♥❣ -$❡❡ ✐' ❛ '♣❛♥♥✐♥❣ '✉❜❣"❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ *❤❡"❡ ✐' ❛

✈❡"*❡①✱ ❝❛❧❧❡❞ "♦♦*✱ '✉❝❤ *❤❛* ❛♥② ♦*❤❡" ✈❡"*❡① ♦❢ *❤❡ ❞✐❣"❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ "❡❛❝❤❡❞ ❜② ♦♥❡ ❛♥❞

♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛*❤ '*❛"*✐♥❣ ❛* *❤❡ "♦♦*✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛6✐❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ /❤❛/ $❡A✉✐$✐♥❣ ❛ ❞✐$❡❝/❡❞ 6♣❛♥♥✐♥❣ /$❡❡ ✐6 ❧❡66 6/$✐♥❣❡♥/ /❤❛♥

$❡A✉✐$✐♥❣ ❛ 6/$♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝/❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣$❛♣❤✳ ◆♦/❡✱ /❤♦✉❣❤✱ /❤❛/ /❤❡ ❝♦♥6❡♥6✉6

❡A✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✐6 ❛ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦♥❧② ♦❢ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ✐♥❢♦$♠❛/✐♦♥ 6/❛/❡6 ♦❢ /❤♦6❡ ✈❡❤✐❝❧❡6 /❤❛/ ❤❛✈❡

❛ ❞✐$❡❝/❡❞ ♣❛/❤ /♦ ❛❧❧ ♦/❤❡$ ✈❡❤✐❝❧❡6✳

❈♦♥6✐❞❡$✐♥❣ /❤❛/ ❛❣❡♥/6 ❛$❡ ❝♦♥♥❡❝/❡❞ /❤$♦✉❣❤ ❛ ♥❡/✇♦$❦✱ ❛ ❦❡② ❢❡❛/✉$❡ ♦❢ ♠✉❧/✐✲

✈❡❤✐❝❧❡ ❣$♦✉♣6 ✐6 /❤❛/ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛❣❡♥/6 ❤❛6 6❡✈❡$❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣$♦♣✲

❡$/✐❡6✳ ■♥ ♣❛$/✐❝✉❧❛$✱ ♥♦/ ❛❧❧ ❛❣❡♥/6 ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ /♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/❡ ✇✐/❤ ❛❧❧ ♦/❤❡$6✱ ❞❛/❛

$❛/❡6 ♠❛② ❜❡ ❧♦✇ ✭❡✐/❤❡$ ❜② ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥/ ♦$ ❜② ❞❡6✐❣♥✮✱ ❞$♦♣♦✉/6 ♠❛② ♦❝❝✉$✱ ❡/❝✳ ❉✉$✐♥❣

❛ ❝♦♦$❞✐♥❛/❡❞ ♠♦/✐♦♥ ♦$ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦$❛/✐✈❡ /❛6❦✱ /❤❡ ✐♥/❡$❝♦♥♥❡❝/✐♦♥6 ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ❛❣❡♥/6 ❝❛♥

❡✈♦❧✈❡ 6✉❝❤ /❤❛/ ♥❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❧✐♥❦6 ❛$❡ ❝$❡❛/❡❞ ❛♥❞ ♦/❤❡$6 ❛$❡ ❜$♦❦❡♥✳ ❚❤❡$❡✲

❢♦$❡✱ ❢♦$ /❤❡ 6❛❦❡ ♦❢ ❜♦/❤ /❤❡♦$❡/✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣$❛❝/✐❝❛❧ ✐♥/❡$❡6/✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧6♦ ❝♦♥6✐❞❡$ ✐♥

/❤✐6 /❤❡6✐6 /✐♠❡✲✈❛$②✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ /♦♣♦❧♦❣✐❡6✳ ❚❤❡6❡ /♦♣♦❧♦❣✐❡6 ❛$❡ $❡♣$❡6❡♥/❡❞

❜② ❛ /✐♠❡✲✈❛$②✐♥❣ ❣$❛♣❤✱ ✇❤❡$❡ /❤❡ 6❡/ ♦❢ ❡❞❣❡6 E ❛♥❞ /❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛/$✐① ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

/✐♠❡✳ ❚✐♠❡✲✈❛$②✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ /♦♣♦❧♦❣✐❡6 ❛$❡ ❞❡6❝$✐❜❡❞ ❜② ❛ /✐♠❡✲✈❛$②✐♥❣ ρ✲❞✐❣$❛♣❤

G(t) = (V,E(t))✱ ✇❤❡$❡ /❤❡ ❡❧❡♠❡♥/6 ♦❢ ✐/6 ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛/$✐① A(t) ❛$❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ 6❛/✲

✐6❢② 6♦♠❡ /❤$❡6❤♦❧❞ ρ > 0✱ /❤❛/ ✐6✱ aij(t) = 0 ✐♥ /❤❡ ❛❜6❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❧✐♥❦ ❛♥❞

aij(t) ≥ ρ ✐♥ /❤❡ ♣$❡6❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❧✐♥❦✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✶✳✶✹✳ ❈♦♥'✐❞❡" ❛ *✐♠❡✲✈❛"②✐♥❣ ❣"❛♣❤ G(t) = (V,E(t)) ✇✐*❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛*"✐①

A✱ ❛♥❞ ❧❡* Ḡ(t) = (V̄ , Ē(t)) ❜❡ *❤❡ ❣"❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Ē(t) ❝♦♥*❛✐♥' ❛❧❧ ❡❞❣❡' *❤❛* ❛♣♣❡❛" ✐♥

G(τ) ❢♦" τ ∈ [t, t+T ] ❛♥❞ ✐*' ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛*"✐① ✐' ❞❡✜♥❡❞ ❛' Ā =
∫ t+T

t
A(τ)dτ ✳ ❆ ♥♦❞❡ i

✺✵



✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

✐! !❛✐❞ $♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝$❡❞ $♦ ♥♦❞❡ j 6= i ✐♥ $❤❡ ✐♥$❡+✈❛❧ [t, t+T ] ✐❢ $❤❡+❡ ✐! ❛ ♣❛$❤ ❢+♦♠ ✈❡+$❡①

i $♦ j✱ ✇❤✐❝❤ +❡!♣❡❝$! $❤❡ ♦+✐❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡❞❣❡! ❢♦+ $❤❡ ❞✐+❡❝$❡❞ ❣+❛♣❤ Ḡ✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱

G(t) ✐! !❛✐❞ $♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦%♠❧② ❝♦♥♥❡❝+❡❞ ✐❢ $❤❡+❡ ❡①✐!$! ❛♥ ✐♥❞❡① i ❛♥❞ ❛ $✐♠❡ ❤♦+✐③♦♥

T > 0 !✉❝❤ $❤❛$✱ ❢♦+ ❛❧❧ t✱ ♥♦❞❡ i ✐! ❝♦♥♥❡❝$❡❞ $♦ ❛❧❧ $❤❡ ♦$❤❡+ ♥♦❞❡! ❛❝+♦!! [t, t+ T ]✳

■♥ "❤✐% "❤❡%✐%✱ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡, ❜♦"❤ "✐♠❡✲✐♥✈❛,✐❛♥" ❛♥❞ "✐♠❡✲✈❛,②✐♥❣ "♦♣♦❧♦❣✐❡%✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ "❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ "♦ ❜❡ %♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡%❡ ❣,❛♣❤% ❛,❡ ❛❧%♦ ❛%%✉♠❡❞ "♦ ❜❡ ❡✐"❤❡, ❞✐,❡❝"❡❞ ♦,

✉♥❞✐,❡❝"❡❞✳ ◆♦"❡ "❤❛" ✐♥ "❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ✉♥❞✐,❡❝"❡❞ ❣,❛♣❤%✱ %♦♠❡ ♦❢ "❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛",✐①✬%

♣,♦♣❡,"✐❡% ❛,❡ %",♦♥❣❡, "❤❛♥ ❢♦, ❞✐,❡❝"❡❞ ❣,❛♣❤%✳ ❋✉,"❤❡,♠♦,❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧%♦ ❝♦♥%✐❞❡,❡❞

❝❛%❡% ✇✐"❤ ❜♦"❤ "✐♠❡ ✈❛,✐❛♥" ❛♥❞ ✐♥✈❛,✐❛♥" ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❣,❛♣❤%✱ ❦♥♦✇✐♥❣ "❤❛" ❛❣❡♥"%

♠✐❣❤" ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② %✐♠♣❧❡ ,✉❧❡% ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥❡❛,❡%"✲♥❡✐❣❤❜♦, ♦, ,❛♥❣❡✲❜❛%❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦,❤♦♦❞

❬✼✾✱ ✼✽✱ ✶✷✼✱ ✶✾✹❪✳

❚❤❡ ❝♦♦♣❡,❛"✐✈❡ ❝♦♥",♦❧ ♦❢ ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥" %②%"❡♠% ♣♦%❡% %✐❣♥✐✜❝❛♥" "❤❡♦,❡"✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣,❛❝✲

"✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡%✳ ■♥ ❢❛❝"✱ ❛♥ ✐♠♣♦,"❛♥" ♥♦"✐♦♥ ❝❧♦%❡❧② ,❡❧❛"❡❞ "♦ ▼❆❙ ✐% ❞❡❝❡♥$+❛❧✐③❡❞

❝♦♥$+♦❧✳ ●❡♥❡,❛❧❧②✱ "❤❡ M✉❡%"✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡"❤❡, "♦ %❡❧❡❝" ❝❡♥",❛❧✐③❡❞ ♦, ❞❡❝❡♥",❛❧✐③❡❞ ❝♦♥",♦❧

❝♦♠❡% ❞♦✇♥ "♦ ,❡%♦✉,❝❡% ❬✸✷✺❪✳ ■♥ ❢❛❝"✱ ",❛❞✐"✐♦♥❛❧ ❧❛,❣❡✲%❝❛❧❡ %②%"❡♠% ❤❛✈❡ ❛ ❝❡♥",❛❧✐③❡❞

♦, ❛" ❜❡%" ❛ ❤✐❡,❛,❝❤✐❝❛❧ ❛,❝❤✐"❡❝"✉,❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛% "❤❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ "♦ ❜❡ ,❡❧❛"✐✈❡❧② ❡❛%② "♦ ❜❡

❞❡%✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❤❛% %❛❢❡"② ❣✉❛,❛♥"❡❡%✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ "❤❡%❡ %②%"❡♠% ,❡M✉✐,❡ ✈❡,② ,❡❧✐❛❜❧❡ %❡♥%♦,%

❛♥❞ ❛❝"✉❛"♦,%✱ ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ❣❡♥❡,❛❧❧② ✈❡,② ❡①♣❡♥%✐✈❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦" %❝❛❧❡ ✇❡❧❧✳ ❋✉,"❤❡,♠♦,❡✱

✐❢ ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ,♦❜♦"% ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❛% ❛ ❝❡♥",❛❧ ✉♥✐" ✇❤✐❝❤ ✐% ✐♥ ❝❤❛,❣❡ ♦❢ "❤❡ ❞❛"❛ ❢✉%✐♦♥ ❛♥❞

❞❡❝✐%✐♦♥✱ "❤❡ ❡♥"✐,❡ %②%"❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❜,✐""❧❡ ✇❤❡♥ "❤❡ ♠❛♥❛❣❡, ❞♦❡% ♥♦" ✇♦,❦✳ ❆❞❞✐"✐♦♥❛❧❧②✱

❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ♦✈❡,❤❡❛❞ ❛♥❞ ,❡%♣♦♥%❡ "✐♠❡ ❛,❡ ❧✐♠✐"✐♥❣ ❢❛❝"♦,% ❢♦, ❝❡♥",❛❧✐③❡❞ ❝♦♥",♦❧✳

❚❤✐% ✐% ❛ ❝,✐"✐❝❛❧ ♣♦✐♥" ❢♦, "❤❡ ❝♦♥",♦❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ ▼❆❙✱ ❡%♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ "❤❡ ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥"

%②%"❡♠ ✐% %✉❜❥❡❝" "♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥%✳

❋♦, %✉❝❝❡%%❢✉❧ ❝♦♥",♦❧ %",❛"❡❣✐❡%✱ ❛♥ ✐♠♣♦,"❛♥" ✐%%✉❡ "♦ ❜❡ ❛❞❞,❡%%❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡% "❤❡

❞❡✜♥✐"✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥" ♦❢ %❤❛,❡❞ ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛ ❣,♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥"% "♦ ❢❛❝✐❧✐✲

"❛"❡ "❤❡ ❝♦♦,❞✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡%❡ ❛❣❡♥"%✳ ❘❡❣❛,❞✐♥❣ ♠♦"✐♦♥ ❝♦♦,❞✐♥❛"✐♦♥✱ %❡✈❡,❛❧ ✇♦,❦%

❝❛♥ ❜❡ ♠❡♥"✐♦♥❡❞✿ ♣❛""❡,♥ ❢♦,♠❛"✐♦♥ ❬✸✱ ✶✽✱ ✷✾✱ ✶✶✶✱ ✶✸✶✱ ✶✺✷✱ ✶✼✶✱ ✷✹✽✱ ✷✻✵❪✱ ♠♦"✐♦♥

♣❧❛♥✐♥❣ ❬✼✶❪✱ ✢♦❝❦✐♥❣ ❬✼✽✱ ✶✷✼✱ ✶✾✶✱ ✷✽✶❪✱ %❡❧❢✲❛%%❡♠❜❧② ❬✶✸✺❪✱ %✇❛,♠ ❛❣❣,❡❣❛"✐♦♥ ❬✶✵✷❪✱

❣,❛❞✐❡♥" ❝❧✐♠❜✐♥❣ ❬✶✽✻❪✱ ❝♦✈❡,❛❣❡ ❛♥❞✴♦, ❞❡♣❧♦②♠❡♥" ❬✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✻✶✱ ✻✸✱ ✶✵✶✱ ✷✵✻✱ ✷✹✸❪✱

,❡♥❞❡③✈♦✉% ❬✸✱ ✻✷✱ ✶✺✵✱ ✶✺✹❪✱ ❝②❝❧✐❝ ♣✉,%✉✐" ❬✸✻✱ ✶✸✹✱ ✶✻✶❪✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ,♦✉"✐♥❣ ❬✶✺✽✱ ✷✺✹❪✱ ",❛✲

❥❡❝"♦,② ",❛❝❦✐♥❣ ❬✶✸✻✱ ✶✸✼❪✱ ❡①♣❧♦,❛"✐♦♥ "❛%❦ ❬✶✹✺❪✱ %♦✉,❝❡✲%❡❡❦✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠% ❬✺✻✱ ✺✼✱ ✶✼✷❪

❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"② ♠❛✐♥"❡♥❛♥❝❡ ♣,♦❜❧❡♠% ❬✷✹✵✱ ✸✶✸❪✳

✶✳✷✳✹ ❉✐&'(✐❜✉'❡❞ ❝♦♥'(♦❧ &'(❛'❡❣✐❡&

■♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ %❡"✉♣✱ ❛ "❡❛♠ ♦❢ ❛❣❡♥"% ♠✉%" ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ ,❡%♣♦♥❞ "♦ ✉♥❛♥"✐❝✐♣❛"❡❞ %✐"✉❛"✐♦♥%

❛♥❞✴♦, "♦ ,❡%♣♦♥❞ "♦ ❝❤❛♥❣❡% ✐♥ "❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥"✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ ✐" ❢♦❧❧♦✇% "❤❛" ❛❣❡♥"% ♠✉%"

❜❡ ✐♥ ❛❣,❡❡♠❡♥" ❛% "❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥" ❝❤❛♥❣❡%✳ ■❢ ✇❡ ❛%%✉♠❡ "❤❛" %❤❛,❡❞ ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ ✐% ❛

✺✶



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

♥❡❝❡##❛%② ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❢♦% ❝♦♦%❞✐♥❛*✐♦♥✱ ❛ ❞✐%❡❝* ❝♦♥#❡-✉❡♥❝❡ ✐# *❤❛* ❝♦♦♣❡%❛*✐♦♥ %❡-✉✐%❡#

*❤❛* *❤❡ ❣%♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥*# %❡❛❝❤ ❝♦♥#❡♥#✉# ♦♥ *❤❡ ❝♦♦%❞✐♥❛*✐♦♥ ❞❛*❛✳ ❚♦ ❝♦♥✈❡%❣❡ *♦ ❛

❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐# ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥#❡♥#✉# ♦% ❛❣(❡❡♠❡♥* ♣%♦❜❧❡♠ ✐♥ *❤❡ ❧✐*❡%❛*✉%❡

❬✽✼✱ ✶✷✼✱ ✶✷✾✱ ✷✽✷❪✳

❙❡%✈✐♥❣ ❛# ❛♥ ✐♥*%♦❞✉❝*✐♦♥ *♦ *❤❡ *❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥*# ♦❢ *❤✐# *❤❡#✐#✱ *❤❡ ♥❡①*

#❡❝*✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣%♦✈✐❞❡ ❛ ♣%❡❝✐#❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ♦❢ #♦♠❡ ♦❢ *❤❡#❡ *②♣❡# ♦❢ ❛❧❣♦%✐*❤♠#✳

❈♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦&✐$❤♠0

❲❡ ❝♦♥#✐❞❡% ❛ ❝♦♥#❡♥#✉# ❛❧❣♦%✐*❤♠ ✭♦% ♣%♦*♦❝♦❧✮ ❛# ❛♥ ✐♥*❡%❛❝*✐♦♥ %✉❧❡ *❤❛* #♣❡❝✐✜❡#

*❤❡ ✐♥❢♦%♠❛*✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡*✇❡❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥* ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ ✐*# ♥❡✐❣❤❜♦%# ♦✈❡% *❤❡ ♥❡*✇♦%❦ ✐♥

♦%❞❡% *♦ %❡❛❝❤ ❛♥ ❛❣%❡❡♠❡♥* %❡❣❛%❞✐♥❣ ❛ ❝❡%*❛✐♥ -✉❛♥*✐*② ♦❢ ✐♥*❡%❡#* *❤❛* ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ *❤❡

#*❛*❡ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥*#✳ ❋♦% ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥#❡♥#✉# ✐# ❛ ✉#❡❢✉❧ ❛❧❣♦%✐*❤♠ *♦ %❡❛❝❤ %❡♥❞❡③✈♦✉#✱

✐✳❡✳✱ ❛❧❧ *❤❡ ❛❣❡♥*# ❝♦♥✈❡%❣❡ *♦ *❤❡ #❛♠❡ ❧♦❝❛*✐♦♥ ❬✻✷✱ ✼✹✱ ✸✵✾✱ ✸✵✽❪✳ ❆# ❛ #♣❡❝✐❛❧ ❝❛#❡ ♦❢

▼❆❙✱ ❝♦♥#❡♥#✉# ♣%♦❜❧❡♠# ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣ ❤✐#*♦%② ✐♥ *❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉*❡% #❝✐❡♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝*✱

*❤❡#❡ ❛❧❣♦%✐*❤♠# ❤❛✈❡ *❤❡✐% %♦♦*# ✐♥ *❤❡ ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ ▼❛%❦♦✈ ❝❤❛✐♥# ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❡♣❧②

#*✉❞✐❡❞ ✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❝♦♠♣✉*❡% #❝✐❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐*② ❢♦% ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❬✶✽✶✱ ✷✽✾❪ ❛♥❞ ✇✐*❤✐♥

*❤❡ ❧✐♥❡❛% ❛❧❣❡❜%❛ ❝♦♠♠✉♥✐*② ❢♦% *❤❡ ❛#②♥❝❤%♦♥♦✉# #♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛% #②#*❡♠# ❬✾✾✱ ✷✻✻❪✳

❍♦✇❡✈❡%✱ *❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ %❡❝❡♥*❧② %❡❞✐#❝♦✈❡%❡❞ ❜② *❤❡ ❝♦♥*%♦❧ ❛♥❞ %♦❜♦*✐❝# ❝♦♠♠✉♥✐*✐❡#

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ *♦ ❝♦♦♣❡%❛*✐✈❡ ❝♦♦%❞✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧*✐✲❛❣❡♥* #②#*❡♠#✳ ■♥ ❢❛❝*✱ *❤❡#❡ ❞✐#*%✐❜✉*❡❞

❛❣%❡❡♠❡♥* ♣%♦❜❧❡♠# ❛%❡ ❞✐%❡❝*❧② %❡❧❛*❡❞ *♦ ♠♦❜✐❧❡ ♠✉❧*✐✲%♦❜♦* ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥#✱ #✐♥❝❡ *❤❡②

%❡♣%❡#❡♥* ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥* *♦♦❧ *♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦%❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♦♣❡%❛*✐✈❡ ❝♦♥*%♦❧ ❧❛✇#✳ ❚❤❡ %❡❛❞❡%

♠✐❣❤* %❡❢❡% *♦ ❬✸✼✱ ✶✾✷✱ ✷✷✷✱ ✷✷✵❪ ❛♥❞ *❤❡ %❡❢❡%❡♥❝❡# *❤❡%❡✐♥ ❢♦% *❤♦%♦✉❣❤ ✐♥❢♦%♠❛*✐♦♥ ♦♥

*❤✐# *♦♣✐❝✳

■♥ *❤❡ #❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣*❡% ♦❢ *❤✐# *❤❡#✐#✱ ✇❡ ♣❛② #♣❡❝✐❛❧ ❛**❡♥*✐♦♥ *♦ ❝♦♥#❡♥#✉# ❛❧❣♦%✐*❤♠#✳

❊✈❡♥ *❤♦✉❣❤ *❤❡%❡ ❛%❡ ❞✐✛❡%❡♥* ♠♦❞❡❧# *♦ %❡♣%❡#❡♥* *❤❡ ❞②♥❛♠✐❝# ♦❢ ♠✉❧*✐✲❛❣❡♥* #②#*❡♠#

✉#❡❞ ✐♥ ❧✐*❡%❛*✉%❡✱ ✐♥ *❤✐# *❤❡#✐# ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥#✐❞❡% ❧✐♥❡❛% #②#*❡♠#✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ ❛# ♣❛%✲

*✐❝✉❧❛% ❝❛#❡# ♦❢ ❧✐♥❡❛% #②#*❡♠#✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥*❡♥#✐✈❡❧② #*✉❞✐❡❞ #✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥*❡❣%❛*♦%

❞②♥❛♠✐❝#✱ ✇❤♦#❡ ❛❞✈❛♥*❛❣❡# ❛♥❞ ❞%❛✇❜❛❝❦# ❛%❡ ❜%✐❡✢② ❞✐#❝✉##❡❞ ✐♥ *❤❡ #❡-✉❡❧✳

❈♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦&✐$❤♠0 ❢♦& ❧✐♥❡❛& ❞②♥❛♠✐❝0

❈♦♥#✐❞❡% ❛ ♠✉❧*✐✲❛❣❡♥* #②#*❡♠ ❢♦%♠❡❞ ❜② i = 1, . . . , N ❛❣❡♥*#✳ ❆# ♠❡♥*✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦%❡✱

❛ ❣❡♥❡%❛❧ ❧✐♥❡❛% ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡#❝%✐❜❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✿

q̇i =Aqi +Bui,

yi =Cqi,

✺✷



✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

✇❤❡#❡ q, y ❛♥❞ A,B,C ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✷✳✶✮✳ ❖✉# ♦❜❥❡❝5✐✈❡ ✐6 5♦ ❞❡6✐❣♥ ❛ ❞✐6✲

5#✐❜✉5❡❞ ❝♦♥5#♦❧ ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ ❡♥6✉#❡6 5❤❛5 5❤❡ ♦✉5♣✉5 ✈❡❝5♦#6 ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥5 #❡❛❝❤ ❛♥ ❛❣#❡❡✲

♠❡♥5✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ 5❤❡ ❝♦♥6❡♥6✉6 ❛❧❣♦#✐5❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐55❡♥ ❛6✿

ui = −K
∑

j∈Ni

(yi − yj), ✭✶✳✷✳✽✮

✇❤❡#❡ K > 0 ✐6 ❛ ❝♦♥5#♦❧ ♠❛5#✐①✳ ❙♣❡❝✐❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ 5♦ ❢♦#♠❛5✐♦♥ ❝♦♥5#♦❧✱ 5❤✐6 ♠♦❞❡❧ ✇❛6

✉6❡❞ ✐♥ ❬✽✽✱ ✽✾✱ ✶✵✺✱ ✶✵✾✱ ✶✺✹✱ ✷✾✽✱ ✷✾✾❪✳

❈♦♥1❡♥1✉1 ❛❧❣♦(✐+❤♠1 ❢♦( 1✐♠♣❧❡ ✐♥+❡❣(❛+♦( ❞②♥❛♠✐❝1

❆♥♦5❤❡# ♠♦❞❡❧ ❝♦♥6✐❞❡#❡❞ ✐♥ 5❤✐6 5❤❡6✐6 ✐6 ❛ 6♣❡❝✐❛❧ ❝❛6❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛# 6②65❡♠6✳ ❆ ❙■ ❛❣❡♥5

❝❛♥ ❜❡ ❞❡6❝#✐❜❡ ❛6✿

q̇i = ui.

❆6 ❢♦# ❜❡❢♦#❡✱ ✐♥ ♦#❞❡# 5♦ ❛❝❤✐❡✈❡ 65❛5❡ ❛❣#❡❡♠❡♥5 ❜❡5✇❡❡♥ ❛❧❧ ❛❣❡♥56✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧②

✉6❡❞ ❙■ ❝♦♥6❡♥6✉6 ❛❧❣♦#✐5❤♠ ❬✶✸✱ ✶✾✹✱ ✷✺✶❪ ✐6 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ui =
∑

j∈Ni

aij (qj − qi).

❚❤✐6 ❛❧❣♦#✐5❤♠ ✐6 ❞✐65#✐❜✉5❡❞ ✐♥ 5❤❡ 6❡♥6❡ 5❤❛5 ❡❛❝❤ ❛❣❡♥5 ❤❛6 ♦♥❧② ❛❝❝❡66 5♦ ✐♥❢♦#✲

♠❛5✐♦♥ ❢#♦♠ ✐56 ♥❡✐❣❤❜♦#6✱ #❡♣#❡6❡♥5❡❞ ❜② 5❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② aij ✇❡✐❣❤56 ♣#❡✈✐♦✉6❧② ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ■♥5#♦❞✉❝✐♥❣ 5❤❡ ✈❡❝5♦# x(t) = [x1, .., xN ]
T
❝♦♥5❛✐♥✐♥❣ 5❤❡ 65❛5❡ ♦❢ ❛❧❧

❛❣❡♥56✱ ✇❡ 5❤❡♥ ❞❡#✐✈❡✿

q̇ = −▲q , ✭✶✳✷✳✾✮

✇❤❡#❡ ▲ ✐6 5❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛5#✐①✳ ❚❤✐6 6✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐6 ✈❡#② ♣♦♣✉❧❛# ✇✐5❤✐♥ ▼❆❙ ❛♥❛❧②6✐6

❛♥❞ ❝♦♥5#♦❧✳ ❚❤❡ #❡❛❞❡# ❝❛♥ ✜♥❞ ✐5 ❛♣♣❧✐❡❞ 5♦ ❞✐✛❡#❡♥5 ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥6✿ ❢♦#♠❛5✐♦♥ ❝♦♥5#♦❧

❬✶✼✶❪✱ #❡♥❞❡③✈♦✉6 ❬✻✷❪✱ ❝②❝❧❡ ♣✉#6✉✐5 ❬✶✸✹✱ ✶✻✶❪✱ ❝♦✈❡#❛❣❡ ❬✻✸✱ ✷✵✻✱ ✷✹✸❪ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦5❤❡#6

❬✶✶✶✱ ✶✷✼❪✳

❋♦# 5❤❡ 6❛❦❡ ♦❢ 5❤♦#♦✉❣❤♥❡66 ♦❢ 5❤✐6 6✉#✈❡②✱ ❑✉#❛♠♦5♦✬6 ♦6❝✐❧❧❛5♦#6 ✇✐❧❧ ❜❡ ❜#✐❡✢② ❞✐6✲

❝✉66❡❞ ❤❡#❡✳ ❘❡❝❡♥5❧②✱ ❛ ❧♦5 ♦❢ #❡6❡❛#❝❤ ❡✛♦#56 ❢♦❝✉6 ♦♥ 5❤❡ ♠❛5❤❡♠❛5✐❝❛❧ ❛♥❛❧②6✐6 6②65❡♠6

❝♦♠♣♦6❡❞ ♦❢ ✐♥5❡#❛❝5✐♥❣ ♣❤❛6❡ ♦6❝✐❧❧❛5♦#6✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉6❡❞ ♠♦❞❡❧ #❡❧✐❡6 ♦♥ ❑✉#❛♠♦5♦

❛❧❣♦#✐5❤♠6 ♦# ❑✉#❛♠♦5♦ ♦6❝✐❧❧❛5♦#6✱ ✐♥5#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✸✾❪✳ ❚❤❡ ♣#♦♣♦6❡❞ 6②♥❝❤#♦♥✐③❛5✐♦♥

❛❧❣♦#✐5❤♠ ❢♦# ❝♦✉♣❧❡❞ ♦6❝✐❧❧❛5♦#6 ✐6 ❣✐✈❡♥ ❛6✿

ui = −
∑

j∈Ni

sin (qj − qi) . ✭✶✳✷✳✶✵✮

✺✸



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

❇❛"❡❞ ♦♥ '❤✐" ✐♥✐'✐❛❧ ✇♦,❦✱ "❡✈❡,❛❧ ❡①'❡♥"✐♦♥" ❬✺✷✱ ✶✹✵✱ ✶✼✺✱ ✶✽✸✱ ✷✻✼❪ ❧❡❞ '♦ ❛ ❞❡❡♣

✉♥❞❡,"'❛♥❞✐♥❣ ♦❢ '❤❡ "②♥❝❤,♦♥✐③❛'✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠✱ ❡❛"✐❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ '♦ "②♥❝❤,♦♥✐③❡ ❛♥❞ "'❛✲

❜✐❧✐③❡ ❞✐✛❡,❡♥' ♣❛''❡,♥" ✐♥ ❛ ▼❆❙ ❝♦♥✜❣✉,❛'✐♦♥✱ ❛" ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✶✾✾❪✳

❈♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦&✐$❤♠0 ❢♦& ❞♦✉❜❧❡ ✐♥$❡❣&❛$♦& ❞②♥❛♠✐❝0

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ '❤✐,❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥"✐❞❡,❡❞ ✐♥ '❤✐" '❤❡"✐" ,❡♣,❡"❡♥'" ❛ ❞✐✛❡,❡♥' "♣❡❝✐✜❝ ❝❛"❡ ♦❢

❧✐♥❡❛, "②"'❡♠"✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❡O✉❛'✐♦♥ ✭✶✳✷✳✸✮✱ ❝♦♥"✐❞❡, ✈❡❤✐❝❧❡" ✇✐'❤ ❉■ ❞②♥❛♠✐❝" ❣✐✈❡♥ ❜②✿

q̈i = ui.

❖♥❡ "❤♦✉❧❞ ♥♦'❡ '❤❛' '❤✐" ♠♦❞❡❧ ✜'" '❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦, ♦❢ ,❡❛❧ ,♦❜♦'✐❝ ❛❣❡♥'" ♠♦,❡ ♥❛'✲

✉,❛❧❧②✱ "✐♥❝❡ "✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ "②"'❡♠" ❛,❡ ❝♦♥',♦❧❧❡❞ ✐♥ ♠♦"' ❝❛"❡" '❤,♦✉❣❤ '❤❡✐, ❛❝❝❡❧✲

❡,❛'✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦' '❤❡✐, ✈❡❧♦❝✐'②✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ "❡✈❡,❛❧ ,♦❜♦'✐❝ "②"'❡♠" ❝❛♥ ❜❡ ,❡❞✉❝❡❞ '♦ ❛

❞♦✉❜❧❡ ✐♥'❡❣,❛'♦, ✈✐❛ ❛ ',❛♥"❢♦,♠❛'✐♦♥ ✐♥ '❤❡✐, ❝♦♥',♦❧ ❧❛✇✳ ❇✉' ❉■ ❛❧❣♦,✐'❤♠" ❧❡❛❞" '♦

"❡✈❡,❛❧ ♣,♦❜❧❡♠" ❬✷✶✼✱ ✷✷✹❪✳ ❋♦, ✐♥"'❛♥❝❡✱ ✐❢ '❤❡ ❣,❛♣❤ ✐" ❞✐,❡❝'❡❞✱ '❤❡ ❛❧❣♦,✐'❤♠ ✐" ♥♦'

"'❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ♦♥ '❤❡ ♦'❤❡, ❤❛♥❞✱ ✐❢ '❤❡ ❣,❛♣❤ ✐" ✉♥❞✐,❡❝'❡❞✱ '❤✐" ,❡O✉✐,❡" '❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

♦❢ ❜♦'❤ ♣♦"✐'✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐'② '♦ ❝♦♥✈❡,❣❡ '♦ '❤❡ "❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❆ ❝♦♥"❡♥"✉" ❛❧❣♦,✐'❤♠ ❢♦,

✭✶✳✷✳✸✮ ✐" "'✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✷✶✻✱ ✸✵✺❪ ❛"✿

ui = −
∑

j∈Ni

aij[(qj − qi) + ςq̇i], ✭✶✳✷✳✶✶✮

✇❤❡,❡ aij ✐" '❤❡ (i, j)th ❡♥',② ♦❢ '❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛',✐① ❛♥❞ ς ❛ ♣♦"✐'✐✈❡ ❝♦♥',♦❧ ❣❛✐♥

,❡♣,❡"❡♥'✐♥❣ '❤❡ ❛❜"♦❧✉'❡ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ '❤❡ "❛♠❡ ❢♦,♠❛❧✐"♠ ❛" ❜❡❢♦,❡✱ ✐' ❢♦❧❧♦✇"✿

q̈(t) = −ςq̇ − ▲q, ✭✶✳✷✳✶✷✮

✇❤❡,❡ ▲ ,❡♣,❡"❡♥'" '❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛',✐①✳ ❈♦♥"❡♥"✉" ✐" ,❡❛❝❤❡❞ ❢♦, ✭✶✳✷✳✸✮ ✐❢ ❢♦, ❛❧❧

qi(0) ❛♥❞ q̇i(0)✱ qi(t) → qj(t) ❛♥❞ q̇i(t) → 0 ❛" t → ∞✳ ❚❤✐" ♠♦❞❡❧ ✐" ✉"❡❞ ✐♥ "❡✈❡,❛❧

❛♣♣,♦❛❝❤❡" ♦❢ ❝♦♦♣❡,❛'✐✈❡ ❝♦♥',♦❧ "✉❝❤ ❛" ❞✐"',✐❜✉'❡❞ ❢♦,♠❛'✐♦♥ ❝♦♥',♦❧ ❬✶✾✸✱ ✷✸✻✱ ✸✷✸❪✱

,❡♥❞❡③✈♦✉" ❬✷✻✾❪ ❛♥❞ ✢♦❝❦✐♥❣ ❬✶✾✶❪✳ ◆♦'❡ '❤❛' '❤✐" ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇" '❤❡ ❛❣❡♥'" '♦ ,❡❛❝❤

❛♥ ❛❣,❡❡♠❡♥' ✐♥ '❤❡✐, ✈❡❧♦❝✐'✐❡"✳ ❚❤✐" ♣❛,'✐❝✉❧❛, ❝❛"❡ ♦❢ ❝♦♥"❡♥"✉" ♣,♦❜❧❡♠" ✐" ❝❛❧❧❡❞

✢♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐'✐♦♥✱ ✐' ✐" ♥♦' ♣♦""✐❜❧❡ '♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ "✐♠♣❧❡ ✐♥'❡❣,❛'♦, ❞②♥❛♠✐❝"

♦❢ '❤❡ ❛❣❡♥'"✳

❖♥ '❤❡ ♦'❤❡, ❤❛♥❞✱ ❛ ❝♦♥"❡♥"✉" ❛❧❣♦,✐'❤♠ ❢♦, ✭✶✳✷✳✸✮ ✐" "'✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✷✶✽❪ ❛" ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ui = −
∑

j∈Ni

aij[(qj − qi) + ̺(q̇j − q̇i)], ✭✶✳✷✳✶✸✮

✺✹



✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

✇❤❡#❡ ̺ ✐% ❛ ♣♦%✐)✐✈❡ ❣❛✐♥ #❡♣#❡%❡♥)✐♥❣ )❤❡ #❡❧❛)✐✈❡ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡ %❛♠❡ ❢♦#♠❛❧✲

✐%♠ ❛% ❜❡❢♦#❡✱ ✐) ❢♦❧❧♦✇%✿

q̈(t) = −̺▲q̇ − ▲q . ✭✶✳✷✳✶✹✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❝♦♥%❡♥%✉% ✐% #❡❛❝❤❡❞ ❢♦# ✭✶✳✷✳✸✮ ✐❢ ❢♦# ❛❧❧ qi(0) ❛♥❞ q̇i(0)✱ qi(t) → qj(t) ❛♥❞

q̇i(t) → q̇j(t) ❛% t → ∞✳ ◆♦)❡ )❤❛) ❜♦)❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ )♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❛✐♥ ̺

❛✛❡❝) ❝♦♥%❡♥%✉%✲%❡❡❦✐♥❣ ❬✷✷✵❪✳

❚❤❡ ♣#❡✈✐♦✉% ❞✐%❝✉%%✐♦♥ ♣#♦✈✐❞❡❞ )❤❡ ❡%%❡♥)✐❛❧% ♦♥ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦#✐)❤♠%✳ ◆❡✈❡#✲

)❤❡❧❡%%✱ )❤❡#❡ ❡①✐%) ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❢✉#)❤❡# ❝♦♥)#✐❜✉)✐♦♥% ♦♥ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦#✐)❤♠%

❝♦♥%✐❞❡#✐♥❣ )✐♠❡✲❞❡❧❛②% ❬✷✻✱ ✷✺✶❪✱ %✇✐)❝❤✐♥❣ )♦♣♦❧♦❣✐❡% ❬✸✾✱ ✶✶✶✱ ✶✾✹✱ ✷✶✾❪✱ ❝♦♥%❡♥%✉% ✜❧✲

)❡#% ❬✶✾✷✱ ✶✾✺❪✱ ✉♥❝❡#)❛✐♥)✐❡% ❬✶✸✸❪✱ ✜♥✐)❡✲)✐♠❡ ❝♦♥%❡♥%✉% ❬✷✼✸❪✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦)❤❡# ❝❛%❡%

❬✶✸✱ ✶✹✱ ✷✹✷✱ ✸✷✷❪✳

■♥ )❤✐% )❤❡%✐% ✇❡ ❛#❡ ♣❛#)✐❝✉❧❛#② ✐♥)❡#❡%)❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦#❛)✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦#% ❡♥%✉#✐♥❣ ❣♦♦❞

❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)② ♣#♦♣❡#)✐❡%✳ ❈♦❤❡%✐✈❡♥❡%% ✐% ❝❤❛#❛❝)❡#✐③❡❞ ❜② ❛ #❡♣✉❧%✐♦♥✴❛))#❛❝)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡% )❤❡ ❛❣❡♥)% ✐♥ )❤❡ ♥❡)✇♦#❦ ♠❛✐♥)❛✐♥ ❞❡%✐#❡❞ #❡❧❛)✐✈❡ ❞✐%)❛♥❝❡% ❜❡)✇❡❡♥ ✐)%

♥❡✐❣❤❜♦#% ♦# ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦❧❧✐%✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❬✶✾✶✱ ✷✼✾❪✳ ❉✉❡ )♦ ✐)% ♣❡#)✐♥❡♥❝❡ )♦ )❤❡ )❡❝❤♥✐❝❛❧

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥)% ♦❢ )❤❡ )❤✐#❞ ❝❤❛♣)❡#✱ ❛ ❜#✐❡❢ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ )❤❡%❡ )②♣❡% ♦❢ %②%)❡♠% ✐% ♣#❡%❡♥)❡❞

✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

■♥✈❡(1❡ ❆❣(❡❡♠❡♥+ ❆❧❣♦(✐+❤♠1

■♥ ❧✐)❡#❛)✉#❡✱ ❛❧❣♦#✐)❤♠% ✇❤♦%❡ ✐♥✈❡#%❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ )❤❡ ♠✉❧)✐✲❛❣❡♥) )❡❛♠ )♦ ❛❣#❡❡♠❡♥)

❛#❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐%♣❡#%✐♦♥ ❛❧❣♦#✐)❤♠%✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐% )♦ ❞❡%✐❣♥ ❝♦♥)#♦❧ ❧❛✇% )❤❛) ❢♦#❝❡ )❤❡ ❛❣❡♥)%

)♦ ❝♦♥✈❡#❣❡ )♦ %✉✣❝✐❡♥)❧② ❧❛#❣❡ ❞✐%)❛♥❝❡% ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐%♣❡#%❡ ✐♥ )❤❡ ✇♦#❦%♣❛❝❡✱

♦# ❡✈❡♥)✉❛❧❧② )♦ ❦❡❡♣ ❛ ❝❡#)❛✐♥ ❞✐%)❛♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ ❛❣❡♥)%✳ ■♥ ♦#❞❡# )♦ ❢✉❧✜❧ )❤✐% ♣✉#♣♦%❡✱

%❡✈❡#❛❧ ❛✉)❤♦#% ✉%❡❞ ❛#)✐✜❝✐❛❧ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ✜❡❧❞% ❬✼✸✱ ✼✹✱ ✼✻❪✳ ▼♦#❡ ♣#❡❝✐%❡❧②✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥)

✐% ❡U✉✐♣♣❡❞ ✇✐)❤ ❛ #❡♣✉❧%✐✈❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ✇✐)❤ #❡%♣❡❝) )♦ ❡❛❝❤ ♦)❤❡# ❛❣❡♥)✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱

❛❣❡♥)% ❛#❡ ❝♦♥%✐❞❡#❡❞ )♦ ❤❛✈❡ ❧✐♠✐)❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ #❛♥❣❡✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② %❡)✉♣ ✇✐❞❡❧②

❝♦♥%✐❞❡#❡❞ ✐♥ ❧✐)❡#❛)✉#❡ ❛♥❞ %♣❡❝✐❛❧❧② %✉✐)❡❞ )♦ ♠♦❜✐❧❡ #♦❜♦) ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥%✳ ❋♦# ❛♥② )✇♦

❛❣❡♥)% (i, j)✱ ❞❡✜♥❡ )❤❡ ✈❡❝)♦# ❝♦♥♥❡❝)✐♥❣ ❛❣❡♥) i ❛♥❞ j ❛%✿

qij = qj − qi,

❛♥❞ )❤❡ %U✉❛#❡❞ ❞✐%)❛♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )✇♦ ❛❣❡♥)% ❛%✿

βij = ‖qj − qi‖2, ∀ i, j ∈ N .

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐% ❢♦# ❡❛❝❤ ❛❣❡♥) )♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ✢♦✇✱ ✇❤♦%❡ ✐♥✈❡#%❡ ❧❡❛❞% )❤❡ ♠✉❧)✐✲❛❣❡♥) )❡❛♠ )♦

❛❣#❡❡♠❡♥)✱ ❥✉%) ❜② )❛❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥%✐❞❡#❛)✐♦♥ )❤❡ #❡❧❛)✐✈❡ ♣♦%✐)✐♦♥% ♦❢ ❛❣❡♥)% ❧♦❝❛)❡❞ ✇✐)❤✐♥

❡❛❝❤ ❛❣❡♥)✬% %❡♥%✐♥❣ ③♦♥❡ ✭❛ ❝✐#❝✉❧❛# ❛#❡❛ ♦❢ #❛❞✐✉% d ❛#♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥) ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦#

✺✺



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

Agent i

d

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✿ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥- i ✇✐-❤ $❛♥❣❡ ❜❛,❡❞ ,❡♥,✐♥❣✱ ✇❤❡$❡ d $❡♣$❡,❡♥-, -❤❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ $❛❞✐✉,✳

❛❧❧ ♥♦❞❡,✮✱ ,❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✳ ❈♦♥,❡<✉❡♥-❧②✱ -❤❡ ,✉❜,❡- ♦❢ N -❤❛- ✐♥❝❧✉❞❡, -❤❡ ❛❣❡♥-, -❤❛-

❛❣❡♥- i ❝❛♥ ,❡♥,❡ ❛- ❡❛❝❤ -✐♠❡ ✐♥,-❛♥- ✐, ❞❡♥♦-❡❞ ❜② Ni ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Ni(t) =
{

j ∈ N\{i}| βij < d2
}

.

❚❤❡ $❡♣✉❧,✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥✱ ❞❡♥♦-❡❞ γij✱ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②✿

γij(βij) =







1
2
βij, 0 ≤ βij ≤ c2

φ(βij), c
2 ≤ βij ≤ d2

h, d2 ≤ βij

✭✶✳✷✳✶✺✮

✇❤❡$❡ -❤❡ ♣♦,✐-✐✈❡ ,❝❛❧❛$, c, d, h ❛♥❞ -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ φ ❛$❡ ❝❤♦,❡♥ ✐♥ ,✉❝❤ ❛ ✇❛② ,♦ -❤❛-

γij ✐, ❡✈❡$②✇❤❡$❡ -✇✐❝❡ ❝♦♥-✐♥✉♦✉,❧② ❞✐✛❡$❡♥-✐❛❜❧❡✳ ❋♦$ ✐♥,-❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬✼✻❪ ❛✉-❤♦$, ✉,❡❞ ❛

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❢♦$♠✿

φ(βij) = a2x
2 + a1x+ a0,

✇❤❡$❡

a2 =
1

4(c2 − d2)
, a1 =

d2

2(d2 − c2)
, a0 =

c4

4(c2 − d2)
, h =

d2 + c2

4
.

❚❤❡ $❡❛❞❡$ ❝❛♥ $❡❢❡$ -♦ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ❢♦$ ❛ ❣$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡,❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ γij✱ ❛, ♣$♦✈✐❞❡❞ ✐♥

❬✼✸❪✳

J$♦✈✐❞❡❞ -❤❛- -❤❡ ♣❛$❛♠❡-❡$, ♦❢ φ ❢✉❧✜❧ -❤❡ ♣$❡✈✐♦✉, $❡❧❛-✐♦♥,✱ -❤❡ ❞✐✛❡$❡♥-✐❛❜✐❧✐-②

$❡<✉✐$❡♠❡♥- ❢♦$ γij ✐, ,❛-✐,✜❡❞✳ ❇❛,❡❞ ♦♥ -❤❡ ,♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛-✉$❡, ♦❢ γij✱ ❛ ❝♦♥-$♦❧❧❡$ ❢♦$ ❛❣❡♥-

❞✐,♣❡$,✐♦♥ ✇❛, ♣$♦♣♦,❡❞ ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❬✼✻❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥-$♦❧ ❧❛✇ ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ui = −
∑

j∈Ni

∂(1/γij)

∂qi
.

■- ✐, ✐♠♣♦$-❛♥- -♦ ♣♦✐♥- ♦✉- -❤❛- ❛ ❦❡② ❢❡❛-✉$❡ ♦❢ -❤❡,❡ ❛❧❣♦$✐-❤♠, ✐, -❤❛- -❤❡$❡ ✐, ♥♦

❣❧♦❜❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♠♣♦,❡❞ ♦♥ ❛♥② ♦❢ -❤❡ -❡❛♠ ♠❡♠❜❡$,✳

✺✻



✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

β
ij

γ
ij

❋✐❣✉$❡ ✶✳✺✿ ●$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡0❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣♦2❡♥2✐❛❧ ✜❡❧❞ γij ❢♦$ c
2 = 0.56 ❛♥❞ d2 = 0.96✱

❛0 ♣$❡0❡♥2❡❞ ✐♥ ❬✼✸❪✳

❉✉❡ 2♦ 2❤❡ ❞❡0✐❣♥ ❝❤❛$❛❝2❡$✐02✐❝0 ♦❢ γij✱ ✐2 ❤❛0 ❜❡❡♥ 0❤♦✇♥ ✐♥ ❬✼✻❪ 2❤❛2 2❤❡ ❝❧♦0❡❞

❧♦♦♣ 0②02❡♠ $❡❛❝❤❡0 ❛ ❝♦♥✜❣✉$❛2✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 2❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐02❛♥❝❡ ❜❡2✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐$

♦❢ ❛❣❡♥20 ✐0 ❧❛$❣❡$ 2❤❛♥ ❛ 0♣❡❝✐✜❝ ❧♦✇❡$ ❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡0 ✇✐2❤ 2❤❡ ❛❣❡♥20✬ 0❡♥0✐♥❣

$❛❞✐✉0✳ ■2 ✐0 ✇♦$2❤② 2♦ ♠❡♥2✐♦♥ 2❤❛2 ❜♦2❤ 2❤❡ ❝❛0❡0 ♦❢ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝②❝❧✐❝✱

❜♦✉♥❞❡❞ ✇♦$❦0♣❛❝❡ ❤❛✈❡ ❛❧0♦ ❜❡❡♥ ❝♦♥0✐❞❡$❡❞ ✐♥ 2❤✐0 ✇♦$❦✳ ■♥ 2❤❡ ❝❛0❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞

❝②❝❧✐❝ ✇♦$❦0♣❛❝❡✱ 2❤❡ ❝♦♥2$♦❧ ❧❛✇ ✇❛0 $❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ 2♦ ❢♦$❝❡ 2❤❡ ❛❣❡♥20 2♦ $❡♠❛✐♥

✇✐2❤✐♥ 2❤❡ ✇♦$❦0♣❛❝❡ ❜♦✉♥❞❛$② 2❤$♦✉❣❤♦✉2 2❤❡ ❝❧♦0❡❞ ❧♦♦♣ 0②02❡♠ ❡✈♦❧✉2✐♦♥✱ 0❡❡ ❬✼✻❪ ❢♦$

❞❡2❛✐❧0✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❛✉2❤♦$0 ❤❛✈❡ ❛❧0♦ 0❤♦✇♥ 2❤❛2 2❤❡ ♣$♦♣♦0❡❞ ❝♦♥2$♦❧ ❞❡0✐❣♥ ❣✉❛$❛♥2❡❡❞

❝♦❧❧✐0✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ 2❡❛♠ ♠❡♠❜❡$0 ✐♥ ❜♦2❤ ❝❛0❡0✳

❙✐♠✐❧❛$ ❛♣♣$♦❛❝❤❡0 ✈✐❛ ♣♦2❡♥2✐❛❧ ✜❡❧❞0 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐2❡$❛2✉$❡✿ ✐♥ ❬✼✱ ✹✸❪✱ %♦❜♦()

♠♦✈❡ (♦ (❤❡✐% ❣♦❛❧ ❧♦❝❛(✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜)(❛❝❧❡)✱ ❝♦❧❧✐)✐♦♥) ✇✐(❤ ♦(❤❡% %♦❜♦() ❛♥❞

%❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❢♦%♠❛(✐♦♥❀ ✐♥ ❬✽✶✱ ✷✶✺❪ ❛✉(❤♦%) ❝♦♠❜✐♥❡❞ (❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦%✲❜❛)❡❞ ❛♣♣%♦❛❝❤ ✇✐(❤

♣♦(❡♥(✐❛❧ ✜❡❧❞)✳ B♦))✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥) ♦❢ ❞✐)♣❡%)✐♦♥ ❛❧❣♦%✐(❤♠) ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦✈❡%❛❣❡ ❝♦♥(%♦❧

❬✻✸❪ ❛♥❞ ♦♣(✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥( ♦❢ ❛ ♠✉❧(✐✲%♦❜♦( (❡❛♠ ✐♥ )♠❛❧❧ ❛%❡❛) ❬✺✱ ✽✱ ✾✵✱ ✷✷✻✱ ✷✼✷❪✳

❋❧♦❝❦✐♥❣

❆ ♣♦♣✉❧❛% ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ )✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦% )(❛(❡) (❤❛( ❛ ❣%♦✉♣ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥() ❤❛) (♦ ❛❧✐❣♥

(❤❡✐% ✈❡❧♦❝✐(② ✈❡❝(♦%)✱ ❛♥❞ )(❛❜✐❧✐③❡ (❤❡✐% ✐♥(❡%✲❛❣❡♥( ❞✐)(❛♥❝❡)✱ ✉)✐♥❣ ❞❡❝❡♥(%❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦✲

%✐(❤♠) ❛♥❞ (❛❦✐♥❣ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( (❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ (♦♣♦❧♦❣②✳ ❆♥ ✐❧❧✉)(%❛(✐♦♥ ✐) ♣%❡)❡♥(❡❞

✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✻✳ ❆) ♠❡♥(✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦%❡✱ (❤❡ )(✉❞② ♦❢ ❛♥✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦% ❞✉%✐♥❣ (❤❡ ♠♦(✐♦♥ ♦❢

❛ ✢♦❝❦ ♦❢ ❜✐%❞)✱ ❛ ❤❡%❞ ♦❢ ❧❛♥❞ ❛♥✐♠❛❧)✱ ♦% ❛ )❝❤♦♦❧ ♦❢ ✜)❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✐(✐❛❧❧② )(✉❞✐❡❞

❜② ❬✷✷✼❪✳ ❙✐♥❝❡ (❤❡♥✱ ❛ ❧♦( ♦❢ ❡✛♦%( ❤❛) ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ (❤✐) (♦♣✐❝✳ ❋♦% ❡①❛♠♣❧❡✱ ✢♦❝❦✐♥❣

❢♦% ❞♦✉❜❧❡ ✐♥(❡❣%❛(♦% ❞②♥❛♠✐❝) ♦❢ (❤❡ ❛❣❡♥() ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ )(✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✾✶✱ ✷✼✾✱ ✷✽✵❪✳

✺✼



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻✿ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ ✢♦❝❦✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦$,✿ ✭❛✮ ✐♥✐-✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ✜♥❛❧

❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥✱ ✇❤❡$❡ ❛❧❧ ,♣❡❡❞ ✈❡❝-♦$, ✭②❡❧❧♦✇ ❛$$♦✇,✮ ❤❛✈❡ -❤❡ ,❛♠❡ ❧❡♥❣-❤ ❛♥❞ ❞✐$❡❝-✐♦♥✳

❘❡♥❞❡③✈♦✉3

❆♥ ✐♠♣♦$-❛♥- ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦$♠❛-✐♦♥ ❝♦♥-$♦❧ ✐, -❤❡ $❡♥❞❡③✈♦✉, ♣$♦❜❧❡♠ ✇❤❡$❡

❛❧❧ ❛❣❡♥-, ❛$❡ $❡D✉✐$❡❞ -♦ ♠❡❡- ❛- ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦❝❛-✐♦♥ ✉,✐♥❣ ♦♥❧② $❡❧❛-✐✈❡ ♣♦,✐-✐♦♥ ✐♥❢♦$✲

♠❛-✐♦♥ ❢♦$ ❛❧❧ ✐♥✐-✐❛❧ ❝♦♥❞✐-✐♦♥, ❬✶✼✱ ✸✼✱ ✼✹✱ ✽✼✱ ✶✹✽✱ ✶✺✵✱ ✷✷✶✱ ✷✺✻✱ ✷✺✾❪✳ ❆♥ ✐❧❧✉,-$❛-✐♦♥

✐, ♣$❡,❡♥-❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✼✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥,✐❞❡$ ♠♦-✐♦♥ ❝♦♦$❞✐♥❛-✐♦♥ ♦♥ ❛ x, y ♣❧❛♥✱ -❤✐, ✐,

✐♥ ❢❛❝- ❛♥ ✐♥-✉✐-✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥,❡♥,✉, ❛❧❣♦$✐-❤♠, ✐♥ -✇♦ ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ❬✶✷✼✱ ✶✾✹❪✳

❚❤❡ $❡♥❞❡③✈♦✉, ♣$♦❜❧❡♠ ✇❛, ✜$,-❧② ✐♥-$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ❙❡✈❡$❛❧ ❡①-❡♥,✐♦♥, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣$♦✲

♣♦,❡❞ ✐♥ -❤❡ ❧❛,- ❢❡✇ ②❡❛$, ❝♦♥,✐❞❡$✐♥❣✱ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ -❤❡ ,②♥❝❤$♦♥♦✉, ❝❛,❡ ✐♥ ❬✶✺✵❪✱ -❤❡

❛,②♥❝❤$♦♥♦✉, ❝❛,❡ ✐♥ ❬✶✹✾✱ ✶✺✶❪ ♦$  !♦♣✲❛♥❞✲❣♦ ♠❛♥❡✉✈❡$, ✐♥ ❬✶✹✾✱ ✶✹✽❪✳ ❋✉$-❤❡$♠♦$❡✱

,❡✈❡$❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥, -②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥,✐❞❡$ ❧✐♠✐-❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ $❛♥❣❡✱ ,❡❡ ❬✻✷✱ ✼✹✱ ✽✼❪ ❛♥❞

-❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡, -❤❡$❡✐♥✳

❚❤❡ ❧✐-❡$❛-✉$❡ ♦♥ ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥- ,②,-❡♠, ✐, ❡①-❡♥,✐✈❡ ❛♥❞ $❛♣✐❞❧② ❣$♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉,

$❡✈✐❡✇ ❝❛♥ ♣$♦✈✐❞❡ -❤❡ $❡❛❞❡$ ❛ ,✉✣❝✐❡♥-❧② -❤♦$♦✉❣❤ ,-❛-❡ ♦❢ ❛$- ♦♥ -❤✐, -♦♣✐❝✱ ❜✉- ✐- ✐,

✐♠♣♦$-❛♥- -♦ ,-❛-❡ -❤❛- ,❡✈❡$❛❧ ❝♦♥-$♦❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣$♦❛❝❤❡, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢$♦♠

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼✿ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ $❡♥❞❡③✈♦✉, ❜❡❤❛✈✐♦$,✿ ✭❛✮ ✐♥✐-✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ✜♥❛❧

❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥✱ ✇❤❡$❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥-, ,❤❛$❡ ❛ ,❛♠❡ ❧♦❝❛-✐♦♥ ✇✐-❤ ③❡$♦ ✈❡❧♦❝✐-② ✭②❡❧❧♦✇ ❛$$♦✇,✮✳

✺✽



✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

 ❤✐# ❞✐##❡& ❛ ✐♦♥✬# ❞✐#❝✉##✐♦♥✳

❇❡❝❛✉#❡ ♦❢  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡# ✐♥ ♠✐♥✐❛ ✉&✐③❛ ✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝ &♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ #②# ❡♠#

❛♥❞ ✐♥ ♥❡ ✇♦&❦✐♥❣✱ ❣♦✐♥❣ ❢&♦♠ ❝♦♥# &❛✐♥❡❞ ✇✐&❡❞ ♥❡ ✇♦&❦#  ♦ ✇✐&❡❧❡## ❝♦♥✜❣✉&❛ ✐♦♥#✱  ❤❡

❞❡♣❧♦②♠❡♥ ♦❢ ❧❛&❣❡ ❣&♦✉♣# ♦❢ ❛✉ ♦♥♦♠♦✉# ✈❡❤✐❝❧❡# ✐# ♥♦✇ ♣♦##✐❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣&♦✉♣# ♦❢ ❛✉✲

 ♦♥♦♠♦✉# &♦❜♦ # ✇✐ ❤ ❝♦♠♣✉ ✐♥❣✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐ ② ❝❛♣❛❜✐❧✐ ✐❡# ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❢❡❛#✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣❡&❢♦&♠ ❛ ✈❛&✐❡ ② ♦❢ #♣❛ ✐❛❧❧② ❞✐# &✐❜✉ ❡❞ #❡♥#✐♥❣  ❛#❦# #✉❝❤

❛# #❡❛&❝❤ ❛♥❞ &❡❝♦✈❡&② ♦♣❡&❛ ✐♦♥#✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛ ✐♦♥ ✐♥ ❤❛③❛&❞♦✉# ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥ #✱ ❡①♣❧♦&❛ ✐♦♥✱

#✉&✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥ ❛❧ ♠♦♥✐ ♦&✐♥❣ ❢♦& ♣♦❧❧✉ ✐♦♥ ❞❡ ❡❝ ✐♦♥ ❛♥❞ ❡# ✐♠❛ ✐♦♥✱ ❡ ❝✳ ◆❡① 

#❡❝ ✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞✐#❝✉## ♠✉❧ ✐✲&♦❜♦ #②# ❡♠#✱  ❤❡✐& ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥# ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡#✳

✶✳✷✳✺ ▼✉❧'✐✲*♦❜♦' -②-'❡♠-✱ '❤❡✐* ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥- ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡-

❚❤❡ ✉#❡ ♦❢ ❣&♦✉♣# ♦❢ ❛✉ ♦♥♦♠♦✉# ✈❡❤✐❝❧❡#  ♦ ♣❡&❢♦&♠ ❝♦♦&❞✐♥❛ ❡❞ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡&❛ ✐✈❡

 ❛#❦# ❤❛# ❜❡❡♥ &❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❣&♦✇✐♥❣ ❛♠♦✉♥ ♦❢ ❛  ❡♥ ✐♦♥ ❞✉&✐♥❣  ❤❡ ♣❛# ❞❡❝❛❞❡✳ ■♥

❢❛❝ ✱ ❛ ❣&♦✉♣ ♦❢ &♦❜♦ # ❝❛♥ ❜❡  &❡❛ ❡❞ ❛# ❛ ♠✉❧ ✐✲❛❣❡♥ #②# ❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐#

❝♦♥#✐❞❡&❡❞ ❛# ❛♥ ❛❣❡♥ ✇✐ ❤  ❤❡ ♣&❡✈✐♦✉#❧② ♠❡♥ ✐♦♥❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐ ✐❡#✳ ❆ &❡❝❡♥ &❡✈✐❡✇ ♦❢

 ❤❡ ✈❛# ❧✐ ❡&❛ ✉&❡ ✐♥  ❤❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✷✵✱ ✶✾✷✱ ✷✷✵✱ ✷✷✶❪✳ ■♥  ❤✐# #❡❝ ✐♦♥✱ ✇❡

✇✐❧❧ ♠♦ ✐✈❛ ❡ ♦✉& ✐♥ ❡&❡# ❛♥❞ ♣&♦✈✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥# ❢♦&  ❤❡ ♥♦✈❡❧ # &❛ ❡❣✐❡#  ♦ ❜❡ ❞❡ ❛✐❧❡❞

 ❤&♦✉❣❤♦✉  ❤✐# ♠❛♥✉#❝&✐♣ ✳

❊♠♣❧♦②✐♥❣  ❡❛♠# ♦❢ &♦❜♦ # ♦✛❡&# #❡✈❡&❛❧ ❛❞✈❛♥ ❛❣❡#✳ ❋♦& ✐♥# ❛♥❝❡✱ ❝❡& ❛✐♥  ❛#❦# ❛&❡

❞✐✣❝✉❧ ✱ ✐❢ ♥♦ ✐♠♣♦##✐❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ❜② ❛ #✐♥❣❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❋✉& ❤❡&♠♦&❡✱ ❛ ❣&♦✉♣ ♦❢

✈❡❤✐❝❧❡# ✐♥❤❡&❡♥ ❧② ♣&♦✈✐❞❡# &♦❜✉# ♥❡##  ♦ ❢❛✐❧✉&❡# ♦❢ #✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥ # ♦& ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥ ❧✐♥❦#✳

❆ ❦❡② ❢❡❛ ✉&❡ ✐♥ ❡♥#✐✈❡❧② ✉#❡❞  ♦❞❛②✱ ✐#  ❤❡ ❛❣❡♥ #✬ ♠♦❜✐❧✐ ②✳ ❊✈❡♥  ❤♦✉❣❤ ❤✉♥❞&❡❞# ♦❢

❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥# &❡❧② ♦♥ # ❛ ✐❝ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥ ❝❤❛✐♥#✱ #❡♥#♦& ♦& ❞✐# &✐❜✉ ✐♦♥ ♥❡ ✇♦&❦#✱ ❛ ✇❤♦❧❡

♥❡✇ ❜&❛♥❝❤ ♦❢  ❛#❦# ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛##✉♠✐♥❣ ♦♥ ❛❣❡♥ #✬ ♠♦❜✐❧✐ ②✳ ❇✉ ❛♥ ✐♥❤❡&❡♥ 

❝❤❛&❛❝ ❡&✐# ✐❝ ♦❢ #✉❝❤ ♠♦❜✐❧❡ ♠✉❧ ✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ❣&♦✉♣# ✐#  ❤❛  ❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥

♠♦✈✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡# ❤❛# #❡✈❡&❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣&♦♣❡& ✐❡#✳ ■♥ ♣❛& ✐❝✉❧❛&✱ ♥♦ ❛❧❧ ❛❣❡♥ # ♠❛② ❜❡

❛❜❧❡  ♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ❡ ✇✐ ❤ ❛❧❧ ♦ ❤❡&#❀ ❞❛ ❛ &❛ ❡# ♠❛② ❜❡ ❧♦✇ ✭❡✐ ❤❡& ❜② ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥ ♦&

❜② ❞❡#✐❣♥✮❀ ❞&♦♣♦✉ # ♠❛② ♦❝❝✉&✱ ❡ ❝✳

❙✐♥❝❡  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♠✐ # ❛&❡ ❜❡✐♥❣ ❞❛✐❧② ♦✈❡& ❛❦❡♥✱ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥#✱  ❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧✲
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✶✳ ✇✇✇✳❢❡❡❞♥❡'❜❛❝❦✳❡✉

✷✳ ✇✇✇✳❣✐♣1❛✲❧❛❜✳✐♥♣❣✳❢4✴♣4♦❥❡'✴❝♦♥♥❡❝'

✸✳ ❤''♣✿✴✴♥❡❝1✳✐♥4✐❛❧♣❡1✳❢4
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✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡❡(✐♥❣ ♣❡(❝❡♣+✐♦♥✿ +♦✇❛(❞1 ♠✉❧+✐✲(♦❜♦+ 1②1+❡♠1

❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞❡*✇❛+❡* ,♦✉*❝❡✱ +❤❡ ♥❛+✉*❡ ♦❢ +❤❡ ,♦✉*❝❡ ♠✐❣❤+ ❜❡ ✈❡*② ❞✐✛❡*❡♥+✱ ,❡❡✱ ❡✳❣✳✱

❬✸✸✱ ✸✹❪✳ ❚♦ ♣❡*❢♦*♠ ♠✐,,✐♦♥, ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ,❡✈❡*❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡,✱ ❝♦♦*❞✐♥❛+❡❞ ♠♦+✐♦♥ ✐, *❡=✉✐*❡❞✱

❡,♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ +❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ +❤❡ ♠✐,,✐♦♥ ✐, ,❡♥,♦* ❞*✐✈❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ +❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐, ❡✈❡♥

❜✐❣❣❡* ✇❤❡♥ ♥♦♥✲✐❞❡♥+✐❝❛❧ *♦❜♦+, ❛*❡ +❛❦❡♥ ✐♥+♦ ❝♦♥,✐❞❡*❛+✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ,✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❞❡+❛✐❧, ❝❛♥ ❞*❛,+✐❝❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ +❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ +❤❡ ❝❤♦,❡♥ ❝♦♥+*♦❧ ,+*❛+❡❣②✳

❆✉+♦♥♦♠♦✉, *♦❜♦+, ❛*❡ ❜❡✐♥❣ *❡❝✉**❡♥+❧② ✉,❡❞ +♦ ❤❡❧♣ ❤✉♠❛♥, +♦ ♣❡*❢♦*♠ ❝❡*+❛✐♥

+❛,❦, ✇✐+❤ ✐♠♣*♦✈❡❞ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡, ❛♥❞ ✐♥ ❜❡++❡* ,❛❢❡+② ❝♦♥❞✐+✐♦♥,✳ ❖✈❡* +❤❡ ❧❛,+ ❞❡❝❛❞❡✱

✉♥❢♦*+✉♥❛+❡ ❛❡*✐❛❧ ♦* ❡✈❡♥ ,✉❜♠❛*✐♥❡ ❛❝❝✐❞❡♥+, ♥❡❝❡,,✐+❛+❡❞ +❤❡ ✉,❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲+❡❝❦ +❡❝❤♥♦❧✲

♦❣② ❡✐+❤❡* +♦ ,❡❛*❝❤ ❢♦* ✇*❡❝❦❛❣❡✱ +♦ *❡❝♦✈❡* ,✉*✈✐✈♦*, ♦* +♦ ♣*♦+❡❝+ ,❡♥,✐+✐✈❡ +❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❚❤✐, ❜*✐♥❣, ✉, +♦ ❛♥♦+❤❡* ✐♠♣♦*+❛♥+ ,♦✉*❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥, ❛♥❞ ✐♥❤❡*❡♥+ +❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

❝❤❛❧❧❡♥❣❡,✿ ♠✐❧✐+❛*② ♦♣❡*❛+✐♦♥,✳

❯♥♠❛♥♥❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡,✱ ✇❤❡+❤❡* ❛✐*✱ ❧❛♥❞ ♦* ,❡❛✱ ❛*❡ ♦♥❡ ♠❡❛♥, +♦ ❣❡+ ❛✐*♠❡♥✱ ,♦❧❞✐❡*,✱

♠❛*✐♥❡, ❛♥❞ ,❛✐❧♦*, ♦✉+ ♦❢ ❤❛*♠✬, ✇❛② ❛♥❞ ❛*❡ ♠♦,+ ❧✐❦❡❧② ❛ ❦❡② ❞*✐✈❡* +♦ ❛♥ ✉♣❝♦♠✐♥❣

*❡✈♦❧✉+✐♦♥ ✐♥ ♠✐❧✐+❛*② ❛✛❛✐*,✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥❡✇ +❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ +♦ ❤❡❧♣ ❛♥,✇❡* +❤❡ ❝*✐❡,

+♦ *❡❞✉❝❡ ❝❛,✉❛❧+✐❡, *❡,✉❧+✐♥❣ ❢*♦♠ ❢*✐❡♥❞❧② ✜*❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛+❡*❛❧ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛, ✇❡❧❧ ❛, ❛,,✐,+

+❤❡ ♠✐❧✐+❛*② ✐♥ ♣❡*❢♦*♠✐♥❣ ✉*❜❛♥ ♦♣❡*❛+✐♦♥,✳ ▼✐❧✐+❛*② *♦❜♦+, ✜♥❞ ♠❛❥♦* ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥,

✐♥ ,✉*✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ *❡❝♦♥♥❛✐,,❛♥❝❡✱ ❧♦❝❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡,+*✉❝+✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥❡,✱ ❛, ✇❡❧❧ ❛, ❢♦* ❤♦,+✐❧❡

♠✐❧✐+❛*② ♦♣❡*❛+✐♦♥,✱ ,❡❡ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✽✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ *❡❝❡♥+ ♠✐❧✐+❛*② *❡♣♦*+, ♣*❡❞✐❝+ +❤❛+ *♦❜♦+,

♠✐❣❤+ ,♦♠❡❞❛② ❜❡ ,❡♥+ ✐♥+♦ ❛ ❤♦,+✐❧❡ ✈✐❧❧❛❣❡ +♦ ❧♦❝❛+❡ ♣*✐,♦♥❡*,✱ ✐♥+♦ ❛♥ ❡❛*+❤=✉❛❦❡✲

❞❛♠❛❣❡❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ +♦ ✜♥❞ ✈✐❝+✐♠, ♦* ♦♥+♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧✲,♣✐❧❧ ,✐+❡, +♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❤❛③❛*❞♦✉, ✇❛,+❡✳

▼♦*❡♦✈❡*✱ +❤❡② ♠✐❣❤+ ❛❧,♦ ❜❡ ❛❜❧❡ +♦ ♣*♦✈✐❞❡✱ ✐♥ ❛ ♥❡❛* ❢✉+✉*❡✱ +❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦* ♣*♦+❡❝+✐♥❣

❜♦*❞❡*, ❛♥❞ ,❛❢❡+② ✐♥ ❝✐+✐❡, ♦* ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ,♠❛*+❡* ❝✐+✐❡,✳ ■♥ ❢❛❝+✱ ,♦♠❡ ♦❢ +❤❡ ♠♦,+

❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛*♠② *♦❜♦+, ❝❛**② ❞♦③❡♥, ♦❢ ,❡♥,♦*,✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲*❡,♦❧✉+✐♦♥ ♥✐❣❤+✲✈✐,✐♦♥

❝❛♠❡*❛,✱ ✸✲❉ ✐♠❛❣❡*,✱ ❛♥❞ ❛❝♦✉,+✐❝ ❛**❛②,✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ❤✉♠❛♥, ❛*❡ ,+✐❧❧ ♥❡❡❞❡❞ +♦ ♦♣❡*❛+❡

+❤❡,❡ ✈❡❤✐❝❧❡,✱ ✐♥+❡*♣*❡+ +❤❡ ❞❛+❛ ❛♥❞ ❝♦♦*❞✐♥❛+❡ +❛,❦, ❛♠♦♥❣ ♠✉❧+✐♣❧❡ ,②,+❡♠, ❬✷✾✼❪✳

❇❡❝❛✉,❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❞❛② ✇❡ ❛*❡ ❣♦✐♥❣ +♦ ,❡❡ ❢✉❧❧② ❛✉+♦♥♦♠♦✉, *♦❜♦+, ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣

❛♥❞ ❝❛**②✐♥❣ ♦✉+ ♠✐,,✐♦♥, ❛♥❞ ❧❡❛*♥✐♥❣ ❢*♦♠ +❤❡✐* ❡①♣❡*✐❡♥❝❡,✱ ❛ ❜❛,✐❝ =✉❡,+✐♦♥ ✇✐❧❧

*❡♠❛✐♥✿ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❡=✉✐♣ +❤❡,❡ *♦❜♦+, +♦ ♠❛❦❡ ❝*✐+✐❝❛❧ ❞❡❝✐,✐♦♥, ♦♥ +❤❡✐* ♦✇♥❄

❲✐+❤♦✉+ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ +♦ ❛♥,✇❡* ❛❧❧ +❤❡ ♣*❡✈✐♦✉,❧② ♠❡♥+✐♦♥❡❞ ♣*♦❜❧❡♠,✱ +❤✐, +❤❡,✐,

♣*♦♣♦,❡, ,♦❧✉+✐♦♥, +♦ ,♦♠❡ ♣*♦❜❧❡♠, *❡❧❛+❡❞ +♦ ♠♦+✐♦♥ ❝♦♦*❞✐♥❛+✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♠✉❧+✐♣❧❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧,✳ ❲❡ ❛*❡ ♠♦+✐✈❛+❡❞ ❜② *❡❝♦❣♥✐+✐♦♥✱ *❡❝♦✈❡*② ❛♥❞ ,❡❛*❝❤ ♦♣❡*❛+✐♦♥,✱ ,✉❝❤ ❛, +❤❡

❋❡❡❞♥❡+❜❛❝❦ ,+✉❞② ❝❛,❡ ♦* +❤❡ ❝✐✈✐❧✴♠✐❧✐+❛*② ♠✐,,✐♦♥, ❞❡,❝*✐❜❡❞ ❜❡❢♦*❡✳ ❚❤✐, ♠❛♥✉,❝*✐♣+

✐, ❢♦❝✉,❡❞ ♦♥ ❞✐,+*✐❜✉+❡❞ ❛❣*❡❡♠❡♥+ ,+*❛+❡❣✐❡, +♦ ❝♦♦♣❡*❛+✐✈❡❧② ❝♦♠♠❛♥❞ ♠♦❜✐❧❡ *♦❜♦+,✱

❛♥❞ ♠♦*❡ ♣*❡❝✐,❡❧②✱ +♦ ♣❡*❢♦*♠ ♠♦+✐♦♥ ❝♦♦*❞✐♥❛+✐♦♥ ❜❛,❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣, ❬✷✵✼❪✳ ❚❤❡

♥❡①+ ,❡❝+✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣*❡,❡♥+ +❤❡ ♦❜❥❡❝+✐✈❡, ♦❢ +❤✐, +❤❡,✐,✳

✻✶



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽✿ ▼✐❧✐,❛$② ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥3✳ ❋$♦♠ ❧❡❢, ,♦ $✐❣❤,✱ ❘❆❋ ❘❡❛♣❡$ ▼◗✲✾ ❘❡✲

♠♦,❡❧② =✐❧♦,❡❞ ❆✐$ ❙②3,❡♠✱ ❛♥ ❛✐$❝$❛❢, ✢❡❡, ❛,,❛❝❦ ❢♦$♠❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❲❤❡❡❧ ❇❛$$♦✇

▼❦ ✽ ❈♦✉♥,❡$ ■❊❉ ❘♦❜♦,✳ ❚❤❡3❡ ✐♠❛❣❡3 ❛$❡ ✉3❡❞ ✉♥❞❡$ ,❤❡ ❈❈✲❇❨✲✷✳✵ ❧✐❝❡♥❝❡

✭❤,,♣✿✴✴❝$❡❛,✐✈❡❝♦♠♠♦♥3✳♦$❣✴❧✐❝❡♥3❡3✴❜②✴✷✳✵✴❞❡❡❞✳❢$✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥,$❛❧ ✐♠❛❣❡ ❤❛3 ❜❡❡♥

♣♦3,❡❞ ,♦ ❋❧✐❝❦$ ❜② ❆$❝❤❛♥❣❡❧ ✶✷✱ ✇❤✐❧❡ ,❤❡ $❡♠❛✐♥✐♥❣ ,✇♦ ✇❡$❡ ♣♦3,❡❞ ❜② ,❤❡ ❯❑

▼✐♥✐3,$② ♦❢ ❉❡❢❡♥❝❡✳

✶✳✸ ●❡♥❡&❛❧ ♦❜❥❡❝-✐✈❡0

❈✉$$❡♥,❧② ❡♥❣✐♥❡❡$✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♥,$♦❧ ❡♥❣✐♥❡❡$3 ✐♥ ♣❛$,✐❝✉❧❛$✱ ❤❛3 ,♦ ❝♦♣❡ ✇✐,❤ ♠❛♥②

♥❡✇ ♣$♦❜❧❡♠3 ❛$✐3✐♥❣ ❢$♦♠ ♥❡,✇♦$❦❡❞ 3②3,❡♠3 ✇❤❡♥ ❞❡3✐❣♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① 3②3,❡♠3✳ ■♥✲

❞❡❡❞✱ ♠❛♥② ✐♥,❡$❡3,✐♥❣ U✉❡3,✐♦♥3 3,✐❧❧ $❡♠❛✐♥ ✉♥❛♥3✇❡$❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❛$❡❛ ♦❢ ♠✉❧,✐✲❛❣❡♥,

3②3,❡♠3 ❬✸✶✷❪✳ ❙♦♠❡,❤✐♥❣ ,❤❛, ✇❛3 ✇✐❞❡❧② ✉♥❝❧❡❛$ ❛ ❢❡✇ ②❡❛$3 ❛❣♦✱ ❜✉, ❜❡,,❡$ ✉♥❞❡$✲

3,♦♦❞ ,♦❞❛②✱ ✐3 ❤♦✇ ,♦ ❞❡3✐❣♥ ❧♦❝❛❧ ❧❛✇3 ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞ ❛ ♣$❡3❝$✐❜❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦$✳ ■♥

❢❛❝,✱ ,❤✐3 ✐3 3♦❧✈❡❞ ✐♥ 3♦♠❡ 3♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ 3✐♠♣❧❡ ❝❛3❡3✱ 3✉❝❤ ❛3✱ ❢♦$ ✐♥3,❛♥❝❡✱ ✐♥ ,❤❡ ❞✐3✲

,$✐❜✉,❡❞ ❛✈❡$❛❣✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠✳ ❇✉, ❡✈❡♥ ✐♥ ,❤✐3 3✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ,❤❡$❡ ✐3 3,✐❧❧ ❡♥♦$♠♦✉3

3♣❛❝❡ ❢♦$ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥,✱ ❡3♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ,❡$♠3 ♦❢ $♦❜✉3,♥❡33 ,♦ ❢❛✐❧✉$❡✱ ✢❡①✐❜✐❧✐,②✱ $❡❧✐❛❜✐❧✐,②

❛♥❞ ❛❞❛♣,✐✈✐,②✳ ❖♥❡ ♦❢ ,❤❡ ♦❜❥❡❝,✐✈❡3 ♦❢ ,❤✐3 ,❤❡3✐3 ♣❡$,❛✐♥3 ,♦ ✐❞❡♥,✐❢② ♦♣,✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦$

❝$✐,❡$✐❛ ❢♦$ ♠✉❧,✐✲❛❣❡♥, 3②3,❡♠3✱ ✇❤✐❝❤ ✐3 3,$✐❝,❧② $❡❧❛,❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ♣♦33✐❜✐❧✐,✐❡3 ❛♥❞ ♦♣❡♥

��������	��
�����

�

��������� ����������

❋✐❣✉$❡ ✶✳✾✿ ❈♦♥,$✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ,❤❡3✐3

✻✷



✶✳✸ ●❡♥❡&❛❧ ♦❜❥❡❝-✐✈❡0

❝❤❛❧❧❡♥❣❡' ♦❢ ♠✉❧,✐✲❛❣❡♥,' '②',❡♠' ,❤❛, ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥,✐✜❡❞✳ ❊✈❡♥,✉❛❧❧②✱ ,❤✐' ',✉❞② ❧❡❞ ,♦

❛♥ ❛❞❡7✉❛,❡ ❛8❝❤✐,❡❝,✉8❡ ,♦ ❞❡❛❧ ✇✐,❤ ,❤❡ ❞✐',8✐❜✉,❡❞ ❝❤❛8❛❝,❡8✐',✐❝' ♦❢ ,❤❡ '②',❡♠ ❛♥❞

✐,' ✐♥❤❡8❡♥, ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ❝♦♥',8❛✐♥,'✳ ❆ ,❤♦8♦✉❣❤ ',❛,❡ ♦❢ ❛8, 8❡♣♦8,✱ ❞❡'❝8✐❜✐♥❣ ,❤❡

❡①✐',✐♥❣ ❛♣♣8♦❛❝❤❡' ❛♥❞ ♠♦', ✉'❡❞ ,♦♦❧' ✐' ♣8♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ,❤✐' ,❤❡'✐'✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ,❤❡ ✉❧,✐♠❛,❡

♦❜❥❡❝,✐✈❡ ♦❢ ,❤✐' ,❤❡'✐' ✐' ,♦ ♣8♦♣♦'❡ ♦8✐❣✐♥❛❧✴✐♠♣8♦✈❡❞ ❛❣8❡❡♠❡♥, ❛❧❣♦8✐,❤♠' ❢♦8 ▼❆❙✳

❚❤❡'❡ ❛❧❣♦8✐,❤♠' '❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝❡♥,8❛❧✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡8' '❡✈❡8❛❧ ❛❞✈❛♥,❛❣❡' ✐♥ ❝♦♠♣❛8✐✲

'♦♥ ,♦ ❛ ❝❡♥,8❛❧✐③❡❞ ❛♣♣8♦❛❝❤✳ ❚❤❡② '❤♦✉❧❞ ❛❧'♦ ,❛❦❡ ✐♥,♦ ❝♦♥'✐❞❡8❛,✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥

❧✐♠✐,❛,✐♦♥' ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥',8❛✐♥,'✳ ❚❤❡ ♣8♦♣♦'❡❞ ❛❣8❡❡♠❡♥, ',8❛,❡❣✐❡' ❝❛♥ ❜❡ ♦8❣❛♥✐③❡❞

✐♥,♦ ,✇♦ ♣❛8,'✱ ✐❧❧✉',8❛,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✶✳✾ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✿

❈❤❛♣-❡& ✷ ❛♥❞ ✸✿ ▼❆❙ &❡♥❞❡③✈♦✉0

■♥ ,❤✐' ♣❛8,✱ ✇❡ ✇❛♥, ,♦ ',✉❞② ❡✛❡❝,✐✈❡ ❛❧❣♦8✐,❤♠' ,❤❛, ❛8❡ ❛❜❧❡ ,♦ ❣❛,❤❡8 ❛❧❧ ❛❣❡♥,'

❛, ❛ '❛♠❡ ♣♦'✐,✐♦♥✱ '❡❡ ❋✐❣✉8❡ ✶✳✶✵ ❢♦8 ✐❧❧✉',8❛,✐♦♥'✳ ■♥ ♣❛8,✐❝✉❧❛8✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥'✐❞❡8

❝♦♥'❡♥'✉' ❛❧❣♦8✐,❤♠' ❛♥❞ ,✇♦ ♣8♦❜❧❡♠' ✇✐❧❧ ❜❡ ,❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ,❤✐' ❞✐''❡8,❛,✐♦♥✿

✐✮ ❍♦✇ ,♦ ❞❡'✐❣♥ ❝♦♥'❡♥'✉' ❛❧❣♦8✐,❤♠' ❢♦8 ❤❡,❡8♦❣❡♥❡♦✉' ❛❣❡♥,'❀

✐✐✮ ❍♦✇ ,♦ ✐♠♣8♦✈❡ ,8❛❞✐,✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡8❣❡♥❝❡ ♣8♦♣❡8,✐❡'✳

❋✉8,❤❡8♠♦8❡✱ ♦♥❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥',8❛✐♥, ✐' ❝♦♥'✐❞❡8❡❞✿ ❤❡,❡8♦❣❡♥❡♦✉' ❧✐♥❡❛8 '②',❡♠'✱ ✇❤✐❝❤

❛8❡ ♣❛8,✐❝✉❧❛8② ✐♥,❡8❡',✐♥❣ ❢♦8 ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡8❛,✐♦♥' ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❛8❣❡ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ♣❧❛②❡8'✱

❛' ,❤❡ ♣8❡✈✐♦✉'❧② ♠❡♥,✐♦♥❡❞ '❝✐❡♥,✐✜❝ '❡❛8❝❤ ♠❛♥❡✉✈❡8' ♦8 ,❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐❧✐,❛8② '❡,✉♣'

❛♥❞ ✜①❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ,♦♣♦❧♦❣✐❡'✳

❈❤❛♣-❡& ✹✿ ▼❆❙ ❞❡♣❧♦②♠❡♥-

❋♦8 '❡✈❡8❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥'✱ ,❡❛♠' ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❛✉,♦♥♦♠♦✉' ❛❣❡♥,' ♥❡❡❞ ♥♦, ♦♥❧② ,♦ ❛❣8❡❡

♦♥ '♦♠❡ 7✉❛♥,✐,② ♦❢ ✐♥,❡8❡',✱ ❜✉, ❛❧'♦ ,❤❡ ❛❜✐❧✐,② ,♦ ❞❡♣❧♦② ♦✈❡8 ❛ 8❡❣✐♦♥✱ ❛''✉♠❡ ❛

'♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛,,❡8♥✱ ♦8 ♠♦✈❡ ✐♥ ❛ '②♥❝❤8♦♥✐③❡❞ ♠❛♥♥❡8✳ ❚❤✐' '❡❝♦♥❞ ♣❛8, ♣❛②' '♣❡❝✐❛❧

❛,,❡♥,✐♦♥ ,♦ ❢♦8♠❛,✐♦♥ ❝♦♥,8♦❧✱ '✐♥❝❡ ,♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐'❤ ❡①♣❧♦8❛,✐♦♥✱ '✉8✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♦8 8❡'❝✉❡

,❛'❦' ❛❣❡♥,' ♥❡❡❞ ,♦ ❝♦♦8❞✐♥❛,❡ ✐♥ ♦8❞❡8 ,♦ ❢♦8♠ ❛ ♣❛8,✐❝✉❧❛8 ❝♦♥✜❣✉8❛,✐♦♥ ,❤❛, '❛,✐'✜❡'

❝❡8,❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞✴♦8 ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥',8❛✐♥,'✱ ❡✳❣✳✱ ♥♦❞❡ ❞❡❣8❡❡ ❛♥❞✴♦8 ♥❡,✇♦8❦ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,②✳

❚❤8❡❡ ♣8♦❜❧❡♠' ✇✐❧❧ ❜❡ ,❛❝❦❧❡❞✿

✐✮ ❍♦✇ ,♦ ✐♠♣8♦✈❡ ,❤❡ ❝♦✈❡8❛❣❡ 8❛,❡ ❢♦8 ❛ ❣✐✈❡♥ ✇♦8❦'♣❛❝❡❀

✐✐✮ ❍♦✇ ,♦ ❣✉❛8❛♥,❡❡ ,❤❛, ,✇♦ ❛❣❡♥,' 8❡♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝,❡❞❀

✐✐✐✮ ❍♦✇ ,♦ ✐♠♣8♦✈❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ♣8♦♣❡8,✐❡' ❢♦8 ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐,✐❛❧ ♥❡,✇♦8❦✳
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1-5

✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵✿ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ $❡♥❞❡③✈♦✉, ❛❧❣♦$✐-❤♠, ❢♦$ ✜✈❡ ❛❣❡♥-, ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ✉♥❞❡$ ❛ ✜①❡❞

❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ❣$❛♣❤ ✭✐♥ $❡❞✮✿ ✶✳✶✵✭❛✮ $❡♣$❡,❡♥-, -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✶✳✶✵✭❜✮

,❤♦✇, -❤❡ ❞❡,✐$❡❞ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥ ✇❤❡$❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥-, ❛$❡ ❛- -❤❡ ,❛♠❡ ♣♦,✐-✐♦♥✳

■♥ ♦-❤❡$ ✇♦$❞,✱ ✇❡ ✇✐❧❧ -$② -♦ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ ,♦❧✉-✐♦♥ ❢♦$ ❛❣❡♥- ❞❡♣❧♦②♠❡♥- ✐♥ ♦$❞❡$ -♦

❛❝❤✐❡✈❡ -❤❡ ❜❡,- ❝♦✈❡$❛❣❡ $❛-❡ ♣♦,,✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦$ ✐♠♣$♦✈✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-② ♣$♦♣❡$✲

-✐❡,✱ ,❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶ ❢♦$ ✐❧❧✉,-$❛-✐♦♥,✳ ❚❤✐, ✇♦$❦ -❛❦❡, -✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥,-$❛✐♥-, ✐♥-♦ ❝♦♥,✐❞✲

❡$❛-✐♦♥✿ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ❧✐♥❡❛$ ,②,-❡♠,✱ ❢♦$ -❤❡ ,❛❦❡ ♦❢ ,✐♠♣❧✐❝✐-②✱ ❛♥❞ -✐♠❡✲✈❛$✐❛♥- ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ❣$❛♣❤ ❛,,✉♠✐♥❣ -❤❛- ❡❛❝❤ ❛❣❡♥- ❤❛, ❛ ❧✐♠✐-❡❞ ,❡♥,✐♥❣ $❛❞✐✉, ✭❛♥❞ -❤❡$❡❢♦$❡

-❤❡ ❣$❛♣❤ ✐, ❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦♥ -❤❡ ❛❣❡♥-,✬ ♠♦-✐♦♥✮✳

■♥ -❤✐, ,❡❝-✐♦♥ ✇❡ ♣$❡,❡♥- -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡, ♦❢ -❤✐, -❤❡,✐, ❛♥❞ -❤❡ ❞✐✛❡$❡♥- ❛♣♣$♦❛❝❤❡,

-❤❡$❡✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥-$✐❜✉-✐♦♥, ♦❢ -❤✐, ♠❛♥✉,❝$✐♣- ❛$❡ ,✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ -❤❡ ,❡G✉❡❧✳

1-5

✭❛✮
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✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶✿ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣❧♦②♠❡♥- ❛❧❣♦$✐-❤♠, ❢♦$ ✜✈❡ ❛❣❡♥-, ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ✇✐-❤ $❛♥❣❡

❜❛,❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ✭✐♥ $❡❞✮✿ ✶✳✶✶✭❛✮ $❡♣$❡,❡♥-, -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✶✳✶✶✭❜✮

,❤♦✇, -❤❡ ❞❡,✐$❡❞ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛-✐♦♥ ✇❤❡$❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥-, ,❡♣❛$❛-❡❞ ✇✐-❤✐♥ -❤❡ ✇♦$❦,♣❛❝❡✳
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✶✳✹ ❈♦♥&'✐❜✉&✐♦♥+ ♦❢ &❤❡ &❤❡+✐+

❚❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥* ♦❢ ❧❛-❣❡ ❣-♦✉♣0 ♦❢ ❛✉*♦♥♦♠♦✉0 ✈❡❤✐❝❧❡0 ✐0 ♥♦✇ ♣♦00✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉0❡ ♦❢

*❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡0 ✐♥ ♥❡*✇♦-❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ♠✐♥✐❛*✉-✐③❛*✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝*-♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 0②0✲

*❡♠0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣-♦✉♣0 ♦❢ ❛✉*♦♥♦♠♦✉0 -♦❜♦*0 ✇✐*❤ ❝♦♠♣✉*✐♥❣✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦✲

❜✐❧✐*② ❝❛♣❛❜✐❧✐*✐❡0 ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❢❡❛0✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣❡-❢♦-♠ ❛ ✈❛-✐❡*② ♦❢ 0♣❛✲

*✐❛❧❧② ❞✐0*-✐❜✉*❡❞ 0❡♥0✐♥❣ *❛0❦0 0✉❝❤ ❛0 0❡❛-❝❤ ❛♥❞ -❡❝♦✈❡-② ♦♣❡-❛*✐♦♥0✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛*✐♦♥ ✐♥

❤❛③❛-❞♦✉0 ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥*0✱ ❡①♣❧♦-❛*✐♦♥✱ 0✉-✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥*❛❧ ♠♦♥✐*♦-✐♥❣ ❢♦- ♣♦❧❧✉✲

*✐♦♥ ❞❡*❡❝*✐♦♥ ❛♥❞ ❡0*✐♠❛*✐♦♥✳ ❡*❝✳ ❚❤✐0 ✐0 ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ -❡❛0♦♥0 ✇❤② ▼❆❙ ❛-❡ 0♦ ♣♦♣✉❧❛-

✇✐*❤✐♥ *❤❡ ❛✉*♦♠❛*✐❝ ❝♦♥*-♦❧ ❝♦♠♠✉♥✐*② ❛♥❞ *❤❡-❡❢♦-❡ ✇❤② *❤✐0 *❤❡0✐0 ❢♦❝✉0❡0 ♦♥ ▼❆❙

❛♥❞ *❤❡✐- ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥0✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ *❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡0 ❛❞❞-❡00❡❞ ✐♥ *❤✐0 ❞✐00❡-*❛*✐♦♥ ❛-❡✿

• ❆❣-❡❡♠❡♥* ❛❧❣♦-✐*❤♠0
• ❈♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ❝♦♥0*-❛✐♥❡❞ ❝♦♥*-♦❧ ❞❡0✐❣♥
• ❈♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ♠❛✐♥*❡♥❛♥❝❡
• B❛**❡-♥ ❝♦♥*-♦❧

❉✉❡ *♦ *❤❡ ❞✐0*-✐❜✉*❡❞ ❝❤❛-❛❝*❡-✐0*✐❝0 ♦❢ ♠✉❧*✐✲-♦❜♦*0 0②0*❡♠0✱ *❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥

❣-❛♣❤ ♣❧❛②0 ❛♥ ✐♠♣♦-*❛♥* -♦❧❡ ✐♥ *❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♥*-♦❧ 0*-❛*❡❣✐❡0✳ ■♥ *❤✐0 *❤❡0✐0✱

✇❡ ❛-❡ ♣❛-*✐❝✉❧❛-② ✐♥*❡-❡0*❡❞ ✐♥ 0*✉❞②✐♥❣ *❤✐0 *♦♣✐❝✳ ▼♦-❡ ♣-❡❝✐0❡❧②✱ *❤✐0 ♠❛♥✉0❝-✐♣*

♣-❡0❡♥*0 ♣❡-*✐♥❡♥* -❡0✉❧*0 -❡❣❛-❞✐♥❣ *❤❡ ♠♦*✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣-♦✉♣ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡0 ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ *❤❡

❜❡0* ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ♣-♦♣❡-*✐❡0 ♣♦00✐❜❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥0✐❞❡- ▼❆❙ ✇✐*❤ ❝♦♥*✐♥✉♦✉0✲*✐♠❡ ❧✐♥❡❛-

❞②♥❛♠✐❝0 ❛♥❞ ❜♦*❤ ❞✐-❡❝* ❛♥❞ ✉♥❞✐-❡❝* ❣-❛♣❤0✬ *♦♣♦❧♦❣✐❡0✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱ ❢♦- 0♣❡❝✐✜❝ ❝❛0❡0✱

-❛♥❣❡ ❜❛0❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ *♦♣♦❧♦❣✐❡0 ❛-❡ ❝♦♥0✐❞❡-❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ 0❝✐❡♥*✐✜❝ ❝♦♥*-✐❜✉*✐♦♥0

♣-❡0❡♥*❡❞ ✐♥ *❤✐0 ♠❛♥✉0❝-✐♣* ❝❛♥ ❜❡ ♦-❣❛♥✐③❡❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✳

✶✳✹✳✶ ❈❤❛♣'❡) ✷✿ ▼❆❙ )❡♥❞❡③✈♦✉5

❈♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦'✐&❤♠+ ❢♦' ❤❡&❡'♦❣❡♥♦✉+ ▼❆❙ ❆ 0✐❣♥✐✜❝❛♥* ♣❛-* ♦❢ *❤✐0 ❞✐0✲

0❡-*❛*✐♦♥ ✐0 ❢♦❝✉0❡❞ ♦♥ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦-✐*❤♠0 ❢♦- ❤❡*❡-♦❣❡♥❡♦✉0 ❛❣❡♥*0✱ -❡♣-❡0❡♥*✐♥❣✱

❢♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐✛❡-❡♥* ♠♦❞❡❧0 ♦- ❣❡♥❡-❛*✐♦♥0 ♦❢ -♦❜♦*0✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ✇♦-❦0 ❝♦♥0✐❞❡-

❤❡*❡-♦❣❡♥❡♦✉0 ❝❛0❡0 ♦❢ *❤❡ 0②♥❝❤-♦♥✐③❛*✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣-♦♣♦0❡ ❤❡-❡ ❛ ❝♦♥✲

*-♦❧ 0*-❛*❡❣② ❜❛0❡❞ ♦♥ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦-✐*❤♠0 ✇❤✐❝❤ ✐0 ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢-♦♠ *❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧

0②0*❡♠✳ ■♥ ♦*❤❡- ✇♦-❞0✱ ✇❡ ❛**-✐❜✉*❡ *♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥* ❛♥ ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ ❝♦♥*-♦❧ ✈❛-✐✲

❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡0 ❛ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛♥❞ *❤✉0✱ *❤❡ ♠❡❛0✉-❡♠❡♥* ✈❛-✐❛❜❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥*

0❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡-❣❡ *♦ *❤✐0 ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ ✈❛-✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦-✐*❤♠ ♦✛❡-0 *❤❡ ♠❛❥♦-

❛❞✈❛♥*❛❣❡ *♦ 0❡♣❛-❛*❡ *❤❡ 0*❛❜✐❧✐*② ❛♥❛❧②0✐0 ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥* ❛♥❞ *❤❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡

❛♥❛❧②0✐0 ♦❢ *❤❡ ❞✐0*-✐❜✉*❡❞ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦-✐*❤♠✳
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❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

■♠♣&♦✈❡❞ 2$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥2❡♥2✉2 ❛❧❣♦&✐$❤♠2 ❢♦& ▼❆❙ ■♥ ❛ #❡❝♦♥❞ ♣❛)*✱ ✇❡

❢♦❝✉# ♦♥ ❝♦♥#❡♥#✉# ❛❧❣♦)✐*❤♠ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ )❛*❡✳ ■♥ #❡✈❡)❛❧ ♠✉❧*✐✲❛❣❡♥* ❝♦♥*)♦❧ ♣)♦❜✲

❧❡♠#✱ *❤❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ♣)♦♣❡)*✐❡# ❛♥❞ #♣❡❡❞ ♦❢ *❤❡ #②#*❡♠ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ *❤❡ ❛❧❣❡❜)❛✐❝

❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ♦❢ *❤❡ ❣)❛♣❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜)❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ✐# ❛♥ ✐♠♣♦)*❛♥* ♥❡*✇♦)❦

♣)♦♣❡)*② ❢♦) ❛❧❧ *❤❡ ♣)❡✈✐♦✉# #②#*❡♠# *♦ )❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐* ❝❤❛)❛❝*❡)✐③❡# *❤❡

❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ )❛*❡✳ ▼♦)❡ ♣)❡❝✐#❡❧②✱ *❤❡ ❛❧❣❡❜)❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ✐# ❡=✉❛❧ *♦ *❤❡ #❡❝♦♥❞

#♠❛❧❧❡#* ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲✳ ❆❝❝❡❧❡)❛*✐♥❣ *❤❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐#*)✐❜✉*❡❞ ❛❣)❡❡♠❡♥*

❛❧❣♦)✐*❤♠# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ #*✉❞✐❡❞ ✐♥ *❤❡ ❧✐*❡)❛*✉)❡ ❜❛#❡❞ ♦♥ *✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣)♦❛❝❤❡#✿ ♦♣✲

*✐♠✐③✐♥❣ *❤❡ ✇❡✐❣❤*# ♦❢ *❤❡ *♦♣♦❧♦❣②✲)❡❧❛*❡❞ ♠❛*)✐① #✉♠♠❛)✐③✐♥❣ *❤❡ ✉♣❞❛*❡# ❛*

❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❬✸✵✹❪✱ ♦) ✐♥❝♦)♣♦)❛*✐♥❣ ♠❡♠♦)② ✐♥*♦ *❤❡ ❞✐#*)✐❜✉*❡❞ ❛✈❡)❛❣✐♥❣ ❛❧❣♦)✐*❤♠✳

❚❤✐# ❧❛#* ❛♣♣)♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ #*✉❞✐❡❞ *❤)♦✉❣❤♦✉* *❤✐# ♠❛♥✉#❝)✐♣*✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❢♦) ♠♦#*

❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥# ❞❡❧❛②# ❧❡❛❞ *♦ ❛ )❡❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡# ♦) ❡✈❡♥ *♦ ✐♥#*❛❜✐❧✐*②✱ *❤❡)❡

❡①✐#* #♦♠❡ ❝❛#❡# ✇❤❡)❡ *❤❡ ✐♥*)♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ *❤❡ ❝♦♥*)♦❧ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❤❡❧♣ *♦

#*❛❜✐❧✐③❡ ❛ #②#*❡♠✳ ❚❤✐# ❤❛# ❜❡❡♥ #*✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✶✵✱ ✷✺✷❪✳ ■♥ ❬✷✺✷❪✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ #*❛*❡

#❛♠♣❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥* *♦ *❤❡ ❝♦♥*)♦❧ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ❛# ❛♥ ❛)*✐✜❝✐❛❧ ✇❛② *♦ ♠❛♥✐♣✉✲

❧❛*❡ *❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡# ♦❢ ▲✱ ❜② ❣❡**✐♥❣ *❤❡♠ ❢✉)*❤❡) ♦♥*♦ *❤❡ ❧❡❢* ♣❛)* ♦❢ *❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

♣❧❛♥ ❛♥❞ ✐♥❤❡)❡♥*❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ *❤❡ #♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡✳ ■♥ *❤✐# *❤❡#✐#✱ *❤❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡
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❛ ❢♦$♠❛,✐♦♥ ❝♦♥,$♦❧ ♣$♦❜❧❡♠ ✐+ ♣$❡+❡♥,❡❞ ✐♥ ❬✶✸✵❪✳ ❈♦♥+❡♥+✉+ ❢♦$ ❤❡,❡$♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧,✐✲

❛❣❡♥, +②+,❡♠+ ❝♦♠♣♦+❡❞ ♦❢ +✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥,❡❣$❛,♦$+ ✐+ ♣$❡+❡♥,❡❞ ✐♥ ❬✸✷✵✱ ✸✷✷❪✳

■♥ ♣❛$,✐❝✉❧❛$✱ ,❤❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤❡,❡$♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧,✐✲❛❣❡♥, +②+,❡♠ ❝♦♠♣♦+❡❞

♦❢ +❡❝♦♥❞✲♦$❞❡$ ❛❣❡♥,+ ,❤❛, ❝❛♥♥♦, ♦❜,❛✐♥ ,❤❡ ✈❡❧♦❝✐,② ♠❡❛+✉$❡♠❡♥,+ ❢♦$ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐+

+,✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✸✷✵❪✳ ■♥ ,❤✐+ ♣❛♣❡$✱ ❛✉,❤♦$+ ❣❡, ❝♦♥+❡♥+✉+ ❝$✐,❡$✐❛ ❜② ✉+✐♥❣ ❣$❛♣❤ ,❤❡♦$②✱

,❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞✐$❡❝, ♠❡,❤♦❞ ❛♥❞ ▲❛❙❛❧❧❡✬+ ✐♥✈❛$✐❛♥❝❡ ♣$✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆♥ ❡①,❡♥+✐♦♥ ,♦ ✜♥✐,❡✲

,✐♠❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦$✐,❤♠+ ✇✐,❤ ❛♥❞ ✇✐,❤♦✉, ✈❡❧♦❝✐,② ♠❡❛+✉$❡♠❡♥,+ ✐+ ♣$♦♣♦+❡❞ ✐♥ ❬✸✷✶❪✳

▼♦$❡♦✈❡$✱ ,❤❡ ❛✉,❤♦$+ ♦❢ ❬✷✾✾❪ ❢♦❝✉+ ♦♥ ❧✐♥❡❛$ ♦✉,♣✉, +②♥❝❤$♦♥✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ❤❡,❡$♦❣❡♥❡♦✉+

❛❣❡♥,+ ✉+✐♥❣ ❛♥ ✐♥,❡$♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣$♦❛❝❤✳ ❚❤❡ +❛♠❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐+ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬✶✸✸❪ ,❛❦✐♥❣

✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ✉♥❝❡$,❛✐♥,✐❡+ ♦❢ ,❤❡ ❛❣❡♥,+✬ ♠♦❞❡❧+✳

❚❤✐+ ❝❤❛♣,❡$ ♣$♦♣♦+❡+ ❛ +♦❧✉,✐♦♥ ❢♦$ ❤❡,❡$♦❣❡♥❡♦✉+ ▼❆❙ ❝♦♥+❡♥+✉+✳ ■♥ ♣❛$,✐❝✉❧❛$✱

+✉❝❤ ❛♣♣$♦❝❤❡+ ❛$❡ ❛❞❛♣,❡❞ ,♦✱ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ $❡♥❞❡③✈♦✉+ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥+✱ +❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✷

❢♦$ ❛♥ ✐❧❧✉+,$❛,✐♦♥✳ ■♥ ♣❛$,✐❝✉❧❛$✱ ✇❡ ♣$♦♣♦+❡ ❛ ❝♦♥,$♦❧ +,$❛,❡❣② ❜❛+❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥+❡♥+✉+

❛❧❣♦$✐,❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢$♦♠ ,❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ +②+,❡♠+✳ ■♥ ♦,❤❡$ ✇♦$❞+✱ ✇❡ ❛,,$✐❜✉,❡

,♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥, ❛♥ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ❝♦♥,$♦❧ ✈❛$✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡+ ❛ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❛♥❞ ,❤✉+✱ ,❤❡

♠❡❛+✉$❡♠❡♥, ✈❛$✐❛❜❧❡ ♦❢ ,❤❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥, +❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡$❣❡ ✇✐,❤ ,❤✐+ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ✈❛$✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦$✐,❤♠ ♦✛❡$+ ,❤❡ ♠❛❥♦$ ❛❞✈❛♥,❛❣❡ ,♦ +❡♣❛$❛,❡ ,❤❡ +,❛❜✐❧✐,② ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ ❡❛❝❤

❛❣❡♥, ❛♥❞ ,❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ ,❤❡ ❞✐+,$✐❜✉,❡❞ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦$✐,❤♠✳ ❚♦ ,❤❡ ❜❡+, ♦❢

,❤❡ ❛✉,❤♦$+✬ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ +✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✐+ ♥❡✇ ❛♥❞ ❤❛+ ♥♦, ❜❡❡♥ $❡♣♦$,❡❞ ✐♥ ❧✐,❡$❛,✉$❡✳
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✷✳✷ "#♦❜❧❡♠ )*❛*❡♠❡♥* ❛♥❞ ♣#❡❧✐♠✐♥❛#✐❡)

❆!!✉♠✐♥❣ !②!(❡♠! ❝♦♠♣♦!❡❞ ♦❢ ❤❡(❡0♦❣❡♥♦✉! ❛❣❡♥(! 0❡♣0❡!❡♥(✐♥❣✱ ❢♦0 ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐❢✲

❢❡0❡♥( ♠♦❞❡❧! ♦0 ❣❡♥❡0❛(✐♦♥! ♦❢ 0♦❜♦(!✱ ♦✛❡0 ♠❛❥♦0 ❛❞✈❛♥(❛❣❡! !♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ (❡0♠! ♦❢

!❝❛❧❛❜✐❧✐(② ❛♥❞✴♦0 ♠♦❞✉❧❛0✐(②✳ ▼♦0❡♦✈❡0✱ !✉❝❤ ❛ !❡(✉♣ ♥❛(✉0❛❧❧② ✜(! ✐♥(♦ !❡✈❡0❛❧ ❝❤❛❧✲

❧❡♥❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥! 0❡❧②✐♥❣✱ ❢♦0 ✐♥!(❛♥❝❡✱ ♦♥ !✉0❢❛❝❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡0✇❛(❡0 ♠❛0✐♥❡ ✈❡❤✐❝❧❡!

♦0 ♦♥ ❣0♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛❡0✐❛❧ 0♦❜♦(!✳ ❈♦♥!❡@✉❡♥(❧②✱ (❤✐! ✇♦0❦ ✐! ♠♦(✐✈❛(❡❞ ❜② 0❡❝♦❣♥✐(✐♦♥✱

0❡❝♦✈❡0② ❛♥❞ !❡❛0❝❤ ♦♣❡0❛(✐♦♥! ♦♥ ❛ ❝✐✈✐❧ ♦0 ♠✐❧✐(❛0② ❢0❛♠❡✇♦0❦✳

❈♦♥!✐❞❡0 ❛ ❣0❛♣❤ G ✇✐(❤ N ❛❣❡♥(! ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ !❡( ❣✐✈❡♥ ❜② E = {(i, j) : j ∈ Ni}✳
❇❛!❡❞ ♦♥ ❈❤❛♣(❡0 ✶✬! ❝♦♥❝❡♣(!✱ (❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛()✐① A = A(G) = (aij) ✐! ❛ N × N

♠❛(0✐① ❣✐✈❡♥ ❜② aij = 1✱ ✐❢ (i, j) ∈ E ❛♥❞ aij = 0✱ ♦(❤❡0✇✐!❡✳ ■❢ (❤❡0❡ ✐! ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝(✐♥❣

(✇♦ ✈❡0(✐❝❡! i, j✱ ✐✳❡✳✱(i, j) ∈ E✱ (❤❡♥ i, j ❛0❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥(✳ ❚❤❡ ❞❡❣)❡❡ di ♦❢ ✈❡0(❡① i

✐! ❞❡✜♥❡❞ ❛! (❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ✐(! ♥❡✐❣❤❜♦0✐♥❣ ✈❡0(✐❝❡!✱ ✐✳❡✳✱ di = #j : (i, j) ∈ E✳ ❉❡♥♦(❡

❛❧!♦ dmax = max{di}✳ ▲❡( ∆ ❜❡ (❤❡ N × N ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛(0✐① ♦❢ di✬!✳ ❋✉0(❤❡0♠♦0❡✱ (❤❡

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ G ✐! (❤❡ ♠❛(0✐① L = ∆−A✳

■♥ (❤❡ !❝♦♣❡ ♦❢ ♠✉❧(✐✲0♦❜♦(! !②!(❡♠!✱ ✇❡ ❛0❡ ♣❛0(✐❝✉❧❛0② ♠♦(✐✈❛(❡❞ ❜② ♠♦(✐♦♥ ❝♦♥(0♦❧

✐♥ ❛ ❝❛0(❡!✐❛♥ ♣❧❛♥❡✳ ❈♦♥!❡@✉❡♥(❧②✱ (❤❡ ♣♦!✐(✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥( i ✐! ❞❡♥♦(❡❞✿

qi = [xi, yi]
T ∈ R

2,

✇❤❡0❡ xi ❛♥❞ yi 0❡♣0❡!❡♥( (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝! ♦❢ qi ♦♥ (❤❡ ①✲❛①✐! ❛♥❞ ②✲❛①✐!✱ 0❡!♣❡❝(✐✈❡❧②✳

❍♦✇❡✈❡0✱ ❢♦0 (❤❡ !❛❦❡ ♦❢ ♥♦(❛(✐♦♥✬! ❝❧❡❛0♥❡!! ❛♥❞ ✇✐(❤♦✉( ❧♦!! ♦❢ ❣❡♥❡0❛❧✐(②✱ ✐♥ (❤✐! ❝❤❛♣(❡0

✇❡ ❝♦♥!✐❞❡0 ♦♥❧② (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝! ♦❢ xi✳ ❚❤✉!✱ ❝♦♥!✐❞❡0 (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧(✐✲❛❣❡♥( ❧✐♥❡❛0

!②!(❡♠✿











ẋi = Āixi +Biui

yi = xi

zi = Cixi

∀i ∈ N = {1, . . . , N}, ✭✷✳✷✳✶✮

✇❤❡0❡ xi ∈ R
ni
✱ yi ∈ R

ni
✱ zi ∈ R

m
❛♥❞ ui ∈ R

m
❛0❡ (❤❡ !(❛(❡✱ ♦✉(♣✉(✱ ♠❡❛!✉0❡♠❡♥(

❛♥❞ ✐♥♣✉( ✈❡❝(♦0!✱ 0❡!♣❡❝(✐✈❡❧②✳ ◆♦(❡ (❤❛( ✐( ✐! ❛!!✉♠❡❞ (❤❛( (❤❡ !(❛(❡ ♦❢ (❤❡ !②!(❡♠ ✐!

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦0 (❤❡ ❞❡!✐❣♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦♥(0♦❧❧❡0✱ ✐✳❡✳✱ yi = xi ❢♦0 ❛❧❧ i ∈ N ✳ ❋♦0 ❛❧❧ i ∈ N ✱ (❤❡
♠❛(0✐❝❡! Āi ∈ R

ni×ni
✱ Bi ∈ R

ni×m
❛♥❞ Ci ∈ R

m×ni
✱ ✇✐(❤ m < ♠✐♥{ni} ❛♥❞ ni > m ❛0❡

❛!!✉♠❡❞ (♦ ❜❡ ❝♦♥!(❛♥( ❛♥❞ ❦♥♦✇♥✳

■♥ (❤✐! ❝♦♥(❡①(✱ (❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ✐! (❤❡ ❞❡!✐❣♥ ♦❢ ❛ ❞✐!(0✐❜✉(❡❞ ❝♦♥(0♦❧ ❧❛✇ ❡♥!✉0✐♥❣ (❤❛(

✭✐✮ ❡❛❝❤ !✉❜!②!(❡♠ ✐! !(❛❜❧❡ ❛♥❞ ✭✐✐✮ (❤❡ ♠❡❛!✉0❡♠❡♥( ✈❡❝(♦0! ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥( 0❡❛❝❤ ❛♥

❛❣0❡❡♠❡♥(✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐(❤ (❤❡!❡ ♣0♦❜❧❡♠!✱ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛!!✉♠♣(✐♦♥! ♦♥ (❤❡ !②!(❡♠! ❛0❡

❝♦♥!✐❞❡0❡❞✿
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❆++✉♠♣$✐♦♥ ✷✳✶✳ ✭❍❡#❡$♦❣❡♥❡✐#②✮✿ ❚❤❡ N #②#%❡♠# ❛(❡ ❛##✉♠❡❞ %♦ ❜❡ ❤❡%❡(♦❣❡♥❡♦✉#✳

■♥ ♦#❤❡& ✇♦&❞)✱ #❤✐) )✐♠♣❧② ♠❡❛♥) #❤❛# #❤❡ ♠❛#&✐❝❡) ❞❡✜♥✐♥❣ #❤❡ )②)#❡♠) ♠❛② ❞✐✛❡&

❢&♦♠ ♦♥❡ ❛❣❡♥# #♦ ❛♥♦#❤❡& ♦♥❡ ❛♥❞ #❤❛# #❤❡ ✈❡❝#♦&) xi ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡&❡♥# ❞✐♠❡♥)✐♦♥)✳

❆++✉♠♣$✐♦♥ ✷✳✷✳ ✭❍♦♠♦❣❡♥❡✐#② ♦❢ #❤❡ ♠❡❛0✉$❡♠❡♥# ✈❡❝#♦$✮✿ ❚❤❡ ♠❡❛#✉(❡♠❡♥%

✈❡❝%♦(# zi (❡♣(❡#❡♥%# %❤❡ #❛♠❡ 3✉❛♥%✐%② ♦❢ ✐♥%❡(❡#%# ❢♦( ❛❧❧ ❛❣❡♥%#✳ ❆# ❛ ❝♦♥#❡3✉❡♥❝❡✱ %❤❡

♠❡❛#✉(❡♠❡♥% ✈❡❝%♦(# ❤❛✈❡ %❤❡ #❛♠❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥✱ ♦( ✐♥ ♦%❤❡( ✇♦(❞#✱ zi ∈ R
m ∀i ∈ N ✱

✇❤❡(❡ m < ♠✐♥{ni}✳

❆++✉♠♣$✐♦♥ ✷✳✸✳ ✭❙#$✉❝#✉$❡0 ♦❢ #❤❡ 0②0#❡♠0✮✿ ❋♦( ❛❧❧ i ∈ N ✱ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥
rank(CiBi) = m ❤♦❧❞#✳

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② )♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐# ♠❡❛♥) #❤❛# #❤❡ ✐♥♣✉# ✈❡❝#♦&) ❞✐&❡❝#❧② ❛✛❡❝# #❤❡ ♠❡❛)✉&❡♠❡♥#

✈❡❝#♦&✳

❆++✉♠♣$✐♦♥ ✷✳✹✳ ✭❈♦♥#$♦❧❧❛❜✐❧✐#②✮✿ ❋♦( ❡❛❝❤ ❛❣❡♥%✱ %❤❡ ♣❛✐( (Ai, Bi) ✐# ❝♦♥%(♦❧❧❛❜❧❡✳

■♥ ♦&❞❡& #♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❝❡♥#&❛❧✐③❡❞ )♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣&♦❜❧❡♠✱ #❤❡ ❛❣❡♥#) ❛&❡ ❛))✉♠❡❞ #♦ ❜❡

❝♦♥♥❡❝#❡❞ #❤&♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥ ♥❡#✇♦&❦✳ ❚♦ ❡)#❛❜❧✐)❤ ❢✉&#❤❡& )#❛❜✐❧✐#② &❡)✉❧#)✱ #❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛))✉♠♣#✐♦♥ ❤♦❧❞)✳

❆++✉♠♣$✐♦♥ ✷✳✺✳ ✭●$❛♣❤✬0 ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#②✮✿ ❋♦( ❛♥② ❝♦♥#✐❞❡(❡❞ ❣(❛♣❤ G✱ ✇❡ ❛##✉♠❡

%❤❛% %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❣(❛♣❤ ❤❛# ❛ ❞✐(❡❝%❡❞ #♣❛♥♥✐♥❣ %(❡❡✳

❚❤✐) ❡♥)✉&❡) #❤❛# ③❡&♦ ✐) ❛ )✐♠♣❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲ ❛♥❞ #❤❡ ❝♦&&❡)♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝#♦& ✐)

#❤❡ ✈❡❝#♦& ♦❢ ♦♥❡)✱

−→
✶ ✳ ❈♦♥)❡>✉❡♥#❧②✱ ✐# ✐♠♣❧✐❡) #❤❛# #❤❡ ❛❧❣♦&✐#❤♠ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥#✉❛❧❧② &❡❛❝❤

❝♦♥)❡♥)✉)✳ ◆♦#❡ #❤❛# &❡>✉✐&✐♥❣ ❛ ❞✐&❡❝#❡❞ )♣❛♥♥✐♥❣ #&❡❡ ✐) ❝♦♥)✐❞❡&❛❜❧② ❧❡)) )#&✐♥❣❡♥#

#❤❛♥ &❡>✉✐&✐♥❣ ❛ )#&♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝#❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣&❛♣❤ ❬✷✷✵❪✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡ ✐) #♦ ❞❡)✐❣♥ ❛♥ ❡✛❡❝#✐✈❡ ❛❣&❡❡♠❡♥# )#&❛#❡❣② ❢♦& ❤❡#❡&♦❣❡♥♦✉) ♠✉❧#✐✲

❛❣❡♥# )②)#❡♠)✳ ❲❡ ♣&♦♣♦)❡ ❤❡&❡ ❛ ❝♦♥#&♦❧ )#&❛#❡❣② ❜❛)❡❞ ♦♥ #&✐✈✐❛❧ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛❧❣♦&✐#❤♠)

✇❤✐❝❤ ✐) ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢&♦♠ #❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ )②)#❡♠)✳ ■♥ ♦#❤❡& ✇♦&❞)✱ ✇❡ ❛##&✐❜✉#❡ #♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥#

❛♥ ❛❞❞✐#✐♦♥❛❧ ❝♦♥#&♦❧ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡) ❛ ❝♦♥)❡♥)✉) )✉❝❤ #❤❛# #❤❡ ♠❡❛)✉&❡♠❡♥#

✈❛&✐❛❜❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥# )❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡&❣❡ ✇✐#❤ #❤✐) ❛❞❞✐#✐♦♥❛❧ ✈❛&✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝# ❝♦♥#&♦❧

♦❜❥❡❝#✐✈❡) ❛♥❞ ♥❡❡❞❡❞ ❛))✉♠♣#✐♦♥) ❤❛✈❡ ❥✉)# ❜❡❡♥ ✐♥#&♦❞✉❝❡❞✳ ◆❡①# )❡❝#✐♦♥ ♣&❡)❡♥#) #❤❡

❝♦♥#&♦❧ ❞❡)✐❣♥ ❢♦& ❛&❜✐#&❛&② ❤❡#❡&♦❣❡♥❡♦✉) ❛❣❡♥#)✳

✷✳✸ ❈♦♥&'♦❧❧❡'* ❞❡*✐❣♥

■♥ ♦&❞❡& #♦ ❛❝❤✐❡✈❡ #❤❡ ❣♦❛❧) ♠❡♥#✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❝♦♥#&♦❧❧❡& ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ #✇♦ ♣❛&#)✱

♦♥❡ ❝♦&&❡)♣♦♥❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥#&♦❧❧❡& ❛♥❞ ♦♥❡ &❡♣&❡)❡♥#✐♥❣ #❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛❧❣♦&✐#❤♠✱
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✷✳✸ ❈♦♥&'♦❧❧❡'* ❞❡*✐❣♥

Plant

uli

uci

Distributed Consensus Alg.

+

+
zi

xi

νiνj, j ∈ Ni

Agent i

ui

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✿ ❈♦♥-$♦❧ ❛$❝❤✐-❡❝-✉$❡ ❢♦$ ❛❣❡♥- i

✐3 ♣$♦♣♦3❡❞✳ ❚❤✉3✱ -❤❡ ❝♦♥-$♦❧ ❧❛✇ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥- ✐3 $❡♣$❡3❡♥-❡❞ ❜②✿

ui(t) = uli(t) + uci(t), i ∈ N . ✭✷✳✸✳✶✮

✇❤❡$❡ uli ❛♥❞ uci ❛$❡ -❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ -❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥- ❝♦♥-$♦❧❧❡$3 $❡3♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ 3♦❧✉-✐♦♥

♣$♦✈✐❞❡❞ ✐♥ -❤✐3 -❤❡3✐3 -♦ 3♦❧✈❡ -❤✐3 ♣$♦❜❧❡♠ ✐3 3✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✳

■♥ -❤❡ 3❡B✉❡❧✱ ❛ ♠❡-❤♦❞ ✐3 ♣$♦♣♦3❡❞ ❢♦$ -❤❡ ❞❡3✐❣♥ ♦❢ -❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ -❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥-

❝♦♥-$♦❧ ❧❛✇3✳

✷✳✸✳✶ ▲♦❝❛❧ ❝♦♥*+♦❧ ❧❛✇

❆❝❝♦$❞✐♥❣ -♦ ❆33✉♠♣-✐♦♥ ✷✳✹✱ -❤❡$❡ ❡①✐3- ❛ ❧♦❝❛❧ 3-❛-❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥-$♦❧❧❡$ ❢♦$ ❡❛❝❤

3②3-❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

uli = −Kixi, ✭✷✳✸✳✷✮

3✉❝❤ -❤❛- -❤❡ ♠❛-$✐① Ai = Āi −BiKi ✐3 ❍✉"✇✐%③✳ ❚❤✉3✱ ❞②♥❛♠✐❝3 ✭✷✳✷✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇$✐--❡♥

❛3✿

{

ẋi = Aixi +Biuci,

zi = Cixi,
∀i ∈ N = {1, . . . , N}. ✭✷✳✸✳✸✮

❚❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✐3 -♦ ❞❡3✐❣♥ ❛ ❝♦♥3❡♥3✉3 ❛❧❣♦$✐-❤♠ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛$❛♥-❡❡3 -❤❛- -❤❡ ♠❡❛3✉$❡✲

♠❡♥- ✈❡❝-♦$3 $❡❛❝❤ ❛♥ ❛❣$❡❡♠❡♥-✳ ■♥ ❧✐-❡$❛-✉$❡✱ ❝❧❛33✐❝❛❧ ❞✐3-$✐❜✉-❡❞ ❝♦♥3❡♥3✉3 ❛❧❣♦$✐-❤♠3

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥-❡♥3✐✈❡❧② 3-✉❞✐❡❞✳ ■♥❤❡$❡♥-❧②✱ -❤❡✐$ 3-❛❜✐❧✐-② ❛♥❞ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♣$♦♣❡$-✐❡3 ❛$❡

✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥-❡❞✱ 3❡❡✱ ❢♦$ ✐♥3-❛♥❝❡✱ ❬✶✷✵✱ ✶✾✷✱ ✷✷✵❪ ❛♥❞ -❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡3 -❤❡$❡✐♥✳
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❈♦♥+❡♥+✉+ +$&❛$❡❣✐❡+ ❢♦& ❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ +②+$❡♠+

✷✳✸✳✷ ❉✐%&'✐❜✉&❡❞ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦'✐&❤♠

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ❛✐♠ "♦ ❞❡%✐❣♥ ❛ ❝♦♥%❡♥%✉% ♣1♦"♦❝♦❧ ✇❤✐❝❤ ❡♥%✉1❡% "❤❛" "❤❡ ♠❡❛%✉1❡✲

♠❡♥" ✈❡❝"♦1% 1❡❛❝❤ ❛♥ ❛❣1❡❡♠❡♥"✳ ■♥ ❧✐"❡1❛"✉1❡✱ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❞✐%"1✐❜✉"❡❞ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦1✐"❤♠%

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥"❡♥%✐✈❡❧② %"✉❞✐❡❞✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❣❡♥"%✬ ❛❣1❡❡♠❡♥"✱ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦1✐"❤♠% ❜❛%❡❞

♦♥ %✐♠♣❧❡ ✐♥"❡❣1❛"♦1 ❞②♥❛♠✐❝% ❬✶✸✱ ✶✾✹✱ ✷✺✶❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥%✐❞❡1❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞

"♦ ❞✐✛❡1❡♥" ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥% ❢♦1 ▼❆❙ %✉❝❤ ❛% ❢♦1♠❛"✐♦♥ ❝♦♥"1♦❧ ❬✶✼✶❪✱ 1❡♥❞❡③✈♦✉% ❬✻✷❪✱ ❝②❝❧❡

♣✉1%✉✐" ❬✶✸✹✱ ✶✻✶❪✱ ❝♦✈❡1❛❣❡ ❬✻✸✱ ✷✵✻✱ ✷✹✸❪ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦"❤❡1% ❬✶✶✶✱ ✶✷✼❪✳ ■♥❤❡1❡♥"❧②✱ "❤❡

%"❛❜✐❧✐"② ❛♥❞ ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡ ♣1♦♣❡1"✐❡% ♦❢ "❤❡%❡ %✐♠♣❧❡ ❝♦♥"1♦❧❧❡1% ❛1❡ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥"❡❞✱ ❢♦1

✐♥%"❛♥❝❡ ✐♥ ❬✶✷✵✱ ✶✾✷✱ ✷✷✵❪ ❛♥❞ "❤❡ 1❡❢❡1❡♥❝❡% "❤❡1❡✐♥✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛%✐❧② 1❡❛❧✐③❡ "❤❛" "❤❡ ❝♦♥"1♦❧ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ❢♦1 %②%"❡♠% ❝♦♥%✐❞❡1✐♥❣ ❤❡"❡1♦❣❡✲

♥❡♦✉% ❛❣❡♥"% ✐% ❣1❡❛"❡1 "❤❛♥ ❢♦1 %✐♠♣❧❡1 ❢1❛♠❡✇♦1❦%✳ ❋✉1"❤❡1♠♦1❡✱ ❡✈❡♥ "❤♦✉❣❤ %♦♠❡

1❡%✉❧"% ❢♦1 %✉❝❤ ❛ ♣1♦❜❧❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣1♦♣♦%❡❞ ✐♥ ❧✐"❡1❛"✉1❡✱ ♠♦%" ♦❢ "❤❡♠ ♣1❡%❡♥" ♠❛❥♦1

❞1❛✇❜❛❝❦% %✉❝❤ ❛% ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ ♥❡❡❞%✱ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ♦1 ❛❝❝✉1❛❝② ♦❢ "❤❡ %♦❧✉"✐♦♥✳ ❚♦ ♦✈❡1✲

"❛❦❡ ❤❡"❡1♦❣❡♥❡♦✉% ▼❆❙ ❛❣1❡❡♠❡♥" ✐%%✉❡%✱ ✇❡ ✇❡1❡ ❛❜❧❡ "♦ ♣1♦♣♦%❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥" ✇❛② "♦

%✐♠♣❧✐❢② "❤❡ ❝♦♥"1♦❧ ❞❡%✐❣♥✳ ▼♦1❡ ♣1❡❝✐%❡❧②✱ "❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐% "♦ ❛❞❞ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝%

"♦ "❤❡ ❝♦♥"1♦❧ ❧❛✇ ♦❢ ❡❛❝❤ %②%"❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦11❡%♣♦♥❞ "♦ ❛ "1✐✈✐❛❧ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦1✐"❤♠✳ ❆%

❛ %"❛1"✐♥❣ ♣♦✐♥"✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥%✐❞❡1 "❤❡ %✐♠♣❧❡%" %✐"✉❛"✐♦♥ ✇❤❡1❡ "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ♦❢ "❤❡%❡

❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝% ❛1❡ ❞1✐✈❡♥ ❜②✿

ν̇i = −
∑

j∈Ni

(νi − νj), ∀i ∈ N , ✭✷✳✸✳✹✮

✇❤❡1❡ νi ∈ R
m
✳ ❚❤✐% ❛❧❧♦✇% ❞❡✜♥✐♥❣ "❤❡ ❛✉❣♠❡♥"❡❞ ✈❡❝"♦1 ν = [ν1, . . . , νN ]

T
❛♥❞ "❤✉% "❤❡

♣1❡✈✐♦✉% ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦1✐"❤♠ ❝❛♥ ❜❡ 1❡✇1✐""❡♥ ✐♥ ❛ ♠❛"1✐① ❢♦1♠ %✉❝❤ ❛% ν̇ = −▲⊗ Imν✱

✇❤❡1❡ ▲ ✐% "❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛"1✐① ❛%%♦❝✐❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❣1❛♣❤ ♦❢ "❤❡ ♠✉❧"✐

❛❣❡♥" %②%"❡♠ ❛♥❞ ⊗ 1❡♣1❡%❡♥"% "❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❑1♦♥❡❝❦❡1 ♣1♦❞✉❝"✳

❚❤❡ %"❛❜✐❧✐"② ♦❢ %✉❝❤ ❛ %②%"❡♠ ❤❛% ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② %"✉❞✐❡❞ ✐♥ ❧✐"❡1❛"✉1❡✳ ❙❡❡✱ ❢♦1 ❡①❛♠✲

♣❧❡✱ ❬✶✾✷✱ ✷✷✵❪ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦"❤❡1%✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ♣1♦♣❡1"✐❡% ♦❢ ✭✷✳✸✳✹✮

♥❛"✉1❛❧❧② ♠♦"✐✈❛"❡ ✐" ❛% ❛♥ ❛♣♣1♦♣1✐❛"❡❞ ✧❝❤♦✐❝❡✧ ❢♦1 "❤❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝%✳ ❚❤❡ 1❡%"

♦❢ "❤❡ ❝♦♥"1✐❜✉"✐♦♥ ❝♦♥%✐%"% ♦♥ ✉%✐♥❣ "❤✐% ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦1✐"❤♠ "♦ 1❡❛❝❤ ❛♥

❛❣1❡❡♠❡♥" ♦♥ "❤♦%❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝%✱ ✇❤✐❧❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ %"❛♥❞❛1❞ ♠♦❞❡❧ "1❛❝❦✐♥❣ ❜❛%❡❞

❝♦♥"1♦❧❧❡1 "♦ "❤❡ 1❡♠❛✐♥✐♥❣ %②%"❡♠✳ ❚❤✐% ❡♥%✉1❡% "❤❛" "❤❡ 1❡❛❧ %②%"❡♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥"✐❝❛❧

♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡% ❛% "❤❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❉✉❡ "♦ "❤❡ ✐♥"❡1❛❝"✐♦♥% ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡♠✱ uci ♠✉%"

❜❡ ❞❡%✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣1♦♣❡1 ♠❛♥♥❡1 %✉❝❤ "❤❛" "✇♦ ❝♦11❡❧❛"❡❞ ♦❜❥❡❝"✐✈❡% ❛1❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✿







lim
t→∞

(νi − νj) = 0,

lim
t→∞

(zi − νi) = 0,
∀i, j ∈ N 2. ✭✷✳✸✳✺✮

■♥ ♦"❤❡1 ✇♦1❞%✱ %②%"❡♠ ✭✷✳✸✳✹✮ ❝❛♥ "❤❡♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% ❛ 1❡❢❡1❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦1 %②%"❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮✳

❚❤❡♥✱ ✐" ✐% ♥❛"✉1❛❧ "♦ ✐♥"1♦❞✉❝❡ "❤❡ ❡11♦1 ✈❡❝"♦1 ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♠❡❛%✉1❡♠❡♥" ✈❡❝"♦1 z

✼✹



✷✳✸ ❈♦♥&'♦❧❧❡'* ❞❡*✐❣♥

❢!♦♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ,❤❡ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝3 ν ❣✐✈❡♥ ❜②✿

εi = zi − νi. ✭✷✳✸✳✻✮

❲❡ ✇✐3❤ ,♦ ❡♥3✉!❡ ,❤❛, ❡❛❝❤ εi ❝♦♥✈❡!❣❡3 ,♦ ③❡!♦ ❛3 ,❤❡ ,✐♠❡ ❡✈♦❧✈❡3✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ ,❤❡

❡✈♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ εi ❤❛3 ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝3✿

ε̇i = −βεi,

✇❤❡!❡ β > 0✳ ❚❤✉3✱ ✐, ❢♦❧❧♦✇3✿

żi − ν̇i = −β(zi − νi),

Ci(Aixi +Biuci) + (▲)i ⊗ Imν = −βε, ✭✷✳✸✳✼✮

✇❤❡!❡ (▲)i ❞❡♥♦,❡3 ,❤❡ ith ❧✐♥❡ ♦❢ ,❤❡ ♠❛,!✐① ▲✳ ❉✉❡ ,♦ ,❤❡ ❆33✉♠♣,✐♦♥ ✷✳✸✱ CiBi ✐3

✐♥✈❡!,✐❜❧❡ ❢♦! ❛❧❧ ❛❣❡♥, i✱ ❛♥❞ ,❤✉3 ,❤❡ ♣!♦♣♦3❡❞ ❝♦♥,!♦❧❧❡! ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣!❡33❡❞ ❛3 ❛ 3,❛♥❞❛!❞

❛3②♠♣,♦,✐❝ ♦✉,♣✉, ,!❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥,!♦❧❧❡!✱ 3❡❡ ❬✶✷✻❪✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ ✐, ②✐❡❧❞3✿

uci = (CiBi)
−1 (ν̇i − β(zi − νi)− CiAixi) . ✭✷✳✸✳✽✮

❘❡♠❛'❦ ✷✳✶✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤' (❡❡ '❤❛' ✐♥ '❤❡ ♣+❡✈✐♦✉( ❝❛❧❝✉❧✉( ✇❡ ✐♥❤❡+❡♥'❧② ❛((✉♠❡ '❤❛'✱

❛' ❡❛❝❤ '✐♠❡ ✐♥('❛♥'✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥' i ❤❛( ❛❝❝❡(( '♦ ✐'( ♦✇♥ ❢✉❧❧ ('❛'❡✳ ❉❡(♣✐'❡ '❤❡ ❢❛❝'

'❤❛'✱ '❤❡♦+❡'✐❝❛❧ (♣❡❛❦✐♥❣✱ '❤✐( ❞♦❡( ♥♦' +❡♣+❡(❡♥' ❛ '♦♦ ❝♦♥(❡+✈❛'✐✈❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥✱ '❤❡ (❛♠❡

❝♦♠♠❡♥' ❞♦❡( ♥♦' ❤♦❧❞ ✐♥ '❡+♠( ♦❢ ♣+❛❝'✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ '❤✐( ❛((✉♠♣'✐♦♥ ♠✐❣❤'

❜❡ +❡❧❛①❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♦❜(❡+✈❡+ ❛♥❞ ✉(✐♥❣ '❤❡ ❡('✐♠❛'❡❞ ('❛'❡ ✐♥('❡❛❞✳ ❋♦+ '❤❡ (❛❦❡ ♦❢

❜+❡✈✐'②✱ '❤♦✉❣❤✱ '❤❡ (②♥'❤❡(✐( ♦❢ '❤✐( ♦❜(❡+✈❡+ ✇✐❧❧ ♥♦' ❜❡ ❝♦♥(✐❞❡+❡❞ ✐♥ '❤✐( ❞✐((❡+'❛'✐♦♥✳

❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣!♦❛❝❤ ❛3 ✇❡❧❧✱ ❛ 3♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ ♦✉,♣✉, 3②♥❝❤!♦♥✐③❛,✐♦♥

♣!♦❜❧❡♠ ❢♦! ❤❡,❡!♦❣❡♥❡♦✉3 ❛❣❡♥,3 ✐3 ♣!❡3❡♥,❡❞ ✐♥ ❬✷✾✾❪✳ ■♥ ♣❛!,✐❝✉❧❛!✱ ❛✉,❤♦!3 3❤♦✇❡❞

,❤❛, ❛♥ ✐♥,❡!♥❛❧ ♠♦❞❡❧ !❡L✉✐!❡♠❡♥, ✐3 ♥❡❝❡33❛!② ❛♥❞ 3✉✣❝✐❡♥, ❢♦! ❡①♣♦♥❡♥,✐❛❧ 3②♥❝❤!♦♥✐③✲

❛❜✐❧✐,② ♦❢ ❛ ❣!♦✉♣ ♦❢ ❤❡,❡!♦❣❡♥❡♦✉3 ❛❣❡♥,3✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✹✷❪✱ ,❤❡ ❛✉,❤♦!3 ❛❞❞ ❛♥ ✐♥,❡!♥❛❧

♠♦❞❡❧ ,♦ ,❤❡ ❞②♥❛♠✐❝3 ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥, ❛♥❞ 3②♥❝❤!♦♥✐③❡ ,❤❡3❡ ✐❞❡♥,✐❝❛❧ ❡①♦3②3,❡♠3 3✉❝❤

,❤❛, ❛♥ ♦✉,♣✉, 3②♥❝❤!♦♥✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♠✉❧,✐✲❛❣❡♥, 3②3,❡♠3 ✐3 ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■♥ ♦!❞❡! ,♦ ❝♦♠✲

♣❡♥3❛,❡ ❢♦! ❤❡,❡!♦❣❡♥❡✐,② ✐♥ ,❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ 3②3,❡♠✬3 ❞②♥❛♠✐❝3✱ ❛✉,❤♦!3 ♣!♦♣♦3❡❞ ✐♥ ❬✷✾✾❪

3♣❡❝✐✜❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝3 ,❤❛, ❛!❡ ❝♦♠♣♦3❡❞ ♦❢ ✭✐✮ 3②♥❝❤!♦♥✐③❡❞ !❡❢❡!❡♥❝❡ ❣❡♥❡!❛,♦!3❀

✭✐✐✮ ▲✉❡♥❜❡!❣❡! ♦❜3❡!✈❡!3 ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ 3,❛,✐❝ ♦✉,♣✉, !❡❣✉❧❛,✐♦♥ ❝♦♥,!♦❧❧❡!3✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ ❡❛❝❤

❛❣❡♥, 3♦❧✈❡3 ❛♥ ♦✉,♣✉, !❡❣✉❧❛,✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠ ✇✐,❤ !❡3♣❡❝, ,♦ ✐,3 ❛,,❛❝❤❡❞ ❡①♦3②3,❡♠ ❛♥❞

,❤❡ ♦✉,♣✉, 3②♥❝❤!♦♥✐③❛,✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠ ❢♦! ❤❡,❡!♦❣❡♥❡♦✉3 ♠✉❧,✐✲❛❣❡♥, 3②3,❡♠3 ✐3 3♣❧✐, ✐♥,♦

,✇♦ ♣❛!,3✿ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉3 3②♥❝❤!♦♥✐③❛,✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦✉,♣✉, !❡❣✉❧❛,✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠✳

❋✉!,❤❡!♠♦!❡✱ ,❤❡3❡ !❡3✉❧,3 ❝❛♥ ❜❡ ❡❛3✐❧② ❡①,❡♥❞❡❞ ,♦ ,❤❡ ❝❛3❡ ✇❤❡♥ !❡❢❡!❡♥❝❡ ❣❡♥❡!❛,♦!3

❝♦♥,❛✐♥ ❡①♣♦♥❡♥,✐❛❧❧② ✉♥3,❛❜❧❡ ♠♦❞❡3 ❜② ✐♠♣♦3✐♥❣ 3,!♦♥❣❡! ❝♦♥♥❡❝,❡❞♥❡33 ❛33✉♠♣,✐♦♥3

♦♥,♦ ,❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ❣!❛♣❤ ❬✷✹✷❪✳

✼✺



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❈♦♥+❡♥+✉+ +$&❛$❡❣✐❡+ ❢♦& ❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ +②+$❡♠+

❖✉" ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ✐+ (♦ ♦❜(❛✐♥ ❛ ✈❡"② +✐♠♣❧❡ ❝♦♥("♦❧ (❡❝❤♥✐3✉❡ (♦ "❡❛❝❤ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♦❢

❤❡(❡"♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧(✐✲❛❣❡♥( +②+(❡♠+✳ ■♥ (❤✐+ ❝❤❛♣(❡"✱ (❤❡ +②♥❝❤"♦♥✐③❛(✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠ ❝♦"✲

"❡+♣♦♥❞+ (♦ +✐♥❣❧❡✲✐♥(❡❣"❛(♦" ❝♦♥+❡♥+✉+ ❛♥❞ (❤❡ ♦✉(♣✉( "❡❣✉❧❛(✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠ ✐+ +♦❧✈❡❞ ❜②

❛♥ ❛+②♠♣(♦(✐❝ ♦✉(♣✉( ("❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥("♦❧❧❡" ❞✉❡ (♦ (❤❡ +♣❡❝✐❛❧ +("✉❝(✉"❡ ♦❢ (❤❡ ❛❣❡♥(+ ✉♥✲

❞❡" ❝♦♥+✐❞❡"❛(✐♦♥✱ +❡❡ ❆++✉♠♣(✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ✇✐(❤ "❡+♣❡❝( (♦ ❬✷✾✾❪ ✐+

(❤❛( (❤❡ ❤❡(❡"♦❣❡♥❡♦✉+ +②♥❝❤"♦♥✐③❛(✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠ ✐+ +♦❧✈❡❞ ✉+✐♥❣ (❤❡ ♣"♦♣❡"(✐❡+ ♦❢ +✐♠♣❧❡✲

✐♥(❡❣"❛(♦" ❝♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦"✐(❤♠+✳ ❈♦♥+❡3✉❡♥(❧②✱ (❤✐+ ❛♣♣"♦❛❝❤ ❝❛♥ ❡❛+✐❧② ❜❡ ❡①(❡♥❞❡❞ (♦

♠♦"❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ "❡❛❧✐+(✐❝ +✐(✉❛(✐♦♥+ ✇❤❡"❡✱ ❢♦" ✐♥+(❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ❞❡❧❛②+ ♦" ❡①✲

(❡"♥❛❧ "❡❢❡"❡♥❝❡+ ❛"❡ ❝♦♥+✐❞❡"❡❞✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ (❤✐+ +("✉❝(✉"❡ +❡❡♠+ (♦ ❝♦♥+✐❞❡"❛❜❧② "❡❞✉❝❡

(❤❡ ❝♦♥("♦❧ ❝♦♠♣❧❡①✐(② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥❛❧ ❡✛♦"(+ ✇✐(❤ "❡+♣❡❝( (♦ ❬✷✾✾❪✳

❚❤❡ ♣"❡✈✐♦✉+ +❡❝(✐♦♥ ♣"❡+❡♥(❡❞ ❛♥❞ ♠♦(✐✈❛(❡❞ (❤❡ ♣"♦♣♦+❡❞ ❝♦♥("♦❧ +("❛(❡❣②✳ ■♥ (❤❡

+❡3✉❡❧ ✇❡ ❛"❡ ❣♦✐♥❣ (♦ ♣"♦✈✐❞❡ +(❛❜✐❧✐(② ❝♦♥❞✐(✐♦♥+ ❢♦" (❤✐+ ❢"❛♠❡✇♦"❦✳

✷✳✹ ❙$❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②+✐+

■♥ (❤✐+ +❡❝(✐♦♥ ✇❡ ❛"❡ ❣♦✐♥❣ (♦ ♣"❡+❡♥( +(❛❜✐❧✐(② ❝♦♥❞✐(✐♦♥+ ❢♦" (❤❡ ❝❧♦+❡❞✲❧♦♦♣ ♠✉❧(✐✲

❛❣❡♥( +②+(❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ❝♦♥("♦❧❧❡❞ ❜② ✭✷✳✸✳✶✮✳ ❚❤✐+ ❛♥❛❧②+✐+ ♦✛❡"+ (❤❡ ♠❛❥♦" ❛❞✈❛♥(❛❣❡ ♦❢

+❡♣❛"❛(❡❞ +(❛❜✐❧✐(② ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥( ❛♥❞ (❤❡ ❝♦♥✈❡"❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ (❤❡ ❞✐+("✐❜✉(❡❞

❝♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦"✐(❤♠✳ ❚❤❡ ♥❡①( (❤❡♦"❡♠ +(❛(❡+ ♦✉" ♠❛✐♥ "❡+✉❧(✿

❚❤❡♦&❡♠ ✷✳✶✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✽❪✮ ■❢ ❆))✉♠♣.✐♦♥) ✷✳✶✲✺ ❛$❡ )❛.✐)✜❡❞✱

.❤❡♥ .❤❡ ❝♦♥.$♦❧ ❧❛✇ ✭✷✳✸✳✶✮✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ui = −Kixi + (CiBi)
−1 (ν̇i − β(zi − νi)− CiAixi) ✭✷✳✹✳✶✮

✇❤❡$❡ ν̇i ✐) ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✸✳✹✮✱ ❣✉❛$❛♥.❡❡) .❤❛. .❤❡ ♠✉❧.✐✲❛❣❡♥. )②).❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ✐) ).❛❜❧❡ ❛♥❞

$❡❛❝❤❡) ❛♥ ❛)②♠♣.♦.✐❝ ♠❡❛)✉$❡♠❡♥. ✈❛$✐❛❜❧❡ ❝♦♥)❡♥)✉)✱ ✐✳❡✳✱ zi = zj, ∀i, j ∈ N ✳

C$♦♦❢✳ ■♥ ♦"❞❡" (♦ ❝♦♥+✐❞❡" ♠❡❛+✉"❡♠❡♥( ✈❛"✐❛❜❧❡ ❝♦♥+❡♥+✉+✱ ❛♥ ❛♣♣"♦♣"✐❛(❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

"❡♣"❡+❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥("♦❧❧❡❞ +②+(❡♠ ✐+ ♣"❡+❡♥(❡❞ ✐♥ (❤❡ +❡3✉❡❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✻✱

✽✷✱ ✽✸❪✳ ❈♦♥+✐❞❡" (❤❛( ❆++✉♠♣(✐♦♥ ✷✳✸ ✐+ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ✇✐(❤♦✉( ❧♦++ ♦❢ ❣❡♥❡"❛❧✐(② (❤❛(

C =
[

0 Im
]

✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉( ❞✐+("✐❜✉(✐♦♥ ♠❛("✐① ❝❛♥ ❜❡ ♣❛"(✐(✐♦♥❡❞ ✐♥ +✉❝❤ ❛ ✇❛② (❤❛(✿

Bi =

[

B̄1i

B̄2i

]

,

✇❤❡"❡ B̄1i ∈ R
(ni−m)×m

❛♥❞ B̄2i ∈ R
m×m

✳ ❚❤❡♥ CB = B̄2i ❛♥❞ ✉♥❞❡" ❆++✉♠♣(✐♦♥ ✷✳✸

rank(B̄2i) = m✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣❛"(✐❝✉❧❛"✱ (❤❡ ❧❡❢( ♣+❡✉❞♦✲✐♥✈❡"+❡ B̄∗
2i = (B̄T

2iB̄2i)
−1B̄T

2i ✐+ ✇❡❧❧

❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ (❤❡"❡ ❡①✐+( ❛♥ ♦"(❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛("✐① T̃i ∈ R
m×m

+✉❝❤ (❤❛(✿

✼✻



✷✳✹ ❙$❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②+✐+

T̃iB̄2i =

[

0

B2i

]

,

✇❤❡#❡ B2i ∈ R
m×m

✐% ♥♦♥✲%✐♥❣✉❧❛#✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ ✇✐1❤ χi ∈ R
ni−m

❛♥❞ Ti ∈ R
m×m

✱ 1❤❡#❡

❡①✐%1 ❛ ❝♦♦#❞✐♥❛1❡ 1#❛♥%❢♦#♠❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ❢♦#♠✿

[

χi
zi

]

= Tixi, ✭✷✳✹✳✷✮

✇❤❡#❡ Ti ✐% ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ti =

[

Ini−m −B̄1iB̄
∗
2i

0 T̃i
T

]

.

❲✐1❤ #❡%♣❡❝1 1♦ 1❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦#❞✐♥❛1❡❞✱ 1❤❡ ✐♥♣✉1 ❞✐%1#✐❜✉1✐♦♥ ♠❛1#✐① ✐% ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Bi =

[

0

B2i

]

,

❛♥❞ 1❤❡ ♦✉1♣✉1 ❞✐%1#✐❜✉1✐♦♥ ♠❛1#✐① ❜②✿

Ci =
[

0 T̃i
]

.

❯♥❞❡# 1❤❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ 1#❛♥%❢♦#♠❛1✐♦♥ ✭✷✳✹✳✷✮✱ 1❤❡ ♥❡✇ %②%1❡♠ ♠❛1#✐① ❝❛♥ ❜❡ ♣❛#1✐1✐♦♥❡❞ ❛%

❢♦❧❧♦✇%✿

TiAiT
−1
i =

[

A11i A12i

A21i A22i

]

,

❛♥❞ ❝♦♥%❡A✉❡♥1❧②✱ ❡❛❝❤ %②%1❡♠ ✭✷✳✸✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ #❡✇#✐11❡♥ ❛%✿

[

χ̇i
żi

]

=

[

A11i A12i

A21i A22i

] [

χi
zi

]

+

[

0

B2i

]

uci, ✭✷✳✹✳✸✮

✇❤❡#❡ χi ∈ R
ni−m

✳ ◆♦1❡ 1❤❛1 ✐♥ 1❤✐% ♥❡✇ #❡♣#❡%❡♥1❛1✐♦♥✱ A11i ∈ R
(ni−m)×(ni−m)

✐%

❍✉"✇✐%③✱ A22i ∈ R
m×m

❛♥❞ B2i ∈ R
m×m

✐% ✐♥✈❡#1✐❜❧❡✳ ❋✉#1❤❡# ❞❡1❛✐❧% ❛♥❞ ❡①1❡♥%✐♦♥% 1♦✱

❢♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❜%❡#✈❛❜✐❧✐1② ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦#♠% ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✷❪ ♦# ❬✽✸❪✳ ❚❤❡ %②%1❡♠ ✐% ♥♦✇

#❡✇#✐11❡♥ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣#♦♣#✐❛1❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦#♠ ♣❛#1✐❝✉❧❛#② ✉%❡❢✉❧ 1♦ ❝♦♥%✐❞❡# 1❤❡ ♣#♦❜❧❡♠

♦❢ ♠❡❛%✉#❡♠❡♥1 ✈❛#✐❛❜❧❡ ❝♦♥%❡♥%✉%✳ ❉✉❡ 1♦ ♣#❡✈✐♦✉% 1#❛♥%❢♦#♠❛1✐♦♥%✱ 1❤❡ ❝♦♥1#♦❧ ❧❛✇

✭✷✳✹✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ #❡✇#✐11❡♥ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

ui = −Kixi +B−1
2i [ν̇i − β(zi − νi)− [0 Im]TiAixi] . ✭✷✳✹✳✹✮

✼✼



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❈♦♥+❡♥+✉+ +$&❛$❡❣✐❡+ ❢♦& ❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ +②+$❡♠+

❈♦♥#✐❞❡' #②#)❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ✇✐)❤ )❤❡ ❝♦♥)'♦❧ ❧❛✇ ✭✷✳✹✳✹✮✳ ❋♦' ❛❧❧ i ∈ N ✱ ❡❛❝❤ ❝❧♦#❡❞✲❧♦♦♣
#②#)❡♠ ❜❡❝♦♠❡#✿

ẋi = (Āi − BiKi)xi +Bi(B2i)
−1 [ν̇i − β(zi − νi)− [0 Im]TiAixi] .

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡ ❧✐♥❡ ♣'❡#❡♥)❡❞ ✐♥ )❤❡ ❝♦♥)'♦❧ ❞❡#✐❣♥ #❡❝)✐♦♥✱ #♦♠❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥# #❤♦✇ )❤❛)

)❤❡ ♣'❡✈✐♦✉# #②#)❡♠ ✐# ❡?✉✐✈❛❧❡♥) )♦✿

[

χ̇i
żi

]

=

[

A11i A12i

0 −βIm

] [

χi
zi

]

+

[

0

βIm − (▲i)⊗ Imν

]

.

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ )❤❛) ε = zi − νi✱ ♦♥❡ ❤❛#✿

[

χ̇i
ε̇i

]

=

[

A11i A12i

0 −βIm

] [

χi
εi

]

+

[

A12iνi

0

]

. ✭✷✳✹✳✺✮

❖♥ )❤❡ ♦)❤❡' ❤❛♥❞✱ )❤❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ νi ✐# ♦❜)❛✐♥❡❞ ❜② #♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥#❡♥#✉# ♣'♦❜❧❡♠ #✉♠♠❛'✐③❡❞
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ν̇i(t) = K
∑N

j=1
aij
di
(νj(t− τij)− νi(t)) i ∈ {1, . . . , N}, ✭✷✳✺✳✶✮

❚❤❡ ❞❡❧❛② ❞❡♣❡♥❞❡♥& ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛&(✐①✱ ❝♦♥&❛✐♥✐♥❣ &❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ❛❜♦✉& &❤❡ ♥❡&✇♦(❦

&♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❞❡❧❛②✱ ✐' ❞❡✜♥❡❞ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✿

Aτ (s) =
[

aije
−τijs

]

.

❚❤❡♥✱ &❤❡ (❡'✉❧& ❢(♦♠ &❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ &(❛♥'❢♦(♠ ♦❢ ✭✷✳✺✳✶✮ ✐'✿

u(s) = −▲nY (s) = −(I −∆−1Aτ (s))ν(s),

✇❤❡(❡ u(s) = [u1(s), · · · , uN(s)]T ✱ ν(s) = [ν1(s), · · · , νN(s)]T ✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ &❤❡ ❞❡❧❛②✲
✐♥&❡(❝♦♥♥❡❝&✐♦♥ ♠❛&(✐① ▲n ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛'✿

▲n = I −∆−1Aτ (s).

❙✐♥❝❡ ▲n ✐' '②♠♠❡&(✐❝✱ &❤❡ (✐❣❤&♠♦'& ♥♦♥③❡(♦ (♦♦& ♦❢ &❤❡ ❝♦((❡'♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛(❛❝&❡(✲

✐'&✐❝ ❡R✉❛&✐♦♥ ✐' −λ2K✱ ✇❤❡(❡ λ2 > 0 ❝♦((❡'♣♦♥❞' &♦ &❤❡ ❛❧❣❡❜(❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&② ♦❢ &❤❡

✉♥❞✐(❡❝&❡❞ ❣(❛♣❤ ❬✾✹❪✳ ❆♥ ❡①✐'&❡♥& '&❛❜✐❧✐&② ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥'❡♥'✉' ❛❧❣♦(✐&❤♠' ✇✐&❤ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ❞❡❧❛②'✱ ♣(❡'❡♥&❡❞ ✐♥ ❬✶✼✾❪✱ ✐' ❞❡'❝(✐❜❡❞ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✳

✼✾



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❈♦♥+❡♥+✉+ +$&❛$❡❣✐❡+ ❢♦& ❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ +②+$❡♠+

❈♦&♦❧❧❛&② ✷✳✶✳ ✭▼"♥③ ❡& ❛❧✳ ❬✶✼✾❪✮ ❆ ,✐♥❣❧❡ ✐♥&❡❣/❛&♦/ ✭✷✳✷✳✶✮ ✇✐&❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐&❤♦✉&

,❡❧❢✲❞❡❧❛② ✭✷✳✺✳✶✮✱ ❣❛✐♥ K > 0✱ ❛/❜✐&/❛/② ,✐③❡ ♦❢ N ∈ N✱ ❛/❜✐&/❛/② ❞❡❧❛②, τij ≤ τ̄ ✱ ❛♥❞

❛/❜✐&/❛/② &♦♣♦❧♦❣② ✇✐&❤ ❝♦♥♥❡❝&❡❞ &♦♣♦❧♦❣② ❛❝❤✐❡✈❡, ❝♦♥,❡♥,✉, ❛,②♠♣&♦&✐❝❛❧❧② ❢♦/ ❛♥② τ̄ ✳

❚❤❡♦&❡♠ ✷✳✷✳ ✭▼"♥③ ❡& ❛❧✳ ❬✶✼✾❪✮ ❆ ,✐♥❣❧❡ ✐♥&❡❣/❛&♦/ ✭✷✳✷✳✶✮ ✇✐&❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐&❤♦✉&

,❡❧❢✲❞❡❧❛② ✭✷✳✺✳✶✮✱ ❣❛✐♥ K ∈ (0, 1
τ̄
)✱ ❛♥❞ ❛/❜✐&/❛/② ,②♠♠❡&/✐❝ ❞❡❧❛②, τij = τji ≤ τ̄ ❛❝❤✐❡✈❡,

❝♦♥,❡♥,✉, ❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧❧② ✇✐&❤ ❛ ❝♦♥✈❡/❣❡♥❝❡ /❛&❡ η ∈ (0, λ̄2K) &❤❛& ,❛&✐,✜❡,✿

eητ̄ < min

{

1− η

K
+ λ̄2,

1

Kτ̄

}

, ✭✷✳✺✳✷✮

✇❤❡/❡ λ̄2 ∈ (0, 1) ✐, ❛ ❧♦✇❡/ ❜♦✉♥❞ ♦♥ &❤❡ ,❡❝♦♥❞ ,♠❛❧❧❡,& ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ λ2 ♦❢ ▲n =

I −∆−1Aτ (s)✳

❈♦♥)❡+✉❡♥-❧②✱ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 6❡)✉❧- ❤♦❧❞)✳

❈♦&♦❧❧❛&② ✷✳✷✳ ✭❘♦❞/✐❣✉❡, ❞❡ ❈❛♠♣♦, ❡& ❛❧✳ ❬✷✷✽❪✮ ■❢ ❆,,✉♠♣&✐♦♥, ✷✳✶✲✺ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦♥✲

❞✐&✐♦♥, ♦❢ ❜♦&❤ ❈♦/♦❧❧❛/② ✷✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦/❡♠ ✷✳✷ ❛/❡ ,❛&✐,✜❡❞✱ &❤❡ ❝♦♥&/♦❧ ❧❛✇ ✭✷✳✹✳✶✮ ✇❤❡/❡

ν̇ ✐, ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✺✳✶✮✱ ❡♥,✉/❡, &❤❛& &❤❡ ♠✉❧&✐✲❛❣❡♥& ,②,&❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ✐, ,&❛❜❧❡ ❛♥❞ /❡❛❝❤❡,

❛♥ ❛,②♠♣&♦&✐❝ ♠❡❛,✉/❡♠❡♥& ✈❛/✐❛❜❧❡ ❝♦♥,❡♥,✉, ✇✐&❤ ❛ ❝♦♥✈❡/❣❡♥❝❡ /❛&❡ ❡①♣/❡,,❡❞ &❤❛&

,❛&✐,✜❡, ✭✷✳✺✳✷✮✳

■♥ ❬✶✹✹✱ ✷✵✷❪ ✐- ❤❛) ❜❡❡♥ )❤♦✇♥ -❤❛- )②)-❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ❝♦♥-6♦❧❧❡❞ ❜② ✭✷✳✺✳✶✮ ❛❝❤✐❡✈❡) ❝♦♥✲

)❡♥)✉) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦❢ ❞❡❧❛② ✉)✐♥❣ ●❡6)❤❣♦6✐♥✬) ❝✐6❝❧❡ -❤❡♦6❡♠ ❛♥❞ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❘❛③✉♠✐❦❤✐♥

❢✉♥❝-✐♦♥)✱ 6❡)♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ ✐♥ ❬✶✼✾❪ ❛✉-❤♦6) ✉)❡❞ -❤❡ ❣❡♥❡6❛❧✐③❡❞ ◆②+✉✐)- ❝6✐-❡6✐♦♥✳

❋✉6-❤❡6♠♦6❡✱ -❤❡ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ 6❛-❡ ❤❛) ❛❧)♦ ❜❡❡♥ )-✉❞✐❡❞ -❤♦6♦✉❣❤❧② ❢♦6 ▼❆❙ ✇✐-❤♦✉- ❞❡✲

❧❛②)✱ )❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✶✽✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ 6❡)✉❧-) ❢♦6 ▼❆❙ ✇✐-❤ ❤❡-❡6♦❣❡♥❡♦✉) ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ❞❡❧❛②)

❝♦♥)✐❞❡6 ♦♥❧② ❞✐)❝6❡-❡✲-✐♠❡ )②)-❡♠)✱ )❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✶✽✹❪✳ ■♥ ❬✶✼✾❪✱ ❛✉-❤♦6) ❛❧)♦ ♣6❡)❡♥- ❝♦♥✲

✈❡6❣❡♥❝❡ 6❛-❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥) ❢♦6 ❝♦♥-✐♥✉♦✉)✲-✐♠❡ )✐♥❣❧❡ ✐♥-❡❣6❛-♦6 ▼❆❙ ✇✐-❤ ❤❡-❡6♦❣❡♥❡♦✉)

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❡❧❛②)✳ ❆) ❢♦6 ♠♦)- ♦❢ ❝♦♥✈❡6❣❡♥❝❡ 6❛-❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥) ❢♦6 ▼❆❙ ✇✐-❤♦✉- ❞❡❧❛②)

❬✶✽✾❪ -❤❡ ❞❡6✐✈❡❞ ❝♦♥❞✐-✐♦♥) ❛6❡ ♥♦- ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦❢ -❤❡ -♦♣♦❧♦❣② ❜✉- ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ -❤❡ ❝♦♥✲

♥❡❝-✐✈✐-② ♦❢ -❤❡ ✉♥❞❡6❧②✐♥❣ ❣6❛♣❤✳ ❚❤❡)❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥) ❛6❡ 6♦❜✉)- -♦ ✉♥❦♥♦✇♥ -♦♣♦❧♦❣✐❡)

❛) ❧♦♥❣ ❛) -❤❡✐6 ❛❧❣❡❜6❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-② ✐) ❧❛6❣❡6 -❤❛♥ ❛ ❧♦✇❡6 ❜♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳✱ λ2 ≥ λ̄2✳

✷✳✺✳✷ ❈♦♥&❡♥&✉& ❛❧❣♦,✐.❤♠& ✇✐.❤ ❡①.❡,♥❛❧ ,❡❢❡,❡♥❝❡

■♥ -❤✐) )❡❝-✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉) ♦♥ 6❡❢❡6❡♥❝❡✲❜❛)❡❞ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛❧❣♦6✐-❤♠)✱ )❡❡ ❬✶✾✺❪✳ ❖✉6

♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❤❡6❡ ✐) -♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞✐)-6✐❜✉-❡❞ ❛❧❣♦6✐-❤♠ -❤❛- ❛❧❧♦✇) -❤❡ ❛❣❡♥-) -♦ -6❛❝❦

❛♥ ❡①-❡6♥❛❧ )✐❣♥❛❧ ✇❤✐❧❡ -❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛❣6❡❡♠❡♥- ✐) ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■- ✐) ❝♦♥)✐❞❡6❡❞ -❤❛- ❡❛❝❤

❛❣❡♥- 6❡❝❡✐✈❡) -❤❡ )❛♠❡ )✐❣♥❛❧ ♦6 ❞✐✛❡6❡♥- )✐❣♥❛❧) -❤❛- ❝❛♥ ❛❧)♦ ❜❡ )❡❡♥ ❛) -❤❡ )❛♠❡ )✐❣♥❛❧

❝♦66✉♣-❡❞ ❜② ♥♦✐)❡✱ ❢♦6 ✐♥)-❛♥❝❡✳ ■♥ ❛♥② ❝❛)❡ -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✐) -♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠❡❛)✉6❡♠❡♥-

✽✵



✷✳✺ ❊①%❡♥(✐♦♥( %♦ ♠♦,❡ ❝♦♠♣❧❡① (✐%✉❛%✐♦♥(

✈❛"✐❛❜❧❡ ❝♦♥*❡♥*✉*✱ ✐✳❡✳✱ zi = zj, ∀i, j ∈ N ✱ ✇❤✐❧❡ /"❛❝❦✐♥❣ /❤❡ ❛✈❡"❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡①/❡"♥❛❧

*✐❣♥❛❧ "❡❢❡"❡♥❝❡*✳

▲❡/ ri ∈ R
m

❜❡ /❤❡ ❡①/❡"♥❛❧ *✐❣♥❛❧ "❡❢❡"❡♥❝❡ "❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛❣❡♥/ i ∈ N ✳ ■♥ /❤✐*

*✐/✉❛/✐♦♥✱ /❤❡ ♥❡✇ ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ *②*/❡♠ ❝❛♥ /❤❡♥ ❜❡ ❡①♣"❡**❡❞ ❛*✿

ν̇i = −α
∑

j∈Ni

(νi − νj) +
∑

j∈Ji

(rj − νi) ✭✷✳✺✳✸✮

✇❤❡"❡ Ji = Ni ∪ {i} ❛♥❞ r = [r1, . . . , rN ]
T
❞❡♥♦/❡* /❤❡ ❡①/❡"♥❛❧ *✐❣♥❛❧*✳ ■/ ❢♦❧❧♦✇* ❢"♦♠

✭✷✳✺✳✸✮ /❤❛/✿

ν̇ = −(α▲+ IN +∆)ν + (IN +A)r ✭✷✳✺✳✹✮

❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✿

ν̇ = −Aαν +Bαr, ✭✷✳✺✳✺✮

✇❤❡"❡ Aα = α▲ + IN + ∆ ❛♥❞ Bα = IN + A✳ ❆* ♠❡♥/✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦"❡✱ ♦✉" ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ✐* /♦

"❡❛❝❤ ❛♥ ❛❣"❡❡♠❡♥/ ♦♥ /❤❡ ❛✈❡"❛❣❡ ♦❢ ♠❡❛*✉"❡♠❡♥/* *✉❝❤ /❤❛/✿

νi → rc, ∀i ∈ N ,

✇❤❡"❡ rc =
1
N

∑N
i=1 ri✳

❚❤❡♦,❡♠ ✷✳✸✳ ✭❖❧❢❛(✐✲❙❛❜❡, ❬✶✾✺❪✮ ▲❡( ri ❜❡ ❛ /✐❣♥❛❧ ✇✐(❤ ✉♥✐❢♦,♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ,❛(❡ /✉❝❤

(❤❛( ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡:✉❛❧✐(② ✐/ /❛(✐/✜❡❞ ‖r∗‖ ≤ γ1✱ ✇❤❡,❡ r∗ =
−→
✶ ⊗ rc✳ ❚❤❡♥ ν = r∗ ✐/ ❛

❣❧♦❜❛❧❧② ❛/②♠♣(♦(✐❝❛❧❧② ǫ✲/(❛❜❧❡ ❡:✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♦❢ (❤❡ ❝♦♥/❡♥/✉/ ❛❧❣♦,✐(❤♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✺✳✸✮

✇✐(❤✿

ǫ =
γ1
√
N(1 + dmax) + γ2γ3)λ

1/2
max(Aα)

λ
5/2
min(Aα)

,

✇❤❡,❡ ❝♦♥/(❛♥(/ γ2 ❛♥❞ γ3 ❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛/✿

‖r − r∗‖ ≤ γ2, ‖BT
αAα‖ ≤ γ3, ✭✷✳✺✳✻✮

❛♥❞ ✇❤❡,❡ Aα = α▲ + IN +∆ ❛♥❞ Bα = IN +A✳

■♥ ♦✉" ❝❛*❡✱ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "❡*✉❧/ ❤♦❧❞*✿

❈♦,♦❧❧❛,② ✷✳✸✳ ✭❘♦❞,✐❣✉❡/ ❞❡ ❈❛♠♣♦/ ❡( ❛❧✳ ❬✷✷✽❪✮ ■❢ ❆//✉♠♣(✐♦♥/ ✷✳✶✲✺ ❛♥❞ (❤❡ ❝♦♥✲

❞✐(✐♦♥/ ♦❢ ❚❤❡♦,❡♠ ✷✳✸ ❛,❡ /❛(✐/✜❡❞✱ (❤❡ ❝♦♥(,♦❧ ❧❛✇ ✭✷✳✹✳✶✮ ✇❤❡,❡ ν̇ ✐/ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✺✳✸✮✱

❡♥/✉,❡/ (❤❛( (❤❡ ♠✉❧(✐✲❛❣❡♥( /②/(❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ✐/ /(❛❜❧❡ ❛♥❞ ,❡❛❝❤❡/ ❛♥ ♠❡❛/✉,❡♠❡♥( ✈❛,✐❛❜❧❡

ǫ−❝♦♥/❡♥/✉/✳

✽✶



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❈♦♥+❡♥+✉+ +$&❛$❡❣✐❡+ ❢♦& ❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ +②+$❡♠+

✷✳✻ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡.✉❧).

❆✉"♦♥♦♠♦✉& '♦❜♦"& ❛'❡ ❜❡✐♥❣ '❡❝✉''❡♥"❧② ✉&❡❞ "♦ ❤❡❧♣ ❤✉♠❛♥& "♦ ♣❡'❢♦'♠ ❝❡'"❛✐♥

"❛&❦ ✇✐"❤ ✐♠♣'♦✈❡❞ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡& ❛♥❞ ✐♥ ❜❡""❡' &❛❢❡"② ❝♦♥❞✐"✐♦♥&✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥✲

"✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣"❡' ✶ "❤❛" ❣'♦✉♣& ♦❢ ❛✉"♦♥♦♠♦✉& '♦❜♦"& ✇✐"❤ ❝♦♠♣✉"✐♥❣✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥✱

❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐"② ❝❛♣❛❜✐❧✐"✐❡& ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❢❡❛&✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣❡'❢♦'♠ ❛ ✈❛'✐❡"②

♦❢ &♣❛"✐❛❧❧② ❞✐&"'✐❜✉"❡❞ &❡♥&✐♥❣ "❛&❦& &✉❝❤ ❛& &❡❛'❝❤ ❛♥❞ '❡❝♦✈❡'② ♦♣❡'❛"✐♦♥&✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲

"✐♦♥ ✐♥ ❤❛③❛'❞♦✉& ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥"&✱ ❡①♣❧♦'❛"✐♦♥✱ &✉'✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥"❛❧ ♠♦♥✐"♦'✐♥❣ ❢♦'

♣♦❧❧✉"✐♦♥ ❞❡"❡❝"✐♦♥ ❛♥❞ ❡&"✐♠❛"✐♦♥✳

■♥ "❤✐& &❡❝"✐♦♥✱ &♦♠❡ &✐♠✉❧❛"✐♦♥ '❡&✉❧"& '❡❣❛'❞✐♥❣ "❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ "❤❡ ♣'❡✈✐♦✉&❧②

✐♥"'♦❞✉❝❡❞ ❛♣♣'♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣'❡&❡♥"❡❞✳ ❆& ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦'❡✱ ❝♦♥&❡♥&✉& ❛❧❣♦'✐"❤♠& ❛'❡ ❛

♣♦✇❡'❢✉❧ "♦♦❧ ❢♦' '❡♥❞❡③✈♦✉& ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥& ❛& ❞❡♣✐❝"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✷✳ ■♥ "❤❡ &❡B✉❡❧✱ ✇❡ ❛'❡

❣♦✐♥❣ "♦ ❡①♣❧♦'❡ ❛♥ '❡❛❧✐&"✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ &❡"✉♣ ❜❛&❡❞ ♦♥ ✢②✐♥❣ '♦❜♦"&✱ &❡❡ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✹✳ ■♥

♣❛'"✐❝✉❧❛'✱ &✉❝❤ ❢'❛♠❡✇♦'❦ ✐& ❛❞❛♣"❡❞ "♦ &❡✈❡'❛❧ ♦♣❡'❛"✐♦♥& &✉❝❤ ❛& &❡❛'❝❤✱ &✉'✈❡✐❧❧❛♥❝❡

❛♥❞ '❡❝♦❣♥✐"✐♦♥✳ ❈♦♥&✐❞❡' ❛ &❡" ♦❢ N = 4 ❤❡"❡'♦❣❡♥❡♦✉& ❛❣❡♥"&✳ ■♥ ♦'❞❡' "♦ ✜" ✐♥ ✇✐"❤

♦✉' ♣'♦❜❧❡♠✱ "❤❡ ♠❛"'✐❝❡& Āi, Bi, ❛♥❞ Ci ❢♦' "❤❡ ❞✐✛❡'❡♥" ❛❣❡♥"& ❛'❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ā1 =

[ −1 0.5

0.05 −1

]

, B1 =

[

0

1

]

, C1 =

[

0

1

]T

,

Ā2 =

[ −2 1

0 −0.9

]

, B2 =

[ −1

−1

]

, C2 =

[

0

1

]T

,

Ā3 =





0 1 1

−2 0.1 2

1 2 3



 , B3 =





0

1

1



 , C3 =





0

0

1





T

,

Ā4 =











0 1 1 0

−2 0.1 2 2

0 1 2 3

0.2 0.4 0.1 0.3











, B4 =











1

0

1

1











, C4 =











0

0

1

0











T

.

■" ✐& ❝❧❡❛' "❤❛" "❤❡ ❛❣❡♥"& ❛'❡ ❝❤❛'❛❝"❡'✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡'❡♥" ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ❛♥❞ &"❛❜✐❧✐"②

♣'♦♣❡'"✐❡&✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ♥♦"❡ "❤❛" ❆&&✉♠♣"✐♦♥& ✷✳✶✲✹ ❛'❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤✉&✱ ❛ &✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡

♣❧❛❝❡♠❡♥" ❛❧❧♦✇& ✉& "♦ ✜♥❞ ♠❛"'✐❝❡& Ki✬& &✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ♠❛"'✐❝❡& Ai = Āi − BiKi ❛'❡

❍✉"✇✐%③✳

✽✷



✷✳✻ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡.✉❧).
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✿ ❆♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❢$❛♠❡✇♦$❦

❈♦♥7✐❞❡$ /❤❛/ /❤❡7❡ ❢♦✉$ ❛❣❡♥/7 ❛$❡ ❝♦♥♥❡❝/❡❞ /❤$♦✉❣❤ ❛ ❣$❛♣❤ ❡①♣$❡77❡❞ ❜② /❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛/$✐①✿

L =











1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

−1 0 0 1











.

◆♦/❡ /❤❛/ /❤✐7 ❝❤♦✐❝❡ ✐7 ♥♦/ $❡7/$✐❝/✐✈❡✱ ❛7 ❧♦♥❣ ❛7 ▲ $❡♣$❡7❡♥/7 ❛ ❣$❛♣❤ ❝♦♥/❛✐♥✐♥❣ ❛

7♣❛♥♥✐♥❣ /$❡❡ 7❛/✐7❢②✐♥❣ ❆77✉♠♣/✐♦♥ ✷✳✺✳ ❋♦$ /❤❡ ❞✐✛❡$❡♥/ ❛❣❡♥/7✱ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥7

❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

x1(0) =
[

1.5 0.15
]T
, x2(0) =

[

5 0.5
]T
,

x3(0) =
[

1.25 0.75 2.5
]T
, x4(0) =

[

1.35 0.45 3 1.5
]T
.

▲❡/ ✉7 ❝♦♠♠❡♥/ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✳ ■♥ ❛ ✜$7/ ❝❛7❡✱ /❤❡ ❤❡/❡$♦❣❡♥❡♦✉7 ❛❣❡♥/7 ♠✉7/ ❛❣$❡❡ ♦♥

/❤❡ 7❛♠❡ ❤❡✐❣❤/ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ /❤❡ ❝♦♥/$♦❧ 7/$❛/❡❣② ❞❡/❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✷✳✸✳ ❘❡❧❛/❡❞ /♦

❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✱ ❛ 7♣❡❝✐❛❧ ❛//❡♥/✐♦♥ ✐7 ♣❛✐❞ /♦ /❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲✐❞❡♥/✐❝❛❧ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥7

✭❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ /❤❡ ♠✉❧/✐✲❛❣❡♥/ 7②7/❡♠✮ ♦✈❡$ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♣$♦♣❡$/✐❡7✳

■♥ ❛ 7❡❝♦♥❞ ❝❛7❡✱ /❤❡ $♦❜♦/ ✢❡❡/ ✐7 ♠♦✈✐♥❣ /❤$♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥/✳ ▼♦$❡

♣$❡❝✐7❡❧②✱ /❤❡ ❣$♦✉♥❞ ♣$♦✜❧❡ ✈❛$✐❡7 ✇✐/❤ /❤❡ ♣♦7✐/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✢❡❡/✱ ✇❤✐❧❡ /❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡

❛✐♠7 /♦ ❦❡❡♣ ❛ ❝♦♥7/❛♥/ ❤❡✐❣❤/ ❢♦$ /❤❡ ✢❡❡/ ✇✐/❤ $❡7♣❡❝/ /♦ /❤❡ ❣$♦✉♥❞✳ ❚❤✐7 ♣❛$/✐❝✉❧❛$

❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❤❛7 ❛ ♣❡$/✐♥❡♥/ ♣$❛❝/✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ 7✐♥❝❡✱ ✐♥ 7❡✈❡$❛❧ ♦♣❡$❛/✐♦♥7✱ 7✉❝❤ ❛7 7❡❛$❝❤

❛♥❞ $❡❝♦✈❡$② ♦♣❡$❛/✐♦♥7✱ $♦❜♦/7 ✉7✉❛❧❧② ♠♦✈❡ /❤$♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣✴❤♦7/✐❧❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥/✳

❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ❞✐7/$✐❜✉/❡❞ ❝♦❧❧❛❜♦$❛/✐♦♥✱ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛7✉$❡♠❡♥/ ✐♥ ♦$❞❡$ /♦

❛❝❤✐❡✈❡ /❤❡ ❝♦♥/$♦❧ ♦❜❥❡❝/✐✈❡7✱ ❜❡❝♦♠❡7 ❛ ❦❡② ✐77✉❡✳
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❈♦♥+❡♥+✉+ +$&❛$❡❣✐❡+ ❢♦& ❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ +②+$❡♠+

0 2 4 6
0

1

2

3
z
,

ν

Time [s]

✭❛✮ ❊✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ✈❛.✐❛❜❧❡0 νi✬! ❛♥❞ ♠❡❛✲

!✉)❡♠❡♥*! zi✬! ✇❤❡♥ νi(0) = zi(0)

0 2 4 6
0

1

2

3

z
,

ν

Time [s]

✭❜✮ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✈❛)✐❛❜❧❡! νi✬! ❛♥❞ ♠❡❛✲

!✉)❡♠❡♥*! zi✬! ✇❤❡♥ νi(0) 6= zi(0)

0 20 40
0

1

2

3

z
,

ν

Time [s]

✭❝✮ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✈❛)✐❛❜❧❡! νi✬!

✭τ = 0.6✮ ❛♥❞ ♠❡❛!✉)❡♠❡♥*! zi✬! ❢♦) )❛♥✲

❞♦♠ ❞❡❧❛②! τij ≤ 3✱ ✇❤❡♥ νi(0) = zi(0)

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✿ ❊✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝7 ν ✭❞❛7❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ .❤❡ ♠❡❛7✉$❡♠❡♥.

✈❡❝.♦$ z ✭ !❛# ❧✐♥❡✮✳

❈♦♥7✐❞❡$ ❢♦$ .❤❡ ♠♦♠❡♥. ❋✐❣✉$❡ ✷✳✺

✶

✳ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✭❛✮ 7❤♦✇7 7✐♠✉❧❛.✐♦♥ $❡7✉❧.7 ❢♦$ .❤❡

❝❧♦7❡❞✲❧♦♦♣ 7②7.❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ❝♦♥.$♦❧❧❡❞ ❜② ✭✷✳✸✳✶✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛$❧② 7❡❡ .❤❛. ❜♦.❤ 7②7.❡♠7

$❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥7❡♥7✉7✱ ✇❤❡$❡ .❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥. ✈❛❧✉❡ ❝♦$$❡7♣♦♥❞7 .♦ ν(∞)✳ ◆♦.❡ .❤❛. .❤❡ ❝❤♦7❡♥

▲ ♠❛.$✐① ✐7 ❞♦✉❜❧② 7.♦❝❤❛7.✐❝✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ♦❢ ✐.7 $♦✇✲7✉♠7 ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✲7✉♠7 ❛$❡ ❡E✉❛❧ .♦ 0✳

❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ν(∞) ❝♦$$❡7♣♦♥❞7 .♦ .❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ .❤❡ ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥❞✐.✐♦♥7 ♦❢ .❤❡ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧

♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ν(∞) = ave{ν(0)}✳ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✭❜✮ 7❤♦✇7 .❤❡ 7❛♠❡ 7❡. ♦❢ ❤❡.❡$♦❣❡♥❡♦✉7 ❛❣❡♥.7
✐♥✐.✐❛❧✐③❡❞ ✇✐.❤ ❞✐✛❡$❡♥. ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥❞✐.✐♦♥7 ❢$♦♠ .❤♦7❡ ♦❢ .❤❡ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ ✈❛$✐❛❜❧❡7✳ ❖♥❝❡

♠♦$❡✱ ✇❡ ❝❛♥ 7❡❡ .❤❛. 7②7.❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ❛❝❤✐❡✈❡7 ❝♦♥7❡♥7✉7✱ ❝♦♥✈❡$❣✐♥❣ .♦ .❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥.

✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ν(∞)✳ ❚❤❡7❡ 7✐♠✉❧❛.✐♦♥7 ❡♥❤❛♥❝❡ .❤❡ ❝♦♥❝❧✉7✐♦♥ ♠❡♥.✐♦♥❡❞

✐♥ ❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✱ ❛7 ✇❡❧❧ ❛7 .❤❡ ❛❞✈❛♥.❛❣❡7 ♦❢ .❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡❞ ❜❛7❡❞ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✐♥.$♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳

✶✳ ❋♦) ❛❧❧ ✜❣✉)❡!✱ *❤❡ ❞❛!❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦))❡!♣♦♥❞! *♦ *❤❡ ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝!✱ ✇❤❡)❡❛! *❤❡  !❛# ❧✐♥❡

)❡♣)❡!❡♥*! *❤❡ ♠❡❛!✉)❡♠❡♥* ✈❡❝*♦) z ❡✈♦❧✉*✐♦♥✳
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✷✳✻ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡.✉❧).
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✿ ◆♦♥✲✐❞❡♥/✐❝❛❧ $❡❢❡$❡♥❝❡ 4✐❣♥❛❧4 ❛♥❞ ❤❡/❡$♦❣❡♥❡♦✉4 ♠✉❧/✐✲❛❣❡♥/ 4②4/❡♠4 $❡✲

4♣♦♥4❡

■♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✭❝✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ 4✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡4✉❧/4 ❢♦$ /❤❡ ❝❧♦4❡❞✲❧♦♦♣ 4②4/❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ❝♦♥✲

/$♦❧❧❡❞ ❜② /❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ✭✷✳✺✳✶✮✳ ❋♦$ /❤❡4❡ 4✐♠✉❧❛/✐♦♥4✱ ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡$❡❞

/❤❛/ $❛♥❞♦♠ ❞❡❧❛②4 τij ≤ 3✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ /❤❛/ /❤❡ ❝♦♥4❡♥4✉4 ♣$♦/♦❝♦❧ ✐4 $♦❜✉4/ /♦

/❤❡ ♥❡/✇♦$❦ 4✐③❡ ❛♥❞ ♠♦4/ ✐♠♣♦$/❛♥/ /♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❤❡/❡$♦❣❡♥♦✉4 ❞❡❧❛②4✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ 4✐♠✐❧❛$

♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡4 ❛4 ✐♥ ❬✶✼✾❪ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜4❡$✈❡❞✳ ◆♦/❡ /❤❛/ ✐♥ ❋✐❣✉$❡4 ✷✳✺✭❛✮✱ ✷✳✺✭❝✮ ❜♦/❤ /❤❡

❞❛4❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ /❤❡  !❛# ❧✐♥❡ ❛$❡ ❝♦♠♣❧❡/❡❧② ♦✈❡$❧❛♣♣❡❞ ❞✉❡ /♦ ❡J✉❛❧ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥4✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✭❝✮ 4❤♦✇4 /❤❛/ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥/4 ♦❢ ❜♦/❤ /❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝4 νi ❛♥❞ /❤❡

♠❡❛4✉$❡♠❡♥/ ✈❡❝/♦$ zi✱ ❛4②♠♣/♦/✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡$❣❡ /♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ νeq ♣$❡✈✐♦✉4❧② ❞❡✲

✜♥❡❞✳ ❚❤❡4❡ $❡4✉❧/4 ❡♥❤❛♥❝❡ /❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ /❤❡ ♣$♦♣♦4❡❞ 4/$❛/❡❣② ✇❤❡♥ ♠♦$❡ ❝♦♠♣❧❡①

4✐/✉❛/✐♦♥4 ❛$❡ ❝♦♥4✐❞❡$❡❞ ❢♦$ /❤❡ ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ 4②4/❡♠✳

❈♦♥4✐❞❡$ /❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ 4❡/✉♣ ✐❧❧✉4/$❛/❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✳ ❲❤✐❧❡ ♣$❡✈✐♦✉4 4✐♠✉❧❛/✐♦♥

$❡4✉❧/4 ❝♦♥❝❡$♥ /❤❡ ✜$4/ ❝❛4❡✱ ✇❤❡$❡ ✢②✐♥❣ $♦❜♦/4 ♠✉4/ ❛❣$❡❡ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❤❡✐❣❤/✱ ❝♦♥✲

4✐❞❡$ ♥♦✇ /❤❡ 4❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ❝❛4❡ ❛44✉♠✐♥❣ /❤❛/ ❛❣❡♥/4 ❛$❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡

❡♥✈✐$♦♥♠❡♥/✳ ■♥✐/✐❛❧❧②✱ ❛❣❡♥/4 ❛$❡ 4✉♣♣♦4❡❞ /♦ ❛❣$❡❡ ♦♥ ❛ 4❛♠❡ ❤❡✐❣❤/✳ ❆/ ❛ ❝❡$/❛✐♥ /✐♠❡
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✼✿ ■❞❡♥-✐❝❛❧ $❡❢❡$❡♥❝❡ 2✐❣♥❛❧2 ❛♥❞ ❤❡-❡$♦❣❡♥❡♦✉2 ♠✉❧-✐✲❛❣❡♥- 2②2-❡♠2 $❡2♣♦♥2❡

✐♥2-❛♥- -❤❡ ❣$♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧ ❝❤❛♥❣❡2 ❞✉❡ -♦ ❛ ❝❧✐✛ ♦$ ❛♥ ♦❜2-❛❝❧❡✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ 2✉❝❤ ❛ ❝❛2❡ ♥❛-✲

✉$❛❧❧② ❛2❦2 ❢♦$ -❤❡ ❡①-❡$♥❛❧ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❜❛2❡❞ ❝♦♥-$♦❧ 2-$❛-❡❣② ♠❡♥-✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✷✳✺✳✷✳

❚❤✉2✱ ❛❣❡♥-2 ❛$❡ 2✉♣♣♦2❡❞ -♦ ♣❡$❢♦$♠ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥- $❡❢❡$❡♥❝❡ -$❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ -♦ ✜♥❛❧❧② ❛❣$❡❡

♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❤❡✐❣❤-✳ ❋✐❣✉$❡2 ✷✳✻

✷

❛♥❞ ✷✳✼

✷

2❤♦✇ -❤❡ 2✐♠✉❧❛-✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉$ ✢②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡2

❝♦♥-$♦❧❧❡❞ ❜② -❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❜❛2❡❞ ❝♦♥-$♦❧ ❧❛✇ ✭✷✳✺✳✸✮✳ ■♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✱ -❤❡ ✐♥♣✉- 2✐❣♥❛❧2

ri ❛$❡ ❞✐✛❡$❡♥- ❢♦$ ❡✈❡$② ❛❣❡♥- i✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥-2 ri ❛$❡ ❡J✉❛❧✳ ■♥ ❜♦-❤

✜❣✉$❡2 ✇❡ ❝❛♥ 2❡❡ -❤❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♠❡❛2✉$❡♠❡♥- ✈❡❝-♦$ z ♦❢ 2②2-❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮✱ ❛2 ✇❡❧❧

❛2 -❤❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡$$♦$ zi− rc✱ ✇❤❡$❡ rc ❝♦$$❡2♣♦♥❞2 -♦ -❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ -❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡

2✐❣♥❛❧2✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ✇❡ ❝❛♥ 2❡❡ -❤❛- ❛❧❧ ♠❡❛2✉$❡♠❡♥- ✈❡❝-♦$2 zi ♦❢ 2②2-❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ $❡❛❝❤ ❛

❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ rc✱ 2❛-✐2❢②✐♥❣ ♦✉$ ❝♦♥-$♦❧ ♦❜❥❡❝-✐✈❡2✳

✷✳ ❋♦$ ❛❧❧ ✜❣✉$❡+✱ rc ✐+ ❞✐+♣❧❛②❡❞ ❛+ ❛ ❜❧❛❝❦ ❞❛+❤❡❞ ❧✐♥❡✳
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✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣*♦❛❝❤ ✉♥❞❡* ✇❤✐❝❤ ❤❡"❡*♦❣❡♥❡♦✉% ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥" %②%"❡♠%

*❡❛❝❤ ♠❡❛%✉*❡♠❡♥" ✈❛*✐❛❜❧❡ ❝♦♥%❡♥%✉% ❤❛% ❜❡❡♥ ♣*❡%❡♥"❡❞✱ ❞❡%✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ▼♦*❡✲

♦✈❡*✱ ❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✻ %❤♦✇ "❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉* ❛♣♣*♦❛❝❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡ %❤♦✇♥ "❤❛" ❜② ✉%✐♥❣ %✐♠♣❧❡

❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝%✱ "❤❡ ❝♦♥"*♦❧ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ♦*❞❡* ❤❡"❡*♦❣❡♥❡♦✉% ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥" %②%"❡♠ ♥♦"

♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡% ♣♦%%✐❜❧❡✱ ❜✉" ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐"❤ ❧♦✇ ❝♦♥%"*❛✐♥"% ♦♥ %②%"❡♠ ✭✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ✇✐"❤

❧♦✇ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞%✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦* ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ♦❢ "❤❡ ♣*♦♣♦%❡❞ ❛❧❣♦*✐"❤♠ *❡♠❛✐♥% ✐♥

"❤❡ %❡♣❛*❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ %"❛❜✐❧✐"② ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ ❡❛❝❤ %✉❜%②%"❡♠ ❛♥❞ "❤❡ ❞✐%"*✐❜✉"❡❞ ❝♦♥"*♦❧ ❛❧✲

❣♦*✐"❤♠✳ ❆% ❛ *❡%✉❧"✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧%♦ %❤♦✇♥ "❤❛" ❞✐✛❡*❡♥" ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝% ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞✱

%✉❝❤ ❛% ❞❡❧❛②❡❞ ❙✐♠♣❧❡ ■♥"❡❣*❛"♦* ✭❙■✮ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛♥❞ ❞✐%"*✐❜✉"❡❞ ❝♦♥%❡♥%✉% ✜❧"❡* ❛❧❣♦✲

*✐"❤♠%✳ ❚❤✐% ❛♣♣*♦❛❝❤✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛*❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ *❡%✉❧"% ♦♥ ❧✐"❡*❛"✉*❡✱ ❛♣♣❡❛*%

"♦ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡%✱ %✐♥❝❡ ♦"❤❡* %♦❧✉"✐♦♥% ♦✛❡* %♦♠❡ ❞*❛✇❜❛❝❦% ❛% ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥

❝♦♠♣❧❡①✐"② ♦* *❡%"*✐❝"✐✈❡ ❛%%✉♠♣"✐♦♥%✳

❚❤❡ ✉%❡ ♦❢ ♥❡"✇♦*❦% ❝❡*"❛✐♥❧② ♦✛❡*% %❡✈❡*❛❧ ❛❞✈❛♥"❛❣❡%✱ ❜✉" ♥♦" ✇✐"❤♦✉" ❞*❛✇❜❛❝❦%✳

■♥ ❢❛❝"✱ "❤❡ ✉%❡ ♦❢ ❛ %❤❛*❡❞ ♥❡"✇♦*❦ ✐♥"*♦❞✉❝❡% ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡%✱ %✉❝❤ ❛% ❞❡❧❛②% ♦✈❡*

❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥%✱ ❞❡❧❛②%✱ ❞❛"❛ ❧♦%%✱ ♦* ❡✈❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❜❧❛❝❦♦✉"✱ %❡❡ ❈❤❛♣"❡* ✶ ❛♥❞

"❤❡ *❡❢❡*❡♥❝❡% "❤❡*❡✐♥✳ ❈♦♥%❡K✉❡♥"❧②✱ "❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ ✐"% %♣❡❝"*❛❧ ♣*♦♣❡*"✐❡% ❬✶✵✻✱ ✶✻✽❪

♣❧❛② ❛ ❝*✉❝✐❛❧ *♦❧❡ ✐♥ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥" ❛❧❣♦*✐"❤♠%✳ ■♥

%❡✈❡*❛❧ ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥" ❝♦♥"*♦❧ ♣*♦❜❧❡♠%✱ "❤❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ♣*♦♣❡*"✐❡% ❛♥❞ %♣❡❡❞ ♦❢ "❤❡ %②%"❡♠

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ "❤❡ ❛❧❣❡❜*❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"② ♦❢ "❤❡ ❣*❛♣❤✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ ❛ %♣❡❝✐❛❧ ❛""❡♥"✐♦♥ ✐♥ ♣❛✐❞

✐♥ "❤❡ %❡K✉❡❧ "♦ "❤❡ %❡❝♦♥❞ %♠❛❧❧❡%" ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❣*❛♣❤✬% ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ ❛❧%♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧❣❡❜*❛✐❝

❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"② ❛♥❞ "❤❛" K✉❛♥"✐✜❡% "❤❡ %♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦*✐"❤♠%✳ ❙♦♠❡

✐♥"❡*❡%"✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ K✉❡%"✐♦♥% *❡❝❡♥"❧② *❛✐%❡❞ ❜② ♦✉* ❝♦♠♠✉♥✐"② ❛*❡ %"✐❧❧ "♦ ❜❡

♣❛*"✐❛❧❧② ❛♥%✇❡*❡❞✿ ✭✐✮ ■% ✐" ♣♦%%✐❜❧❡ "♦ ✐♥❝*❡❛%❡ "❤❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ %♣❡❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♥%❡♥%✉%

❛❧❣♦*✐"❤♠❄ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ■❢ ②❡%✱ ❤♦✇❄

❆♥ ❛♣♣*♦❛❝❤ ❛❜❧❡ "♦ ❛♥%✇❡* "❤❡%❡ K✉❡%"✐♦♥% ✇✐❧❧ ❜❡ ♣*❡%❡♥"❡❞ ✐♥ "❤❡ ♥❡①" ❝❤❛♣"❡*✳

✽✼
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❈❤❛♣$❡& ✸

■♠♣&♦✈❡❞ -$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥-❡♥-✉-

❛❧❣♦&✐$❤♠-

❈♦♥#❡♥#%

✸✳✶ ❈♦♥&❡①& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✸✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ✐♥&❡❣2❛&♦2 ❞②♥❛♠✐❝7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✷✳✶ $%♦❜❧❡♠ +,❛,❡♠❡♥, ❛♥❞ ♣%❡❧✐♠✐♥❛%✐❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✷✳✷ $❛%,✐❛❧ ♠❡♠♦%② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✷✳✸ ●❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦%② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✸✳✸ ❉♦✉❜❧❡ ✐♥&❡❣2❛&♦2 ❞②♥❛♠✐❝7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✸✳✸✳✶ $%♦❜❧❡♠ +,❛,❡♠❡♥, ❛♥❞ ♣%❡❧✐♠✐♥❛%✐❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✸✳✸✳✷ ❈♦♥,%♦❧❧❡% ❞❡+✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✸✳✸✳✸ ❉❡✜♥✐,✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣%♦♣%✐❛,❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✸✳✹ ❙,❛❜✐❧✐,② ❛♥❛❧②+✐+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛&✐♦♥ 2❡7✉❧&7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉7✐♦♥7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

✸✳✶ ❈♦♥&❡①&

❆! ❢♦$ %❤❡ ♣$❡✈✐♦✉! ❝❤❛♣%❡$✱ %❤❡ !❡/✉❡❧ ❢♦❝✉!❡! ♦♥ ❝♦♥!❡♥!✉! ❛❧❣♦$✐%❤♠! ❛! ♦♥❡ ♦❢ %❤❡

✉!❡❢✉❧ %♦♦❧! ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦$ ♠✉❧%✐✲❛❣❡♥% !②!%❡♠! ❛❣$❡❡♠❡♥% ❛♥❞ ✐♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$ %♦ $❡♥❞❡③✈♦✉!

♣$♦%♦❝♦❧!✱ !❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ %❤❡ ♣$❡✈✐♦✉! ❝❤❛♣%❡$ ✇❡ ❢♦❝✉! ♦♥ %❤❡ ❞❡!✐❣♥ ♦❢ ❡✛❡❝%✐✈❡

❝♦♥!❡♥!✉! ❛❧❣♦$✐%❤♠! ❢♦$ ❤❡%❡$♦❣❡♥❡♦✉! ▼❆❙✱ ✐♥ %❤✐! ❝❤❛♣%❡$ ❛ !♣❡❝✐❛❧ ❛%%❡♥%✐♦♥ ✐! ♣❛✐❞ %♦

❝♦♥!❡♥!✉! ❛❧❣♦$✐%❤♠✬! ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ $❛%❡✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐!❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ %$② %♦ ✐♠♣$♦✈❡ %$❛❞✐%✐♦♥❛❧

❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♣$♦♣❡$%✐❡! ✉!✐♥❣ ♠❡♠♦$② ❜❛!❡❞ ❛♣♣$♦❛❝❤❡!✳

■♥ !❡✈❡$❛❧ ♠✉❧%✐✲❛❣❡♥% ❝♦♥%$♦❧ ♣$♦❜❧❡♠!✱ %❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♣$♦♣❡$%✐❡! ❛♥❞ !♣❡❡❞ ♦❢ %❤❡

!②!%❡♠ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ❣$❛♣❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%②

✐! ❛♥ ✐♠♣♦$%❛♥% ♥❡%✇♦$❦ ♣$♦♣❡$%② ❢♦$ ❛❧❧ %❤❡ ♣$❡✈✐♦✉! !②!%❡♠! %♦ $❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❛♥❞

✐% ❝❤❛$❛❝%❡$✐③❡! %❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ $❛%❡✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐!❡❧②✱ %❤❡ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ✐! ❡/✉❛❧

%♦ %❤❡ !❡❝♦♥❞ !♠❛❧❧❡!% ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲✳ ❈♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❝♦♥%$♦❧ ♠❡%❤♦❞! ❡!%❛❜❧✐!❤ ❛❣❡♥%

♠♦%✐♦♥! %❤❛% ♣$❡!❡$✈❡ ♦$ ♠❛①✐♠✐③❡ !♦♠❡ ♥❡%✇♦$❦ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ♣$♦♣❡$%②✳ ❆♥ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥

♠❡%❤♦❞ ♦❢ %❤❡ %♦♣♦❧♦❣②✲$❡!♣❡❝%✐♥❣ ✇❡✐❣❤% ♠❛%$✐① !✉♠♠❛$✐③✐♥❣ %❤❡ ✉♣❞❛%❡! ❛% ❡❛❝❤ ♥♦❞❡

✐! ♣$❡!❡♥%❡❞ ✐♥ ❬✶✶✷✱ ✸✵✹❪ ❛♥❞ %❤❡ k✲❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ♠❛%$✐① ♦❢ %❤❡ ❣$❛♣❤ ✐! ❝♦♠♣✉%❡❞ ✐♥ ❛

❝❡♥%$❛❧✐③❡❞ ❢❛!❤✐♦♥ ✐♥ ❬✸✶✸❪✳ ❙❡✈❡$❛❧ ❞✐!%$✐❜✉%❡❞ ♠❡%❤♦❞! ❝♦♠♣✉%❡ !♣❛♥♥✐♥❣ !✉❜❣$❛♣❤!

❬✸✶✹❪✱ !♣❡❝✐✜❝ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝%♦$! ❬✷✶✷❪ ♦$ ♠♦♠❡♥%! ✭♠❡❛♥✱ ✈❛$✐❛♥❝❡✱ !❦❡✇♥❡!! ❛♥❞

❦✉$%♦!✐!✮ ♦❢ %❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ !♣❡❝%$✉♠ ❬✷✶✵❪✳ ❙♦♠❡ ♦%❤❡$ ✇♦$❦! ❛❧!♦ ♠❛①✐♠✐③❡

%❤❡ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② %❤$♦✉❣❤ ♠♦%✐♦♥ ❝♦♥%$♦❧ ✇✐%❤♦✉% ❛❝%✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉%✐♥❣ ✐%✱ !❡❡✱

❡✳❣✳✱ ❬✷✺✺❪✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❛ ❞✐!%$✐❜✉%❡❞ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❡!%✐♠❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞ ✐! ♣$♦♣♦!❡❞

✐♥ ❬✹❪✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐!❡❧②✱ ❛✉%❤♦$! ❞✐!❝✉!! ❛ ♣❛$%✐❝✉❧❛$ ❡✈❡♥%✲%$✐❣❣❡$❡❞ ❝♦♥!❡♥!✉! !❝❡♥❛$✐♦ ❛♥❞

!❤♦✇ %❤❛% %❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛♥ ❡!%✐♠❛%❡ ♦❢ %❤❡ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉!❡❞ ❢♦$

❛❞❛♣%✐♥❣ %❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ %❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❝♦♥!❡♥!✉! ❛❧❣♦$✐%❤♠✳

❆❝❝❡❧❡$❛%✐♥❣ %❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐!%$✐❜✉%❡❞ ❝♦♥!❡♥!✉! ❛❧❣♦$✐%❤♠! ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧!♦ !%✉❞✲

✐❡❞ ✐♥ ❧✐%❡$❛%✉$❡ ❜② ✐♥❝♦$♣♦$❛%✐♥❣ ♠❡♠♦$② ✐♥%♦ %❤❡ ❝♦♥%$♦❧ ❧❛✇!✳ ❚❤✐! ❝❤❛♣%❡$ ❢♦❝✉!❡!

✐♥ %❤✐! !♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣$♦❛❝❤✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❢♦$ ♠♦!% ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥! ❞❡❧❛②! ❧❡❛❞ %♦ ❛ $❡❞✉❝%✐♦♥ ♦❢

♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥!%❛❜✐❧✐%②✱ ✐♥ !♦♠❡ ❝❛!❡! %❤❡ ✐♥%$♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ %❤❡ ❝♦♥%$♦❧ ❧♦♦♣

❝❛♥ ❤❡❧♣ %♦ !%❛❜✐❧✐③❡ ❛ !②!%❡♠✳ ❚❤✐! ❤❛! ❜❡❡♥ !%✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✶✵✱ ✷✺✷❪✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐!❡❧②✱ ✐♥

❬✷✺✷❪ ❛✉%❤♦$! ❛❞❞❡❞ ❛ !%❛%❡ !❛♠♣❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥% %♦ %❤❡ ❝♦♥%$♦❧ ❧❛✇✱ ✇❤❛% ❝❛♥ ❜❡ !❡❡♥

❛! ❛♥ ❛$%✐✜❝✐❛❧ ✇❛② %♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛%❡ ▲✬! ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡!✱ ❜② ❣❡%%✐♥❣ %❤❡♠ ❢✉$%❤❡$ ♦♥%♦ %❤❡ ❧❡❢%

♣❛$% ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥✳ ❈♦♥!✐❞❡$✐♥❣ ❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✼✱ %❤✐! ✐♥❤❡$❡♥%❧② ♠❡❛♥! %❤❛% %❤❡

!♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❆♥ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❜❛!❡❞ ♦♥ ❬✷✺✷❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣$♦♣♦!❡❞ ✐♥ %❤❡

!❡/✉❡❧ ❛✐♠✐♥❣ %♦ ♠❛①✐♠✐③❡ %❤❡ !♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡✳ ■% ✐! ✇♦$%❤ ♠❡♥%✐♦♥✐♥❣ %❤❛% %❤❡!❡

✇♦$❦! ❛$❡ $❡❧❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ■♥%❡$♥❛%✐♦♥❛❧ ❘❡!❡❛$❝❤ ●$♦✉♣ ●$♦✉♣❡♠❡♥% ■♥%❡$♥❛%✐♦♥❛❧ ❞❡

❘❡❝❤❡$❝❤❡ ✭●❉❘■✮ ❉❡❧❙②!✱ !✉♣♣♦$%❡❞ ❜② %❤❡ ❈❡♥%$❡ ◆❛%✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡$❝❤❡ ❙❝✐❡♥✲

%✐✜/✉❡ ✭❈◆❘❙✮✳ ■♥ %❤❡ !❡/✉❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥!✐❞❡$ ❜♦%❤ !✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥%❡❣$❛%♦$ ❞②♥❛♠✐❝!

❛♥❞ %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❣$❛♣❤! ❛$❡ !✉♣♣♦!❡❞ %♦ ❜❡ ❞✐$❡❝%❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐$❡❝%❡❞✳

✾✵



✸✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ✐♥*❡❣,❛*♦, ❞②♥❛♠✐❝2

✸✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ✐♥*❡❣,❛*♦, ❞②♥❛♠✐❝2

✸✳✷✳✶ $%♦❜❧❡♠ +,❛,❡♠❡♥, ❛♥❞ ♣%❡❧✐♠✐♥❛%✐❡+

■♥ "❤❡ %❝♦♣❡ ♦❢ ♠✉❧"✐✲/♦❜♦"% %②%"❡♠%✱ ✇❡ ❛/❡ ♣❛/"✐❝✉❧❛/② ♠♦"✐✈❛"❡❞ ❜② ♠♦"✐♦♥ ❝♦♥"/♦❧

✐♥ ❛ ❝❛/"❡%✐❛♥ ♣❧❛♥❡✳ ❈♦♥%❡9✉❡♥"❧②✱ "❤❡ ♣♦%✐"✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥" i ✐% ❞❡♥♦"❡❞

qi = [xi, yi]
T ∈ R

2,

✇❤❡/❡ xi ❛♥❞ yi /❡♣/❡%❡♥" "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ♦❢ qi ♦♥ "❤❡ ①✲❛①✐% ❛♥❞ ②✲❛①✐%✱ /❡%♣❡❝"✐✈❡❧②✳

❍♦✇❡✈❡/✱ ❢♦/ "❤❡ %❛❦❡ ♦❢ ♥♦"❛"✐♦♥✬% ❝❧❡❛/♥❡%% ❛♥❞ ✇✐"❤♦✉" ❧♦%% ♦❢ ❣❡♥❡/❛❧✐"②✱ ✐♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡/

✇❡ ❝♦♥%✐❞❡/ ♦♥❧② "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ♦❢ xi✳

❙✐♠♣❧❡ ✐♥"❡❣/❛"♦/ ❞②♥❛♠✐❝% ❛/❡ ❛ ♣❛/"✐❝✉❧❛/ ❝❛%❡ ♦❢ "❤❡ ❧✐♥❡❛/ ▼❆❙ ✇✐❞❡❧② ✉%❡❞ ✐♥

❧✐"❡/❛"✉/❡ ❬✶✸✱ ✶✼✻✱ ✶✾✹✱ ✷✺✶❪✳ ❆% ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦/❡✱ ✇❡ ❛/❡ ✐♥"❡/❡%"❡❞ ✐♥ ♠♦"✐♦♥ ❝♦♥"/♦❧

♦❢ /♦❜♦" %✇❛/♠%✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛/"✐❝✉❧❛/ ✐♥ /❡♥❞❡③✈♦✉% ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥%✱ %❡❡ ❬✻✷❪✳ ❚❤❡ ❞❡%✐/❡❞

❜❡❤❛✈✐♦/ ✐% ❞❡♣✐❝"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✸✳✶✳

❈♦♥%✐❞❡/ "❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❙■ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦/✐"❤♠ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

{

ẋi(t) = ui(t)

ui(t) =
∑

j∈Ni
aij(xj(t)− xi(t))

i ∈ {1, . . . , N}, ✭✸✳✷✳✶✮

✇❤❡/❡ xi /❡♣/❡%❡♥"% ❛❣❡♥" i ✈❛/✐❛❜❧❡%✳ ■♥"/♦❞✉❝✐♥❣ "❤❡ ✈❡❝"♦/ x(t) = [x1(t), .., xN(t)]
T

❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ "❤❡ %"❛"❡ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥"%✱ ✇❡ "❤❡♥ ❞❡/✐✈❡✿

ẋ(t) = −▲x(t) , ✭✸✳✷✳✷✮

✇❤❡/❡ ▲ ✐% "❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛"/✐①✳ ❚❤✐% ❛❧❣♦/✐"❤♠ ✐% ❞✐%"/✐❜✉"❡❞ ✐♥ "❤❡ %❡♥%❡ "❤❛" ❡❛❝❤

❛❣❡♥" ❤❛% ♦♥❧② ❛❝❝❡%% "♦ ✐♥❢♦/♠❛"✐♦♥ ❢/♦♠ ✐"% ♥❡✐❣❤❜♦/%✳ ❆%%✉♠❡ "❤❛" "❤❡/❡ ❡①✐%" ❛

❝♦♥%"❛♥" ❛♥❞ ♣♦%✐"✐✈❡ %❝❛❧❛/ µ %✉❝❤ "❤❛"✿

∑

j∈Ni

aij = µ, i ∈ {1, . . . , N}.

❙✐♥❝❡ ❢♦/ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❝♦♥%❡♥%✉% %♦♠❡ ❛%%✉♠♣"✐♦♥% ♦♥ "❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❣/❛♣❤ ♠✉%"

❜❡ %❛"✐%✜❡❞✱ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛%%✉♠♣"✐♦♥% ❤♦❧❞✳

❆22✉♠♣*✐♦♥ ✸✳✶✳ ✭●"❛♣❤✬' ❱❛"✐❛♥❝❡✮✿ ❋♦" ❛♥② ❝♦♥'✐❞❡"❡❞ ❣"❛♣❤ G✱ ✇❡ ❛''✉♠❡ 2❤❛2
2❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥ ❣"❛♣❤ ❡①♣"❡''✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦"❤♦♦❞ "❡❧❛2✐♦♥' ❜❡2✇❡❡♥ ❛❣❡♥2' ✐' ❝♦♥'2❛♥2✱

❛♥❞ 2❤❡"❡❢♦"❡ 2❤❡ ❝♦""❡'♣♦♥❞✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛2"✐① ▲ ✐' 2✐♠❡✲✐♥✈❛"✐❛♥2✳

❖"❤❡/ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ♣/♦♣❡/"✐❡% %✉❝❤ ❛% "❤❡ ♣/❡%❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐%❡✱ ♣❛❝❦❡" ❧♦%% ❛♥❞ "✐♠❡

❞❡❧❛②% ✇✐❧❧ ♥♦" ❜❡ ❝♦♥%✐❞❡/❡❞✳

✾✶



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

q1(0) q2(0)

q3(0) q4(0)

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✿ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ ,✐♠♣❧❡ ✐♥-❡❣$❛-♦$ $❡♥❞❡③✈♦✉,

❆..✉♠♣$✐♦♥ ✸✳✷✳ ✭●"❛♣❤✬' ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,②✮✿ ❋♦" ❛♥② ❝♦♥'✐❞❡"❡❞ ❣"❛♣❤ G✱ ✇❡ ❛''✉♠❡
2❤❛2 2❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥ ❣"❛♣❤ ❤❛' ❛ ❞✐"❡❝2❡❞ '♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡✳

❚❤✐, ❡♥,✉$❡, -❤❛- ③❡$♦ ✐, ❛ ,✐♠♣❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝-♦$

✐, -❤❡ ✈❡❝-♦$ ♦❢ ♦♥❡,✱

−→
✶ ✳ ❚❤✐, ✐♠♣❧✐❡, -❤❛- -❤❡ ❛❧❣♦$✐-❤♠ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥-✉❛❧❧② $❡❛❝❤ ❝♦♥,❡♥,✉,✳

◆♦-❡ -❤❛- $❡>✉✐$✐♥❣ ❛ ❞✐$❡❝-❡❞ ,♣❛♥♥✐♥❣ -$❡❡ ✐, ❝♦♥,✐❞❡$❛❜❧② ❧❡,, ,-$✐♥❣❡♥- -❤❛♥ $❡>✉✐$✐♥❣

❛ ,-$♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝-❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣$❛♣❤ ❬✷✷✵❪✳

❚❤❡ ,-✉❞② ♦❢ ✐♠♣$♦✈❡❞ ,-❛❜✐❧✐-② ♣$♦♣❡$-✐❡, ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥-♦ -✇♦ ♣❛$-,✱ ♦♥❡ ❛,,✉♠✲

✐♥❣ ♣❛"2✐❛❧ ♠❡♠♦"② ❛♥❞ ❛♥♦-❤❡$ ❝♦♥,✐❞❡$✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦"②✳ ❚❤✐, -✇♦ ❝♦♥❝❡♣-, ❞✐✈❡$❣❡ ♦♥

✇❤✐❝❤ ,❛♠♣❧❡❞ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✐, ✉,❡❞ ❢♦$ ❝♦♥-$♦❧ ♠❛--❡$,✳ 6❛"2✐❛❧ ♠❡♠♦"② ✉,❡, ♥❡✐❣❤❜♦$,✬,

♦$ ❛❣❡♥-✬, ♦✇♥ ♣❛,- ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦"② ❝♦♥,✐❞❡$, ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥✳

✸✳✷✳✷ #❛%&✐❛❧ ♠❡♠♦%②

❈♦♥$&♦❧❧❡& ❞❡.✐❣♥

❋♦$ ♠♦,- ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥,✱ ❞❡❧❛②, ❧❡❛❞ -♦ ❛ $❡❞✉❝-✐♦♥ ✐♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡, ♦$ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❧❡❛❞

-♦ ✐♥,-❛❜✐❧✐-②✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ -❤❡$❡ ❡①✐,- ,♦♠❡ ❝❛,❡, ✇❤❡$❡ -❤❡ ✐♥-$♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ -❤❡

❝♦♥-$♦❧ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❤❡❧♣ -♦ ,-❛❜✐❧✐③❡ ❛ ,②,-❡♠✱ ,❡❡ ❬✶✶✵✱ ✷✺✷❪✳ ■♥ -❤✐, -❤❡,✐,✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣$♦✈❡

-❤❛- -❤❡ ,✐♠♣❧❡ ✐♥-❡❣$❛-♦$ ❝♦♥,❡♥,✉, ❛❧❣♦$✐-❤♠ ❜❡❧♦♥❣, -♦ -❤✐, ❝❧❛,, ♦❢ ,②,-❡♠,✳ ❚♦ ❞♦

,♦✱ ❛❧❣♦$✐-❤♠ ✭✸✳✷✳✷✮ ✐, ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥-♦ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦$✐-❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ẋ(t) = (−▲− δA)x(t) + δAx(t− τ), ✭✸✳✷✳✸✮

✾✷
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Sampling Signal

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ●$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡0❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ 0❛♠♣❧✐♥❣ 0✐❣♥❛❧✳

✇❤❡$❡ δ ∈ R ❛♥❞ τ ≥ 0 ❛$❡ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ♣❛$❛♠❡2❡$0✳ ◆♦2❡ 2❤❛2 ✐❢ δ ❛♥❞✴♦$ τ ❛$❡ 2❛❦❡♥ ❛0

③❡$♦0✱ 2❤❡♥ 2❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✐0 $❡2$✐❡✈❡❞✳ ■❢ δ ❛♥❞ τ ❛$❡ ♥♦2 ③❡$♦✱ 2❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ 0❡❡

2❤❛2 2❤❡ ♣$♦♣♦0❡❞ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✳ ❚❤❡ ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♥2$✐❜✉2✐♦♥

♦❢ 2❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐0 0♣❧✐2 ✐♥2♦ 2✇♦ ♣❛$20✿ ♦♥❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❛♥❞ 2❤❡ ♦2❤❡$ ✐0 ❦❡♣2 ❛2 2❤❡ ❝✉$$❡♥2

2✐♠❡✳ ❚❤✐0 ❛❧❧♦✇0 ❝♦♥0❡$✈✐♥❣ 2❤❡ ❛✈❡$❛❣✐♥❣ ♣$♦♣❡$2✐❡0 ♦❢ 2❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥2 ❛❧❣♦$✐2❤♠✳ ❆0

2❤❡ ❞❡❧❛② ✐0 ♥♦✇ ❛ ❝♦♥2$♦❧ ♣❛$❛♠❡2❡$✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦0❡ ✐2 ❢$♦♠ 2❤❡ ♠♦02 ❛♣♣$♦♣$✐❛2❡ ❢♦$♠✳

■♥ 2❤✐0 2❤❡0✐0✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥0✐❞❡$ ❛ 0❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛❧$❡❛❞② ✉0❡❞ ✐♥ ❬✾✽❪ ♦$ ✐♥ ❬✷✺✵❪✳ ❚❤✐0

0❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

τ(t) = t− tk, tk ≤ t < tk+1 ,

✇❤❡$❡ 2❤❡ tk✬0 0❛2✐0✜❡0 0 = t0 < t1 < ... < tk < ... ❝♦$$❡0♣♦♥❞0 2♦ 2❤❡ 0❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥02❛♥20✱

0❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✳ ❋♦$ 2❤❡ 0❛❦❡ ♦❢ 0✐♠♣❧✐❝✐2②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛00✉♠❡ 2❤❛2 2❤❡ 0❛♠♣❧✐♥❣ ♣$♦❝❡00 ✐0

♣❡$✐♦❞✐❝✱ ✐✳❡✳✱ 2❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡2✇❡❡♥ 2✇♦ 0✉❝❝❡00✐✈❡ 0❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥02❛♥20 ✐0 ❝♦♥02❛♥2 ❛♥❞

❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

tk+1 − tk = T . ✭✸✳✷✳✹✮

❚❤✐0 ♠❛❦❡0 0❡♥0❡ ✐♥ 2❤❡ 0✐2✉❛2✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧2✐✲❛❣❡♥2 0②02❡♠0✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ 2❤❡ ❧❛22❡$ ❛♥❛❧②0✐0

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①2❡♥❞❡❞ 2♦ ❛0②♥❝❤$♦♥♦✉0 0❛♠♣❧✐♥❣0✳

❋$♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉2❛2✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥2 ♦❢ ✈✐❡✇✱ 2♦ ❝❤♦♦0❡ ❛ 0❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐0 $❡❧❡✈❛♥2 ✇✐2❤

$❡0♣❡❝2 2♦ 2❤❡ ✐♥2$♦❞✉❝2✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥02❛♥2 ❞❡❧❛② τ 0✐♥❝❡ ✐♥ 2❤❡ 0❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡❧❛② ❝❛0❡✱ ♦♥❧②

♦♥❡ ❞❛2❛ ✐0 ❤❡❧❞ ✐♥ 2❤❡ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✇❤❡$❡❛0 ✐♥ 2❤❡ ❝❛0❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥02❛♥2 ❞❡❧❛②✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡0 ♦❢ x

✐♥ 2❤❡ ✐♥2❡$✈❛❧ [t− τ t] 0❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣2 ✐♥ ♠❡♠♦$②✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❛ ♠♦$❡ ❞❡❞✐❝❛2❡❞ 02❛❜✐❧✐2②

❛♥❛❧②0✐0 ✐0 $❡S✉✐$❡❞ ❢♦$ 0✉❝❤ 2②♣❡0 ♦❢ 0②02❡♠0✳

❋✐♥❛❧❧②✱ 2❤❡ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✭✸✳✷✳✷✮ ❤❛0 ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥2♦ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦$✐2❤♠ 0❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

∀t ∈ [tk tk+1[, ẋ(t) = (−▲− δA)x(t) + δAx(tk), ✭✸✳✷✳✺✮

✾✸
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ❇❧♦❝ ❞✐❛❣$❛♠0 ♦❢ 2❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧ ❛♥❞ 2❤❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❛❧❣♦$✐2❤♠0 ✇✐2❤ ♥❡✐❣❤❜♦$✐♥❣

♣❛$2✐❛❧ ♠❡♠♦$②✳

✇❤❡$❡ δ ❛♥❞ T ❛$❡ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ♣❛$❛♠❡2❡$0 ♦❢ 2❤❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❛❧❣♦$✐2❤♠✳ ❋$♦♠ 2❤❡ ♣♦✐♥2 ♦❢

✈✐❡✇ ♦❢ ❛❣❡♥2 i✱ 2❤❡ 02❛2❡ xi ✐0 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛2 ❡✈❡$② 2✐♠❡ t✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❜♦2❤ ❝♦♥2✐♥✉♦✉0 ❛♥❞

0❛♠♣❧❡❞ ❞❛2❛ ❢$♦♠ 2❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦$ ❛❣❡♥20 ♦❢ ❛❣❡♥2 i ❛$❡ ✉0❡❞✳ ◆♦2❡ 2❤❛2 ✐❢ δ ❛♥❞✴♦$ T ❛$❡

2❛❦❡♥ ❛0 ③❡$♦✱ 2❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✐0 $❡2$✐❡✈❡❞✳

■♥ 2❤❡ 0❡A✉❡❧✱ ❛ 02❛❜✐❧✐2② ❛♥❛❧②0✐0 ♦❢ 2❤❡ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✐0 ♣$♦♣♦0❡❞ ❢♦$ ❛♥② ❣$❛♣❤ ✇✐2❤

❛ ❞✐$❡❝2❡❞ 0♣❛♥♥✐♥❣ 2$❡❡✱ $❡♣$❡0❡♥2❡❞ ❜② 2❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▲✳ ❆♥ ✐♥❤❡$❡♥2 ❛00✉♠♣2✐♦♥ ✐0

2❤❛2 ❛❧❧ ❛❣❡♥20 ❛$❡ 0②♥❝❤$♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ 0❤❛$❡ 2❤❡ 0❛♠❡ ❝❧♦❝❦✳ ❚❤✐0 ❛♥❛❧②0✐0 ✐0 ❝♦♠♣♦0❡❞

♦❢ 2✇♦ ♣❛$20✱ ♦♥❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐2❤ 2❤❡ 02❛❜✐❧✐2② ♦❢ 2❤❡ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ❛♥❞ ❛♥♦2❤❡$ ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ 2❤❡

❛❣$❡❡♠❡♥2 ♦❢ 2❤❡ ❛❣❡♥20✳ ■♥ ♣❛$2✐❝✉❧❛$✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣$♦♣♦0❡ ❛ ♠❡2❤♦❞ 2♦ ❝❤♦♦0❡ ❛♣♣$♦♣$✐❛2❡❧②

2❤❡ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ♣❛$❛♠❡2❡$0 δ ❛♥❞ T ❢♦$ ❛ ❣✐✈❡♥ ▲✱ ❝♦♥0✐❞❡$✐♥❣ ❛ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦♣2✐♠✐0❛2✐♦♥✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣&♦♣&✐❛$❡ ♠♦❞❡❧

❚❤✐0 0❡❝2✐♦♥ ❢♦❝✉0❡0 ♦♥ 2❤❡ ❞❡✜♥✐2✐♦♥ ♦❢ ❛ 0✉✐2❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ❝♦♥0❡♥0✉0 ❛❧❣♦✲

$✐2❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮ 2♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐20 ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡✳ ❘❡❝❛❧❧ 2❤❛2 2❤❡ ✈❡❝2♦$

−→
✶ ✐0 ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝2♦$ ♦❢

2❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛2$✐① ❛00♦❝✐❛2❡❞ 2♦ 2❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ 0✳ ❚❤✉0✱ ✐2 ✐0 ♣♦00✐❜❧❡ 2♦ ✜♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ ❝♦♦$❞✐♥❛2❡0 x = Wz✱ ❛0 ♣$♦♣♦0❡❞ ✐♥ ❬✷✺✶❪✱ 0✉❝❤ 2❤❛2✿

U(−µI +A)W =

[

Ω ~0
~0T 0

]

, ✭✸✳✷✳✻✮

✇❤❡$❡ U =

[

U1

U2

]

= W−1
❛♥❞ U2 = (U)N ✳ ❋♦$ ❣$❛♣❤0 ❝♦♥2❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞✐$❡❝2❡❞ 0♣❛♥♥✐♥❣

2$❡❡✱ 2❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡0 ❛$❡ ❛❧❧ ♣♦0✐2✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦2❡ 2❤❡♠ ❜② 0 < λ2 ≤ . . . ≤ λN ✳

▲❡2 ❛❧0♦ Ω ∈ R
(N−1)×(N−1)

❜❡ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛2$✐① ✇✐2❤ −λi✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ❜❛0❡❞
♦♥ 2❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣$♦♣♦0❡❞ ✐♥ ❬✷✺✶❪✱ ♣$♦✈✐❞❡0 ❛♥ ❛♣♣$♦♣$✐❛2❡ ✇❛② 2♦ $❡✇$✐2❡ ✭✸✳✷✳✺✮

❜❛0❡❞ ♦♥ 2❤❡ ♣$♦♣❡$2✐❡0 ♦❢ 2❤❡ ♠❛2$✐① ▲ ❢♦$ 0✐♠♣❧❡ ✐♥2❡❣$❛2♦$ ❛❣❡♥20✳

✾✹



✸✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ✐♥*❡❣,❛*♦, ❞②♥❛♠✐❝2

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✷❪✮ ❚❤❡ )②).❡♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ $❡✇$✐..❡♥

✐♥ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

ż1(t) = −(Ω + δ(Ω + µI))z1(t) + δ(Ω + µI)z1(tk), ✭✸✳✷✳✼❛✮

ż2(t) = −δµz2(t) + δµz2(tk), ✭✸✳✷✳✼❜✮

✇❤❡$❡ z1 ∈ RN−1
✱ z2 ∈ R ❛♥❞ .❤❡ ♠❛.$✐① Ω ✐♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✷✳✻✮✳

B$♦♦❢✳ ❇② *❤❡ ▲❡✐❜♥✐*③ ❢♦3♠✉❧❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ x(tk) = x(t) −
∫ t

tk
ẋ(s)ds✱ ❢♦3 ❛❧❧ ❞✐✛❡3❡♥*✐❛❜❧❡

❢✉♥❝*✐♦♥= x✳ ❙②=*❡♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ 3❡✇3✐**❡♥ ❛=✿

ẋ(t) = −▲x(t)− δA
∫ t

tk

ẋ(s)ds. ✭✸✳✷✳✽✮

❚❤✐= 3❡♣3❡=❡♥*❛*✐♦♥ ✐= ❛ ✇❛② *♦ ✉♥❞❡3=*❛♥❞ ❤♦✇ ♠❡♠♦3② ❝♦♠♣♦♥❡♥*= ❛✛❡❝* *❤❡ ❛❧❣♦3✐*❤♠✳

■* ✐= *❤❡♥ ♣♦==✐❜❧❡ *♦ 3❡✇3✐*❡ ✭✸✳✷✳✺✮ ✐♥*♦ *✇♦ ❡F✉❛*✐♦♥= ❞❡✜♥❡❞ ❜② z1 = U1x ∈ R
(N−1)

❛♥❞ z2 = U2x ∈ R
N

3❡♣3❡=❡♥*✐♥❣✱ *❤❡ N − 1 ✜3=* ❝♦♠♣♦♥❡♥*= ❛♥❞ *❤❡ ❧❛=* ❝♦♠♣♦♥❡♥*

♦❢ z✱ 3❡=♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ❈♦♥=❡F✉❡♥*❧②✱ ✇❡ ♦❜*❛✐♥✿

[

ż1(t)

ż2(t)

]

= −
[

Ω ~0
~0T 0

] [

z1(t)

z2(t)

]

− δ

[

A′
1

A′
2

]
∫ t

t−τ

ż(s)ds,

✇❤❡3❡

[

A′
1

A′
2

]

= UAW ❛♥❞ A′
2 = (UAW )N ✳ ❋3♦♠ ✭✸✳✷✳✻✮✱ =✐♠♣❧❡ ♠❛*3✐① ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥=

❧❡❛❞ ✉= *♦✿

[

A′
1

A′
2

]

= UAW = µI + U(−µI +A)W =

[

Ω + µI ~0
~0T µ

]

. ✭✸✳✷✳✾✮

❯=✐♥❣ *❤❡ ▲❡✐❜♥✐*③ ❢♦3♠✉❧❛✱ ✭✸✳✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ 3❡✇3✐**❡♥ ❛=✿

ż1(t) = −Ωz1(t)− δ(Ω + µI)
∫ t

tk
ż1(s)ds,

ż2(t) = −δµ
∫ t

tk
ż2(s)ds,

✭✸✳✷✳✶✵✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡= *❤❡ ♣3♦♦❢✳

❚❤❡ ❝♦♥=❡♥=✉= ♣3♦❜❧❡♠ ✐= ♥♦✇ ❡①♣3❡==❡❞ ✐♥*♦ ❛♥ ❛♣♣3♦♣3✐❛*❡ ❢♦3♠ *♦ ❞❡3✐✈❡ =*❛❜✐❧✐*②

❝3✐*❡3✐❛✳ ■♥ *❤❡ ❝❛=❡ ♦❢ ❛ =②♠♠❡*3✐❝ ♥❡*✇♦3❦✱ *❤❡ ♠❛*3✐① W ✐= ❛♥ ♦3*❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛*3✐①

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥= U = W T
✳ ❚❤❡♥ ✐❢ *❤❡ ❧❛=* ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ W ✐= β

−→
✶ ✱ *❤❡♥ U2 = 1/(βN)

−→
✶ ✱

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥= *❤❛* z2 ❝♦33❡=♣♦♥❞= *♦ *❤❡ ❛✈❡3❛❣❡ ♦❢ *❤❡ ♣♦=✐*✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥*=✳ ❚❤✐= ❞♦❡=

♥♦* ❤♦❧❞ ❛❧✇❛②= ❢♦3 ❛=②♠♠❡*3✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ♥❡*✇♦3❦✳

■♥ *❤❡ =❡F✉❡❧✱ ❛ =*❛❜✐❧✐*② ❛♥❛❧②=✐= ♦❢ *❤❡ ❛❧❣♦3✐*❤♠ ✐= ♣3♦♣♦=❡❞ ❢♦3 ❛♥② ❣3❛♣❤ ✇✐*❤

❛ ❞✐3❡❝*❡❞ =♣❛♥♥✐♥❣ *3❡❡✱ 3❡♣3❡=❡♥*❡❞ ❜② *❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▲✳ ◆♦*❡ *❤❛* 3❡F✉✐3✐♥❣ ❛ ❞✐✲

3❡❝*❡❞ =♣❛♥♥✐♥❣ *3❡❡ ✐= ❧❡== =*3✐♥❣❡♥* *❤❛♥ 3❡F✉✐3✐♥❣ ❛ =*3♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝*❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞

✾✺



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

❣!❛♣❤ ❬✷✷✵❪✳ ❚❤✐, ❛♥❛❧②,✐, ✐, ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ 6✇♦ ♣❛!6,✱ ♦♥❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐6❤ 6❤❡ ,6❛❜✐❧✐6② ♦❢

6❤❡ ❛❧❣♦!✐6❤♠ ❛♥❞ ❛♥♦6❤❡! ❝♦♥❝❡!♥✐♥❣ 6❤❡ ❛❣!❡❡♠❡♥6 ♦❢ 6❤❡ ❛❣❡♥6,✳ ▼♦!❡ ♣❛!6✐❝✉❧❛!❧②✱

✇❡ ✇✐❧❧ ♣!♦♣♦,❡ ❛ ♠❡6❤♦❞ 6♦ ❝❤♦♦,❡ ❛♣♣!♦♣!✐❛6❡❧② 6❤❡ ❛❧❣♦!✐6❤♠ ♣❛!❛♠❡6❡!, δ ❛♥❞ T ❢♦!

❛ ❣✐✈❡♥ ▲✱ ❝♦♥,✐❞❡!✐♥❣ ❛ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ♦♣6✐♠✐,❛6✐♦♥✳ ▲❡6 ✉, ♠♦6✐✈❛6❡ 6❤✐, ,6✉❞② ❜② 6❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉,✳ ❚❛❦❡ Ω ❛, 6❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛6!✐① ♦❢ 6❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ,✉❝❤ 6❤❛6✿

Ω =







−λ2 . . . 0
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

0 . . . −λN






. ✭✸✳✷✳✶✶✮

❚❤✉,✱ ✇❡ ❡,6❛❜❧✐,❤ ❢♦! ❛❧❧ i = 1, . . . , N − 1

ż1i(t) = (−λi+1 + b)z1i(t)− bz1i(tk), ✭✸✳✷✳✶✷✮

✇✐6❤ b = δ(λi+1 + µ)✳ ❇② ✐♥6❡❣!❛6✐♥❣ 6❤❡ ♣!❡✈✐♦✉, ❡F✉❛6✐♦♥✱ 6❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !❡❝✉!!❡♥❝❡

❡F✉❛6✐♦♥ !❡♣!❡,❡♥6, 6❤❡ ❞✐,❝!❡6❡ ❞②♥❛♠✐❝, ♦❢ 6❤❡ ❛❧❣♦!✐6❤♠✿

z1i(tk+1) = A(λi+1, δ, T )z1i(tk), ✭✸✳✷✳✶✸✮

✇✐6❤

A(λi+1, δ, T ) = exp(−λi+1+b)T
−λi+1

−λi+1 + b
+

b

−λi+1 + b
.

◆♦6❡ 6❤❛6 ,②,6❡♠✬, ✭✸✳✷✳✶✸✮ ,6❛❜✐❧✐6② ✐♥❝!❡❛,❡, ❛, A(λi+1, δ, T ) ❞❡❝!❡❛,❡,✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣!♦✈❡

6❤❛6 ❜② ✈❛!②✐♥❣ δ ❛♥❞ T ✈❛❧✉❡, ❝❧♦,❡ 6♦ ③❡!♦✱ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ✐♠♣!♦✈❡♠❡♥6 ❢♦!

∀λi+1✱ ✐❢✿

∂A(λi+1, δ, T )

∂T
≤ 0, ❢♦! ,♦♠❡ δ ✈❛❧✉❡,,

∂A(λi+1, δ, T )

∂δ
≤ 0, ❢♦! ,♦♠❡ ❚ ✈❛❧✉❡,.

❋!♦♠ ✭✸✳✷✳✶✸✮✱ ❜② ❞❡!✐✈❛6✐♦♥ ♦❢ A(λi+1, δ, T )✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂A(λi+1, δ, T )

∂T
= −e(−λi+1+b)Tλi+1

❛♥❞

∂A(λi+1, δ, T )

∂δ
=

−λi+1e
(−λi+1+b)T

(−λi+1 + b)

[

T (λi+1 + µ)− (λi+1 + µ)

−λi+1 + b

]

+
(λi+1 + µ)

(−λi+1 + b)2
(λi+1 + 2b)

❲❤❡♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛6❡ 6❤❡ ♣!❡✈✐♦✉, ❡F✉❛6✐♦♥ ❢♦! T ≃ 0 ❛♥❞ ❢♦! δ ≃ 0✱ !❡,♣❡❝6✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♦❜6❛✐♥✿

∂A(λi+1, δ, T )

∂T
=− λi+1 ≤ 0,

∂A(λi+1, δ, T )

∂δ
=e−λi+1T (λi+1 + µ)

(

T +
1

λi+1

)

−
(

λi+1 + µ

λi+1

)

≤ 0.

❙✐♥❝❡

∂A(λi+1, δ, T )

∂T
= −λi+1 < 0, ∀ δ,

✾✻



✸✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ✐♥*❡❣,❛*♦, ❞②♥❛♠✐❝2

❛♥❞

∂A(λi+1, δ, T )

∂δ
< 0, ∀ T,

✇❡ ❝❛♥ &❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ &❤❛& ❢♦, -♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡- ♦❢ δ ❛♥❞ T -②-&❡♠ ✭✸✳✷✳✶✸✮ &❡♥❞- &♦ ❝♦♥✈❡,❣❡

♠♦,❡ ,❛♣✐❞❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛,❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ &,✐✈✐❛❧ ❛❧❣♦,✐&❤♠✳ ❚❤❡ ♣❡,&✐♥❡♥& ♣,♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇

&♦ ❝❤♦♦-❡ &❤❡-❡ ♣❛,❛♠❡&❡,- ✈❛❧✉❡- ❤❛- ❜❡❡♥ ,❛✐-❡❞ ❤❡,❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ &,❡❛&❡❞ ✐♥ &❤❡ ♥❡①&

-❡❝&✐♦♥✳

❙*❛❜✐❧✐*② ❛♥❛❧②2✐2

❖♥ ❛ ✜,-& -&❡♣✱ ✇❡ ❛,❡ ❣♦✐♥❣ &♦ ❞❡❛❧ ✇✐&❤ &❤❡ -&❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ✭✸✳✷✳✼❜✮✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❤♦❧❞-✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✷❪✮ ❚❤❡ )②).❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✳✼❜✮ ✐)

❝♦♥).❛♥. ❢♦$ ❛♥② )❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡$✐♦❞ T ❛♥❞ ❛♥② δ )✉❝❤ .❤❛.✿

∀t, z2(t) = z2(0). ✭✸✳✷✳✶✹✮

:$♦♦❢✳ ❈♦♥-✐❞❡, k ≥ 0✱ ❛♥② t ∈ [tk tk+1[ ❛♥❞ ❛♥② ♣❛,❛♠❡&❡,- T ✱ δ✳ ❚❤❡ ♦,❞✐♥❛,② ❞✐✛❡,✲

❡♥&✐❛❧ ❡E✉❛&✐♦♥ ✭✸✳✷✳✼❜✮ ❤❛- ❦♥♦✇♥ -♦❧✉&✐♦♥- ♦❢ &❤❡ ❢♦,♠✿

z2(t) = e−δµ(t−tk)C0 − z2(tk) ✭✸✳✷✳✶✺✮

✇❤❡,❡ C0 ∈ R ,❡♣,❡-❡♥& &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♦,❞✐♥❛,② ❞✐✛❡,❡♥&✐❛❧ ❡E✉❛&✐♦♥✳ ❚❤❡

✐♥✐&✐❛❧ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✐- ❞❡&❡,♠✐♥❡❞ ❛& &✐♠❡ t = tk✳ ❲❡ &❤❡♥ ♦❜&❛✐♥ C0 = 0 ❛♥❞ &❤✉-✿

∀t ∈ [tk tk+1[, z2(t) = z2(tk) = z2(0). ✭✸✳✷✳✶✻✮

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ &❤❛& z2 ✐- ❝♦♥-&❛♥&✳ ❚❤✐- ❝♦♥❝❧✉❞❡- &❤❡ ♣,♦♦❢✳

◆♦✇✱ ❝♦♥-✐❞❡, &❤❡ ❝♦♥-❡♥-✉- ❛❧❣♦,✐&❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ,❡✇,✐&&❡♥ ✐♥ &❤❡ ❢♦,♠ ♦❢ ✭✸✳✷✳✼✮✳ ❲❡

❝❛♥ ❡-&❛❜❧✐-❤✿

ż1(t) =MSIP (δ)z1(t) +M∗
SIP (δ)z1(tk), ✭✸✳✷✳✶✼✮

✇✐&❤ MSIP (δ) = −[Ω + δ(Ω + µI)] ❛♥❞ M∗
SIP (δ) = δ(Ω + µI)✳ ❋♦, &❤❡ -❛❦❡ ♦❢ ❝❧❡❛,♥❡--✱

❝♦♥-✐❞❡, &❤❛& ❢♦, ❛♥② ♠❛&,✐① A ✐♥ R
n
✱ &❤❡ ♥♦&❛&✐♦♥ He{A} > 0 ❝♦,,❡-♣♦♥❞- &♦ &❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -✉♠ A+ AT > 0✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❤❡♦,❡♠ ❤♦❧❞-✳

❚❤❡♦,❡♠ ✸✳✶✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✷❪✮ ❈♦♥)✐❞❡$ .❤❡ ♣$♦♣♦)❡❞ ❝♦♥)❡♥)✉)

❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ❛))♦❝✐❛.❡❞ .♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▲ $❡♣$❡)❡♥.✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ❣$❛♣❤

✾✼



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

✇✐"❤ ❛ ❞✐&❡❝"❡❞ )♣❛♥♥✐♥❣ "&❡❡✱ ❛ ❣✐✈❡♥ α > 0✱ δ > 0✱ ❛♥❞ T > 0✳ ❆))✉♠❡ "❤❛" "❤❡&❡ ❡①✐)"

P > 0✱ R > 0✱ S1 ❛♥❞ X ∈ S
n
✱ S2 ∈ R

n×n
❛♥❞ N ∈ R

2n×n
"❤❛" )❛"✐)❢②

Ψ1(T ) = eα(τ)Π1 + fα(T, 0)Π2 + hα(T, 0)Π3 < 0,

Ψ2(T ) =

[

eα(T )Π1 + hα(T, T )Π3 gα(T, T )N

∗ −gα(T, T )R

]

< 0,
✭✸✳✷✳✶✽✮

✇❤❡&❡

Π1 = He{MT
1 PM0 −MT

12(
1
2
S1M12 + S2M2 +NT )}+ 2αMT

1 PM1

Π2 =MT
0 RM0 +He{MT

0 (S1M12 + S2M2)},
Π3 =MT

2 XM2,

❛♥❞ M0 =
[

MSIP (δ) M∗
SIP (δ)

]

✱ M1 =
[

I 0
]

✱ M2 =
[

0 I
]

✱ M12 =M1−M2✳ ❚❤❡

❢✉♥❝"✐♦♥) fα✱ gα ❛♥❞ hα ❢♦& ❛❧❧ )❝❛❧❛&) T ❛♥❞ τ ∈ [0 T ] ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

eα(τ) = e2ατ ,

fα(T, τ) = (e2αT − e2ατ )/2α,

gα(T, τ) =

{

e2αT (e2ατ − 1)/2α, ✐❢ α > 0

(e2ατ − 1)/2α, ✐❢ α < 0

hα(T, τ) =
1
α

[

e2αT−1
2αT

− e2ατ
]

.

❚❤❡♥✱ "❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛❧❣♦&✐"❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ✇✐"❤ "❤❡ ♣❛&❛♠❡"❡& δ ❛♥❞ "❤❡ )❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡&✐♦❞ T

✐) "❤✉) α−)"❛❜❧❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ "❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❡<✉✐❧✐❜&✐✉♠ ✐) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

x(∞) = U2x(0).

=&♦♦❢✳ ❈♦♥+✐❞❡/ 0❤❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦/✐0❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮✳ ❯+✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ 0❤❡ ❛❧❣♦/✐0❤♠ ✐+

/❡✇/✐00❡♥ ❛+ ✭✸✳✷✳✼✮✳ ❚❤❡ +0❛❜✐❧✐0② ♦❢ 0❤❡ +❡❝♦♥❞ ❡A✉❛0✐♦♥ ✭✸✳✷✳✼❜✮ ✐+ ❡♥+✉/❡❞ ❜❛+❡❞ ♦♥

0❤❡ ❞✐+❝/❡0❡ 0✐♠❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ 0❤❡♦/❡♠✳ ❉❡✜♥❡ z1k = z1(tk) ❛♥❞ ✐♥0/♦❞✉❝❡ ❛ A✉❛❞/❛0✐❝

▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝0✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② V (z1) = z1
TPz1 ❢♦/ ❛❧❧ z1 ∈ R

n
✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ✐+ 0♦ ❡♥+✉/❡

0❤❛0 0❤❡ ✐♥❝/❡♠❡♥0 ∆αV (z1) ✐+ ♥❡❣❛0✐✈❡ ❞❡✜♥✐0❡ ❬✷✾✸❪✳ ❆ ❝❛♥❞✐❞❛0❡ ❢♦/ υα ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦/

❛❧❧ t ∈ [tk tk+1] ❜②✿

υα(t, z1t) = fα(T, τ)ζ
T (t)[S1ζ(t) + 2S2z1k]

+fα(T, τ)
∫ t

tk
żT1k(θ)Rz

T
1k(θ)dθ + hαz

T
1kXz1k,

✭✸✳✷✳✶✾✮

✇❤❡/❡ ζ(t) = z1t− z1k✱ fα(T, τ) = (e2αT − e2ατ )/2α ❛♥❞ hα(T, τ) =
1
α

[

e2αT−1
2αT

− e2ατ
]

✳

❉❡♥♦0❡ Wα(t, z1t) = e2ατ [V (z1) + υα(t, z1t)]✳ ❈♦♥+✐❞❡/ ❛ ♣♦+✐0✐✈❡ +❝❛❧❛/ 0 < ϑ < T ❛♥❞

0❤❡ ❢✉♥❝0✐♦♥❛❧ Wα ❛0 0✐♠❡ tk−ϑ ❛♥❞ tk+ϑ✳ ❙✐♥❝❡ ζ(tk+ϑ) ❛♥❞ fα(Tk−1, Tk−1−ϑ) 0❡♥❞ 0♦

0 ❛+ ϑ → 0 ❢♦/ ❛❧❧ α > 0✱ 0❤❡ ❢✉♥❝0✐♦♥❛❧ υα(t, z1t) +❛0✐+✜❡+ ❚❤❡♦/❡♠ ❆✳✷ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱

❡①0/❛❝0❡❞ ❢/♦♠ ❬✷✺✵❪✳ ❉❡♥♦0❡ ξ(s) = z1(s)
T
✳ ❇② ♥♦0✐♥❣ 0❤❛0

d
dt
(e2ατfα) = −e2ατ ❛♥❞

d
dt
(e2ατhα) = hα✱ ✐0 ②✐❡❧❞+✿

✾✽



✸✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ✐♥*❡❣,❛*♦, ❞②♥❛♠✐❝2

Ẇα(t, z1t) ≤ ξT (t)[eα(τ)[Π1 + 2αMT
1 PM1] + fα(T, τ)Π2

+τeα(τ)NR
−1NT + hα(T, τ)Π3]ξ(t),

✭✸✳✷✳✷✵✮

❚❤❡ ♣*❡✈✐♦✉/ ✐♥❡1✉❛❧✐4② ❞♦❡/ ♥♦4 ❞❡♣❡♥❞ ❧✐♥❡❛*❧② ♦♥ τ ❜✉4 ♦♥ ❜♦4❤ τ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛*

❢✉♥❝4✐♦♥ ♦❢ τ ✱eα(T, τ) ❛♥❞ fα(τ)✳ ❚❤❡ /♦❧✉4✐♦♥ ♣*♦♣♦/❡❞ ❤❡*❡ ✐/ 4♦ ✉/❡ 4❤❡ ❝♦♥✈❡①✐4②

♣*♦♣❡*4② ♦❢ 4❤❡ ❡①♣♦♥❡♥4✐❛❧ ❢✉♥❝4✐♦♥ ❡♥/✉*✐♥❣ 4❤❛4 e2ατ ≥ 1 + 2ατ ✐❢ α > 0 ❛♥❞ e−2ατ ≥
1 + 2ατ ✐❢ α < 0✳ ❈♦♥/❡1✉❡♥4❧②✱ ❢♦* ❛❧❧ α 6= 0✱ τeα(τ) ≤ gα(T, τ)✳ ❙✐♥❝❡ R ❛♥❞ R−1

❛*❡

♣♦/✐4✐✈❡ ❞❡✜♥✐4❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Ẇα(t, z1t) ≤ ξT (t)[eα(τ)Π1 + fα(T, τ)Π2

+gα(T, τ)NR
−1NT + hα(T, τ)Π3]ξ(t),

✭✸✳✷✳✷✶✮

❚❤❡ ♣*❡✈✐♦✉/ ✐♥❡1✉❛❧✐4② ✐/ ❧✐♥❡❛* ✇✐4❤ *❡/♣❡❝4 4♦ e2ατ ✳ ❚♦ ♣*♦✈❡ 4❤❛4 Ẇα(t, z1t) ✐/ ♥❡❣❛4✐✈❡

❞❡✜♥✐4❡ ❢♦* ❛❧❧ τ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❧❡♠♠❛ ♦♥ ♣♦/✐4✐✈✐4② ♦❢ ♠❛4*✐① ✐♥❡1✉❛4✐♦♥/ 4❛❦❡♥ ❢*♦♠ ❬✶✽✷❪

✇✐4❤ λ(t) = e−2ατ
✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞/ 4♦✿

Π1 + fα(T, 0)Π2 < 0,

Π1 + gα(T, T )NR
−1NT < 0.

❚❤✐/ ❧❡❛❞/ 4♦ ✭✸✳✷✳✶✽✮ ✉/✐♥❣ 4❤❡ ❙❝❤✉* ❝♦♠♣❧❡♠❡♥4✳ ❚❤✉/✱ 4❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❣♦*✐4❤♠ ✭✸✳✷✳✼✮

✐/ 4❤❡♥ ❡①♣♦♥❡♥4✐❛❧❧② /4❛❜❧❡ ✇✐4❤ 4❤❡ ❞❡❝❛② *❛4❡ α✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ 4♦ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱

❛♥❞ /✐♥❝❡ z1 → 0 ❛♥❞ z2 → z2(∞)✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 4❤❛4 4❤❡ ❝♦♥/❡♥/✉/ ❡1✉✐❧✐❜*✐✉♠ ✐/✿

x(∞) = U2x(0).

❚❤❡ ♣*♦♦❢ ✐/ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ♥♦4✐♥❣ 4❤❛4 z2 = U2x✳

❚❤*♦✉❣❤ ♣*❡✈✐♦✉/ ❝❛❧❝✉❧❛4✐♦♥/ ✇❡ ♣*❡/❡♥4❡❞ ❛♥ ✐♠♣*♦✈❡❞ ❝♦♥/❡♥/✉/ ❛❧❣♦*✐4❤♠ ❜❛/❡❞

♦♥ ❛♥ ❛♣♣*♦♣*✐❛4❡❞ /❛♠♣❧✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②4✐❝❛❧❧② ❞❡♠♦♥/4*❛4❡❞ 4❤❡ ✐♠♣*♦✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦*/

❛♥❞ ✇❡ ❞❡*✐✈❡❞ /4❛❜✐❧✐4② ❝♦♥❞✐4✐♦♥/ ❢♦* 4❤❡ ♣*♦♣♦/❡❞ ♣*♦❜❧❡♠✳ ❚❤*♦✉❣❤♦✉4 4❤❡ ♥❡①4

/❡❝4✐♦♥✱ ✇❡ ❛*❡ ❣♦✐♥❣ 4♦ ♣*♦♣♦/❡ ❛ ❞✐✛❡*❡♥4 ❝♦♥4*♦❧❧❡* ❜❛/❡❞ ♦♥ ✇❤❛4 ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ❣❧♦❜❛❧

♠❡♠♦*②✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡*❡ ❛❣❡♥4/ ✉/❡ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦*♠❛4✐♦♥✳

✸✳✷✳✸ ●❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦*②

❈♦♥*,♦❧❧❡, ❞❡2✐❣♥

❲❡ ❛✐♠ ♥♦✇ ❢♦* ❡❛❝❤ ❛❣❡♥4 i 4♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠❡♠♦*② ❛❧❧ 4❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦*♠❛4✐♦♥✳ ❆❧❣♦✲

*✐4❤♠ ✭✸✳✷✳✷✮ ✐/ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥4♦ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦*✐4❤♠ /❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ❈♦♥/✐❞❡*✐♥❣ ♥♦4❛4✐♦♥

❛♥❞ ♥♦4✐♦♥/ ❢*♦♠ 4❤❡ ♣*❡✈✐♦✉/ /❡❝4✐♦♥✱ 4❤❡ ♣*♦♣♦/❡❞ ❛❧❣♦*✐4❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇*✐44❡♥ ❛/✿

∀t ∈ [tk tk+1[, ẋ(t) = (−▲− δA+ σI)x(t) + (δA− σI)x(tk) . ✭✸✳✷✳✷✷✮

✾✾



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

−L
x(t)

δA− σI

+
−L

x(t)

tk
-+

+

δA− σI

1
s1

s

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❇❧♦❝ ❞✐❛❣$❛♠1 ♦❢ 3❤❡ ❝❧❛11✐❝❛❧ ❛♥❞ 3❤❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❛❧❣♦$✐3❤♠1 ✇✐3❤ ❣❧♦❜❛❧

♠❡♠♦$②✳

❍❡$❡✱ ✇❡ ✐♥3$♦❞✉❝❡❞ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ♣$♦♣♦$3✐♦♥❛❧ 3♦ σ ❛♥❞ 3♦ 3❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❢♦$♠❛3✐♦♥ ♦❢
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❛ ❝$✐3✐❝❛❧ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ ♥❡✇ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡1 ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐3❤ 3❤♦1❡ ♦❢ ❛❧❣♦$✐3❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮

✇✐❧❧ ❜❡ ♣$❡1❡♥3❡❞ ♥❡①3✳
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ż1(t) = −(Ω + δ(Ω + µI)− σI)z1(t) + (δ(Ω + µI)− σI)z1(tk), ✭✸✳✷✳✷✸❛✮

ż2(t) = −(δµ− σ)z2(t) + (δµ− σ)z2(tk), ✭✸✳✷✳✷✸❜✮

✇❤❡$❡ z1 ∈ RN−1
✱ z2 ∈ R ❛♥❞ .❤❡ ♠❛.$✐① Ω ✐♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✷✳✻✮✳

A$♦♦❢✳ ❇② 3❤❡ ▲❡✐❜♥✐3③ ❢♦$♠✉❧❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ x(tk) = x(t) −
∫ t

tk
ẋ(s)ds✱ ❢♦$ ❛❧❧ ❞✐✛❡$❡♥3✐❛❜❧❡

❢✉♥❝3✐♦♥1 x✳ ❲❡ ❝❛♥ 3❤❡♥ ✇$✐3❡✿

ẋ(t) = −▲x(t)− (δA− σI)

∫ t

tk

ẋ(s)ds. ✭✸✳✷✳✷✹✮

❚❤✐1 $❡♣$❡1❡♥3❛3✐♦♥ ✐1 ❛ ✇❛② 3♦ ✉♥❞❡$13❛♥❞ ❤♦✇ ♠❡♠♦$② ❝♦♠♣♦♥❡♥31 ❛✛❡❝3 3❤❡ ❛❧❣♦$✐3❤♠✳

❲❡ 3❤❡♥ $❡✇$✐3❡ ✭✸✳✷✳✷✷✮ ❛1✿

[

ż1(t)

ż2(t)

]

= −
[

Ω ~0
~0T 0

] [

z1(t)

z2(t)

]

−
[

A′
1

A′
2

]
∫ t

t−τ

ż(s)ds,
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✇❤❡#❡

[

A′
1

A′
2

]

= U(δA − σI)W ❛♥❞ A′
2 = (U(δA − σI)W )N ✳ ◆♦*❡ *❤❛* *❤❡ ♣#❡✈✐♦✉/

❡0✉❛*✐♦♥ ✐/ ❝♦♠♣♦/❡❞ ♦❢ *✇♦ ❡0✉❛*✐♦♥/ ❞❡✜♥❡❞ ❜② z1 = U1x ∈ R
(N−1)

❛♥❞ z2 = U2x ∈ R
N

#❡♣#❡/❡♥*✐♥❣✱ #❡/♣❡❝*✐✈❡❧②✱ *❤❡ N−1 ✜#/* ❝♦♠♣♦♥❡♥*/ ❛♥❞ *❤❡ ❧❛/* ❝♦♠♣♦♥❡♥* ♦❢ z✳ ❋#♦♠

✭✸✳✷✳✻✮✱ /✐♠♣❧❡ ♠❛*#✐① ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥/ ❧❡❛❞ ✉/ *♦✿

[

A′
1

A′
2

]

= δUAW−σUIW = δ(µI+U(−µI+A)W )−σUIW =

[

δ(Ω + µI)− σI ~0
~0T δµ− σ

]

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ *❤❡ ♣#♦♦❢✱ ✇❡ ✉/❡ *❤❡ ▲❡✐❜♥✐*③ ❢♦#♠✉❧❛ *♦ #❡✇#✐*❡ ✭✸✳✷✳✷✷✮ ❛/✿

ż1(t) = −Ωz1(t)− (δ(Ω + µI)− σI)
∫ t

tk
ż1(s)ds,

ż2(t) = −(δµ− σ)
∫ t

tk
ż2(s)ds,

✭✸✳✷✳✷✺✮
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❝♦♥/✐❞❡#❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ *❤❡ /*❛❜✐❧✐*② ♦❢ z1 ✐/ /*✐❧❧ *♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥ ♦#❞❡# *♦ ❞❡#✐✈❡
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ż1(t) =MSIG(δ, σ)z1(t) +M∗
SIG(δ, σ)z1(tk), ✭✸✳✷✳✷✻✮

✇❤❡#❡

MSIG(δ, σ) = −[Ω + δ(Ω + µI)− σI], M∗
SIG(δ, σ) = [δ(Ω + µI)− σI].

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡♦#❡♠ ❤♦❧❞/✳

❚❤❡♦,❡♠ ✸✳✷✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✵❪✮ ❈♦♥)✐❞❡$ .❤❡ ♣$♦♣♦)❡❞ ❝♦♥)❡♥)✉)

❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭✸✳✷✳✷✷✮ ❛))♦❝✐❛.❡❞ .♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▲ $❡♣$❡)❡♥.✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ❣$❛♣❤

✇✐.❤ ❛ ❞✐$❡❝.❡❞ )♣❛♥♥✐♥❣ .$❡❡✱ ❛ ❣✐✈❡♥ α > 0✱ δ > 0✱ σ > 0 ❛♥❞ T > 0✳ ❚❛❦❡✿

M0 =
[

MSIG(δ, σ) M∗
SIG(δ, σ)

]

,

❛♥❞ M1,M2,M12 ❛) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳ ❆))✉♠❡ .❤❛. .❤❡$❡ ❡①✐). P > 0✱ R > 0✱ S1

❛♥❞ X ∈ S
n
✱ S2 ∈ R

n×n
❛♥❞ N ∈ R

2n×n
.❤❛. )❛.✐)❢② ❝♦♥❞✐.✐♦♥) ✭✸✳✷✳✶✽✮ ♦❢ ❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳

✶✵✶



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

❚❤❡♥✱ %❤❡ ❝♦♥(❡♥(✉( ❛❧❣♦-✐%❤♠ ✭✸✳✷✳✷✷✮ ✇✐%❤ %❤❡ ♣❛-❛♠❡%❡-( δ, σ ❛♥❞ %❤❡ (❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡-✐♦❞

T ✐( %❤✉( α−(%❛❜❧❡✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱ %❤❡ ❝♦♥(❡♥(✉( ❡7✉✐❧✐❜-✐✉♠ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②✿

x(∞) = U2x(0).

:-♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣)♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇. ❞✐)❡❝2❧② ❢)♦♠ ❚❤❡♦)❡♠ ✸✳✶✱ ❜② 2❛❦✐♥❣ ✐♥2♦ ❝♦♥.✐❞❡)❛2✐♦♥ ♥♦✇

M0 =
[

MSIG(δ, σ) M∗
SIG(δ, σ)

]

✱ ✇❤❡)❡ MSIG(δ, σ) ❛♥❞ M∗
SIG(δ, σ) ❛)❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

✭✸✳✷✳✷✻✮✳
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✸✳✸✳✶ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+ ❛♥❞ ♣$❡❧✐♠✐♥❛$✐❡*

■♥ 2❤❡ .❝♦♣❡ ♦❢ ♠✉❧2✐✲)♦❜♦2. .②.2❡♠.✱ ✇❡ ❛)❡ ♣❛)2✐❝✉❧❛)② ♠♦2✐✈❛2❡❞ ❜② ♠♦2✐♦♥ ❝♦♥2)♦❧

✐♥ ❛ ❝❛)2❡.✐❛♥ ♣❧❛♥❡✳ ❈♦♥.❡C✉❡♥2❧②✱ 2❤❡ ♣♦.✐2✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥2 i ✐. ❞❡♥♦2❡❞✿

qi = [xi, yi]
T ∈ R

2,

✇❤❡)❡ xi ❛♥❞ yi )❡♣)❡.❡♥2 2❤❡ ❞②♥❛♠✐❝. ♦❢ qi ♦♥ 2❤❡ ①✲❛①✐. ❛♥❞ ②✲❛①✐.✱ )❡.♣❡❝2✐✈❡❧②✳

❍♦✇❡✈❡)✱ ❢♦) 2❤❡ .❛❦❡ ♦❢ ♥♦2❛2✐♦♥✬. ❝❧❡❛)♥❡.. ❛♥❞ ✇✐2❤♦✉2 ❧♦.. ♦❢ ❣❡♥❡)❛❧✐2②✱ ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡)

♦♥❧② 2❤❡ ❞②♥❛♠✐❝. ♦❢ xi ✐♥ 2❤✐. ❝❤❛♣2❡)✳

❉♦✉❜❧❡ ✐♥2❡❣)❛2♦) ❞②♥❛♠✐❝. ❛)❡ ❛ ♣❛)2✐❝✉❧❛) ❝❛.❡ ♦❢ 2❤❡ ❧✐♥❡❛) ▼❆❙✱ ❛♥❞ ❡①2❡♥.✐✈❡❧②

✉.❡❞ ✐♥ ❧✐2❡)❛2✉)❡ ❬✷✶✻✱ ✷✶✼✱ ✷✻✾✱ ✸✷✸❪✳ ❆. ♠❡♥2✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦)❡✱ ✇❡ ❛)❡ ✐♥2❡)❡.2❡❞ ✐♥ ♠♦2✐♦♥

❝♦♥2)♦❧ ♦❢ )♦❜♦2 .✇❛)♠.✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛)2✐❝✉❧❛) ✐♥ )❡♥❞❡③✈♦✉. ♣)♦2♦❝♦❧. ❬✷✻✾❪✱ ❛. ❞❡♣✐❝2❡❞ ✐♥

❋✐❣✉)❡ ✸✳✺✳

❈♦♥.✐❞❡) 2❤❡ ❝❧❛..✐❝❛❧ ❉♦✉❜❧❡ ■♥2❡❣)❛2♦) ✭❉■✮ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦)✐2❤♠✿

{

ẍi(t) = ui(t),

ui(t) = −∑

j∈Ni
[ςẋi(t) + aij(xj(t)− xi(t))],

i ∈ {1, . . . , N},

✇❤❡)❡ xi )❡♣)❡.❡♥2. ❛❣❡♥2 i ✈❛)✐❛❜❧❡.✳ ■♥2)♦❞✉❝✐♥❣ 2❤❡ ✈❡❝2♦) x(t) = [x1(t), .., xN(t)]
T

❝♦♥2❛✐♥✐♥❣ 2❤❡ .2❛2❡ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥2.✱ ✇❡ ♦❜2❛✐♥ ✐♥ ❛ ✈❡❝2♦) ❢♦)♠✿

ẍ(t) = −ςẋ(t)− ▲x(t) . ✭✸✳✸✳✶✮

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥.❡♥.✉.✱ .♦♠❡ ❛..✉♠♣2✐♦♥. ♦♥ 2❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥ ❣)❛♣❤ ♠✉.2 ❜❡ .❛2✐.✲

✜❡❞✳ ❋♦) ✐♥.2❛♥❝❡✱ ✐2 ✐. ❦♥♦✇♥ 2❤❛2 ✇✐2❤ ς > 0✱ ✇❤❡)❡ ς ❞❡♥♦2❡. 2❤❡ ❛❜.♦❧✉2❡ ❞❛♠♣✐♥❣✱

❛❧❣♦)✐2❤♠ ✭✸✳✸✳✶✮ ❧❡❛❞ 2♦ ❛♥ ❛❣)❡❡♠❡♥2 ✐❢ 2❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥ ❣)❛♣❤ ✐. ✉♥❞✐)❡❝2❡❞ ❜✉2 2❤❡

❛❧❣♦)✐2❤♠ ✐. ♥♦2 ♥❡❝❡..❛)✐❧② .2❛❜❧❡ ✐❢ 2❤❡ ❣)❛♣❤ ❛..♦❝✐❛2❡❞ 2♦ 2❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▲ ✐. ❞✐)❡❝2❡❞

❬✷✶✼❪✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛..✉♠♣2✐♦♥. ❤♦❧❞✳

✶✵✷



✸✳✸ ❉♦✉❜❧❡ ✐♥*❡❣,❛*♦, ❞②♥❛♠✐❝2

q1(0) q2(0)

q3(0) q4(0)

q̇1(0)
q̇2(0)

q̇4(0)q̇3(0)

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✿ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥-❡❣$❛-♦$ $❡♥❞❡③✈♦✉,

❆22✉♠♣*✐♦♥ ✸✳✸✳ ✭●"❛♣❤✬' ❱❛"✐❛♥❝❡✮✿ ❋♦" ❛♥② ❝♦♥'✐❞❡"❡❞ ❣"❛♣❤ G✱ ✇❡ ❛''✉♠❡ 2❤❛2
2❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥ ❣"❛♣❤ ❡①♣"❡''✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦"❤♦♦❞ "❡❧❛2✐♦♥' ❜❡2✇❡❡♥ ❛❣❡♥2' ✐' ❝♦♥'2❛♥2✱

❛♥❞ 2❤❡"❡❢♦"❡ 2❤❡ ❝♦""❡'♣♦♥❞✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛2"✐① ▲ ✐' 2✐♠❡✲✐♥✈❛"✐❛♥2✳

❖-❤❡$ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ♣$♦♣❡$-✐❡, ,✉❝❤ ❛, -❤❡ ♣$❡,❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐,❡✱ ♣❛❝❦❡- ❧♦,, ❛♥❞ -✐♠❡

❞❡❧❛②, ✇✐❧❧ ♥♦- ❝♦♥,✐❞❡$❡❞✳

❆22✉♠♣*✐♦♥ ✸✳✹✳ ✭●"❛♣❤✬' ❝♦♥♥❡❝1✐✈✐1②✮✿ ❋♦" ❛♥② ❝♦♥'✐❞❡"❡❞ ❣"❛♣❤ G✱ ✇❡ ❛''✉♠❡
2❤❛2 2❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥ ❣"❛♣❤ ❤❛' ❛ ❞✐"❡❝2❡❞ '♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡✳

❚❤✐, ❡♥,✉$❡, -❤❛- ③❡$♦ ✐, ❛ ,✐♠♣❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝-♦$

✐, -❤❡ ✈❡❝-♦$ ♦❢ ♦♥❡,✱

−→
✶ ✳ ❚❤✐, ✐♠♣❧✐❡, -❤❛- -❤❡ ❛❧❣♦$✐-❤♠ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥-✉❛❧❧② $❡❛❝❤ ❝♦♥,❡♥,✉,✳

◆♦-❡ -❤❛- $❡A✉✐$✐♥❣ ❛ ❞✐$❡❝-❡❞ ,♣❛♥♥✐♥❣ -$❡❡ ✐, ❝♦♥,✐❞❡$❛❜❧② ❧❡,, ,-$✐♥❣❡♥- -❤❛♥ $❡A✉✐$✐♥❣

❛ ,-$♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝-❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣$❛♣❤ ❬✷✷✵❪✳

❆22✉♠♣*✐♦♥ ✸✳✺✳ ✭❆❜'♦❧✉1❡ ❞❛♠♣✐♥❣✮✿ ❋♦" ❡✈❡"② ❛❣❡♥2 i✱ 2❤❡ ❛❜'♦❧✉2❡ ❞❛♠♣✐♥❣

❞❡♥♦2❡❞ ❜② ς ✐' '✉♣♣♦'❡❞ 2♦ ❜❡ ❡;✉❛❧ 2♦ ③❡"♦✱ ✐✳❡✳✱ ς = 0✳

❉✉❡ -♦ ❆,,✉♠♣-✐♦♥ ✸✳✺✱ ❛❞❞✐-✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧-✐❡, ❛$❡ $❛✐,❡❞ ,✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

ẍ(t) = −▲x(t) , ✭✸✳✸✳✷✮

❛♥❞ ❜② ✐♥-$♦❞✉❝✐♥❣ -❤❡ ❛✉❣♠❡♥-❡❞ ✈❡❝-♦$ x̃(t) = [xT (t) ẋT (t)]T ✇❡ ❣❡-✿

x̃(t) =

[

0 I

−▲ 0

]

y(t) = L̄x̃(t) . ✭✸✳✸✳✸✮

✶✵✸



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

■! ✐# ✐♠♣♦'!❛♥! !♦ ♣♦✐♥! ♦✉! !❤❛! !❤❡ !'❛❝❡ ♦❢ !❤❡ ♠❛!'✐① ✐# ③❡'♦ ✇❤❛!❡✈❡' !❤❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛!✐♦♥ ❣'❛♣❤ ❛♥❞ !❤❛! !❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡# ♦❢ ▲ ❛'❡ ❡✐!❤❡' ♦♥ !❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛'② ❛①✐# ♦' !❤❡'❡

✐# ❛! ❧❡❛#! ♦♥❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦♥ !❤❡ '✐❣❤! #✐❞❡ ♦❢ !❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛'② ❛①✐#✳ ❈♦♥#❡:✉❡♥!❧②✱ !❤✐#

❧❡❛❞# !♦ ❛♥ ♦#❝✐❧❧❛!♦'② ♦' ✉♥#!❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ !❤❡ ❛❧❣♦'✐!❤♠✳ ■! ✐# ♣'❡❝✐#❡❧② !❤✐# ❜❡❤❛✈✲

✐♦' !❤❛! ♠♦!✐✈❛!❡# ♦✉' ✐♥!❡'❡#!✳ ■♥ ❢❛❝!✱ #✐♥❝❡ #✐♠♣❧❡ ✐♥!❡❣'❛!♦' ❝♦♥#❡♥#✉# ❛❧❣♦'✐!❤♠✬#

♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡# ❝❛♥ ❛❧#♦ ❜❡ ✐♠♣'♦✈❡❞ ✉#✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣'♦♣'✐❛!❡❞ #❛♠♣❧✐♥❣✱ ❛# #❤♦✇♥ ✐♥ !❤❡

♣'❡✈✐♦✉# #❡❝!✐♦♥✱ ✐! ✇❛# ♦✉' ✐♥!✉✐!✐♦♥ !❤❛! !❤❡ ❜❡♥❡✜!# ♦❢ #✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣'♦❛❝❤ #❤♦✉❧❞ ❜❡

❡✈❡♥ ❣'❡❛!❡' ❢♦' ❞♦✉❜❧❡ ✐♥!❡❣'❛!♦' ❞②♥❛♠✐❝#✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐! ✐# ✐♠♣♦'!❛♥! !♦ ❜'✐♥❣ ❢♦'✇❛'❞

!❤❡ !❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥!❛❣❡# ♦❢ ❆##✉♠♣!✐♦♥ ✸✳✺✿ ❜② #✉♣♣♦#✐♥❣ σ = 0✱ ✇❡ '❡❞✉❝❡ ❞'❛#!✐❝❛❧❧②

!❤❡ ✐♥❢♦'♠❛!✐♦♥ :✉❛♥!✐!② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦' !❤❡ ❝♦♥!'♦❧ ❧❛✇#✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ !❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥! ♦❢ ✈✐❡✇✱

♥♦ ✈❡❧♦❝✐!② #❡♥#♦'# ❛'❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜✉! ♦♥❧② #❡♥#♦'# !♦ ❣❡! !❤❡ ❛❣❡♥!✬# ♣♦#✐!✐♦♥✳ ❚❤✐# ♠❡❛♥#

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✱ #♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥ #❛✈✐♥❣#✳

❚❤❡ #!✉❞② ♦❢ ✐♠♣'♦✈❡❞ #!❛❜✐❧✐!② ♣'♦♣❡'!✐❡# ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥!❡❣'❛!♦' ❝♦♥#❡♥#✉# ❛❧❣♦'✐!❤♠#

♣'❡#❡♥!❡❞ ✐♥ !❤❡ #❡:✉❡❧ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥#✐❞❡' ♣❛'!✐❛❧ ♠❡♠♦'②✱ ✉#✐♥❣ ❢♦' ❝♦♥!'♦❧ ❛❣❡♥!✬# ♦✇♥

✐♥❢♦'♠❛!✐♦♥ #❛♠♣❧❡❞ ✐♥❢♦'♠❛!✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ !❤❡#❡ '❡#✉❧!# ❝❛♥ ❜❡ ❡❛#✐❧② ❡①!❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦'❞❡'

!♦ ❝♦♥#✐❞❡' ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦'②✳

✸✳✸✳✷ ❈♦♥&'♦❧❧❡' ❞❡+✐❣♥

❯#✐♥❣ !❤❡ ❝♦♥❝❡♣! ♦❢ #!❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❞❡❧❛②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥#✐❞❡' ❛ #❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡❧❛② !❤❛! ✇❛# ✉#❡❞

✐♥ ❬✾✽✱ ✷✺✵❪ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✳✹✮✳ ■! ✐# ✐♠♣♦'!❛♥! !♦ '❡❝❛❧❧ !❤❛! ❛♥ ✐♥❤❡'❡♥! ❛##✉♠♣!✐♦♥

✐# !❤❛! ❛❧❧ ❛❣❡♥!# ❛'❡ #②♥❝❤'♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ #❤❛'❡ !❤❡ #❛♠❡ ❝❧♦❝❦✳ ❯#✐♥❣ ♣❛'!✐❛❧ ♠❡♠♦'②✱

❛❧❣♦'✐!❤♠ ✭✸✳✸✳✷✮ ✐# ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥!♦ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦'✐!❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

∀t ∈ [tk tk+1[, ẍ(t) = −(▲+ φ2I)x(t) + φ2x(tk) . ✭✸✳✸✳✹✮

✇❤❡'❡ φ ∈ R ❛♥❞ T ≥ 0 ❛'❡ ♥♦✇ ❛❞❞✐!✐♦♥❛❧ ❝♦♥!'♦❧ ♣❛'❛♠❡!❡'#✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❛# ❢♦' !❤❡

♠❡♠♦'② ❜❛#❡❞ ❝♦♥!'♦❧❧❡' ✭✸✳✷✳✺✮✱ ✐❢ φ ❛♥❞✴♦' T ❛'❡ !❛❦❡♥ ❛# ③❡'♦# !❤❡♥ !❤❡ '❡#♣❡❝!✐✈❡

❝❧❛##✐❝❛❧ ❛❧❣♦'✐!❤♠ ✐# '❡!'✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ #!'✉❝!✉'❡ ♦❢ ❝♦♥!'♦❧❧❡' ✭✸✳✸✳✹✮ ✐# '❡♣'❡#❡♥!❡❞ ✐♥

❋✐❣✉'❡ ✸✳✻✳ ■! ✐# ✐♠♣♦'!❛♥! ❛! !❤✐# #!❛❣❡ !♦ ❡♥❤❛♥❝❡ !❤❛! ✭✸✳✸✳✹✮ ❞✐✛❡'# ❢'♦♠ ✭✸✳✷✳✺✮

♦♥ !❤❡ ♣❛'!✐❛❧ ✐♥❢♦'♠❛!✐♦♥ ✉#❡❞✳ ▼♦'❡ ♣'❡❝✐#❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ✭✸✳✷✳✺✮ !❤❡ ✐♥❢♦'♠❛!✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

❛❣❡♥!✬# ♥❡✐❣❤❜♦'# ✐# ✐♥❝♦'♣♦'❛!❡❞ ✐♥ !❤❡ ❝♦♥!'♦❧❧❡' ✇❡✐❣❤!❡❞ ❜② !❤❡ ♣❛'❛♠❡!❡' δ✱ ✐♥ ✭✸✳✸✳✹✮

❡❛❝❤ ❛❣❡♥! i ✉#❡# ✐!# ♦✇♥ #❛♠♣❧❡❞ ✐♥❢♦'♠❛!✐♦♥ ✇❡✐❣❤!❡❞ ❜② !❤❡ ♣❛'❛♠❡!❡' φ✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱

!❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♥!'✐❜✉!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐# #♣❧✐! ✐♥ !✇♦ ♣❛'!#✿ ♦♥❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❛♥❞ !❤❡

♦!❤❡' ✐# ❦❡♣! ❛! !❤❡ ❝✉''❡♥! !✐♠❡✳

✶✵✹



✸✳✸ ❉♦✉❜❧❡ ✐♥*❡❣,❛*♦, ❞②♥❛♠✐❝2

-L x(t)

φ2I

+
x(t)

tk-+

+
1
s2

1
s2

-L

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✿ ❇❧♦❝ ❞✐❛❣$❛♠1 ♦❢ 3❤❡ ❝❧❛11✐❝❛❧ ❛♥❞ 3❤❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❛❧❣♦$✐3❤♠1 ✇✐3❤ ♥❡✐❣❤❜♦$✐♥❣

♣❛$3✐❛❧ ♠❡♠♦$②✳

✸✳✸✳✸ ❉❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣,♦♣,✐❛'❡ ♠♦❞❡❧

❚❤✐1 1❡❝3✐♦♥ ❢♦❝✉1❡1 ♦♥ 3❤❡ ❞❡✜♥✐3✐♦♥ ♦❢ ❛ 1✉✐3❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ 3❤❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 ❛❧❣♦✲

$✐3❤♠ ❢♦$ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②1✐1✳ ❚❤❡ ♥❡①3 ❧❡♠♠❛ 1❤♦✇1 ❛♥ ❛♣♣$♦♣$✐❛3❡ ✇❛② 3♦ $❡✇$✐3❡

✭✸✳✸✳✹✮ ❜❛1❡❞ ♦♥ 3❤❡ ♣$♦♣❡$3✐❡1 ♦❢ ▲✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✶❪✮ ❚❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ♣$♦❜❧❡♠ ✭✸✳✸✳✹✮ ❝❛♥

❜❡ $❡✇$✐..❡♥ ✉)✐♥❣ z1 ∈ R
N−1

✱ z2 ∈ R )✉❝❤ .❤❛.✿

z̈1(t) = (Ω− φ2I)z1(t) + φ2z1(tk), ✭✸✳✸✳✺❛✮

z̈2(t) = −φ2z2(t) + φ2z2(tk), ✭✸✳✸✳✺❜✮

✇❤❡$❡ .❤❡ ♠❛.$✐① Ω ✐) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✷✳✻✮✳

>$♦♦❢✳ ❈♦♥1✐❞❡$ ✭✸✳✸✳✹✮✳ ■3 ❝❛♥ ❜❡ $❡✇$✐33❡♥ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿

∀t ∈ [tk tk+1[, ẍ(t) = −▲x(t)− φ2

∫ t

tk

ẋ(s)ds.

❆♣♣❧②✐♥❣ 3❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦$❞✐♥❛3❡1 z = Ux ✐3 ❢♦❧❧♦✇1 ❢$♦♠ ✭✸✳✷✳✻✮ 3❤❛3 ✭✸✳✸✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡

$❡✇$✐33❡♥ ✐♥3♦ 3✇♦ ❡G✉❛3✐♦♥1 ✇❤❡$❡ z1 = U1x ∈ R
(N−1)

❛♥❞ z2 = U2x ∈ R
N
$❡♣$❡1❡♥3

$❡1♣❡❝3✐✈❡❧② 3❤❡ N − 1 ✜$13 ❝♦♠♣♦♥❡♥31 ❛♥❞ 3❤❡ ❧❛13 ❝♦♠♣♦♥❡♥3 ♦❢ z✳ ◆♦3✐♥❣ 3❤❛3

U(−φ2I)W = −φ2I✱ ✭✸✳✸✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ $❡✇$✐33❡♥ ✉1✐♥❣ 3❤❡ ▲❡✐❜♥✐3③ ❢♦$♠✉❧❛ ❛1✿

z̈1(t) = Ωz1(t)− φ2
∫ t

tk
ż1(s)ds,

z̈2(t) = −φ2
∫ t

tk
ż2(s)ds.

✭✸✳✸✳✻✮

❚❤❡ ♣$♦♦❢ ✐1 ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✉1✐♥❣

∫ t

tk
żi(s)ds = zi(t)− zi(tk)✳

❇❛1❡❞ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦$❞✐♥❛3❡1 ♣$❡1❡♥3❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✳✻✮✱ 3❤❡ 1❛♠♣❧❡❞ ❛❧❣♦$✐3❤♠ ✭✸✳✸✳✹✮ ✐1

❞❡❝♦♠♣♦1❡❞ ✐♥3♦ 3✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥31✿ ✭✐✮ ❛ ✈❡❝3♦$✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥3 z1 ❛11♦❝✐❛3❡❞ ✇✐3❤ ♥♦♥✲③❡$♦

✶✵✺



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡( )❤❛) ❝♦♥✈❡-❣❡( )♦ ③❡-♦ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛ (❝❛❧❛- ❝♦♠♣♦♥❡♥) z2 ❛((♦❝✐❛)❡❞ ✇✐)❤ )❤❡

③❡-♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ )❤❛) ❝♦♥✈❡-❣❡( )♦ ❛♥ ❛❣-❡❡♠❡♥) ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥) ♦♥) )❤❡ (②()❡♠✬( ✐♥✐)✐❛❧

♣♦(✐)✐♦♥(✳ ❆( ♠❡♥)✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦-❡✱ ✐♥ )❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ ❛ (②♠♠❡)-✐❝ ♥❡)✇♦-❦✱ )❤❡ ♠❛)-✐① W ✐( ❛♥

♦-)❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛)-✐① ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥( U = W T
✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱ ✐❢ )❤❡ ❧❛() ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ W ✐( β

−→
✶ ✱✇❡

♦❜)❛✐♥ U2 = 1/(βN)
−→
✶ ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥( )❤❛) z2 ❝♦--❡(♣♦♥❞( )♦ )❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ♦❢ )❤❡ ♣♦(✐)✐♦♥

♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥)(✳ ❚❤✐( ❞♦❡( ♥♦) ❛❧✇❛②( ❤♦❧❞ ❢♦- ❛(②♠♠❡)-✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ ♥❡)✇♦-❦✳

❚❤❡ ❝♦♥(❡♥(✉( ♣-♦❜❧❡♠ ✐( ♥♦✇ ❡①♣-❡((❡❞ ✐♥)♦ ❛♥ ❛♣♣-♦♣-✐❛)❡ ❢♦-♠ )♦ ♣❡-❢♦-♠ )❤❡

()❛❜✐❧✐)② ❛♥❛❧②(✐( ♦❢ ✭✸✳✸✳✹✮✳ ❉✉❡ )♦ )❤❡ ()-✉❝)✉-❡ ♦❢ )❤✐( ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛♥❛❧②(✐( ✐( ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ )✇♦ ♣❛-)(✳ ❚❤❡ ✜-() ()✉❞✐❡( )❤❡ ❛❣-❡❡♠❡♥) ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ )❤❡ (❡❝♦♥❞

❞❡❛❧( ✇✐)❤ )❤❡ ❛❧❣♦-✐)❤♠✬( ()❛❜✐❧✐)②✳ ▼♦-❡ ♣-❡❝✐(❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣-♦♣♦(❡ ❛ ♠❡)❤♦❞ )♦ ❝❤♦♦(❡

❛♣♣-♦♣-✐❛)❡❧② )❤❡ ❛❧❣♦-✐)❤♠ ♣❛-❛♠❡)❡-( φ ❛♥❞ T ❢♦- ❛ ❣✐✈❡♥ ▲✱ ❝♦♥(✐❞❡-✐♥❣ ❛ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡

♦♣)✐♠✐(❛)✐♦♥✳

✸✳✸✳✹ ❙$❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②+✐+

❖♥ ❛ ✜-() ()❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✇✐)❤ )❤❡ ()❛❜✐❧✐)② ❛♥❛❧②(✐( ♦❢ ✭✸✳✸✳✺❜✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❧❡♠♠❛ ❤♦❧❞(✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✶❪✮ ❚❤❡ )②).❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✳✺❜✮ ✐)

).❛❜❧❡ ❢♦$ ❛♥② )❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡$✐♦❞ T ❛♥❞ ❛♥② φ )✉❝❤ .❤❛. sin (φT ) 6= 0 [π]✱ ✐✳❡✳✱ φT 6= kπ✳

❚❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ z2 ❝♦♥✈❡$❣❡) .♦✿

z2(∞) = z2(0) + γφT ż2(0), ✭✸✳✸✳✼✮

✇❤❡$❡ γφT = sin(φT )/(φ(1− cos(φT ))) = tan((π−φT )/2)/φ✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ .❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡

$❛.❡ ♦❢ .❤❡ )♦❧✉.✐♦♥ .♦ .❤✐) ❡?✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✐) − log | cos(φT )|✳

@$♦♦❢✳ ❈♦♥(✐❞❡- k ≥ 0 ❛♥❞ ❛♥② t ∈ [tk tk+1[ ❛♥❞ ❛♥② ♣❛-❛♠❡)❡-( T ✱ φ (✉❝❤ )❤❛) φT 6=
0 [π]✳ ❉❡✜♥❡ )❤❡ ❛✉❣♠❡♥)❡❞ ✈❡❝)♦- χ∗ = [zT2 (t) ż2(t)]

T
✳ ❊I✉❛)✐♦♥ ✭✸✳✸✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ -❡✇-✐))❡♥

❛( ❢♦❧❧♦✇(✿

χ̇∗ = M̄DIP (φ)χ
∗(t) + M̄∗

DIP (φ)χ
∗(tk), ✭✸✳✸✳✽✮

✇❤❡-❡

M̄DIP (φ) =

[

0 1

−φ2 0

]

,

❛♥❞

M̄∗
DIP (φ) =

[

0 0

φ2 0

]

.

■) ✐( ❡❛(② )♦ (❡❡ )❤❛) M̄DIP (φ) ✐( ✐♥✈❡-)✐❜❧❡ ❛♥❞ )❤❛)✿

M̄DIP (φ)
−1 =

[

0 −1/φ2

1 0

]

.

✶✵✻



✸✳✸ ❉♦✉❜❧❡ ✐♥*❡❣,❛*♦, ❞②♥❛♠✐❝2

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ♦$❞✐♥❛$② ❞✐✛❡$❡♥/✐❛❧ ❡1✉❛/✐♦♥ ❤❛) ❦♥♦✇♥ )♦❧✉/✐♦♥) ♦❢ /❤❡ ❢♦$♠✿

χ∗(t) = eMDIP (φ)(t−tk)[C0 C1]
T − M̄DIP (φ)

−1M̄∗
DIP (φ)χ

∗(tk), ✭✸✳✸✳✾✮

✇❤❡$❡ C0 ❛♥❞ C1 ∈ R $❡♣$❡)❡♥/ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥) ♦❢ /❤❡ ♦$❞✐♥❛$② ❞✐✛❡$❡♥/✐❛❧ ❡1✉❛/✐♦♥✳

❚❤✐) ❧❡❛❞) /♦✿

χ∗(t) =

[

cos(w(t)) sin(w(t))/φ

−φ sin(w(t)) cos(w(t))

] [

C0

C1

]

+

[

1 0

0 0

]

χ∗(tk), ✭✸✳✸✳✶✵✮

✇❤❡$❡ w(t) = φ(t − tk)✳ ❚❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥) ❛$❡ ❞❡/❡$♠✐♥❡❞ ❛/ /✐♠❡ t = tk✳ ❲❡ /❤❡♥

♦❜/❛✐♥ C0 = 0 ❛♥❞ C1 =
[

0 1
]

χ∗(tk)✳ ❚❤✉)✱ ✇❡ ❣❡/ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡❝✉$$❡♥❝❡ ❡1✉❛/✐♦♥✿

χ∗(tk+1) =

[

1 sin(φT )/φ

0 cos(φT )

]

χ∗(tk) =

[

1 sin(φT )/φ

0 cos(φT )

]k+1

χ∗(0),

✇❤❡$❡ T = tk+1 − tk✳ ❙✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥) ❧❡❛❞ /♦✿

χ∗(tk+1) =

[

1 sin(φT )
∑k+1

i=0 cos(φT )
i/φ

0 cos(φT )k+1

]

χ∗(0) . ✭✸✳✸✳✶✶✮

■♥ /❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ❡①♣$❡))✐♦♥✱ ✇❡ $❡❝♦❣♥✐③❡ ❛ ❣❡♦♠❡/$✐❝ )❡1✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉)✱ ✇❡ ♦❜/❛✐♥ /❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣$❡))✐♦♥✿

χ∗(tk+1)−
[

z2(∞)

0

]

=

[

0 −γφT cos(φT ))
0 1

]

cos(φT )k+1χ∗(0) . ✭✸✳✸✳✶✷✮

❚❤❡ ❛))✉♠♣/✐♦♥ ♦♥ φT 6= 0 [π] ✐♠♣❧✐❡) cos(φT ) < 1✳ ❚❤❡♥ ✐/ ✐♠♣❧✐❡) /❤❛/ ż2(tk) /❡♥❞)

③❡$♦ ❛♥❞ z2 /♦ z2(∞) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✳✼✮✳ ❚❤✐) ❝♦♥❝❧✉❞❡) /❤❡ ♣$♦♦❢✳

❈♦♥)✐❞❡$ /❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛❧❣♦$✐/❤♠ ✭✸✳✸✳✺❛✮ $❡✇$✐//❡♥ ✐♥ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦$♠✿

χ̇(t) =MDIP (φ)χ(t) +M∗
DIP (φ)χ(tk), ✭✸✳✸✳✶✸✮

✇❤❡$❡ χ(t) = [zT1 (t) ż
T
1 (t)]

T
❛♥❞

MDIP (φ) =

[

0 I

(Ω− φ2I) 0

]

, M∗
DIP (φ) =

[

0 0

φ2I 0

]

.

❲❡ ❛$❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ /♦ ❛♥❛❧②)❡ /❤❡ )/❛❜✐❧✐/② ♦❢ ✭✸✳✸✳✺❛✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ✐) /♦ ❣✉❛$❛♥/❡❡

❡①♣♦♥❡♥/✐❛❧ )/❛❜✐❧✐/② ✇✐/❤ ❛ ❣✉❛$❛♥/❡❡❞ ❞❡❝❛② $❛/❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❤❡♦$❡♠ ❤♦❧❞)✳
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

❚❤❡♦&❡♠ ✸✳✸✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✶❪✮ ❈♦♥)✐❞❡$ .❤❡ ♣$♦♣♦)❡❞ ❝♦♥)❡♥)✉)

❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭✸✳✸✳✹✮ ❛))♦❝✐❛.❡❞ .♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ▲ $❡♣$❡)❡♥.✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ❣$❛♣❤

✇✐.❤ ❛ ❞✐$❡❝.❡❞ )♣❛♥♥✐♥❣ .$❡❡✱ ❛ ❣✐✈❡♥ α > 0✱ φ > 0 ❛♥❞ T > 0✳ ❚❛❦❡✿

M0 =
[

MDIP (φ) M∗
DIP (φ)

]

,

❛♥❞ M1,M2,M12 ❛) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳ ❆))✉♠❡ .❤❛. .❤❡$❡ ❡①✐). P > 0✱ R > 0✱ S1

❛♥❞ X ∈ S
n
✱ S2 ∈ R

n×n
❛♥❞ N ∈ R

2n×n
.❤❛. )❛.✐)❢② ❝♦♥❞✐.✐♦♥) ✭✸✳✷✳✶✽✮ ♦❢ ❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳

❚❤❡♥✱ .❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭✸✳✸✳✹✮ ✇✐.❤ .❤❡ ♣❛$❛♠❡.❡$ φ ❛♥❞ .❤❡ )❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡$✐♦❞

T ✐) .❤✉) αg− ).❛❜❧❡✱ ✇❤❡$❡ αg = min{α,− log(cos(δT ))}✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ .❤❡ ❝♦♥)❡♥)✉)

❡E✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✐) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

x(∞) = U2 (x(0) + γφT ẋ(0)) . ✭✸✳✸✳✶✹✮

F$♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣,♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇1 ❞✐,❡❝5❧② ❢,♦♠ ❚❤❡♦,❡♠ ✸✳✶✱ ❜② 5❛❦✐♥❣ ✐♥5♦ ❝♦♥1✐❞❡,❛5✐♦♥ ♥♦✇

M0 =
[

MDIP (φ) M∗
DIP (φ)

]

✱ ✇❤❡,❡ MDIP (φ) ❛♥❞ M∗
DIP (φ) ❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✳✶✸✮✳

❚❤✉1✱ ✭✸✳✸✳✺❛✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✳✺❜✮ ❛,❡ ❡①♣♦♥❡♥5✐❛❧❧② 15❛❜❧❡ ✇✐5❤ ❛ ,❡1♣❡❝5✐✈❡❧② ❞❡❝❛② ,❛5❡ α ❛♥❞

−log| cos(δT )|✱ ,❡1♣❡❝5✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❣♦,✐5❤♠ ✭✸✳✸✳✺✮ ✐1 5❤❡♥ ❡①♣♦♥❡♥5✐❛❧❧② 15❛❜❧❡

✇✐5❤ 5❤❡ ❞❡❝❛② ,❛5❡ αg✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ 5♦ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✱ ❛♥❞ 1✐♥❝❡ z1 → 0 ❛♥❞

z2 → z2(∞)✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ 5❤❛5 5❤❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 ❛❧❣♦,✐5❤♠ ✐1 ❡①♣♦♥❡♥5✐❛❧❧② 15❛❜❧❡ ✇✐5❤ 5❤❡

❝♦♥1❡♥1✉1 ❡E✉✐❧✐❜,✐✉♠ ❜❡✐♥❣✿

x(∞) = Wz2(∞) = [W1
−→
1 ]

[

0n−1×1

z2(∞)

]

= z2(∞)
−→
1 .

❚❤❡ ♣,♦♦❢ ✐1 ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ♥♦5✐♥❣ 5❤❛5 z2 = U2x ❛♥❞ 5❤❛5 z2(∞) ✐1 ❡①♣,❡11❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✳✼✮✳

◆♦5❡ 5❤❛5 ♣,❡✈✐♦✉1 ❝❛❧❝✉❧❛5✐♦♥1 15❛5❡ 15❛❜✐❧✐5② ❝♦♥❞✐5✐♦♥1 ❢♦, 5❤❡ ❝♦♥5✐♥✉♦✉1 1②15❡♠

✭✸✳✸✳✹✮ ✐♥ 5❡,♠1 ♦❢ ▲✐♥❡❛, ▼❛5,✐① ■♥❡E✉❛❧✐5② ✭▲▼■✮✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ❚❤❡♦*❡♠ ✭✸✳✸✮ ✐2 ❜❛2❡❞ ♦♥

7❤❡ ❞✐2❝*❡7❡✲7✐♠❡ ▲②❛♣♦♥♦✈ 7❤❡♦*❡♠✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ ✐7 ✐2 ✇♦*7❤ ♠❡♥7✐♦♥ 7❤❛7 7❤❡ 27❛❜✐❧✐7②

❝♦♥❞✐7✐♦♥2 ♣*♦♣♦2❡❞ ✐♥ 7❤✐2 7❤❡2✐2 ❛*❡ 2✉✣❝✐❡♥7 ❜✉7 ♥♦7 ♥❡❝❡22❛*② ❝♦♥❞✐7✐♦♥2✱ ❢♦* ❜♦7❤

2✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥7❡❣*❛7♦* ❞②♥❛♠✐❝2✳

✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡.✉❧).

■♥ 7❤❡ ❢*❛♠❡✇♦*❦ ♦❢ 7❤❡ ♠✉❧7✐✲*♦❜♦7 2✇❛*♠2✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛*7✐❝✉❧❛*② ♦❢ 7❤❡ ❊✉*♦♣❡❛♥

C*♦❥❡❝7 ❋❡❡❞◆❡7❇❛❝❦✱ ❝♦♦♣❡*❛7✐✈❡ ❝♦♥7*♦❧ ♦❢ ❛ ✢❡❡7 ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡2 ✉♥❞❡* ✈❛*②✐♥❣✲7♦♣♦❧♦❣②

❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛7✐♦♥2 ❝♦♥27*❛✐♥72 *❡✈❡❛❧2 ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣*♦❜❧❡♠2✳ ❋♦* 2✐♠✉❧❛7✐♦♥ ♣✉*♣♦2❡2

✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥2✐❞❡*❡❞ ✐♥ 7❤✐2 7❤❡2✐2 7❤*❡❡ ❣*❛♣❤2 ❞❡♣✐❝7❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✳
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✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡.✉❧).

1

2

3

4

5

6

G0 G1

1 2

34

G2

1 2

34

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✿ ❈♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❣$❛♣❤, ♦❢ 3❤❡ ♠❛3$✐❝❡, L0✱ L1 ❛♥❞ L2✳

❚♦ ❡❛❝❤ ❣$❛♣❤ ✐, ❛,,♦❝✐❛3❡❞ ❛ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛3$✐① ❣✐✈❡♥ ❜②✿

L0 =











−1 0.5 0 0 0 0.5

0.5 −1 0.5 0 0 0

0 0.5 −1 0.5 0 0

0 0 0.5 −1 0.5 0

0 0 0 0.5 −1 0.5

0.5 0 0 0 0.5 −1











, L1 =





−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1

1 0 0 −1



 , L2 =





−1 0.5 0 0.5

0.5 −1 0.5 0

0 0.5 −1 0.5

0.5 0 0.5 −1



 .

■♥ 3❤❡ ,❡?✉❡❧✱ 3❤❡ ✐♥✐3✐❛❧ ♣♦,✐3✐♦♥, ♦✈❡$ 3❤❡ x✲❛①✐, ❢♦$ ❛ ❢♦✉$ ❛♥❞ ❛ ,✐① ❛❣❡♥3 ♥❡3✇♦$❦ ❛$❡

❞❡♥♦3❡❞ x 4 agents
❛♥❞ x 6 agents

✱ $❡,♣❡❝3✐✈❡❧②✳ ❋♦$ ,✐♠✉❧❛3✐♦♥, ♣✉$♣♦,❡,✱ 3❤❡② ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞

❛,✿

x 4 agents(0) = [30, 25, 15, 0]T , x 6 agents(0) = [30, 25, 15, 0, −10, −30]T .

▼♦$❡♦✈❡$✱ 3♦ ❞❡❛❧ ✇✐3❤ ❝♦♥,❡♥,✉, ❛❧❣♦$✐3❤♠, ❢♦$ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥3❡❣$❛3♦$ ❞②♥❛♠✐❝,✱ 3❤❡ ✐♥✐3✐❛❧

✈❡❧♦❝✐3② ❝♦♥❞✐3✐♦♥, ♦❢ ❛ ,❡3 ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥3, ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ẋ 4 agents(0) = [1, 2, 3, 2]T .

❆,,✉♠❡ ❢♦$ 3❤❡ ♠♦♠❡♥3 3❤❛3 ❛❣❡♥3, ♦❜❡② ,✐♠♣❧❡ ✐♥3❡❣$❛3♦$ ❞②♥❛♠✐❝,✳ ❈♦♥,✐❞❡$ ❛ ,❡3

♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥3, ❝♦♥3$♦❧❧❡❞ ❜② ✭✸✳✷✳✺✮ ❝♦♥♥❡❝3❡❞ 3❤$♦✉❣❤ 3❤❡ ✉♥❞✐$❡❝3❡❞ ❛♥❞ ❞✐$❡❝3❡❞ ❣$❛♣❤,

G0 ❛♥❞ G1 $❡,♣❡❝3✐✈❡❧②✱ ,❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✳ ❚❤♦,❡ 3✇♦ ❣$❛♣❤, ❛$❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡,

3❤❛3 ❝♦♥,❡♥,✉, ❡?✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛, 3❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ ✐♥✐3✐❛❧ ❝♦♥❞✐3✐♦♥,

♣$❡,❡♥3❡❞ ❥✉,3 ❜❡❢♦$❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ,❤♦✇, 3❤❡ ♦♣3✐♠✐③❛3✐♦♥ $❡,✉❧3, ♦❢ 3❤❡ ❞❡❝❛② $❛3❡ α ,❛3✐,❢②✐♥❣ ❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶

❢♦$ ❣$❛♣❤ G0✳ ■❞❡♥3✐❝❛❧ $❡,✉❧3, ❝♦♥,✐❞❡$✐♥❣ 3❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛3✐♦♥ ❣$❛♣❤ $❡♣$❡,❡♥3❡❞ ❜② L1

❛$❡ ♣$❡,❡♥3❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✾✳ ❋✐❣✉$❡, ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾ ,❤♦✇ ❛ ✸✲❉ $❡♣$❡,❡♥3❛3✐♦♥ ♦❢ α ,3❛❜✐❧✐3②

$❡,✉❧3,✱ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ 3❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ $❛3❡ 3❤❛3 ❣✉❛$❛♥3❡❡, 3❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♦❢

❛❧❣♦$✐3❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥3✐❢② ❛ ❝$❡,3 ❢♦$ ,♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡, ♦❢ (δ, T )✳ ❚❤❡,❡ ❝$❡,3,

♠❡❛♥ ❛♥ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❛♥❞ 3❤❡ ❜❡,3 ♣♦,✐3✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ✐, ♦❜3❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ (δ, T ) =

(1.96, 0.29) ❛♥❞ (δ, T ) = (1.96, 0.09)✱ ❢♦$ ❣$❛♣❤ G0 ❛♥❞ ❣$❛♣❤ G1 $❡,♣❡❝3✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡

❝♦♥,✐❞❡$❡❞ ♣❧❛✉,✐❜❧❡ ,❡3, ♦❢ ✈❛❧✉❡, ❢♦$ 3❤❡ ❞✐✛❡$❡♥3 ♣❛$❛♠❡3❡$, ,✉❝❤ 3❤❛3 T ∈ [0, 1]s ❛♥❞

δ ∈ [0, 2]✳
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

0

1

2
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✽✿ ❈♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ $❛0❡ ♦❢ 0❤❡ ❝♦♥3❡♥3✉3 ❛❧❣♦$✐0❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ❝♦♥♥❡❝0❡❞ 0❤$♦✉❣❤ ❣$❛♣❤

G0✱ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥0 ✈❛❧✉❡3 ♦❢ (δ, T )✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ 3❤♦✇3 3✐♠✉❧❛0✐♦♥3 ❢$♦♠ 0❤❡ ❝❧❛33✐❝❛❧ ❛❧❣♦$✐0❤♠ ✭✸✳✷✳✷✮ ❛3 ✇❡❧❧ ❛3 0❤❡

❛❧❣♦$✐0❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ❝♦♥3✐❞❡$✐♥❣ G0 ❛♥❞ ❢♦$ 3❡✈❡$❛❧ ✈❛❧✉❡3 ♦❢ δ ❛♥❞ T ✳ ❊B✉✐✈❛❧❡♥0 3✐♠✉✲

❧❛0✐♦♥ $❡3✉❧03 ❢♦$ G1 ❛$❡ ♣$❡3❡♥0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ✐3 0♦ ❝♦♠♣❛$❡ 3②30❡♠

♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡3 ✇✐0❤ 0✇♦ ❞✐✛❡$❡♥0 ❛♣♣$♦❛❝❤❡3 ❛♥❞ ❥✉30✐❢② 0❤❡ ✐♥0❡$❡30 ♦❢ 0❤❡ ♣$♦♣♦3❡❞ ❛❧✲

❣♦$✐0❤♠✳ ❋✐❣✉$❡3 ✸✳✶✵✭❛✮✱✸✳✶✶✭❛✮ 3❤♦✇ 0❤❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❝❧❛33✐❝❛❧ ❝♦♥3❡♥3✉3 ❛❧❣♦$✐0❤♠✳

❋✐❣✉$❡3 ✸✳✶✵✭❜✮✱✸✳✶✶✭❜✮ 3❤♦✇ 3✐♠✉❧❛0✐♦♥ $❡3✉❧03 ✉3✐♥❣ 0❤❡ ♦♣0✐♠❛❧ ♣❛✐$ (δ, T ) ❛❝❝♦$❞✐♥❣

0♦ ❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶ ❛♥❞ $❡❝♦✈❡$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉$❡3 ✸✳✽✱ ✸✳✾✱ $❡3♣❡❝0✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝❛♥ 3❡❡ 0❤❛0 0❤❡②

❝♦$$❡3♣♦♥❞ 0♦ ❛ ❢❛30❡$ ❛❧❣♦$✐0❤♠ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ 0$✐✈✐❛❧ ❛❧❣♦$✐0❤♠✳ ■♥ ❋✐❣✲

✉$❡3 ✸✳✶✵✭❝✮✱✸✳✶✶✭❝✮✱ ✇❡ ❦❡♣0 0❤❡ ♦♣0✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡❞ δ ✈❛❧✉❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦$

❋✐❣✉$❡3 ✸✳✶✵✭❞✮✱✸✳✶✶✭❞✮✱ ✇❡ ❦❡♣0 0❤❡ ♦♣0✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡❞ T ✈❛❧✉❡✳ ❙✐♥❝❡ 0❤❡
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G1✱ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥0 ✈❛❧✉❡3 ♦❢ (δ, T )✳
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 Simple integrator algorithms for G
0

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵✿ ❙✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡2✉❧/2 ❢♦$ ❛ 2❡/ ♦❢ 2✐① ❛❣❡♥/2 ❝♦♥/$♦❧❧❡❞ ❜② ✭✸✳✷✳✺✮ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝/❡❞

/❤$♦✉❣❤ ❣$❛♣❤ G0✱ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥/ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ (δ, T )✳

❚❛❦❡ ♥♦✇ ❛ 2❡/ ♦❢ 2❡/ ♦❢ 2✐① ❛❣❡♥/2 ❝♦♥/$♦❧❧❡❞ ❜② ✭✸✳✷✳✷✷✮ ❝♦♥♥❡❝/❡❞ /❤$♦✉❣❤ /❤❡

✉♥❞✐$❡❝/❡❞ ❣$❛♣❤ G0✱ 2❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✳ ❋♦$ /❤❡ 2❛❦❡ ♦❢ ❜$❡✈✐/②✱ /❤❡ ♦♣/✐♠✐2❛/✐♦♥

$❡2✉❧/2 ♦❢ /❤❡ ❝♦♥/$♦❧❧❡$✬2 ♣❛$❛♠❡/❡$2 ❢♦$ ❣$❛♣❤ G1 ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♠✐//❡❞ ✐♥ /❤❡ 2❡G✉❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡$✱

/❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✭✸✳✷✳✷✷✮ ❤❛2 ❛❧2♦ ❜❡❡♥ ❝♦♥✜$♠❡❞ ❢♦$ ❛ 2❡/ ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥/2 ❝♦♥♥❡❝/❡❞

/❤$♦✉❣❤ G1✳ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷ 2❤♦✇ ❛ ✸✲❉ $❡♣$❡2❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ α 2/❛❜✐❧✐/② $❡2✉❧/2 ❢♦$ ❣$❛♣❤ G0✳

■♥ ❛❧❧ ✜❣✉$❡2✱ ✐/✬2 ♣♦22✐❜❧❡ /♦ ✐❞❡♥/✐❢② ❛ ❝$❡2/✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥2 ❛♥ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦$✱ ❢♦$

2♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ (δ, σ, T )✱ /❤❡ ❝♦♥/$♦❧ ♣❛$❛♠❡/❡$2✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ /❛❦✐♥❣ ❛❧❧ /❤❡2❡ $❡2✉❧/2

✐♥/♦ ❝♦♥2✐❞❡$❛/✐♦♥ ✐/ ✐2 ♣♦22✐❜❧❡ /♦ ❝♦♠♣✉/❡ /❤❡ ❜❡2/ ♣♦2✐/✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α✱ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢♦$

(δ, σ, T ) = (0.5, 6, 0.3)✳

❉❡✜♥❡ εSI = |x(t)− x∞| ❛2 /❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ /❤❡ ❡$$♦$ ❜❡/✇❡❡♥ ❛❣❡♥/2 2/❛/❡2 ❛♥❞ /❤❡
❛❣$❡❡♠❡♥/ ✈❛❧✉❡ x∞✳ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ 2❤♦✇2 /❤❡ ❡$$♦$ εSI ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ❢♦$ ❣$❛♣❤ G0 ✇❤✐❧❡

✶✶✶
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 Simple integrator algorithms for G
1

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶✿ ❙✐♠✉❧❛.✐♦♥ $❡1✉❧.1 ❢♦$ ❛ 1❡. ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥.1 ❝♦♥.$♦❧❧❡❞ ❜② ✭✸✳✷✳✺✮ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝.❡❞

.❤$♦✉❣❤ ❣$❛♣❤ G1✱ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥. ✈❛❧✉❡1 ♦❢ (δ, T )✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹ ❝♦♥1✐❞❡$1 .❤❡ ❡✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣$❡✈✐♦✉1❧② ❞❡✜♥❡❞ ❡$$♦$ εSI ❢♦$ ❣$❛♣❤ G1✳

❈❧❛11✐❝❛❧ ❛❧❣♦$✐.❤♠✬1 ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡1 ❝♦$$❡1♣♦♥❞ .♦ .❤❡ ❝♦♥.✐♥✉♦✉1 ❧✐♥❡ ❛1 .❤❡ ❣$❡❡♥ ❞♦..❡❞

❧✐♥❡ 1❤♦✇1 .❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ .❤❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮✳ ◆♦.❡ .❤❛. .❤❡ $❡❞ ❞♦..❡❞

❧✐♥❡ ❝♦$$❡1♣♦♥❞1 .♦ .❤❡ ❡✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭✸✳✷✳✷✷✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛$❧② ♦❜1❡$✈❡ .❤❛.

❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ❝♦♥✈❡$❣❡ ♠♦$❡ $❛♣✐❞❧② .❤❛♥ .❤❡ .$✐✈✐❛❧ ❙■ ❝♦♥1❡♥1✉1✳ ❋✉$.❤❡$♠♦$❡✱ ✇❡

❝❛♥ ❛❧1♦ 1❡❡ .❤❛. ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦$② ✐♠♣$♦✈❡1 ❜♦.❤ .❤❡ .$✐✈✐❛❧ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡1 ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 .❤♦1❡

♦❢ ♣$♦.♦❝♦❧ ✭✸✳✷✳✺✮✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✇❡ ❝❛♥ 1❡❡ .❤❛. ❛1 t→ ∞✱ ε .❡♥❞1 .♦ ③❡$♦ ❢♦$ ❜♦.❤ 1❡.✉♣1✳

❚❤❡1❡ $❡1✉❧.1 ❝♦♥1✐❞❡$ .❤❡ ❜❡1. ✈❛❧✉❡1 ♦❢ (δ, T ) ❢♦$ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭✸✳✷✳✺✮ ❛♥❞ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧

✈❛❧✉❡1 (δ, σ, T ) ❢♦$ ✭✸✳✷✳✷✷✮✳ ❚❤❡② ❡♥❤❛♥❝❡ .❤❡ .❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥.1 ♦❢ .❤✐1 ❝❤❛♣.❡$

❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ .❤❡ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥. ♦❢ ❝♦♥1❡♥1✉1 ♣$♦.♦❝♦❧1 ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ .❤❡② 1❡❡♠ .♦

♣$❡1❡♥. ❜❡..❡$ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡1 ✇✐.❤ $❡1♣❡❝. .♦ .$✐✈✐❛❧ ❝♦♥1❡♥1✉1 ❛❧❣♦$✐.❤♠1 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥

❧✐.❡$❛.✉$❡✳
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♥♦1 ♥❡❝❡44❛$② ♠❡❛♥ 1❤❛1 1❤❡ ❛❧❣♦$✐1❤♠ ✐4 ✉♥41❛❜❧❡✿ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✽✭❝✮✱ 1❤❡ ❛❧❣♦$✐1❤♠ ✐4

41❛❜❧❡ ❡✈❡♥ 1❤♦✉❣❤ ✉♥❞❡$ ♦✉$ ❝♦♥❞✐1✐♦♥4 ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡$ ✐1 ✉♥41❛❜❧❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✽✿ ❙✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡2✉❧/2 ❢♦$ ❛ 2❡/ ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥/2 ❝♦♥/$♦❧❧❡❞ ❜② ✭✸✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝/❡❞

/❤$♦✉❣❤ ❣$❛♣❤ G2✱ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥/ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ (φ, T )✳

✶✶✽



✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡.✉❧).

❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉)❡+ ✸✳✶✼✭❞✲❡✮✱✸✳✶✽✭❡✮ ❝♦♥+✐❞❡) ❣)❡❛7❡) ✈❛❧✉❡+ ♦❢ T ✳ ■7 ✐+ ❡❛+② 7♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡

7❤❛7 ❛❧❣♦)✐7❤♠✬+ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡+ ❞❡❝)❡❛+❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥7✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡ ✉♥+7❛❜❧❡✳ ❆+ ❢♦) 7❤❡ ❙■

❝❛+❡✱ ♦♣7✐♠❛❧✐7② ✐+ ♦❜7❛✐♥❡❞ ❢♦) ❛ ❝❡)7❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ✳ ❈♦♥+❡C✉❡♥7❧②✱ +♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡+ ♦♥ 7❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ T ❧❡❛❞ 7♦ ✇❡❛❦❡) ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡+✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ γφT ❛♥❞ x(∞) ✈❛❧✉❡+ ❢♦) ❞✐✛❡)❡♥7 φ ❛♥❞ T ✳ ❋♦) 7❤❡ ♣❛)7✐❝✉❧❛)

❝❛+❡ ✇❤❡)❡ T = π/φ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜+❡)✈❡ 7❤❛7 ❝♦♥+❡♥+✉+ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝♦))❡+♣♦♥❞+ 7♦ 7❤❡ ❛✈❡)❛❣❡

♦❢ ♣♦+✐7✐♦♥✬+ ✐♥✐7✐❛❧ ❝♦♥❞✐7✐♦♥+ ✭γφT❂✵✮✱ ❜✉7 ♥♦ +7❛❜✐❧✐7② ✐+ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉♥❞❡) 7❤❡ ❞❡)✐✈❡❞

❝)✐7❡)✐❛✳ ◆♦7❡ 7❤❛7 7❤❡ ♦♣7✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦) ❞♦❡+ ♥♦7 ❝♦))❡+♣♦♥❞ 7♦ 7❤❡ ♣♦✐♥7 ✇❤❡)❡ ✇❡ ✜♥❞

7❤❡ +♠❛❧❧❡+7 ❡))❡✉) ε✱ ❜✉7 ✇❤❡)❡ ❞❡❝❛② )❛7❡ αg ✐+ 7❤❡ ❣)❡❛7❡+7✳

●)❛♣❤ ✶ ●)❛♣❤ ✷

φ = 6, 4 φ = 3

T ✵ ✵✱✶✺ π/φ ✶✱✸ ✸ ✵ ✵✱✸ ✵✱✼ π/φ ✸

γφT ✹✽✱✽✷ ✵✱✸✵ ✵ ✵✱✵✾ ✵✱✽✽ ✷✷✷✱✷✷ ✵✱✻✾ ✵✱✶✾ ✵ ✵✱✵✼

x(∞) ✶✵✼✱✻✺ ✶✵✱✻✵ ✶✵ ✶✵✱✶✾ ✶✶✱✼✻ ✹✺✹✱✹✹ ✶✶✱✸✽ ✶✵✱✸✽ ✶✵ ✶✵✱✶✹

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❉❛7❛ ♦✈❡)✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❣♦)✐7❤♠ ✭✸✳✸✳✹✮ ❢♦) ❝♦♠♠✉♥✐❝❛7✐♦♥ ❣)❛♣❤+ G1 ❛♥❞ G2✳

❚❤❡ ♣)❡✈✐♦✉+❧② ♣)❡+❡♥7❡❞ +✐♠✉❧❛7✐♦♥+ ❝♦♠♣❧❡7❡ 7❤❡ 7❤❡♦)❡7✐❝❛❧ )❡+✉❧7+ ♦♥ 7❤❡ ❝♦♥✈❡)✲

❣❡♥❝❡ )❛7❡ ♦❢ 7❤❡ ♣)♦♣♦+❡❞ ❝♦♥7)♦❧ +7)❛7❡❣②✳ ❆+ ♠❡♥7✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦)❡ ✐♥ 7❤✐+ ❞✐++❡)7❛7✐♦♥✱

❝♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦)✐7❤♠+ ❛)❡ ♣♦✇❡)❢✉❧ 7♦♦❧+ 7♦ ❞❡❛❧ ✇✐7❤ +❡✈❡)❛❧ ♠♦7✐♦♥ ❝♦♦)❞✐♥❛7✐♦♥ ♣)♦❜✲

❧❡♠+ ❢♦) )♦❜♦7✐❝ +②+7❡♠+✳ ❆♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦)❞❡)+✱ ❛ ❧♦7 ♦❢ ❛77❡♥7✐♦♥ ❤❛+ ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ 7♦

)❡♥❞❡③✈♦✉+ ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥+✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡)❡ ❛❧❧ 7❤❡ ❛❣❡♥7+ ❝♦♥✈❡)❣❡ 7♦ 7❤❡ +❛♠❡ ❧♦❝❛7✐♦♥✳ ■♥ ♦)✲

❞❡) 7♦ ✜7 ✐♥ 7❤✐+ ♣)♦❜❧❡♠✱ ✐♥ 7❤❡ +❡C✉❡❧ ❛❣❡♥7+ ❛)❡ +✉♣♣♦+❡❞ 7♦ ♠♦✈❡ 7❤)♦✉❣❤ ❛ ❝❛)7❡+✐❛♥

♣❧❛♥❡ +✉❝❤ 7❤❛7 7❤❡ +②+7❡♠✬+ ❝♦♥✜❣✉)❛7✐♦♥ ✐+ )❡♣)❡+❡♥7❡❞ ❜②✿

q = [qi, qj, . . . , qN ]
T ,

✇❤❡)❡ qi = [xi, yi]
T ∈ R

2, i ∈ N = {1, ..., N}✳ ❚❤)♦✉❣❤♦✉7 7❤❡ )❡+7 ♦❢ 7❤✐+ +❡❝7✐♦♥✱ 7❤❡
❣❧♦❜❛❧ ✐♥✐7✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉)❛7✐♦♥ ✈❡❝7♦)+ ❢♦) ❛ ❢♦✉) ❛❣❡♥7 ❛♥❞ ❛ +✐① ❛❣❡♥7 ♥❡7✇♦)❦ ❛)❡ ❞❡♥♦7❡❞

q 4 agents
❛♥❞ q 6 agents

✱ )❡+♣❡❝7✐✈❡❧②✳ ❋♦) +✐♠✉❧❛7✐♦♥+ ♣✉)♣♦+❡+✱ 7❤❡② ❛)❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛+✿

q 4 agents(0) = [30, 30, 25, 10, 15, 9, 0, 20]T ,

q̇ 4 agents(0) = [1, −1, 2, 5.5, 3, −3, 5, 3]T ,

q 6 agents(0) = [30, 11, 25, 4, 15, −6, −10, 13, −30, −10, 0, 5]T .

■♥ ♦)❞❡) 7♦ ❝♦♠♣❧❡7❡ 7❤✐+ +❡❝7✐♦♥✱ ✇❡ ♣)❡+❡♥7 7❤)♦✉❣❤ ❋✐❣✉)❡+ ✸✳✶✾

✶

❛♥❞ ✸✳✷✵

✷

+✐♠✉✲

❧❛7✐♦♥ )❡+✉❧7+ ♦❢ )❡♥❞❡③✈♦✉+ ❢♦) +✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥7❡❣)❛7♦) ❞②♥❛♠✐❝+✱ )❡+♣❡❝7✐✈❡❧②✳

✶✳ ❋♦$ ❛❧❧ ✜❣✉$❡+✱ -❤❡ ❣$❡❡♥ ❝$♦++ ❝♦$$❡+♣♦♥❞+ -♦ -❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ♣♦+✐-✐♦♥+✳

✷✳ ❋♦$ ❛❧❧ ✜❣✉$❡+✱ -❤❡ ❣$❡❡♥ ❝$♦++ ❝♦$$❡+♣♦♥❞+ -♦ -❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ♣♦+✐-✐♦♥+ ❛♥❞ -❤❡ $❡❞ ❝$♦++

+-❛♥❞+ ❢♦$ -❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥- ✈❛❧✉❡✳

✶✶✾
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✾✿ ❙✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡2✉❧/2 ♦❢ $❡♥❞❡③✈♦✉2 ❛❧❣♦$✐/❤♠2 ❢♦$ ❙■ ❞②♥❛♠✐❝2

❈♦♥2✐❞❡$ ❢♦$ /❤❡ ♠♦♠❡♥/ /❤❛/ ❛❣❡♥/2 ♦❜❡② /♦ 2✐♠♣❧❡ ✐♥/❡❣$❛/♦$ ❞②♥❛♠✐❝2 ❛♥❞ ❛$❡

❝♦♥/$♦❧❧❡❞ ❜② ✭✸✳✷✳✺✮✳ ❋♦$ ❛ /♦♣♦❧♦❣② $❡♣$❡2❡♥/❡❞ ❜② /❤❡ ❣$❛♣❤ G0✱ ❋✐❣✉$❡2 ✸✳✶✾✭❛✮ ❛♥❞

✸✳✶✾✭❜✮ 2❤♦✇ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ❛♥❞ /❤❡ /$❛❥❡❝/♦$✐❡2 ♦❢ /❤❡ 2✇❛$♠✱ $❡2♣❡❝/✐✈❡❧②✳

❖♥ /❤❡ ♦/❤❡$ ❤❛♥❞✱ ❋✐❣✉$❡2 ✸✳✶✾✭❝✮ ❛♥❞ ✸✳✶✾✭❞✮ 2❤♦✇✱ $❡2♣❡❝/✐✈❡❧②✱ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❢♦$♠❛/✐♦♥

❛♥❞ /❤❡ /$❛❥❡❝/♦$✐❡2 ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ❢♦$ ❛ 2❡/ ♦❢ ❛❣❡♥/2 ❝♦♥♥❡❝/❡❞ /❤$♦✉❣❤ ❣$❛♣❤ G1✳ ❚❤❡2❡

2✐♠✉❧❛/✐♦♥2 ❡♥❤❛♥❝❡ /❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ $❡♥❞❡③✈♦✉2 ♣$♦/♦❝♦❧2 ✉2✐♥❣ ♠❡♠♦$② ❜❛2❡❞ ❝♦♥/$♦❧

❧❛✇2✳ ❋✉$/❤❡$♠♦$❡✱ /❤❡② ❛$❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥/❡❞ ❜② /❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2 $❡2✉❧/2 ♦♥ /❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡

$❛/❡ ♦❢ 2✉❝❤ ❛❧❣♦$✐/❤♠2✳ ■/ ✐2 ❛❧2♦ ✐♠♣♦$/❛♥/ /♦ ♠❡♥/✐♦♥ /❤❛/ /❤❡2❡ $❡2✉❧/2 ❝♦♥2✐❞❡$ /❤❡

♦♣/✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ δ ❛♥❞ T ❢♦$ /❤❡ $❡2♣❡❝/✐✈❡ ❣$❛♣❤2✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜2❡$✈❡ /❤❛/ ❛❧❧ ❛❣❡♥/2 ♠❡❡/

❛/ ❛ 2❛♠❡ ♣♦2✐/✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦$$❡2♣♦♥❞2 /♦ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ /❤❡ 2✇❛♠ ✐♥✐/✐❛❧ ♣♦2✐/✐♦♥2✳ ❚❤❡2❡

❝♦♥❝❧✉2✐♦♥2 ❥♦✐♥ /❤❡ /❤❡♦$❡/✐❝❛❧ $❡2✉❧/2 ♦❢ /❤✐2 ❝❤❛♣/❡$ $❡❣❛$❞✐♥❣ /❤❡ ❛✈❡$❛❣✐♥❣ ♣$♦♣❡$/✐❡2

♦❢ /❤❡ ♣$♦♣♦2❡❞ 2/$❛/❡❣② ❢♦$ 2✐♠♣❧❡ ✐♥/❡❣$❛/♦$ ❞②♥❛♠✐❝2✳

✶✷✵
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✵✿ ❙✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡2✉❧/2 ♦❢ $❡♥❞❡③✈♦✉2 ❛❧❣♦$✐/❤♠2 ❢♦$ ❉■ ❞②♥❛♠✐❝2

❈♦♥2✐❞❡$ ♥♦✇ ❛ 2❡/ ♦❢ ❛❣❡♥/2 ♦❜❡②✐♥❣ /♦ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥/❡❣$❛/♦$ ❞②♥❛♠✐❝2 ❛♥❞ ❝♦♥/$♦❧❧❡❞ ❜②

✭✸✳✸✳✹✮✳ ❋♦$ ❛ ❞✐$❡❝/❡❞ /♦♣♦❧♦❣② $❡♣$❡2❡♥/❡❞ ❜② G1✱ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ❛♥❞ /❤❡ 2②2✲

/❡♠✬2 /$❛❥❡❝/♦$✐❡2 ❛$❡ ♣$❡2❡♥/❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡2 ✸✳✷✵✭❛✮ ❛♥❞ ✸✳✷✵✭❜✮✱ $❡2♣❡❝/✐✈❡❧②✳ ■❞❡♥/✐❝❛❧❧②✱

❋✐❣✉$❡2 ✸✳✷✵✭❝✮ ❛♥❞ ✸✳✷✵✭❞✮ 2❤♦✇ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❢♦$♠❛/✐♦♥ ❛♥❞ /❤❡ $❡2✉❧/✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥✱

$❡2♣❡❝/✐✈❡❧②✱ ❢♦$ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ /♦♣♦❧♦❣② ❡①♣$❡22❡❞ ❜② ❣$❛♣❤ G2✳ ❚❤❡ 2❛♠❡ ❛2 ❜❡❢♦$❡✱

/❤❡2❡ 2✐♠✉❧❛/✐♦♥2 ❡♥❤❛♥❝❡ /❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ $❡♥❞❡③✈♦✉2 ♣$♦/♦❝♦❧2 ✉2✐♥❣ ♠❡♠♦$②✳ ❚❤❡② ❛$❡

❝♦♠♣❧❡♠❡♥/❡❞ ❜② /❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2 $❡2✉❧/2 ♦♥ /❤❡ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ $❛/❡ /❤❡ ♣$♦♣♦2❡❞ ❝♦♥/$♦❧❧❡$2✳

◆♦/❡ /❤❛/ /❤❡2❡ $❡2✉❧/2 ❝♦♥2✐❞❡$ /❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ φ ❛♥❞ T ❢♦$ /❤❡ $❡2♣❡❝/✐✈❡ ❣$❛♣❤2✳

❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❋✐❣✉$❡2 ✸✳✷✵✭❜✮ ❛♥❞ ✸✳✷✵✭❞✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ 2❡❡ /❤❛/ ❛❣❡♥/2 ❡✈❡♥/✉❛❧❧② ♠❡❡/ ❛/ ❛

2❛♠❡ ♣♦2✐/✐♦♥✳ ◆♦/❡ /❤❛/ /❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ✈❛❧✉❡ ✐2 $❡♣$❡2❡♥/❡❞ ❜② /❤❡ $❡❞ ❝$♦22✳ ❍♦✇❡✈❡$✱

✐/ ✐2 ✇♦$/❤ ♠❡♥/✐♦♥✐♥❣ /❤❛/ /❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡2 ♥♦/ ❝♦$$❡2♣♦♥❞2 /♦ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢

/❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ♣♦2✐/✐♦♥2✳ ❆♥❛❧②/✐❝❛❧❧② 2/✉❞✐❡❞ /❤$♦✉❣❤♦✉/ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✱ /❤❡ ❡Q✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✈❛❧✉❡

♦❢ /❤❡ ♣$♦♣♦2❡❞ 2/$❛/❡❣② ✐2 ❞❡♣❡♥❞❡♥/ ♦♥ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥2 ❛♥❞ ♦♥ /❤❡

✈❛❧✉❡2 ♦❢ φ ❛♥❞ T ✳

✶✷✶



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♠♣&♦✈❡❞ .$❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❝♦♥.❡♥.✉. ❛❧❣♦&✐$❤♠.

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ "❤❡ ✐♥❝♦*♣♦*❛"✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦*② ✐♥ ❝♦♥%❡♥%✉% ❝♦♥"*♦❧❧❡*% ❢♦* ❜♦"❤ %✐♠✲

♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥"❡❣*❛"♦* ❝♦♥%❡♥%✉% ❞②♥❛♠✐❝% ❤❛% ❜❡❡♥ %"✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ✇❛% "♦

♣*♦♣♦%❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②%❡ ❛♥ ❡✛❡❝"✐✈❡ ❛♣♣*♦❛❝❤ "♦ ❛❝❝❡❧❡*❛"❡ "❤❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ♦❢ %②♥❝❤*♦♥♦✉%

❞✐%"*✐❜✉"❡❞ ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ❛❧❣♦*✐"❤♠%✳ ■♥ ❛ ✜*%" ♣❛*"✱ "❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦"❤ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦*②

❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦*② ✐♥ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦*✐"❤♠% ❢♦* %✐♠♣❧❡ ✐♥"❡❣*❛"♦* ❛❣❡♥"% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ %"✉❞✲

✐❡❞✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ "❤❛" ✉%✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦*② ❞*❛%"✐❝❛❧❧② ✐♠♣*♦✈❡% ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡%

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛*❡❞ "♦ ❜♦"❤ "*✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛*"✐❛❧ ♠❡♠♦*② ❜❛%❡❞ ❛❧❣♦*✐"❤♠%✳ ❆♥ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥

♠❡"❤♦❞ ♦❢ ❝♦♥"*♦❧❧❡* ♣❛*❛♠❡"❡*% ✐% ♣*♦♣♦%❡❞ %♦ "❤❛" ❡①♣♦♥❡♥"✐❛❧ %"❛❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡ %♦❧✉"✐♦♥%

✐% ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜❛%❡❞ ♦♥ "❤❡ ❞✐%❝*❡"❡✲"✐♠❡ ▲②❛♣♦♥♦✈ "❤❡♦*❡♠ ❛♥❞ ❡①♣*❡%%❡❞ ✐♥ "❡*♠% ♦❢ ▲▼■✳

❆❧%♦✱ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐"✐♦♥% ❢♦* ✐♠♣*♦✈❡❞ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡% ❜❛%❡❞ ♦♥ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✬% ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡%

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣*♦✈✐❞❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛"✐♦♥ *❡%✉❧"% %❤♦✇ "❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ "❤❡ ♣*♦♣♦%❡❞ ❛❧❣♦*✐"❤♠✱

❛% ✇❡❧❧ ❛% "❤❡ ❝♦♥%❡*✈❛"✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ♣*♦♣❡*"✐❡%✳ ■♥ ❛ %❡❝♦♥❞ %"❡♣✱ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥%❡♥%✉%

❛❧❣♦*✐"❤♠ ✭✸✳✸✳✹✮ ❢♦* ❞♦✉❜❧❡ ✐♥"❡❣*❛"♦* ❛❣❡♥"% ✇❛% ♣*♦♣♦%❡❞✳ ❚❤✐% ❝❤❛♣"❡* ♣✉"% ❢♦*✇❛*❞

"❤❡ "❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥"❛❣❡% ♦❢ %✉❝❤ ❛ ♣*♦"♦❝♦❧ %✐♥❝❡ ✐" *❡❞✉❝❡% ✐♥❢♦*♠❛"✐♦♥ K✉❛♥"✐"② ♥❡❡❞❡❞

❢♦* ❝♦♥"*♦❧✿ ❜❡❝❛✉%❡ "❤❡*❡ ✐% ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦* ✈❡❧♦❝✐"② %❡♥%♦*%✱ "❤❡*❡ ❛*❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✱ %♣❛❝❡ ❛♥❞

❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ %❛✈✐♥❣%✳ ❆♥ ♦♣"✐♠✐%❛"✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥"*♦❧❧❡* ♣❛*❛♠❡"❡*% ✐% ♣*♦♣♦%❡❞ %♦ "❤❛" ❡①♣♦✲

♥❡♥"✐❛❧ %"❛❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡ %♦❧✉"✐♦♥% ✐% ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆♥ ❡①♣*❡%%✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝♦♥%❡♥%✉% ❡K✉✐❧✐❜*✐✉♠

✐% ❞❡*✐✈❡❞ ✇✐"❤ *❡%♣❡❝" "♦ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ♣♦%✐"✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐"② ♦❢ "❤❡ %✇❛*♠✳

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ ✐"% %♣❡❝"*❛❧ ♣*♦♣❡*"✐❡% ♣❧❛② ❛ ❝*✉❝✐❛❧ *♦❧❡ ✐♥ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②%✐%

♦❢ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥" ❛❧❣♦*✐"❤♠%✳ ■♥ ♦*❞❡* "♦ ❛♥%✇❡* "❤❡ K✉❡%"✐♦♥ ✐❢ ✐" ✐% ♣♦%%✐❜❧❡

"♦ ✐♥❝*❡❛%❡ "❤❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ %♣❡❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♥%❡♥%✉% ❛❧❣♦*✐"❤♠%✱ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ♣*❡%❡♥"% ♦✉*

❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥ "♦ "❤✐% "♦♣✐❝ ❜② %❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ♠❡♠♦*② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦*♣♦*❛"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❝♦♥"*♦❧❧❡*%✳

✶✷✷
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✹✳✶ ❈♦♥&❡①& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✷ *+♦❜❧❡♠ /&❛&❡♠❡♥& ❛♥❞ ♣+❡❧✐♠✐♥❛+✐❡/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✳✷✳✶ ❙②&'❡♠ ❞❡&❝,✐♣'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✳✷✳✷ ❉❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ❢✉♥❝'✐♦♥& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✸ ❉✐/♣❡+/✐♦♥ ❛❧❣♦+✐&❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✳✸✳✶ ❈♦♥',♦❧❧❡, ❞❡&✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✳✸✳✷ ❙'❛❜✐❧✐'② ❛♥❛❧②&✐& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✹✳✹ ❈♦♠♣❛❝&♥❡// ❝♦♥&+♦❧❧❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✹✳✹✳✶ ❈♦♥',♦❧❧❡, ❞❡&✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✹✳✹✳✷ ❙'❛❜✐❧✐'② ❛♥❛❧②&✐& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✹✳✹✳✸ ■♠♣,♦✈❡❞ ❝♦♥',♦❧❧❡, ✇✐'❤ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✹✳✺ ❙❡=✉❡♥&✐❛❧ ❝♦♥&+♦❧❧❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✹✳✺✳✶ ❈♦♥',♦❧❧❡, ❞❡&✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
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❛❣❡♥" %②%"❡♠ "♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ "❛(❣❡"✲❝❛♣"✉(✐♥❣ "❛%❦ ✐♥ ✸✲❉ %♣❛❝❡✱ ❛♠♦♥❣ %❡✈❡(❛❧ ♦"❤❡(

✇♦(❦% ❬✸✻✱ ✷✺✻❪✳

✶✷✻



✹✳✶ ❈♦♥&❡①&

Leader Followers

✭❛✮

Virtual Structure

✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

GPS

GPS

✭❣✮ ✭❤✮

Target

✭✐✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✿ ■❧❧✉,-$❛-✐♦♥ ♦❢ ,❡✈❡$❛❧ ♠♦-✐♦♥ ❝♦♥-$♦❧ ❛♣♣$♦❛❝❤❡,✿ ✭❛✮ ▲❡❛❞❡$✲❢♦❧❧♦✇❡$ ❛♣✲

♣$♦❛❝❤❀ ✭❜✮ ❱✐$-✉❛❧ ,-$✉❝-✉$❡ ❜❛,❡❞ ❢♦$♠❛-✐♦♥ ❝♦♥-$♦❧❀ ✭❝✮ ❈♦✈❡$❛❣❡❀ ✭❞✮ ❈②❝❧✐❝ ♣✉$,✉✐-❀

✭❡✮ ▼♦-✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣❀ ✭❢✮ ❈♦♦$❞✐♥❛-❡❞ -$❛❥❡❝-♦$② -$❛❝❦✐♥❣❀ ✭❣✮ ●❡♥❡$❛❧✐③❡❞ ❝♦♦$❞✐♥❛-❡,

❜❛,❡❞ ❢♦$♠❛-✐♦♥ ❝♦♥-$♦❧❀ ✭❤✮ ❊①♣❧♦$❛-✐♦♥ -❛,❦❀ ✭✐✮ ❚❛$❣❡- -$❛❝❦✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠✳

▼♦&✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣

❆ -②♣✐❝❛❧ ♠♦-✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ,②,-❡♠ ❢♦$ ❝♦♦$❞✐♥❛-❡❞ ♠♦-✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧-✐♣❧❡ $♦❜♦-, ♠✉,-

❡,,❡♥-✐❛❧❧② ❝♦♥,✐❞❡$ ✈❛$✐♦✉, ❛,♣❡❝-, $❛♥❣✐♥❣ ❢$♦♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $♦❜♦-, ❛♥❞ -❤❡ ❡♥✈✐✲

$♦♥♠❡♥- -♦ -❤❡ ❣❡♥❡$❛-✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣-✐♠❛❧ -$❛❥❡❝-♦$② ❢♦$ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛♥② ,♣❡❝✐✜❝ -❛,❦

✇✐-❤ ♠✉❧-✐♣❧❡ $♦❜♦-, ❬✼✶✱ ✾✸✱ ✶✹✸✱ ✷✼✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥-✐♦♥❛❧ ♠♦-✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ,②,-❡♠,

❝♦♥,✐❞❡$ ❛❧❧ -❤❡,❡ ❛,♣❡❝-, ✐♥ ❛ ,❡T✉❡♥-✐❛❧ ❢❛,❤✐♦♥ ❜② ❞❡✈✐,✐♥❣ ,-$❛-❡❣✐❡, ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥- ♦♥ ✭✐✮ -❤❡ ❣❡♦♠❡-$② ✉,❡❞ ❢♦$ $♦❜♦- ❛♥❞ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥- ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✭✐✐✮ ,❝❤❡♠❡,

✉,❡❞ ❢♦$ ❝♦❧❧✐,✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❬✶✽✺✱ ✹✾❪ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ,-$❛-❡❣✐❡, ❛❞♦♣-❡❞ ❢♦$ ❝♦♦$❞✐♥❛-✐♦♥

❬✶✾✱ ✾✺✱ ✷✾✷❪✳

✶✷✼



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❈♦♦&❞✐♥❛$❡❞ $&❛❥❡❝$♦&② $&❛❝❦✐♥❣

❈♦♦"❞✐♥❛'❡❞ ♣❛'❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐/ ❛ ❝♦♥'"♦❧ /'"❛'❡❣② ✇❤❡"❡ ♠✉❧'✐♣❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡/ ❛"❡ "❡✲

6✉✐"❡❞ '♦ ❢♦❧❧♦✇ ♣"❡✲/♣❡❝✐✜❡❞ /♣❛'✐❛❧ ♣❛'❤/ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❞❡/✐"❡❞ ✐♥'❡"✲✈❡❤✐❝❧❡

❢♦"♠❛'✐♦♥ ♣❛''❡"♥ ✐♥ '✐♠❡ ❬✶✵✹✱ ✶✸✻✱ ✶✸✼✱ ✶✻✹✱ ✷✾✶❪✳

●❡♥❡&❛❧✐③❡❞ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡, ❜❛,❡❞ ❢♦&♠❛$✐♦♥ ❝♦♥$&♦❧

■♥ '❤✐/ /'"❛'❡❣②✱ '❤❡ ❛❣❡♥'✬/ ♣♦/✐'✐♦♥✱ ✐'/ ♦"✐❡♥'❛'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ /❤❛♣❡ ✇✐'❤ "❡/♣❡❝'

'♦ ❛ "❡❢❡"❡♥❝❡ ♣♦✐♥' ✐♥ '❤❡ ❢♦"♠❛'✐♦♥ ❛"❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② '❤❡ ❣❡♥❡"❛❧✐③❡❞ ❝♦♦"❞✐♥❛'❡/✳

❚❤❡/❡ ❝♦♦"❞✐♥❛'❡/ ❝❛♥ ❜❡ ✉/❡❞ '♦ /♣❡❝✐❢② '❤❡ ❢♦"♠❛'✐♦♥ '"❛❥❡❝'♦"✐❡/✳ ❙❡❡ ❬✶✵✽✱ ✷✻✸❪✳

❊①♣❧♦&❛$✐♦♥ $❛,❦

❚❤❡ ♣✉"♣♦/❡ ♦❢ ❡①♣❧♦"❛'✐♦♥ ✐/ '♦ ❝♦❧❧❡❝' ✐♥❢♦"♠❛'✐♦♥ ❜② /❡❛"❝❤✐♥❣ ♦" '"❛✈❡❧✐♥❣

❛"♦✉♥❞ ❛♥ ❛"❡❛ ♦❢ ✐♥'❡"❡/'✳ ▼♦❜✐❧❡ /❡♥/♦" ♥❡'✇♦"❦/ ❛"❡ ♦❢'❡♥ ✉/❡❞ ✐♥ ❡♥✈✐"♦♥✲

♠❡♥'❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥/ /✉❝❤ ❛/ ♦❝❡❛♥ /❛♠♣❧✐♥❣✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ /♣❛❝❡ ❡①♣❧♦"❛'✐♦♥✱ /❡❡

❬✻✼✱ ✽✵✱ ✶✹✺✱ ✷✽✼✱ ✸✶✺❪✳

❚❛&❣❡$ $&❛❝❦✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠

❚❤❡ '❛"❣❡' '"❛❝❦✐♥❣ ♣"♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐/❤❡❞ ❜② ❛ ❣"♦✉♣ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡/

♦" /❡♥/♦"/✳ ■♥ '❤✐/ ❝❛/❡✱ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢♦" '❤❡ ❛❣❡♥'/ ✐/ '♦ ❧♦❝❛'❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ '❤❡

'"❛❥❡❝'♦"② ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ '❛"❣❡'✱ ❛/ ❢♦" /♦✉"❝❡✲/❡❡❦✐♥❣ ♣"♦❜❧❡♠/ ❬✺✻✱ ✺✼✱ ✹✶✱ ✶✼✷❪✳

❚❤❡"❡ ❡①✐/' ♠❛♥② ❞✐✛❡"❡♥' ❛♣♣"♦❛❝❤❡/ '♦ ❞❡❛❧ ✇✐'❤ '❤✐/ '♦♣✐❝ ✐♥ '❤❡ ❧✐'❡"❛'✉"❡✱ '❤❡

"❡❛❞❡" ❝❛♥ "❡❢❡" '♦ ❬✶✻✹❪ ❛♥❞ ❬✷✾✶❪✱ ❛♥❞ '❤❡ "❡❢❡"❡♥❝❡/ '❤❡"❡✐♥✳

❘❡❝❡♥' "♦❜♦'✐❝/ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❛❧/♦ /❤♦✇♥ ❤♦✇ ✐♥'❡"❡/'✐♥❣ ✐' ✐/ '♦ ✐♠♣♦/❡ ❛ ♣❛"'✐❝✲

✉❧❛" ❣❡♦♠❡'"✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉"❛'✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝'✱ '❤❡ ❣❡♦♠❡'"② ❛♥❞ /②♠♠❡'"✐❝ ♣"♦♣"✐❡'✐❡/ ♦❢ '❤❡

❞❡/✐"❡❞ ❝♦♥✜❣✉"❛'✐♦♥ ❛"❡ ❞✐"❡❝'❧② "❡❧❛'❡❞ '♦ ❝♦♥'"♦❧ ❞❡/✐❣♥ ❢♦" ♠♦'✐♦♥ ❝♦♦"❞✐♥❛'✐♦♥ ❬✷✸✽❪✳

❆♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦'❤❡"/✱ ❣❡♦♠❡'"✐❝ ❢♦"♠❛'✐♦♥ ❝♦♥'"♦❧ ✇❛/ '❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ❬✷✵✹✱ ✷✵✵❪✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛"'✐❝✲

✉❧❛" ❝✐"❝✉❧❛" ❢♦"♠❛'✐♦♥/ ✇❡"❡ /'✉❞✐❡❞ ❢♦" ✐♥/'❛♥❝❡ ✐♥ ❬✸✶✱ ✸✺✱ ✶✸✻✱ ✶✹✷✱ ✶✹✺✱ ✶✾✽✱ ✷✹✼✱ ✷✹✽❪✳

❚❤❡ "❡❛❞❡" /❤♦✉❧❞ "❡❢❡" '♦ ❬✷✾✱ ✹✽❪ ❢♦" ❛ /✉"✈❡② ✐♥ ❞✐✛❡"❡♥' /'"❛'❡❣✐❡/ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐'❤ ❢♦"✲

♠❛'✐♦♥ ❝♦♥'"♦❧✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ❝♦❤❡/✐✈❡♥❡//✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❝❤❛"❛❝'❡"✐③❡❞ ❜② ❛ "❡♣✉❧/✐♦♥✴❛''"❛❝'✐♦♥

❢✉♥❝'✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡/ '❤❡ ❛❣❡♥'/ ✐♥ '❤❡ ♥❡'✇♦"❦ ♠❛✐♥'❛✐♥ ❞❡/✐"❡❞ "❡❧❛'✐✈❡ ❞✐/'❛♥❝❡/ ❜❡✲

'✇❡❡♥ ✐'/ ♥❡✐❣❤❜♦"/ ✇❛/ ❛❧/♦ /'✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✾✶✱ ✷✼✾❪✳ ■♥ ♣❛"'✐❝✉❧❛"✱ ❢♦"♠❛'✐♦♥ ❝♦♥'"♦❧ ✈✐❛

❜❡❤❛✈✐♦"✲❜❛/❡❞ ❛♣♣"♦❛❝❤ ❤❛/ ❜❡❡♥ /'✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✼✱ ✹✸❪✱ ❛♥❞ ♦'❤❡" ✇♦"❦/ ❝♦♠❜✐♥❡❞ '❤❡

❜❡❤❛✈✐♦"✲❜❛/❡❞ ❛♣♣"♦❛❝❤ ✇✐'❤ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✜❡❧❞/✱ /❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✽✶✱ ✶✵✸✱ ✶✼✵✱ ✷✶✺❪✳ ❋✉"'❤❡"✲

♠♦"❡✱ /♦♠❡ '❡❝❤♥✐6✉❡/ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❝♦♦♣❡"❛'✐✈❡ /'"❛'❡❣✐❡/ ❬✼✼✱ ✶✻✻✱ ✶✾✶❪ ❤❛✈❡ ❛❧"❡❛❞② ❜❡❡♥

✉/❡❞ ✐♥ ♦"❞❡" '♦ ❣✉❛"❛♥'❡❡ '❤❛' ✈❡❤✐❝❧❡/ ❞♦ ♥♦' ✐♠♣❛❝' ❡❛❝❤ ♦'❤❡"✳

❙❤❛"✐♥❣ /♦♠❡ ♦❢ '❤❡ ♠♦'✐✈❛'✐♦♥/ ♦❢ ♣"❡✈✐♦✉/❧② ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ✇♦"❦/✱ '❤✐/ ❝❤❛♣'❡" ❛❞❞"❡//❡/

'❤❡ ❞❡/✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②/✐/ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦"✐'❤♠ ❢♦" ❝♦♠♣❛❝( ❛❣❡♥( ❞❡♣❧♦②♠❡♥(✳ ❚❤"❡❡ ♣"♦❜❧❡♠/

✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥/✐❞❡"❡❞✿

✐✮ ❍♦✇ '♦ ✐♠♣"♦✈❡ '❤❡ ❝♦✈❡"❛❣❡ "❛'❡ ❢♦" ❛ ❣✐✈❡♥ ✇♦"❦/♣❛❝❡❀

✐✐✮ ❍♦✇ '♦ ❣✉❛"❛♥'❡❡ '❤❛' '✇♦ ❛❣❡♥'/ "❡♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝'❡❞❀

✐✐✐✮ ❍♦✇ '♦ ✐♠♣"♦✈❡ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'② ♣"♦♣❡"'✐❡/ ❢♦" ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐'✐❛❧ ♥❡'✇♦"❦✳

✶✷✽



✹✳✶ ❈♦♥&❡①&

❚❤❡ ✜$%& ❝♦♥&$✐❜✉&✐♦♥ ❝♦$$❡%♣♦♥❞% &♦ ❛♥ ❡①&❡♥%✐♦♥ ♦❢ ❬✼✻❪ ❢♦$ %✇❛$♠% ❞✐%♣❡$%✐♦♥✱ ❜②

❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&② ♠❛✐♥&❡♥❛♥❝❡ ❢♦$❝❡✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥& ✐% ❡>✉✐♣♣❡❞ ✇✐&❤ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❢✉♥❝✲

&✐♦♥% &❤❛& ✇✐❧❧✱ %✐♠✉❧&❛♥❡♦✉%❧②✱ ✐%♦❧❛&❡ ✐& ❢$♦♠ ❛♥② ♦&❤❡$ ❛❣❡♥& ❛♥❞ ✐♠♣♦%❡ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&②✲

♠❛✐♥&❡♥❛♥❝❡✱ ✉%✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥❢♦$♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤♦%❡ ❧♦❝❛&❡❞ ✇✐&❤✐♥ ✐&% %❡♥%✐♥❣ ③♦♥❡ ✭❛ ❝✐$❝✉❧❛$

❛$❡❛ ❛$♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥& ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦$ ❛❧❧ ♥♦❞❡%✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥ ❧✐&❡$❛&✉$❡ %❡✈❡$❛❧

❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥% ♦❢ &❤✐% &②♣❡ ♦❢ ❛❧❣♦$✐&❤♠% ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦✈❡$❛❣❡ ❝♦♥&$♦❧ ❛♥❞ ♦♣&✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥&

♦❢ ❛ ♠✉❧&✐✲$♦❜♦& &❡❛♠ ✐♥ %♠❛❧❧ ❛$❡❛% ❬✻✸✱ ✾✵❪✳ ❚❤♦✉❣❤ ❜❡❛$✐♥❣✲❜❛%❡❞ ❛❧❣♦$✐&❤♠% ✇❡$❡

%♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❛ &$✐❛♥❣✉❧❛$ ❢♦$♠❛&✐♦♥ ✐♥ ❬✾❪✱ ✇❤❡$❡ &❤❡ ❞❡%✐$❡❞ ❢♦$♠❛&✐♦♥ ✐% %♣❡❝✲

✐✜❡❞ ❡♥&✐$❡❧② ❜② &❤❡ ✐♥&❡$♥❛❧ &$✐❛♥❣❧❡ ❛♥❣❧❡%✱ &❤❡ %❡❝♦♥❞ ❝♦♥&$✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❛♣♣$♦❛❝❤

♣$❡%❡♥&❡❞ ✐♥ &❤❡ %❡>✉❡❧ ❝♦♥%✐%&% ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡&❡❧② ❞✐%&$✐❜✉&❡❞ ❛❧❣♦$✐&❤♠ &❤❛& ❛❧❧♦✇% ❧❛$❣❡

%❝❛❧❡ %✇❛$♠ %❡❧❢✲♦$❣❛♥✐③❛&✐♦♥✳ ■♥ ♣❛$&✐❝✉❧❛$✱ &❤✐% ❛♣♣$♦❛❝❤ ❝♦♥%✐❞❡$% ❛ ❞✐$❡❝& ❛♥❣❧❡ ❝♦♥✲

&$♦❧ ✉%✐♥❣ ♦♥❧② $❡❧❛&✐✈❡ ♣♦%✐&✐♦♥%✳ ❚♦ &❤❡ ❜❡%& ♦❢ ♦✉$ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ &❤❡ ❞❡%✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥&$♦❧

❧❛✇ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡%&❛❜❧✐%❤✐♥❣ ❛ %♣❡❝✐✜❝ ❢♦$♠❛&✐♦♥ ❛❝&✐♥❣ ♦♥ ✐♥&❡$✲❛❣❡♥& ❛♥❣❧❡% ❤❛% ♥♦& ❜❡❡♥

❛❞❞$❡%%❡❞ %♦ ❢❛$✳

▼♦&✐✈❛&❡❞ ❜② &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ❢♦$ %✉❝❝❡%%❢✉❧ ♥❡&✇♦$❦ ♦♣❡$❛&✐♦♥%✱ &❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥& %❤♦✉❧❞

$❡%✉❧& ✐♥ ❝♦♥✜❣✉$❛&✐♦♥% &❤❛& ♥♦& ♦♥❧② ♣$♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥& ❝♦✈❡$❛❣❡ ❜✉& ❛❧%♦ %❛&✐%❢②

❝❡$&❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞✴♦$ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥%&$❛✐♥&%✱ ✇❡ ✐♥&❡♥❞ &♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥&❡$✲❛❣❡♥& ❛♥❣❧❡% ✐♥ ♦$❞❡$

&♦ ❛❝❤✐❡✈❡ &❤❡ ♠♦%& ❝♦♠♣❛❝& ❝♦♥✜❣✉$❛&✐♦♥ ♣♦%%✐❜✐❧✐&✐❡%✱ %❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳ ◆♦&❡ &❤❛& &❤❡

♠✐♥✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♥&❡$✲❛❣❡♥& ❛♥❣❧❡% ❝❛♥ ❛❧%♦ ❜❡ %❡❡♥ ❛% ❛ ♠❛①✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦$ ♠❛✐♥&❡♥❛♥❝❡

♦❢ ♥♦❞❡ ❞❡❣$❡❡ ✭&❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦$% ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦$❦✮✳ ❖✉$ ✐♥&❡$❡%& ✐%

%&$❡♥❣&❤❡♥❡❞ ❜② &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ✐♥ %❡✈❡$❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥% ♦❢ %❡♥%♦$ ♥❡&✇♦$❦%✱ &❤❡ ♥♦❞❡ ❞❡❣$❡❡

♣❧❛②% ❛♥ ✐♠♣♦$&❛♥& $♦❧❡✳ ❋♦$ ✐♥%&❛♥❝❡✱ %❡✈❡$❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛&✐♦♥ ❛❧❣♦$✐&❤♠% $❡>✉✐$❡ ❛ ❝❡$&❛✐♥

♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣$❡❡ ❢♦$ &❤❡ ♥♦❞❡% ❬✷✵✽❪✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✐♥ ♦&❤❡$ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥%✱ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣$❡❡ ✐%

$❡>✉✐$❡❞ ❢♦$ &❤❡ %❛❦❡ ♦❢ $❡❞✉♥❞❛♥❝②✳

❙✉♠♠❛$✐③✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ &$② &♦ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ %♦❧✉&✐♦♥ ❢♦$ &❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥& ♦❢ ❛❣❡♥&% ✐♥ ♦$✲

❞❡$ &♦ ❛❝❤✐❡✈❡ &❤❡ ❜❡%& ❝♦✈❡$❛❣❡ $❛&❡ ♣♦%%✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦$ ✐♠♣$♦✈✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&②

♣$♦♣❡$&✐❡%✳ ❚❤✐% ✇♦$❦ &♦♦❦ &✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥%&$❛✐♥&% ✐♥&♦ ❝♦♥%✐❞❡$❛&✐♦♥✿ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉% ❧✐♥✲

❡❛$ %②%&❡♠%✱ ❢♦$ &❤❡ %❛❦❡ ♦❢ %✐♠♣❧✐❝✐&②✱ ❛♥❞ &✐♠❡✲✈❛$②✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ❣$❛♣❤ ❛%%✉♠✐♥❣

Initial Configuration CompactnessDispersion

θ

Inter-agent angleInter-agent distance

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✿ ❖❜❥❡❝&✐✈❡% ♦❢ ❈❤❛♣&❡$ ✹

✶✷✾



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

 ❤❛ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥ ❤❛' ❛ ❧✐♠✐ ❡❞ '❡♥'✐♥❣ ,❛♥❣❡ ✭❛♥❞  ❤❡,❡❢♦,❡  ❤❡ ❣,❛♣❤ ✐' ❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦♥

 ❤❡ ❛❣❡♥ '✬ ♠♦ ✐♦♥✮✳ ❚✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ♣,♦❜❧❡♠' ✇✐❧❧ ❜❡  ,❡❛ ❡❞ '❡♣❛,❛ ❡❧②✿ ❞✐'♣❡,'✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝ ♥❡''✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ' ❛❜✐❧✐ ② ❛♥❛❧②'✐' ❢♦,  ❤❡'❡  ✇♦ ' ,❛ ❡❣✐❡' ✇✐❧❧ ❜❡ ♣,♦✈✐❞❡❞✱

❜✉ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧'♦ ♣,♦♣♦'❡ ❛ '❡=✉❡♥ ✐❛❧ ❝♦♥ ,♦❧ ' ,❛ ❡❣② ❣❛ ❤❡,✐♥❣  ❤❡  ✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ '✳

❚❤❡♦,❡ ✐❝❛❧ ❛,❣✉♠❡♥ ' ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥' '✉♣♣♦, ✐♥❣  ❤❡ ❢❛❝  ❤❛ '✉❝❤ ❛ '②' ❡♠ ❝♦,,❡✲

'♣♦♥❞'  ♦ ❛ ❤②❜,✐❞ '②' ❡♠ ✇✐❧❧ ❛❧'♦ ❜❡ ❞✐'❝✉''❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥ ,♦❧ ' ,❛ ❡❣② ♣,♦♣♦'❡❞ ✐♥  ❤✐'

❝❤❛♣ ❡, ✐' ❛❞❛♣ ✐✈❡✱ '✐♥❝❡ ✐ ❛❞❛♣ '  ♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥ '✱ '❡♥'✐♥❣  ❛'❦ ❛♥❞ ♥❡ ✇♦,❦

 ♦♣♦❧♦❣②✳ ■ ✐' ❛❧'♦ ❞✐' ,✐❜✉ ❡❞✱ ✐♥  ❤❡ '❡♥'❡  ❤❛  ❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦, ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡♣❡♥❞'

♦♥❧② ♦♥  ❤❡ ❧♦❝❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ ' ✐ ❝❛♥ '❡♥'❡ ❛ ❡❛❝❤  ✐♠❡✱ ♦✛❡,✐♥❣ ❛❞✈❛♥ ❛❣❡' ❛' '❝❛❧❛❜✐❧✐ ②

❛♥❞✴♦, ,♦❜✉' ♥❡''✳ ❲❡ ❝♦♥'✐❞❡, ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥' ♦❢ ♥❡ ✇♦,❦ ❞❡♣❧♦②♠❡♥ ✇❤❡,❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛♣

♦, ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢  ❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥ ✐' ✉♥♥❡❝❡''❛,② ♦, ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛❧'♦ ❛''✉♠❡  ❤❛ ♥♦

❣❧♦❜❛❧ ♣♦'✐ ✐♦♥✐♥❣ '②' ❡♠ '✉❝❤ ❛' ●❧♦❜❛❧ D♦'✐ ✐♦♥ ❙②' ❡♠ ✭●D❙✮ ✐' ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞  ❤❛ 

❡❛❝❤ ❝❛❧❝✉❧✉' ✐' ❜❛'❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❢,❛♠❡✇♦,❦'✳

❚❤✐' ✇♦,❦ ✇❛' ❝❛,,✐❡❞ ♦✉ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦,❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤  ❤❡ ❑✉♥❣❧✐❣❛ ❚❡❦♥✐'❦❛ ❍H❣'❦♦❧❛♥

✭❑❚❍✮✱  ❤❡ ❘♦②❛❧ ■♥' ✐ ✉ ❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❙ ♦❝❦❤♦❧♠✱ ❙✇❡❞❡♥✳ ❋✉, ❤❡,♠♦,❡✱ ✐ ✇❛'

❛❧'♦ '✉♣♣♦, ❡❞ ❜② ❛ ■♥ ❡,♥❛ ✐♦♥❛❧ ▼♦❜✐❧✐ ② ●,❛♥ ♦❢ ■♥' ✐ ✉ ◆❛ ✐♦♥❛❧ D♦❧② ❡❝❤♥✐=✉❡ ❞❡

●,❡♥♦❜❧❡ ✭●,❡♥♦❜❧❡ ■◆D✮✳

✹✳✷ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+ ❛♥❞ ♣$❡❧✐♠✐♥❛$✐❡*

■♥  ❤✐' '❡❝ ✐♦♥ ✇❡ ♣,♦✈✐❞❡  ❤❡ ❞❡✜♥✐ ✐♦♥' ❛♥❞  ♦♦❧' ♥❡❝❡''❛,✐❡' ❢♦, ❛ ❞❡❡♣ ✉♥❞❡,' ❛♥❞✲

✐♥❣ ♦❢  ❤❡  ❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ ♦❢  ❤✐'  ❤❡'✐'✳

✹✳✷✳✶ ❙②&'❡♠ ❞❡&❝,✐♣'✐♦♥

❈♦♥'✐❞❡, N ❛❣❡♥ ' ♦♣❡,❛ ✐♥❣ ✐♥  ❤❡ ✇♦,❦'♣❛❝❡ W ⊂ R
2
✳ ❚❤❡ ♠♦ ✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥ 

✐' ❞❡'❝,✐❜❡❞ ❜②  ❤❡ '✐♥❣❧❡ ✐♥ ❡❣,❛ ♦, ❞②♥❛♠✐❝'✿

q̇i = ui, i ∈ N = {1, ..., N}, ✭✹✳✷✳✶✮

✇❤❡,❡ qi ❞❡♥♦ ❡ ❛❣❡♥ i ♣♦'✐ ✐♦♥✱ q = [q1, ..., qN ]
T

,❡♣,❡'❡♥ '  ❤❡ ❛❣❡♥ ' ❝♦♥✜❣✉,❛ ✐♦♥✱ ❛♥❞

ui ❞❡♥♦ ❡'  ❤❡ ❝♦♥ ,♦❧ ✐♥♣✉ ❢♦, ❡❛❝❤ ❛❣❡♥ ✳ ❙✐♥❝❡  ❤✐' ❝❤❛♣ ❡, ✐' ♠♦ ✐✈❛ ❡❞ ❜② ♠♦ ✐♦♥

❝♦♥ ,♦❧ ✐♥ ❛ ❝❛, ❡'✐❛♥ ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡, qi = [xi, yi]
T ∈ R

2
'✉❝❤  ❤❛ xi ❛♥❞ yi ,❡♣,❡'❡♥ 

 ❤❡ ❞②♥❛♠✐❝' ♦❢ qi ♦♥  ❤❡ ①✲❛①✐' ❛♥❞ ②✲❛①✐'✱ ,❡'♣❡❝ ✐✈❡❧②✳

❉❡✜♥❡ ♥♦✇  ❤❡ ✈❡❝ ♦, ❝♦♥♥❡❝ ✐♥❣ ❛♥②  ✇♦ ❛❣❡♥ ' (i, j) ❛'✿

qij = qj − qi,

❛♥❞ βij ❞❡♥♦ ✐♥❣  ❤❡ '=✉❛,❡❞ ❞✐' ❛♥❝❡ ❜❡ ✇❡❡♥  ✇♦ ❛❣❡♥ ' ❛' ❢♦❧❧♦✇'✿

βij = ‖qj − qi‖2, ∀ i, j ∈ N .

✶✸✵



✹✳✷ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+ ❛♥❞ ♣$❡❧✐♠✐♥❛$✐❡*

γij

βijd21

(d1 − η)2 (d1 + η)2

ψij
d1

Agent i
d22

ψhij
d1

d2

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ 0❡/✉♣ ❛♥❞ ♣♦/❡♥/✐❛❧ ❢✉♥❝/✐♦♥0

❚❤$♦✉❣❤♦✉/ /❤✐0 ❝❤❛♣/❡$✱ ✇❡ ❞❡♥♦/❡ ❢♦$ i ∈ N ❛♥❞ r > 0✿

Ni,r(t) =
{

j ∈ N\{i}| βij < r2
}

,

❛0 /❤❡ 0✉❜0❡/ ♦❢ N ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦$0 ♦❢ ❛❣❡♥/ i✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ♥♦❞❡0 /❤❛/ ❛❣❡♥/ i ❝❛♥ 0❡♥0❡

✇✐/❤✐♥ ❛ $❛❞✐✉0 r ❛/ /✐♠❡ t✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ |Ni,r| ❞❡♥♦/❡0 /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦$0 ♦❢ ❛❣❡♥/ i✳
❉❡✜♥❡ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥/ i ❛ r✲♣$♦①✐♠✐/② ❣$❛♣❤ 0✉❝❤ ❛0✿

Pi,r(t) = (Ni,r(t),Υi(t)) ,

✇❤❡$❡ Υi(t) ⊆ Ni,r(t) × Ni,r(t) ✐0 /❤❡ 0❡/ ♦❢ ❡❞❣❡0 ❝♦♥♥❡❝/✐♥❣ ❛❣❡♥/ i /♦ ❛❧❧ j ∈ Ni,r ❛/

/✐♠❡ t✱ ❛♥❞ Ni,r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❢♦$❡✳

■♥ /❤❡ 0❡B✉❡❧✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥/ ✐0 0✉♣♣♦0❡❞ /♦ ❤❛✈❡ /✇♦ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣ 0❡♥0✐♥❣ $❛❞✐✐✱ ❛0 0❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✐/ ✐0 ❛00✉♠❡❞ /❤❛/ d1 < d2 0❛/✐0❢②✐♥❣✿

d1 = ξd2,

✇❤❡$❡ 0 < ξ < 1✳ ◆♦/❡ /❤❛/ 1/ξ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛0 /❤❡ 0❛❢❡/② ❢❛❝/♦$✱ ❜❡❝❛✉0❡ /❤❡ ❧❛$❣❡$

✐/0 ✈❛❧✉❡✱ /❤❡ 0♠❛❧❧❡$ /❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐/② ♦❢ ❧♦0✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐0✳ ❆ ♣❡$/✐♥❡♥/ B✉❡0/✐♦♥ /♦ ❜❡

❛0❦❡❞ ✐0 ✇❤② /✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ $❛❞✐✐ ❛$❡ ✉0❡❞✳ ■♥ ❢❛❝/✱ /❤❡ ✉0❡ ♦❢ /✇♦ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ $❛❞✐✐ ✐0 0/$✐❝/❧② $❡❧❛/❡❞ /♦ /❤❡ ♣$♦❜❧❡♠0 /$❡❛/❡❞ ✐♥ /❤✐0 /❤❡0✐0✳ ❆0 ♠❡♥✲

/✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦$❡✱ ♦✉$ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ✐0 /♦ ♣$♦♣♦0❡ ❝♦♥/$♦❧ ❧❛✇0 /❤❛/ ✭✐✮ 0❡♣❛$❛/❡ ❛❣❡♥/0 ✇✐/❤♦✉/

❧♦0✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝/ ❞❡♣❧♦②♠❡♥/ ❜② ❝♦♥/$♦❧❧✐♥❣ ✐♥/❡$✲❛❣❡♥/

❛♥❣❧❡0✳ ■♥ ♦$❞❡$ /♦ 0✐♠♣❧✐❢② /❤❡ ❝♦♥/$♦❧ 0/$❛/❡❣②✱ ✇❡ /❤❡$❡❢♦$❡ ❝♦♥0✐❞❡$ /✇♦ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣

$❛❞✐✐✳ ❚❤❡ 0♠❛❧❧❡$ ♦♥❡ ❜♦✉♥❞0 /❤❡ ❛$❡❛ ✇❤❡$❡✐♥ /❤❡ ✐♥/❡$✲❛❣❡♥/ ❞✐0/❛♥❝❡0 ❛$❡ ❝♦♥/$♦❧❧❡❞✱

✇❤✐❧❡ d2✲♣$♦①✐♠✐/② ❣$❛♣❤0 ❛$❡ ✉0❡❞ /♦ ❡0/❛❜❧✐0❤ ❛ 0♠❛❧❧❡$ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡$❡✐♥ ✇❡ ❝♦♥/$♦❧

/❤❡ ✐♥/❡$✲❛❣❡♥/ ❛♥❣❧❡0✳ ❋♦$ 0❛❦❡ ♦$ ❝❧❡❛$♥❡00✱ ❛♥ ✐❧❧✉0/$❛/✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥/❡$✲❛❣❡♥/ ❛♥❣❧❡ ✐0

♣$♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳

❚❤$♦✉❣❤♦✉/ /❤✐0 ❝❤❛♣/❡$✱ ✇❡ ♣❛$/✐❝✉❧❛$❧② ❝♦♥0✐❞❡$ 0✉❜✲❣$❛♣❤0 ♦❢ /❤$❡❡ ❛❣❡♥/0 ✇✐/❤

0♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛$❛❝/❡$✐0/✐❝0✳ ❚❤✉0✱ ✇❡ ✐♥/$♦❞✉❝❡ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐/✐♦♥0✳

✶✸✶



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✹✳✶✳ ❆ !"✐♣❧❡! (i, j, k) ∈ N 3
✐' ❛ ❚!✐❛♥❣❧❡ ✐❢ i, j, k ❛"❡ ❛❧❧ ❞✐'!✐♥❝! ❛♥❞

i, k ∈ Nj,d2 , i /∈ Nk,d2 .

❚❤✉*✱ ❛ ❚!✐❛♥❣❧❡ ✐* ❛ ❝♦♥♥❡❝.❡❞ ❣!❛♣❤✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱ .❤❡ ❝❡♥.!❛❧ ✈❡!.❡① ❝❛♥ *❡♥*❡ .❤❡

♦.❤❡! .✇♦ ❛❣❡♥.*✱ ✇❤✐❧❡ .❤❡ ♦.❤❡! .✇♦ ❝❛♥ ♦♥❧② *❡♥*❡ .❤❡ ❝❡♥.!❛❧ ❛❣❡♥.✳ ◆♦.❡ .❤❛.✱ ✐♥

.❡!♠* ♦❢ ♥♦.❛.✐♦♥✱ .❤❡ ♦!❞❡! ♦❢ ❛❣❡♥.* ♠❛..❡!*✳ ❚❤✐* ♠❡❛♥* .❤❛.✱ ✇❤❡♥ ❚!✐❛♥❣❧❡* ❛!❡

❞✐*❝✉**❡❞✱ ❛ .!✐♣❧❡. (i, j, k) ✐* ❝❡♥.❡!❡❞ ❛. j✳

❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✹✳✷✳ ❆ !"✐♣❧❡! (i, j, k) ∈ N 3
✐' ❛ ❈♦♠♣❛❝. ❚!✐❛♥❣❧❡ ✐❢ i, j, k ❛"❡ ❛❧❧ ❞✐'!✐♥❝!

❛♥❞

i, k ∈ Nj,d2 , i ∈ Nk,d2 .

❚❤❡♥✱ ✐. ❢♦❧❧♦✇* .❤❛. ❛ ❈♦♠♣❛❝. ❚!✐❛♥❣❧❡ ✐* ❛ .❤!❡❡ ♥♦❞❡* ❝♦♠♣❧❡.❡ ❣!❛♣❤✳ ❆❧*♦

.❤!♦✉❣❤♦✉. .❤✐* ❝❤❛♣.❡!✱ ❢♦! ❡❛❝❤ ❚!✐❛♥❣❧❡ (i, j, k)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢.❡♥ ✉*❡ .❤❡ .❡!♠ ✧✐♥.❡!✲❛❣❡♥.

❛♥❣❧❡✧✱ ✐❧❧✉*.!❛.❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✹✳✸✱ .♦ ✐♥❞✐❝❛.❡ .❤❡ ❛♥❣❧❡ ❢♦!♠❡❞ ❜② .❤❡*❡ .❤!❡❡ ❛❣❡♥.* *✉❝❤

.❤❛.✿

θijk = arccos
(

<qji,qjk>

‖qij‖·‖qjk‖

)

. ✭✹✳✷✳✷✮

❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥❣❧❡*✱ ✇❡ ✐♥.❡♥❞ .♦ ❛♣♣❧② .♦ ❡❛❝❤ .!✐❛♥❣❧❡ ❢♦!♠❡❞ ♦❢ .❤!❡❡ ❛❣❡♥.*✱ ❛

❢♦!❝❡ ♣!♦♣♦!.✐♦♥❛❧ .♦ .❤❡ ❞✐✛❡!❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ .❤❡ !❡❢❡!❡♥❝❡✳ ❚❤✐*

❢♦!❝❡ ❧✐❡* ❞♦✇♥ ♦♥ ❛ ♣❡!♣❡♥❞✐❝✉❧❛! ❞✐!❡❝.✐♦♥ ♦❢ qij✱ ❞❡♥♦.❡❞ q⊥ij ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✐♥.❡♥❞ .♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♠♣❛❝. ❢♦!♠❛.✐♦♥* ❝♦♠♣♦*❡❞ ♦❢ ❡I✉✐❧❛.❡!❛❧ .!✐❛♥❣❧❡*✱ .❤✐* ✐♥❤❡!❡♥.❧② ♠❡❛♥* ✇❡

❛!❡ ❛✐♠✐♥❣ ❢♦! ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ .♦ ❜❡ ❡I✉❛❧ .♦

π
3
✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ .❤✐* ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ .❛❦❡♥ ❛* !❡❢❡!❡♥❝❡✳

■♥ .❤✐* ❝❤❛♣.❡!✱ ✇❡ ❛!❡ ❣♦✐♥❣ .♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❞✐*♣❡!*✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝.♥❡** ❝♦♥.!♦❧ ❧❛✇*✱

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ *❡I✉❡♥.✐❛❧ ❝♦♥.!♦❧❧❡!✳ ❋♦! .❤❡ ❞✐*♣❡!*✐♦♥ ❛❧❣♦!✐.❤♠✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

.❤❡ *❡. ♦❢ ❢❡❛*✐❜❧❡ ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥❞✐.✐♦♥*✿

I(d1) =
{

q ∈ W | ∀i ∈ N , j ∈ Ni,d2 , βij ∈ ]0, d21]
}

,

❛♥❞ .❤❡ *❡. ♦❢ ❞❡*✐!❡❞ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉!❛.✐♦♥* ❛*✿

F(d1, η) =
{

q ∈ W | ∀i ∈ N , j ∈ Ni,d2 , (d1 − η)2 < βij < (d1 + η)2
}

.

❉❡✜♥❡ .❤❡ *❡. ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉!❛.✐♦♥* ✇❤❡!❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥. ❤❛* ❛. ♠♦*. ∆ ♥❡✐❣❤❜♦!*

✐♥ d2✲♣!♦①✐♠✐.② ❣!❛♣❤ ❛*✿

D(d2,∆) = {q ∈ W | ∀i ∈ N , |Ni,d2 | ≤ ∆} .

◆♦.❡ .❤❛. ∆ ✐* ❛ ♣♦*✐.✐✈❡ ✐♥.❡❣❡! ✈❛❧✉❡ .♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❉❡✜♥❡ ♥♦✇✿

E(d1) =
{

q ∈ W | ❢♦! ❛❧❧ ❚"✐❛♥❣❧❡' (i, j, k), βij = βjk = d21
}

,

✶✸✷



✹✳✷ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+ ❛♥❞ ♣$❡❧✐♠✐♥❛$✐❡*

❛! "❤❡ !❡" ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ "❤❡ ❝♦♥✜❣✉.❛"✐♦♥! ✇❤❡.❡ ❛❧❧ ❚.✐❛♥❣❧❡! ❤❛✈❡ "✇♦ ❡2✉❛❧ ❡❞❣❡! ♦❢ ❧❡♥❣"❤

d1✳ ❚❤✉!✱ ❢♦. "❤❡ ❝♦♠♣❛❝"♥❡!! ❝♦♥".♦❧ !".❛"❡❣②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ !❡" ♦❢ ❢❡❛!✐❜❧❡ ✐♥✐"✐❛❧

❝♦♥❞✐"✐♦♥! ❛!✿

F ′(d1, d2) = D(d2, 2) ∩ E(d1).

❚❤✐! ♠❡❛♥! "❤❛" ✇❡ ❛!!✉♠❡ ❢♦.♠❛"✐♦♥! ✇❤❡.❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥" ❤❛! ❛" ♠♦!" "✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦.!

❛♥❞ ✇❤❡.❡ "❤❡ ❧❡♥❣"❤ ♦❢ "❤❡ ❡①✐!"✐♥❣ ❡❞❣❡! ✐! ❝♦♥!"❛♥" ❛♥❞ ❡2✉❛❧ "♦ d1✳ ■" ✐! ✐♠♣♦."❛♥"

"♦ ♣♦✐♥" ♦✉" "❤❛" "❤✐! ❛!!✉♠♣"✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡!✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦"❤❡.!✱ "❤❡ .✐♥❣ ❢♦.♠❛"✐♦♥✳

▼♦.❡ ♣.❡❝✐!❡❧②✱ "❤✐! ♣❛."✐❝✉❧❛. ❝♦♥✜❣✉.❛"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ .❡♣.❡!❡♥"❡❞ ❜② ❛ ❣.❛♣❤ ✇❤❡.❡ ❡❛❝❤

❛❣❡♥" ❤❛! ❡①❛❝"❧② "✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦.!✳ ❈♦♥!❡2✉❡♥"❧②✱ ✐" ❢♦❧❧♦✇! ❢.♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡".✐❝❛❧ ♣♦✐♥" ♦❢

✈✐❡✇ "❤❛" "❤❡ ❝♦♥".♦❧ !".❛"❡❣② ♣.❡!❡♥"❡❞ ✐♥ "❤✐! ❛."✐❝❧❡ ✐! ♥♦" !✉✐"❡❞ ❢♦. !✉❝❤ ❛ ♣.♦❜❧❡♠✳

■♥ ♣❛."✐❝✉❧❛.✱ ❞✉❡ "♦ "❤❡ ♣❡.❢❡❝" ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❢♦.❝❡! ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥"✱ ❛♥ ✐♥"❡.✲❛❣❡♥"

❛♥❣❧❡ ❜❛!❡❞ ❝♦♥".♦❧❧❡. ✐! ✉♥❛❜❧❡ "♦ !♦❧✈❡ "❤❡ ❝♦♠♣❛❝" ❢♦.♠❛"✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡✱ "❤✐!

!♣❡❝✐❛❧ ❢♦.♠❛"✐♦♥ ✐! ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢.♦♠ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐!❝✉!!✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ "❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ✐! "♦ ❛❝❤✐❡✈❡ "❤❡ ♠♦!" ❝♦♠♣❛❝" ❝♦♥✜❣✉.❛"✐♦♥ ♣♦!!✐❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥

❞❡✜♥❡ ❛ !❡" ♦❢ ❞❡!✐.❡❞ ❝♦♥✜❣✉.❛"✐♦♥! !✉❝❤ "❤❛"✿

G(d1, d2) =
{

q ∈ W |∀j ∈ N , ∃(i, k) ∈ N 2
j,d2

!"✳ βij = βjk = βki = d21
}

.

❆! ❛ ❝♦♥!❡2✉❡♥❝❡✱ "❤✐! ".✐♣❧❡" (i, j, k) ✐! ❛ ❈♦♠♣❛❝& ❚(✐❛♥❣❧❡✳

✹✳✷✳✷ ❉❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❢✉♥❝(✐♦♥1

❋.♦♠ "❤❡ ❝♦♥".♦❧ "❤❡♦.② ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❝♦❤❡!✐✈❡♥❡!! ✐! ❝❤❛.❛❝"❡.✐③❡❞ ❜② ❛ .❡♣✉❧✲

!✐♦♥✴❛"".❛❝"✐♦♥ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡! "❤❡ ❛❣❡♥"! ✐♥ "❤❡ ♥❡"✇♦.❦ ♠❛✐♥"❛✐♥ ❞❡!✐.❡❞ .❡❧❛"✐✈❡

❞✐!"❛♥❝❡! ❜❡"✇❡❡♥ ✐"! ♥❡✐❣❤❜♦.!✱ !❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✶✾✶✱ ✷✼✾❪✳ ■♥ ♣❛."✐❝✉❧❛.✱ ❢♦.♠❛"✐♦♥ ❝♦♥".♦❧ ✈✐❛

❜❡❤❛✈✐♦.✲❜❛!❡❞ ❛♣♣.♦❛❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ !"✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✼✱ ✹✸❪✱ ❛♥❞ ♦"❤❡.! ✇♦.❦! ❝♦♠❜✐♥❡❞ "❤❡

❜❡❤❛✈✐♦.✲❜❛!❡❞ ❛♣♣.♦❛❝❤ ✇✐"❤ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ✜❡❧❞! ❛! ✐♥✱ ❢♦. ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✽✶✱ ✶✵✸✱ ✶✼✵✱ ✷✶✺❪✳

▼♦.❡ ♣.❡❝✐!❡❧②✱ ✐♥ ❬✷✶✺❪ ❣.♦✉♣ ❢♦.♠❛"✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦. ✐! ❜❛!❡❞ ♦♥ !♦❝✐❛❧ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ✜❡❧❞! ❛♥❞

❛."✐✜❝✐❛❧ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ".❡♥❝❤❡! ❛.❡ ✉!❡❞ "♦ .❡♣.❡!❡♥" "❤❡ ❢♦.♠❛"✐♦♥ ".❛❥❡❝"♦.② ♦❢ "❤❡ ❣.♦✉♣

✐♥ ❬✶✵✸❪✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ !♦♠❡ "❡❝❤♥✐2✉❡! ❜❛!❡❞ ♦♥ ❝♦♦♣❡.❛"✐✈❡ !".❛"❡❣✐❡! ❤❛✈❡ ❛❧.❡❛❞② ❜❡❡♥

✉!❡❞ ✐♥ ♦.❞❡. "♦ ❣✉❛.❛♥"❡❡ "❤❛" ✈❡❤✐❝❧❡! ❞♦ ♥♦" ✐♠♣❛❝" ❡❛❝❤ ♦"❤❡. ❬✼✼✱ ✶✻✻✱ ✶✾✶❪✳ ❋♦.

✐♥!"❛♥❝❡✱ "❤❡ ❛✉"❤♦.! ♦❢ ❬✶✼✵❪ ❛♣♣❧② "❤✐! ♠❡"❤♦❞ "♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛. ❞②♥❛♠✐❝ !②!"❡♠ ❢♦. ♦❜✲

!"❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ".❛❥❡❝"♦.② ❣❡♥❡.❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ .❡❛❞❡. !❤♦✉❧❞ .❡❢❡. "♦ ❬✹✽❪ ❢♦. ❛ !✉.✈❡②

✐♥ ❞✐✛❡.❡♥" !".❛"❡❣✐❡! ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐"❤ ❢♦.♠❛"✐♦♥ ❝♦♥".♦❧✳

❖✉. ❞❡♣❧♦②♠❡♥" ❛❧❣♦.✐"❤♠ ✐! ❜❛!❡❞ ♦♥ ❛."✐✜❝✐❛❧ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ✜❡❧❞!✳ ■♥ "❤❡ !❡2✉❡❧✱ ❛

!♣❡❝✐❛❧ ❛""❡♥"✐♦♥ ✐! ♣❛✐❞ "♦ "❤❡ ✐♥✈❡.!❡ ❛❣.❡❡♠❡♥" ♣.♦"♦❝♦❧! ♣.❡!❡♥"❡❞ ✐♥ ❬✼✻❪✱ ❛♠♦♥❣

♠❛♥② ♦"❤❡. ✇♦.❦! ✐♥ "❤✐! ✜❡❧❞✳ ■♥ ❬✼✻❪✱ ❛✉"❤♦.! !❤♦✇❡❞ "❤❛" "❤❡ ❝❧♦!❡❞ ❧♦♦♣ !②!"❡♠

.❡❛❝❤❡! ❛ ❝♦♥✜❣✉.❛"✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ "❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐!"❛♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐. ♦❢ ❛❣❡♥"! ✐!

❧❛.❣❡. "❤❛♥ ❛ !♣❡❝✐✜❝ ❧♦✇❡. ❜♦✉♥❞✳ ▼♦.❡♦✈❡.✱ ✐" ✇❛! ♣.♦✈❡♥ ❬✼✻❪ "❤❛" "❤✐! ❧♦✇❡. ❜♦✉♥❞

✶✸✸



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❝♦✐♥❝✐❞❡& ✇✐(❤ (❤❡ ❛❣❡♥(&✬ &❡♥&✐♥❣ -❛❞✐✉&✳ ❇❛&❡❞ ♦♥ (❤✐&✱ ♦✉- ❝♦♥(-✐❜✉(✐♦♥ ❝♦♥&✐&(& ♦♥ ❛♥

❡①(❡♥&✐♦♥ ♦❢ (❤✐& ✇♦-❦ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(② ♠❛✐♥(❡♥❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥(✳ ■♥ ❋✐❣✉-❡ ✹✳✹✱

✇❡ ❝❛♥ &❡❡ (❤❡ (✇♦ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❢✉♥❝(✐♦♥&✱ γij ❛♥❞ ψij ∈ C([0,+∞))✱ ✇❤♦&❡ ❛-❣✉♠❡♥( ✐& βij
✭❞❡✜♥❡❞ ❜❡❢♦-❡✮✳

❚❤❡&❡ (✇♦ ❢✉♥❝(✐♦♥& ❛-❡ ❞❡&✐❣♥❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ ❦❡② ❢❡❛(✉-❡& ❞❡&❝-✐❜❡❞ ❢♦- ❛❧❧ i, j ∈ N ❛♥❞

i 6= j ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ γij ❢♦. ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❞✐0%✐♥❝% ❛❣❡♥%0 (i, j) ∈ N 2
✿

• γij ✐& ❛ ❞❡❝-❡❛&✐♥❣ ❢✉♥❝(✐♦♥✱ (✇✐❝❡ ❝♦♥(✐♥✉♦✉&❧② ❞✐✛❡-❡♥(✐❛❜❧❡❀

• γij (❡♥❞& (♦ +∞ ✇❤❡♥ βij (❡♥❞& (♦ ③❡-♦❀

• ∂γij
∂βij

= 0 ✐❢ βij ≥ d21✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ψij ❢♦. ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❞✐0%✐♥❝% ❛❣❡♥%0 (i, j) ∈ N 2
✿

• ψij (❡♥❞& (♦ ∞ ✇❤❡♥ βij (❡♥❞& (♦ (d1 ± η)2❀

• ψij = γij ❛♥❞

∂γij
∂βij

= 0 ✐❢ βij = d21✳

✇❤❡-❡ η ✐& ❛ ♣♦&✐(✐✈❡ &❝❛❧❛- ❞❡✜♥✐♥❣ (❤❡ &✐③❡ ♦❢ (❤❡ ❞❡&✐-❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞ ❢♦- ❝♦♥✲

♥❡❝(✐✈✐(② ♠❛✐♥(❡♥❛♥❝❡✳

❯&✐♥❣ (❤✐& ❢-❛♠❡✇♦-❦✱ ♦♥❡ ❤❛& ♥♦( (❛❦❡♥ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❣-❛♣❤&✱ ✇❤❡-❡ ♥❡✇

❡❞❣❡& ❛-❡ ❛❞❞❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ (✇♦ ❛❣❡♥(& ❝♦♠❡ ❝❧♦&❡ ❡♥♦✉❣❤ (♦ &❡♥&❡ ❡❛❝❤ ♦(❤❡- ❜✉( ❞✐❞ ♥♦(

❢♦-♠ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡❢♦-❡✳ ❚❤✐& &❝❡♥❛-✐♦ &❤♦✉❧❞ ❛❧&♦ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡-❡❞ ❤❡-❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐( ✐& ♣♦&&✐❜❧❡

(❤❛(✱ ❛& ❛ ❝♦♥&❡H✉❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ &❡❝♦♥❞ &(❛❣❡✱ ❛❣❡♥(& ✇✐❧❧ ❣❡( ♥❡✇ ♥❡✐❣❤❜♦-& ❛& (✐♠❡ ❡✈♦❧✈❡&✳

❉❡✜♥❡✿

N h
i,d1+η

=
{

j ∈ N\{i}, βij < (d1 + η)2, β̇ij < 0
}

,

❛& (❤❡ &✉❜&❡( ♦❢ (❤❡ &❡♥&✐♥❣ ③♦♥❡ ♦❢ ❛❣❡♥( i ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ❛❣❡♥(& (❤❛( ❢♦-♠ ❛ ♥❡✇ ❡❞❣❡

✇✐(❤ ❛❣❡♥( i✳ ■♥ ♦-❞❡- (♦ ❡♥&✉-❡ ❛ &♠♦♦(❤ (-❛♥&✐(✐♦♥ (♦ ψij✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ψhij &✉❝❤ (❤❛(✿

❆❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❢❡❛%✉.❡0 ♦❢ %❤❡ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ψhij✿

• ψhij ✐& ❞✐✛❡-❡♥(✐❛❜❧❡ ❡✈❡-②✇❤❡-❡❀

• ψhij = ψij ❛♥❞

∂ψh
ij

∂βij
=

∂ψij

∂βij
✇❤❡♥ βij ≤ d21❀

• ψhij ✐& &(-✐❝(❧② ✐♥❝-❡❛&✐♥❣ ✇❤❡♥ d21 < βij < (d1 + η)2❀

• ψhij ✐& ❝♦♥&(❛♥( ✇❤❡♥ βij > (d1 + η)2✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥(-♦❞✉❝❡❞ ❤❡-❡ (❤❡ ❝♦♥&✐❞❡-❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛& ✇❡❧❧ ❛& (❤❡ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ✜❡❧❞& ♥❡❡❞❡❞

❢♦- (❤❡ ❞❡&✐❣♥ ♦❢ (❤❡ ❞✐&♣❡-&✐♦♥ ❝♦♥(-♦❧❧❡-✳ ❚❤✐& ❛❧❣♦-✐(❤♠ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ (-❡❛(❡❞ ✐♥ (❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❡❝(✐♦♥✳

✶✸✹



✹✳✸ ❉✐%♣❡(%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐.❤♠

✹✳✸ ❉✐%♣❡(%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐.❤♠

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ♣,❡%❡♥" ❛ ❝♦♥",♦❧❧❡, ❢♦, ❛❣❡♥"%✬ ❞✐%♣❡,%✐♦♥ ✇✐"❤ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"② ♠❛✐♥✲

"❡♥❛♥❝❡ ❜❛%❡❞ ♦♥ "❤❡ ♣♦"❡♥"✐❛❧ ✜❡❧❞% ❞❡%❝,✐❜❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣,❡✈✐♦✉% %❡❝"✐♦♥✳ ❋♦, ❛ %❡" ♦❢ "✇♦

❛❣❡♥"% (i, j)✱ "❤❡ ❞✐%♣❡,%✐♦♥ ❝♦♥",♦❧❧❡,✬% ♣,✐♥❝✐♣❧❡ ✐% ✐❧❧✉%",❛"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ❢♦,❝❡%

❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ "❤❡ ❞✐,❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝"✐♥❣ ❜♦"❤ ❛❣❡♥"% ❛,❡ ,❡♣,❡%❡♥"❡❞ ❜② "❤❡ ♦,❛♥❣❡

❛,,♦✇%✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ "❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ,❡❞ ❧✐♥❡% ,❡♣,❡%❡♥" "❤❡ d1 ❛♥❞ d2✱ $❡&♣❡❝)✐✈❡❧②✳

qi(0)
qj

qi

qj(0)

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺✿ ❉✐&♣❡$&✐♦♥ ❝♦♥)$♦❧❧❡$✬& ♣$✐♥❝✐♣❧❡

✹✳✸✳✶ ❈♦♥'(♦❧❧❡( ❞❡,✐❣♥

❈♦♥&✐❞❡$ ❛ &❡) ♦❢ N ❛❣❡♥)& ✭✹✳✷✳✶✮✳ ■♥ )❤✐& &❡❝)✐♦♥ ✇❡ ♣$❡&❡♥) ❛ ❝♦♥)$♦❧❧❡$ ❞❡&✐❣♥❡❞

❢♦$ ❉✐"♣❡%"✐♦♥✱ ❞❡♥♦)❡❞ u1✳ ❋♦$ ❡❛❝❤ ♣❛✐$ ♦❢ ❛❣❡♥)& (i, j) ✐♥✐)✐❛❧❧② ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥✱

γij ✐& ❛❝)✐✈❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ )❤❛) ❛❣❡♥)& ❛✐♠ ❛) ❞✐&♣❡$&✐♥❣ ❢$♦♠ ❡❛❝❤ ♦)❤❡$✳ ❉❡&✐❣♥❡❞ )♦ ❦❡❡♣

❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)②✱ ψij ❜❡❝♦♠❡& ❛❝)✐✈❡ ❛) t∗ij ✭❈♦♥✜♥❡♠❡♥+ ✮✱ ✇✐)❤✿

t∗ij = ♠✐♥i∈N , j∈Ni,d1
{t| βij(0) < d21, βij(t

∗
ij) = d21}.

❚❤✐& ♠❡❛♥& )❤❛) t∗ij $❡♣$❡&❡♥)& )❤❡ ✐♥&)❛♥) ❢♦$ ✇❤✐❝❤ )❤❡ ❞✐&)❛♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )✇♦ ❛❣❡♥)& i

❛♥❞ j✱ ✐♥✐)✐❛❧❧② ❝❧♦&❡$ )❤❛♥ d1 ❛♥❞ &✉❝❤ )❤❛) β̇ij > 0✱ $❡❛❝❤❡& )❤❡ )❤$❡&❤♦❧❞ ❞✐&)❛♥❝❡ d1
❢♦$ )❤❡ ✜$&) )✐♠❡✳ ❈♦♥&❡F✉❡♥)❧②✱ )❤❡ ✐♥&)❛♥) ❢♦$ ✇❤✐❝❤ )❤❡ ❧❡♥❣)❤ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ✇✐)❤✐♥ )❤❡

♦✈❡$ ❛❧❧ ♥❡)✇♦$❦ $❡❛❝❤❡& )❤❡ )❤$❡&❤♦❧❞ ❞✐&)❛♥❝❡ d1✱ ❢♦$ )❤❡ ✜$&) )✐♠❡✱ ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛&✿

t∗a = ♠✐♥{t| βij(0) < d21, βij(t
∗
ij) = d21, ∀i ∈ N , j ∈ Ni,d1}.

■♥ ♦)❤❡$ ✇♦$❞&✱ &✉❝❤ ✐♥&)❛♥) ❝♦$$❡&♣♦♥❞& )♦ )❤❡ &♠❛❧❧❡&) ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ t∗ij ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ i, j ∈ N
❢♦$ ✇❤✐❝❤ βij(0) < d21✳ ❚❤❡ &❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♦✉$ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✐& ♣$❡&❡♥)❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✻✳ ■)

♣$❡&❡♥)& )❤❡ ❝♦♥)$♦❧❧❡$ &❡F✉❡♥❝❡ $❡❣❛$❞✐♥❣ )❤❡ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ ❜♦)❤ )✐♠❡ ❛♥❞ βij✳ ❋♦$ ❛♥②

♣❛✐$ ♦❢ ❛❣❡♥)& (i, j) ❢♦$ ✇❤✐❝❤ βij(0) < d21✱ )❤❡ ❞✐&♣❡$&✐♦♥ ❝♦♥)$♦❧❧❡$ ✐& ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤✐❧❡

t < t∗ij✳ ❚❤❡♥✱ )❤❡ ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)② ♠❛✐♥)❡♥❛♥❝❡ ❝♦♥)$♦❧❧❡$ )❛❦❡& ♦✈❡$ ❢♦$ ❛❧❧ t > t∗ij✱ ✇❤❡♥❡✈❡$

βij < (d1 + η)2✳

✶✸✺



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❚❤❡ ♣❛%&✐❛❧ ❞❡%✐✈❛&✐✈❡ ♦❢ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥0 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ ❛0✿











∂γij
∂qi

= 2
∂γij
∂βij

(Dij)iq,

∂ψij

∂qi
= 2

∂ψij

∂βij
(Dij)iq,

❛♥❞ &❤❡✐% ❣%❛❞✐❡♥& ❛0✿











∇γij = 2
∂γij
∂βij

Dijq,

∇ψij = 2
∂ψij

∂βij
Dijq.

▼❛&%✐❝❡0 Dij✱ (Dij)i✱ ❢♦% ❛♥② i < j✱ ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Dij =







O(i−1)×N

O1×(i−1) 1 O1×(j−i−1) −1 O1×(N−j)

O(j−i−1)×N

O1×(i−1) −1 O1×(j−i−1) 1 O1×(N−j)

O(N−j)×N






⊗ I2.

❚❤✉0✱ &❤❡ ♣%♦♣♦0❡❞ ❝♦♥&%♦❧❧❡% ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣%❡00❡❞ ❛0✿

ui1 = −
∑

j∈Ni,d1

∂γij
∂qi

−
∑

j∈Nh
i,d1+η

∂ψ̄ij
∂qi

−
∑

j∈Ni,d2

∂ψhij
∂qi

, ✭✹✳✸✳✶✮

✇✐&❤

ψ̄ij(t) =

{

0, ✐❢ t < t∗ij,

ψij, ♦&❤❡%✇✐0❡✳

❊A✉❛&✐♦♥ ✭✹✳✸✳✶✮ ❝♦%%❡0♣♦♥❞0 &♦ &❤❡ 0✉♠ ♦❢ &❤❡ ♥❡❣❛&✐✈❡ ❣%❛❞✐❡♥&0 ♦❢ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧

❢✉♥❝&✐♦♥0✳ ❚❤✐0 ♠❡❛♥0 &❤❛& ❡❛❝❤ ❛❣❡♥& ✐0 &❤❡♥ ❡A✉✐♣♣❡❞ ✇✐&❤ ❛ %❡♣✉❧0✐✈❡ ❛♥❞ ❛&&%❛❝&✐✈❡

Dispersion

Confinement

tij
∗ t

Confinement

βij

d21

(d1 + η)2

❋✐❣✉%❡ ✹✳✻✿ ❉✐0♣❡%0✐♦♥ ❝♦♥&%♦❧❧❡%✬0 0❝❤❡❞✉❧✐♥❣
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✹✳✸ ❉✐%♣❡(%✐♦♥ ❛❧❣♦(✐.❤♠

✜❡❧❞ ✇✐&❤ (❡)♣❡❝& &♦ ❛♥♦&❤❡( ❛❣❡♥& ✇✐&❤✐♥ ✐&) )❡♥)✐♥❣ ③♦♥❡✳ ❆) ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦(❡✱ ✐♥ ♦(❞❡(

&♦ &❛❦❡ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& ♥❡✇❧② ❢♦(♠❡❞ ❡❞❣❡)✱ ❝♦♥)✐❞❡( ψHij ❛) ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥

❜❛)❡❞ ♦♥ ψij ❛♥❞ ψ
h
ij✱ )✉❝❤ &❤❛&✿

ψHij =

{

ψhij, ✐❢ j ∈ N h
i,d1+η

,

ψ̄ij, ♦&❤❡(✇✐)❡ .

❲❤❡♥❡✈❡( ❛♥ ❛❣❡♥& j ❢♦(♠) ❛ ♥❡✇ ❡❞❣❡ ✇✐&❤ ❛❣❡♥& i✱ &❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ψHij )✇✐&❝❤❡) ❢(♦♠

ψhij &♦ ψ̄ij✳ ❉❡✜♥❡ ❛❧)♦✿

σHij =















∂ψh
ij

∂βij
, ✐❢ j ∈ N h

i,d1+η
,

∂ψ̄ij

∂βij
, ♦&❤❡(✇✐)❡ .

❚❤✉)✱ ✐& ②✐❡❧❞)✿

u1 = −2 [R1 ⊗ I2 +R2 ⊗ I2] q, ✭✹✳✸✳✷✮

✇❤❡(❡ R1 ❛♥❞ R2 ❛(❡ N ×N ♠❛&(✐❝❡) ❞❡✜♥❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✿

(R1)pq =



















∑

j∈N\{p}

∂γpj
∂βpj

, ✐❢ p = q,

− ∂γpq
∂βpq

, ♦&❤❡(✇✐)❡.

(R2)pq =











∑

j∈N\{p}

σHpj, ✐❢ p = q,

− σHpq, ♦&❤❡(✇✐)❡✳

❚❤❡ ♣(♦♣♦)❡❞ ❝♦♥&(♦❧❧❡( ❢♦( ❛❣❡♥&✬) ❞✐)♣❡()✐♦♥ ✐) ❡①♣(❡))❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

)❡❝&✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣(♦✈✐❞❡ )&❛❜✐❧✐&② ❝♦♥❞✐&✐♦♥) ❛♥❞ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②)✐)✳

✹✳✸✳✷ ❙%❛❜✐❧✐%② ❛♥❛❧②,✐,

❚❤✐) )❡❝&✐♦♥ ♣(♦✈✐❞❡) ❛ &❤❡♦(❡&✐❝❛❧ )&❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②)✐) ❢♦( &❤❡ ❞✐)♣❡()✐♦♥ ❛❧❣♦(✐&❤♠✳ ❚❤❡

(❡)♣❡❝&✐✈❡ ❝♦♥&(♦❧❧❡( ❡♥)✉(❡) ❞✐)♣❡()✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥&) ✐♥ &❤❡ ✇♦(❦)♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥&❛✐♥✐♥❣

❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&② ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❧♦♦)✐♥❣ ❡❞❣❡)✳ ❚❤❡ ♥❡①& &❤❡♦(❡♠ )&❛&❡) ♦✉( (❡)✉❧&)✳

❚❤❡♦(❡♠ ✹✳✶✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥)✐❞❡$ N ❛❣❡♥.) ✭✹✳✷✳✶✮ ❞$✐✈❡♥

❜② .❤❡ ❝♦♥.$♦❧ ❧❛✇ ✭✹✳✸✳✶✮✳ ❆))✉♠❡ ❛ )❡. ♦❢ ❢❡❛)✐❜❧❡ ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥❞✐.✐♦♥) I(d1)✳ ❚❤❡♥ .❤❡

)②).❡♠ $❡❛❝❤❡) ❛ ✜♥❛❧ ).❛.✐❝ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ .♦ F(d1, η)✳

=$♦♦❢✳ ❈♦♥)✐❞❡( Vd ❛) ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝&✐♦♥ )✉❝❤ &❤❛&✿

Vd(q) =
∑

i∈N

∑

j∈N\{i}

[

γij(βij) + ψHij (βij)
]

. ✭✹✳✸✳✸✮

✶✸✼



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❋♦" #❤❡ &❛❦❡ ♦❢ "❡❛❞❛❜✐❧✐#②✱ #❤❡ ❛"❣✉♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♠✐##❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉#❡✿











∇γij = 2
∂γij
∂βij

(qi − qj),

∇ψhij = 2
∂ψh

ij

∂βij
(qi − qj),

❛♥❞

∂γij
∂βij

=
∂γji
∂βji

,
∂ψij
∂βij

=
∂ψji
∂βji

, σHij = σHji ,

❞✉❡ #♦ &②♠♠❡#"②✳ ❚❤✉&✱ ✐# ❢♦❧❧♦✇& #❤❛#✿

∇Vd =
∑

i∈N

∑

j∈N\{i}

[

∇γij +∇ψHij
]

= 4(R1 ⊗ I2)q + 4(R2 ⊗ I2)q = 4 [(R1 +R2)⊗ I2] q.

❋✐♥❛❧❧②✱ #❤❡ ❞❡"✐✈❛#✐✈❡ ♦❢ #❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣"❡&&❡❞ ❛&✿

V̇d = (∇Vd)T q̇ = −8‖[(R1 ⊗ I2) + (R2 ⊗ I2)]q‖2. ✭✹✳✸✳✹✮

❚❤❡"❡❢♦"❡✱ V̇d ✐& &#"✐❝#❧② ♥❡❣❛#✐✈❡ ❢♦" ❛❧❧ t > 0✱ ❣✉❛"❛♥#❡❡✐♥❣ #❤❡ &②&#❡♠✬& ❝♦♥✈❡"❣❡♥❝❡✳

▲❡# ✉& ❞✐&❝✉&& #❤✐& ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥✳ ❈♦♥&✐❞❡" ❛♥② t < t∗a✳ ❋♦" ❛♥② #✇♦ ❛❣❡♥#& ✐♥✐#✐❛❧❧② ❝❧♦&❡

&✉❝❤ #❤❛# βij(0) < d21, ∀j ∈ Ni,d1 ✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∂γij
∂βij

< 0 ✐❢ βij < d21✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱
∂γij
∂βij

= 0 ✐❢

βij ≥ d21✱ ❛♥❞ #❤❡"❡❢♦"❡ βij = d21 ❝♦""❡&♣♦♥❞& #♦ #❤❡ ❡E✉✐❧✐❜"✐✉♠ ♣♦✐♥# ♦❢ γij✳ ❙✐♥❝❡ #❤❡

❝♦♥#"✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ "❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ✜❡❧❞& ✐& ♥✉❧❧ ❢♦" βij < d21✱ ✐# ❢♦❧❧♦✇& #❤❛# ❢♦" ❛♥②

#✇♦ ❛❣❡♥#& β̇ij > 0 &✉❝❤ #❤❛# βij ✇✐❧❧ ❡✈❡♥#✉❛❧❧② "❡❛❝❤ ❛ ❝❧♦&❡ ♥❡✐❣❤❜♦"❤♦♦❞ ♦❢ d
2
1✳ ❆#

t = t∗a✱ #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ❢✉♥❝#✐♦♥ ψij ✐& ❛❝#✐✈❛#❡❞ ❢♦" ❛# ❧❡❛&# ♦♥❡ ♣❛✐" ♦❢ ❛❣❡♥#&✳ ❋♦" #❤✐& ♣❛✐"

♦❢ ❛❣❡♥#&✱ #✇♦ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ❝❛&❡& ❛"❡ ♣♦&&✐❜❧❡✿ ❡✐#❤❡" β̇ij < 0 &✉❝❤ #❤❛# (d1 − η)2 < βij < d21
✭&✐#✉❛#✐♦♥ ✭✐✮✮✱ ♦" β̇ij > 0 &✉❝❤ #❤❛# d21 < βij < (d1 + η)2✱ ✭&✐#✉❛#✐♦♥ ✭✐✐✮✮✿

✭✐✮ ❇② ❞❡✜♥✐#✐♦♥✱ ✐❢ (d1−η)2 < βij < d21✱ #❤❡ E✉❛♥#✐#✐❡&
∂γij
∂βij

❛♥❞

∂ψij

∂βij
❛"❡ &#"✐❝#❧② ♥❡❣❛#✐✈❡✳

❚❤✐& ♠❡❛♥& #❤❛# #❤"♦✉❣❤♦✉# ✭✹✳✸✳✶✮ ❛ "❡♣✉❧&✐✈❡ ❢♦"❝❡ ✐& ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ ❛❣❡♥#& i ❛♥❞ j✱

❛♥❞ ❝♦♥&❡E✉❡♥#❧② βij ✇✐❧❧ ✐♥❝"❡❛&❡ &✉❝❤ #❤❛# β̇ij > 0✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ &✐♥❝❡ Vd #❡♥❞& #♦

+∞ ✇❤❡♥❡✈❡" βij #❡♥❞& #♦ (d1 − η)2✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ #❤❛# #❤❡ ❞✐&#❛♥❝❡ &❡♣❛"❛#✐♥❣

❛❣❡♥#& ✇✐❧❧ ♥❡✈❡" "❡❛❝❤ (d1 − η)2✳

✭✐✐✮ ❇② ❞❡✜♥✐#✐♦♥✱ ✐❢ d21 < βij < (d1 + η)2✱ #❤❡ E✉❛♥#✐#✐❡&
∂γij
∂βij

❛♥❞

∂ψij

∂βij
❛"❡ ❡E✉❛❧ #♦ ③❡"♦

❛♥❞ &#"✐❝#❧② ♣♦&✐#✐✈❡✱ "❡&♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❚❤✐& ♠❡❛♥& #❤❛# #❤"♦✉❣❤♦✉# ✭✹✳✸✳✶✮ ❛ ❛##"❛❝#✐✈❡

❢♦"❝❡ ✐& ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ ❛❣❡♥#& i ❛♥❞ j ❛♥❞ #❤❡"❡❢♦"❡ βij ✇✐❧❧ ❞❡❝"❡❛&❡ &✉❝❤ #❤❛# β̇ij < 0✳

❙✐♥❝❡ Vd #❡♥❞& #♦ ∞ ✇❤❡♥ βij #❡♥❞ #♦ (d1 + η)2✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ #❤❛# #❤❡ ❞✐&#❛♥❝❡

&❡♣❛"❛#✐♥❣ ❛❣❡♥#& ✇✐❧❧ ♥❡✈❡" "❡❛❝❤ (d1 + η)2✳

❈♦♥&✐❞❡"✐♥❣ #❤❡ &♣❡❝✐✜❝ ❞❡&✐❣♥ ❝❤❛"❛❝#❡"✐&#✐❝& ♦❢ ψHij ✱ ✐# ❢♦❧❧♦✇& #❤❛# ✐❢ ❛ ♥❡✇ ❡❞❣❡ ✐&

❝"❡❛#❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ #❤❡ ❞✐&#❛♥❝❡ &❡♣❛"❛#✐♥❣ ❛❣❡♥#& i ❛♥❞ j ✐& ❧♦✇❡" #❤❛♥ ❛ ❝❡"#❛✐♥ #❤"❡&❤♦❧❞

d1 + η✱ #❤❡ #"❛♥&✐#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ ψhij ❛♥❞ ψij ✐& ❤❡❧❞ ✐♥ ❛ &✉✣❝✐❡♥#❧② &♠♦♦#❤ ♠❛♥♥❡"✳ ❚❤✐&

✶✸✽



✹✳✹ ❈♦♠♣❛❝(♥❡++ ❝♦♥(,♦❧❧❡,

♠❡❛♥$ %❤❛% ♦♥❝❡ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐$ ❛❞❞❡❞ ✐% ✐$ ♥❡✈❡- ❞❡❧❡%❡❞✳ ❚❤✉$✱ %❤✐$ ②✐❡❧❞$ %❤❛% Vd(q(t)) ≤
Vd(q(0)) ❢♦- ❛❧❧ t ≥ 0 ❛♥❞ Vd → ∞ ✇❤❡♥ βij → d21 ± η ❢♦- ❛% ❧❡❛$% ♦♥❡ ♣❛- ♦❢ ❛❣❡♥%$

(i, j)✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ %❤❛% q(t) ∈ F(d1, η) ❢♦- ❛❧❧ t ≥ 0 ✇❤❡-❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥% ♣❛✐-$

%❤❛% ❝♦♠❡ ✐♥%♦ ❞✐$%❛♥❝❡ ❧❡$$ ♦- ❡7✉❛❧ %♦ d1 + η ❢♦- %❤❡ ✜-$% %✐♠❡✱ -❡♠❛✐♥ ✇✐%❤✐♥ ❞✐$%❛♥❝❡

d ∈ [d1−η, d1+η] ❢♦- ❛❧❧ ❢✉%✉-❡ %✐♠❡$✳ ■♥ %❤❡ $❡7✉❡❧✱ ✇❡ ✉$❡ ▲❛❙❛❧❧❡✬$ =-✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦- ❤②❜-✐❞
$②$%❡♠$ ❬✶✻✵❪✳ ❆ ❝♦❧❧❡❝%✐♦♥ ♦❢ ♦%❤❡- -❡$✉❧%$ %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛$ ❡①%❡♥$✐♦♥$ ♦❢ ▲❛❙❛❧❧❡✬$

■♥✈❛-✐❛♥❝❡ =-✐♥❝✐♣❧❡ %♦ ❝❡-%❛✐♥ ❝❧❛$$❡$ ♦❢ $✇✐%❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛- $②$%❡♠$ ✐$ ❛❧$♦ ♣-❡$❡♥%❡❞ ✐♥

❬✶✶✾❪✱ ❛♥❞ ❛ -❡❝❡♥% -❡✈✐❡✇ ♦♥ ❤②❜-✐❞ $②$%❡♠$ ✐♥ ❬✶✵✼❪✳ ❈♦♥$✐❞❡-✐♥❣ ▲❛❙❛❧❧❡✬$ =-✐♥❝✐♣❧❡

❢♦- ❤②❜-✐❞ $②$%❡♠$✱ %❤❡ %-❛❥❡❝%♦-✐❡$ ♦❢ %❤❡ ❝❧♦$❡❞ ❧♦♦♣ $②$%❡♠ ❝♦♥✈❡-❣❡ %♦ %❤❡ ❧❛-❣❡$%

✐♥✈❛-✐❛♥% $✉❜$❡% ♦❢ %❤❡ $❡%✿

S =
{

q|V̇d = 0
}

= {q|([R1 +R2]⊗ I2)q = 0} .

❙✐♥❝❡ q̇ = u1 = −2 [R1 ⊗ I2 +R2 ⊗ I2] q✱ ✇❡ ❤❛✈❡ u1 = 0✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❡❞❣❡$ ❤❛✈❡ ❡7✉❛❧

❧❡♥❣%❤ d1 ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ✜❡❧❞✬$ ❞❡-✐✈❛%✐✈❡$ ❛-❡ ❡7✉❛❧ %♦ ③❡-♦✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱ %❤❡ $②$%❡♠ ✇✐❧❧

❡✈❡♥%✉❛❧❧② -❡❛❝❤ ❛ $%❛%✐❝ ❝♦♥✜❣✉-❛%✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❛❣❡♥%$ ❡✈❡♥%✉❛❧❧② $%♦♣ $✉❝❤ %❤❛% ui1 = 0

❢♦- ❛❧❧ i ∈ N ✳

■♥ %❤✐$ $❡❝%✐♦♥ ✇❡ ♣-❡$❡♥%❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛ ❝♦♥%-♦❧❧❡- ❢♦- ❛❣❡♥%$✬ ❞❡♣❧♦②♠❡♥% ✉$✐♥❣

♣♦%❡♥%✐❛❧ ✜❡❧❞$✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣-♦✈❡♥ ✐%$ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦- ❜♦%❤ ❞✐$♣❡-$✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ♠❛✐♥✲

%❡♥❛♥❝❡✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱ ✐% ✐$ ✇♦-%❤ ♠❡♥%✐♦♥✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ♣-♦♣♦$❡❞ ❛♥❛❧②$✐$ ✐$ ✈❛❧✐❞ ❢♦- ❛❧❧ N ✱

η ❛♥❞ ξ✳ ❙✐♠✉❧❛%✐♦♥ -❡$✉❧%$ ✈❛❧✐❞❛%✐♥❣ %❤❡$❡ %❤❡♦-❡%✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥%$ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣-❡$❡♥%❡❞

❢✉-%❤❡- ✐♥ %❤✐$ ❝❤❛♣%❡-✳

✹✳✹ ❈♦♠♣❛❝(♥❡++ ❝♦♥(,♦❧❧❡,

■♥ %❤✐$ $❡❝%✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡$✐❣♥ ❛ ❝♦♥%-♦❧❧❡- ❢♦- ❢♦-♠❛%✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝%♥❡$$✱ ❞❡♥♦%❡❞ u2✳ ❲❡

✐♥%❡♥❞ %♦ ♣-❡❢♦-♠ ❞✐-❡❝% ❛♥❣❧❡ ❝♦♥%-♦❧ ✉$✐♥❣ ♦♥❧② -❡❧❛%✐✈❡ ♣♦$✐%✐♦♥$✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐♥%❡-✲

❛❣❡♥% ❛♥❣❧❡$ ✐♥ ♦-❞❡- %♦ ❛❝❤✐❡✈❡ %❤❡ ♠♦$% ❝♦♠♣❛❝% ❝♦♥✜❣✉-❛%✐♦♥ ♣♦$$✐❜❧❡✳ ❲❡ ♠❛❦❡ %❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛$$✉♠♣%✐♦♥✳

❆++✉♠♣(✐♦♥ ✹✳✶✳ ❲❡ ❛%%✉♠❡ (❤❡ ❧❡♥❣(❤ ♦❢ ❡①✐%(✐♥❣ ❡❞❣❡% ✐% ❡1✉❛❧ (♦ d1✱ ❛♥❞ (❤❛( ξ ✐%

%✉✣❝✐❡♥(❧② ❝❧♦%❡ (♦ 1✳ ❚❤✐% ✐♥❤❡7❡♥(❧② ♠❡❛♥% (❤❛( ✇❡ ❛%%✉♠❡ (❤❛( (❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥

7❛❞✐✐ ❛7❡ ❝♦♠♣❧❡(❡❧② ♦✈❡7❧❛♣♣✐♥❣✱ %✉❝❤ (❤❛( d1 = d2✱ ❛♥❞ (❤❛( ✐♥✐(✐❛❧❧② ❢♦7♠❡❞ ❡❞❣❡% ❛7❡

(❛❦❡♥ (♦ ❜❡ ❡1✉❛❧ (♦ d1 ❛% ❛ 7❡%✉❧( ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡(❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ❝♦♥(7♦❧ ❛❝(✐♦♥✳

✹✳✹✳✶ ❈♦♥&'♦❧❧❡' ❞❡+✐❣♥

■♥ ♦-❞❡- ❢♦- %❤❡ $②$%❡♠ %♦ -❡❛❝❤ %❤❡ ♠♦$% ❝♦♠♣❛❝% ❢♦-♠❛%✐♦♥ ♣♦$$✐❜❧❡✱ ✇❡ ✐♥%❡♥❞

%♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥%❡-✲❛❣❡♥% ❛♥❣❧❡$ ❛♠♦♥❣ %❤❡ ♦✈❡-❛❧❧ ❢♦-♠❛%✐♦♥✳ ■% ✐$ ✇♦-%❤ ♠❡♥%✐♦♥✐♥❣
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❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

qj

qk(0)

qi(0)

θi,j,k

qk

qi

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼✿ ❈♦♠♣❛❝0♥❡22 ❝♦♥0$♦❧❧❡$✬2 ♣$✐♥❝✐♣❧❡

0❤❛0 ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐♥0❡$✲❛❣❡♥0 ❛♥❣❧❡2 ❝❛♥ ❜❡ 2❡❡♥ ❛2 ❛♥ ❛$0✐✜❝✐❛❧ ✇❛② 0♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛0❡ 0❤❡

❣$❛♣❤ ❝♦♥♥❡❝0✐✈✐0②✳ ■♥❞❡❡❞✱ 0❤$♦✉❣❤ 0❤❡ ♣$♦♣♦2❡❞ 20$❛0❡❣②✱ ✇❡ ✐♥❤❡$❡♥0❧② ❝♦♥0$♦❧ 0❤❡

♥♦❞❡ ❞❡❣$❡❡✱ ✐✳❡✳✱ 0❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦$2 ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ 0❤❡$❡❢♦$❡ 0❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❣$❛♣❤

❝♦♥♥❡❝0✐✈✐0② ♣$♦♣❡$0✐❡2✳

❚❤✉2✱ 0❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥0$♦❧❧❡$ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥0 i ❝❛♥ 0❤❡♥ ❜❡ ♣$❡2❡♥0❡❞ ❛2✿

ui2 = −
∑

i∈N

∑

j∈N\{i}

∑

k∈N\{i,j}

χijkRotqji, ✭✹✳✹✳✶✮

✇✐0❤

χijk =







K[θijk − sign(θijk)
π

3
], ✐❢ (i, k) ∈ N 2

j,d2
\N 2

j,d1
,

0, ♦0❤❡$✇✐2❡✱

✇❤❡$❡ K ✐2 ❛ ♣♦2✐0✐✈❡ $❡❛❧ ❣❛✐♥✳ ❊❛❝❤ ❛♥❣❧❡ ✐2 ❝❛❧❝✉❧❛0❡❞ ❜② 0❤❡ ❝❡♥0$❛❧ ✈❡$0❡①✱ 0$❛♥2✲

♠✐00✐♥❣ ❛❢0❡$✇❛$❞2✱ ✐♥ ❛ ❞✐20$✐❜✉0❡❞ ✇❛②✱ 0❤✐2 ✐♥❢♦$♠❛0✐♦♥ 0♦ ✐02 ♥❡✐❣❤❜♦$2✳ ❇② ❛❝0✐♥❣

❞✐$❡❝0❧② ♦✈❡$ ❛♥❣❧❡2✱ ❝♦♥0$♦❧❧❡$ ✭✹✳✹✳✶✮ ❛❧❧♦✇2 ✉2 0♦ ✐♠♣$♦✈❡ 0❤❡ ❢♦$♠❛0✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝0♥❡22✳

❚❤❡ ✉♥❞❡$❧②✐♥❣ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ✐2 ❜❛2❡❞ ♦♥ ❛♥❣✉❧❛$ 2♣$✐♥❣2✳ ❯2✐♥❣ 0❤❡ ♣❤②2✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❝♦♥❝❡♣02 $❡❧❛0✐♥❣ 0❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦$❝❡ ❛♥❞ 0❤❡ ❡$$♦$ $❡❣❛$❞✐♥❣ 0❤❡ ❡I✉✐❧✐❜$✐✉♠ ♣♦2✐0✐♦♥ ♦❢

0❤❡ 2②20❡♠✱ ✇❡ ❛♣♣❧②✱ ♦♥ q⊥ij ❞✐$❡❝0✐♦♥✱ ❛ ❢♦$❝❡ ♣$♦♣♦$0✐♦♥❛❧ 0♦ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡

❛❝0✉❛❧ ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ 0❤❡ ❞❡2✐$❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐2 ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ✐2 ✐❧❧✉20$❛0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✼✱ ✇❤❡$❡

0❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2❧② ♠❡♥0✐♦♥❡❞ ❢♦$❝❡2 ❛$❡ $❡♣$❡2❡♥0❡❞ ❜② 0❤❡ ♣✉$♣❧❡ ❛$$♦✇2✳ ❈♦♥2❡I✉❡♥0❧②✱

✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ 0♦ ❛ 2❡0 ♦❢ 0❤$❡❡ ❛❣❡♥02✱ ✇❡ ♦❜0❛✐♥ ❛ ❈♦♠♣❛❝0 ❚$✐❛♥❣❧❡ ✇❤❡$❡ ❛❧❧ ✐♥0❡$♥❛❧

❛♥❣❧❡2 ❛$❡ ❡I✉❛❧ 0♦ π/3✱ 2❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✳ ◆♦0❡ 0❤❛0 ❞✉❡ 0♦ 0❤✐2 ❣❡♦♠❡0$✐❝ ❛$❣✉♠❡♥0✱ ♦♥❡

♠✐❣❤0 ❝♦♥❝❧✉❞❡ 0❤❛0 ❛❣❡♥0 i ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛0 0❤❡ ♠♦20 2✐① ♥❡✐❣❤❜♦$2✳
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✹✳✹ ❈♦♠♣❛❝(♥❡++ ❝♦♥(,♦❧❧❡,

qj

qk

qi

θi,j,k

y

x

θijk’s forces

❋✐❣✉$❡ ✹✳✽✿ ❈♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ♦❢ /❤$❡❡ ❛❣❡♥/2

❘❡✇$✐//❡♥ ✐♥ ✈❡❝/♦$ ❢♦$♠✱ ❡9✉❛/✐♦♥ ✭✹✳✹✳✶✮ ②✐❡❧❞2✿

u2 = − [(R3 ⊗ I2)Rot] q, ✭✹✳✹✳✷✮

✇❤❡$❡

(R3)pq =



















∑

j∈N\{p}

∑

k∈N\{p,j}

χpjk, ✐❢ p = q,

∑

k∈N\{p,q}

χpqk, ♦/❤❡$✇✐2❡.

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥/$♦❧❧❡$ ✭✹✳✹✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ /$❛♥2❢♦$♠ /❤❡ ❡①✐2/✐♥❣ ❢♦$♠❛/✐♦♥ ✐♥ /❤❡ ♠♦2/

❝♦♠♣❛❝/ 2/$✉❝/✉$❡ ♣♦22✐❜❧❡✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✐/ ❤❛2 ❜❡❡♥ ♠❡♥/✐♦♥❡❞ /❤❛/ /❤✐2 ❛♣♣$♦❛❝❤ ❝❛♥

❛❧2♦ ❜❡ 2❡❡♥ ❛2 ❛ ♠❡/❤♦❞ /♦ ✐♥❝$❡❛2❡ /❤❡ ♥❡/✇♦$❦ ❝♦♥♥❡❝/✐✈✐/② $❛/❡✳ ■♥ /❤❡ ♥❡①/ 2❡❝/✐♦♥

✇❡ ♣$♦✈✐❞❡ ❛♥❛❧②/✐❝❛❧ 2/❛❜✐❧✐/② ❝♦♥❞✐/✐♦♥2 ❢♦$ /❤❡ ♣$♦♣♦2❡❞ ❝♦♥/$♦❧ 2/$❛/❡❣②✳

✹✳✹✳✷ ❙$❛❜✐❧✐$② ❛♥❛❧②+✐+

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /✇♦ ▲❡♠♠❛2 2/❛/❡ ♦✉$ ✜$2/ $❡2✉❧/2 ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ /❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ /❤❡

❝♦♠♣❛❝/♥❡22 ❝♦♥/$♦❧❧❡$✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥)✐❞❡$ N = 3 ❛❣❡♥.) ❞❡)❝$✐❜❡❞ ❜②

✭✹✳✷✳✶✮✱ ❞❡♥♦.❡❞ (i, j, k)✱ ❞$✐✈❡♥ ❜② .❤❡ ❝♦♥.$♦❧ ❧❛✇ ✭✹✳✹✳✶✮✳ ◆♦.❡ .❤❛. j ✐) .❤❡ ❝❡♥.$❛❧ ✈❡$.❡①

❛♥❞ ❛))✉♠❡ .❤❡ )❡. ♦❢ ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥❞✐.✐♦♥) F ′(d1, d2)✱ ❛) ❞❡♣✐❝.❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✽✳ ❚❤❡♥✱ .❤❡

)②).❡♠ $❡❛❝❤❡) ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ .♦ G(d1, d2)✳

B$♦♦❢✳ ❇❛2❡❞ ♦♥ /❤❡ ❞❡✜♥✐/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ 2❡/ F ′(d1, d2)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥2✐❞❡$ /❤❛/ /❤❡ ❞✐2/❛♥❝❡

2❡♣❛$❛/✐♥❣ /✇♦ ❝♦♥♥❡❝/❡❞ ❛❣❡♥/2 ✐2 ❝♦♥2/❛♥/ ❛♥❞ ❡9✉❛❧ /♦ d1✳ ❋$♦♠ ❡9✉❛/✐♦♥ ✭✹✳✷✳✷✮✱ ✇❡
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❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❝❛♥ ❝♦♠♣✉'❡✿

d

dt
cos(θijk) =

[< ˙qji, qjk > + < qji, ˙qjk >]

‖qji‖ ‖qjk‖
. ✭✹✳✹✳✸✮

❲❡ ❝❛♥ ❡❛0✐❧② ♦❜'❛✐♥✿

< qji, qjk
⊥ >= −‖qji‖‖qjk‖ sin(θijk), < qji

⊥, qjk >= ‖qji‖‖qjk‖ sin(θijk).

❈♦♥0✐❞❡7✐♥❣ ❝♦♥'7♦❧❧❡7 ✭✹✳✹✳✶✮✱ ✭✹✳✹✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇7✐''❡♥ ❛0✿

d

dt
cos(θijk) = 2K

(

θijk − sign(θijk)
π

3

)

sin(θijk).

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦7 ❛❧❧ sin(θijk) 6= 0 ✇❡ ❤❛✈❡✿

θ̇ijk = −2K
(

θijk − sign(θijk)
π

3

)

.

◆♦'❡ '❤❛' ♣7❡✈✐♦✉0 ♠❛♥✐♣✉❧❛'✐♦♥0 ❡①❝❧✉❞❡ ❝❛0❡0 ✇❤❡7❡ |θijk| = kπ✱ 0✐♥❝❡ ✐❢ sin(θijk) =

0 '❤❡♥✿

θ̇ijk = 2K
(

θijk − sign(θijk)
π

3

)

sin(θijk) = 0,

✇❤✐❝❤ ❝♦77❡0♣♦♥❞0 '♦ ❛ ♣❛7'✐❝✉❧❛7 ❡B✉✐❧✐❜7✐✉♠ ♦✛❡7✐♥❣ '✇♦ ♣♦00✐❜❧❡ '7❛❥❡❝'♦7✐❡0✳ ■♥ '❤✐0

✇♦7❦✱ ❛♥❞ ❢♦7 '❤❡ 0❛❦❡ ♦❢ 0✐♠♣❧✐❝✐'②✱ ✇❡ ❝♦♥0✐❞❡7 '❤❛' θijk 6= 0 [π]✱ ✐✳❡✳✱ θijk 6= kπ✳

❈♦♥0✐❞❡7 ♥♦✇ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝'✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛'❡✿

Vc(q) =
∑

j∈N

∑

i∈Nj,d2

∑

k∈Nj,d2
\{i}

(

|θijk| −
π

3

)2

.

◆♦'❡ '❤❛' ❢♦7 ❡❛❝❤ ❚7✐❛♥❣❧❡✱ '❤❡7❡ ✐0 ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥'❡7✲❛❣❡♥' ❛♥❣❧❡ '♦ ❜❡ ❝♦♥'7♦❧❧❡❞✳ ❉✉❡ '♦

'❤❡ ❣❡♦♠❡'7✐❝ ❝♦♥0'7❛✐♥'0 '❤❛' F ′(d1, d2) ✐♠♣❧✐❡0✱ |θijk| ≥ π/3, ∀j ∈ N , (i, k) ∈ N 2
j,d2
, i 6=

k ✭0✐♥❝❡ ✐♥ ❛ ✐0♦0❝❡❧❡0 ❚7✐❛♥❣❧❡ ❡❞❣❡0 ❛7❡ ❛' ❧❡❛0' ♦❢ ❧❡♥❣'❤ d1✮✳ ❚❤✉0✱ ❡✐'❤❡7 π/3 ≤ θijk < π

♦7 −π < θijk ≤ −π/3✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞0 ✉0 '♦ ❛ ❝♦♥'✐♥✉♦✉0 ❢✉♥❝'✐♦♥ Vc(q)✳ ■'0 ❞❡7✐✈❛'✐✈❡ ❝❛♥

'❤❡♥ ❜❡ ✇7✐''❡♥ ❛0✿

V̇c(q) = −4K
(

θijk − sign(θijk)
π

3

)2

. ✭✹✳✹✳✹✮

❚❤✉0✱ V̇c(q) 7❡♠❛✐♥0 ♥♦♥✲♣♦0✐'✐✈❡ ❢♦7 ❛❧❧ t ≥ 0✱ 0♦ '❤❛' |θijk| '❡♥❞0 '♦ π/3✳ ❇❛0❡❞ ♦♥

0✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡'7✐❝ ❛7❣✉♠❡♥'0✱ '❤✐0 ♥❡❝❡00❛7✐❧② ♠❡❛♥0 '❤❛' '❤❡ '❤✐7❞ ❡❞❣❡✬0 ❧❡♥❣'❤ '❡♥❞0 '♦

d1✱ ❛♥❞ ❝♦♥0❡B✉❡♥'❧② '❤❛' ❛ ❈♦♠♣❛❝' ❚7✐❛♥❣❧❡ ✐0 ❡✈❡♥'✉❛❧❧② ❢♦7♠❡❞✳ ❚❤✐0 ❝♦♥❝❧✉❞❡0 '❤❡

♣7♦♦❢✳

❆ ✜70' 7❡0✉❧' ♦♥ ❢♦7♠❛'✐♦♥✬0 ❝♦♠♣❛❝'♥❡00 ❝♦♥'7♦❧ ❢♦7 ❛ '❤7❡❡ ❛❣❡♥'0 ♥❡'✇♦7❦ ✇❛0

♣7❡0❡♥'❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ❙✐♥❝❡ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ ✐0 ❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦♥ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥

♦❢ '❤7❡❡ ❞✐✛❡7❡♥' ❛❣❡♥'0✱ ✐' ❤❛0 ❜❡❡♥ ♦✉7 ✐♥'✉✐'✐♦♥ '❤❛' '❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ♦❢ ♦✉7 ❛♣♣7♦❛❝❤

✇✐❧❧ '❡♥❞ '♦ ✐♥❝7❡❛0❡ ❛0 '❤❡ 0✐③❡ ♦❢ '❤❡ ♥❡'✇♦7❦ ✐♥❝7❡❛0❡0✳ ❚❤❡ ♥❡①' ▲❡♠♠❛ 0'❛'❡0 ❛ ♥❡✇

7❡0✉❧' ❢♦7 ❛ ❢♦✉7 ❛❣❡♥' ♥❡'✇♦7❦✳

✶✹✷



✹✳✹ ❈♦♠♣❛❝(♥❡++ ❝♦♥(,♦❧❧❡,

qk

qi

qj θijk

y

x

ql

θjil

θijk’s forces

θjil’s forces

❋✐❣✉$❡ ✹✳✾✿ ❈♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥/1

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥)✐❞❡$ ❢♦✉$ ❛❣❡♥.) ❞❡)❝$✐❜❡❞ ❜②

✭✹✳✷✳✶✮✱ ❞❡♥♦.❡❞ (i, j, k, l)✱ ❞$✐✈❡♥ ❜② .❤❡ ❝♦♥.$♦❧ ❧❛✇ ✭✹✳✹✳✶✮✳ ◆♦.❡ .❤❛. i ❛♥❞ j ❛$❡ .❤❡

❝❡♥.$❛❧ ✈❡$.✐❝❡)✱ ❛♥❞ ❛))✉♠❡ .❤❛. .❤❡ )❡. ♦❢ ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥❞✐.✐♦♥) ✐) F ′(d1, d2)✱ ❛) ❞❡♣✐❝.❡❞ ✐♥

❋✐❣✉$❡ ✹✳✾✳ ❚❤❡♥✱ .❤❡ )②).❡♠ $❡❛❝❤❡) ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ .♦ G(d1, d2)✳

A$♦♦❢✳ ❋$♦♠ ✭✹✳✷✳✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❞

❞θijk
cos(θijk) = K

[

2(θijk − sign(θijk)
π

3
) + (θjil − sign(θjil)

π

3
)
]

sin(θijk), ✭✹✳✹✳✺❛✮

❞

❞θjil
cos(θjil) = K

[

2(θjil − sign(θjil)
π

3
) + (θijk − sign(θijk)

π

3
)
]

sin(θjil). ✭✹✳✹✳✺❜✮

◆♦/❡ /❤❛/ ✇❡ ❝❛♥ 1❡❡ ✐♥ ✭✹✳✹✳✺✮ /❤❡ $❡❧❛/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ ❛❞❥♦✐♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡1 1❤❛$✐♥❣ ♦♥❡

❡❞❣❡✳ ❈♦♥1✐❞❡$ Vc ❛1 ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝/✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛/❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Vc(q) =
∑

j∈N

∑

i∈Nj,d2

∑

k∈Nj,d2
\{i}

(

|θijk| −
π

3

)2

.

❙✐♥❝❡ ❢♦$ ❛ 1❡/ ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥/1 /❤❡$❡ ❛$❡ /✇♦ ❝♦♥/$♦❧❧❛❜❧❡ ❛♥❣❧❡1✱ ❛♥❞ ❝♦♥1✐❞❡$✐♥❣ /❤❡ 1❛♠❡

❣❡♦♠❡/$✐❝ ❝♦♥❝❡♣/1 ❛1 ❜❡❢♦$❡✱ /❤❡♥ Vc(q) = (θijk − sign(θijk)
π
3
)2 + (θjil − sign(θjil)

π
3
)2✳

❘❡/$✐❡✈✐♥❣ θ̇ijk ❛♥❞ θ̇jil ❢$♦♠ ✭✹✳✹✳✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇$✐/❡✿

V̇c(q) = −4K
[

(θijk − sign(θijk)
π

3
)2 + (θjil − sign(θjil)

π

3
)2+

+(θijk − sign(θijk)
π

3
)(θjil − sign(θjil)

π

3
)
]

.

✶✹✸



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❙✐♥❝❡ %❤❡ '✐❣❤% ❤❛♥❞ +✐❞❡ ♦❢ %❤❡ ♣'❡✈✐♦✉+ ❡1✉❛%✐♦♥ ✐+ +%'✐❝%❧② ♥❡❣❛%✐✈❡✱ ✐% ❢♦❧❧♦✇+ %❤❛%✿

Vc(q(t)) < Vc(q(0)) <∞, ∀ t ≥ 0,

❛♥❞ %❤❛% |θijk| → |θjil| → π/3✱ ❛♥❞ ✐♥❤❡'❡♥%❧②✱ ❛❧❧ %❤❡ %'✐❛♥❣❧❡+✬ ❡❞❣❡+ ❛'❡ ❡1✉❛❧ %♦ d1✳

9'❡✈✐♦✉+ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥+ +❤♦✇ %❤❛% ❝♦♥%'♦❧ ❝♦♠♣❧❡①✐%② ❛♥❞ ✐♥❤❡'❡♥% ❛♥❛❧②+✐+ %❡♥❞ %♦

✐♥❝'❡❛+❡ ❛+ %❤❡ ♥❡%✇♦'❦✬+ +✐③❡ ❣'♦✇+✳ ❋✉'%❤❡'♠♦'❡✱ ✐% ❤❛+ ❜❡❡♥ +❤♦✇♥ %❤❛% %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥

♦❢ ❛♥② ❛♥❣❧❡ ✐+ ❝❧♦+❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥% ♦♥ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ✐%+ ❛❞❥♦✐♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡+✳ ❚❤✐+ ♣♦✐♥% ✇✐❧❧

❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐+❝✉++✐♦♥✳

❈♦♥+✐❞❡' ❛ +❡% ♦❢ ✜✈❡ ❛❣❡♥%+ ✭✹✳✷✳✶✮ ❞'✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥%'♦❧❧❡' ✭✹✳✹✳✶✮✱ ✐♥ ❛ ❢♦'♠❛%✐♦♥ ❛+ ✐♥

❋✐❣✉'❡ ✹✳✶✵✳ ■% ❢♦❧❧♦✇+ %❤❛%✱ ❢♦' ❛ ✜✈❡ ❛❣❡♥%+ ♥❡%✇♦'❦✱ %❤❡'❡ ❛'❡ %❤'❡❡ ❝♦♥%'♦❧❧❛❜❧❡ ❛♥❣❧❡+✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡ +❛♠❡ '❡❛+♦♥✐♥❣ ❛+ ❜❡❢♦'❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥+ ❧❡❛❞ ✉+ %♦✿

❞

❞θijk
cos(θijk) = K

[

2(θijk − sign(θijk)
π

3
) + (θjil − sign(θjil)

π

3
) + (θmkj − sign(θmkj)

π

3
)
]

sin(θijk),

❞

❞θjil
cos(θjil) = K

[

2(θjil − sign(θjil)
π

3
) + (θijk − sign(θijk)

π

3
)+

(θjil − sign(θjil)
π

3
)(θmkj − sign(θmkj)

π

3
)
sin ((θjil − sign(θjil)

π
3 )− (θijk − sign(θijk)

π
3 ))

sin (θjil)

]

sin(θjil),

❞

❞θmkj
cos(θmkj) = K

[

2(θmkj − sign(θmkj)
π

3
) + (θijk − sign(θijk)

π

3
)+

(θjil − sign(θjil)
π

3
)(θmkj − sign(θmkj)

π

3
)
sin((θijk − sign(θijk)

π
3 )− (θmkj − sign(θmkj)

π
3 ))

sin(θmkj)

]

sin(θmkj).

❈♦♥+✐❞❡'✿

Vc(q) =
∑

j∈N

∑

i∈Nj,d2

∑

k∈Nj,d2
\{i}

(

|θijk| −
π

3

)2

✭✹✳✹✳✻✮

❛+ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛%❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛%❡✱ ✇✐%❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡1✉❛❧ %♦ ③❡'♦ ❢♦' θijk =

θjil = θmkj =
π
3
✳ ❲❡ ❝❛♥ %❤❡♥ ❞❡'✐✈❡✿

V̇c(q) = −K





(θijk − sign(θijk)
π
3
)

(θjil − sign(θjil)
π
3
)

(θmkj − sign(θmkj)
π
3
)





T

M(ε)





(θijk − sign(θijk)
π
3
)

(θjil − sign(θjil)
π
3
)

(θmkj − sign(θmkj)
π
3
)



 , ✭✹✳✹✳✼✮

✇✐%❤

M(ε) =





4 2 ε

2 4 2

ε 2 4



 .
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✹✳✹ ❈♦♠♣❛❝(♥❡++ ❝♦♥(,♦❧❧❡,

qk

qi

qj

θijk

y

x

ql

θjil
qm

θmkj

θijk’s forces

θmkj’s forces

θjil’s forces

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵✿ ❈♦♥✜❣✉$❛0✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ❛❣❡♥03

❑♥♦✇✐♥❣ 0❤❛0✿

ε = ϕ sin(θijk), ✭✹✳✹✳✽✮

✇✐0❤

ϕ =

[

sin
(

(θmkj − sign(θmkj)
π
3
)− (θjil − sign(θjil)

π
3
)
)

sin(θjil) sin(θmkj)

]

,

✐0 ❢♦❧❧♦✇3 0❤❛0 −ϕ ≤ ε ≤ ϕ✳

■♥ 0❤❡ ♣$❡✈✐♦✉3 ❛♥❛❧②3✐3✱ ✇❡ ✐❞❡♥0✐✜❡❞ ❛ 0❡$♠ $❡❧❛0✐♥❣ ❛♥❣❧❡3 3❤❛$✐♥❣ ❛ 3❛♠❡ ❡❞❣❡ ✭❛3

θijk ❛♥❞ θjil ♦$ θijk ❛♥❞ θmkj✮✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ 0❤❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ 3②30❡♠ ✐3 ❛❧3♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥0 ♦♥

0❤❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣❧❡3 3❤❛$✐♥❣ ❛ 3❛♠❡ ✈❡$0❡① ✭❛3 θjil ❛♥❞ θmkj✮✱ ❛3 ✇❡ ❝❛♥ 3❡❡ ✐♥ ✭✹✳✹✳✽✮✳

❚❤✉3✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢$♦♠ ✭✹✳✹✳✼✮ 0❤❛0 0❤❡ 3②30❡♠✬3 30❛❜✐❧✐0② ✐3 ❝♦♥❞✐0✐♦♥❡❞ ❜② 0❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ ε✱ ✇❤✐❝❤ ❡30❛❜❧✐3❤❡3 $❡❧❛0✐♦♥3 ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ 0❤$❡❡ ❛♥❣❧❡3 ♦❢ 0❤❡ 3②30❡♠✱ θijk, θjil, θmkj✳

❆3 M(ε) ✐3 ❛ 3× 3 ♠❛0$✐①✱ 0❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉3 ♦❢ ✐03 ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡3 ✐3 30$❛✐❣❤0❢♦$✇❛$❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣$❡33❡❞ ❛3✿

λ1 = −ε+ 4 ❛♥❞ λ2,3 =
ε+ 8±

√
ε2 + 32

2
.

❚❤✉3✱ ✐♥ ♦$❞❡$ 0♦ ❤❛✈❡ ♣♦3✐0✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡3✱ ε ❤❛3 0♦ ❜❡ ❝❤♦3❡♥ ✐♥ [−2, 4]✳ ❚❤✉3✱ ✐❢ 0❤❡ 3❡0

♦❢ ✐♥✐0✐❛❧ ❝♦♥❞✐0✐♦♥3 F ′(d1, η) 3❛0✐3✜❡3 ε ∈ [−2, 4]✱ 0❤❡♥ V̇c < 0 ❛♥❞ 0❤❡ 3②30❡♠ $❡♠❛✐♥3

30❛❜❧❡✱ ❡✈❡♥0✉❛❧❧② $❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❢♦$♠❛0✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 0♦ G(d1, d2)✳ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ 3❤♦✇3 0❤❡

✈❛❧✐❞✐0② ③♦♥❡3 ❢♦$ 3✉❝❤ ❝♦♥❞✐0✐♦♥3✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐3❡❧②✱ $❡❞ ③♦♥❡3 $❡♣$❡3❡♥0 0❤❡ 3❡0 ♦❢ ✈❛❧✉❡3

♦❢ (θijk, θjil, θmkj) ❢♦$ ✇❤✐❝❤ 0❤❡ ❞❡3✐$❡❞ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ ✐3 ♥♦0 ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉3 ❞✐3❝✉33✐♦♥ ✐3 ❛♥ ❡♥❞❡❛✈♦✉$ 0♦ ❛♥❛❧②③❡ ♥❡0✇♦$❦3 ♦❢ ✜✈❡ ♦$ ♠♦$❡ ❛❣❡♥03✱

❜✉0 ❢♦$♠❛❧ 30❛❜✐❧✐0② ❛♥❛❧②3✐3 ✐3 30✐❧❧ 0♦ ❜❡ ♣$♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤✐3 30✉❞② ❛❧3♦ $❡✈❡❛❧❡❞ 0❤❛0 ❢♦$

♣❛$0✐❝✉❧❛$ ✐♥✐0✐❛❧ ❢♦$♠❛0✐♦♥3 0❤❡ 3②30❡♠ $❡❛❝❤❡3 3✐♥❣✉❧❛$ ❢♦$♠❛0✐♦♥3 0❤❛0 ❞♦ ♥♦0 3❛0✐3❢②

♦✉$ ❝♦♥0$♦❧ ♦❜❥❡❝0✐✈❡3✳ ❙✐♥❝❡ 0❤❡3❡ 3✐♥❣✉❧❛$ ❢♦$♠❛0✐♦♥3 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ 30❛❜❧❡ ❡N✉✐✲

❧✐❜$✐✉♠ ❜❡0✇❡❡♥ ✐♥0❡$✲❛❣❡♥0 ❛♥❣❧❡3✱ 0❤❡ ♥❡①0 3❡❝0✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣$♦♣♦3❡ ❛ 3♦❧✉0✐♦♥ 0♦ ♦✈❡$0❛❦❡

0❤❡3❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♠✐♥❛ ❛♥❞ 0♦ ❛✈♦✐❞ 3✐♥❣✉❧❛$ ❝♦♥✜❣✉$❛0✐♦♥3✳

✶✹✺



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶✿ ❙+❛❜✐❧✐+② ③♦♥❡3 ❢♦$ ❛ ❝♦♥✜❣✉$❛+✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ❛❣❡♥+3

✹✳✹✳✸ ■♠♣&♦✈❡❞ ❝♦♥-&♦❧❧❡& ✇✐-❤ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥

❈♦♥3✐❞❡$ ♥♦✇ ❛ 3❡+ ♦❢ N = 4 ❛❣❡♥+3 ✭✹✳✷✳✶✮✱ ❞❡♥♦+❡❞ (i, j, k, l)✳ ❯♥❞❡$ ❆33✉♠♣+✐♦♥

✹✳✶✱ ❞❡✜♥❡✿

I ′(d1, d2) = D(d2, 3) ∩ E(d1).

❛3 +❤❡ ❝♦♥3✐❞❡$❡❞ 3❡+ ♦❢ ❢❡❛3✐❜❧❡ ❢♦$♠❛+✐♦♥3✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡3✉❧+ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡$✐✈❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥$✐❞❡( ❢♦✉( ❛❣❡♥-$ ✭✹✳✷✳✶✮✱ ❞❡♥♦-❡❞

(i, j, k, l)✱ ❞(✐✈❡♥ ❜② -❤❡ ❝♦♥-(♦❧ ❧❛✇ ✭✹✳✹✳✶✮✳ ◆♦-❡ -❤❛- j ✐$ -❤❡ ❝❡♥-(❛❧ ✈❡(-❡① ❛♥❞ ❛$$✉♠❡

-❤❡ $❡- ♦❢ ✐♥✐-✐❛❧ ❝♦♥❞✐-✐♦♥$ ❜❡❧♦♥❣$ -♦ I ′(d1, d2)✱ ❛$ $❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✷✳ ❚❤✉$✱ -❤❡

$②$-❡♠ (❡❛❝❤❡$ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉(❛-✐♦♥ ✇❤❡(❡ ❛❧❧ ✐♥-❡(✲❛❣❡♥- ❛♥❣❧❡$ θijk, θlji, θkjl ❛(❡ ❡A✉❛❧

-♦ 2π/3✳

B(♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ -❤❡ 0❛♠❡ 3❡❛0♦♥✐♥❣ ❛0 ❜❡❢♦3❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥0 ❧❡❛❞ ✉0 -♦✿

❞

❞θijk
cos(θijk) = K

[

2(θijk − sign(θijk)
π

3
)− (θjil − sign(θjil)

π

3
)− (θjkm − sign(θjkm)

π

3
)
]

sin(θijk),

❞

❞θjil
cos(θjil) = K

[

2(θjil − sign(θjil)
π

3
)− (θijk − sign(θijk)

π

3
)− (θjkm − sign(θjkm)

π

3
)
]

sin(θjil),

❞

❞θlji
cos(θlji) = K

[

2(θlji − sign(θlji)
π

3
)− (θijk − sign(θijk)

π

3
)− (θjil − sign(θjil)

π

3
)
]

sin(θlji).

■- ✐0 ♦❜✈✐♦✉0 -❤❛-✱ ✐❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥-0 ❛3❡ 0❤❛3✐♥❣ -❤❡ 0❛♠❡ ✈❡3-❡① j✱ -❤❡ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ❛♥❣❧❡

✐0 ❝❧♦0❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦♥ -❤❡ ♦-❤❡30✱ 0✉❝❤ -❤❛-✿

2π = θijk + θkjl + θlji. ✭✹✳✹✳✾✮

✶✹✻



✹✳✹ ❈♦♠♣❛❝(♥❡++ ❝♦♥(,♦❧❧❡,

qi

ql

qj
y

x

qk

θkjl

θlji

θijk

ql

θijk’s forces

θlji’s forces

θkjl’s forces

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷✿ ❙✐♥❣✉❧❛$ ❢♦$♠❛2✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥23

❋✉$2❤❡$♠♦$❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡$ Vc(q) ❛3 ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝2✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛2❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Vc(q) =
∑

j∈N

∑

i∈Nj,d2

∑

k∈Nj,d2
\{i}

(

|θijk| −
π

3

)2

,

✐23 ❞❡$✐✈❛2✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡33❡❞ ❛3✿

V̇c(q) = −4K
[

−(θijk − sign(θijk)
π

3
)(θjil − sign(θjil)

π

3
)− (θijk − sign(θijk)

π

3
)(θlji − sign(θlji)

π

3
)−

−(θjil − sign(θjil)
π

3
)(θlji − sign(θlji)

π

3
) + (θijk − sign(θijk)

π

3
)2+

+(θjil − sign(θjil)
π

3
)2 + (θlji − sign(θlji)

π

3
)2
]

.

✭✹✳✹✳✶✵✮

❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✭✹✳✹✳✶✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥ 3❡❡ 2❤❛2 V̇c(q) ✐3 32$✐❝2❧② ♥❡❣❛2✐✈❡✱ ❛♥❞ ❤❛3 ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❡F✉❛❧ 2♦ ③❡$♦ ✇❤❡♥ ‖θijk‖ = ‖θkjl‖ = ‖θlji‖✳ ❚❤✉3✱ ❢$♦♠ ✭✹✳✹✳✾✮✱ ✐2 ❢♦❧❧♦✇3 2❤❛2 2❤✐3

3②32❡♠ ✇✐❧❧ $❡❛❝❤ ❛ 32❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉$❛2✐♦♥ ✇❤❡$❡✿

‖θijk‖ = ‖θkjl‖ = ‖θlji‖ =
2π

3
.

❚❤✐3 ❝♦♥❝❧✉❞❡3 2❤❡ ♣$♦♦❢✳

I$❡✈✐♦✉3 ❝❛❧❝✉❧❛2✐♦♥3 3❤♦✇ 2❤❛2 ❛ 3❡2 ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥23 (i, j, k, l) ♦♥ ❛♥ ✐♥✐2✐❛❧ ❝♦♥✜❣✲

✉$❛2✐♦♥ ❛3 ♣$❡3❡♥2❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥2✉❛❧❧② $❡❛❝❤ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛2✐♦♥ ✇❤❡$❡

❛❧❧ ✐♥2❡$✲❛❣❡♥2 ❛♥❣❧❡3 θijk, θlji, θkjl ❛$❡ ❡F✉❛❧ 2♦ 2π/3✳ ❉❡3♣✐2❡ 2❤❡ ❢❛❝2 2❤❛2 2❤❡ 3②32❡♠

❛❝❤✐❡✈❡3 ❛ 32❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉$❛2✐♦♥✱ ♦✉$ ❝♦♥2$♦❧ $❡F✉✐$❡♠❡♥23 ❛$❡ ♥♦2 3❛2✐3✜❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥2❡$✲

❛❣❡♥2 ❛♥❣❧❡3 $❡❛❝❤ ❛♥ ✉♥❞❡3✐$❡❞ ❡F✉✐❧✐❜$✐✉♠ 2❤❛2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣❡$❢❡❝2 ❜❛❧❛♥❝❡

♦❢ 2❤❡ ❢♦$❝❡3 ❛♣♣❧✐❡❞ 2♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥2✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ✐♥ ♦$❞❡$ 2♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ ✐♥✲

❤❡$❡♥2 3✐♥❣✉❧❛$ ❝♦♥✜❣✉$❛2✐♦♥3 ✇❡ ♣$❡3❡♥2 ✐♥ 2❤❡ 3❡F✉❡❧ ❛♥ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❝♦♥2$♦❧❧❡$ ❡F✉✐♣♣❡❞

✇✐2❤ ❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥✳ ❚❤✐3 ❣❛✐♥✱ ❞❡♥♦2❡❞ K(θijk)✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡33❡❞ ❛3✿

✶✹✼



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

K(θijk) =
1

k(|θijk|)2
∂k(|θijk|)
∂θijk

, ✭✹✳✹✳✶✶✮

✇❤❡(❡ k(|θijk|) ✐* ❞❡♣✐❝.❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉( ✐♠♣(♦✈❡❞ ❝♦♥.(♦❧❧❡( ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲

♣(❡**❡❞ ❛*✿

ui3 = −
∑

i∈N

∑

j∈N\{i}

∑

k∈N\{i,j}

χ′
ijkRot(Dij)iq, ✭✹✳✹✳✶✷✮

✇✐.❤

χ′
ijk(t) =

{

K(θijk)(θijk − sign(θijk)
π
3
), ✐❢ (i, k) ∈ N 2

j,d2
\N 2

j,d1
,

0, ♦.❤❡(✇✐*❡✳

❚❤❡♥✱ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡*✉❧. ❤♦❧❞*✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥)✐❞❡$ ❢♦✉$ ❛❣❡♥.) ✭✹✳✷✳✶✮✱ ❞❡♥♦.❡❞

(i, j, k, l)✱ ❞$✐✈❡♥ ❜② .❤❡ ❝♦♥.$♦❧ ❧❛✇ ✭✹✳✹✳✶✷✮✳ ◆♦.❡ .❤❛. j ✐) ❛))✉♠❡❞ .♦ ❜❡ .❤❡ ❝❡♥.$❛❧

✈❡$.❡①✳ ❆))✉♠❡ .❤❡ )❡. ♦❢ ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥❞✐.✐♦♥) I ′(d1, d2)✱ ♣$♦✈✐❞❡❞ .❤❛. .❤❡ ✐♥✐.✐❛❧ ✐♥.❡$✲

❛❣❡♥. ❛♥❣❧❡) ❞♦ ♥♦. ❤❛✈❡ .❤❡ ❛❜)♦❧✉.❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉)✱ .❤❡ )②).❡♠) $❡❛❝❤ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ .♦ G(d1, d2)✳

A$♦♦❢✳ ❋(♦♠ ✐.* ❞❡✜♥✐.✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ k(|θijk|) > 0 ❛♥❞

∂k(|θijk|)

∂|θijk|
≥ 0✳ ❋✉(.❤❡(♠♦(❡✱ ✐. ❢♦❧❧♦✇*

❢(♦♠ ✭✹✳✹✳✶✶✮ .❤❛. K(θijk) ✈❛❧✉❡ ✐♥❝(❡❛*❡* ❛* |θijk| → π/3✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ❢♦( ❡❛❝❤ ❚(✐❛♥❣❧❡

(i, j, k)✱ .❤❡ *♠❛❧❧❡( θijk✬* ✈❛❧✉❡ ✐* .❤❡ *.(♦♥❣❡( .❤❡ ❝♦♥.(✐❜✉.✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✳✶✮ ✇✐❧❧ ❜❡✳ ❇❛*❡❞

♦♥ ❣❡♦♠❡.(✐❝ ❛(❣✉♠❡♥.*✱ ✐. ②✐❡❧❞* .❤❛. ❢♦( ❛ *❡. ♦❢ ❢♦✉( ❛❣❡♥.* ✐♥ *✐♠✐❧❛( ❢♦(♠❛.✐♦♥ ❛* ✐♥

❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✷✱ .❤❡(❡ ❛(❡ .❤(❡❡ ❝♦♥.(♦❧❧❛❜❧❡ ✐♥.❡(✲❛❣❡♥. ❛♥❣❧❡* ❛♥❞ .❤❛. .❤❡✐( *✉♠ ✐* ❡E✉❛❧

.♦ 2π✳ ❯♥❞❡( .❤❡ ❛**✉♠♣.✐♦♥ .❤❛. .❤❡ ✐♥✐.✐❛❧ ✐♥.❡(✲❛❣❡♥. ❛♥❣❧❡* ❞♦ ♥♦. ❤❛✈❡ .❤❡ *❛♠❡

❛❜*♦❧✉.❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐. ❢♦❧❧♦✇* .❤❛. .❤❡ ❛❜*♦❧✉.❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥.❡(✲❛❣❡♥. ❛♥❣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ *.(✐❝.❧②

✐♥❢❡(✐♦( .♦ ❛❧❧ .❤❡ ♦.❤❡(*✬ *✉❝❤ .❤❛.✱ ❢♦( ❡①❛♠♣❧❡✱ θijk < θljk < θkjl✳ ❙✐♥❝❡ K(θijk) ✈❛❧✉❡

✐♥❝(❡❛*❡* ❛* |θijk| → π/3✱ .❤❡ (❡❛❞❡( ❝❛♥ *❡❡ ✐♥ .❤✐* ❛♣♣(♦❛❝❤ ❛ ♣(✐♦(✐.② ❜❛*❡❞ *.(❛.❡❣②✳

■♥ ♦.❤❡( ✇♦(❞*✱ .❤❡ ❢♦(❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ .♦ *♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡* ❤❛* ❛ ❤✐❣❤❡( ♣(✐♦(✐.② ✭❤✐❣❤❡( K(θijk)✬*

✈❛❧✉❡✮✱ ✇❤✐❧❡ ❧❛(❣❡ ❛♥❣❧❡* ❤❛✈❡ ❧♦✇❡( ♣(✐♦(✐.② ✭*♠❛❧❧❡( K(θijk)✬* ✈❛❧✉❡✮✳ ❋♦( .❤❡ *❛❦❡ ♦❢

❜(❡✈✐.②✱ .❤❡ (❡*. ♦❢ .❤❡ ♣(♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢(♦♠ .❤❡ ♣(♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸ ❛♥❞ ✐*

♦♠✐..❡❞✳

k(|θijk|)

|θijk|
π
3

π

❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✸✿ ❊✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥ k(|θijk|)

✶✹✽



✹✳✺ ❙❡%✉❡♥(✐❛❧ ❝♦♥(.♦❧❧❡.

 ❛"#✐❝✉❧❛" ❢♦"♠❛#✐♦♥, ❛, #❤❡ ♦♥❡ ♣"❡,❡♥#❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉"❡ ✹✳✶✷ ❧❡❛❞ ♦✉" ♦"✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣"♦❛❝❤

❡①♣"❡,,❡❞ ✐♥ ✭✹✳✹✳✶✮ #♦ ,✐♥❣✉❧❛" "❡,✉❧#, ✇❤❡"❡ ❛❧❧ ❛♥❣❧❡, ❛"❡ ❡;✉❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❛♥ ❛❧#❡"♥❛#✐✈❡

,♦❧✉#✐♦♥ ✉,✐♥❣ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥, ✇❛, ✐❞❡♥#✐✜❡❞ ❛♥❞ ♣"♦♣♦,❡❞ ♣"❡✈✐♦✉,❧② ✐♥ #❤✐, ,❡❝#✐♦♥✳ ■♥

#❤❡ ,❡;✉❡❧✱ ✇❡ ❛"❡ ❣♦✐♥❣ #♦ ❞✐,❝✉,, ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ,❡;✉❡♥#✐❛❧ ❛♣♣"♦❛❝❤✳

✹✳✺ ❙❡%✉❡♥(✐❛❧ ❝♦♥(.♦❧❧❡.

■♥ #❤✐, ,❡❝#✐♦♥ ✇❡ ♣"❡,❡♥# ✇❤❛# ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ ,❡;✉❡♥#✐❛❧ ❝♦♥#"♦❧❧❡"✱ ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ #❤❡ #✇♦

❛❧❣♦"✐#❤♠, ♣"❡,❡♥#❡❞ ✐♥ ♣"❡✈✐♦✉, ,❡❝#✐♦♥,✳ ❖♥❡ ♣❤❛,❡ ✇✐❧❧ ❡♥,✉"❡ ❞✐,♣❡",✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥#,

✐♥ #❤❡ ✇♦"❦,♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ #❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐, ❣♦✐♥❣ #♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥#❡"✲❛❣❡♥# ❛♥❣❧❡, ✐♥ ♦"❞❡"

#♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝# ❢♦"♠❛#✐♦♥✳ ❲✐#❤♦✉# ❧♦,# ♦❢ ❣❡♥❡"❛❧✐#② ❢♦" #❤❡ ❞✐,♣❡",✐♦♥ ❛♥❛❧②,✐,✱

✇❡ ♠❛❦❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛,,✉♠♣#✐♦♥ ✐♥ ♦"❞❡" #♦ ❡♥,✉"❡ #❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉" ❛♣♣"♦❛❝❤

❆00✉♠♣(✐♦♥ ✹✳✷✳ ❲❡ ❛##✉♠❡ &❤❛& η ❛♥❞ ξ ❛*❡✱ *❡#♣❡❝&✐✈❡❧②✱ #✉✣❝✐❡♥&❧② ❝❧♦#❡ &♦ 0 ❛♥❞

1✳ ❚❤✐# ✐♥❤❡*❡♥&❧② ♠❡❛♥# &❤❛&✱ ❛❢&❡* &❤❡ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ ✐# ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ &❤❡ ❞✐#&❛♥❝❡ #❡♣❛*❛&✐♥❣

&✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦*# ✐# &❛❦❡♥ &♦ ❜❡ ❝♦♥#&❛♥& ❛♥❞ ❡;✉❛❧ &♦ d1✳ ❋✉*&❤❡*♠♦*❡✱ ✐& ✐# ❛##✉♠❡❞ &❤❛&

✐♥✐&✐❛❧❧② ❡❛❝❤ ❛❣❡♥& #❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡✱ ❛& ♠♦#&✱ &✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦*#✳

❚❤❡ ,#"❛#❡❣② ,#"✉❝#✉"❡ ✐, "❡♣"❡,❡♥#❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✳ ❈♦♥,✐❞❡" ♥♦✇ ❛ ❚"✐❛♥❣❧❡✱ ✇✐#❤

❛❣❡♥#, ✐♥✐#✐❛❧❧② ❝❧♦,❡" #❤❛♥ d1✳ ❚❤❡ ,♠❛❧❧❡,# #✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦" ✇❤✐❝❤ #❤❡ ❞✐,#❛♥❝❡ ,❡♣❛"❛#✐♥❣

#✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦", "❡❛❝❤❡, #❤❡ #❤"❡,❤♦❧❞ ❞✐,#❛♥❝❡ d1 ❢♦" #❤❡ ✜",# #✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦" #✇♦ ❡❞❣❡, ✐,

❞❡✜♥❡❞ ❛,✿

t∗ijk = ♠✐♥{t| βij(0), βjk(0) < d21, βij(t
∗
ijk) = βjk(t

∗
ijk) = d21, j ∈ N , i ∈ Nj,d1 , k ∈ Nj,d1\{i}}.

❚❤❡ ,♠❛❧❧❡,# #✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ,❛#✐,❢②✐♥❣ ❢♦" #❤❡ ✜",# #✐♠❡ #❤❡ ♣"❡✈✐♦✉, ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✐, ❞❡✜♥❡❞

❛,✿

t∗b = ♠✐♥i,j,k{t| βij(0) < d21, βjk(0) < d21, βij(t
∗
ijk) = βjk(t

∗
ijk) = d21}.

■# ❢♦❧❧♦✇, #❤❛# t∗b ≥ t∗a✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ♣"❡✈✐♦✉, ❞❡✜♥✐#✐♦♥,✱ #❤❡ ❢♦"❝❡ ♠✐♥✐♠✐③✲

✐♥❣ ✐♥#❡"✲❛❣❡♥# ❛♥❣❧❡, ❜❡❝♦♠❡, ❛❝#✐✈❡ ❢♦" ❡❛❝❤ ❚"✐❛♥❣❧❡ (i, j, k) ❛# t = t∗ijk ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✹✮✳

◆♦#❡ #❤❛# ❞✐,♣❡",✐♦♥ ❛❧❣♦"✐#❤♠✬, ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉"❛#✐♦♥ ❝♦""❡,♣♦♥❞, #♦ #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ,❡# ♦❢ #❤❡

❝♦♠♣❛❝#♥❡,, ❛❧❣♦"✐#❤♠✳

❉❡✜♥❡ ♥♦✇✿

I ′′(d1, d2) = D(d2, 2) ∩ I(d1).
❛, #❤❡ ❢❡❛,✐❜❧❡ ,❡# ♦❢ ✐♥✐#✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉"❛#✐♦♥, ❢♦" #❤❡ ♣"♦♣♦,❡❞ ,❡;✉❡♥#✐❛❧ ❝♦♥#"♦❧❧❡"✳ ❲❡ ❛"❡

♥♦✇ "❡❛❞② #♦ ✐♥#"♦❞✉❝❡ ♦✉" ❛♣♣"♦❛❝❤✳

✶✹✾



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

Dispersion Confinement

tij
∗ tijk

∗ t

Actions

2

agents

3

agents Compactness

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹✿ ❙❡+✉❡♥-✐❛❧ ❝♦♥-$♦❧❧❡$✬3 3❝❤❡❞✉❧✐♥❣

✹✳✺✳✶ ❈♦♥'(♦❧❧❡( ❞❡,✐❣♥

❚❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ❝❛♥ ❜❡ 3❡❡♥ ❛3 ❛ ❤②❜$✐❞ 3②3-❡♠✱ ✇✐-❤ -$❛♥3✐-✐♦♥3 ❛- ✐♥3-❛♥-3

✇❤❡♥❡✈❡$ ψij ✐3 ❛❝-✐✈❛-❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❡❞❣❡3 ❛$❡ ❛❞❞❡❞ -♦ -❤❡ ❣$❛♣❤✱ ♦$ ✇❤❡♥ ❝♦♠✲

♣❛❝-♥❡33 ❢♦$❝❡3 ❛$❡ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆❣❡♥- i✬3 ❝♦♥-$♦❧ ✐♥♣✉- ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦-❡❞ ❜②✿

ui = ui1 + ui2,

❛♥❞ u = [u1, . . . , uN ]
T
✳ ❉❡✜♥❡✿

(R1)pq =



















∑

j∈N\{p}

∂γpj
∂βpj

, ✐❢ p = q,

− ∂γpq
∂βpq

, ♦-❤❡$✇✐3❡.

(R2)pq =











∑

j∈N\{p}

σHpj, ✐❢ p = q,

− σHpq, ♦-❤❡$✇✐3❡✳

❛♥❞

(R3)pq =



















∑

j∈N\{p}

∑

k∈N\{p,j}

χpjk, ✐❢ p = q,

∑

k∈N\{p,q}

χpqk, ♦-❤❡$✇✐3❡.

■♥ ❛ 3✐♠✐❧❛$ ❢♦$♠❛❧✐③❛-✐♦♥ ❛3 ✐♥ ❬✶✵✼❪✱ ✇❡ ❝❛♥ -❤❡♥ ❡①♣$❡33 ♦✉$ 3②3-❡♠ ❛3 ❢♦❧❧♦✇3✿



















{

q̇ =− [2(R1 ⊗ I2) + 2(R2 ⊗ I2)] q,

θ̄ijk = π,
✐❢ t < t∗ijk,

{

q̇ =− [2(R1 ⊗ I2) + 2(R2 ⊗ I2) + (R3 ⊗ I2)Rot] q,

θ̄ijk = θijk,
♦-❤❡$✇✐3❡✳

✭✹✳✺✳✶✮

✶✺✵



✹✳✺ ❙❡%✉❡♥(✐❛❧ ❝♦♥(.♦❧❧❡.

■! ✐# ❡❛#② !♦ #❡❡ !❤❛! !❤❡ ♣*♦♣♦#❡❞ ❝♦♥!*♦❧❧❡* ❡①♣*❡##❡❞ ✐♥ !❤❡ ♣*❡✈✐♦✉# ❡2✉❛!✐♦♥

♣*❡#❡♥!# ❛ ❤②❜*✐❞ #!*✉❝!✉*❡✳ ▼♦*❡ ♣*❡❝✐#❡❧②✱ ✐! ❡①❤✐❜✐!# ❜♦!❤ ❝♦♥!✐♥✉♦✉# ❛♥❞ ❞✐#❝*❡!❡

❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦*✱ ✇✐!❤ ❥✉♠♣# ❞❡#❝*✐❜❡❞ ❜② !❤❡ ❡✈♦❧✉!✐♦♥ ♦❢ θ̄ijk✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ ✐! ❢♦❧❧♦✇#

!❤❛! !❤❡ #②#!❡♠✬# #!❛!❡ ❝❤❛♥❣❡# ❡✐!❤❡* ❝♦♥!✐♥✉♦✉#❧② ♦* ❞✐#❝*❡!❡❧②✳ ❲❡ ❛*❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ !♦

❛♥❛❧②③❡ ✐!# #!❛❜✐❧✐!② ❛♥❞ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡#✳

✹✳✺✳✷ ❙%❛❜✐❧✐%② ❛♥❛❧②,✐,

❇❛#❡❞ ♦♥ ♦✉* *❡#✉❧!# ♣*❡#❡♥!❡❞ ✐♥ ❙❡❝!✐♦♥# ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✱ ✇❡ ❛*❡ ❣♦✐♥❣ !♦ ❛♥❛❧②③❡

!❤❡ ♣*♦♣♦#❡❞ #❡2✉❡♥!✐❛❧ ❝♦♥!*♦❧❧❡*✬# ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡#✳ ❋*♦♠ !❤❡ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❝♦♥!*♦❧❧❡*

♣*❡#❡♥!❡❞ ❜❡❢♦*❡✱ ✐! ✐# ❝❧❡❛* !❤❛! !❤❡ *❡#✉❧!✐♥❣ #②#!❡♠ ❤❛# ❛ ❤②❜*✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦* ❛# ❞❡#❝*✐❜❡❞

✐♥ ❬✶✵✼❪✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ ✐♥ !❤✐# #❡❝!✐♦♥ ✇❡ ❛*❡ ❣♦✐♥❣ !♦ ♣*❡#❡♥! ❛ #!❛❜✐❧✐!② ❛♥❛❧②#✐# ❜❛#❡❞ ♦♥

!❤✐# ❢*❛♠❡✇♦*❦ ❛♥❞ #!❛!❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✳

❚❤❡♦.❡♠ ✹✳✷✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥)✐❞❡$ N ∈ {2, 3, 4} ❛❣❡♥.)

✭✹✳✷✳✶✮ ❞$✐✈❡♥ ❜② .❤❡ ❝♦♥.$♦❧ ❧❛✇ ✭✹✳✺✳✶✮✳ ❆))✉♠❡ .❤❡ )❡. ♦❢ ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥❞✐.✐♦♥) I ′′(d1, d2)✳

❚❤✉)✱ .❤❡ )②).❡♠ $❡❛❝❤❡) ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ .♦ G(d1, d2)✳

>$♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ !❤❡ !✇♦ #!❛❣❡# ❛*❡ #❡2✉❡♥!✐❛❧❧② *❡❧❛!❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡* ❛ ❣❧♦❜❛❧ ▲②❛♣✉♥♦✈

❢✉♥❝!✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛!❡ Vg(q) #✉❝❤ !❤❛!✿

Vg(q) =
∑

i∈N

∑

j∈N\{i}

[

γij + ψHij
]

+
∑

j∈N

∑

i∈Nj,d2

∑

k∈Nj,d2
\{i}

(

|θ̄ijk| −
π

3

)2

. ✭✹✳✺✳✷✮

❋♦* ❛❧❧ t < t∗b ✱ Vg(q) ❝♦**❡#♣♦♥❞# !♦✿

Vg(q) =
∑

i∈N

∑

j∈N\{i}

[

γij + ψHij
]

+ C1, ❢♦* t < t∗b

✇❤❡*❡ C1 =
∑

j∈N

∑

i∈Nj,d2

∑

k∈Nj,d2
\{i}

(

|θ̄ijk| − π
3

)2
✐# ❝♦♥#!❛♥! ✭*❡❝❛❧❧ !❤❡ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ♦❢

θ̄ijk✮✳ ❯♥❞❡* ❆##✉♠♣!✐♦♥ ✹✳✷✱ ✐! ❢♦❧❧♦✇# ❢*♦♠ ❚❤❡♦*❡♠ ✹✳✶ !❤❛! V̇g(q) ✐# #!*✐❝!❧② ♥❡❣❛!✐✈❡

#✉❝❤ !❤❛! !❤❡ #②#!❡♠ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥!✉❛❧❧② *❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉*❛!✐♦♥ ✇❤❡*❡ ❛❣❡♥!# ❛*❡ #❡♣❛*❛!❡❞

❢*♦♠ ❛♥② ♦!❤❡* ❛❣❡♥! ❜② ❛ ❞✐#!❛♥❝❡ ❡①❛❝!❧② ❡2✉❛❧ !♦ d1 ❛♥❞ ✇❤❡*❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥! ❤❛# ❛! ♠♦#!

!✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦*#✳

❆! t = t∗b ✱ !❤❡ ❝♦♠♣❛❝!♥❡## ❝♦♥!*♦❧❧❡* ❜❡❝♦♠❡# ❛❝!✐✈❡ ❢♦* ❛! ❧❡❛#! ♦♥❡ !*✐♣❧❡! (i, j, k)

✇❤✐❧❡ !❤❡ ❞✐#♣❡*#✐♦♥ ❝♦♥!*♦❧❧❡* *❡♠❛✐♥# ❛❝!✐✈❡ ❢♦* ❛❧❧ ❛❣❡♥!# (i, j) #❛!✐#❢②✐♥❣ βij < d21✳

❚❤❡*❡❢♦*❡✱ ✇❡ ❝♦♥#✐❞❡* !❤❡ ❢✉♥❝!✐♦♥✿

Vg(q) =
∑

j∈N

∑

i∈Nj,d2

∑

k∈Nj,d2
\{i}

(

|θ̄ijk| −
π

3

)2

+
∑

i∈N

∑

j∈N\{i}

[

γij + ψHij
]

, ❢♦* t > t∗b .

✶✺✶



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

❚❤❡ #❡❝♦♥❞ (✐❣❤+ ❤❛♥❞ +❡(♠ ✐# (❡❧❛+❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ ❞✐#♣❡(#✐♦♥ ❝♦♥+(♦❧ #+(❛+❡❣②✳ ❯♥❞❡(

❆##✉♠♣+✐♦♥ ✹✳✷✱ ✐+ ❢♦❧❧♦✇# ❢(♦♠ ❚❤❡♦(❡♠ ✹✳✶ +❤❛+ +❤❡ ❝❧♦#❡❞✲❧♦♦♣ #②#+❡♠ ❝♦♥+(♦❧❧❡❞ ❜②

✭✹✳✺✳✶✮ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡(❣❡ +♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ✇❤❡(❡ ❛❧❧ ❛❣❡♥+# ❛(❡ #❡♣❛(❛+❡❞ ❢(♦♠ ❛♥② ♦+❤❡(

❛❣❡♥+ ❜② ❛ ❞✐#+❛♥❝❡ ❡①❛❝+❧② ❡C✉❛❧ +♦ d1✳ ❖♥ +❤❡ ♦+❤❡( #✐❞❡✱ +❤❡ ✜(#+ +❡(♠ ♦❢ +❤❡ (✐❣❤+ ❤❛♥❞

#✐❞❡ ❝♦((❡#♣♦♥❞# +♦ +❤❡ ❝♦♠♣❛❝+♥❡## ❡✈♦❧✉+✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉#✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶

❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ❯♥❞❡( ❆##✉♠♣+✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ✉#✐♥❣ ❚❤❡♦(❡♠ ✹✳✶ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶ ❛♥❞

✹✳✷✱ ✐+ ②✐❡❧❞#✿

V̇g(q) < 0, ❢♦( t ∈]t∗b ,∞[.

❆# ♠❡♥+✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦(❡✱ +❤❡ ♣(♦♣♦#❡❞ #❡C✉❡♥+✐❛❧ ❝♦♥+(♦❧❧❡( ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ❛# ❛ ❤②❜(✐❞

#②#+❡♠✱ ✇❤❡(❡ +(❛♥#✐+✐♦♥# ❛(❡ ❣❡♥❡(❛+❡❞ ❜② +(✐♣❧❡+# (i, i, k) +❤❛+ ❜❡❝♦♠❡ ❚(✐❛♥❣❧❡#✱ #❡❡

❉❡✜♥✐+✐♦♥ ✹✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧ +❤❡ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♦❢ θ̄ijk ♣(❡#❡♥+❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✳✶✮✳ ❆+ ❡❛❝❤ ✐♥#+❛♥+ t = t∗ijk✱

+❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ̄ijk #✇✐+❝❤❡# ❢(♦♠ π +♦ +❤❡ (❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θijk ❢♦( ❛❧❧ +(✐♣❧❡+ (i, j, k)✳ ❚❤❡

✐♥❝(❡♠❡♥+ ♦❢ |θijk| ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦+❡❞ ❜② ∆θ̄ijk✳ ❋(♦♠ ✭✹✳✺✳✶✮✱ ✐+ ②✐❡❧❞#✿

∆θ̄ijk < 0, ∀ ❚(✐❛♥❣❧❡ (i, j, k) .

❉❡♥♦+❡ +❤❡ #✉♠ ♦❢ ✐♥❝(❡♠❡♥+# ♦❢ Vg(q) ❜②
∑

∆Vg(q)✳ ❚❤✉#✱ ✐+ ②✐❡❧❞# ❢(♦♠ +❤❡ ♣(❡✈✐♦✉#

❡C✉❛+✐♦♥✿

∑

∆Vg(q) < 0.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉♥❞❡( ❚❤❡♦(❡♠ ✷✵ ♦❢ ❬✶✵✼❪ ✐+ ❤♦❧❞# +❤❛+✱ #✐♥❝❡ V̇g(q) < 0 ❢♦( t < t∗b ✱ V̇g(q) < 0

❢♦( t > t∗b ✱ ❛♥❞ ∆Vg(q) < 0✱ +❤❡ #②#+❡♠ ✐# ❛#②♠♣+♦+✐❝❛❧❧② #+❛❜❧❡✳ ❆❣❡♥+# ✇✐❧❧ ❡✈❡♥+✉❛❧❧②

(❡❛❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ +♦ G(d1, d2)✱ ✇❤❡(❡ ❡C✉✐❧❛+❡(❛❧ +(✐❛♥❣❧❡# ❛(❡ ❢♦(♠❡❞ ❛♥❞
❛❧❧ ✐♥+❡(♥❛❧ ❛♥❣❧❡# ❛(❡ ❡C✉❛❧ +♦ π/3✳

❚❤(♦✉❣❤♦✉+ ♣(❡✈✐♦✉# #❡❝+✐♦♥#✱ ✇❡ ❞❡#✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦♥+(♦❧❧❡(# ❢♦( ❞✐#♣❡(#✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝+♥❡##✳ ■♠♣(♦✈❡❞ #+(❛+❡❣✐❡# +♦ ❛✈♦✐❞ #✐♥❣✉❧❛( ❝♦♥✜❣✉(❛+✐♦♥# ✇❡(❡ ❛❧#♦ ❞❡(✐✈❡❞✳

▼♦(❡♦✈❡(✱ ✇❡ ❛❧#♦ ♣(♦♣♦#❡❞ ❛ #❡C✉❡♥+✐❛❧ ❝♦♥+(♦❧❧❡( ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ ❜♦+❤ ❞✐#♣❡(#✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♠♣❛❝+♥❡## ❝♦♥+(♦❧❧❡(#✳ ❲❡ ❛(❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ +♦ ♣(❡#❡♥+ #♦♠❡ #✐♠✉❧❛+✐♦♥ (❡#✉❧+# #✉♣♣♦(+✐♥❣

+❤❡ +❤❡♦(❡+✐❝❛❧ ❝♦♥+(✐❜✉+✐♦♥# ♦❢ +❤✐# ❝❤❛♣+❡(✳

✹✳✻ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡.✉❧).

■♥ +❤✐# #❡❝+✐♦♥✱ ✇❡ ♣(❡#❡♥+ #♦♠❡ (❡#✉❧+# +❤❛+ ✈❛❧✐❞❛+❡ +❤❡ +❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+#

♦❢ +❤✐# ❝❤❛♣+❡(✳ ❲❡ ❛(❡ ♣❛(+✐❝✉❧❛(❧② ✐♥+❡(❡#+❡❞ ✐♥ +❤❡ #❡C✉❡♥+✐❛❧ ❝♦♥+(♦❧❧❡(✱ #✐♥❝❡ +❤❡

✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ ♦❢ ✐+# ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡# ✐♥❤❡(❡♥+❧② ❧❡❛❞# ✉# +♦ +❤❡ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞✐#♣❡(#✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♠♣❛❝+♥❡## ❝♦♥+(♦❧❧❡(#✳

✶✺✷



✹✳✻ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ,❡.✉❧).
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺✿ ❙✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡2✉❧/2 ❢♦$ ❛ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ♦❢ /❤$❡❡ ❛❣❡♥/2

❚❤❡ ♣♦2✐/✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥/ i ✐2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② qi = [xi, yi]
T ∈ R

2, i ∈ N = {1, ..., N} 2✉❝❤
/❤❛/ q = [qi, qj, . . . , qN ]

T
✳ ■♥ /❤❡ 2❡=✉❡❧✱ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ✈❡❝/♦$2 ❢♦$ ❛ ❢♦✉$✱

2✐① ❛♥❞ ❡✐❣❤/ ❛❣❡♥/ ♥❡/✇♦$❦ ❛$❡ ❞❡♥♦/❡❞ q4 agents
✱ q6 agents

✱ ❛♥❞ q8 agents
✱ $❡2♣❡❝/✐✈❡❧②✳ ❋♦$

2✐♠✉❧❛/✐♦♥2 ♣✉$♣♦2❡2✱ /❤❡② ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛2✿

q3 agents(0) =
[

0.04, 0.35, 0.36, 0.90, 0.20, 1.70
]T
,

q4 agents(0) =
[

1.20, 0.76, 1.27, 1.39, 0.78, 1.91, 1.03, 2.70
]T
,

q8 agents(0) =
[

1.20, 0.48, 0.76, 1.08, 0.81, 2.00, 0.60, 2.40

1.60, 0.08, 1.60, 0.64, 2.40, −1.00, 2.00, −1.72
]T
.

❋✐❣✉$❡2 ✹✳✶✺✱ ✹✳✶✻✱ ✹✳✶✼ 2❤♦✇ /❤❡ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ❢♦$ 2❡✈❡$❛❧ ♥❡/✇♦$❦2✳ ▼♦$❡

♣$❡❝✐2❡❧②✱ ❋✐❣✉$❡2 ✹✳✶✺✭❛✮✱ ✹✳✶✻✭❛✮ 2❤♦✇ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ❢♦$ ❛ ❣$♦✉♣ ♦❢ /❤$❡❡

❛♥❞ ❢♦✉$ ❛❣❡♥/2✱ $❡2♣❡❝/✐✈❡❧②✳ ❚❤❡2❡ ✜❣✉$❡2 ❝♦♥✜$♠ /❤❡ /❤❡♦$❡/✐❝❛❧ $❡2✉❧/2 ♣$♦✈✐♥❣ /❤❡

2/❛❜✐❧✐/② ♦❢ 2②2/❡♠2 ❝♦♥/❛✐♥✐♥❣ /❤$❡❡ ❛♥❞ ❢♦✉$ ❛❣❡♥/2✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ 2✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡2✉❧/2 ❢♦$

❜✐❣❣❡$ ♥❡/✇♦$❦2 ❛$❡ ❛❧2♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛2 ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼ ❢♦$ ❛ ♥❡/✇♦$❦ ♦❢ ❡✐❣❤/

❛❣❡♥/2✳ ◆♦/❡✱ /❤♦✉❣❤✱ /❤❛/ /❤✐2 2✉❜❥❡❝/ 2/✐❧❧ ❞❡♠❛♥❞2 ❢✉$/❤❡$ $❡2❡❛$❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡/❡

/❤❡♦$❡/✐❝❛❧ ♣$♦♦❢2 ❛$❡ ②❡/ /♦ ❜❡ ♣$♦✈✐❞❡❞✳ ■♥ ❛❧❧ ✜❣✉$❡2✱ /❤❡ $❡❞ $❛❞✐✉2 ✭❞♦//❡❞ ❧✐♥❡✮

$❡♣$❡2❡♥/2 d2/2✱ ✇❤✐❧❡ &❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✭❝♦♠♣❧❡&❡ ❧✐♥❡✮ 0&❛♥❞0 ❢♦4 4❛❞✐✉0 d1/2✳

❋✐❣✉4❡0 ✹✳✶✺✭❜✮✱ ✹✳✶✻✭❜✮✱ ✹✳✶✼✭❜✮ 0❤♦✇ &❤❡ 4❡0✉❧&✐♥❣ ❢♦4♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞✐0♣❡40✐♦♥ ❛❧❣♦✲

4✐&❤♠✳ ❲❡ ♦❜0❡4✈❡ &❤❛&✱ ❢♦4 ❛♥② ♣❛✐4 ♦❢ ❛❣❡♥&0✱ &❤❡② ❛4❡ ❧♦❝❛&❡❞ ❛& ❛ ❞✐0&❛♥❝❡ d1 ❢4♦♠

❡❛❝❤ ♦&❤❡4✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥0 &❤❛& ♥♦ ♦&❤❡4 ❛❣❡♥& ✐0 ✇✐&❤✐♥ ❛ 4❛❞✐✉0 ♦❢ d1/2✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡ ♣♦&❡♥✲

&✐❛❧ ❢♦4❝❡0 ♦❜❧✐❣❡ ❛❣❡♥&0 &♦ ❣❡& ❛♣❛4& ❛♥❞ &❤❡4❡ ✐0 ♥♦ ♣❛✐4 (i, j) 0❛&✐0❢②✐♥❣ qi(0) = qj(0)✱ ✐&

✐0 ✇♦4&❤ ♠❡♥&✐♦♥✐♥❣ &❤❛& ❝♦❛❧✐0✐♦♥0 ❛4❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② &❤❡ ♣4♦♣♦0❡❞ ❝♦♥&4♦❧ 0&4❛&❡❣②✳ ❋✐❣✲

✉4❡0 ✹✳✶✺✭❝✮✱ ✹✳✶✻✭❝✮✱ ✹✳✶✼✭❝✮ 0❤♦✇ &❤❡ ✉❧&✐♠❛&❡ 4❡0✉❧&✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉4❛&✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ 0❡❡ &❤❛&

❡C✉✐❧❛&❡4❛❧ &4✐❛♥❣❧❡0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦4♠❡❞✱ ❛♥❞ &❤❛& &❤❡ ✐♥&❡4♥❛❧ ❛♥❣❧❡0 ✇❡4❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ &♦

✶✺✸



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻✿ ❙✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡2✉❧/2 ❢♦$ ❛ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉$ ❛❣❡♥/2
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼✿ ❙✐♠✉❧❛/✐♦♥ $❡2✉❧/2 ❢♦$ ❛ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❤/ ❛❣❡♥/2

π/3 2♦ /❤❛/ ❢♦$♠❛/✐♦♥ ✐2 /❤❡ ♠♦2/ ❝♦♠♣❛❝/ ♣♦22✐❜❧❡✳ ❲❡ ❛❧2♦ ♦❜2❡$✈❡ /❤❛/ ❛❣❡♥/2 ❝♦♥✲

/✐♥✉❡ /♦ ❦❡❡♣ ❛ d1 ❞✐2/❛♥❝❡ ❢$♦♠ ❛♥② ♦/❤❡$ ❛❣❡♥/✱ ✇❤✐❝❤ 2❤♦✇2 /❤❡ ❝♦♠♣❛/✐❜✐❧✐/② ♦❢ /❤❡

❞✐✛❡$❡♥/ ❝♦♠♣♦♥❡♥/2 ♦❢ ✭✹✳✺✳✶✮ ❛♥❞ /❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ /❤❡ ♣$♦♣♦2❡❞ 2/$❛/❡❣②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✽ 2❤♦✇ 2♦♠❡ $❡2✉❧/2 ❢♦$ ❛ ♣❛$/✐❝✉❧❛$ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ❞❡♣✐❝/❡❞

✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✽✭❛✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥2 ❢♦$ 2✉❝❤ ❢♦$♠❛/✐♦♥ ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛2✿

q4 agents(0) =
[

0.12 0.36 0.6 1.2 2.1 0.99 1.41 1.8
]T
.

■♥ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✽✭❜✮ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜2❡$✈❡ /❤❡ $❡2✉❧/✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉$❛/✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥/$♦❧❧❡$ ✭✹✳✹✳✶✮

✐2 ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✉2 /♦ ❛ 2✐♥❣✉❧❛$ ❡J✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✇❤❡$❡ ❛❧❧ ❛♥❣❧❡2 ❛$❡ ❡J✉❛❧ /♦ 2π/3✳ ❚❤❡♥✱

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✽✭❝✮ 2❤♦✇2 /❤❡ $❡2✉❧/✐♥❣ ❢♦$♠❛/✐♦♥ ✇❤❡♥ /❤❡ ❝♦♥/$♦❧❧❡$ ✭✹✳✹✳✶✷✮✱ ✉2✐♥❣ ❛ ✈❛$✐❛❜❧❡

✶✺✹



✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

❣❛✐♥✱ ✐% ✐♠♣❧❡♠❡♥*❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛%✐❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ *❤❡ ✐♠♣3♦✈❡❞ ❝♦♥*3♦❧❧❡3 ✭✹✳✹✳✶✷✮ %❛*✐%✜❡%

♦✉3 ♦❜❥❡❝*✐✈❡✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ *❤❡ %✐♥❣✉❧❛3 ❡=✉✐❧✐❜3✐✉♠ ✈✐%✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉3❡ ✹✳✶✽✭❜✮✳
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❋✐❣✉3❡ ✹✳✶✽✿ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥ 3❡%✉❧*% ❢♦3 ❛ %✐♥❣✉❧❛3 ❝♦♥✜❣✉3❛*✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉3 ❛❣❡♥*%

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

■♥ *❤✐% ❝❤❛♣*❡3✱ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡3 *❤❡ ❝♦♠♣❛❝* ❞❡♣❧♦②♠❡♥* ♦❢ ❛❣❡♥*% ♣3♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐% ♣3♦❜✲

❧❡♠ ❛%❦% ❢♦3 ❡✛❡❝*✐✈❡ ♠♦*✐♦♥ ❝♦♦3❞✐♥❛*✐♦♥ %*3❛*❡❣✐❡% ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛3*✐❝✉❧❛3✱ ❢♦3 ❢♦3♠❛*✐♦♥

❝♦♥*3♦❧ ❛♣♣3♦❛❝❤❡%✳ ❚❤✐% ✇♦3❦ ✐% ♠♦*✐✈❛*❡❞ ❜② *❤❡ ❢❛❝* *❤❛* ❢♦3 3❡❝❡♥* 3♦❜♦*✐❝ ❛♣♣❧✐✲

❝❛*✐♦♥% ✐% ✐♠♣♦3*❛♥* *♦ ✐♠♣♦%❡ ❛ ♣❛3*✐❝✉❧❛3 ❝♦♥✜❣✉3❛*✐♦♥✳ ■♥ *❤✐% ❝♦♥*❡①*✱ ❞✐%*3✐❜✉*❡❞

❝♦♥*3♦❧ %*3❛*❡❣✐❡% *❤❛* ❣✉❛3❛♥*❡❡ %♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ♣3♦♣❡3*✐❡% ♦❢ *❤❡ ♦✈❡3❛❧❧ ❣3❛♣❤ ✇❡3❡

❞❡3✐✈❡❞✳

❚❤❡ ✜3%* ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥* ❝♦33❡%♣♦♥❞% *♦ ❛♥ ❡①*❡♥%✐♦♥ ♦❢ ❡①✐%*✐♥❣ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ❜❛%❡❞ ❛♣✲

♣3♦❛❝❤❡% ❢♦3 %✇❛3♠ ❞✐%♣❡3%✐♦♥✳ ■♥ *❤✐% ❝♦♥*❡①*✱ *❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥*3✐❜✉*✐♦♥ ♣3❡%❡♥*❡❞ ✐♥ *❤✐%

❝❤❛♣*❡3 ✐% ❛ ❚❤❡♦3❡♠ ♣3❡%❡♥*❡❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✹✳✸ ❡♥%✉3✐♥❣ ❛❣❡♥*%✬ ❞✐%♣❡3%✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣
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*❤❡ ♣3♦♣♦%❡❞ %*3❛*❡❣② ❛❧%♦ ❛❧❧♦✇% ❝♦❧❧✐%✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❛♥ ✐♠♣♦3*❛♥* ❢❡❛*✉3❡ *♦ %❡✈❡3❛❧ ♠♦✲

❜✐❧❡ 3♦❜♦* ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥%✳ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ❝♦♥*3✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ *❤✐% ❝❤❛♣*❡3 ❝♦♥%✐%*% ♦❢ ❞✐3❡❝* ❛♥❣❧❡
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✭%❡❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❆ %❡=✉❡♥*✐❛❧ ❝♦♥*3♦❧❧❡3 ❝♦♠♣♦%❡❞ ♦❢ ❜♦*❤ ❞✐%♣❡3%✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♠♣❛❝*♥❡%% ❝♦♥*3♦❧ ❧❛✇% ❤❛% ❛❧%♦ ❜❡❡♥ ❢♦3♠✉❧❛*❡❞✳ ❚❤❡ ♣3♦♦❢ ✇❛% ❞❡3✐✈❡❞ ✉%✐♥❣ ❤②❜3✐❞

%②%*❡♠% *❤❡♦3② ❢♦3 %✇✐*❝❤❡❞ %②%*❡♠%✳ ❋✉3*❤❡3♠♦3❡✱ ♣❛3*✐❝✉❧❛3 ❢♦3♠❛*✐♦♥% *❤❛* ❧❡❞ *❤❡
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❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❈♦♥$&♦❧ ,$&❛$❡❣✐❡, ❢♦& ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$ ,②,$❡♠, ❝♦♠♣❛❝$ ❢♦&♠❛$✐♦♥,

✐♥✐"✐❛❧ %②%"❡♠ "♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛%❦❡❞ ❢♦. ❛♥ ✐♠♣.♦✈❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ %".❛"❡❣② ❜② ❝♦♥%✐❞✲

❡.✐♥❣ ✈❛.✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥%✳ ❚♦ ❡♥❤❛♥❝❡ "❤❡ "❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥"% ♦❢ "❤✐% ❝❤❛♣"❡.✱ %✐♠✉❧❛"✐♦♥

.❡%✉❧"% ❢♦. %❡✈❡.❛❧ ✐♥✐"✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉.❛"✐♦♥% ❛♥❞ ✈❛.✐❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❛❣❡♥"% ✇❡.❡ ♣.❡%❡♥"❡❞✳

❚❤❡ %✐♠✉❧❛"✐♦♥ %❡"✉♣ ❝♦♥%✐❞❡.% ✷✲❉ ♠♦"✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❛."❡%✐❛♥ ♣❧❛♥✳ ❚❤❡ .❡%✉❧"✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉.❛✲
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✺✳✷✳✷ 8❡,&♣❡❝.✐✈❡& ✐♥ ❝♦♠♣❛❝. ❢♦,♠❛.✐♦♥& ❝♦♥.,♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✺✳✷✳✸ 8❡,&♣❡❝.✐✈❡& ✐♥ ❞✐&.,✐❜✉.❡❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛,.✐✜❝✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥& ✳ ✳ ✶✻✸



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ❈♦♥❝❧✉.✐♦♥. ❛♥❞ ❢✉$✉&❡ ✇♦&❦.

✺✳✶ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡ ❝♦♥*.✐❜✉*✐♦♥1 ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉1✐♦♥1

❈♦♦♣❡$❛&✐✈❡ ❝♦♥&$♦❧ ✐, ❛♥ ✐♠♣♦$&❛♥& ✐,,✉❡ ❞✉❡ &♦ ✐&, ❧❛$❣❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥,✳ ❈♦❧✲

❧❛❜♦$❛&✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ ❛ ❣$♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥&, ♠❡❛♥, &❤❛& &❤❡$❡ ❡①✐,& ,❡✈❡$❛❧ ✐♥&❡$❝♦♥♥❡❝&✐♦♥,

❜❡&✇❡❡♥ &❤❡♠ ✐♥ ♦$❞❡$ &♦ $❡❛❝❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦❜❥❡❝&✐✈❡✳ ❚❤✐, &❤❡,✐, ♣❡$&❛✐♥, &♦ ❞✐,&$✐❜✉&❡❞

❝♦♥&$♦❧ ,&$❛&❡❣✐❡, ❢♦$ ♠✉❧&✐✲$♦❜♦& ,②,&❡♠, ❛♥❞ ✐&, ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥,✳ ❉✉❡ &♦ &❤❡ ❞✐,&$✐❜✉&❡❞

❝❤❛$❛❝&❡$✐,&✐❝, ♦❢ ♠✉❧&✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ,②,&❡♠,✱ &❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ❣$❛♣❤ ♣❧❛②, ❛♥ ✐♠♣♦$&❛♥&

$♦❧❡ ✐♥ &❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♥&$♦❧ ,&$❛&❡❣✐❡,✳ ❚❤✐, ♠❛♥✉,❝$✐♣& ✐, ♣❛$&✐❝✉❧❛$② ✐♥&❡$❡,&❡❞ ✐♥

,&✉❞②✐♥❣ &❤✐, &♦♣✐❝✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐,❡❧②✱ &❤✐, ❞✐,,❡$&❛&✐♦♥ ♣$❡,❡♥&, ♣❡$&✐♥❡♥& $❡,✉❧&, $❡❣❛$❞✐♥❣

&❤❡ ♠♦&✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣$♦✉♣ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡, ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ &❤❡ ❜❡,& ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&② ♣$♦♣❡$&✐❡, ♣♦,,✐❜❧❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥&$✐❜✉&✐♦♥, ♦❢ &❤✐, &❤❡,✐, ✇❡$❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥,✐❞❡$✐♥❣ ,❡✈❡$❛❧ ❛,,✉♠♣&✐♦♥, ♦♥

&❤❡ ❛❣❡♥&,✬ ♠♦❞❡❧✱ &❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ❣$❛♣❤ ❛♥❞ ♦♥ &❤❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥&✳ ❆♥ ♦✈❡$✈✐❡✇ ✐,

♣$❡,❡♥&❡❞ ✐♥ &❤❡ ,❡B✉❡❧✳

✺✳✶✳✶ ❈♦♥&❡♥&✉& ❛❧❣♦,✐.❤♠&

❚❤$♦✉❣❤♦✉& ❛ ,✐❣♥✐✜❝❛♥& ♣❛$& ♦❢ &❤✐, ❞✐,,❡$&❛&✐♦♥ ❛ ,♣❡❝✐❛❧ ❛&&❡♥&✐♦♥ ✐, ♣❛✐❞ &♦ ❝♦♥✲

,❡♥,✉, ❛❧❣♦$✐&❤♠, ❢♦$ ❤❡&❡$♦❣❡♥❡♦✉, ❛❣❡♥&,✱ $❡♣$❡,❡♥&✐♥❣✱ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐✛❡$❡♥& ♠♦❞❡❧,

♦$ ❣❡♥❡$❛&✐♦♥, ♦❢ $♦❜♦&,✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛,✐❧② ,&❛&❡ &❤❛& &❤❡ ❝♦♥&$♦❧ ❝♦♠♣❧❡①✐&② ♦❢ ,②,&❡♠,
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"♦ ✐♥%"❛❜✐❧✐"②✱ "❤❡(❡ ❡①✐%" %♦♠❡ ❝❛%❡% ✇❤❡(❡ "❤❡ ✐♥"(♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ "❤❡ ❝♦♥"(♦❧ ❧♦♦♣

❝❛♥ ❤❡❧♣ "♦ %"❛❜✐❧✐③❡ ❛ %②%"❡♠✳ ■♥ ❈❤❛♣"❡( ✸✱ ❛ %"❛"❡ %❛♠♣❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥" ✐% ❛❞❞❡❞ "♦

"❤❡ ❝♦♥"(♦❧ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% ❛♥ ❛("✐✜❝✐❛❧ ✇❛② "♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛"❡ ▲✬% ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡% ❜②

❣❡""✐♥❣ "❤❡♠ ❢✉("❤❡( ♦♥ "❤❡ ❧❡❢" ♣❛(" ♦❢ "❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦(♣♦(❛"✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦(②

✐♥ ❝♦♥%❡♥%✉% ❝♦♥"(♦❧❧❡(% ❢♦( ❜♦"❤ %✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥"❡❣(❛"♦( ❝♦♥%❡♥%✉% ❞②♥❛♠✐❝% ✇❛%

%"✉❞✐❡❞ ✐♥ "❤✐% ♠❛♥✉%❝(✐♣"✱ ✇❤✐❝❤ ♣(♦♣♦%❡% ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡% ❛♥ ❡✛❡❝"✐✈❡ ❛♣♣(♦❛❝❤ "♦ ❛❝❝❡❧✲

✶✺✾



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ❈♦♥❝❧✉.✐♦♥. ❛♥❞ ❢✉$✉&❡ ✇♦&❦.

❡!❛#❡ #❤❡ ❝♦♥✈❡!❣❡♥❝❡ ♦❢ +②♥❝❤!♦♥♦✉+ ❞✐+#!✐❜✉#❡❞ ❛❣!❡❡♠❡♥# ❛❧❣♦!✐#❤♠+✳ ■♥ #❤❡+❡ ✇♦!❦+

✐# ✐+ ❛++✉♠❡❞ #❤❛#✿

• #❤❡ N +②+#❡♠+ ❛!❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉+❀

• #❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥ ❣!❛♣❤ ❤❛+ ❛ ❞✐!❡❝#❡❞ +♣❛♥♥✐♥❣ #!❡❡✳

■♥ ❛ ✜!+# ♣❛!#✱ #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦#❤ ♣❛!#✐❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦!② ✐♥ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦✲

!✐#❤♠+ ❢♦! +✐♠♣❧❡ ✐♥#❡❣!❛#♦! ❛❣❡♥#+ ✇❛+ +#✉❞✐❡❞✳ ❆♥ ✐♠♣♦!#❛♥# ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥ +#❛#❡+ #❤❛#

❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦!② ❞!❛+#✐❝❛❧❧② ✐♠♣!♦✈❡+ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡+ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛!❡❞ #♦ ❜♦#❤ #!✐✈✐❛❧ ❛♥❞

♣❛!#✐❛❧ ♠❡♠♦!② ❜❛+❡❞ ❛❧❣♦!✐#❤♠+✳ ❆♥ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞ ♦❢ #❤❡ ❝♦♥#!♦❧❧❡! ♣❛!❛♠❡✲

#❡!+ ✐+ ♣!♦♣♦+❡❞ +♦ #❤❛# ❡①♣♦♥❡♥#✐❛❧ +#❛❜✐❧✐#② ♦❢ #❤❡ +♦❧✉#✐♦♥+ ✐+ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡+❡ !❡+✉❧#+

❛!❡ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❞✐+❝!❡#❡✲#✐♠❡ ▲②❛♣♦♥♦✈ ❚❤❡♦!❡♠ ❛♥❞ ❡①♣!❡++❡❞ ✐♥ #❡!♠+ ♦❢ ▲✐♥❡❛! ▼❛✲

#!✐① ■♥❡D✉❛❧✐#② ✭▲▼■✮✳ ❆❧+♦✱ ❛♥❛❧②#✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐#✐♦♥+ ❢♦! ✐♠♣!♦✈❡❞ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡+ ❜❛+❡❞ ♦♥

▲❛♣❧❛❝✐❛♥✬+ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡+ ✇❡!❡ ♣!♦✈✐❞❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛#✐♦♥ !❡+✉❧#+ +❤♦✇ #❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ #❤❡ ♣!♦✲

♣♦+❡❞ ❛❧❣♦!✐#❤♠✱ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ #❤❡ ❝♦♥+❡!✈❛#✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡!❛❣✐♥❣ ♣!♦♣❡!#✐❡+✳ ❖♥ ❛ +❡❝♦♥❞ +#❡♣✱ ❛

♥❡✇ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❛❧❣♦!✐#❤♠ ❢♦! ❞♦✉❜❧❡ ✐♥#❡❣!❛#♦! ❛❣❡♥#+ ✐+ ♣!♦♣♦+❡❞✳ ❋♦! #❤✐+ +♣❡❝✐✜❝ ❝❛+❡✱

❈❤❛♣#❡! ✸ ❜!✐♥❣+ ❢♦!✇❛!❞ ❛♥ ✐♠♣!♦✈❡❞ ❛❧❣♦!✐#❤♠ #❤❛# !❡❞✉❝❡+ #❤❡ ✐♥❢♦!♠❛#✐♦♥ D✉❛♥#✐#②

♥❡❡❞❡❞ ❢♦! ❝♦♥#!♦❧ +✐♥❝❡ ✈❡❧♦❝✐#② +❡♥+♦!+✬ ❞❛#❛ ✐+ ♥♦# ❝♦♥+✐❞❡!❡❞✳ ❚❤✐+ ✐♥❤❡!❡♥#❧② ♠❡❛♥+

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✱ +♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛#✐♦♥ +❛✈✐♥❣+✳ ❚❤✐+ ✇♦!❦ ♣❛!#✐❝✉❧❛!② +❤♦✇+ #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ ❛!#✐✜❝✐❛❧ ❞❡❧❛②+ ♦✈❡! #❤❡ +②+#❡♠✬+ ❝♦♥✈❡!❣❡♥❝❡✱ +✐♥❝❡ #❤❡ ✐♥#!♦❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥

#❤❡ ❝♦♥#!♦❧ ❧♦♦♣ ❤❡❧♣❡❞ #♦ +#❛❜✐❧✐③❡ ❛♥ ♦!✐❣✐♥❛❧❧② ♥♦♥✲+#❛❜❧❡ +②+#❡♠✳ ❆♥ ♦♣#✐♠✐+❛#✐♦♥

♠❡#❤♦❞ ♦❢ ❝♦♥#!♦❧❧❡! ♣❛!❛♠❡#❡!+ ✐+ ♣!♦♣♦+❡❞ +♦ #❤❛# ❡①♣♦♥❡♥#✐❛❧ +#❛❜✐❧✐#② ♦❢ #❤❡ +♦❧✉✲

#✐♦♥+ ✐+ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣!❡++✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❡D✉✐❧✐❜!✐✉♠ ✐+ ❞❡!✐✈❡❞ ✇✐#❤ !❡+♣❡❝#

#♦ #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ♣♦+✐#✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐#② ♦❢ #❤❡ +✇❛!♠✳

✺✳✶✳✷ ❈♦♠♣❛❝* ❢♦,♠❛*✐♦♥/

❈❤❛♣#❡! ✹ ❛❞❞!❡++❡+ #❤❡ ❞❡+✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦!✐#❤♠ ❢♦! ❝♦♠♣❛❝# ❛❣❡♥# ❞❡✲

♣❧♦②♠❡♥#✳ ❚❤✐+ ♣!♦❜❧❡♠ ❛+❦+ ❢♦! ❡✛❡❝#✐✈❡ ♠♦#✐♦♥ ❝♦♦!❞✐♥❛#✐♦♥ ❝♦♥#!♦❧ +#!❛#❡❣✐❡+ ❛♥❞ ✐♥

♣❛!#✐❝✉❧❛! ❢♦! ❢♦!♠❛#✐♦♥ ❝♦♥#!♦❧ ❛♣♣!♦❛❝❤❡+✳ ❙♦♠❡ ♦❢ #❤❡ ❞✐✛❡!❡♥# ❛♣♣!♦❛❝❤❡+ ♣!♦♣♦+❡❞

✐♥ !❡❝❡♥# ❧✐#❡!❛#✉!❡ ♦♥ ❢♦!♠❛#✐♦♥ ❝♦♥#!♦❧ ✐+ ♣!♦✈✐❞❡❞ ❛# #❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ❝❤❛♣#❡!✳

❚❤✐+ ✇♦!❦ ✐+ ♠♦#✐✈❛#❡❞ ❜② #❤❡ ❢❛❝# #❤❛# ❢♦! !❡❝❡♥# !♦❜♦#✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥+ ✐# ✐+ ✐♠♣♦!#❛♥# #♦

✐♠♣♦+❡ ❛ ♣❛!#✐❝✉❧❛! ❝♦♥✜❣✉!❛#✐♦♥✳ ■♥ #❤✐+ ❝♦♥#❡①#✱ ❛ +♣❡❝✐❛❧ ❛##❡♥#✐♦♥ ✇❛+ ♣❛✐❞ #♦ ❞✐+✲

#!✐❜✉#❡❞ ❝♦♥#!♦❧ +#!❛#❡❣✐❡+ #❤❛# ❣✉❛!❛♥#❡❡ +♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ♣!♦♣❡!#✐❡+ ♦❢ #❤❡ ♦✈❡!❛❧❧

❣!❛♣❤✳ ■♥ #❤❡ ♣!♦♣♦+❡❞ ❛♣♣!♦❛❝❤✱ #❤❡ ❞❡+✐!❡❞ ❢♦!♠❛#✐♦♥ ✐+ ❡♥#✐!❡❧② +♣❡❝✐✜❡❞ ❜② #❤❡ ❛♥❣❧❡+

#❤❛# ❛❣❡♥#+ ✇✐#❤✐♥ #❤❡ ❢♦!♠❛#✐♦♥ ❢♦!♠ ❛♠♦♥❣ #❤❡♠+❡❧✈❡+✳ ❈♦♥+❡D✉❡♥#❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡#❡❧②

❞✐+#!✐❜✉#❡❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞❡!❧❡++ ❛❧❣♦!✐#❤♠ #❤❛# ❛❧❧♦✇+ +✇❛!♠✬+ +❡❧❢✲♦!❣❛♥✐③❛#✐♦♥ ✐+ ♣!♦♣♦+❡❞ ✐♥

❈❤❛♣#❡! ✹✳ ■♥ #❤❡+❡ ✇♦!❦+ ✐# ✐+ ❛++✉♠❡❞ #❤❛#

• #❤❡ N +②+#❡♠+ ❛!❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉+❀

• ❡❛❝❤ ❛❣❡♥# ❤❛+ !❛♥❣❡ ❜❛+❡❞ +❡♥+✐♥❣ ❤❛❜✐❧✐#❡+❀

• #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉!❛#✐♦♥ +❛#✐+✜❡+ ♣❛!#✐❝✉❧❛! ❝♦♥❞✐#✐♦♥+✳

✶✻✵



✺✳✷ ❖♥❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉,✉-❡ ✇♦-❦1

❚❤❡ ✜$%& ❝♦♥&$✐❜✉&✐♦♥ ❝♦$$❡%♣♦♥❞% &♦ ❛♥ ❡①&❡♥%✐♦♥ ♦❢ ♣$❡✈✐♦✉% ✇♦$❦% ♦♥ %✇❛$♠% ❞✐%♣❡$✲

%✐♦♥✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&② ♠❛✐♥&❡♥❛♥❝❡ ❢♦$❝❡✱ ❛❣❡♥&%✬ ❞✐%♣❡$%✐♦♥ ✐% ❡♥%✉$❡❞ ✇❤✐❧❡

❦❡❡♣✐♥❣ ❣$❛♣❤% ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&②✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❡❞❣❡% &♦ ❜$❡❛❦ ❞✉❡ &♦ ❛❣❡♥&%✬ ♠♦&✐♦♥✳

▼♦$❡♦✈❡$✱ &❤❡ ♣$♦♣♦%❡❞ %&$❛&❡❣② ❛❧%♦ ❛❧❧♦✇% ❝♦❧❧✐%✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❛♥ ✐♠♣♦$&❛♥& ❢❡❛&✉$❡ &♦

%❡✈❡$❛❧ ♠♦❜✐❧❡ $♦❜♦& ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥%✳ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ❝♦♥&$✐❜✉&✐♦♥ ♦♥ &❤✐% &♦♣✐❝ ❝♦♥%✐%&% ♦❢ ❞✐✲

$❡❝& ❛♥❣❧❡ ❝♦♥&$♦❧ %✐♥❝❡ &♦ &❤❡ ❜❡%& ♦❢ ♦✉$ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ &❤❡ ❞❡%✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥&$♦❧ ❧❛✇ ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ❡%&❛❜❧✐%❤✐♥❣ ❛ %♣❡❝✐✜❝ ❢♦$♠❛&✐♦♥ ❛❝&✐♥❣ ♦♥ ✐♥&❡$✲❛❣❡♥& ❛♥❣❧❡% ❤❛% ♥♦& ❜❡❡♥ ❛❞❞$❡%%❡❞

%♦ ❢❛$✳ ❚♦ %♦❧✈❡ &❤❡ ❝♦♠♣❛❝& ❛❣❡♥& ❞❡♣❧♦②♠❡♥& ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥&❡$✲❛❣❡♥& ❛♥❣❧❡% ❛$❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞

✐♥ ♦$❞❡$ &♦ ❛❝❤✐❡✈❡ &❤❡ ♠♦%& ❝♦♠♣❛❝& ❝♦♥✜❣✉$❛&✐♦♥ ♣♦%%✐❜❧❡✱ ♠♦&✐✈❛&❡❞ ❜② &❤❡ ❢❛❝& &❤❛&

❢♦$ %✉❝❝❡%%❢✉❧ ♥❡&✇♦$❦ ♦♣❡$❛&✐♦♥% &❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥& %❤♦✉❧❞ $❡%✉❧& ✐♥ ❝♦♥✜❣✉$❛&✐♦♥% &❤❛&

♥♦& ♦♥❧② ♣$♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥& ❝♦✈❡$❛❣❡ ❜✉& ❛❧%♦ %❛&✐%❢② ❝❡$&❛✐♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞✴♦$ ❣❧♦❜❛❧

❝♦♥%&$❛✐♥&% %✉❝❤ ❛% &❤❡ ♥♦❞❡ ❞❡❣$❡❡ ♦$ &❤❡ ♥❡&✇♦$❦ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ %❡B✉❡♥&✐❛❧

♣$♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♦❢ ❜♦&❤ ❞✐%♣❡$%✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝&♥❡%% ❝♦♥&$♦❧ ❧❛✇% ✐% ❢♦$♠✉❧❛&❡❞✳ ❚❤❡

♣$♦♦❢ ❤❛% ❜❡❡♥ ❞❡$✐✈❡❞ ✉%✐♥❣ ❤②❜$✐❞ %②%&❡♠% &❤❡♦$② ❢♦$ %✇✐&❝❤❡❞ %②%&❡♠%✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱

%✐♥❝❡ ❢♦$ %♦♠❡ ♣❛$&✐❝✉❧❛$ ✐♥✐&✐❛❧ ❢♦$♠❛&✐♦♥% &❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❧❡❛❞% &♦ ♣❛$&✐❝✉❧❛$ ❛♥❞

✉♥❞❡%✐$❡❞ ❝♦♥✜❣✉$❛&✐♦♥% &❤❛& ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ✐♥&❡$✲❛❣❡♥&

❛♥❣❧❡%✱ ❛♥ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❝♦♥&$♦❧❧❡$ &❤❛& ❝♦♥%✐❞❡$% ✈❛$✐❛❜❧❡ ❣❛✐♥% ✇❛% ❛❧%♦ ❞❡$✐✈❡❞✳

✺✳✷ ❖♥❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉,✉-❡ ✇♦-❦1

❚❤✐% ❞✐%%❡$&❛&✐♦♥ ♣$♦♣♦%❡% ❝♦♥&$♦❧ %&$❛&❡❣✐❡% &♦ ❝❛$$② ♦✉& %❡✈❡$❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥% ♦❢ ♠✉❧&✐✲

$♦❜♦& %②%&❡♠%✳ ❙♦♠❡ ✐♥&❡$❡%&✐♥❣ ❛$❡❛% ♦❢ ❢✉&✉$❡ ✇♦$❦ ❛$❡ ♦✉&❧✐♥❡❞ ✐♥ &❤❡ %❡B✉❡❧✳ ❋✐$%&❧②✱

%♦♠❡ ♥❡❛$❜② ❡①&❡♥%✐♦♥% ♦❢ &❤❡ ♣$❡%❡♥&❡❞ $❡%✉❧&% ❛$❡ ❞❡%❝$✐❜❡❞ ❜❡❢♦$❡ ✐♥❞✐❝❛&✐♥❣ ♠♦$❡

❞✐%&❛♥& $❡%❡❛$❝❤ ❞✐$❡❝&✐♦♥%✳

✺✳✷✳✶ $❡&'♣❡❝*✐✈❡' ✐♥ ❝♦♥'❡♥'✉' ❛❧❣♦&✐*❤♠'

❚❤✐% &❤❡%✐% ❝♦♥%✐❞❡$% ❧✐♥❡❛$ ▼❆❙ &❤❛& ♦✛❡$ ❣♦♦❞ ♣$♦♣❡$&✐❡% ❢♦$ %&❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②%✐%✳ ❇✉&

✐♥ %♦♠❡ %✐&✉❛&✐♦♥% %✉❝❤ ♠♦❞❡❧% ❛$❡ &♦♦ %✐♠♣❧❡ &♦ ❞❡%❝$✐❜❡ &❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ♦❢ ❛ $❡❛❧ ❛❣❡♥&✳

❊✈❡♥ ✐❢ ❛♥ ❡✛❡❝&✐✈❡ %♦❧✉&✐♦♥ ❢♦$ ❧✐♥❡❛$ ❤❡&❡$♦❣❡♥♦✉% ▼❆❙ ✐% ♣$❡%❡♥&❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣&❡$ ✷✱ ❛♥

❛❞❡B✉❛&❡ %♦❧✉&✐♦♥ &♦ ❞❡❛❧ ✇✐&❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ❤❡&❡$♦❣❡♥♦✉% ▼❆❙ ✐% %&✐❧❧ &♦ ❜❡ ♣$♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤✐%

✐% ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡①&❡♥%✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣&❡$ ✷✬% $❡%✉❧&%✳

■& ✐% ❛❧%♦ ❦♥♦✇♥ &❤❛& ❛%②♠♣&♦&✐❝❛❧❧② %&❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥&$♦❧ ❞❡%✐❣♥ ✐% ❣❡♥❡$❛❧❧② ♠♦$❡ ❛❝✲

❝❡%%✐❜❧❡ &❤❛♥ ✜♥✐&❡✲&✐♠❡ ❝♦♥&$♦❧ ❞❡%✐❣♥✱ ❡%♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦$ &❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡✛❡❝&✐✈❡ ❛♥❛❧②%✐% &♦♦❧%✳

❱❛$✐♦✉% ✜♥✐&❡✲&✐♠❡ %&❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥&$♦❧ ❧❛✇% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣$♦♣♦%❡❞ ✐♥ ❧✐&❡$❛&✉$❡ ❛% ❢♦$ ✐♥%&❛♥❝❡

✐♥ ❬✷✶✱ ✷✷✱ ✾✶✱ ✶✷✸✱ ✷✾✺✱ ✸✵✸✱ ✸✷✵❪✳ ■♥ ♣❛$&✐❝✉❧❛$✱ ✜♥✐&❡✲&✐♠❡ ❝♦♥&$♦❧ ❞❡%✐❣♥ ❤❛% ❜❡❡♥ ❡①✲

&❡♥❞❡❞ &♦ n&❤ ♦$❞❡$ %②%&❡♠% ✇✐&❤ ❜♦&❤ ♣❛$❛♠❡&$✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✉♥❝❡$&❛✐♥&✐❡% ✐♥ ❬✶✷✹❪

❛♥❞ %✐♥❝❡ ♥♦♥✲%♠♦♦&❤ ✜♥✐&❡✲&✐♠❡ ❝♦♥&$♦❧ %②♥&❤❡%✐% ❝❛♥ ✐♠♣$♦✈❡ &❤❡ %②%&❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦$% ✐♥

✶✻✶



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ❈♦♥❝❧✉.✐♦♥. ❛♥❞ ❢✉$✉&❡ ✇♦&❦.

 ♦♠❡ ❛ ♣❡❝' ❧✐❦❡ ❤✐❣❤✲ ♣❡❡❞✱ ❝♦♥'1♦❧ ❛❝❝✉1❛❝②✱ ❛♥❞ ❞✐ '✉1❜❛♥❝❡✲ 1❡❥❡❝'✐♦♥✱ ✜♥✐'❡✲'✐♠❡

❝♦♥'1♦❧ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ ✜1 ' ♦1❞❡1 ❛❣❡♥' ❞②♥❛♠✐❝ ✉ ✐♥❣ ❣1❛❞✐❡♥' ✢♦✇ ❛♥❞ ▲②❛♣✉♥♦✈ '❤❡♦1②

✇❛ ♣1♦♣♦ ❡❞ ✐♥ ❬✻✹❪✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✜♥✐'❡✲'✐♠❡ ❞✐ '1✐❜✉'❡❞ ❝♦♥'1♦❧ ❢♦1 ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉ ♠✉❧'✐✲❛❣❡♥'

 ② '❡♠ ✇❛ ❛❧1❡❛❞② '❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ❧✐'❡1❛'✉1❡ ❛ ❢♦1 ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✷✾✻❪✱ '❤❡1❡ ✐  '✐❧❧ ❢1❡❡  ♣❛❝❡

❢♦1 ✐♠♣1♦✈❡♠❡♥' ❝♦♥❝❡1♥✐♥❣ ✜♥✐'❡✲'✐♠❡ ❝♦♥ ❡♥ ✉ ❛❧❣♦1✐'❤♠ ❢♦1 ❤❡'❡1♦❣❡♥♦✉ ▼❆❙✳

❈♦♥ ✐❞❡1✐♥❣ '❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛❧❣♦1✐'❤♠ ♣1❡ ❡♥'❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣'❡1 ✷✱ '❤♦ ❡ 1❡ ✉❧' ❝❛♥ ❧✐❦❡❧② ❜❡

❡①'❡♥❞❡❞ '♦ ✜' '❤✐ ♣1♦❜❧❡♠ ❛♥❞✴♦1 ❡✈❡♥'✉❛❧❧②  ✐♠♣❧✐❢② ✐'✳

❈♦♥ ✐❞❡1 ♥♦✇ '❤❡ 1❡ ✉❧' ♦♥ ❝♦♥ ❡♥ ✉ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ 1❛'❡ ♣1❡ ❡♥'❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣'❡1 ✸✳ ❆ 

♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦1❡✱ ❛♥ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ♦❢ ❝♦♥'1♦❧❧❡1 ♣❛1❛♠❡'❡1 ❛♥❞ ✐♥❤❡1❡♥'  '❛❜✐❧✐'②

❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✇❡1❡ ❡①♣1❡  ❡❞ ✐♥ '❡1♠ ♦❢ ▲▼■✳ ❚❤❡ ♣1♦♣♦ ❡❞  ♦❧✉'✐♦♥ ❝♦♥ ✐ ' ♦❢ ♦✛✲❧✐♥❡

❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ '❤❛' ❣✉❛1❛♥'❡❡ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧  '❛❜✐❧✐'② ❢♦1 ❛ ❣✐✈❡♥ ❣1❛♣❤✳ ❊✈❡♥ '❤♦✉❣❤ ▲▼■

1❡♠❛✐♥ ❛  ♦❧✐❞ ❛♥❞ ❛ ♣♦✇❡1❢✉❧ '♦♦❧ ❢♦1 '❤❡ ❛♥❛❧② ✐ ♦❢ ❞❡❧❛②❡❞ ❛♥❞  ❛♠♣❧❡❞  ② '❡♠ ✱

'❤❡② ❛❧ ♦ ♣1❡ ❡♥'  ♦♠❡ ❞1❛✇❜❛❝❦ ✳ ■♥ ❢❛❝'✱ '❤❡✐1 ❝♦♠♣❧❡①✐'② ✇✐❧❧ ❞1❛ '✐❝❛❧❧② ✐♥❝1❡❛ ❡

❢♦1 ❧❛1❣❡ ♥❡'✇♦1❦ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♠♣1♦♠✐ ❡ '❤❡ ❢❡❛ ✐❜✐❧✐'② ♦❢ '❤❡ ♣1♦♣♦ ❡❞ ❛❧❣♦1✐'❤♠ ✳

❚❤❡1❡❢♦1❡✱ ✐♥ ♦1❞❡1 '♦ ♦✈❡1'❛❦❡ '❤❡ ❡ ❞1❛✇❜❛❝❦ ❢♦1 ❧❛1❣❡  ✐③❡❞ ♥❡'✇♦1❦ ✱ ❛♥ ✐♥'❡1❡ '✐♥❣

1❡ ❡❛1❝❤ ❞✐1❡❝'✐♦♥ ❝♦♣❡ ✇✐'❤ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♦'❤❡1 '♦♦❧ ❢♦1 '❤❡ ❛♥❛❧② ✐ ♦❢ ♠❡♠♦1② ❜❛ ❡❞

❝♦♥ ❡♥ ✉ ❛❧❣♦1✐'❤♠ ✳ ❚❤✐ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥ ✐❞❡1❛❜❧② 1❡❞✉❝❡ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ♥❡❡❞ ❛♥❞ ❛❧ ♦

'❤❡ ❝♦♥ ❡1✈❛'✐✈❡♥❡  ♦❢ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ▲▼■ ❜❛ ❡❞ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✳ ▼♦1❡♦✈❡1✱ '❤✐ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥'✉❛❧❧②

❧❡❛❞ ✉ '♦ ♦♥✲❧✐♥❡  ♦❧✉'✐♦♥ '❤❛' ♠✐❣❤' ❜❡ ❛❜❧❡ '♦ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ ❝♦♥'1♦❧❧❡1  ❡''✐♥❣

✐♥ 1❡❛❧ '✐♠❡✳ ❖♥ '❤❡ ♦'❤❡1 ❤❛♥❞✱ ❛♥ ✐♥❤❡1❡♥' ❛  ✉♠♣'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❡ ✇♦1❦ ✐ '❤❛' ❛❧❧

❛❣❡♥' ❛1❡  ②♥❝❤1♦♥✐③❡❞ ❛♥❞  ❤❛1❡ '❤❡  ❛♠❡ ❝❧♦❝❦ '♦ ❡♥ ✉1❡ '❤❛' '❤❡ ❛❣❡♥' ❛❧ ♦  ❤❛1❡

'❤❡  ❛♠❡  ❛♠♣❧✐♥❣✳ ■' ✐ ❛❧ ♦ ❛  ✉♠❡❞ '❤❛' '❤❡  ❛♠♣❧✐♥❣ ♣1♦❝❡  ✐ ♣❡1✐♦❞✐❝✳ ❊✈❡♥ ✐❢ '❤✐ 
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+
✱ R

n
✱ R

n×n
❛♥❞

S
n
❞❡♥♦0❡ 0❤❡ #❡0# ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛0✐✈❡ ✐♥0❡❣❡.#✱ ♥♦♥♥❡❣❛0✐✈❡ #❝❛❧❛.#✱ n✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ✈❡❝0♦.#✱

n × n ♠❛0.✐❝❡# ❛♥❞ #②♠♠❡0.✐❝ ♠❛0.✐❝❡# ♦❢ Rn×n
✱ .❡#♣❡❝0✐✈❡❧②✳ ❉❡✜♥❡ K✱ ❛# 0❤❡ #❡0 ♦❢

✶✻✻



❆✳✷ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+

❞✐✛❡$❡♥&✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝&✐♦♥. ❢$♦♠ ❛♥ ✐♥&❡$✈❛❧ ♦❢ &❤❡ ❢♦$♠ [0, T ] &♦ R
n
✱ ✇❤❡$❡ T ∈ R

+
✳ ❚❤❡

♥♦&❛&✐♦♥ | · | ❛♥❞ &❤❡ .✉♣❡$.❝$✐♣& ❵T ✬ .&❛♥❞ ❢♦$ &❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦$♠ ❛♥❞ ❢♦$ ♠❛&$✐① &$❛♥.✲

♣♦.✐&✐♦♥✱ $❡.♣❡❝&✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♥♦&❛&✐♦♥ P > 0 ❢♦$ P ∈ S
n
♠❡❛♥. &❤❛& P ✐. ♣♦.✐&✐✈❡ ❞❡✜♥✐&❡✳

❋♦$ ❛♥② ♠❛&$✐① A ∈ R
n×n

✱ &❤❡ ♥♦&❛&✐♦♥ He{A} > 0 $❡❢❡$. &♦ A + AT > 0✳ ❚❤❡ .②♠❜♦❧.

I ❛♥❞ 0 $❡♣$❡.❡♥& &❤❡ ✐❞❡♥&✐&② ❛♥❞ &❤❡ ③❡$♦ ♠❛&$✐❝❡. ♦❢ ❛♣♣$♦♣$✐❛&❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥.✳

❆✳✷ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+

▲❡& {tk}k∈N ❜❡ ❛♥ ✐♥❝$❡❛.✐♥❣ .❡B✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦.✐&✐✈❡ .❝❛❧❛$. .✉❝❤ &❤❛&✿

⋃

k∈N

[tk, tk+1) = [0, +∞),

❢♦$ ✇❤✐❝❤ &❤❡$❡ ❡①✐.& &✇♦ ♣♦.✐&✐✈❡ .❝❛❧❛$. T1 ≤ T2 .✉❝❤ &❤❛&✿

∀k ∈ N, Tk = tk+1 − tk ∈ [T1, T2]. ✭❆✳✷✳✶✮

❈♦♥.✐❞❡$ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❛♠♣❧❡❞✲❞❛&❛ .②.&❡♠✿

∀t ∈ [tk, tk+1), ẋ(t) = Ax(t) + Bu(tk), ✭❆✳✷✳✷✮

✇❤❡$❡ x ∈ R
n
❛♥❞ u ∈ R

m
$❡♣$❡.❡♥& &❤❡ .&❛&❡ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥♣✉& ✈❡❝&♦$.✳ ❚❤❡ .❡B✉❡♥❝❡

{tk}k∈N $❡♣$❡.❡♥&. &❤❡ .❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥.&❛♥&. ♦❢ &❤❡ ❝♦♥&$♦❧❧❡$✳ ❚❤❡ ♠❛&$✐❝❡. A ❛♥❞ B ❛$❡

❝♦♥.&❛♥&✱ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♦❢ ❛♣♣$♦♣$✐❛&❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥&$♦❧ ❧❛✇ ✐. ❛ ❧✐♥❡❛$ .&❛&❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱

u = Kx ✇✐&❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❛✐♥ K ∈ R
m×n

✳ ❚❤❡ .②.&❡♠ ✐. ❣♦✈❡$♥❡❞ ❜②✿

∀t ∈ [tk, tk+1), ẋ(t) = Ax(t) + BKx(tk). ✭❆✳✷✳✸✮

■♥&❡❣$❛&✐♥❣ &❤❡ ♣$❡✈✐♦✉. ❞✐✛❡$❡♥&✐❛❧ ❡B✉❛&✐♦♥✱ &❤❡ ❞②♥❛♠✐❝. ♦❢ &❤❡ .②.&❡♠ .❛&✐.❢②✿

∀t ∈ [tk, tk+1], x(t) = Γ(t− tk)x(tk),

∀τ ∈ [0, Tk], Γ(τ) =
[

eAτ +
∫ τ

0
eA(τ−θ)dθBK

]

.
✭❆✳✷✳✹✮

❚❤✐. ❡B✉❛❧✐&② ❧❡❛❞. ♥❛&✉$❛❧❧② &♦ &❤❡ ✐♥&$♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦&❛&✐♦♥✳ ❋♦$ ❛♥②

✐♥&❡❣❡$ k ∈ N✱ ❞❡✜♥❡ &❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ χk : K✱ .✉❝❤ &❤❛&✱ ❢♦$ ❛❧❧ τ ∈ [0, Tk]✿

{

χk(τ) = x(tk + τ) = Γ(τ)χk(0),

χ̇k(τ) =
d
dτ
χk(τ) = Aχk(τ) +BKχk(0).

✭❆✳✷✳✺✮

❚❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ χk ②✐❡❧❞. x(tk+1) = χk(Tk) = χk+1(0)✳

■❢ A✱ BK ❛$❡ ❝♦♥.&❛♥& ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ Tk = T ✱ &❤❡ ❞②♥❛♠✐❝. ❜❡❝♦♠❡✿

x(tk+1) = Γ(T )x(tk).

✶✻✼



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥,❛❧. ♦♥ .,❛❜✐❧✐,② ♦❢ .❛♠♣❧❡❞✲❞❛,❛ .②.,❡♠.

❚❤❡ #②#%❡♠ ✐# %❤✉# ❛#②♠♣%♦%✐❝❛❧❧② #%❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Γ(T ) ❤❛# ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡# ✐♥#✐❞❡ %❤❡

✉♥✐% ❝✐4❝❧❡✳ ■❢ Tk ✐# %✐♠❡✲✈❛4②✐♥❣✱ %❤✐# ❞♦❡# ♥♦% ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦4❡✳ ❘❡❧❡✈❛♥% #%❛❜✐❧✐%② ❛♥❛❧②#✐#

❜❛#❡❞ ♦♥ ✉♥❝❡4%❛✐♥ 4❡♣4❡#❡♥%❛%✐♦♥# ♦❢ Γ(Tk) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧4❡❛❞② ✐♥✈❡#%✐❣❛%❡❞ ❢♦4 ✐♥#%❛♥❝❡

✐♥ ❬✶✷✶✱ ✶✽✼✱ ✷✼✶❪✳ ◆♦%❡✱ %❤♦✉❣❤✱ %❤❛% ❡①%❡♥#✐♦♥# %♦ ✉♥❝❡4%❛✐♥ #②#%❡♠# ❧❡❛❞ %♦ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧

❞✐✣❝✉❧%✐❡# ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ Γ✳ ❈♦♥❝❡4♥✐♥❣ %❤❡ ❛♥❛❧②#✐# ✉#✐♥❣ ❝♦♥%✐♥✉♦✉#✲

%✐♠❡ ♠♦❞❡❧#✱ %❤❡ ✐♥♣✉% ❞❡❧❛② ❛♣♣4♦❛❝❤ ♣4♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✾✽❪ ❛♥❞ 4❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✾✼✱ ✶✻✾✱ ✶✽✷✱ ✷✹✾❪

❧❡❛❞# %♦ 4❡❧❡✈❛♥% #%❛❜✐❧✐%② ❝4✐%❡4✐❛ #✐♥❝❡ ✐% ✐# ❛❜❧❡ %♦ %❛❦❡ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% ✉♥❝❡4%❛✐♥ #②#%❡♠#✳

❍♦✇❡✈❡4✱ %❤✐# ❛♣♣4♦❛❝❤ ✐# #%✐❧❧ ❝♦♥#❡4✈❛%✐✈❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛4✐#♦♥ %♦ ❞✐#❝4❡%❡✲%✐♠❡ ♦♥❡#✳ ❚❤❡

4❡#✉❧%# ♦❢ ❬✷✺✵❪ ❡#%❛❜❧✐#❤ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢4❛♠❡✇♦4❦ ❢♦4 %❤❡ #%❛❜✐❧✐%② ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ #❛♠♣❧❡❞✲❞❛%❛

#②#%❡♠#✳

❆✳✸ ❆#②♠♣'♦'✐❝ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧ #'❛❜✐❧✐'② ❛♥❛❧②#✐#

■♥ %❤✐# #❡❝%✐♦♥✱ ✇❡ ♣4❡#❡♥% ❛#②♠♣%♦%✐❝ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧ #%❛❜✐❧✐%② ❝♦♥❞✐%✐♦♥# ❢♦4 #②♥✲

❝❤4♦♥♦✉# #❛♠♣❧❡❞✲❞❛%❛ #②#%❡♠#✳

❆✳✸✳✶ ❆$②♠♣(♦(✐❝ $(❛❜✐❧✐(② ❝/✐(❡/✐❛

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡♦4❡♠ #❤♦✇# ❛♥ ❡M✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❞✐#❝4❡%❡✲%✐♠❡ ❛♥❞ %❤❡

❝♦♥%✐♥✉♦✉#✲%✐♠❡ ❛♣♣4♦❛❝❤❡#✳

❚❤❡♦6❡♠ ❆✳✶✳ ▲❡" 0 < T1 ≤ T2 ❜❡ "✇♦ ♣♦'✐"✐✈❡ '❝❛❧❛-' ❛♥❞ V : R
n → R

+
❜❡ ❛

❞✐✛❡-❡♥"✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❢♦- ✇❤✐❝❤ "❤❡-❡ ❡①✐'" ♣♦'✐"✐✈❡ '❝❛❧❛-' µ1 < µ2 ❛♥❞ p '✉❝❤ "❤❛"✿

∀x ∈ R
n, µ1|x|p ≤ V (x) ≤ µ2|x|p. ✭❆✳✸✳✶✮

❚❤❡♥ "❤❡ "✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '"❛"❡♠❡♥"' ❛-❡ ❡9✉✐✈❛❧❡♥"✳

✭✐✮ ❚❤❡ ✐♥❝-❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐' '"-✐❝"❧② ♥❡❣❛"✐✈❡ ❢♦- ❛❧❧ k ∈ N ❛♥❞ Tk ∈
[T1, T2]✱ ✐✳❡✳✱

∆0V (k) = V (χk(Tk))− V (χk(0)) < 0;

✭✐✐✮ ❚❤❡-❡ ❡①✐'"' ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉' ❛♥❞ ❞✐✛❡-❡♥"✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧ V0 : [0, T2] × K → R ✇❤✐❝❤

'❛"✐'✜❡' ❢♦- ❛❧❧ z ∈ K✿

∀T ∈ [T1, T2] V0(T, z(·)) = V0(0, z(·)), ✭❆✳✸✳✷✮

❛♥❞ '✉❝❤ "❤❛"✱ ❢♦- ❛❧❧ (k, Tk, τ) ∈ N× [T1, T2]× [0 Tk]✱

Ẇ0(τ, χk) =
d

dτ
[V (χk(τ)) + V0(τ, χk)] < 0. ✭❆✳✸✳✸✮

▼♦-❡♦✈❡-✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ "❤❡'❡ "✇♦ '"❛"❡♠❡♥"' ✐' '❛"✐'✜❡❞✱ "❤❡♥ "❤❡ '♦❧✉"✐♦♥' ♦❢ "❤❡ '②'"❡♠

✭❆✳✷✳✸✮ ❛-❡ ❛'②♠♣"♦"✐❝❛❧❧② '"❛❜❧❡✳

✶✻✽



❆✳✸ ❆#②♠♣'♦'✐❝ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧ #'❛❜✐❧✐'② ❛♥❛❧②#✐#

 !♦♦❢✳ ▲❡" k ∈ N✱ Tk ∈ [T1, T2] ❛♥❞ τ ∈ [0, Tk]✳ ❆))✉♠❡ "❤❛" (ii) ✐) )❛"✐)✜❡❞✳ ■♥"❡❣1❛"✐♥❣

Ẇ0 ✇✐"❤ 1❡)♣❡❝" "♦ τ ♦✈❡1 [0, Tk] ❛♥❞ ❛))✉♠✐♥❣ "❤❛" ✭❆✳✸✳✷✮ ❤♦❧❞)✱ "❤✐) ❧❡❛❞) "♦✿
∫ Tk

0

Ẇ0(τ, χk)dτ = ∆0V (k).

❚❤❡♥ ∆0V (k) ✐) )"1✐❝"❧② ♥❡❣❛"✐✈❡ )✐♥❝❡ Ẇ0 ✐) ♥❡❣❛"✐✈❡ ♦✈❡1 [0, Tk]✳

❆))✉♠❡ "❤❛" (i) ✐) )❛"✐)✜❡❞✳ ■♥"1♦❞✉❝❡ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧✿

V0(τ, χk) = −V (χk(τ)) + τ/Tk∆0V (k),

❛) ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷ ✐♥ ❬✷✵✺❪✳ ❇② )✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥)✱ ✐" ✐) ❡❛)② "♦ )❡❡ "❤❛" ✐" )❛"✐)✜❡) ✭❆✳✸✳✷✮

❛♥❞ Ẇ0(τ, χk) = ∆0V (k)/Tk✳ ❚❤✐) ♣1♦✈❡) "❤❡ ❡E✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡"✇❡❡♥ (i) ❛♥❞ (ii)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝✲

"✐♦♥ Γ(·) ✐) ❝♦♥"✐♥✉♦✉) ❛♥❞ ❝♦♥)❡E✉❡♥"❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ♦✈❡1 [0, T2]✳ ❚❤❡♥ ❊E✉❛"✐♦♥ ✭❆✳✷✳✹✮

♣1♦✈❡) "❤❛" x(t) ❛♥❞ "❤❡ ❝♦♥"✐♥✉♦✉) ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✉♥✐❢♦1♠❧② ❛♥❞ ❛)②♠♣"♦"✐❝❛❧❧②

"❡♥❞ "♦ ③❡1♦✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥"1✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❚❤❡♦1❡♠ ❆✳✶ ✐) "❤❡ ✐♥"1♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢

▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧) ❢♦1 )❛♠♣❧❡❞✲❞❛"❛ )②)"❡♠)✳ ❊✈❡♥ "❤♦✉❣❤ )✐♠✐❧❛1 ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧) ✇❡1❡

❞❡1✐✈❡❞ ❢1♦♠ "❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❑1❛)♦✈)❦✐✐ ✭▲❑✮ "❤❡♦1❡♠ ❜② )❡✈❡1❛❧ ♦"❤❡1 ❛✉"❤♦1) ❬✾✼✱ ✶✽✷✱

✷✹✾❪✱ "❤❡ 1❡❧❛"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❞✐)❝1❡"❡✲"✐♠❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ "❤❡♦1❡♠ ❛♥❞ "❤❡ ▲❑ "❤❡♦1❡♠ ✇❛)

♥♦" ♣1♦✈✐❞❡❞ )♦ ❢❛1✳ ❚❤❡♦1❡♠ ❆✳✶ ♥♦" ♦♥❧② ♣1♦✈❡) "❤❛" "❤❡② ❛1❡ ❡E✉✐✈❛❧❡♥" ❜✉" ❛❧)♦ ❛❧❧♦✇)

1❡❧❛①✐♥❣ "❤❡ ❝♦♥)"1❛✐♥" ♦♥ "❤❡ ♣♦)✐"✐✈✐"② ♦❢ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❛❧✳ ❋♦1 ❛ ❣1❛♣❤✐❝❛❧ ✐❧❧✉)"1❛"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ♣1♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦1❡♠ ❆✳✶✱ ♣❧❡❛)❡ )❡❡ ❋✐❣✉1❡ ❆✳✶✳
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❋✐❣✉1❡ ❆✳✶✿ ■❧❧✉)"1❛"✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦1❡♠ ❆✳✶ ✇✐"❤ V0(Tk, χk) = V0(0, χk) = 0✳

❆✳✸✳✷ ❊①♣♦♥❡♥*✐❛❧ .*❛❜✐❧✐*② ❝2✐*❡2✐❛

■♥ "❤❡ )❝♦♣❡ ♦❢ "❤✐) "❤❡)✐)✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛1"✐❝✉❧❛1 ✐♥ ❈❤❛♣"❡1 ✸✱ ✇❡ ❛1❡ ✐♥"❡1❡)"❡❞ ✐♥ ❣✉❛1✲

❛♥"❡❡✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥"✐❛❧ )"❛❜✐❧✐"② ✇✐"❤ ❛ ❣✉❛1❛♥"❡❡❞ ❞❡❝❛② 1❛"❡✳ ■♥ "❤❡ )❡E✉❡❧ ❛♥ ❡①"❡♥)✐♦♥

♦❢ ❚❤❡♦1❡♠ ❆✳✶ ✐) ♣1❡)❡♥"❡❞✳

✶✻✾



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥,❛❧. ♦♥ .,❛❜✐❧✐,② ♦❢ .❛♠♣❧❡❞✲❞❛,❛ .②.,❡♠.

❚❤❡♦6❡♠ ❆✳✷✳ ❈♦♥#✐❞❡' ♣♦#✐)✐✈❡ #❝❛❧❛'# α✱ 0 < T1 ≤ T2 ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ V : Rn → R
+
✱

✇❤✐❝❤ #❛)✐#✜❡# ✭❆✳✸✳✶✮✳ ❚❤❡ )✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #)❛)❡♠❡♥)# ❛'❡ ❡8✉✐✈❛❧❡♥)✳

✭✐✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ V #❛)✐#✜❡# ❢♦' ❛❧❧ (k, Tk) ∈ N× [T1, T2]

∆αV (k) = e2αTkV (χk(Tk))− V (χk(0)) < 0.

✭✐✐✮ ❚❤❡'❡ ❡①✐#)# Vα : [0, T2]×K → R #❛)✐#❢②✐♥❣

∀(T, z) ∈ [T1, T2]×K, e2αTVα(T, z(·)) = Vα(0, z(·)), ✭❆✳✸✳✹✮

#✉❝❤ )❤❛) )❤❡ ❢✉♥❝)✐♦♥❛❧ Wα(τ, χk) = e2ατ [V (χk(τ)) +Vα(τ, χk)] #❛)✐#✜❡#

∀(k, Tk, τ) ∈ N× [T1, T2]× [0, Tk], Ẇα(τ, χk) < 0.

▼♦'❡♦✈❡'✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ )❤❡#❡ #)❛)❡♠❡♥)# ❤♦❧❞#✱ )❤❡ #♦❧✉)✐♦♥# ♦❢ )❤❡ #②#)❡♠ ✭❆✳✷✳✸✮ ❛'❡ ❡①♣♦✲

♥❡♥)✐❛❧❧② #)❛❜❧❡ ✇✐)❤ )❤❡ '❛)❡ α✳

>'♦♦❢✳ ❈♦♥+✐❞❡/ ❛ ❣✐✈❡♥ α > 0 ❛♥❞ ❛ ♣♦+✐4✐✈❡ ✐♥4❡❣❡/ k ∈ N✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦/❡♠ ❆✳✶✱

(ii) ✐♠♣❧✐❡+ (i)✳ ❆++✉♠❡ ♥♦✇ 4❤❛4 (i) ❤♦❧❞+✳ ❈♦♥+✐❞❡/ 4❤❡ ❢✉♥❝4✐♦♥❛❧✿

Vα(τ, χk) = −V (χk(τ)) + ∆αV (k)/(e2αTk − 1).

❚❤✐+ ❢✉♥❝4✐♦♥❛❧ +❛4✐+✜❡+ ✭❆✳✸✳✹✮ ❛♥❞

Ẇα(τ, χk) =
2αTk

e2αTk − 1

e2ατ

Tk
∆αV (k).

❙✐♥❝❡ (e2αTk−1)/2αTk ✐+ ♣♦+✐4✐✈❡✱ ❢♦/ ❛❧❧ α✱ Ẇα ❤❛+ 4❤❡ +❛♠❡ +✐❣♥ ❛+ ∆αV (k)✳ ❚❤✐+ ♣/♦✈❡+

4❤❡ ❡B✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡4✇❡❡♥ (i) ❛♥❞ (ii)✳ ❚❤❡ ♣/♦♦❢ ✐+ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❛+ ✐♥ ❚❤❡♦/❡♠ ❆✳✶✳

■4 ✐+ ✇♦/4❤ ♠❡♥4✐♦♥✐♥❣ 4❤❛4 ❡✈❡♥ ✐❢ α < 0✱ ❚❤❡♦/❡♠ ❆✳✷ +4✐❧❧ ❤♦❧❞+✳ ■♥ ♦4❤❡/ ✇♦/❞+✱

✐4 ♠❡❛♥+ 4❤❛4 4❤❡ +♦❧✉4✐♦♥+ ♦❢ 4❤❡ +②+4❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥+4❛❜❧❡ ❜✉4 4❤❡ ❞✐✈❡/❣❡♥❝❡ /❛4❡ ♦❢ 4❤❡

+♦❧✉4✐♦♥+ ✐+ ♥♦4 ❣/❡❛4❡/ 4❤❛♥ α✳

❚❤✐+ ❛♣♣❡♥❞✐① ♣/❡+❡♥4+ +♦♠❡ /❡+✉❧4+ ❡①4/❛❝4❡❞ ❢/♦♠ ❬✷✺✵❪ 4❤❛4 ❛/❡ ♥❡❝❡++❛/② ❢♦/ ❛

❝♦♠♣❧❡4❡ ✉♥❞❡/+4❛♥❞✐♥❣ ♦❢ 4❤✐+ 4❤❡+✐+✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛/4✐❝✉❧❛/ ♦❢ ❈❤❛♣4❡/ ✸✳ ▼♦/❡ ♣/❡❝✐+❡❧②✱

4❤❡+❡ /❡+✉❧4+ ✇❡/❡ ✉+❡❞ 4♦ +4✉❞② 4❤❡ α−+4❛❜✐❧✐4② ♦❢ 4❤❡ +♦❧✉4✐♦♥+ ♦❢ ♠❡♠♦/② ❜❛+❡❞ ❝♦♥✲

+❡♥+✉+ ❛❧❣♦/✐4❤♠+ ✉♥❞❡/ ❛ ❝♦♥+4❛♥4 +❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡/✐♦❞✳
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❇✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐1.$✐❜✉%❡ ♣♦✉$ ❧❡ ❞%♣❧♦✐❡♠❡♥. ❝♦♠♣❛❝. ❞✬❛❣❡♥.1 ✶✾✽

❇✳✹✳✶ ❈♦♥%❡①%❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽

❇✳✹✳✷ ❉<✜♥✐%✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❜❧5♠❡ ❡% ♣&<❧✐♠✐♥❛✐&❡6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵

✶✼✶



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

❇✳✹✳✸ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞✉ &②&+1♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵

❇✳✹✳✹ ❉5✜♥✐+✐♦♥ ❞❡& ❢♦♥❝+✐♦♥& ♣♦+❡♥+✐❡❧❧❡& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

❇✳✹✳✺ ❆❧❣♦(✐+❤♠❡& ❞❡ ❞✐&♣❡(&✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸

❇✳✹✳✻ ❙②♥+❤1&❡ ❞❡& ❝♦♥+(?❧❡✉(& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸

❇✳✹✳✼ ❆❧❣♦(✐+❤♠❡& ❞❡ ❝♦♥+(?❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐+5 ❞✬✉♥❡ ❢♦(♠❛+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✹

❇✳✹✳✽ ❈♦♥+(?❧❡✉( &5E✉❡♥+✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺

❇✳✹✳✾ ❘5&✉❧+❛+& +❤5♦(✐E✉❡& ❡+ ❞❡ &✐♠✉❧❛+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

❇✳✹✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉&✐♦♥& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼

❇✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥) ❣,♥,-❛❧❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

❇✳✺✳✶ ❆❧❣♦(✐+❤♠❡& ❞❡ ❝♦♥&❡♥&✉& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

❇✳✺✳✷ ❉5♣❧♦✐❡♠❡♥+ ❝♦♠♣❛❝+ ❞✬❛❣❡♥+& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✾

✶✼✷



❇✳✶ #$%❢❛❝❡

❇✳✶ #$%❢❛❝❡

❇✳✶✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❡ ♥♦$ ❥♦✉'$✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥❢'❛$1'✉❝1✉'❡$ ❡1 ❞❡ $❡'✈✐❝❡$ ♣❡✉✈❡♥1 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥1 51'❡ ❞6✲

❝'✐1$ ♣❛' ❞❡$ '6$❡❛✉① ❞✬✉♥✐16$ 9✉✐ ✐♥1❡'❛❣✐$$❡♥1 ❡♥1'❡ ❡✉①✳ ❖♥ ♣❡✉1 1'♦✉✈❡' ❞❡$ ❡①❡♠♣❧❡$

❞❛♥$ ❞✐✛6'❡♥1$ ❞♦♠❛✐♥❡$ 1❡❧$ 9✉❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡$ '6$❡❛✉① 6❝♦♥♦♠✐9✉❡$ ❡1✱ ❜✐❡♥ $>'✱ ❧❡$

❞♦♠❛✐♥❡$ 1❡❝❤♥♦❧♦❣✐9✉❡$✳ @❛' ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ■♥1❡'♥❡1✱ 9✉✐ ❡$1 ❜❛$6 $✉' ❞❡$ ♠✐❧❧✐❡'$ ❞❡ '♦✉1❡✉'$

1'❛♥$♠❡11❛♥1 ❞❡$ ✐♥❢♦'♠❛1✐♦♥$ ♣❛'1♦✉1 ❞❛♥$ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❬✷✻✹❪ ❀ ❧❡$ '6$❡❛✉① ❞❡ ❞✐$1'✐❜✉1✐♦♥

❞✬6❧❡❝1'✐❝✐16✱ ❝♦♠♣♦$6$ ❞❡ ❝❡♥1❛✐♥❡$ ❞❡ ❣'♦✉♣❡$ 6❧❡❝1'♦❣I♥❡$ 9✉✐ ❞♦✐✈❡♥1 $❡ $②♥❝❤'♦♥✐$❡'

❬✷✵✸❪ ❀ ❝❡'1❛✐♥$ $②$1I♠❡$ ❞❡ 1'❛♥$♣♦'1✱ ❝♦♠♣♦$6$ ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉① 6❧6♠❡♥1$ ❬✶✶✻❪✳ ❚♦✉$ ❝❡$

❡①❡♠♣❧❡$ ❡①✐❣❡♥1 ❞❡$ $②$1I♠❡$ ❞❡ ❝♦♥1'O❧❡$ ❞6❝❡♥1'❛❧✐$6$ ♦P ❧❡ ♣'♦❝❡$$✉$ ♥❡ '6✉$$✐1 9✉✬❛✉

♠♦♠❡♥1 ♦P 1♦✉$ ❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ $❡ ♠❡11❡♥1 ❞✬❛❝❝♦'❞ $✉' ✉♥ ❝❡'1❛✐♥ ♥♦♠❜'❡ ❞✬✐♥16'51$✳ ❈❡

'6$✉♠6 ❡♥ ❢'❛♥R❛✐$ ♥✬❛ ♣❛$ ❧❛ ♣'61❡♥1✐♦♥ ❞✬51'❡ ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥1 ❝♦♠♣❧❡1 $✉' ❧❡$ 1'❛✈❛✉①

❞❡ ❝❡11❡ 1❤I$❡✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ♣'6$❡♥1❡'❛ 9✉❡ ❧❡ ❝♦♥1❡①1❡ ❡1 ❧❡$ ♦❜❥❡❝1✐❢$✱ ❛✐♥$✐ 9✉❡ ❧❛

❞❡$❝'✐♣1✐♦♥ ❞❡$ ♣❛'1✐❡$ ❧❡$ ♣❧✉$ ♣❡'1✐♥❡♥1❡$✳ @♦✉' ❧✬✐♥16❣'❛❧✐16 ❞❡$ 1'❛✈❛✉①✱ ❧❡$ ♣'❡✉✈❡$ ♠❛✲

1❤6♠❛1✐9✉❡$✱ ❧❡$ '6$✉❧1❛1$ 6❧❛'❣✐$ ♦✉ ♣♦✉' 1♦✉1❡ ✐♥❢♦'♠❛1✐♦♥ ❝♦♠♣❧6♠❡♥1❛✐'❡✱ ❧❡ ❧❡❝1❡✉'

❡$1 ♣'✐6 ❞❡ $❡ '6❢6'❡' T ❧❛ ✈❡'$✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐$❡ ❞❡ ❧❛ 1❤I$❡✱ ♣'6$❡♥16❡ ❛✉♣❛'❛✈❛♥1✳

❇✐❡♥ 9✉❡ ❧❡$ ♦'❣❛♥✐$♠❡$ $♦✐❡♥1✱ ♣❛' ♥❛1✉'❡✱ ❝♦♠♣61✐1✐❢$✱ ❧❛ ❝♦♦♣6'❛1✐♦♥ ❡♥1'❡ ❡✉① ❡$1

1'I$ '6♣❛♥❞✉❡✳ ▲❡$ ❣I♥❡$ ❝♦♦♣I'❡♥1 ❞❛♥$ ❧❡ ❣6♥♦♠❡✱ ❧❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$ ❝♦♦♣I'❡♥1 ❞❛♥$ ❧❡$ 1✐$$✉$✱

❧❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ❝♦♦♣I'❡♥1 ❞❛♥$ ❧❡$ $♦❝✐616$✳ ▲❡$ $♦❝✐616$ ❛♥✐♠❛❧❡$✱ ❞❛♥$ ❧❡$9✉❡❧❧❡$ ❞❡$ ❛❝1✐♦♥$

❝♦❧❧❡❝1✐✈❡$ 6♠❡'❣❡♥1 ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣6'❛1✐♦♥ ❡♥1'❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉$✱ ♦♥1 ♣❛'❢♦✐$ ✉♥❡ ❣'❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐16

$♦❝✐❛❧❡✱ ✈♦✐' ❋✐❣✉'❡ ❇✳✶✳ ❉❡$ ❝♦♠♣♦'1❡♠❡♥1$ ❝♦♦♣6'❛1✐❢$ ❞❛♥$ ❞❡ ❣'❛♥❞$ ❣'♦✉♣❡$ ❞✬✐♥❞✐✲

✈✐❞✉$ ❛♣♣❛'❛✐$$❡♥1 ❡♥ ❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥$ ❧❛ ♥❛1✉'❡✳ ■❧ ❡①✐$1❡ ❞❡$ ❡①❡♠♣❧❡$ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉$ ❞❡

❝❡$ ❝♦♠♣♦'1❡♠❡♥1$ ✿ ❧❡$ ❜❛♥❝$ ❞❡ ♣♦✐$$♦♥$ ♦✉ ❧❡$ ♥✉6❡$ ❞✬♦✐$❡❛✉①✱ ✈♦✐' ❋✐❣✉'❡ ❇✳✷✳ ▲❛

♣'♦♣'✐616 ❢♦♥❞❛♠❡♥1❛❧❡ ❞❡ ❝❡11❡ ❝♦♦♣6'❛1✐♦♥ ❡$1 9✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦'1❡♠❡♥1 ❞✉ ❣'♦✉♣❡ ♥✬❡$1

♣❛$ ❞✐❝16 ♣❛' ❧✬✉♥ ❞❡$ ✐♥❞✐✈✐❞✉$ ❬✷✵✼❪ ✿ ❝❤❛9✉❡ ♠❡♠❜'❡ $✉✐1 ❞❡$ 'I❣❧❡$ 1'I$ $✐♠♣❧❡$✱ ❝❤❛❝✉♥

❛❣✐$$❛♥1 $✉✐✈❛♥1 ❞❡$ ✐♥❢♦'♠❛1✐♦♥$ ❧♦❝❛❧❡$✳ ❆✉❝✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❡ ✈♦✐1 ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❧I1❡✳ ❆✉✲

❝✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥❡ ❞✐1 T ❧✬❛✉1'❡ 9✉♦✐ ❢❛✐'❡✳ ❈✉'✐❡✉① ❡1 ✐♥1'✐❣✉6$✱ 9✉❛♥1 ❛✉ ♠♦❞❡ ❡1 T ❧❛ '❛✐$♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ❣'♦✉♣❡$ ❡1 9✉❛♥1 T ❧❛ ♠61❤♦❞❡ $❡❧♦♥ ❧❛9✉❡❧❧❡ ❧❡$ 'O❧❡$ ❥♦✉6$ ♣❛'

❝❤❛❝✉♥ ② $♦♥1 ❞61❡'♠✐♥6$✱ ❧❡$ $❝✐❡♥1✐✜9✉❡$ ♦♥1 1❡♥16 ❞❡ ♠♦❞6❧✐$❡' ❝❡$ $②$1I♠❡$✱ $②♠❜♦❧❡$

❞✬✉♥❡ ✐♥1❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝1✐✈❡ '❡♠❛'9✉❛❜❧❡✳ ▲❛ ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡ 9✉❡$1✐♦♥ ❡$1 ❞❡ $❛✈♦✐' ❝♦♠♠❡♥1

♦♥ ♣❡✉1 $✐♠✉❧❡' ❧❡$ ❞✐✛6'❡♥1$ ❝♦♠♣♦'1❡♠❡♥1$ ❞❡ ❝♦♦♣6'❛1✐♦♥ ❞♦♥1 16♠♦✐❣♥❡♥1 ❧❡$ ♣♦♣✉✲

❧❛1✐♦♥$ ❞✬♦✐$❡❛✉①✱ ❞✬✐♥$❡❝1❡$✱ ❡1❝✳✱ $✉' ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ❞❡ $1'✉❝1✉'❡$✴✐♥❞✐✈✐❞✉$ ❛'1✐✜❝✐❡❧$✳

❊♥ ✉1✐❧✐$❛♥1 ❞❡$ ❛❧❣♦'✐1❤♠❡$ ❞❡ ❝♦♥$❡♥$✉$✱ ✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥1$ ✐♥❞6♣❡♥❞❛♥1$ ❞♦✐1 51'❡

❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ '6$♦✉❞'❡ ❞❡$ ♣'♦❜❧I♠❡$ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐I'❡ ♣❧✉$ ❡✣❝❛❝❡ 9✉❡ ❝❡ 9✉✬✐❧$ ♣♦✉''❛✐❡♥1

❢❛✐'❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ♦P ✐❧$ $❡'❛✐❡♥1 ❝♦♥1'O❧6$ ❞❡ ♠❛♥✐I'❡ ❝❡♥1'❛❧✐$6❡✳ ❈'❛✐❣ ❘❡②♥♦❧❞$ ❛ 616

❧✬✉♥ ❞❡$ ♣'❡♠✐❡'$ T $✬✐♥16'❡$$❡' T ❝❡11❡ ✐♥1❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝1✐✈❡✳ ❊♥ ✶✾✽✼✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦'1❡♠❡♥1

❞✬✉♥ ❣'♦✉♣❡ ❞✬♦✐$❡❛✉① ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥1 ❛ 616 ♠♦❞6❧✐$6 ❡1 $✐♠✉❧6 ❞❛♥$ ❬✷✷✼❪✳ ❘❡②♥♦❧❞$✱
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❈♦♥♥❡❝*

✷

✱ ✜♥❛♥❝4 ♣❛# ❧✬❆❣❡♥❝❡ ◆❛*✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡#❝❤❡✳ ❈❡. ❞❡✉① ♣#♦❥❡*. 4*✉❞✐❡♥*

❧❡. .②.*:♠❡. ❝♦♠♠❛♥❞4. ❡♥ #4.❡❛✉✱ ◆❡*✇♦#❦❡❞ ❈♦♥*#♦❧ ❙②.*❡♠. ✭◆❈❙ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐.✮✱ ❛✈❡❝

✉♥❡ ❛**❡♥*✐♦♥ ♣❛#*✐❝✉❧✐:#❡ ♣♦#*4❡ ❛✉① ♣#♦❜❧:♠❡. ❞✉ ❝♦♥*#Q❧❡ ❞❡. .②.*:♠❡. ♠✉❧*✐✲❛❣❡♥*.✱

❝✬❡.*✲-✲❞✐#❡✱ ❞❡. .②.*:♠❡. ❝♦♠♣♦.4. ❞❡ ♣❧✉.✐❡✉#. .♦✉.✲.②.*:♠❡. ✐♥*❡#❝♦♥♥❡❝*4. ♣❛# ✉♥

#4.❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ❤4*4#♦❣:♥❡✳ ▲❡ ❞4✜ ♣#✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡. ♣#♦❥❡*. ❡.* ❞✬❛♣♣#❡♥❞#❡ -

❝♦♥❝❡✈♦✐# ❞❡. ❝♦♥*#Q❧❡✉#.✱ ♣#❡♥❛♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❡. ❝♦♥*#❛✐♥*❡. .✉# ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ #4.❡❛✉ ❡*

.✉# ❧❛ ♣♦..✐❜✐❧✐*4 ❞❡ ♣❛#*❛❣❡# ❞❡. #❡..♦✉#❝❡. ✐♥❢♦#♠❛*✐>✉❡.✱ *♦✉* ❡♥ ♣#4.❡#✈❛♥* ❧❛ .*❛❜✐❧✐*4

❞✉ .②.*:♠❡✳ ❯♥ ❝❛. ❞✬4*✉❞❡ ❝♦♠♠✉♥ - ❝❡. ❞❡✉① ♣#♦❥❡*. .❡ ❝♦♥❝❡♥*#❡ .✉# ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❝♦♦♣4#❛*✐✈❡ ❞✬✉♥ ❣#♦✉♣❡ ❞❡ ✈4❤✐❝✉❧❡. ♠♦❜✐❧❡.✳ ❯♥❡ ♣❛#*✐❡ ❞❡ ❝❡. *#❛✈❛✉① ❛ ❛✉..✐ 4*4

❞4✈❡❧♦♣♣4❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛❞#❡ ❞✉ ●#♦✉♣❡♠❡♥* ■♥*❡#♥❛*✐♦♥❛❧ ❞❡ ❘❡❝❤❡#❝❤❡ ❉❡❧❙②.✱ ❞✉ ❈❡♥*#❡

◆❛*✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡#❝❤❡ ❙❝✐❡♥*✐✜>✉❡✱ >✉✐ #❡❣#♦✉♣❡ ♣❧✉.✐❡✉#. ❛❝*❡✉#. .❝✐❡♥*✐✜>✉❡. ♠❛❥❡✉#.

❞❛♥. ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❇✳✶✳✸ ❙'2✉❝'✉2❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥'

❈❤❛♣✐5/❡ ✶ ✿ ■♥5/♦❞✉❝5✐♦♥

▲❡ ❜✉* ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐*#❡ ❡.* ❞❡ ❞4*❛✐❧❧❡# ❧❡. ♣#✐♥❝✐♣❛✉① .✉❥❡*. ❧✐4. - ❝❡**❡ *❤:.❡ ❡* ❞❡

❞♦♥♥❡# ✉♥ ❛♣❡#S✉ ❞✉ *#❛✈❛✐❧ #4❛❧✐.4✳ ❉❛♥. ✉♥ ♣#❡♠✐❡# *❡♠♣.✱ ♥♦✉. ♣#4.❡♥*♦♥. >✉❡❧>✉❡.

❝♦♠♣♦#*❡♠❡♥*. ❝♦♦♣4#❛*✐❢. ♣♦✉# ❞❡. .②.*:♠❡. ♠✉❧*✐✲❛❣❡♥*.✳ ▲❛ ❞❡✉①✐:♠❡ ♣❛#*✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲

*#♦❞✉❝*✐♦♥ ♣♦#*❡ .✉# ❧❡. ♦✉*✐❧. ❡* ❧❡. ❛♣♣#♦❝❤❡. ♥4❝❡..❛✐#❡. ♣♦✉# ❝❡. ❛❧❣♦#✐*❤♠❡. ❝♦❧❧❛❜♦#❛✲

*✐❢.✳ ▲❡. ❞✐✛4#❡♥*❡. ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥. ♣♦✉# ❞❡. .②.*:♠❡. ♠✉❧*✐✲❛❣❡♥*. ❡* ❧❡. ❞✐✈❡#.❡. ❛♣♣#♦❝❤❡.

♣#4.❡♥*4❡. ❞❛♥. ❧❛ ❧✐**4#❛*✉#❡ .♦♥* ❛✉..✐ ❞4❝#✐*❡.✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ ♥♦✉. ② ♣#4.❡♥*♦♥. ❧❡. ♣#✐♥✲

❝✐♣❛✉① ❞4✜. *❡❝❤♥✐>✉❡. ❡* ❧❡. ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥. ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥* - ❝❡ .✉❥❡*✳

✶✳ ✇✇✇✳❢❡❡❞♥❡'❜❛❝❦✳❡✉✴

✷✳ ✇✇✇✳❣✐♣2❛✲❧❛❜✳✐♥♣❣✳❢5✴♣5♦❥❡'✴❝♦♥♥❡❝'✴

✶✼✻



❇✳✶ #$%❢❛❝❡

❈❤❛♣✐.$❡ ✷ ✿ ❙.$❛.%❣✐❡3 ❞❡ ❝♦♥3❡♥3✉3 ♣♦✉$ ❞❡3 3②3.9♠❡3 ♠✉❧.✐✲❛❣❡♥.3 ❤%.%$♦✲

❣9♥❡3

▲❡ ♣#❡♠✐❡# ♦❜❥❡❝*✐❢ ❞❡ ❧❛ *❤01❡ ❡1* ❧❡ ❞❡1✐❣♥ ❞✬❛❧❣♦#✐*❤♠❡1 ❞❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 ♣♦✉# ❞❡1

❛❣❡♥*1 ❤6*6#♦❣0♥❡1 7✉✐ #❡♣#61❡♥*❡♥*✱ ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✐✛6#❡♥*1 ♠♦❞0❧❡1 ♦✉ ❣6♥6#❛*✐♦♥1 ❞❡

#♦❜♦*1✳ <❡✉ ❞❡ *#❛✈❛✉① 1✬✐♥*6#❡11❡♥* > ❝❡ ♣#♦❜❧0♠❡✳ ▲❡1 ❝♦♥❞✐*✐♦♥1 ♥6❝❡11❛✐#❡1 ❡* 1✉✣✲

1❛♥*❡1 ♣♦✉# ❧❛ 1②♥❝❤#♦♥✐1❛*✐♦♥ ♦♥* 6*6 #6❝❡♠♠❡♥* 6*✉❞✐6❡1 ❞❛♥1 ❬✷✾✾❪✳ ❉❛♥1 ❝❡ ❝❤❛♣✐*#❡✱

♥♦✉1 ♣#♦♣♦1♦♥1 ✉♥❡ 1*#❛*6❣✐❡ ❜❛16❡ 1✉# ✉♥ ❛❧❣♦#✐*❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 ❞6❝♦✉♣❧6 ❞✉ 1②1*0♠❡

❞✬♦#✐❣✐♥❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉*#❡1 *❡#♠❡1✱ ♥♦✉1 ❛**#✐❜✉♦♥1 > ❝❤❛7✉❡ ❛❣❡♥* ✉♥❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥*#H❧❡

1✉♣♣❧6♠❡♥*❛✐#❡ 7✉✐ ❛**❡✐♥* ✉♥ ❝♦♥1❡♥1✉1✱ *♦✉* ❡♥ ❣❛#❛♥*✐11❛♥* ✉♥❡ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

✈❛#✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥*6#I* ❞❡ ❝❤❛7✉❡ ❛❣❡♥* ✈❡#1 ❧❛ ✈❛#✐❛❜❧❡ 1✉♣♣❧6♠❡♥*❛✐#❡ ❝♦##❡1♣♦♥❞❛♥*❡✳ ▲❡

♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦#✐*❤♠❡ ♦✛#❡ ❧❡ ❣#❛♥❞ ❛✈❛♥*❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②1❡ 16♣❛#6❡ ❞❡ ❧❛ 1*❛❜✐❧✐*6 ❞❡ ❝❤❛7✉❡

❛❣❡♥* ❡* ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦#✐*❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥1❡♥1✉1✳ ❈❡**❡ ❝♦♥❝❧✉1✐♦♥ 1✐❣♥✐✜❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥*❛❧❡✲

♠❡♥* 7✉✬✐❧ ❡1* ♣♦11✐❜❧❡ ❞✬✉*✐❧✐1❡# ❞✬❛✉*#❡1 ❧♦✐1 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧✉1 ❣6♥6#❛❧❡1 ❝♦♠♠❡✱ ♣❛#

❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡1 ♣#♦*♦❝♦❧❡1 ❞❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 ❛✈❡❝ #❡*❛#❞1 ❬✶✼✾✱ ✶✼✼✱ ✷✺✶❪ ♦✉ ❞❡1 ✜❧*#❡1 ❞✐1*#✐❜✉61

❬✶✾✺❪✳ ❈❡1 ❞❡✉① ❝❛1 1♦♥* 6*✉❞✐61 ❞❛♥1 ❝❡**❡ *❤01❡✳

❈❤❛♣✐.$❡ ✸ ✿ ❆❧❣♦$✐.❤♠❡3 ❞❡ ❝♦♥3❡♥3✉3 ❛♠%❧✐♦$%3 ♣❛$ ✉♥ %❝❤❛♥.✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛♣✲

♣$♦♣$✐%

❆❧♦#1 7✉❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐*#❡ ♣#6❝6❞❡♥* ♥♦✉1 ♥♦✉1 1♦♠♠❡1 ❝♦♥❝❡♥*#61 1✉# ❧❛ ❝♦♥❝❡♣*✐♦♥

❞✬❛❧❣♦#✐*❤♠❡1 ❞❡ ❝♦♥1❡♥1✉1✱ ❞❛♥1 ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥♦✉1 ♣♦#*❡#♦♥1 ✉♥❡ ❛**❡♥*✐♦♥ ♣❛#*✐❝✉❧✐0#❡ >

❧❡✉# ✈✐*❡11❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡✳ ▲❛ ✈✐*❡11❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦#✐*❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥1❡♥1✉1

1✬❛✈0#❡ I*#❡ 6❣❛❧❡ > ❧❛ ❞❡✉①✐0♠❡ ♣❧✉1 ♣❡*✐*❡ ✈❛❧❡✉# ♣#♦♣#❡ ❞❡ ▲✱ ❛✉11✐ ❛♣♣❡❧6❡ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*6

❛❧❣6❜#✐7✉❡✳ ▲❡1 ♠♦②❡♥1 ♣♦✉# ❛❝❝6❧6#❡# ❧❛ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ❞❡1 ❛❧❣♦#✐*❤♠❡1 ❞❡ 1②♥❝❤#♦♥✐1❛*✐♦♥

♦♥* ❞6❥> 6*6 6*✉❞✐61 ❞❛♥1 ❧❛ ❧✐**6#❛*✉#❡ ❞✬❛♣#01 ❞❡✉① ❛♣♣#♦❝❤❡1 ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡1 ✿ ❧✬♦♣*✐♠✐1❛*✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠❛*#✐❝❡ ❝♦##❡1♣♦♥❞❛♥*❡ > ❧❛ *♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ❬✸✵✹❪ ♦✉ ❧✬❛❥♦✉* ❞❡ ♠6♠♦✐#❡

❞❛♥1 ❧✬❛❧❣♦#✐*❤♠❡✳ ❈❡**❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ 1❡#❛ 6*✉❞✐6❡ ❞❛♥1 ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥*✳ ❇✐❡♥ 7✉❡ ❧❛ ♣#61❡♥❝❡

❞❡ #❡*❛#❞1 ♣✉✐11❡ ❝♦♥❞✉✐#❡✱ ♥♦#♠❛❧❡♠❡♥*✱ > ✉♥❡ #6❞✉❝*✐♦♥ ❞❡1 ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡1 ♦✉ ♠I♠❡ >

❧✬✐♥1*❛❜✐❧✐*6✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡1 ❝❛1 ♦U ❧✬✐♥*#♦❞✉❝*✐♦♥ ❞✬✉♥ #❡*❛#❞ ❞❛♥1 ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣❡✉* ❛✐❞❡# > 1*❛❜✐❧✐1❡# ❧❡ 1②1*0♠❡✳ ❈❡❧❛ ❛ 6*6 6*✉❞✐6 ❞❛♥1 ❬✶✶✵❪ ❡* ❬✷✺✷❪✳ <♦✉# ❧❛ ❞❡✉①✐0♠❡

❛♣♣#♦❝❤❡✱ ❧❡ ❢❛✐* ❞✬❛❥♦✉*❡# ✉♥❡ ❝♦♠♣♦1❛♥*❡ 6❝❤❛♥*✐❧❧♦♥♥6❡ > ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉* I*#❡

❝♦♥1✐❞6#6 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❛#*✐✜❝✐❡❧ ♣♦✉# ♠❛♥✐♣✉❧❡# ❧❡1 ✈❛❧❡✉#1 ♣#♦♣#❡1 ❞❡ ❧❛ ♠❛*#✐❝❡

▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❡* ❝❡❧❛ 1✐❣♥✐✜❡✱ ✐♠♣❧✐❝✐*❡♠❡♥*✱ 7✉❡ ❧❛ ✈✐*❡11❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡#❛✳ ◆♦*#❡

♦❜❥❡❝*✐❢ ❡1* ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛①✐♠✐1❡# ❝❡**❡ ✈❛❧❡✉#✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

❈❤❛♣✐4/❡ ✹ ✿ ❙4/❛4*❣✐❡+ ♣♦✉/ ❧❡ ❞*♣❧♦✐❡♠❡♥4 ❝♦♠♣❛❝4 ❞✬✉♥ +②+4>♠❡ ♠✉❧4✐✲

/♦❜♦4+

❈❡ "#♦✐&✐'♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ♣♦#"❡ &✉# ❧❛ ❝♦♥❝❡♣"✐♦♥ ❡" ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ❞❡ ❞4♣❧♦✐❡✲

♠❡♥" ❞✬✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ #♦❜♦"& ♠♦❜✐❧❡&✳ ❉❛♥& ♥♦"#❡ ❛♣♣#♦❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉#❛"✐♦♥ &♦✉❤❛✐"4❡

❡&" ❡♥"✐'#❡♠❡♥" &♣4❝✐✜4❡ ♣❛# ❧❡& ❛♥❣❧❡& ❢♦#♠4& ❡♥"#❡ ❧❡& ❛❣❡♥"&✳ ◆♦✉& ♣#♦♣♦&♦♥& ✉♥ ❛❧❣♦✲

#✐"❤♠❡ ❝♦♠♣❧'"❡♠❡♥" ❤✐4#❛#❝❤✐&4 ❡" ❞✐&"#✐❜✉4 =✉✐ ♣❡#♠❡" ❧✬❛✉"♦ ♦#❣❛♥✐&❛"✐♦♥ ❞✉ &②&"'♠❡✳

▲❛ ♣#❡♠✐'#❡ ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥ ❝♦##❡&♣♦♥❞ ? ✉♥❡ ❡①"❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❬✼✻❪ ❞❛♥& ❞❡& ♣#♦"♦❝♦❧❡& ❞❡ ❞✐&✲

♣❡#&✐♦♥✱ ♦E ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐♥"✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"4 ❛ 4"4 ❛❥♦✉"4❡✳ ❈❤❛=✉❡ ❛❣❡♥"

❡&" 4=✉✐♣4 ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ♣♦"❡♥"✐❡❧❧❡ =✉✐✱ &✐♠✉❧"❛♥4♠❡♥"✱ ♣❡#♠❡" ❞❡ ❧✬✐&♦❧❡# ❞❡ "♦✉" ❛✉"#❡

❛❣❡♥" ❡" ❞❡ ♠❛✐♥"❡♥✐# ❧❛ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"4 ♣❛#♠✐ ❧❡& ❛❣❡♥"&✳ ▲❛ ❞❡✉①✐'♠❡ ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥ ❝♦♥&✐&"❡

❡♥ ✉♥ ♣#♦"♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥"#H❧❡ ❞❡& ❛♥❣❧❡& ✐♥"❡#✲❛❣❡♥"&✳ ❈❡❝✐ &❡♠❜❧❡ I"#❡ ❧❛ ❣#❛♥❞❡ ❝♦♥"#✐❜✉✲

"✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐"#❡✱ 4"❛♥" ❞♦♥♥4 =✉❡ ❧❛ &②♥"❤'&❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬4"❛❜❧✐#

✉♥❡ ❢♦#♠❛"✐♦♥ &♣4❝✐✜=✉❡ ❡♥ ❛❣✐&&❛♥" ❞✐#❡❝"❡♠❡♥" &✉# ❧❡& ❛♥❣❧❡& ✐♥"❡#✲❛❣❡♥"&✱ ♥✬❛ ♣❛& 4"4

❛❜♦#❞4❡ ❥✉&=✉✬? ♣#4&❡♥"✳ ❉❡✉① ♣#♦❜❧'♠❡& ✐♥❞4♣❡♥❞❛♥"& ♦♥" 4"4 "#❛✐"4& &4♣❛#4♠❡♥" ✿ ❧❛

❞✐&♣❡#&✐♦♥ ❡" ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐"4✳ ▲✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡ ❝❡& ❞❡✉① &"#❛"4❣✐❡& ❛ 4"4 ❢❛✐"❡ ❞❡ ❢❛K♦♥ ✐♥❞4✲

♣❡♥❞❛♥"❡✱ ♠❛✐& ✉♥❡ &"#✉❝"✉#❡ &4=✉❡♥"✐❡❧❧❡ #❡❣#♦✉♣❛♥" ❧❡& ❞❡✉① ❝♦♠♣♦&❛♥"❡& ❛ ❛✉&&✐ 4"4

4"✉❞✐4❡✳ ◗✉❡❧=✉❡& ❛#❣✉♠❡♥"& ❡" ❝❛❧❝✉❧&✱ ❝♦♥✜#♠❛♥" =✉✬✉♥ "❡❧ &②&"'♠❡ ❝♦##❡&♣♦♥❞ ? ✉♥

&②&"'♠❡ ❤②❜#✐❞❡✱ &♦♥" ❛✉&&✐ ♣#4&❡♥"4&✳

❈❤❛♣✐4/❡ ✺ ✿ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥+ ❡4 ♣❡/+♣❡❝4✐✈❡+

❉❛♥& ❝❡ ❞❡#♥✐❡# ❝❤❛♣✐"#❡ ❞❡ ❧❛ "❤'&❡✱ ♥♦✉& #4&✉♠♦♥& ❧❡& ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥& ❞❡ ❝❡ "#❛✈❛✐❧

❡" ♥♦✉& ❡♥ ❞4❝#✐✈♦♥& ❧❡& ❡①"❡♥&✐♦♥& ❡" ❧❡& 4✈♦❧✉"✐♦♥& ♣♦&&✐❜❧❡&✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆

#❡♣#❡♥❞ ❧❡& ♣#✐♥❝✐♣❡& ❢♦♥❞❛♠❡♥"❛✉① ❞❡& &②&"'♠❡& 4❝❤❛♥"✐❧❧♦♥♥4& ♥4❝❡&&❛✐#❡& ? ❝❡#"❛✐♥&

❞4✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥"& "❤4♦#✐=✉❡& ♣#4&❡♥"4& ❞❛♥& ❝❡""❡ "❤'&❡✳
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❇✳✷ ❙$%❛$'❣✐❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♣♦✉% ❞❡+ +②+$3♠❡+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$+ ❤'$'%♦❣3♥❡+

❇✳✷ ❙$%❛$'❣✐❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♣♦✉% ❞❡+ +②+$3♠❡+ ♠✉❧$✐✲

❛❣❡♥$+ ❤'$'%♦❣3♥❡+

❇✳✷✳✶ ❈♦♥'❡①'❡

❈❡""❡ "❤$%❡ ❛ ♣♦✉* ❜✉" ❞❡ *-♣♦♥❞*❡ ❛✉① ❞-✜% %♦✉❧❡✈-% ♣❛* ❧❡% %②%"$♠❡% ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥"% ❡"

❧❡✉*% ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥% ♦✉✱ "♦✉" ❛✉ ♠♦✐♥%✱ ❞✬❛♣♣♦*"❡* ❞❡% %♦❧✉"✐♦♥% ♣❛*"✐❡❧❧❡% ; <✉❡❧<✉❡%✲✉♥% ❞❡%

♣*♦❜❧$♠❡% <✉✐ ❡♥ ❞-❝♦✉❧❡♥"✳ ❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥" ❡%" %"*✉❝"✉*- ❡♥ ❞❡✉① ♣❛*"✐❡%✱ ✈♦✐* ❋✐❣✉*❡ ❇✳✸✳

❉❛♥% ❧❛ ♣*❡♠✐$*❡ ♣❛*"✐❡✱ ❝♦♠♣♦%-❡ ❞❡% ❞❡✉① ♣*♦❝❤❛✐♥❡% %❡❝"✐♦♥%✱ ♦♥ %❡ ❝♦♥❝❡♥"*❡ %✉* ❧❡%

❛❧❣♦*✐"❤♠❡% ❞❡ ❝♦♥%❡♥%✉%✳ ❊♥ ♣❛*"✐❝✉❧✐❡*✱ ❧❡ ♣*-%❡♥" ❝❤❛♣✐"*❡ %✬♦❝❝✉♣❡*❛ ❞❡% ❛❧❣♦*✐"❤♠❡%

❞❡ ❝♦♥%❡♥%✉% ♣♦✉* ❞❡% %②%"$♠❡% ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥"% ❤-"-*♦❣$♥❡%✳ ❈❡% ❛❧❣♦*✐"❤♠❡% %❡*♦♥" ✈❛❧✐❞-%

❞❛♥% ❞❡% ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥% ❞❡ *❡♥❞❡③✲✈♦✉% ❬✻✷✱ ✼✹✱ ✸✵✽❪✳

❯♥ ❛❧❣♦*✐"❤♠❡ ✭♦✉ ♣*♦"♦❝♦❧❡✮ ❞❡ ❝♦♥%❡♥%✉% ❡%" ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥"*O❧❡ ❝♦♦♣-*❛"✐❢ <✉✐ ❛

♣♦✉* ♦❜❥❡❝"✐❢ ❞❡ ♣❛*✈❡♥✐* ; ✉♥ ❛❝❝♦*❞ ❛✉ %✉❥❡" ❞✬✉♥❡ ❝❡*"❛✐♥❡ <✉❛♥"✐"- ❞✬✐♥"-*R"✱ ♥❡ %❡

❜❛%❛♥" <✉❡ %✉* ✉♥❡ ✐♥"❡*❛❝"✐♦♥ ❡♥"*❡ ✉♥ ❝❡*"❛✐♥ ❛❣❡♥" ❡" "♦✉% %❡% ✈♦✐%✐♥% ❬✷✷✵❪✳ ❉❛♥%

✉♥ ❛❧❣♦*✐"❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥%❡♥%✉%✱ ❧❛ "♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ♣❡✉" R"*❡ *❡♣*-%❡♥"-❡ ♣❛* ❧❡

❜✐❛✐% ❞✬✉♥❡ ♠❛"*✐❝❡✱ ❛♣♣❡❧-❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❡" ♥♦*♠❛❧❡♠❡♥" ♥♦"-❡ ▲✱ ✈♦✐* ❬✷✸✱ ✶✶✼✱ ✷✸✽❪✳

❯♥❡ ❝❛*❛❝"-*✐%"✐<✉❡ ✐♠♣♦*"❛♥"❡ ❞❡ ❝❡""❡ ♠❛"*✐❝❡ ❡%" <✉❡ %❡% ✈❛❧❡✉*% ♣*♦♣*❡% ❞-✜♥✐%%❡♥"

❧❡ ❝♦♠♣♦*"❡♠❡♥" ❞✉ %②%"$♠❡ ❬✶✵✻✱ ✶✻✽❪✳ ❖♥ "*♦✉✈❡ ♣❧✉%✐❡✉*% ❝♦♥"*✐❜✉"✐♦♥% ❞❛♥% ❝❡ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ ✿ ❞❡% ♣*♦"♦❝♦❧❡% ❝♦♥%✐❞-*❛♥" ❞❡% *❡"❛*❞% ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❬✹✻✱ ✻✾✱ ✶✼✸✱ ✶✾✹✱ ✸✵✹❪✱

❞❡% ♣*♦"♦❝♦❧❡% ♥♦♥ ❧✐♥-❛✐*❡%✱❬✶✹✱ ✶✾✹✱ ✷✺✽❪✱ ❞❡% ❛❧❣♦*✐"❤♠❡% %"♦❝❤❛%"✐<✉❡% ❬✶✶✸❪✱ ♣❛*♠✐

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉"*❡% ❬✹✵✱ ✶✾✷✱ ✶✾✺✱ ✷✶✾✱ ✷✺✶✱ ✷✻✷❪✳
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❋✐❣✉$❡ ❇✳✸ ✕ ❈♦♥"❡①"❡ ❞❡% ❝❤❛♣✐"*❡% ✷ ❡" ✸
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

q1(0) q2(0)

q3(0) q4(0)

❋✐❣✉$❡ ❇✳✹ ✕ ■❧❧✉'()❛(✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣)♦(♦❝♦❧❡ ❞❡ )❡♥❞❡③✈♦✉' ♣♦✉) ❞❡' '②'(6♠❡' ❤9(9)♦❣6♥❡'✳

❉❛♥' ❝❡ ❝❤❛♣✐()❡✱ ♥♦✉' ♥♦✉' ✐♥(9)❡''♦♥' = ❞❡' ❛❧❣♦)✐(❤♠❡' ❞❡ ❝♦♥'❡♥'✉' ♣♦✉) ❞❡'

'②'(6♠❡' ♠✉❧(✐✲❛❣❡♥(' ❤9(9)♦❣6♥❡'✱ ❝✬❡'(✲=✲❞✐)❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡' ❞②♥❛♠✐?✉❡' ♥♦♥ ✐❞❡♥(✐?✉❡' )❡✲

♣)9'❡♥(❛♥(✱ ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✐✛9)❡♥(' ♠♦❞6❧❡' ♦✉ ❣9♥9)❛(✐♦♥' ❞❡ )♦❜♦('✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥'✐❞6)❡

✉♥ '②'(6♠❡ ❝♦♥'(✐(✉9 ❞✬❛❣❡♥(' ❞②♥❛♠✐?✉❡' ❤9(9)♦❣6♥❡'✱ ❧❛ ♣)❡♠✐6)❡ ?✉❡'(✐♦♥ = '❡ ♣♦'❡)

❡'( ❞❡ '❛✈♦✐) '✬✐❧ ❡①✐'(❡ ✉♥❡ '♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥'❡♥'✉' ♣♦✉) ❝❡ '②'(6♠❡✳ ❙❡✉❧' ?✉❡❧?✉❡' ❛)✲

(✐❝❧❡' ❛❜♦)❞❡♥( ❧❡ ♣)♦❜❧6♠❡ ❞❡ '②♥❝❤)♦♥✐'❛(✐♦♥ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❤9(9)♦❣6♥❡✳ ❊♥ ♣❛)(✐❝✉❧✐❡)✱

❧❡ ♣)♦❜❧6♠❡ ❞❡ '②♥❝❤)♦♥✐'❛(✐♦♥ ❡♥ '♦)(✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥9❛✐)❡ ❡'( ❝♦♥'✐❞9✲

)9❡ ❞❛♥' ❬✺✶✱ ✷✶✶❪✳ ❉❡' )9'✉❧(❛(' )9❝❡♥(' '❡ ❧✐♠✐(❡♥( ❛✉① '②'(6♠❡' ❞②♥❛♠✐?✉❡' ❧✐♥9❛✐)❡'

❤9(9)♦❣6♥❡' ❬✶✸✸✱ ✷✾✾✱ ✸✷✵✱ ✸✷✷❪✳ ❉❡' ♣)♦(♦❝♦❧❡' ❞❡ ❝♦♥'❡♥'✉' ♣♦✉) ❛❣❡♥(' ❤9(9)♦❣6♥❡'

❧✐♥9❛✐)❡' ❛♣♣❧✐?✉9' = ✉♥ ♣)♦❜❧6♠❡ ❞❡ ❝♦♥()M❧❡ ❞❡ ❢♦)♠❛(✐♦♥ '♦♥( ♣)9'❡♥(9' ❞❛♥' ❬✶✸✵❪✱ ❡(

❞❡' )9'✉❧(❛(' '✉) ❞❡' '②'(6♠❡' ♠✉❧(✐✲❛❣❡♥(' ❤9(9)♦❣6♥❡' ❝♦♠♣♦'9' ❞✬✐♥(9❣)❛(❡✉)' '✐♠♣❧❡'

❡( ❞♦✉❜❧❡' '♦♥( ♣)9'❡♥(9' ❞❛♥' ❬✸✷✵✱ ✸✷✷✱ ✸✷✵✱ ✸✷✶❪✳ ❊♥ ♣❧✉'✱ ❧❡' ❛✉(❡✉)' ❞❡ ❬✷✾✾❪ 9(✉❞✐❡♥(

❧❛ '②♥❝❤)♦♥✐'❛(✐♦♥ '❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ♠♦❞6❧❡ ✐♥(❡)♥❡✳ ▲❡ ♠P♠❡ ♣)♦❜❧6♠❡ ❡'( ❛♥❛❧②'9

❞❛♥' ❬✶✸✸❪✱ ❡♥ (❡♥❛♥( ❝♦♠♣(❡ ❞❡' ✐♥❝❡)(✐(✉❞❡' '✉) ❧❡' ♠♦❞6❧❡' ❞❡' ❛❣❡♥('✳

❈❡ ❝❤❛♣✐()❡ ♣)9'❡♥(❡ ✉♥❡ '♦❧✉(✐♦♥ ♣♦✉) ❧❡ ♣)♦❜❧6♠❡ ❞❡ ❝♦♥'❡♥'✉' ?✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥'✐❞6)❡

✉♥ ❣)♦✉♣❡ ❞❡ )♦❜♦(' ❤9(9)♦❣6♥❡'✱ ♣♦)(❛♥( ✉♥❡ ❛((❡♥(✐♦♥ ♣❛)(✐❝✉❧✐6)❡ ❛✉① ♣)♦(♦❝♦❧❡' ❞❡

)❡♥❞❡③✲✈♦✉'✱ ✈♦✐) ❋✐❣✉)❡ ❇✳✹✳

❊♥ ♣❛)(✐❝✉❧✐❡)✱ ♦♥ ♣)♦♣♦'❡ ✉♥❡ '()❛(9❣✐❡ ♦S ❧❡ ♣)♦(♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥'❡♥'✉' ❡'( ❞9❝♦✉♣❧9

❞✉ '②'(6♠❡ ♦)✐❣✐♥❛❧✳ ❉❛♥' ❞✬❛✉()❡' (❡)♠❡'✱ ♦♥ ❛(()✐❜✉❡ = ❝❤❛?✉❡ ❛❣❡♥( ✉♥❡ ✈❛)✐❛❜❧❡

❛❞❞✐(✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥()M❧❡ '✉✐✈❛♥( ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞❡ ❝♦♥'❡♥'✉' ()✐✈✐❛❧❡✱ (❛♥❞✐' ?✉✬✉♥❡ ❧♦✐

❞❡ '✉✐✈✐ ❞❡ ()❛❥❡❝(♦✐)❡ ❡'( ❞9✜♥✐❡ ❡♥()❡ ❧❛ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡'✉)❡ ✭✈❛)✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥(9)P(✮ ❡( ❝❡((❡

♠P♠❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ ❛❞❞✐(✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦)✐(❤♠❡ ♦✛)❡ ❧✬❛✈❛♥(❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②'❡ '9♣❛)9❡

❞❡ ❧❛ '(❛❜✐❧✐(9 ❞❡ ❝❤❛?✉❡ ❛❣❡♥( ❡( ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐(❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥'❡♥'✉'✳
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❇✳✷ ❙$%❛$'❣✐❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♣♦✉% ❞❡+ +②+$3♠❡+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$+ ❤'$'%♦❣3♥❡+

❇✳✷✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧0♠❡

❈♦♥#✐❞&'♦♥# ✉♥ ❣'❛♣❤❡ G ❛✈❡❝ N ❛❣❡♥0# ❡0 ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✬❛'50❡# ❞&✜♥✐ ♣❛' E =

{(i, j) : j ∈ Ni}✳ ▲❛ ♠❛0'✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ♣❡✉0 50'❡ ❞&✜♥✐❡ ♣❛' A = A(G) = (aij)✱ ✉♥❡

♠❛0'✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ N ×N ❛✈❡❝ aij = 1✱ #✐ (i, j) ∈ E ❡0 aij = 0 #✐♥♦♥✳

❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛'50❡ ❝♦♥♥❡❝0❛♥0 ❞❡✉① ♥>✉❞# i, j✱ ✐✳❡✳✱(i, j) ∈ E✱ ❛❧♦'# i, j #♦♥0 ❞&#✐❣♥&#

✈♦✐#✐♥#✳ ▲❡ ❞❡❣%&❡ di ❡#0 ❞&✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ✈♦✐#✐♥# ❞✬✉♥ ♥>✉❞ i✱ ❝✬❡#0✲@✲❞✐'❡✱

di = #j : (i, j) ∈ E✱ 0❡❧ A✉❡ dmax = max{di}✳ ❙♦✐0 ∆ ✉♥❡ ♠❛0'✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥

N×N ✱ ♦B ❧❡# &❧❡♠❡♥0# ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ #♦♥0 ❞♦♥♥&# ♣❛' di✬#✳ ❆❧♦'# ❧❛ ♠❛0'✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡
❝♦''❡#♣♦♥❞❛♥0 @ G ❡#0 ❞&✜♥✐❡ ♣❛' L = ∆−A✳

❉❛♥# ❧❡ ✈❛#0❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡# #②#0E♠❡# ♠✉❧0✐✲❛❣❡♥0#✱ ♥♦✉# #♦♠♠❡# ♣❛'0✐❝✉❧✐E'❡♠❡♥0 ✐♥✲

0&'❡##&# ♣❛' ❧❡# ❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥# ❞❡ ❝♦♥0'F❧❡ ❞❡ '♦❜♦0# ♠♦❜✐❧❡# ❞❛♥# ✉♥ ♣❧❛♥ ❝❛'0&#✐❡♥✳ ▲❛

♣♦#✐0✐♦♥ ❞✬✉♥ '♦❜♦0 i ❡#0 ❞&✜♥✐❡ ♣❛' ✿

qi = [xi, yi]
T ∈ R

2,

♦B xi ❡0 yi '❡♣'&#❡♥0❡♥0 ❧❡# ❞②♥❛♠✐A✉❡# ❞❡ qi ❞❛♥# ❧❡# ❛①❡# x ❡0 y✱ '❡#♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0✳

❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ♣♦✉' ❞❡# A✉❡#0✐♦♥# ❞❡ ♥♦0❛0✐♦♥ ❡0 ❞❡ ❝❧❛'0&✱ ♥♦✉# ♥✬❛✈♦♥# ♣'✐# ❡♥ ❝♦♠♣0❡

❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐0'❡ A✉❡ ❧❡# ❞②♥❛♠✐A✉❡# ❞❡ ❝❤❛A✉❡ ❛❣❡♥0 #✉' ❧✬❛①❡ x✳

❙♦✐0 ❧❡ #②#0E♠❡ ♠✉❧0✐✲❛❣❡♥0# #✉✐✈❛♥0 ✿











ẋi = Āixi +Biui

yi = xi

zi = Cixi

∀i ∈ N = {1, . . . , N}, ✭❇✳✷✳✶✮

♦B xi ∈ R
ni
✱ yi ∈ R

ni
✱ zi ∈ R

m
❡0 ui ∈ R

m
#♦♥0 ❧❡# ✈❡❝0❡✉'# ❞❡# ✈❛'✐❛❜❧❡# ❞✬&0❛0✱ ❞❡

#♦'0✐❡✱ ❞❡# ✈❛'✐❛❜❧❡# ❞❡ ♠❡#✉'❡ ❡0 ❞✬❡♥0'&❡✱ '❡#♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0✳ ❖♥ '❡♠❛'A✉❡ A✉✬♦♥ #✉♣♣♦#❡

50'❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❝❝&❞❡' @ ❧✬&0❛0 ❞✉ #②#0E♠❡✱ ❝✬❡#0✲@✲❞✐'❡✱ yi = xi ♣♦✉' 0♦✉0 i ∈ N ✳ ❉❡ ♣❧✉#✱
❡0 ♣♦✉' 0♦✉0 i ∈ N ✱ ♦♥ #✉♣♣♦#❡ A✉❡ ❧❡# ♠❛0'✐❝❡# Āi ∈ R

ni×ni
✱ Bi ∈ R

ni×m
❡0 Ci ∈ R

m×ni
✱

❛✈❡❝ m < ♠✐♥{ni} ❡0 ni > m #♦♥0 ❝♦♥#0❛♥0❡# ❡0 ❝♦♥♥✉❡#✳

❉❛♥# ❝❡ ❝♦♥0❡①0❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉' ♦❜❥❡❝0✐❢ ❧❛ #②♥0❤E#❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥0'F❧❡ ❞✐#0'✐❜✉& ❣❛'❛♥✲

0✐##❛♥0 A✉❡ ✭✐✮ ❝❤❛A✉❡ #②#0E♠❡ ❡#0 #0❛❜❧❡ ❡0 ✭✐✐✮ A✉❡ ❧❡# ✈❛'✐❛❜❧❡# ❞❡ ♠❡#✉'❡# ❞❡# #②#0E♠❡#

❛00❡✐❣♥❡♥0 ✉♥ ❝♦♥#❡♥#✉#✳ ▲❡# ❤②♣♦0❤E#❡# #✉✐✈❛♥0❡# #♦♥0 ❝♦♥#✐❞&'&❡# ✿

❍②♣♦$❤3+❡ ❇✳✶✳ ✭❍"#"$♦❣"♥"✐#"✮ ✿ ❖♥ *✉♣♣♦*❡ .✉❡ ❧❡* N ❛❣❡♥1* *♦♥1 ❤&1&%♦❣3♥❡*✳

❉❛♥# ❞✬❛✉0'❡# 0❡'♠❡#✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐A✉❡ A✉❡ ❧❡# ❞②♥❛♠✐A✉❡# ♣❡✉✈❡♥0 ✈❛'✐❡' ❞✬✉♥ ❛❣❡♥0 @

❧✬❛✉0'❡ ❡0 A✉❡ ❧❡# ✈❡❝0❡✉'# xi ♣❡✉✈❡♥0 ❛✈♦✐' ❞❡# ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❞✐✛&'❡♥0❡#✳

❍②♣♦$❤3+❡ ❇✳✷✳ ✭❍♦♠♦❣"♥"✐#" ❞✉ ✈❡❝#❡✉$ ❞❡ ♠❡1✉$❡✮ ✿ ▲❡* ✈❡❝1❡✉%* ❞❡ ♠❡*✉%❡ zi
*♦♥1 ❝❡♥*& %❡♣%&*❡♥1❡% ❧❛ ♠7♠❡ .✉❛♥1✐1& ❞✬✐♥1&%71 ♣♦✉% ❝❤❛.✉❡ ❛❣❡♥1✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡* ✈❡❝1❡✉%*

❞❡ ♠❡*✉%❡ ♦♥1 ❧❛ ♠7♠❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥✱ ❝✬❡*1✲<✲❞✐%❡✱ zi ∈ R
m ∀i ∈ N ✱ ♦= m < ♠✐♥{ni}✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

Plant

uli

uci

Alg. Distribué de Consensus

+

+
zi

xi

νiνj, j ∈ Ni

Agent i

ui

❋✐❣✉$❡ ❇✳✺ ✕ ❙%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❝♦♥%&-❧❡ ♣♦✉& %♦✉% ❛❣❡♥% i

❍②♣♦5❤7+❡ ❇✳✸✳ ✭❙"#✉❝"✉#❡ ❞✉ (②("*♠❡✮ ✿  ♦✉# $♦✉$ i ∈ N ✱ ❧❛ ❝♦♥$#❛✐♥$❡

rang(CiBi) = m ❡,$ ,❛$✐,❢❛✐$❡✳

❈❡❝✐ 4✐❣♥✐✜❡ 6✉❡ ❧❡4 ✈❡❝%❡✉&4 ❞✬❡♥%&9❡ ❛✛❡❝%❡♥% ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❧❡4 ✈❡❝%❡✉&4 ❞❡ ♠❡4✉&❡✳

❍②♣♦5❤7+❡ ❇✳✹✳ ✭❈♦♥"#1❧❛❜✐❧✐"6✮ ✿  ♦✉# ❝❤❛0✉❡ ❛❣❡♥$✱ ❧❛ ♣❛✐#❡ (Ai, Bi) ❡,$ ❝♦♥$#3✲

❧❛❜❧❡✳

❖♥ 4✉♣♣♦4❡ ❛✉44✐ 6✉✬✐❧ ❡①✐4%❡ ✉♥ ❣&❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 4%&✉❝%✉&❡ 6✉✐

❣❛&❛♥%✐% 6✉✬✉♥❡ 4❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉& ♣&♦♣&❡ ❡4% 9❣❛❧❡ ? ③9&♦ ❡% 6✉❡ ❧❡ ✈❡❝%❡✉& ♣&♦♣&❡ ❝♦&&❡4♣♦♥❞❛♥%

❡4% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ✉♥✐%❛✐&❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉%&❡4 %❡&♠❡4✱ ❝❡❝✐ 4✐❣♥✐✜❡ 6✉✬✉♥ ❝♦♥4❡♥4✉4 ♣♦✉&&❛ C%&❡

❛%%❡✐♥% ❛4②♠♣%♦%✐6✉❡♠❡♥% ❬✷✷✵❪✳

▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❡4% ❞❡ ❞9✈❡❧♦♣♣❡& ❞❡4 ❧♦✐4 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝❡4 ♣♦✉& ❞❡4 4②4%N♠❡4 ♠✉❧%✐✲

❛❣❡♥%4 ❤9%9&♦❣N♥❡4✳ ❖♥ ♣&♦♣♦4❡ ✐❝✐ ✉♥❡ 4%&❛%9❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❞9❝♦✉♣❧9❡ ❞✉ 4②4%N♠❡

❞✬♦&✐❣✐♥❡✱ ❡% 6✉✐ ❡4% ❜❛49❡ 4✉& ❞❡4 ❛❧❣♦&✐%❤♠❡4 ❞❡ ❝♦♥4❡♥4✉4 ❝♦♠♠✉♥4✳ ❊♥ ❞✬❛✉%&❡4 %❡&♠❡4✱

♥♦✉4 ❛%%&✐❜✉♦♥4 ? ❝❤❛6✉❡ ❛❣❡♥% ✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥%&-❧❡ 4✉♣♣❧9♠❡♥%❛✐&❡ 6✉✐ ♣❡&♠❡%

❞✬❛%%❡✐♥❞&❡ ✉♥ ❝♦♥4❡♥4✉4✱ %♦✉% ❡♥ ❣❛&❛♥%✐44❛♥% 6✉❡ ❧❛ ❣&❛♥❞❡✉& ❞✬✐♥%9&C% ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ❛❣❡♥%

❝♦♥✈❡&❣❡ ✈❡&4 ❝❡%%❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ 4✉♣♣❧9♠❡♥%❛✐&❡✳ ▲❛ ♠9%❤♦❞❡ ❞❡ 4②♥%❤N4❡ ❞❡ ❝❡4 ♥♦✉✈❡❛✉①

❝♦♥%&-❧❡✉&4 ❡4% ♣&94❡♥%9❡ ❞❛♥4 ❧❛ 4❡❝%✐♦♥ 4✉✐✈❛♥%❡✳

❇✳✷✳✸ ❙②♥'❤)*❡ ❞❡* ❧♦✐* ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❆✜♥ ❞✬❛%%❡✐♥❞&❡ ❧❡4 ♦❜❥❡❝%✐❢4 ♠❡♥%✐♦♥♥94 ❛✉♣❛&❛✈❛♥%✱ ♦♥ ♣&♦♣♦4❡ ❞❛♥4 ❧❛ 4✉✐%❡ ✉♥

❝♦♥%&-❧❡✉& ❝♦♠♣♦49 ❞❡ ❞❡✉① ♣❛&%✐❡4✱ ❧✬✉♥❡ ❝♦&&❡4♣♦♥❞❛♥% ? ✉♥ ❝♦♥%&-❧❡✉& ❧♦❝❛❧ ❡% ✉♥❡

❛✉%&❡ &❡♣&94❡♥%❛♥% ❧✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥4❡♥4✉4✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉& ❝❤❛6✉❡ ❛❣❡♥% ❡4% ❞9❝&✐%❡ ♣❛& ✿

✶✽✷



❇✳✷ ❙$%❛$'❣✐❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♣♦✉% ❞❡+ +②+$3♠❡+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$+ ❤'$'%♦❣3♥❡+

ui(t) = uli(t) + uci(t), i ∈ N , ✭❇✳✷✳✷✮

♦& uli ❡( uci )♦♥( +❡)♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❧❡ ❝♦♥(+2❧❡✉+ ❧♦❝❛❧ ❡( ❧✬❛❧❣♦+✐(❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥)❡♥)✉)✳ ❯♥❡

✐❧❧✉)(+❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )(+❛(:❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥(+2❧❡ ♣+♦♣♦):❡ ❡)( ♣+:)❡♥(:❡ ❞❛♥) ❧❛ ❋✐❣✉+❡ ❇✳✺✳

❇✳✷✳✹ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡

❉✬❛♣+>) ❤②♣♦(❤>)❡ ❇✳✹✱ ✐❧ ❡①✐)(❡✱ ♣♦✉+ ❝❤❛C✉❡ )②)(>♠❡✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ +❡(♦✉+ ❞✬:(❛( ❞♦♥♥:❡

♣❛+ ✿

uli = −Kixi, ✭❇✳✷✳✸✮

(❡❧ C✉❡ Ai = Āi − BiKi ❡)( ❍✉"✇✐%③✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ )✉✐( C✉❡ ✿

{

ẋi = Aixi +Biuci,

zi = Cixi,
∀i ∈ N = {1, . . . , N}. ✭❇✳✷✳✹✮

▲✬♦❜❥❡❝(✐❢ ❡)( ❞❡ ♣+♦♣♦)❡+ ✉♥ ❛❧❣♦+✐(❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥)❡♥)✉) C✉✐ ❣❛+❛♥(✐))❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡

❞❡) ✈❡❝(❡✉+) ❞❡ ♠❡)✉+❡ ✈❡+) ✉♥❡ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ ❝♦♥)❡♥)✉)✳ ❉❛♥) ❞✐✛:+❡♥() (+❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐((:+❛✲

(✉+❡✱ ❞❡) ❛❧❣♦+✐(❤♠❡) ❞❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❞✐)(+✐❜✉:) ❝♦♥)✐❞:+:) ❝❧❛))✐C✉❡) ♦♥( :(: ✐♥(❡♥)✐✈❡♠❡♥(

:(✉❞✐:)✱ ❡( (❛♥( ❧❡✉+ )(❛❜✐❧✐(: C✉❡ ❧❡✉+) ♣+♦♣+✐:(:) )♦♥( ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥(:❡)✱ ✈♦✐+✱ ♣❛+

❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✶✷✵✱ ✶✾✷✱ ✷✷✵❪ ❡( ❧❡) +:❢:+❡♥❝❡) Q ❧✬✐♥(:+✐❡✉+✳

❇✳✷✳✺ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐/01✐❜✉4❡

❉❛♥) ❝❡((❡ )❡❝(✐♦♥✱ ♥♦✉) ♣+♦♣♦)♦♥) ✉♥ ♣+♦(♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥)❡♥)✉) C✉✐ ❣❛+❛♥(✐( C✉❡ ❧❡)

✈❡❝(❡✉+) ❞❡ ♠❡)✉+❡ ♣❛+✈✐❡♥♥❡♥( Q ✉♥ ❛❝❝♦+❞✳

❖♥ ❝♦♠♣+❡♥❞ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥( C✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐(: ❞❡) )②)(>♠❡) ❝♦♠♣♦):) ❞✬❛❣❡♥() ❤:(:✲

+♦❣>♥❡) ❡)( ♣❧✉) :❧❡✈:❡ C✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ )②)(>♠❡ ❤♦♠♦❣>♥❡✳ ❊♥ ♦✉(+❡✱ ♠T♠❡ )✐ ❝❡+(❛✐♥❡)

)♦❧✉(✐♦♥) ♣♦✉+ ✉♥ (❡❧ ♣+♦❜❧>♠❡ ♦♥( :(: ♣+♦♣♦):❡) ❞❛♥) ❧❛ ❧✐((:+❛(✉+❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛+( ❞✬❡♥(+❡

❡❧❧❡) ♣+:)❡♥(❡ ❞❡) ✐♥❝♦♥✈:♥✐❡♥() (❡❧) C✉❡ ❧❡) ❜❡)♦✐♥) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐(: ❞❡ ❧❛ )♦❧✉✲

(✐♦♥✳ ❉❛♥) ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥(✱ ♦♥ )✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ )②♥(❤>)❡ ❞❡) ❝♦♥(+2❧❡✉+) ♣♦✉+ ❝❡) )②)(>♠❡)✳ V❧✉)

♣+:❝✐):♠❡♥(✱ ❧✬✐❞:❡ ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡)( ❧✬❛❥♦✉( ❞❡ ❞②♥❛♠✐C✉❡) )✉♣♣❧:♠❡♥(❛✐+❡) ❝♦++❡)♣♦♥❞❛♥(

Q ✉♥ ❛❧❣♦+✐(❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❞✐( )✐♠♣❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✐♥( ❞❡ ❞:♣❛+(✱ ❛))✉♠♦♥) C✉❡ ❝❡)

❞②♥❛♠✐C✉❡) )♦♥( ❞:❝+✐(❡) ♣❛+ ✿

ν̇i = −
∑

j∈Ni

(νi − νj), ∀i ∈ N , ✭❇✳✷✳✺✮

♦& νi ∈ R
m
✳ ❈♦♥)✐❞:+❡③ ν = [ν1, . . . , νN ]

T
✳ ▲❡ ♣+:❝:❞❡♥( )②)(>♠❡ ♣❡✉( ❞♦♥❝ T(+❡ +::❝+✐(

)✉✐✈❛♥( ν̇ = −▲ ⊗ Imν✱ ♦& ▲ ❡)( ❧❛ ♠❛(+✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❛))♦❝✐:❡ ❛✉ ❣+❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛(✐♦♥ ❡( ⊗ +❡♣+:)❡♥(❡ ❧❡ ♣+♦❞✉✐( ❞❡ ❑+♦♥❡❝❦❡+✳ ▲❛ )(❛❜✐❧✐(: ❞✬✉♥ (❡❧ )②)(>♠❡ ❛ :(:
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

❧❛"❣❡♠❡♥' ('✉❞✐(❡ ❞❛♥, ❧❛ ❧✐''("❛'✉"❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥, ❬✶✾✷✱ ✷✷✵❪✱ ♣❛"♠✐ ❜❡❛✉✲

❝♦✉♣ ❞✬❛✉'"❡,✳ ▲❡, ❜♦♥♥❡, ♣"♦♣"✐('(, ❞❡ ❝♦♥✈❡"❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬(>✉❛'✐♦♥ ✭❇✳✷✳✺✮ ♥♦✉, ❝♦♥❢♦"'❡

❞❛♥, ♥♦'"❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉'✐❧✐,❡" ❝❡ ,②,'F♠❡ ❝♦♠♠❡ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ,✉♣♣❧(♠❡♥'❛✐"❡✳ ▲❡ "❡,'❡ ❞❡

❧✬❛♣♣"♦❝❤❡ ❝♦♥,✐,'❡ G ✉'✐❧✐,❡" ❝❡' ❛❧❣♦"✐'❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥,❡♥,✉, ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉" ♣❛"✈❡♥✐" G ✉♥

❛❝❝♦"❞ ,✉" ❝❡, ❞②♥❛♠✐>✉❡, ,✉♣♣❧(♠❡♥'❛✐"❡,✱ '♦✉' ❡♥ ❛♣♣❧✐>✉❛♥' ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ,✉✐✈✐ ❡♥'"❡ ❧❡

,②,'F♠❡ ♦"✐❣✐♥❛❧ ❡' ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❈❡''❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ❣❛"❛♥'✐' >✉❡ ❧❡ ,②,'F♠❡ "(❡❧ ❛✉"❛ ❞❡, ♣❡"❢♦"✲

♠❛♥❝❡, ✐❞❡♥'✐>✉❡, G ❝❡❧❧❡, ❞✉ ♠♦❞F❧❡ ,✉♣♣❧(♠❡♥'❛✐"❡✳ ▲❛ ,②♥'❤F,❡ ❞❡ uci ❞♦✐' ❝♦♥,✐❞("❡"

❧❡, ❞❡✉① ♦❜❥❡❝'✐❢, ,✉✐✈❛♥', ✿







lim
t→∞

(νi − νj) = 0,

lim
t→∞

(zi − νi) = 0,
∀i, j ∈ N 2. ✭❇✳✷✳✻✮

❉❛♥, ❝❡''❡ ❛♣♣"♦❝❤❡✱ ❧❡ ,②,'F♠❡ ✭❇✳✷✳✺✮ ,❡"❛ ❝♦♥,✐❞("( ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ "(❢("❡♥❝❡

♣♦✉" ✭❇✳✷✳✶✮✳ ❉(✜♥✐,,♦♥, ❧❡ ✈❡❝'❡✉" ❞✬❡""❡✉" ❡♥'"❡ ❧❡ ✈❡❝'❡✉" ❞❡ ♠❡,✉"❡ z ❞✉ ,②,'F♠❡

✭❇✳✷✳✶✮ ❡' ❧❡ ✈❡❝'❡✉" ❞❡ ✈❛"✐❛❜❧❡, ❛❞❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡, ν ❝♦♠♠❡ ,✉✐' ✿

εi = zi − νi. ✭❇✳✷✳✼✮

▲❡ ❜✉' ❡,' ❞♦♥❝ ❞✬❛,,✉"❡" >✉❡ εi ❝♦♥✈❡"❣❡"❛ ✈❡", ③("♦✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬(✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ εi ❞♦✐' ,❛'✐,❢❛✐"❡

❧✬❡①♣"❡,,✐♦♥ ,✉✐✈❛♥'❡ ✿

ε̇i = −βεi,
♦P β > 0✳ ❈❡❝✐ ,✐❣♥✐✜❡ >✉❡ ✿

żi − ν̇i = −β(zi − νi),

Ci(Aixi +Biuci) + (▲)i ⊗ Imν = −βε, ✭❇✳✷✳✽✮

♦P (▲)i "❡♣"(,❡♥'❡ ❧❛ ime ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛'"✐❝❡ ▲✳ ❉✬❛♣"F, ❤②♣♦'❤F,❡ ❇✳✸✱ CiBi ❡,' ✐♥✈❡",✐❜❧❡

♣♦✉" '♦✉' ❛❣❡♥' i✱ ❡' ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♥'"S❧❡✉" ♣"♦♣♦,( ♣❡✉' T'"❡ ❞(❝"✐' ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ,✉✐✈✐

❞❡ '"❛❥❡❝'♦✐"❡ ❝❧❛,,✐>✉❡✱ ✈♦✐" ❬✶✷✻❪✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉' (❝"✐"❡ >✉❡ ✿

uci = (CiBi)
−1 (ν̇i − β(zi − νi)− CiAixi) . ✭❇✳✷✳✾✮

❇✳✷✳✻ ❊①&❡♥)✐♦♥) , ❞❡) )✐&✉❛&✐♦♥) ♣❧✉) ❝♦♠♣❧❡①❡)

❈✬('❛✐' ♥♦'"❡ ✐♥'✉✐'✐♦♥ >✉✬✐❧ ('❛✐' ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ '"♦✉✈❡" ✉♥❡ ,'"❛'(❣✐❡ ♣❡✉ ❝♦♠♣❧❡①❡

❡' ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥'"❛✐♥'❡, ,✉" ❧❡, ♠♦②❡♥, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ ❧❛ ,②♥'❤F,❡ ❞❡

♣"♦'♦❝♦❧❡, ❞❡ ❝♦♥,❡♥,✉, ♣♦✉" ❞❡, ,②,'F♠❡, ❤('("♦❣F♥❡,✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥'✐♦♥♥( ❛✉♣❛"❛✈❛♥'✱

❧❡ ❣"❛♥❞ ❛✈❛♥'❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠('❤♦❞❡ ♣"♦♣♦,(❡ "(,✐❞❡ ❞❛♥, ✉♥❡ ❛♥❛❧②,❡ ❞(❝♦✉♣❧(❡ ❡♥'"❡ ❧❡,

❞✐✛("❡♥', ❝♦♠♣♦,❛♥', ❞✉ ,②,'F♠❡✳ V❛" ❝♦♥,(>✉❡♥'✱ ✐❧ ❡,' ♣♦,,✐❜❧❡ ❞✬('❡♥❞"❡ ❧❛ ,'"✉❝'✉"❡

♣"(❝(❞❡♥'❡ G ❞❡, ,✐'✉❛'✐♦♥, ♣❧✉, ❝♦♠♣❧❡①❡,✱ ❡♥ ❝♦♥,✐❞("❛♥' ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡, "❡'❛"❞, ❞❡

❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ❬✶✼✼✱ ✶✼✾✱ ✷✺✶❪ ♦✉ ❞❡, ✜❧'"❡, ❞✐,'"✐❜✉(, ❬✶✾✺❪✳ ❉❛♥, ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥'✱ ♦♥ ❛

❝♦♥,✐❞("(✱ ❡♥ '❛♥' >✉❡ ❞②♥❛♠✐>✉❡, ,✉♣♣❧(♠❡♥'❛✐"❡,✱ ❧❡, ❞❡✉① ❝❛, ,✉✐✈❛♥', ✿

✶✽✹



❇✳✷ ❙$%❛$'❣✐❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♣♦✉% ❞❡+ +②+$3♠❡+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$+ ❤'$'%♦❣3♥❡+

• 8%♦$♦❝♦❧❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❝♦♥+✐❞'%❛♥$ ❞❡+ %❡$❛%❞+ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥
❉✬❛♣$%& ❧❡& $)&✉❧+❛+& ❞❡ ❬✶✼✻✱ ✶✼✾❪✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦$$❡&♣♦♥❞❛♥+❡ ❡&+ ❞♦♥♥)❡

♣❛$ ✿

ν̇i(t) = K
∑N

j=1
aij
di
(νj(t− τij)− νi(t)) i ∈ {1, . . . , N}. ✭❇✳✷✳✶✵✮

• 8%♦$♦❝♦❧❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ❝♦♥+✐❞'%❛♥$ ❞❡+ %'❢'%❡♥❝❡+ ❡①$❡%♥❡+
❉✬❛♣$%& ❧❡& $)&✉❧+❛+& ❞❡ ❬✶✾✺❪✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦$$❡&♣♦♥❞❛♥+❡ ❡&+ ❞♦♥♥)❡ ♣❛$ ✿

ν̇i = −α
∑

j∈Ni

(νi − νj) +
∑

j∈Ji

(rj − νi), ✭❇✳✷✳✶✶✮

♦A Ji = Ni ∪ {i} ❡+ r = [r1, . . . , rN ]
T
$)♣$❡&❡♥+❡ ❧❡& &✐❣♥❛✉①✴$)❢)$❡♥❝❡& ❡①+❡$♥❡&✳

❇✳✷✳✼ ❘%&✉❧)❛)& )❤%♦-✐/✉❡&

▲✬)+✉❞❡ ❞❡& ♣$♦+♦❝♦❧❡& ❞❡ ❝♦♥&❡♥&✉& ❞✐&+$✐❜✉)& ❛♣♣❧✐H✉)& I ❞❡& &②&+%♠❡& ♦A ❧❡& ❛❣❡♥+&

&♦♥+ ❤)+)$♦❣%♥❡& ♥♦✉& ❛ ❝♦♥❞✉✐+& I ♣❧✉&✐❡✉$& $)&✉❧+❛+& +❤)♦$✐H✉❡& ❞❡ ❝❡++❡ +❤%&❡✳ ❈❡&

$)&✉❧+❛+& ♦♥+ )+) ❛✉&&✐ &♦✉+❡♥✉& ♣❛$ ❞❡& $)&✉❧+❛+& ❞❡ &✐♠✉❧❛+✐♦♥ H✉✐ &❡$♦♥+ ♣$)&❡♥+)& ♣❧✉&

+❛$❞ ❞❛♥& ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥+✳ ❈♦♥&✐❞)$❛♥+ ❧❛ &+$✉❝+✉$❡ ❞❡ ❝♦♥+$M❧❡ ♣$)&❡♥+)❡ ❞❛♥& ❧❡& &❡❝+✐♦♥&

♣$)❝)❞❡♥+❡&✱ ✈♦✐❝✐ ♥♦+$❡ $)&✉❧+❛+ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ✿

❚❤'♦%3♠❡ ❇✳✶✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✽❪✮ ❙✐ ❧❡) ❤②♣♦.❤5)❡) ❇✳✶✲❇✳✹ )♦♥.

)❛.✐)❢❛✐.❡)✱ ❛❧♦$) ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❇✳✷✳✷✮✱ ❞♦♥♥>❡ ♣❛$ ✿

ui = −Kixi + (CiBi)
−1 (ν̇i − β(zi − νi)− CiAixi) ✭❇✳✷✳✶✷✮

♦@ ν̇i ❡). ❞>✜♥✐ ❞❛♥) ✭❇✳✷✳✺✮✱ ❡. ❣❛$❛♥.✐. B✉❡ ❧❡ )②).5♠❡ ♠✉❧.✐✲❛❣❡♥.) ✭❇✳✷✳✶✮ ❡). ).❛❜❧❡

❡. ❛..❡✐♥. ✉♥ ❝♦♥)❡♥)✉) )✉$ ❧❡) ✈❛$✐❛❜❧❡) ❞❡ ♠❡)✉$❡✱ ❝✬❡).✲F✲❞✐$❡ ✱ zi = zj, ∀i, j ∈ N ✳

❊♥ ♣❧✉&✱ ❝❡ $)&✉❧+❛+ ❛ )+) )+❡♥❞✉ I ❞❡& &✐+✉❛+✐♦♥& ❡+ I ❞❡& &②&+%♠❡& ♣❧✉& ❝♦♠♣❧❡①❡&✱

❡♥ ❝♦♥&✐❞)$❛♥+ ❞✐✛)$❡♥+❡& ❢♦$♠✉❧❛+✐♦♥& ♣♦✉$ ❧❡& ❞②♥❛♠✐H✉❡& &✉♣♣❧)♠❡♥+❛✐$❡& ♣$)&❡♥+)❡&

❞❛♥& ✭❇✳✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭❇✳✷✳✶✶✮✳ ▲✬✐♥+)❣$❛❧✐+) ❞❡ ❝❡& $)&✉❧+❛+& ❡&+ ❢♦✉$♥✐❡ ❞❛♥& ❧❡ ❈❤❛♣✐+$❡ ✷✳

❇✳✷✳✽ ❘%&✉❧)❛)& ❞❡ &✐♠✉❧❛)✐♦♥

❉❛♥& ❝❡++❡ &❡❝+✐♦♥✱ ♦♥ ❛✣❝❤❡ H✉❡❧H✉❡& $)&✉❧+❛+& ❞❡ &✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥❛♥+ ❧✬❡✣❝❛❝✐+)

❞❡ ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ♣$)&❡♥+)❡ ♣$)❝)❞❡♠♠❡♥+✳ ❉❛♥& ❧❛ &✉✐+❡✱ ♦♥ ❡①♣❧♦$❡ ✉♥ &❝)♥❛$✐♦ $)❛❧✐&+❡

❝♦♥&✐❞)$❛♥+ ✉♥ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ $♦❜♦+& ❛)$✐❡♥&✱ ✈♦✐$ ❋✐❣✉$❡ ❇✳✻✳ ❖♥ ♣$❡♥❞ ✉♥ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ N = 4

❛❣❡♥+& ❤)+)$♦❣%♥❡&✱ ❞)✜♥✐& ♣❛$ ❞❡& ♠❛+$✐❝❡& ❞❡ ❞✐✛)$❡♥+❡& &+$✉❝+✉$❡& ❡+ ❞✐♠❡♥&✐♦♥&✳

✶✽✺
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❋✐❣✉$❡ ❇✳✻ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ + ❞-♦✐0❡✱ ✐❧❧✉30-❛0✐♦♥ ❞✉ ♣-❡♠✐❡- ❡0 ❞❡✉①✐8♠❡ ❝❛3 ❞✬:0✉❞❡✳

✏▼♦0✐♦♥✑ ❡0 ✏❣-♦✉♥❞✑ 3✐❣♥✐✜❡♥0 ❡♥ ❢-❛♥@❛✐3✱ -❡3♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0✱ ✏♠♦✉✈❡♠❡♥0✑ ❡0 ✏3♦❧✑✱ 0❛♥❞✐3

B✉❡ ✏✐♥✐0✐❛❧ ♣♦3✐0✐♦♥✑ ❡0 ✏✜♥❛❧ ♣♦3✐0✐♦♥✑ 3✐❣♥✐✜❡♥0 ✏♣♦3✐0✐♦♥ ✐♥✐0✐❛❧❡✑ ❡0 ✏♣♦3✐0✐♦♥ ✜♥❛❧❡✑✳

❉❡ ♣❧✉3✱ ❧❛ ♠❛0-✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❝♦--❡3♣♦♥❞❛♥0 ❛✉ ❣-❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ❞✉ 3②3✲

08♠❡ ❡30 ❞♦♥♥:❡ ♣❛- ✿

L =











1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

−1 0 0 1











.

▲❡3 ❝♦♥❞✐0✐♦♥3 ✐♥✐0✐❛❧❡3 3♦♥0 ❞♦♥♥:❡3 ♣❛- ✿

x1(0) =
[

1.5 0.15
]T
, x2(0) =

[

5 0.5
]T
,

x3(0) =
[

1.25 0.75 2.5
]T
, x4(0) =

[

1.35 0.45 3 1.5
]T
.

◗✉❡❧B✉❡3 ❝♦♠♠❡♥0❛✐-❡3 + ♣-♦♣♦3 ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉-❡ ❇✳✻ 3✬✐♠♣♦3❡♥0✳ ❉❛♥3 ✉♥ ♣-❡♠✐❡- ❝❛3✱ ❧❡3

❛❣❡♥03 ❤:0:-♦❣8♥❡3 ❞♦✐✈❡♥0 3❡ ♠❡00-❡ ❞✬❛❝❝♦-❞ 3✉- ❧❛ ♠I♠❡ ❤❛✉0❡✉-✳ ❉❛♥3 ✉♥ ❞❡✉①✐8♠❡

❝❛3✱ ❧❡ ❣-♦✉♣❡ ❞❡ -♦❜♦03 ❡30 ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥0 ❞❛♥3 ✉♥ ❡♥✈✐-♦♥♥❡♠❡♥0 ❞②♥❛♠✐B✉❡✳ K❧✉3

♣-:❝✐3:♠❡♥0✱ ❧❡ ♣-♦✜❧ ❞✉ 3♦❧ ✈❛-✐❡ ❞❛♥3 ❧❡ 0❡♠♣3✱ ❛❧♦-3 B✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝0✐❢ -❡30❡ ❧❡ ♠I♠❡ ✿

♠❛✐♥0❡♥✐- ✉♥❡ ❤❛✉0❡✉- ❝♦♥30❛♥0❡ ♣❛- -❛♣♣♦-0 ❛✉ 3♦❧✳ ❈❡00❡ ❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ ❛ ✉♥ 3❡♥3 ♣-❛0✐B✉❡

♣❛-0✐❝✉❧✐❡- ♣✉✐3B✉❡✱ ❞❛♥3 ♣❧✉3✐❡✉-3 ♦♣:-❛0✐♦♥3 ❝♦♠♠❡✱ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡❧❧❡3 ❞❡ -❡❝❤❡-❝❤❡

♦✉ ❞❡ 3❛✉✈❡0❛❣❡✱ ❧❡3 -♦❜♦03 3❡ ❞:♣❧❛❝❡♥0 ♥♦-♠❛❧❡♠❡♥0 ❞❛♥3 ✉♥ ❡♥✈✐-♦♥♥❡♠❡♥0 ❤♦30✐❧❡ ❡0

❞②♥❛♠✐B✉❡✳

▲❛ ❋✐❣✉-❡ ❇✳✼✭❛✮

✶

♣-:3❡♥0❡ ❧❡3 -:3✉❧0❛03 ❞❡ 3✐♠✉❧❛0✐♦♥ ♣♦✉- ❧❡ 3②308♠❡ ✭❇✳✷✳✶✮ ❝♦♥0-S❧:

♣❛- ✭❇✳✷✳✷✮✳ ❖♥ ♣❡✉0 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0 -❡♠❛-B✉❡- B✉❡ ❧❡3 ❞❡✉① 3②308♠❡3 ❛00❡✐❣♥❡♥0 ✉♥ ❝♦♥3❡♥3✉3

♦U ❧❛ ✈❛❧❡✉- ❞✬❛❝❝♦-❞✱ ν(∞)✱ ❝♦--❡3♣♦♥❞ + ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡3 ❝♦♥❞✐0✐♦♥3 ✐♥✐0✐❛❧❡3 ❞✉ 3②308♠❡✱

❝✬❡30✲+✲❞✐-❡✱ ν(∞) = moy{ν(0)}✳
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✶✽✻



❇✳✷ ❙$%❛$'❣✐❡+ ❞❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ♣♦✉% ❞❡+ +②+$3♠❡+ ♠✉❧$✐✲❛❣❡♥$+ ❤'$'%♦❣3♥❡+

0 2 4 6
0

1

2

3
z
,

ν

Time [s]

✭❛✮ ❊✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡- ✈❛.✐❛❜❧❡- νi✬- ❡( zi✬-

1✉❛♥❞ νi(0) = zi(0)

0 20 40
0

1

2

3

z
,

ν

Time [s]

✭❜✮ ❊✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡- ✈❛.✐❛❜❧❡- νi✬- ✭τ = 0.6✮

❡( zi✬- ♣♦✉. ❞❡- .❡(❛.❞- ❛❧3❛(♦✐.❡- τij ≤ 3✱

1✉❛♥❞ νi(0) = zi(0)

❋✐❣✉$❡ ❇✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉)✐♦♥ ❞❡. ✈❛0✐❛❜❧❡. .✉♣♣❧3♠❡♥)❛✐0❡. ν ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥)✐❧❧3❡✮ ❡) ❞✉ ✈❡❝)❡✉0

❞❡ ♠❡.✉0❡ z ✭❧✐❣♥❡  !♦✐❧ ❡✮✳

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

2

4

r,
 r

c

Reference Behavior

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

5
Heterogenous MAS

z
, 

r c

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−2

0

2

Tracking Error

Time [s]

Σ
 (

z
i−

r i* )

❋✐❣✉$❡ ❇✳✽ ✕ ❘3.✉❧)❛). ❞❡ .✐♠✉❧❛)✐♦♥ ❜❛.3. .✉0 ❞❡. .✐❣♥❛✉① ❞❡ 03❢30❡♥❝❡ ♥♦♥ ✐❞❡♥✲
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▲✳ ❉❡# ♠4)❤♦❞❡# ♣❡*♠❡))❛♥) ❧❡ ❝♦♥)*G❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)4 ❞✉ ❣*❛♣❤❡ ♣❡✉✈❡♥) =)*❡ )*♦✉✲

✈4❡# ❞❛♥# ❬✶✶✷✱ ✷✶✵✱ ✷✶✷✱ ✸✵✹✱ ✸✶✸✱ ✸✶✹❪✱ ♣❛*♠✐ ❞✬❛✉)*❡#✳ ❊♥ ♣❛*)✐❝✉❧✐❡*✱ ❧❡# )*❛✈❛✉① ❞❡

❬✷✺✺❪ ♠❛①✐♠✐#❡♥) ❧❛ ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)4 ❛❧❣4❜*✐9✉❡✱ #❛♥# ❢♦*❝4♠❡♥) ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡*✱ ❡) ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡

❞✐#)*✐❜✉4❡ ♣♦✉* ❧✬❡#)✐♠❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)4 ❡#) ♣*4#❡♥)4❡ ❞❛♥# ❬✹❪✱ ♦Q ❧❡# ❛✉)❡✉*# ❞4✲

)❛✐❧❧❡♥) ✉♥ #❝4♥❛*✐♦ ❞✉ )②♣❡ ✏❡✈❡♥)✲)*✐❣❣❡*❡❞✑ ♦✉✱ ❡♥ ❢*❛♥T❛✐#✱ ✉♥ #②#)1♠❡ ❞4❝❧❡♥❝❤4 ♣❛*

❞❡# 4✈4♥❡♠❡♥)#✳

▲✬❛❝❝4❧4*❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐)❡##❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❞❡# ❛❧❣♦*✐)❤♠❡# ❞❡ ❝♦♥#❡♥#✉# ❛ ❛✉##✐ 4)4

4)✉❞✐4❡ ❞❛♥# ❧❛ ❧✐))4*❛)✉*❡ ❡♥ ✐♥)4❣*❛♥) ❞❡ ❧❛ ♠4♠♦✐*❡ ❞❛♥# ❧❡# ❧♦✐# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈✬❡#)

♣*4❝✐#4♠❡♥) #✉* ❝❡))❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ 9✉❡ ❝❡))❡ #❡❝)✐♦♥ #❡ ❢♦❝❛❧✐#❡✳ ▼=♠❡ #✐✱ ❞❛♥# ❧❛ ♣❧✉♣❛*)

❞❡# ❝❛#✱ ❧❛ ♣*4#❡♥❝❡ ❞❡ *❡)❛*❞# ❝♦♥❞✉✐) A ✉♥❡ *4❞✉❝)✐♦♥ ❞❡# ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡# ♦✉ ♠=♠❡ A

❧✬✐♥#)❛❜✐❧✐)4✱ ✐❧ ② ❛ ❞✬❛✉)*❡# #❝4♥❛*✐♦# ♦Q ❧✬✐♥)*♦❞✉❝)✐♦♥ ❞✬✉♥ *❡)❛*❞ ❞❛♥# ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉) ❛♠4❧✐♦*❡* ❧❡# ♣*♦♣*✐4)4# ❞❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❞✉ #②#)1♠❡✳ ❈❡❝✐ ❛ 4)4 4)✉❞✐4

❞❛♥# ❬✶✶✵✱ ✷✺✷❪✱ ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✳
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q1(0) q2(0)

q3(0) q4(0)

❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✵ ✕ ■❧❧✉()*❛)✐♦♥ ❞❡( ♣*♦)♦❝♦❧❡( ❞❡ *❡♥❞❡③✲✈♦✉( ♣♦✉* ❞❡( ❛❣❡♥)( ❞✉ )②♣❡ (✐♠♣❧❡

✐♥)9❣*❛)❡✉*✳

:❧✉( ♣*9❝✐(9♠❡♥)✱ ❞❛♥( ❬✷✺✷❪ ❧❡( ❛✉)❡✉*( ♦♥) ❛❥♦✉)9 ❛✉① ❧♦✐( ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦✲

(❛♥)❡ 9❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥9❡ ❞❡ ❧✬9)❛)✱ ❝❡ D✉✐ ♣❡✉) E)*❡ ❝♦♥(✐❞9*9 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛G♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡*

❛*)✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥) ❧❡( ✈❡❝)❡✉*( ♣*♦♣*❡( ❞❡ ▲✳ ❯♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❜❛(9❡ (✉* ❝❡( ✐❞9❡( ❡() ♣*♦♣♦✲

(9❡ ♣❛* ❧❛ (✉✐)❡✱ ❡♥ ❝♦♥(✐❞9*❛♥) ❞❡✉① (②()K♠❡( ❞✐✛9*❡♥)( ✿ (✐♠♣❧❡ ❡) ❞♦✉❜❧❡ ✐♥)9❣*❛)❡✉*(✳

❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ❞❛♥( ❝❡ )*❛✈❛✐❧ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥(✐❞9*❡*❛ D✉❡ ❧❡ ❝❛( (✐♠♣❧❡ ✐♥)9❣*❛)❡✉* ✭❙■✮✳ ▲✬✐♥)9✲

❣*❛❧✐)9 ❞❡( )*❛✈❛✉① (✉* ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡() ♣*9(❡♥)9❡ ❞❛♥( ❈❤❛♣✐)*❡ ✸✳ ■❧ ❡() ❛✉((✐ ✐♠♣♦*)❛♥)

❞❡ ♠❡♥)✐♦♥♥❡* D✉❡ ❝❡ )*❛✈❛✐❧ ❛ 9)9 ❡✛❡❝)✉9 ❞❛♥( ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞✉ ●*♦✉♣❡♠❡♥) ■♥)❡*♥❛)✐♦♥❛❧

❞❡ ❘❡❝❤❡*❝❤❡ ❉❡❧❙②(✱ (✉♣♣♦*)9 ♣❛* ❧❡ ❈❡♥)*❡ ◆❛)✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡*❝❤❡ ❙❝✐❡♥)✐✜D✉❡✳

❉*✜♥✐5✐♦♥ ❞✉ ♣/♦❜❧9♠❡ ❡5 ♣/*❧✐♠✐♥❛✐/❡+

❉❛♥( ❧❡ ✈❛()❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡( (②()K♠❡( ♠✉❧)✐✲❛❣❡♥)(✱ ♦♥ (✬✐♥)9*❡((❡ ♣❛*)✐❝✉❧✐K*❡♠❡♥) ❛✉①

❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥( ❞❡ ❝♦♥)*X❧❡ ❞❡ *♦❜♦)( ♠♦❜✐❧❡( ❞❛♥( ✉♥ ♣❧❛♥ ❝❛*)9(✐❡♥✳ ▲❛ ♣♦(✐)✐♦♥ ❞✬✉♥ *♦❜♦)

i ❡() ❞9✜♥✐❡ ♣❛* ✿

qi = [xi, yi]
T ∈ R

2,

♦Y xi ❡) yi *❡♣*9(❡♥)❡♥) ❧❡( ❞②♥❛♠✐D✉❡( ❞❡ qi (✉✐✈❛♥) ❧❡( ❛①❡( x ❡) y✱ *❡(♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✳

❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ♣♦✉* ❞❡( D✉❡()✐♦♥( ❞❡ ♥♦)❛)✐♦♥ ❡) ❞❡ ❝❧❛*)9✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥(✐❞K*❡✱ ❞❛♥( ❝❡))❡

(❡❝)✐♦♥✱ D✉❡ ❧❡( ❞②♥❛♠✐D✉❡( ❞❡ ❝❤❛D✉❡ ❛❣❡♥) (✉* ❧✬❛①❡ x✳

▲❡( (②()K♠❡( (✐♠♣❧❡ ✐♥)9❣*❛)❡✉* (♦♥) ✉♥ ❝❛( ♣❛*)✐❝✉❧✐❡* ❞❡( (②()K♠❡( ♠✉❧)✐✲❛❣❡♥)( ❧✐✲

♥9❛✐*❡(✱ ❧❛*❣❡♠❡♥) ✉)✐❧✐(9( ❞❛♥( ❧❛ ❧✐))9*❛)✉*❡ ❬✶✸✱ ✶✼✻✱ ✶✾✹✱ ✷✺✶❪✳ ❉❛♥( ❝❡ ❝❛❞*❡✱ ♥♦✉( ♥♦✉(

✐♥)9*❡((♦♥( ❡♥ ♣❛*)✐❝✉❧✐❡* ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥( ❞✉ )②♣❡ *❡♥❞❡③✲✈♦✉( ❬✻✷❪✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦*)❡♠❡♥)

(♦✉❤❛✐)9 ❡() ✐❧❧✉()*9 ❞❛♥( ❋✐❣✉*❡ ❇✳✶✵✳
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❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✶ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❣'❛♣❤✐1✉❡ ❞✉ )✐❣♥❛❧ ❞✬(❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ▲❡) ❡①♣'❡))✐♦♥)

❛♥❣❧❛✐)❡) ✏)❛♠♣❧✐♥❣ )✐❣♥❛❧✑ ❡+ ✏)❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡'✐♦❞✑ )✐❣♥✐✜❡♥+ ❡♥ ❢'❛♥>❛✐)✱ '❡)♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✱

✏)✐❣♥❛❧ ❞✬(❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑ ❡+ ✏♣('✐♦❞❡ ❞✬(❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑✳

❈♦♥)✐❞('♦♥) ❧❡ )②)+C♠❡ )✉✐✈❛♥+ ✿

{

ẋi(t) = ui(t)

ui(t) =
∑

j∈Ni
aij(xj(t)− xi(t))

i ∈ {1, . . . , N}, ✭❇✳✸✳✶✮

♦H xi '❡♣'()❡♥+❡ ❧❡) ✈❛'✐❛❜❧❡) ❞❡ ❧✬❛❣❡♥+ i✳ ❙✐ ♦♥ ❞(✜♥✐+ x(t) = [x1(t), .., xN(t)]
T
✱ ❝♦♥+❡♥❛♥+

❧❡) ✈❛'✐❛❜❧❡) ❞❡ +♦✉) ❧❡) ❛❣❡♥+)✱ ♦♥ ♦❜+✐❡♥+ ✿

ẋ(t) = −▲x(t) , ✭❇✳✸✳✷✮

♦H ▲ ❡)+ ❧❛ ♠❛+'✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡✳ ❈♦♥)✐❞('♦♥) 1✉✬✐❧ ❡①✐)+❡ ✉♥❡ ❝♦♥)+❛♥+❡ ♣♦)✐+✐✈❡ µ +❡❧❧❡

1✉❡ ✿

∑

j∈Ni

aij = µ, i ∈ {1, . . . , N}.

❖♥ )✉♣♣♦)❡ ❛✉))✐ 1✉✬✐❧ ❡①✐)+❡ ✉♥ ❣'❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥ ✐♥✈❛'✐❛♥+ ❞❛♥) ❧❡ +❡♠♣)

❛✈❡❝ ✉♥❡ )+'✉❝+✉'❡ 1✉✐ ❣❛'❛♥+✐))❡ ✉♥❡ )❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉' ♣'♦♣'❡ (❣❛❧❡ M ③('♦✱ ❧❡ ✈❡❝+❡✉' ♣'♦♣'❡

❝♦''❡)♣♦♥❞❛♥+ (+❛♥+ ✉♥ ✈❡❝+❡✉' ✉♥✐+❛✐'❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉+'❡) +❡'♠❡)✱ ❝❡❝✐ )✐❣♥✐✜❡ 1✉✬✉♥ ❝♦♥)❡♥)✉)

♣♦✉''❛ P+'❡ ❛++❡✐♥+ ❛)②♠♣+♦+✐1✉❡♠❡♥+ ❬✷✷✵❪✳

❉❛♥) ❧❛ )✉✐+❡✱ ♦♥ ❝♦♥)✐❞C'❡ ❧✬✐♥❝♦'♣♦'❛+✐♦♥ ❞❡ ♠!♠♦✐$❡ ♣❛$(✐❡❧❧❡ ❡+ ❞❡ ♠!♠♦✐$❡ ❣❧♦✲

❜❛❧❡✳ ❈❡) ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣+) ❞✐✈❡'❣❡♥+ ❡♥ ❝❡ 1✉✐ ❝♦♥❝❡'♥❡ ❧✬✐♥❢♦'♠❛+✐♦♥ ❞✉ )②)+C♠❡ 1✉✐ ❡)+

(❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥(❡ ❡+ ❛♣♣❧✐1✉(❡ ❞❛♥) ❧❛ )②♥+❤C)❡✳ ❊♥ ♣❛'+✐❝✉❧✐❡'✱ ❧❛ ♠!♠♦✐$❡ ♣❛$(✐❡❧❧❡ ✉+✐❧✐)❡

❞❡ ❧✬✐♥❢♦'♠❛+✐♦♥ )✉' ❧❡ ♣'♦♣'❡ ❛❣❡♥+ ♦✉ )✉' )❡) ✈♦✐)✐♥)✱ +❛♥❞✐) 1✉❡ ❧❛ ♠!♠♦✐$❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❝♦♥)✐❞C'❡ +♦✉+❡ ❧✬✐♥❢♦'♠❛+✐♦♥ ❞✉ )②)+C♠❡✳ ❉❛♥) ❝❡ '()✉♠(✱ ♦♥ ♥❡ ♣'()❡♥+❡'❛ 1✉❡ ❞❡)

+'❛✈❛✉① )✉' ❧❛ ♠!♠♦✐$❡ ♣❛$(✐❡❧❧❡✳

✶✾✶



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

❇✳✸✳✷ ❙②♥'❤)*❡ ❞❡* ❝♦♥'/0❧❡✉/*

❈♦♥#✐❞&'♦♥# ❧❡ #②#+,♠❡ ✭❇✳✸✳✷✮✳ ■❧ ♣❡✉+ 7+'❡ ♠♦❞✐✜& ❞❡ ❢❛;♦♥ < ✐♥❝♦'♣♦'❡' ❞❡ ❧❛

♠&♠♦✐'❡✱ +❡❧ ?✉❡ ✿

ẋ(t) = (−▲− δA)x(t) + δAx(t− τ), ✭❇✳✸✳✸✮

♦A δ ∈ R ❡+ τ ≥ 0 #♦♥+ ❞❡# ♣❛'❛♠,+'❡# #✉♣♣❧&♠❡♥+❛✐'❡#✳ ❘❡♠❛'?✉❡③ ?✉❡✱ #✐ δ ❡+✴♦✉ τ

#♦♥+ &❣❛✉① < ③&'♦✱ ❛❧♦'# ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❝❧❛##✐?✉❡ ❡#+ '❡+'♦✉✈&✳

❙❛❝❤❛♥+ ?✉❡ ❧❡ '❡+❛'❞ ❡#+ ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ✉♥ ♣❛'❛♠,+'❡ ❞❡ ❝♦♥+'K❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥#✐❞,'❡ ❞❛♥#

♥♦# +'❛✈❛✉① ✉♥ '❡+❛'❞ &❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥& ❬✾✽✱ ✷✺✵❪✱ ❝❡ ?✉✐ ♦✛'❡ ❞❡# ❛✈❛♥+❛❣❡# ❡♥ +❡'♠❡# ❞❡

♠&♠♦✐'❡ ♣❛' '❛♣♣♦'+ < ❞❡# '❡+❛'❞# ❝♦♥+✐♥✉#✳ ❈❡ '❡+❛'❞ ❡#+ ❞&✜♥✐ ♣❛' ✿

τ(t) = t− tk, tk ≤ t < tk+1 ,

♦A 0 = t0 < t1 < ... < tk < ... ❝♦''❡#♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥#+❛♥+# ❞✬&❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ✈♦✐' ❋✐✲

❣✉'❡ ❇✳✶✶✳

❖♥ #✉♣♣♦#❡ ♣❛' ❧❛ #✉✐+❡ ?✉❡ ❧❡ ♣'♦❝❡##✉# ❞✬&❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡#+ ♣&'✐♦❞✐?✉❡ +❡❧ ?✉❡ ✿

tk+1 − tk = T . ✭❇✳✸✳✹✮

❚♦✉+❡❢♦✐#✱ ❧✬❛♣♣'♦❝❤❡ #✉✐✈❛♥+❡ ♣❡✉+ 7+'❡ &+❡♥❞✉❡ < ❞❡# #②#+,♠❡# ♥♦♥ ❛#②♥❝❤'♦♥❡#✳ ❋✐♥❛✲

❧❡♠❡♥+✱ ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ✐♥✐+✐❛❧ ✭❇✳✸✳✷✮ ❛ ❢❛✐+ ♣❧❛❝❡ < ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ✐❧❧✉#+'& ❞❛♥# ❧❛

❋✐❣✉'❡ ❇✳✶✷✳ ❈❡+ ❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❡#+ ❞&✜♥✐ ♣❛' ✿

∀t ∈ [tk tk+1[, ẋ(t) = (−▲− δA)x(t) + δAx(tk), ✭❇✳✸✳✺✮

♦A δ ❡+ T #♦♥+ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛'❛♠,+'❡# ❞❡ ❝♦♥+'K❧❡✳

❇✳✸✳✸ ❉4✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞)❧❡ ❛♣♣/♦♣/✐4 ❡' /4*✉❧'❛'* '❤4♦/✐;✉❡*

❈❡++❡ #❡❝+✐♦♥ #❡ ❝♦♥❝❡♥+'❡ #✉' ❧❛ ❞&✜♥✐+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞,❧❡ ❛♣♣'♦♣'✐& < ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡

❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♣♦✉' ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥#❡♥#✉# ✭❇✳✸✳✺✮ ❊♥ #✉♣♣♦#❛♥+ ?✉❡ ❧❡ ✈❡❝+❡✉' ♣'♦♣'❡

✉♥✐+❛✐'❡

−→
✶ ❡#+ ❛##♦❝✐& < ❧❛ ✈❛❧❡✉' ♣'♦♣'❡ 0 ❞❡ ❧❛ ♠❛+'✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡✱ ✐❧ ❡#+ ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡

+'♦✉✈❡' ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ❝♦♦'❞♦♥♥&❡# ❞✉ +②♣❡ x = Wz✱ ❝♦♠♠❡ ♣'♦♣♦#& ❞❛♥# ❬✷✺✶❪✱ +❡❧

?✉❡ ✿

U(−µI +A)W =

[

Ω ~0
~0T 0

]

, ✭❇✳✸✳✻✮

♦A U =

[

U1

U2

]

= W−1
❡+ U2 = (U)N ✳

▲❡ ▲❡♠♠❡ #✉✐✈❛♥+ ♣❡'♠❡+ ❞❡ ♣'&#❡♥+❡' ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦'♠✉❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡

✭❇✳✸✳✺✮✳

✶✾✷
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-L x(t)

δA

+
x(t)

tk-+

+
1
s

1
s

-L

❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✷ ✕ ❙&'✉❝&✉'❡ ❞❡ ❝♦♥&'.❧❡ ❝❧❛11✐3✉❡ ❡& ❛✈❡❝ ♠6♠♦✐'❡ ♣❛'&✐❡❧❧❡ ♣♦✉' ❞❡1

1②1&9♠❡1 ❞✉ &②♣❡ ❙■✳

▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✷❪✮ ▲❡ )②).4♠❡ ✭❇✳✸✳✺✮ ♣❡✉. 5.$❡ $66❝$✐.

❝♦♠♠❡ ✿

ż1(t) = −(Ω + δ(Ω + µI))z1(t) + δ(Ω + µI)z1(tk), ✭❇✳✸✳✼❛✮

ż2(t) = −δµz2(t) + δµz2(tk), ✭❇✳✸✳✼❜✮

♦9 z1 ∈ RN−1
✱ z2 ∈ R ❡. Ω )♦♥. ❞♦♥♥6) ❡♥ ✭❇✳✸✳✻✮✳

❈♦♥1✐❞6'♦♥1 ❧❡ 1②1&9♠❡ ✭❇✳✸✳✺✮ '66❝'✐& ❝♦♠♠❡ ❞❛♥1 ✭❇✳✸✳✼✮✳ ❖♥ ♣❡✉& ♦❜&❡♥✐' ✿

ż1(t) =MSIP (δ)z1(t) +M∗
SIP (δ)z1(tk), ✭❇✳✸✳✽✮

♦F MSIP (δ) = −[Ω + δ(Ω + µI)] ❡& M∗
SIP (δ) = δ(Ω + µI)✳ ❊♥ ♣❧✉1✱ ♣♦✉' &♦✉&❡ ♠❛&'✐❝❡

A ∈ R
n
✱ ❧❛ ♥♦&❛&✐♦♥ He{A} > 0 ❝♦''❡1♣♦♥❞ I ❧❛ 1♦♠♠❡ 1✉✐✈❛♥&❡ A + AT > 0✳ ◆♦&'❡

'61✉❧&❛& ♣'✐♥❝✐♣❛❧ 1✉' ❧❡1 ❛❧❣♦'✐&❤♠❡1 ❞❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 ✐♥❝♦'♣♦'❛♥& ❞❡ ❧❛ ♠6♠♦✐'❡ ❡1& ❞♦♥♥6

❞❛♥1 ❧❛ 1✉✐&❡✳

❚❤3♦'8♠❡ ❇✳✷✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✸✷❪✮ ❙♦✐. ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ✭❇✳✸✳✺✮ ❛))♦❝✐6

? ✉♥❡ ♠❛.$✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ▲✱ ❡. α > 0✱ δ > 0✱ ❡. T > 0✳ ❙✉♣♣♦)♦♥) @✉✬✐❧ ❡①✐).❡ P > 0✱

R > 0✱ S1 ❡. X ∈ S
n
✱ S2 ∈ R

n×n
❡. N ∈ R

2n×n
.❡❧ @✉❡ ❧✬❡①♣$❡))✐♦♥ )✉✐✈❛♥.❡ ❡). )❛.✐)❢❛✐.❡

Ψ1(T ) = eα(τ)Π1 + fα(T, 0)Π2 + hα(T, 0)Π3 < 0,

Ψ2(T ) =

[

eα(T )Π1 + hα(T, T )Π3 gα(T, T )N

∗ −gα(T, T )R

]

< 0,
✭❇✳✸✳✾✮

♦9

Π1 = He{MT
1 PM0 −MT

12(
1
2
S1M12 + S2M2 +NT )}+ 2αMT

1 PM1

Π2 =MT
0 RM0 +He{MT

0 (S1M12 + S2M2)},
Π3 =MT

2 XM2,

❡. M0 =
[

MSIP (δ) M∗
SIP (δ)

]

✱ M1 =
[

I 0
]

✱ M2 =
[

0 I
]

✱ M12 =M1 −M2✳

✶✾✸



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

▲❡" ❢♦♥❝'✐♦♥" fα✱ gα ❡' hα ♣♦✉, '♦✉' "❝❛❧❛✐,❡ T ❡' τ ∈ [0 T ] "♦♥' ❞♦♥♥0❡" ♣❛, ✿

eα(τ) = e2ατ ,

fα(T, τ) = (e2αT − e2ατ )/2α,

gα(T, τ) =

{

e2αT (e2ατ − 1)/2α, ✐❢ α > 0

(e2ατ − 1)/2α, ✐❢ α < 0

hα(T, τ) =
1
α

[

e2αT−1
2αT

− e2ατ
]

.

❆❧♦,"✱ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ✭❇✳✸✳✺✮ ❛✈❡❝ ❞❡" ♣❛,❛♠8',❡" δ ❡' ❧❛ ♣0,✐♦❞❡ ❞✬0❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ T ❡"'

α−"'❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❞✬0<✉✐❧✐❜,❡✴❞✬❛❝❝♦,❞ ❡"' ❞♦♥♥0❡ ♣❛, ✿

x(∞) = U2x(0).

■❧ ❡)* ✐♠♣♦/*❛♥* ❞❡ /❛♣♣❡❧❡/ 3✉❡ ❝❡ /6)✉♠6 ♥❡ ❝♦♥*✐❡♥* 3✉✬✉♥❡ ♣❡*✐*❡ ♣❛/*✐❡ ❞❡) /6)✉❧✲

*❛*) ❞❡ ❝❡**❡ *❤:)❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❧6♠❡♥* ❞❡) 6❧6♠❡♥*) ♣/6)❡♥*6) ♣/6❝6❞❡♠♠❡♥*✱ ❧❡ ❈❤❛♣✐*/❡ ✸

❝♦♥*✐❡♥* ❞✬❛✉*/❡) /6)✉❧*❛*) ♣♦/*❛♥* )✉/ ❞❡) ♣/♦*♦❝♦❧❡) ❞❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ❛✈❡❝ ♠0♠♦✐,❡ ❣❧♦✲

❜❛❧❡ ♣♦✉# ❞❡& &②&()♠❡& ❞✉ (②♣❡ &✐♠♣❧❡ ✐♥(.❣#❛(❡✉#✱ ❛✐♥&✐ 2✉❡ ♣♦✉# ❞❡& &②&()♠❡& ❞✉ (②♣❡

❞♦✉❜❧❡ ✐♥(.❣#❛(❡✉# ❛✈❡❝ ♠!♠♦✐$❡ ♣❛$(✐❡❧❧❡ ❡( ❣❧♦❜❛❧❡✳

❇✳✸✳✹ ❘%&✉❧)❛)& ❞❡ &✐♠✉❧❛)✐♦♥

7♦✉# ✐❧❧✉&(#❡# ❧✬❡✣❝❛❝✐(. ❞❡ ❝❡& ♥♦✉✈❡❛✉① ♣#♦(♦❝♦❧❡&✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❝♦♥&✐❞.#. ♣❧✉&✐❡✉#&

(②♣❡& ❞❡ ❣#❛♣❤❡& ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥✱ ❞✐#✐❣.& ♦✉ ♥♦♥ ❞✐#✐❣.&✱ ✈♦✐# ❋✐❣✉#❡ ❇✳✶✸✳

1

2

3

4

5

6

G0 G1

1 2

34

❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✸ ✕ ●#❛♣❤❡& ❝♦##❡&♣♦♥❞❛♥( ❛✉① ♠❛(#✐❝❡& L0 ❡( L1✳

✶✾✹



❇✳✸ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡- ❞❡ ❝♦♥-❡♥-✉- ❛♠3❧✐♦'3- ♣❛' ✉♥ 3❝❤❛♥)✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛♣♣'♦♣'✐3

❆ ❝❤❛$✉❡ ❣(❛♣❤❡✱ ❧❛ ♠❛-(✐❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❛11♦❝✐3❡ ❡1- ❞♦♥♥3❡ ♣❛( ✿

L0 =











−1 0.5 0 0 0 0.5

0.5 −1 0.5 0 0 0

0 0.5 −1 0.5 0 0

0 0 0.5 −1 0.5 0

0 0 0 0.5 −1 0.5

0.5 0 0 0 0.5 −1











, L1 =





−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 −1 1

1 0 0 −1



 .

▲❡1 ♣♦1✐-✐♦♥1 ✐♥✐-✐❛❧❡1 ❞❛♥1 ❧✬❛①❡ x ♣♦✉( ✉♥ (31❡❛✉ ❞❡ $✉❛-(❡ ❡- ❞❡ 1✐① ❛❣❡♥-1 1♦♥- ❞3✜♥✐❡1

❝♦♠♠❡ x 4 agents
❡- x 6 agents

✱ (❡1♣❡❝-✐✈❡♠❡♥-✱ ❡- ❞♦♥♥3❡1 ♣❛( ✿

x 4 agents(0) = [30, 25, 15, 0]T , x 6 agents(0) = [30, 25, 15, 0, −10, −30]T .

❈♦♥1✐❞3(♦♥1 ✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ $✉❛-(❡ ❛❣❡♥-1 ❝♦♥-(<❧31 ♣❛( ✭❇✳✸✳✺✮ ❡- ❝♦♥♥❡❝-31 ♣❛( ❧❡1

❣(❛♣❤❡1 G0 ❡- G1 (❡1♣❡❝-✐✈❡♠❡♥-✱ ✈♦✐( ❋✐❣✉(❡ ❇✳✶✸✳ ❘❡♠❛($✉❡③ $✉❡ ❝❡1 ❞❡✉① ❣(❛♣❤❡1

1♦♥- 3$✉✐❧✐❜(31✱ ❝❡ $✉✐ ✐♠♣❧✐$✉❡ $✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 ❝♦((❡1♣♦♥❞ G ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡1

❝♦♥❞✐-✐♦♥1 ✐♥✐-✐❛❧❡1✳

▲❛ ✜❣✉(❡ ❇✳✶✹ ♣(31❡♥-❡ ❧❡1 (31✉❧-❛-1 ❞❡ 1✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❞✉ -❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ α ❞✬❛♣(J1 ❧❡

❚❤3♦(J♠❡ ❇✳✷ ♣♦✉( G0✳ ❉❡1 (31✉❧-❛-1 3$✉✐✈❛❧❡♥-1 ♣♦✉( ❧❡ ❣(❛♣❤❡ G1 1♦♥- ♣(31❡♥-31 ❞❛♥1

❧❛ ❋✐❣✉(❡ ❇✳✶✺✳ ▲❡1 ✜❣✉(❡1 ❇✳✶✹ ❡- ❇✳✶✺ ♠♦♥-(❡♥- ✉♥❡ (❡♣(31❡♥-❛-✐♦♥ ✸✲❉ ❞❡1 (31✉❧-❛-1

♣(3❝3❞❡♥-1✱ ♠❡--❛♥- ❡♥ 3✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ -❛✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣(♦-♦❝♦❧❡ ✭❇✳✸✳✺✮✳

❊♥ ♣❛(-✐❝✉❧✐❡(✱ ♦♥ ♣❡✉- ✐❞❡♥-✐✜❡( ✉♥❡ ❝(P-❡ ♣♦✉( ❞❡1 ✈❛❧❡✉(1 1♣3❝✐✜$✉❡1 ❞❡ (δ, T )✳ ❊♥

❡✛❡-✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ ✈❛❧❡✉( ❞❡ α ❡1- ♦❜1❡(✈3❡ $✉❛♥❞ (δ, T ) = (1.96, 0.29) ♣♦✉( ❧❡ ❣(❛♣❤❡ G0

❡- (δ, T ) = (1.96, 0.09) ♣♦✉( ❧❡ ❣(❛♣❤❡ G1✳

▲❛ ❋✐❣✉(❡ ❇✳✶✻ ♣(31❡♥-❡ ❞❡1 1✐♠✉❧❛-✐♦♥1 ❞✉ ♣(♦-♦❝♦❧❡ ❞✐- ❝❧❛11✐$✉❡ ✭❇✳✸✳✷✮ ❛✐♥1✐ $✉❡

❞✉ ♣(♦-♦❝♦❧❡ ✭❇✳✸✳✺✮✱ ❛✈❡❝ G0 ❡- ❞✐✛3(❡♥-❡1 ✈❛❧❡✉(1 ❞❡ δ ❡- T ✳ ❉❡1 (31✉❧-❛-1 3$✉✐✈❛✲

❧❡♥-1✱ ♣♦✉( ❧❡ ❣(❛♣❤❡ G1✱ 1♦♥- ♣(31❡♥-31 ❞❛♥1 ❧❛ ❋✐❣✉(❡ ❇✳✶✼✳ ❈❡1 ❝♦✉(❜❡1 ♠❡--❡♥- ❡♥

3✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❞✐✛3(❡♥❝❡ ❡♥-(❡ ❧❛ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ❞❡1 ❞❡✉① 1②1-J♠❡1✳ ❉✬❛♣(J1 ❧❡✉( ❛♥❛❧②1❡✱ ♦♥
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 Simple integrator algorithms for G
0

❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✻ ✕ ❘84✉❧2❛24 ❞❡ 4✐♠✉❧❛2✐♦♥ ❞✉ 4②42@♠❡ ✭❇✳✸✳✺✮ ❝♦♥♥❡❝28 ❛✈❡❝ G0✱ ♣♦✉/ ❞❡4

✈❛❧❡✉/4 ❞✐✛8/❡♥2❡4 ❞❡ (δ, T )✳ ▲❡4 ❡①♣/❡44✐♦♥4 ❛♥❣❧❛✐4❡4 ✏4✐♠♣❧❡ ✐♥2❡❣/❛2♦/ ❛❧❣♦/✐2❤♠4✑ ❡2

✏❛❣❡♥2✬4 42❛2❡4 ✑ 4✐❣♥✐✜❡♥2 ❡♥ ❢/❛♥H❛✐4✱ /❡4♣❡❝2✐✈❡♠❡♥2✱ ✏❛❧❣♦/✐2❤♠❡4 ♣♦✉/ ❞❡4 4②42@♠❡4

❞✉ 2②♣❡ 4✐♠♣❧❡ ✐♥28❣/❛2❡✉/✑ ❡2 ✏82❛24 ❞❡4 ❛❣❡♥24✑✳
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T=0.9 δ=1.96

 Simple integrator algorithms for G
1

❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✼ ✕ ❘&'✉❧*❛*' ❞❡ '✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❞✉ '②'*3♠❡ ✭❇✳✸✳✺✮ ❝♦♥♥❡❝*& ❛✈❡❝ G0✱ ♣♦✉< ❞❡'

✈❛❧❡✉<' ❞✐✛&<❡♥*❡' ❞❡ (δ, T )✳ ▲❡' ❡①♣<❡''✐♦♥' ❛♥❣❧❛✐'❡' ✏'✐♠♣❧❡ ✐♥*❡❣<❛*♦< ❛❧❣♦<✐*❤♠'✑ ❡*

✏❛❣❡♥*✬' '*❛*❡' ✑ '✐❣♥✐✜❡♥* ❡♥ ❢<❛♥G❛✐'✱ <❡'♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*✱ ✏❛❧❣♦<✐*❤♠❡' ♣♦✉< ❞❡' '②'*3♠❡'

❞✉ *②♣❡ '✐♠♣❧❡ ✐♥*&❣<❛*❡✉<✑ ❡* ✏&*❛*' ❞❡' ❛❣❡♥*'✑✳

♣❡✉* ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* ♦❜'❡<✈❡< I✉❡ ❧❡ *❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡<❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦<✐*❤♠❡ ✭❇✳✸✳✺✮ ❡'* '✉♣&✲

<✐❡✉< K ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣<♦*♦❝♦❧❡ ♦<✐❣✐♥❛❧✱ ❝♦♥✜<♠❛♥* ❞♦♥❝ I✉❡ ❧✬✐♥❝♦<♣♦<❛*✐♦♥ ❞❡ ♠&♠♦✐<❡ ♣❡✉*

❛♠&❧✐♦<❡< ❧❡' ♣<♦♣<✐&*&' ❞❡ ❝❡<*❛✐♥' '②'*3♠❡'✳ ▲❡' ✜❣✉<❡' ❇✳✶✻✭❛✮✱❇✳✶✼✭❛✮ ♠♦♥*<❡♥* ❧✬&✈♦✲

❧✉*✐♦♥ ❞✉ '②'*3♠❡ ❞✐* ❝❧❛''✐I✉❡✳ ▲❡' ✜❣✉<❡' ❇✳✶✻✭❜✮✱❇✳✶✼✭❜✮ ❝♦<<❡'♣♦♥❞❡♥* ❛✉① <&'✉❧*❛*'

I✉✐ ♣<❡♥♥❡♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❡' ✈❛❧❡✉<' ♦♣*✐♠❛❧❡' ❞❡ (δ, T ) ❞✬❛♣<3' ❧❡ ❚❤❡♦<3♠❡ ❇✳✷ ❞&❞✉✐*❡'

❞❡' ✜❣✉<❡' ❇✳✶✹ ❡* ❇✳✶✺✱ <❡'♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*✳ ❖♥ ♣❡✉* <❡♠❛<I✉❡< I✉❡ ❝❡' ❞❡✉① ✐♠❛❣❡' ❝♦<✲

<❡'♣♦♥❞❡♥* ❛✉ ♣<♦*♦❝♦❧❡ ❧❡ ♣❧✉' <❛♣✐❞❡✱ ♣❛< <❛♣♣♦<* K ❧✬❛❧❣♦<✐*❤♠❡ ❝❧❛''✐I✉❡✳ ❉❛♥' ❧❡'

✜❣✉<❡' ❇✳✶✻✭❝✮✱❇✳✶✼✭❝✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉< ♦♣*✐♠❛❧❡ ❞❡ T ❡'* ♠❛✐♥*❡♥✉❡ ❡* ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❞❡ δ ❡'* ❝❤❛♥✲

❣&❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥* ❧❡' ✜❣✉<❡' ❇✳✶✻✭❞✮✱❇✳✶✼✭❞✮✱ ❝♦♥'✐❞3<❡♥* ❧❛ ✈❛❧❡✉< ♦♣*✐♠❛❧❡ ❞❡ δ ❡* ❞❡'

✈❛❧❡✉<' ❞✐✛&<❡♥*❡' ♣♦✉< T ✳ ❖♥ <❡♠❛<I✉❡ ❛✉''✐ I✉❡ ❧❛ <&♣♦♥'❡ ❧❛ ♣❧✉' <❛♣✐❞❡ ❡'* ❝♦<<&❧&❡

❛✈❡❝ ❧❡' ✈❛❧❡✉<' ♦♣*✐♠❛❧❡' ❞❡ (δ, T )✳ ❊♥ <❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉< ❞✬❛✉*<❡' ✈❛❧❡✉<'✱ ♦♥ ♣❡✉* ❝♦♥'*❛*❡<

✉♥❡ ❞&*&<✐♦<❛*✐♦♥ ❞❡' ♣❡<❢♦<♠❛♥❝❡'✱ ✈♦✐<❡ ♠T♠❡ ❧✬✐♥'*❛❜✐❧✐*& ❞✉ '②'*3♠❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞❡

'②'*3♠❡' ❞♦✉❜❧❡ ✐♥*&❣<❛*❡✉<✳ U♦✉< ❧❡ ❝❛' ♣❛<*✐❝✉❧✐❡< ♦V T = π/δ✱ ❧✬✐♥'*❛❜✐❧✐*& ♣❡✉* T*<❡

♦❜'❡<✈&❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡' ♦'❝✐❧❧❛*✐♦♥' ❛✉*♦✉< ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉< ❞❡ ❝♦♥'❡♥'✉' ✜♥❛❧❡✳
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❧✬❡✣❝❛❝✐&0 ❡& ❧❡# ❛✈❛♥&❛❣❡# ❞❡ ❝❡&&❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ #♦♥& ♣❧✉# ✈✐#✐❜❧❡#✱ ❡& ❧❛ ♠!♠♦✐$❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

◆♦✉# ❛✈♦♥# ♣✉ ❝♦♥❝❧✉,❡ :✉❡ ❧✬✐♥❝♦,♣♦,❛&✐♦♥ ❞❡ ♠!♠♦✐$❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛♠0❧✐♦,❡ ❝♦♥#✐❞0,❛✲

❜❧❡♠❡♥& ❧❡# ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡# ♣❛, ,❛♣♣♦,& ❛✉① ❛❧❣♦,✐&❤♠❡# ❝❧❛##✐:✉❡# ❡& 0❣❛❧❡♠❡♥& C ❝❡✉① ♦D

❧❛ ♠!♠♦✐$❡ ♣❛$(✐❡❧❧❡ ❡#& ✉&✐❧✐#0❡✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# 0❣❛❧❡♠❡♥& ♣,♦♣♦#0 ✉♥❡ ♠0&❤♦❞❡ ❞✬♦♣&✐♠✐✲

#❛&✐♦♥ ❞❡# ♣❛,❛♠7&,❡# ❞❡# ❝♦♥&,E❧❡✉,#✱ ❜❛#0❡ #✉, ❧❡# ♣,✐♥❝✐♣❡# ❞❡ ❧❛ &❤0♦,✐❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈

❡& ❡①♣,✐♠0❡ #♦✉# ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞❡ ▲▼■ ✭▲✐♥❡❛, ▼❛,&✐① ■♥❡:✉❛❧✐&②✮✳ K♦✉, ♠❡&&,❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉, ❧❡#

,0#✉❧&❛&# &❤0♦,✐:✉❡# ❞❡ ❝❡# 0&✉❞❡#✱ ♣❧✉#✐❡✉,# ,0#✉❧&❛&# ❞❡ #✐♠✉❧❛&✐♦♥# ♠♦♥&,❡♥& ❝❧❛✐,❡♠❡♥&

❧✬❡✣❝❛❝✐&0 ❞❡ ❧✬❛♣♣,♦❝❤❡ ✐❧❧✉#&,0❡ ❞❛♥# ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥&✳ ❈❡&&❡ #❡❝&✐♦♥ ♠❡& ❛✉##✐ ❡♥ 0✈✐❞❡♥❝❡

❧❡# ❛✈❛♥&❛❣❡# &❡❝❤♥✐:✉❡# ❞❡ ❝❡&&❡ ❛♣♣,♦❝❤❡✱ ❝❛, ❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐& C ✉♥❡ ,0❞✉❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ :✉❛♥✲

&✐&0 ❞✬✐♥❢♦,♠❛&✐♦♥ ,❡:✉✐#❡ ✿ ❧✬❛❜#❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛♣&❡✉,# ❞❡ ✈✐&❡##❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐# :✉✬✐❧# ♥❡ #♦♥& ♣❧✉#

♥0❝❡##❛✐,❡#✱ ❡♥&,❛M♥❡ ❞❡# ❛✈❛♥&❛❣❡# ❡♥ &❡,♠❡# ❞✬0❝♦♥♦♠✐❡✱ ❞✬❡#♣❛❝❡ ❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❇✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐+,-✐❜✉0❡ ♣♦✉- ❧❡ ❞0♣❧♦✐❡♠❡♥,

❝♦♠♣❛❝, ❞✬❛❣❡♥,+

❇✳✹✳✶ ❈♦♥.❡①.❡

▲❡ ❞0♣❧♦✐❡♠❡♥& ❞✬❡♥#❡♠❜❧❡# ❞❡ ✈0❤✐❝✉❧❡# ❛✉&♦♥♦♠❡# ❡#& ❞0#♦,♠❛✐# ♣♦##✐❜❧❡ ❣,N❝❡ ❛✉①

♣,♦❣,7# &❡❝❤♥♦❧♦❣✐:✉❡# ❞❡ ❝❡# ❞❡,♥✐7,❡# ❞0❝❡♥♥✐❡#✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❞❡ ♥♦# ❥♦✉,#✱ ❞❡# ,♦❜♦&#

♠✉♥✐# ❞❡ ❝❛♣❛❝✐&0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ❡& ❞❡ ♠♦❜✐❧✐&0 ♣❡,♠❡&&❡♥& ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐, ✉♥❡

✈❛,✐0&0 ❞❡ &N❝❤❡# &❡❧❧❡# :✉❡ ❞❡# ♦♣0,❛&✐♦♥# ❞❡ #✉,✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❡& ❞❡ #❛✉✈❡&❛❣❡✱

❞❡# ♠❛♥R✉✈,❡# ❞❛♥# ❞❡# ❡♥✈✐,♦♥♥❡♠❡♥&# ❞❛♥❣❡,❡✉①✱ ❡&❝✳

❘0❝❡♠♠❡♥&✱ ❧❡ ✈❛#&❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥# ♣♦##✐❜❧❡# ❛ ❞0♠♦♥&,0 :✉❡ ❞❡# ❛❣❡♥&# ♠♦✲

❜✐❧❡# ♦♥& ❜❡#♦✐♥ ♥♦♥ #❡✉❧❡♠❡♥& ❞❡ #✬❛❝❝♦,❞❡, :✉❛♥& C ✉♥❡ ❝❡,&❛✐♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥&0,T&✱ ♠❛✐#

❛✉##✐ ❞✬❛✈♦✐, ❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐&0 ❞❡ #❡ ❞0♣❧♦②❡, #✉, ✉♥❡ ,0❣✐♦♥✱ ❞✬❛##✉♠❡, ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉,❛&✐♦♥ ♣,0✲

❞0✜♥✐❡ ♦✉ ❞❡ #❡ ❞0♣❧❛❝❡, ❞❡ ♠❛♥✐7,❡ #②♥❝❤,♦♥✐#0❡✳

❆❧♦,# :✉❡ ❞❛♥# ❧❡# #❡❝&✐♦♥# ♣,0❝0❞❡♥&❡# ♦♥ ❛ ♣,♦♣♦#0 ❞❡# #♦❧✉&✐♦♥# ♣♦✉, ❞❡# ❛♣♣❧✐❝❛✲

&✐♦♥ ❞✉ &②♣❡ ,❡♥❞❡③✲✈♦✉#✱ ♦♥ #✬✐♥&0,❡##❡ ✐❝✐ ❛✉ ❝♦♥&,E❧❡ ❞❡ ❢♦,♠❛&✐♦♥✱ ✈♦✐, ❋✐❣✉,❡ ❇✳✶✽✳

❉❡# ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥# ,♦❜♦&✐:✉❡# ,0❝❡♥&❡# ♦♥& 0❣❛❧❡♠❡♥& ♠♦♥&,0 ❝♦♠♠❡♥& ✐❧ ❡#& ✐♥&0,❡##❛♥&

❞✬✐♠♣♦#❡, ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉,❛&✐♦♥ ❣0♦♠0&,✐:✉❡ ♣❛,&✐❝✉❧✐7,❡ C ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ,♦❜♦&#✳ ❊♥ ❢❛✐&✱ ❧❛

✶✾✽



❇✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐+,-✐❜✉0❡ ♣♦✉- ❧❡ ❞0♣❧♦✐❡♠❡♥, ❝♦♠♣❛❝, ❞✬❛❣❡♥,+

❣!♦♠!$%✐❡ ❡$ ❧❛ *②♠!$%✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉%❛$✐♦♥ ✜♥❛❧❡ *♦♥$ ❞✐%❡❝$❡♠❡♥$ ❧✐!❡* ❛✉ ♣%♦❜❧3♠❡ ❞❡

❝♦♥$%4❧❡ ❡$ 5 ❧❛ *②♥$❤3*❡ ❞❡* ❧♦✐* ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❬✷✸✽❪✳ =❛%♠✐ $❛♥$ ❞✬❛✉$%❡*✱ ❧❡ ❝♦♥$%4❧❡ ❞❡

❧❛ ❣!♦♠!$%✐❡ ❞❡* ❢♦%♠❛$✐♦♥* ❛ !$! $%❛✐$! ❞❛♥* ❬✷✵✵✱ ✷✵✹❪✳ ❊♥ ♣❛%$✐❝✉❧✐❡%✱ ❧❡ ❝♦♥$%4❧❡ ❞❡*

❢♦%♠❛$✐♦♥* ❝✐%❝✉❧❛✐%❡* ❛ !$! ♣%♦♣♦*! ❞❛♥* ❬✸✶✱ ✸✺✱ ✶✸✻✱ ✶✹✷✱ ✶✹✺✱ ✶✾✽✱ ✷✹✼✱ ✷✹✽❪✳ ❯♥❡ !$✉❞❡

❛♣♣%♦❢♦♥❞✐❡ ♣♦%$❛♥$ *✉% ❧❡* ❞✐✛!%❡♥$❡* *$%❛$!❣✐❡* ♣❡✉$ K$%❡ $%♦✉✈!❡ ❞❛♥* ❬✷✾✱ ✹✽❪✳

❈❡$$❡ *❡❝$✐♦♥ ♣♦%$❡ *✉% ❧❛ *②♥$❤3*❡ ❡$ ❧✬❛♥❛❧②*❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦%✐$❤♠❡ ♣♦✉% ❧❡ ❞!♣❧♦✐❡♠❡♥)

❝♦♠♣❛❝) ❞❡, ❛❣❡♥),✳ ❚%♦✐* ♣%♦❜❧3♠❡* *❡%♦♥$ ♣%✐* ❡♥ ❝♦♥*✐❞!%❛$✐♦♥ ✿

✐✮ ❈♦♠♠❡♥$ ❛♠!❧✐♦%❡% ❧❡ $❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡%$✉%❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥$ ❀

✐✐✮ ❈♦♠♠❡♥$ ❣❛%❛♥$✐% R✉❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥$* %❡*$❡♥$ ❝♦♥♥❡❝$!* ❀

✐✐✐✮ ❈♦♠♠❡♥$ ❛♠!❧✐♦%❡% ❧❛ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$! ❞✬✉♥ ❣%❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥✳

▲❛ ♣%❡♠✐3%❡ ❝♦♥$%✐❜✉$✐♦♥ ❞❡ ❝❡$$❡ $❤3*❡ ❝♦%%❡*♣♦♥❞ 5 ✉♥❡ ❡①$❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❬✼✻❪ ♣♦✉% ❧❛

❞✐*♣❡%*✐♦♥ ❞❡* ❛❣❡♥$*✱ ❜❛*!❡ *✉% ❞❡* ❢♦%❝❡* ♣♦$❡♥$✐❡❧❧❡*✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❝❤❛R✉❡ ❛❣❡♥$ ❡*$ !R✉✐♣!

❞❡ ❝❡* ❢♦♥❝$✐♦♥* R✉✐✱ *✐♠✉❧$❛♥!♠❡♥$✱ ❧✉✐ ♣❡%♠❡$$❡♥$ ❞❡ *✬✐*♦❧❡% ❞❡ $♦✉$ ❛✉$%❡ ❛❣❡♥$ ❡$

❞✬✐♠♣♦*❡%✱ ❛✉**✐✱ ❧❡ ♠❛✐♥$✐❡♥ ❞❡* ❧✐❡♥* ❞❡ ✈♦✐*✐♥❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥$✱ ❧❛ ❞❡✉①✐3♠❡ ❝♦♥$%✐❜✉$✐♦♥

❞❛♥* ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦%%❡*♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦♥$%4❧❡ ❞❡* ❛♥❣❧❡* ✐♥$❡%✲❛❣❡♥$*✳ =❧✉* ♣%!❝✐*!♠❡♥$✱ ❧❡ ❜✉$

❡*$ ❞✬♦❜$❡♥✐% ❧❛ ❢♦%♠❛$✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉* ❝♦♠♣❛❝$❡ ♣♦**✐❜❧❡✱ 5 $%❛✈❡%* ❧❛ ♠✐♥✐♠✐*❛$✐♦♥ ❞❡* ❛♥❣❧❡*

✐♥$❡%✲❛❣❡♥$*✱ ✈♦✐% ❋✐❣✉%❡ ❇✳✶✾✳

❊♥ %!*✉♠!✱ ♥♦✉* ♣%♦♣♦*♦♥* ✐❝✐ ✉♥❡ *$%❛$!❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥$%4❧❡ ♣♦✉% ❧❡ ❞!♣❧♦✐❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❛❝$

❞✬❛❣❡♥$* ❛✜♥ ❞✬♦❜$❡♥✐% ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉% $❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡%$✉%❡ ♣♦**✐❜❧❡✱ $♦✉$ ❡♥ ❝♦♥*❡%✈❛♥$ ♦✉

❡♥ ❛♠!❧✐♦%❛♥$ ❧❡* ♣%♦♣%✐!$!* ❞❡ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$!✳ ❉❡✉① ♣%♦❜❧3♠❡* ✐♥❞!♣❡♥❞❛♥$* *♦♥$ $%❛✐$!*

❞❛♥* ❝❡$$❡ $❤3*❡ ✿ ❧❡ ❝♦♥$%4❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐*♣❡%*✐♦♥ ❡$ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐$! ❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❛$✐♦♥✳

❖♥ ♣%♦♣♦*❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥$ ✉♥❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ *!R✉❡♥$✐❡❧❧❡ %❡❣%♦✉♣❛♥$ ❝❡* ❞❡✉① ❝♦♠♣♦*❛♥$❡*✳
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❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✽ ✕ ❈♦♥$❡①$❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐$%❡ ✹
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

❈❡ "#❛✈❛✐❧ ❛ ("( #(❛❧✐)( ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦#❛"✐♦♥ ❛✈❡❝ ❑❚❍✱ ❧❡ ❘♦②❛❧ ■♥)"✐"✉"❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢

❙"♦❝❦❤♦❧♠✱ ❡♥ ❙✉<❞❡✳ ■❧ ❛ (❣❛❧❡♠❡♥" ("( )♦✉"❡♥✉ ♣❛# ✉♥❡ ❜♦✉#)❡ ❞❡ ♠♦❜✐❧✐"( ✐♥"❡#♥❛"✐♦♥❛❧❡

❛❝❝♦#❞(❡ ♣❛# ●#❡♥♦❜❧❡ ■◆B✳

❇✳✹✳✷ ❉%✜♥✐)✐♦♥ ❞✉ ♣.♦❜❧1♠❡ ❡) ♣.%❧✐♠✐♥❛✐.❡5

❈❡""❡ )❡❝"✐♦♥ ♣#()❡♥"❡ ❧❡) ❞(✜♥✐"✐♦♥) ❡" ❧❡) ♦✉"✐❧) ✉"✐❧✐)() "♦✉" ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡) ❞(✈❡❧♦♣♣❡✲

♠❡♥") E✉✐ )✉✐✈❡♥"✳

❇✳✹✳✸ ❉❡5❝.✐♣)✐♦♥ ❞✉ 5②5)1♠❡

❈♦♥)✐❞(#❡③ N ❛❣❡♥") ♦♣(#❛♥" )✉# ✉♥ ❡)♣❛❝❡ W ⊂ R
2
✳ ▲❡) ❞②♥❛♠✐E✉❡) ❞❡ ❝❤❛E✉❡

❛❣❡♥" )♦♥" ❞(❝#✐"❡) ❝♦♠♠❡ ✿

q̇i = ui, i ∈ N = {1, ..., N}, ✭❇✳✹✳✶✮

♦N qi #❡♣#()❡♥"❡ ❧❛ ♣♦)✐"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥" i✱ q = [q1, ..., qN ]
T
❧❛ ❝♦♥✜❣✉#❛"✐♦♥ ❞✉ )②)"<♠❡✱ ❡"

ui ❧✬❡♥"#(❡ ❞❡ ❝❤❛E✉❡ ❛❣❡♥"✳ ❊♥ ♣❧✉)✱ ♦♥ ❝♦♥)✐❞<#❡ E✉❡ qi = [xi, yi]
T ∈ R

2
"❡❧ E✉❡ xi ❡" yi

#❡♣#()❡♥"❡♥" ❧❛ ❞②♥❛♠✐E✉❡ ❞❡ qi )✉# ❧✬❛①❡ x ❡" y✱ #❡)♣❡❝"✐✈❡♠❡♥"✳ ❉(✜♥✐))♦♥) ♠❛✐♥"❡♥❛♥"

✉♥ ✈❡❝"❡✉# ❝♦♥♥❡❝"❛♥" ❞❡✉① ❛❣❡♥") (i, j) "❡❧ E✉❡ ✿

qij = qj − qi,

❡" E✉❡ βij #❡♣#()❡♥"❡ ❧❡ ❝❛##( ❞❡ ❧❛ ❞✐)"❛♥❝❡ ❡♥"#❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥") ✿

βij = ‖qj − qi‖2, ∀ i, j ∈ N .

Initial Configuration CompactnessDispersion

θ

Inter-agent angleInter-agent distance

❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✾ ✕ ❖❜❥❡❝"✐❢) ❞✉ ❈❤❛♣✐"#❡ ✹ ✿ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ W ❞#♦✐"❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉#❛"✐♦♥ ✐♥✐"✐❛❧❡✱ ❧❛

❝♦♥✜❣✉#❛"✐♦♥ )♦✉❤❛✐"(❡ ❛♣#<) ❝♦♥"#X❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐)♣❡#)✐♦♥ ❡" ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐"(✳ ▲✬❡①♣#❡))✐♦♥

❛♥❣❧❛✐)❡ ✏✐♥"❡#✲❛❣❡♥" ❞✐)"❛♥❝❡✑ ❞♦✐" ["#❡ "#❛❞✉✐"❡✱ ❡♥ ❢#❛♥\❛✐)✱ ♣❛# ✏❞✐)"❛♥❝❡ ✐♥"❡#✲❛❣❡♥")✑✱

"❛♥❞✐) E✉❡ ❧✬❡①♣#❡))✐♦♥ ✏✐♥"❡#✲❛❣❡♥" ❛♥❣❧❡✑ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❡) ❛♥❣❧❡) ❝#(() ❡♥"#❡ ❧❡) ❞✐✛(#❡♥")

✈(❤✐❝✉❧❡)✳

✷✵✵



❇✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐+,-✐❜✉0❡ ♣♦✉- ❧❡ ❞0♣❧♦✐❡♠❡♥, ❝♦♠♣❛❝, ❞✬❛❣❡♥,+

❉❛♥# ❧❛ #✉✐'❡✱ ♦♥ ❞,✜♥✐' ♣♦✉/ '♦✉' i ∈ N ❡' r > 0 ✿

Ni,r(t) =
{

j ∈ N\{i}| βij < r2
}

,

❝♦♠♠❡ ❧❡ #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ N /❡❣/♦✉♣❛♥' '♦✉# ❧❡# ✈♦✐#✐♥# ❞❡ i✱ ❝✬❡#'✲8✲❞✐/❡✱ '♦✉# ❧❡#

♥9✉❞# ❞❛♥# ✉♥ /❛②♦♥ r ❞❡ ❧✬❛❣❡♥' i '❡❧ ;✉❡ |Ni,r| /❡♣/,#❡♥'❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ #❡# ✈♦✐#✐♥#✳
=♦✉/ '♦✉' ❛❣❡♥' i✱ ❞,✜♥✐##♦♥# ✉♥ ❣/❛♣❤❡ ❧♦❝❛❧ '❡❧ ;✉❡ ✿

Pi,r(t) = (Ni,r(t),Υi(t)) ,

♦? Υi(t) ⊆ Ni,r(t) × Ni,r(t) ❡#' ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✬❛/@'❡# ❝♦♥♥❡❝'❛♥'✱ 8 ❧✬✐♥#'❛♥' t✱ ❧✬❛❣❡♥' i 8

'♦✉# j ∈ Ni,r✳

❉❛♥# ❧❛ #✉✐'❡✱ ♦♥ #✉♣♣♦#❡ ;✉❡ ❝❤❛;✉❡ ❛❣❡♥' ❛ ❞❡✉① /❛②♦♥# ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥✱ ✈♦✐/

❋✐❣✉/❡ ❇✳✷✵✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❝♦♥#✐❞,/♦♥# d1 < d2 '❡❧ ;✉❡ ✿

d1 = ξd2,

♦? 0 < ξ < 1✳ ▲❡ ♣❧✉# ♣❡'✐' /❛②♦♥✱ d1✱ ❧✐♠✐'❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❛♥# ❧❛;✉❡❧❧❡ ❧❡# ❞✐#'❛♥❝❡# ✐♥'❡/✲

❛❣❡♥'# #♦♥' ❝♦♥'/H❧,❡#✱ '❛♥❞✐# ;✉❡ d2 ❡#' ✉'✐❧✐#, ♣♦✉/ ,'❛❜❧✐/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥# ❧❡;✉❡❧ ♥♦✉#

❝♦♥'/H❧♦♥# ❧❡# ❛♥❣❧❡# ✐♥'❡/✲❛❣❡♥'#✳ ❯♥❡ ✐❧❧✉#'/❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥'❡/✲❛❣❡♥'# ❡#' ♣/,#❡♥',❡

❞❛♥# ❧❛ ✜❣✉/❡ ❇✳✶✾✳ ▲❡# ❞,✜♥✐'✐♦♥# #✉✐✈❛♥'❡# #✬✐♠♣♦#❡♥'✳

❉0✜♥✐,✐♦♥ ❇✳✶✳ ❯♥ "#✐♣❧' (i, j, k) ∈ N 3
❡)" ✉♥ ❚/✐❛♥❣❧❡ )✐ i, j, k )♦♥" ❞❡) ♥-✉❞) ❞✐✛'✲

#❡♥") ❡"

i, k ∈ Nj,d2 , i /∈ Nk,d2 .

❆❧♦/#✱ ✉♥ ❚/✐❛♥❣❧❡ ❡#' ✉♥ ❣/❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡❝',✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧✬❛❣❡♥' ❝❡♥'/❛❧ ♣❡✉' ❝♦♠♠✉♥✐;✉❡/

❛✈❡❝ ❧❡# ❞❡✉① ❛✉'/❡# ❛❣❡♥'#✱ '❛♥❞✐# ;✉❡ ❧❡# ❞❡✉① ❛✉'/❡# ♥❡ ♣❡✉✈❡♥' ♣❛# ❝♦♠♠✉♥✐;✉❡/ ❡♥'/❡

❡✉①✳ ❘❡♠❛/;✉❡③ ;✉❡✱ ❡♥ '❡/♠❡# ❞❡ ♥♦'❛'✐♦♥✱ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡# ❛❣❡♥'# ❡#' ✐♠♣♦/'❛♥'✳ ❈❡❧❛ #✐❣♥✐✜❡

;✉❡✱ ❧♦/#;✉❡ ❧❡# '/✐❛♥❣❧❡# #♦♥' ❞✐#❝✉',#✱ ✉♥ '/✐♣❧, (i, j, k) ❡#' ❝❡♥'/, ❡♥ j✳

γij

βijd21

(d1 − η)2 (d1 + η)2

ψij
d1

Agent i
d22

ψhij
d1

d2

❋✐❣✉$❡ ❇✳✷✵ ✕ ❘❡♣/,#❡♥'❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥' i ❡' ❞❡ #❡# ❢♦♥❝'✐♦♥# ♣♦'❡♥'✐❡❧❧❡#

✷✵✶



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

❉*✜♥✐4✐♦♥ ❇✳✷✳ ❯♥ "#✐♣❧' (i, j, k) ∈ N 3
❡)" ✉♥ ❚!✐❛♥❣❧❡ ❈♦♠♣❛❝-❡ )✐ i, j, k )♦♥" ❞❡)

♥-✉❞) ❞✐✛'#❡♥") ❡"

i, k ∈ Nj,d2 , i ∈ Nk,d2 .

❆❧♦!/ ✉♥ ❚!✐❛♥❣❧❡ ❈♦♠♣❛❝- ❡/- ✉♥ ❣!❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡- ❞❡ -!♦✐/ ❛❣❡♥-/✳

4♦✉! ❝❤❛5✉❡ ❚!✐❛♥❣❧❡ (i, j, k)✱ ♦♥ ❞7✜♥✐- ❧✬❛♥❣❧❡ ✐♥-❡!✲❛❣❡♥-/ ❝♦♠♠❡ ✿

θijk = arccos
(

<qji,qjk>

‖qij‖·‖qjk‖

)

, ✭❇✳✹✳✷✮

❞♦♥- ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡/- !❡♣!7/❡♥-7 ❞❛♥/ ❧❛ ❋✐❣✉!❡ ❇✳✶✾✳ $♦✉' ❧❡* ❛❧❣♦'✐.❤♠❡* ❞❡ ❞✐*♣❡'✲

*✐♦♥✱ ❞6✜♥✐**♦♥* ♠❛✐♥.❡♥❛♥. ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥* ✐♥✐.✐❛❧❡* ❝♦♠♠❡ ✿

I(d1) =
{

q ∈ W | ∀i ∈ N , j ∈ Ni,d2 , βij ∈ ]0, d21]
}

,

❡. ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉'❛.✐♦♥* ✜♥❛❧❡* ❝♦♠♠❡ *✉✐. ✿

F(d1, η) =
{

q ∈ W | ∀i ∈ N , j ∈ Ni,d2 , (d1 − η)2 < βij < (d1 + η)2
}

.

❈♦♥*✐❞6'♦♥* ❛✉**✐ ✿

D(d2,∆) = {q ∈ W | ∀i ∈ N , |Ni,d2 | ≤ ∆} ,

♦= ∆ ❡*. ✉♥ *❝❛❧❛✐'❡ > ❞6✜♥✐' ❡. ✿

E(d1) =
{

q ∈ W | ♣♦✉' .♦✉* ❚!✐❛♥❣❧❡( (i, j, k), βij = βjk = d21
}

.

❘❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ❛✉ ❝♦♥.'A❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐.6 ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❛.✐♦♥✱ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ❝♦♥❞✐.✐♦♥*

✐♥✐.✐❛❧❡* ❡*. ❞6✜♥✐ ♣❛' ✿

F ′(d1, d2) = D(d2, 2) ∩ E(d1).

❇✳✹✳✹ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞❡, ❢♦♥❝(✐♦♥, ♣♦(❡♥(✐❡❧❧❡,

▲❛ *②♥.❤E*❡ ❞❡* ♣'♦.♦❝♦❧❡* ❞❡ ❞✐*♣❡'*✐♦♥ ❡*. ❜❛*6❡ *✉' ❞❡* ❢♦♥❝.✐♦♥* ♣♦.❡♥.✐❡❧❧❡*✳

❉❛♥* ❧❛ ✜❣✉'❡ ❇✳✷✵ ♦♥ ♣❡✉. .'♦✉✈❡' ✉♥❡ '❡♣'6*❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡* ❞❡✉① ❢♦♥❝.✐♦♥*✱ γij ❡. ψij ∈
C([0,+∞))✳ ❈❡* ❢♦♥❝.✐♦♥* *♦♥. ❞6✜♥✐❡* ❛✈❡❝ ❧❡* ♣'♦♣'✐6.6* *✉✐✈❛♥.❡* ✿

✷✵✷



❇✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐+,-✐❜✉0❡ ♣♦✉- ❧❡ ❞0♣❧♦✐❡♠❡♥, ❝♦♠♣❛❝, ❞✬❛❣❡♥,+

❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ γij ♣♦✉+ ✉♥❡ ♣❛✐+❡ ❞✬❛❣❡♥%/ (i, j) ∈ N 2
✿

• γij ❡!" ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞*❝+♦✐!!❛♥"❡ ❀

• γij "❡♥❞ ✈❡+! +∞ /✉❛♥❞ βij "❡♥❞ ✈❡+! ③*+♦ ❀

• ∂γij
∂βij

= 0 !✐ βij ≥ d21✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ ψij ♣♦✉+ ✉♥❡ ♣❛✐+❡ ❞✬❛❣❡♥%/ (i, j) ∈ N 2
✿

• ψij "❡♥❞ ✈❡+! +∞ /✉❛♥❞ βij "❡♥❞ ✈❡+! (d1 ± η)2 ❀

• ψij = γij ❡"

∂γij
∂βij

= 0 !✐ βij = d21✳

♦2 η ❡!" ✉♥❡ ❝♦♥!"❛♥"❡ ♣♦!✐"✐✈❡ /✉✐ ❞*✜♥✐" ✉♥ ✈♦✐!✐♥❛❣❡ ❛✉"♦✉+ ❞❡ d1✳ ❙❛ ♣❡+"✐♥❡♥❝❡

♣♦✉+ ❧❡! ❧♦✐! ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"* ❞✉ ❣+❛♣❤❡ !❡+❛ ❡①♣❧✐/✉*❡ ♣❧✉! "❛+❞✳

❯♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ψhij✱ ❣❛+❛♥"✐!!❛♥" ✉♥❡ "+❛♥!✐"✐♦♥ ❛♣♣+♦♣+✐*❡ ✈❡+! ψij✱ /✉❛♥❞ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡!

❛+="❡! !♦♥" ❝+**❡!✱ ♣❡✉" ❛✉!!✐ ="+❡ ❞*✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡! ♣+♦♣+✐*"*! !✐♠✐❧❛✐+❡! ❛✉① ♣+*❝*❞❡♥"❡!✳

❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ✉♥❡ ❞*✜♥✐"✐♦♥ ❞*"❛✐❧❧*❡ ❞❡ ❝❡""❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ !❡+❛ ❡①❝❧✉❡ ❞❡ ❝❡ +*!✉♠* ❜✐❡♥ /✉✬❡❧❧❡

!♦✐" ♣+*!❡♥"*❡ ❞❛♥! ❧❡ ❈❤❛♣✐"+❡ ✹✳

❇✳✹✳✺ ❆❧❣♦(✐*❤♠❡. ❞❡ ❞✐.♣❡(.✐♦♥

❉❛♥! ❝❡""❡ !❡❝"✐♦♥✱ ♥♦✉! ♣+*!❡♥"♦♥! ✉♥ ❝♦♥"+C❧❡✉+ ♣♦✉+ ❧❛ ❞✐!♣❡+!✐♦♥ ❞❡! ❛❣❡♥"! ❛✈❡❝

♠❛✐♥"✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"* ❞✉ ❣+❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥✳ ▲❡ ♣+✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐!♣❡+!✐♦♥

❡!" ✐❧❧✉!"+* ❞❛♥! ❧❛ ❋✐❣✉+❡ ❇✳✷✶✳

qi(0)
qj

qi

qj(0)

❋✐❣✉$❡ ❇✳✷✶ ✕ J+✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐!♣❡+!✐♦♥

❇✳✹✳✻ ❙②♥*❤5.❡ ❞❡. ❝♦♥*(7❧❡✉(.

❈♦♥!✐❞*+♦♥! ✉♥ ❡♥!❡♠❜❧❡ ❞❡ N ❛❣❡♥"! ❞*✜♥✐! ❞❛♥! ✭❇✳✹✳✶✮✳ ❉❛♥! ❝❡""❡ !❡❝"✐♦♥✱ ❧✬❛❧✲

❣♦+✐"❤♠❡ ❞❡ ❞✐!♣❡+!✐♦♥✱ u1✱ ❡!" ❞♦♥♥* ♣❛+ ✿

ui1 = −
∑

j∈Ni,d1

∂γij
∂qi

−
∑

j∈Nh
i,d1+η

∂ψ̄ij
∂qi

−
∑

j∈Ni,d2

∂ψhij
∂qi

, ✭❇✳✹✳✸✮

✷✵✸
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♦!

ψ̄ij(t) =

{

0, "✐ t < t∗ij,

ψij, "✐♥♦♥✱

❡'

t∗ij = ♠✐♥i∈N , j∈Ni,d1
{t| βij(0) < d21, βij(t

∗
ij) = d21}.

❊♥ ❞✬❛✉'.❡" '❡.♠❡"✱ t∗ij ❝♦..❡"♣♦♥❞ 1 ❧✬✐♥"'❛♥' ♦! ❧❛ ❞✐"'❛♥❝❡ ❡♥'.❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥'" i ❡' j✱

✐♥✐'✐❛❧❡♠❡♥' ♣.♦❝❤❡" '❡❧ 6✉❡ β̇ij > 0✱ ❛''❡✐♥' ♣♦✉. ❧❛ ♣.❡♠✐7.❡ ❢♦✐" ❧❛ ✈❛❧❡✉. d1✳

■❧ ❡"' 1 ♥♦'❡. 6✉❡ ❧✬<6✉❛'✐♦♥ ✭❇✳✹✳✸✮ ❝♦..❡"♣♦♥❞ 1 ❧❛ "♦♠♠❡ ❞❡" ❣.❛❞✐❡♥'" ♥<❣❛'✐❢" ❞❡"

❢♦♥❝'✐♦♥" ♣♦'❡♥'✐❡❧❧❡" ♣.<"❡♥'<❡" ♣.<❝<❞❡♠♠❡♥'✳ ❈❡❝✐ "✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ 6✉❡ ❝❤❛6✉❡ ❛❣❡♥' ❡"'

<6✉✐♣< ❞✬✉♥❡ ❢♦.❝❡ .<♣✉❧"✐✈❡ ❡' ✉♥❡ ❛''.❛❝'✐✈❡ ♣❛. .❛♣♣♦.' 1 "❡" ✈♦✐"✐♥"✳

❇✳✹✳✼ ❆❧❣♦(✐*❤♠❡. ❞❡ ❝♦♥*(2❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐*5 ❞✬✉♥❡ ❢♦(♠❛*✐♦♥

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ .❡"♣♦♥"❛❜❧❡ ❞✉ ❝♦♥'.F❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐'< ❞❡ ❧❛ ❢♦.♠❛'✐♦♥✱ u2✱ ❛

♣♦✉. ❜✉' ❞❡ ♠✐♥✐♠✐"❡. ❧❡" ❛♥❣❧❡" ✐♥'❡.✲❛❣❡♥'" ❡' ❞✬♦❜'❡♥✐. ❧❛ ❢♦.♠❛'✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉" ❝♦♠♣❛❝'❡

♣♦""✐❜❧❡✳ H♦✉. ✉♥ '.✐♣❧< (i, j, k)✱ ❝❡❝✐ ♣❡✉' I'.❡ ❞<✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

G(d1, d2) =
{

q ∈ W |∀j ∈ N , ∃(i, k) ∈ N 2
j,d2

"'✳ βij = βjk = βki = d21
}

.

❆❧♦."✱ ❧❡ '.✐♣❧< (i, j, k) ❡"' ✉♥ ❚!✐❛♥❣❧❡ ❈♦♠♣❛❝-❡✳

Dispersion

Confinement

tij
∗ t

Confinement

βij

d21

(d1 + η)2

❋✐❣✉$❡ ❇✳✷✷ ✕ ❙'.✉❝'✉.❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐'❤♠❡ ❞❡ ❞✐"♣❡."✐♦♥✳ ▲❡ '❡.♠❡ ❛♥❣❧❛✐" ✏❝♦♥✜♥❡♠❡♥'✑

"❡ .<❢7.❡ 1 ❧❛ ❝♦♠♣♦"❛♥'❡ ❞❡ ♠❛✐♥'✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'< ❡♥'.❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥'"✳

✷✵✹



❇✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐+,-✐❜✉0❡ ♣♦✉- ❧❡ ❞0♣❧♦✐❡♠❡♥, ❝♦♠♣❛❝, ❞✬❛❣❡♥,+

qj

qk(0)

qi(0)

θi,j,k

qk

qi

❋✐❣✉$❡ ❇✳✷✸ ✕ %&✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝♦♥/&0❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐/4 ❞✬✉♥❡ ❢♦&♠❛/✐♦♥✳

❙②♥,❤9+❡ ❞❡+ ❝♦♥,-:❧❡✉-+

%♦✉& ❝❤❛8✉❡ ❛❣❡♥/ i✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡;/ ❞♦♥♥4❡ ♣❛& ✿

ui2 = −
∑

i∈N

∑

j∈N\{i}

∑

k∈N\{i,j}

χijkRotqji, ✭❇✳✹✳✹✮

♦@

χijk =







K[θijk − sign(θijk)
π

3
], ;✐ (i, k) ∈ N 2

j,d2
\N 2

j,d1
,

0, ;✐♥♦♥✱

♦@ K ❡;/ ✉♥ ;❝❛❧❛✐&❡ ♣♦;✐/✐❢✳ ■❧ ❡;/ ✐♠♣♦&/❛♥/ ❞❡ ♠❡♥/✐♦♥♥❡& 8✉❡ ❧❛ ❢♦&❝❡ &4;✉❧/❛♥/❡ ❞❡

❝❡//❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥/&0❧❡ ❡;/ ❛♣♣❧✐8✉4❡ ❞❛♥; ❧❛ ❞✐&❡❝/✐♦♥ ❞❡ q⊥ij ✱ ❝✬❡;/ B ❞✐&❡✱ ❞❛♥; ✉♥❡ ❞✐&❡❝/✐♦♥

♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐&❡ B qij✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉;/&4 ❞❛♥; ❧❛ ❋✐❣✉&❡ ❇✳✷✸✳ ❈❡❝✐ ;✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ 8✉❡ ♥♦✉;

♦❜/✐❡♥❞&♦♥; B /❡&♠❡ ✉♥ ❚&✐❛♥❣❧❡ ❈♦♠♣❛❝/ ❛✈❡❝ /♦✉; ❧❡; ❛♥❣❧❡; ✐♥/❡&✲❛❣❡♥/; 4❣❛✉① B π/3✱

✈♦✐& ❋✐❣✉&❡ ❇✳✶✾✳

❇✳✹✳✽ ❈♦♥'()❧❡✉( -./✉❡♥'✐❡❧

❉❛♥; ❧❡; ;❡❝/✐♦♥; ♣&4❝4❞❡♥/❡;✱ ♥♦✉; ❛✈♦♥; ♣&4;❡♥/4 ❧❡; ❞❡✉① ❝♦♠♣♦;❛♥/❡; ♥4❝❡;;❛✐&❡;

B ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ;48✉❡♥/✐❡❧❧❡ 8✉✐ ❛ 4❣❛❧❡♠❡♥/ 4/4 ♣&♦♣♦;4❡ ❞❛♥; ❝❡//❡ /❤N;❡✳ ▲❛ ;/&✉❝/✉&❡

❞❡ ❝❡//❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ 8✉✐ &❡❥♦✐♥/ ❝❡; ❞❡✉① ♣❛&/✐❡;✱ ❡;/ ✈✐;✐❜❧❡ ❞❛♥; ❧❛ ❋✐✲

❣✉&❡ ❇✳✷✹✳

%♦✉& ❝❤❛8✉❡ ❛❣❡♥/ i✱ ❧✬❡①♣&❡;;✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥/&0❧❡✉& ❛ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿

ui = ui1 + ui2,

✷✵✺
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♦! u = [u1, . . . , uN ]
T
✳ ■❧ ❡&' ❞)♠♦♥',) ❞❛♥& ❝❡''❡ '❤0&❡ 1✉❡ ❝❡ &②&'0♠❡ ❡&' ✉♥ &②&'0♠❡

❤②❜,✐❞❡ 1✉✐ ❞♦✐' ❛❧♦,& 6',❡ )'✉❞✐) ❡♥ '❛♥' 1✉❡ '❡❧✳ ❯♥❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❞✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡ &'❛❜✐❧✐')

❞❡& &②&'0♠❡& ❤②❜,✐❞❡& ❛ ❞♦♥❝ )') ♣,♦♣♦&)❡ ❞❛♥& ❝❡''❡ '❤0&❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❝❡''❡ ❛♣♣,♦❝❤❡✱

❞❛♥& &♦♥ ❡♥&❡♠❜❧❡✱ ❛✐♥&✐ 1✉❡ ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❝♦,,❡&♣♦♥❞❛♥'❡✱ &❡,❛ ❡①❝❧✉❡ ❞❡ ❝❡ ,)&✉♠)✱ ❜✐❡♥

1✉✬❡❧❧❡ ✜❣✉,❡✱ ❡♥ ❞)'❛✐❧✱ ❞❛♥& ❧❡ ❈❤❛♣✐',❡ ✹✳

Dispersion Confinement

tij
∗ tijk

∗ t

Actions

2

agents

3

agents Compactness

❋✐❣✉$❡ ❇✳✷✹ ✕ ❙',✉❝'✉,❡ ❞✉ ❝♦♥',D❧❡✉, &)1✉❡♥'✐❡❧✳ ▲❡ '❡,♠❡ ❛♥❣❧❛✐& ✏❝♦♠♣❛❝'❡♥❡&&✑

❞♦✐' 6',❡ ',❛❞✉✐'✱ ❡♥ ❢,❛♥I❛✐&✱ ♣❛, ❝♦♠♣❛❝✐')✱ '❛♥❞✐& 1✉❡ ✏❝♦♥✜♥❡♠❡♥'✑ &❡ ,)❢0,❡ J ❧❛

❝♦♠♣♦&❛♥'❡ ❞❡ ♠❛✐♥'✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐') ❡♥',❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥'&✳

❇✳✹✳✾ ❘%&✉❧)❛)& )❤%♦-✐/✉❡& ❡) ❞❡ &✐♠✉❧❛)✐♦♥

❈❡''❡ &❡❝'✐♦♥ ♣,)&❡♥'❡ ♥♦& ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡& ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥& &✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥&✐❞0,❡ ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡

',♦✐& ❛❣❡♥'&✳ ■❧ ❡&' ✐♠♣♦,'❛♥' ❞❡ ,❡♠❛,1✉❡, 1✉✬♦♥ ♥❡ ♣,)&❡♥'❡ ✐❝✐ 1✉✬✉♥❡ ♣❡'✐'❡ ♣❛,'✐❡

❞❡& ,)&✉❧'❛'& ❞❡ ❝❡''❡ '❤0&❡✳ ❉❡& ❢♦,♠❛'✐♦♥& ❞❡ ♣❧✉& ❣,❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❡' ❞✬❛✉',❡& ❝♦♥✜✲

❣✉,❛'✐♦♥& ♣❛,'✐❝✉❧✐0,❡& ♦♥' ❛✉&&✐ )') )'✉❞✐)❡& ❞❛♥& ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥'✳ N♦✉, '♦✉'❡ ✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥

❝♦♠♣❧)♠❡♥'❛✐,❡✱ ❧❡ ❧❡❝'❡✉, ❡&' ♣,✐) ❞❡ ❝♦♥&✉❧'❡, ❧✬✐♥')❣,❛❧✐') ❞✉ ❈❤❛♣✐',❡ ✹✳

▲❡ ❚❤)♦,0♠❡ ❡' ❧❡ ▲❡♠♠❡ &✉✐✈❛♥'& ♣,)&❡♥'❡♥' ♥♦& ,)&✉❧'❛'& ♣♦✉, ✉♥ ❣,♦✉♣❡ ❞❡ ',♦✐&

❛❣❡♥'&✳

❚❤*♦/5♠❡ ❇✳✸✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥)✐❞3$♦♥) N = 3 ❛❣❡♥.) ❞3❝$✐.)

❡♥ ✭❇✳✹✳✶✮ ❡. ❝♦♥.$5❧3) ♣❛$ ✭❇✳✹✳✸✮✳ ❙✉♣♣♦)♦♥) ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥ ✐♥✐.✐❛❧❡ ❛♣♣❛$.❡♥❛♥. 8

I(d1)✳ ❆❧♦$) ❧❛ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ )②).;♠❡ ❛♣♣❛$.✐❡♥. 8 F(d1, η)✳

▲❡♠♠❡ ❇✳✷✳ ✭❘♦❞$✐❣✉❡) ❞❡ ❈❛♠♣♦) ❡. ❛❧✳ ❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥)✐❞3$♦♥) N = 3 ❛❣❡♥.) (i, j, k)✱

❞3❝$✐.) ❡♥ ✭❇✳✹✳✶✮ ❡. ❝♦♥.$5❧3) ♣❛$ ✭❇✳✹✳✹✮✳ ❙✉♣♣♦)♦♥) ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥ ✐♥✐.✐❛❧❡ ❛♣♣❛$✲

.❡♥❛♥. 8 F ′(d1, d2)✳ ❆❧♦$) ❧❛ ❝♦♥✜❣✉$❛.✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ )②).;♠❡ ❛♣♣❛$.✐❡♥. 8 G(d1, d2)✳
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❋✐❣✉$❡ ❇✳✷✺ ✕ ❘&'✉❧*❛*' ❞❡ '✐♠✉❧❛*✐♦♥ ♣♦✉3 ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉3❛*✐♦♥ ❞❡ *3♦✐' ❛❣❡♥*'

7♦✉3 ✈❛❧✐❞❡3 ♥♦' ❞&✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥*' *❤&♦3✐:✉❡'✱ ♥♦✉' ♣3&'❡♥*♦♥' ♣❛3 ❧❛ '✉✐*❡ ❧❡' 3&'✉❧*❛*'

✐''✉' ❞❡ '✐♠✉❧❛*✐♦♥'✳ 7♦✉3 ♣♦✉✈♦✐3 &✈❛❧✉❡3 ❧❡' ❞✐✛&3❡♥*❡' &*❛♣❡' ❞❡ ♥♦*3❡ ❛♣♣3♦❝❤❡✱ ♥♦✉'

❢♦✉3♥✐''♦♥' ✐❝✐ ❧❡' 3&'✉❧*❛*' ❞❡ ♥♦*3❡ ❝♦♥*3>❧❡✉3 '&:✉❡♥*✐❡❧✱ ❝♦♠♣♦'&✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐:✉&

❛✉♣❛3❛✈❛♥*✱ ❞✬✉♥ &❧&♠❡♥* 3❡'♣♦♥'❛❜❧❡ ♣♦✉3 ❧❛ ❞✐'♣❡3'✐♦♥ ❡* ❞✬✉♥ ❛✉*3❡ ♣♦✉3 ❧❡ ❝♦♥*3>❧❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐*&✳ ❖♥ 3❛♣♣❡❧❧❡ :✉❡

qi = [xi, yi]
T ∈ R

2, i ∈ N = {1, ..., N}

❡'* ❧❡ ✈❡❝*❡✉3 ❞❡ ♣♦'✐*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥* i ❞❛♥' ✉♥ ♣❧❛♥ ❝❛3*&'✐❡♥✳ ▲❡' ❝♦♥❞✐*✐♦♥' ✐♥✐*✐❛❧❡'

♣♦✉3 ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ *3♦✐' 3♦❜♦*' ♦♥* &*& ❝❤♦✐'✐❡' '✉✐✈❛♥* ✿

q3 agents(0) =
[

0.04, 0.35, 0.36, 0.90, 0.20, 1.70
]T
.

▲❛ ✜❣✉3❡ ❇✳✷✺ 3&✈E❧❡ ❧✬&✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠❛*✐♦♥ ✳ ❊♥ ♣❛3*✐❝✉❧✐❡3✱ ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ❇✳✷✺✭❛✮

♣3&'❡♥*❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉3❛*✐♦♥ ✐♥✐*✐❛❧❡ *❛♥❞✐' :✉❡ ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ❇✳✷✺✭❜✮ ♠♦♥*3❡ ❧❡ 3&'✉❧*❛* ❞❡ ♥♦*3❡

❛♣♣3♦❝❤❡ ❞❡ ❞✐'♣❡3'✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉* ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* ♦❜'❡3✈❡3 :✉❡ *♦✉' ❧❡' ❛❣❡♥*' '♦♥* &❧♦✐❣♥&'

❞✬✉♥❡ ❞✐'*❛♥❝❡ &❣❛❧❡ d1 ❡♥*3❡ ❡✉①✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ '✉3 ❧❛ ❋✐❣✉3❡ ❇✳✷✺✭❝✮✱ ♦♥ ✈&3✐✜❡ ❧❡ 3&'✉❧*❛*

✜♥❛❧ ❞❡ ♥♦*3❡ ❛♣♣3♦❝❤❡✳ ◆♦✉' ♣♦✉✈♦♥' ♦❜'❡3✈❡3 :✉✬✉♥ *3✐❛♥❣❧❡ &:✉✐❧❛*&3❛❧ ❛ &*& ❢♦3♠&

❡* :✉❡ ❧❡' ❛♥❣❧❡' ✐♥*❡3✲❛❣❡♥*' '♦♥* *♦✉' &❣❛✉① L π/3✳ ❈❡**❡ ❢♦3♠❛*✐♦♥ ❡'* ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❧✉'

❝♦♠♣❛❝*❡ ♣♦''✐❜❧❡ ❡* '❛*✐'❢❛✐* ❧❡' ♦❜❥❡❝*✐❢' ❞❡ ❝♦♥*3>❧❡ ❞&*❛✐❧❧&' ♣3&❝&❞❡♠♠❡♥*✳

❇✳✹✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥+

❉❛♥' ❝❡**❡ '❡❝*✐♦♥ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❝♦♥'✐❞&3& ❧❡ ❞&♣❧♦✐❡♠❡♥* ❝♦♠♣❛❝* ❞✬✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡

❞✬❛❣❡♥*'✳ ▲❛ ♣3❡♠✐E3❡ ❝♦♥*3✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❝❡' *3❛✈❛✉① ❝♦33❡'♣♦♥❞ L ✉♥❡ ❡①*❡♥'✐♦♥ ❞✬✉♥❡

✷✵✼



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❘*+✉♠* ❡♥ ❋/❛♥1❛✐+

❛♣♣"♦❝❤❡ ❡①✐)*❛♥*❡ ♣♦✉" ❧❛ ❞✐)♣❡")✐♦♥✱ 0 ❧❛1✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉*3 ✉♥❡ ❝♦♠♣♦)❛♥*❡ ❣❛"❛♥*✐)✲

)❛♥* ❧❡ ♠❛✐♥*✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*3✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡✉①✐:♠❡ ❝♦♥*"✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐*"❡ ♥♦✉)
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❡♥❝♦"❡ 3*3 ♣"♦♣♦)3❡ ❞❛♥) ❧❛ ❧✐**3"❛*✉"❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ♣"3)❡♥*3 ❞❡) "3)✉❧*❛*) ❞❡ )✐♠✉❧❛*✐♦♥ ✷❉ ♣♦✉" ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉"❛✲

*✐♦♥ ❞❡ *"♦✐) ❛❣❡♥*)✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛) ♣❛"*✐❝✉❧✐❡" ❞❡ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ❝♦♥✜❣✉"❛*✐♦♥) 3*✉❞✐3❡)

❞❛♥) ❝❡**❡ *❤:)❡✳ ❉❛♥) ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ "❡❝❤❡"❝❤❡) ❢✉*✉"❡)✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❧✬✐♥*❡♥*✐♦♥ ❞❡ ❞3✈❡❧♦♣✲

♣❡" ✉♥ ❛❧❣♦"✐*❤♠❡ ❣3♥3"❛❧✐)3 ♣♦✉" *♦✉*❡) )♦"*❡) ❞❡ ❝♦♥✜❣✉"❛*✐♦♥) ✐♥✐*✐❛❧❡) ❡* ❞❡ "❡♥❢♦"❝❡"

❧✬❛♥❛❧②)❡ ❞❡ )*❛❜✐❧✐*3 ♣♦✉" ❞❡ *❡❧) ❝❛)✳

❇✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥) ❣,♥,-❛❧❡)
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*✐))❡♥* ❧❡) ♠❡✐❧❧❡✉"❡) ♣"♦♣"✐3*3) ❞❡ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*3 ♣♦))✐❜❧❡)✳ ❯♥ "3)✉♠3 ❞❡) *"❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡**❡

*❤:)❡ ✜❣✉"❡ ❞❛♥) ❧❛ )✉✐*❡✳
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*❛✐"❡)✳ ❇✐❡♥ 1✉❡ ♣❧✉)✐❡✉") *"❛✈❛✉① ❝♦♥)✐❞:"❡♥* ❞❡) ❛❧❣♦"✐*❤♠❡) ❞❡ ❝♦♥)❡♥)✉) ♣♦✉" ❞❡)
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♣❡.✐♠❡/❡. ♣❛/.♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ /.❛❝❦✐♥❣ ❢♦. ❝❛♠❡.❛ ♥❡/✇♦.❦*✳ ■♥ 49th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡

♦♥ ❉❡❝✐)✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥+!♦❧✱ ❆+❧❛♥+❛✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡* ✷✵✾✸✕✷✵✾✽✱ ✷✵✶✵✳

❬✾❪ ▼✳ ❇❛*✐.✐✱ ❆✳ ❇✐*❤♦♣✱ ❛♥❞ ✳̂ ❏❡♥*❢❡❧/✳ ❉✐*/.✐❜✉/❡❞ ❝♦♥/.♦❧ ♦❢ /.✐❛♥❣✉❧❛. ❢♦.♠❛/✐♦♥*

✇✐/❤ ❛♥❣❧❡✲♦♥❧② ❝♦♥*/.❛✐♥/*✳ ❙②)+❡♠) ✫ ❈♦♥+!♦❧ ▲❡++❡!)✱ ✺✾✭✷✮✿✶✹✼ ✕ ✶✺✹✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✵❪ ▼✳ ❇❛/❛❧✐♥ ❛♥❞ ●✳ ❙✉❦❤❛/♠❡✳ ❈♦✈❡!❛❣❡✱ ❊①♣❧♦!❛+✐♦♥✱ ❛♥❞ ❉❡♣❧♦②♠❡♥+ ❜② ❛ ▼♦❜✐❧❡

❘♦❜♦+ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥ ◆❡+✇♦!❦✳ ❙♣.✐♥❣❡. ❇❡.❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡.❣✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✶❪ ▼✳ ❇❛/❛❧✐♥ ❛♥❞ ●✳ ❙✉❦❤❛/♠❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥/ ❛❧❣♦.✐/❤♠ ❢♦. .♦❜♦/ ❝♦✈✲

❡.❛❣❡ ❛♥❞ ❡①♣❧♦.❛/✐♦♥ ❜❛*❡❞ ♦♥ *❡♥*♦. ♥❡/✇♦.❦ ❞❡♣❧♦②♠❡♥/✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦+✐❝) ❛♥❞ ❆✉+♦♠❛+✐♦♥✱ ♣❛❣❡* ✸✹✼✽ ✕ ✸✹✽✺✱ ✷✵✵✺✳

✷✶✵



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶✷❪ ▼✳ ❇❛(❛❧✐♥ ❛♥❞ ●✳ ❙✉❦❤❛(♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡5✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②5✐5 ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥( ❧♦❝❛❧ ❛❧❣♦✲

=✐(❤♠ ❢♦= ❝♦✈❡=❛❣❡ ❛♥❞ ❡①♣❧♦=❛(✐♦♥ ❜❛5❡❞ ♦♥ 5❡♥5♦= ♥❡(✇♦=❦ ❞❡♣❧♦②♠❡♥(✳ ■❊❊❊

❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ❘♦❜♦(✐❝& ❛♥❞ ❆✉(♦♠❛(✐♦♥✱ ✷✸✭✹✮✿✻✻✶✕✻✼✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✸❪ ❉✳ ❇❛✉5♦✱ ▲✳ ●✐❛==❡✱ ❛♥❞ ❘✳ Q❡5❡♥(✐✳ ❆((✐(✉❞❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥( ♦❢ ❛ (❡❛♠ ♦❢ ❯❆❱5 ✉♥❞❡=

❞❡❝❡♥(=❛❧✐③❡❞ ✐♥❢♦=♠❛(✐♦♥ 5(=✉❝(✉=❡✳ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥(#♦❧ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥&✱

■&(❛♥❜✉❧✱ ❚✉#❦❡②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡5 ✹✽✻ ✕ ✹✾✶✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✹❪ ❉✳ ❇❛✉5♦ ❛♥❞ ❘✳ Q❡5❡♥(✐✳ ❉✐5(=✐❜✉(❡❞ ❝♦♥5❡♥5✉5 ♣=♦(♦❝♦❧5 ❢♦= ❝♦♦=❞✐♥❛(✐♥❣ ❜✉②❡=5✳

■♥ 42nd ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐&✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥(#♦❧✱ ❍❛✇❛✐✐✱ ♣❛❣❡5 ✺✽✽✕✺✾✷✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✺❪ ❘✳ ❲✳ ❇❡❛=❞✱ ❏✳ ▲❛✇(♦♥✱ ❛♥❞ ❋✳ ❨✳ ❍❛❞❛❡❣❤✳ ❆ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛=❝❤✐(❡❝(✉=❡ ❢♦= ❢♦=♠❛(✐♦♥

❝♦♥(=♦❧✳ ■♥ ❆♠❡#✐❝❛♥ ❈♦♥(#♦❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡✱ ❈❤✐❝❛❣♦✱ ■▲✱ ❯❙❆✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✱ ♣❛❣❡5

✹✵✽✼✕✹✵✾✶✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✻❪ ❘✳ ❲✳ ❇❡❛=❞✱ ❏✳ ▲❛✇(♦♥✱ ❛♥❞ ❋✳ ❨✳ ❍❛❞❛❡❣❤✳ ❆ ❝♦♦=❞✐♥❛(✐♦♥ ❛=❝❤✐(❡❝(✉=❡ ❢♦=

5♣❛❝❡❝=❛❢( ❢♦=♠❛(✐♦♥ ❝♦♥(=♦❧✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ❈♦♥(#♦❧ ❙②&(❡♠& ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

✾✿✼✼✼✕✼✾✵✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✼❪ ❘✳ ❲✳ ❇❡❛=❞✱ ❚✳ ▼❝▲❛✐♥✱ ❉✳ ◆❡❧5♦♥✱ ❉✳ ❑✐♥❣5(♦♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏♦❤❛♥5♦♥✳ ❉❡❝❡♥(=❛❧✐③❡❞

❝♦♦♣❡=❛(✐✈❡ ❛❡=✐❛❧ 5✉=✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ✉5✐♥❣ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ♠✐♥✐❛(✉=❡ ✉❛✈5✳ A#♦❝❡❡❞✐♥❣& ♦❢ (❤❡

■❊❊❊✱ ✾✹✭✼✮✿✶✸✵✻ ✕✶✸✷✹✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✽❪ ❈✳ ❇❡❧(❛ ❛♥❞ ❱✳ ❑✉♠❛=✳ ❆❜5(=❛❝(✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥(=♦❧ ❢♦= ❣=♦✉♣5 ♦❢ =♦❜♦(5✳ ■❊❊❊

❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ❘♦❜♦(✐❝&✱ ✷✵✭✺✮✿✽✻✺✕✽✼✺✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✾❪ ▼✳ ❇❡♥♥❡✇✐(③✱ ❲✳ ❇✉=❣❛=❞✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚❤=✉♥✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣(✐♠✐③✐♥❣ 5♦❧✈❛❜❧❡ ♣=✐✲

♦=✐(② 5❝❤❡♠❡5 ❢♦= ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛(❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ (❡❝❤♥✐b✉❡5 ❢♦= (❡❛♠5 ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ =♦❜♦(5✳

❘♦❜♦(✐❝& ❛♥❞ ❆✉(♦♥♦♠♦✉& ❙②&(❡♠&✱ ✹✶✭✷✲✸✮✿✽✾✕✾✾✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✵❪ ❉✳ Q✳ ❇❡=(5❡❦❛5 ❛♥❞ ❏✳ ❚5✐(5✐❦❧✐5✳ A❛#❛❧❧❡❧❧ ❛♥❞ ❉✐&(#✐❜✉(❡❞ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥✳ ❯♣♣❡=

❙❛❞❞❧❡ ❘✐✈❡=✱ ✶✾✽✾✳

❬✷✶❪ ❙✳ ❇❤❛( ❛♥❞ ❉✳ ❇❡=♥5(❡✐♥✳ ❈♦♥(✐♥✉♦✉5 ✜♥✐(❡✲(✐♠❡ 5(❛❜✐❧✐③❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ (=❛♥5❧❛✲

(✐♦♥❛❧ ❛♥❞ =♦(❛(✐♦♥❛❧ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥(❡❣=❛(♦=5✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ❆✉(♦♠❛(✐❝ ❈♦♥(#♦❧✱

✹✸✭✺✮✿✻✼✽ ✕✻✽✷✱ ✶✾✾✽✳

❬✷✷❪ ❙✳ ❇❤❛( ❛♥❞ ❉✳ ❇❡=♥5(❡✐♥✳ ❋✐♥✐(❡✲(✐♠❡ 5(❛❜✐❧✐(② ♦❢ ❝♦♥(✐♥✲ ✉♦✉5 ❛✉(♦♥♦♠♦✉5 5②5✲

(❡♠5✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♥(#♦❧ ❛♥❞ ❖♣(✐♠✐③❛(✐♦♥✱ ✸✽✿✼✺✶✕✼✻✻✱ ✷✵✵✵✳

❬✷✸❪ ◆✳ ❇✐❣❣5✳ ❆❧❣❡❜#❛✐❝ ●#❛♣❤ ❚❤❡♦#②✳ ❈❛♠❜=✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡=5✐(② Q=❡55✱ ✶✾✾✹✳

❬✷✹❪ ❆✳ ❇✐5❤♦♣✳ ❆ ✈❡=② =❡❧❛①❡❞ ❝♦♥(=♦❧ ❧❛✇ ❢♦= ❜❡❛=✐♥❣✲♦♥❧② (=✐❛♥❣✉❧❛= ❢♦=♠❛(✐♦♥ ❝♦♥(=♦❧✳

■♥ 18th ■❋❆❈ ❲♦#❧❞ ❈♦♥❣#❡&&✱ ▼✐❧❛♥✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✺❪ ❆✳ ❇✐5❤♦♣✱ ■✳ ❙❤❛♠❡5✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆♥❞❡=5♦♥✳ ❙(❛❜✐❧✐③❛(✐♦♥ ♦❢ =✐❣✐❞ ❢♦=♠❛(✐♦♥5 ✇✐(❤

❞✐=❡❝(✐♦♥✲♦♥❧② ❝♦♥5(=❛✐♥(5✳ ■♥ 50th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐&✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥(#♦❧ ❛♥❞

❊✉#♦♣❡❛♥ ❈♦♥(#♦❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✻❪ Q✳✲❆✳ ❇❧✐♠❛♥ ❛♥❞ ●✳ ❋❡==❛=✐✲❚=❡❝❛(❡✳ ❆✈❡=❛❣❡ ❝♦♥5❡♥5✉5 ♣=♦❜❧❡♠5 ✐♥ ♥❡(✇♦=❦5 ♦❢

❛❣❡♥(5 ✇✐(❤ ❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥5✳ ❆✉(♦♠❛(✐❝❛✱ ✹✹✿✶✾✽✺✕✶✾✾✺✱ ✷✵✵✽✳

✷✶✶
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❬✷✼❪ ❱✳ ❇♦(❦❛( ❛♥❞ -✳ ❱❛(❛✐②❛✳ ❆1②♠♣4♦4✐❝ ❛❣(❡❡♠❡♥4 ✐♥ ❞✐14(✐❜✉4❡❞ ❡14✐♠❛4✐♦♥✳ ■❊❊❊

❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ❆✉(♦♠❛(✐❝ ❈♦♥(#♦❧✱ ✷✼✭✸✮✿✻✺✵✕✻✺✺✱ ✶✾✽✷✳

❬✷✽❪ ▼✳ ❇♦✇❧✐♥❣ ❛♥❞ ▼✳ ❱❡❧♦1♦✳ ▼✉❧4✐❛❣❡♥4 ❧❡❛(♥✐♥❣ ✉1✐♥❣ ❛ ✈❛(✐❛❜❧❡ ❧❡❛(♥✐♥❣ (❛4❡✳

❆#(✐✜❝✐❛❧ ■♥(❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✸✻✿✷✶✺✕✷✺✵✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✾❪ ▲✳ ❇(✐KL♥✲❆((❛♥③✳ ❈♦♦♣❡#❛(✐✈❡ ❝♦♥(#♦❧ ❞❡&✐❣♥ ❢♦# ❛ ✢❡❡( ♦❢ ❆❯❱& ✉♥❞❡# ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛(✐♦♥ ❝♦♥&(#❛✐♥(&✳ -❤❉ 4❤❡1✐1✱ ❯♥✐✈❡(1✐4R ❞❡ ●(❡♥♦❜❧❡✱ ●✐♣1❛✲▲❛❜✱ ✷✵✶✶✳

❬✸✵❪ ▲✳ ❇(✐KL♥✲❆((❛♥③✱ ❆✳ ❙❡✉(❡4✱ ❛♥❞ ❈✳ ❈❛♥✉❞❛1✲❞❡✲❲✐4✳ ❚(❛♥1❧❛4✐♦♥ ❝♦♥4(♦❧ ♦❢ ❛
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♦♥ K❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ▼❡(❤♦❞♦❧♦❣✐❡& ❛♥❞ ❚♦♦❧&✱ ✷✵✶✶ ❈❛❝❤❛♥✱ ❋#❛♥❝❡ ✱ ✷✵✶✶✳
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❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥.✲❝♦♥✈❡2❣❡♥❝❡ 2❛.❡*✱ ♠❡❛*✉2❡♠❡♥. ❞❡❧❛②* ❛♥❞ ❛*②♥❝❤2♦♥♦✉*
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❛ .✇♦✲❛2♠ 2♦❜♦.✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥.❡&♥❛.✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦.✐❝( ❛♥❞ ❆✉.♦♠❛.✐♦♥ ✱

✈♦❧✉♠❡ ✷✱ ♣❛❣❡* ✶✺✷✸ ✕✶✺✷✽ ✈♦❧✳✷✱ ♠❛② ✶✾✾✺✳

❬✺✵❪ ◆✳ ❈❤♦♣2❛ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳ ❙♣♦♥❣✳ D❛((✐✈✐.②✲❜❛(❡❞ ❝♦♥.&♦❧ ♦❢ ♠✉❧.✐✲❛❣❡♥. (②(.❡♠(✳

❙♣2✐♥❣❡2✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✶❪ ◆✳ ❈❤♦♣2❛ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳ ❙♣♦♥❣✳ ❖✉.♣✉. *②♥❝❤2♦♥✐③❛.✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛2 *②*.❡♠* ✇✐.❤

2❡❧❛.✐✈❡ ❞❡❣2❡❡ ♦♥❡✳ ❘❡❝❡♥.✳ ❆❞✈✳ ▲❡❛&♥✐♥❣ ❈♦♥.&♦❧✱ ▲◆❈■❙✸✼✶✿✺✶✕✻✹✱ ✷✵✵✽✳

❬✺✷❪ ◆✳ ❈❤♦♣2❛ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳ ❙♣♦♥❣✳ ❖♥ ❡①♣♦♥❡♥.✐❛❧ *②♥❝❤2♦♥✐③❛.✐♦♥ ♦❢ ❦✉2❛♠♦.♦ ♦*❝✐❧✲

❧❛.♦2*✳ ■❊❊❊ ❚&❛♥(❛❝.✐♦♥( ♦♥ ❆✉.♦♠❛.✐❝ ❈♦♥.&♦❧✱ ✺✹✿✸✺✸✕✸✺✼✱ ✷✵✵✾✳

❬✺✸❪ ◆✳ ❈❤♦♣2❛✱ ❉✳ ❙.✐♣❛♥♦✈✐❝✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳ ❙♣♦♥❣✳ ❖♥ *②♥❝❤2♦♥✐③❛.✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐*✐♦♥

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❢♦2 ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ *②*.❡♠*✳ ■♥ ❆♠❡&✐❝❛♥ ❈♦♥.&♦❧ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡✱✱ ♣❛❣❡* ✸✼✶✸

✕✸✼✶✽✱ ✷✵✵✽✳

❬✺✹❪ ❋✳ ❈❤✉♥❣✳ ❙♣❡❝.2❛❧ ❣2❛♣❤ .❤❡♦2②✳ ■♥ ❈❇▼❙ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ❙❡&✐❡( ✐♥ ▼❛.❤✲

❡♠❛.✐❝(✱ ✶✾✾✼✳

❬✺✺❪ ❚✳ ❈❧✉..♦♥✲❇2♦❝❦✱ 6✳ ❇2♦.❤❡2.♦♥✱ ❆✳ ❘✉**❡❧❧✱ ▼✳ ❖✬❘✐❛✐♥✱ ❉✳ ●❛②♥♦2✱ ❘✳ ❑❛♥*❦②✱

❆✳ ●2✐✣♥✱ ▼✳ ▼❛♥*❡✱ ▲✳❙❤❛2♣❡✱ ●✳ ▼❝■❧2❛.❤✱ ❚✳ ❙♠❛❧❧✱ ❆✳ ▼♦**✱ ❛♥❞ ❙✳ ▼♦♥❢♦2.✳
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❈♦♦♣❡$❛&✐♦♥✱ ❝♦♥&$♦❧✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡--✐♦♥ ✐♥ ♠❡❡$❦❛& ❣$♦✉♣-✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✶✭✺✺✵✸✮✿✹✼✽✕

✹✽✶✱ ✷✵✵✶✳

❬✺✻❪ ❏✳ ❈♦❝❤$❛♥ ❛♥❞ ▼✳ ❑$-&✐➣✳ ❙♦✉$❝❡ -❡❡❦✐♥❣ ✇✐&❤ ❛ ♥♦♥❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ✉♥✐❝②❝❧❡ ✇✐&❤♦✉&

♣♦-✐&✐♦♥ ♠❡❛-✉$❡♠❡♥&- ❛♥❞ ✇✐&❤ &✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛$ ✈❡❧♦❝✐&② M❛$& ■✿ ❙&❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧✲

②-✐-✳ ■♥ 46th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐,✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥/*♦❧✱ ◆❡✇ ❖*❧❡❛♥,✱ ▲❆✱ ❯❙❆ ✱

♣❛❣❡- ✻✵✵✾✕✻✵✶✻✱ ✷✵✵✼✳

❬✺✼❪ ❏✳ ❈♦❝❤$❛♥✱ ❆✳ ❙✐$❛♥♦-✐❛♥✱ ◆✳ ●❤♦❞-✱ ❛♥❞ ▼✳ ❑$-&✐➣✳ ❙♦✉$❝❡ -❡❡❦✐♥❣ ✇✐&❤ ❛ ♥♦♥✲

❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ✉♥✐❝②❝❧❡ ✇✐&❤♦✉& ♣♦-✐&✐♦♥ ♠❡❛-✉$❡♠❡♥&- ❛♥❞ ✇✐&❤ &✉♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛$

✈❡❧♦❝✐&② M❛$& ■■✿ ❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥-✳ ■♥ 46th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐,✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥/*♦❧✱

◆❡✇ ❖*❧❡❛♥,✱ ▲❆✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡- ✶✾✺✶✕✶✾✺✻✱ ✷✵✵✼✳

❬✺✽❪ ▲✳ ❈♦♥$❛❞& ❛♥❞ ❚✳ ❘♦♣❡$✳ ●$♦✉♣ ❞❡❝✐-✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ✐♥ ❛♥✐♠❛❧-✳ ◆❛/✉*❡✱ ✹✷✶✿✶✺✺ ✕

✶✺✽✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✾❪ ▲✳ ❈♦♥-♦❧✐♥✐❛✱ ❋✳ ▼♦$❜✐❞✐❜✱ ❉✳ M$❛&&✐❝❤✐③③♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚♦-Z✉❡-✳ ❖♥ &❤❡ ❝♦♥&$♦❧ ♦❢ ❛

❧❡❛❞❡$✲❢♦❧❧♦✇❡$ ❢♦$♠❛&✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♠♦❜✐❧❡ $♦❜♦&-✳ ■♥ 45th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡

♦♥ ❉❡❝✐,✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥/*♦❧✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡- ✺✾✾✷✕✺✾✾✼✱ ✷✵✵✻✳
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♠❛&✐♦♥ ❝♦♥&$♦❧ ♦❢ ♥♦♥❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♠♦❜✐❧❡ $♦❜♦&- ✇✐&❤ ✐♥♣✉& ❝♦♥-&$❛✐♥&-✳ ❆✉/♦♠❛/✐❝❛✱
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❛❣❡♥&- ✈✐❛ ♣$♦①✐♠✐&② ❣$❛♣❤- ✐♥ ❛$❜✐&$❛$② ❞✐♠❡♥-✐♦♥-✳ ■❊❊❊ ❚*❛♥,❛❝/✐♦♥, ♦♥ ❆✉/♦✲
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❬✻✸❪ ❏✳ ❈♦$&\-✱ ❙✳ ▼❛$&^♥❡③✱ ❚✳ ❑❛$❛&❛➩✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇✉❧❧♦✳ ❈♦✈❡$❛❣❡ ❝♦♥&$♦❧ ❢♦$ ♠♦❜✐❧❡

-❡♥-✐♥❣ ♥❡&✇♦$❦-✳ ■❊❊❊ ❚*❛♥,❛❝/✐♦♥, ♦♥ ❘♦❜♦/✐❝, ❛♥❞ ❆✉/♦♠❛/✐♦♥✱ ✷✵✭✷✮✿✷✹✸✕✷✺✺✱
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-❡♥-✉-✳ ❆✉/♦♠❛/✐❝❛✱ ✹✷✭✶✶✮✿✶✾✾✸ ✕ ✷✵✵✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✻✺❪ ■✳ ❉✳ ❈♦✉③✐♥✱ ❏✳ ❑$❛✉-❡✱ ◆✳ ❘✳ ❋$❛♥❦-✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆✳ ▲❡✈✐♥✳ ❊✛❡❝&✐✈❡ ❧❡❛❞❡$-❤✐♣ ❛♥❞
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❢♦$ ❡♠✐--✐♦♥ -♦✉$❝❡- ❧♦❝❛❧✐③❛&✐♦♥✳ ■♥ ✶✻/❤ ■❊❊❊ ■♥/❡*♥❛/✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❚♦♦❧,

✇✐/❤ ❆*/✐✜❝✐❛❧ ■♥/❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❇♦❝❛ ❘❛/♦♥✱ ❋▲✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡- ✹✷✹✕✹✸✵✱ ✷✵✵✹✳

❬✻✼❪ ❚✳ ❇✳ ❈✉$&✐♥✱ ❏✳ ●✳ ❇❡❧❧✐♥❣❤❛♠✱ ❏✳ ❈❛&✐♣♦✈✐❝✱ ❛♥❞ ❉✳ ❲❡❜❜✳ ❆✉&♦♥♦♠♦✉- ♦❝❡❛♥♦✲

❣$❛♣❤✐❝ -❛♠♣❧✐♥❣ ♥❡&✇♦$❦-✳ ❖❝❡❛♥♦❣*❛♣❤②✱ ✻✭✸✮✿✽✻✕✾✹✱ ✶✾✾✸✳
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❬✻✾❪ ●✳ ❞❡ ❈❛*+,♦ ❛♥❞ ❋✳ 0❛❣❛♥✐♥✐✳ ❈♦♥✈❡① *②♥+❤❡*✐* ♦❢ ❝♦♥+,♦❧❧❡,* ❢♦, ❝♦♥*❡♥*✉*✳ ■♥

❆♠❡#✐❝❛♥ ❈♦♥*#♦❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✱ ♣❛❣❡* ✹✾✸✸ ✕✹✾✸✽✱ ✷✵✵✹✳
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❝♦♥+,♦❧ ❢♦, ❝♦♦♣❡,❛+✐✈❡ ❛✉+♦♥♦♠♦✉* ♠♦❜✐❧❡ ,♦❜♦+*✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥0❛❝*✐♦♥0 ♦♥ ■♥❞✉0✲

*#✐❛❧ ❊❧❡❝*#♦♥✐❝0✱ ✺✺✿✸✾✹✹✕✸✾✺✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✼✶❪ ▼✳ ❉❡❢♦♦,+✱ ❆✳ ❑♦❦♦*②✱ ❚✳ ❋❧♦I✉❡+✱ ❲✳ 0❡,,✉I✉❡++✐❝✱ ❛♥❞ ❏✳ 0❛❧♦*✳ ▼♦+✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣

❢♦, ❝♦♦♣❡,❛+✐✈❡ ✉♥✐❝②❝❧❡✲+②♣❡ ♠♦❜✐❧❡ ,♦❜♦+* ✇✐+❤ ❧✐♠✐+❡❞ *❡♥*✐♥❣ ,❛♥❣❡*✿ ❆ ❞✐*✲

+,✐❜✉+❡❞ ,❡❝❡❞✐♥❣ ❤♦,✐③♦♥ ❛♣♣,♦❛❝❤✳ ❘♦❜♦*✐❝0 ❛♥❞ ❆✉*♦♥♦♠♦✉0 ❙②0*❡♠0✱ ✺✼✿✶✵✾✹✕

✶✶✵✻✱ ✷✵✵✾✳

❬✼✷❪ ❏✳ 0✳ ❉❡*❛✐✱ ❏✳ ❖*+,♦✇*❦✐✱ ❛♥❞ ❱✳ ❑✉♠❛,✳ ❈♦♥+,♦❧❧✐♥❣ ❢♦,♠❛+✐♦♥* ♦❢ ♠✉❧+✐♣❧❡ ♠♦❜✐❧❡

,♦❜♦+*✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥*❡#♥❛*✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦*✐❝0 ❛♥❞ ❆✉*♦♠❛*✐♦♥✱ ▲❡✉✈❡♥✱

❇❡❧❣✐✉♠✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✱ ♣❛❣❡* ✷✽✻✹✕✷✽✻✾✱ ✶✾✾✽✳

❬✼✸❪ ❉✳ ❱✳ ❉✐♠❛,♦❣♦♥❛* ❛♥❞ ❑✳ ❏✳ ❑②,✐❛❦♦♣♦✉❧♦*✳ ❆♥ ✐♥✈❡,*❡ ❛❣,❡❡♠❡♥+ ❝♦♥+,♦❧ *+,❛+❡❣②

✇✐+❤ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ +♦ *✇❛,♠ ❞✐*♣❡,*✐♦♥✳ ■♥ 46th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐0✐♦♥ ❛♥❞

❈♦♥*#♦❧✱ ♣❛❣❡* ✻✶✹✽ ✕✻✶✺✸✱ ✷✵✵✼✳

❬✼✹❪ ❉✳ ❱✳ ❉✐♠❛,♦❣♦♥❛* ❛♥❞ ❑✳ ❏✳ ❑②,✐❛❦♦♣♦✉❧♦*✳ ❖♥ +❤❡ ,❡♥❞❡③✈♦✉* ♣,♦❜❧❡♠ ❢♦,

♠✉❧+✐♣❧❡ ♥♦♥❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❛❣❡♥+*✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥0❛❝*✐♦♥0 ♦♥ ❆✉*♦♠❛*✐❝ ❈♦♥*#♦❧✱ ✺✷✿✾✶✻✕

✾✷✷✱ ✷✵✵✼✳

❬✼✺❪ ❉✳ ❱✳ ❉✐♠❛,♦❣♦♥❛* ❛♥❞ ❑✳ ❏✳ ❑②,✐❛❦♦♣♦✉❧♦*✳ ❆ ❝♦♥♥❡❝+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❢♦,♠❛+✐♦♥

✐♥❢❡❛*✐❜✐❧✐+② ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐+② ❛❧✐❣♥♠❡♥+ ✐♥ ❦✐♥❡♠❛+✐❝ ♠✉❧+✐✲❛❣❡♥+ *②*+❡♠*✳ ❆✉*♦♠❛*✐❝❛✱

✹✹✿✷✻✹✽✕✷✻✺✹✱ ✷✵✵✽✳

❬✼✻❪ ❉✳ ❱✳ ❉✐♠❛,♦❣♦♥❛* ❛♥❞ ❑✳ ❏✳ ❑②,✐❛❦♦♣♦✉❧♦*✳ ■♥✈❡,*❡ ❛❣,❡❡♠❡♥+ ♣,♦+♦❝♦❧* ✇✐+❤

❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ +♦ ❞✐*+,✐❜✉+❡❞ ♠✉❧+✐✲❛❣❡♥+ ❞✐*♣❡,*✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥0❛❝*✐♦♥0 ♦♥ ❆✉*♦♠❛*✐❝

❈♦♥*#♦❧✱ ✺✹✭✸✮✿✻✺✼ ✕✻✻✸✱ ✷✵✵✾✳

❬✼✼❪ ❉✳ ❱✳ ❉✐♠❛,♦❣♦♥❛*✱ ❙✳ ●✳ ▲♦✐③♦✉✱ ❑✳ ❏✳ ❑②,✐❛❦♦♣♦✉❧♦*✱ ❛♥❞ ▼✳ ❩❛✈❧❛♥♦*✳ ❆

❢❡❡❞❜❛❝❦ *+❛❜✐❧✐③❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ *❝❤❡♠❡ ❢♦, ♠✉❧+✐♣❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♥♦♥✲

♣♦✐♥+ ❛❣❡♥+*✳ ❆✉*♦♠❛*✐❝❛✱ ✹✷✿✷✷✾✕✷✹✸✱ ✷✵✵✻✳

❬✼✽❪ ❑✳ ❉♦✳ ❋❧♦❝❦✐♥❣ ❢♦, ♠✉❧+✐♣❧❡ ❡❧❧✐♣+✐❝❛❧ ❛❣❡♥+* ✇✐+❤ ❧✐♠✐+❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥ ,❛♥❣❡*✳

❆0✐❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥*#♦❧✱ ✷✼✭✺✮✿✾✸✶✕✾✹✷✱ ✷✵✶✶✳

❬✼✾❪ ❑✳ ❉♦ ❛♥❞ ▼✳ ▲❛✉✳ 0,❛❝+✐❝❛❧ ❢♦,♠❛+✐♦♥ ❝♦♥+,♦❧ ♦❢ ♠✉❧+✐♣❧❡ ✉♥✐❝②❝❧❡✲+②♣❡ ♠♦❜✐❧❡

,♦❜♦+* ✇✐+❤ ❧✐♠✐+❡❞ *❡♥*✐♥❣ ,❛♥❣❡*✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ■♥*❡❧❧✐❣❡♥* ✫ ❘♦❜♦*✐❝ ❙②0*❡♠0✱

✻✹✿✷✹✺✕✷✼✺✱ ✷✵✶✶✳

❬✽✵❪ ❆✳ ❉♦♥✐❡❝✱ ◆✳ ❇♦✉,❛I❛❞✐✱ ▼✳ ❉❡❢♦♦,+✱ ❱✳ ❚✳ ▲❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙+✐♥❝❦✇✐❝❤✳ ❉✐*+,✐❜✉+❡❞

❝♦♥*+,❛✐♥+ ,❡❛*♦♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ ♠✉❧+✐✲,♦❜♦+ ❡①♣❧♦,❛+✐♦♥✳ ■♥ 21st ■❊❊❊ ■♥*❡#♥❛*✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❚♦♦❧0 ✇✐*❤ ❆#*✐✜❝✐❛❧ ■♥*❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ◆❡✇❛#❦✱ ◆❏✱ ❯❙❆ ✱ ♣❛❣❡* ✶✺✾✕✶✻✻✱

✷✵✵✾✳

❬✽✶❪ ❉✳ ❉✳ ❉✉❞❡♥❤♦❡✛❡, ❛♥❞ ▼✳ 0✳ ❏♦♥❡*✳ ❆ ❢♦,♠❛+✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦, ❢♦, ❧❛,❣❡✲*❝❛❧❡ ♠✐❝,♦✲

,♦❜♦+ ❢♦,❝❡ ❞❡♣❧♦②❡♠❡♥+✳ ■♥ 32nd ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❲✐♥*❡# 0✐♠✉❧❛*✐♦♥✱ ❖#❧❛♥❞♦✱ ❋▲✱

❯❙❆✱ ♣❛❣❡* ✾✼✷✕✾✽✷✱ ✷✵✵✵✳

✷✶✺



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✽✷❪ ❈✳ ❊❞✇❛*❞+ ❛♥❞ ❙✳ ❑✳ ❙♣✉*❣❡♦♥✳ ❙❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ +7❛❜✐❧✐③❛7✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡*7❛✐♥ +②+7❡♠+

✉+✐♥❣ ♦♥❧② ♦✉7♣✉7 ✐♥❢♦*♠❛7✐♦♥✳ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥"$♦❧✱ ✻✷✭✺✮✿✶✶✷✾✕✶✶✹✹✱

✶✾✾✺✳

❬✽✸❪ ❈✳ ❊❞✇❛5❞6 ❛♥❞ ❙✳ ❑✳ ❙♣✉5❣❡♦♥✳ ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ ❈♦♥"$♦❧✿ ❚❤❡♦$② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛"✐♦♥8✳

▲♦♥❞♦♥✱ ❯✳❑✳✿ ❚❛②❧♦5 ❛♥❞ ❋5❛♥❝✐6✱ ✶✾✾✽✳

❬✽✹❪ ❉✳ ❇✳ ❊❞✇❛5❞6✱ ❚✳ ❆✳ ❇❡❛♥✱ ❉✳ ▲✳ ❖❞❡❧❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❏✳ ❆♥❞❡56♦♥✳ ❆ ❧❡❛❞❡5✲❢♦❧❧♦✇❡5

❛❧❣♦5✐O❤♠ ❢♦5 ♠✉❧O✐♣❧❡ ❛✉✈ ❢♦5♠❛O✐♦♥6✳ ■❊❊❊✴❖❊❙ ❆✉"♦♥♦♠♦✉8 ❯♥❞❡$✇❛"❡$ ❱❡✲

❤✐❝❧❡8✱ ♣❛❣❡6 ✹✵✕✹✻✱ ✷✵✵✹✳

❬✽✺❪ ▼✳ ❊❣❡56O❡❞O ❛♥❞ ❳✳ ❍✉✳ ❋♦5♠❛O✐♦♥ ❝♦♥6O5❛✐♥❡❞ ♠✉❧O✐✲❛❣❡♥O ❝♦♥O5♦❧✳ ■❊❊❊ ❚$❛♥8✲

❛❝"✐♦♥8 ♦♥ ❘♦❜♦"✐❝8 ❛♥❞ ❆✉"♦♠❛"✐♦♥✱ ✶✼✿✾✹✼✕✾✺✶✱ ✷✵✵✶✳

❬✽✻❪ ❋✳ ❋❛❣♥❛♥✐ ❛♥❞ ❙✳ ❩❛♠♣✐❡5✐✳ ❆✈❡5❛❣❡ ❝♦♥6❡♥6✉6 ✇✐O❤ ♣❛❝❦❡O ❞5♦♣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛O✐♦♥✳

■♥ 45th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐8✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥"$♦❧✱ ✷✵✵✻✳

❬✽✼❪ ❨✳ ❋❛♥✱ ●✳ ❋❡♥❣✱ ❛♥❞ ❨✳ ❲❛♥❣✳ ❈♦♠❜✐♥❛O✐♦♥ ❢5❛♠❡✇♦5❦ ♦❢ 5❡♥❞❡③✈♦✉6 ❛❧❣♦5✐O❤♠

❢♦5 ♠✉❧O✐✲❛❣❡♥O 6②6O❡♠6 ✇✐O❤ ❧✐♠✐O❡❞ 6❡♥6✐♥❣ 5❛♥❣❡6✳ ❆8✐❛♥ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥"$♦❧✱

✶✸✭✷✮✿✷✽✸✕✷✾✹✱ ✷✵✶✶✳

❬✽✽❪ ❏✳ ❆✳ ❋❛① ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼✉55❛②✳ ●5❛♣❤ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥6 ❛♥❞ 6O❛❜✐❧✐③❛O✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦5♠❛✲

O✐♦♥6✳ ■♥ 15th ■❋❆❈ ❲♦$❧❞ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡✱ ❇❛$❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ❏✉❧② ✷✵✵✷✳

❬✽✾❪ ❏✳ ❆✳ ❋❛① ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼✉55❛②✳ ■♥❢♦5♠❛O✐♦♥ ✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡5❛O✐✈❡ ❝♦♥O5♦❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡

❢♦5♠❛O✐♦♥6✳ ■❊❊❊ ❚$❛♥8❛❝"✐♦♥8 ♦♥ ❆✉"♦♠❛"✐❝ ❈♦♥"$♦❧✱ ✹✾✿✶✹✻✺✕✶✹✼✻✱ ✷✵✵✹✳

❬✾✵❪ ❏✳ ❋❡❞❞❡♠❛✱ ❈✳ ▲❡✇✐6✱ ❛♥❞ ❉✳ ❙❝❤♦❡♥✇❛❧❞✳ ❉❡❝❡♥O5❛❧✐③❡❞ ❝♦♥O5♦❧ ♦❢ ❝♦♦♣❡5❛O✐✈❡

5♦❜♦O✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡6✿ O❤❡♦5② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛O✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚$❛♥8❛❝"✐♦♥8 ♦♥ ❘♦❜♦"✐❝8 ❛♥❞

❆✉"♦♠❛"✐♦♥✱ ✶✽✭✺✮✿✽✺✷ ✕ ✽✻✹✱ ✷✵✵✷✳

❬✾✶❪ ❳✳ ❋❡♥❣ ❛♥❞ ❲✳ ▲♦♥❣✳ ❘❡❛❝❤✐♥❣ ❛❣5❡❡♠❡♥O ✐♥ ✜♥✐O❡ O✐♠❡ ✈✐❛ ❝♦♥O✐♥✉♦✉6 ❧♦❝❛❧ 6O❛O❡

❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■♥ ❈❤✐♥❡8❡ ❈♦♥"$♦❧ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡✱ ✷✵✵✼✳

❬✾✷❪ ❏✳ ❋❡5❜❡5✳ ▼✉❧"✐✲❆❣❡♥" ❙②8"❡♠✿ ❆♥ ■♥"$♦❞✉❝"✐♦♥ "♦ ❉✐8"$✐❜✉"❡❞ ❆$"✐✜❝✐❛❧ ■♥"❡❧❧✐✲

❣❡♥❝❡✳ ❆❞❞✐6♦♥ ❲❡6❧❡② ▲♦♥❣♠❛♥✱ ✶✾✾✾✳

❬✾✸❪ ❈✳ ❋❡55❛5✐✱ ❊✳ c❛❣❡❧❧♦✱ ❏✳ ❖O❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❆5❛✐✳ ▼✉❧O✐5♦❜♦O ♠♦O✐♦♥ ❝♦♦5❞✐♥❛O✐♦♥ ✐♥

6♣❛❝❡ ❛♥❞ O✐♠❡✳ ❘♦❜♦"✐❝8 ❛♥❞ ❆✉"♦♥♦♠♦✉8 ❙②8"❡♠8✱ ✷✺✿✷✶✾✕✷✷✾✱ ✶✾✾✽✳

❬✾✹❪ ▼✳ ❋✐❡❞❧❡5✳ ❆❧❣❡❜$❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"② ♦❢ ❣$❛♣❤8✳ ◆✉♠❜❡5 ♥♦✳ ✷✳ ❈③❡❝❤♦6❧♦✈❛❦ ▼❛O❤❡✲

♠❛O✐❝❛❧ ❏♦✉5♥❛❧✱ ✶✾✼✸✳

❬✾✺❪ ❚✳ ❋5❛✐❝❤❛5❞✳ ❚5❛❥❡❝O♦5② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ✇♦5❦6♣❛❝❡✿ ❛ 6O❛O❡✲O✐♠❡ 6♣❛❝❡ ❛♣✲

♣5♦❛❝❤✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❘♦❜♦"✐❝8✱ ✶✸✭✻✲✽✮✿✼✺✕✾✹✱ ✶✾✾✾✳

❬✾✻❪ ❊✳ ❋5❛③③♦❧✐✱ ▼✳ ❆✳ ❉❛❤❧❡❤✱ ❛♥❞ ❊✳ ❋❡5♦♥✳ ❘♦❜✉6O ❤②❜5✐❞ ❝♦♥O5♦❧ ❢♦5 ❛✉O♦♥♦♠♦✉6

✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦O✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ■♥ 39th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐8✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥"$♦❧✱ ♣❛❣❡6

✽✷✶✕✽✷✻✱ ✷✵✵✵✳

❬✾✼❪ ❊✳ ❋5✐❞♠❛♥✳ ❆ 5❡✜♥❡❞ ✐♥♣✉O ❞❡❧❛② ❛♣♣5♦❛❝❤ O♦ 6❛♠♣❧❡❞✲❞❛O❛ ❝♦♥O5♦❧✳ ❆✉"♦♠❛"✐❝❛✱

✹✻✭✷✮✿✹✷✶✕✹✷✼✱ ✷✵✶✵✳

✷✶✻
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❬✾✽❪ ❊✳ ❋'✐❞♠❛♥✱ ❆✳ ❙❡✉'❡2✱ ❛♥❞ ❏✳✲5✳ ❘✐❝❤❛'❞✳ ❘♦❜✉;2 ;❛♠♣❧❡❞✲❞❛2❛ ;2❛❜✐❧✐③❛2✐♦♥ ♦❢

❧✐♥❡❛' ;②;2❡♠;✿ ❆♥ ✐♥♣✉2 ❞❡❧❛② ❛♣♣'♦❛❝❤✳ ❆✉"♦♠❛"✐❝❛✱ ✹✵✭✽✮✿✶✶✹✶✕✶✹✹✻✱ ✷✵✵✹✳

❬✾✾❪ ❆✳ ❋'♦♠♠❡' ❛♥❞ ❉✳ ❇✳ ❙③②❧❞✳ ❖♥ ❛;②♥❝❤'♦♥♦✉; ✐2❡'❛2✐♦♥;✳ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉"❛✲

"✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛"❤❡♠❛"✐❝4✱ ✶✷✸✭✶✮✿✷✵✶✕✷✶✻✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✵✵❪ ❍✳ ❋✉❥✐♦❦❛✳ ❙2❛❜✐❧✐2② ❛♥❛❧②;✐; ♦❢ ;②;2❡♠; ✇✐2❤ ❛♣❡'✐♦❞✐❝ ;❛♠♣❧❡✲❛♥❞✲❤♦❧❞ ❞❡✈✐❝❡;✳

❆✉"♦♠❛"✐❝❛✱ ✹✺✭✸✮✿✼✼✶✕✼✼✺✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✵✶❪ ❆✳ ●❛♥❣✉❧✐✱ ❏✳ ❈♦'2X;✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇✉❧❧♦✳ ❉✐;2'✐❜✉2❡❞ ❞❡♣❧♦②♠❡♥2 ♦❢ ❛;②♥❝❤'♦♥♦✉;

❣✉❛'❞; ✐♥ ❛'2 ❣❛❧❧❡'✐❡;✳ ■♥ ❆♠❡)✐❝❛♥ ❈♦♥")♦❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡; ✶✹✶✻✕✶✹✷✶✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✵✷❪ ❱✳ ●❛③✐ ❛♥❞ ❑✳ ▼✳ 5❛;;✐♥♦✳ ❙2❛❜✐❧✐2② ❛♥❛❧②;✐; ♦❢ ;✇❛'♠;✳ ■❊❊❊ ❚)❛♥4❛❝"✐♦♥4 ♦♥

❆✉"♦♠❛"✐❝ ❈♦♥")♦❧✱ ✹✽✭✹✮✿✻✾✷✕✻✾✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵✸❪ ❙✳ ❙✳ ●❡✱ ❈✳✲❍✳ ❋✉❛✱ ❛♥❞ ❑✳ ❲✳ ▲✐♠✳ ▼✉❧2✐✲'♦❜♦2 ❢♦'♠❛2✐♦♥;✿ _✉❡✉❡; ❛♥❞ ❛'2✐✜❝✐❛❧

♣♦2❡♥2✐❛❧ 2'❡♥❝❤❡;✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥"❡)♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦"✐❝4 ❛♥❞ ❆✉"♦♠❛"✐♦♥✱

◆❡✇ ❖)❧❡❛♥4✱ ▲❆✱ ❯❙❆✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✱ ♣❛❣❡; ✸✸✹✺✕✸✸✺✵✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✵✹❪ ❘✳ ●❤❛❜❝❤❡❧♦♦✱ ❆✳ 5❛;❝♦❛❧✱ ❈✳ ❙✐❧✈❡;2'❡✱ ❛♥❞ ■✳ ❑❛♠✐♥❡'✳ ❈♦♦'❞✐♥❛2❡❞ ♣❛2❤ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ ❝♦♥2'♦❧ ♦❢ ♠✉❧2✐♣❧❡ ✇❤❡❡❧❡❞ '♦❜♦2; ✇✐2❤ ❞✐'❡❝2❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥ ❧✐♥❦;✳ ■♥ 44th

■❊❊❊ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐4✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥")♦❧✱ ❛♥❞ "❤❡ ❊✉)♦♣❡❛♥ ❈♦♥")♦❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡

✷✵✵✺✱ ❙❡✈✐❧❧❡✱ ❙♣❛✐♥✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✵✺❪ ❙✳ ●❧❛✈❛;❦✐✱ ▼✳ ❈❤❛✈❡;✱ ❘✳ ❉❛②✱ 5✳ ◆❛❣✱ ❆✳ ❲✐❧❧✐❛♠;✱ ❛♥❞ ❲✳ ❩❤❛♥❣✳ ❱❡❤✐❝❧❡ ♥❡2✲

✇♦'❦;✿ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ '❡❣✉❧❛' ❢♦'♠❛2✐♦♥✳ ■♥ ❆♠❡)✐❝❛♥ ❈♦♥")♦❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡✱ ▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐4✱

▼◆✱ ❯❙❆✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✱ ♣❛❣❡; ✹✵✾✺✕✹✶✵✵✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵✻❪ ❈✳ ●♦❞;✐❧ ❛♥❞ ●✳ ❘♦②❧❡✳ ❆❧❣❡❜)❛✐❝ ●)❛♣❤ ❚❤❡♦)②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✵✼✳ ❙♣'✐♥❣❡'✲❱❡'❧❛❣✱

✷✵✵✶✳

❬✶✵✼❪ ❘✳ ●♦❡❜❡❧✱ ❘✳ ❙❛♥❢❡❧✐❝❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ❚❡❡❧✳ ❍②❜'✐❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ;②;2❡♠;✳ ■❊❊❊ ❈♦♥")♦❧

❙②4"❡♠4 ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✷✾✭✷✮✿✷✽ ✕✾✸✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✵✽❪ ▼✳ ❋✳ ❩✳ ●♦❧❞❣❡✐❡' ❛♥❞ 5✳ ❙✳ ❑'✐;❤♥❛♣'❛;❛❞✳ ❈♦♥2'♦❧ ♦❢ ;♠❛❧❧ ❢♦'♠❛2✐♦♥; ✉;✐♥❣

;❤❛♣❡ ❝♦♦'❞✐♥❛2❡;✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥"❡)♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦"✐❝4 ❛♥❞ ❆✉"♦♠❛"✐♦♥✱

❚❛✐♣❡✐✱ ❚❛✐✇❛♥✱ ♣❛❣❡; ✷✺✶✵✕✷✺✶✺✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵✾❪ ▼✳ ●'❡②2❛❦ ❛♥❞ ❋✳ ❙✳ ❍♦✈❡'✳ ▼♦2✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✇✐2❤ ❛♥ ❛♥❛❧②2✐❝ '✐;❦ ❝♦;2 ❢♦'

❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡;✳ ■♥ 48th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐4✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥")♦❧ ❤❡❧❞ ❥♦✐♥"❧②

✇✐"❤ "❤❡ ✷✽"❤ ❈❤✐♥❡4❡ ❈♦♥")♦❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡✱ ❙❤❛♥❣❤❛✐✱ ❈❤✐♥❛ ✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✶✵❪ ❑✳ ●✉✱ ❱✳✲▲✳ ❑❤❛'✐2♦♥♦✈✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈❤❡♥✳ ❙"❛❜✐❧✐"② ♦❢ "✐♠❡✲❞❡❧❛② 4②4"❡♠4✳ ❇✐'❦❤❛✉;❡'✱

✷✵✵✸✳

❬✶✶✶❪ ❱✳ ●✉♣2❛✱ ❇✳ ❍❛;;✐❜✐✱ ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼✉''❛②✳ ❙2❛❜✐❧✐2② ❛♥❛❧②;✐; ♦❢ ;2♦❝❤❛;2✐❝❛❧❧② ✈❛'②✲

✐♥❣ ❢♦'♠❛2✐♦♥; ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❣❡♥2;✳ ■♥ 42nd ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐4✐♦♥ ❛♥❞

❈♦♥")♦❧✱▼❛✉✐✱ ❍❛✇❛✐✱ ♣❛❣❡; ✺✵✹✕✺✵✾✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✶✷❪ ❍✳ ❍❛♦ ❛♥❞ 5✳ ❇❛'♦♦❛❤✳ ■♠♣'♦✈✐♥❣ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ '❛2❡ ♦❢ ❞✐;2'✐❜✉2❡❞ ❝♦♥;❡♥;✉;

2❤'♦✉❣❤ ❛;②♠♠❡2'✐❝ ✇❡✐❣❤2;✳ ■♥ ❆♠❡)✐❝❛♥ ❈♦♥")♦❧ ❈♦♥❢❡)❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷✳

✷✶✼
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❬✶✶✸❪ ❨✳ ❍❛(❛♥♦ ❛♥❞ ▼✳ ▼❡.❜❛❤✐✳ ❆❣4❡❡♠❡♥( ♦✈❡4 4❛♥❞♦♠ ♥❡(✇♦4❦.✳ ■♥ 43rd ■❊❊❊

❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐+✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥.'♦❧✱ ♣❛❣❡. ✷✵✶✵ ✕ ✷✵✶✺✱ ✷✵✵✹✳
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63❛❝❦✐♥❣✳ ■♥ ❆♠❡#✐❝❛♥ ❈♦♥(#♦❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡✱ ▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐&✱ ▼◆✱ ❯❙❆ ✱ ♣❛❣❡4 ✺✷✻✾✕

✺✷✼✺✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✻✳

❬✶✸✼❪ ❉✳ ❑♦46✐❝✱ ❙✳ ❆❞✐♥❛♥❞3❛✱ ❏✳ ❈❛❛3❧4✱ ◆✳ ❱✳ ❉✳ ❲♦✉✇✱ ❛♥❞ ❍✳ ◆✐❥♠❡✐❥❡3✳ ❈♦❧❧✐4✐♦♥✲

❢3❡❡ 63❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥63♦❧ ♦❢ ✉♥✐❝②❝❧❡ ♠♦❜✐❧❡ 3♦❜♦64✳ ■♥ 48th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐✲

&✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥(#♦❧ ❤❡❧❞ ❥♦✐♥(❧② ✇✐(❤ (❤❡ ✷✽(❤ ❈❤✐♥❡&❡ ❈♦♥(#♦❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡✱ ❙❤❛♥❣❤❛✐✱

❈❤✐♥❛✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✸✽❪ ▼✳ ❑346✐➣ ❛♥❞ ❍✳✲❍✳ ❲❛♥❣✳ ❙6❛❜✐❧✐6② ♦❢ ❡①63❡♠✉♠ 4❡❡❦✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦3 ❣❡♥❡3❛❧

♥♦♥❧✐♥❡❛3 ❞②♥❛♠✐❝ 4②46❡♠4✳ ❆✉(♦♠❛(✐❝❛✱ ✸✻✿✺✾✺✕✻✵✶✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✸✾❪ ❨✳ ❑✉3❛♠♦6♦✳ ❙❡❧❢✲❡♥63❛✐♥♠❡♥6 ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛6✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛3 ♦4❝✐❧❧❛6♦34✳ ■♥

■♥(❡#♥❛(✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦&✐✉♠ ♦♥ ▼❛(❤❡♠❛(✐❝❛❧ F#♦❜❧❡♠& ✐♥ ❚❤❡♦#❡(✐❝❛❧ F❤②&✐❝& ✱ ✈♦❧✲

✉♠❡ ✸✾ ♦❢ ▲❡❝(✉#❡ ◆♦(❡& ✐♥ F❤②&✐❝&✱ ♣❛❣❡4 ✹✷✵✕✹✷✷✳ ❙♣3✐♥❣❡3 ❇❡3❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡3❣✱

✶✾✼✺✳

❬✶✹✵❪ ❨✳ ❑✉3❛♠♦6♦✳ ❈♦❧❧❡❝6✐✈❡ 4②♥❝❤3♦♥✐③❛6✐♦♥ ♦❢ ♣✉❧4❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ♦4❝✐❧❧❛6♦34 ❛♥❞ ❡①❝✐6❛❜❧❡

✉♥✐64✳ F❤②&✐❝❛ ❉✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛# F❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✺✵✿✶✺✕✸✵✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✹✶❪ ❆✳ ❑✇♦❦ ❛♥❞ ❙✳ ▼❛36g♥❡③✳ ❯♥✐❝②❝❧❡ ❝♦✈❡3❛❣❡ ❝♦♥63♦❧ ✈✐❛ ❤②❜3✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■❊❊❊

❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ❆✉(♦♠❛(✐❝ ❈♦♥(#♦❧✱ ✺✺✿✺✷✽✕✺✸✷✱ ✷✵✶✵✳

✷✶✾



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶✹✷❪ ❨✳ ▲❛♥✱ ❩✳ ▲✐♥✱ ▼✳ ❈❛♦✱ ❛♥❞ ●✳ ❨❛♥✳ ❆ ❞✐345✐❜✉4❡❞ 5❡❝♦♥✜❣✉5❛❜❧❡ ❝♦♥45♦❧ ❧❛✇ ❢♦5

❡3❝♦54✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛45♦❧❧✐♥❣ ♠✐33✐♦♥3 ✉3✐♥❣ 4❡❛♠3 ♦❢ ✉♥✐❝②❝❧❡3✳ ■♥ 49th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡

♦♥ ❉❡❝✐+✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥.'♦❧✱ ❆.❧❛♥.❛✱ ●❆✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡3 ✺✹✺✻✕✺✹✻✶✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✹✸❪ ❙✳ ▲❛❱❛❧❧❡ ❛♥❞ ❙✳ ❍✉4❝❤✐♥3♦♥✳ ❖♣4✐♠❛❧ ♠♦4✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦5 ♠✉❧4✐♣❧❡ 5♦❜♦43 ❤❛✈✐♥❣

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥4 ❣♦❛❧3✳ ■❊❊❊ ❚'❛♥+❛❝.✐♦♥+ ♦♥ ❘♦❜♦.✐❝+ ❛♥❞ ❆✉.♦♠❛.✐♦♥✱ ✶✹✭✻✮✿✾✶✷ ✕

✾✷✺✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✹✹❪ ❉✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳ ❙♣♦♥❣✳ ❆❣5❡❡♠❡♥4 ✇✐4❤ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦5♠ ✐♥❢♦5♠❛4✐♦♥ ❞❡❧❛②3✳ ■♥

❆♠❡'✐❝❛♥ ❈♦♥.'♦❧ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✹✺❪ ◆✳ ❊✳ ▲❡♦♥❛5❞✱ ❉✳ ❆✳ X❛❧❡②✱ ❋✳ ▲❡❦✐❡♥✱ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤5❡✱ ❉✳ ▼✳ ❋5❛♥4❛4♦♥✐✱ ❛♥❞ ❘✳ ❊✳

❉❛✈✐3✳ ❈♦❧❧❡❝4✐✈❡ ♠♦4✐♦♥✱ 3❡♥3♦5 ♥❡4✇♦5❦3 ❛♥❞ ♦❝❡❛♥ 3❛♠♣❧✐♥❣✳ :'♦❝❡❡❞✐♥❣+ ♦❢ .❤❡

■❊❊❊✱ ✾✺✿✹✽✕✼✹✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✹✻❪ ■✳ ▲❡34❛3 ❛♥❞ ●✳ ❱✐♥♥✐❝♦♠❜❡✳ ❙❝❛❧❛❜❧❡ 5♦❜✉34 34❛❜✐❧✐4② ❢♦5 ♥♦♥3②♠♠❡45✐❝ ❤❡4❡5♦✲

❣❡♥❡♦✉3 ♥❡4✇♦5❦3✳ ❆✉.♦♠❛.✐❝❛✱ ✹✸✭✹✮✿✼✶✹ ✕ ✼✷✸✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✹✼❪ ▼✳ ❆✳ ▲❡✇✐3 ❛♥❞ ❑✳✲❍✳ ❚❛♥✳ ❍✐❣❤ ♣5❡❝✐3✐♦♥ ❢♦5♠❛4✐♦♥ ❝♦♥45♦❧ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ 5♦❜♦43

✉3✐♥❣ ✈✐54✉❛❧ 345✉❝4✉5❡3✳ ❆✉.♦♥♦♠♦✉+ ❘♦❜♦.+✱ ✹✭✹✮✿✸✽✼✕✹✵✸✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✹✽❪ ❏✳ ▲✐♥✱ ❆✳ ❙✳ ▼♦53❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆♥❞❡53♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉❧4✐✲❛❣❡♥4 5❡♥❞❡③✈♦✉3 ♣5♦❜❧❡♠✳ ■♥

42nd ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐+✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥.'♦❧✱ ▼❛✉✐✱ ❍❛✇❛✐✐ ✱ ♣❛❣❡3 ✶✺✵✽ ✕ ✶✺✶✸✱

✷✵✵✸✳

❬✶✹✾❪ ❏✳ ▲✐♥✱ ❆✳ ❙✳ ▼♦53❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆♥❞❡53♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉❧4✐✲❛❣❡♥4 5❡♥❞❡③✈♦✉3 ♣5♦❜❧❡♠ ✲ 4❤❡

❛3②♥❝❤5♦♥♦✉3 ❝❛3❡✳ ■♥ 43rd ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐+✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥.'♦❧✱ ♣❛❣❡3 ✶✾✷✻

✕ ✶✾✸✶ ❱♦❧✳✷✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✺✵❪ ❏✳ ▲✐♥✱ ❆✳ ❙✳ ▼♦53❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆♥❞❡53♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉❧4✐✲❛❣❡♥4 5❡♥❞❡③✈♦✉3 ♣5♦❜❧❡♠✳ X❛54 ✶✿

❚❤❡ 3②♥❝❤5♦♥♦✉3 ❝❛3❡✳ ❙■❆▼ ❏♦✉'♥❛❧ ♦♥ ❈♦♥.'♦❧ ❛♥❞ ❖♣.✐♠✐③❛.✐♦♥✱ ✹✻✿✷✵✾✻✕✷✶✶✾✱

✷✵✵✼✳

❬✶✺✶❪ ❏✳ ▲✐♥✱ ❆✳ ❙✳ ▼♦53❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆♥❞❡53♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉❧4✐✲❛❣❡♥4 5❡♥❞❡③✈♦✉3 ♣5♦❜❧❡♠✳ X❛54

✷✿ ❚❤❡ ❛3②♥❝❤5♦♥♦✉3 ❝❛3❡✳ ❙■❆▼ ❏♦✉'♥❛❧ ♦♥ ❈♦♥.'♦❧ ❛♥❞ ❖♣.✐♠✐③❛.✐♦♥✱ ✹✻✿✷✶✷✵✕

✷✶✹✼✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✺✷❪ X✳ ▲✐♥ ❛♥❞ ❨✳ ❏✐❛✳ ❉✐345✐❜✉4❡❞ 5♦4❛4✐♥❣ ❢♦5♠❛4✐♦♥ ❝♦♥45♦❧ ♦❢ ♠✉❧4✐✲❛❣❡♥4 3②34❡♠3✳

❙②+.❡♠+ ✫ ❈♦♥.'♦❧ ▲❡..❡'+✱ ✺✾✭✶✵✮✿✺✽✼ ✕ ✺✾✺✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✺✸❪ X✳ ▲✐♥✱ ❨✳ ▼✳ ❏✐❛✱ ❏✳ X✳ ❉✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ❨✳ ❨✉❛♥✳ ❉✐345✐❜✉4❡❞ ❝♦♥3❡♥3✉3 ❝♦♥45♦❧ ❢♦5

3❡❝♦♥❞✲♦5❞❡5 ❛❣❡♥43 ✇✐4❤ ✜①❡❞ 4♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ 4✐♠❡✲❞❡❧❛②✳ ■♥ 26th ❈❤✐♥❡+❡ ❈♦♥.'♦❧

❈♦♥❢❡'❡♥❝❡✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✺✹❪ ❩✳ ▲✐♥✱ ▼✳ ❇5♦✉❝❦❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❋5❛♥❝✐3✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♥45♦❧ 345❛4❡❣✐❡3 ❢♦5 ❣5♦✉♣3 ♦❢ ♠♦❜✐❧❡

❛✉4♦♥♦♠♦✉3 ❛❣❡♥43✳ ■❊❊❊ ❚'❛♥+❛❝.✐♦♥+ ♦♥ ❆✉.♦♠❛.✐❝ ❈♦♥.'♦❧✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✺✺❪ ❩✳ ▲✐♥✱ ❇✳ ❋5❛♥❝✐3✱ ❛♥❞ ▼✳ ▼❛❣❣✐♦5❡✳ ◆❡❝❡33❛5② ❛♥❞ 3✉✣❝✐❡♥4 ❣5❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐✲

4✐♦♥3 ❢♦5 ❢♦5♠❛4✐♦♥ ❝♦♥45♦❧ ♦❢ ✉♥✐❝②❝❧❡3✳ ■❊❊❊ ❚'❛♥+❛❝.✐♦♥+ ♦♥ ❆✉.♦♠❛.✐❝ ❈♦♥.'♦❧✱

✺✵✿✶✷✶✕✶✷✼✱ ✷✵✵✺✳

✷✷✵



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶✺✻❪ ❑✳ ▲✐✉✱ ❱✳ ❙✉♣❧✐♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❋4✐❞♠❛♥✳ ❙6❛❜✐❧✐6② ♦❢ ❧✐♥❡❛4 <②<6❡♠< ✇✐6❤ ❣❡♥❡4❛❧ <❛✇✲

6♦♦6❤ ❞❡❧❛②✳ ■▼❆ ❏✳ ♦❢ ▼❛(❤✳ ❈♦♥(,♦❧ ❛♥❞ ■♥❢♦,♠❛(✐♦♥✱ ✷✼✭✹✮✿✹✶✾✕✹✸✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✺✼❪ ❙✳ ▲✐✉✱ ▲✳ ❳✐❡✱ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣✳ ❉✐<64✐❜✉6❡❞ ❝♦♥<❡♥<✉< ❢♦4 ♠✉❧6✐✲❛❣❡♥6 <②<6❡♠< ✇✐6❤

❞❡❧❛②< ❛♥❞ ♥♦✐<❡< ✐♥ 64❛♥<♠✐<<✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧<✳ ❆✉(♦♠❛(✐❝❛✱ ✹✼✭✺✮✿✾✷✵ ✕ ✾✸✹✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✺✽❪ ❱✳ ❏✳ ▲✉♠❡❧<❦② ❛♥❞ ❑✳ ❘✳ ❍❛4✐♥❛4❛②❛♥✳ ❉❡❝❡♥64❛❧✐③❡❞ ♠♦6✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦4 ♠✉❧6✐♣❧❡

♠♦❜✐❧❡ 4♦❜♦6<✿ 6❤❡ ❝♦❝❦6❛✐❧ ♣❛46② ♠♦❞❡❧✳ ❆✉(♦♥♦♠♦✉3 ❘♦❜♦(3✱ ✹✭✶✮✿✶✷✶✕✶✸✺✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✺✾❪ ❏✳✲▼✳ ▲✉♥❛✱ ❘✳ ❋✐❡44♦✱ ❈✳ ❆❜❞❛❧❧❛❤✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲♦♦❞✳ ❆♥ ❛❞❛♣6✐✈❡ ❝♦✈❡4❛❣❡ ❝♦♥64♦❧ ❛❧✲

❣♦4✐6❤♠ ❢♦4 ❞❡♣❧♦②♠❡♥6 ♦❢ ♥♦♥❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♠♦❜✐❧❡ <❡♥<♦4<✳ ■♥ 49th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡

♦♥ ❉❡❝✐3✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥(,♦❧✱ ❆(❧❛♥(❛✱ ●❆✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡< ✶✷✺✵✕✶✷✺✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✻✵❪ ❏✳ ▲②❣❡4♦<✱ ❑✳ ❏♦❤❛♥<<♦♥✱ ❙✳ ❙✐♠✐❝✱ ❏✳ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙❛<64②✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ♣4♦♣❡46✐❡<

♦❢ ❤②❜4✐❞ ❛✉6♦♠❛6❛✳ ■❊❊❊ ❚,❛♥3❛❝(✐♦♥3 ♦♥ ❆✉(♦♠❛(✐❝ ❈♦♥(,♦❧✱ ✹✽✭✶✮✿✷ ✕ ✶✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✻✶❪ ❏✳ ❆✳ ▼❛4<❤❛❧❧✱ ▼✳ ❊✳ ❇4♦✉❝❦❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆✳ ❋4❛♥❝✐<✳ ❋♦4♠❛6✐♦♥< ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡< ✐♥ ❝②❝❧✐❝

♣✉4<✉✐6✳ ■❊❊❊ ❚,❛♥3❛❝(✐♦♥3 ♦♥ ❆✉(♦♠❛(✐❝ ❈♦♥(,♦❧✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✻✷❪ ❙✳ ▼❛46✐♥✱ ❆✳ ❋❛③❡❧✐✱ ❆✳ ❏❛❞❜❛❜❛✐❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ●✐4❛4❞✳ ▼✉❧6✐✲❛❣❡♥6 ✢♦❝❦✐♥❣ ✇✐6❤

4❛♥❞♦♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛6✐♦♥ 4❛❞✐✉<✳ ■♥ ❆♠❡,✐❝❛♥ ❈♦♥(,♦❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✻✸❪ ❙✳ ▼❛46✐♥ ❛♥❞ ❆✳ ●✐4❛4❞✳ ❙✉✣❝✐❡♥6 ❝♦♥❞✐6✐♦♥< ❢♦4 ✢♦❝❦✐♥❣ ✈✐❛ ❣4❛♣❤ 4♦❜✉<6♥❡<<

❛♥❛❧②<✐<✳ ■♥ 49th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐3✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥(,♦❧✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✻✹❪ ❙✳ ▼❛46_♥❡③ ❛♥❞ ❋✳ ❇✉❧❧♦✳ ❖♣6✐♠❛❧ <❡♥<♦4 ♣❧❛❝❡♠❡♥6 ❛♥❞ ♠♦6✐♦♥ ❝♦♦4❞✐♥❛6✐♦♥ ❢♦4

6❛4❣❡6 64❛❝❦✐♥❣✳ ❆✉(♦♠❛(✐❝❛✱ ✹✷✿✻✻✶✕✻✻✽✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✻✺❪ ❙✳ ▼❛46_♥❡③✱ ❏✳ ❈♦46a<✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇✉❧❧♦✳ ▼♦6✐♦♥ ❝♦♦4❞✐♥❛6✐♦♥ ✇✐6❤ ❞✐<64✐❜✉6❡❞ ✐♥❢♦4✲

♠❛6✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❈♦♥(,♦❧ ❙②3(❡♠3 ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✷✼✿✼✺✕✽✽✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✻✻❪ ❙✳ ▼❛<6❡❧❧♦♥❡✱ ❉✳ ▼✳ ❙6✐♣❛♥♦✈✐➣✱ ❈✳ ❘✳ ●4❛✉♥❦❡✱ ❑✳ ❆✳ ■♥6❧❡❦♦❢❡4✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳

❙♣♦♥❣✳ ❋♦4♠❛6✐♦♥ ❝♦♥64♦❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐<✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❢♦4 ♠✉❧6✐✲❛❣❡♥6 ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝
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✷✼✿✶✵✼✕✶✷✻✱ ✷✵✵✽✳
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✼✿✻✸✵✕ ✻✹✹✱ ✷✵✶✵✳
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♠❛6✐♦♥ ❝♦♥64♦❧✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥(❡,♥❛(✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦(✐❝3 ❛♥❞ ❆✉(♦♠❛(✐♦♥✱

❲❛3❤✐♥❣(♦♥ ❉✳❈✳✱ ❯❙❆✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡< ✷✻✵✻✕✷✻✶✶✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✼✶❪ ❇✳ ❏✳ ▼♦♦4❡ ❛♥❞ ❈✳ ❈❛♥✉❞❛<✲❞❡✲❲✐6✳ ❋♦4♠❛6✐♦♥ ❝♦♥64♦❧ ✈✐❛ ❞✐<64✐❜✉6❡❞ ♦♣6✐♠✐③❛✲

6✐♦♥ ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥6 ❡44♦4✳ ■♥ 48th ■❊❊❊ ❉❡❝✐3✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥(,♦❧ ❤❡❧❞ ❥♦✐♥(❧② ✇✐(❤ (❤❡
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❬✶✼✸❪ ▲✳ ▼♦*❡❛✉✳ ❙5❛❜✐❧✐5② ♦❢ ❝♦♥5✐♥✉♦✉1✲5✐♠❡ ❞✐15*✐❜✉5❡❞ ❝♦♥1❡♥1✉1 ❛❧❣♦*✐5❤♠1✳ ■♥ 43rd

■❊❊❊ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐)✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥+!♦❧✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✼✹❪ ▲✳ ▼♦*❡❛✉✳ ❙5❛❜✐❧✐5② ♦❢ ♠✉❧5✐✲❛❣❡♥5 1②15❡♠1 ✇✐5❤ 5✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥5 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛5✐♦♥
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❬✶✼✾❪ ❯✳ ▼W♥③✱ ❆✳ T❛♣❛❝❤*✐15♦❞♦✉❧♦✉✱ ❛♥❞ ❋✳ ❆❧❧❣[✇❡*✳ ❉❡❧❛② *♦❜✉15♥❡11 ✐♥ ❝♦♥1❡♥1✉1

♣*♦❜❧❡♠1✳ ❆✉+♦♠❛+✐❝❛✱ ✹✻✭✽✮✿✶✷✺✷ ✕ ✶✷✻✺✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✽✵❪ ❘✳ ▼✳ ▼✉**❛②✱ ❏✳ ❋❛①✱ ❘✳ ❖❧❢❛5✐✲❙❛❜❡*✱ ❛♥❞ ❉✳ ❙♣❛♥♦1✳ ❈♦♥1❡♥1✉1 ❛♥❞ ❝♦♦♣❡*❛5✐♦♥

✐♥ ♠✉❧5✐✲❛❣❡♥5 ♥❡5✇♦*❦❡❞ 1②15❡♠1✳  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ ■❊❊❊✱ ♣❛❣❡1 ✷✶✺ ✕✷✸✸✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✽✶❪ ❙✳ ▼✉5❤✉❦*✐1❤♥❛♥✱ ❇✳ ●❤♦1❤✱ ❛♥❞ ▼✳ ❍✳ ❙❝❤✉❧5③✳ ❋✐*15 ❛♥❞ 1❡❝♦♥❞✲♦*❞❡* ❞✐✛✉✲

1✐✈❡ ♠❡5❤♦❞1 ❢♦* *❛♣✐❞✱ ❝♦❛*1❡✱ ❞✐15*✐❜✉5❡❞ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳ ❚❤❡♦!② ♦❢ ❈♦♠♣✉+✐♥❣

❙②)+❡♠)✱ ✸✶✭✹✮✿✸✸✶✕✸✺✹✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✽✷❪ T✳ ◆❛❣❤1❤5❛❜*✐③✐✱ ❏✳ ❍❡1♣❛♥❤❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ❚❡❡❧✳ ❊①♣♦♥❡♥5✐❛❧ 15❛❜✐❧✐5② ♦❢ ✐♠♣✉❧1✐✈❡

1②15❡♠1 ✇✐5❤ ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ 5♦ ✉♥❝❡*5❛✐♥ 1❛♠♣❧❡❞✲❞❛5❛ 1②15❡♠1✳ ❙②)+❡♠) ✫ ❈♦♥+!♦❧

▲❡++❡!)✱ ✺✼✭✺✮✿✸✼✽✕✸✽✺✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✽✸❪ ❙✳ ◆❛✐* ❛♥❞ ◆✳ ❊✳ ▲❡♦♥❛*❞✳ ❙5❛❜❧❡ 1②♥❝❤*♦♥✐③❛5✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 1②15❡♠ ♥❡5✇♦*❦1✳

❙■❆▼ ❏♦✉!♥❛❧ ♦♥ ❈♦♥+!♦❧ ❛♥❞ ❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥✱ ✹✼✭✷✮✿✷✸✹ ✕ ✷✻✺✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✽✹❪ ❆✳ ◆❡❞✐❝ ❛♥❞ ❆✳ ❖③❞❛❣❧❛*✳ ❈♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ *❛5❡ ❢♦* ❝♦♥1❡♥1✉1 ✇✐5❤ ❞❡❧❛②1✳ ❏♦✉!♥❛❧

♦❢ ●❧♦❜❛❧ ❖♣+✐♠✐③❛+✐♦♥✱ ✹✼✿✹✸✼✕✹✺✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✽✺❪ T✳ ❖✬❉♦♥♥❡❧❧ ❛♥❞ ❚✳ ▲♦③❛♥♦✲T❡*✐③✳ ❉❡❛❞❧♦❝❦✲❢*❡❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐1✐♦♥✲❢*❡❡ ❝♦♦*❞✐♥❛5✐♦♥

♦❢ 5✇♦ *♦❜♦5 ♠❛♥✐♣✉❧❛5♦*1✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦+✐❝) ❛♥❞

❆✉+♦♠❛+✐♦♥✱ ♣❛❣❡1 ✹✽✹ ✕✹✽✾ ✈♦❧✳✶✱ ♠❛② ✶✾✽✾✳

❬✶✽✻❪ T✳ g❣*❡♥✱ ❊✳ ❋✐♦*❡❧❧✐✱ ❛♥❞ ◆✳ ❊✳ ▲❡♦♥❛*❞✳ ❈♦♦♣❡*❛5✐✈❡ ❝♦♥5*♦❧ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ 1❡♥1♦*

♥❡5✇♦*❦1✿ ❆❞❛♣5✐✈❡ ❣*❛❞✐❡♥5 ❝❧✐♠❜✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐15*✐❜✉5❡❞ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥5✳ ■❊❊❊ ❚!❛♥)✲

❛❝+✐♦♥) ♦♥ ❆✉+♦♠❛+✐❝ ❈♦♥+!♦❧✱ ✹✾✿✶✷✾✷✕✶✸✵✷✱ ✷✵✵✹✳

✷✷✷



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✶✽✼❪ ❨✳ ❖✐)❤✐ ❛♥❞ ❍✳ ❋✉❥✐♦❦❛✳ ❙5❛❜✐❧✐5② ❛♥❞ )5❛❜✐❧✐③❛5✐♦♥ ♦❢ ❛♣❡=✐♦❞✐❝ )❛♠♣❧❡❞✲❞❛5❛

❝♦♥5=♦❧ )②)5❡♠)✿ ❆♥ ❛♣♣=♦❛❝❤ ✉)✐♥❣ =♦❜✉)5 ❧✐♥❡❛= ♠❛5=✐① ✐♥❡E✉❛❧✐5✐❡)✳ ■♥ ❏♦✐♥$ 48th

■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐-✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥$*♦❧ ❛♥❞ 28th ❈❤✐♥❡-❡ ❈♦♥$*♦❧ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡✱

♣❛❣❡) ✽✶✹✷ ✕ ✽✶✹✼✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✽✽❪ ❆✳ ❖❦✉❜♦✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❛)♣❡❝5) ♦❢ ❛♥✐♠❛❧ ❣=♦✉♣✐♥❣✿ ❙✇❛=♠)✱ )❝❤♦♦❧)✱ ✢♦❝❦)✱ ❛♥❞

❤❡=❞)✳ ❆❞✈❛♥❝❡- ✐♥ ❇✐♦♣❤②-✐❝-✱ ✷✷✭✵✮✿✶ ✕ ✾✹✱ ✶✾✽✻✳

❬✶✽✾❪ ❘✳ ❖❧❢❛5✐✲❙❛❜❡=✳ ❯❧5=❛❢❛)5 ❝♦♥)❡♥)✉) ✐♥ )♠❛❧❧✲✇♦=❧❞ ♥❡5✇♦=❦)✳ ■♥ ❆♠❡*✐❝❛♥ ❈♦♥$*♦❧

❈♦♥❢❡*❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡) ✷✸✼✶ ✕ ✷✸✼✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✾✵❪ ❘✳ ❖❧❢❛5✐✲❙❛❜❡=✳ ❉✐)5=✐❜✉5❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧5❡=✐♥❣ ❛♥❞ )❡♥)♦= ❢✉)✐♦♥ ✐♥ )❡♥)♦= ♥❡5✇♦=❦)✳

■♥ ◆❡$✇♦*❦❡❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ -❡♥-✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥$*♦❧✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✸✶ ♦❢ ▲❡❝$✉*❡ ◆♦$❡- ✐♥ ❈♦♥$*♦❧

❛♥❞ ■♥❢♦*♠✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡) ✶✺✼✕✶✻✼✳ ❙♣=✐♥❣❡=✱ ❇❡=❧✐♥✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✾✶❪ ❘✳ ❖❧❢❛5✐✲❙❛❜❡=✳ ❋❧♦❝❦✐♥❣ ❢♦= ♠✉❧5✐✲❛❣❡♥5 ❞②♥❛♠✐❝ )②)5❡♠)✿ ❆❧❣♦=✐5❤♠) ❛♥❞ 5❤❡♦=②✳

■❊❊❊ ❚*❛♥-❛❝$✐♦♥- ♦♥ ❆✉$♦♠❛$✐❝ ❈♦♥$*♦❧✱ ✺✶✿✹✵✶✕✹✷✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✾✷❪ ❘✳ ❖❧❢❛5✐✲❙❛❜❡=✱ ❏✳ ❋❛①✱ ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼✉==❛②✳ ❈♦♥)❡♥)✉) ❛♥❞ ❝♦♦♣❡=❛5✐♦♥ ✐♥ ♥❡5✲

✇♦=❦❡❞ ♠✉❧5✐✲❛❣❡♥5 )②)5❡♠)✳ B*♦❝❡❡❞✐♥❣- ♦❢ $❤❡ ■❊❊❊✱ ✾✺✭✶✮✿✷✶✺ ✕✷✸✸✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✾✸❪ ❘✳ ❖❧❢❛5✐✲❙❛❜❡= ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼✉==❛②✳ ●=❛♣❤ =✐❣✐❞✐5② ❛♥❞ ❞✐)5=✐❜✉5❡❞ ❢♦=♠❛5✐♦♥ )5❛❜✐✲

❧✐③❛5✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧5✐✲✈❡❤✐❝❧❡ )②)5❡♠)✳ ■♥ 41st ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐-✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥$*♦❧✱

▲❛- ❱❡❣❛-✱ ◆❡✈❛❞❛✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✾✹❪ ❘✳ ❖❧❢❛5✐✲❙❛❜❡= ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼✉==❛②✳ ❈♦♥)❡♥)✉) ♣=♦❜❧❡♠) ✐♥ ♥❡5✇♦=❦) ♦❢ ❛❣❡♥5) ✇❤✐5❤

)✇✐5❝❤✐♥❣ 5♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ 5✐♠❡✲❞❡❧❛②)✳ ■❊❊❊ ❚*❛♥-❛❝$✐♦♥- ♦♥ ❆✉$♦♠❛$✐❝ ❈♦♥$*♦❧✱

✹✾✭✾✮✿✶✺✷✵✕✶✺✸✸✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✾✺❪ ❘✳ ❖❧❢❛5✐✲❙❛❜❡= ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❙❤❛♠♠❛✳ ❈♦♥)❡♥)✉) ✜❧5❡=) ❢♦= )❡♥)♦= ♥❡5✇♦=❦) ❛♥❞

❞✐)5=✐❜✉5❡❞ )❡♥)♦= ❢✉)✐♦♥✳ ■♥ 44th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐-✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥$*♦❧✱ ❛♥❞

$❤❡ ❊✉*♦♣❡❛♥ ❈♦♥$*♦❧ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ✷✵✵✺✱ ❙❡✈✐❧❧❡✱ ❙♣❛✐♥✱ ♣❛❣❡) ✻✻✾✽✕✻✼✵✸✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✾✻❪ ❏✳ ❖♣❞❡=❜❡❝❦❡✱ ▼✳ ❉=♦❣♦✉✱ ❛♥❞ ▼✳ ❊✳ ❇♦✉❤✐❡=✳ ❉✽✳✶ ❞❡)❝=✐♣5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ )❝✐❡♥5✐✜❝

♠✐))✐♦♥ )❝❡♥❛=✐♦✭)✮ 5♦ ❜❡ ✐♥✈❡)5✐❣❛5❡❞ ❢♦= 5❤❡ ♠❛=✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ =❡♣♦=5✱

■❢=❡♠❡=✱ ❋❡❡❞◆❡5❇❛❝❦ ♣=♦❥❡❝5✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✾✼❪ ❘✳ ❖✉♥❣✱ ❆✳ ❘❛♠❡③❛♥✐✱ ❛♥❞ ❘✳ ❉✬❆♥❞=❡❛✳ ❋❡❛)✐❜✐❧✐5② ♦❢ ❛ ❞✐)5=✐❜✉5❡❞ ✢✐❣❤5 ❛==❛②✳

■♥ 48th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐-✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥$*♦❧ ❤❡❧❞ ❥♦✐♥$❧② ✇✐$❤ $❤❡ 28th ❈❤✐♥❡-❡

❈♦♥$*♦❧ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡✱ ❙❤❛♥❣❤❛✐✱ ❈❤✐♥❛✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✾✽❪ ❉✳ ❆✳ c❛❧❡②✱ ◆✳ ❊✳ ▲❡♦♥❛=❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤=❡✳ ❈♦❧❧❡❝5✐✈❡ ♠♦5✐♦♥✿ ❇✐)5❛❜✐❧✐5②

❛♥❞ 5=❛❥❡❝5♦=② 5=❛❝❦✐♥❣✳ ■♥ 43th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ❉❡❝✐-✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥$*♦❧✱ B❛*❛❞✐-❡

■-❧❛♥❞✱ ❇❛❤❛♠❛-✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✾✾❪ ❉✳ ❆✳ c❛❧❡②✱ ◆✳ ❊✳ ▲❡♦♥❛=❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤=❡✳ ❖)❝✐❧❧❛5♦= ♠♦❞❡❧) ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝5✐✈❡
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:✐♦♥? :♦ ♠♦:✐♦♥ ❛2♦✉♥❞ ❝♦♥✈❡① ❧♦♦♣?✳ ❙②"#❡♠" ✫ ❈♦♥#*♦❧ ▲❡##❡*"✱ ✺✼✭✸✮✿✷✵✾✕✷✶✺✱
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❛❣❡♥: ❝♦♥?❡♥?✉? ❛♥❞ ♦?❝✐❧❧❛:♦2 ?②♥❝❤2♦♥✐③❛:✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚*❛♥"❛❝#✐♦♥" ♦♥ ❆✉#♦♠❛#✐❝
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#✐"❡✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛:✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥:2♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡2✐♥❣✳ ❏♦❤♥ ✇✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥?✱ ✶✾✾✹✳
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❛♥❞ ❈♦♥#*♦❧✱ @❛*❛❞✐"❡ ■"❧❛♥❞"✱ ❚❤❡ ❇❛❤❛♠❛"✱ ♣❛❣❡? ✷✹✺✸✕✷✹✺✾✱ ✷✵✵✹✳
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♥❡❝:❡❞ ?②?:❡♠?✳ ■❊❊❊ ❚*❛♥"❛❝#✐♦♥" ♦♥ ❆✉#♦♠❛#✐❝ ❈♦♥#*♦❧✱ ✹✽✭✾✮✿✶✹✼✽ ✕ ✶✹✾✺✱
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❬✷✶✼❪ ❲✳ ❘❡♥✳ ❖♥ ❝♦♥8❡♥8✉8 ❛❧❣♦;✐6❤♠8 ❢♦; ❞♦✉❜❧❡✲✐♥6❡❣;❛6♦; ❞②♥❛♠✐❝8✳ ■❊❊❊ ❚4❛♥&✲

❛❝#✐♦♥& ♦♥ ❆✉#♦♠❛#✐❝ ❈♦♥#4♦❧✱ ✺✸✭✻✮✿✶✺✵✸✕✶✺✵✾✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✶✽❪ ❲✳ ❘❡♥ ❛♥❞ ❊✳ ❆6❦✐♥8✳ ❉✐86;✐❜✉6❡❞ ♠✉❧6✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♦;❞✐♥❛6❡❞ ❝♦♥6;♦❧ ✈✐❛ ❧♦❝❛❧

✐♥❢♦;♠❛6✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ■♥#❡4♥❛#✐♦♥❛❧ ❏♦✉4♥❛❧ ♦❢ ❘♦❜✉&# ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛4 ❈♦♥#4♦❧✱
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❬✷✶✾❪ ❲✳ ❘❡♥ ❛♥❞ ❘✳ ❲✳ ❇❡❛;❞✳ ❈♦♥8❡♥8✉8 8❡❡❦✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧6✐✲❛❣❡♥68 8②86❡♠8 ✉♥❞❡; ❞②♥❛♠✲

✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥6❡;❛❝6✐♦♥ 6♦♣♦❧♦❣✐❡8✳ ■❊❊❊ ❚4❛♥&❛❝#✐♦♥& ♦♥ ❆✉#♦♠❛#✐❝ ❈♦♥#4♦❧✱
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❬✷✷✵❪ ❲✳ ❘❡♥ ❛♥❞ ❘✳ ❲✳ ❇❡❛;❞✳ ❉✐&#4✐❜✉#❡❞ ❈♦♥&❡♥&✉& ✐♥ ▼✉❧#✐✲✈❡❤✐❝❧❡ ❈♦♦♣❡4❛#✐✈❡
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❬✷✹✶❪ ▲✳ ❙❝❛)❞♦✈✐✱ ❆✳ ❙❛)❧❡99❡✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤)❡✳ ❙②♥❝❤)♦♥✐③❛9✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦♥ 9❤❡

♥✲9♦)✉.✳ ❙②3+❡♠3 ✫ ❈♦♥+#♦❧ ▲❡++❡#3✱ ✺✻✭✺✮✿✸✸✺ ✕ ✸✹✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✹✷❪ ▲✳ ❙❝❛)❞♦✈✐ ❛♥❞ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤)❡✳ ❙②♥❝❤)♦♥✐③❛9✐♦♥ ✐♥ ♥❡9✇♦)❦. ♦❢ ✐❞❡♥9✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛)

.②.9❡♠.✳ ❆✉+♦♠❛+✐❝❛✱ ✹✹✭✶✶✮✿✷✺✺✼✕✷✺✻✷✱ ✷✵✵✾✳

✷✷✻
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❬✷✹✸❪ ▼✳ ❙❝❤✇❛❣❡.✱ ❏✳ ▼❝▲✉.❦✐♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘✉9✳ ❉✐9:.✐❜✉:❡❞ ❝♦✈❡.❛❣❡ ❝♦♥:.♦❧ ✇✐:❤ 9❡♥9♦.②

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦. ♥❡:✇♦.❦❡❞ .♦❜♦:9✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ ❘♦❜♦-✐❝)✿ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙②)-❡♠)✱

B❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ B❆✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✹✹❪ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤.❡✳ ❈♦♥9❡♥9✉9 ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛. 9♣❛❝❡9✳ ■♥ 8th ■❋❆❈ ❙②♠♣♦)✐✉♠ ♦♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛!

❈♦♥-!♦❧ ❙②)-❡♠)✱ ❇♦❧♦❣♥❛✱ ■-❛❧②✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✹✺❪ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤.❡✳ ❈♦♥9❡♥9✉9 ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛. 9♣❛❝❡9✳ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇) ✐♥ ❈♦♥-!♦❧✱ ✸✺✿✺✻✕✻✹✱

✷✵✶✶✳

❬✷✹✻❪ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤.❡✱ ❉✳ ❆✳ B❛❧❡②✱ ❛♥❞ ◆✳ ❊✳ ▲❡♦♥❛.❞✳ ●.♦✉♣ ❝♦♦.❞✐♥❛:✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡.❛:✐✈❡

❝♦♥:.♦❧ ♦❢ 9:❡❡.❡❞ ♣❛.:✐❝❧❡9 ✐♥ :❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ▲❡❝-✉!❡ ◆♦-❡) ✐♥ ❝♦♥-!♦❧ ❛♥❞ ■♥❢♦!♠❛-✐♦♥

❙❝✐❡♥❝❡)✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✹✼❪ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤.❡✱ ❉✳ ❆✳ B❛❧❡②✱ ❛♥❞ ◆✳ ❊✳ ▲❡♦♥❛.❞✳ ❙:❛❜✐❧✐③❛:✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛. ❝♦❧❧❡❝:✐✈❡

♠♦:✐♦♥✿ ❆❧❧✲:♦✲❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛:✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚!❛♥)❛❝-✐♦♥) ♦♥ ❆✉-♦♠❛-✐❝ ❈♦♥-!♦❧✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✹✽❪ ❘✳ ❙❡♣✉❧❝❤.❡✱ ❉✳ ❆✳ B❛❧❡②✱ ❛♥❞ ◆✳ ❊✳ ▲❡♦♥❛.❞✳ ❙:❛❜✐❧✐③❛:✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❛. ❝♦❧❧❡❝:✐✈❡

♠♦:✐♦♥ ✇✐:❤ ❧✐♠✐:❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛:✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚!❛♥)❛❝-✐♦♥) ♦♥ ❆✉-♦♠❛-✐❝ ❈♦♥-!♦❧✱

✺✸✿✼✵✻✕✼✶✾✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✹✾❪ ❆✳ ❙❡✉.❡:✳ ❙:❛❜✐❧✐:② ❛♥❛❧②9✐9 ❢♦. 9❛♠♣❧❡❞✲❞❛:❛ 9②9:❡♠9 ✇✐:❤ ❛ :✐♠❡✲✈❛.②✐♥❣ ♣❡.✐♦❞✳

■♥ ❏♦✐♥- 48th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐)✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥-!♦❧ ❛♥❞ 28th ❈❤✐♥❡)❡ ❈♦♥-!♦❧

❈♦♥❢❡!❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡9 ✽✶✸✵ ✕ ✽✶✸✺✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✺✵❪ ❆✳ ❙❡✉.❡:✳ ❆ ♥♦✈❡❧ 9:❛❜✐❧✐:② ❛♥❛❧②9✐9 ♦❢ ❧✐♥❡❛. 9②9:❡♠9 ✉♥❞❡. ❛9②♥❝❤.♦♥♦✉9 9❛♠✲

♣❧✐♥❣9✳ ❆✉-♦♠❛-✐❝❛✱ ✹✽✭✶✮✿✶✼✼ ✕ ✶✽✷✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✺✶❪ ❆✳ ❙❡✉.❡:✱ ❉✳ ❱✳ ❉✐♠❛.♦❣♦♥❛9✱ ❛♥❞ ❑✳ ❍✳ ❏♦❤❛♥99♦♥✳ ❈♦♥9❡♥9✉9 ✉♥❞❡. ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛:✐♦♥ ❞❡❧❛②9✳ ■♥ 47th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐)✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥-!♦❧✱ ♣❛❣❡9 ✹✾✷✷✕✹✾✷✼✱

✷✵✵✽✳

❬✷✺✷❪ ❆✳ ❙❡✉.❡:✱ ❈✳ ❊❞✇❛.❞9✱ ❙✳ ❑✳ ❙♣✉.❣❡♦♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❋.✐❞♠❛♥✳ ❙:❛:✐❝ ♦✉:♣✉: ❢❡❡❞❜❛❝❦

9❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥:.♦❧ ❞❡9✐❣♥ ✈✐❛ ❛♥ ❛.:✐✜❝✐❛❧ 9:❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ■❊❊❊ ❚!❛♥)❛❝-✐♦♥)

♦♥ ❆✉-♦♠❛-✐❝ ❈♦♥-!♦❧✱ ✺✹✭✷✮✿✷✺✻✕✷✻✺✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✺✸❪ ❚✳ ❆✳ ❙❡✈❡.9♦♥ ❛♥❞ ❉✳ ❆✳ B❛❧❡②✳ ❉✐9:.✐❜✉:❡❞ ♦♣:✐♠✐③❛:✐♦♥ ❢♦. .❛❞❛. ♠✐99✐♦♥ ❝♦♦.✲

❞✐♥❛:✐♦♥✳ ■♥ ❆♠❡!✐❝❛♥ ❈♦♥-!♦❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✺✹❪ ❱✳ ❙❤❛.♠❛✱ ▼✳ ❙❛✈❝❤❡♥❦♦✱ ❊✳ ❋.❛③③♦❧✐✱ ❛♥❞ B✳ ❱♦✉❧❣❛.✐9✳ ❚✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐:② ♦❢

9❡♥9♦.✲❜❛9❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ .♦✉:✐♥❣✳ ■♥ ❙✳ ❚❤.✉♥✱ ●✳ ❙✉❦❤❛:♠❡✱ ❙✳ ❙❝❤❛❛❧✱ ❛♥❞ ❖✳ ❇.♦❝❦✱

❡❞✐:♦.9✱ ❘♦❜♦-✐❝) ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❙②)-❡♠)✱ ♣❛❣❡9 ✷✾✼✕✸✵✹✳ ✷✵✵✺✳

❬✷✺✺❪ ❆✳ ❙✐♠♦♥❡::♦✱ ❚✳ ❑❡✈✐❝③❦②✱ ❛♥❞ ❘✳ ❇❛❜✉9❦❛✳ ❖♥ ❞✐9:.✐❜✉:❡❞ ♠❛①✐♠✐③❛:✐♦♥ ♦❢

❛❧❣❡❜.❛✐❝ ❝♦♥♥❡❝:✐✈✐:② ✐♥ .♦❜♦:✐❝ ♥❡:✇♦.❦9✳ ■♥ ❆♠❡!✐❝❛♥ ❈♦♥-!♦❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✺✻❪ ❆✳ ❙✐♥❤❛ ❛♥❞ ❉✳ ●❤♦9❡✳ ●❡♥❡.❛❧✐③❛:✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛. ❝②❝❧✐❝ ♣✉.9✉✐: ✇✐:❤ ❛♣♣❧✐❝❛:✐♦♥

:♦ .❡♥❞❡③✈♦✉9 ♦❢ ♠✉❧:✐♣❧❡ ❛✉:♦♥♦♠♦✉9 ❛❣❡♥:9✳ ■❊❊❊ ❚!❛♥)❛❝-✐♦♥) ♦♥ ❆✉-♦♠❛-✐❝

❈♦♥-!♦❧✱ ✺✶✭✶✶✮✿✶✽✶✾ ✕✶✽✷✹✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✺✼❪ ❘✳ ❙✐♣❛❤✐✱ ❋✳ ❆:❛②✱ ❛♥❞ ❙✳✲■✳ ◆✐❝✉❧❡9❝✉✳ ❙:❛❜✐❧✐:② ♦❢ :.❛✣❝ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦. ✇✐:❤

❞✐9:.✐❜✉:❡❞ ❞❡❧❛②9 ♠♦❞❡❧✐♥❣ :❤❡ ♠❡♠♦.② ❡✛❡❝:9 ♦❢ :❤❡ ❞.✐✈❡.9✳ ❙■❆▼ ❏♦✉!♥❛❧ ♦♥

❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛-❤❡♠❛-✐❝)✱ ✻✽✭✸✮✿✼✸✽✕✼✺✾✱ ✷✵✵✼✳

✷✷✼
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❬✷✺✽❪ ❏✳✲❏✳ ❙❧♦+✐♥❡ ❛♥❞ ❲✳ ❲❛♥❣✳ ❆ 4+✉❞② ♦❢ 4②♥❝❤:♦♥✐③❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❣:♦✉♣ ❝♦♦♣❡:❛+✐♦♥ ✉4✐♥❣

♣❛:+✐❛❧ ❝♦♥+:❛❝+✐♦♥ +❤❡♦:②✳ ■♥ ❈♦♦♣❡$❛&✐✈❡ ❈♦♥&$♦❧✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✵✾ ♦❢ ▲❡❝&✉$❡ ◆♦&❡/ ✐♥

❈♦♥&$♦❧ ❛♥❞ ■♥❢♦$♠❛&✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡/✱ ♣❛❣❡4 ✹✹✸✕✹✹✻✳ ❙♣:✐♥❣❡: ❇❡:❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡:❣✱

✷✵✵✺✳

❬✷✺✾❪ ❙✳ ▲✳ ❙♠✐+❤✱ ▼✳ ❇:♦✉❝❦❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❋:❛♥❝✐4✳ ❈✉:✈❡ 4❤♦:+❡♥✐♥❣ ❛♥❞ +❤❡ :❡♥❞❡③✈♦✉4

♣:♦❜❧❡♠ ❢♦: ♠♦❜✐❧❡ ❛✉+♦♥♦♠♦✉4 :♦❜♦+4✳ ■❊❊❊ ❚$❛♥/❛❝&✐♦♥/ ♦♥ ❆✉&♦♠❛&✐❝ ❈♦♥&$♦❧✱

✺✷✭✻✮✿✶✶✺✹ ✕✶✶✺✾✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✻✵❪ ❙✳ ▲✳ ❙♠✐+❤ ❛♥❞ ❋✳ ❇✉❧❧♦✳ ❚❛:❣❡+ ❛44✐❣♥♠❡♥+ ❢♦: :♦❜♦+✐❝ ♥❡+✇♦:❦4✿ ❆4②♠♣+♦+✐❝

♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡: ❧✐♠✐+❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥✳ ■♥ ❆♠❡$✐❝❛♥ ❈♦♥&$♦❧ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡✱ ◆❡✇

❨♦:❦✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✻✶❪ ❉✳ ❙♣❛♥♦4✱ ❘✳ ❖❧❢❛+✐✲❙❛❜❡:✱ ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼✉::❛②✳ ❆♣♣:♦①✐♠❛+❡ ❞✐4+:✐❜✉+❡❞ ❦❛❧♠❛♥

✜❧+❡:✐♥❣ ✐♥ 4❡♥4♦: ♥❡+✇♦:❦4 ✇✐+❤ ^✉❛♥+✐✜❛❜❧❡ ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡✳ ■♥ 4th ■♥&❡$♥❛&✐♦♥❛❧

❙②♠♣♦/✐✉♠ ♦♥ ■♥❢♦$♠❛&✐♦♥ 9$♦❝❡//✐♥❣ ✐♥ ❙❡♥/♦$ ◆❡&✇♦$❦/✱ ■9❙◆✵✺ ✱ ♣❛❣❡4 ✶✸✸✕

✶✸✾✱ ✷✵✵✺✳
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✷✵✵✵✳

❬✷✻✽❪ ❙✳ ❍✳ ❙+:♦❣❛+③✳ ❙❨◆❈✿ &❤❡ ❡♠❡$❣✐♥❣ /❝✐❡♥❝❡ ♦❢ /♣♦♥&❛♥❡♦✉/ ♦$❞❡$✳ ❚❤❡✐❛✱ ✷✵✵✸✳

❬✷✻✾❪ ❍✳ ❙✉✱ ❳✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ●✳ ❈❤❡♥✳ ❘❡♥❞❡③✈♦✉4 ♦❢ ♠✉❧+✐♣❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥+4 ✇✐+❤ ♣:❡4❡:✈❡❞
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