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THÈSE présentée par

Imad MATRAJI

pour obtenir le

Grade de Docteur de

l’Université de Technologie de Belfort-Montbéliard
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1. Imad Matraji, Salah Laghrouche, Samir Jemei, and Maxime Wack. Load Governor

for PEM Fuel Cell Oxygen Starvation and Compressor Protection : a Constrained

Extremum Seeking Approach. In 5th International Conference on Fundamentals and

Development of Fuel Cells, 2013.

2. Imad Matraji, Jianxing Liu, Salah Laghrouche, and Maxime Wack. Adaptive second

order sliding mode control of PEM fuel cell air feed system. In 51st IEEE Annual

Conference on Decision and Control (CDC), pp 4133 - 4138, 2012.

3. Mohamed Harmouche, Imad Matraji, Salah Laghrouche, and Mohammed El-Bagdouri.

Homogeneous higher order sliding mode control for PEM fuel cell. In 12th Interna-

tional Workshop on Variable Structure Systems (VSS), pp. 161 - 166, 2012.
i



ii LISTE DE PUBLICATIONS

4. Imad Matraji, Fayez Shakil Ahmed, Salah Laghrouche, and Maxime Wack. Extre-

mum seeking control for net power output maximization of a PEM fuel cell using

second order sliding mode. In 12th International Workshop on Variable Structure

Systems (VSS), pp. 331 - 336, 2012.

5. Imad Matraji, Salah Laghrouche, and Maxime Wack. Cascade control of the moto-

compressor of a PEM fuel cell via second order sliding mode. In 50th IEEE Confe-

rence on Decision and Control and European Control Conference (CDC-ECC), pp.

633 - 638, 2011.

6. Imad Matraji, Salah Laghrouche, and Maxime Wack. Second order sliding mode

control for PEM fuel cells. In 49th IEEE Conference on Decision and Control (CDC),

pp. 2765 - 2770, 2010.



Remerciement
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m’avoir accueilli dans son équipe de recherche. Je le remercie aussi pour l’intérêt qu’il a
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laboratoire IRTES-SET, Fayez Shakil AHMED, Mohamed HARMOUCHE, Adeel MEH-

MOOD, Adnen El AMRAOUI, Deyun WANG, Athmane KEBAIRI, Jianxing LIU et Za-

karia HAMOUDAN.

Je remercie tous mes amis, Wassef, Alaa, Wassim, Nazih, Bilal, Chameau, Chawki,
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2.2.5 Tension électrique de la PàC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Figure 2.6. Les débits massiques dans la membrane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Introduction générale

Les piles à combustible sont des dispositifs électrochimiques qui convertissent en électri-

cité l’énergie issue d’une réaction chimique entre l’hydrogène et l’oxygène [48]. Le principe

de fonctionnement de la pile à combustible (PàC) a été découvert par le scientifique alle-

mande Christian Friedrich Schönbein en 1838. William Robert Grove a développé par la

suite cette application pour créer la première PàC en 1839 (Fig.0.1). En 1932 Francis T

Bacon a repris ces études pour réaliser la première PàC d’une puissance de 1kW en 1953

puis, 5kW en 1959. La PàC a été utilisée dans plusieurs applications stationnaires pour

les industries ou l’immobilier [36].

Malgré la réussite de la technologie des PàCs pendant les années 80, la recherche sur

les PàCs a été abandonnée dans les applications de transport du fait de leur prix élevé,

leur faible durée de vie, leur volume et leur poids, trop important pour ce type d’applica-

tions [9]. Cependant, les piles à combustible ont continué à évoluer notamment dans les

domaines des électrodes et des catalyseurs. Cette évolution a permis de réduire le prix de

fabrication et d’augmenter le rendement et la fiabilité.

Actuellement, les PàCs sont utilisées sous forme de prototype dans les applications de

transport (voitures, bus, avions, scooters, bateaux et sous-marins Fig.0.2) [71, 87, 117, 105].

C’est dans le domaine des applications de puissance que les avancées les plus marquantes

se font ressentir. L’efficacité énergétique de la PàC est bien meilleure que celle des moteurs

thermiques [67]. De plus, la PàC peut produire de l’électricité en continu et cela la rend

plus efficace qu’une batterie [62]. Les ressources primaires du système sont peu coûteuses,

disponibles et ne produisent pas d’émissions polluantes et de déchets. La réaction chimique

dans la PàC produit de l’eau, de la chaleur, de l’azote. Les émissions des autres gaz à effet
1
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Figure 0.1. Première pile à combustible créée par William Robert Grove [48]

de serre sont négligeables. Ces avantages expliquent les motivations fortes pour le dévelop-

pement et la recherche dans ce domaine. Dans le futur proche, la technologie des piles à

combustible sera considérée comme source d’énergie primaire renouvelable, en particulier

pour les applications de transport.

Malgré l’investissement sur cette technologie, plusieurs problématiques restent ouvertes

et font l’objet de plusieurs axes d’études comme :

1. la création de centrales pour la production d’hydrogène et l’installation d’infrastruc-

tures de distribution.

2. l’amélioration des matériaux de fabrication de la PàC, et surtout de la membrane,

afin de prolonger leur durée de vie.

3. la réduction des coûts du système PàC et de sa maintenance.

4. la commande du système en vue d’améliorer ses performances.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés plus particulièrement au quatrième

axe, qui traite les problématiques de la commande du système à PàC, afin d’améliorer

sa performance et son rendement. Un système à PàC est constitué d’un cœur de pile et

d’auxiliaires (compresseur, humidificateur, réservoir d’hydrogène, refroidisseur, etc.). Plus

précisément, nous ciblons le système d’alimentation d’air, celui-ci est composé d’un com-

presseur motorisé (moto-compresseur). Le compresseur est l’auxiliaire qui consomme le

plus de puissance. Celle-ci peut atteindre 20% de la puissance fournie par la PàC [118].

Pour ces raisons, le contrôle du compresseur est impératif pour optimiser l’énergie et ainsi

augmenter le rendement. Evidemment, comme dans chaque système mécanique, il existe
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Figure 0.2. Applications récentes des PàC

des contraintes physiques, qui peuvent surgir et ainsi endommager le système. Cela nous a

conduits à développer un système de contrôle pour protéger la PàC et ses auxiliaires afin

de prolonger sa durée de vie. La structure de la thèse est divisée en 6 chapitres.

Chapitre 1. Il présente un état de l’art d’un système à pile à combustible dédié aux

applications de transport. Les différents types de pile sont discutés, ainsi que leurs auxi-

liaires. Les problématiques du contrôle sont présentées, comme la gestion de l’eau et de

la température, l’optimisation de l’énergie, et la dégradation du système. Finalement, la

contribution de la thèse est présentée.

Chapitre 2. Il traite la modélisation, du système à pile à combustible et de ses auxi-

liaires. Dans un premier temps une présentation de la modélisation statique de la pile

est proposée. Cela permet de définir la tension électrique fournie par la pile. Ensuite,

nous présentons la modélisation dynamique du système à PàC proposée par [118]. Cette

modélisation décrit les dynamiques du cœur de la pile, du compresseur et du réservoir

d’hydrogène. Dans les chapitres 4 et 5, nous nous sommes intéressés à la gestion de l’air

et à la partie cathode de la PàC. Deux types de compresseurs sont considérés lors de ces

études, le compresseur à double vis et le compresseur centrifuge.

Chapitre 3. Il présente un état de l’art sur les commandes par mode glissant d’ordre
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supérieur. Ces lois de commande sont dédiées aux systèmes non-linéaires incertains. D’une

part, les lois de commande par mode glissant d’ordre deux ”classiques”, celles-ci sont

connues pour leur robustesse, leur efficacité et leur convergence en temps fini. D’autre

part, les lois de commande par mode glissant d’ordre deux ”adaptatives”, celles-ci sont

basées sur des algorithmes classiques et convergents à un voisinage de zéro. Les gains de

ces contrôleurs s’adaptent d’une façon dynamique vis-à-vis des perturbations et des in-

certitudes. Ainsi, il n’est pas nécessaire de connaitre les bornes des incertitudes lors de la

synthèse de commande.

Chapitre 4. Il aborde la problématique de la commande du système d’alimentation

en air. L’objectif de la commande est d’optimiser la puissance fournie par la pile malgré les

incertitudes. Dans un premier temps, cet objectif est atteint en appliquant la commande

robuste par mode glissant d’ordre deux (MGO2). La synthèse de cette commande nécessite

la connaissance des bornes sur les incertitudes. Ces dernières sont formalisées et intégrées

dans le modèle. Ainsi, le choix des gains du contrôleur garantit sa robustesse vis-à-vis des

incertitudes. Dans un deuxième temps, nous avons appliqué la commande adaptative par

MGO2. Les gains adaptatifs du contrôleur permettent de synthétiser la commande sans

connaitre les bornes des incertitudes. Ces travaux ont été validés expérimentalement sur un

banc d’essai Hardware In Loop (HIL) situé au laboratoire des systèmes pile à combustible

FCLAB à Belfort. Une comparaison entre les lois de commande robuste et adaptative est

présentée.

Chapitre 5. Il traite le problème de protection du système d’alimentation en air de

certaines contraintes qui peuvent être fatale au système à PàC. Ces dernières peuvent être

engendrées par les variations rapides de la charge. La protection du système est organisée

en mettant en œuvre un gestionnaire de charge (Load Governor). L’objectif de ce gestion-

naire est de fournir une puissance nette maximale, sans violer les contraintes. Cet objectif

est atteint en appliquant la technique d’Extremum Seeking. Dans ce chapitre, deux sys-

tèmes d’alimentation en air de la pile ont été étudiés. Le premier est basé sur l’utilisation

d’un compresseur à double vis. Dans ce cas, la contrainte considérée est celle du manque

d’oxygène à la cathode. Ainsi, un gestionnaire de charge basé sur la technique d’Extremum

Seeking basée sur le modèle est appliqué pour éviter cette contrainte. Le deuxième sys-

tème étudié utilise un compresseur centrifuge. Dans ce cas, les contraintes qui peuvent

être violées sont le risque que le compresseur fonctionne hors de sa zone nominale (zone de
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pompage) et aussi le manque d’oxygène à la cathode. Ce problème a été résolu en appli-

quant un gestionnaire de charge basé sur la technique d’Extremum Seeking basée sur des

perturbations sinusöıdales. Ces travaux ont été validés expérimentalement sur deux bancs

d’essai HIL situés au FCLAB.

Chapitre 6. Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la régulation des pres-

sions dans les chambres des électrodes de la pile (l’anode et la cathode). Le modèle dyna-

mique du cœur de la pile est présenté avec une formalisation des incertitudes. Cela permet

de synthétiser une loi de commande robuste vis-à-vis des paramètres incertains. L’objectif

de cette commande, est de réduire la différence de pression entre l’anode et la cathode afin

de protéger la membrane. Cet objectif est atteint en appliquant la commande par mode

glissant d’ordre deux. Ce travail a été validé par simulation.





Chapitre 1

Etat de l’art d’un système à pile à

combustible de type PEM

1.1 Introduction des piles à combustible

Les piles à combustible sont constituées de deux électrodes (anode et cathode) séparées

par un électrolyte. Ils sont classés selon le type d’électrolyte utilisé. Les caractéristiques de

la PàC, comme la puissance, la température de fonctionnement et le rendement, varient

selon le type de PàC. Les PàCs peuvent être classées dans les cinq catégories suivantes [63] :

– les piles à combustible alcalines (AFC) sont parmi les premières technologies déve-

loppées par la NASA pour la production d’électricité et la génération d’eau potable.

Elles sont alimentées par l’hydrogène et l’oxygène comprimés, la réaction chimique

produit de l’eau potable. L’électrolyte utilisé est l’hydroxyde de potassium. Les tem-

pératures de fonctionnement sont comprises entre 50oC et 250oC, leur rendement est

à peu près de 60%. Cette technologie a été appliquée dans plusieurs missions de la

NASA, comme Gemini et Apollo.

– les piles à combustible à électrolyte polymère (PEFC) sont appelées aussi, piles

à membrane échangeuse de protons (PEMFC). Elles sont constituées d’une mem-

brane polymère solide et de deux électrodes séparées par des catalyseurs. Elles sont

alimentées, d’un coté par de l’hydrogène et de l’autre par l’oxygène de l’air. Les

températures de fonctionnement oscillent autour de 80oC. Ce type de pile est connu
7
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du fait de leur rapport poids-puissance très avantageux et elles sont souvent utilisées

dans les applications de transport.

– les piles à combustible à acide phosphorique (PAFC) utilisent l’acide phosphorique

comme électrolyte. L’acide phosphorique est contenu dans une matrice poreuse de

carbure de silicium et de téflon. Les températures de fonctionnement sont comprises

entre 160oC et 220oC, leur rendement est à peu près de 45%. Ces piles sont utilisées

pour les applications stationnaires.

– les piles à combustible à carbonate fondu (MCFC) fonctionnent à des températures

d’environ 600oC. L’électrolyte utilisé est composé de sels de carbonate fondu. Ces

piles sont généralement alimentées par du gaz naturel et du charbon dans les ap-

plications industrielles. Leur rendement est relativement important par rapport aux

autres types de pile. L’hydrogène est reformé dans la pile grâce à leur haute tempé-

rature de fonctionnement, ce qui réduit les coûts.

– les piles à combustible à oxyde solide (SOFC) possèdent un rendement des plus

élevé. Ce type de pile est utilisé dans les applications stationnaires. La température

de fonctionnement de ces piles peut atteindre 1000oC. L’électrolyte est composé

de céramique. Les SOFC permettent de réformer les carburants en interne, ce qui

permet l’utilisation d’une grande variété des combustibles et réduit le coût associé à

l’ajout d’un reformeur pour le système.

Dans cette thèse nous nous intéressons aux piles à combustible de type PEM. Ces piles

à combustible ont pour avantage de fonctionner à une température relativement faible par

rapport aux autres. De plus ce type de pile a un volume moins important que les autres,

ce qui facilite leur utilisation dans les applications de transport.

1.2 Les piles à membrane échangeuse de protons

1.2.1 Principe de fonctionnement de la PàC (PEMFC)

Les piles à membrane échangeuse de protons sont alimentées, par de l’air au niveau

de la cathode et par de l’hydrogène au niveau de l’anode. Un catalyseur à base de pla-

tine est positionné au niveau des électrodes. Ces deux électrodes sont séparées par une
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Table 1.1: Différentes technologies de piles à combustible [124]

Paramètre PEMFC AFC PAFC MCFC SOFC

Puissance électrique 1 W - 250 kW 10 - 50 kW 100 - 200 kW 500 kW - 10 MW 1 kW - 10 MW

Densité de courant 0,6A.cm−2 0,09A.cm−2 0,18A.cm−2 0,13A.cm−2 0,25 - 1,25 A.cm−2

Rendement 30 - 50 % 40 - 60 % 35 - 45 % 50 - 60 % 50 - 70 %

Durée de vie 5000 h 2000 h 40000 h 20000 h 20000 h

Pression 2 - 5 bar 1 bar 1 bar 1 bar 1 bar

Température 60 - 90 oC 50 - 250 oC 160 - 220 oC 600 - 700 oC 800 - 1000 oC

Polymère Hydroxyde acide carbonate de Céramique
Electrolyte perfluoré de potassium phosphorique lithium/potassium (solide)

(solide) (liquide) (liquide) (liquide)

Catalyseur Platine Platine, nickel Platine Nickel Pérovskites

Combustible Hydrogène pur Hydrogène Gaz naturel Reformage interne Gaz naturel
ou reformé reformé de gaz naturel

Transports Spatiales Transports Transports
Applications portables, transports stationnaires Stationnaires stationnaires

stationnaires

cellule élémentaire. Celle-ci est composée d’un électrolyte. Dans l’anode, l’hydrogène se

décompose en proton (H+) et en électron (e−). Au niveau de la cellule élémentaire, les

protons traversent la membrane alors que les électrons restent dans l’anode. La réaction à

l’intérieur de l’anode est exprimée sous la forme suivante :

H2 → 2H++2e−. (1.1)

Les électrons bloqués dans l’anode traversent un circuit qui permet d’alimenter une

charge électrique. La cathode reçoit les électrons passant par le circuit électrique. Ainsi, les

protons d’hydrogène traversent la membrane, afin de réagir avec l’oxygène, pour produire

de l’eau et de la chaleur. La réaction chimique à l’intérieur de la cathode est exprimée sous

la forme suivante :
1

2
O2 +2H++2e− → H2O. (1.2)

Ce principe de fonctionnement est présenté sur la Fig.1.1. Le phénomène global de la

PàC est donné par la réaction chimique suivante :

1

2
O2 +H2 → H2O +chaleur+ électricité. (1.3)
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Figure 1.1. Principe de fonctionnement de la pile à combustible

Pour établir la réaction chimique, chaque cellule doit être constituée d’une membrane poly-

mère, d’un catalyseur et d’électrodes. Les électrodes sont en contact avec la membrane qui

assure la fonction d’électrolyte. Ainsi, les électrodes (anode et cathode) sont recouvertes

par le catalyseur (Fig.1.2). L’air et l’hydrogène sont injectés dans les plaques bipolaires et

ils arrivent ainsi aux électrodes de la PEMFC.

La réaction chimique dans une cellule de la PàC produit une tension qui varie entre 0 et

1 V [84]. Afin de rendre la tension suffisamment grande pour des applications électriques,

une PàC est constituée de plusieurs cellules élémentaires en série, comme présenté sur la

Fig.1.3.

1.2.2 Tension électrique de la PEMFC

La tension de la PàC dépend fortement de la charge demandée et aussi de son état de

fonctionnement prenant en compte la température, la pression, etc. Les caractéristiques

de la PàC sont représentées sous la forme d’une courbe de polarisation. Cette relation

est donnée par la tension de la pile en fonction de la densité du courant Fig.1.4. Cette
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Figure 1.3. Placement des cellules élémentaires

dernière est tracée pour un état de fonctionnement précis, une température de 80oC et

une pression de la cathode de 1 bar. La Fig.1.4 montre que pour une densité de cou-

rant élevée les pertes augmentent alors que la tension diminue. Ces pertes sont dues à

la résistance interne de la PàC, au transport des gaz non réactifs, et à la diminution de

la vitesse de réaction. L’efficacité de la PàC est proportionnelle à la tension pour cela il

est préférable que le fonctionnement soit à une faible charge afin d’augmenter son efficacité.

La tension de la pile est définie en fonction de : la densité de courant, la pression d’eau

dans la cathode, la pression partielle de l’oxygène et de l’hydrogène, la température de la



12 CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART D’UN SYSTÈME À PILE À COMBUSTIBLE DE TYPE PEM
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Figure 1.4. Courbe de polarisation 80oC pour une pression de la cathode 1 bar

pile et l’humidité [58], elle est donnée par :

V f c = E −Vact −Vohm −Vconc . (1.4)

où E est la tension potentiel thermodynamique réversible ou la tension de Nernst. Cette

tension peut être augmentée en installant des cellules en série. La tension globale de la

PàC devient égale à la somme des tensions de chaque cellule, qui est donnée par :

Vst = nV f c , (1.5)

où n est le nombre de cellules.

Les trois types de pertes apparaissent dans l’équation (1.4) sont,

1. les pertes d’activation Vact qui sont dues à la réaction chimique et aux mouvements

des électrons entre les électrodes. Au départ de la réaction chimique, la PàC a besoin

d’énergie pour activer cette réaction, mais cela cause une chute de tension.

2. les pertes ohmiques Vohm sont dues à la résistance de la membrane polymère lors

du transfert des protons et à la résistance des électrodes et des connecteurs lors du

transfert des électrons.
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3. les pertes de concentration Vconc se produisent à la chute de la concentration des

réactifs consommés dans la réaction. Cela provoque une diminution rapide de la

tension pour une densité de courant élevée.

1.3 Système à pile à combustible

Le cœur de la PàC ne peut pas fonctionner seul. Il a besoin d’un certain nombre des

systèmes auxiliaires qui garantissent la meilleur condition de fonctionnement [118]. Ces

auxiliaires sont calibrés pour améliorer les performances et les conditions de fonctionne-

ment de la pile. Les auxiliaires principaux sont : le système d’alimentation en air de la

partie cathode, le système d’alimentation en hydrogène de la partie anode, le convertis-

seur DC/DC à la sortie de la puissance, le refroidisseur, l’humidificateur et le système de

contrôle. Le système à PàC est présenté sur la Fig.1.5.

H
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Compresseur
eau

Convertisseur

Charge

air + eau
airCondenseur

Refroidisseur

Pile à combustible

DC/DC
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Figure 1.5. Système à pile à combustible

1.3.1 Système d’alimentation en air

Rappelons que la PàC a besoin d’oxygène pour la partie cathode. L’injection de l’oxy-

gène dépend du domaine d’utilisation et de la puissance de la PàC. Par exemple, pour

une utilisation sous marine, l’oxygène est stocké dans des réservoirs à haute pression. Les

PàC de faible puissance sont alimentées directement par l’air atmosphérique, sachant que

l’oxygène représente 21% de l’air. Par contre, pour les PàC à haute puissance utilisées

dans les applications de transport, un système moto-compresseur est utile pour injecter
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l’air à haut débit.

Pour assurer un bon fonctionnement d’une PàC, il faut atteindre un niveau de pression

et de débit d’air suffisant. Ce fonctionnement à haute pression augmente le rendement et

la puissance de la pile. Plusieurs types de compresseurs sont utilisables, on peut citer : le

compresseur centrifuge, le compresseur à double vis, le compresseur à lobes, etc. [18].

1.3.2 Système d’alimentation en hydrogène

La partie anode de la PàC est alimentée en hydrogène pur. Ce dernier n’existe pas à

l’état natif dans la nature car il est toujours associé à d’autres éléments. Dans les appli-

cations actuelles, deux types de sources en hydrogène sont utilisés, soit l’hydrogène pur

stocké dans un réservoir à haute pression (300 à 700 bar) [118], soit un système de refor-

meur d’hydrogène intégré dans les véhicules à PàC [124]. Pour le premier cas, l’hydrogène

est normalement produit à grande échelle de 4 manières différentes :

1. La technologie thermochimique : cette technique est la plus utilisée pour la produc-

tion d’hydrogène. Cette procédure est appelée reformeur et consiste à produire de

l’hydrogène à partir de gaz naturels comme : le méthanol, l’éthanol, etc. [57]. Cette

technologie n’est pas polluante et plusieurs types de véhicule l’utilisent déjà. L’avan-

tage de cette méthode est d’utiliser les stations essences classiques.

2. La technologie photo-biologique : cette méthode est basée sur la photosynthèse des

bactéries et des algues vertes pour produire de l’hydrogène [32]. L’inconvénient, de

cette méthode, est que la production de l’hydrogène est relativement faible par rap-

port aux autres méthodes.

3. La technologie photochimique : cette méthode consiste à produire de l’hydrogène par

le biais de panneaux solaires. La lumière du soleil décompose l’eau en hydrogène et

en oxygène grâce à un semi-conducteur immergé dans l’eau. Ce procédé est en cours

d’étude et de développement [76].

4. La technologie par électrolyseur : cette technique correspond à un système inverse

de la PàC, qui dissocie l’eau en hydrogène et en oxygène grâce à l’énergie électrique.

Dans ce cas, la production d’hydrogène consomme de l’électricité. Ce qui impose
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d’utiliser une source d’énergie renouvelable comme l’éolien, les panneaux solaires,

etc.

1.3.3 Système de refroidissement

La réaction chimique entre l’oxygène et l’hydrogène produit également de la chaleur. De

plus, l’air comprimé à la sortie du compresseur a aussi, une température élevée. Ces deux

raisons contribuent à l’augmentation de la température à l’intérieur de la PàC. Afin d’avoir

une réaction chimique rentable, la température nominale du système doit être comprises

entre 65oC et 80oC [9]. Pour cela un système de refroidissement est recommandé pour

gérer la température à l’intérieur de la pile. Ce refroidissement est effectué soit par un

ventilateur soit par un circuit fluidique [6].

1.3.4 Système d’humidification

L’hydrogène et l’air doivent être humidifiés pour hydrater la membrane. Par contre, il

ne faut ni sécher ni noyer cette membrane, car autrement cela réduit la tension électrique

générée et donc la durée de vie de la PàC. Un seuil minimal d’humidité est indispensable

pour garantir la réaction chimique et le passage des électrons à travers la membrane [29].

L’augmentation brusque de la charge, le changement de température, et les variations des

pressions des gaz peuvent modifier l’état de l’humidificateur.

1.3.5 Convertisseur

La tension délivrée par la PàC doit être adaptée au regard de la charge à fournir. Il faut

donc faire appel à un convertisseur pour ajuster l’énergie fournie. Celui-ci permet d’établir

l’interface entre la PàC et le bus d’électricité. Ce convertisseur est indispensable dans les

véhicules à pile à combustible (ou hybrides). La pile à combustible n’est pas capable de

répondre aux variations brusques de la charge. Pour cela des moyens de stockage rapide,

comme le super-condensateur ou la batterie, doivent être reliés sur le bus continu pour

faire face au régime transitoire [121, 148].

1.3.6 Système de contrôle commande

Comme présenté dans les paragraphes précédents, nous pouvons constater que les auxi-

liaires de la PàC sont très dépendants les uns des autres et que cela rend le système PàC



16 CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART D’UN SYSTÈME À PILE À COMBUSTIBLE DE TYPE PEM

difficile à contrôler. Il est ainsi indispensable de développer un système de commande pour

garantir un bon niveau de performance. Ce système est composé des éléments suivants :

1. Le système de commande du compresseur d’air dont l’objectif est de fournir un débit

précis en fonction de la charge.

2. Le système de commande de l’électrovanne du réservoir d’hydrogène, de manière à

gérer la pression à l’entrée de l’anode.

3. Le système de commande de la pompe gérant le système de refroidissement à eau de

la PàC, où le système de commande d’un ventilateur en cas de refroidissement à air.

4. Le système de commande de la pompe alimentant le circuit d’humidification.

5. Le système de commande du convertisseur pour la gestion d’énergie.

1.4 Problématiques de la commande dans la PàC

Le rendement et la performance de la pile à combustible sont liés fortement aux fonc-

tionnements de ses auxiliaires. Quand une charge est alimentée par la PàC, l’oxygène et

l’hydrogène sont consommés, puis de la chaleur et de l’eau sont générés dans le système.

Ainsi pour bien mener le fonctionnement d’un système PàC, la régulation des débits, des

pressions, de la température et de l’eau est exigé.

1.4.1 Maximisation de l’énergie fournie par la PàC

Les auxiliaires du système à PàC sont alimentés en électricité par la pile. Le com-

presseur est l’auxiliaire qui consomme le plus d’énergie. Il peut atteindre jusqu’à 20% de

la puissance totale [120]. Pour cela le contrôle du système d’alimentation en air est im-

portant, il permet d’optimiser la puissance nette de la PàC. Cette dernière est égale à la

différence entre la puissance fournie par la pile à combustible et la puissance consommée

par les auxiliaires. D’après [118], la puissance nette optimale est atteinte pour un rapport

d’excès d’oxygène compris entre 2 et 2,5. Ce coefficient est égal au rapport entre le dé-

bit d’oxygène à l’entrée de la cathode et le débit d’oxygène qui réagit avec l’hydrogène.

L’objectif est donc de maintenir un rapport d’excès d’oxygène optimal, afin d’atteindre un

niveau de débit d’air suffisant. Cela permet de répondre au besoin nécessaire de la charge

et d’optimiser la puissance nette du système à PàC.
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1.4.2 Gestion de l’eau et de la température

Le problème de la gestion de l’eau est de maintenir un coefficient d’hydratation de la

membrane constant. Cette dernière est sensible au séchage et au noyage [101]. Ces deux

contraintes ralentissent la vitesse de passage des gaz et dégradent la membrane. Il est

démontré expérimentalement qu’un excès d’eau dégrade la tension électrique de sortie de

la PàC [102, 127], et un manque d’hydratation réduit sa durée de vie. Par contre, un

taux d’humidité élevé est souhaitable pour assurer la conductivité des protons à travers la

membrane. Il faut noter qu’une mauvaise gestion de l’eau peut créer une chute de tension

de 20% à 40% [24].

Les piles à combustible de type PEM sont sensibles à la température durant le fonc-

tionnement. Une température élevée accélère la réaction chimique et ainsi améliore la

performance du système [41]. Mais hélas, comme cet air est injecté dans la PàC, cela va

aussi provoquer le séchage de la membrane, il faut donc trouver la température idéale

de fonctionnement. Les problématiques d’hydratation du système sont dépendantes de la

gestion de l’eau et de la gestion de température, comme traitées dans [111, 146].

1.4.3 Dégradation du système à PàC

Le cœur de la pile et le compresseur centrifuge sont sensibles aux variations rapides

de la charge [143]. Ces variations, rapides, provoquent un manque d’oxygène dans la ca-

thode d’une part, et violent la zone nominale de fonctionnement du compresseur centrifuge

d’autre part. Une augmentation rapide de la charge provoque une diminution de la pres-

sion partielle d’oxygène ainsi qu’une chute de la tension électrique de la pile. Cela peut

provoquer une zone chaude sur la surface de la membrane et ainsi endommager la PàC.

Dans le cas contraire, lors d’une diminution rapide de la charge, le débit du compresseur

diminue aussi rapidement. Ainsi la pression à la sortie du compresseur diminue plus len-

tement que le débit. Ce phénomène positionne le fonctionnement du compresseur dans la

zone de pompage et ainsi risque de l’endommager. Pour éviter cela, un gestionnaire de

charge (Load Governor) doit être installé. Celui-ci permet de rendre les variations de la

charge moins rapides afin de ne pas violer ces contraintes.
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1.4.4 Dégradation de la membrane

Dans les applications stationnaires, la PàC est alimentée en hydrogène pur. Celui-ci

est stocké dans un réservoir à haute pression. L’oxygène, quand à lui, est fourni en air

comprimé [46]. Lors du fonctionnement, il est indispensable de garder la différence entre

la pression de l’anode et celle de la cathode inférieure à 0,5 bar. Cette différence peut

déformer la membrane et réduire la durée de vie de la PàC. Pour cela, les pressions dans

la cathode et dans l’anode sont fixées à une pression donnée. En gardant une pression

élevée fixe, la pile ne risque pas un manque d’oxygène dans la cathode lors de la variation

de la charge [93]. Cela augmente aussi la puissance fournie par la PàC. Pour cette raison,

un système de commande doit être mis en place de manière à contrôler les pressions à

l’entrée de l’anode et de la cathode.

1.5 Etat de l’art sur la commande des systèmes à PàC

Dans ce paragraphe un état de l’art sur la commande des systèmes à PàC est proposé,

il étudie les différents types de solutions pour les problématiques discutées précédemment.

1.5.1 Contrôle du système d’alimentation en air

Ces dernières années, plusieurs stratégies de commandes ont été proposées pour contrô-

ler le système d’alimentation en air de la PàC. Comme présenté dans le paragraphe précé-

dent, la puissance nette maximale est atteinte pour un rapport d’excès d’oxygène compris

entre 2 et 2,5. Dans la littérature scientifique, cet objectif a été simplifié et ramené à

maintenir le rapport d’excès d’oxygène à 2.

Dans [118], une première modélisation dynamique complète du système à PàC a été

développée. Le modèle proposé est constitué de 9 équations dynamiques basées sur des

relations thermodynamiques. L’optimisation de la puissance nette est obtenue, en appli-

quant un contrôleur par anticipation, tout en linéarisant le modèle autour d’un point de

fonctionnement. Puis, dans [132] un modèle pour la partie alimentation en air est proposé.

Sous certaines hypothèses [132], les auteurs ont réduit le modèle de 9 à 4 états. Ainsi, un

régulateur de type proportionnel intégral (PI) est appliqué.
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Plusieurs types de commandes prédictives ont été proposés dans [22, 49, 50, 51] pour

commander le rapport d’excès d’oxygène. Par exemple, dans [50] une commande non-

linéaire prédictive a été proposée en utilisant l’outil série de Volterra. Dans [51], une

commande prédictive a été développée dans le but de trouver la tension d’alimentation

du moteur qui pilote le compresseur. Dans [47], une implémentation en temps réel de la

commande en mode glissant a été appliquée. Des commandes linéaire quadratique gaus-

sienne et linéaire quadratique, tout en linéarisant le modèle dynamique, sont appliquées

dans [107].

Dans [135, 136], les auteurs ont réduit le modèle 4 états proposé par [132] à 3 états.

Ainsi, l’objectif de la commande a été atteint, en appliquant la commande par mode glis-

sant d’ordre deux en utilisant l’algorithme du Super Twisting. Bien que le modèle ait été

validé expérimentalement, son domaine de validité est limité à une plage de fonctionne-

ment.

Une méthode d’optimisation de la puissance nette délivrée par la PàC est proposée

par [28] et [109] en utilisant la méthode de l’Extremum Seeking. Cet algorithme est une

méthode effective pour les problèmes d’optimisation, et pour les systèmes dynamiques mal

connus.

Dans les travaux cités ci-dessus, les paramètres de la PàC sont considérés constants.

Cependant, ces paramètres varient durant le fonctionnement réel, du fait de la réaction

chimique, du colmatage des filtres à air et de la contamination des couches de diffusion

des gaz [44]. Ainsi les paramètres du système peuvent varier durant le fonctionnement,

on peut citer, la température, l’humidité, le volume des électrodes et les paramètres du

compresseur. Par exemple dans [78, 79], des variations paramétriques ont été appliquées

lors de la validation de la loi de commande. La relation entre le débit d’air du compresseur

et le rapport d’excès d’oxygène est supposée statique. Ainsi une commande par mode

glissant d’ordre 2 est élaborée pour contrôler le débit d’air du compresseur.

1.5.2 Protection du système à PàC

Dans le cas où la pile et le compresseur sont trop sollicités par la charge, le système

à PàC risque la destruction lors des variations rapides de la charge. En effet, lors d’une

augmentation rapide de la charge, la PàC demande plus d’oxygène pour satisfaire la de-
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mande, cela provoque un manque d’oxygène à la cathode. Ce phénomène cause une chute

de tension électrique de la pile qui crée ainsi une zone chaude. De ce fait, la surface de

la membrane peut brûler et ainsi mettre la PàC en danger où au moins réduire sa durée

de vie [118]. Si une chute de charge est provoquée, la PàC demande moins d’oxygène pro-

voquant ainsi une réduction rapide du débit d’air du compresseur. Comme la pression à

la sortie du compresseur ne peut pas être réduite de manière dynamique, cette condition

met le compresseur centrifuge dans la zone de pompage, ce qui risque de l’endommager.

Pour résoudre ces problèmes, [133, 143, 144] ont implémenté un gestionnaire de charge

”Load Governor”. La stratégie du gestionnaire de charge consiste à filtrer la charge deman-

dée par la PàC en fonction de ces deux contraintes, en utilisant un filtre linéaire de premier

ordre avec un constant de temps ajustable. Dans [133, 143, 144], ce constant a été maxi-

misé à l’aide de la méthode de la bissection, tout en protégeant le système des contraintes.

Dans [133], l’implémentation du contrôleur demande de simuler plusieurs fois le modèle

en ligne pour chaque échantillon afin de trouver le bon constant de temps. Dans [143], ce

constant de temps a été calculé en mode hors-ligne afin de trouver le bon coefficient qui

ne viole pas les contraintes. Ensuite il a été appliqué sur un modèle linéarisé autour d’un

point de fonctionnement. Dans [144], un super-condensateur a été installé pour compenser

la puissance non fournie par la PàC.

1.5.3 Régulation de la différence de pression anode-cathode

Dans les piles à combustible, la différence de pression entre l’anode et la cathode peut

dégrader la PàC et réduire sa durée de vie. Pour cela, il faut garder les pressions de l’anode

et de la cathode égales. C’est un aspect très important de protection de la PàC et de la

membrane [9].

Dans [118], sous l’hypothèse que la sortie de l’anode est fermée ”Dead-Ended”, un

contrôleur de type proportionnel est appliqué sur la différence de pression pour mainte-

nir la pression de l’anode et de la cathode égales. Dans [74], les auteurs ont proposé une

correction par placement de pôle avec linéarisation par retour d’états. Ce régulateur a

été validé et appliqué sur un modèle non-linéaire de la PàC. Une commande robuste de

type H∞ basée sur une linéarisation exacte par retour d’état utilisant un algorithme de

compensation dynamique, a été appliquée dans [93]. Récemment dans [112], les auteurs
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ont appliqués la commande par mode glissant du premier ordre pour résoudre ce problème.

Un système de circulation de l’hydrogène entre la sortie et l’entrée de l’anode peut

être considéré, il est présenté dans [7, 69]. Dans [8], les auteurs ont appliqué la commande

par anticipation pour réduire la différence de pression entre l’anode et la cathode. Une

approche de contrôle par retour d’état statique a été appliqué dans [68, 70].

1.6 Contributions de la thèse

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’optimisation d’énergie et à la protection

du système à PàC. L’objectif est de développer un système de commande d’une part pour

optimiser la puissance nette fournie par la PàC en forçant le rapport d’excès d’oxygène

à sa valeur optimale, et d’autre part à protéger la PàC, la membrane et le compresseur

centrifuge. De plus, ce système de commande devra répondre à deux impératifs : le temps

de réponse et la robustesse.

La régulation du rapport d’excès d’oxygène à sa valeur optimale a été notre premier

objectif pour optimiser la puissance nette de la PàC. Le rapport d’excès d’oxygène, qui

permet de maximiser cette puissance, a été déterminé expérimentalement pour une PàC de

33 kW de puissance. Pour atteindre cet objectif, des lois de commande par mode glissant

d’ordre deux (MGO2) ont été utilisées, en agissant sur le système d’alimentation en air.

Afin de permettre une synthèse robuste du contrôleur, les incertitudes ont été formalisées

et intégrées dans le modèle, pour obtenir un modèle non-linéaire incertain. A partir de

la, deux régulateurs par mode glissant d’ordre 2 robuste et adaptatif ont été synthétisés.

De plus une comparaison des deux lois de commande a été effectuée. Les deux lois de

commande appliquées sont :

1. la commande robuste, en utilisant l’algorithme MGO2 sous-optimal [10]. Ces types

de commandes sont connus pour leur robustesse et leur convergence en temps fini.

Ils sont particulièrement appliqués quand les bornes des paramètres incertains sont

connues.

2. la commande adaptative, en utilisant l’algorithme MGO2 ”Super Twisting” adap-

tatif. L’intérêt d’une commande adaptative est qu’elle est appliquée aux systèmes

incertains dont leurs paramètres incertains sont inconnus. Ces types de commandes

s’adaptent sur des variations de paramètres incertains et réduisent ainsi l’oscillation
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du contrôleur. L’algorithme du ”Super Twisting” adaptatif est proposé par [126].

Celui-ci est basé sur l’algorithme du ”Super Twisting” proposé par [88] mais en uti-

lisant des gains dynamiques adaptatifs.

Dans les deux cas, le contrôleur est structuré sous forme cascade et est constitué de

deux boucles (interne et externe). Les lois de commande par mode glissant d’ordre 2 sont

appliquées dans les deux boucles. La boucle externe contrôle le rapport d’excès d’oxygène

et fournit ainsi une vitesse angulaire du compresseur de référence. Puis la boucle interne

génère la commande du moteur qui assure la convergence de la vitesse angulaire du com-

presseur à sa référence.

La validation expérimentale des deux lois de commande a été réalisée sur un banc

d’essai situé au laboratoire des systèmes pile à combustible (FCLab) à Belfort. Celui-ci est

composé d’un compresseur de type double vis et d’un émulateur de la PàC. L’acquisition

de données et la commande du système sont installées sur une carte temps réel. Les lois

de commande par mode glissant sont introduites dans le chapitre 3. Dans le chapitre 4 des

applications sur le système d’alimentation en air sont présentées.

Dans le cinquième chapitre de la thèse, nous présentons des solutions pour éviter le

manque d’oxygène de la PàC et maintenir le compresseur centrifuge dans sa zone nomi-

nale de fonctionnement. Une solution de type contrôleur de charge basé sur la technique

d’Extremum Seeking. Le contrôleur de charge consiste en un filtre linéaire du premier ordre,

dont le constant de temps est ajustable. Celui-ci doit assurer le meilleur compromis entre

la maximisation du courant et la protection de la PàC et du compresseur. La modélisation

du gestionnaire de charge a été intégrée dans le modèle de la PàC. Deux types d’algo-

rithmes sont appliqués au système d’alimentation en air. Ils sont basés sur les travaux de

[5, 34]. Une validation expérimentale a été effectuée. Le contrôleur a été installé dans un

calculateur temps réel.

Le chapitre 6 est consacré à la commande de l’électrovanne de la partie anode et de la

partie cathode afin d’éliminer la différence de pression entre ces deux volumes. La difficulté

vient des incertitudes paramétriques dus à la réaction chimique et thermodynamique. Ainsi

ces paramètres incertains ont été formalisés et intégrés au modèle, pour obtenir un modèle

non-linéaire incertain. Cela a permis de prendre en considération ces incertitudes lors de la

synthèse de la commande et de développer un contrôleur robuste vis à vis des incertitudes.
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Nous avons implémenté une commande robuste non-linéaire par MGO2 pour réduire la

différence de pression entre l’anode et la cathode. L’avantage de cette synthèse de la

commande est que le contrôleur n’est pas limité autour d’un point de fonctionnement.

Ainsi la performance sur toute la plage de fonctionnement de la pile à combustible a été

garantie.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents types de piles à combustibles. Nous

avons précisé les types de PàC que nous utilisons : PEM. Ce type de piles est alimenté en

hydrogène au niveau de l’anode et en air au niveau de la cathode. Nous avons décrit les

besoins d’un certain nombre d’auxiliaires comme : l’humidificateur, le système d’alimenta-

tion en air et le réservoir d’hydrogène, le refroidisseur et le convertisseur. Nous avons aussi

décrit le système de contrôle des auxiliaires pour améliorer le rendement et la performance

du système. Les problématiques d’un système PàC ont été discutées. Puis une revue de

la littérature sur les différents travaux de recherche qui traitent les problématiques des

auxiliaires ont été présentées. Nous nous sommes intéressés à la synthèse des commandes

robuste et adaptative du système d’alimentation en air afin d’optimiser la puissance nette

fournie par la PàC, tout en considérant les incertitudes paramétriques. Une solution a été

proposée pour protéger d’une part le compresseur centrifuge du pompage et d’autre part

la PàC du manque d’oxygène. Finalement la commande robuste de la pression de l’anode

et de la cathode, en vue de réduire la différence de pression sur la membrane, a été traitée

dans le contexte de la commande robuste des systèmes incertains. Dans le chapitre suivant

nous présentons dans un premier temps la modélisation statique et dynamique de la PàC

proposé par [118]. Puis, nous détaillons le modèle utilisé dans ce travail de thèse pour deux

types de système d’alimentation en air.





Chapitre 2

Modélisation du système pile à

combustible

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, une introduction générale, sur le système pile à combus-

tible et ses auxiliaires, a été présentée. L’objectif du contrôle pour ce système consiste à

atteindre un haut niveau de performance et une durée de vie plus longue. Dans la PEMFC,

plusieurs variables doivent être réglées d’une manière précis comme : la quantité d’hydro-

gène à l’anode, la quantité d’air injecté par le compresseur dans la cathode, la quantité

d’eau produite, la température générée par la réaction chimique et l’énergie fournie par la

PàC. Ces sous-systèmes sont fortement liés entre eux, ceci rend le système complet forte-

ment non-linéaire et difficile à contrôler. Donc, un modèle bien adapté est très important

afin de synthétiser des lois de la commande pour la PEMFC.

Il existe dans la littérature, de nombreux travaux sur la modélisation de la PàC. Ces

modèles sont classés dans trois catégories différentes [135] : les modèles qui sont basés

sur des équations différentielles aux dérivées partielles, les modèles statiques qui sont

basés sur des travaux expérimentaux, et les modèles dynamiques, qui négligent les va-

riations spatiales. Dans [1, 3, 73, 94, 26], plusieurs types de modélisation pour modéliser

la réaction électrochimique sont proposés. Le but de ces modélisations est d’obtenir les

caractéristiques de polarisation de la PàC, qui sont définis par la tension et le courant

de la PàC. Dans la plupart des modélisations le courant de la PàC est considéré comme
25
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une entrée du système. La tension électrique de la PàC est considérée comme une sortie

[3, 119, 123, 139, 27]. Des modélisations de type 1D [2, 16, 17] et 2D [35, 53, 128, 131] ont

été développées pour le transport des gaz et de l’eau. Dans [65], les auteurs ont proposé

une modélisation par réseaux de neurones. Dans [15] et [59] la modélisation de la PàC

est basée sur des circuits analogiques électriques. Des modélisations par Bond Graph sont

décrites dans [42, 125]. Dans [23, 30], les auteurs ont proposé une modélisation par une

approche graphique de la Représentation Energétique Macroscopique (REM). Un modèle

orienté contrôle basé sur des relations thermodynamiques et mécaniques est proposé dans

[118]. Par la suite, ce modèle a été simplifié sous certaines hypothèses, dans [132] et [137],

pour focaliser l’étude sur la partie alimentation en air et la partie cathode. Dans ce travail

de thèse, la modélisation que nous utilisons, pour la synthèse de nos contrôleurs est basée

sur le modèle proposé par [132].

Dans ce chapitre une présentation du modèle statique de la PàC est présentée. Ce

modèle est utile pour calculer la tension fournie par la PàC. Ensuite, une présentation des

modèles dynamiques basés sur les travaux de [118] et de [132] est revisitée. Deux types de

compresseurs sont utilisés pour le système d’alimentation en air, ce sont, le compresseur

à double vis et le compresseur centrifuge. Ces compresseurs sont modélisés et validés

expérimentalement à la fin de ce chapitre.

2.2 Modèle statique de la pile à combustible

Dans cette partie, la modélisation statique de la PàC est présentée. La tension élec-

trique délivrée par une cellule de la PàC est déterminée en fonction de la densité de courant

de la PàC, de la pression de la cathode, de la pression partielle d’oxygène et d’hydrogène,

de la température de la PàC et de l’humidité de la membrane. Cette relation est basée

sur des effets combinés de thermodynamiques, de cinétiques, de conservation masse et de

résistances ohmiques. La performance de la PàC est exprimée par sa courbe de polarisa-

tion, celle-ci est définie par la tension électrique de la pile et par la densité de courant

[21, 46, 122, 147]. C’est la courbe de polarisation qui nous permet d’identifier le point de

fonctionnement de la pile.
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2.2.1 Tension électrique en boucle ouverte

La PàC est un système qui convertit l’énergie chimique en énergie électrique. Cette

énergie générée est calculée par le changement de l’enthalpie libre (∆g f ) qui est calculée par

la différence entre l’enthalpie libre des produits et celle des réactifs. La réaction chimique

dans la PàC est définie par :

H2 +
1

2
O2 → H2O, (2.1)

le changement de l’enthalpie libre ∆g f est donné par :

∆g f = g f des produits − g f des réactifs = (g f )H2O − (g f )H2
− (g f )O2

. (2.2)

Le changement d’enthalpie libre varie en fonction de la température et de la pression

[84], celui-ci est exprimé par :

∆g f = ∆g 0
f +RT f c ln







pH2
p

1
2

O2

pH2O






, (2.3)

où ∆g 0
f est le changement d’enthalpie libre de la pression atmosphérique. T f c est la tempé-

rature de la PàC en Kelvin. pH2
, pO2

et pH2O sont respectivement les pressions partielles

de l’hydrogène, de l’oxygène et de la vapeur. R est la constante universelle de gaz. Si la

production de l’énergie de la PàC est réversible, toutes les enthalpies libres seront trans-

formées en énergie électrique. Comme, pour chaque mole d’hydrogène, deux électrodes

traversent le circuit externe, alors le travail électrique est donné par :

W = 2F E , (2.4)

où F est la constante de ”Faraday” qui présente la charge électrique d’une mole d’électron

et E la tension électrique de la PàC. Ce travail électrique est égale à l’enthalpie libre, on

peut alors exprimer l’équation (2.3) par :

∆g f = 2F E . (2.5)

Cela permet d’exprimer, la tension réversible en boucle ouverte ou la tension ”Nernst”

d’une cellule par l’équation :
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E =
−∆g 0

f

2F
+

RT f c

2F
ln
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. (2.6)

En utilisant les valeurs thermodynamiques dans (2.6), la tension réversible sera expri-

mée comme suit [2] :

E = 1,229−0,85 103(T f c −298,15)+4,3085 10−5T f c

[

ln(pH2
)+

1

2
ln(pO2

)
]

. (2.7)

2.2.2 Pertes d’activation

Les pertes d’activation sont dues aux déplacements des électrons, entre l’anode et

la cathode. La réaction d’oxydation de l’hydrogène dans l’anode est plus rapide que la

réaction de réduction de l’oxygène dans la cathode [4]. Donc les pertes d’activation dues

à la réaction dans la cathode sont plus importantes que celle dans l’anode. Ces pertes

peuvent être exprimées par l’équation de ”Tafel” [86] :

vact = a ln
( i

i0

)

, (2.8)

où a est constante et i0 est la densité de courant d’échange. i est la densité de courant,

définie par :

i =
Ist

A f c
, (2.9)

où Ist est le courant fournie par la PàC et A f c est la surface active d’une cellule.

Une autre équation, pour calculer les pertes d’activation, est proposée par [84] car

l’équation de ”Tafel” est valable uniquement pour i > i0. Ceci peut produire des problèmes

lors de la simulation de la PàC. Cette relation est donnée par :

vact = v0 + va

(

1−e−b1i
)

, (2.10)

où i est la densité de courant, v0 est la chute de tension lorsque la densité de courant est

nulle, va et b1 sont des constantes. Cette tension électrique est représentée sur la Fig.2.1(a).
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2.2.3 Pertes ohmiques

La membrane est équivalente à une résistance qui empêche le déplacement des protons

et la décomposition d’hydrogène, ceci réduit la production des électrons. Ces pertes sont

connues comme pertes ohmiques. L’expression de ces pertes est proportionnelle à la densité

du courant :

vohm = i Rohm , (2.11)

où Rohm est la résistance électrique interne. Cette dernière, est dépendante du degré d’hu-

midité de la PàC [85], de la température et de l’épaisseur de la membrane [3, 106]. L’ex-

pression de la résistance électrique interne est donnée comme suit :

Rohm =
tm

(b2λm −b3)exp

[

b4

(

1

303
−

1

T f c

)] ,
(2.12)

où b2, b3 et b4 sont des constantes déterminées par des expérimentations dans [131]. tm

est l’épaisseur de la membrane et λm est sa teneur en eau. Des détails supplémentaires

sur le paramètre λm sont présentés dans le paragraphe 2.3.2.3. La tension électrique des

pertes ohmiques est présentée sur la Fig.2.1(b).

2.2.4 Pertes de concentration

Les pertes de concentration sont dues à la chute de concentration des réactifs. Ces pertes

diminuent rapidement pour une densité du courant élevée. L’expression de ces pertes est

donnée comme suit [54] :

vconc = i

(

b5
i

imax

)b6

, (2.13)

où b5, b6 et imax sont des constantes. Le paramètre imax correspond à la densité de cou-

rant. Ces pertes provoquent une chute de tension électrique instantanée. La tension vconc

est présentée sur la Fig.2.1(c).

2.2.5 Tension électrique de la PàC

La tension électrique d’une cellule élémentaire de la pile à combustible est égale à la

différence entre la tension de la PàC en boucle ouverte et les différentes pertes (d’activation,
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ohmiques, de concentration). La tension électrique d’une cellule est exprimée par l’équation

suivante :

v f c = E − vact − vohm − vconc , (2.14)

Cette tension est présentée sur la Fig.2.1(d). La tension de la PàC est égale à la somme

des tensions de chaque cellule. D’où la tension global de la PàC est donnée par :

vst = nv f c , (2.15)

où n est le nombre de cellules de la pile.
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Figure 2.1. Les différentes pertes et la tension totale correspondent à une cellule : (a) pertes
d’activation, (b) pertes ohmiques, (c) pertes de concentration et (d) tension totale
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2.3 Modèle dynamique du système à pile à combustible

Le système objet de l’étude est composé du cœur de pile, du système d’alimentation en

air et du système d’alimentation en hydrogène. Le système de refroidissement et l’humi-

dificateur ne sont pas pris en compte, car leurs dynamiques sont supposées très lentes que

celles des autres systèmes. Sachant que la charge est considérée comme une perturbation

mesurable, la dynamique du convertisseur n’est pas considérée dans le modèle.

La modélisation du système à PàC est basée sur les relations thermodynamiques et

mécaniques, où les variations spatiales sont négligées. Ce modèle est formé de 9 variables

d’états :

x = [mO2
mH2

mN2
ωcp psm msm mw,an mw,ca pr m]T (2.16)

où mO2
, mH2

et mN2
sont respectivement les masses : d’oxygène, d’hydrogène et d’azote.

La vitesse angulaire du compresseur est ωcp . psm et msm sont respectivement la pression

et la masse d’air du collecteur d’admission d’air ”Supply Manifold”. mw,an et mw,ca sont

les masses d’eau dans l’anode et dans la cathode. pr m est la pression d’air du collecteur de

retour ”Return Manifold”. La Fig.2.2 présente les emplacements des états modélisés dans

le système.

Dans le paragraphe suivant, nous présenterons la modélisation des collecteurs d’entrée

et de retour de la partie d’admission d’air. Enfin la modélisation des masses des gaz dans

l’anode et dans la cathode est détaillée. La modélisation du compresseur est présentée

dans le paragraphe 2.4.

2.3.1 Modèle des collecteurs

Les collecteurs sont des tuyauteries qui connectent les dispositifs entre eux. La modé-

lisation des collecteurs est basée sur le principe de conservation de masses et peut être

présentée comme suit :

dm

d t
= Wi n −Wout , (2.17)

où m est la masse de gaz dans le collecteur. Wi n et Wout sont les débits à l’entrée et à

la sortie du collecteur. Pour calculer la pression dans le collecteur, deux cas sont envisa-

geables. Dans le premier cas, la température est considérée constante dans la tuyauterie
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Figure 2.2. Représentation des états dans le système à PàC

et elle est égale à la température à l’entrée du collecteur. La dynamique de la pression est

exprimée par l’équation suivante :

d p

d t
=

RaT

V
(Wi n −Wout ), (2.18)

où V est le volume du collecteur, T est la température et Ra est la constante universelle

d’air. Dans le deuxième cas, la température varie dans le collecteur. La dynamique de la

pression est donnée comme suit :

d p

d t
=

γRa

V
(Wi nTi n −Wout T ), (2.19)

où γ est le rapport entre la chaleur spécifique à pression constante et la chaleur spécifique

à volume constant. Ti n est la température à l’entrée du collecteur.

Le débit du collecteur W est calculé par l’équation de ”Barré de Saint Venant”présenté

dans [60]. Ce modèle est un cas du théorème de ”Bernoulli”, celui-ci consiste à modéliser

l’écoulement d’un fluide à travers un orifice. Le débit est exprimé en fonction de la pression

en amont p1 et de la pression en aval p2 du collecteur et de la température en amont T1.

Le débit est calculé en fonction du rapport de pression critique, ce dernier est défini par :

p2

p1
=

(

2

γ+1

)
γ

γ−1

:= rc . (2.20)

Dans le cas où le rapport de pression est dans le domaine subsonique :
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p2

p1
> rc , (2.21)

le débit à la sortie est exprimé sous la forme suivante :

Wsub =
CD ATp

RT1

(

p2

p1

) 1
γ
[

2γ

γ−1

[

1−
p2

p1

γ−1

γ

]]

1
2

. (2.22)

Dans le cas critique ou le domaine sonique :

p2

p1
≤ rc , (2.23)

le débit sonique est donné par :

Wsoni que =
CD AT p1p

RT1

γ
1
2

(

2

γ+1

)
γ+1

2(γ−1)

, (2.24)

où AT est la section de la tuyauterie et CD est le coefficient de décharge de l’orifice.

La Fig.2.3 montre le débit relatif en fonction du rapport de pression dans les zones

sonique et subsonique. Dans le cas ou la différence de pression entre l’amont et l’aval du

collecteur est négligeable, le débit reste toujours dans le domaine subsonique. L’équation

du débit peut donc être linéarisé comme suit :

W = k(p1 −p2), (2.25)

où k est la constante de l’orifice du collecteur. La caractéristique graphique est tracée sur

la Fig.2.3 et est représentée en pointillés.

Dans le système complet de la PàC présenté par [118], deux collecteurs sont instal-

lés. Le premier connecte le compresseur avec la PàC, en passant par l’humidificateur. Le

deuxième est le collecteur d’échappement des gaz à la sortie de la cathode. Les modèles

de ces collecteurs sont données par la suite.
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2.3.1.1 Modèle du collecteur d’admission d’air

Le collecteur d’admission d’air connecte la sortie d’air du compresseur avec la cathode

de la PàC. Le volume du collecteur correspond au volume de la tuyauterie comprise entre

le compresseur et la PàC.

En appliquant le principe de conservation de masse, le débit massique dans le collecteur

est égal à la différence entre le débit à l’entrée et à la sortie. D’où le débit massique de

l’air à l’intérieur du collecteur d’admission est égal à :

dmsm

d t
= Wcp −Wsm,out , (2.26)

où Wsm,out est le débit à la sortie du collecteur d’admission d’air. Comme le volume du

collecteur est petit, et que la différence de pression amont et aval est négligeable, ce débit

est donné par l’équation simplifiée :

Wsm,out = ksm,out

(

psm −pca

)

, (2.27)
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où ksm,out est la constante de l’orifice du collecteur d’admission d’air à la sortie, psm est

la pression du collecteur d’admission d’air et pca est la pression de la cathode.

La température à la sortie du compresseur Tcp,out est différente de celle à l’intérieur

du collecteur d’admission d’air Tsm . Cette température est donnée par :

Tcp,out = Tcp,i n +
Tcp,i n

ηcp

[

(

pcp,out

pcp,i n

)
γ−1

γ

−1

]

, (2.28)

où Tcp,i n est la température à l’entrée du compresseur. pcp,i n et pcp,out sont respectivement

les pressions en amont et en aval du compresseur. ηcp est le rendement du compresseur

issue d’une cartographie. Il est calculé en fonction de la vitesse angulaire du compresseur

et du rapport de pression (aval/amont).

La dynamique de la pression d’air de ce collecteur est donnée par :

d psm

d t
=

γRa

Vsm

(

Wcp Tcp,out −Wsm,out Tsm

)

, (2.29)

où Vsm est le volume du collecteur d’admission d’air.

2.3.1.2 Modèle du collecteur de retour

Le gaz dans le collecteur de retour est évacué dans l’air atmosphérique. De même

que pour le collecteur d’admission d’air, la dynamique de sa pression est calculée par la

différence entre le débit à l’entrée et le débit à la sortie du collecteur de retour. Sachant

que la température du collecteur de retour Tr m est égale à la température à l’intérieur de

la PàC, la dynamique de la pression est donnée comme suit :

d pr m

d t
=

RaTr m

Vr m

(

Wca,out −Wr m,out

)

, (2.30)

où Vr m est le volume du collecteur de retour. Wca,out est le débit massique à la sortie de

la cathode, il est donné par :

Wca,out = kca,out

(

pca −pr m

)

, (2.31)

où kca,out est la constante de l’orifice à la sortie de la cathode. Wr m,out est le débit massique

du collecteur de retour, il est donné par :
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Wr m,out =
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(2.32)

où AT est la section du collecteur et CD est le coefficient de décharge de l’ouverture du

collecteur.

2.3.2 Modéle du cœur d’une pile

Le système du cœur d’une pile est modélisé en trois parties : le modèle de la cathode,

le modèle de l’anode et le modèle de la membrane.

2.3.2.1 Modèle de la cathode

Le modèle de la cathode est similaire au modèle du collecteur. L’air émis par le com-

presseur entre dans la cathode après humidification. L’air est un mélange de gaz, composé

principalement de l’azote à 78%, de l’oxygène à 21% et d’autres gaz en quantité négli-

geable moins de 1% comme : l’argon, le monoxyde de carbone, le dioxyde de carbone, le

néon, etc. Nous ne prendrons en compte que les gaz principaux pour la modélisation de

la partie cathode, c’est-à-dire l’azote et l’oxygène, auxquels ont rajoutera l’eau par l’hu-

midificateur. Plusieurs hypothèses sont présentées pour la modélisation de la cathode. Les

gaz sont considérés comme des gaz parfaits. La température est supposée constante, car la

variation de la température entre le collecteur d’admission d’air et la PàC est négligeable.

Le débit d’eau à la sortie de la cathode est égal à zéro. La pression, la température, l’hu-

midité et la fraction molaire de l’oxygène à la sortie de la cathode sont considérées comme

étant égales à celles contenues dans la cathode. Les débits massiques d’oxygène, d’azote et

d’eau sont donnés en utilisant le principe de conservation de masse sous la forme suivante :

dmO2

d t
= WO2,ca,i n −WO2,ca,out −WO2,r ct , (2.33)

dmN2

d t
= WN2,ca,i n −WN2,ca,out , (2.34)

dmw,ca

d t
= Wv,ca,i n −Wv,ca,out +Wv,ca,g en +Wv,memb −Wl ,ca,out , (2.35)
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où WO2,ca,i n est le débit massique de l’oxygène à l’entrée de la cathode,

WO2,ca,out est le débit massique de l’oxygène à la sortie de la cathode,

WO2,r ct est le débit massique de l’oxygène réagi lors de la réaction chimique,

WN2,ca,i n est le débit massique de l’azote à l’entrée de la cathode,

WN2,ca,out est le débit massique de l’azote à la sortie de la cathode,

Wv,ca,i n est le débit massique de la vapeur d’eau à l’entrée de la cathode,

Wv,ca,out est le débit massique de la vapeur d’eau à la sortie de la cathode,

Wv,ca,g en est le débit massique de la vapeur d’eau générée lors de la réaction chimique,

Wv,memb est le débit massique du transfert d’eau à travers la membrane,

Wl ,ca,out est le débit massique de l’eau liquide dans la cathode.

Ces débits sont représentés sur la Fig.2.4.

Membrane

Cathode

WO2,ca,out

WN2,ca,outWca,in

Wv,ca,out

Wv,memb

WO2,rct

Wv,ca,gen

Wl,ca,out

Wca,outWN2,ca,in

Wv,ca,in

WO2,ca,in

Figure 2.4. Les débits massiques dans la cathode

Les débits à l’entrée de la cathode sont exprimés par :

WO2,ca,i n =
xO2

1+ωatm
Wca,i n ,

WN2,ca,i n =
1−xO2

1+ωatm
Wca,i n ,

Wv,ca,i n =
ωatm

1+ωatm
Wca,i n ,

(2.36)

où Wca,i n est le débit d’air avant l’humidificateur, il est donné par :

Wca,i n = kca,i n(psm −pca), (2.37)
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ωatm est le rapport d’humidité et il est exprimé par :

ωatm =
Mv

Ma

φatm psat (Tatm)

patm −φatm psat (Tatm)
, (2.38)

où xO2
est la fraction massique d’oxygène de l’air, φatm est le facteur d’humidité relative

atmosphérique, Tatm est la température ambiante et kca,i n est la constante d’orifice à

l’entrée de la cathode. Mv et Ma sont respectivement les masses molaires de la vapeur

d’eau et de l’air. patm et psat (Tatm) sont respectivement la pression atmosphérique et la

pression de saturation à la température ambiante. pca est la pression de la cathode et elle

est donnée par :

pca = pO2
+pN2

+pv,ca , (2.39)

où pO2
, pN2

et pv,ca sont respectivement la pression partielle de l’oxygène, de l’azote et de

la vapeur d’eau dans la cathode. Comme les gaz sont parfaits, les pressions partielles sont

données par :

pO2
=

RO2
T f c

Vca
mO2

,

pN2
=

RN2
T f c

Vca
mN2

,

pv,ca =
Rv T f c

Vca
mv,ca ,

(2.40)

où RO2
, RN2

et Rv sont respectivement les constantes spécifiques d’oxygène, d’azote et de

vapeur d’eau. T f c est la température de la PàC et Vca est le volume de la cathode. mv,ca

est la masse de la vapeur d’eau dans la cathode. La masse maximale de la vapeur d’eau

est calculée en fonction de la pression de saturation :

mv,max,ca =
psat (T f c )Vca

Rv T f c
, (2.41)

où psat (T f c ) est la pression de saturation dans la pile à combustible. Elle est donnée par

l’expression suivante [118] :

log10(psat ) =−1,69 10−10T 4
f c +3,85 10−17T 3

f c −3,39 10−4T 2
f c +0,143T f c −20,92. (2.42)

Si la masse d’eau calculée par l’équation (2.35) est plus grande que la masse maximale de

la vapeur d’eau, l’excès d’eau sera condensé en liquide. Ainsi la masse de la vapeur d’eau,
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et celle de l’eau liquide sont calculées par :

si mw,ca ≤ mv,max,ca → mv,ca = mw,ca , ml ,ca = 0,

si mw,ca > mv,max,ca → mv,ca = mv,max,ca , ml ,ca = mw,ca − mv,max,ca .

(2.43)

ml ,ca est la masse de l’eau à l’état liquide.

Le débit des gaz à la sortie de la cathode est donné de la même manière que le débit à

l’entrée de la cathode :

Wca,out = kca,out (pca −pr m), (2.44)

où kca,out est la constante d’orifice à la sortie de la cathode.

Les débits d’oxygène, d’azote et de vapeur à la sortie de la cathode sont donnés en

fonction du débit total et de la fraction de masse de chaque gaz :

WO2,ca,out =
MO2

pO2

MO2
pO2

+MN2
pN2

+Mv pv,ca
Wca,out ,

WN2,ca,out =
MN2

pN2

MO2
pO2

+MN2
pN2

+Mv pv,ca
Wca,out ,

Wv,ca,out =
Mv pv,ca

MO2
pO2

+MN2
pN2

+Mv pv,ca
Wca,out ,

(2.45)

où MO2
et MN2

sont respectivement les masses molaires de l’oxygène et de l’azote.

Le débit d’oxygène ayant réagi et le débit de l’eau généré, sont calculés à partir des

principes électrochimiques, et ils sont donnés par :

WO2,ca,r ct = MO2

nIst

4F
,

Wv,ca,g en = Mv
nIst

2F
,

(2.46)

où F est le nombre de Faraday, n est le nombre de cellules dans la PàC et Ist est le courant

de la PàC.

Wv,memb est le débit massique du transfert d’eau à travers la membrane. Ce débit est

expliqué en détail dans le paragraphe 2.3.2.3 et le débit de liquide à la sortie de la cathode

Wl ,ca,out est égal à zéro.
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2.3.2.2 Modèle de l’anode

La partie de l’anode est alimentée en hydrogène pur, stockée dans un réservoir à haute

pression. Les gaz à l’intérieur de l’anode sont l’hydrogène et la vapeur d’eau. La tempé-

rature dans l’anode est supposée constante et elle est égale à la température à l’entrée de

l’anode. La température, la pression et l’humidité à la sortie de l’anode sont considérées

égales à celles qui sont à l’intérieur de l’anode. Les équations d’états des gaz de l’anode sont

similaires à celles de la cathode [118]. Elles sont calculées par le principe de conservation

de masse et elles sont données par les équations dynamiques suivantes :

dmH2

d t
= WH2,an,i n −WH2,an,out −WH2,r ct , (2.47)

dmw,an

d t
= Wv,an,i n −Wv,an,out −Wv,memb −Wl ,an,out . (2.48)

où WH2,an,i n est le débit massique de l’hydrogène à l’entrée de l’anode,

WH2,an,out est le débit massique de l’hydrogène à la sortie de l’anode,

WH2,r ct est le débit massique de l’hydrogène réagi lors de la réaction chimique,

Wv,an,i n est le débit massique de la vapeur d’eau à l’entrée de l’anode,

Wv,an,out est le débit massique de la vapeur d’eau à la sortie de l’anode,

Wv,memb est le débit massique du transfert d’eau à travers la membrane,

Wl ,an,out est le débit massique de l’eau liquide dans l’anode.

Fig.2.5 présente les différentes débits dans l’anode.

Membrane

Anode

Wl,an,out

WH2,rct Wv,membWH2,an,in

Wv,an,in

Wan,in Wan,out

Wv,an,out

WH2,an,out

Figure 2.5. Les débits massiques dans l’anode

Les débits à l’entrée de l’anode sont exprimés par :

WH2,an,i n =
1

1+ωan,i n
Wan,i n ,

Wv,an,i n =
ωan,i n

1+ωan,i n
Wan,i n ,

(2.49)
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où Wan,i n est le débit d’hydrogène à l’entrée de l’anode :

Wan,i n = kan,i n(pan,i n −pan), (2.50)

ωan,i n est le rapport d’humidité, il est exprimé par :

ωan,i n =
Mv

MH2

φan,i n psat (Tan,i n)

pan −φatm psat (Tatm)
, (2.51)

où φan,i n est le facteur d’humidité relative à l’entrée de l’anode, Tan,i n est la température

à l’entrée de l’anode, kan,i n est la constante d’orifice à l’entrée de l’anode et MH2
est la

masse molaire de l’hydrogène. pan est la pression de l’anode, elle est donnée par :

pan = pH2
+pv,an , (2.52)

où pH2
et pv,an sont respectivement les pressions partielles de l’hydrogène et de la vapeur

d’eau dans l’anode. Ces pressions sont données par :

pH2
=

RH2
T f c

Van
mH2

,

pv,an =
Rv T f c

Van
mv,an ,

(2.53)

où RH2
est la constante spécifique d’hydrogène et Van est le volume de l’anode. mv,an est

la masse de vapeur d’eau dans l’anode. Elle est calculée de la même manière que la masse

de vapeur d’eau dans la cathode,

si mw,an ≤ mv,max,an → mv,an = mw,an , ml ,an = 0,

si mw,an > mv,max,an → mv,an = mv,max,an , ml ,an = mw,an − mv,max,an ,

(2.54)

la masse maximale de vapeur d’eau dans l’anode mv,max,an est donnée par :

mv,max,an =
psat (T f c )Van

Rv T f c
. (2.55)

Le débit de la consommation d’hydrogène est calculé à partir des principes électrochimiques

de la manière suivante [118] :

WH2,an,r ct = MH2

nIst

2F
. (2.56)

La sortie de l’anode est normalement utilisée pour purger l’eau et les gaz inutiles. Dans

le cadre de cette modélisation, cette sortie est supposée fermée dans le but de consommer
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tout l’hydrogène, ce principe est connu sous le nom de ”Dead-Ended”. Le débit à la sortie

est égal à zéro. Le débit d’eau à la sortie de l’anode Wl ,an,out est considéré comme égal

à zéro. Le débit massique du transfert d’eau à travers la membrane Wv,memb est détaillé

dans le paragraphe suivant.

2.3.2.3 Modèle de la membrane

La modélisation du passage de l’eau à travers la membrane est donnée par deux dif-

férentes relations. Ceux-ci sont dépendantes de la surface de la membrane (A f c), de la

densité du courant (i) et du degré relatif d’humidité. Le débit de transfert de l’eau à tra-

vers la membrane est réagi par deux phénomènes différents [106, 131].

Le premier phénomène est le transfert de l’eau de l’anode vers la cathode et s’appelle

flux électro-osmotique. Le débit moléculaire de l’eau dans une cellule est donné en fonction

de la densité du courant (i), du nombre de ”Faraday” (F ) et du coefficient d’électro-osmose

(nd). Ce dernier est le nombre de molécules d’eau qui traversent la membrane [108]. Le

débit massique de l’eau électro-osmotique pour toutes les cellules est donné par :

Wv,osm = nMv A f c nd
i

F
. (2.57)

Le deuxième phénomène est le transfert d’eau de la cathode vers l’anode et s’appelle

rétrodiffusion. Ce transfert d’eau est dû à la différence d’humidité entre les deux électrodes.

Le débit massique d’eau de rétrodiffusion est donné par :

Wv,di f f = nMv A f c Dw
cv,ca − cv,an

tm
, (2.58)

où Dw est le coefficient de diffusion d’eau dans la membrane, cv,ca et cv,an sont respecti-

vement les concentrations d’eau dans la cathode et dans l’anode. tm est l’épaisseur de la

membrane.

Les concentrations d’eau dans la cathode et dans l’anode utilisées dans (2.58), sont

données comme suit :

cv,ca =
ρm,dr y

Mm,dr y
λca , cv,an =

ρm,dr y

Mm,dr y
λan , (2.59)

où ρm,dr y est la masse volumique de la membrane sèche et Mm,dr y est sa masse équivalente.

λca et λan sont respectivement la teneur en eau de la cathode et celle de l’anode.
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Le coefficient d’électro-osmose et le coefficient de diffusion de l’eau dans la membrane

sont calculés en fonction de sa teneur en eau λm [37]. Cette dernière est calculée en fonction

du rapport d’activité de la membrane, celui-ci est donné par :

am =
aan +aca

2
. (2.60)

aan et aca sont respectivement le rapport d’activité de l’anode et celui de la cathode. Ils

sont donnés par :

ai =
pv,i

psat
, (2.61)

Les teneurs en eau sont données par :

λi =







0,043+17,81ai −39,85a2
i +36a3

i ,0 < ai ≤ 1

14+1,4(ai −1) ,1 < ai ≤ 3
(2.62)

où l’indice (i) se réfère à l’anode (an) ou à la cathode (ca) ou à la membrane (m).

Le coefficient d’électro-osmose (nd) est donné par :

nd = 0,0029λ2
m +0,05λm −3,14 10−19. (2.63)

Le coefficient de diffusion de l’eau dans la membrane (Dw) est défini par

Dw = Dλ exp

(

2416

(

1

303
−

1

T f c

))

, (2.64)

où

Dλ =



























10−6 , λm < 2

10−6(1+2(λm −2)) , 2 ≤λm < 3

10−6(3−1,67(λm −3)) , 3 ≤λm < 4,5

1,25 10−6 , λm ≥ 4,5.

(2.65)

Le débit global de l’eau à travers la membrane est donné par la différence de débit de

ces deux phénomènes sous l’hypothèse que le débit électro-osmotique est plus grand que

le débit de rétrodiffusion,

Wv,memb = Wv,osm −Wv,di f f . (2.66)

La Fig.2.6 montre les deux différents débits dans la membrane.
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Anode Membrane Cathode

λca

Wv,diff

Wv,osm

λmλan

Figure 2.6. Les débits massiques dans la membrane

2.3.3 Modèle dynamique réduit

Dans notre travail de thèse, nous nous intéresserons à la commande du système d’ali-

mentation en air de la PàC. Le modèle complet proposé par [118] est fortement non-linéaire,

donc la commande est difficile à réaliser pour ce système, notamment pour la commande

du système d’alimentation en air. Pour cela le modèle complet a été simplifié à 4 états par

[132] sous les hypothèses suivantes :

1. La pression de l’anode est supposée bien contrôlée grâce à une électrovanne qui a une

dynamique très rapide par rapport à celle du compresseur. Pour cela la pression de l’anode

est considérée égale à la pression de la cathode lors du fonctionnement. Ceci permet de ne

pas considérer la masse d’hydrogène (mH2
), et de vapeur d’eau dans l’anode (mv,an), du

modèle.

2. La réaction chimique entre l’hydrogène et l’oxygène produit de l’eau dans la cathode.

Alors que, la production d’eau est continue, tout excès d’eau sera transformé en liquide et

retiré de la cathode. Cette hypothèse permet de supposer que la masse de vapeur d’eau

dans la cathode est toujours égale à la masse maximale de vapeur (voir l’équation (2.43)).

mv,ca = mv,max,ca . (2.67)

3. La température de l’air à la sortie du compresseur (Tcp,out ) est supposée égale à la

température à la sortie du collecteur d’admission d’air (Tsm). Grâce à cette hypothèse la
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pression du collecteur d’admission d’air (psm) sera proportionnel à la masse d’air à l’inté-

rieur du collecteur (msm).

4. Le volume du collecteur de retour est supposé négligeable. Ce qui permet de considérer

que la pression du collecteur de retour est égale à la pression atmosphérique.

5. Tous les gaz sont considérés comme des gaz parfaits, ce qui permet de représenter les

masses par leurs pressions partielles.

Grâce à ces cinq hypothèses, le modèle de la PàC à 9 états est réduit à 4 états. Les

états sont respectivement la pression partielle d’oxygène (pO2
), la pression partielle d’azote

(pN2
), la vitesse angulaire du compresseur (ωcp) et la pression du collecteur d’admission

d’air (psm).

Comme la pression du collecteur de retour n’est pas considérée, le débit à la sortie de

la cathode est exprimé en fonction de la pression de la cathode (pression en amont) et de

la pression atmosphérique (pression en aval). Le débit à la sortie de la cathode est donné

par :

Wca,out =
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γ
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(2.68)

Dans ce travail de thèse, nous supposons que la pression de la cathode ne dépasse pas

2 bar absolue. Cela garantit que le rapport de pression entre la pression atmosphérique

(aval) et la pression de la cathode (amont) sont toujours supérieurs au rapport critique de

pression.

Pour
patm

pca
>

(

2

γ+1

)
γ

γ−1

, l’équation du débit à la sortie de la cathode peut être simplifiée

par :

Wca,out = kca,out
p

pca −patm . (2.69)

Les courbes d’équations (2.68) et (2.69) sont tracés sur la Fig.2.7. L’équation simplifiée

suit l’équation de Barré de Saint-Venant pour un rapport de pression au plus de 0,4. Le
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coefficient d’orifice kca,out est calculé par la méthode des moindres carrés tout en variant

le courant et le débit. Il est fixé à 0,945 10−4 (kg.m)1/2.
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Loi de Barré Saint−Venant
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W
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Figure 2.7. Débit à la sortie de la cathode en fonction du rapport de pression

Dans la section suivante, nous allons présenter la modélisation de deux types de com-

presseurs qui alimente la PàC en air, afin d’avoir la dynamique de la vitesse angulaire du

compresseur (ωcp).

2.4 Modélisation des compresseurs

Différents types de compresseurs peuvent être utilisés pour l’alimentation en air de

la pile. Les compresseurs peuvent être présentés en deux grandes familles : les compres-

seurs de type turbo-machines (Fig.2.8) et les compresseurs de type volumétriques (Fig.2.9)

[18, 114, 145]. Les débits d’air émis par les turbo-machines sont modélisés par une fonction

non-linéaire du rapport de la pression (aval/amont) du compresseur et de la vitesse an-

gulaire du compresseur. Par contre, les débits d’air émis des compresseurs volumétriques
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sont modélisés par une fonction linéaire de la vitesse angulaire du compresseur.

Canal latéral

Turbo−compresseur

Centrifuge AxialSoufflante

Radial

Figure 2.8. Turbo-machines

RotatifsAlternatifs

Becs SpiralesMembranePiston Vis Lobes

Volumétrique

Figure 2.9. Compresseur volumétriques

Deux types de compresseurs ont été utilisés dans le cadre de ce travail de thèse : le

compresseur à double vis et le compresseur centrifuge. Ces deux types de compresseurs

sont entrainés par un moteur synchrone à aimant permanent. La vitesse du moteur est

contrôlée par un onduleur. Ce dernier reçoit une consigne du courant quadratique (Iq)
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générée par le contrôleur (pour plus de détail voir chapitre 4). Grâce à un circuit interne,

le courant direct Id est forcé à zéro et les courants triphasés Ia , Ib et Ic sont reconstruits

afin d’alimenter le moteur. L’accélération angulaire du moteur ωcm est donnée par :

ω̇cm =
1

Jcp
(τcm −τcp −τ f ), (2.70)

où τcm , τcp et τ f sont respectivement les couples du moteur, du compresseur et du frot-

tement. Ils sont données par :

τcm = ηcmkt Iq ,

τ f = f ωcp ,

τcp =
Cp Tatm

ηcpωcp







(

psm

patm

)

γ−1

γ −1






Wcp ,

(2.71)

où kt est la constante du moteur, f est le frottement visqueux du moteur, Jcp est l’inertie

du système et ηcm est le rendement du moteur (voir [45]). Wcp est le débit d’air du

compresseur et ηcp est son rendement. Un modèle est proposé pour chaque compresseur

dans les deux paragraphes suivants.

2.4.1 Modélisation du compresseur à double vis

2.4.1.1 Modélisation

Dans cette section, nous allons modéliser le système moto-compresseur à double vis, qui

appartient à la famille des compresseurs volumétriques. Celui-ci est fabriqué par la société

Opcon Autoroto, spécifiquement pour les systèmes à pile à combustible. Ce compresseur

contient deux vis hélicöıdales. Une vis est liée directement au moteur. Cela indique que la

vitesse angulaire du compresseur (ωcp) est égale à la vitesse angulaire du moteur (ωcm).

Le débit d’air à la sortie du compresseur est continu sur toute la plage de fonctionnement,

avec un rendement très élevé. Un système de lubrification est recommandé pour lubrifier

la chambre de compression. Un mécanisme dédié au circuit de lubrification assure que

l’huile ne se mélange pas à l’air comprimé dans la PàC. Le banc d’essai est représenté sur

la Fig.2.10.

Le compresseur que nous étudions, a un débit maximal de 100 g/s pour une vitesse de

rotation de 12.000 tr/min. La modélisation du compresseur repose sur deux variables : le
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Moteur

Débitmètre Capteur de pression

Compresseur
à double vis

Electrovanne

Figure 2.10. Banc d’essai du compresseur à double vis

débit Wcp et le rendement du compresseur ηcp .

D’après [103], le débit d’un compresseur volumétrique est exprimé en fonction de la

vitesse angulaire du compresseur. Le débit du compresseur est donc donné par :

Wcp =
1

2π
ηv−cVcpr /trρaωcp , (2.72)

où ηv−c est le rendement volumétrique, Vcpr /tr est le volume comprimé par tour (m3/tr),

ρa est la masse volumique de l’air (kg/m3) et ωcp est la vitesse angulaire du compresseur

en (rad/s).

Le rendement volumétrique a été modélisé grâce à des données expérimentales. Ces ré-

sultats sont obtenus par des essais quasi-statiques, qui ont été effectués pour des pressions

de sortie constantes avec une variation de la vitesse angulaire du compresseur. Cela nous a

permis de modéliser le rendement volumétrique. Les valeurs expérimentales du rendement

sont tracées sur la Fig.2.11 en fonction de la vitesse angulaire et la pression absolue à la

sortie du compresseur.
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Figure 2.11. Cartographie du rendement volumétrique en fonction de la pression à la sortie du
compresseur et la vitesse angulaire du compresseur

Grâce à une interpolation, le rendement volumétrique est modélisé sous forme d’un

polynôme de degré 4, en fonction de la vitesse angulaire (Ncp) en tr/min et de la pression

à la sortie du compresseur (pcp,out ). Ce polynôme est donné comme suit :

ηv−c = p00 +p10Ncp +p01pcp,out +p20N 2
cp +p11Ncp pcp,out +p02p2

cp,out

+p30N 3
cp +p21N 2

cp pcp,out +p12Ncp p2
cp,out +p03p3

cp,out +p40N 4
cp

+p31N 3
cp pcp,out +p22N 2

cp p2
cp,out +p13Ncp p3

cp,out +p04p4
cp,out ,

(2.73)

où pi j sont des constantes avec i = 1,2,3,4 et j = 1,2,3,4 (voir Annexe A).

Le rendement du compresseur ηcp est calculé à partir des données expérimentales, par

la relation suivante :

ηcp =
Pad

Pméca
, (2.74)

où Pad et Pméca sont respectivement la puissance adiabatique et mécanique.
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En se basant sur ces données, le rendement est tracé, en fonction du débit d’air et

de la pression à la sortie du compresseur, sur la Fig.2.12. Grâce à cette interpolation, le

rendement du compresseur est modélisé par un polynôme de degré 4 en fonction du débit

d’air et de la pression à la sortie du compresseur. Ce polynôme est donné par la relation

suivante :

ηcp = q00 +q10Wcp +q01pcp,out +q20W 2
cp +q11Wcp pcp,out +q02p2

cp,out +q30W 3
cp

+q21W 2
cp pcp,out +q12Wcp p2

cp,out +q03p3
cp,out +q40W 4

cp +q31W 3
cp pcp,out

+q22W 2
cp p2

cp,out +q13Wcp p3
cp,out +q04p4

cp,out ,

(2.75)

où qi j sont des constantes avec i = 1,2,3,4 et j = 1,2,3,4 (Annexe A).
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Figure 2.12. Cartographie du rendement du compresseur en fonction de la pression à la sortie
et du débit d’air du compresseur

2.4.1.2 Validation du modèle

La modélisation du compresseur à double vis est validée expérimentalement en deux

étapes. La première étape consiste en la validation statique du modèle en boucle ouverte.

La deuxième étape consiste en la validation dynamique du modèle. La validation statique
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consiste en une variation lente de la vitesse angulaire du compresseur pour une pression

constante à sa sortie. La comparaison entre les résultats de simulation et d’expérimentation

est présentée sur la Fig.2.13. Ces deux courbes montrent la validité de l’équation de débit

présenté dans (2.72).

3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
10

20

30

40

50

60

70

80

Vitesse (tr/min)

D
éb

it 
(g

/s
)

 

 

Simulation
Expérimentale

Figure 2.13. Rendement volumétrique du compresseur à double vis par simulation et par éxpéri-
mentation

Ensuite, deux échelons de vitesse sont appliqués au système pour valider le modèle

en dynamique Fig.2.14. L’erreur entre la vitesse issue du modèle et la vitesse réel est

inférieur à 1%. Les réponses des débits à des échelons sont présentés sur la Fig.2.15. En

régime dynamique le débit en expérimentation est plus lent que le débit en simulation.

Cette différence est due au temps de réponse du débitmètre. Malgré ce retard en régime

statique, les deux débits se rejoignent, ce qui valide la modélisation effectuée.

2.4.2 Modélisation du compresseur centrifuge

2.4.2.1 Modélisation

Dans cette partie, une modélisation du compresseur centrifuge est établie. Le compres-

seur centrifuge est de la famille turbo-machine. Le compresseur utilisé sur le banc d’essai

est fabriqué par la société ROTREX. Le système d’alimentation en air est équipé d’un



2.4. MODÉLISATION DES COMPRESSEURS 53

0 10 20 30 40 50 60 70
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

Temps (s)

V
ite

ss
e 

(t
r/

m
in

)

 

 

Simulation
Expérimentation

Figure 2.14. Variations de la vitesse du compresseur à double vis en simulation et en éxpéri-
mentation

circuit de lubrification et un refroidisseur. Le moteur utilisé est le même que dans le cas

du compresseur à double vis. Le banc d’essai est présenté sur la Fig.2.16.

La vitesse maximale de la roue à aube du compresseur peut atteindre 200.000 tr/min.

Ainsi, la vitesse angulaire de l’arbre du compresseur est limitée à 15.900 tr/min. Celui-ci

est calculé par le coefficient de réduction du compresseur, donné par le constructeur égal

à 12,7. La rotation du compresseur est effectuée par le moteur, à l’aide d’une courroie et

d’une poulie. Le compresseur possède une poulie d’un diamètre de 60 mm. Sachant que la

vitesse angulaire maximale du moteur est de 12.000 tr/min, le diamètre de la poulie est de

90 mm ce qui donne un rapport de réduction de 1,5. Cela limite le moteur à une vitesse

angulaire de 10.600 tr/min. La relation entre la vitesse angulaire du compresseur ωcp et

du moteur ωcm est donnée comme suit :

ωcp = krωcm , (2.76)

où kr est le rapport de réduction de la vitesse, il est égal à 19,05.
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Figure 2.15. Variations du débit du compresseur à double vis en simulation et en éxpérimentation

De même que pour la modélisation du compresseur à double vis, deux grandeurs sont

modélisées : le débit d’air du compresseur et son rendement. Le débit d’air est modélisé

par la méthode présentée dans [66] et [103]. Ce type de modélisation est dédié aux turbo-

machines, et plus spécifiquement pour les compresseurs centrifuges. Afin de standardiser

le principe de modélisation dans les mêmes conditions (température et pression), il est

impératif de corriger les valeurs mesurées. D’après [31] les valeurs corrigées sont la vitesse

angulaire du compresseur (Ncr ) en (tr/min) et le débit d’air Wcr en (en kg/s). Ces valeurs

corrigées sont utilisées dans la cartographie du compresseur. Elles sont données par :

Ncr =
Ncp
p
θ

,

Wcr = Wcp

p
θ

δ
,

(2.77)

Ncp est la vitesse angulaire du compresseur, Wcp est le débit d’air du compresseur, δ est

le terme de correction de la pression et θ est le terme de correction de la température.



2.4. MODÉLISATION DES COMPRESSEURS 55

MoteurCompresseur centrifuge

Refroidisseur Capteur de pression Débitmètre

Lubrificateur

Figure 2.16. Banc d’essai du compresseur centrifuge

En utilisant la méthode [66], un paramètre principale doit être défini, et il est donné :

ψ =
Cp Tcp,i n

[

(

pcp,out

pcp,i n

)
γ−1

γ

−1

]

1
2

U 2
c

,
(2.78)

où Cp est la chaleur spécifique, Tcp,i n est la température à l’entrée du compresseur et pcp,i n

et pcp,out sont les pressions en amont et en aval du compresseur respectivement. Uc est la

vitesse linéaire ; Elle est calculée en fonction de la vitesse angulaire du compresseur corrigé

Ncr :

Uc =
π

60
dc Ncr

p
θ, (2.79)

où dc est le diamètre de l’arbre du compresseur.

Le débit normalisé du compresseur est défini comme suit :

Φ =
Wcr

π

4
ρad 2

c Uc

, (2.80)

où ρa est la masse volumique de l’air.
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Le paramètre principal ψ et le rendement du compresseur ηcp sont exprimés en fonction

de Φ par les relations suivantes :

ψ =
k1 +k2Φ

k3 −Φ
, ki = ki 1 +ki 2M , i = 1,2,3,

ηcp = a1Φ
2 +a2Φ+a3, ai =

ai 1 +ai 2M

ai 3 −M
, i = 1,2,3.

(2.81)

Les coefficients k et a sont déterminés par la méthode des moindres carrés, basée sur

des données expérimentales et ils sont des fonctions polynomiales en fonction du paramètre

M . Ce dernier est donné par :

M =
Uc

√

γRaTcp,i n

. (2.82)

Les relevés des données expérimentales ont été pris en fixant la vitesse angulaire du

moteur tout en variant la pression à la sortie du compresseur. Les coefficients déduits sont

donnés par :

k11 = −0,0750 , k12 = 1,8815,

k21 = −0,8333 , k22 = −3,2360,

k31 = −0,0082 , k32 = 0,9977,

(2.83)

a11 = −2,5344 , a12 = 28,4594 , a13 = −1,3733,

a21 = 0,9564 , a22 = −9,6470 , a23 = −0,9467,

a31 = −0,0372 , a32 = 0,1166; , a33 = 1,8831.

(2.84)

Le rendement du compresseur est tracé sur la Fig.2.17. Sachant que le débit corrigé du

compresseur est égal à :

Wcr =
π

4
Φρad 2

c Uc . (2.85)

2.4.2.2 Validation du modèle

Afin de valider la modélisation proposée, deux étapes de validation sont effectuées :

validation statique et validation dynamique. La validation statique consiste à mesurer le

débit tout en fixant la vitesse angulaire du moteur et en variant lentement la pression à la

sortie du compresseur. La Fig.2.18 présente une comparaison entre les résultats d’expéri-

mentation et de simulation. D’après la Fig.2.18, les deux courbes sont proches, avec une

erreur inférieure à 5%.
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Figure 2.17. Cartographie du rendement du compresseur centrifuge en fonction de la pression à
la sortie et du débit d’air du compresseur

Dans la deuxième étape, deux échelons de vitesse sont appliqués au système pour

comparer les réponses du modèle et du système en dynamique Fig.2.19. La sortie du

système est le débit d’air émis par le compresseur. La comparaison de ces deux débits est

présentée sur la Fig.2.20. Les deux débits se rejoignent en régime statique. Par contre, en

régime dynamique, le débit mesuré par le débitmètre est plus lent du fait du temps de

réponse du débitmètre. L’erreur entre le modèle et l’expérimentation est inférieure à 5% ;

ce qui valide la modélisation effectuée.

2.5 Modèle du système d’alimentation en air

Sous les hypothèses présentées dans la section 2.3.3, les équations dynamiques (2.33),(2.34),

(2.29) et (2.70) peuvent être représentées par le modèle suivant :
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d pO2

d t
=

RO2
T f c

Vca
(WO2,ca,i n −WO2,ca,out −WO2,r ct ),

d pN2

d t
=

RN2
T f c

Vca
(WN2,ca,i n −WN2,ca,out ),

dωcp

d t
=

1

Jcp
(τcm −τcp −τ f ),

d psm

d t
=

RaTcp,out

Vsm
(Wcp −Wsm,out ).

(2.86)

2.5.1 Entrées et sorties du système

Les entrées du système sont définies en deux catégories :

– Le courant quadratique (Iq) est considéré comme une entrée, c’est la variable de la

commande du compresseur. Ce courant se retrouve dans l’équation de l’accélération

du compresseur présenté dans (2.70). Il contrôle la vitesse angulaire du compresseur,

ainsi que son débit d’air.
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Figure 2.19. Variations de la vitesse du compresseur centrifuge en simulation et en éxpérimen-
tation

– Le courant de la PàC (Ist ) est considéré comme une perturbation mesurable du

système. Dans la plupart des modélisations des PEMFC, le courant de la PàC est

considéré mesurable. Par contre, dans [139], la tension de la pile est utilisée comme

une entrée pour analyser la distribution de la densité de courant.

Les sorties sont des variables mesurables, ils permettent d’apprécier la performance du

système. Le vecteur des paramètres mesurables de la PàC est donné par :

y =









y1

y2

y3









=









Vst

psm

Wcp









, (2.87)

où y1 est la tension de la pile à combustible (Vst ), y2 est la pression du collecteur d’admis-

sion d’air (psm) et y3 est le débit d’air du compresseur (Wcp).
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Figure 2.20. Variations de la vitesse du compresseur centrifuge en simulation et en éxpérimen-
tation

2.5.2 Performance du système

Le vecteur de performance de la PàC est défini par :

z =





z1

z2



=





Pnet

λO2



 , (2.88)

où z1 est la puissance nette délivrée par la pile (Pnet ) et z2 est le rapport d’excès d’oxygène

(λO2
).

La puissance nette délivrée par la pile est égale à la différence entre la puissance fournie

par la PàC et les puissances consommées par les auxiliaires. Notant que le compresseur

est le dispositif qui consomme le plus d’énergie parmi ces auxiliaires, celui-ci atteint une

consommation du 20% de la puissance fournie de la PàC [118]. Ainsi, la puissance nette

est égale à la différence entre la puissance de la pile (Pst ) et la puissance consommée par

le compresseur (Pcm). Cette relation peut être exprimée par :

Pnet = Pst −Pcm , (2.89)
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avec
Pst = Vst Ist ,

Pcm = τcmωcp .

(2.90)

Le rapport d’excès d’oxygène ou le rapport de stœchiométrie présente la relation entre

l’oxygène injecté dans la cathode et l’oxygène ayant réagi lors de la réaction chimique.

Cette relation est donnée par :

λO2
=

WO2,ca,i n

WO2,r ct
. (2.91)

Un rapport d’excès d’oxygène élevé ainsi qu’une pression partielle d’oxygène élevée, amé-

liorent la puissance fournie par la PàC et la puissance nette. Cependant si la valeur op-

timale de λO2
est dépassée, le compresseur demande plus de puissance et ainsi réduit la

puissance nette fournie par la PàC. Dans la littérature, il est démontré que la puissance

nette maximale fournie par la PàC est atteinte pour un rapport d’excès d’oxygène entre 2

et 2,5 [118].

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, le modèle statique de la pile à combustible a été présenté. Ainsi deux

modélisations dynamiques successives d’un système à pile à combustible ont été abordées.

Le modèle complet du système est basé sur les travaux de [118]. En se basant sur plusieurs

hypothèses, le modèle a été simplifié par [132]. Ensuite, deux types de compresseurs ont

été modélisés pour le système d’alimentation en air, ce sont : le compresseur à double vis

et le compresseur centrifuge. Les modèles ont été validés d’une manière satisfaisante sur

les bancs d’essai au FCLab. Dans les chapitres 4 et 5, le modèle à 4 états est utilisé pour

la synthèse du contrôle commande des systèmes d’alimentation en air. Dans le chapitre

suivant, nous allons présenter une introduction à la commande par mode glissant.





Chapitre 3

Mode glissant d’ordre supérieur

3.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre, à décrire la commande par mode glissant

(MG). Ce type de commande est connu pour le contrôle des systèmes non-linéaires avec

des incertitudes telles que présentés par Utkin [141] et Emelyanov et al. [39]. Le but de ce

chapitre est d’introduire les notions de bases du MG et de présenter quelques algorithmes

par MG d’ordre supérieur. Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la première partie,

une synthèse de la commande basée sur les MG classiques, connues par MG d’ordre 1, est

présentée. La deuxième partie présente les algorithmes de commandes par mode glissant

d’ordre supérieur robustes et adaptatifs.

3.2 Introduction à la commande par mode glissant

Cette section est principalement basée sur les travaux de [129, 140, 142]. Le principe

de la commande par MG est de forcer les trajectoires d’état d’un système à atteindre une

surface de glissement en temps fini, ensuite, y rester, grâce à une commande discontinue.

Ainsi, après la convergence, la réponse dynamique du système dépend des paramètres

et des équations qui définissent cette surface de glissement [129]. Celle-ci est déterminée

en fonction des objectifs de la commande, des propriétés statiques et de la dynamique du

système en boucle fermée. Il est possible de synthétiser la surface de glissement en fonction

d’objectifs de contrôle classique comme : la stabilité globale, l’optimisation, la régulation,
63
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etc. Dans la théorie présentée dans les paragraphes suivants, les systèmes sont non-linéaire,

mono-entrée mono-sortie (SI SO) et affine en la commande.

3.2.1 Mode glissant classique

Considérons le système non-linéaire dynamique suivant :

ẋ(t ) = f (x)+ g (x)u,

y(t ) = h(x),
(3.1)

où x ∈X ⊂R
n est le vecteur d’état et u ∈U ⊂R est l’entrée du système. f (x) et g (x) sont

des fonctions incertaines suffisamment différentiable définies sur X . h(x) est la sortie du

système avec y ∈Y ⊂R.

Soit s(x) : X → R, une fonction dérivable, considérée comme une sortie du système

(3.1) [129] et appelée la variable de glissement. L’ensemble :

S = {x ∈X : s(x) = 0},

représente une sous-variété de X de dimension (n − 1), celui-ci est appelé la surface de

glissement ou de commutation. Notons que le système doit avoir un degré relatif 1 par

rapport à la variable de glissement s [141]. Le degré relatif d’un système est le nombre de

dérivées de la variable de glissement, par rapport au temps, pour obtenir la commande

[64]. Une fois que la surface de glissement est atteinte, les trajectoires d’états du système

resteront dans un sous-ensemble de l’espace, avec une dimension inférieure à la dimension

du système [38, 72].

Dans le but d’atteindre la surface de glissement, la loi de commande u proposée est

discontinue, celle-ci est donnée sous la forme suivante :

u =−k sign(s), (3.2)

où k est une constante positive. Supposant que la loi de commande (3.2), satisfasse la

condition d’attractivité suivante, appelée η-attractivité, au voisinage de S :

sṡ ≤ −η|s|, avec η > 0. (3.3)

Sous cette condition, les trajectoires d’états du système (3.1) atteignent la surface de

glissement, en temps fini et restent sur la surface.
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3.2.2 Phénomène du chattering

Les discontinuités appliquées à la commande produisent des oscillations à la sortie

du système, ce phénomène est appelé chattering (Fig.3.1). C’est l’un des inconvénients

les plus importants du mode glissant classique. Durant les années 80, plusieurs méthodes

ont été proposés pour réduire le chattering [19]. Dans [25, 130], les auteurs ont proposé de

remplacer la fonction discontinue ”signe”, par une commande continue comme par exemple,

la fonction de saturation, la fonction pseudo-signe, la fonction arctangente ou la fonction

tangente hyperbolique. Ces fonctions rendent le contrôle continu, par contre les trajectoires

convergents uniquement vers un voisinage de la surface de glissement [80]. Dans [20, 142],

les auteurs ont proposé un observateur pour éliminer ce chattering ; Cette méthode est

intéressante mais sensible aux incertitudes. Dans [40, 91], les auteurs ont proposé le concept

de la commande par mode glissant d’ordre deux, celle-ci assure la convergence de la variable

de glissement et de sa première dérivée en temps fini vers zéro. Par la suite, cette approche

a été développée par [10, 12, 14], d’une part pour réduire le chattering, et d’autre part

pour assurer la robustesse des systèmes de degré relatif quelconque. Des travaux récents

proposent des commandes adaptatives par MG d’ordre 1 et supérieur [115, 126]. Ces lois

de commande utilisent des gains dynamiques qui s’adaptent vis-à-vis des perturbations et

des incertitudes du système contrôlé.

trajectoire

chattering

s = 0

Figure 3.1. Le phénomène du chattering

3.3 Commande par mode glissant d’ordre supérieur

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté la commande par MG classique

et le phénomène du chattering. Dans le but d’éviter ce chattering, la commande par mode

glissant d’ordre supérieur est proposée. Dans cette approche, la commande discontinue
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agit sur les dérivées d’ordre supérieur de la variable de glissement. La Fig.3.2 montre que,

en appliquant la commande par mode glissant d’ordre supérieur à un système, la surface

de glissement est atteinte de manière plus lisse que la commande par MG classique. Cela

réduit le chattering, tout en conservant les propriétés de la robustesse et de la convergence

en temps fini de la commande par mode glissant classique [104].

trajectoire

chattering

s = 0

trajectoire

s = 0

Figure 3.2. Allure du régime glissant : MG classique (gauche) et MGOS (droite)

Par la suite, nous présenterons les principes de commande par mode glissant d’ordre

supérieur pour les systèmes SI SO non-linéaire. En particulier, la théorie des commandes

par mode glissant d’ordre 2 (MGO2) est présentée. Cette partie est basée sur les travaux

suivants [13, 43, 82, 83, 89, 90, 113].

3.3.1 Synthèse de la commande

Considérons le système non-linéaire incertain suivant :

ẋ = f (x, t )+ g (x, t )u,

s = s(x, t ),

u = u(x, t ),

(3.4)

avec x ∈ R
n le vecteur d’états, u ∈R entrée du contrôle. f (x, t ) et g (x, t ) sont des fonctions

incertaines, suffisamment différentiables et s(x, t ) ∈ R est la sortie, aussi suffisamment dif-

férentiable.

L’objectif de la commande par MGO2 est de forcer la variable de glissement et sa

première dérivée à zéro. Dans le cas où le degré relatif du système par rapport à la variable

de glissement est 1 ou 2, s et ṡ convergent vers zéro en temps fini. La convergence à l’origine

est présentée sur la Fig.3.3 [88].



3.3. COMMANDE PAR MODE GLISSANT D’ORDRE SUPÉRIEUR 67

s = ṡ = 0

s

ṡ

Figure 3.3. Ensemble de glissement d’ordre 2

La synthèse des lois de commande par MGO2 dépend des bornes de fonctions incer-

taines, qui apparaissent dans la deuxième dérivée de la variable de glissement. Deux cas

sont possibles, en fonction du degré relatif du système par rapport à s. Les degrés relatifs

sont d’ordre 1 ou 2 :

– Cas A : système de degré relatif 1.

Dans le cas ou le degré relatif du système est égale à 1 par rapport à s, la commande

u apparait dans la première dérivée de s par rapport au temps,

ṡ(x, t ) =
∂

∂t
s(x, t )+

∂

∂x
s(x, t )( f (x, t )+ g (x, t )u). (3.5)

D’où l’expression de s̈ s’écrit sous la forme suivante :

s̈(x, t ) =
∂

∂t
ṡ(x, t )+

∂

∂x
ṡ(x, t )( f (x, t )+ g (x, t )u)+

∂

∂u
ṡ(x, t )u̇(t ). (3.6)

s̈(x, t ) = φ(x,u, t )+γ(x,u, t )u̇(t ), (3.7)

avec φ(x,u, t ) et γ(x,u, t ) fonctions incertaines bornées. De plus, il existe quatre

constantes positives s0, Km , KM et C telles que, dans un voisinage de la surface de

glissement, défini par |s(x, t )| < s0 [88], on a :
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0 < Km < γ(x,u, t ) =
∂

∂u
ṡ(x, t ) < KM ,

∣

∣

∣φ(x,u, t ) =
∂

∂t
ṡ(x, t )+

∂

∂x
ṡ(x, t )( f (x, t )+ g (x, t )u)

∣

∣

∣≤C .

(3.8)

Selon ces bornes, l’équation (3.7) peut être remplacée par l’inclusion différentielle

suivante :

s̈ ∈ [−C ,C ]+ [Km ,KM ]u̇. (3.9)

– Cas B : Système de degré relatif 2.

Dans le cas où le système est de degré relatif 2, la commande u apparait dans la

deuxième dérivée de s. Celle-ci est donnée comme suit :

s̈(x, t ) =
∂

∂t
ṡ(x, t )+

∂

∂x
ṡ(x, t )( f (x, t )+ g (x, t )u). (3.10)

Puis, la deuxième dérivée de s peut être écrite sous la forme suivante :

s̈(x, t ) = φ′(x, t )+γ′(x, t )u(t ), (3.11)

avec φ′(x, t ) et γ′(x, t ) sont des fonctions incertaines bornées. De même que dans les

systèmes de degré relatif 1, il existe quatre constantes positives s′0, K ′
m , K ′

M et C ′

telles que, dans un voisinage de la surface de glissement, défini par |s(t )| < s′0, on a :

0 < K ′
m < γ′(x, t ) =

∂

∂x
ṡ(x, t )g (x, t ) < K ′

M ,

∣

∣

∣φ′(x, t ) =
∂

∂t
ṡ(x, t )+

∂

∂x
ṡ(x, t ) f (x, t )

∣

∣

∣≤C ′.

(3.12)

Selon ces bornes, l’équation (3.11) peut être remplacée par l’inclusion différentielle

suivante :

s̈ ∈ [−C ′,C ′]+ [K ′
m ,K ′

M ]u. (3.13)

Les deux relations (3.9) et (3.13), sont très importantes pour l’étude de la robustesse

d’un système. Dans les paragraphes suivants, plusieurs algorithmes sont présentés, dans le

but d’assurer la convergence en temps fini de s et ṡ vers zéro.

3.3.2 Algorithmes par mode glissant d’ordre 2

Plusieurs algorithmes basés sur des lois de commande par mode glissant d’ordre deux

(MGO2) ont été proposés. Dans cette section, nous présentons trois algorithmes bien

connus. Deux parmi eux sont dédiés aux systèmes de degré relatif 2, qui sont l’algorithme
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sous-optimal et l’algorithme du Twisting. Le troisième est l’algorithme du Super-Twisting

et il est dédié aux systèmes de degré relatif 1 par rapport à s.

Remarque 1 : Les algorithmes dédiés aux systèmes de degré relatif 2, peuvent être

adaptés aux systèmes de degré relatif 1. L’adaptation est effectuée en augmentant le degré

relatif du système, cela est effectué en agissant sur la dérivée de u (Fig.3.4).

MGO2
Système

degré relatif 1

Système degré relatif 2

Consigne uv

Figure 3.4. Degré relatif du système augmenté [78]

3.3.2.1 Algorithme sous-optimal

L’algorithme sous-optimal est appliqué aux systèmes de degré relatif 1 et 2 par rapport

à s(x, t ). Cet algorithme est inspiré de la commande optimale de type bang-bang [92]. Il

assure la convergence de s et de ṡ en temps fini vers zéro, en limitant les trajectoires par

des arcs paraboliques qui comprennent l’origine (Fig.3.5). Dans le cas où le degré relatif

de système est égale à 2 par rapport à s(x, t ), la loi de commande est définie par :

u(t ) = −α(t )VM sign

(

s(t )−
1

2
sM (t )

)

, (3.14)

où VM est une constante positive réglable et sM est défini par :

sM (t ) =











s(0) , 0 ≤ t < tM1
,

s(tMi
) , tMi

≤ t < tMi+1
,

i = 1,2, ....

(3.15)

où tMi
sont les instants où ṡ = 0. Le paramètre α(t ) est défini par :

α(t ) =























α∗ , si

[

s(t )−
1

2
sM

]

[sM − s(t )] > 0,

1 , si

[

s(t )−
1

2
sM

]

[sM − s(t )] ≤ 0,
(3.16)
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où α∗ est une constante positive. Les paramètres du contrôleur, α∗ et VM , doivent satisfaire

les conditions suivantes :























α∗ ∈ (0,1]
⋂

(

0,
3K ′

m

K ′
M

)

,

VM = max

(

C ′

α∗K ′
m

,
4C ′

3K ′
m −α∗K ′

M

)

.

(3.17)

où C ′, K ′
m et K ′

M sont des bornes donnés dans l’équation (3.12).

ṡ

s

Figure 3.5. Algorithme sous-optimal : plan de phase (s , ṡ)

Suivant la remarque 1, l’algorithme sous-optimal peut être également appliqué aux

systèmes de degré relatif 1 par rapport à s :

v(t ) = u̇ = −α(t )VM sign

(

s(t )−
1

2
sM (t )

)

. (3.18)

La deuxième dérivée de la variable de glissement s et les conditions aux bornes sont

celles données dans le cas A de la section 3.3.1. Pour plus de détails sur la synthèse et la

preuve de la convergence de l’algorithme voir [12, 13].

3.3.2.2 Algorithme du Twisting

L’algorithme du Twisting est basé sur une commutation de l’amplitude de la commande

entre deux valeurs, de telle manière que, cette commutation crée des trajectoires circu-
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laires jusqu’à la convergence en temps fini à l’origine (Fig.3.6). La loi de commande de

l’algorithme est définie comme suit :

u(t ) =−r1sign(s)− r2sign(ṡ), (3.19)

r1 et r2 sont des constantes positives réglables, que satisfont les conditions suivantes :























0 < r2 < r1,

r1 − r2 >
C ′

K ′
m

,

K ′
m(r1 + r 2)−C ′ > K ′

M (r1 − r2)+C ′.

(3.20)

où C ′, K ′
m et K ′

M sont des bornes donnés dans l’équation (3.12). Plus de détails sur la

preuve et la synthèse de la loi de commande peuvent être trouvés dans [88]. De même que

l’algorithme sous-optimal, l’algorithme du Twisting peut être appliqué sur les systèmes de

degré relatif 1 par rapport à s.

s

ṡ

Figure 3.6. Algorithme du Twisting : plan de phase (s , ṡ)

3.3.2.3 Algorithme du Super Twisting

L’algorithme du Super Twisting est l’algorithme le plus utilisé pour la commande par

mode glissant d’ordre 2. Celui-ci n’est applicable qu’aux systèmes qui présentent un degré

relatif 1 par rapport à la variable de glissement s [43]. Cette loi du commande converge en
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un temps fini avec une trajectoire semblable à celle de l’algorithme du Twisting (Fig.3.7).

Les avantages principales de cet algorithme sont la continuité de la commande et l’absence

du besoin de la dérivée de s.

La loi de commande du Super Twisting est donnée par l’équation suivante :

u(t ) = u1 +u2,

u̇1 = −βsign(s),

u2 = −α |s|
1
2 sign(s),

(3.21)

où α et β sont des constantes positives réglables. La preuve de la stabilisation et de la

convergence du système est présentée dans [78, 88]. Les conditions suffisantes des para-

mètres du contrôleur, pour assurer la convergence, sont définies par les bornes présentées

dans le cas B section 3.3.1, elles sont données comme suit :



















β>
C

Km
,

α2 ≥
4C KM (β+C )

K m
3(β−C )

.

(3.22)

s

ṡ

Figure 3.7. Algorithme du Super Twisting : plan de phase (s , ṡ)
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3.3.3 Différentiateur

L’algorithme sous-optimal et l’algorithme du Twisting ont besoin de la première dérivée

de la variable de glissement s. Pour cela, nous utilisons un différentiateur robuste exact

qui converge en temps fini [91]. Ce différentiateur est de la forme suivante :







ż0 =−η2L
1
2 |z0 − s|

1
2 sign(z0 − s)+ z1,

ż1 =−η1Lsign(z1 − ż0),
(3.23)

où z0 and z1 sont respectivement les estimations en temps réel de s et ṡ. Les paramètres

du différentiateur ηi sont choisis, η1 = 1,1, η2 = 1,5 d’après [91]. L est le seul paramètre

à régler selon la condition suivante :

|s̈| ≤ L. (3.24)

La structure du différentiateur est présentée sur la Fig.3.8.

√

|u|

−η2L
1
2

sign(u)s

−η1L

sign(u)

z0

z1

Figure 3.8. Structure du différentiateur

3.4 Commande par mode glissant d’ordre 2 adaptative

Dans les sections précédentes, nous avons vu que les gains des algorithmes de la com-

mande par MGO2 dépendent de la connaissance des bornes d’incertitude des fonctions

incertaines du système. Dans la vie pratique, il n’est pas toujours possible d’avoir une

estimation exacte de ces bornes. Ainsi, il faut souvent régler les gains d’une manière ”sur-

estimée”. Cette pratique peut avoir des effets sur le système en boucle fermée notamment

en terme d’augmentation du chattering. Pour cela des commandes adaptatives par MGO2
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ont été proposées afin de régler les gains d’une façon dynamique et de réduire de plus

le chattering. Plusieurs travaux de recherche sur les commandes adaptatives par mode

glissant d’ordre 1 ont été proposés comme dans [11, 61, 115, 116]. Mais le problème de

discontinuité, qui crée du chattering sur la sortie du système, persiste. Pour le résoudre,

l’adaptation des commandes a été intégrée sur les algorithmes par mode glissant d’ordre

supérieur comme dans [55], et pour l’ordre 2 dans [33, 75, 126, 134]. Les lois de commande

adaptatives permettent de réduire le chattering sur la sortie du système grâce aux gains

du contrôleur qui s’adaptent vis-à-vis des perturbations et des variations paramétriques.

3.4.1 Algorithme du Twisting adaptatif (Kochalummoottil, et al. [75])

Dans [75], les auteurs ont proposé une approche adaptative de l’algorithme du Twisting.

La différence avec l’algorithme classique, est que les gains sont dynamique et indépendants

des bornes des incertitudes. Cet algorithme est appliqué au système de degrés relatifs 1

et 2 par rapport à la variable de glissement s. Dans ce travail, les auteurs ont limités leur

étude au cas où γ′(x, t ) est égale à 1. La deuxième dérivée de la variable de glissement

devient :

s̈ = φ′(x, t )+u(t ). (3.25)

Les gains de l’algorithme du Twisting adaptatif sont donnés par :

ṙ1 =











ω

√

γ

2
sign(N (s, ṡ)−µ) si r1 ≥ rmi n ,

χ si r1 < rmi n ,

r2 =
r1

2
.

(3.26)

où ω, γ, χ, rmi n et µ sont des constantes positives arbitraires. ω et γ définissent la pente

de la dynamique de l’augmentation et de la diminution de r1. rmi n est la valeur minimale

pouvant être atteinte par r1 et χ force r1 à rester autour de cette valeur minimale. µ est

le voisinage acceptable de la convergence.

La zone de la convergence de (s, ṡ) est définie par N (s, ṡ). Où N (s, ṡ) est donné par

l’équation suivante :

N (s, ṡ) =
s2

a
+

ṡ2

b
avec N (s, ṡ) ≤µ, (3.27)

Cette zone est représentée dans le plan de phase (s, ṡ) par une ellipse centrée à l’origine.

Quand ce domaine est atteint, les gains r1 et r2 commencent à diminuer. Par contre, si les
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trajectoires du système s’éloignent du domaine, les gains commencent à augmenter afin de

forcer les trajectoires du système, à revenir vers l’origine, et ainsi de garder la convergence

autour de la surface N (s, ṡ) =µ (Fig.3.9). De plus amples détails sur la stabilité et la preuve

d’algorithme sont présentés dans [75].

b
s

ṡ

a

Figure 3.9. Algorithme du Twisting adaptatif [75] : plan de phase (s , ṡ)

3.4.2 Algorithme du Twisting adaptatif (Taleb et al. [134])

Une autre proposition de l’algorithme du Twisting adaptatif a été présentée dans [134].

Dans cette approche, le système étudié est de degré relatif 2 par rapport à la variable de

glissement s, identique à celui présenté dans le cas B de la section 3.3.1. Des inégalités

supplémentaires sont ajoutées au système,

∣

∣

∣

∣

φ̇

φ

∣

∣

∣

∣

≤ C ′
d ,

|γ̇|
γ

≤ K ′
d ,

(3.28)

où C ′
d et K ′

d sont des constantes positives inconnues.
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Les gains de l’algorithme du Twisting adaptatif sont donnés par :

ṙ1 =























−αλr1 si r1 > rm ,

−αλm si rmm < r1 ≤ rm , r1(0) ≥ rmm ,

−λm si r1 ≤ rmm ,

r2 = βr1 avec 0,5 < β < 1.

(3.29)

avec

α =







1 si ∀t j ∈ [t −NT τ, t ] : |s| ≤µr1(t j )τ2,

−1 si ∃t j ∈ [t −NT τ, t ] : |s| >µr1(t j )τ2,
(3.30)

où α, λ, λm , µ, NT , rm et rmm sont des constantes positives arbitraires. τ est la période

d’échantillonnage. Le zone de convergence en temps fini est défini par :

s ≤ ε1 avec ε1 = η1τ
2r1(t ),

ṡ ≤ ε2 avec ε2 = η2τr1(t ),
(3.31)

où η1 et η2 sont des constantes positives. Les gain r1 et r2 s’adaptent afin d’assurer la

convergence au voisinage de la surface de glissement (Fig.3.10). Plus d’informations sur la

stabilité et la preuve de cet algorithme sont présentées dans [134].

ε2
s

ṡ

ε1

Figure 3.10. Algorithme du Twisting adaptatif [134] : plan de phase (s , ṡ)
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3.4.3 Algorithme du Super Twisting adaptatif

Nous présentons ici l’algorithme du Super Twisting adaptatif proposé dans [126]. Les

gains du contrôleur (α et β) sont dynamiques et les paramètres des contrôleurs sont indé-

pendants des bornes des incertitudes du système. Les gains adaptatifs sont donnés comme

suit :

α̇=











ω

√

ψ

2
sign(|s|−µ) , si α>αm ,

η , si α≤αm ,

β= 2εα,

(3.32)

où ω, ψ, µ, αm , η et ε sont des constantes positives arbitraires. µ est l’erreur acceptable

de la zone de convergence, normalement ce paramètre est très petit. Pour η positive, α

prend une valeur minimale αm . La valeur de α augmente pour assurer la convergence des

trajectoires d’état du système vers un voisinage de la surface de glissement, défini par

|s| ≤ µ. Quand le voisinage de la surface de glissement est atteint la valeur de α diminue.

Les constantes ω, ψ et ε sont présentes pour définir la vitesse de montée et de descente

des gains. La convergence de la loi de commande est présentée sur la Fig.3.11. De plus

amples détails sur la preuve de stabilité de l’algorithme sont présentés dans [126].

2µ

s

ṡ

Figure 3.11. Algorithme du Super Twisting adaptatif : plan de phase (s , ṡ)
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la commande par mode glissant, ses avantages

et ses inconvénients. Nous avons abordé les différentes approches qui permettent de ré-

duire le phénomène du chattering. Ensuite, nous avons présenté la commande par MGO2.

Celle-ci est connue pour sa robustesse et sa convergence en temps fini vis-à-vis des pertur-

bations et des variations paramétriques et la réduction du chattering. Les algorithmes les

plus utilisés dans la littérature ont été présentés, notamment l’algorithme sous-optimal,

l’algorithme du Twisting et l’algorithme du Super Twisting. Un différentiateur robuste

exact est présenté, celui-ci est utilisé dans le but de calculer la dérivée de la variable de

glissement pour certains algorithmes. Ensuite des commandes adaptatives par MGO2 ont

été présentées, plus particulièrement l’algorithme du Super Twisting et l’algorithme du

Twisting. Ces approches sont utilisées dans le chapitre 4 dans le but de commander le

système d’alimentation en air de la pile à combustible et dans le chapitre 6 dans le but de

régler la différence de pression entre l’anode et la cathode.



Chapitre 4

Commandes robustes du système

d’alimentation en air

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une introduction générale de la com-

mande par mode glissant d’ordre 2. Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’application

de ces commandes au système d’alimentation en air des PàC. L’électricité fournie par la

PàC alimente les auxiliaires connectés, comme le compresseur, les électrovannes, le venti-

lateur, etc. Notons que le compresseur consomme environ 20% de la puissance fournie par

la PàC [118]. Ainsi, un des objectifs de la commande d’un système à PàC est de maximiser

la puissance fournie par la PàC. Les paramètres du système à PàC sont en général incer-

tains, du fait de la réaction chimique et des effets thermodynamiques. Les paramètres sont

amenés à varier durant le fonctionnement et ils sont en général la température, les volumes

des électrodes et des collecteurs, le facteur d’humidité, les paramètres du compresseur, etc.

L’utilisation des commandes robustes, permet de prendre en compte les variations

de ces paramètres lors de la synthèse de la commande, afin d’assurer les objectifs de la

commande avec de bonnes performances. Ainsi, nous nous intéressons dans ce chapitre

à la synthèse des contrôleurs robustes basés sur la commande par mode glissant d’ordre

deux (MGO2). Dans un premier temps, nous appliquons la commande robuste MGO2.

La synthèse de cette commande nécessite la connaissance des bornes sur les incertitudes,

ceux-ci sont ainsi formalisées et intégrées dans le modèle. Dans un deuxième temps, la
79



80 CHAPITRE 4. COMMANDES ROBUSTES DU SYSTÈME D’ALIMENTATION EN AIR

commande adaptative par MGO2 est appliquée. Les gains de ce contrôleur s’adaptent

automatiquement aux variations des paramètres incertains. La validation de ces lois de

commande est effectuée sur la plateforme située au laboratoire systèmes pile à combustible

(FCLab). Celle-ci est constituée d’un compresseur à double vis et d’un émulateur de PàC en

temps réel. A la fin de ce chapitre, une comparaison des performances des deux contrôleurs

est présentée.

4.2 Formulation du problème

Dans cette section, le modèle et l’objectif de la commande sont présentés.

4.2.1 Modèle du système d’alimentation en air

Le modèle utilisé dans ce chapitre est celui à 4 états. Ce dernier décrit le système

d’alimentation en air de la pile à base d’un compresseur à double vis, présenté dans (2.86).

Le modèle de ce système est donné par le vecteur d’état suivant :

x = [x1 x2 x3 x4]T ,

où x1 est la pression partielle de l’oxygène, x2 est la pression partielle de l’azote, x3 est la

vitesse angulaire du compresseur et x4 est la pression du collecteur d’admission d’air.

Le système est représenté mathématiquement par les équations dynamiques suivantes :

ẋ1 = c1(x4 −x1 −x2 − c2)−
c3x1

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 − c7ζ,

ẋ2 = c8(x4 −x1 −x2 − c2)−
c3x2

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11,

ẋ3 = −c9x3 − c10

[(

x4

c11

)c12

−1

]

+ c13u,

ẋ4 = c14

[

1+ c15

[(

x4

c11

)c12

−1

]]

[c21x3− c16(x4 −x1 −x2 − c2)],

(4.1)

où c1, c2 ... et c17 sont des paramètres dont leur valeurs nominales sont données dans

l’annexe B. La commande u est le courant quadratique (Iq) du moteur qui pilote le com-

presseur. Le courant électrique fournie par la pile (ζ) est considéré comme une perturbation

mesurable. Les pressions x1, x2 et x4 sont physiquement des variables positives. La pression

x4 est plus grande ou égale à la pression atmosphérique. Le débit d’air est unidirectionnelle,

donc la vitesse angulaire du compresseur x3 est toujours positive.
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4.2.2 Formalisation des incertitudes

Les paramètres c1, c2 ... et c17 sont amenés à varier par rapport à leur valeurs nomi-

nales au fait de la réaction chimique et des effets thermodynamiques. Ainsi, ces variations

paramétriques doivent être prises en compte lors de la synthèse du contrôleur pour assurer

la robustesse de la commande. Le contrôleur doit donc être robuste vis-à-vis des para-

mètres incertains et des perturbations. Pour cette raison, les incertitudes sont formalisées

et incluses dans le modèle. Les valeurs de ces variations paramétriques sont données dans

le Tableau.4.1. Ces différentes variations ont été formalisées de la manière suivante [83] :

c1 = c01 +δc1,

c2 = c02 +δc2,

c3 = c03 +δc3,

c6 = c06 +δc6,

c7 = c07 +δc7,

c8 = c08 +δc8,

c9 = c09 +δc9,

c10 = c010 +δc10,

c13 = c013 +δc13,

c14 = c014 +δc14,

c17 = c017 +δc17,

c19 = c019 +δc19.

(4.2)

où c0i est la valeur nominale du paramètre concerné, δci est le paramètre incertain sous

l’hypothèse que |δci | ≤ δc0i < |c0i |, où δc0i est une borne positive connue.

Table 4.1: Paramètres incertains du système

Paramètres Variations

Température de la PàC (T f c ) +10% en oC

Température atmosphérique (Tatm) +10% en oC

Volume de la partie cathode (Vca) +5%

Volume du collecteur d’admission (Vsm) −10%

Constante d’orifice à l’entrée de la cathode (kca,i n) +5%

Constante d’orifice à la sortie de la cathode (kca,out ) +5%



82 CHAPITRE 4. COMMANDES ROBUSTES DU SYSTÈME D’ALIMENTATION EN AIR

4.2.3 Objectif de la commande

Rappelons que la performance d’un système à pile à combustible sont : la puissance

nette de la PàC (z1) et le rapport d’excès d’oxygène (z2). Nous avons détaillé ces para-

mètres dans le paragraphe 2.5. Ces deux paramètres sont donnés comme suit :

z1 = y1ζ− c18x3u

z2 =
c19

c20ζ
(x4 −x1 −x2 − c2).

(4.3)

L’objectif de la commande est de maximiser la puissance nette z1 fournie par la PàC.

Selon le courant demandé par la charge, la valeur maximale de la puissance nette est

obtenue pour un rapport d’excès d’oxygène entre 2 et 2,5 [118]. La maximisation de la

puissance nette correspond donc à maintenir le rapport d’excès d’oxygène à sa valeur

optimale lors du fonctionnement. Dans le but de déterminer la valeur optimale de z2,

nous avons étudié les variations de z2 et de z1 en régime statique, à partir des résultats

expérimentaux, pour différentes courants de la charge ζ (Fig.4.1). Grace aux résultats

expérimentaux, la valeur optimale de z2, notée par z2,r e f , est représentée sous forme d’un

polynôme du troisième degré en la variable ζ,

z2,r e f = 5 10−8ζ3 −2,87 10−5ζ2 +2,23 10−3ζ+2,5. (4.4)

Dans les deux sections suivantes, deux types de contrôleurs pour la régulation de z2

sont développés. Le premier est basé sur la commande robuste par mode glissant d’ordre

2 et le deuxième est basé sur la commande adaptative par mode glissant d’ordre 2.

4.3 Commande en cascade robuste par mode glissant d’ordre

deux

En raison de la complexité du système, nous avons structuré notre contrôleur sous

forme cascade contenant deux boucles (Fig.4.2). La boucle externe contrôle le rapport

d’excès d’oxygène, en générant une consigne de vitesse angulaire du compresseur. Puis,

la boucle interne contrôle la vitesse angulaire du compresseur en agissant sur le moteur

synchrone à aimant permanent.

Les contrôleurs de la boucle externe et de la boucle interne sont basés sur l’algorithme

par mode glissant d’ordre deux sous-optimal décrit dans le chapitre 3. La structure de la

commande est présentée sur la Fig.4.3. Les calculs détaillés de chaque boucle sont présentés

dans les paragraphes suivants.
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Figure 4.1. La puissance nette en fonction du rapport d’excès d’oxygène pour différentes varia-
tions de courant fourni par la PàC
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Figure 4.2. Structure de la commande en cascade

4.3.1 Boucle externe

La boucle externe consiste à forcer le rapport d’excès d’oxygène à sa valeur optimale,

en agissant sur la vitesse angulaire du compresseur. Cette dernière est considérée comme

une entrée fictive. La variable de glissement de la boucle externe est donnée par :

s1 = z2 − z2,r e f ,

=
c19

c20ζ
(x4 −x1 −x2 − c2)− z2,r e f .

(4.5)

La vitesse angulaire du compresseur se retrouve dans la première dérivée de la variable
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Figure 4.3. Structure de la commande par MGO2 sous-optimal

de glissement s1, alors le système est de degré relatif 1 par rapport à s1. Afin d’adapter

l’algorithme par MGO2 sous optimal, nous augmentons le degré relatif du système, en

ajoutant un intégrateur à son entrée. Cela permet de réduire le chattering et d’obtenir

une loi de commande continue. Pour cela, nous dérivons deux fois s1 afin d’obtenir la

commande ẋ∗
3,r e f ,

ṡ1 =
c19

c20ζ

(

c14

[

1+ c15

[(

x4

c11

)c12

−1

]]

[c21x∗
3,r e f − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]

−(c1 + c8)(x4 −x1 −x2 − c2)+
c3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 + c7ζ

)

.

(4.6)

La deuxième dérivée de s1 est une fonction de la première dérivée de la vitesse du

compresseur, qui est considérée comme une commande fictive pour forcer s1 et sa première

dérivée vers zéro. D’après la notation définie dans le chapitre précédent, la deuxième

dérivée de s1 peut être écrite comme suit :

s̈1 = φ1 +γ1ẋ∗
3,r e f , (4.7)

où
φ1 = φ01 +δφ1,

γ1 = γ01 +δγ1,
(4.8)

φ01 et γ01 sont des expressions bien connues, tandis que δφ1 et δγ1 sont des fonctions

incertaines (voir l’annexe C pour plus de détail).

Considérons le retour d’état :

ẋ∗
3,r e f = γ−1

01 [v1 −φ01], (4.9)

Le terme −γ−1
01 φ01 est la commande nominale qui permet de linéariser le système. Ce-

pendant, à cause des incertitudes, cette commande ne permet qu’une élimination partielles

des incertitudes [141]. v1 est la nouvelle loi de commande :
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s̈1 = v1 +δφ1 +δγ1ẋ∗
3,r e f , (4.10)

On applique l’algorithme sous-optimal (3.14). La commande de la boucle externe peut être

écrite comme suit :

v1 = −α1(t )V1sign(s1(t )−
1

2
s1M (t )), (4.11)

On applique l’équation (4.9) sur (4.7), la dérivée seconde de la variable de glissement peut

être écrite comme suit :

s̈1 = φ̂1 − γ̂1α1(t )V1sign(s1(t )−
1

2
s1M (t )), (4.12)

avec

φ̂1 = δφ1 −φ01
δγ1

γ01
,

γ̂1 = 1+
δγ1

γ01
.

(4.13)

Les gains du contrôleur sont réglés de façon à satisfaire les conditions (3.8) et (3.17),






































0 < Km1 ≤ γ̂1 ≤ KM1, |φ̂1| ≤C1,

α∗
1 ∈ (0,1]

⋂

(0,
3Km1

KM1
),

V1 = max
( C1

α∗
1 Km1

,
4C1

3Km1 −α∗
1 KM1

)

.

(4.14)

Le contrôleur est suivi par un filtre linéaire de premier ordre pour rendre la vitesse angulaire

de référence lisse. L’équation du filtre est donnée par :

µẋ3,r e f = x∗
3,r e f −x3,r e f , (4.15)

où µ est la constante de temps du filtre.

4.3.2 Boucle interne

La boucle interne consiste à forcer la vitesse angulaire du compresseur à sa référence, en

agissant sur le courant quadratique Iq du moteur. La variable de glissement de la boucle

interne est définie par :

s2 = x3 −x3,r e f . (4.16)

La commande u apparâıt dans la première dérivée de la variable de glissement s2, alors

que le système est de degré relatif 1 par rapport à s2. Pour cela, nous augmentons le degré
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relatif du système, afin d’appliquer l’algorithme par MGO2 sous-optimal.

Considérons la première et la seconde dérivée de s2 :

ṡ2 = −c9x3 − c10

[(

x4

c11

)c12

−1

]

+ c13u − ẋ3,r e f ,

s̈2 = c2
9 x3 + c9c10

[( x4

c11

)c12

−1
]

− c9c13u + c13u̇

−c10

(

c14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]
)( x4

c11

)c12−1

− ẍ3,r e f ,

(4.17)

où la dérivée seconde de la vitesse angulaire du compresseur ẍ3,r e f est donnée par :

ẍ3,r e f =
1

µ

(

γ−1
01 [v1 −φ01]−

x∗
3,r e f

−x3,r e f

µ

)

. (4.18)

La dérivée seconde de s2, peut être écrite en fonction de la commande u̇ :

s̈2 = φ2 +γ2u̇, (4.19)

où
φ2 = φ02 +δφ2,

γ2 = γ02 +δγ2,
(4.20)

φ02 et γ02 sont des expressions bien connues, tandis que δφ2 et δγ2 sont des fonctions

incertaines (voir l’annexe C pour plus de détail).

Considérons le retour d’état de la même manière que la boucle externe :

u̇ = γ−1
02 [v2 −φ02], (4.21)

où v2 est la nouvelle commande :

s̈2 = v2 +δφ2 +δγ2u̇, (4.22)

On applique l’algorithme par MGO2 sous-optimal (3.14). La commande de la boucle in-

terne peut être écrite comme suit :

v2 = −α2(t )V2sign(s2(t )−
1

2
s2M (t )), (4.23)

En appliquant l’équation (4.21) à (4.19), la dérivée seconde de la variable de glissement s2

devient :
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s̈2 = φ̂2 − γ̂2α2(t )V2sign(s2(t )−
1

2
s2M (t )), (4.24)

avec

φ̂2 = δφ2 −φ02
δγ2

γ02
,

γ̂2 = 1+
δγ2

γ02
.

(4.25)

Les mêmes conditions sont appliquées au contrôleur de la boucle interne pour trouver les

gains du contrôleur, et elles sont données comme suit :







































0 < Km2 ≤ γ̂2 ≤ KM1, |φ̂2| ≤C2,

α∗
2 ∈ (0,1]

⋂

(0,
3Km2

KM2
),

V2 = max
( C2

α∗
2 Km2

,
4C2

3Km2 −α∗
2 KM2

)

.

(4.26)

Les résultats de cette loi de commande seront présentés dans la sous section 4.5.2. Dans

la section suivante, nous présenterons la synthèse de la commande adaptative.

4.4 Commande en cascade adaptative par mode glissant

d’ordre deux

Dans cette section, nous allons contrôler le système d’alimentation en air, dans le

cas où les bornes d’incertitudes sont inconnues. Pour cela, la commande adaptative est

appliquée, dans le même esprit que la commande robuste sous forme cascade. Ce type

de commande permet de réduire le chattering sur la sortie. De plus, il ne nécessite pas

une formalisation des incertitudes, donc il est indépendant de la connaissance des bornes

d’incertitudes. L’algorithme appliqué est celui du Super Twisting adaptatif présenté dans

la sous section 3.4.3. Rappelons que les systèmes, de la boucle externe et de la boucle

interne, ont respectivement un degré relatif 1 par rapport à s1 et s2. Ainsi dans ce cas,

l’algorithme par MGO2 Super Twisting adaptatif va agir directement sur les premières

dérivées de s1 et de s2. La structure de la commande est présentée sur la Fig.4.4. Les

boucles externe et interne sont détaillées ci-après.
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Figure 4.4. Structure de la commande adaptative par MGO2 Super Twisting

4.4.1 Boucle externe

Prenons la même variable de glissement de la boucle externe que dans le cas de la

commande robuste :
s1 = z2 − z2,r e f ,

s1 =
c19

c20ζ
(x4 −x1 −x2 − c2)− z2,r e f .

(4.27)

En dérivant une fois s1, on obtient :

ṡ1 =
c19

c20ζ

(

c14

[

1+ c15

[(

x4

c11

)c12

−1

]]

[c21x3,r e f − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]

−(c1 + c8)(x4 −x1 −x2 − c2)+
c3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 + c7ζ

)

.

(4.28)

La vitesse angulaire de référence x3,r e f apparait dans la première dérivée. La vitesse

angulaire de référence est considérée comme une commande fictive pour cette boucle, et

ainsi force s1 vers un voisinage de zéro. La première dérivée de la variable de glissement

peut être calculée comme suit :

ṡ1 = φ′
1 +γ′1x∗

3,r e f , (4.29)

Considérons le retour d’état :

x∗
3,r e f = γ

′−1
01 [v ′

1 −φ′
01], (4.30)

où v ′
1 est la loi de la commande par MGO2 du Super Twisting adaptatif (3.21). La com-

mande de la boucle externe peut être écrite comme suit :

v ′
1 = v11 + v12,

v̇11 = −β1sign(s1),

v12 = −α1|s1|
1
2 sign(s1).

(4.31)
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Les gains adaptatifs α1 et β1 sont exprimés par les équations suivantes :

α̇1 =























ω1

√

ψ1

2
sign(|s|−µ1) , si α1 >α1m ,

η1 , si α1 ≤α1m ,

β1 = 2ε1α1.

(4.32)

Comme il est présenté dans le chapitre 3, dans le cas de la commande adaptative, les

gains sont indépendants des bornes des fonctions incertaines. De même que pour la boucle

externe, dans le cas de la commande robuste, le contrôleur est suivi par un filtre linéaire

du premier ordre.

4.4.2 Boucle interne

Prenons la même variable de glissement de la boucle interne que dans le cas de la

commande robuste :

s2 = x3 −x3,r e f . (4.33)

Considérons la première dérivée de s2 :

ṡ2 = −c9x3 − c10

[(

x4

c11

)c12

−1

]

+ c13u − ẋ3,r e f . (4.34)

L’objectif de la commande u est de forcer s2 au voisinage de zéro. La première dérivée

de la variable glissement s2 peut être calculée comme suit :

ṡ2 = φ′
2 +γ′2u, (4.35)

Considérons le retour d’état :

Iq = γ
′−1
0 (v ′

2 −φ′
0), (4.36)

où v ′
2 est la loi de la commande par MGO2 du Super Twisting adaptatif (3.21). La loi de

commande de la boucle interne est donnée comme suit :

v ′
2 = v21 + v22,

v̇21 = −β2sign(s2),

v22 = −α2|s2|
1
2 sign(s2).

(4.37)



90 CHAPITRE 4. COMMANDES ROBUSTES DU SYSTÈME D’ALIMENTATION EN AIR

Les gains adaptatifs α2 et β2 sont exprimés par les équations suivantes :

α̇2 =











ω2

√

ψ2

2
sign(|s|−µ2) , si α2 >α2m ,

η2 , si α2 ≤α2m ,

β2 = 2ε2α2.

(4.38)

Les gains du contrôleur sont présentés dans la sous section 3.4.3.

4.5 Validation expérimentale

Dans cette section nous présentons le banc d’essai utilisé pour la validation expéri-

mentale. Les résultats d’implémentation des commandes synthétisées précédemment sont

discutés. Enfin les performances de ces lois de commandes sont comparées.

4.5.1 Description de la plateforme

Les expériences ont été menées sur un banc d’essai Hardware-in-Loop (HIL), celui-ci se

compose d’un compresseur à double vis et d’un émulateur de système à pile à combustible

en temps réel. La pile émulée est de puissance de 33 kW composée de 90 cellules en série.

Le compresseur à double vis est entrâıné par un moteur synchrone à aimant permanent

et dispose d’un débit maximum de 100 g/s à une vitesse maximale de 12.000 tr/min. Le

banc d’essai est équipé avec un processeur temps réel National Instruments CompactRIO.

Celui-ci est utilisé pour la commande et l’acquisition de données du système. La structure

de simulation HIL est représentée sur la Fig.4.5.

La PàC émulée fournit les états x1, x2 et x4 comme sorties. Le débit d’air du compres-

seur (Wcp) est mesuré par un débitmètre. La commande en cascade est implémentée dans

le processeur temps réel, pour générer successivement, la vitesse et le courant quadratique

de référence. Ce courant quadratique est converti en 3 phases et il est appliqué sur le

moteur du compresseur à travers l’onduleur.

Afin d’évaluer la performance de nos contrôleurs, l’émulateur a été mis sous une charge,

cela varie entre 100 et 400 A (Fig.4.6). Ainsi, la tension électrique de la pile varie entre 55 et

70 V, comme le montre la Fig.4.7. Les valeurs nominales des paramètres de la simulation

sont présentées dans l’annexe A. Nous rappelons que l’objectif de la commande est de

maintenir le rapport d’excès d’oxygène à sa valeur optimale donnée par (4.4). Celui ci est
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Figure 4.5. La structure de simulation Hardware-in-Loop

atteint en agissant sur la vitesse angulaire du compresseur. Dans les deux sous sections

successives, nous présenterons les résultats des lois de commande robuste et adaptative.

4.5.2 Résultats expérimentaux de la commande robuste

La Fig.4.8 montre la variable de performance du système (z2). Celle-ci est commandée

par la boucle externe pour suivre le rapport d’excès d’oxygène de référence. Le contrôleur

atteint l’objectif de la commande avec un temps de réponse compris entre 2 et 4 s sans dé-

passement. La vitesse angulaire de référence du compresseur et la vitesse angulaire réelles

sont représentées sur la Fig.4.9. La différence de ces vitesses est présenté sur la Fig.4.10.

Nous pouvons constater que la vitesse du compresseur suit sa référence et qu’elle converge

en moins d’une seconde. Une fois la boucle interne stabilisée, elle reste stable dans la suite

de l’expérience. Le débit d’air fourni par le compresseur a le même comportement que la

vitesse et il est représenté sur la Fig.4.11.
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Figure 4.6. Variation du courant de la pile à combustible

La Fig.4.12 présente la puissance nette (z1). Cette dernière est comparée à la puissance

nette obtenue dans le cas où l’objectif de la commande est simplifié et ramené à suivre

un rapport d’excès d’oxygène égale à 2 [135]. Nous pouvons constater que la puissance

obtenue dans notre cas est augmentée par rapport à celle dans [135]. Cela montre l’intérêt

de déterminer la valeur optimale du rapport d’excès d’oxygène en fonction de la charge,

afin d’améliorer le rendement de la PàC. La commande du système (courant quadratique

du moteur) varie entre 0 et 5 A, comme indiqué dans la Fig.4.13. Ensuite, afin de vali-

der la propriété de robustesse de la commande, certains paramètres du modèle émulé ont

été modifiés selon le Tableau.4.1. La Fig.4.14 montre le comportement du rapport d’excès

d’oxygène sous variations de charge et d’incertitudes. Le rapport d’excès d’oxygène atteint

sa valeur optimale en 4 s. La Fig.4.15 montre l’évolution de la commande du système per-

turbé en le comparant au cas nominal non perturbé. La commande du système perturbé

est représentée par la courbe désignée par Iq (Inc). Nous pouvons constater que, la com-

mande évolue, afin de compenser les variations paramétriques. Notons que dans la Fig.4.14

et la Fig.4.15, la ligne en pointillé représente le comportement en présence d’incertitude,

alors que la ligne continue montre le comportement du système nominal. Nous pouvons

conclure de ces résultats que le contrôleur proposé maintient de bonnes performances mal-
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Figure 4.7. Variation de la tension de la pile à combustible

gré les variations paramétriques et la variation de la charge, sans aucun changement dans

les gains du contrôleur.

4.5.3 Résultats expérimentaux de la commande adaptative

Dans cette sous-section, nous présenterons les résultats de notre contrôleur adaptatif,

celui-ci sera comparé à deux types du contrôleur robuste. Dans notre expérimentation,

nous comparons les lois de commande suivantes : l’algorithme sous-optimal (SUB), l’algo-

rithme du Super Twisting (ST) et l’algorithme du Super Twisting adaptatif (STA). Les

performances du système, le rapport d’excès d’oxygène et la puissance nette, sont présen-

tées sur les figures Fig.4.16 et Fig.4.17. D’après ces figures, nous pouvons constater que

le phénomène du chattering en utilisant l’algorithme STA est le plus réduit. Le courant

quadratique du moteur, qui est la commande du système, est représenté sur la Fig.4.18.

Nous pouvons constater que le chattering diminue dans le cas de l’utilisation de la com-

mande adaptative en régime permanent. Le fait de cette réduction du chattering est dû

aux gains dynamiques du contrôleur qui diminuent quand le système rejoint le voisinage

de la surface de glissement. Les gains de la boucle externe et de la boucle interne sont

représentés sur la Fig.4.19. Les mêmes variations des paramètres incertains ont été appli-



94 CHAPITRE 4. COMMANDES ROBUSTES DU SYSTÈME D’ALIMENTATION EN AIR
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Figure 4.8. Variation du rapport d’excès d’oxygène

quées afin de valider l’adaptation du contrôleur à ces incertitudes. La Fig.4.20 représente

le rapport d’excès d’oxygène pour le système nominal et le système incertain. Le rapport

d’excès d’oxygène avec incertitudes est désigné par (Inc). Nous pouvons constater que le

rapport d’excès d’oxygène suit la référence. Les lois de commande sont représentées sur la

Fig.4.21. La commande appliquée lors des incertitudes est désigné par (Inc). De la même

manière que dans le cas de la commande robuste, la loi de commande du système incertain

évolue afin de compenser les variations paramétriques. On peut donc conclure de ces résul-

tats, que la commande adaptative proposée maintient de bonnes performances malgré les

perturbations et les variations paramétriques, sans aucun changement dans les gains du

contrôleur. De plus, moins de chattering permet de réduire l’énergie consommée du sys-

tème. La différence entre l’énergie de la commande robuste (ST) et celle de la commande

adaptative (STA) est représentée sur la Fig.4.22. Cette différence est toujours positive et

le gain d’énergie à la fin du test est égal à 4 kW.
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Figure 4.9. Variation de la vitesse angulaire du compresseur

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la commande du système d’alimenta-

tion en air des piles à combustible de type PEM. La problématique abordée est la maximi-

sation de la puissance nette fournie par la PàC. Cette dernière est atteinte en contrôlant

le rapport d’excès d’oxygène à sa valeur optimale. Le modèle PàC est basé sur 4 équations

d’état représentant le système d’alimentation en air et la partie cathode. Les paramètres

du système à PàC sont en général incertains. Pour cela, les incertitudes ont été formalisées

et intégrées dans le modèle dynamique. La commande par mode glissant d’ordre deux est

appliquée en forme de cascade. Ensuite deux types de contrôleur, robuste et adaptatif,

ont été synthétisés et testés expérimentalement. Les contrôleurs proposés ont été validés

sur un banc d’essai Hardware-In-Loop, ceci est constitué d’un compresseur à double vis et

d’un émulateur de PàC en temps réel. Les résultats obtenus montrent que les contrôleurs

proposés ont de bonnes performances malgré les variations paramétriques et la variation

de la charge. De plus, en utilisant la commande adaptative, le chattering a été réduit à la

sortie du système, ainsi l’énergie fournie par la PàC a été maximisée. Ce chapitre a fait

l’objet de plusieurs papiers journaux et papiers conférences [96, 98, 100]. Dans le chapitre

suivant, nous aborderons les problèmes de protection des systèmes à PàC en fonction des

contraintes dues à la commande des systèmes d’alimentation en air.
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Figure 4.10. Erreur de la boucle interne

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

Temps (s)

D
éb

it 
d’

ai
r 

(k
g/

s)

Figure 4.11. Variation du débit d’air du compresseur
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Figure 4.12. Puissance nette
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Figure 4.13. Variation du courant quadratique du moteur
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Figure 4.14. Comparaison entre le rapport d’excès d’oxygène dans le cas d’un système nominal
et d’un système incertain pour un même contrôleur
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Figure 4.16. Comparaison entre le rapport d’excès d’oxygène des commandes robustes et celui
de la commande adaptative
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Figure 4.20. Comparaison entre le rapport d’excès d’oxygène dans le cas d’un système nominal
et d’un système incertain pour un même contrôleur adaptatif
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Chapitre 5

Commandes sous contraintes par

Extremum Seeking

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons abordé la problématique de maximisation de

puissance en contrôlant le compresseur à double vis. Cette optimisation est obtenue en

forçant le rapport d’excès d’oxygène à sa valeur de référence optimale. Cependant, du-

rant les variations rapides de la charge, des contraintes physiques peuvent provoquer un

manque d’oxygène au niveau de la cathode. Dans le cas d’un compresseur centrifuge, ces

contraintes peuvent entrâıner le compresseur hors de sa zone nominale de fonctionnement

(zone de pompage). Afin de protéger le système de ces contraintes, un gestionnaire de

charge (Load Governor) doit être installé pour filtrer les variations rapides de la charge

[133].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’élaboration d’un gestionnaire de charge en

se basant sur la technique d’Extremum Seeking (ES) [5, 34]. Le but est de maximiser la

puissance fournie par la PàC sous des contraintes imposées au système pour le protéger.

Deux algorithmes sont synthétisés dans ce chapitre. Le premier algorithme est basé sur

une approche basée sur le modèle du système, comme présenté dans [34] et [52]. Dans

cet algorithme, les contraintes du système sont reformulées sous la forme de fonctions de

pénalité. Le deuxième algorithme est basé sur la technique de la perturbation sinusöıdale,

proposée dans [5]. Cet algorithme consiste à moduler un signal de perturbation en sortie.
103
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L’avantage de cet algorithme est qu’il est indépendant du modèle et ne nécessite que la

mesure de la sortie. Cette méthode a été appliquée pour des systèmes avec contraintes

comme il est présenté dans [28].

Le travail de ce chapitre est basé sur le modèle à 4 états. Dans un premier temps,

nous allons aborder le problème de la protection du système à PàC du manque d’oxygène

dans le cas d’utilisation d’un compresseur à double vis en utilisant l’approche basée sur

le modèle. Par la suite, l’approche basée sur la perturbation sinusöıdale est appliquée sur

le système à PàC équipé d’un compresseur centrifuge pour protéger la PàC à la fois du

manque d’oxygène et du risque que le compresseur rentre dans sa zone de pompage. Ces

deux travaux ont été validés expérimentalement sur le banc d’essai au laboratoire FCLAB.

5.2 Formulation du problème

Dans cette section, nous présenterons la modélisation du compresseur centrifuge et la

représentation mathématique du problème.

5.2.1 Modèle du compresseur centrifuge

Deux types du compresseur sont utilisés dans cette étude. Le premier compresseur est le

compresseur à double vis et le deuxième est le compresseur centrifuge. Le modèle de la PàC

avec le compresseur à double vis est présenté dans le chapitre 4 par (4.1). Le modèle de la

PàC avec le compresseur centrifuge change seulement au niveau de l’équation dynamique

de la vitesse angulaire du compresseur. Celle-ci est donnée par l’équation suivante :

ẋ3 = −c ′9x3 −
c ′10

x3

[(

x4

c11

)c12

−1

]

+ c ′13u, (5.1)

c ′9, c ′10 et c ′13 sont des paramètres données dans l’annexe B.

5.2.2 Contraintes de la PàC et du compresseur

Rappelons que la PàC est sensible aux variations rapides de la charge. Nous présentons

les deux types de variations qui peuvent être demandés à la PàC.

1. Comme présenté dans le chapitre 2, l’électricité fournie par la PàC dépend de la

pression partielle d’oxygène [9, 118] et le point de fonctionnement optimal de la PàC

se trouve à un rapport d’excès d’oxygène compris entre 2 et 2,5. Une augmentation
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rapide de la puissance demandée nécessite plus d’oxygène. Pour cela, il faut toujours

approvisionner la cathode avec un excès d’oxygène. Dans le cas d’une chute prolongée

en λO2
, un manque d’oxygène est susceptible de se produire. Nous entendons par

manque d’oxygène un λO2
inférieur à 1. Cette réaction crée des points chauds sur la

surface de la membrane qui endommage la PàC [118]. La Fig.5.1 montre un exemple

de simulation de la variation du rapport d’excès d’oxygène pour une variation de la

charge. Nous pouvons constater que λO2
chute jusqu’à 1,3, cela peut mener la PàC

vers le manque d’oxygène. Pour ces raisons, le seuil de sécurité de ce rapport est fixé

à 1,8 [133].
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Figure 5.1. Rapport d’excès d’oxygène en fonction de la variation de la charge

2. Le compresseur centrifuge a des limites de fonctionnement, qui sont définis par la zone

de pompage et la zone d’étouffement. Ces limites sont présentées sur la cartographie

du compresseur, cette dernière est donnée par le rapport de pression (aval/amont)

du compresseur et son débit d’air (Fig.5.2). En pratique, le compresseur peut entrer

dans la zone d’étouffement en cas d’augmentation rapide de la charge. On peut

donc dire que la protection du compresseur de l’étouffement est équivalente à la

protection contre le manque d’oxygène. Par contre, si la charge diminue rapidement,

le compresseur va entrer dans la zone de pompage parce que la dynamique de la
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pression du collecteur d’admission est plus lente que la dynamique du débit d’air

(Fig.5.2). Les seuils de sécurité de la zone de pompage et de la zone d’étouffement

sont donnés respectivement par les équations suivantes :

psm = (32Wcp +0,91)105,

psm = (13,5Wcp +0,8)105.
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Figure 5.2. Cartographie du compresseur centrifuge

5.3 Gestion de la charge par Extremum Seeking

5.3.1 Gestionnaire de charge

Pour éviter les risques présentés dans la section précédente, il est indispensable d’équi-

per le système de contrôle d’un gestionnaire de charge pour gérer la charge demandée par

la pile. Le gestionnaire de charge est un filtre du premier ordre modélisé par :

ẋ5 =−θ(x5 −ζ), (5.2)

où ζ est le courant demandé par la charge (Id), et x5 est le courant fourni par la PàC (Ist ).

θ est la constante de temps du filtre. Lors du fonctionnement normal, θ doit augmenter
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pour que Ist soit égale à Id . Dans le cas contraire, θ doit diminuer afin de filtrer le courant

demandé de la PàC tout en évitant les contraintes.

Notre objectif dans ce chapitre est de développer un gestionnaire de charge, pour

protéger le système à PàC et minimiser la différence entre x5 et ζ dans le cas ou les

contraintes sont violées, en agissant sur la constante de temps θ. Dans le cas d’utilisation

d’un compresseur à double vis, la contrainte à respecter est exprimée par :

Min(Id − Ist )2 telle que z2 > 1,8. (5.3)

Tandis que, dans le cas d’utilisation d’un compresseur centrifuge, les contraintes à respecter

sont exprimées par :

Min|Ist − Id | telle que







z2 > 1,8,

psm < (32Wcp +0,91)105.
(5.4)

Dans la suite nous allons présenter la technique d’Extremum Seeking qui permettra de

trouver la valeur optimale de θ.

5.3.2 La technique d’Extremum Seeking basée sur les modèles

Dans [34, 52], les auteurs ont proposé l’algorithme Extremum Seeking (ES) avec contraintes.

Celui-ci est dédié aux systèmes non-linéaires dont les dynamiques et les contraintes sont

connues. Cette technique est appliquée pour minimiser les critères convexes avec contraintes.

Considérons le système dynamique suivant :

ẋ =





ẋp

ẋq



=





fp (x)

fq (x)



+





Gp (x)

0



θ, (5.5)

où xp ∈ R, xq ∈ R
n sont les vecteurs d’états du système. θ ∈ R est l’entrée. Gp : Rn → R,

fp : Rn → R et fq : Rn → R
n sont des fonctions.

Le cirtère à minimiser est présenté comme suit :

Minxp∈R p(t , xp ) telle que ξ(t , xp , xq ) ≤ 0. (5.6)

avec x =





xp

xq



 ∈ R
n+1, p est une fonction convexe en xp . ξ(t , xp , xq ) est une fonction

qui représente les contraintes du système. Les fonctions p et ξ(t , xp , xq ) sont supposées de
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classe C 2 en xp et xq , uniformément pour t ∈ [0,∞).

Le critère à minimiser sous contraintes (5.6) est reformulé par un critère augmenté,

celui-ci contient le critère à minimiser et les fonctions de pénalités correspondants aux

contraintes. Le critère augmenté est donné par :

pa

(

t , xp , xq

)

= p
(

t , xp

)

+ηhφ
(

ξ
(

t , xp , xq

))

, (5.7)

où ηh est une constante positive arbitraire.

La fonction de pénalité φ est choisie pour qu’elle soit convexe et satisfasse la condition

suivante :

φ(z) =







0, z ≤ 0

> 0, z > 0,
(5.8)

Par exemple, on peut prendre φ (z) = max(0, z)2.

La commande θ est choisie par un analyse de Lyapunov, celle-ci est exprimée par :

V =
1

2

∥

∥

∥

∥

∂pa

∂xp

(

t , xp , xq

)

∥

∥

∥

∥

2

. (5.9)

La dérivée de la fonction de Lyapunov est calculée par :

V̇ =
∂pa

∂xp

[

∂2pa

∂xp∂t
+

[

∂2pa

∂xp∂xq

]T

ẋq +
∂2pa

∂2xp
( fp (x)+Gp (x)θ)

]

. (5.10)

Afin d’obtenir une fonction de Lyapunov décroissante, la loi de commande est choisie de

la manière suivante :

θ = −k Gp (x)−1 ∂pa

∂xp

∂2pa

∂2xp
−

∂2pa

∂xp∂t
+

[

∂2pa

∂xp∂xq

]T

ẋq +
∂2pa

∂2xp
fp (x)

Gp (x)
∂2pa

∂2xp

, (5.11)

où k est une constante positive arbitraire. La dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov

sera exprimée comme suit :

V̇ = −k

[

∂pa

∂xp

∂2pa

∂xp
2

]2

. (5.12)

Ce qui signifie que le système (5.5) bouclé par la commande θ est asymptotiquement

stable. Ainsi l’expression de la loi de commande choisie assure l’objectif en minimisant le

critère donné par l’équation (5.6).
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5.3.3 La technique d’Extremum Seeking basée sur la perturbation sinu-

söıdale

L’algorithme de l’extremum seeking basé sur la perturbation sinusöıdale est présenté

dans le travail de Kristić et Ariyur dans la référence [5] et de Kristić et Wang dans la

référence [77]. Dans cette sous section, une présentation générale sur la théorie de cet

algorithme est donnée. Celui-ci fait partie des méthodes du contrôle adaptatif qui ne se

basent pas sur le modèle.

Considérons le système non-linéaire suivant :






ẋ = f (x,u),

y = h(x),
(5.13)

où x ∈ R
n est le vecteur des états, u ∈ R est la commande du système, y ∈ R est la sortie

du système, f : Rn ×R → R
n et h : Rn → R. La commande du système est supposée lisse,

paramètrisée par θ. La loi de commande est donnée par :

u = α(x,θ). (5.14)

où θ est la commande par Extremum Seeking. On peut représenter, la dynamique en boucle

fermée du système par :

ẋ = f (x,α(x,θ)), (5.15)

Plusieurs hypothèses ont été imposées pour le système en boucle fermé, elles sont :

Hypothèse 1. Il existe une fonction lisse l : R→R
n telle que :

f (x,α (x,θ)) = 0 si et seulement si x = l (θ) . (5.16)

Hypothèse 2. Pour tout θ ∈R, l’équilibre x = l (θ) du système (5.15) est localement expo-

nentiellement stable.

Hypothèse 3. Il existe une valeur θ∗ ∈R telle que :

d

d t
h(l (θ∗)) = 0,

d 2

d t 2
h(l (θ∗)) < 0.

(5.17)

La dynamique du modèle peut être présentée sous forme statique que l’on retrouve sur la

Fig.5.3. L’hypothèse 3, assure ainsi que la sortie a un maximum pour θ = θ∗.
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θ

h ◦ l(θ)

θ∗

Figure 5.3. Variations de la sortie

La structure de l’algorithme de l’ES est présentée sur la Fig.5.4. Dans cette structure

de commande, une perturbation périodique lente est ajoutée à la commande θ̂. Le but de

cette perturbation est de trouver la commande estimée θ∗, qui maximise la sortie. Un filtre

passe-haut est ajouté après la sortie du système. Puis la sortie du filtre (y−η) est multiplié

avec le même signale de perturbation qui est suivi par un filtre passe-bas. Celui-ci permet

de laisser passer les basses fréquences et la composante continue, et de rejeter les hautes

fréquences. La composante continue notée par ε peut être plus grande ou plus petite que

zéro. Elle correspond à θ < θ∗ ou à θ > θ∗ respectivement. Dans la continuité, la sortie

de l’intégrateur θ̂ va augmenter quand ε > 0, et diminuer quand ε < 0. Ceci va garantir

la convergence de θ̂ à θ∗.

s

ẋ = f(x, α(x, θ))

y = h(x)

θ y

y − η

a sinωt

εθ̂
k

s s+ ωhs+ ωl

ωl

Figure 5.4. Structure de la commande Extremum seeking
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Les paramètres sont sélectionnés comme suit :















ωh = ωωH = ωδω
′

H ,

ωl = ωωL = ωδω
′

L ,

k = ωK = ωδK
′
.

(5.18)

où ω et δ sont des constantes positives de faibles valeurs et ω
′

H , ω
′

L et K
′
sont des constantes

positives. Les fréquences de coupure ωh et ωl doivent être inférieures à la fréquence du

signale de perturbation ω. Par contre les paramètres a et k doivent être petits. Dans le

cas où l’extremum est un minimum, le paramètre k doit être négatif et petit.

La boucle fermée du système présenté dans la Fig.5.4 est donné par :



























ẋ = f
(

x,α
(

x, θ̂+a sin(ωt )
))

,

˙̂θ = kε,

ε̇ = −ωlε+ωl

(

y −η
)

a sin(ωt ) ,

η̇ = −ωhη+ωh y.

(5.19)

En introduisant de nouvelles variables qui représentent les erreurs du système :

θ̃ = θ̂−θ∗,

η̃= η−h(l (θ∗)).
(5.20)

En utilisant le théorème 5.4 donné dans [5], les erreurs du système (5.20) convergent

vers zéro exponentiellement pour un a suffisamment petit et l’objectif de la commande

θ = θ∗ est atteint.

Dans le cas où le système a des contraintes, celles-ci sont représentés sous forme d’in-

égalités. Puis, la sortie du système est augmentée par des fonctions de pénalités. Le concept

de ces fonctions peut être trouvé dans les travaux de [28, 110, 138].

5.4 Application au système à PàC

Dans cette section nous abordons la synthèse de commande sous contraintes pour

le système à pile à combustible. Nous utiliserons les algorithmes de l’ES présentés dans

le paragraphe 5.3.2 et 5.3.3. La structure de la commande est présentée sur la Fig.5.5.

La commande du rapport d’excès d’oxygène est synthétisée en appliquant une structure

similaire à celle-ci présentée dans le chapitre précédent. Dans ce cas, la boucle externe
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contient un contrôleur par anticipation Feedforward qui fourni une vitesse angulaire de

référence du compresseur à double vis et du compresseur centrifuge. Leurs expressions

sont données respectivement par :

ωcp,r e f = 9,75 Ist −128,

ωcp,r e f = 4,351 Ist +1059,5.
(5.21)

Ensuite, la boucle interne contient une commande de type MGO2. Celle ci permet de

forcer les vitesses angulaires à leurs références.

z2

Load Governor

x5

Iq

ζ

(z2, x4,Wcp)

PàC

Commande de

Figure 5.5. Structure du gestionnaire de charge (Load Governor)

5.4.1 Protection du système à PàC piloté par un compresseur à double

vis

Dans le cas d’un compresseur à double vis pour le système d’alimentation en air, la

seule contrainte qui peut être provoquée est le manque d’oxygène dans la cathode. Ainsi la

loi de commande doit être synthétisée d’une manière que la contrainte (5.3) soit satisfaite.

En appliquant l’algorithme du contrôleur présenté dans le paragraphe 5.3.2, l’état xp est

équivalent à x5 où la commande θ apparait dans sa dynamique. xq est équivalent au vecteur

d’état qui représente le modèle de la pile à combustible [x1 x2 x3 x4]T . Ainsi les fonctions

fp et Gp sont données par :

fp (x) = 0,

Gp (x) = −(x5 −ζ).
(5.22)

La contrainte du système est fixée de manière à garder le rapport d’excès d’oxygène supé-

rieur à 1,8, ainsi la fonction ξ(t , xp , xq ) est donnée comme suit :

ξ(t , xp , xq ) = 1,8−
c19

c20x5
(x4 −x1 −x2 − c2). (5.23)
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Le critère à minimiser est donnée par :

p(t , xp ) = (x5 −ζ)2. (5.24)

La fonction de pénalité φ est choisie par :

φ(ξ(t , xp , xq )) = max

(

0;1,8−
c19

c20x5
(x4 −x1 −x2 − c2)

)

. (5.25)

Le critère augmenté est donné par :

pa

(

t , x5, xq

)

= x2
5 −2ζx5 +ζ2 +ηhmax

(

0;1,8−
c19

c20x5
(x4 −x1 −x2 − c2)

)

. (5.26)

Lorsque toutes les fonctions de l’algorithme sont identifiées, la commande θ, basée sur

l’analyse de Lyapunov utilisée dans la démonstration (5.9), est calculée comme suit :

θ =



























































−k(ζ−x5)−1
(

2x5 −2ζ+
ηhc19

c20x2
5

(x4 −x1 −x2 −d2)
)(

2−
2ηhc19

c20x3
5

(x4 −x1 −x2 −d2)
)

−

(ηhc19

c20x2
5

(ẋ4 − ẋ1 − ẋ2)
)

(ζ−x5)
(

2−
2ηhc19

c20x3
5

(x4 −x1 −x2 −d2)
)

, si φ(ξ(t , xp , xq )) > 0,

4k, si φ(ξ(t , xp , xq )) = 0.

(5.27)

5.4.1.1 Résultats expérimentaux

La commande proposée est simulée sur l’émulateur Hardware in Loop sur le même

banc d’essai présenté dans le chapitre précédent. Une variation de charge est simulée, elle

consiste en des variations rapides entre 120 et 280 Ampères.

La charge et le courant fourni par la PàC sont représentés sur La Fig.5.6. La courbe en

pointillée présente le courant (x5) fourni par la PàC durant les augmentations rapides de

la charge. La Fig.5.7 montre un zoom sur les variations rapides de la charge. La Fig.5.8 et

la Fig.5.9 montrent le comportement du rapport d’excès d’oxygène sans et avec le gestion-

naire de charge. Sur les figures, la notation ”FF” représente la réponse sans le gestionnaire

de charge et la notation ”ES+FF” signifie que la réponse obtenue est avec le gestionnaire

de charge en utilisant l’algorithme Extremum Seeking. D’après les simulations, nous pou-

vons constater que la loi de commande proposée permet d’éviter le manque d’oxygène
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au niveau de la cathode comme il est présenté sur la Fig.5.9. Le courant fourni par la

PàC Ist est filtré de manière à garder le rapport d’excès d’oxygène à 1,8. Ce filtrage nous

assure que le maximum de courant permis ne violera pas les contraintes imposées à la PàC.
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Figure 5.6. Variations de la charge et du courant fourni par la PàC

5.4.2 Protection du système à PàC piloté par un compresseur centrifuge

Dans le cas où l’alimentation en air est assurée par un compresseur centrifuge, deux

contraintes peuvent survenir, le manque d’oxygène et le risque d’entrainer le compresseur

dans la zone de pompage. Dans ce cas, nous allons appliquer le gestionnaire de charge en

utilisant l’algorithme de l’ES basé sur la perturbation sinusöıdale. Ainsi nous protégerons

le système et maximiserons le courant fourni par la PàC.

Comme présenté dans le paragraphe 5.3.3, dans le cas où le système fonctionne sous

contraintes, la sortie du système est augmentée, par des fonctions de pénalités. Celles-ci

sont présentées sous forme quadratique. La sortie augmentée est donc donnée par :

J = |ζ−x5|+ Jz2
+ Jcomp , (5.28)
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Figure 5.7. Variations de la charge et du courant fourni par la PàC

où Jz2
est la fonction de pénalité par rapport à la contrainte du manque d’oxygène et

Jcomp est la fonction de pénalité par rapport à la zone de pompage du compresseur. Ces

fonctions sont données par :

Jz = 90000 max

(

1,8− z2

1,8
;0

)2

,

Jcomp = 1000 max
(

x4 −32 105Wcp −0,91 105;0
)2

.

(5.29)

La structure de la commande appliquée sur le système à PàC est présentée sur la

Fig.5.10.

Les paramètres de l’algorithme sont fixés de la manière suivante :

ω = 0,2 rad/s,

ωl = 0,15 rad/s,

ωh = 0,09 rad/s,

a = 0,2,

k = 0,001.
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Figure 5.8. Rapport d’excès d’oxygène sans et avec contrainte

5.4.2.1 Résultats expérimentaux

Les résultats expérimentaux ont été obtenus sur un banc d’essai Hardware-in-Loop,

celui-ci est constitué d’un compresseur centrifuge et d’un émulateur de PàC. L’algorithme

d’ES basé sur la perturbation sinusöıdale est implanté dans un contrôleur temps réel pour

ainsi gérer le courant fourni par la PàC.

Une variation de la charge a été appliquée au système PàC, dans le but de mettre

le système dans une situation critique. Le courant demandé, est composé de variations

rapides entre 100 A et 400 A (Fig.5.1). Le débit d’air du compresseur correspondant à

la puissance demandée, est équivalent à une variation entre 5 et 27 g/s. La Fig.5.11 et

Fig.5.12 montrent la charge et le courant fourni par la PàC. Nous pouvons constater que

le courant fourni est filtré. Par exemple, pour t = 20s, une augmentation rapide de la charge

est demandée, le rapport d’excès d’oxygène a chuté vers 1,6 puis a convergé vers la zone

de sécurité comme présenté sur la Fig.5.13. Cela assure la protection de la PàC contre le

manque d’oxygène. Dans le cas ou une diminution rapide de la charge est demandée, la

Fig.5.14 montre que le fonctionnement du compresseur ne dépasse pas la zone de pompage
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Figure 5.9. Rapport d’excès d’oxygène sans et avec contrainte
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Figure 5.10. Algorithme d’Extremum Seeking basé sur la perturbation sinusöıdale

et ainsi le compresseur est protégé.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la commande du système à PàC sous

contraintes. Ces dernières sont dues du fait des variations rapides de la charge. Les viola-

tions de ces contraintes peuvent endommager le système à PàC et provoquer le manque

d’oxygène dans la cathode et entrainer le compresseur dans sa zone de pompage. Afin de
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Figure 5.11. Variations de la charge et du courant fourni par la PàC

respecter ces contraintes lors des variations rapides de la charge, la PàC a été équipée par

un gestionnaire de charge. Celui-ci est modélisé sous la forme d’un filtre linéaire du pre-

mier ordre dont la constante de temps est ajustable. L’objectif de la commande est ainsi

de maximiser le courant fourni par la PàC tout en protégeant le système des contraintes.

Dans un premier temps, nous avons considéré le système à PàC piloté par un compres-

seur à double vis. Dans ce cas, la seule contrainte est le manque d’oxygène. La protection

de ce système est assurée en utilisant la technique Extremum Seeking basée sur le mo-

dèle de la PàC. Ensuite, le système à PàC piloté par un compresseur centrifuge est étudié.

Dans ce cas, les contraintes sont le manque d’oxygène et le fonctionnement du compresseur

dans sa zone de pompage. La protection de ce système est assurée en utilisant la tech-

nique Extremum Seeking basée sur la perturbation sinusöıdale. Les lois de commande sont

validées par un simulateur Hardware in Loop. Celui-ci consiste en compresseurs à double

vis ou centrifuge et d’un émulateur de PàC en temps réel. Les résultats expérimentaux

montrent que les lois de commande proposées ont bien protégé les deux systèmes étudiés

des contraintes. Ce travail a fait l’objet d’un papier journal [81] et d’un papier conférence

[95]. Dans le chapitre suivant, nous nous sommes intéressés à la protection de la membrane

de la PàC, en gérant la différence de pression entre la cathode et l’anode.
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Figure 5.12. Variations de la charge et du courant fourni par la PàC
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Figure 5.13. Rapport d’excès d’oxygène sans et avec contrainte
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Figure 5.14. Cartographie du compresseur centrifuge



Chapitre 6

Commande des pressions au cœur de la

pile

6.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés à la commande et à la

protection des systèmes d’alimentation en air dans les systèmes à PàC. Dans ce chapitre,

nous allons étudier le problème de régulation des pressions au niveau du cœur de pile dans

les applications stationnaires [74, 112]. Rappelons que le cœur de pile consiste en l’anode,

la cathode et la membrane. L’hydrogène et l’air sont supposés stockés dans des réservoirs

à haute pression. Lors des changements de la charge demandée, la réaction chimique s’ac-

célère, ainsi les pressions à l’anode et à la cathode varient. Notant que la membrane est

sensible à une différence de pression entre ces deux électrodes, une importante différence

de pression entre les deux chambres peut endommager la membrane [93, 118]. Donc, un

contrôle de pression de l’anode et de la cathode est indispensable afin d’équilibrer les pres-

sions sur les deux cotés de la membrane. Le système de contrôle doit fonctionner dans

toutes les conditions, notamment en présence des variations paramétriques et en présence

d’incertitudes. L’objectif de ce chapitre, est donc de développer une loi de commande ro-

buste qui répond à cet objectif.

Notre choix de commande s’est orienté encore vers la technique de commande par

mode glissant d’ordre deux. Dans l’objectif de proposer une loi de commande robuste, nous

avons formellement pris en compte lors de notre synthèse les variations paramétriques et
121
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les incertitudes qui peuvent survenir lors du fonctionnement. Ainsi ces incertitudes ont

été formulées et intégrées dans le modèle. Ensuite une loi de commande basée sur les

MGO2 multivariables (MIMO) a été développée et validée par simulations. Finalement,

les qualités de robustesse de ces lois de commande ont été démontrées par des simulations.

6.2 Formulation du problème

Dans cette section, nous présentons le modèle dynamique du cœur de la pile, la for-

malisation des incertitudes et leur intégration dans le modèle ainsi que l’objectif de la

commande.

6.2.1 Modèle du cœur de la pile

Les différentes pressions au cœur de la pile peuvent être décrites par les états suivants

[74] :

x = [x1 x2 x3 x4 x5]T . (6.1)

où x1 est la pression partielle de l’hydrogène (pH2
), x2 est la pression partielle de la vapeur

d’eau à l’anode (pv,an), x3 est la pression partielle de l’oxygène (pO2
), x4 est la pression

partielle de l’azote (pN2
) et x5 est la pression partielle de la vapeur d’eau à la cathode

(pv,ca). Leurs dynamiques sont représentées par les équations différentielles suivantes :

ẋ1 = d1

[

d19d11(uan −x1 −x2)−d9ζ
]

,

ẋ2 = d2

[ d10

x1 +x2 −d10
d11(uan −x1 −x2)− f (ζ, x2, x5)

]

,

ẋ3 = d3

[

d12d13d20(uca −x3 −x4 −x5)−
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15 −d16ζ
]

,

ẋ4 = d4

[

(1−d12)d13d20(uca −x3 −x4 −x5)−
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

]

,

ẋ5 = d5

[ d17

x3 +x4 +x5 −d17
d13(uca −x3 −x4 −x5)−

d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d18ζ+ f (ζ, x2, x5)
]

,

(6.2)

où f (ζ, x2, x5) représente le débit de l’eau à travers la membrane (2.66). uan et uca sont

respectivement les pressions à l’entrée de l’anode et de la cathode. Elles sont considérées
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comme des commandes pour le système. Le vecteur de la sortie du système est donné par :

y =





y1 := pan

y2 := pca



 , (6.3)

où pan est la pression de l’anode et pca est la pression de la cathode. ζ est le courant fourni

par la PàC. d1, d2, d3 ... d20 sont des paramètres détaillées dans l’annexe B.

6.2.2 Formalisation des incertitudes

Les paramètres de la PàC varient durant le fonctionnement. Afin de synthétiser une loi

de commande robuste, il est nécessaire de formaliser ces incertitudes et de les intégrer dans

le modèle dynamique. Ces paramètres incertains sont exprimés en fonction du pourcentage

de leurs valeurs nominales dans le Tableau.6.1. En se basant sur [83], nous avons choisis

la formalisation suivante :

d1 = d01 +δd1,

d2 = d02 +δd2,

d3 = d03 +δd3,

d4 = d04 +δd4,

d5 = d05 +δd5,

d11 = d011 +δd11,

d13 = d013 +δd13,

d14 = d014 +δd14,

(6.4)

où d0i représente la valeur nominale du paramètre concerné, δdi représente son incerti-

tude, sous l’hypothèse |δdi | ≤ δd0i < |d0i |, avec δd0i borne positive connue.

6.2.3 Objectif de la commande

L’objectif de la commande est de réduire la différence de pression entre l’anode et la

cathode, telle que :

pan −pca = 0,

pca −pr e f = 0.
(6.5)

Dans la section suivante, nous présentons, la synthèse de la loi de commande.
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Table 6.1: Paramètres incertains du système

Paramètres Variations

Température de la PàC (T f c ) +10% en oC

Volume de la chambre de la cathode (Vca) +5%

Volume de la chambre de l’anode (Van) +5%

Constante d’orifice à l’entrée de la cathode (kca,i n) +5%

Constante d’orifice à l’entrée de l’anode (kca,i n) +5%

Constante d’orifice à la sortie de la cathode (kca,out ) +5%

6.3 Synthèse de la loi de commande

Afin d’atteindre l’objective de la commande, nous développons un contrôleur MIMO

par MGO2, pour contrôler la pression de l’anode et de la cathode. La synthèse se déroule

en deux étapes : (1) maintenir la pression de la cathode à une valeur de référence donnée,

(2) maintenir la différence de pression entre l’anode et la cathode inférieur à 0,5 bar [118].

La structure de la commande est représentée sur la Fig.6.1.
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Figure 6.1. Structure de la commande proposée
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6.3.1 Synthèse de la surface de glissement

Les variables de glissements sont choisies pour forcer les pressions y1 et y2 à leurs points

d’équilibres y1,r e f et y2,r e f . La consigne de la pression de la cathode (y2,r e f ) est choisie à

2 bar. La consigne de la pression de l’anode (y1,r e f ) est égale à la pression de la cathode.

Les variables de glissements sont données par :

s1 = y1 − y1,r e f := pan −pca ,

s2 = y2 − y2,r e f := pca −2.
(6.6)

Les commandes uan et uca apparaissent respectivement dans la première dérivée de

s1 et de s2. Le système possède donc un vecteur de degré relatif [1 1]T par rapport aux

vecteurs de sortie [s1 s2]T . Pour éviter le problème du chattering, nous augmentons le degré

relatif du système, en rajoutant un intégrateur sur chaque sortie. Ainsi les discontinuités de

la commande MGO2 vont agir sur les dérivées des commandes (u̇an et u̇ca). Considérons

la deuxième dérivée du vecteur [s1 s2]T [83] :





s̈1

s̈2



=





A1

A2



+





B11

0

B12

B22









u̇an

u̇ca



 , (6.7)

où




A1

A2



 =





A10

A20



+





δA1

δA2



 ,





B11

0

B12

B22



 =





B110 B120

0 B220



+





δB11 δB12

0 δB22



 ,

(6.8)

où A10, A20, B110, B120 et B220 sont des fonctions bien connues, et δA1, δA2, δB11, δB12 et

δB22 sont des fonctions incertaines. Les expressions détaillées sont présentées dans l’annexe

C.

6.3.2 Commande par mode glissant d’ordre deux

Comme le terme B12 est non nul, nous pouvons déduire que le système (6.7) est couplé,

ce qui nécessitera un découplage. Ce problème est résolu en appliquant la commande

découplante et linéarisante.

Considérons le retour d’état :

u̇ = B−1
0 [v − A0]. (6.9)
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avec v := [v1 v2]T , la nouvelle commande. Le terme −B−1
0 A0 de l’équation (6.9) permet

l’élimination partielle des non-linéarités du fait de la présence d’incertitudes [141].

En appliquant (6.9) à (6.7), les variables de glissements peuvent être écrites comme

suit :




s̈1

s̈2



=





Â1

Â2



+





B̂11 B̂12

0 B̂22









v1

v2



 , (6.10)

où

Â1 = δA1 − A10
δB11

B110
+ A20

[

δB11B120

B110B220
−
δB12

B220

]

,

Â2 = δA2 − A20
δB22

B220
,

B̂11 = 1+
δB11

B110
,

B̂12 =
δB12

B220
−
δB11B120

B110B220
,

B̂22 = 1+
δB22

B220
.

(6.11)

Sous les hypothèses de bornitude suivantes, |δA1| < |A1|, |δA2| < |A2|, |δB11| < |B11|,
|δB12| < |B12| et |δB22| < |B22|, il existe alors des constantes positives C1, C2, K11m , K11M ,

K22m , K22M et K12, telles que :

|Â1| ≤C1 , 0 < K11m < B̂11 < K11M ,

|Â2| ≤C2 , 0 < K22m < B̂22 < K22M ,

|B̂12| ≤ K12 .

(6.12)

La commande (6.9) permet, sous la condition min(B̂11) > max(B̂12), d’éliminer une partie

des non-linéarités et de découpler suffisamment les commandes uan et uca .

Proposition I : Supposons que les lois de commande [v1 v2]T sont synthétisés pour

stabiliser le système. Elles sont basées sur l’algorithme du Twisting avec (1 ≤ i ≤ 2),

vi =−αi sign(si ), αi =







−αM ,i , si ṡi > 0,

−αm,i , si ṡi < 0.
(6.13)

si la condition suivante :

min(B̂11) >
αM ,2

αm,1
max(B̂12), (6.14)

est satisfaite, il sera possible de choisir les paramètres de chaque contrôleur v = [v1 v2]T ,

dans le but de forcer les variables de glissements et leurs dérivées (s1, s2, ṡ1, ṡ2) à zéro.
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L’équation (6.14) est équivalente à

K11m >
αM ,2

αm,1
K12. (6.15)

Preuve : Considérons la première équation du (6.10)

s̈1 = Â1 + B̂11v1 + B̂12v2. (6.16)

Ainsi l’équation (6.16) peut être écrite en fonction du signe de s1 et s2,

s̈1 = Â1 +
[α2

α1
sign(s1.s2)B̂12 + B̂11

]

(−α1sign(s1)). (6.17)

D’après les conditions (3.20), il existe des constantes positives K1m et K1M pour le système

(6.10),

K1m =
αM ,2

αm,1
max(B̂12)+min(B̂11),

K1M = −
αM ,2

αm,1
max(B̂12)+max(B̂11),

(6.18)

alors

K1m <
α2

α1
sign(s1.s2)B̂12 + B̂11 < K1M , (6.19)

Notons b =
α2

α1
sign(s1.s2)B̂12 + B̂11 et v1 = −α1sign(s1), l’équation (6.17) peut être écrite

comme suit :

s̈1 = Â1 +b v1, (6.20)

En appliquant l’algorithme du Twisting (3.20), les conditions suffisantes, qui assurent la

convergence en temps fini de la variable de glissement s1 et de sa dérivée, peuvent être

définies comme suit :















































0 <αm,1 <αM ,1,

αm,1 >
C1

K1m
,

K1mαM ,1 −C1 > K1Mαm,1 +C1,

K11m >
αM ,2

αm,1
K12.

(6.21)

De même les conditions suffisantes qui assurent la convergence en temps fini de la variable

de glissement s2 et de sa dérivée sont données comme suit :
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0 <αm,2 <αM ,2,

αm,2 >
C2

K22m
,

K22mαM ,2 −C2 > K22Mαm,2 +C2.

(6.22)

6.4 Résultats de simulation

Le contrôleur proposé est simulé sur Matlab. Les valeurs nominales de la simulation

sont présentées en annexe A. La variation de la charge est supposée entre 100 et 400 A.

Le courant de la PàC est représenté sur la Fig.6.2. La tension électrique fournie par la

PàC est représentée sur la Fig.6.3. Nous supposons que la température de la PàC est bien

contrôlée et qu’elle est fixée à 80oC .
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Figure 6.2. Variation de la charge

La Fig.6.4 et la Fig.6.5 montrent respectivement que la pression de l’anode et la pression

de la cathode suivent leurs références. La Fig.6.6 montre la valeur absolue de la différence

entre la pression de l’anode et celle à la cathode. Il se trouve que le temps de réponse

est de 0,05 s avec un dépassement de 0,2 bar. Cela indique que la commande par mode
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glissant d’ordre deux réalise une bonne performance, en termes de temps de réponse et de

dépassement. La Fig.6.7 et la Fig.6.8 présentent les réponses dynamiques des commandes

(les pressions à l’entrée de la cathode et de l’anode). Il est à remarquer que la pression

à l’entrée de la cathode est plus grande que celle à l’entrée de l’anode. Afin de prouver

la robustesse du contrôleur, des variations paramétriques sont ajoutés sur le modèle. La

Fig.6.9 montre que la différence entre la pression de l’anode et la pression de la cathode

est bien contrôlée et qu’elle est toujours inférieur à 0,5 bar. Nous pouvons ainsi montrer

la robustesse du contrôleur proposé sous variations de charge et d’incertitudes. La courbe

en pointillée représente la trajectoire du système en présence d’incertitudes, et la ligne

bleue montre le comportement du système avec les paramètres nominaux. Nous pouvons

conclure de ces résultats, que le contrôleur proposé est robuste et a un temps de réponse

rapide sous variations de charge et d’incertitudes.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la commande par mode glissant d’ordre deux a été synthétisée pour

assurer la régulation des pressions dans la PàC. L’objectif de la commande est de minimiser

la différence de pression entre l’anode et la cathode. La synthèse de la commande robuste

prend en compte les variations paramétriques et les incertitudes, et assure une performance

optimale sur toute la plage de fonctionnement. La propriété de robustesse est prouvée en

montrant que le contrôleur est insensible aux incertitudes. Ce chapitre a fait l’objet d’une

publication journal [99] et deux papiers conférences [56, 97]. Les résultats de simulation

vérifient cette conclusion et montre que le contrôleur a une bonne réponse en régime

transitoire sous variations de charge et d’incertitudes.
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Figure 6.3. Variation de la tension électrique de la PàC
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Figure 6.5. Variations de la pression de la cathode
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Figure 6.7. Variations de la pression à l’entrée de la cathode
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Conclusion générale et perspectives

Bilan

Dans ce travail de thèse, nous nous sommes intéressés aux systèmes à pile à combus-

tible dans le cadre d’applications de transport. Nous avons étudié trois problématiques

importantes de la commande des systèmes à pile à combustible.

Notre première problématique était la maximisation de la puissance nette fournie par

la PàC, en présence des incertitudes dans le système. Pour cela, nous avons synthétisé

des lois de commande par mode glissant d’ordre deux (MGO2). Ceux-ci sont connus pour

leur robustesse vis-à-vis des incertitudes. Des algorithmes par MGO2 classique ont été

appliqués dans le cas ou les bornes des paramètres incertains sont connues. Dans le cas

contraire, des algorithmes par MGO2 adaptatif ont été appliqués. Ces lois de commande

ont été implémentées sur un banc d’essai Hardware In Loop. Ce dernier consiste en un

compresseur à double vis et un émulateur du système de pile à combustible en temps réel.

Les résultats expérimentaux ont montrés une bonne performance des algorithmes utilisés

contre les perturbations et les variations de la charge.

La deuxième problématique était de protéger le cœur de la pile et le compresseur. Cela

consiste à respecter certaines contraintes physiques du système surtout lors des variations

rapides de la charge. Pour résoudre ce problème, un gestionnaire de charge a été intégré

dans le modèle pour gérer la charge demandée par la PàC. Il consiste en un filtre du pre-

mier ordre avec une constante de temps ajustable. Le contrôle de ce paramètre permet de

maximiser le courant fourni par la PàC sans violer les contraintes. Deux types de com-

presseur ont été étudiés dans ce travail : le compresseur à double vis et le compresseur
135
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centrifuge. Dans le premier cas la seule contrainte est le manque d’oxygène. L’algorithme

utilisé pour régler le filtre est basé sur la méthode d’Extremum Seeking basée sur le modèle

de la PàC. Dans le deuxième cas, deux contraintes peuvent survenir : le manque d’oxygène

et le fonctionnement du compresseur dans sa zone de pompage. Pour cela nous avons dé-

veloppé un algorithme d’Extremum Seeking qui peut trouver la bonne constante de temps

de filtrage en temps réel. Cet algorithme est basé sur la technique de la perturbation sinu-

söıdale ajoutée au système. Les résultats d’expérimentations montrent l’efficacité des deux

algorithmes proposés pour la protection des systèmes à PàC.

La dernière problématique concernait les systèmes à PàC utilisés dans le domaine

stationnaire. Dans ce cas, il est recommandé de faire fonctionner les piles à une pression

constante à la cathode. Notons que la membrane est sensible à la différence de pression

entre anode et cathode. Ainsi, nous proposons une synthèse de commande robuste qui

permet de maintenir la pression entre l’anode et la cathode au voisinage de zéro. Pour

cela, des paramètres incertains ont été formalisés et intégrés dans le modèle. Ensuite,

un algorithme robuste par MGO2 a été appliqué pour réduire la différence de pressions.

Les résultats de la simulation montrent que la loi de commande proposée révèle un bon

comportement en présence de perturbations et d’incertitudes.

Perspectives

Dans ce travail, nous avons abordé les contributions au niveau théorique et expéri-

mental pour la commande du système à PàC. Plusieurs pistes restent ouvertes suite à nos

travaux.

– Le modèle utilisé dans ce travail est basé sur plusieurs hypothèses comme la régula-

tion de la température, de l’humidité et de la gestion de l’eau. Il serait intéressant de

travailler sur un modèle plus complet, qui prenne en compte la dynamique de tous

ces paramètres. Dans ce cas le modèle deviendrait un système multivariables, plus

proche de la réalité.

– Pour ajuster la stratégie du système de contrôle du système à PàC, ce dernier né-

cessite la connaissance des états et des paramètres de la PAC. La mesure des ces

états et de ces paramètres peut s’avérer difficile, voir impossible. C’est pourquoi,

l’utilisation d’observateurs et d’estimateurs de paramètres serait assurément un bon
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moyen pour s’affranchir de ce problème. Ainsi, l’utilisation d’observateurs adaptatifs

permet à la fois d’estimer les états et les paramètres. Une étude formelle du couplage

de la commande et de l’observateur serait alors indispensable.
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Annexe

A Paramètres du système

p00 = −2,635 , p10 = −0,0003518,

p01 = 9,935 , p20 = 9,158 10−8,

p11 = 5,219 10−5 , p02 = −10,26,

p30 = −7,382 10−12 , p21 = −2,274 10−8,

p12 = 3,848 10−5 , p03 = 4,607,

p40 = 1,018 10−16 , p31 = 2,747 10−12,

p22 = −1,105 10−8 , p13 = 2,999 10−5,

p04 = −0,8139 , q00 = 0,5192,

q10 = −68,92 , q01 = 2,698,

q20 = 664,1 , q11 = 100,7,

q02 = −5,098 , q30 = −8,552,

q21 = 42,11 , q12 = −70,76,

q03 = 3,499 , q40 = 52380,

q31 = −2101 , q22 = 92,4,

q13 = 13,98 , q04 = −0,7859.
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B Constantes des systèmes

c1 =
RT f c kca,i n

Vca MO2

xO2

(1+ωatm)
; c2 = psat

c3 =
RT f c

Vca
; c4 = MO2

c5 = MN2
; c6 = Mv psat

c7 =
RT f c n

Vca4F
; c8 =

RT f c kca,i n

Vca MN2

1−xO2

(1+ωatm)

c9 =
f

Jcp
; c10 =

Cp Tatm

Jcpηcp

1

2π
ηv−cVcpr /trρa

c11 = patm ; c12 =
γ−1

γ

c13 =
ηcmkt

Jcp
; c14 =

RTatm

MaVsm

c15 =
1

ηcp
; c16 = kca,i n

c17 = kca,out ; c18 = ηcmkt

c19 = kca,i n

xO2

(1+ωatm)
; c20 =

nMO2

4F

c21 =
1

2π
ηv−cVcpr /trρa ; c ′9 =

ηcmkt kv

Jcp Rcm

c ′10 =
Cp Tatm

Jcpηcp
; c ′13 =

ηcmkt

Jcp Rcm

d1 =
RH2

T f c

Van
; d2 =

Rv T f c

Van
; d3 =

RO2
T f c

Vca
; d4 =

RN2
T f c

Vca

d5 =
Rv T f c

Vca
; d6 = MO2

; d7 = MN2
; d8 = Mv

d9 = MH2

n

2F
; d10 =ϕan psat (T f c ) ; d11 = kan,i n ; d12 = xO2

d13 = kca,i n ; d14 = kca,out ; d15 = patm ; d16 = MO2
n

4F

d17 =ϕatm psat (Tatm) ; d18 = Mv
n

2F
; d19 =

1

1+ωan,i n
; d20 =

1

1+ωatm
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C Expressions des fonctions certains et incertains

φ1 =
c19

c20ζ

(

c14

[

c12c15

(

c14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]
)[( x4

c11

)c12−1]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]+ c14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]][

− c16c14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]+ c16(c1 + c8)(x4 −x1 −x2 − c2)

−c16
c3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 − c16c7ζ

]

− (c1 + c8)
(

c14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]− (c1 + c8)(x4 −x1 −x2 − c2)

+
c3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 + c7ζ

)

+
(

c1(x4 −x1 −x2 − c2)−
c3x1

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 − c7ζ

)

c3(c4x1 + c5x2 + c6)− c4c3(x1 +x2)

(c4x1 + c5x2 + c6)2

c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 +

(

c8(x4 −x1 −x2 − c2)−
c3x2

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11

)

c3(c4x1 + c5x2 + c6)− c5c3(x1 +x2)

(c4x1 + c5x2 + c6)2
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 +

c3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c6

c17(c1 + c8)(x4 −x1 −x2 − c2)−
c17c3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c6
c17

p
x1 +x2 + c2 − c11 − c17c7ζ

p
x1 +x2 + c2 − c11

)

γ1 =
c14c19c21

c20ζ

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

φ01 =
c019

c20ζ

(

c014

[

c12c15

(

c014

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c02)]
)[( x4

c11

)c12−1]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c02)]+ c014

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]][

− c16c014

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c02)]+ c16(c01 + c08)(x4 −x1 −x2 − c02)

−c16
c03(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c06
c17

p
x1 +x2 + c02 − c11 − c16c07ζ

]

− (c01 + c08)
(

c014

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c02)]− (c01 + c08)(x4 −x1 −x2 − c02)

+
c03(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c06
c17

p
x1 +x2 + c02 − c11 + c07ζ

)

+
(

c01(x4 −x1 −x2 − c02)−
c03x1

c4x1 + c5x2 + c06
c17

p
x1 +x2 + c02 − c11 − c07ζ

)

c03(c4x1 + c5x2 + c06)− c4c03(x1 +x2)

(c4x1 + c5x2 + c06)2

c17
p

x1 +x2 + c02 − c11 +
(

c08(x4 −x1 −x2 − c02)−
c03x2

c4x1 + c5x2 + c06
c17

p
x1 +x2 + c02 − c11

)

c03(c4x1 + c5x2 + c06)− c5c03(x1 +x2)

(c4x1 + c5x2 + c06)2
c17

p
x1 +x2 + c02 − c11 +

c03(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c06

c17(c01 + c08)(x4 −x1 −x2 − c02)−
c17c03(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + c06
c17

p
x1 +x2 + c02 − c11 − c17c07ζ

p
x1 +x2 + c02 − c11

)

γ01 =
c014c019c21

c20ζ

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

(23)
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δφ1 =
δc19

c20ζ

(

(c014 +δc14)
[

c12c15

(

(c014 +δc14)
[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))]
)[( x4

c11

)c12−1]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))]+ (c014 +δc14)
[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[

− c16(c014 +δc14)
[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))]+ c16((c01 +δc1)+ (c08 +δc8))(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))

−c16
(c03 +δc3)(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 − c16(c07 +δc7)ζ
]

−((c01 +δc1)+ (c08 +δc8))
(

(c014 +δc14)
[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))]− ((c01 +δc1)+ (c08 +δc8))(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))

+
(c03 +δc3)(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 + (c07 +δc7)ζ
)

+
(

(c01 +δc1)(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))−
(c03 +δc3)x1

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)

c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 − (c07 +δc7)ζ
)

(c03 +δc3)(c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6))− c4(c03 +δc3)(x1 +x2)

(c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6))2

c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 +
(

(c08 +δc8)(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))

−
(c03 +δc3)x2

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11

)

(c03 +δc3)(c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6))− c5(c03 +δc3)(x1 +x2)

(c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6))2
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11

+
(c03 +δc3)(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)

c17((c01 +δc1)+ (c08 +δc8))(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))
√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11

−

c17(c03 +δc3)(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 − c17(c07 +δc7)ζ

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11

)

+
c019

c20ζ

(

δc14

[

c12c15

(

δc14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))]
)[( x4

c11

)c12−1]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))]

c014

[

c12c15

(

δc14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 −δc2)]
)[( x4

c11

)c12−1]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 −δc2)]+δc14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[

− c16δc14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))]

+c16(δc1 +δc8)(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))

−c16
δc3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 − c16δc7ζ
]

−(δc1 +δc8)
(

(c014 +δc14)
[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))]− (δc1 +δc8)(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))

+
δc3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 +δc7ζ
)

(24)
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+
(

δc1(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))−
δc3x1

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)

c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 −δc7ζ
)δc3(c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6))− c4δc3(x1 +x2)

(c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6))2

c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 +
(

δc8(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))

−
δc3x2

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11

)

δc3)(c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6))− c5δc3(x1 +x2)

(c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6))2
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11

+
δc3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)

c17(δc1 +δc8)(x4 −x1 −x2 − (c02 +δc2))
√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11

−

c17δc3(x1 +x2)

c4x1 + c5x2 + (c06 +δc6)
c17

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11 − c17δc7ζ

√

x1 +x2 + (c02 +δc2)− c11

)

δγ1 = (c014δc19 +δc14c019)
c21

c20ζ

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

φ2 = c2
9 x3 + c9c10

[( x4

c11

)c12

−1
]

− c9c13u

−c10

(

c14

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]
)( x4

c11

)c12−1

− ẍ3,r e f

γ2 = c13

φ02 = c2
09x3 + c09c010

[( x4

c11

)c12

−1
]

− c09c013u

−c010

(

c014

[

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c02)]
)( x4

c11

)c12−1

− ẍ3,r e f

γ02 = c013

δφ2 = 2c09δc9x3 + (δc9c010 + c09δc10)
[( x4

c11

)c12

−1
]

− (δc9c013 + c09δc13)u − ẍ3,r e f

−(δc10c014 + c010δc14)
([

1+ c15

[( x4

c11

)c12

−1
]]

[c21x3 − c16(x4 −x1 −x2 − c2)]
)( x4

c11

)c12−1

δγ2 = δc13

(25)
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A1 = d1

[

d19d11(−ẋ1 − ẋ2)
]

+d2

[−d10ẋ1 −d10ẋ2

(x1 +x2 −d10)2
d11(uan −x1 −x2)

+
d10

x1 +x2 −d10
d11(−ẋ1 − ẋ2)− ḟ (ξ, x)

]

d3

[

d12d13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)−
d6d7x4ẋ3 +d6d8x5ẋ3 −d7d6x3ẋ4 −d8d6x3ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

−d4

[

(1−d12)d13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x3ẋ4 +d7d8x5ẋ4 −d6d7x4ẋ3 −d8d7x4ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

−d5

[

d13d17
−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5

(x3 +x4 +x5 −d17)2
(uca −x3 −x4 −x5)+

d13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(u̇ca − ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d8x3ẋ5 +d7d8x4ẋ5 −d6d8x5ẋ3 −d7d8x5ẋ4

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

+ ḟ (ξ, x)
]

B11 = d1d19d11 +
d2d10

x1 +x2 −d10
d11

B12 = −d3d12d13d20 −d4(1−d12)d13d20 −
d5d13d17

x3 +x4 +x5 −d17

A2 = d3

[

d12d13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)−
d6d7x4ẋ3 +d6d8x5ẋ3 −d7d6x3ẋ4 −d8d6x3ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2

d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

+d4

[

(1−d12)d13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x3ẋ4 +d7d8x5ẋ4 −d6d7x4ẋ3 −d8d7x4ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

+d5

[

d13d17
−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5

(x3 +x4 +x5 −d17)2
(uca −x3 −x4 −x5)+

d13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(u̇ca − ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d8x3ẋ5 +d7d8x4ẋ5 −d6d8x5ẋ3 −d7d8x5ẋ4

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

+ ḟ (ξ, x)
]

B22 = d3d12d13d20 +d4(1−d12)d13d20 +
d5d13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(26)
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A10 = d01

[

d19d011(−ẋ1 − ẋ2)
]

+d02

[−d10ẋ1 −d10ẋ2

(x1 +x2 −d10)2
d011(uan −x1 −x2)

+
d10

x1 +x2 −d10
d011(−ẋ1 − ẋ2)− ḟ (ξ, x)

]

d03

[

d12d013d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)−
d6d7x4ẋ3 +d6d8x5ẋ3 −d7d6x3ẋ4 −d8d6x3ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2

d014

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d014
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

−d04

[

(1−d12)d013d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x3ẋ4 +d7d8x5ẋ4 −d6d7x4ẋ3 −d8d7x4ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d014

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d014
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

−d05

[

d013d17
−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5

(x3 +x4 +x5 −d17)2
(uca −x3 −x4 −x5)+

d013d17

x3 +x4 +x5 −d17
(u̇ca − ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d8x3ẋ5 +d7d8x4ẋ5 −d6d8x5ẋ3 −d7d8x5ẋ4

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d014

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d014
d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

+ ḟ (ξ, x)
]

B110 = d01d19d011 +
d02d10

x1 +x2 −d10
d011

B120 = −d03d12d013d20 −d04(1−d12)d013d20 −
d05d013d17

x3 +x4 +x5 −d17

A20 = d03

[

d12d013d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)−
d6d7x4ẋ3 +d6d8x5ẋ3 −d7d6x3ẋ4 −d8d6x3ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2

d014

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d014
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

+d04

[

(1−d12)d013d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x3ẋ4 +d7d8x5ẋ4 −d6d7x4ẋ3 −d8d7x4ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d014

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d014
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

+d05

[

d013d17
−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5

(x3 +x4 +x5 −d17)2
(uca −x3 −x4 −x5)+

d013d17

x3 +x4 +x5 −d17
(u̇ca − ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d8x3ẋ5 +d7d8x4ẋ5 −d6d8x5ẋ3 −d7d8x5ẋ4

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d014

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d014
d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

+ ḟ (ξ, x)
]

B220 = d03d12d013d20 +d04(1−d12)d013d20 +
d05d013d17

x3 +x4 +x5 −d17
(27)
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δA1 = δd1

[

d19d11(−ẋ1 − ẋ2)
]

+δd2

[−d10ẋ1 −d10ẋ2

(x1 +x2 −d10)2
d11(uan −x1 −x2)

+
d10

x1 +x2 −d10
d11(−ẋ1 − ẋ2)− ḟ (ξ, x)

]

d01

[

d19δd11(−ẋ1 − ẋ2)
]

+d02

[−d10ẋ1 −d10ẋ2

(x1 +x2 −d10)2
δd11(uan −x1 −x2)

+
d10

x1 +x2 −d10
δd11(−ẋ1 − ẋ2)

]

−δd3

[

d12d13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)−
d6d7x4ẋ3 +d6d8x5ẋ3 −d7d6x3ẋ4 −d8d6x3ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2

d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

−δd4

[

(1−d12)d13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x3ẋ4 +d7d8x5ẋ4 −d6d7x4ẋ3 −d8d7x4ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

−δd5

[

d13d17
−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5

(x3 +x4 +x5 −d17)2
(uca −x3 −x4 −x5)+

d13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(u̇ca − ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d8x3ẋ5 +d7d8x4ẋ5 −d6d8x5ẋ3 −d7d8x5ẋ4

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

+ ḟ (ξ, x)
]

−d03

[

d12δd13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x4ẋ3 +d6d8x5ẋ3 −d7d6x3ẋ4 −d8d6x3ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
δd14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−δd14
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

−d04

[

(1−d12)δd13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x3ẋ4 +d7d8x5ẋ4 −d6d7x4ẋ3 −d8d7x4ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
δd14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−δd14
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

−d05

[

δd13d17
−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5

(x3 +x4 +x5 −d17)2
(uca −x3 −x4 −x5)

+
δd13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(u̇ca − ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)−

d6d8x3ẋ5 +d7d8x4ẋ5 −d6d8x5ẋ3 −d7d8x5ẋ4

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2

δd14

√

x3 +x4 +x5 −d15 −δd14
d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

δB11 = δd1d19d011 +d01d19δd11 +δd1d19δd11 +
δd2d10

x1 +x2 −d10
d011

+
d02d10

x1 +x2 −d10
δd11 +

δd2d10

x1 +x2 −d10
δd11

δB12 = −δd3d12d013d20 −d03d12δd13d20 −δd3d12δd13d20 −δd4(1−d12)d013d20

−d04(1−d12)δd13d20

−δd4(1−d12)δd13d20 −
δd5d013d17

x3 +x4 +x5 −d17

−
d05δd13d17

x3 +x4 +x5 −d17
−

δd5δd13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(28)
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δA2 = δd3

[

d12d13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)−
d6d7x4ẋ3 +d6d8x5ẋ3 −d7d6x3ẋ4 −d8d6x3ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2

d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

+δd4

[

(1−d12)d13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x3ẋ4 +d7d8x5ẋ4 −d6d7x4ẋ3 −d8d7x4ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

+δd5

[

d13d17
−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5

(x3 +x4 +x5 −d17)2
(uca −x3 −x4 −x5)

+
d13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(u̇ca − ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d8x3ẋ5 +d7d8x4ẋ5 −d6d8x5ẋ3 −d7d8x5ẋ4

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
d14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−d14
d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

+ ḟ (ξ, x)
]

+d03

[

d12δd13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x4ẋ3 +d6d8x5ẋ3 −d7d6x3ẋ4 −d8d6x3ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
δd14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−δd14
d6x3

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

+d04

[

(1−d12)δd13d20(−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d7x3ẋ4 +d7d8x5ẋ4 −d6d7x4ẋ3 −d8d7x4ẋ5

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
δd14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−δd14
d7x4

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

+d05

[

δd13d17
−ẋ3 − ẋ4 − ẋ5

(x3 +x4 +x5 −d17)2
(uca −x3 −x4 −x5)

+
δd13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(u̇ca − ẋ3 − ẋ4 − ẋ5)

−
d6d8x3ẋ5 +d7d8x4ẋ5 −d6d8x5ẋ3 −d7d8x5ẋ4

(d6x3 +d7x4 +d8x5)2
δd14

√

x3 +x4 +x5 −d15

−δd14
d8x5

d6x3 +d7x4 +d8x5

ẋ3 + ẋ4 + ẋ5

2
√

x3 +x4 +x5 −d15

]

δB22 = δd3d12d013d20 +d03d12δd13d20 +δd3d12δd13d20 +δd4(1−d12)d013d20

+d04(1−d12)δd13d20 +δd4(1−d12)δd13d20

+
δd5d013d17

x3 +x4 +x5 −d17
+

d05δd13d17

x3 +x4 +x5 −d17
+

δd5δd13d17

x3 +x4 +x5 −d17
(29)
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Table .2: Valeur nominale des paramètres de la simulation

Symbole Paramètre Valeur

n nombre de cellules de la PàC 90

R constante universelle de gaz 8,314 J/(mol.K)
Ra constante universelle d’air 286,9 J/(kg.K)
RO2

constante d’oxygène 259,8 J/(kg .K )

RH2
constante d’hydrogène 4124,3 J/(kg .K )

RN2
constante d’azote 296,8 J/(kg .K )

Rv constante de vapeur d’eau 461,5 J/(mol .K )

patm pression atmosphérique 1,01325 105 Pa
Tatm température ambiante 298,15 K
T f c température de la PàC 353,15 K
F constante de Faraday 96485 C/mol

Ma masse molaire d’air 28,9644 10−3 kg/mol

MO2
masse molaire d’oxygène 32 10−3 kg/mol

MN2
masse molaire d’azote 28 10−3 kg/mol

MH2
masse molaire d’hydrogène 28 10−3 kg/mol

Mv masse molaire de vapeur 18,02 10−3 kg/mol
CD coefficient de décharge du collecteur 0,0083

AT section du collecteur 0,00138 m2

γ rapport des chaleurs spécifiques 1,4

Jcp inertie du moto-compresseur 671,9 10−5 kg.m2

f frotement du moteur 0,00136 V/(rad/s)
kt constante du moteur 0,31 N.m/A
Cp coefficient de la chaleur spécifique à pression constante 1004 J/(kg.K)
ηcm rendement du moteur 98%

Vca volume de la cathode 0,0015 m3

Vsm volume du collecteur d’admission 0,003 m3

Van volume de l’anode 0,0005 m3

Vcpr /tr volume comprimé par tour 5 10−4 m3/tr

kca,i n constante d’orifice à l’entrée de la cathode 0,3629 10−5 kg/(Pa.s)

kca,out constante d’orifice à la sortie de la cathode 0,945 10−4 kg/(Pa.s)

kan,i n constante d’orifice à l’entrée de l’anode 0,21 10−5 kg/(Pa.s)

ρa densité d’air 1,23 kg/m3

xO2,ca,i n fraction massique d’oxygène 0,23
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[81] S. Laghrouche, I. Matraji, F.S. Ahmed, S. Jemei, and M. Wack. Pressure control in

a PEM fuel cell via second order sliding mode. In press, International Journal of

Hydrogen Energy.

[82] S. Laghrouche, F. Plestan, and A. Glumineau. Higher order sliding mode control

based on integral sliding mode. Automatica, 43(3) :531–537, 2007.

[83] S. Laghrouche, F. Plestan, A. Glumineau, and R. Boisliveau. Robust second order

sliding mode control for a permanent magnet synchronous motor. In IEEE American

Control Conference, volume 5, pages 4071 – 4076, 2003.

[84] J. Larminie and A. Dicks. Fuel Cell Systems Explained. Wiley, 2002.

[85] F. Laurencelle, R. Chahine, J. Hamelin, K. Agbossou, M. Fournier, T.K. Bose, and

A. Laperriere. Characterization of a ballard mk5-e proton exchange membrane fuel

cell stack. Fuel Cells, 1(1) :66–71, 2001.

[86] J.H. Lee, T.R. Lalk, and A.J. Appleby. Modeling electrochemical performance in

large scale proton exchange membrane fuel cell stacks. Journal of Power Sources,

70(2) :258 – 268, 1998.

[87] T.J. Leo, J.A. Durango, and E. Navarro. Exergy analysis of PEM fuel cells for

marine applications. Energy, 35(2) :1164 – 1171, 2010.

[88] A. Levant. Sliding order and sliding accuracy in sliding mode control. International

Journal of Control, 58(6) :1247–1263, 1993.

[89] A. Levant. Universal single-input-single-output (SISO) sliding-mode controllers with

finite-time convergence. IEEE Transactions on Automatic Control,, 46(9) :1447–

1451, 2001.

[90] A. Levant. Principles of 2-sliding mode design. Automatica, 43(4) :576–586, 2007.



BIBLIOGRAPHIE 161

[91] A. Levant and L. Fridman. Robustness issues of 2-sliding mode control. In Variable

Structure Systems : From Principles to Implementation, IEE, UK, pages 129–153,

2004.

[92] F.L. Lewis. Optimal Control. Wiley, New York, 1986.

[93] Q. Li, W. Chen, Y. Wang, J. Jia, and M. Han. Nonlinear robust control of proton

exchange membrane fuel cell by state feedback exact linearization. Journal of Power

Sources, 194(1) :338–348, 2009.

[94] R.F. Mann, J.C. Amphlett, M.A.I. Hooper, H. M. Jensen, B.A. Peppley, and P.R.

Roberge. Development and application of a generalised steady-state electrochemical

model for a pem fuel cell. Journal of Power Sources, 86(1-2) :173 – 180, 2000.

[95] I. Matraji, S. Laghrouche, S. Jemei, and M. Wack. Load governor for pem fuel

cell oxygen starvation and compressor protection : a constrained extremum seeking

approach. In 5th International Conference on Fundamentals and Development of

Fuel Cells, FDFC2013, Karlsruhe, Germany., 2013.

[96] I. Matraji, S. Laghrouche, S. Jemei, and M. Wack. Robust control of the PEM

fuel cell air-feed system via sub-optimal second order sliding mode. Applied Energy,

104 :945 – 957, 2013.

[97] I. Matraji, S. Laghrouche, and M. Wack. Second order sliding mode control for

PEM fuel cells. In 49th IEEE Conference on Decision and Control (CDC), pages

2765 –2770, 2010.

[98] I. Matraji, S. Laghrouche, and M. Wack. Cascade control of the moto-compressor of

a PEM fuel cell via second order sliding mode. In 50th IEEE Conference on Decision

and Control and European Control Conference (CDC-ECC), pages 633 –638, 2011.

[99] I. Matraji, S. Laghrouche, and M. Wack. Pressure control in a PEM fuel cell via

second order sliding mode. International Journal of Hydrogen Energy, 37(21) :16104

– 16116, 2012.

[100] I. Matraji, J. Liu, S. Laghrouche, and M. Wack. Adaptive second order sliding

mode control of PEM fuel cell air feed system. In 51st IEEE Annual Conference on

Decision and Control (CDC), pages 4133 –4138, 2012.



162 BIBLIOGRAPHIE

[101] B.A. McCain. Modeling and analysis for control of reactant and water distributions

in fuel cells. PhD thesis, Department of mechanical engineering, The university of

Michigan, 2008.

[102] D.A. McKay, J.B. Siegel, W. Ott, and A.G. Stefanopoulou. Parameterization and

prediction of temporal fuel cell voltage behavior during flooding and drying condi-

tions. Journal of Power Sources, 178(1) :207 – 222, 2008.

[103] Paul Moraal and Ilya Kolmanovsky. Turbocharger modeling for automotive control

applications. SAE Technical Paper, (1999-01-0908), 1999.

[104] J.A. Moreno and M. Osorio. A lyapunov approach to second-order sliding mode

controllers and observers. In 47th IEEE Conference on Decision and Control, 2008.
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Résumé :

La pile à combustible (PàC) est un dispositif qui produit de l’électricité à partir d’une réaction chimique entre l’hydrogène

et l’oxygène. Le système à PàC nécessite un certain nombre d’auxiliaires pour fonctionner. Pour cela, un système de

commande est indispensable pour optimiser la performance de la PàC.

Dans ce travail de thèse, nous nous sommes intéressés à trois types de problématiques de commande de la PàC. La

première est celle de l’optimisation de la puissance délivrée par la PàC en contrôlant le rapport d’excès d’oxygène via

le débit d’air du compresseur ; en prenant en compte les variations paramétriques, les incertitudes et les perturbations

externes. Ce problème est résolu en utilisant la commande non-linéaire par mode glissant d’ordre 2. Deux types

d’algorithme sont synthétisés, l’algorithme du mode glissant d’ordre 2 sous-optimal et l’algorithme du Super Twisting

adaptatif. Les performances de ces lois de commande ont été validées grâce à un simulateur Hardware In Loop. La

deuxième concerne la maximisation de la puissance nette fournie par la pile, tout en maintenant le fonctionnement du

compresseur centrifuge dans sa zone nominale et tout en évitant le manque d’oxygène à la cathode, lors des variations

rapides de charge. La solution proposée pour résoudre ce problème est un gestionnaire de charge qui consiste en un filtre

à coefficient de filtrage ajustable. Deux approches d’ajustement de ce coefficient basées sur la technique de l’Extremum

Seeking sont appliquées, comparées et validées expérimentalement. La troisième problématique abordée dans cette

thèse est celle de la régulation de la différence de pression entre l’anode et la cathode, lors de variations de charge en

présence de variations paramétriques et d’incertitudes. Une solution basée sur un contrôleur multi-variable par mode

glissant d’ordre 2 associé à une étude de robustesse est proposée.

Mots clés : pile à combustible PEM, commande robuste et adaptative par mode glissant d’ordre supérieur, Hardware In

Loop, contrôle en cascade, gestionnaire de charge, Extremum Seeking avec contraintes, régulation des pressions.

Abstract:

The PEM fuel cell is a device which generates electricity from a chemical reaction between hydrogen and oxygen. The

PEM fuel cell requires many ancillaries to operate the system. A control system is needed to optimize the performance of

the PEMFC.

This thesis is focused upon three specific control problems related to PEM fuel cell systems. The first problem is the

control of the air (oxygen source) entering in the cathode side of fuel cell. The objective is to regulate the oxygen

excess ratio in order to maintain the optimum net power output. This problem has been addressed using nonlinear

second order sliding mode controllers, which are robust against parametric uncertainty and external disturbance. The

SOSM controllers are based on two algorithms: sub-optimal and adaptive Super Twisting. Their performance is validated

through Hardware In Loop simulation. The second problem is to maintain the centrifugal compressor in its operating

zone, while avoiding the oxygen starvation in the cathode side during rapid load variations. The proposed solution

to this problem is a load governor, which is similar to a variable bandwidth first order linear filter. Two adjustment

algorithms have been applied for the bandwidth coefficient, based on the Extremum Seeking technique. Their perfor-

mance has been validated experimentally. The third problem addressed in this thesis is the regulation of the pressure

difference between the anode and the cathode during load variations. The control objective is achieved using second order

sliding mode MIMO controller, which has been shown to be robust against parametric uncertainty and external disturbance.

keywords : PEM Fuel Cell, robust and adaptive second order sliding mode control, Hardware In Loop, cascade control,

Load Governor, constrained Extremum Seeking, pressure equalization.
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