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Introduction générale
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1.1 Le sujet de la Thése.

Soit X une variété complexe de dimension finie n et D un diviseur réduit de
X d’équation h = 0 ou h est le germe d’une fonction holomorphe. On note Ox
le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X. Une structure de Poisson
holomorphe sur X est la donnée d'un crochet {—, —} qui assigne a un couple (f,g)
de germes de fonctions holomorphes en un point z de X un germe {f, g} de fonction
holomorphe en z vérifiant les propriétés suivantes :

e {—,—} est bilinéaire antisymétrique;

o {f,{g,h}}+{g,{h, f}}+{h,{f,g}} = 0 (identité de Jacobi);
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o {f,gh} ={f,gth+ {f, h}g (régle de Leibniz).

Il revient au méme de définir un champ de 2-vecteurs que 'on peut écrire dans un
systéme de coordonnées locales;

1 0 0
P o= - 3 Pz‘j(x)afxi/\ajj

21<ij<n

— Po(x)— A — P.= _P..
19‘%371 i (:ﬁ)axl oz, avec Py ’

et qui vérifie I'identité de Jacobi

oP; OPy; OP;;
Z (Pili]k + lei’“ + Pu——2)=0
1<i<j<n &’L‘l 8:1:; 81‘1

pour 1 <4, 4, k < n. On définit alors le crochet de Poisson holomorphe par

0f 0y _ 09 Of
89@- a.%‘j 81‘2 8.7}j '

{f,9} = (P.df ndg) = > Pi(a)(

1<i<j<n

De telles structures induisent (voir [Polishchuk 1997]) un homomorphisme Ox-
linéaire H : Qx — Derx(Ox) telle que H(df)(g) = {f,g}. H est appelée applica-
tion hamiltonienne associée & P. Le hamiltonien associé a tout germe de fonction
holomorphe f relativement & P est le germe de champ de vecteur défini par

- G,
Xy = H(df) = Z{ﬂ%f}%-
i=1 v

Par ailleurs, un germe de champ de vecteurs ¢ est dit logarithmique le long de D
(voir [Saito 1980]) si d(h) € hOx. On note Derx(log D) le faisceau de germes de
champ de vecteurs logarithmiques le long de D. On montre que Derx(log D) est
stable pour le crochet de Lie de champ de vecteurs.

Une structure de Poisson holomorphe P sur X sera dite logarithmique le long de D
si le hamiltonien associé & tout germe de fonction holomorphe f est une section de
Derx(log D). De telles structures de Poisson sont une généralisation des structures
de Poisson induites par des structures logsymplectiques. Nous rappelons que si en
outre la dimension de X est pair, une 2-forme méromorphe w est dite logsymplec-
tique sur X si elle est logarithmique fermée et non dégénérée. Ainsi, si w est une
2-forme logsymplectique sur X, alors pour tout germe de fonction holomorphe f, g,
le crochet

{f: 9} = w(Xy, Xy)

ou ix,w = —df est de Poisson. On I'appelle crochet de Poisson logsymplectique.
Les structures logsymplectiques sont utilisées & des fin diverses dans les références
[Treibich & Verdier 1993], [Goto 2002] et [Nato 1993|.
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1.2 Le but de la Thése.

Nos objectifs sont :
e introduire les notions d’algebre de Poisson et variété de Poisson logarithmique.

e remplacer dans le processus de préquantificacion ’espace des phases classiques
par une variété de Poisson logarithmique.

e introduire les cohomologies de Poisson logarithmique et s’en servir pour
étudier la préquantification de ce type de variété.

Du point vue mathématique, préquantifier une varité symplectique (X,w) c’est
établir une correspondance ¢ entre l'algebre de Lie (F(X) C C®(X),{—,—}) des
observables classiques et un espace de Hilbert H (a construire), ou {—, —} désigne
la structure de Poisson induite par w. D’aprés Dirac, cette correspondance doit
satisfaire les propriétés suivantes :

i) ¢ est bijectif
(ii) si f est un observable constant alors ¢(f) est la multiplication par f.

(ili) [f1, fo] = f3 alors o(f1)e(f2) — (f2)e(f1) = —ihe(f3) ot h désigne la con-
stante de Plank.

Autrement dit, ¢ doit rendre commutatif le diagramme d’algébres de Lie-Rinehart

suivant.
0 — F(X) —"= Diff{ (T(L)) —2— Derx 0 (1.1)
] |
0 R (F(X),w) ——Ham(F(X)) —=0.
Donc (voir [Urwin 1992])
p(as) = Vy(q)s + 2iTas (1.2)

ol V désigne la connexion sur un fibré en droite complexe p : L — X et Diff] (I'(L))
le module des opérateurs différentiels d’ordre inférieur ou égal a 1 sur le module des
sections de L.

1.3 Outils et méthodes de travail.

Ayant modifié la nature des espaces de phases, il convient d’apporter des modi-
fications, soit sur les techniques usuelles, soit de les conserver et modifier les outils.
Nous optons pour la derniére méthode. Pour cela, nous introduisons la notion de
cohomologie de Poisson logarithmique, grace & laquelle nous mesurons ’obstruction
a lexistence de H.

Nous repartissons le travail comme suite :
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1.3.1 Construction du module des différentielles formelles logarith-
miques.

Partant d’un idéal propre 7 engendré par une partie S = {u1,...,up} d'une

algebre commutati\ée et unitaire A d’unité 14, nous considérons le A-module en-
Uj
Uj
de Kéhler de A. Nous le notons Q4(logZ) et appelons module des différentielles
de Kahler logarithmiques le long de Z. Nous rappelons qu’une dérivation ¢ sur A
est dite logarithmique le long de Z si §(Z) C Z. On désigne par Der4(logZ) le A-
module des dérivations logarithmiques le long de Z. Par construction, Der 4(logZ)

gendré par Q4 U {

,i=1,...,p}, ou Q4 désigne le A-module des différentielles

est une sous algébre de Lie de Der 4. Nous considérons le sous module De%g 7)
de Der(logZ) formé des ¢ tels que d(u;) € w; A, pour tous u; € S. Nous V'ap-
pelons module des dérivations logarithmiques principales le long de Z. Nous mon-
trons (Lemme 2.1.4) que DemgI) est le dual de Q4(log 7).

1.3.2 Structures de Poisson logarithmiques et cohomologie de Pois-
son logarithmique.

Une fois les différentielles formelles logarithmiques construites, nous introduisons
les structures de Poisson logarithmiques. Pour cela, nous rappelons qu’une structure
logsymplectique sur une variété complexe X de dimension 2n est la donnée d’une
section w de 0% (log D) ( faisceau des germes de 2-forme différentielle logarithmique
le long d’un diviseur réduit D de X), satisfaisant les propriétés suivantes :

w est fermeée (1.3)
W'=wA..Aw#0 dans H°(X,Q*([D])). (1.4)

La condition (1.4) montre que pour tout germe f de fonction holomorphe sur X, il
existe un unique champ de vecteur logarithmique o5 tel que 15,w = df. On considére
alors le crochet {f, g}, = w(dy,dy).
A P’aide des propriétés (1.3) et (1.4), on montre que {—, —}, est une structure Pois-
son holomorphe logarithmique le long de D. Nous revisitons la notion d’algébre de
Lie-Rinehart et introduisons celle d’algébre de Lie-Rinehart logarithmique. En bref,
une structure d’algébre de Lie-Rinehart p : L — Der 4 est dite logarithmique le long
de Z si p(L) est un sous module de Der 4(logZ). Nous montrons que toute structure
de Poisson logarithmique principale induit sur Q 4(log Z) une structure d’algébre de
Lie-Rinehart logarithmique ; ceci par le biais de son application hamiltonienne. Pour
ce, nous construisons sur 2 4(logZ) une structure d’algébre de Lie prolongeant la
structure de Lie-Poisson induite sur €2 4. Cette structure se définit sur les générateurs
de Q4(logZ) — Q4. Par
du  dv a dv b du 1

[a?, b?] = E{u, b}7 + ;{a,v}; + abd(%{u,v}). (1.5)
On construit ainsi une représentation de Q4(logZ) par les dérivations logarith-
miques le long de Z. La cohomologie de cette représentation s’appelle cohomologie
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de Poisson logarithmique. Nous montrons que cette cohomologie est isomorphe a la
cohomologie de De Rham logarithmique laquelle est isomorphe & la cohomologie de
Poisson associée lorsque la structure de Poisson logarithmique considérée découle
d’une structure logsymplectique. Au moyen de quelques exemples, nous montrons
qu’en général les cohomologies de Poisson et celles de Poisson logarithmiques sont
différentes.

1.3.3 Préquantification logarithmique.

Tout d’abord, nous remplagons dans le schéma de préquantification de Dirac, la
variété symplectique par une variété logsymplectique (X, D, w). Ceci nous pousse a
étudier 'extension du faisceau HY, des germes de champs de vecteurs logarithmiques
globalement hamiltoniens relativement & w. Nous remplacons la deuxiéme ligne du
diagramme (1.1) par

0—Cx —(Ox,w) —=H5x —0
et la premiére par
0 — Ox —= Diff{ (log D) —>= Derx (log D) — 0

ol Diﬂ“f (log D) désigne le faisceau de germes d’opérateurs différentiel logarithmiques
le long de D. En conservant la formule (1.2), nous nous servons de la cohomologie
De Rham logarithmique pour étudier 'intégralité des formes logsymplectiques. Nous
introduisons la notion de dérivation contravariante logarithmique & I’aide de laquelle
nous définissons la notion de classe de Chern Poisson logarithmique. Nous nous en
servons pour introduire la notion de préquantification logarithmique. Nous démon-
trons un théoréme d’intégralité des structures de Poisson logarithmique au moyen de
la cohomologie de Poisson logarithmique associée. En bref, si (X, D, T) est une var-
iété de Poisson holomorphe logarithmique, p : L — X un fibré en droites complexes
sur X et I'(L) son module de sections, une dérivation logarithmique contravariante
D% sur p: L — X est une application C-linéaire Q% (log D) — Endc(I'(L)) telle
que :

Dy8(fs) = fDy8s + (H(a)f)s (1.6)

pour tout a € Q% (log D) et s € I'(L). Nous remarquons que si V est une connexion
logarithmique sur p : L — X, alors D, =V f1(e) €St une dérivation contravariante
logarithmique sur p: L — X.

1.4 Les résultats principaux.

Présentons & présent les résultats essentiels de cette These.
d
Tout d’abord, considérant sur X = C? la forme w = el méromorphe le long du
x

diviseur D = 2Y ou Y = {(0,y),y € C}, nous montrons la nécessité d’'imposer
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comme hypotheése supplémentaire du Theoréme 1.1 de [Saito 1980] la condition selon
laquelle la fonction de définition du diviseur doit étre & carré libre.
Suivant les diverses parties du travail, nous avons obtenu les résultats suivants :

1.4.1 Construction des algébres de Poisson logarithmiques.

Pour tout idéal propre Z d’une algébre commutative unitaire A engendrée par
S = {uy, ..., up} nous posons

o —

Der (logZ) = {6 € Der(logZ)d(u;) € u;A}.

C’est le module des dérivations logarithmiques principales le long de Z. On montre
au chapitre 2 ( Lemme 2.1.4) que :

Lemme 1.4.1 Devq(l\ogl) est le dual de Q4(logT).

Par ailleurs, nous savons que toute structure de Poisson {—, —} logarithmique sur
A le long de Z induit une application H : Q4 — Der 4 définie par H(df) = {f,—}
appelée application hamiltonienne qui est un homomorphisme de A-modules. De
plus, on montre (voir Lemme 2.1.8) que

Lemme 1.4.2 L’application hamiltonienne H associée & une structure de Poisson
logarithmique est & image dans Der 4(logZ).

On en déduit aussi le Lemme 2.1.9 suivant

Lemme 1.4.3 Soit S = {uy,...up} une suite d’éléments de A relativement pre-
miere; i.e (u;) # (u;) et u; & (uj),u; ¢ (u;) pour tout i # j. Soit {—,—} une
structure de Poisson logarithmique principale le long de T = (S) 4.

Alors

1 — 1
—{u;,—} €D logZ t suit € A
=) € DeraflonT) et i unu)
On en déduit que :
Corollaire 1.4.4 Si{—, —} est une structure de Poisson logarithmique principale le

long d’un idéal T engendré par une suite finie d’éléments de A relativement premiére,
alors Uapplication Hamiltonienne associée H se prolonge en un homomorphisme de

A-modules

i : Q4(logT) — Der(log ). (1.7)

On montre en plus que H est un homomorphisme d’algebre de Lie lorsqu’on équipe
N4(logZ) du crochet défini au Lemme 3.1.17.
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1.4.2 Construction de la cohomologie de Poisson logarithmique et
quelques exemples de calcul.

La construction de cette cohomologie a reposé sur le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.5 Toute structure de Poisson logarithmique principale le long d’un
idéal T d’une R-algébre A induit sur Q4(logZ) une structure de Lie-Rinehart.
Autrement dit, pour toute structure de Poisson logarithmique principale le long d’un

idéal T, (Qa(logZ), H,[—,—]) est une algébre de Lie-Rinehart

Nous déduisons de ce théoréme, que toute structure de Poisson logarithmique induit
une représentation de 4(logZ) par des dérivations logarithmiques. Nous appelons
donc cohomologie de Poisson logarithmique la cohomologie associée & cette représen-
tation. Nous notons H 1’35 le k®me_groupe de cohomologie de Poisson logarithmique.
Ici la lettre P fait référence & Poisson alors que la lettre S fait référence & Saito.
Nous désignons par H 1’3 le k™¢ groupe de cohomologie de Poisson. Nous montrons
que la structure de Poisson définie par {x,y} = x est logarithmique principale le
long de 'idéal zCl[z,y| et ses groupes de cohomologies sont :

Proposition 1.4.6 Les groupes de cohomologie de Poisson de {x,y} = x sont :
HY%~C, H,2C et H5 2 04.

On montre aussi que ses groupes de cohomologies de Poisson logarithmiques sont :

H)g=C Hpg=C et Hpg=0y4.

On remarque que ces deux groupes sont isomorphes. Ceci est di au fait que la struc-
ture de Poisson {z,y} = = est logsymplectique de forme logsymplectique associée

dx
wo = — Ady.

x
Par ailleurs, nous montrons que {z,y} = x? définit une structure de Poisson log-
arithmique le long de 22Clx,y], laquelle n’est pas logsymplectique car la 2-forme

x
associée est — A dy qui n’est pas logarithmique le long de 22C[z, y]. Par contre,
x
nous montrons que ses groupes de cohomologies de Poisson et de Poisson logarith-
mique sont isomorphes et donnés par :

Proposition 1.4.7 Les groupes de cohomologie de Poisson logarithmique de
{z,y} = 22 sont :

Hpg = Cly] ® C1[z]; Hpg = Cly], Hpg = C.

11 s’ensuit que le faite d’étre logsymplectique n’est pas une condition nécessaire d’é-
galité entre les deux groupes de cohomologie.

Nous montrons aussi que la structure de Poisson ({z,y} = 0,{z,2} = 0,{y, 2z} =
xyz) dans A = Clz,y, 2] est logarithmique le long de zyzClz,y, 2] et que son
troisiéme groupe de cohomologie de Poisson logarithmique est un sous groupe de
son troisiéme groupe de cohomologie de Poisson.
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Théoréme 1.4.8 1. Le troisiéme groupe de cohomologie de Poisson logarith-
mique de la structure de Poisson (A = Clz,y,z],{z,y} = 0,{z,z} =
0,{y, 2} = zyz) est

H3 = Cly] ® 2C[2] ® 2Cx] ® zyCly] ® zyC[z]D
22Clz] ® 22C[z] ® y2Cly] @ y2C[z],

2. le troisieme groupe de cohomologie de Poison de la structure de Poisson (A =
C[ZL‘, Y, Z]a {ZL‘, y} =0, {:Ea Z} =0, {y7 Z} = xyz) est

H}g = Cly] ® 2C[2] ® 2CJx]. (1.8)

FEn somme, nous pouvons conclure qu’en général, les groupes de cohomologie de
Poisson logarithmique sont non triviaux et distincts de ceux de Poisson associés.
Leur non trivialité leur permet dans une certaine mesure de jouer le role de classi-
fiant d’invariants.

Nous montrons que toute structure logsymplectique définit un feuilletage de la var-
iété en des feuilles symplectiques de dimension 2n-2.

1.4.3 Application de la cohomologie de Poisson logarithmique.

Aprés une étude de la condition d’intégralité des formes différentielles logarith-
miques, nous nous servons de la cohomologie de Poisson logarithmique pour étudier
la préquantification des structures de Poisson logsymplectiques. Nous proposons les
résultats suivants.

Théoréme 1.4.9 Soit w une 2-forme logarithmique fermée le long d’un diviseur
réduit D d’une variété complexe X de dimension 2n. Si D satisfait la propriété (iv)
du Théoréeme 2.2.7 alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) w= % A +n est intégrale,
(b) res(w) est exacte et il eviste [wo] € H?(X,C) intégral telle que
[wo] = [n]-
Sous les hypotheéses
(H.1) D est a croisement normaux,
(H2) Si D = jLGJIDj est la décomposition en composantes irréductibles de D alors

chaque D est lisse (I désignant un ensemble d’indices).

considérées dans [Makoto 1982] pour la caractérisation des classes de Chern logarith-

miques, nous montrons que si dp désigne la différentielle de Poisson logarithmique
alors on a :

Proposition 1.4.10 Soit (X, D,T) une variété de Poisson logarithmique le long
d’un diviseur D satisfaisant les hypothéses (H.1) et (H.2). (X, D,Y) est log préquan-
tifiable s’il existe un champ de vecteurs logarithmique & et une 2-forme logarithmique
w ntégrale telle que

T+ 0pd = H(w). (1.9)
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En revenant a la caractérisation des formes logarithmiques intégrales, nous prouvons
que

Corollaire 1.4.11 Soit (X,D,Y) une variété de Poisson logarithmique le long
d’un diviseur D satisfaisant les hypothéses i) du Théoréme 2.2.1. (X,D,Y) est
log préquantifiable s’il existe un champ de vecteurs logarithmique &, des fonctions
holomorphes R',i = 1,...,k et une 2-forme wy, holomorphe sur une sous variété de
dimension 2n-2 de X intégrale telle que

k pi
T +dp(d — Z%(f](dhi)) = H(wp). (1.10)

=1

1.5 Nouveautés.

1.5.1 Sur les formes différentielles logarithmiques.

Nous avons souligné; & la sous section 2.2.2 la nécessité d’imposer la condition
selon laquelle la fonction de définition du diviseur doit étre & carré libre.
Nous avons aussi construit le module des différentielles formelles logarithmiques le
long d’un idéal Z et nous avons caractérisé son module dual lorsque Z est engendré
par un nombre fini d’éléments de l’algébre sous-jacente.

1.5.2 Sur les structures de Poisson logarithmiques et invariants
cohomologiques.

Au terme de cette étude, nous sommes parvenu a mettre sur pied la théorie de
Poisson logarithmique. De plus, nous avons montrer que dans le cas des structures de
Poisson logarithmiques principales, 'application hamiltonienne associée est & image
dans le module des dérivations logarithmiques et qu’elle se prolonge sur le module
des différentielles formelles logarithmiques. Dans ce cas, nous avons construit sur
le module des différentielles formelles logarithmiques un crochet de Lie prolongeant
celui de Lie-Poisson induit sur le module des différentielles formelles. Nous avons
exploité ces propriétés pour ériger ’application hamiltonienne induite par les struc-
tures de Poisson logarithmiques en structure d’algébre de Lie-Rinehart sur le module
des différentielles formelles logarithmiques. Gréce 4 cette derniére, nous construisons
le complexe de Poisson logarithmique et calculons quelques groupes de cohomolo-
gies associés. Nous avons montré sur des exemples que ces groupes de cohomolo-
gies sont en générales différents des groupes de cohomologies de Poisson associées
bien qu’ils coincident lorsque la structure de Poisson est induite par une structure
logsymplectique. Gréce a cette nouvelle cohomologie, nous avons introduit la notion
de préquantification logarithmique avec laquelle nous avons démontré un résultat
de préquantification de telles structures via la notion de dérivation contravariante
logarithmique.
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1.6 Perspectives.

1.6.1 Sur les algébres de Poisson logarithmiques.

Nous avons introduit la notion de variété de Poisson logarithmique et de co-
homologie de Poisson logarithmique. Il sera intéressant d’étudier les propriétés al-
gébriques des algébres de Poisson logarithmique en remplacant le diviseur par un
idéal quelconque d’une algébre associative donnée. Nous avons commencé cette étude
au Chapitre 2, mais nous nous sommes limités au cas des structures de Poisson log-
arithmiques principales. 1l sera particuliérement intéressant d’étudier le cas général
des structures de Poisson dont le crochet est une bidérivation logarithmique. Par
ailleurs, Nous avons construit dans le cas ot I'idéal Z est engendré par une suite
finie d’éléments de ’algébre, le module dual de celui des différentielles formelles log-
arithmiques. On pourra regarder le cas général ot Z est un idéal quelconque. On
pourra aussi regarder ’analogue logarithmique du théoréme de Hoschschild-Kostant-
Rosenberg dans [Hoschschild et al. 1962].

1.6.2 Sur les formes différentielles logarithmiques.

La question que I’on ne peut se permettre d’oublier est celle de savoir comment
sont les formes différentielles logarithmiques le long des diviseurs non réduit ? On
pourra donc dans un proche avenir se pencher sur ce sujet avec pour objectif : d'une
part la recherche des résultats analogues du Théoréme de Comparaison Logarith-
mique d’autre part la caractérisation des faisceaux des germes de formes différen-
tielles logarithmiques associés et enfin qu’un théoréme caractérisant les diviseurs
pour lesquels ces faisceaux sont libres.

1.6.3 Sur la quantification.

La quantification géométrique est subdivisée en deux grandes étapes, la premiére
étant la préquantification. Nous nous sommes plus focalisés sur cette derniére étape.
L’étape de polarisation au moyen de la cohomologie de Poisson logarithmique reste
inexplorée. Par ailleurs, il serait intéressant de regarder I'impacte de la cohomologie
de Poisson logarithmique sur la quantification par déformation.
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Introduction

Ce chapitre est consacré a la construction d’algébres de Poisson logarithmiques
et de variétés de Poisson logarithmiques. Pour cela, nous construisons le module des
différentielles formelles logarithmiques et étudions quelques unes de ses propriétés.

2.1 Algebres de Poisson logarithmiques.

Dans cette partie, on désignera par :

e A une algébre associative commutative, unitaire et intégre sur un corps k de
caractéristique 0,

7 un idéal de A,
U le groupe multiplicatif des unités de A.

Der 4 le A-module des dérivations de A.
Q4 le module des différentielles de Kéalher de A
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2.1.1 Dérivations logarithmiques.

Définition 1 On appelle dérivation logarithmique le long d’un idéal T de A tout
élément D de Der 4 tel que D(Z) C T.

On notera Der 4(log Z) 'ensemble des dérivations de A logarithmiques le long de Z.
Pour tous D1, Dy € Der4(logZ), on a :

Di(D2)(Z) C T.

On en déduit que Der 4(logZ) est stable pour le crochet de Lie des dérivations de
A.

Lemme 2.1.1 Der4(logZ) est une sous algébre de Lie de Der 4.

Soit S = {ui,...,up} un sous ensemble & p éléments de A —U.
On suppose dans la suite que Z est engendré par S et on désignera par u.A 'idéal
de A engendré par u € S.

Définition 2 S est dit relativement premier si les idéauz u; A et u; A sont premiers
et d’intersection triviale pour tout 1,7 tels que i # j.

Posons

—

Der4(logZ) :={D € Der4(logZ); D(u;) € uA;  pour tout wu; € S}.
Pour tous D € Der4(logZ) et u; € S, on a

D(u;)

U

c A.

—

Par ailleurs, pour tous D1, Dy € Der4(logZ) on a :

DI(DQ(UZ)) = Dl(uibg) ol Dg(ul) = uibg
’LLZ'Dl (bg) + bQDl (UZ)
’LLZ'(Dl (bg) + bgbl) ol Dl(uz) = u;b1

Pour tout ¢ = 1, ..., p. Donc Der4(logZ) est stable pour le crochet de Lie des déri-
vations de A. D’ou le lemme suivant.

Lemme 2.1.2 Demgl) est une sous algébre de Lie de Der(logZ).

o —

Définition 3 Les éléments de Der 4(logZ) sont appelés dérivations logarithmiques
principales le long de Z.

2.1.2 Différentielles formelles logarithmiques.

Posons M 4 la catégorie des A-modules.

Proposition 2.1.3 L’endofoncteur Der(A, —) de M 4 est représentable.



2.1. Algébres de Poisson logarithmiques. 13

Preuve. D’aprés la propriété universelle du produit tensoriel A ® A 'application

m: AA — A
(a,b) — ab

induite par le produit de A, est un homomorphisme de k-algébres. On pose ker(m) =
I et on montre que I est un A-sous module de A®A engendré par {a®14—14®a,a €
A}. Les modules quotients B = A® A/I? et Q4 = I/I? sont donc bien définis.
D’autre part, a = m(1)a) pour tout a € A. Donc m induit un isomorphisme
A® A/I ~ A qui a son tour induit un épimorphisme m : B — A — 0. On a donc
la suite exacte courte suivante :

0—-Qq4—>B—A—=0.
Par ailleurs, les morphismes
M:A—=Ba—axl+1*X9: A= Ba—1®a+ I?

vérifient les égalités suivantes mA; = mAs = 1 4. Ce sont donc des sections de cette
extension. De plus, des égalités mA; = mAy = 14,, il s’ensuit que A; et Ay sont des
relevements de 1 4. Donc A\; — A2 = d est un élément de Der(A,Q4).

Pour achever la preuve, nous devons montrer que (£24,d) est universel.

Soit D € Der(A, M). L’application ¢ : A® A — M @® A

r®y e (zy,zDy) = (m(r @ y),xDy)

est un homomorphisme de k-algébres qui est A-linéaire.

Puisque m(>_z; ® y;) = > x;y; = 0 pour tout Y z; ® y; € I, alors la restriction
@ : @ |r: I — M est A-linéaire. De plus le fait que @(I%) = 0 implique I? C ker .
Il s’ensuit que @ induit un homomorphisme f : Q4 — M tel que for =g ou =«
désigne la projection canonique de I sur I/I?. Par ailleurs, pour tout a € A, on a :

f(da) = f(l®a—a®l+I?)
= Pl®a—a®1l)
= Da

Ceci achéve la démonstration. =
Définition 4 Q4 est appelé module des différentielles formelles.

La Proposition 2.1.3 montre que pour tout A-module M, il existe un isomor-
phisme oy @ Hom(Qu, M) = Der(A, M). Dans la suite, I'isomorphisme o4 :
Hom (24, A) = Der(A) sera noté o.

2.1.2.1 Différentielles logarithmiques.

Définition 5 On appelle module des formes différentielles logarithmiques le long de
Z le A-module dual de Der 4(logT).
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On pose
Q4(logZ)

d .
le A-module engendré par {uz,ui e€S,i=1, ...,p} UQy.
ws

7

Définition 6 Q4(logZ) est appelé module des différentielles formelles de A, loga-
rithmiques le long de Z.

—

Soit & € Dery(logZ). D’aprés la proposition 2.1.3, ¢ induit une application A-
linéaire
0(0):Qq— A
telle que
o(d)od=74.

Donc pour tout u € S, il existe p(u) € A tel que :
o(0)(du) = ou = up(u)

Et donc )
Ea(é)(du) =p(u) € A

On a l'application linéaire suivante :

g(0): QalogZ) — A

a%qubdf . a%a(é)(du)+ba(5)(df).

d d d
Celle-ci vérifie : 5(5; + 952)(a;u + bdf) = &(51)(67“ + bdf) + g&(dg)(;u + bdf).
Elle induit donc une application A-linéaire

o —

6: Derg(logZ) — Homa(Qa(logZ), A)
5 - 6(6):ad—;+bdfHa%a(é)(du)—kba(é)(df)

qui est un isomorphisme.
En effet, pour tout f € Hom4(4(logZ), A), on a fod € Der4(logZ).
On considére ’homomorphisme de A-modules

—

v: Homa(Qa(logZ), A) — Dery(logZ)
f —  fod.

Pour tout § € Demgl), on a :

Yoa(d) =

Il

> e
—~
>
~—
o
QL —
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oo =1 — .
Donc oo deeTA(IOgZ)

De méme, pour tous f € Hom4(Q4(logZ), A) et ue S, ona:

[(6 o) (N)l(du) = [6((f))](du)
[6(f o d)](du)
= o(fod)(du)
(fod)u
= f(du)

du
du

O
@]

Par ailleurs,
[(Gov)(NI(L) = &(fod)(D)
(o(f od)(du))

pour tout u € S.

Donc

(6 o Y)(f) = f pour tout f € Homa(Qa(logZ), A). Et donc 6 o ¢p =
id Fom 4 (9.4 (log T),A)- Cecl prouve le lemme suivant.

—

Lemme 2.1.4 Der(logZ) est le dual de Q4(logZ).

Pour tous fda € Q4 et § € Derg; on a
o(6)(fda) = [f(o(d)od)(a)
= fo(a).
On considére application
0: Qa —  Hom(Dery, A)
w = Ow):d—0(d)(w)

0 est par construction un homomorphisme de A-modules.
Par ailleurs, pour tous § € Derg(logZ) et u € S

0(du)s = ((;(5)(du)

1 —
Donc E@(du)(&) € A pour tout 0 € Derg(logZ) et u € S.
0 induit donc un homomorphisme de A-modules
0 :Q4(logZ) — Hom(Dera(logT), A)
fd7u +gda — i@(du) + gf(da)
u u

qui se prolonge en homomorphisme d’algébres graduées

—

O : ANQu(logZ) — Lalt(Der(logZ), A)
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2.1.3 Dérivée de Lie par rapport a une dérivation logarithmique.
On note A 4[Q4(logZ)] := @ A4[a(logZ)] la A-algébre extérieure du A-

neN
module Q4(logZ).
De la dérivation
d: A— QA

on déduit la dérivation.

~ da si ae A-1I*
d: A— Qa(logZ) a— da .
a— st a€l*
a

d se prolonge en une dérivation de dégre +1

d: \[Qa(logZ)] = A\[Qa(logT)]
A A

telle que le couple (A 4[Q24(logZ)], d) soit un complexe différentiel.
Pour tout § € Der4(logZ) et tout entier p > 1 'application

05 1 [Qa(log )P — N\[Qa(log T)], (wi, ..oswp) = Y (—1)' o (8) (wi)wi Awa A ADiA...wp
A i=1

est A-multilinéaire alternée. On note
is : [\[24(log T)] = A\ [Qa(log T)]
A A
I'unique application A-linéaire telle que

p
is(wi Awa Ao Awp) — Z(—l)i_la(d)(wi)wl ANwa Ao AN N ...y
i=1

pour tout p
Lemme 2.1.5 L’application is5 est une dérivation de degré —1.
Preuve. La preuve est simple et directe. m

Définition 7 L’opérateur de degré zéro Ls := i5 0 d+ dois est appelé dérivée de
Lie par rapport & la dérivation logarithmique §.

La proposition suivante donne quelques propriétés de Ls.

—

Proposition 2.1.6 Pour tout 6 € Der(logZ),w € Qa(logZ) et a € A, on a
1. Log(w) = aLs(w) + (0(0))(w)d(a)
2. Ls(law) = d(a).w + alsw
3. Ls(d(a)) = d[o(a)]



2.1. Algébres de Poisson logarithmiques. 17

Preuve.

1. Pour tout a € Aet w e Qy(logZ), on a :

Las (f‘j)
- ia§(d_(w)

) ia&(w))
ais(d(w)) i
d(w))

ais(d(w)

IS
o
(=%
€
_I_
=
2
&2

2. Pour tous a € Aet w € Qa(logZ), on a :

Ls(aw)
is(d(aw)) + d(is(aw))
is(ad(w) + da A w) + d(ais(w))

)

I(w)

d<w§> +is(d(a) Aw) + ad
(

= ais( ) isw) + i5(w)d(a) )
= aig(d(w)) + o(d)(d(a))w — o(0)(w)d(a) + ad(is(w)) + o (5)(w)d(a)
alsw + o(8)d(a)w
3. Pour tout a € A, on a :
Ls(d(a) -
is(d(d(a))) + d(is(d(a)))
— d(i(d(a)))

2.1.4 Structures d’algébres de Poisson logarithmiques
2.1.4.1 Structures d’algébres de Poisson.

Une algébre de Poisson est une algébre associative A munie d’une application
bilinéaire {—, —} antisymétrique vérifiant les deux propriétés suivantes.

(1) {a,{b,c}} +{b,{c,a}} + {c,{a,b}} = 0 (identité de Jacobi)
(2) {a,bc} =b{a,c}+ c{a,b} (propriété de Leibniz).)
On en déduit donc que pour tout a € A 'application

adg : A— A, b {a,b}
est une dérivation sur A. De plus, pour tous a,b € A, on a :
aday(w) = {ab,} = afb,x} + bla,z}

1l s’ensuit que l'application ad : A — Dery, a +— ad, est une dérivation sur
A & valeurs dans le A-module Der 4. Elle induit d’aprés la proposition 2.1.3 un
homomorphisme de A-modules

H: Q4 — Dery
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tel que H od = ad.
H est appelée application hamiltonienne associée & {—, —}.
On en déduit un homomorphisme de A-modules

—ooH :Qaq— Hom(Qu, A)
& partir duquel on définit I'application
w: QA x Qs — A (2,y) = —[(0 0 H)(z)ly

w est une forme A-bilinéaire alternée.

En effet, pour tout x = )" a;dbj € A, on a
j€J;Jini

w(z,x) = —[ooH)(x)|(x
= — > ajlo(H(x))|db;

j€J;Jfini

= = 2 a[H(x)]b

j€E€J;Jfini

= Y 4 Y aulHdb)b

jeJ;Jfini  keJ;Jfini

= Y 4 Y anadbl

jeJ;Jfini  keJ;Jfini

= = > ajar{be,bj}
j,keJ; Jfini

=0

w est appelée 2-forme de Poisson associée & {—, —}.

Lorsque A désigne I'algebre C*°(M) des fonctions différentiables sur une variété de
Poisson M, w est appelé tenseur de Poisson ou bivecteur de Poisson.

Par ailleurs, pour tout a,b € A on a :

w(da,db) = —[o(H(da))](db)
— —[o(H(da))] o d(b)

et par suite,

Proposition 2.1.7 Pour toute algébre de Poisson A de 2-forme de Poisson w, l'ap-
plication

[—,—] : Q_A X QA — Q_A
(z,9) = dw(r,9) + La@)Y — LHy)T

définit une structure de k-algébre de Lie sur Q4. De plus,
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1. [z, ay] = (H(z))(a)y + a[z,y]
2. les applications

d:.A—)QA

et
H: Q4 — Dery

sont des homomorphismes de k-algébres de Lie.

11 s’ensuit que toute structure de Poisson {—, —} induit sur Q4 une structure d’al-
gébre de Lie-Rinehart. En particulier, pour z = adu,y = bdv € 4 on a :
D’une part

d(w(adu, bdv)) = —d(ab{u,v}) = —a{u,v}db — b{u,v}da — abd{u,v},
d’autre part

L 1 (adu)bdv af{u,b}dv + abd({u,v}) + b{u,v}da
Lrpdvyadu = b{v,a}du+ abd({v,u}) + a{v, u}db.

Donc

[adu, bdv] = —a{u,v}db — b{u,v}da — abd{u,v} + a{u,b}dv+
abd({u,v}) + b{u,v}da — b{v, a}du — abd({v,u}) — a{v, u}db.

Et par suite,
ladu, bdv] = a{u,b}dv + b{a,v}du + abd{u,v}. (2.1)

2.1.4.2 Structure de Poisson logarithmique.

D’aprés ce qui précede, toute structure de Poisson dans A est une bidérivation
sur A et Der 4(logZ) est un sous algébre de Lie de Der 4.

Définition 8 Une structure de Poisson {—, —} sur A est dite logarithmique le long
de I si elle est une bidérivation logarithmique le long de T

Soit {—, —} une structure de Poisson logarithmique le long de Z. Pour tous a € A
etueZona
{a,u} e {A I} CT

Donc {a, —} est une dérivation logarithmique le long de Z. Il s’ensuit donc que pour
tout a € A,
H(da) = {a,—} € Der4(logZ).

Lemme 2.1.8 L’application hamiltonienne H de toute structure de Poisson loga-
rithmique est & valeurs dans Der (logT).

Définition 9 Une structure de Poisson {—, —} sur A est dite logarithmique prin-

cipale le long de T si pour tout u € S,{u,—} € Der(logZI).
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Nous remarquons que si {—, —} est une structure de Poisson logarithmique principale
le long de Z, alors pour tout z € S, il existe une application ¢, : A — A telle que

{z,a} = x¢p.(a)
pour tout a € A. Ainsi, si {—, —} est une structure de Poisson logarithmique prin-
cipale le long de Z alors pour tous z € S et a,b € A, on a

{z,ab} = af{z,b} 4+ b{z,a}
= z(apz(b) + bpa(a))
et
{z,ab} = xp;(ad)
donc
Pz (ab) = apg(b) + bps(a).

Par ailleurs pour tous x,y € S on a

o (y) = {z,y} = —yp,(v).

Si de plus Z est premier, alors il existe bg, € Z tel que

{z,y} = 2ybay.
On en déduit que
pa(ay) € yA.
Pour tous a € A et y € S. Si de plus Z est premier, alors ¢, € Der4(logZ) pour

tout z € S.
On en déduit le lemme suivant.

Lemme 2.1.9 Soit S = {u1,...up} un sous ensemble de A relativement premier,
i.e (u;) # (uj) et ui & (uj),u; ¢ (u;) pour tout i # j. Soit {—, —} une structure de
Poisson logarithmique principale le long de T = (S) 4.

Alors

1 — 1
—{u;,—) € Derq(logZ) et —{u;,u;} e
ot =} € DerallonT) et o fu ) € A

On suppose qu’en plus les éléments de S sont relativement premiers, ce qui implique

—

1
que pour tout u € S, —H(du) € Der(logZ). On en déduit 'homomorphisme de
u
A-modules -
H : Qu(logZ) — Der(logZ)

défini par :

du;
QullogZ)s2z= Y ai— + > bjdv;
u;€S,a,€A Wi ;e AdicdbiEA, Jfini

i

Y SH(du)+ Y bH(dv)
u; €S,a;€A W v;€AGETb;EA, Jfini

Ona: Hlg, = H.
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Corollaire 2.1.10 Si {—,—} est une structure de Poisson logarithmique princi-
pale le long d’un idéal T engendré par une suite finie d’éléments de A relativement
premiére, alors 'application hamiltonienne associée H se prolonge en un homomor-
phisme de A-modules -

H : Q4(logT) — Der4(logT). (2.2)

Définition 10 H est appelée application hamiltonienne logarithmique associée a la
structure de Poisson logarithmique principale {—, —}.

Du corollaire 2.1.10 et de la preuve du Lemme 2.1.4 'on déduit que toute structure
de Poisson logarithmique principale induit un homomorphisme de A-modules

O: QulogZ) — Hom(Qa(logI),A)

S 2.
« — 6o H(x) (23)
On en déduit donc la 2-forme suivante sur §24(logZ)
m(a, ) = [®(2)]y. (2.4)

Proposition 2.1.11 7 est une 2-forme alternée sur Q4(logZ).

du

P . n
Preuve. Soit © = Y x;— + Y. x;da; € Qa(logT).
=1 U i=p+1

On a:
p T . ~ n R _
[@(z)](z) = [21:;[0’ o H od](u;) + ;1%[0 o H od](a;)](x)
? D
p i P d n
= Yo Hod(w) Xz, 2 + 3 wjdaj]+
1 Ui j=1 " U j=p+1
" ~ P duj n
+ Yowf6oHodl(a)[ > x;—+ > wid(a;)]
p+1 j=1  Uj  ij=p+1
TiZyj .
= H od(u;)| od(u;)+
52 S o d(ug) o d)
n T8 5[ o d(us)] o d(a;)+
ij=p+1 Ui
- S5 o d(ai)] o d(ug)+
ij=p+1 Uj
+ Y wx6[H od(a;)] o d(aj)
,j=p+1
P x;x; n LT
= > —Husuy}+ > < {u; a;}
1,j=1UiU;j 1<i<p,p+1<j<n Ui
+ > Yy + Y wwg{agagy =0
1<j<p,p+1<i<n Uj 1,j=p+1
n

Etant donné que 4 est un sous module de Q4(logZ), le module des 2-formes



22 Chapitre 2. Sur les structures de Poisson logarithmiques.

alternées sur Q 4(logZ) est contenu dans le module des 2-formes alternées sur 4.
7w peut donc opérer sur du ® dv pour tout u,v € A.

On a donc : 7(du, dv) = [®(du)]dv = 6(H (du))dv = H(du)v = {u,v}.

Le lemme ci-dessous donne quelques propriétés de .

Lemme 2.1.12 Soit 7 la 2-forme associée a une structure de Poisson logarithmique
principale {—, —}. Pour tout u,v € S, a,be A on :
du  dv ab
1. —,b—) = —{u,
m(a U’ v ) U {u, v}
dv ab
2. du,b—) = —{u,
m(adu . ) » {u,v}

3. m(adu, bdv) = ab{u,v}

Preuve. Pour ce qui est de la premiére propriété, considérons
u,v €S et a,be A D’aprés la définition de 7, on a :

ﬂ(adu,bdv) = @(ad—u)b@

u v u v

Par un raisonnement analogue, on démontre les propriétés restantes. m

2.1.5 Quelques exemples d’algébres de Poisson logarithmiques.

Lemme 2.1.13 Soit (A,{—, —}o) une algébre de Poisson. Pour toul ag € A, ag #
0.4,

{—, =} := ap{—, —}o est une structure de Poisson dans A si et seulement si pour
tout a,b,c € A,

{a, ag}o{b, C}U + {b, CL()}(){C, CL}() + {C, ao}o{a, b}o =04 (25)

Preuve. Il faut montrer que {—, —} = ao{—, —} vérifie l'identité de Jacobi si et
seulement si l'égalité (2.5) est satisfaite. Par ailleurs, {—, —} vérifie 'identité de
Jacobi si et seulement si {a, {b,c}} + {b,{c,a}} + {c,{a,b}} = 04. Ce qui équivaut

0 = {a,{b,c}} +{b,{c,a}} +{c,{a,b}}
ao{a, ao{b, C}o}o + ao{b, (IU{C, CL}Q}O + CLQ{C, ao{a, b}o}o
ag({a, ao}o{b, C}o + {b, ao}o{c, a}o + {C, ao}o{a, b}0)+
+a%({a7 {bv C}O}O + {b7 {C, a}O}O + {C, {aa b}O}O)
= ao({a, ao}o{b, C}() + {b, ag}o{c, a}o + {C, ao}o{a, b}o)

Le résultat se déduit de Vintégrité de A. m
En particulier, l'égalité (2.5) est toujours vérifiée pour tout casimir ap € A de

{*’*}0'
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Corollaire 2.1.14 Soit {—, —}o une structure de Poisson dans A.
ap{—, —}o est une structure de Poisson logarithmique le long de l’idéal ap A pour
tout ag € A vérifiant (2.5).

On a également le corollaire suivant

Corollaire 2.1.15 Soit A := k[x,y] ou A= k[z,y, 2| et ag € A. Pour toute struc-
ture de Poisson {—,—}o dans A, ao{—,—}o est une structure de Poisson dans A
logarithmique principale le long de agA.

Preuve. Voire Annexe (A). =
Exemple 2.1.16 Sur A := Clz,y,t, z] on définit le crochet :

0fdg 0fdg\ Ofdg Ofdg
_pyx (9199 9709 9799 9199 2
{£.9} xyz(@x@y oyox) T ota: 00t (2:6)

Montrons que {—, —}, défini par (2.4) est un crochet de Poisson dans A.

o La régle de Leibniz et antisymétrique découlent de [’égalité suivante

Ooxdy Oy ox

Ot 0z 0z Ot _myzd:c/\dy/\dt/\dz dex Ndy ANdt A dz

<8f(99 8f8g> 0fdg 0f0g df Ndg ANdt Ndz df Ndg A dx A dy

e Pour ce qui est de lidentité de Jacobi, il suffit de montrer d’aprés
[Lichnerowicz 1977] que

[, 7] =0
s [, —] désigne le crochet de Schouten et m = ayz-2- A2+ LA gesi
ou [—, ésigne le crochet de Schouten et m = zyz—— RS ésigne
le bivecteur associé o {—,—}.
Pour cela, il suffit de vérifier que :
[zyz— N o, zg/\g]—() [Q/\2 g/\ﬁ]—o
Y= 0r oy’ L oy’ ot 92’0t 0z
et [z zg/\ﬁ 9 —]=0
Yor Moy oo T
Par ailleurs, la dérivation Dy := {f,—} = myz(g‘igy - g‘?};;ﬁ) + aajtcaaz — gigt

vérifie D,(xyz) = zy ¢ (xyz)A. Ce nest donc pas une structure de Poisson loga-
rithmique le long de (vyz).A. Cependant, elle est logarithmique principale le long de
(zy)A.

Exemple 2.1.17 Sur A := Clz,y, 2], on se donne deuz éléments h,p € A, non
constants. Le crochet

df Ndg Adp  df Adg A dh

=h )
{fs 9 mp dr Ndy Ndz | dz Ady Adz

est bilinéaire antisymétrique et satisfait la régle de Leibniz.
Pour montrer que ce crochet est de Poisson, il suffit donc de vérifier l'identité de
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Jacobi. Tenant compte des propriétés de bidérivations de ce dernier, il suffit de
montrer que

{2z, vt top + {2 Ay, 2tap g + {y, {2, 2bnptnp = 0 (2.7)
Pour cela, l’on remarquera que
Op Oh
= h— o
(@b = ho + 5~

En posant H = {x,y}np, une application simple des définitions donne

_ (9HOp 0Hdp OH Oh _ OH Oh
{24z, ybnptp = ((%say Ay 8$> * ( >

On substitue dans cette égalité 8—H et — par :
oy ox
OH  0OhOp ?p  0%h
B 020z ' "oxs T Oz
oH _onop o
Oy Oyoz Oyz  Oyz
el on obtient :

{27 {.’IZ’, y}hp}hp + {x7 {y7 Z}hp}hp + {% {27 m}hp}hp ==
@@+h@@_h2@@_h@@+aha2h h@h 9p oh oh
0y Oxz 0y Oxz Ox Jyz Ox Oyz Oy dzz Or dyz Ox Jyz
h2@@+h@@_h2@@_h@@+aha% hah Op Oh oh

0z Oyx 0z Oyx 0y Ozx Oy Ozx 0z dyx 0y 0zx Oy dzx
0Oy 0O ,op0 opOh ohoth  ohOp  oh 0

Oz 0zy Oz 0zy 0z Ozy 0z Oxy + Oz 0zy 0z 0xy 0z0xy

:h2 - - _p__ -

Donc {—, —}pp est bien une structure Poisson sur A. De plus pour tout f € A,
on df A dh A d
p
h =h— € hA.
{F: Phny dx Ady N dz € hd

On conclut donc que {—, —}ny est logarithmique le long de hA.

Exemple 2.1.18 Soient (Qi)lgign—Q (n — 2) éléments de Clxy,...,xy,]. Pour tout
A € Clxy, ..., xy], le crochet

df NdgNdQ1 N ... NdQp—

(rgy = KTABNIN 2

dzi A .... Ndxy,
Clx1, ..., zp] logarithmique le long de AC[zq, ..., xy).

est une structure de Poisson dans

Proposition 2.1.19 Toute structure de Poisson dans Clz,y] est soit symplectique,
soit logarithmique.

Preuve. Soit {—, —} une structure de Poisson dans C|z, y].
Pour tout f,g € C[z,y], on a:

{f, 9} = {x,y}(%@ - c‘Ty@ix)

Partant, {—, —} est symplectique si {x,y} € C*. Dans le cas contraire, elle est
logarithmique le long de {z,y}Clz,y]. =
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2.2 Variétés de Poisson logarithmiques.

Cette partie est consacrée a la construction géométrique de la notion de structure
de Poisson logarithmique.
Dans cette partie, sauf mention exceptionnelle, on désignera par :

e X une variété complexe de dimension complexe n,
e Ox le faisceau des germes de fonction holomorphes,
o (Ox le faisceau des germes des formes holomorphes sur X,

e Mp le faisceau des germes des formes méromorphes sur D.

2.2.1 Diviseur libre .

Soit U un domaine de C"™ et D C U une hypersurface de U définie par ’équa-
tion h(z) = 0, oit h est une fonction holomorphe, alors; pour toute g-forme w,
méromorphe dans U & péles dans D, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 [Saito 1980/ Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. hw et hdw sont holomorphes.

2. hw et dh N w sont holomorphes.

3. 1l existe une fonction holomorphe g et une (¢ — 1)-forme & et une q-forme
holomorphe n sur U telle que
(a) dimcDN{ze€U:9(z) =0} <n-—-2
(b) gw = A £+

4. 1l existe un sous espace analytique de dimension (n —2) A C D tel que les

: : o q—1 q

germes de w en tout point p € D — A soient contenus dans N A QU,p + QU,p-

Ce théoréme, justifie la définition suivante.

Définition 11 Une ¢-forme méromorphe sur U est logarithmique le long de D si
elle satisfait les conditions équivalentes du Théoréme 2.2.1

Pour tout point p de X et tout entier naturel ¢, on note
Qg(’p(log D) := {germe des g-formes logarithmiques en p}
Q4% (log D) := ngQ%p(log D)

Par ailleurs, la proposition suivante nous permet de définir ’analogue géométrique
de la notion de dérivation logarithmique introduite & la partie 2.1.

Proposition 2.2.2 [Saito 1980] Soit & un champs de vecteurs sur X . Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) Pour tout point lisse p de D, le vecteur tangent §(p) en p est tangent a D.
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(it) Pour tout point p de D, si hy, est la fonction de définition de D, alors dh,, est
dans Uidéal (hy)Ox p.

Définition 12 Un champs de vecteurs § est dit logarithmique le long de D ou log-
arithmique s’il vérifie les conditions équivalentes de la Proposition 2.2.2.

On pose :
Derx ,(log D) :={6 ; germe des champs de vecteurs holomorphes sur X en p tel que
5hp S hpOX,p}
Derx(log D) = U Derx p(log D)
peX

Lemme 2.2.3 On a les propriétés suivantes :
1. Derx(log D) est un Ox-sous module cohérent de Derx.

2. Derx(log D) est stable pour le crochet de Lie [—,—] des champs de vecteurs
holomorphes.

Preuve. La premiére propriété découle du fait que Derx(log D) est le noyau du
morphisme de faisceaux cohérents suivant

DerX — Ox/hOX
0 — Oh

La deuxiéme propriété est directe. m
Le lemme suivant établit un lien entre le faisceau des formes différentielles logarith-
miques et celui des champs de vecteurs logarithmiques

Lemme 2.2.4 [Saito 1980]

1. La dérivée de Lie d’une forme logarithmique suivant un champ de vecteur
logarithmique est une forme logarithmique

2. La contraction d’une forme logarithmique par un champ de vecteurs logarith-
mique est une forme logarithmique.

3. En particulier, la contraction induit une dualité entre Derx ,(logD) et
Qﬁ(p(log D) pour tout p € D.

Il s’ensuit aussi que Qx ,(log D) et Derx ,(log D) sont des Ox p-modules réflexifs.
En général Qx ,(log D) et Derx ,(log D) ne sont libres que si D vérifie les hypothéses
du théoréme 1.8 dans [Saito 1980).

Définition 13 Un diviseur réduit D de X est dit libre ou de Saito si Derx ,(log D)
est libre en tout p € D.

Exemple 2.2.5 On considére sur X = C3 le diviseur D = {h = 0} ot h = zy(x +
y)(y+x2). Les champs de vecteurs : 61 = x0x +y0dy, 62 = 220z —y*0y — z(x +y)0z
et 03 = (xz + y)0z vérifient §1(h) = 4f,02(h) = (22 — 3y)h et 63(h) = zh. Par
ailleurs, 01 N\ 9z A 63 = —zy(zx + y)(y + x). On conclut que D est un diviseur libre
de X.
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La proposition suivante établie un lien entre les dérivations logarithmiques prin-
cipales et les champs de vecteurs logarithmiques.

Proposition 2.2.6 Soit D un diviseur de X. Tout champs de vecteur logarithmique
le long de D est une dérivation logarithmique principale de Ox.

Preuve. Il est clair que tout champ de vecteurs sur X est une dérivation de Ox.
Soit § un champ de vecteurs logarithmique le long de D. On suppose que D :=
{z;h(2) = 0} et que & = {h1,...,hp} ot h = hy.ha...hy. D’aprés le Définition 12,
d(hi) € hijOx. Donc § est logarithmique principale le long de S. m

Du Théoréme 2.2.1 nous déduisons que toute forme logarithmique w admet une
écriture de la forme.

dh
gw:?/\é’—i-n. (2.8)

On en déduit la définition suivante.

Définition 14 Le résidu d’une g-forme logarithmique w est la restriction de ¢ aD.
g

On le notera resw

Le Théoréme suivant caractérise les diviseurs pour lesquelles Qx (log D) est engendré
par des formes fermées.

Théoréme 2.2.7 [Saito 1980] Soit (D,p) = (D1,p)U...U(Dy,, p) la décomposition
locale en composantes irréductibles d’un diviseur D en un pointp € D, et h = hy...hp,
celle de sa fonction de définition.
Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. Q% (log D) = i(’)x dh;
o =

2. Q}Qp(log D) est engendré par des formes fermées

+ Qﬁ(,p

n
3. res(Qx ,(log D)) = iGZBIC’)th

4. (a) Dj est normal (i.e. dimcSingD; < n —3) pour i=1, ..., m
(b) D; h Dy i # jyi,j = 1,..m (i.e. sur le complémentaire d’un sous-
ensemble de dimension n — 3 de D, D; et D; sont & croisements normauz)

pouri#£j, i, j=1,...,m
(c) dimcD;ND;NDy,<n—3pouri#j#k#i ijk=1,.,m.

2.2.2 Une remarque sur les formes différentielles logarithmiques et
champs de vecteurs logarithmiques.

Dans cette sous section, nous apportons quelques précisions sur la notion de
formes différentielles logarithmiques.

Etant donné que w = Y vérifie :
x

d
2’w = xdy € Qx et dr’ Aw = deyc/\—y = 2dzNdy € Qx, U'on peut conclure qu’elle
x

est logarithmique le long du diviseur D de C? défini par la fonction holomorphe
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h(z,y) = 2.

Or I'équation gw = Za—m + bdx + cdy en les fonctions holomorphes g, a, b et ¢ a pour
x

g =zc

2a +zb=0

1l vient donc que la dimension de D N {(z,y) € C2,g(x,y) = 0} est 1; pour toute

solution (g,a,b,c) # (0,a,b,0).

I s’ensuit d’aprés la propriété 3.) du Théoréme 2.2.1 que pour toutes fonctions

solution {

holomorphes g, a et toute forme holomorphe 7 telles que gw = 24 +mn, lon a:
x
1 = dimc(D N {(z,y) € C? g(x,y) = 0}) < 2—2 = 0. Ce qui est absurde! Donc

w=" west pas une forme logarithmique le long de D lorsque 'on suppose que
x

D est défini par la fonction h = z2. Ceci contredit 1’équivalence des propriétés du
Théoréme 2.2.1. Cette contradiction résulte du fait que la fonction de définition de
D n’est pas réduite. Il s’ensuit qu’il faut ajouter la condition d’irréductibilité de D
dans les hypothéses du théoréme 1.1 de [Saito 1980]. Dans tout ce qui suit, nous
supposerons que la fonction de définition de D est a carré libre d’équation locale
hp = 0 en tout point p € D.

2.2.3 Définition et premiéres propriétés.

Soit X une variété complexe de dimension finie n et D un diviseur réduit et libre
de X d’équation h = 0 ou h est le germe d’une fonction holomorphe. On note Ox
le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X.

Définition 15 Une structure de Poisson holomorphe sur X est la donnée d’un cro-
chet {—, —} qui assigne, & un couple (f,g) de germes de fonctions holomorphes en un
point © de X, un germe {f, g} de fonction holomorphe en x vérifiant les propriétés
sutvantes :

o {—,—} est bilinéaire antisymétrique ;
o {f {g,h}}+{g.{h, f}} +{h,{f,g}} =0 (identité de Jacobi);
o {f,ght ={f,g}h+{f, h}g (régle de Leibniz).

Il est prouvé dans [Polishchuk 1997] que toute structure de Poisson holomorphe
induit un homomorphisme Ox-linéaire

H:Qx — Derx

tel que H(df)(g) = {f,g}. H est Iapplication hamiltonienne associée a {—, —}.
A l'aide de cette application, ’on montre que toute structure de Poisson holomorphe
induit un 2-tenseur holomorphe

2
m€ H' (X, ATx)

appelé bivecteur de Poisson.
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Définition 16 Une structure de Poisson holomorphe {—,—} sur X est dite log-
arithmique le long de D si pour tout germe f de fonction holomorphe, le champ
hamiltonien associé H(df) est une section de Derx (log D)

Dans la suite, toute variété de Poisson holomorphe logarithmique le long d’un di-
viseur D sera appelée simplement variété de Poisson logarithmique et on la notera
(X7 {_7 _}7 D)

Il découle de cette définition que pour tout ouvert U de X et toute section f de
Ox sur U, {f,—} est une dérivation logarithmique principale le long de l’idéal de
définition de D.

Puisque D est libre, le Théoréme 1.8 dans [Saito 1980] entraine que :

A QU (log D) = Q% (log D). (2.9)
et ‘
Der’(log D) := }\Der}((log D).

Dans ce cas, on a :
Q% (log D) = AQ% (log D) = Homo, (ADerk (log D), O ) (2.10)

Définition 17 g’oit D un diviseur libre de X.
Les sections de /\Der}((log D) sont appelées g-champs de vecteurs logarithmiques.

On pose Derx(log D) := & Der’(log D)

i=1
Si [—, —]s désigne le crochet de Schouten alors, compte tenu du fait que Derx (log D)
est stable pour le crochet de Lie des champs de vecteurs, Derx (log D) reste stable

pour [—, —]s.

Définition 18 On appelle crochet de Schouten Nigenhuis logarithmique le long d’un
diviseur libre D, la restriction de [—, —]s a4 Derx(log D).

11 s’ensuit qu'un bivecteur holomorphe logarithmique 7 est de Poisson si et seulement
si sont crochet de Schouten logarithmique est nul.

Corollaire 2.2.8 Le bivecteur de Poisson de toute structure de Poisson logarith-
mique sur X est une section de Der% (log D)

Preuve. Soit 7 le bivecteur d’une structure de Poisson logarithmique sur X, alors
pour tout a,b € Ox, on a :

m(da,db) := H(da)b
C’est-a-dire, igem € Derk (log D).
On déduit de la propriété universelle du couple (Q2x,d) que Derx = Hom(Qx,Ox).

Compte tenu du fait que Qx C Qx(logD) alors Hom(Qx(logD),O0x) C
Hom(Qx,Ox). Par ailleurs, l'inclusion de Der (log D) dans Dery implique que
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Hom(Qx(log D),Ox) = Deri(logD) = o(Derk(logD)). Ainsi, H induit un
homomorphisme de Qx vers Hom(Qx(log D), Ox); ce dernier se prolonge donc
de maniére canonique en un homomorphisme de faisceaux de Ox-modules H de
Qx (log D) vers Hom(Q2x (log D), Ox). D’ou le résultat. m

Corollaire 2.2.9 Toute structure de Poisson holomorphe non triviale et non sym-
plectique sur une surface lisse est logarithmique.

Preuve.

Nous savons que toute structure de Poisson holomorphe non nulle sur X est induite
par une section 7w du fibré anti-canonique w;(l de X. Puisque 7 est non symplectique,
il existe une fonction holomorphe h telle que D := {z € X, h(z) = 0} et 7 = hdzAJy.
Il s’ensuit que 7 est logarithmique le long de D. =

Exemple 2.2.10 Soit D = {h = 2* + y° + xy* = 0} une courbe elliptique de
X = C2. Les champs de vecteurs : §; = (1622 + 20xy)0z + (12xy + 16y%)0y et
8 = (16zy? + 49> — 122y)0z + (12y° — 422 + Sy — 100y2)dy sont logarithmiques
le long de D. Ils sont libres et constituent donc une base de Derx(log D). Ce qui
implique que D est libre. On définit sur C? le crochet de Poisson suivant :

{f,g} = —(642* + 13562%y> + 64xy* + 1808zy> + 64vy°)(0xfOyg — OyfOzg).
Ce crochet est de Poisson logarithmique le long de D.
En effet,

{fi9} =
[(1622% + 202y)(12y® — 422 + 5ay — 100y?) — (162y? + 4y> — 12zy) (122y + 1692)]
(axfayg - 8yfazg)

1622 4 20y 122y + 1632
- ’ 162y2 + 4y — 122y 12y — 422 + bay — 100y>
hk(amfayg - ayfazg)

(aacfayg - 8yfaarg)

ol
1622 + 20zy 122y + 16y>
16xy? + 4y3 — 122y 12y3 — 422 + 5zy — 100y>

hk:‘

Liexistence de k est assurée par le fait que D est libre.

Il s’ensuit que pour toute fonction holomorphe f, {f,—} = kh(0,f0y — 0y f0). Or
kh(0y fOy — Oyf0,) € Derx(log D). On conclut que cette structure de Poisson est
logarithmique le long de D.

Exemple 2.2.11 On considére sur X = C3 le crochet {f, g} = (zx+y)(2(0pf0.9—
0. f0.9) —y((Oy fO.9— 0. f0yg)). Montrons qu’il est de Poisson logarithmique le long
du diviseur D = {h = zy(z + y)(y + zz) = 0} de X = C3.

Le tenseur associé a ce crochet est :

m=x(zx+y)0x Ay +y(rz+y)dy A 0z. Pour montrer que {—,—} est de Poisson,
il suffit de montrer que :

MOk 4 7P Ohat 4 7RO = 0 pour tous i, 4,k = 1,2,3 o (1) est la matrice
de . Dans ce cas particulier, ces égalités sont équivalentes a :
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{z,2}0z{y, 2} + {z,y}0z{z, 2} = 0. Laquelle est vérifiée.

Nous pouvons aussi remarquer que D est libre car les champs de vecteurs 6, =
x0x + y0y, 62 = 220x — 3?0y — z(x + y)0z et 83 = (xz + y)O0z forment une base
de Derx(log D) et que m = 61 A d3. On peut donc calculer le crochet de Schouten
logarithmique de w. Or ce crochet nous donne : [01 A 3,01 A 03] = [01,01] A 03 A
d3 + 0 A [01,03] A O3 4+ 0 A [d3,01] A d3 + 01 A 01 A [d3,03] = 0. Ce qui montre que
ce crochet est de Poisson. Il reste & montrer qu’il est logarithmique le long de D.
Pour cela, il suffit de remarquer que pour toute fonction holomorphe sur X, on a

{f,—=} =01(f)os — d3(f)d1 ; qui est logarithmique le long de D.

2.2.4 Variétés logsymplectiques.

Dans cette partie, D désignera un diviseur libre d’une variété complexe X de
dimension complexe n et w désignera une 2-forme logarithmique le long de D;
fermée. On considére le morphisme de faisceaux I : Derx(log D) — Qx(log D)
défini par

I(v) = iyw.

Pour tout v € Derx(log D), on note L,w la dérivée de Lie de w suivant v.

Définition 19 Une section v de Derx(log D) est dite w-logsymplectique si elle
préserve w i.e. Lyw = 0.

L’ensemble des champs w-logsymplectiques sera noté Symp% . La proposition suiv-
ante donne une caractérisation des germes de champs w-logsymplectiques.

Proposition 2.2.12 (1) Un champ de wvecteurs logarithmique v est w-
logsymplectique si et seulement si i,w est une une 1-forme logarithmique fer-
mée.

(2) Soit o le germe de 1-forme logarithmique sur X. S’il existe v € Symp% tel
que a = I(v) alors iy = 0 pour tout w € ker([).

Preuve. Etant donné que dw = 0, alors
Ly(w) = iydw + diyw = d(I(v))

ceci achéve la preuve de la premiére propriété.
Pour ce qui est de la deuxiéme propriété, on a : pour tout w € ker([I)

T = a(w)

Il
~
—~
4
)
—~
g
-

I
|

S E
E
<
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Définition 20 Un champ de vecteurs logarithmique v est dit w-hamiltonien s’il ex-
iste une fonction holomorphe f sur X telle que I(v) = df
Une telle fonction lorsqu’elle existe est appelée w-hamiltonienne de v.

De la preuve de la Proposition 2.2.12, nous déduisons que les champs w-hamiltoniens
sont w-symplectiques.

Désignons par HS, 'ensemble des champs w-hamiltoniens et par H L(X,log D) le pre-
mier groupe de cohomologique de De Rham logarithmique de X. On a la proposition
suivante.

Proposition 2.2.13 (1) La suite 0 — HY — Symp% — H'(X,log D) est
exacte.
(2) Lorsque D est localement quasihomogéne et (X — D) paracompact, cette suite
devient :

0 — HY — Symp% — HY(X — D,C)

Preuve. La premiére propriété découle du fait que ip, ,w = d(i,(dg)) pour tout
v,w € H% tels que I(v) = df et I(w) = dg. La deuxiéme propriété quand a elle
découle du Théoréme de Grothendick-De Rham et du Théoréme de comparaison
logarithmique. m

Exemple 2.2.14 Pour D := {(0,29,23) € C3}, on a :

v = 01210;, + v20;, + v30;, € Derx(log D).

d d
Par ailleurs w = 2 A dzy + 2 A dzs € Qcs(logD), dw = 0 et I(v) = —(v2 +

Z1 z1
dz
1)3)—1 + v1d(z2 + 2z3). En prenant vi = 0 et va + v3 = —1, v reste un champ de
21

d
vecteurs logarithmique le long de D et on a I(v) = il R dlog z1. Puisque la fonction
21

(21, 22, z3) = log z1 n'est pas holomorphe sur C3, alors v = 020, — (1 4+ v2)0,, n’est
pas un champ w-hamiltonien.

On pose K = ker(I).

Si w est de rang constant et non trivial, les fonctions w-hamiltoniennes existent
localement. On peut donc introduire le faisceau des germes de fonctions globalement
w-hamiltoniennes.

Désignons par Oy, l'espace des fonctions globalement w-hamiltoniennes.

Proposition 2.2.15 Ox g est un faisceau d’algebres de Poisson.

Preuve. Soient f,g € Ox/; il existe v,w € Derx(log D) tels que df = I(v) et
dg = I(w). Or d(fg) = fdg + gdf = fI(w) + gl(v) = I(fw + gv). Donc Ox/x est
une sous algebre de Ox. D’aprés la définition de Ox/f, 'application ¢ : v — [ ou
df = I(v) est une surjection de Oy i sur H%.
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Il existe une application ¢ : Oy, — Hy telle que p op = idoX/K.
On considére ’application bilinéaire

{——}to @ Ox/yxk®@0x/x — Ox/i
(7.9) = (g (2.1
D’apreés ce qui précéde, on a :
{9} = ¥(f)9g
= W(wﬂ/J(f))
= —w((f),w)

—’iwiw(f)w = —izp(g)df = —{g, f}w

Pour ce qui est de 'identité de Jacobi, nous avons :

(@)W b(g) k) = D(Pw(le)vh) — wlgw@(f)b(h) +
S b()  — W)L om)  + wB),eh)] b)) -
w([(9), (W], ()

Or

—w([(f ) Y(g)], ¥ (h ))+W([¢(f),¢(h)}vw(g))—W([ (9),¥(h)],¥(f))
= [ (A(@N@? (h) + i ),0 W (9) = ip(g)um) @ (f)
= —d(iy (f)dg)(h) + d(iy(f)dh)Y(g) — d(iy(g)dh)Y(f)
= —d((f)dg)(h) + d(iy(f)dh)y(g) — d(iy(g)dh)y(f)
= —d(w@(9),v(f))Y(h) + dw(h),v(f)))P(g) — dw((h),¥(9)))¢(f)
= —p(R)w(¥(g), ¥ (f)) + L(gw((h), ¥(f)) — L(flw(b(h),¥(g))
D— Y(fw¥(g), ¥ (h)) — b(g)w@(f),(h)) + P (h)w((f), ¥ (9))

(do)(@(f)¥(g),o(h) = 2@0(Nw@(9), () — Plgw(f)¢(h) +

P(h)w((f), ¥(9)))-
On en déduit que,

{f. glw, P}t O

Hls), B(R)) — b(g
= L@, vla). )
— 0

car w est fermé m
On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.16 (X,{—,—},, D) est une variété de Poisson logarithmique.

Désignons par K* la sous faisceau d’algébres de Lie de K formé des champs globaux.
Alors on a la suite exacte courte de faisceaux d’algébres de Lie suivante

Ox/k

—0 (2.12)
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Définition 21 On appelle variété logsymplectique tout triplet (X, w, D) formé d’une
variété complere de dimension compleze 2n, d’un diviseur réduit D de X et d’'une
2-forme logarithmique fermée w vérifiant :

W' #0 dans HY(X,0%"[D]) (2.13)

Lorsque (X,w, D) est une variété logsymplectique, la suite 2.12 devient.

0—>Cx ->0x >HS —0 (2.14)

Par ailleurs, toute section s : HY, — Ox de 'extension 2.14 induit une 2-forme
C:N*HY — C

définie par :

Cv,w) = [s(v), s(w)] = s([v, w])

qui est un 2-cocycle de Chevalley-Eilenberg. Nous allons montrer qu’elle est dans la
classe de cohomologie de w.

Proposition 2.2.17 C et w ont la méme classe de cohomologie

Preuve. Rappelons qu’il est question de trouver un lien entre la 2-forme C' sur H%
induite par toute section linéaire s de I'extension d’algebre de Lie H% des champs de
vecteurs globalement log-hamiltoniens et la 2-forme logsymplectique w sur la variété
logsymplectique X.

Plus précisément, ’extension 2.14 est donnée par

0—Cx 5 0x SHY >0 (2.15)

ou iy ,w = df pour tout f € Ox.
Rappelons aussi que la structure de Poisson induite par w est définie par :

{f,9} = —wlxs, Xxg)-

L’application
6 :H% — End(Ox)
X = 0X):f = {s(X) f}

induit sur Ox une structure de H%-module de Lie.
En effet, pour tout X,Y € H%, on a :

(X, Y])f
= {{s(X),s(Y)}, f}

N LX), {s(V), £} — {s(V), {s(X), 1}
- [0(X),0(Y)]f.
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A présent, posons Lalt*(H%,Ox) l'ensemble des applications multilinéaires al-

ternées sur H% a valeurs dans Ox.

Lalt*(HY, Ox) muni de la différentielle de Chevalley-Eilenberg ¢ définie par :
SF(X1, ey Xp) = S (=1)H0(X0) f (X1, ooy Xy ooy Xp)+

U ~ '~ 2.16
S0 f([ X, X, Xy e, Xy ooy Xy oy Xp) ( )

est un complexe de chaines dont les groupes de cohomologies associés sont notés
H*(HY, Ox).
Pour p =1, 2, I’égalité 2.16 donne :

5f1 (X1, Xa) = 0(X1) f1(X2) — 0(X2) f1(X1) — f1([ X1, X2)) (2.17)
pour tout f! € Lalt'(H%,Ox) et
§f2(Xq, X2, X3) =

= 0(X1)f*(X2, X3) — 0(X2) f3(X1, X3) 4 0(X3) f2(X1, Xo)— (2.18)
FA([X1, Xa], X3) + f2([X1, X3], X2) — f2([X2, X3, X1)

pour tout f? € Lalt>(H%, Ox).
Les sections linéaires de I'extension 2.14 étant des applications C-linéaires de H%
vers Oy, elles sont donc des 1-cochaines. Soit s une section de 2.14. D’apreés 2.16,

5$(X1,X2) = Q(Xl)S(XQ) — O(XQ)S(Xl) — S([Xl,XQ])
= {fx1,8(X2)} = {fx,, s(X1) }s ([ X1, Xo]) -
= —wx(fx,),x(s(X2))) + wx(fxz); x(s(X1))) — s([X1, X2])
Ainsi,
5S(X1,X2) —l—w(Xl,XQ) = —w(Xl,XQ) — S([Xl,XQ]). (2.19)
Or

C(X1, X3) = {s(X1), 5(X2)} — s([X1, Xo]) = —w(X1, X2) — s([X1, Xo])  (2.20)
des égalités (2.19) et (2.25), on déduit que :
C =w+6s. (2.21)

Par ailleurs, en remplacant f2 dans (2.26) par w et en appliquant le fait que x est
un morphisme d’algébres de Lie, on obtient :

Sw = 0. (2.22)

D’otl le résultat. m

dh
Soit w = 5 A Y+ n une 2-forme logsymplectique sur X.
On pose
Sp = {0 € Derx(log D), .5 = 0}.

On a:



36 Chapitre 2. Sur les structures de Poisson logarithmiques.

Lemme 2.2.18 Pour toute wariété logsymplectique (X, D,w), Sp est une sous-
algébre de Lie de Derx (log D)

Preuve. Soit w = d—: A —+mn une forme logsymplectique sur X. On a : 0 = dw = dv.
Or
0= dip(z,y) = Xp(w)(Y) = Xp(Y) — ¢([X,Y]).

D’ou le résultat. m

Désignons par Dy, la partie singuliére de D et par D,.q sa partie lisse.
On a :

Corollaire 2.2.19 Sp est une distribution intégrable de X a feuilles de dimension
-2 sur Dyeq.

2.2.5 Quelques exemples de variétés de Poisson logarithmiques.

On suppose que X est une variété complexe, D un diviseur réduit et libre de
X. Sous cette hypothése, Qx(log D) (resp Derx(log D)) peut étre vu comme le
faisceau des sections d’un fibré vectoriel T*(log D) (resp T'(log D)). T*(log D) (resp
T(log D)) est appelé fibré cotangent (tangent) logarithmique de X. On se donne
0 € H'(X, \*T(log D)).
Par définition, 6 est une application Ox-bilinéaire antisymétrique sur 7™ (log D).
Nous savons que pour tout A-module M, les foncteurs M ® — et (—)™ sont adjoints
I'un de lautre ( pour toute R-anneau A). On a la proposition suivante.

Proposition 2.2.20
Homo, (T*(log D)) ® T*(log D)), Ox) ~ Homo, (T (log D)), T(log D)) (2.23)

Preuve. Considérer I'isomorphisme d’adjonction fonctoriel et utiliser la dualité en-
tre T*(log D) et T(logD) m

De la Proposition 2.2.20, il vient que se donner un bivecteur logarithmique 7 est
équivalent & se donner un unique morphisme 7 : T% (log D) — T'x(log D) rendant
commutatif le diagramme suivant :

T)*((logD)
* O
0% WED) o r (log D) — Ox
ﬁXide( (log D) -
T (log D) ® T (log D)
L e T% (log D) .., .
En tenant compte de la définition de evy} (m) la commutativité de ce dia-

gramme montre que 7 est défini par I’équation suivante :

(T(a),B) = (m, N B) (2.24)
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Pour tout «, 8 € T% (log D).

Proposition 2.2.21 Soit X une variété compleze et D un diviseur réduit et libre de
X. Le fibré cotangent logarithmique T (log D) est logsymplectique sur 7*(D). C’est
donc une variété de Poisson logarithmique.

Preuve. En effet si F': (X1,D1) — (X2, D2) est un morphisme de variétés com-
plexes tel que F*(Dsy) = Dy alors, le diagramme de produit fibré suivant induit un
homomorphisme

vr: X1 Xx, Tx log Dy — T% log Dy

T*log D, .
SOF:FOPQ TF*
a logerz P2 T™ log Do
A :
X4 F [

En posant dans ce diagramme X; = T*(log D) et Xo = X on obtient par le biais
de l'application diagonale A : T*(log D) — T*(log D) x x T*(log D) le diagramme
donnant lien & un morphisme de faisceaux 0 = ¢, o A

T (log D) > Ti g ) (087" (D)) .
T (log D) xx T}(lé'g D) —= Tx(log D)
: :
T% (log D) - X

par construction, § € H(T% (log D), QlTX (log D) (log(7*(D))) On pose w = db.
Par construction, w est une 2-forme logsymplectique. m

Corollaire 2.2.22 [Nato 1993] Soit D un diviseur & croisements normaus de X.
Le couple (T (log D), 7*(D)) est une variété logsymplectique.

Preuve. Soit (Up,2°) une carte locale logarithmique de X en x0. Il existe une et
une seule famille de fonctions &;;¢ = 1,...,n holomorphes définies sur 7*(Up) telles
que

p ) n
e Z&dx, + Z &idx;
=1

T
v i=p+1
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Exemple 2.2.23 [Goto 2002] Si X est une surface compleze munie d’un di-
viseur réduit D et si [D] est la classe anti-canonique K%, alors le couple (X, D)

est une variété logsymplectique et de plus la forme logsymplectique associée est
w € K([D]) = Ox.

Définition 22 On appelle forme volume logarithmique le long d’un diviseur réduit
et libre D d’une variété complexe X de dimension n, toute section sans zéros de

% (log D)

D’aprés le Théoréme 1.8 dans [Saito 1980] les formes volumes logarithmiques sont
de la forme 1
W= Edzl ANdzog A ... Ndzy,

Proposition 2.2.24 Soit D = {h = 0} un diviseur libre d’une variété complexe
X de dimension 3, a une I-forme holomorphe fermée de X et u une forme volume
logarithmique de X. Alors tout bivecteur m de X tel que

Inlh =«
est de Poisson logarithmique le long de D.

Preuve. Soit a une fonction holomorphe ne s’annulant pas sur X. On pose :
W= %dm ANdy N dz, a = agdr + aydy + o, dz
Par un calcul direct, on obtient :
h
T = —(00p N Oy + ay0; N Oy + a0y N 0z)
a

Pour montrer que 7 est de Poisson, il suffit de vérifier 'identité de Jacobi, qui dans
ce cas se résume 3 :

m12(0yma3 — Opm31) + m13(0.m23 — Oymi2) + mo3(0,m31 — Ozmi2) =0

ol T2 = ha tay, 3 = —haflozy et o3 = ha lay.

Or,

m12(0ymo3 — Opm31) = hza_laz(axaya_l — ayaxa_l) + ha_zaz(ax(?yh — ayOyh) +
a_zhzaz(ﬁyax — Opry)

m13(05(m31) — Oz (m12)) = hzaflay(azamcfl — 0,007 1)+ ha*2ay (. 0.h — i 0,h) +
h2a=2ay (9, — Dz0ry)

723(05(m31) — Oy(m12)) = h2a Loy (0,7t — a,0ya™t) + ha 2y (ay0.h — a,0yh) +
a*2h2a2(82ay — Oyrz)

et da = 0 si et seulement si

Oyay — Opary = Opr, — 0,00, = 004 — Oy, =0
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Ce qui montre que 7 est un tenseur de Poisson. Par ailleurs, pour toute section f
de Ox, on a:

{fa _} = a_lh[(amfaz - azfax)ay + (azfay - ayfaz)ax + (8yfax - axfay)az]

est une dérivation logarithmique le long de hOx. m

2.3 Espace des SU(2) monopdles magnétiques de charge
2.

D’aprés Donaldson dans ([Donaldson 1984]), I'espace de module élargi M2 des
monopbles magnétiques de charge 2 est en bijection avec la variété complexe Ro

f(z)

des fonctions rationnelles w(z) = o) de degré 2 telles que w(oo) = 0.
g(z

En  étudiant la  dynamique de «ces monopdles, on prouve dans
[Atiyah & Hitchin 1988] que si 51 et (2 sont les racines de g, alors

1
f(B1)f(B2)

est une structure symplectique sur M2,

(f(B2)df (B1) NdBy + f(Br)df (B2) A dp-2) (2.25)

w =

Nous allons montrer que w est une 2-forme logsymplectique le long de D =
{R(f,g) =0} ot R(f, g) désigne le résultant de f et g. Par la suite, nous construisons
la structure de Poisson induite par w et nous montrons qu’elle est logarithmique le
long de D.

D’aprés [Donaldson 1984], les éléments de Ro sont sous la forme

f(z)  ap+aiz
g(z)  bo+biz+ 22

car w(oo) = 0. Dans ce cas,

f(2) ap + a1z
= = 2.26
w(z) g(z)  bo+biz+ 22 (226)
et on a:
1 1
Ag= b3 — dbg, By = -5 (b1 +/bg), Bo= 3 (b1 ++/8y) . (2.27)

On en déduit que :

1 1
dpy = (B1dby 4 dbo), dPs = — (Badby + dby)
VAg ) /Ag

df (B1) Ndpy = T (Brdao A dby + dag A dby + Biday A dby + Biday A dby)
g
1

df (B2) Ndps = — \/F (Bgda() A dby + dag A dby + ,622da1 A dbi + Padai N dbO) .

g

(2.28)
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On pose :
df (B1) df (B2)

f(B1) f(B2)

Puisque f et g n’ont pas de racines communes, w est bien définie sur C*. Dans ce
cas, l'expression (2.25) devient :

AdBy + A dfs. (2.29)

VB f(B1)f(B2)w
= (B1f(B2) — B2f(B1)) dag A dby + (f(B2) — f(B1)) dao A db, (2.30)
+ (BYf(B2) = B3 (1)) day A dby + (B1f(B2) — Baf (B1)) dar A dby.
Or
f(B1)f(B2) = (ap+a1B1)(ap + a1B2) = a3 + arap(B1 + B2) + a3B152
= a% —aiagb; + a%bg.
Bif(B2) — B2f(B1) = —ao\/Dy

BLf(B2) = B3f(B1) = (aobL — a1bo) /By

f(B2) = f(Br) = a1y/hyg.
(2.31)
Par ailleurs,
ag a; O
0 ap ay | =ai— ajagh + alby. (2.32)
bp b 1

Il s’ensuit que R(f,g) = f(51)f(B2). Dans la suite, nous le noterons R.
En substituant ces expressions dans (2.30), on obtient :

1
w= E (—agdao A dby + ardag A dbg + ((I(]bl - albo)dal A dbi — apdaq A dbo) .

(2.33)
On en déduit que :

RPwAw

(—aodao A dby + aidag A dby + (a0b1 — albo)da1 A dby — apda; N\ db())
(—aodao A dby + airdag A dbg + (a0b1 — albo)dal A dby — apday N\ dbo)
2 (a20da0 A dbi Adaqr A dbg + aq (a0b1 — albo)dao A dbg A dar A dbl)
= 2 (a20 — al(aobl — albo)) dag A dai A\ dbg A dbq

2Rdag N dai N\ dby A dby.

>l

(2.34)
D’ou 5
WwAw= Rdao Aday A dbg A dby # 0. (2.35)

On conclut que w est une 2-forme logsymplectique le long de D := {R = 0}.
Le crochet de Poisson associé & w est :

ou Ov ou Ov ou Ov ou Ov
tvho = 1(51) (aﬂlaml) - afwl)am)” (B2) <3ﬁz o5 B 8f(,6’z)862> |

(2.36)
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Il s’ensuit que le champ hamiltonien associé & u est :

ou 0 ou 0 ou 0 ou 0
K= 1B (aﬂlaﬂﬁl) N af</31>851> 7 (52) (%amg) - 8f(52>862> '

(2.37)
En appliquant ce champ sur R = f(81)f(/2), on obtient :
ou ou
Xy R)=R|—+—— |- 2.38
)= ( g5+ 55 ) (239
Comme X, (R) est un élément de l'idéal engendré par R, on conclut que {—,—},

est une structure de Poisson logarithmique le long de D.

Nature du diviseur D = {R(f,g) = 0}.

D’aprés ce qui précéde, le diviseur D a pour équation 22 —2yt+1%2. On remarque
que

yt ?
22 —ayt+ 9%z = (x—§)2+y2(z—z)
= X2+Y%Z
t t? Oh . Oh
ou X =x— %,Y =yetZ =2z2— 1 Par ailleurs, Xa—X +Ya—Y = 2h. On en déduit
le systéme minimal de générateurs suivant de Der(log D).
0 0
h = X=+Y—=
1 %X + ag
0o = Y —=+27—

b .3
63:W8+M%
y = YZ X X W
Puisque Der(log D) est un sous module de Der qui est de rang 3, il ne peut étre

libre car la cardinal de ’ensemble minimal de ses générateurs est supérieur a 3.

Remarque 2.3.1 La théorie de structure de Poisson logarithmique construite tout
au long de ce chapitre a été faite pour des diviseurs libres. L’exemple de [’espace
des monopdles de charge 2 nous monitre qu’elle peut aussi se définir pour certains
diviseurs non libres.
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Introduction

Nous montrerons dans cette partie que toute structure de Poisson logarith-
mique principale induit sur le module des différentielles formelles logarithmiques
une structure d’algébre de Lie-Rinehart. De cette structure, découle une représen-
tation du module des différentielles formelles logarithmiques par des dérivations
logarithmiques. Cette représentation induit le complexe de Poisson logarithmique.
Nous calculons quelques groupes de cohomologie de ce complexe. Nous montrons que
les groupes de cohomologie de Poisson et de Poisson logarithmiques des structures
de Poisson logsymplectique sont isomorphes.
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3.1 Construction algébrique de la cohomologie de Pois-
son logarithmique.

Dans cette partie, A désignera une algébre sur un anneau commutatif unitaire
R, de caractéristique zéro et Z un idéal propre de A.

3.1.1 Algébres de Lie-Rinehart logarithmiques.

Nous appellerons anneau de Lie tout anneau équipé d’un crochet de Lie.
Soit L un anneau de Lie qui est en plus un A-module. On a la définition suivante :

Définition 23 [Rinehart 1963], On appelle structure d’algébre de Lie-Rinehart
dans L tout homomorphisme de A-modules et d’algébres de Lie p : L — Dery
soumis a la condition de compatibilité suivante.

[, ap] = p(e)(a)u + alev, p] (3.1)
Dans la suite, nous appellerons algébre de Lie-Rinehart tout triplet (L, [—, —], p)
formé d’un anneau de Lie (L, [—, —]) qui en plus est un .A-module et d’une structure

d’algébre de Lie-Rinehart p sur L.
Par souci de clarté, toute algebre de Lie-Rinehart (L, [—, —], p) sera représentée par
L. Pour tous p € L et a € A, p()(a) sera noté simplement p(a).

Soient P,(Q deux A-modules. Il existe deux facons de mettre une structure de
A-module sur le groupe additif Hompg(A, B) a savoir

r: AxHompg(P,Q) — Homp(P,Q), r.(A)(p):=r1r(a,N)(p) = (a™A)(p) = A(ap)
(3.2)
et

l: Ax Homp(P,Q) — Homp(P,Q), l,(A)(p):=(a,A)(p):= (ald)(p) = al(p)
Pour tout a € A et A € Homp(P,Q), on pose :
SN =1 (D) — 1(D). (3.4)

Par construction, d, est un endomorphisme R-linéaire de Hompg(P, Q). Donc pour
tout a,b € A la composée §, o § est bien définie.

A la suite de Krasil’shchik dans [Krasil’shchik 1988] et Vinogradov dans
[Vinogradov 1972| , on adopte la définition suivante :

Définition 24 A : P — Q est appelé opérateur différentiel sur A d’ordre inférieur
ou égale 4 s s’il est additif et si pour tous ag, ...,as € A on a

dap © 0ay © ... 094, (A) =0 (3.5)
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On remarque que I'ensemble des opérateurs différentiels sur A d’ordre < s forme un
groupe additif. A I’aide des actions définies par les relations (3.2) et (3.3) on en fait
deux modules sur A a savoir :

Diff,(P, Q) pour l'action r et Diff! (P, Q) pour I. On note Diﬁg+)(P, @) le bi-module
obtenu en adjoignant les deux actions.

Par souci de simplicité, Diff{ (P) désignera Diff] (P, P) pour tout A-module P.

En guise d’illustration, pour tout A € Diffs(P, @), on a :

e Pour s=0:

0 = 0a(A)(p) = A(ap) — al(p)

pour tous @ € A et p € P. Donc les opérateurs différentiels d’ordre zéro sont
exactement les applications linéaires de P vers ().

e Pour s=1":

0= (0ab(2))(p) = da(A(bp) —bA(p)) = Alabp) —bA(ap) — alA(bp) + abA(p).
autrement dit, les éléments de Diff; (P, Q) vérifient la relation :

A(abp) — bA(ap) — aA(bp) + abA(p) = 0. (3.6)

Alinsi, les opérateurs différentiels d’ordre < 1 de A vers @ sont caractérisés
par la relation

A(ab) — bA(a) — aA(b) + abA(1) =0 (3.7)

pour tout a,b € A. Il suffit de prendre p = 1 dans (3.6). Rappelons aussi
qu’une dérivation de A a valeurs dans @, est un élément A de Homp(A, Q)
vérifiant :

A(ab) = aA(b) + bA(a) (3.8)

pour tout a,b € A. On note Der(A, Q) I'ensemble des telles dérivations. Pour
tout A € Der(A,Q), on a :

(0ap(L))(1) = A(ab) —bA(a) —aA(b) +abA(1) = A(ab) —bA(a) —aA(b) =0

pour tout a,b € A. Donc Der(A, @) est un sous module stricte de Diff; (A, Q).
I’égalité entres les deux modules ayant lieu lorsque A(1) = 0 pour tout

ANIS Difﬁ(A, Q)

Soit P une A-algébre et L un P-module équipé d’une structure de Lie définie
par un crochet [—, —].

Définition 25 On appelle structure de P-algébre de Lie-Rinehart sur L tout homo-
morphisme de A-modules p : L — Diff; (P, P) satisfaisant la propriété de compati-
bilité suivante :

[, pu] = pa)(p)pe + plav, ] (3.9)
pour tout a,p € L et p € P.
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Comme dans le cas des algebres de Lie-Rinehart, une P-algébre de Lie-Rinehart
est un quadruplet (L,[—,—],p, P) ou p est une structure de P-algébre de Lie-
Rinehart sur L. Lorsqu’aucune confusion n’est possible, toute P-algébre de Lie-
Rinehart (L, [—, —], p) sera notée simplement L.

On a la proposition suivante :

Proposition 3.1.1 Toute algébre de Lie-Rinehart sur A est une A-algébre de Lie-
Rinehart.

Preuve. Elle découle du fait que Der 4 est un sous module de Diff;(A4,4). =
Nous en déduisons que les algébres de Lie-Rinehart sont un cas particulier de P-
algebres de Lie-Rinehart. Par ailleurs, toute structure de P-algebre de Lie-Rinehart
sur L induit sa représentation par des opérateurs différentiels d’ordre 1 sur A. On
peut donc définir une cohomologie associée a cette derniére.

Soit L une P-algébre de Lie-Rinehart et ¢ un entier naturel.

Définition 26 On appelle P-cochaine de dimension q ou ¢ — P-cochaine associée a
p toute application q-linéaire alternée de L vers P.

On notera Lalt?(L,P) lespace des g — P-cochaines. Par définition, l'on a
Lalt’(L, P) = P.
On définit une application linéaire d, : Lalt?(L, P) — Lalt?™! (L, P) par la formule

(dpf)l(xla"')xtfkl)
q+ )
= Z:l(_l)lJrlp(xi)f(xb "'7':%1'7 [RE) qurl)

(3.10)
q+1 L A A
+ Z (—1)1+]+1f([l‘i, $j],.1’1, ey Ly eeey y Ly euny .I‘q+1)
1<j
Proposition 3.1.2 L’application d, vérifie
dyod,=0 (3.11)

Preuve. Nous proposons ici une idée de la preuve. Nous référons le lecteur a I’annexe
A pour une preuve compléte et détaillée.

e Pour ¢ = 1, on pose : A = d,f pour tout f € P. Alors; pour tout x € L on
a:

Par ailleurs,

(dpg)(x1,x2) = p(x1)g(x2) — p(x2)g(x1) — g([21, 22])-
En remplacant g par A\, on obtient :

dpodp(f)(z1,22) = p(1)A(22) — p(a2)A(21) — A([w1, 22])
= p(ml)p(xg)f - p(m)ﬁ(wl)f - p([$17$2])f

= (lp(z1), p(22)] = p([1, 22])) f
= 0
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e Pour ¢ = 3, on pose :

g(w1,22) = (dpf)(z1,22) = p(21) f(22) — p(2) f(21) — f([71, 72]).

Pour tout f € Lalt'(L, P).
Par ailleurs, pour tous z1,z2,x3 € L, on a :

(dpg) (w1, 22, 23) = p(x1)g(22, 23) — p(2)g9(21, 23) + p(23)g9 (71, 72)

—9([z1, w2], 23) + g([21, 23], 32) — g([2, 23], 21).
En remplacant g par son expression, on obtient :
(dpg)(x1, 22, 73)
= p(x1) (p(w2) f(23) — p(a3) f(x2) — f([x2, 3]
—p(w2) (p(x1) f(23) — p(x3) f(21) = f([21, 23])
(p(x )( ) p(x2) f(z1) = f([z1, 22])

)

)
)

z1, w2]) + f([[z1, 22], 23])

f(
f(lz1,23]) — ([[ , 73], 22])
£

z2, x3]) + f([[xe; 3], 21])

£C3)
)

Z2

+ p(

= p(
) (1’1) p(r1

)

)
En factorisant les facteurs de f(x3), f(x2) et f(x1) respectivement, on obtient :

(dpg) (21,22, 23)

= (p(w1)p(z2) — p(z2)p(21) — p([71, 22])) f(23)

+ (=p(x1)p(x3) + p(x3)p(z1) + p([w1, 23])) f(22)
) f(x

+ (p(z2)p(x3) — p(zs)p(x2) — p([22, 23])) f (21
+f ([[z1, 2], w3] — [[z1, 23], 2] + [[225 23], 21])
+p(21) (f([22, 23]) — f([z2, 3])) + p(22)(f([71, 23])
—f([1,23])) + p(3)(f([x1, 22]) — f([w1,22]))

I'égalité cherchée découle de lidentité de Jacobi du crochet [—, —] et du fait

que p commute avec les crochets de Lie.

|
Définition 27 La cohomologie du compleze
- —— Lalt* (L, P) — Lalt*(L, P) —

est appelée cohomologie de Lie-Rinehart de L & valeurs dans P.

L’une des classes les plus importante d’algébres de Lie-Rinehart (L, p) est celle

pour laquelle p : L — Dery est un monomorphisme d’algébres de Lie. L’on

remarquera qu’en général, un sous ensemble L de Der 4 muni de 'inclusion est une

algébre de Lie-Rinehart si et seulement s’il est un sous module de Lie de Der4.
Ainsi, Der4(logZ) et Der4 sont des algébres de Lie-Rinehart. La cohomologie
de Lie-Rinehart de Der(logZ) (resp Dera) est la cohomologie de De Rham

logarithmique de A.

Dans la suite Z désigne un idéal de A engendré par S = {u1,...,up} C A.

Soit (L, p) une algébre de Lie-Rinehart sur \A. On a le lemme suivant :
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Lemme 3.1.3 p(L)NDer(logZ) est une sous algébre de Lie non triviale de Der 4.

Preuve. p étant un homomorphisme d’algébres de Lie, p(L) N Der 4(log Z) est fermé
pour le crochet de Lie de Der 4. Par ailleurs, pour tout | € L,u € S, up(l) = p(ul) €
p(L)N Dery(logZ). m

Définition 28 Une algébre de Lie-Rinehart logarithmique le long de T est un triplet
(L,[—,—=],p,Z) formé d’un A-module L équipé d’un crochet de Lie [—,—] et d’un
homomorphisme d’algébre de Lie p : L — Der 4(logZ) satisfaisant (3.9)

Soit (L,[—,—], p,Z) une algébre de Lie-Rinehart logarithmique le long de Z. Pour
tout z,y,z € L,ac€ A,on a :

(plz, y] = [p(), p(y)])(a).2
plz,yl(a).z — [p(z), p(y)](a).2
= plz,yl(a).z — p(z)[p(y)(a)].z + p(y)[p(z)(a)].2
= [lz,y],az] — a[[z,y], 2] = [z, p(y)(a).2] + p(y)(a)[z, 2] + [y, p(x)(a)z] — p(z)(a)[y, 2]
[[z,y], az] — a[[z,y], 2] — [, [y, az]] + [z, aly, 2]]+
+y, alz, 2]] — aly, [z, 2]] + [y, [z, az]] — [y, alz, 2]] — [z, aly, 2]] + a[z, [y, 2]]
= —(laz, [z, y]] + [z, [y, az]] + [y, [z, a2]]) — a ([[z,y], 2] + [[y, 2], ] + [[2, 2], ¥])
= 0.

Ainsi, (p[z,y] — [p(x), p(y)])(a) = 0 pour tout a € A si A est sans torsion. Donc
plx,y] = [p(x), p(y)]. Ceci est la preuve de la proposition suivante :

Proposition 3.1.4 Soit L un A-module de Lie sans torsion (Ann(L) =0).
Un homomorphisme p : L — Der 4(logZ) de A-modules est une structure d’algébre
de Lie-Rinehart logarithmique si et seulement si il satisfait (3.9)

—

Soit P un A-module. On pose Der4(logZ, P) = {§ € Der4(A, P)tel que 6(u) €
uP;pour toutu € S}. On a la définition suivante.

——

Définition 29 Der4(logZ, P) est appelé module des dérivations de A logarith-
miques principales le long de T a valeurs dans P.

—

Il s’ensuit que Demgl') = Der4(logZ, A).
Soit A € Diff{ (P); pour tout a,b € A,p € P, on a :

(rla+b)A —l(a+b)A)p = Alap) — al(p) + A(bp) — bA(p)

Il s’en suit que A induit un morphisme de groupes oa : A — Hompg(P,Q) a —
N =r(a)A —l(a)A.

Proposition 3.1.5 Pour tout A € Diff{ (P) et tout A-module Q,
on € Der(A, Homg(P,Q)).

Preuve. Puisque A € Diff{ (P), pour tous a,b € A,p€ Pon a:

A(abp) = bA(ap) + aA(bp) — abA(p).
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Donc
A(abp) — abA(p) = (boa(a) + aoa(b))(p).

C’est-a-dire
on(ab) = aoa(b) + boa(a)

d’ott le résultat. m
L’inclusion des dérivations logarithmiques le long de Z dans Der 4 permet d’en-
visager des opérateurs différentiels A tels que o € Dmﬁg 7).
Posons
Diftf (logZ) = {A € Difff (P)|oa € Der(logZ).}

Diff{ (logZ) est non trivial car pour tout A € Diff{ (P),u € S, on a u/\ €
Diﬂ“l"(logI). Par ailleurs, Diﬂ“;r (log Z) posseéde la propriété suivante.

Proposition 3.1.6 Diff{ (logZ) est une algébre de Lie-Rinehart logarithmique le
long de T.

Preuve. D’aprés ce qui précéde, il existe une application

o: Difff logZ) — Dera(logT)
A = OA
Pour tout f € A, s € P on a : o = fon et

Tlora)(F)s = [p1,02l(f3) = flp1, p2l(s)
= p1p2(fs) — p201(fs) — frp2(s) + paipa(s)
©1(0ps (f)s + fipa(s)) — v2(046,(f)s + fei(s)) — fler, e2]s
P1(0p,(f)5) +@1(fp2(s)) — p2(04, (f)s) — p2(fepr(s)) — fle1, pao]s
Tp1 (003 (f))s + 00, (f)1(s) + 00, (f)p2(s) + feor(pa(s))—
02 (001 (f))s = 01 (f)p2(s) — 0y (f)p1(s) — fioa(p1(s)) — fleon, po]s
= [‘790170%72](]0)5
D’autre part 1, 2 € Diff{ (logZ), f € A et s € P nous avons :

lo1, feal = w1(fea(s)) — (fe2)(pi(s))
Fe1(p2(s)) + 0, (f)(w2(s)) = fp2(p1(s))
01 (f)(p2(8)) + fle1, p2]

[ ]

On pose :

Dift] (log Z, P) := {A € Diff{ (4, P);oa € Dera(logZ, P)}. Alors Dift} (logZ, P)
est caractérisé par :

Théoréme 3.1.7 Pour tout N € Hompg(A, P), les propriétés suivantes sont équiv-
alentes

(a) A € Diff{ (logZ, P)
(b) on € Der(logZ, Homp(A, P))
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Preuve. Soient a,b € A et A € Hompg(A, P).
Si
on(u) € uHompg(A, P)
et
on(ab) = aoa(b) + boa(a)
alors pour tout p € P,
A(abp) = aA(bp) + bA(ap) — abA(p) (3.12)

Par ailleurs,
dapA(p) = Alabp) — alA(bp) — bA(ap) + abA(p)
ce qui implique d’aprés I’équation (3.12) que 94\ = 0. Donc A est un opérateur
différentiel d’ordre < 1.
La réciproque découle de la définition de Difff (logZ, P). m

On note .
DI(B c P) :={A € Der4(logT,P)|/A(A) C B}

Par définition, D¥(B C P) = Der@I, B) si B est un sous module de P.

On définit par induction une suite D (P) C Diff] (log Z, P),i = 0 de A-modules.
En posant DI(P) = P,DT(P) = Dera(logZ, P) et DZ, (P) = DI(DX(P) C
(Diff{")i(log Z, P))) ou (Diff{")!(P) = Diff{ (...(Diff{ (log Z, P)...).
Définition 30 Les éléments de DI (P) sont appelés polydérivations de A dans P
logarithmiques le long de T.

La proposition suivante donne une description détaillée de DZ-I (P).

Proposition 3.1.8 Pour touti = 1 un élément A € Homg (A, D |) appartient a
DiI st et seulement si pour tout a,b € A, I\ satisfait les propriétés suivantes :

(i) A(ab) = aN(b) 4+ bA(a)

(i) A(a,b) + A(bya) =0
Preuve. Elle est identique a celle proposée dans [Krasil’shchik 1988]. m

1l ressort du lemme 2.1.4 que DZ(A) et Hom(AQ(logZ,.A)) sont isomorphes.

3.1.2 Structure d’algébre de Lie-Rinehart sur ) 4(logZ) induite par
une structure de Poisson logarithmique principale le long de
T.

Dans cette partie, nous adoptons les notations de la section 2.1.3. On supposera
en outre que A est équipée d’une structure de Poisson logarithmique principale le
long d'un idéal Z engendré par S et nous désignerons la 2-forme associée par w. La
différentielle d sera simplement notée d et le complexe associé :

0—2s g4 4 4. _d_ i _d, ¢ 4. ..
AQa(logT) Aa(logZ) A24(log T)
(3.13)
sera appelé complexe de De Rham logarithmique de A.
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3.1.2.1 Structure de Lie induite sur Q 4(logZ)

La proposition suivante compléte les propriétés de la dérivée de Lie des dériva-
tions logarithmiques.

Proposition 3.1.9 Soit § € De1§(l\ogI). Pour tout ~ € STIOg(A), on a :
u

r, 1 o(u) x
55(5) = uﬁd(fc) w

Preuve. En effet, pour tout z € Qa,u € IT*, Ls(x) = E(;(uf) = uﬁg(g) + 5(u)£

u u u

1
Done £5(%) = Loy(a) = 2T g
u u uou
Grace & cette proposition, nous avons les propriétés suivantes :
Corollaire 3.1.10 Pour toutu € S et 0 € De@gl), on a:
du,  5(u)
ﬁa(;) = d( " )
Preuve. Soit dZu € Q4(logZ). Nous déduisons de la Proposition 3.1.9, que
d(u 1 o(u) d(u
@(25::u@uw»—£;ﬂg
1 0(u) d(u
= MO ==
Puisque § € Devg(l\ogl), il existe donc ¢ € A" tel que 6(u) =
uc. 11 s’ensuit que, do(u) = d(c) + M = d(é(u)) + 0(u) d(u) et donc
u u uou
d(u o(u o(u) d(u o(u) d(u U
Lyl ) e ) b)),
u u uu uou u

Corollaire 3.1.11 Pour toute structure de Poisson logarithmique principale le long
de T sur A d’application hamiltonienne logarithmique associée H on a

£ aw (d(:)) —d (ulv{u,v}>

pour tout u,v € S.

Preuve. Soient u,v € S. D’apreés la définition de H, on a :

™) = gy = Ly =g

En appliquant la proposition 3.1.9, on obtient

i () = 7

H(
u
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]
La proposition suivante donne les expressions de la dérivée de Lie des différentielles
U
formelles logarithmiques de la forme ¢— le long des dérivations logarithmiques
u

principales.

Proposition 3.1.12 Soit H Uapplication hamiltonienne logarithmique associée a
une structure de Poisson logarithmique principale le long de T de 2-forme associée
w. Pour touta € A etu,v €S, on a :

LL g (dS}U)) :ad(i{u,v})Jru—lv{u,v}d(a)
H(a " )
d(v) 1 d(v) b
2. A( d(u))(bT )= —{u,b} ==+ —{u, v}d(a )+bad( —{u,0})
H(a
d(u), b d(w) a 1
3 £~(bd(”) (a==) = ~{v,a} == + —{v, u}d(b) + abd(—{v, u})
H

d (w(ad(j), bd(:))> — abd <U1U{u,v}> + %{u,v}d(a) + - {u,0}d(b)

Preuve. Cette preuve découle du corollaire 3.1.11. Nous la renvoyons a I’Annexe
A m
De cette proposition, on déduit les résultats.

Corollaire 3.1.13 Soient a,be A etu,v €S. On a :
du  dv dv dv
—dw(a— b—)—}—ﬁ~ du (b?) L gy (a » —) =
(a*) H(b=7)
b 1
=t g

Preuve. Nous déduisons de la proposition 3.1.12 et du corollaire 3.1.11 que

e s N (S W' o

= —abd[u {u,v}] — u—{u vida — —{u v}db + {u b}f + f{u v}da+

Fabd(- ! (u,0)) + {a v}‘i“ + 2, v}db+abd( {u ).

Aprés simplification, on obtient :
du  dv dv dv

—dw(a— b—) +L (b;) L gy (aj)
H (a*) H [b;}
1
. b}di’ ot b L) m
u v U UY
Le corollaire suivant nous permet de retrouver ’expression générale du crochet de
Lie-Poisson induit sur € 4.
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Corollaire 3.1.14 Soienta,be A etu,v e S. On a :
—dw(adu, bdv) +£g(ad(u))(bdv) —Eg(bdu)(adv) = a{u,b}dv+b{a,v}idu+abd({u,v})
Preuve. Cette égalité résulte des propriétés suivantes :
E.1 djw(adu,bdv)] = a{u,v}db+ b{u,v}da + abd[{u,v}].
E.2 L7 q0) (0d(v)) = abd[{u, v}] + a{u, b}dv + b{u, v}da
E.3 L (ad(w)) = abd[{v,u}] + b{v,a}du + a{v,u}db
[
On en déduit également que :
Corollaire 3.1.15 Soient a,be Aetu,veS. Ona :

d d d
—dw(azu,bdv) + L gy (bdv) — ,CH(bdu)(a%}) = %{u, brd(v) + bfa, U}Z“ +

H(a—)
1 u
bd(—
abd({u,v}

Preuve.
Pour tout a,b € Aet u,v € Son a :

d(w(a%, bdv)) = d(%b{%“})

= [%{u, v}|d(ab) + abd(%{u,v})
- %{um}db + %{u,v}d(a) + abd(%{u,v})

L gy (bdv) = al g (bdv)+&(ﬁ][d§])(bdv)d(a)
H[a;] H[T]
= a(bLH( dj)(d(v)) + ﬁf(%“)(b)dv) + g{u,v}d(a)

- abd(%{u, o))+ 2w, b}d(v) + %{u,v}d(a)
) = By (a’) + S(A@) @) ()
= ML (0) + A d)(@) ™) + (o, ud)
- bad(%{v,u}) + b{v, a}%“ + o, upd(e)
Il s’ensuit que :
—dw(a%, bd(v)) + L g, (bdv) — LH(bdu)(a?)
H(a;)
= %{u, b}dv + b{a,v} d(;)

Soit S une partie multiplicative d’une algébre de Poisson S. Le Lemme ci-dessous

1
+abd | —{u,v} | =
u

montre que le localisé S~!A hérite canoniquement d’une structure de Poisson induite
par celle de A.
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Lemme 3.1.16 Soit A une algébre de Poisson. Pour toute partie multiplicative
S C A, le localisé ST' A posséde une structure canonique d’algébre de Poisson.

Preuve. Désignons par {—, —} la structure de Poisson sur A. Alors le crochet :

{ars a8, '} = {a1, a2} (s192) 7! — {1, sa}tag(s1s3) "' —
{s1,a2}a1(s1s2) " + arao{s1, s2}(ss3)

est son unique prolongement sur S~'.4. m

Posons :

[, Blw = —dw(a, B) + Eg(a)ﬁ - Eﬁ(ﬁ)a (3.14)
Alors, [—, —]w est R linéaire antisymétrique.
Les résultats ci-dessous explicitent [—, —],, sur les générateurs de Q. 4(logZ).

Lemme 3.1.17 Soita,b€ A et u,v € S
a dv b du 1
1 —,b—| = —{u,b}—+ — — + abd(—
1) [0S0 %] = BT el bl

(2) [QCZL, bdv] = %{u, b}dv + b{a,v}d;u + abd(%{u,fu})

w

(3) ladu,bdv], = a{u,b}dv + b{a,v}du + abd({u,v})

(-4) [adu, bciv] = a{u, b}%b + %{a, vidu + abd(%{u, v})

w

Preuve. Ces propriétés sont une conséquence directe de la Proposition 3.1.12 et
ses corollaires.
Pour ce qui est de la propriété (1), on a : pour tout a,b € A et u,v €S, on a :

du  dv 1 a b
(wla—, p ) =a (uvd{u,v}z+ —{u,v}db+ Iiv{u,v} a
v a v
L ad;u (bj) = E{U, b}; + %{u, vida + abd(%{u, v})
u
du b du a 1
—)== —+— db + abd(—
[’ﬁ(b@)(a u ) U{v7a} U + uv{v,u} ta (uv{v’u})

et donc
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= abd({u )~ vy - u—bv{u,v}da + g{v,a}%“
“u, b}% + u%{u,v}da + abd(ui{u,v}) _ %{v, a}%“
—%{v,u}db — abd(—{v,u})
Y0y 2 % b} Y b 0))
+ [—abd(%{u, v}) + abd(%{u, vh)] + [—;—U{u, vYdb — %{v, wldb]
Lo, vhda — - {u,v}da]

b du a dv 1
= - — + —{u,b}— bd(—
2o} L0} 4 abd(——{u,0))

+ 4

D’ou
du  dv a dv b du 1
—,b—| =—{u,b}—+ - — + abd(—
WY = S e} Y b o)
De maniére analogue, on montre les propriétés (2), (3) et (4). m
FEn particulier, pour a=b=1,0n a :

Corollaire 3.1.18 Pour tout u,v € S, on a :

W |55 gt Jan ] = a

T
u v

2) [i“,dv} _ d(%{u,v})  Jdu, dv] = d({u, v}).

w

Proposition 3.1.19 Pour tout u,v,w € S, on a :
du dv dw dv dw du dw du dv
Ty T s T + Ty T s T + Ty T y T =0
uwlv |, w ], voow ], u ], woou v,

Preuve. Voir AnnexeA m
Dans le méme objectif, nous avons :

Proposition 3.1.20 Pour tout u,v € S etw € A, on a :

o [[] ]o[[] ] o] 2]

(b) Hdu,dvh,dw]w+ [[dv,dw]w,‘“‘L+ Hdw, ﬂw,dv]w =0

u u

Preuve. Voir Annexe A pour plus de détaille. m
N 2 dul dUQ
Nous allons & présent montrer que pour tous wy = a1—— + b1dvy, w9 =as—— +
(75} ug
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d
boduy et wg = a,gﬁ + bzdvs dans Q4(logZ) on a :
u3

[lw1, w2, s ws], + [[w2,ws],, ,wi] [[ws, wi1],, ,wa],
d d d d d
_ Halwmuz] 7@3@&3] N Halw aﬂz] 7b3d,03}
Uil u9 w us w w w
+ Haldul,devz] 7a3du3] + ch b2dvz] 7b3dv3}
L w w ug |, U1 w w
d d d
+ [bldvlaQQ uz} ,aau?)} + Hbldvl,ww] ,b3dU3}

d
+ [[bldvl, deUQ]w , a3 ;1,3] + [[bldvl, de’Ug]w , bgdvg]w
3

[ d d d d d
+ [ a2’lj,27a3u3:| 7a1m] + Ha2u2,a3u3] 7b1d'U1:|
L u9 us w (75} w u9 us w w
d d d
+ |: [a2u2, bgd’vg] y alul] + |: |:CL2U2, bgdvg] , bldv1:|
u2 w u1 w w2 w w

+ [b2dv2, a3du;),} 7611%}
us |, Uy

+ Hbzdv%a?)dug] 7bldvl}
uz |y w
dm]

+ [[de’Ug, b3d’U3]w , bldvl]w

+ |:[b2d1]2, b3dv3]w y A1
[[ dU3 du1

1
dU3 du1 dUQ
+ as , A1 , A2 az , A1 ) de'UQ
us (75} w u9 w us (75} w w

[ d d d
+ [ [a?)u;g bldvl] , a2u2] + [ [ aus bldvl] , deU2:|
d d d
+ Hbgdvg, al ul} ,aguﬂ + Hbgdvg, al ul] ,deU2:|
ur J, Ut 1y w

+ [[bgd’Ug, bldvl]w , de’Ug]w

Or d’apreés le Lemme 3.1.17 on a :

du
= —{ul,ag}—z + *{(11,712}7 + alagd (
u9 Ul u

1u {U17U2}>

1,
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et donc

d d
s + — % {u17a2} Us} o2

s}, a5}
(w1, as}d <21{UQ7U3}>
Fraeey )

a3——
2
{ah ug Hus, a3}

U1U2
alas

u3

%42 fan, ) )

uiu

asa

2 3{a17u2}d< {Ul,U3}>
1 du

[alagd(u17u2 {U1,U2}),G3u;}

du
{u1,us}, ag}—;

as 1
- ) d - b) +
us{amz uz} (U1U2{U1 uz}) ala2{ulu2
1 1
dl =~
+ajazas (U3{U1uQ {u1,u2},us}

Par ailleurs, la proposition suivante donne quelques propriétés caractéristiques du
crochet de Poisson logarithmique principal.

Proposition 3.1.21 Soient u; € S,a; € A—S, aveci =1,2,3 et {—,
ture de Poisson logarithmique principale le long de Z. On a les propriétés suivantes :

1 1 1 1 1
PL — il e ~0
ug{ulu {u1,u2},usz} + 1{u2u3{u2,u3},u1}+ { {U?nul} UZ}

—} une struc-

du aia
P2. { {uz,ag} u} 33 = ! 2{{@,@3} u1} +
du aia du
{az,m}{w,%}fg— ! 2{U27a3}{u2,u1 73
Ul us U
du asa du
{ Hws s} m} = S {{unaz} sk 2+
i .
u asa u
u3 {alvu?)}{Ul,aQ —_ 1{U1,a2}{U1,U3} 2
du asa du
{ o, uahugh = 2 {{arua) sk
s g
u asa u
U5 {a1,u2}{a2,u3}71— 2 3{a1,U2}{UQ,U3} :
du aia du
{ g} un} = = ”{{@,us} w} =+

o {a27u3}{a3,u1

dUQ

a1az

{a2aus}{U3=U1}

dUQ
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as as duy asas duq
{ {U?nal} ugt— = H{us, a1}, ue}——= +
(75} usu3
duy as0a3 duy
{a3,uz}{u3,a1}7 - {U3, a1 H{us, Uz}
UU, Ui U2U
a2a1

aQ{‘” (a3, w1}, ug}df’ _ " {{ag, ) uz} +

du asa du
{ag,ul}{al,uz -3 _ 2 l{ag,ul}{ul,w} ]
U U us
du asa du
PS. asal{ {ua,ul} a2} 2 = 5 1{{ U3aul}a2} S
asa a a du
’ 1{u3,u1}{u3,a2} - uz o {us,u H{ur, agh =~
du asa du
Wam&—%wwhﬂ - = ZSwaﬁm}l -
asa a a du
= 3{u2,u3}{u3,a1} -2 3{uQ,U3}{u2,a1} :
u3U U1
dug aila
Pi0. alag{ﬁ{ul,uQ} ag}— = ! 2{{’LL1,’U,2} a3} -
a1a2 a1a2

du du
{ul,uz}{uz,ag} 33 {ul,uz}{ul,ag} 33

Preuve. Voir Annexe A =
A l'aide de ces propriétés on obtient :

du1 dUQ dU3 dUQ dU3 du1 du?, du1 dUQ
ay——,a2—|,a3—— + 0/2730/37 , 1 — + a‘3u73a17 ,Ada— | =

U1 U2 us 2 us3 d Uy 3 Uy U2
U asa U
az}{uz,aa}—g+ 371 ({un, ag}, ug}—> az}{a1,u3}—+
uU1u U3y ft
a Cl ai1a
u3 1{U1,a2}{u1,u3}— ! 3{ul7a2}d(—{uz,u3}) {al,uQ}{m,as}fﬂL
1 U2
a a du du asa
> 2{{a17u2} Us} - {a17u2}{a27u5}71 - u3 z{al,uz}{uzaus}*Jr
Ui
a a du a a
y 3{a1,u2}d<—{u17u3}> 1u§{{u1,u2} asho s = Z{u17u2}{u2,a3}—+
a1a2 a3a1

{Ulauz}{uhas} {a27U3}d(i{U17u2}) w {GhUS}d(m{uhuz})

ul

+a1a2a3d(f{7{’u1, u2}7 u3})

du a1a dus:
r{uzv%}{u&al} - - 2{{1627@3} Ul} & GS}{G27U1}7+
2U,
a1a a a 1
oz s as s, ) 4 1{u2,a3}d<—{u3,u1}> {ag,ug}{uz,al}—+
2
a1a du a1a
+u1 3{{a2’u3}7u1}72 + wrtl {a2au3}{a3vu1}7 - ul d{a2,u3}{u3au1}7+
asaq a203 a2a3

{’U,Q, U3}{U3, CL1}7+

{azvul}d(i{u%us})
1 Ugus3

{{u27u3} al}f -

{a57u1}d(—{u2,u3})

{az, u3}d(—{u2, ur}) +

a a du a a
2 3{’[,[,2,”3}{”27a1} 1 102

u2

+a2a3a1d(u71{M{U% U3}, Ul})
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du asa du
T{U3,a1}{u1,a2}—2+ 2 3{{163,@1}7”2 =

a203

du
ar }{az, ug} —+
Uy

U2U

{Usval}d(i{uhuz})

dU3 asa

{a3aul}{alau2}7 - " 2{03,U1}{U1,U2}7+

a3a2

{Usaal}{u&uz}
mwﬁm%
{G3>U1}d(i{usvu2}

a3a1 d’LLQ (12(13
—5—{us, ur H{us, 02}7 +

a du

! {ag,ul}{ug,ag}i—f—
u3 Uz
azal

dUQ a3 aq

a1a2
Ul} agy—— —
(7

{Usvul}{ul,a2}7+

{a37u2}d(7{u33 uy})
2 u3uy

us

{a17u2}d(7{usaul})

u3uy
+azaragd(—{——{us,u1},uz
%%M{7LD
De cette derniére expression, nous déduisons que :

Proposition 3.1.22 Pour tousa; € Aetu;, € S;1=1,2,3, On a :

Preuve. Voir AnnexeA =
Par ailleurs, nous avons les relations suivantes :

[al% az%]w,bgdm - %{ula@}{“%b:’»}dvi’» + M{{ul’az} v3}%+
i{ul7a2}{a1703}7 _O?Lal{ul,@}{ul,vg}dﬂ + al—bg’{uh@}d( {Uzavzs})
{al,u2}{u1,b3}dv3 + L{{alﬂm} v:ﬁﬁ + 2{a17“2}{a2”v3}7+
{}{}d ang{am}d( v o es}) R (aua) v+
UL (o, 2} o, oy — 12 {ul,u2}{u2,b3}dv3 + b3a1{a2,v3}d(7{ula“2})

+b3a2{a1, vg}d(—{ul, UQ}) =+ a1a2b3d({7{u17 UQ} ’Ug})

duy aias

d’LL2
l[az—, bsdvs].,, a1 —
U u

{{ug, bs}, ul}dvg

b3}d( {U:’n u})

du
m@mwﬁl

a a
+71{U2ab3}{azaul}d’03* 4 2{u27b3}{U27

w

b du a b du du
+MMMMMf+i%%Mm%QfMMWMﬂ;
1 du ash du
+a1b3{a2,v3}d(—{uQ,u1})+ 2 {{U27U3} a 711 - %{Uzaal}{umvs}f
2

a1a2

{bsvul}d( 2{u2>vs})+7{a2>u1}d( 2{U2»U3})+

a2b3a1d( { {’LLQ,’Ug} ul})
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et

du du du asb du
[b3dvs, a1, as = {vg,al}{ul,@}—z + 2 (s b}
Ui u2 w Ui

d’UQ

1
+ {U3, (11}{53,1!2}*1 + 63@2{1)37@1}(1(7{“17“2}) + 7{1)37“1}{”3’ az}f
a a asa
Ehatl {{bgwl} ug yduz + 7{53,U1}{a17U2}dU3 - 2 1 {bs, Ul}{u17u2}dU3+

b d
{bs,ul}d( {vs,uz}) + —{{vg,ul},ag}— 52 {v3,U3}{u1,a2}—u2
Uy (5] U2

a1az

ai az

"2 (b uz}( 1{v3,u1}>+";—f{al,uz}d<uil{v37u1}>

1.1
a1b3agd(?2{;1{v3,ul}vu2})

Grace auxquelles nous obtenons la proposition suivante.
Proposition 3.1.23 Soient a;,v3 € Aetu; € S; aveci=1,2. On a :

dug d d d d d
[[ 2i bsdvs]w,mm} + {[mm,az;z]mb?,d%} + [[b3dvs,a1f]wazw =0
(= w 2 w 1

U Uy uz |,

Preuve. Voir AnnexeA m

Remarque 3.1.24 Soient ul,U3 €S etay,az, bo, v € A On a :
duq du du asa
[[alul badva, |y, as u;} {Ul,bz}{vmaz’)} & - 1{{ulab2} uzydvg +
w

asai 1(13

{ul,bg}d {UQ,U3}) +

{m, bo H{ua, ua}dvg +

as
by Ydvg —
- ul{alvufﬂ}{ula 2 fdv3

b du a b du
i{al,vg}{ul,ag}—?’ : 2{{a1,v2} w,} + —{bg,Ug,}{al,vz}—l +
a1 b du a b du
a352{a1,v2}d(7{u1,u3}) + 4 2{{161,1)2} a3} 3 ! 2{“17613}{“17@2} 2 4
1
asa a b
’ 1{b2,u3}d( o w e + 2 2{a1,u3}d< ~{ur, v2}) +

a152a3d(u*3{u*1{ulav2}>u3}),

dU3 du1

b
[b2dv2,a37]w,a17 L
u3

du du
3{02303}{%,&1} 11 {{U2aa3} Ul} ’
dul

+ {7)2,(13}{()2,711}7 +bga1{vg,a3}d(i{U3,ul}) ?{bg,ug}{vg,al}—

w

a a aja
! 3{{b27u3} ul}d02+ 7{172,%3}{&3,”1}61@2 . 3{b2vu3}{u3,ul}d02+
uzu
a a b as du b a du
5 l{bsyus}d( {vz,u1})+ 23 {{v2,us}, a1 711 — % 3 (g, us}{us, ar } 11
3
asal 152

{bz, U1}d( 3{027 uz}) +

agbgald( { {U2au3} ul})

{a37U1}d( 3{027U3})+
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et

du du
[03737611 l]w,deUQ = 7{“3,01}{U1,b2}dvz -l- {{u3,a1} 02}7-1-
us U1 w  usu
boa du asb
2%mﬂw@¢+3%wm“mwm

2 u
*{U3,a1}{a3,vz}7 -
(75} 3

boa du du
{ag,u1}{u3,bz}dvz+ 7{{a3,u1} vz} 5 a{az,U1}{a1,vz}u—;+

2 du ab 1 aia
—ymmmw¢§+ﬁmmw{%mwlﬁmmwmm

1
a3a1

uy H{ui, ba}dvg + baas{ar, vg}d(—{w, ur})

{U3, up Hus,

+bza1{a371}2}d(7{u3,ul}) + a3a1b2d({7{u3, ui}, va}).
De cette remarque, nous déduisons la proposition suivante :

Proposition 3.1.25 Pour tout ui,u3 € S et ai, a3, b, v0 € A, on a :

du1 dU3 dU3 du1 dU3 du1
[a1——, badva, |, az] + |:[b2dv27 az—|w,a1——| +|las—,a1——|w, badva| =0
Uy usz |, us ur |, us u1 w
Preuve.
Elle découle d'une simple application de I'identité de Jacobi et de la propriété d’anti-
symétrie de {—, —}. Montrons par exemple que

agaled({L{U?n ul} UQ})

1 1
+a3b3a1d(u { {U27U3} ul})+a1b2a3d( 3{ l{ul,vz},uzs})

=0

Rappelons tout d’abord que :

1.1

—{—{ui,v2},us} = 7{{%»1}2} uz} — Q{UhUS}{ulvUZ}

u3 Ul uy
puis

1 1

*{;3{02&3}&1} = 7{{?12,“3} ur} — 2{02#3}{“3,%}
et puis

1
{U?’T{U&Ul},vﬁ = 7{{u37u1} va} — {U3,u1}{u37vz}+
1

vo H{us, u1 }.
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Il s’en suit donc que :

1 1 1 1 1
arbgazd(—{—{u1,va},u3}) + azarbed({ ——{us, u1},va}) + azbzard(—{—{ve,us}, us })
Uz Ul U3 U 11 Uy us
:a1bza3d(?3{a{u17@2}7ug}+{@{U37U1},U2}+UT{U?{ULUS},M})
{ur, usH{ur, v} + —{{va, us}, us }+
ui1uU3

{v2, uzH{us, u1})

= a1b2a3d(@{{u1,vg},u3} b
1

{vz7u3}{u3,u1}+fug{{us,ul},vz}— {u5, un }{utz, v} —

wal sl il
= albgagd(@({{ul,vg},u;g} + {{ve, uz},ur} + {{us, u1},v2})+
_{ul’v2}u3u§ ({us, ur} +{ur,us}) — {u3>ul}ullug ({us, v2} + {v2, us}))
On conclut grace a 'identité de Jacobi du crochet {—, —} que

({{ur, v2}, us} + {{v2, ush, wn } + {{us, wr}, v2}) = 0
D’ou :

—{u1,va} ({us, ur} + {u1,us}) — {us, w1 } ({us, v} + {va2,uz} = 0

ugu% ulug
Ceci conclut la preuve de I’égalité cherchée.

Les détailles de la preuve sont donnés en Annexe A =
Soient u; € S et aj,by, bg,ve,v3 € A — S. D’apres la définition de [—, —], et les
propriétés de {—, —}, nous avons :

du a bsa
[[muill, badva]y, badvs], = i{ul, ba }H{va, b3 }dus + %{{Ula ba}, v3}duz

b: bsa aib
+i{a1,v3}{ul, ba }dvy — %{Uh ba Hui, v3}dug + ;713{7117 ba}d({v2,vs3})
1

b du du
+i{a1, vo Hu1, by }dus + bsba{{a1, v}, 03}711 + b3{b2, v3}{a1, 02}711

aib aib
2 {uy, va}, by Ydus — ;722{“17U2}{u1,b3}d03+
1

1
—|—be3{@1, vg}d(—{ul, 03}) + —
U1 U1

1 1 1
bzai{ba, v3}d(a{u1, va}) + bzba{as, v3}d(a{u1, va}) + a1bzb3d({a{u1, v2},v3}),

du du alb
[[badva, bsdvs)., uy —] = ba{vy, bs}{vs, a1} — + ——{{va, b3}, us }duvs
Uq Uy Uy

a 1
ﬁ{bz, wn vz, by }dvs + arba{v, b} (-~ {us, wr}) + ba{bo, vs Hoz an}
a1bs

duy
1 "

a
{{b2, v3}, w1 }dva + u%{b:%, uy }{b2, vz }dva + a1b3{bs, U3}d(u*1{v2, u1})

du aib arb
Foiba{ o2, g} ar}" = = by, wnd({vz, va}) + == {bo, wn ({2, vs))

1
+a1b2b3d(u—l{{v2,v3},u1})

4+ ==
Ul
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et

du b du
[[b3dvs, U1u711]w, badva), = i{vz, ay H{u1, ba}dvy + babs{{vs, a1}, 02}711
1 a boa
+02{bs, voHus, arb( - {ur, va}) + u—i{bs,ul}{vg, by }dva + %{{bg,ul}, va ydug

boa a1b
2L Ly, vo }{bs, ui ydus + ;712{53,161}03({1}3, va})

b
+i{a1702}{53,ul}d03 —

b3a1

2
uy

bsa 1
+ {{Ug,ul}, b2}d’U2 — %{ul, bg}{vg,ul}dUQ + b3b2{a1, U2}d(u71{vg’ Ul})+

(5] 1
1 1
+boai{bs, Uz}d(a{v3, ur}) + albzbsd({a{vs, ur},va})

Aprés regroupement, on montre a 1’aide de I'identité de Jacobi du crochet de Poisson
{_a _} que
duq duq duq
[[b3dv3, u1 ——]w, badvaly, + [[b2dv2, b3dvs)w, u1——w + [[u1——, badvaly,, b3dvs]w = 0
u1 uq uq
De méme, on montre que :
(a) En effectuant les substitutions
] —> a2 > Ul —> U 5 by —> by » V2 —> V3 5 by —> by €t
v3 — > v; on obtient :

d d d
(Ibrdvr, 121, badus)o([bdus, brdon Lo, s 2+ {[us =2, bydvg, brdvr ) = 0
u9 u9g u9
(b) En effectuant les substitutions a; — ~az,u; — >uzs by —> by s

V2 —= V1 > b3 . b2 et V3 —> Vo 01 obtient :

U du du
2], brdv o+ [[brdvr, badvs)., U3u7;]w+[[usu7;, bidv]w, badva), =0

[[b2dva, uz—
us3

Ceci achéve la preuve de la proposition suivante :

Proposition 3.1.26 Soient u; € S et ay, by, b, vo,v3 € A—S. D’apres la définition

de [—,—|w et les propriétés de {—,—}, nous avons :
du du
(a) [[bgdvs,ulu—ll]w,bgdvz]w + [[bgdvg,bgdvg]w,ulu—ll]w +
d
[[Ulﬂ, badva]y,, badvz, =0
Uy
dusg dus
(b) Hbldvl,UQuiz]w,bgdvg]w + [[bgdvg,bldvl]w7u2u—2]w +
d
[[uzﬂ, b3dvs],, bidvi], =0
U2
dug dug
(c) [[b2dv2,u3u73]w,bldv1]w + [[b1dvl,bzdv2]w,u3u73]w +

du
[[us—2, bydvr ], badvsle, = 0.
u3
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I découle des propositions 3.1.22, 3.1.23, 3.1.25, 3.1.26 et de la linéarité de [—, —|,,
que :

Théoréme 3.1.27 Soit (A, {—, —}) une algébre de Poisson logarithmique princi-
pale le long d’un idéal T engendré par S := {ua,...,up}. Le crochet [—, —|, défini par
(3.14) induit sur Q4(logZ) une structure d’algébre de Lie.

3.1.2.2 Construction d’une représentation par des dérivations logarith-
miques de Q4(logZ).

Nous savons que Iapplication hamiltonienne H : 4 — Der 4 de toute structure
de Poisson sur A est un morphisme d’algébres de Lie satisfaisant la condition de
compatibilité (3.1). Or a la sous section 2.1.4.2, nous montrions que dans le cas des
structures de Poisson logarithmiques principales le long de Z, cette application se
prolonge en une application A-linéaire H : Qa(logZ) — Der4(logZ). Soit x fixé
dans Q4(logZ) l'application p,(z) : A — A définie par
pw(z)(a) = w(z,d(a)) est une R-dérivation sur A.

En effet, pour tout a € A,
P du; n . P x; n

pu(®)(a) = Y zipu(—)(a) + X wipu(dvi) = 3 —{ui,a} + > wi{vi, a}.
i=1 Uj p+1 i=1Ui p+1

p . n
Donc py(z) = Zﬁ{uz, —}+ > zi{vi,—}. Donc p,(x) est une dérivation logarith-
i=1Wi p+1

mique comme somme des dérivations logarithmiques. Ainsi, il existe un homomor-
phisme de A-module; p, : Qa(logl) — Ders(logZ) qui a tout =z € Q4(logZ)
associe py(x).

Ona:p, =H.

d
Soient u € Z* et a,b € A tels que o € Q4(logZ). D’aprés ce qui précede,
u

w(a%u,db) = %{u,b}. Donc pw(a%u)(b) = %{u,b} = %(ad(u))(b) et donc

du a
Pw(a;) = E{u’_}‘
Ainsi,
du  dv a dv b du 1
w 77b7 = w \ ab - - ) — bd —_ )
plat 0% = g (B0 2 e) 2 abd( (o)

= Yo ®) + o 0pou ) + abp (-, 0))

— %{u, bHv, -} + %{a, vHu, -} + ab{{%{uvv}, -}

Par ailleurs, on a :
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pula) (p0%)) = St
= %{u,b}{v,—}—&-afb{%%{va_}
= %{u,b}{v,f}+ %{uv{v77}} - %{uav}{vﬂi}a

P05 (la)) = Vot

= (v} )

T 0 U B N T R N A
Done o), pu)] = - fubho, ) + D fu, o, -3} — 0} (v, ) +
u—bv{v, ap{u,—} — Z—z{v, {u,—}}+ va—zj;{v, u}{u,—}. Or d’aprés I'identité de Jacobi,
{u7 {U’ _}} - {U) {u’ _}} + {_7 {U,U} = 0.

du dv a ab b

Donc [pw(az)va(bj)] - H{uv b}{vv _} - W{U,U}{U, _} - %{%a}{u? _} +
o uh =) + 2 ({0}, -} — e, ).

du dv du dv
) pab D).

De méme, on démontre que pw[a—u,bdv] = [pw(a—u),pw(bdv)] et poladu, bdv] =
u u

Et donc py([a—,b—]o) = [pola—
one pu(la® 570 = [pu(a

[pw(adu), p,(bdv)]. On a donc la proposition suivante.

Proposition 3.1.28 Soit (A;{—'—}) une algebre de Poisson logarithmique le long
de Z. L’application A-linéaire p,, : © — py,(x) est un morphisme d’algébres de Lie.

Remarquons aussi que :

[dﬁ’ a@]w _ l{u’a}@ n ad(i{u, v})
u' v u uv
_ l{u a}i’ +a[dﬁ @]
w7 u

- L) e 2y

U
du dv du dv
= Pw(;)(a)? + a[;, ?]

La proposition suivante généralise cette propriété.
Proposition 3.1.29 Pour tous w; € Qa(logZ) et f € A, on a :
[wi, fws] = flwi, wi] + (pu(wi) (f))w;-

Preuve. Voir Annexe A m
On a ainsi démontré le Théoréme suivant :
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Théoréme 3.1.30 Toute structure de Poisson logarithmique principale le long d’un
idéal T d’une R-algébre A induit sur Qu(logZ) une structure de Lie-Rinehart.
Autrement dit, pour toute structure de Poisson logarithmique principale le long d’un
idéal T, (Qa(logZ), pu,[—,—]) est une algébre de Lie-Rinehart

Ayant muni sur Q4(logZ), d’une structure de Lie-Rinehart, on peut dorénavant
appliquer la technique de Palais et Rinehart pour construire un complexe de chaine
lequel nous permettra de construire la cohomologie de Poisson logarithmique. Pour
cela, posons Lalta(4(logZ), M) I'ensemble des applications multilinéaires anti-
symétriques sur Q 4(logZ) a valeurs dans un 4-module de Lie-Rinehart M.
Lalta(Qa(logZ), M) est une R-algébre graduée commutative pour la loi
“shift”définie par :

a ﬁ(xlu (s ij-i—q) = ngu(a(xcr(l)7 s xo’(p)) ® /B(xo(p-l-l)a ey $o(p+q)))

ou p: M ® M — M est un morphisme de Q4(logZ)-modules, muni de la différen-
tielle d,,, de Cartan-Chevalley-Eilenberg associée & la représentation p,, définie par

dp, (f)(ag, ...ap) = é)(—l)ipw(ai)f(ao,---di,---ap)+
Z(—l)i+jf([ai, Oéj], Qg eeny Ozi, ceey dj, ceay Odp)

i7j
on obtient une algébre différentielle graduée dont la cohomologie associée est
notée Hpg (A, {—,—}; M). Or Hpg (A, {—, -} M) = Ext(ya,0,400e7))) (A, M) si
Q4(logZ) comme A—module est projectif. On adopte donc la définition suivante;

Définition 31 Hjg (A, {—,—}; M) est appelé cohomologie de Poisson logarith-
mique o valeurs dans le module de Lie-Rinehart M.

D’apreés ce qui précede, la 2-forme w induite par cette structure de Poisson est un
élément de Lalt}(Q4(logZ), A). On se demande si elle n’est pas un cocycle du
complexe Lalt*y (2 4(logT),.A). La proposition suivante apporte une réponse & cette
préoccupation.

Proposition 3.1.31 La 2-forme w est un 2-cocycle de Lalt*(Q4(logZ), A).

Preuve. Voir A m
On notera [wy_ 4] la classe de cohomologie de w

Définition 32 [w{_’_}] est appelé classe de Poisson logarithmique de

(.A,{—,—};Z)-
3.2 Construction géométrique de la cohomologie de
Poisson logarithmique.

On montre dans [Saito 1980] que la paire (Qx ,(log D), Derx ,(log D)) est réflex-
ive. Pour tout 6 € Derx ,(log D) et o € Q2x ,(log D) on note

(0lar) = i5(cx).
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ou (—|—) désigne le crochet de dualité entre Qx ,(log D) et Derx ,(log D). Nous
avons montré au chapitre 2 que toutes les sections de Qx (log D) sont de la forme

_an

ou g est une fonction holomorphe sur D telle que dimcDN{z € U : g(z) = 0} < n—2.
Or d’apres les constructions de la section 2.1.4.2, Papplication hamiltonienne H ne
se définit que pour des formes ayant des poles uniquement sur D. Autrement dit,
ces constructions ne sont faites que pour une classe précise de diviseurs. Pour de
tels diviseurs, 2x ,(log D) doit étre engendré par des formes fermées. Les caractéris-
tiques d’un tel diviseur sont données par le Théoréme 2.2.7.

Dans cette section, nous supposerons en plus que D satisfait les hypothéses du
Théoréme 2.2.7 et que la fonction de définition h de D est irréductible. Par ailleurs,
on suppose que X est équipée d’une structure de Poisson {—, —} logarithmique le
long de l'idéal Zp de définition de D. Comme & la section 3.1, nous désignerons par
H : Qx — Derx l'application hamiltonienne associée a cette structure de Poisson.
Notre souci est de prolonger H sur Qx(log D). Puisque toutes les sections de

Qx (log D) peuvent se mettre sous la forme w = gf + U avec g € Ox et p € Qx

alors pour tout 6 € Derx(log D),w € Qx(log D) on a :

16hdh 1 1 5.9
Lsgw = ————+ —Lsdh + —Lsn — —w 3.15
gh h  gh g g (3.15)

H étant 'application hamiltonienne d’une structure de Poisson, on a :
Pour tout aq, a9, a3 € Qx

(H(a1)|ag) + (an|H(a2)) =0 (isotropie)

1
(LHa,o|Has)+ O=0 (3.16)

On pose :

dh
Ha = H(Oé()?‘f‘al) = %H(dh)‘i‘H(al-) (3.17)

C’est I'application hamiltonienne logarithmique associée & la structure de Poisson
logarithmique principale d’application hamiltonienne H. Par ailleurs,

Lranya — H(dh).ad%o + %H(dh)a% + Liana (3.18)

ap

L
%H(dh)-&-H(al)a h
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On se demander si H vérifie les relations similaires & (3.16). Pour cela, 'on remar-

dh
quera que pour tout a; = T + ozl-l,i =1,2,3ona:

(£

l

o az\ﬁ(ag))
Femanadl ) - (FEND g <dh>)+(,1LEH<dh (o) )

%@IH@ )) - (H(f)hd: }ILH(dh)> - (H(El )@IH( ))

1

1 1
el @d) ) + (Laapadl pH@ ) + (Enapodla)

_|_

+

|
/—\/\/—\/\

On pose

Gr(H) := {H(a) ® o, a € Q4 (log Zp)} (3.19)
Les égalités (3.17) et (3.18) nous permettent de démontrer le théoréme suivant dont
les détails de la preuve sont renvoyés en annexe A.

Théoréme 3.2.1 Soit H Uapplication hamiltonienne d'une structure de Poisson
lggam'thmique principale d’application hamiltonienne H.
H : Qx(log D) — Derx(log D) satisfail les propriétés suivantes :

(1) Gr(H) est isotrope

(2) Pour tout oy, o, o, € Qx(logZp), on a :

(Eg(ai)aﬂf{(ag)) +O=0 (3.20)
On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.2.2 Pour toutes sections a1, oz de Qx(log D), on a :

[ﬁal, f{OJQ] = Er(iﬁaldOQ — ’iga2da1 + d(ﬁal, 042)) (3.21)

Preuve. Soient aq, ay deux sections de Qx (log D),. D’aprés le théoréme 3.2.1, on a :
0

_( Hay 052|Ij.[053)+ O

( ‘CHal CV2|053)

fa, 02] 03

Ha Oég,HOq) EH 061‘ f{ag)

L’,HQQag?Hozl)
E 053|H0él

(£ (

L ( (7 Hagdal + dig,, o |Has)

1L (£ Fa, ) — day (Has|Has) — (dig, o |Haw)
(EHa2a3|Ha1) day (Has|Has) — (dir, o |Ha)

Ly, q2laz) — (£ C e as|Ha) (i e day|Has) — (dig, o |Ha)
(

L

T T

= ( ) —
= ( ) —
(H[,ﬁaaﬂoz)
= (HLj ) —
= (
= (
=(
= (

+ +

EHala2|oz3) HZHa doy,az) — (dzHaja1|Ha2) (Eﬁa2a3]Ha1)

foy @2 — Hig,, dailas) — (dig,,c1lHas) — (Lg,, a3, Ho) i
Eﬁalag HZHa dallag) (dZHOlSOq’HOéQ) ('deag +C~iif{a20‘3‘HO‘1) .
1L j, 002 — HzHa doq|ag) — (d(zHa ay)|Hag) — (z'Ha das|Hay) — (dNiga?oz3|H0q)
_( ﬁﬁalag I:IZHQQqu,Oég) Hag(Ha3|a1) Hal(Ha2|a3) dag(lilag,a})
= ( ‘Cfla g — HiHa da1|a3) HO[Q(HO[B‘al) HOél(HOZQ‘Oég) (043, [HO[Q,HCYl])‘i—
+Hay(az|Has) Hag(a3|Ha1)
= (Hﬁg Q2 — HzHa doy — [HOQ,HCMHOZB)

T T T
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D’ou le résultat. m

3.2.1 Quelques structures d’algébre Lie associées aux structures
de Poisson logarithmiques.

Pour tout m € Mp := Ox[D], on a : Hdlog(m) € Derx(log D).

Ici Mp désigne le sous-faisceau de Mx (faisceau des fonctions méromorphes sur
X)) des fonctions méromorphes a poles sur D.

Nous rappelons que pour toute structure de Poisson holomorphe définie par une
application hamiltonienne H, les fonctions hamiltoniennes sont toutes holomorphes
sur X. On déduit de la relation Hdlog(m) € Derx(log D) que certaines classes de
fonctions méromorphes peuvent étre hamiltoniennes logarithmiques. C’est le cas des
fonctions méromorphes du type

,
ou h = ] h; est la fonction de définition de D et g une fonction sans zéros sur D.

i=1
Nous rappelons que toute structure de Poisson {—, —} se prolonge de maniére unique
par
a 1 a
u, - s = —{u,at — ={u,b 3.22
en une unique structure de Poisson {—, —}s sur M.

On sait que pour tout my, mo € Mp, ils existent A1, Ao € Z et a1,a2 € O% tels que

a;
et
dm; dh  da;
=e(M)Ni— + — 3.24
e O (3.24)
ou £(\;) désigne le signe de A;.
On considére sur M p le crochet suivant
- dmy d
E T2y s e Mp — O
mi dTTLQ
{m1,ma}p = (Hdmﬂ%) si mpeMp—Ox et meOyx (3:2)
2

(Hdmq|dmz) si m; € Ox
Ce crochet posséde les propriétés suivantes

Proposition 3.2.3 Le crochet {—, —}p vérifie les égalités suivantes

(1) {—,—}p est C-bilinéaire antisymétrique,
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(2)

m11m2 {m1,ma}s si m; € Mp—Ox
{m1,ma}p = mi{ml,mg}s st My EMp—-—0Ox et mp €Oy
{ﬂil,mg} st m; € Ox
(3.26)
(3) {—,—1}p est une dérivation logarithmique sur Mp — Ox en chacune de ses
composantes,
(4) Pour tous my,mg € Mp — Ox, {mi,ms}s € Ox.
mima2
Preuve. Elle découle des propriétés de formes logarithmiques. m
On en déduit le corollaire suivant.
Corollaire 3.2.4 {—,—}p est une structure de Lie sur le faisceau M p prolongeant
{_v _}
Preuve. Il faut montrer que {—, —}p vérifie 'identité de Jacobi sur les sections

restantes de M p. Pour cela, 'on distinguera trois cas :
Cas 1 u,v e Mp —0Ox et a € Ox.

Cas2 ve Mp —0Ox et a,be Ox.

Cas 3 u,v,w € Mp — Ox.

On suppose u,v € Mp — Ox et a € Ox Alors;

fufv.alplp = (. {v,ak}p
= i{u, {v,a}s}s — ﬁ{u,v}s{v, aks
11 s’ensuit donc que
{u,i[v,a}D}zﬂ- O= ,
= %{Ua {v,a}s}s — W{u,v}s{v, akts+
%{v, {a,utsts — %{a,u}s{v,u}sﬁ—
—{a, {u,v}s}s - #{U,v}s{a,v}s
—%{Ua v}s{a, uls

De fagon analogue, on montre les autres cas. Les autres détails de cette preuve sont
donnés en annexe A. =
On en déduir les propriétés suivantes des crochets {—, —}s et {—, —}p

Proposition 3.2.5 Les crochets {—,—}s et {—, —}p vérifient les propriétés suiv-
antes sur Mx — Ox

(i) {m1,ma}p({{m1,ma}p,m3}p + {ma,m3}p + {mi,m3}p)+ O=0

1 1 1
7). — = - -0
(i1) ml{m27m3}s{{m2,m3}s,m1}s QOg{mg,ml}s - {ms,m1}s+ O
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3.2.2 Structures d’algébre de Lie-Rinehart sur Qy(log D).

Précédemment, nous avons montrer que toute structure de Poisson logarithmique
induit un morphisme de faisceaux H : Qx(log D) — Derx(log D). Nous allons a
présent montrer que ce morphisme est une structure de Lie-Rinehart.

dh , dh ;
Pour tout o := 0417 + oldx;, B = ,6’1? + Bldx;.

On définit sur Qx (log D) le crochet suivant :
[a, B] o o
= 0 h, 632 Py 1y B 4 O, e+
h h ) h h i
+4{au, 953‘}? + alﬂjd(ﬁ{h, B7Y) + o {xi, 51}74'
+%{o/, h}dxz; + a’ﬁld(g{xi, h}) + iz, 7 dx; + B {a’, xj}de; + o' d{x;, x5},

(3.27)
et on a I’égalité suivante
@ af] =
oS, By 1 P, my 8 4 O h, )+ (o, )
() + oo 1) G + T (ah R
Hpratd(y i, ) + 0t e, B9 Yda; + 8ot 2y Yo + 0t Bld{, ;) (3.28)
+%{h, a}% + O‘lhﬂj {h,a}dz;
+aBr{z;, a}% + a'pi{z;, a}dz;
qui aprés regroupement, nous donne :
[, aB] = H(a)(a)B + ala, f] (3.29)

Dans l'optique de munir Qx (log D) d’une structure d’algeébre de Lie-Rinehart, mon-
trons le lemme essentiel suivant.

Lemme 3.2.6 Le crochet [—, —| définit dans Qx(log D) une structure d’algébre de
Lie-Rinehart.

Preuve. Soient aq, ag, az € Qx(log D).

[len, a2], ]
= [ﬁgalag _if[QQdahaii]
= —[ag,ﬁgalag—igwdal]

= Zﬁ(ﬁgalazfig%dal)dag — ‘Cflag(ﬁf{alaz - Zﬁlano‘l)'

Or d’aprés le corollaire 3.2.2, on a

H(L 0,02 = ifg,,dar) = [Hay, Hao).
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Donc

([, 2], 3]

= i[I:Ia1,I:Ia2}da3 - ‘CI:Iag‘CI:Ialaz + ‘Cl:lagiflagdal

= Z[I:Iog,f[az}da/?’ - ﬁf{a3£f{a1a2 + EHa3£Ha2 - ﬁf[oz;gdzﬁagal
= Ufay,7a9) 93 = Loy Lia,®2 + Loy Litas = WLy fa, Q1

Par ailleurs, £ étant un endomorphisme de Lie de Derx (log D), il s’ensuit que
[lor; o] 3]+ O= i34, 70193 + Liftay fasjor — WL ey a1+ O

D’autre part, la formule magique de Cartan et les égalités 3.29 appliquées & as et
H(as) donnent

Loyt a1 = i[ﬁa&gw] + 170, Li1a,01- De cette derniere relation, il vient que;
_dﬁﬁagiﬁazal =—d <£ﬁa3’Ha2> - ‘C[ﬁag,ﬁag]al + i[ﬁag,ﬁag]dal'

En substituant —dLy,, iz
obtient :

a,@1 dans Uexpression de [[a1, ag], as]+ O ci-dessus, on
[[alv CEQ], 043]+ O
= 10110903+ Ll 10ai®1 — @ (Ll 102) = Ly o)1+ i o 01+ ©
= i[f]al,Hag]dOB + i[Hag,ﬁag]dal —d (ﬁﬁa3|Ha2> + 0
- i[ﬁalvgaﬂda:s + Z.[Ha&gw]dal + i[HamHocg]dfn N i[ﬁa1,ﬁa3}da2+
ey f100] 902 + 70y 0,903 = d ( (Lo, |Ho2 ) + O
=d ((ﬁgag‘Hag) —+ @)

Or d’aprés le Theoreme 3.2.1, (£, |[Has) + 0=0.

D’ou le résultat. m
On en déduit aussi la proposition suivante.

Proposition 3.2.7 H est une structure d’algébre de Lie-Rinehart sur Qx (log D)

Preuve. Voir Annexe A m

Si nous posons LaltP(Qx(log D)) le faisceau des p-formes Ox-linéaires anti-
symétriques sur Qx (log D) et

Lalt(Qx (log D)) = péoﬁaltp(ﬁx(log D)). Alors 'application

()1, @) = 32 (— 1)L () f(@1, ey Gy oy )+

Z(—l)i+jf([ai, aj], 1y ey Ozi, ...,dj, ceny O[p)
(]

vérifie :

Lemme 3.2.8 6% =0
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Preuve. Elle découle de la relation (3.29) et de l'identité de Jacobi du crochet
[—,—] =

Il en résulte que (Lalt*(log D),0p) est un complexe de chaines. On en déduit la
définition suivante.

Définition 33 La cohomologie du complexe (Lalt*(log D),0p) est appelée coho-
mologie de Poisson logarithmique de la variété de Poisson logarithmique X.

Le k™€ groupe de cohomologie de ce complexe sera noté H 1’3 <(X) Let le kime
de cohomologie de Poisson associée sera noté Hp(X).

groupe

3.3 Exemples de calculs de groupes de cohomologies de
Poisson
logarithmiques.

3.3.1 Groupe de cohomologie de Poisson logarithmiques des struc-
tures logsymplectiques.

Soit (L,[—,—],p,Z) une algebre de Lie-Rinehart logarithmique. Comme dans
[Dongho 2011] nous adoptons la définition suivante.

Définition 34 On appelle structure d’algébre de Lie-Rinehart Poisson dans L log-
arithmique le long de T toute 2-forme p sur L d,-fermée.

Lorsque p est une structure d’algébre de Lie-Rinehart Poisson logarithmique,
(L, p, ) est appelé algébre de Lie-Rinehart Poisson logarithmique. On dira que
L est une algeébre de Lie-Rinehart Poisson logarithmique lorsqu’il existe sur L une
structure Lie-Rinehart Poisson sur L logarithmique. Si A est une algébre de Poisson
de 2-forme associée w, alors

dp(w) =0 (3.31)

En effet, pour tout a,b,c € A on a :

dp(w)(da,db,dc) = H(da)w(db,dc) — H(db)w(da,dc) + H(dc)w(da,db)
—w(d{a,b},dc) + w(d{a,c},db) — w(d{b,c},da)
= —2(Jacobi(a, b, c))

(3.32)
On conclut donc que toute 2-forme de Poisson sur A induit sur €24 une structure
d’algébre de Lie-Rinehart Poisson. Il en est de méme pour les 2-formes de Poisson
logarithmiques qui induisent sur Qh(log 7) des structures d’algébre de Lie-Rinehart
Poisson logarithmiques.
A cette notion de structure d’algébre de Lie-Rinehart Poisson logarithmique, est liée
celle de structure d’algébre de Lie-Rinehart-Poisson-symplectique logarithmique.

1. L’indice P fait référence & Denis Poisson alors S est mis pour Kyoji Saito
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Définition 35 On appelle structure d’algébre de Lie- Rinehart- Poisson-symplectique
logarithmique dans L toute structure d’algébre de Lie-Rinehart Poisson-
logarithmique p sur L pour laquelle 'application

L — Homu(L,A) (3.33)
T 1zl '

est un isomorphisme de A-modules.

Il s’en suit que dans toute variété logsymplectique (X,w, D), w est une structure
d’algebre de Lie-Rinehart-Poisson symplectique logarithmique sur Derx (log D).
Nous allons a présent montrer que les structures d’algébre de Lie-Rinehart-Poisson-
symplectique logarithmique sont entiérement caractérisées par H.

Soit u la 2-forme associée a une structure de Poisson logarithmique principale {—, —}
le long d’un idéal Z de A et p une structure d’algébre de Lie-Rinehart-Poisson-
symplectique logarithmique.

Dans la suite, les structures d’algébre de Lie-Rinehart-symplectique- logarithmiques
seront simplement appelée structure d’algébre de Lie-Rinehart-logsymplectique.

Proposition 3.3.1 p est une structure d’algébre de Lie-Rinehart-logsymplectique
sur Qa(logZ) si et seulement si H est un isomorphisme de A-modules.

Preuve. Supposons que H est un isomorphisme.
Soit x,y € Qa(logZ) tels que I(z) = I(y).

Alors
—o(H(z)) = I(x)
= I(y)
= (AW
i.e. H(z) = H(y)
i.e. x =y

Réciproquement, soit ¢ € H(Q4(logZ), A). Cherchons x € Q4(logZ) tel que I(z) =
.
Puisque ¢ € Hom(Qa(logT), A) = Dery(logZ) = H(Qu(logZ)), alors il existe

z € Qu(logZ) tel que H(z) = o~ 1(z)). On a donc
I(=2) = 6(H(2)) = .

Il suffit de prendre x = —=z.
Réciproquement, on suppose que I est un isomorphisme. Alors si H(z) = H(y),
alors —H(H(x)) = —H(H(y)); i.e. I(x) = I(y) et par suinte z = y.

—

Par ailleurs, pour tout § € Derg(logZ), il existe z € Qq(logZ) tel que
6(0) =1I1(x) = —o(H(z)); i.e. H(—z) =0. m
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3.3.1.1 Calcul de la cohomologie de Poisson logarithmique de {z,y} ==«
sur Clz,y]

Avant d’engager le calcul de cette cohomologie, revérifions quelques résultats
théoriques introduits en section 3.1. Tout au long cette section, 4 désignera ’algébre
C[x,y]. On considere sur A le crochet

df 0g 0f 0g

qui fait de A une algebre de Poisson. Par ailleurs, pour tout f € A, la dérivation

_9f9 9f9
Dy := x(ax 3y ay &U) (3.35)
vérifie :
D¢(zA) C A (3.36)

Elle est donc une dérivation logarithmique principale le long de Z = zA. On en
déduit donc que A est une algébre de Poisson logarithmique le long de l'idéal z.A.
Comme toute structure de Poisson, elle induit une application A-linéaire H : Q4 —
Der 4 définie par :

H(df) = Dy (3.37)

cependant, de ’équation (3.36) nous déduisons que H(Q24) C Der(logzA) ou
Der(logzA) est le A-sous module de Der 4 formé des dérivations logarithmiques

le long de 7.
On a donc :
H(dz) =D —mg H(dy) =D ——:rg (3.38)
St Toy? Y=y = " s '
L’on remarque aussi que
1 0 0
li = — = _— . .
. (zA) 9y (zA) x@y (A) CzA (3.39)
Il s’ensuit donc que le(a:A) € Der(logzA).
x
on a donc :
- dzx 1 0 ~ 0
H(—)=-H = — H =H = —x— 4
(5) = pHl0) = 5 et () = Hdy) = —vi> (340)

Le Lemme suivant nous permet de conclure que ces données suffisent pour définir
entiérement H.

Lemme 3.3.2
d d
Qm%agAg@A@chf@QA (3.41)
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11 vient donc que pour tout a € Q4(logZ), il existe a,b € A tels que
dx
a = a— + bdy.

T
On obtient donc

-~ dx 0 0
H(a" - +bdy) = ~br g+ az - € Der(logzA) (3.42)

On définit dans Q 4(logZ) le crochet :

dx dx
[ == + aldy, ag? + aldy] ==

af 0 X0 17,0 1 o) 4z
?{x,az}+?{al,x}+a2{a1,y}+a1{y,a2} ?‘*‘ (3.43)

0 0
o o
(%o} + ako) + allyad) + ablaln) )
On a la proposition suivante.

Proposition 3.3.3 Le crochet défini par (5.43) induit une structure d’algébre de
Lie sur Q4(logZ).

Preuve. Voir Annexe A. m

Remarque 3.3.4

d d
Pour tout a(y)g € C[y];x et bdx + cdy € 4, on a :

) b+ cdy] = [a(o) S bda] + [ofy) ey
0b da(y)

)dx + a(y)%dy € Qg

On conclut que 4 est stable pour le crochet de Lie de Q4(logZ). Par ailleurs,

dx dev, ob(y) da(y), dzx
[a(y)?,b(y)?] = (a(y)Ty—b(y) By )?
et
o) 2 5(0) ™), ) D) o=
(a5~ 8) 5 % o) D o= .

X
d d 92b o? d
_ a(y)) g(yy) Cca ay(yy) b aé;(j))j+o
=0

Donc C[y]d—x est stable pour le crochet [—, —].

Dans ce cas particulier, ’application hamiltonienne logarithmique associée vérifie la
propriété suivante.
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d d

Lemme 3.3.5 Pour tout a = a(f—m—l—o&dy,ﬁ = B?f +Bidy € Qu(logZ) eta € A,
x

on a :

[, af] = H(a)(a)8 + ala, B] (3.45)
Preuve. Voir annexe (A) m

Proposition 3.3.6 H : Q4(logZ) — Der4(logz.A) est un homomorphisme d’al-
gebres de Lie.

Preuve. Voir annexe (A) ®
Pour alléger les notations nous considérons les isomorphismes suivants.

o —

Lalt’(Q4(logT),I) = A, Lalt'(Q4(logZ),I) = Derg(logZ) = A x A et
Lalt?>(Q4(logZ),T) = A. A T'aide de ces derniers, le complexe de Poisson loga-
rithmique associé devient :

d° dl

0—=A—">Ax A—> A—>0 (3.46)

ot d%(f) = (0yf, —x0uf) et d(f1, f2) = Oyfa + 20s fi.

On a bien :
1 0 _ 2 2 _

Ce qui montre que dz est de carré nul.

Proposition 3.3.7 La 2-forme de Poisson associée a {x,y} = = est logsymplec-
tique.

Preuve.

Par définition, la 2-forme de Poisson de {—, —} est p = 20, A 0. On en déduit que
x

la 2-forme correspondant & p est w = — A dy laquelle est bien logsymplectique =

Nous allons & présent calculer les groupes de cohomologie associés.
Proposition 3.3.8 H% >~ C, Hhg 2 C, H3g = 04.

Preuve. D’apres la définition de la différentielle d 7, on a :

1. Calcul de H}g.
0 0
Pour f € A. f € kerd’ si et seulement si of = of =0
H Jy Ox
1l s’ensuit que, Kerd% = C.
2. Calcul de Hig.
Pour tout g € Aonag= dllq(O, | gdy + k(x)). Donc d}q est un épimorphisme
et par suite, HI%S =20y
3. Calcul de H}g. On remarque que A? = (Cly] x C[z]) & (zA x yA).
Ainsi, pour tout (f1, f2) € A x A, il existe g1 € C[y],92 € Clz],ha,h1 € A
tel que f1 = g1(y) + xhy et fo = go(x) + yhe. Mais pour tout (a(y),b(x)) €
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C[y] x C[], $8(;;y) + 82(;)

analogues, nous avons .

= 0. Donc Cly] x C[z] C ker dllq. Pour des raisons

ker(d): = ker(d})Nn A
(Cly] x Clz]) & ker(d
(Cly] x Clz]) ® O(A)

L) 0 (@A x yA)
oll © est défini par

Par ailleurs, ©(A) C ker(dllq)

et
A= Clz] ® yCly] ® xyA.

On en déduit que, pour tout f € A, il existe (f1,q,p) € Clz] x Cly] x A tel
que f = fi +yq+ zyp.

Ainsi
oF w0 ) )
9~ Vg, +ﬂf(p+yay) =1 +yay)q+x(1+yay)p € Clyjex(1 +yay)(«4)
et

L0 0K 2,00 _ _ Oft _ 9
—a&c =T = wYp - yax =T xy(1 +xam)p€:c(C[x}€B:ry(1+
On considére ¥ : A — A% f s (z(1+ yaf)f, —zy(1+ xa—)f)

Yy T
Puisque
o) ) of 896 20y f

(2 (1+y@>f 951/(14‘37%”) (z f*—HUya* e f E>

B (ﬁxyf Oa:yf)

Oy Ox

= dy (zyf)

et U(A) C d%r(A). On a

G -22D) e (€l x o) o v
Réciproquement, pour tout F := (fi(y),xf2(x)) + ¥(p) € (Cly] x zClz]) &
U(A), On a

— /fldy /fgda: )+d% (zyp) = dY /fldy /fzderxyp) € dj(A)

Donc

d> (A) = (Cly] x zC[z]) & ¥(A)

0~
H
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D’autre part, du fait que d%(f rady) = (za, — fx%dy) pour tout a € A,
on en déduit que ©(A) C d%(A). De plus, par un calcul direct, nous donne
O(A) C ¥(A).

0
Puisque (C[y] x C[z]) = (Cly] x 2C)® (04 x C) et, z—— A

Ox
dOH(A) N0gxC)=0y.
D’ou

NC =04, on a donc :

H}Ls = C.

]

D’aprés les Propositions 3.3.1 et 3.3.7 les cohomologies de Poisson, de De Rham
logarithmiques et de Poisson logarithmiques associées & la structure de Poisson
{z,y} = x sont isomorphes. La proposition suivante nous permet de vérifier ce
résultat dans le cas de la structure de Poisson logarithmique principale {z,y} = =.

Proposition 3.3.9 Les groupes de cohomologies de Poisson de {x,y} = x sont :
HY~C, H,~C et H5 2 04.

Par ailleurs, le complexe de De Rham logarithmique le long de 7 est :

51 ' 2
0—A—Q,(logzA) — Q5 (logzA) —0 (3.47)
ou p
d(a) := 28,(a )ﬁ + 8, (a)dy
et

00 4 biy) = (20.(0) — 0,(a) 22 A dy.

Proposition 3.3.10 Le diagramme suivant est commutatif

d® dt 2
0—A——Qu(logzA) — Q% (logzA) —=0

PN AP

0 A A? A 0
Preuve. Pour tout a € A, nous avons H(da) = H(zd.(a )d + 0y(a)dy) =
—0,(@)20, + 20(a)0y = (~0y(a), 20:(a) et % (a) = (9 (a), —20s(a)) = —H(da)

d d
De plus, pour tout o = f% +gdy € Q4(logZ),on a: d'(a) = (20,(g) — c%(f))f/\

dy, —H(d (@) = 2, (g) - 0, () ~
Par ailleurs, —H (a) = gx0, — f0, = (g,—f) , nous avons d}?(—H) = dL (920, —
f0y) = 20:(g) — 0y(f) m

La proposition suivante donne les groupes de cohomologie associés a ce complexe.

~

Proposition 3.3.11 Les groupes de cohomologie du compleze (3.47) sont : H%S
C, Hhg = C et Hp g = 04.
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Preuve.
Pour simplifier les notations, nous posons :

QL (log zA) 5 AxA Q% (log z.A) 5 A
ad—erbdy —  (a,b) ad—x/\dy = a
x x
Avec ces notations, le complexe 3.47 devient :
d° d!
00— A—AXA—A——0 (3.48)

ot d°(f) = (20.f, Oyf), et d*(f1, f2) = 2O0pfo — Oy f1.

Pour tout f € A, on a : f = d'(— [ fdy,0). Donc A 2 d'(A x A) et par suite,
Hpg =

Par un calcul simple, on obtient : H]% g =C.

Soit (f1, %) € A x A. (f1, f?) € ker(d') si et seulement si f! =z [0, f?dy + k(z).
Donc ker(d') = {(z [ dyudy, u);u € A} & zC & C. Or 'application suivante est un
monomorphisme de modules.

g: A — A x A
u — (z [ dyudy,u)

et ker(d') =2 0(A) @ (2C x 04) 2 0(A) @ (zC @ C).

De plus, pour u € A et a € C[z], on a :

d°([udy+ [ adz) = (x [ Opudy+za,u) = (z [ Oyudy,u)+ (za,0) = 0(u)+ (za,0) €
9(A) @ (zC). Donc 0(A) @ (zC) C d°(A). Puisque CNd°(A) = 04, on a; d°(A) =
d°(A) N (ker(d')) = 6(A) & (2C). Donc, ker(d') = d°(A) & C. Et donc H},s ¥ C. =

3.3.1.2 Calcul des cohomologies de Poisson et de Poisson logarithmique

de ((“4 = C['%Z/]? {m,y} = $2))

Dans cette section, nous proposons un exemple de structure de Poisson non
logsymplectique et nous montrons que ses groupes de cohomologies de Poisson et de
Poisson logarithmique sont isomorphes.

On considére dans A = C[z, y] le crochet de Poisson {z,y} = 22 qui est par définition

logarithmique principale le long de I'idéal de A = C|x, %] engendré par z2. Notons

dx? dzx

que —- = 2— Donc Q4 (log 22.A) est isomorphe au A-module engendré par {— U
x

Qa}

Cohomologie de Poisson logarithmique de A = Clz,y], {z,y} = 2°.

L’application Hamiltonienne logarithmique associée est définie sur les généra-
- d N
teurs de Q4 (log z2.A) par : H(—m) = 20y, H(dy) = —220,. On en déduit le complexe
x
de Poisson logarithmique suivant

O(H dl
0—=A—HAx AT pA——>0 (3.49)
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ol df, est définie par d%(f) = (20, f, —220. f), d}q(fhfg) =20y fo + 220, f1 — afi

et les isomorphismes suivants sont sous-entendus

A

Der 4(log 22 A) 5 AxA Der 4(log 22 A) A Der 4(log 22.A)
= a

ax0y + b, (a,b) ax0y; N\ Oy

1 dw

Calcul du H}g de (A := Clz,y], {z,y} = 2?).

Puisque A = Cly] @ xA alors pour tout g € A, il existe g1,g2 € A tel que
g = g1+ xgs. Ainsi, pour tout g € A,ona: g€ dllq(.A) si et seulement si g = xgy =
20y fo + 220, f1 — xf1. Mais zgy = 20y(z [ Opgady) — 220,92 — xgo et I’équation
2(0yv + x0zu — u) = g(y) € Cly]* ne posséde pas de solution dans A x A. Donc
A= dllq(A x A) @ Cly]. Il s’ensuit que

Hpg = Cly).

Calcul de Hpg.

Pour calculer H}DS, nous avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 3.3.12 Soit p : E — F un monomorphisme d’espaces vectoriels. Pour tout
sous ensemble A, B de E,p(A&® B) = p(A) & ¢(B)

Preuve. Il est clair que p(A @ B) = ¢(A) + ¢(B). Si z € p(A) N ¢(B), alors
z € p(A® B) = 0g. Par suite, po(A® B) = p(A) © p(B). =

Soit (fl, fg) e Ax A

(f1,f2) € ker(d}q) si et seulement si il existe k € Clz] tel que fo = [(1—20,)fidy +
k(x). Ainsi, ker(d}lq) =~ {(u, [(1 — 203)udy), uwA} & Clz]. Pour tout u € A, on pose
n(u) = (u, [(1 — 203)udy). Donc, n: A — A x A est un monomorphisme d’espaces
vectoriels. ker(d}g) = n(A) @ Clz] = n(Cly]) @n(xzA) & Clz]; puisque A = Cly| &z A.
D’autre part, pour tout g € n(zA) @® (04, 2°Clz]), il existe u € A et v € C[z] tels
que g = (zu, —a* [ 0ydy + 2*v(x)) = d% ([ udy — [v(z)dzx). De plus, pour tout
u(y) € Cly] et ag, a1 € C, I’équation différentielle :

{ T fy = u(y)
—2%f, = [u(y)dy+ao+ a1

ne posséde pas de solution dans A. Donc, ker(d}q) =~ n(Cly]) ® Cy[z] & d%(A). Par
suite,
Hpg = 1(C[y]) & Ci[z].
ou Cq[z] := {ap + a1x; ap, a; € C}. D’autre part, puisque 7 est un monomorphisme,
1n(Cly]) = Cly]. Alors,
Hpg = Cly] ® Ci[a].

Ceci achéve la preuve de la proposition suivante.

Proposition 3.3.13 Les groupes de cohomologie de Poisson logarithmique de
{x,y} = 22 sont :

Hpg = Clyl @ Cy[z); Hpg 2 Cly], Hpg = C.
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Cohomologie de Poisson de A = Clx,y|, {z,y} = 22
L’action de 'application hamiltonienne associée sur les générateurs de 24 est :
H(dx) = 220, et H(dy) = —2%0,.

par souci de simplicité, nous adoptons les isomorphismes suivant :

Der 4 S5 Ax A Dery N\ Dery 5 A
aly +b0y —  (a,b) a0y N Oy = a.

A T'aide de ces isomorphismes, la différentielle de la cohomologie de Poisson devient
dYy(f) = (@0 f, —x0xf) et dy (f1, f2) = :f(?xfl + :fayfg —22f.
Pour tout g € A, nous avons xg = —2x(—=g) + 22(=)(—0,9 + 9y([ 0x9dy)).

2 2
Donc A 2 d} (A x A) @ Cly].
Par suite,
H% = Cly).

Soit (f1,f2) € Ax A,

(f1, f2) € ker(d};) si et seulement si v € A,a € Clz]. Clest-a-dire, f1 = zu et
fo = [(1—20y)udy + a(x).

Donc, ker(d},) = {(zu, [(1 — 20,)udy + a(z)), u € A,a(z) € C[z]}. On pose
o(u) = (zu, [(1 — 20;)udy pour tout u € A. Alors ¢ : A — zA x A est un
isomorphisme d’espaces vectoriels et

ker(dy;) = ¢(A) @ Clz]

d’autre part, compte tenu du faite que A = Cly|®zA, on a p(A) = ¢(Cly]) B p(zA).
Par ailleurs ¢(z.A) @ 2°Clz] C d%(A), et donc d%(A) N ¢(Cly]) & Ciz] =04
Par suite,

ker(dpy) = ¢(Cly]) ® Cila] @ dyy (A) = Cly] @ Ci[z] & dyy (A)

On en déduit que,
Hp = Cly] & Cy[z]

Ceci achéve la preuve de la proposition suivante :

Proposition 3.3.14 Les groupes de cohomologie de Poisson de {x,y} = z% sont :
Hp = Cly] ® Ci[z]; Hp = Cly), Hp =

On déduit de la définition des différentielles formelles logarithmiques le long de z2.A4

et de A que Q4 (log 22A) = Q4(logvA). Ainsi, la 2-forme w = x—f A dy associée &

0 0
la. 2-forme de Poisson :):28— A 90 de {x,y} = 22 n’est pas logarithmique ; d’autant
x Y

1
plus que — ¢ Clz,y]. Par ailleurs, ’homomorphisme de modules suivant
x

d s, 0
fi: Qu(log 22 A) — Ha(Qa(log z2A), A), 040% + apdy — —0413328—$ + xaoa—y
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n’est pas surjectif.

1 0
En effet, ——dy est unique antécédent de :z:a— qui n’est cependant pas élément
x

de Q4 (log 2%A) si on considére notre définition des différentielles formelles logarith-
miques. ? Tl s’ensuit que {z,y} = 22 est une structure de Poisson logarithmique
principale non logsymplectique. On obtient donc le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.15 Le crochet {x,y} = 2% induit sur Clz,y] une structure de Pois-
son logarithmique principale le long de Uidéal 2> A. Cette structure de Poisson n’est
pas logsymplectique mais ses groupes de cohomologie de Poisson et de Poisson loga-
rithmiques sont isomorphes.

3.3.2 Calcul de la cohomologie de Poisson et celle de Poisson log-
arithmique de la structure de Poisson {z,y} = 0,{z,2} =
0,{y,z} = zyz sur A = Clz,y, z].

Dans cette partie, nous montrons que la structure de Poisson logarithmique
principale A = C[x, y, z] n’est pas logsymplectique et que ses groupes de cohomologie
et ceux de Poisson et de Poisson logarithmique associés sont différents. Par définition,
cette structure de Poisson est logarithmique principale le long de I'idéal zyzA et les
différentielles de Poisson logarithmiques sont :

of of
0 — _
dy(f) = (0,227, ﬂ;ya ) . . .
3 2 1 1
A (f1, fo, f3) = (= 28?4‘ 3? —zfi,—zy Yoy T, ) (3.50)
2 2 3
dg(fi; for f3) = w2 = +ay Dy
De méme, les différentielles de Poisson associées sont.
af of
0 - A
8 (f1, far f3) = (:vyzai‘q’ + xyz]; —yzfi —xzfo —ayfs, —:vyzaj;l, —zyz 6f1)
Ofs | Ofs ’
2 _
d (f17f27f3) - .’L'yZ( 9z + ay)

(3.51)

Calcul de H}

Nous déduisons des équations (3.50) que d%(Ag) C zA.
Cependant,

A Cly] ® 2C[z] @ zA

Cly] @ 2C[z] ® 2Clx] © zyCly] ® 22C[2] © 2°yA & 2°2.A & zyzA.

1R

2. 1l faut par contre signaler que d’aprés la définition de forme différentielle logarithmique

donnée dans [Saito 1980] —% est bien une forme différentielle logarithmique.
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du

0
D’autre part, pour tout zg(z) € zC[z]| 'équation différentielle z —I—ya—v = g(z) ne
Y

0z
posséde pas de solution dans A x A x A. De plus, pour tout g € zyCly] ® z2C[z] &
22y A ® 222 A P xyz A,
il existe

gl(y)v 92(2:)7 g3($7 Y, Z)7 94(:(:7 Y, Z), 95(337 Y, Z) € A
tel que g = zyg1(y) + 2292(2) + 2%ygs3(x,y, 2) + °2g4(x, y, 2) + xyzgs(z, y, 2)
On en déduit 'expression des 2-cobords :

dfy  0Of3

25 +yafy =y91(y) +292(2) + zyg3(x,y, 2) + v2g94(2,y, 2) + yzg95(z,y, 2) (3.52)

qui est équivalente &

N o)~ 294, ,20) + 0B~ 1 (9) a9, ) 25(,,2)) =0 (359
z Y

2(
Il suffit donc de prendre :

ﬁz/m@+@&ﬂ@w;ﬁz/m@+mﬂ&@+%@%@@@ﬂ)

pour avoir
d% (A%) = 2yCly] & 22C[2] & 2’y A ® 1°2A & zy2A.

On en déduit que
H}g = Cly] @ 2C[2] ® 2C[z]. (3.55)

Calcul de HISD.

De I’équation ( 3.51), nous déduisons que

§3(A?) C zyzA. (3.56)
Mais
A= Cly] @ 2C[z] @ 2Clz] @ zyCly] @ zyClz] ® z2Clz|® (3.57)
22C[z] & y2Cly] & y2C[z] ® xyzA '
et
52(A3) N Cly] @ 2Clz] ® zClx] @ 2yC[y] ® zyClz]P
22Clz] @ 22C[2] ® y2Cly] @ y2Clz] = 04
Puisque le morphisme
ou 0Ov
A><A—>A,(u,v)»—>%+8fy (3.58)

est surjectif, 03(A%) = zyzA,
alors
H3} = Cly] ® 2C[z] ® 2C[x] ® zyCly] ® zyClz]®
z2C[z] ® z2C[z] & yzCly] & y=C|z]

On conclut que :
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Théoréme 3.3.16 1. Le troisieme groupe de cohomologie Poisson logarithmique
de la structure de Poisson (A= Clz,y, z],{z,y} = 0,{z, 2} = 0,{y, 2} = zyz)
est

H3 = Cly] ® 2C[2] ® 2C[x] ® zyCly] ® zyC[z]®
x2Clx] ® x2C[z] @ y2Cly] ® y2Clz]

2. Le troisiéme groupe de cohomologie de Poisson de la structure de Poisson
(A =Clz,y,z],{z,y} = 0,{x,2} = 0,{y, 2} = xyz) est

H}g = Cly] @ 2C[z] @ 2Claz] (3.59)

On a bien H} 4 # H3.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les conditions d’intégralité des structures
logsymplectiques et la préquantification des structures de Poisson logarithmiques.
4.1 Préquantification des structures logsymplectiques.

Dans cette partie, A désigne une algébre commutative, unitaire sur un corps k
de caractéristique 0 et Z un idéal propre de A engendré par S = {u1,...,up} C A.
4.1.1 Quelques propriétés des structures logsymplectiques.

Soit p une structure d’algebre de Lie-Rinehart-logsymplectique sur Der 4(logZ).
Pour tout a € A, il existe une unique dérivation principale J, telle que

i(5, 1 = da. (4.1)
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Posons

{a,b} = — (60, ) (42)
pour tout a,b € A. On obtient ainsi un crochet de Poisson {—, —} sur A. De plus,

pour tout u; € S, il existe un unique Sui € Derg(logI) tel que

. du;
iz p= )
St T

Puisque du; € Q4 C Q4(logI), il existe 0y, tel que i5,, 10 = du;.
On consideére le crochet suivant :

1
—{u, if =u,b=ves
uv{u v} i a=mu v

— 1
{a,b} ging = E{u, b} if a=ueSbeA-S (4.3)

{a,b}  if a,be A—S

Proposition 4.1.1 Toute structure d’algébre de Lie-Rinehart logsymplectique o sur
A, induit dans A deux structures d’algébres de Lie {—,—} et {—, —}sing définies
comme ci-dessus. Ces structures vérifient les propriétés suivantes :

) 5y -t = {0} (5 + 2
(it) {uv,a}sing = {u+v,a}sing;Va € A-T1,
(iii) {a7 b} - 5a(b)7

(1) [6a;0b] = Sfapys

(U) 5{u,v} = uv[5~m 5~v] + {u’ U}((i) + 5~u)

Preuve. Pour tous u,v € Z, on a :

i(é{u,v}—uvé{uw})u = ié{u,v}u - Zuv(?{ui,}u
= d{uv 7)} - uvd(i{u7 ’U})
u
d d
— o (7

v
D’ou la propriété i).
Pour ce qui est de la propriété v), nous remarquons que
. . du dv
Ywvfbu Bl +H{uw} Gutd)) P T UV, 5, H T {u, v} o T
- uvZ[Su,Su]'UJ - Z(é{um}fmﬁ{u’v}smg)M
Z(uv[5u7(§v]+5{u7v}—uvé{u’v}smg)M'

Il suffit de montrer que

Z(UU[SMSUDM —! (uv(s{“’“}sim?) -
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Or

uvi([gu,gv]),u
uv[ﬁgu,i&}]u
= uv (ﬁguigvu - isvﬁgu,u,>

_ md(iﬁmvg.

Zl(uvd{u,v}sm\qyu o uvi@{uw}smg)'u
= wvd ({u, v}sing)

_ md(éﬁwvo.

D’ou I'égalité cherchée et la propriété est ainsi démontrée.
|

U w5 du] ) P

Par ailleurs,

4.1.2 Connexion logarithmique.

Soient L, L' et L” trois algébres de Lie-Rinehart.
L" est une extension de L le long de L’ §’il existe une suite exacte courte

0 Ry 0 (4.4)

d’algébres de Lie-Rinehart.

Toute extension du type (4.4), induit une application linéaire w : L” — L telle que
gow = 1d.

L’extension (4.4) est scindée si w est un homomorphisme d’algébres de Lie-Rinehart.
Toute extension du type (4.4) induit deux applications

a: L" — Endg(L)
T = ag iy [w(@),y]

Q: /Q\L” — I
(zy) = [w(@),wy)] —w(z,y])

telles que :

laws o] —appy) = [w(z,y), -] (4.5)

Y (ww(ry) —w(lz,y],2) =0 (4.6)

cycler{z,y,z}

Théoréme 4.1.2 [Huebschmann 1990][Théoréme 2.6/
Soient L' et L"” deuz algébres de Lie-Rinehart, avec L' abélienne, et soit o : L —
End(L") une structure de module de Lie-Rinehart de L" sur L'. La correspondance
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qui a toute classe d’isomorphisme d’extension du type (4.4) associe la classe de §) €
Lalt](L", L"), est une bijection entre l’ensemble des classes d’extensions scindées de
L' par L" et H*(Lalt 4(L",L")).

Soient L une algébre de Lie-Rinehart et M un A-module.
Une L-connexion dans M est une application k-linéaire V : L — End(M) telle que :

V(aa)(m) = a(V(a))(m) (4.7)

V(a)(am) = aV(a)(m) + (pr(a))(a)m. (4.8)

Les Der 4(log Z)-connexions sur M sont appelées connexions logarithmiques le long
de Z sur M.

Toute L-connexion V sur M induit une application A-linéaire

V : M — Hom (L, M) définie par :

De plus, V induit sur Lalt 4(L, M) 'opérateur,

i=p

(@ f)(ag, ..., ap) = ;(_1)i@aif(ao, ey @iy ey Q)+ (£.10)
i}(—l)“’jf([ai, Ozj], QU y eeny di, cevy dj, ceey ap). .
1<)

Il s’ensuit que pour toute L-connexion V sur M,

(dV f)(ao, 1) = Vao(f(e1)) = Va, (f(a0)) — f([ao, ]
= (V(0))(f(c1)) = (V(e1)(f(@0))) — f([evo, 1]);

pour tout aq, s € L.
On en déduit que :

(dYV(m))(ao, 1) =

ao(f(al)) - val (f(a())) - f( 0
d¥ od¥(m)(ag,a1) = (V(a))(f(a1)) = (V(a1)(f(a))) = f([ao, a1])
= (V(ao))(V(m)(a1)) = (V(ea)(V(m)(ap))) — V(m)([aw, a1])
= (V(a))(V(a1)(m)) — (V(a1)(V(ao)(m))) — V([ag, c1])(m)
= (V(@))(V(en)) = (V(e1)(V(a))) — V([ap, c1])) (m)
= ([V(a), V(a1)] = V([aw, a1]))(m)

On en déduit ’application bilinéaire antisymétrique

Oy LxL — End(M)
(1,0a2) = [V(a), V(a1)] = V([ao, a1]

Définition 36 Q,; est appelée courbure de la L-connexion V sur M.

Notons Pic(A) le groupe des classes d’isomorphismes de A-modules projectifs de
rang 1.
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Théoréme 4.1.3 [Huebschmann 1990] Pour toute algébre de Lie-Rinehart L, l’ap-
plication
C: Pic(A) — H?(Lalta(L,A))

est un homomorphisme de A-modules.
Pour L = Der4(logZ), le théoréme 4.1.3 implique que l'application :

C: Pic(A) — H?*(Lalt(Der(logT), A))

W ] (4.11)

est un morphisme de A-modules. Dans ce cas, {2j; est une 2-forme logarithmique le
long de 7.

Soient X une variété complexe de dimension n de faisceau de germes de fonctions
holomorphes Ox et D un diviseur réduit et libre de X.

Nous identifions tout fibré en droite complexe p : L — X au faisceau F := F(L) de
Ox-module de ses sections.

Soit F un un fibré en droite complexe sur X. Une connexion dans F & poles loga-
rithmiques le long de D est un homomorphisme C—linéaire

V:F—Q%(logD)® F (4.12)
vérifiant la régle de Leibniz suivante :

V(fs)=df @ s+ fV(s) (4.13)

Proposition 4.1.4 Toute connexion dans F, logarithmique le long de D est une
Derx (log D)-connezxion dans F.

Dans la suite, la courbure de toute connexion logarithmique V sur F sera notée Ky .
Soit V une connexion logarithmique sur F, (U;)1<i<, un recouvrement a base d’ou-
verts de X. Soit so € H(U;, F) tel que 0 ¢ so(U;). S'il existe o € HO(U;, Q4 (log D))
tel que Vsyg = 0 ® sg, alors Ky = do.

Lemme 4.1.5 Soit F un fibré en droite complexe sur X et V une connezion loga-
rithmique sur F. Alors, pour toute 1-forme fermée T € H° (X, Q}((log D)) , V+T®1d
est une connexion logarithmique sur F de courbure K = Ky.

Preuve. Supposons que V est défini par V(s) = o ® s pour toute section non nulle
s de F.
Alors

(V+71®1id)(s) V(is)+7®s
ocRQsS+TR®S

= (6+7)®s
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et

(V4+7r®id)(fs) = V(fs)+7®id(fs)
df @ s+ fo®@s+ frRs
= df®@s+ f(V+7®id)s.

|
Si D est un diviseur & croisements normaux, alors il existe un systéme de coordonnées
(2")1<i<n de X en tout point p de D tel que :

' dZZ n ;
o= ai—+ aidz (4.14)
=1 o i=r+1

ot a; € H(X, Ox).

Lemme 4.1.6 Soient D wun diviseur & croisements normaur et o €
HY(X,Q%(log D). Si da = 0 alors le résidu de o est constant sur toute
composante de la partie singuliére de D. Chacune de ces formes ayant au moins un
résidu non nul admet la représentation suivante.

a:Zai—' aq,...,op € C. (4.15)

A l’aide de ce lemme, nous démontrons la proposition suivante.

Proposition 4.1.7 Soit D un diviseur a croisements normauz de X et V une con-
nexion a poles logarithmiques le long de D, F. La courbure Ky de V est nulle si

T ZZ
et seulement si la 1-forme connexion associée est de la forme o = Eai—i avec
i=1 Z
a; € C.
La relation (4.8) montre que toute connexion V sur F, logarithmique le long de D
vérifie la relation suivante.

Vs(fs) = fVss = 0(f)s

pour tous s € M, f € Ox et § € Derx(log D).

On suppose que h est la fonction de définition de D et on rappelle qu’'un opéra-
teur différentiel ¢ d’ordre r sur F est dit logarithmique le long de D si s —
[o(hs) — ho(s)]h~! est un opérateur différentiel d’ordre (r — 1) sur F. On note
Diﬂ"{r (log D) le module des opérateurs différentiels d’ordre < 1, logarithmiques le
long de D sur F.

Pour toute connexion logarithmique V et tout § € Derx(logD), on a : Vs €
Diff| (log D).

Lemme 4.1.8 Soit ¢ un opérateur différentiel logarithmique de premier ordre. Pour
tout f € Ox, il existe un unique f € Ox tel que [p(fs) — fo(s)] = fs.
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Preuve. Pour tout opérateur différentiel logarithmique de premier ordre ¢, [s —
o(fs) — fo(s)] € Difff (log D). 1l existe f € Ox tel que [p(fs) — fo(s)] = fs. Sig
est un autre élément de Ox tel que [p(fs) — fo(s)] = gs, alors fs = gs pour tout
se& Donc f=g. m

Corollaire 4.1.9 Si ¢ est un opérateur différentiel logarithmique de premier ordre
le long de D alors h € hOx

Preuve. Pour tous s € F,p(hs) — ho(s) = hs et il existe g € Ox tel que @(hs) —
he(s) = hgs. Par suite, (h — hg)s = 0 pour tout 5. m

1l s’ensuit que tout opérateur différentiel ¢ logarithmique de premier ordre le long
de D, donne lieu a une application o, : Ox — Ox définie par o,(f) = f telle que
[o(fs) — fe(s)] = fs pour tout s € F.

Lemme 4.1.10 Pour tout ¢ € Diff{ (log D), o, € H°(X, Derk(log D))

Preuve. Soient f,g € Ox et s€ F.On a:

ou(f.9)s = (f(gs) — fap(s)
oo(f)(gs) + felgs) — fap(s)
oo(f)(gs) + f(p(gs) — ge(s))
( o(f)g+ foy(9)s

d’autre part,
ag(h)s = p(hs) = hyp(s)
= hmg (s)
donc (o,(h) — hmj,)s = 0 pour tout s.
Par suite, 0,(h) € hOx i.e., 0, € H'(X, Der (log D)). =

Proposition 4.1.11 Diff{ (log D) est stable pour le commutateur.

Preuve. Soit 1, p2 deux éléments de Diff] (log D) On a :

p102(fs) = o1 (foals) + f7s)
= for1(fea(s) + 1(f%s)) .
= fo1(p2(5) + floa(s) + FPoi(s) + f2 s

De fagon analogue :

Pa01(F35) = Fioa (01(5)) + For(s) + Flpa(s) + FLs
par suite

=1 =2
p192(f3) — papr1(fs) = f (P12 — p201) (s) = (f* — f1)s.
Par ailleurs, pour tout o1, @y € Diﬁ*(log D), il existe hy, hy € Ox tels que :

[p2(hs) — ha(s)]f = has et [1(hs) — hpi(s)]3 = hus
i.e; h? = hhy et h' = hh;.

=2 =,1
De méme, il existe hoi, hia € Ox tels que h'” = hhis et h2" = hho;.
Par suite,

=1 =2
@102(hs) — pap1(hs) — h (p1p2 — paep1) (s) = (B> — h'")s = hlho1 — hio]s
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4.1.3 Integralité des 2-formes logarithmiques fermeées.

Soit X une variété complexe de dimension 2n, D un diviseur réduit de X.
Lemme 4.1.12 Si D satisfait la propriété w) du Théréme 2.2.7, alors pour tout
w € V% (log D), on a res(w) € Nx.

Preuve. Elle découle de I'équivalence des propriétés i), ii), iii) et iv) du théoréme
227 =

Dans la suite, nous supposons que D satisfait la propriété iv) du théoréme 2.2.7.
Désignons par Hpyp Log(X) le kim¢ oroupe de cohomologie de De Rham logarith-
mique de X. Nous avons la suite de morphismes de groupes suivante.

. —> H*(X,Z) —— H*(X,C) —— H*(X, ¥ (log D)) — - (4.16)

ig

H*(X,Q%)
Soit [w] un élément de H?(X, Q% (log D)).
Définition 37 w est dite intégrale si [w| appartient & l'image de p o i.
La proposition suivante nous donne une caractérisation des 2-formes logarithmiques
fermées.

Proposition 4.1.13 Soit w une section de Q% (log D). On a :
d(w) = 0 si et seulement si sa 1-forme résidu et sa partie lisse sont toutes fermées.

Preuve. Elle vient du fait que D vérifie les propriétés iv) du Théoréme 2.2.7 et
dh . L R

donc w = W Ares(w) 4+ wy ot res(w) est la 1-forme résidu associée a4 w et wy est la

partie lisse de w. m

Théoréme 4.1.14 Soit w une 2-forme fermée, logarithmique le long de D.
Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

dh
(a) w= W A +n est intégrale.

(b) res(w) est exacte et il existe [wo] € H?(X,C) intégrale telle que
[wo] = [n].

Preuve. Si w est intégrale, alors il existe [w1] € H%(X,Z) tel que [w] = p o ilwi].
Montrons que [wo] = i([w1]).
Puisque w est intégrale, il existe [wi] € H?(X,Z) tel que [w] = p o i[w;]. Autrement
dit il existe une 1-forme logarithmique o = ao% + ag telle que w — wy = da. Donc
—dag =1 et n = wp + day.
Réciproquement, si wo + d\ = 7 et ¢ = df avec wq integrale, alors

dh
w = d(‘ﬁf)"‘ﬁ
_ w0+d>\+d(—6%)

= wo+dA -6
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Par suite, [w] =[] = [wo]. =

Les travaux de Kostant dans [Kostant 1970] et de Souriau dans [Souriau 1970] re-
posent sur le principe de quantification proposé par Dirac dans [Dirac 1958]. Ce
principe permet de modéliser mathématiquement ce que les physiciens appellent
quantification. Il est basé sur la construction d’un isomorphisme entre ’algébre de
Lie des opérateurs sur un espace d’Hilbert H et ’algébre de Lie des observables clas-
siques F (X)) constitués des fonctions définies dans une variété symplectique (X,w).
Plus précisément, si ¢ est un tel isomorphisme, il devrait satisfaire les propriétés
suivantes :

(i) ¢ est bijectif
(ii) si f est un observable constant alors ¢(f) est la multiplication par f.

(i) [f1, fo] = f alors o(f1)o(f2) — p(f2)o(f1) = —ihe(fs) o h designe la con-
stante de Plank.

Ce qui équivaut & l'existence d'une représentation ¢ de (F(X),w) rendant commu-
tatif le diagramme d’algébres de Lie-Rinehart suivant.

0 — F(X) = Diff{ (T'(L)) Dery 0 (4.17)
] |
0 R (F(X),w) ——Ham(F (X)) —=0
avec @ défini par
p(as) = Vy(q)s + 2iTas (4.18)

(voir [Urwin 1992]) ot V est une connexion dans un fibré en droite complexe L sur
X et Ham(F (X)) est I’algeébre de Lie des champs globalement hamiltoniens.
Lorsque l’on remplace la variété symplectique (X, w) par une variété logsymplectique
(X,w, D), la deuxiéme ligne du diagramme (4.17) est remplacée par :

0—=C—(0x,w) —=H%(Ox) —=0

Si nous maintenons l'expression de ¢ donnée par (4.18), alors pour tous f,g €
HY(X,0x)et s€&, ona:

e(f)e(g)s Fe(g)s)

HIVug)s + 2migs]

o(f)(V(g)s + 2migs) + 2mi(fVy(g)s + 2mifgs)

o(f) Vo(g)s + 2miVy (1) (g5) + 2TV ()5 — 472 fgs

o(f)Volg)s + 2mi(H (df).g)s 4 2migVpys + 2mi f Vs — 472 fg

[
55

I
144

en échangeant les roles de f et g, on obtient :

©(9)p(f)s = Vug) Vs + 2mi(H(dg).f)s + 2migVyg)s + 2migV 55 — Ar2gfs

par suite,
[So(f)a gO(g)]S = [vv(f)7 vv(g)]s + 47”"")(17(]0)’ v(g))s



Chapitre 4. Préquantification des structures de Poisson
96 logarithmiques.

D’autre part,

o({f,9}) = Vqrens +2mi{f,g}s

= Viw(g)s +2mi{f,g}s

= [Vv(f)a vv(g)} - KV(”(f)ﬂ U(g))s + 277i{f> g}S
[p(f), p(9)ls + 2mi{ f, g}s — Kv(v(f),v(g))s

Dans ce cas, la propriéteé iii) du principe de Dirac est satisfaite si et seulement si
Ky = 2miw (4.19)
On a ainsi prouvé la proposition suivante

Proposition 4.1.15 Une variété logsymplectique (X,w, D) est préquantifiable si et
seulement si il existe un fibré en droite complere sur X possédant une connezrion
logarithmique le long de D de courbure 2imw.

4.2 Préquantification des structures de Poisson logarith-
miques.

Dans cette partie, (X, D,T) désignera une variété de Poisson logarithmique le
long d’un diviseur réduit et libre D de X de tenseur de Poisson associé Y.

4.2.1 Quelques remarques sur la cohomologie des variétés de Pois-
son logarithmiques.

On note Op la différentielle de Poisson logarithmique de Y. La classe de coho-
mologie de Poisson logarithmique d’un cocycle P sera notée [P]”.
De la définition de Jp et de la différentielle d de De Rham logarithmique, on a le
lemme suivant.

Lemme 4.2.1 L’application H vérifie
OpoH=—Hod
On en déduit la proposition suivante.

Proposition 4.2.2 S HBRfLOg(X) est le groupe de cohomologie de De Rham log-
arithmique de X, alors H : (% (log D),d) — (Der (log D), Biog) induit un mor-
phisme défini par
H: HBR*LOg(X) — ]{I*DS(X
[a] = [H(o)]?
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4.2.2 Classe de Chern-Poisson logarithmique.

Soit (X, D,Y) une variété de Poisson logarithmique, p : L — X un fibré en
droite complexe sur X et I'(L) son module de sections.

Définition 38 Une dérivation logarithmique contravariante D'°% sur p : L — X
est une application D8 : C-linéaire Q% (log D) — Endc(I'(L)) telle que :

Dg®(fs) = fDg®s + (H(a)f)s (4.20)
pour tout o € Q% (log D) et s une section locale de I'(L).

D'°8 est dit compatible avec une métrique hermitienne h sur p : L — X si pour tout
a € Qx(log D), s1,s2 € T'(L),

f[(a)(h(sh 82)) = h(Dlo?gsl, 52) + h(81, DlOgSQ).

«

Remarque 4.2.3 Si V est une connexion logarithmique sur p : L — X alors,
D, = Vﬁ(a) est une dérivation logarithmique contravariante surp: L — X.

Définition 39 On appelle courbure d’une dérivation logarithmique contravariante
D8 surp: L — X toute application

Cp : Q% (log D) x Q% (log D) — Endc(T(L))

définie par ,

Cp(a,B) = Do DF® — Dg¥ o D& — D% ) (4.21)

pour tous a, 8 € Q% (log D).
On a la propriété suivante des dérivations logarithmiques contravariantes.
Proposition 4.2.4 Cp est Ox-bilinéaire antisymétrique.

Preuve. Pour tous «, 3 € Q% (log D), on a :

1 I I 1 1
Cp(B,a)s = (Do D% — Dig¥ 0 D% — D% )s

1 1 1 1 1
I
= —0Upla, .

Soit f une section de Ox. On a :

Cp(fa,p)s

o log log log log log
= (Dyq 0 Dg™ = Dy 0 Dy = Dy, 51)s

_ log log ., plog _ plog }

_fDla ODlﬁ s Dﬁl(fDas) Df{a,ﬁ}-i-(f{(,@)f)as 1 ) 1
= [Da® o Dg®*s — fDg*(Das) — (H(B)f)Da®s — fD{Cfﬂ}s + (H(B)f)Do®s
_ f(D?o% o D};)g N Dlog o Dlog _ Dlog

3 fa (Fa8y)S
= fCD(av /8)8
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Proposition 4.2.5 Soit p: L — X un fibré en droite compleze sur (X, D,Y) muni
d’une dérivation logarithmique contravariante D'°8 de courbure Cp. Alors
(i) Cp définit une classe de cohomologie [Cp]P dans H%¢(X),
(i) [Cp]P ne dépend pas de D9,
(iii) Si de plus D'9 est compatible avec la métrique hermitienne h sur p: L —
X, alors Cp = —Cbp.

Preuve. (i) Soit s une section de p : L — X ne s’annulant pas sur X. Puisque
chaque fibre de p : L — X est uni-dimensionnelle alors la dualité entre Q% (log D)
% est C-linéaire. Il existe donc
un unique champ de vecteurs logarithmique § sur X tel que

et Der (log D)) implique que I'application o

Dles — (a, §)s (4.22)

ot (—, —) désigne le crochet de dualité entre (% (log D) et Derl (log D)).
De plus, pour tous «, 5 € Qx(log D), on a :

Cpes(er, B)s = (DD — DI*DI% — DI%% )

= Dlog((ﬁa 8)s) — Dg®({a,8)s) — ({a, B}, 8)s

= (@, 0)(B,0)s + (fa 8))s — (B,8)(c, 8)s — H((B,0))s — ({, 8},0)s
= H(a)((8,0))s — H(B)((ev,6))s — ({a, B}, 0)s

:8D5( 7/6)

Donc Cpies = 0pd. Et par suite, OpCplog = 8%5 = 0. Donc Cp est un cocycle de
Poisson logarithmique.

(ii) Soit D’ une autre dérivation logarithmique contravariante sur p : L — X de
courbure associée C, et ¢’ le champ de vecteurs logarithmique associé.

On a Cp — CDlog = aD(S/ — 0pd ie; Cpr = CDlog + OD((S, — 5).

Par ailleurs, pour tout a € Q% (log D) l'on a D), — D, € Endc(T'(L))

Il existe donc un champ de vecteurs logarithmique ¢” tel que pour tout s € I'(L)
(D!, — D2%)s = (o, 8")s

donc (o, 67)s = D!, s—D%s = (a,§")— (o, 8)si.e; (o, 67) = (o, ' —0) i.e; 8" = & —6.
Et donc Cpr = Cpies +9p (8’ — ) = Cpros +9pd”. Clest-a-dire [Cp/]'8 = [Cpos]'°8

(iii) Supposons que D'°8 est compatible avec une métrique hermitienne h sur p :
L — X et soit (e) une base orthogonale locale de I'(L) alors o € Q% (log D).

On a donc

H(a)(h(e,e)) = h(D3e,e) + h(e, D%e) ie: 0 = h({a,d)e, e) + h(e, (o, 8)e) ie

(,8) + {a,6) = 0ie; 6+ 6 = 0. Il s’ensuit que J et donc Cple = Opd sont
imaginaires pures. W

De part la propriété éii) du théoréme, il s’ensuit que - [Cpie]” € Hpg(X).
On en déduit la définition suivante.

Définition 40 [CD1og] est la premiére classe de Chern-Poisson logarithmique
dep:L— X.
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Nous allons & présent établir un lien entre la premiére classe de Chern C1(L) d’un
fibré en droite complexe hermitien p : L — X sur une variété de Poisson loga-
rithmique (X, D, Y) et sa classe de Chern-Poisson logarithmique 51-[Cpios]”. Nous
supposons qu’en plus D satisfait les propriétés suivantes :

(H.1) D est a croisement normaux.

(H2) Si D = AU[DJ' la décomposition en composantes irréductibles de D, alors
jE

chaque D; est lisse (I désigne I'ensemble des indices).
Soit V une connexion logarithmique sur un fibré en droite complexe hermitien L sur
X. La 1-forme de connexion logarithmique g définie par la relation Vss = (ag, d)s
vérifie dog = KA.
On a donc

(L) = [ Kl = [ dag]. (.23)

On pose pour tout a € Q4 (log D) D, := Vi)
Soit § un champ de vecteurs logarithmique défini par la relation (4.22). On a :
Das =V s < (a,0)s = (g, H(a))s & (o, 0)s = —(a, H(aw)) < 6 = —H(ay).

Par suite, Cpiog = Opd = —_81)]:1(040) = ﬁ(dap).

On a donc [icDbg]D = [iﬁ(dao)] - ﬁ([i]dao) = H(ci(L)).

Autrement dit les classes de Chern-Poisson logarithmique et celle de Chern du fibré
en droite complexe hermitien L sont liées par la relation

[%CD@]D — A(ei(L)). (4.24)

Soit p : L — X un fibré en droite complexe hermitien muni d’une dérivation con-
travariante logarithmique D8 le long d’un diviseur D satisfaisant les hypothéses
(H.1) et (H.2) ci-dessus. D’apres le principe de Dirac dans ([Dirac 1958]), le mor-
phisme

¢ : Ox — Endc(T(L))

défini par

(f)s = Dygfs + 2mifs (4.25)

doit étre une représentation de l'algebre de Lie (Ox,{—, —}v) par I'(L).
Ce qui implique que
On en déduit que

Proposition 4.2.6 L’opérateur ¢ est un homomorphisme d’algébres de Lie si et
seulement si Cplog = —2miY

Nous adoptons la définition suivante

Définition 41 Une variété de Poisson logarithmique (X, D,Y) est dite log préquan-
tifiable s’il existe un fibré en droite complexe hermitien p : L — X, pour lequel
Uopérateur ¢ défini par (4.25) est bien défini et est un morphisme d’algébres de Lie.
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Proposition 4.2.7 Soit (X,D,Y) une variété de Poisson logarithmique le long
d’un diviseur D satisfaisant les hypothéses (H.1) et (H.2). (X, D,Y) est log préquan-
tifiable s’il existe un champ de vecteurs logarithmique 0 et une 2-forme logarithmique
w ntégrale telle que

T+ 0pd = H(w). (4.27)

Preuve. Supposons (X, D, T) log préquantifiable et notons Cpee la courbure de la
dérivation contravariante D98 agsociée au fibré préquantique L — X correspondant.

i
Alors Z—CDlog = T. Soit Ky la courbure de la connexion hermitienne V sur L.
T

D’aprés (4.23), ona ¢1(L) = [%Kv]. On prend w = 2LKV. Par ailleurs, V induit
™ _ ™ __

une dérivation logarithmique contravariante D définie par Dy = V fi(a)> POUT tout

a € Q% (log D). On note C sa courbure. D’aprés la relation (4.23), on a :

Or cela équivaut a [H(w)] = [LCD]D En vertu de la Proposition 4.2.5 (ii), on en
déduit que [Cpuos]? = [CD] Ce qu1 1mphque qu’il existe un champ de vecteurs

logarlthmlque A tel que CDlog = gap)\—i- %C'D = %Qlog/\—k H(w). Clest-a-dire

T + Diog(— —)\) H(w ) 11 suffit donc de prendre § = —QLA

Rec1proquement I’on suppose qu’ils existent d et w comme dans les hypothéses de
la Proposition 4.2.7. Alors en vertu de l'intégralité de w un fibré en droite complexe
hermitien L — X avec une connexion hermitienne logarithmique V et de courbure
—2mw. Posons D'°%(a)s = Vg(a)s + 27i(d, o) et montrons que c’est une dérivation
contravariante logarithmique dont la courbure Cps de D98 vérifie la relation (4.26).
Il est clair que c’est une dérivation contravariante logarithmique.

Soient a, 8 € Q% (log D) et s une section de L. On a :

Cpuos(a, B)s = (Dg® o D® — D% o Di® — D% )s
= Di®(V 55 + 2mi(B,0))s — D§(V o5 + 2mi{a, 8)s)
= Vi~ 2ri([a, B],0)s
= Vi (Vs +2mi(B8,6))s) + 2mile, 0)((V g g8 + 2mi(B,6))s)
Vi) (Va8 + 2mi{a, 6))s) — 2mi(B, 6)((V g8 + 2mie, 6))s)
Vi) iy — 2milles B, 0)s
= (VawVae® — Ve Ve = Viae.me?®)
+ 2mi (A (0)(8,8))s — H(B) (e, 0))s — ([, 3], 8)s)
= —2mi(w) (H(a),H(B))s + 2midpd (v, B) s
= =27miY(e,B)s

pour «, 3 € Q4 (log D) et pour toute section locale s de L. m
Posons h = hy...h; la décomposition de h en composantes irréductibles D; de D
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définies par les h;. D’aprés la Proposition 4.1.11, les 2-formes logarithmiques inté-

grales sont & résidus exactes et & forme holomorphe associée fermée et intégrale. Si
5 k Rt . ,
w est intégrale, alors H(w) = > h—(H(dh,—)) + H(wp) avec R' section locale de Ox
i=1 "
et wp une 2-forme holomorphe intégrale. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.8 Soit (X, D,Y) une variété de Poisson logarithmique le long d’un
diviseur D satisfaisant les hypothéses (iv) de Théoréeme 2.2.1. (X, D,Y) est log
préquantifiable s’il existe un champ de vecteurs logarithmique 8, des fonctions holo-
morphes R',i = 1,...,k et une 2-forme wy, holomorphe sur une sous variété de
dimension 2n-2 de X, intégrale telle que

k .
T +dp(s Z% H(dh;))) = H(wo) (4.28)

4.3 Exemples d’applications.

4.3.1 Préquantification de (C*, 7 = 2,0,, A D.,)-

Posons X = C2%;, D = {(0,2),z € C}. Nous savons que wy = dz; A dzo est une
structure symplectique sur C? dont la structure de Poisson associée est définie par

{#1,22} = 1. En posant {f, g}new = {f. ha}{g, ha} — {f, ha}{g, h1} ot h1 = 21 et
ho = 2122 on obtient {21, 22 fnew = 21 qui est notre structure de Poisson 7. Montrons
que cette structure est log préquantifiable. Pour cela, Nous devons chercher une
section wy de Q3 (log D) telle que :

1. 1l existe une section ap € Q% intégrale et ag € [wy
2. H(wpy) € [210:, A 0.,

Considérons donc le complexe de De Rham logarithmique suivant.

40 1 2 dt
K : 0 —Q4(logZ)x — Qx(logD)* —Qa(logZT)x —0

dz dz dz
ott dO(f) := z1821f711 + 8, fdzy et dl(flz—ll + fodzo) = (210, fo — 822f1)z—11 Adzs
Alors H?(K) = 0. En effet, pour toute section g de Q% (log D) il existe une section
d
 de Ox telle que d'(fdz) = 22 A dzo.
21

Il s’ensuit que toute section de Q% (log D) sera solution du probléme. 1l suffit de
prendre ag = 0.

4.3.2 Préquatification de CP' munie de la structure de SD-KKS.

Dans [Khoroshkin et al. 1993], il est démontré que les structures de Poisson de
Sklyanin-Drinfel’d (SD) et de Kirillov-Konstant-Souriau (KKS) sont compatibles
sur CP'. Autrement dit, leur combinaison linéaire induit également une structure
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de Poisson sur CP!. Dans [Khoroshkin et al. 1993] et [Kotov 1997], les auteurs mon-
trent que cette structure est paramétrée sur C par

Ty 1= —%(zi—l—l)()\—i-()\—l—Z)zZ))%/\%. (4.29)

et qu’elle est singuliére pour A € [—2,0].
Kotov montre également dans [Kotov 1997] que les groupes de cohomologie de Pois-
son de cette structure sont :

H'~H'~C, H?=C? (4.30)

4.3.2.1 Etude du cas A =0.

Pour A =0, on a:

0 0
— (27 4+ 1)2— A 53— 4.31
o i(2Z + )Zaz/\zﬁz (4.31)
ou _
20, = %(am —id,); et 70 == %(am +id,). (4.32)
Pour toutes fonctions a,b on a
: . _,0a0b 0bda
Celle-ci est bien logarithmique le long du diviseur, Dy := {2z = 0}.
Pour toute fonction a, on a
oda oa
df = o Cll Sl Stb
0z 0z (4.34)
= i(1+ zz)(z@zg - @*2).

0z°0: “0: 0z
De ’équation (4.34), on déduit que H? = C.

De méme, pour tout champ de vecteurs logarithmique § = azo- +bz— ona

z Z

010 = i(l+22)(20;a — 20b) +izZ(a + b). (4.35)

Par ailleulrs, c;tte sctl{ucture induit sur X — Dy la structure symplectique définie par
) z z
=TT N

De plus, pour toutes fonctions a, b, on a :
(1+ 22)(20,(a) — z05(b)) # 1.
En effet s'il existe ag, by tels que (1 + 22)(z0;(ap) — 20z(bo)) = 1, alors pour tout

z €U :={z€C;0< |z| <4}, on aura za(0) — zb(0) = 525 Ce qui est absurde
2Z
1
car cela entrainerait que 351 ; lorsqu’on prend z = 2 puis z = 3.
Ceci montre que wy # 0 € H2(CP*, Q*(log Dy))
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On peut donc conclure que wy est une structure logsymplectique sur CP'. Par con-
séquent H : Q*(log Dg) — Der% (log D) est quasi-isomorphisme.

Et donc Clls. 5 L g &5
pre gt (G2, 1 dz ) dz (4.36)
(14+22) 1+22 2 %
Remarquons que
~ 1 dz dz
(i ALY = (1 + 22)20. A 70 (4.37)

i hiad
142z 2z z

Il s’ensuit que 7 est log préquantifiable si et seulement si
i %) =0 e HI((CP!, (105 Do) = C[[] Z & Cll2) 2
i —]= 0 = Cllz]]— z]]—.

1+22 2 2 080 P z
Ce qui est absurde. Donc 7y n’est pas log préquantifiable.







ANNEXE A

Points de détail de quelques
démonstrations.

A.1. Démonstration de Corollaire 2.1.10
Soit {—, —}o une structure de Poisson sur A = k[z,y] ou A = k[z1, x2, 23]

o Cas A = k[x,y].
D’apres le lemme 2.1.9, il suffit de prouver que

{a, ao}o{b, C}o + {b, ao}o{c, CL}O + {C, ao}o{a, b}o =0 (Al)

pour tout a, b, c € A.
Or pour tout f,g € A,

of o of 0
= (G- LDt (A2

Donc
_,0adag  Da dag B @@_%@
{a,a0}o = (833 ay dy Oz Hz,yto, {bcto= (833 dy  dy 8x){x’y}0

 Obday Db day _ dcda dcda
{b,a0}o = (5';1@ 3y 9y oz Hz,yto, {c,a}o= (8:1: 3y oy ax){x,y}o

_ con ocon et ona
{67 aO}O - (ax ay ay 81' ){x7y}07 {a‘7b}0 - (ax ay 8y ax){xay}o
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on en déduit que :

1
m{% aotoib, cto + {b,aoto{c,ato + {c,ao}oi{a,b}o =
0 0uq 00 dc 00 dag b Oc  Dadag Db dc | Duda b O
Or Oy Ox 0y Ox Oy Oyodx Oy Oxr Ox Oy Oy dx Oy Ox
Ob day 0c a0 day e da b bay O 0a , Obdag dcva
Ozr Oy Ox 8z Or Oy Oydx Oy Ox Oz 8% 0y Ox Oy Ox
OcBag0a 96 _ OcBaoda Ob _ dcdag Da 0b e Dag ba b
Or Oy Ox 0y Ox Oy OyOdx Oy Ox Ox Oy Oy Ox Oy Ox
900y 9 0c _ 0b Dy 0c du, Do Dy 0b D _ 0 day 9 0,
Jdr Oy Odx 0y Ox Oy Oy Ox ozr Oy 8213/ dr  Ox Oy Ox Jy
(0a9a0 96 9 _ Oc dag 0a 9b, | 0adag 96 dc _ b dag Oc da,
Oy Ox Oxdy Oy Ox Oy Oz Oy Ox Oy dx Oy Ox dx J
Ohdag 0c 90 9 dag 00 0, 0b dag 0 O _ 0 dag 90 9
Oxr Oy Ox Oy Ox Oy Oy Ox Oy Ox Oy dx Oy Ox Ox dy
=0
e cas A = k[z1,x2,x3). Posons h := ay.
Alors pour tout f,g,k € A, on a :
_ (9f oh _ Of oh Of oh _ 9f Oh
or on_"of oh, "
8.%2 8:63 83;3 axg 27350
D9 0k 0 Ok 29 0k 0 0k
{g’ k}o (81'1 81'2 81‘2 8.%'1 ){le, 2}0 + (81'1 81‘3 8.%'3 8%’1 ){xl,xB}O +

of oh  Of Oh , 09 Ok  Og Ok

e e AR Y St S S 2
{f7 h}O{g7 k’}o - (8951 81'2 81‘2 81‘1 )(81'1 5'1‘2 81‘2 8331 )({1‘1, $2}0) *

af oh  Of dh _, dg Ok g Ok

= 2
Ory Oxz  Owzdxry” Ory Oxz  Oxs awl)({ﬂil,x;«;}o) +
OF Oh_ 0f Oh 0y Ok 0y Ok . .,
81‘2 BZL‘g 8553 3$2 8$2 3$3 8$3 axQ 2,43750

of oh  Of Oh ,0g Ok 0Og Ok of oh Of Oh  , Og Ok

e, 0y~ 99 921y 93~ 95 0y 9y D D 91Oy By

87@87961)]({551’$2}0)({$1»$3}0)+
of 0Oh of Oh , 0g Ok dg Ok of 0Oh of 0h . 0g Ok

8901 81’2 8x2 8951 8932 8953 8$3 8582 + 8x2 8933 81‘3 axg (9:751 8332
87628731)]({551,$2}0)({$27$3}0)+

of Ooh  Of Oh ,60g Ok 0g Ok dg 0k  Og Ok  , Of Oh

(52, 923 ~ 923 921 Oy 93~ 905 03] T 0y D~ D5 9y g By
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of oh
63:3 8.%'2

N({z1, z3to{x2, ¥3}0)

En développant cette expression, on obtient :

Le Coefficient de ({z1,72}0)? est
of Oh 0g Ok  Of Oh 0g Ok  Of Oh 0g Ok N of Oh 0g Ok

0x1 Oxg Ox1 Oy  Ox1 Oxo Ox9 Ox1  Ox9 Ox1 01 Ox9  O9 011 OT9 021

Le Coéfficient de ({z1,73}0)? est
df Oh 0g 0k  Of Oh O0g Ok  Of Oh dg Ok n df Oh 0g Ok

8131 83:3 61’1 8:53 8x1 (9:133 al’;g 83:1 61’3 6:51 81‘1 81'3 al’;g 81'1 81133 83:1

Le Coefficient de ({z2,73}0)? est
df Oh 0g 0k  Of Oh 0g Ok  Of Oh Og Ok  Of Oh dg Ok

81‘2 8953 61’2 8([)3 8:1:2 61‘3 81’3 8:1:2 61’3 8([)2 83)2 61’3 81’3 0:1:2 8:133 8172

Le Coefficient de {x1,zo}{x1, 23} est
df Oh 0g 0k  Of Oh 0g Ok  Of Oh 0g Ok N df Oh 0g Ok

81}1 81‘3 6$1 8.%‘2 8.%‘1 81‘3 6$2 8.%‘1 8.%‘3 81‘1 6$1 8.1:2 8.%‘3 8$1 6902 8.1:1
of Oh 0g Ok  Of Oh 0g Ok of Oh 0g Ok of Oh 0g Ok

8:61 81‘2 8371 8%3 8%1 69@ (9.1’3 8.731 8372 8:61 8x1 81’3 83:2 8331 851:3 8.7:1

Le Coefficient de {x1,z3}{z2,x3} est
of oh 0g 0k  Of Oh O0g Ok  Of Oh Og Ok N of Oh 0g Ok

8:61 (91’3 8%2 8%3 8:61 (91’3 8%3 8%2 8:63 81’1 8372 8%3 8:63 81’1 8373 8%2
dg Ok Of oh  Og Ok Of Oh g Ok Of Oh  dg Ok OF Oh

81:1 81‘3 61’2 8{[:3 8:1:1 61‘3 81’3 8:1:2 6$3 8([)1 81‘2 61’3 81’3 0:1:1 8:133 81‘2

L’action de la permutation (fgk) sur le coefficient de {z1,z3}{x2,x3} dans

(A.1) nous donne :
df Ooh 0g 0k  Of Oh 0g Ok  Of Oh 0g Ok  Of Oh 0g Ok

81‘1 al‘g 61’2 8:53 8131 83)3 61’3 8352 8([)3 81‘1 61’2 6:53 8([)3 81‘1 81'3 81‘2
0g Ok 0f Oh 0g Ok Of Oh  0Og Ok Of Oh  Og Ok Of Oh

8951 8953 81‘2 8333 8331 6953 81'3 8%2 8%3 6951 8372 8%3 + 8%3 6951 81‘3 8352
dg Oh Ok Of 0g Oh Ok Of  0g Oh Ok Of  0Og Oh Ok Of

8ZE1 8x3 61‘2 3263 8ZE1 axg al‘g 8:52 8LE3 8951 61‘2 8$3 8:63 8951 61‘3 a$2
ok df dg dh Ok Of dg Oh Ok Of g Oh N ok Of dg Oh

8x1 8.%'3 81’2 6(133 6(131 8.%'3 (91'3 6332 8333 a.%'l 81‘2 81‘3 81‘3 6951 81‘3 81'2
Ok Oh Of 0g Ok Oh Of 0g Ok Oh Of Og N Ok Oh O0f Og

8ZE1 axg afL‘Q 8$3 81‘1 8903 al‘g 8$2 81‘3 axl 8:32 8$3 81‘3 axl al‘g 8562
of 09 0k Oh  Of dg Ok 0h  Of dg Ok oh  Of 8g Ok Oh

6.%1 (9.%'3 81‘2 8353 81‘1 8903 83}3 81‘2 81’3 8351 8952 81‘3 8933 8%‘1 8903 8902

On vérifie que ce dernier est nul.
De méme, on montre que les coefficients dans (A.1) de,

{z1, xa {1, 23}, ({2, 23}0)°, ({1, 23}0)%, ({1, 22 }0)?

sont tous nuls. D’oul le résultat.
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A.2. Démonstration de Proposition 3.1.2.

Tout d’abord rappelons que si G : EP — F est une application bilinéaire an-
tisymétrique telle que pour tout y € E l'application partielle Gy, : Evl 5 F est
nulle alors G = 0.

Soit = € L, nous définissons les applications linéaires d, : Lalt?(L, P) — Lalt?(L, P)
par
q

(Ao f) (@1, 000s g) = P(@) (@1, 000y g) = D _f (@1, 0, [0, 3], o0y 22g) (A.3)

=1

et F, : Lalt?T (L, P) — Lalt?(L, P) définie par

(Fo(f) (@1, s q) = [, 20,0 74). (A4)
Ces applications sont liées par les relations
Fy(def) = du(Fy(f)) = Flay(f) (A.5)
et
Fx(dpf) = dmf_dp(Fx(f)) (AG)

La relation (A) induit une application A-linéaire d : L — End(Lalt!(L, P)) définie
par x — d.

Montrons que pour tout q € N, d est une représentation de L de Lalt’(L, P) Nous
allons effectuer une preuve par induction sur q.

p(y)p(x)f — p(x)p(y)f — p([z,y])f = 0 pour tout f € P et z,y € L. Ceci montre
que d : L — End(Lalt’(L, P)) est un morphisme d’algebres de Lie. Supposons
I'hypotheése vraie pour tout 1 < k < ¢ —1 et soit f € Lalt?(L, P)). Pour tout z € L,
on a :

F.(dydef) = dy[F:(daf)] — Floy)(daf)
= dy (dsz(f) - F[z,ﬂc](f)) B F[Zvy] (dxf)
dydaF=(f) = Floa) (dyf) = Fiiz ) (F) — Flz ) (daf).

Donc

Fz(dydmf) - Fz(dmdyf) = dyd:sz(f) - dacdsz(f) + (F[[z,a:},y] + F[[z,y},x])(f)
= d[r,y]Fz(f) - F[[y,:v],z] (f)
= (d[x,y]FZ - F[[y,x},z])(f))
= Fz(d[x,y])'
Puisque z € L est arbitraire, on conclut d’apres le principe d’induction que d est

bien une représentation de L par Lalt?(L, P)) pour tout g.
Montrons que le diagramme suivant est commutatif pour tout ¢ ¢ Net x € L

d
Lalt!(L, P)) —> Lalt?"! (L, P))

L

Lalt?(L, P)) — Lalt"™ (L, P))
P
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Si f € Lalt’(L, P)) = P, alors pour tout y € L on a

(dedpf)(y) = p(x)(dpf)(y) — (dof)([y,2])
= (p(2)p(y) — ply, z])(f)
= py)p@)(f) = p(y)(def) = (dpdef)(z)

Supposons que ce diagramme est commutatif pour tout 1 < k < g — 1 et soit
f € Lalt?™ (L, P)); ¢ > 0. En appliquant les relations (A), (A) et le fait que d est
un morphisme d’algébres de Lie, on obtient :

Fy(dpdzf) - Fy(dmdpf)

dyda:f - dﬂ[EJ(dtf)] - daf [Fy(d/)f)] =+ F[y,a:] (dﬂf)

dydacf - dpdacFy(f) - dp(F[y,r]) - dac [Fu(dpf)] + d[y,z]f - dp(F[y,z](f))
dydy f — dpdy(Fy(f)) — dudy f + dudp(Fy(f)) + d[y@]f

dody(Fy(f)) = dpds(Fy(f)) = 0.

A Taide de ces propriétés, nous démontrons la proposition par induction sur ’ordre

des chaines. D’aprés 'idée de la preuve de la Proposition 3.1.2, le résultat est vrai
pour ¢ = 0, 1. Supposons le résultat vrai pour f € Lalt*(L, P)) avec 1 Sk < qg—1
et soit f € Lalt!(L, P)),q > 0. D’aprés ce qui précéde, on a

Fm(dpdpf) = dﬂcdpf - dp[Fw((dpf))] = dmdpf - dpdxf + dpdp(Fm(f)) =0

A.3. Démonstration de Proposition 3.1.12

Soit a,b € A et u,v €S.

1. Des propriétés (1) de la Proposition 2.1.6, nous déduisons que

£ g (M)
Hla " ]
d(v - d(u), (d(v)
=al g () Fo[H(—)] | — ) d(a)
o (%2
=02 gy (") + o odt) ("
=af gy ED)+ Lot (@)
B
= ad( L {u,v}) + %{u, vhd(a).
2. D’aprés la Proposition 2.1.6 on a :
d(v
L ) 0—7)
ﬁ[&] v
- AR e )

d(v)

%{u,b}42774-bd(i%{u,v})
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partant

L) (ad(;)> = %{v, a}d(u“) + %{v, u}d(b) + abd(%{v, u})
(b= =)
4. Pulsque wo(m Y) [b (x)]y pour tout z,y € Q4(logZ)
alors

dw(a——=,b—=) = d[a—b{u,v}] = abd[i{u,v}] + d(ab). ( {u v})
= )] )+ ad L o)

A.4. Démonstration de Proposition 3.1.19

du d
Soient a € A et u,v,w € S. D’aprés le Corollaire 3.1.18, on a : [—u, —U]w =
U’ v
1 du 1
A {u,0}) et da, "L = d(-—{a, u}).
Etant donné que la structure de Poisson {—, —} est logarithmique principale le long

1
de Z, on a —{u,v} € A. On a donc
uw

5% %) = ot en. 5] = dgptgtwo

u v w

1555, - leeen ),

(4], 2] -]

Or en appliquant le Lemme 3.1.16 on obtient :

S fuohwy = (o {{uo)w) - G 2{u vHuv, w})
Y

w  uv wl uv
21){“7 U}{U, "LU} -

= {{uvv}7w}_ wu

uvw

17)2 {u, v}{v,w}
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o)) = L)~ o)

1 {v wh{v,u} — 1wQ {v,wH{w,u}

= 7{{'07 ’LU}, u}

o) = (w0} - ™ o)
1

= M{{wvu}av} 2 {w u}{w ’U} 1u2{w’u}{u’ U}'

On obtient donc

L] H‘i”fii“]ﬂﬁ [ 5]5.
= v} - b w) oo w)
- % (o) — o fow .}
St S T Y S ST

vyu uvw
wyw
— ({{v,w}, u}+{{w u}, v} + {{u, v}, w})
= 0

- -

La derniére égalité découle de 'identité de Jacobi de {—, —}.

A.5. Démonstration de Proposition 3.1.20

Pour ce qui est de la premiére assertion, étant donnés u,v € S et w € A nous
avons l'identité suivante :

Hdu Ci}] dw] _ [d(ulv{u,v}),dw} —d <{;}{u,v},w}> -

u

Or {ulv{u,v}’w} — % Hu, v}, w} — #{u, vHv,w} — ﬁ{u,v}{u,w}

par conséquent

Hdu, Civ]  dw ] = <1U {{u, v}, w} — %{u,v}{vaw} - mlﬁ{u,v}{u,w}) :

U
Mutatis mutandis o

%o =l (hem) 4] <o (oo,

Puisaue ¢ { 3 (vwduf = 1 (3 {fouhul - oo ) = o (o whu) -

on a Hv,dw] u} —d (ulv ({v, w0}, u} mlﬂ{v,w}{fu,u}>

2751 2]- o) 2] (2 o)
Par ailleurs, % {i{w,u},v} - % ({w, u}, v} - #{w,u}{u,v}.

Donc
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a2 %) = () - e ).

L’identité de Jacobi de {—, —} jointe aux calculs ci-dessus donne :

e o[ ] ] [l 5] -0

A.6. Démonstration de Proposition 3.1.21

Soient a1, as,as,u1, us et uz définis par les hypothéses de la Proposition 3.1.21.

P1. I apres le Lemme 3.1.16, nous avons

7{7{’1111,71,2} U3} + —{7{u2,u3} U1} + —{—{u;»,,ul} u2}

us uUiuz
= UQU {{ur,uo}, us} — 72{?11,%2}{“2,“3} " e {ur, ua H{ur, ugt+
{{u% U3} Ul} - 72{U2,U3}{U27U1} - {u2,u3}{U37U1}+
U1U2U Uuy Uf’UJUQ
{{usz, w1}, u2} — {uz, ui H{ur,ug} — 7{“3,U1}{u3,u2}
uU ul uzuusg u3uqug
= ({{ur, ua}, usy + {{ug, us}, ur } + {{us, ur }, ua}) +
U9, U Uy, U
s} o)+ () — B2 ) gy b g )+
U UL U uzudug
us, U
—{2371 ({ug, ug} + {us, uz})
USUL U

Cependant, le crochet {—, —} étant antisymétrique, {w;,u;} + {uj,u;} = 0
pour tout (7,7).
On termine la preuve de P1 en utilisant 'identité de Jacobi de {—, —}.

P2. En appliquant Lemme 3.1.16 on obtient :

du

—{ {ua,ashun}
aila du
= < {a2{u2,03}aul} S 3{“2#3}{“2,“1}) —3
U us

ULu
du,
{uZ,ag}{uz,u1}> dus.
us

a1a2

= < {{UQ,CL:J,} ul} + 7{U2,a3}{a2,u1} _ a@

Ul

Par un raisonnement analogue, on démontre les autres propriétés

A.7. Démonstration de Proposition 3.1.22

D’aprés Proposition 3.1.21 on a
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du asa du
w ag}{ug,ag} 3 - 1{{u17a2} 2 aQ}{al,u;;}——i—
a a a a 1
~ us 1{u1,a2}{u1,u3} 1 3{u1,a2}d<f{u2,U3}> {al,uz}{ul,as}*+
a;lz,az du1 du1 asas

{{al,ug} u;:,}i + {al,ug}{ag,u;),}— - {al,uQ}{uz,U3}7+

U3u
a a du, a1a du
2 3{a1,u2}d(—{u1,U3}) ug},as} us ui 2{“17“2}{“27@3} 3+
a a a a
. z{ul,uZ}{ul,ag} 5 1{a27U3}d(—{ul,uQ}> 92 (o g bd(——{ur, us))
ul 3 uLuU2

+a1a2a3d(u—3{@{uh U2}v U3})

+
du aila U
r{u2,a3}{u3,a1}—1+ 2 (. ) a3}{az,u1}i’+
a1a a a 1 du
-4 Q{W,as}{w,ul} 2 l{uz,as}d<—{u3,u1}> {az,u3}{uz,a1}4+
Su
aia du du aia
+ : 3{{1127U3} Ul} 2 + {a27u3}{a37U1} 2 5{CLQ,7ut3}{u3,u1}7—i—
uius uius
asa asa du a a
) l{az,ug}d<—{uz,m}> 25 (ug, uz},an}— — = 3{u2,u3}{u3,a1}*+
ua2u3 Ui u2u
a a du ala a a
—j 3{u2,u3}{u2,a1}f : Q{as,ul}d<—{u2,u3}> S{az,ul}d<—{u2,u3}>
Ju

—%agagald(gf{““*{u2aUS}:“I})
U1 UgU3

+

dUQ asas3 du1

r{u&al}{uhaz}f + - {{U3, ™

aoa a a 1
2 3{u3,a1}{u3,u2} 3 2{u3,a1}d(—{u1,uQ})

du du asa
{{a37u1} uzk=— >+ {asjul}{al,uz QT; -2 ;{%,Ul}{ulvuz}iﬂL
{ag,ul}d(—{us,uz})

u9
a3a1 dUQ a3a1
a3a1 dus a2a3
{U3,U1}{U3,a2}7 +

al}{a3, U2}7+

{a3,ul}{U3,a2}—+
3
a2a1

0102

{u;;, uy Hua, az}i—i-

Y a3, U2}d(7{us, ur})
us uzul

" {{us, ur}, a2}f »

{ah U2}d(7{U37 ur}) +

“3

+a3a1a2d(u—2{@{U3, u}, “2})'

FEn vertu des calculs antérieurs, ’égalité ci-dessus est équivalente a :

[[ dU1 dUQ] dU3] [[ dUQ dU3] dul} [[ dU3 dul} dUQ}
a1—,a2——|,a3— | + | |a2—,a3—— | ,a1— | + | |[@3——,a1—— | ,Q2—— | =
Ul U9 us U2 us us Uy

a us
iy {u2, a3} ({ur, a2} + {uz,a1}) ”
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+

asal ) dus

({{wr, a2}, us} + {{az, us}, Ul} + {{us,m} as}

({a1,us} + {us, al} 4w, a2}
1 ug u

usuy
+{u1, a2}u3u

({U17U3} + {u37u1}) +

aijas

({u1, a2} + {az, u1}) (i{uzvu:s}) + {au, Uz}
ijf (o uahous) + (o} + {{asear) u2}>

+{a2,u;z,}— ({a1,ua} + {u2,a1}+) d1 — {ug, 3} ({al,UQ} + {UQ,al}) ” L

{al,uQ}d ({ul, us} + —{ug, u1}>

<{{u1,u2} as} + {{u2, as}, u1}+{{a3,ul} u2}> dus

<{u1,a3} + a5, m)) 28

(7{%”2} ({ar, us}t + {us, a1}))+

({ul, as} + {as,ur}) ijf

a2a3

—{U27a3} ({Ul,uz} + {uz,u1}) 73 — {1, 2}

{az,ug}ca o ({unua) o+ {uaw}) +

a3al a3a2

ug
{us, al} = ({u as} + {ag,up}) 21 4 22 ({ug, as} + {as, u2}) (31{%%})
{as, )" <{a2, us} + {uz, a2}) L e W} (a2, ) + s 02)) 2 du>

) dul alag

{asvul}d( ! ({U2=u3})+{u37uz}))

—{U3, a1} 3 ({'LLQ,U3} + {U3, UQ}

af —{— I N _
Faraza; (ug{mw{ul,ug},ug} n ul{um{“%“ﬁ’“l} n ug{ugul (s}, o} )

A.8. Démonstration de Proposition 3.1.23

Il découle des propriétés des structures de Poisson logarithmiques principales
détaillées & Proposition 3.1.21 que l'on a les égalités qui suivent :

dU1 dUQ . al b3a1 dUQ
[a1 w0 u2]w,b3dv3 T s {u1, az}{ug, b3}dvs + {{u1,a2},v3} u2-+
bsa du arb
—B{ul,ag}{al,%}—z— ~z TuaeHun es}= = 13{u1,a2}d< {2, o))+
1

du du
{alau2}{ulab3}dv3'+‘i&;*{{al,u2} 03}“j;4‘ {al,uz}{a2>,vs}“l‘F

2 o, ua (- 1 {ul,vg}) "0 fur, ), by

{ul, 'LLQ}{UQ, bg}d’vg + bgal{ag, vg}d(—{ul, UQ})

u
a du

- s 2{a1,uQ}{u2,v3} !
“2

CL1 az

azb3

ala2

{u1,u2}{ul,b3}dvs-— "

1
+bga2{a1, vg}d(—{ul, UQ}) + alagbgd({i{ul, U2} 1)3})
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du1 du1 ai1ag

d
U9 bSdUS]w,al o 7{”2,()3}{1}3,@1}7 +

l[ag—
Uz

{{UQ,bg} ul}dvg
bg}{az,ul}dvg —-4444§{UQ,b3}{UQ,U1}dU3-+“‘4*{U2,b3}d(‘4*{vg,ul})

b du du du

+ {az,vg}{uQ,al} ! “, Haz sl ul}i+f{a2,v3}{b3,u2} ;
1

+a1b3{a2vv3}d(7{u2,ul}

) 4 220 a2b3 du1 a2b3 du1
a1a2

w

! bs

{{U2,Ua} al}ff 2 {U2aal}{u2»vz's}71
” {b:’nul}d( 2{u27113})+ {a2au1}d( 2{u2w3})+

agbgald(zai{ﬂg{u27v3}aul})

2

et
du du du asb du
[b3d7}37a171]w7a272 {03,a1}{u1,a2} 24 2 3{{1)3,a1} u2}71
uy uz L Ul
1 du
{vg,al}{bg,ug}*+b3a2{v3,a1}d<*{u1,u2}> *{bs,ul}{vs,az}i
a a asa
e {{bs,m} U2}dv3 + 7{53&1}{@1,“2}61@3 — 2 ¥ {53,U1}{u1,uz}dvs+
a1a2 dUQ Egal dUQ

{b37u1}d( {U37U2})+‘§“*{{U3,u1} QQ}Aj;V—

GICLQ

——{v3, ugH{u, Ct2}72
7

{bg,U2}d( {Ug,u1})+7{a1,uz}d( {vg,u1})

a1b3a2d( { {037“1} uz}).

Or le membre de droite de la derniére égalité peut s’écrire sous la forme :

{u2,b3}44447({ul,ag}'+-{a2,u1})dvg-% {ul,ag}({al,vg}-+-{v3,a1})

e <{{u1,a2} s} + ({us, 1), aa) + ({5} ) s

) dUQ a163

—{U1>a2} 2 ({u17U3}+{US>U1} ({Ulaa2}+{a27u1}) d(-— {U2av3})+

{al,UQ}({u1,bg}-+ {bg,ul})dv3-+»{a2,v3} ({al,UQ}-+-{uQ,a1})

u9

b3a2 ({{alvl@} vs} + {{ug,vs}, a1} + {{vs, a1}, U2}>du11+
2 iz o)+ o i)+ 2 un b (fun v} + {oss i D)+
asa

({{ul,UQ} b3} + {{uz, b3}, u1}+{{b3,u1} uz})dvg—i-

_{ul,uQ} e ({ul,b3}+{b3,u1})dv3—{u2,b3} ({ul,uz}—i—{uQ,ul}dvg)dvg
+b3a1{a2,v3}d( 11 ({uQ,ul}—i—{ul,ug}))+b3a2({a1,1)3}+{2}3,a1}) (ll{ul,ug})
+a1a2b3d({i{u1,u2} v3}+f{ {uz,vg} u1}+f{ v, w )+

{os, a1} {uz,b3}+{b3,uz}> ‘”“2<{u2,b3}+{b3,u2}> d( 11 {v3,u1})

+{bs,uz} ({a27v3}+{v3,a2})L++{637U1}a1a2 <;2<{uz,v3}+{vs,u2}>).
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cela achéve la démonstration.

A.9. Démonstration de Proposition 3.1.26

Soient uy,u3 € S, a1, as, bs et v9 dans A. D’aprés la remarque 3.1.24 Nous avons :

d d d d d d
[al“@,bzdvz]w,a;af%i + hbszQ,a3/u3]W7alqil] - b031k3,a1 lul]w’b2dv2 =
Ul us ) us Ui w us Ui w

asaq

d
E{U17b2}{v27a3}ﬂ {{u1>b2} u3 tdvs —l— {a17U3}{u1,b2}d03+
a3a1

1 by
2{ul,b2}{ul,U3}dv2+ 1“3{u1,b2}d( {U2,U3}) —{al,vg}{ul,as}ﬁ+
b d
o 2{{al,v2} us} =+ {bz,us}{al,vz}* +a3b2{a1702}d(7{m’u3})

+ 0 by, 11 {u1,02)

a b du
—{{u1,v2}, a3}7 — %{Uha:z}{ul,w} 3
1

{al,U5}d( {UQ,UQ})ﬁ-a1b2a3d(4*{44*{ul,02},U3})

du aib du
{112,@3}{“37@1}711 172{{02&3} ul} &

1 du
+4 {vg,ag}{b%ul}—g+b2a1{v2,a3}d(—{u37u1}) *3{52,“3}{1127611} !

a1b2

L3 b2

a a a1a
! 3{{52,U3} uy pdvg + 7{52&3}{@3&1}@2 _ 3{52,U3}{U3,U1}d02+
uzu
a a du b a du
y 1{b3,u3}d< o)) + 22 (o, uad ) — 2 o s, )
3

“3a1{b2,u1}d< {v2,u3}>+a—b2{a3,u1}d< L {un,ush)+

agbgald( { {UQ,US} ul})

4—‘44*{U3,a1}{u1,bz}dvz%—‘Ag*{{U3,a1} U2}4:f4—

boas asbs

*{U:sval}{%vz} o %{u&al}{u&w}d? {u3aa1}d( {Ul,vz})
{a3,U1}{U37 ba }dvg + L{{as, ur}, 02} bi{%,ul}{al,w}

ajas
! {{U3,u1} by Ydvo+

a du, ab
—Zl{ag,ul}{ul,m} ot ﬂ{as,ul}c« {us,vzn
agbl

{U3, up H{ug, ba dva — vt 2{“3, Ul}{uh ba }dva + b2a3{a1, vz}d(i{u&m})

—F52a1{a3,UQ}d(4444*{U3,U1}) +»a3a1b2d({4444—{u3,u1} Ug})

On a ainsi
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du du
[(11“41 deUQLU, 33] hb2dv2aa3
uy us |,

—-{Ug,ag} ({ul,bg} +—{bg,u1})gL——+-{u1,b2} ({al,U3}'+-{U3,a1})dvg
ast <{{u1, b2} us} + {{basushur} + {{usr), b2}>dv2+

—{Ulv bz} ({ul» uz} + {ug, u1})dvy + 7({101’ ba} + {b2, Ul})d(ulg{vz, uz})+

a3b2

d d d d
ug]w alul] + [[asw, ay m]w, badvs
us ur |, us Uy w

({{a1,v2} uz} + {{us, a1}, U2} + {{v2, us}, al})er
—%{bg,Ug} ({al,vg}-+-{vg,a1})————+—a3b2{a1,v2}d( 1 ({ul,U3}'+-{U3,u1})
a1b2

(7{{101’“2} az} + {{vz, a3}, ur} + {{as, u1 }, 02})

)2 “S“I{bz,usw 1 ({0} + {2 D)+
)dul

—{ur, 02} 2 ({U1,a3} + {as, u}

({ahus} +{us, a1 })d(— {Ul,w}) 2{027a3}({u37a1} + {a1, us}

+bga1({vg, as} + {as, va})d (L{u& wd) + {as, ul}—({bg, us)} + {us, bg}dvg

=0 g ) + e — 22 g, an) (o, ) + (v, s ))
3 3

a3b2

A.10. Démonstration de Théoréme 3.2.1

) dh 1
Soit o = ? + «;, on a (EH(a a2|H 043 EH(dh)a2| (dh) -
1 dh
(HD R hran) + (Genanadifital)) - ( Hdh)(ed) |H<a§>) -
H h dh 1 H((a}) dh 1 1
E dh|H ( L ! lH dh L H(od
H(al) ‘ as) + H(al) s (dh) H(a})a2| (a3)
Reecrlvons la derniere égalité sous la forme suivante
] 1 1 1 1
(5 "((,1)042|H(043)> = 72 (EH(dh)Oéz\H(dh)) + (ﬁH(dh a2|H(a3)) -
H(dh)(o3) H(o 1)
L (dn|H (o)) SO (dnlH (o) + Liz(otydh|H(dh) ) +

h2
1 1

7 (EH(Q})dh|H(0<:1s)) +s (‘CH(a})a2|H(dh)) (‘CH(a o3| H(ag
En sommant sous la permutation cyclique on obtient :

y
)

(Cﬁ(a )QZ‘H(O&L’,)) + O= % (ﬁH(dh)a%|H(dh)) + h (L:H(dh)a%|H(a§)) —
% (dh|H(a3)) - W (dh|H(ad))  + (,cH(al)de (dh) ) +
= (LH dh|H(a3)) + % ([,H(a%)aﬂH(dh)) + (EH 1)a2|H(a3)) +
1 (dh)(as

(CH any3|H(dh))  + % (La@maslH(al)) - T) (dh|H(a1)) -
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1 1
(dh|H(a}))  + ﬁ(ﬁH(aé)dMH(dh)) + E(EH(Q%)CZMH(O&)) +

(Lra0ayod @)+ (Lirgasy 0d (D)) +=5 (Carganyd |H () o (Lracanyod () ~
al o
(dh)(o) (dh|H(a})) - H(h;)h (dh|H(e3))  + %(EH(aé)de(dh)) +

= (LapanlH () + 1 (Layot H@) + (LagayodlHad).

On obtient :
(ﬁg(al)a2|ﬁ(ag)) + o=

i [(Caupedlired) + (Lawpodlfiad) + (Laepadli@d)]  (a0)
+ % [(LH((I%)O‘“H(dh)) + (EH(a%)de(a%)) + (ﬁH(dh)Of%IH(a%))} + (A.8)
4 [ (LapdrlH(@d)) + (Cnaod H©d) + (Layod HE@m)] + (A9)
' % [ (Laoy @RI H (@R ) + (Lra(any @I (03)) + (Largany @} H (dh) | + (A.10)
' % [ (LaaydRIE (@R ) + (Lraany @I H(03)) + (Larganyod | H (dh) | + (A.11)
+ % [(LaganollH(0d) + (Lrnad H@R) + (LagaydhlH(ab))| + (A.12)
' —% [H (o) (dh) (dh|H (c3)) + H(c3)(dh) (dh|H (o3))] +

) — 5 [H(a})(dn) (dn{H (o)) + H(od)(dh) (dhlH(0})] + (A13)
) — 5 [H(an)(0d) (dn|H (0})) + H(dh)(a}) (dhlH(a}))]

Puisque H est hamiltonien, les relations (A.7-A.12) sont nulles. On a donc :

- [H(a}il(dh) (dhlH(od)) + H(dzg(aé) (de(aé))]
ol «

- [H( zg(dh) () + H(dzg( ) (de(a%))]

=0.
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dh
En vertu de (3.15) et (3.17) quelque soit «o; = a?z + al € Qx(log D) quelque soit i €
{1,2,3} on a:
H(dh dh
L0 (3% 1 ap) = o) (o) 1
hl H(dh)+H(a})

da? H(dh) dh Al4
+4 EH(dh oy + H(dh).oy— 4 af (}& ) g h ( )
dh H dh

+H(0&) (a3) =~ W - aj (a1) dh—+ a2£H(a})dh+£H(a})a2

h h
Il s’en suit que

(fﬁmdh)a;fwh)) " (fcmdh)a;m(a;) + (aan o2 SEA )
(#rtam a3 |H<a;,>) e R i S )
(#abia )dh|“3H<dh>) + (H@%)(@)‘Zﬂﬂ@é)) ~ (cgTRR S pran)) -
(ang%).dhCZLH(aé)) " (%L‘,H(a%)dhﬁ:gH(dh)) + (igEH(a%)dMH(aé)) +
(ﬁH(aDayO}‘fH(dm) n (ﬁH(aDa;m(a@) .

Du caractére antisymétrique du crochet de Poisson on déduit

(ﬁﬁ(aoo‘ﬂﬁ(ag)) + O=

an
THN) (anj () + 392 (Lo () +
af al ad
U (Laanyodi o) + od TTI (aat rrany) + TV (qogir(ad)) +
aOOéO Oél OZO
172 (Corn @) - g 22 o) + HE o)
OéO O
—agw (dh|H(a%)) +22 (OcH(adeH(al)) + % (LiagapodlH(dn) +
(Cupodimtad) + ZENOD (4 pr(at)) + 0‘20‘1 (Corcanyabl H(am) +
O[O Q3
5 (CanediHiad) + a?% (da| () + ﬂ (da|H (o)) +
0 1 0
a}llf;(cH(jf)th|H (dh) ) O dh H(dh) oy (dh|H (o)) + O(a";l)(o‘?’) (dh|H (a}))
—af (hz) (dh|H(a%)) = <0£H apdhlH(a}) + 5 (Laeyad H(dh)) +
(LaapadlH(ah)) + % (dh|H (a})) + QZO‘I (L 51 (any | H (dh)) +
0[0
%8 (LamotlH(d) + a3 L (aagrran) + LU (aag o) +
aza? _ o H(dh).0q 8 H(ag)(a?) !
(EH(al)dh|H(dh)) o§ =5 L (dh|H (a})) + =2 (dh| H(a}))
OéO O
—a?% (ah]H(0}) + 2 (LaaydhlH(e}) + 22 (Lpapol Hh)) +

(LrpotlH(ad).
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Aprés regroupement, on obtient :
<£ﬁ(a1)0‘2|f1(a3)) + 0=

0

L [(H(dm)ld(a9)) (ahlH (0})) + (H(dh)|ad) (doS|H (dh))] + (A.16)

% {(ﬁmdmaélH(dh)) + (EH(aé)de(dh)) + (cH(dh)de(a;))] + (A.17)
%? [(EH(dma%IH(aé)) + (EH(a;)OlgHH(dh)) + (EH(aé)dh|H(a%))} + (A.18)
Z—% [(H(dh)la3) (daf|H(dh)) + (H (dh)|do}) (dh|H (e3))] + (A.19)

% [(H (dh)|o3) (dal|H(ad)) + (dh|H(ab)) (dad|H(a}))] + (A.20)

% {(ﬁmai)dhm(dh)) + (L (anydh| H (a1)) + (EH(dh)aHH(dh))] + (A.21)
- % [(H(dh)|ag) (dh|H(a3)) + (dh|H (a3)) (dh|H (a3))] + (A.22)

% [(H (on)lda3) (dh|H (a3)) + (H(aq)ldag) (H(dh)lag)] + (A.23)

— S [(H(ab)ldh) (dhlH(0}) + (H(abldn) (H@m)|a})] +  (A20

%g KEH(Q%)thH(aé)) + (Laanyal|H(ab) + <LH(aé)aﬂH(dh))} + (A.25)
%g | (el HdR)) + (LaaydhlH o)) + (Luamal H(ab) | (A.26)
(LrianodlH(@d)) + (LawyadlH(ad) + (LuyailH(ah) (A.27)

Le faite que H satisfait les relation (3.16) entraine la nullité des relations (A.34)-(A.27) 11
en résulte que

(ﬁﬁ(al)aﬂﬁ(a:a)) +0=0

dh dh
Par ailleurs, pour tous o = o~ +ajet = 507 + p1.on a
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(f(a)18) =
= H h (041)50+51)
— aoflLH dh |ﬂ0d: + ao Hdh |/31) ( (al)wocif)ﬂf{(allﬂl))

= G (H(AR)|2) + 52 (H(0n)|dh) + (H(0a)|1)

(2(8)la) =

— () 4 a0 +

EﬂoH(g”‘) a0y ) + 52 (EEIaR) + P () lan)) + (H(5) o)
%(le)\dhw%( (@)lar)) + (H(50)|a)

;((H(dhml) (H(B0ldh)) + 52 (((dn)]on) + (H (o) dh)) +
+(H(B1)lar) + (B1]H(an))

D’ou lisotropie de Gr(H).

A.11. Démonstration de Corollaire 3.2.4

Il est clair que ce crochet définit dans Ox y définit une structure d’algeébre de Lie. Il
reste donc & vérifier I'identité de Jacobi sur les sections restantes de M p.
Etape 1.
On se donne u,v € Mp — Ox et a € Ox Alors;

{u,{v,a}p}p :{ {’U ats}tp
f{u {v,a}s}s — 2{u,v}s{v,a}s.

Il s’ensuit donc que
{u {v,a}p}p+ o= ", fv.a), }S — wohdval + oo feul), -
{a uts{v,u}ls —|— {a {u,v}s}s — Q{U,U}s{a,v}s — %{u,v}s{a,u}s

Etape 2
On se donne v € Mp — Ox et a,b € Ox. Alors

1 1 1
{av {bvv}D}D = {av 7{bvv}s}D = 7{a’ {b’v}s}s - Uﬁ{bvv}{aﬂv}é"
De méme nous avons :

{b,{v,a}D}D —{b {’U a} }D {v,{a,b}D}D Z{U,{a,b}s}p

et

1 .
f{b {v,a}s}s — 2{v,a}s{b,v}s = v e, b))



122 Annexe A. Points de détail de quelques démonstrations.

On en déduit donc que

o, (b 0}p}o+ O = {a,{buhs — (b vHa v}t

b ke — lvekdbohot Sl {abhle (4o
= o ks + 4 (b fosake b+ o {a L)
=0

Etape 3
Prenons u,v,w € Mp — Ox.

1
Alors {u7 {U7w}D}D = {U, %{vvw}s}D-
1 1
Mais — {v, w}s € Ox; car — {v,w}s = {v,wlp € Ox. Il en résult
als o {v, w} b'e Cfr P {v,w} {v,w}p x. Il en résulte que
{u,{v,wip}p ={u, @{’an}s}D~

= ﬁ{u, {v,whs}s — ﬁ{v,w}s{mw}s - ﬁ{v,w}s{um}s,

02
On en déduit que

{U, {v7w}D}D+ o = ﬁ{ua {v7w}s}s - ﬁ{vaw}s{uaw}s - ﬁ{v,w}s{u,v}s
b o fwuds - ﬁ{w,u}s{u,u}s o {wu)fo,w),
+ L {w, {u,v}s}s — ﬁ{u, v}s{w,v}s — m{u,v}s{w, uks

uvw
= {u {v, whshs + {v,{w, utsts +{w, {u, v}s}s)

0.
Ainsi, {—,—}p satisfait l'identité de Jacobi. On en déduit donc qu’il est une structure

d’algébre de Lie.

uvw (

A.12. Démonstration de Proposition 3.2.7

Soient «, 8 € Qx(log D) on a :

ﬁa(ﬁﬂ) = .

J .
S b (=} + Sy B} =)+ S (g =)+ SO B ()
a'B @B

h {'Tiv {h7 _}’} + %{xi’ﬁj}{h’ _} - ?{xh h}{h’ _} + aiﬁj{xh {xj> _}}+
o' {wi, B9} {5, -}
B(Ho) = |

pra’

Braq b1 b1 ;
7{7% {h,=}}+ ﬁ{haal}{ha —}+ ﬁ{h,a Hai, =+ T{h’ {ws, =} }+

e P (g} (=) + By, iy b+

et

2oy (=) + (gt -} -+ 5
Zloin )

Ho(i1B) ~ 1A(a) = |
= S B ) + S (b, -} + U (), )+ S R )+
8 {0, M}, =)+ S0k R, =) + S, 94—} + O a2} (-

P i O~ — S22 (), =) + 0489 ({25, —) + o 9} g, 1

Aotz Hwi, —}
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Par ailleurs nous avons

H(la, 8]) = |

. m B aq i B’

- ﬁ{}% Bl}{h7 _} + ﬁ{qla h}{hv _} + ?{ha /BJ}{xiv _} + W{ala (I:j}{h, _}
PO ),y — O (s ) + S 87 (R ) + B (ah R 1

aiﬂl atBl ) . L
h {{xzv h}v _} - ?{(ﬂ“ h}{hv ; _} + O/‘{{Ei, BJ}{.’E]'7 _} + 6]{a2’ xj}{xia _}+
On bien :

H([o, B]) = [Ho, Hp

A.13. Démonstration de Proposition 3.3.3

d
Il est question de munir (C[y]—glj @ Q4 d’une structure d’algébre de Lie. Or la structure
x

de Lie-Poisson suivante
[dx, dy] := dx (A.29)

fait de €24 une algebre de Lie.
Ayant la suite exacte courte de A-modules suivante,

OHQAHQA@C[y]d%HC[y]df — (A.30)

dz
Il suffit de mettre sur Cly]— une structure d’algébre de Lie de maniére & en faire une

extension de Lie scindée. Or d’aprés [Alekseevsky et al. 2002],

1+ Brsy2 + B2] = [71,72] + (B, v2] — [B2,71) + [B1, Be] (A.31)

d
ou v+ B € Qu @C[y]?x pour i = 1,2.
d
est une structure d’algébre de Lie dans Q4 & (C[y]—m & condition que Q4 un idéal de Lie
T

d
de Q4 EB(C[y]?x. 11 suffit donc de montrer que les crochets définis par (A.31) et (A.10) sont

égaux.

dxr dzx
Posons 11 =7 —, f1 = Bdz + fidy et 75 = 13—, B2 = Bydw + Bady.
Par un calcul direct on obtient :

0 0
71 0 Y240 dx
- A.32
[717’}/2] (.’IJ {:17772} x {717$}> x 3 ( 3 )

[B1,B2] =
(B, B9} + B BY, a} + BI{BY, y} + By, B9} + (BYB3 — B163)) du + (A.33)
(B, B3} + BY{BY, o} + Bi{y, B3} + BI{BL. y}) dy,

0 0
Br,72] = (80, e)e + 28], ahay + (B0 (w8} + Bw DT, (A3

0 0
52,m] = 2068, whdo + Lo (5), o)y + (e, 0) + Bhlu D, (A39)
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Des égalités qui précédent on déduit
[ + Bi, 2 + 62} [v1,72] + [B1,72] = [B2, 7] + [Br, Bo] =

(Z oy + Zobat + 8408} + 5128} - Bt - Bt}

(Z o0,y - 2L (3801 + 60w 581 + 8480} + B3 (30,0} + 51089} + (905} — Pl ) o+
0 0

(f{ﬁ%,x} - ”;{ﬁ;,w}+5?{x,ﬂ%}+58{ﬁ%,w}+ﬁ}{y7ﬁ%}+ﬁ%{ﬁ%,y}> dy.

d d
Par ailleurs, 1+ 81 = (1) +280) = + Bldy. 12+ B2 = (1§ +2) = + B3dy. En appliquant
le crochet défini par ((A.10), on obtient

[(v1 =+ Bi, 72 + B2l

d d
(08 + 280 % (48 + 269 %) + (40 + 28 22 )
d
+ [Bidy. (48 + 2B8) -] + [8ldy, B3y

(72 +.Z'62){ 4 51,1‘}

772}dy + B3 {"f + xﬂlvy}*

5w+ eo} S+ B gy
By, B3 }dy + B3 {ﬂz s y}dy

0 0
(’71 ";xﬁl){ x, 2+$52} "

(vf + z5Y) (x
X

I+ + +

l? 0 72 dz
. {z, 79} + B {z, 78 + = {’Y1a17}+52{’71717}+52{71yy}+51{y 79} -

(B?{$7/38}+7?{$752} “‘BQ{th} +'Yg{/31733} +/32{617 }+ﬂ{y762}+

+

- s O
+ (o 83+ B0 B} + 28,0} + B9{BL 2} + 8w, B3} + BH{BL y})dy

On a bien ’égalité cherchée.
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A.14. Démonstration de Lemme 3.3.5

Soient «, 5 et a comme dans ’hypothése du lemme. On a

[a,aB] =
Ya

K Y P L WA g LY

¢'a1 dz dz d
a1 {z,a}dy + afi {al,y}; + ata{y, }; + ad By, a}§+
af{al, z}dy + ofa{y, B Ydy + a1 Bi{y, a}tdy + aBi{aj; y}dy.

m+ +

(“1{ ﬁl}—+ {1, }—+ {,/al}dywl{al,y}—

a1{y, 51}* + B9 {0417 x}dy + al{y Bitdy + Bi{at;y}dy)
o0

(a0} + ot a) S + (% (z.a) + ol {v.a})8ld)

m + +

af de  fY dez of dx

dx
a1{y, B?}; + Y al, z}dy + ol{y, Bitdy + Bi{al; y}dy)
0

(=H{x,a} + al{y. a})8
= H(a)(a)-B + ala, ).

+ o+

A.15. Démonstration de Proposition 3.3.6

Soient a = al% +aldy et B = B " T Bidy dans € Q4(logZ). On a :

o, 8) = ~(% 4o} + ol o) + ol 89} + A {00 uh e )

0
a1y + Al o) + oy, 81} + ol ) )

Par ailleurs on a :

(@) = o o -y + e M + D o ) +
I )+ Sy A+
{y, 2}z, —} +a1Bi{y {y, =3} + ei{y, BiHy, -}
A oy 1) +
wode -1+ Dy ad) oy +

{y,$}{$ }+,6’1a1{y, {Z/, }}+/811{y70&}{y7_}
H(e)H(B) — H(B)H () = H([ov, f]) +

L (. -1 - HaHn )~ o (1)
W (o )~ 1+ L),

N o 81—} +

O4151

H(8)H(a) = 51“1{{ 3+ Aty +
51 (e%1

7{7; al}{yv _} +

1041
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Or
s {2, =)} = v oo, -} {o -} =
= e+ ool + o)
= (e D+ o+ = el
= 0
et

A R R CR VR PR TP o
o {n =1+ s =21 = )

= Az {y, -} +{y {— 2} +{—{z,u}}
= 0

d’ou le résultat.

A.16. Démonstration de Proposition 3.1.31

Il est question de montrer que quelque soit ag,a; et as dans Q4(logZ) on a 0 =

dp,(w)(ao, 01, 02) = pus(ao)w(ar, az)—pu(a1)w(ao, a2)+pu(az)w(an, ar)—w([ao, o], a2)
w([ag, az], 1) —w([aq, ae], ag.) 11 suffit de le faire sur les éléments générateurs de 2 4(log 7).

dug duy dug
Pour a9 = —,01 = —, a0 = — on a:
(%) U1 (5]
1
dpw( )(aoaahaz) *{u i{uhuz}}—*{u i{uoauz}}Jr*{uza ” {uo,u1}}
1
—@{uou {uO,m},uz} + UT{—UOW {uo, ua},ur} — %{—UIW {ur,us},uo}

" {Uo, {Uh UQ}} - uou1u§ {Uh U2}{Uo, U2}

1
- - +
U()’U/Q’U,% {u17u2}{u0au1} Uq U U {Ul,{UO,Ug}} u2u1ug {u07u2}{u17u0}

+ {U07u2}{ulauz}+ {uz’{umul}}— 3{%’“1}{“27”0}

Huo,ur}, ua} +

2
USULU

Ug, U U, Ul f +
uguouQ{ 0t }{ua, ur} UgUoU1

Huo, u2kua} — {uovuz}{uoyul} o {uo, uaHuz, ur }

Hur,uz}, uo} +

3 {uﬂvul}{anUQ}
U

ulu Us

1 1
% {ur, ug H{ur, uo} + I {ur, uz Huo, uz}.

UouUiru2

En appliquant deux fois I'identité de Jacobi, on obtient : d,  (w)(ao, a1, @2) = 0. De méme,
duo du1

pour g = —, Qg = —, Qg = dUQ,
Uug (5%
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1 1 1 1 1
dp,, (W), 1, 2) = u*O{UO, a{ul’UZ}} - a{ulv %{u07u2}} + {ua, @{Uoful}}

1
- M{“m {ur,uz}} — m{ul,w}{uo,ul} - m{uh {uo,uz}} + i {uo, u2 H{ur, uo}

+M{u2,{w),m}}— {uo, us H{ug,ur} — {uo, ug H{ua,up} — M{{UO»Ul}auz}

upu? uduy

+u0u% {ug, ua Hug, ua} + m{u(}, uy H{uo, ug} + E{{Uo,w},m} - u—{uowz}{u(),m}

1U%
{ur, uaH{ur,up} = 0.

gy b0

duo e .
De méme, on montre d, (w)(ag, a1,a2) = 0 pour ap = = duy, g = dug Ainsi que
0

pour ag = dug, a1 = duq, e = dus.

A.17. Démonstration de Proposition 3.1.29

Us

dus
+ bidv;, w; = ajﬂ +bjdvjet f€Aona
i U
[wi, fw;] = pu(wi)(@)w; + f [wi, wj]
En effet,

Pour w; = a;



128 Annexe A. Points de détail de quelques démonstrations.
du; du; du; du;
[wiafwj] = [l ‘afj ]] [1 afb drU]} [bdvlafaj ]]
Us Us Uj
a; a;
- {ul,fa]} R g 5+ oo () + S o+

fb {alavj} +faz {U17Uj})+b{quaj}%"r&{bwuj}dvz
fhiazd(—~ {Uuug}) + b; {vz,fb }tdv; + fb; {b“v]}dvz +fb bid({vi, v;})

f‘“{uz, j}d“ﬂ “ﬂ{l,f}d“f f‘”{az,uj}djz
7

(2

faiaj ( {UHUJ}) {ulvb }d vj + % j{ulvf}dvj

fb; {al,vj} —i—falb d( {u,,vj} )+ b; f{vl,aj}——&—
fb; {v“b }dvj + b;b; {vl,f}dm + fb; {b,,vj}dvz + fb bjd({vi,v;})

I {uz,aj} “j{az,ug}dl s <—{ui,uj}>

{u“b Vv, + ), {al,vj} i 4 agb d( {uz,vj})
bi{vi,bj}dvj u—i{bi,uj}dvi + bjayd ( {Ul,u] D+
bi{os, b3 }dos -+ by (b, 03 Yo+ bibs (o 031))-+

PG 0} 5 + o z,u]}dl +aza]d<ufuj>

{ul,b Ydv; + b; {az,vj} —l—azb d( {ul,v]})
b; {’Uz, bj}dv; + {b,,uj}dvZ + bia; ( {vz,u]})
bi{v;, b;tdv; + b {bz,vj}dm + b;b; d({vz,vj}))

(00 + Py iy, by (= ) ()] 0,2
Floneos] + (pule) ().

D’ou le résultat.

+ bjdl}j)



ANNEXE B

Des points clefs de quelques
calculs.

Introduction

Cet annexe fournit quelque détails sur les points clefs de certains calcul. On éclaire
notamment la notion d’éffectivité de la différentielle construite au Chapitre 3.

df Ndg N dp
de Ndy N dz

B.1 Cas de la structure {f, g} = zyz

Dans ce cas nous nous donnons un polynéme non constant p dans A = Clx, y, 2] grace
auquel nous définissons le crochet de Poisson logarithmique suivant

df Ndg A dp

= —_— B.l
{£.9} hd:z:/\dy/\dz (B.1)
Pour alléger les notations, nous considérons les isomorphismes suivants :
] Q;(hzlgp) ] Pl B2 Ax Ax A
x z
AE+RZ+ S = (fuhfy)
x Y z
02 (log D) 2 A=A AXA
d dz dz dx de d
AEANZE+REAE 4+ 55N o (fi o fo)
y z z x x Y
Q3 (log D) A
fdﬁ A @ A % f
Yy
Al Der 4(log D) D A2 AxAxA
f1x3x+f2yay—|—f3z8z — (f17f27f3)
A2Der 4(log D) 2 B2 AxAx A
J1yOy A 20z + f220z A 20x + fz3zdx Aydy (f1, f2, f3)
A3 Der 4(log D) Y5 A
fxdx Nyoy N z0z +— f
Grace & ces isomorphismes, les opérateurs définis par I’équation 3.9 deviennent :
8Of = amh(ayfazp - azfayp)xax + ayh(azfamp - azfazp)yay+ (BQ)

azh(axfayp - 8yfaxp)zaz
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Pour tout f € A,

3yh(3zf33mp - aﬂcf3azp) - azh(axf2ayp - 8yf2arp)
—12202,p — faxydi,p — fsx207,p — f120:p

g azh(azflayp - 8yf18xp) - amh(ayf3azp - azf3ayp)
— f1ayd2,p — f2y°02,p — f3yz02.p — foydyp

azh(ayf2azp - 8zf2ayp) - ayh(azflazp - aa:flazp)
—f12207,p — foy205.p — f32°02,p — f320.p

Pour tout f € A3 et en fin

an: 5zh(5yf15zp - azflayp) + ayh(azf26wp - aa:anzp)+ (B4)
azh(azf'sayp - 8yf38xp)

Pour tout fe A3. Posons P; : A3 — A la projection sur la i®™® composante.

B.1.1 Montrons que 0,09y =0
Soit f € A.

f2 = mazpzazf - Zaszamf
f3 = yOypxd,f — x0,pydy f

D’aprés (B.3), la premiére composante p1(91(9o(f))) est donnée par

Pl (al (80(f))) = ayh(azfiﬁ‘amp - azf38zp) - azh(ameayp - ayf2amp)
—f12%03,p — forydZ,p — fax207.p — frxdsp

En substituant f7, fo, f3 par leurs expressions ci-dessus, on obtient
P1(01(0(f))) = xzzyawpawfagzp + 22y20,p0ypd2, f — x*yz0,p0y, fO2,p — nyz(awp)Qafyf—
22yz0,p0y fO2,p — 2?y20.pOypda, [ — x2yd.pdypdy f + x*y20.pdy, fO2,p + 1*y20.p0.pd3, f+
xyzazpawpayf - 3321928yp3zf3§$p - x2yzayp8wp8ng - xyzaypawpazf + -rZyzaypaa:fa:%zp‘i‘
22yz0ypd.pd2, f + xyz0,pd.pd, f + 2*y20,p0. fO2,p + x*yz(0up)? 0. [ — x*y20,pd, 02, —
22y 20, p0.pd2, | — 1°20.p0y fO2,p + x*yz0,pd. f02,p — ¥*y20,p0. fO2,p + 1*y20.p0, fO2,p
—2%yz0yp0y, fO2,p + x%yz0,p0y fO2,p — xy20,p0y fOrp + TY20yp0, fOrp
=0

De facon analogue, on montre que les autres composantes sont toutes nulles.

fi= Zazpyayf - yaypzazf
A(f) =

B.1.2 Montrons que d,o00; =0

Pour alleger les calculs et faciliter la lecture on pose pour tout f =

(f1s f2, f3); (P, Fo, F3) = F = 01(f).
Fl = 8yh(8zf381p - amfsazp) - azh(amf2ayp - ayf28mp)

— [12%802,p — foxydZ,p — fsx202.p — frzd.p
F2 = azh(awflayp - ayflaa:p) - awh<ayf382p - azf?)ayp)

— f1xydz,p — 202 00,0 — [3yz02.p — faydyp
F3 = 8zh(8yfgazp — 8Zf28yp) — 8yh(8zf18$p — Olfl(')zp)

—h12202,p — foyz0p.p — f32°02,p — f320.p

Posons enfin

01 = *21;52 = *22;53 = *23

D’aprés (B.4), on aura dy(F) = 6;(Fy) 4 02(F») + 65(F3) Alors

Alors 0; f =
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Fi = 06a(fs) — 03(f2) — fra?02,p — foxydi,p — f3x202,p — fradep

Fy = 03(f1) — 01(fs) — fraydi,p — fay*0s,p — fayz0;.p — faydyp

F3 = 01(f2) = 6a(f1) = frw202,p — foyz02,p — f32°02,p — f320.p
et donc

% (F) =
610 02(f3) — 61 0 03(f2) — 61 (f12202,p) — 01(fawyd2,p) — 61(fsw202.p) — 61(frxd.p)+
b3 0 03(f1) — 02 0 01(f3) — G2 (frayds,p) — 62(foy?0s,p) — 2(f3y202,p) — 02(f2ydyp)+
b3 0 01(f2) — 03 0 0a(f1) — 03(fr2202,p) — 03(f2y20%,p) — 03(f32202.p) — 03(f320.p)+
11 suffit donc de calculer chaque terme de cette expression et de vérifier qu’on obtient effec-
tivement zéro. Tout calcul fait, on obtient :

01002(f3) = xyz (Ozp82yp8 + 0.p0xpdy, — Oypd3,pd. — OypdepdZ, — 0.p0y, PO
—(0:p)*0;, + ﬁypazzpa + 8yp0.pd;.) f3 + xyz(9ypd.pdy — 0ypdypd.) f3

09 001 (fg) = 2yz?(0,p0?,pd, + 0.pd*xypd, — 0ppdypd?, — azpa,%zpay — 81p8§zp8z
—(0:p)05, + 0.p0ypd2, — 0=pdypdy.) f3 + 2yz(Dppdzpdy — Dupdypds) f3

81 003 (f2> =xy z(@zpaiypagg + 8Zp8yp8§w + 0, pd2,pd, + 8yp8wp8§Z — ayajzpagc

( )262 - azpﬁxypa azpaxpayy)f2 + Iyz(azpaypaz - azpaxpay)f2

d3 0 51( ) = xy?2(0ypd2,pdy + Oypd.pdy, + 0upds, pd. + Dxpdypds, — 0,02, pd,

—(0yp)?0;, — ypaxypa &«p@zp@yy)fz + 2y2(0:p0ypd; — 0:p0.pdy) f2

d20 53(f1) = 2%yz(0, Bgypa + 0,p0ypds, + 02pdypd3, 4 0:pd3,pdy — 0xpd3,p0,

—(0s )262 — 9,pdypd2, — 0.pd?> o eP0z) f1 + 2y2(0.p0.pOyp — 0.p0ypds) f1

b0 52(f1) = 2?y2(0yp0z,p0: + 8ypazp<93z + 0:pd.pd3, + 0up0;, pdy — 0pda,pd.
—(0:p)?0}, — 9ypd.pd2, — Oypd2,p0y) 1 + xyz(dypdypd.p — 0ypd.pd.) f1

-1 (flxax (xamp)) = _xyzazpayflamp - x2yzayflag2gggp + ‘ryzaypazflaa:p"_

22y20,pd. [102,p — frayz0.pd2,p — fra*yz0,pd3,,p + fLayz0,pdi, p+

f1$2928ypa§xzp

—61(fomyd2,p) = —2y?20.p02, fo + 1y 20,pd2, 0. fo — foryz0.pd2,p

— faxy®20.p03,,p + fznyzaypazyzp

—61(fsw202,p) = —x22y0.pd, f302, f2 + 12°y0ypd2 . pd. f3 — fsxyz*0.pd3,.p

— [3x2*y0ypds, .p + fsxyzﬁypaizp

—0a(faydy (yOyp)) = —wyz*0updypd. fo + 1y20.pdypdy fo — xy®20,p0d. 202, p

+2y?20.p0y [205,p — [22y20.p0,p + f2xyz0.pdz,p — foxy®20.p0yy=p + foxy?20.pds,,p

0o (f1ayd2,p) = —yx?20,p0. [L02,p + Yy 20.p02,pds [ — [12°yz0.pd3,.p

+[12%Yy20.pd3,,p + flxyzazpaiyp

—03(fazyd2,p) = —w22yd,pd2, f3 + ©22y0.pd2,p0, f3 — faxyz20.p0s..p

— f3xyz0,p02,p + f3xz2y8zp03yzp

—03(f320.(20.p)) = —ayz0ypd.pdy f3 — xy2>0ypdy f302,p + 2y20:pdy f30.p

+2yz2 020y [302,p — [3xyz0,p0i.p — [3xyz*0ypds..p+ fsxyz0,p0a.p + fsxyz*0.pd;..p

—03(f12202,p) = —a2y20,p0y f102,p + 12y20,p02,p0y f1 — fra’yz0,pd3,,p

— f1zyz0,pd2.p + f1x2y28xp83yzp

—03(fay202.p) = —y*w20,pdy f202,p + xy?20,p02 pdy fo — forxy?20,pd3, p

+ faxy?20,p05, .p + foryz0.p0;.p

B.2 Cas de la structure de Poisson {z,y} = =.

Dans cet annexe, nous nous proposons de vérifier sur exemple {z,y} = x Peffectivité
de la structure d’algébre de Lie-Rinehart sur Q4 (logz.A).

Les éléments du module Q4 (log 2.A) sont sous la forme af + Bdy ou «, B € A.
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d d odx
Soient a; = al—x + aldy,an = a2—x + addy,az = ai— + aldy trois éléments de
x x x
Q4(logzA).
Alors J J J J
a1, 02] = [0 =, a8 =] + [0 == addy] + [l dy. 3] + [aldy, addy].
d d d d d
Or [af =, a§ =] = (a§9,08 — a99,af) ==, [a) . abdy] = za}d,af = + afd,aldy,
x x x x
d od
[aidy, af ;] = —zajd,a) ; - oz23 ajdy, [aqdy, aydy] = (va30,01 — vajdya3)dy

Il s’ensuit que :

dx
— (098 0 _ 208 A0 1 09 1 _ 09 1 19 1
[, 2] = (90,03 — a30,0Y + zadd,af — zatdyal)— . + (0} 0ya5 — R0y + rasdyo) —

wajdyaz)dy
Posons a = 9,03 — 30,0 + zad,af — xald.af et B = 0,0l — a30,ai +xald,al —

16 1
xaqOyas.
On a alors : J do

x
a1, a0],a3] = [a— + Bdy,ad— + addy]
dv ydv,  Tdo da
= 0% 08T 0% aday] + 8y, 0§27 + [y, aday

O d d dx
[a—x,ag—x] = (adyad — af0,a)— * [a— ’ ,addy] = va3 0, a— + adyaddy,

x x x x

dxr odw

[Bdy, ag?} = —x80; a3? - oz38yﬂdy, [Bdy, aidy] = (9:0438xﬁ — zf0,al)dy.
donc p
(a1, ao],a3] = (adyal — ad,a + raid.a + mﬁ@mag)f + (adyad — 30,8 + zald. B —
zf0.0d)dy.
On considére les applications P; : Q4 (log z.A) — A définies par :
Py (ad—x +bdy) = a et Pg(ad—x + bdy)) = b et on pose :

x x
Aqaz = Pr([[ar, o], as]), Azz1 := Pi([[ae, as], o)) et Azio := Pi([[as, ai1], as)).

Par ailleurs, si nous posons Bisg := Pa([[a1, as),a3]), Basgi = Pal[|az, as],a1]) et
B3z := Pa([[as, an], az)),
alors

Aoz = aayag - agaya +zaid.a+ 140,03 et Bioz = ozayaé - agayﬁ + 2030, — 28003,
Par ailleurs
Oy(a) = 0y(a9,a3 — 30,09 + zald,af — xaid, az)
= 9,a90,a3 + a‘f@gyag - 8ya88ya1 - a282 a + 20,030, af+
xoé@;gcoz(l) — 0, alé) ad — xa182
Oy = 0y(af0ya8 — a28 al + 2030, — xa15‘ a2)
9,080,083 + a2, af — 0,099, ozl a307,08 + 030,08 + 29,030,080 + xayd;, o
atdyal — x@za%amo% — zald?,

0
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On obtient donc :

— 299 99 a9 — 298 98 o0 19 09 0 19 299 09 — 299 099 o0
Ai2z = 010,050,058 — 050,070,03 + 050,010,053 — xa; 030,05 — 030,040y
—a3a182 ag + a30,030,09 + agagafwa? — za30,0d 0,09 — xa3a182 af + xaga atd,a9+
xa3a182 al + +xalio, alﬁyaz + za3al07, 0 — ra3d,a90, 0‘1 :z:a3oz05‘2 af Jr xa3a28 af+
2030,030, al + 2%aiald?, 041 — zaiald.al — 2?ald,aldyaf — o a3a162 — 200,030,094
xa28 atdyad + a}@ 0,09 — 22030,0}0,09
Agz1 = oz28 a3(9 af — a38 oz28 af + 3:(138;504263,@? — xaé@xaga af — oz(l)@ 0488 al
042 092 0 09 A1 1592 1
—a1a282 ad + 9,030, a2 +a1a38yya22— zal0,a30,a3 — xa1a38y a22+ za0,a30, a3+
xa1a23 L, + +rad,a50,08 + rajad 5‘Tya3 — za}d,ad0, a2 — zaialo? +Ia1a38 ad+
200, a38 ag +x a1a382 a2 —zaiadd,ad — 2?atd,ald.af — o a1a162 — 2030, 030,09+
xaga 30,09 +x 04%8 30,09 — 22030,030,a9
Azip = (138 09,03 — %9, (133 a2 + zai 0,030,083 — vald,ad,ad — a38,a30,a!
—a2a082 041 + a30,090,09 —|—a2a 82 9— xaga atdyal — ma2a182 al +ma88 aidaf+
xa2a15‘2 af + +rald,al0, al + a:a2a082 al — :ca28 9,09 — ma2a182 al + $a2a18 a9+
2ad0,010, a3 + 2%alald?, a3 —zadatd, ol — 22ald,al0,0) — x 04204162 — za30,01 0,03+
wala 30,09 + 12030,010,09 — 2201 0,030,

Dot Aj23 4 Azz + Az12 =0

Pour montrer que Bis3+Ba231+B312 = 0, ’on peut procéder comme ci-dessus ; en remplagant
a et B par leurs expressions respectives. Nous allons procéder autrement. L’idée est d’utiliser
I’identité de Jacobie de la structure de Poisson soudjacente.

Remarquons que

dz dx dx dzr dzr dx dx
o, 02}, as) = [[09°F,08 %], a8 + (108 S, a8 T, addy] + (1082 by, ) +
dz dx dx
[[a‘f;,a%dy],aédy]ﬂ[ 1dy, o x]ﬂ%*]ﬂ[ 1dy, a9 —], ajdy]

dx
(o1 dy, asdy], ag;] + [[atdy, abdy], azdy]

On a ensuite le lemme suivant :

Lemme B.2.1 Avec les notations ci-dessus, on a :

. dx dx
(i) 0§, 08+ 0= 0

(i) [[aldy, addy], addyl+ O=0

Preuve.

(i) Pour ce qui est de la premiére égalité, on a :
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Haldj, 8914 o=
= (l(%{wg} + 4, o}z, a8} + S{ %z, af} + % {ad, 2}, o) 2
= (2(%{z, 0}z, of} + % {ad, 2}, o))+ % {2, 0 H D 2} + B D {{x, ), 2} +
%{al,x}{ o)+ % 22{{a1,x} w}) “ro
= (2(%{z,adHz,a i % (a8, a}r, 08)) + % 0} o, ) — B (o )} (o, ) +
2 {{z, 08} 7} + 2ol 2Ho, ) — LB {0, 0} {2} + L ({of, 2}, D ro
= (2(Z{z o}z, ) + % {af, 2}z, 08}) + L U {{r,ad}, 0} + % % ({af, 2}, x}) T o
= (%, a8}z, 0} + 4 Hat o}z, a8y + 2l {{, a8} 0} + 22 {{af, 2}, 2}

Q
ho

z, oz, al} + 53 {az,x}{x af} + o az{{x agh )+ sz 0;1{{042733} x}
z, o) Hz, o} + 53 {043799}{$ ag} + 0;2 0;3{{“? af},x} 4+ 2 of oy {{043755}755})*

am‘
FA-. ,—M

Q
vjwo

Il
(SRR

(ii) Pour ce qui est du (ii) on a

[[eqdy, azdy], azdy]+ O=

[(a1{y, a3} + ab{ai, y})dy, ajdyl+ O

(ai{y, a3} + ab{af, y}){y, o} + az{ai{y, a3} + as{al, y},y})dy+ O
(ai{y, asHy, a3} + as{at, yHy, o} + adai{{y, ad}, y} + adas{{a1,y},y}

a%{y,a%}{a%,%}+a%{ai,y}{a%,g{} 1.1 1 1o1ffa1 *
a¥{y,a§}{y,1a1} + a:{,{a%ay}{yal%} +ajaz{{y, a3}, y} + ajaz{{as, y},y}
a{y, asHag, ¥y} + aj{ag, yHaz, y} +

a3{y, r Hy, o} + aj{od, yHy, ag} + asad{{y, a1}, y} + asai{{az, 4}, v}
ap{y, o1 Hod, v} + az{ad, yHal, y})dy

= 0
m Il s’ensuit que les coefficients de dy restant proviennent de
dr dx dx dx dx dr., dx
097, 087, addy] + [ addy], a8 =)+ [[§ =, addy], addy] + [k dy, a8 ], a§ )+

odx dx
o}dy, a3 =), aldy] + ([addy, abdy], 0§ )
Pour terminer, il suffit de montrer que ces derniéres sont nulles. Pour cela, prouvons le
lemme suivant.

Lemme B.2.2 Soit (—, —) le crochet de la dualité Der 4(logxzA) = Q% (logxA). Alors

odw odx dx dr, dw
: 0 1 o %t 1 0 _
(i) ([[a?— x 042 x] dy] [[ - —, azdy|, o - |+ [[agdy, a3 :r] a3 - J,0y)+ O=0
dz dxr
(”) <H 7 any} OZde] Ha]id:% ag?]vaédy] + [[Ol%dy, a%dy]aag?]u 8y>+ OZ 0

Preuve.

(i) Pour ce qui est du i), nous avons :

<na1dj 0§ )y + 105 oday) 03 ) + [y, 0§ ), 08 0+ o=

= 12 {37 agHaz, a3} + 33 {al,x}{x az}+ a; Zl{{x az}, o} 4+ 3w, a3 ol 2+
afzﬁ{{%v%} z}+ xz i {al, 2}{ad, x} +
zg {z, 08 H{z, 0} + 33 {ag,x}{x aj}+ 3 o a2{{x azh,xh 4+ 24 {m azHa, 23+
(o, 0), 1) + ok a}of, ) 0 +
%g{ﬂf afHz, a3} + 33 {04373?}{1‘ ob} + %% {z,al}, 2} + % {z,alHof )+

T z L{{a3, 2}, 7} "‘ {a3vz}{alaz} +
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(ii) Quant a ) on a:

u dx dx
(= > aadyl, azdy] + [[agdy, o x] azdy] + [[ardy, agdy], a5, 9y) + O
- e el + Pt Hr.of) + 22 (03} o) + SoadHod
— iz, ad Mz, v} + Sy, a9z, a3} + 22 {af, 2}{y, a3} + 2222 o, o}, y}+
% {041,96}{042,21} - %% {af, 2}z, y} + %0‘1 {{y, a3}, 2} + %{y, abHal, o} +
“3“2{{a1,y}7x}+ ag{al,y}{azvx} . 1
fﬁxhas}{y, ai}+ %{?27@/}{%@1} + %0{{%01%}711} + e azHad, y}+
— Stz ez gt + 2y, azHe ag} + ZHag, oy, a1} +O%{{a%,m}7y}+
T {as, e Hag, v} - 2 0“3{042796}{33 g} + D% (fy ad},a} + %y, a}Had o)+
%{{a%,y},xH%ﬂ{az,y}{agvx} . 1
Tz aiHy, azt + oz, yHw, az} + %0{{%@%}4/} + 2w, arHas, y}+
az% {w a1z, y} + % fy, a9 Hw, a3} + 2 {ad, 2}y, ab} +D%{{aéam},y}+
7{043’1"}{0417?4} - a"’al {ad, o}{z,y} + 2 “3{{3/7041} a} + 2y, a1 Hag, 21+

20l {{ad, y}, o} + of oz, yHal, 2}
-0

de maniére analogue, on prouve le (ii). ®
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Résumé : L’objectif de cette thése est de proposer des critéres de préquantification des
structures de Poisson a singularités portées par un diviseur libre d’une variété complexe de
dimension finie.

Pour cela, nous partons d’une construction algébrique des différentielles formelles logarith-
miques le long d’un idéal finiment engendré et propre d’une algébre commutative, pour
introduire la notion d’algébre de Poisson logarithmique. Puis, nous montrons que de telles
structures de Poisson induisent un nouvel invariant cohomologique ; ceci par le billet d’une
structure d’algébre de Lie-Rinehart qu’elles induisent sur le module des différentielles
formelles logarithmiques. Grace & ce dernier, nous étudions les conditions d’intégralité des
telles structures de Poisson.

Tout d’abord, nous montrons que ’application hamiltonienne de toute structure de Poisson
logarithmique se prolonge sur la module des différentielles formelles logarithmiques et
induit une structure d’algeébre de Lie-Rinehart sur ce dernier. De plus I'image de cette
application est contenue dans le module des dérivations logarithmiques. Nous appelons
cohomologie de Poisson logarithmique la cohomologie induite par cette représentation.
Par la suite, nous montrons sur quelques exemples que les groupes de cohomologies de
Poisson et ceux de Poisson logarithmique sont en générale différentes ; bien qu’ils coincident
dans le cas des structures de Poisson logsymplectiques.

Nous terminons par une étude des conditions d’intégralité de telles structures au moyen de
cette cohomologie.

Mots clés : Structures de Poisson, cohomologie de Poisson, diviseur libre, al-
gébre de Lie-Rinehart, quantification, dérivation contravariante logarithmique, structure
logsymplectique, structure de Poisson logarithmiques.




Abstract : The main objective of this thesis is to propose a criteria of prequantization of
singular Poisson structures with singularities carried by a free divisor of a finite dimensional
complex manifold.

For this, we start from an algebraic construction of formal logarithmic differentials along
a finitely generated non trivial ideal of a commutative and unitary algebra. We introduce
the concept of logarithmic Poisson algebra. Then, we show that these Poisson structures
induce a new cohomological invariant, this is dow via the Lie-Rinehart algebra structure,
that they induced on the module of formal logarithmic differentials. With the latter, we
study the integrale conditions of such Poisson structures.

First, we show that the Hamiltonian map of logarithmic Poisson structure extends to the
module of formal logarithmic differential and induces a structure of Lie-Rinehart alge-
bra on it. Furthermore, we show that its image is contained in the module of logarithmic
derivations. We called logaruthmic Poisson cohomologie, the cohomologie induced by this
representation.

Subsequently, we show on some examples that Poisson cohomologies groups and Poisson
logarithmic cohomologies groups are different in general, although they coincide in the case
of logsymplectic Poisson structures. We conclude with a study the prequantization condi-
tions of all such structures by means of this cohomology.

Keywords : Poisson structures, Poisson cohomology, Free divisor, Lie-Rinehart algebra,
quantization, logsymplectic structure, logarithmic Poisson structures, logarithmic contrvari-
ant derivation.
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