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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte applicatif

Les derniéres décennies ont vu le développement rapide du domaine de la bio-
logie moléculaire et, grace a des progrés techniques constants, I’émergence d’une
biologie dite a "haut-débit" se traduisant par une forte augmentation de la quan-
tité de données disponibles. L’analyse de ce type de données offre au statisticien
de nombreux challenges : en effet, une de leurs principales caractéristiques est que
le nombre d’individus observés (de l'ordre de la centaine) est relativement faible
devant le nombre de variables considérées (souvent en dizaines de milliers). Les pro-
blématiques d’intérét restent généralement les mémes, & savoir, la découverte de
groupes, la discrimination, I’estimation et la prédiction pour n’en citer que quelques
unes. Cependant, les méthodes classiquement utilisées a ces fins nécessitent d’étre
adaptées a la grande dimension de ces données car cette caractéristique les rend peu
performantes.

Deux types de données issues du domaine de la biologie moléculaire a haut-
débit ont motivé ce travail de thése : les données de microarray CGH (Comparative
Genomic Hybridization) et les données de spectrométrie de masse. Les données de
microarray CGH sont des données visant a l'é¢tude du génome et plus particulie-
rement, & la mesure du ratio du nombre de copies des génes entre un échantillon
d’intérét et un échantillon de référence. La technologie de la spectrométrie de masse
vise quant a elle & I’étude du protéome et sert a déterminer, par un procédé d’io-
nisation, la composition en protéines ou polypeptides d'un échantillon biologique.
Une vaste littérature a été développée concernant 1’étude de telles données et pour
un panorama des approches adoptées, nous renvoyons le lecteur a la revue de van de
Wiel et al. (2011) pour les données de microarray CGH et a la revue de Roy et al.
(2011) pour les données de spectrométrie de masse.

Les caractéristiques communes de ces technologies sont de produire des don-
nées de grande dimension mesurées a haut-débit et présentant des comportements
fortement discontinus. A ce titre, notre choix de modélisation s’est porté sur une
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approche fonctionnelle de ’étude de telles données. En effet, de par leurs caracté-
ristiques, ces données s’inscrivent naturellement dans le paradigme développé par
Ramsay et Silverman (1997). Dans leur cadre, des données sont dites fonctionnelles
si elles sont mesurées sur une grille de discrétisation fine et réguliére et pour les-
quelles la notion de courbes représente I'unité idéale d’observation, c’est-a-dire pour
lesquelles on souhaite s’intéresser a des quantités n’ayant un sens que dans une ap-
proche fonctionnelle, comme la régularité par exemple. De plus, alors que jusqu’a
présent, les efforts de recherche ont été concentrés sur la caractérisation de la va-
riabilité directement imputable aux appareils de mesure, une nouvelle voie émerge,
visant & étudier la variabilité biologique propre aux individus inhérente a de telles
données. En effet, les réactions physiologiques dans une circonstance donnée (face
a une maladie par exemple), peuvent se révéler trés différentes selon les individus
concernés et la modélisation de cette variabilité dans ’optique d’une meilleure com-
préhension du phénomeéne étudié est actuellement un enjeu majeur. Dans le cadre
de I’étude de données non complexes, les modéles mixtes représentent 1’outil d’étude
ad-hoc pour la modélisation de la variabilité individuelle. Dans le contexte des don-
nées complexes, ’extension des modeéles mixtes a un cadre fonctionnel en devient
alors I'outil d’analyse privilégié.

Le document présent est constitué de trois parties. Dans la premiére partie,
nous nous attachons a la description des principaux outils de modélisation statis-
tique représentant les fondements de ce travail : les modéles mixtes et ’approche
fonctionnelle basée sur les ondelettes. Dans une deuxiéme partie et aussi premiére
contribution de ce travail, nous étudions la problématique de la classification non
supervisée au sein des modéles mixtes fonctionnels. Enfin, dans une troisiéme par-
tie, représentant la deuxiéme contribution de ce travail, nous nous concentrons sur
des problématiques d’estimation dans les modéles mixtes fonctionnels au sein d’un
groupe homogene d’individus.

1.2 Outils de modélisation

RESUME DE LA PARTIE [

Dans cette partie, notre volonté est d’introduire les principaux concepts associés
au développement des contributions proposées dans cette thése. Nous commencons
par décrire dans un premier chapitre, la notion de modéles linéaires mixtes (Laird et
Ware 1982). Cette introduction est réalisée dans le cas particulier de la modélisation
de données longitudinales. Des données sont dites longitudinales lorsque les mesures
réalisées sur les différents individus le sont selon une grille de temps ou d’espace, in-
duisant un ordre naturel sur les données, et de ce fait, constituant une base naturelle
a une future extension aux données fonctionnelles. Pour une introduction détaillée
des modéles linéaires mixtes appliqués aux données longitudinales, le lecteur pourra
se référer a ouvrage de Verbeke et Molenberghs (2000). L’idée générale des modéles
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mixtes est basée sur la notion d’effets fixes et aléatoires permettant de distinguer
le comportement moyen commun & une population d’une variabilité propre aux in-
dividus. Cette distinction conduit a deux approches distinctes, présentées dans le
Chapitre 2. D’une part, I’approche marginale consiste, vis-a-vis des effets fixes, a
une formulation du modéle en un modéle linéaire hétéroscédastique, et d’autre part,
I’approche jointe, permet la prise en compte explicite des effets aléatoires.

Dans une optique d’extension de la modélisation mixte & un cadre fonctionnel,
nous présentons, dans le Chapitre 3, la notion de modélisation fonctionnelle non
paramétrique basée sur une représentation du modéle dans une base de fonctions.
Notre choix de base se porte tout au long de ce travail sur les ondelettes : en effet,
dans le contexte considéré, les ondelettes présentent de nombreux avantages rendant
leur utilisation pleinement justifiée. Elles permettent d’'une part la modélisation de
signaux présentant de fortes discontinuités, qui est une des caractéristiques des don-
nées étudiées. De plus, leur propriété clé de bonne localisation aussi bien en temps
qu’en fréquence, rendent la représentation des signaux réguliers dans le domaine des
ondelettes naturellement parcimonieuse. Les méthodes de régression par ondelettes
tirant avantage de leurs propriétés de parcimonie ont été introduites, en statistiques,
de maniére pionniére par Donoho et Johnstone (1994) et ont, par la suite, été large-
ment, développées. Une revue comparative intéressante de ces nombreuses méthodes
peut étre trouvée dans Antoniadis et al. (2001), nous en donnons, pour notre part,
un aperc¢u au cours du Chapitre 3.

Dans un dernier chapitre, nous présentons la classe des modéles & variables la-
tentes. Des variables sont dites latentes lorsqu’elles ne sont pas observées; on parle
aussi de variables non observées ou de données cachées. Cette classe est particulie-
rement intéressante dans notre contexte car elle constitue un cadre commun a la
classification non supervisée basée sur une approche probabiliste ou les variables
latentes sont les labels inconnus des individus et aux modéles mixtes ot les variables
latentes sont les effets aléatoires individuels. Dans ce cadre, nous présentons deux
modeéles a variables latentes particuliers : le modéle de classification de courbes et
le modéle mixte fonctionnel. L’accent est mis sur ces modéles particuliers car notre
premiére contribution est basée sur une modélisation des données alliant ces deux
objectifs. L’objectif de ce chapitre est alors d’en présenter les principales particu-
larités qui seront utiles au modéle développé en Partie II. Le premier modéle de
classification (non supervisée et sans effet aléatoire) de courbes décrit a été proposé
par Antoniadis et al. (2008) dans le cadre de la classification d’image fonctionnelle.
Leur modélisation est basée sur une représentation du modéle fonctionnel dans une
base d’ondelettes, se ramenant ainsi & un modéle de mélange gaussien standard
mais, dans un cadre fonctionnel, considéré en grande dimension. La probléme de la
dimension est géré par une étape préalable de réduction de dimension tirant parti
des propriétés de parcimonie des ondelettes, dont nous nous inspirons au cours de
notre procédure de classification de courbes dans les modéles mixtes fonctionnels.
Remarquons qu’une vaste littérature existe pour la problématique de la classifica-
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tion non supervisée de courbes et le lecteur intéressé pourra se référer aux revues de
Bouveyron et Brunet (2013) et Jacques et Preda (2013).

En deuxiéme lieu, nous présentons un modéle mixte fonctionnel proposé par An-
toniadis et Sapatinas (2007). Dans un cadre fonctionnel, les effets fixes et aléatoires
deviennent des effets fonctionnels caractérisant respectivement un comportement
fonctionnel moyen et des comportements fonctionnels propres aux individus modéli-
sant la présence d’une variabilité inter-individuelle. Dans le modéle proposé, ’accent
est mis par les auteurs sur la modélisation de la variabilité individuelle : en effet,
Antoniadis et Sapatinas (2007) proposent une modélisation faisant ’hypothése que
les effets fixes et aléatoires fonctionnels sont situés dans le méme espace fonctionnel.
Cela peut se justifier par le fait qu’'une telle modélisation permet alors une inter-
prétation plus aisée des déviations individuelles vis-a-vis du comportement. Ainsi,
dans le cas de I'étude de données de spectrométrie de masse par exemple, les dé-
viations individuelles seront représentées par des signaux de méme nature que le
signal moyen, traduisant la présence/absence de certaines protéines suivant l'indi-
vidu considéré. Dans un cadre de modélisation basée sur les ondelettes, ceci est
assuré par une propriété, démontrée par Abramovich et al. (1998), de décroissance
exponentielle des variances des coefficients associés aux effets aléatoires en fonction
du niveau de résolution, permettant alors de controler la régularité du processus
sous-jacent. L’originalité de leur approche se situe dans le fait que leur modélisation
est développée directement sur les coefficients d’ondelettes. Nous réalisons dans ce
contexte une étude de simulation exploratoire afin d’évaluer la diversité des proces-
sus engendrés par ce type de modélisation. Le calcul de la fonction de covariance
associée au processus dans le cas de la base de Haar nous montre que la classe
des processus atteinte est relativement large et permet la modélisation de processus
méme non stationnaires.

1.3 Classification non supervisée dans les modéles
mixtes fonctionnels

RESUME DE LA PARTIE II

Cette partie représente la premiére contribution de ce travail et se concentre
sur la problématique de la classification non supervisée dans les modéles mixtes
fonctionnels.

La classification au sens large revét une importance particuliére dans le cadre de
I’étude de données issues de la biologie moléculaire. Dans un cadre supervisé, c’est-
a-dire, lorsque les groupes sont connus et que le probléme est de trouver une régle
de décision conduisant a ces groupes, cela représente un espoir pour la détection
de marqueurs biologiques conduisant au développement de certaines maladies. Dans
un contexte non supervisé, c’est-a-dire quand l'objectif est de former des groupes
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homogeénes, cela ouvre la voie a de potentielles meilleures performances en terme de
diagnostic de certaines pathologies. En effet, 1a question du diagnostic est actuelle-
ment basée majoritairement sur 'observation de données cliniques et peut conduire
a des erreurs induisant des choix de traitements non adaptés. L’étude des phéno-
meénes au niveau moléculaire pourrait, en ce sens, ouvrir la voie a de meilleures
performances de diagnostic et conduire, a terme, & une meilleure prise en charge des
patients. Cela ne représente qu’'un exemple mais souligne I'importance de la problé-
matique de classification non supervisée dans ce contexte. Néanmoins, contrairement
au cadre supervisé, la classification non supervisée dans le cas de données complexes
reste un probléme relativement peu abordé. Qui plus est, la prise en compte de la
variabilité inter-individuelle inhérente a ce type de données dans un tel contexte est
aussi largement sous représentée dans la littérature actuelle.

Dans le Chapitre 5, notre objectif est de proposer une procédure efficace d’un
point de vue numérique, permettant la découverte de groupes au sein de données
complexes en présence de variabilité inter-individuelle. Pour ce faire, nous choisissons
d’adopter une approche probabiliste de la classification basée sur un modéle de
mélange fonctionnel mixte. Notre modéle est la réunion du modéle de classification
de courbes développé par Antoniadis et al. (2008) et du modéle mixte fonctionnel
proposé par Antoniadis et Sapatinas (2007), présentés en Partie I. Une représentation
du modéle dans le domaine des ondelettes est utilisée afin de se ramener, au sein de
chaque groupe homogéne, & un modéle linéaire mixte. Dans un cadre fonctionnel,
nous proposons a 'image d’Antoniadis et al. (2008), une premiére étape de réduction
de dimension basée sur les techniques de seuillage par ondelettes. L’estimation des
parameétres du modéle sur les données réduites est ensuite réalisée par maximum de
vraisemblance au moyen de I'algorithme EM, adapté a la prise en compte de variables
latentes. Le point difficile ici est que nous sommes confrontés a la présence simultanée
de deux types de variables latentes : les labels des individus et les effets aléatoires. Le
choix du nombre de groupes est réalisé a posteriori grace a 'utilisation d’un critére
de type BIC. Bien que ne prenant pas en compte la présence d’effets aléatoires
dans le calcul de la vraisemblance, ce critére montre de bonnes performances sur les
simulations effectuées.

Dans le Chapitre 6, nous présentons une étude de simulation approfondie visant
a étudier le comportement de notre procédure dans une large variété de configu-
rations. Nous nous sommes particuliérement concentrés ici sur la définition d’un
protocole de simulation de jeux de données synthétiques. La définition de cadres de
simulations unifiés est un sujet important a plusieurs titres. Cela représente en pre-
mier lieu un moyen de comparer objectivement différentes procédures, nouvelles et
existantes, grace a 1'utilisation de valeurs de paramétres de simulations canoniques.
Par ailleurs, cela conduit & une meilleure exploration de I'univers des simulations
permettant ainsi d’étudier les limites des procédures testées. Enfin, nous pouvons
souligner 'importance de cette démarche dans un cadre d’analyse fonctionnelle. En
effet, les procédures étant appliquées sur les coefficients d’'une décomposition en on-



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

delettes provenant d’un modéle fonctionnel sous-jacent, il est crucial de s’assurer
que les données simulées aient un sens dans le cadre fonctionnel. Malgré cela, cette
démarche de spécification est relativement peu abordée dans la littérature et en ce
sens, ce travail y apporte une contribution. Dans le cadre de cette étude de simula-
tion, nous mettons en avant I'importance de la prise en compte des effets aléatoires
pour la classification lorsque les données présentent une variabilité inter-individuelle
significative. De plus, en comparant notre procédure a une procédure développée par
James et Sugar (2003), basée sur une modélisation mixte similaire mais utilisant les
bases de splines, nous montrons le gain de performance, vis-a-vis de la classification,
apporté par les ondelettes pour I’étude de données irréguliéres de grande dimension.

Nous développons en outre deux applications a des jeux de données réelles. Le
premier est issu de la technologie des données de spectrométrie de masse et concerne
des sujets féminins atteints ou non d’un cancer de l'ovaire (Petricoin et al. 2002),
représentant deux groupes d’individus homogeénes. Ces données sont analysées sans
la connaissance des labels individuels mais en fixant le nombre de groupes a deux,
I’objectif étant de voir si les classes "malades" et "sains" sont retrouvées par notre
procédure. [’idée sous-jacente est de se demander si ces données sont pertinentes
pour la caractérisation de ces groupes. Dans ce contexte, nous constatons que la
prise en compte de la variabilité inter-individuelle est un facteur important vis-a-vis
des performances de classification. La présence d’une forte variabilité individuelle est
un fait connu pour ce type de données (Antoniadis et al. 2007) et notre étude met
en lumiére la nécessité de les prendre en compte lors de ’analyse de telles données.
Un résultat secondaire concerne la modélisation de la variabilité individuelle : en
effet, notre étude fait apparaitre de meilleures performances lorsque la variabilité
dépend de la position et de la résolution considérée. Dans ce contexte, 'observation
des variances estimées des effets aléatoires montre de nombreuses valeurs proches
de zéro. Cela nous incite a penser que la représentation de la variabilité individuelle
dans le domaine des ondelettes est parcimonieuse, c’est-a-dire qu'une grande partie
des variances associées aux effets aléatoires sont nulles. Ce point particulier constitue
une motivation pour le développement de la deuxiéme contribution de ce manuscrit,
développée en Partie III.

Enfin, notre deuxiéme application concerne I'étude d'un jeu de données géno-
miques issu de la technologie des microarray CGH. Ces données sont mesurées sur
une cinquantaine de patientes atteintes d’un cancer du sein pour la mesure d’envi-
ron 2000 points le long du génome pour chaque individu (Fridlyand et al. 2006). Le
développement de ce cancer peut prendre plusieurs formes différentes associées a plu-
sieurs variantes de la pathologie. La découverte et le diagnostic précis de ces variantes
constituent alors un enjeu et nécessitent d’aborder ces données d’un point de vue
entiérement non supervisé, c’est-a-dire, sans connaissance des labels individuels et
du nombre de groupes. Ces données ont été analysées de nombreuses fois (Fridlyand
et al. 2006; Van Wieringen et al. 2008), donnant lieu a des résultats de classification
différents suivant les approches considérées. Notre originalité est de proposer une
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approche modélisant la présence d’effets aléatoires, ce qui, & notre connaissance, n’a
pas encore été réalisé sur ce type de données. Cela fait apparaitre, par une estimation
a posteriori, la présence d’une trés forte variabilité inter-individuelle, nous amenant
a conclure que la découverte de groupes homogéenes d’un point de vue biologique
nécessiterait de disposer d'un nombre beaucoup plus important d’individus.

Ces travaux ont fait 'objet d’un article scientifique publié dans la revue Biome-
trics (Giacofci et al. 2013) ainsi que de présentations orales aux congrés IBS Channel
(Bordeaux - Avril 2011) ainsi qu’a la premiére conférence de 'ISNPS (Gréce - Juin
2012). L’ensemble des procédures développées sont de plus implémentées dans le
package R nommé curvclust, disponible sur le site du CRAN!.

1.4 Estimation dans les modéles mixtes fonctionnels

RESUME DE LA PARTIE III

Une fois les groupes formés, se pose naturellement la question de ’estimation des
paramétres du modéle mixte fonctionnel au sein d’un groupe d’individus homogéne.
A I'image des problématiques rencontrées dans les modéles mixtes standards, I’ob-
jectif premier est de proposer un estimateur de l'effet fixe, fonctionnel dans notre
cadre, car celui-ci est associé au comportement moyen au sein d’un groupe et est
donc lié au phénoméne sous-jacent étudié. De maniére latente, se pose la probléma-
tique d’estimation des effets aléatoires : en effet, la qualité d’estimation des effets
fixes au sein des modéles mixtes est dépendante de celle des effets aléatoires. De
plus, la compréhension de la variabilité inter-individuelle représente un enjeu en soi
dans la mesure ou elle peut conduire & terme & mieux appréhender les effets d’une
pathologie par exemple en terme de variabilité de la réponse individuelle. Ce double
objectif est abordé selon deux approches distinctes dans cette troisiéme partie, qui
représente la deuxiéme contribution de ce travail. Etant donné le caractére fonction-
nel des effets fixes et aléatoires, ’estimation basée sur une représentation du modéle
dans le domaine des ondelettes, se traduit par une représentation parcimonieuse des
effets fixes et aléatoires. Concernant les effets aléatoires, réalisations de processus
gaussiens centrés, la parcimonie se traduit alors par une parcimonie du vecteur des
variances associées aux effets aléatoires. Notre objectif, dans un cadre fonctionnel,
est de retrouver cette parcimonie grace a ’adaptation des techniques d’estimation
non paramétrique par ondelettes au cadre mixte.

Dans le Chapitre 7, nous présentons une premiére approche basée sur une vi-
sion marginale des modéles mixtes. Dans cette approche, notre objectif principal se
concentre sur la reconstruction de I'effet fixe fonctionnel. Vis-a-vis de cette probléma-
tique, la représentation du modéle mixte fonctionnel dans le domaine des ondelettes
se raméne a un modéle de régression non paramétrique par ondelettes.

1. http://cran.r-project.org/
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L’idée de seuillage dans un cadre non homoscédastique n’est pas nouvelle au
sein de la littérature non paramétrique. En effet, a la suite des travaux pionniers de
Donoho et Johnstone (1994) sur le seuillage par ondelettes, Johnstone et Silverman
(1997), Gao (1997) et von Sachs et MacGibbon (2000) se sont intéressés a la pro-
blématique de ’estimation non paramétrique lorsque le bruit perturbant le signal
moyen n’est plus un bruit blanc mais respectivement, un processus stationnaire ou
un processus non stationnaire. Dans le domaine des ondelettes et sous la propriété
de décorrélation de ces derniéres (Frazier et al. 1991), ces modélisations se traduisent
par des variances dépendant du niveau de résolution dans le cas stationnaire ou du
niveau de résolution et de la position dans le cas non stationnaire. Cependant, ces
travaux se placent dans le cadre non paramétrique classique, c’est-a-dire quand le
nombre d’individus noté N est égal a 1, entrainant la nécessité de mettre des hy-
pothéses supplémentaires sur les variances pour leur estimation (de régularité par
exemple). Dans notre cadre, nous disposons de répétitions individuelles, permettant
une estimation plus aisée des paramétres de variance. Peu de travaux existent dans
le cadre hétéroscédastique avec répétitions et un des articles pionniers est celui de
Amato et Sapatinas (2005). Ces derniers proposent une étude empirique concluant
qu’en présence de répétitions, la stratégie consistant a effectuer un seuillage de la
moyenne des signaux est préférable a celle consistant a faire une moyenne des signaux
seuillés individuellement. Néanmoins, dans ce cadre, les propriétés de convergence
des estimateurs et la problématique d’estimation des variances ne sont pas abordées.
Forts de ces approches existantes, notre stratégie, développée dans un cadre hétéros-
cédastique en présence de répétitions individuelles est basée sur les idées suivantes :

e En se plagant a variance connue, nous adoptons la stratégie mise en avant par
Amato et Sapatinas (2005) consistant a appliquer une procédure de seuillage
sur la moyenne des signaux individuels. Cette stratégie posséde l'avantage
de conserver les propriétés de convergence des estimateurs de seuillage et le
fait de moyenner les signaux permet en outre de diminuer la variabilité d’un
facteur N~!. La vitesse de convergence de I’estimateur de ’effet fixe fonctionnel
résultant dépend alors principalement de la taille des signaux notée M.

e [’estimation des variances est réalisée de maniére séparée en adoptant par
la suite une stratégie de type plug-in pour la mise en ceuvre du seuillage.
La présence a chaque position de N répétitions nous permet d’estimer les
paramétres de variance dans un contexte hétéroscédastique en atteignant un
taux de convergence paramétrique en le nombre d’individus N.

Nous nous basons plus particuliérement sur une stratégie de seuillage de type SCAD
(Antoniadis et Fan 2001), connue pour conduire & de bonnes propriétés de conver-
gence de 'estimateur résultant vers la vraie fonction. Le seuil choisi est alors le seuil
universel développé par Donoho et Johnstone (1994) conduisant a des estimateurs
atteignant une vitesse de convergence near-minimaxr dans la classe des espaces de
Besov, c’est-a-dire minimax pour cette classe a un facteur logarithmique prés.

Sous une hypothése de consistance des estimateurs de variance, nous démontrons
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que 'estimateur de ’effet fixe fonctionnel résultant d’un seuillage hétéroscédastique,
lorsque les variances sont inconnues, atteint bien la vitesse de convergence near-
minimax dans la classe des espaces de Besov. Notons que pour la démonstration de
ce résultat, le seuil universel est légérement modifié (multiplié par une constante)
pour des raisons techniques de preuve. Une question ouverte, que nous pensons
atteignable, serait de démontrer que ce résultat reste valable dans le cas du seuil
universel. Une discussion de ce résultat est donnée vis-a-vis du ratio entre le nombre
d’individus N et le nombre de variables M : en effet, intuitivement, ’estimation d’un
parameétre de variance a chaque position entraine la présence d’erreurs paramétriques
qui s’additionnent sur ’ensemble des positions, nécessitant de controler le rapport
M/N afin que celle-ci ne diverge pas. En fait, nous pouvons méme montrer que pour
un N suffisamment grand devant M, la convergence de 'estimateur de D'effet fixe
fonctionnel peut méme étre accélérée grace a la présence de répétitions individuelles.

Concernant la problématique de ’estimation des variances, nous proposons une
premiére méthode basée sur une estimation empirique sans biais des variances réali-
sée grace a la présence de répétitions individuelles. Cette premiére méthode présente
l'intérét de conduire a des estimations v/ N-consistantes des parameétres de variances.
Dans une optique de sélection des variances associées aux effets aléatoires, nous pro-
posons une deuxiéme procédure basée sur les techniques de vraisemblance pénalisée
au moyen d’une pénalité de type LASSO. L’idée est ici de proposer une méthode
permettant de réaliser une sélection des variances tout en conservant le caractére
non itératif de la procédure de seuillage développée pour en conserver la rapidité
d’exécution. Cela justifie le choix d’une pénalité de type LASSO mais ne nous garan-
tit alors plus de disposer des propriétés de consistance des estimateurs des variances
(Donoho et Huo 2002; Meinhausen et Buhlmann 2004).

Dans le Chapitre 8, nous proposons une deuxiéme approche axée sur la pro-
blématique de sélection de variables concernant les effets fixes et les variances des
effets aléatoires simultanément. La premiére approche proposée au Chapitre 7 basée
sur les techniques non paramétriques standards, bien que conduisant a un estima-
teur reconstruit de l'effet fixe fonctionnel optimal en terme de risque quadratique,
n’est pas construite dans ’objectif de proposer une sélection des variances des effets
aléatoires performante pour des raisons de rapidité numérique. Il est en effet diffi-
cile de construire une procédure optimale en terme de sélection des variances des
effets aléatoires et d’estimation de 'effet fixe fonctionnel sans passer par une résolu-
tion itérative. Notre motivation a donc été de développer proprement une procédure
itérative dont 1’objectif est de réaliser une sélection des effets fixes et aléatoires
simultanément.

Au cours de cette deuxiéme approche basée sur une vision jointe des modéles
mixtes, I'estimation /sélection des paramétres est réalisée par maximum de vraisem-
blance en optimisant un critére de vraisemblance pénalisée. Plus particuliérement,
la vraisemblance du modéle est pénalisée au moyen de deux pénalités de type SCAD
concernant, les coefficients des effets fixes et les variances des coefficients des effets



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

aléatoires, induisant une sélection de ces deux types de variables en forcant la mise
a zéro d’une partie d’entre elles.

L’optimisation de ce critére doublement pénalisé conduit & des estimateurs des
paramétres du modéle possédant la propriété d’oracle, a savoir : le vrai modéle est
retrouvé presque stiirement et les estimateurs des parameétres sont asymptotiquement
normaux. Ce résultat a été démontré par Bondell et al. (2010) dans un cadre non
fonctionnel lorsque le nombre d’individus /N tend vers 'infini tandis que le nombre
de covariables M est fixé. La contrainte d’'un nombre de variables M fixé, correspon-
dant au nombre de points de discrétisations du signal, n’a pas de sens dans un cadre
fonctionnel et nous étendons donc ce résultat au cas ou M diverge avec N en impo-
sant la contrainte que M5/N — 0 avec M < N. Pour ce faire, nous nous basons sur
une preuve proposée par Fan et Peng (2004) concernant les propriétés oraculaires
de 'estimateur des effets fixes dans le cadre non mixte sous les mémes contraintes
concernant M et N. L’extension consiste a démontrer que ce résultat reste valable
dans le cadre de la "double pénalisation" des effets fixes et des variances des effets
aléatoires.

Dans un deuxiéme temps, nous développons une procédure itérative permettant
I'optimisation effective du critére de vraisemblance pénalisée. Le développement de
notre procédure nécessite préalablement de considérer une reparamétrisation des
effets aléatoires a I'instar de celle proposée par Chen et Dunson (2003). Technique-
ment, cette reparamétrisation a pour effet de faire passer les paramétres de variances
a un statut de "coefficients de régression", constituant une premiére étape pour le
développement d’une procédure d’estimation itérative.

Notre procédure est alors basée sur une variante ECM (Expectation Conditional
Maximization) de 1'algorithme EM, consistant a remplacer I’étape M par une suc-
cession de maximisations conditionnelles. Cet algorithme, développé par Meng et
Rubin (1993), posséde les mémes propriétés que Palgorithme EM, garantissant son
bon comportement. Les maximisations conditionnelles vis-a-vis des parameétres d’ef-
fets fixes et des écarts-types des effets aléatoires se raménent, dans cette approche,
a des seuillages respectifs des données corrigées des effets aléatoires et des données
corrigées des effets fixes.

Dans le Chapitre 9, nous proposons en dernier lieu une étude de simulation afin
d’étudier les comportements des différentes procédures sur la base de jeux de données
synthétiques. Un effort est réalisé quant a la définition d’un cadre de simulation unifié
adapté a I’évaluation de 'estimation de 'effet fixe fonctionnel et de la sélection des
effets fixes et des variances des effets aléatoires.

Dans un premier temps, les deux approches développées dans cette partie sont
évaluées sur la base de jeux de données présentant des configurations particuliéres
permettant de séparer la parcimonie associée aux effets fixes et aléatoires respecti-
vement. Dans ces configurations particuliéres, les deux approches se révélent plus
performantes lorsque les effets fixes et aléatoires ne s’exercent pas sur les mémes
positions.
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Vis-a-vis de I’approche marginale, nous mettons en évidence la supériorité de la
procédure de seuillage hétéroscédastique basée sur des estimations empiriques des
variances, en terme de reconstruction de l'effet fixe fonctionnel. Cette procédure se
distingue des autres quant a I’estimation des variances car c’est la seule a ne pas étre
basée sur I'estimateur MAD, classiquement utilisé en ondelettes pour I’estimation de
la variance du bruit. L’estimateur MAD construit a partir des coefficients du niveau
de résolution le plus fin, se révéle étre systématiquement biaisé positivement a cause
de la présence de signal au niveau de résolution le plus fin. Ce point avait déja été
mentionné initialement par Donoho et Johnstone (1998) et est confirmé par notre
étude, particuliérement dans le cas de signaux présentant de fortes discontinuités.
De plus, d’aprés Donoho et Johnstone (1998), on ne peut pas espérer un meilleur
comportement de I'estimateur MAD lorsque M augmente car la probabilité que ce
dernier soit biaisé positivement augmente avec la taille du signal M.

Concernant les procédures basées sur une estimation/sélection itérative des pa-
rameétres, la principale difficulté est d’ordre numérique puisque la présence d’une
double pénalisation entraine la nécessité d’ajuster deux hyperparameétres. Nous pro-
posons de contourner cette difficulté en fixant pour ’hyperparamétre associé a la
sélection des effets fixes le seuil universel de Donoho et Johnstone (1994). Cette pro-
cédure, outre un temps de calcul réduit, offre de bonnes performances de sélection
des effets fixes et des variances d’effets aléatoires.

Dans un dernier temps, nous comparons les approches basées sur des visions
marginale et jointe des modéles mixtes sur des données simulées de maniére réaliste,
c’est-a-dire lorsque les parcimonies des effets fixes et aléatoires sont mélangées et
pour des effets aléatoires ayant un sens d’un point de vue fonctionnel. De cette com-
paraison, ressort principalement le fait que, malgré une grande rapidité d’exécution,
la procédure de seuillage hétéroscédastique ne permet pas d’effectuer une sélection
satisfaisante des variances associées aux effets aléatoires et ne répond donc pas a
I’'un des objectifs initialement fixé. D’autre part, les procédures basées sur une ap-
proche jointe des modéles mixtes, bien que présentant un temps de calcul largement
supérieur, permettent de réaliser de bonnes performances de sélection. Cependant,
aucune propriété de convergence de l'effet fixe fonctionnel n’a été démontrée. Sur
cette premiére étude comparative, la qualité de reconstruction de ’estimateur fonc-
tionnel présente des performances similaires pour les deux approches développées,
nous incitant a étudier, dans une perspective de ce travail, les propriétés de conver-
gence de 'estimateur de l'effet fixe fonctionnel sous ’approche jointe.
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Premiére partie

Vers le modéle mixte fonctionnel et
la classification non supervisée
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Introduction

Au cours de cette premiére partie, nous introduisons les principaux concepts qui
constituent les fondements de ce travail de thése, a savoir : les modéles a effets mixtes
et la modélisation fonctionnelle basée sur l'utilisation de bases d’ondelettes. Dans
un premier chapitre, nous définissons le cadre usuel des modéles mixtes dans le cas
particulier de la modélisation de données longitudinales. Le terme de données longi-
tudinales se référe aux données mesurées pour un individu au cours du temps (ou de
la méme maniére, selon une grille d’espace). Bien que les modéles mixtes soient une
classe de modéles beaucoup plus large, nous nous restreignons au cadre longitudinal
car il constitue une base naturelle pour une future extension a un cadre fonctionnel.
Pour une étude détaillée des modéles mixtes appliqués aux données longitudinales,
nous invitons le lecteur & se référer a 'ouvrage de Verbeke et Molenberghs (2000),
dont le Chapitre 2 est inspiré.

Le chapitre suivant concerne la modélisation de données fonctionnelles : dans de
nombreux domaines scientifiques, le récent développement d’appareils de mesures
de plus en plus performants nous donne accés a des données séquencées de maniére
réguliére et a des résolutions de plus en plus conséquentes. Dans ce contexte, Ram-
say et Silverman (1997) développent le paradigme des données fonctionnelles en
désignant par ce terme les données dont ['unité d’observation idéale est la courbe,
c’est-a-dire des données mesurées pour chaque individu sur une grille de temps ou
d’espace fine et réguliére et pour lesquelles on souhaite en exploiter les propriétés de
régularité sous-jacentes. Etant donné que ces données sont mesurées sur une grille
de temps, elles représentent, en conséquence, une extension naturelle des données
longitudinales, la principale différence résidant dans la dimension des données consi-
dérées, usuellement largement plus importante pour les données de type fonctionnel.
Dans ce cadre, nous présentons les principales problématiques associées a la modéli-
sation de ces données et nous insisterons plus particuliérement sur les modélisations
non-paramétriques basées sur 1'utilisation de bases d’ondelettes.

Enfin, nous présentons, dans un troisiéme chapitre, la classe des modéles a va-
riables latentes afin d’exposer le concept de classification non supervisée basée sur
une approche probabiliste au sein des modéles fonctionnels ainsi que la prise en
compte d’effets aléatoires dans ce contexte. On désigne par le terme de wariables
latentes, ou encore de données cachées, la présence de variables non observées au
sein d'un modéle. L’introduction des modéles de classification fonctionnelle et mixte

23



24

fonctionnel est réalisée au travers de la notion de variables latentes car elle constitue
un cadre commun aux problémes de classification ou les variables d’appartenance
aux groupes sont non observées et a la présence d’effets aléatoires, représentant eux
aussi des variables non observées.



Chapitre 2

Modéle mixte pour données
longitudinales

Nous introduisons au sein de ce chapitre la notion de modéles linéaires mixtes
dans le cas particulier de I'application aux données longitudinales ainsi que les pro-
blématiques usuelles associées a I’étude de tels modéles. Nous présentons deux ap-
proches distinctes des modéles mixtes : dans un premier temps, 'approche marginale
mettant en avant ’étude des effets fixes du modéle et représentant une base pour
I'inférence sur ceux-ci et dans un deuxiéme temps, 'approche hiérarchique permet-
tant de prendre explicitement en compte la présence d’effets aléatoires et donc de
pouvoir faire de l'inférence sur ces derniers. Enfin, nous décrivons briévement les
algorithmes d’optimisation usuels pour I’estimation par maximum de vraisemblance
au sein de ces modéles.

2.1 Modéle général

Lors de I’étude de données expérimentales, le statisticien est souvent amené a
gérer la présence de variabilité, généralement modélisée sous la forme d’un bruit
blanc afin de marquer la présence d’erreurs de mesure. Cependant, il peut aussi étre
confronté a la présence d’une variabilité spécifique, due a I’individu : on parle alors
de variabilité inter-individuelle. Cette variabilité représente la propension des indivi-
dus a s’écarter du comportement moyen de la population étudiée et la modélisation
de celle-ci représente 'essence méme des modéles mixtes. Le modéle linéaire mixte
peut donc étre vu comme une extension du modéle linéaire classique ot la présence
d’une variabilité individuelle est prise en compte grace a 'introduction de termes ap-
pelés effets aléatoires au sein du modéle linéaire. Par opposition, les comportements
moyens de la population sont nommeés effets fixes. Plus particuliérement, un effet est
dit fixe si ses différents niveaux représentent entiérement les niveaux existants. On
parle a contrario d’effets aléatoires lorsque les niveaux de ces effets représentent un
échantillon des niveaux possibles, c’est a dire qu’ils présentent une variabilité propre

25



26 CHAPITRE 2. MODELE MIXTE POUR DONNEES LONGITUDINALES

aux individus.

Laird et Ware (1982) sont les premiers a définir un cadre général pour 'étude
des modéles mixtes appliqués aux données longitudinales. Considérons la variable
réponse Y, de I'individu ¢z au temps t,, avec 2 = 1,...,N et m = 1,..., M. Dans
leur approche, le modéle linéaire mixte pour le vecteur Y; = (Y;1, ..., Y;y) s’exprime
alors, en toute généralité, de la fagon suivante :

ou B3 est un vecteur de taille p; contenant les effets fixes, 8; un vecteur de taille
po contenant les effets aléatoires spécifiques a l'individu 7. Le vecteur E; de taille
M contient, quant a lui, les composantes résiduelles ; il est supposé gaussien centré
et de matrice de covariance o%I,, avec I, matrice identité de taille M x M. Les
effets aléatoires 0; sont aussi supposés gaussiens centrés et de matrice de covariance
G de taille py X py. Traditionnellement, les composantes 6; et E; sont supposées
indépendantes pour tout ¢ = 1,..., N. Enfin, X; et Z; sont respectivement des
matrices de plan d’expérience de taille M x p; et M X p, contenant les covariables
associées aux effets fixes et aléatoires.

Notons que plus généralement, on peut supposer que les pas de temps t différent
en nombre et /ou en espace pour chaque individu. Historiquement, cette possibilité a
fortement participé a la popularisation des modélisations mixtes. Nous supposerons,
pour notre part, que les temps de mesure sont équirépartis et identiques pour tous
les individus afin de simplifier par la suite I'introduction de ’approche fonctionnelle.

2.2 Approche marginale

A Tinstar de modéles plus classiques tel que le modéle linéaire, 'objectif prin-
cipal est d’obtenir des informations sur le comportement moyen des individus vis
a vis du phénomeéne étudié en fonction de variables d’intéréts ou covariables. Cela
revient alors & rechercher un estimateur du vecteur de régresseurs 3 et ceci fait
I’objet de approche dite marginale des modéles mixtes. Cette premiére approche
consiste & considérer les effets aléatoires individuels, au vu de leur nature aléatoire,
comme une deuxiéme source de variabilité, ajoutée a la composante résiduelle. La
recherche d’'une bonne modélisation de la variabilité est uniquement réalisée en vue
de l'estimation des effets fixes 3.

La distribution des Y; dans le modéle (2.1) est alors définie par :

ouV,; = ZZ-GZ? + U%IM est la matrice de covariance de taille M x M associée aux
observations Y;. Notons que cette matrice n’est pas supposée posséder de structure
particuliére et est en général une matrice pleine.
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Les paramétres a estimer du modéle (2.2) sont alors constitués du vecteur des
effets fixes 3 et des paramétres de variance contenus dans la matrice V;, c’est-a-dire
les pa(ps + 1)/2 paramétres de G et le paramétre %, notés v dans la suite de ce
chapitre.

2.2.1 Estimation des effets fixes par maximum de vraisem-
blance

Dans un cadre fréquentiste, ’estimation des paramétres dans les modéles linéaires
mixtes est généralement réalisée par maximum de vraisemblance. Dans ce cadre, la
log-vraisemblance des données observées (Y;);—1,. n est donnée par :

N N
—2log L(B, G, 0%) = NM log(2m) + Y log [Vi| + > (Y; = X;8)"V;(Y; — XiB).
i=1 i=1
(2.3)
En optimisant (2.3) par rapport au vecteur de paramétres B et a v fixé, on
obtient un estimateur des effets fixes donné par :

N -1 N
B(v) = [Z XiTVi_lxi] > XTI (2.4)
i=1 i=1
Cet estimateur dépend des paramétres de variance du vecteur v. Si un estimateur
de ces parametres est disponible, on peut alors estimer 3 en remplagant V; par son
estimateur V; = V(V) dans I'expression (2.4). Remarquons que cet estimateur est
I'estimateur GLS (Generalized Least Squares), a savoir l'estimateur des moindres
carrés pris avec une métrique V- L au lieu de la métrique euclidienne habituelle.

2.2.2 Estimation des paramétres de variance : MLE et REML

[’estimation des parameétres de variances peut étre réalisée de deux facons diffé-
rentes au sein des modéles mixtes : par maximum de vraisemblance (estimateur dit
MLE) ou par maximum de vraisemblance restreint (estimateur dit REML). L’ap-
proche par maximum de vraisemblance consiste & maximiser la vraisemblance des
données (2.3) par rapport aux paramétres de variances v, en ayant au préalable
remplacé 3 par son estimateur (2.4).

Cependant, cette approche conduit a I'obtention d’estimateurs biaisés et ceci
vient de la non prise en compte de la perte de degré de liberté occasionnée par I’esti-
mation préalable des effets fixes. On peut faire sur ce point ’analogie avec le modéle
de régression linéaire usuel ot 'on considére un estimateur de la variance non-biaisé
en prenant un facteur ﬁ au lieu du facteur % dans la variance empirique. Dans
le cadre mixte, ou la structure de variance est plus complexe, I’obtention d’estima-
teurs non biaisés est réalisée grace a I’'approche REML développée par Patterson et
Thompson (1971).
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Cette stratégie consiste, en théorie, & définir une matrice de contraste, notée A;,
de taille N x (N — p;) composée de vecteurs orthogonaux aux p; colonnes de la
matrice de plan d’expérience X;. L’estimateur REML consiste alors & maximiser
la vraisemblance du vecteur des contrastes ATY; par rapport au vecteur des para-
metres de variance v, conduisant ainsi & des estimateurs non biaisés de ces derniers.

Un des avantages de l'utilisation de cette stratégie est qu’en pratique, elle ne
nécessite pas de définir explicitement la matrice de contraste A. En effet, Harville
(1974) démontre 1’égalité suivante :

_1
2

log‘cl\/ﬂn (/67G70-%‘)7 (25)

N
> XIVIX;

i=1

log LREML(ﬁa G, U%}) =

permettant d’accéder aux estimateurs REML a partir des estimateurs MLE.

Les deux stratégies d’estimation MLE et REML conduisent a I'obtention d’es-
timateurs différents pour les paramétres de variance et par (2.4), a des estimateurs
différents des effets fixes. Toutes deux sont basées sur les techniques de maximum
de vraisemblance et bénéficient donc des bonnes propriétés de consistance et de
normalité asymptotique en découlant. Le choix entre ces stratégies est alors princi-
palement guidé par le nombre d’effets fixes p; présents dans le modéle. En effet, pour
un nombre p; raisonnable (par exemple p; < 4), 'estimateur MLE est relativement
peu biaisé et présente ’avantage d’un écart quadratique moyen bien inférieur & celui
de l'estimateur REML pour toute valeur de N (Verbeke et Molenberghs 2000). Dans
le cas contraire, quand le nombre d’effets fixes est élevé, I'estimateur REML est alors
préférable afin de minimiser le biais de I’estimateur. Pour une étude plus compléte
de ces stratégies, le lecteur pourra se référer a Harville (1977). Dans tous les cas,
I’estimation des paramétres au sein de 'approche marginale nécessite une opération
d’inversion des matrices de variance V; qui peut se révéler coiiteuse numériquement
en présence d’un nombre élevé de paramétres.

2.2.3 Inférence dans le modéle marginal

Traditionnellement, ’ajustement du modéle n’est pas I'objectif final du praticien
mais plutdot un moyen permettant d’inférer par la suite sur la population entiére étu-
diée. En ce sens, la problématique d’inférence occupe une place centrale au sein de
I’étude des modéles mixtes. L’inférence n’est pas un sujet explicitement traité dans
ce manuscrit et nous développerons peu cette notion mais nous gardons a 1’esprit
I'importance de cette problématique. Au sein du modéle mixte marginal (2.2), I'infé-
rence concerne en premier lieu les effets fixes et consiste principalement & construire
des tests sur les effets fixes basés sur une bonne estimation de la partie résiduelle.
Une fois les estimateurs connus, les tests les plus utilisés dans le cadre des modéles
mixtes sont, entre autres, le test de Wald permettant les tests de contrastes basés sur
les effets fixes ou encore le test du rapport de vraisemblance permettant la comparai-
son de modéles emboités. En revanche, la bonne spécification de la partie résiduelle
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du modéle devient alors un enjeu majeur et en nécessite une étude approfondie. Ce
point fait ’objet de la prochaine section.

2.3 Approche jointe et prédiction des effets aléa-
toires

L’approche marginale des modéles mixtes présente quelques lacunes du fait qu’elle
ne prend pas explicitement en compte la présence d’effets aléatoires. En effet, d'une
part, la qualité d’estimation et d’inférence concernant les effets fixes est directe-
ment liée a la bonne modélisation de la variabilité. D’autre part, le praticien peut
également étre intéressé par la prédiction des effets aléatoires individuels (8;),_;
car ceux-ci représentent une source d’information sur les déviations individuelles
au profil moyen et permettent ainsi de repérer les comportements spécifiques d’in-
dividus ou de groupes d’individus. Pour ce faire, il est nécessaire d’adopter une
approche prenant en compte la présence d’effets aléatoires. Nous présentons donc
dans cette section ’approche dédiée appelée approche jointe, ou hiérarchique, des
modéles mixtes.

Le modéle (2.1) au sein de approche jointe est résumé sous la forme suivante :

Y, =12;B;+E,

B, =X,8+86, (26)

Vi=1,...,N, {

ol S(Z est une matrice de covariables de taille (p, X p1) et B, un vecteur de régresseurs
de taille po, spécifique a 'individu 7. Les hypothéses sur les autres quantités restent
les mémes que dans le modeéle (2.1). Le modéle (2.1) se déduit du modéle (2.6) en
pOS&Ht Xz = Zziz

Connaissant les effets aléatoires, le modele suivi par les observations (Y;),_; u
peut alors étre décrit par : 7

Cette approche difféere de ’approche marginale principalement par les contraintes
concernant ’espace des paramétres de variances du modéle : elles sont, en effet, plus
fortes dans I’approche jointe puisque ces contraintes portent a la fois sur les variances
associées aux effets aléatoires et sur la variance de ’erreur résiduelle. En pratique,
l'ajustement du modéle marginal (2.2) conduit généralement & une convergence vers
des parameétres situés en dehors de l'espace des parameétres induit par le modéle
hiérarchique (2.6), c’est-a-dire conduisant & des estimations négatives des parameétres
de variances.

Au sein du modele (2.6), les effets aléatoires (0;),_, , ne sont pas observés et
'objectif est alors d’en proposer une prédiction basée sur les observations (Y;),_, -
La meilleure prédiction des effets aléatoires, au sens de ’erreur quadratique, est alors
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donnée par leur espérance a posteriori notée E (6;|Y;). Dans un cadre non gaussien,
ces quantités ne sont en général pas calculables et il est alors classique d’en consi-
dérer des prédicteurs linéaires en les observations, notés (6;);. Les prédicteurs ainsi
produits sont alors sans biais et de variance minimale parmi les estimateurs linéaires
en les observations : ils sont de ce fait usuellement désignés sous la terminologie de
BLUP (Best Linear Unbiaised Predictor).

Dans le cadre d’un modéle gaussien, comme en (2.6), la distribution des variables
(Yi[€:);—, _n est encore gaussienne et linéaire par rapport aux observations et on
peut alors donner une expression explicite de son espérance :

E(6;]Y;) =80, = GZI V' (v)(Y; - X;8), Vi=1,...,N, (2.8)

o v et B sont remplacés par leur estimation respective.

Les estimateurs/prédicteurs 3 et (6;);—, .y des effets fixes et aléatoires peuvent
aussi étre construits comme solutions d’un systéme linéaire d’équations. Ces équa-
tions ont été proposées par Henderson et al. (1959) et représentent 1’équivalent dans
le cadre des modéles mixtes des équations normales rencontrées en modéle linéaire
classique. Elles sont données par le systéme d’équations suivant :

ZIX;/0% Z1Z;)0% + G |0,| o2 |Z7Y,] '
L’intérét calculatoire d’un tel systéme est de permettre d’éviter ’étape d’inver-
sion des matrices de covariances (V;),_, , en se ramenant a I'inversion de matrices
de tailles inférieures, ou structurées par7biocs pour lesquelles des algorithmes rapides
d’inversion existent. Cependant, cet avantage disparait lorsque ’on est confronté a
de grands jeux de données pour lesquels la résolution numérique du systéme (2.9)
peut se révéler cotiteuse car les différents blocs deviennent eux-mémes de taille consé-
quente. On préférera, dans ce cas, utiliser des algorithmes itératifs d’estimation basés
sur les expressions (2.8) et (2.4). Les deux principaux algorithmes utilisés pour l'es-
timation au sein des modéles mixtes sont présentés dans la section suivante.

2.4 Algorithmes d’estimation

Le probléme d’optimisation des vraisemblances (2.3) ou (2.5) n’admet pas de
solution explicite en régle générale. Leur maximisation nécessite donc le recours a
des algorithmes itératifs. Les deux principaux algorithmes utilisés a cette fin sont
l'algorithme EM (Dempster et al. 1977) et 1’algorithme de Newton-Raphson adapté
a l'estimation dans les modéles mixtes (Lindstrom et Bates 1988).

Pour ces deux méthodes, 'utilisateur fixe des valeurs de départ pour les para-
métres du modéle. Ces valeurs sont ensuite mises a jour a chaque itération jusqu’a
convergence. L’algorithme EM, basé sur la notion de données incomplétes, présente
I’avantage d’assurer ’augmentation de la vraisemblance & chaque itération mais
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est aussi connu pour avoir une convergence lente, surtout concernant les estima-
teurs des parameétres de variance (Laird et Ware 1982). De son coté, I’algorithme
de Newton-Raphson est un algorithme rapide de recherche des zéros d’une fonc-
tion. Une des principales lacunes de cet algorithme est sa sensibilité particuliére
aux éventuelles mauvaises spécifications des paramétres de variance, c¢’est-a-dire a
I'introduction d’effets aléatoires non pertinents. Il conduit dans ce cas a des esti-
mations de variances situées sur le bord de l’espace des parameétres, c’est-a-dire,
tendant vers zéro. Son application nécessite donc un travail de sélection en amont.
Cette problématique de sélection des effets aléatoires sera abordée dans la troisiéme
partie de ce manuscrit dans le cadre des modéles mixtes fonctionnels et la question
de stabilisation des algorithmes d’estimation en représente une premiére motivation.
Néanmoins, en pratique, cet algorithme reste aujourd’hui la méthode de résolution
la plus populaire pour les modéles mixtes, principalement du fait de sa rapidité de
convergence. Pour une revue détaillée des problémes liés a I'estimation des para-
metres au sein des modeéles mixtes, le lecteur pourra consulter I’'ouvrage de Verbeke
et Molenberghs (2000).

Au cours de ce manuscrit, nous utiliserons principalement I’algorithme EM comme
algorithme d’estimation au sein des modéles mixtes et celui-ci sera décrit de maniére
détaillée au Chapitre 4. Cet algorithme présente I’avantage, dans notre contexte, de
s’adapter naturellement a la problématique de classification non supervisée au sein
des modéles mixtes grace au paradigme général des modéles & variables latentes (c.f.
Chapitre 4).
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Chapitre 3

Modélisation fonctionnelle par
ondelettes

Dans ce chapitre, nous présentons la notion de modélisation fonctionnelle & partir
de projection sur des bases de fonctions. Nous présentons en particulier les bases
d’ondelettes et les espaces de Besov, outil de modélisation fonctionnelle privilégié
dans ce manuscrit et bien adapté a I’étude de données fonctionnelles irréguliéres.
Enfin, nous introduisons les principales techniques de régression non paramétrique
basée sur les ondelettes, regroupées sous le terme de techniques de seuillage, ainsi
que leurs liens avec la classe plus large des régressions pénalisées.

3.1 Modélisation fonctionnelle

De maniére formelle, le modéle fonctionnel simple peut étre écrit de la fagon sui-
vante : nous disposons d’un signal mesuré en M points de temps, notés t = (¢1,...,tx).
Au point t,,, (m=1,..., M), on a alors :

Y(ty) = p(tyn) + E(tn), avec E(t,)~ N(0,0%), (3.1)

ou Y(ty) est le signal observé, u(t,,) le signal fonctionnel moyen et E(t,,) un
terme d’erreur de mesure, chacun observé au point ¢,,. Dans une approche fonction-
nelle, ces quantités sont vues comme des discrétisations de courbes sous-jacentes
Y (t), u(t), E(t). Dans un cadre de régression, le but est alors de donner une estima-
tion de D'effet fixe fonctionnel moyen .

Si l'on dispose de connaissances a priori sur les données ou sur le processus
générant ces données, on peut alors, dans le cadre du modéle (3.1), se placer dans
le cadre de la régression paramétrique et ainsi, spécifier une forme pour la fonction
. L’objectif est alors d’estimer les paramétres gouvernant le modéle. L’exemple
le plus simple d'une telle approche est la régression linéaire ou 1’ajustement du
modeéle correspond a I'estimation de la pente et de 'ordonnée a ’origine de la droite
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de régression. Cependant, la modélisation paramétrique peut rapidement se révéler
trop contraignante pour certaines applications.

Par opposition au cadre paramétrique, une autre stratégie appelée non paramé-
trique consiste, dans le modéle (3.1), & ne pas spécifier de forme particuliére pour
la fonction p et donc de se placer dans un espace de dimension infinie. Le principe
est alors de faire peu d’hypothéses sur la fonction de régression p. Usuellement,
on se limite & supposer qu’elle appartient a un certain espace fonctionnel. Dans la
suite de ce travail, nous nous intéresserons plus particuliérement aux fonctions d’un
sous-espace de L%(]0, 1]), ensemble des fonctions de carré intégrable a support sur
'intervalle [0, 1].

L’objectif dans ce cadre est alors de construire un estimateur de la fonction p a
partir de la connaissance des données. Une technique classique pour atteindre cet
objectif consiste a projeter les fonctions du modéle sur une base de fonctions de
I’espace fonctionnel considéré.

Ainsi, pour {¢.}, une base de Hilbert de 'espace L*([0,1]), toute fonction
f € L*(]0,1]) peut étre représentée comme suit :

£ =" puon(D),

o pr. = (f, Pr) est le k-iéme coefficient de la projection de f dans la base de fonctions
et Papplication (-,-), le produit scalaire canonique de I'espace L*([0, 1]).

Il existe de nombreuses bases de fonctions envisageables pour traiter ce probléme.
Toutes possédent des propriétés propres les rendant adaptées ou non a différents
types de données et le choix de cette base doit donc se faire en accord avec les hypo-
theéses faites sur les données. Ainsi, les fonctions splines (Wahba 1990) sont connues
pour étre particuliéerement adaptées a I’étude de données mesurées en peu de points
de discrétisation et modélisées par des fonctions lisses tandis que les régressions po-
lynomiales sont plus adaptées au traitement des données possédant un design plus
dense (Fan et Gijbels 1996).

Tout au long de ce manuscrit, nous nous concentrerons plus particulierement
sur un autre type de base de fonctions : les bases d’ondelettes. Celles-ci possédent,
comme nous le détaillerons plus tard, des propriétés intéressantes en termes de repré-
sentation de l'information contenue dans un signal et permettent de modéliser une
grande variété de structures fonctionnelles dont des courbes présentant des disconti-
nuités. Ce dernier point est capital pour les signaux que nous cherchons a traiter car
la majeure partie de I'information est située précisément dans les irrégularités de ces
signaux. Nous allons donc & présent donner une bréve introduction des ondelettes
et des espaces de Besov.



3.2. ONDELETTES ET ESPACES DE BESOV 35

3.2 Ondelettes et espaces de Besov

L’utilisation des ondelettes en vue d’applications statistiques a connu un fort dé-
veloppement depuis les années 90. Cet outil est a présent trés populaire car il permet
de modéliser une grande variété de signaux. Ceci est rendu possible principalement
grace aux caractéristiques multi-échelles des ondelettes. En effet, 1'utilisation de
telles bases de fonctions permet de considérer les signaux étudiés & des niveaux de
résolution successifs, et donc d’étudier les fonctions considérées a des fréquences de
plus en plus fine. Tout se passe comme si des zooms successifs étaient effectués, on
parle alors d’une propriété de zoom in/zoom out.

3.2.1 Analyse multirésolution

Nous introduisons les ondelettes en prenant comme point de départ la notion
d’analyse multirésolution, mettant ainsi en avant cette propriété de zoom in/zoom
out.

Définition 3.1. On appelle analyse multirésolution de L?(R) toute suite croissante
{V;}jez de sous-espaces vectoriels de L*(R) vérifiant :

(i) Complétude : ;. Vi = {0} et U,c, V;j est dense dans L*(R),
(ii) Auto-similarité en échelle : Vf € L*(R), j €Z, on a :

f() €V = [(2)) € Vi,
(iii) Auto-similarité en temps :Vf € L*(R), k€ Z, ona :
FO)eVo = f(-=k) €W,

(iv) Régularité : il eriste une fonction ¢, appelée fonction d’échelle, telle que
{6(- — k) }rez soit une base orthonormée de V.

Nous nous limitons ici a I’étude d’analyses multirésolution orthogonales permet-
tant de définir des bases d’ondelettes dites orthogonales. Il est possible d’affaiblir
la condition (iv) en se ramenant aux bases de Riesz et ainsi construire des bases
bi-orthogonales. Pour plus de détails sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur aux
ouvrages de Hiérdle et al. (1998), Daubechies (1992) et Mallat (2008).

De cette définition, on déduit que pour tout j € Z, la famille de fonctions
{djk}rez, ol ¢ji, est définie par ¢y = 29/2¢(2/x — k), forme une base orthonor-
mée de I'espace V; pour la norme Lo.

On peut alors définir W;, supplémentaire orthogonal de V; dans V., vérifiant
I’égalité :

Vi =V; & W;. (3.2)
Par rapport a V}, V41 est un espace de résolution plus fine car, d’aprés la définition
(3.1), il contient les fonctions contractées de Pespace V;. D’aprés la relation (3.2),
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les espaces V; et W, peuvent étre vus, respectivement, comme un espace d’approxi-
mation et de détails de Vj;.

De méme que pour V;, on peut construire une base orthonormée {v;;}rez de
I'espace W, pour tout j € Z, en dilatant et translatant une fonction de base notée
1. Cette fonction est appelée ondelette mere et on définit alors pour tout k € Z, les
fonctions d’ondelettes dilatées et translatées de v par :

Ve = 2%p(2 1 — k).

En combinant la définition (3.1) et la relation (3.2), on en déduit que :

L*([0,1])) =V}, ® é W;. (3.3)

J=jo

L’indice jy € 7Z, représente le premier niveau d’approximation pouvant étre choisi
arbitrairement.

De la relation (3.3), on déduit alors que la famille de fonctions {¢;x, k € Z ; ¥y,
J > jo, k € Z} forme une base orthogonale de I'espace L?(R) et par conséquent, que
toute fonction f € L*(R) peut étre décomposée dans cette base. Ainsi, on obtient
pour f la représentation en série suivante :

F@) = bior(@) + D> diyiu(e (3.4)

keZ j>jo k€Z
oit {¢j,r = (f, @jor()) rez sont les coefficients d’approximation théoriques de la
décomposition tandis que les {d5, = (f, V(7)) };j>jokez sont appelés coefficients
d’ondelette ou de détail théoriques.
Une propriété intéressante découlant de la représentation en série (3.4) est alors
donnée par la formule de conservation de ’énergie, ou identité de Parseval :

1117, = lI(e™, d)IIZ,. (3:5)

ou (c*,d*) est la concaténation des vecteurs d’approximation c* et de détails d*.

Par la suite, nous nous restreindrons & I’étude de fonctions & support compact,
appartenant a I'espace fonctionnel L?([0, 1]) et nous nous placerons de ce fait dans la
classe des analyses multirésolution construites sur un intervalle dont la construction
est détaillée par Cohen et al. (1993).

Exemple L’exemple le plus simple de telles bases de fonctions est donné par
la base de Haar (1910) dont la fonction d’échelle est définie par :

¢(x):{ 1 si 0<t<1,

0 sinon,
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tandis que ’ondelette mére est définie par :

1 si 0<t<g,
Yx) =4 -1 si 3 <t<]1,
0  sinon.

Les espaces d’approximation V; associés a de telles fonctions contiennent les fonc-
tions constantes par morceaux dont la résolution augmente avec j. Toute fonction
de L?(]0, 1]) est donc approchable avec une précision arbitraire, pour un niveau de
résolution j suffisamment grand. Cette base d’ondelettes, bien que trés simple en
apparence, a historiquement permis de développer un cadre pour de nombreuses
classes d’ondelettes et beaucoup de propriétés relatives aux ondelettes de Haar res-
tent valables pour toutes les bases d’ondelettes orthogonales.

En pratique cependant, cette base d’ondelettes est trés peu utilisée, et ceci est
principalement dii & sa mauvaise localisation en échelle et en temps. Ainsi, excepté
pour le cas de la modélisation de fonctions constantes par morceaux pour lesquelles
la base de Haar est bien adaptée, on préférera utiliser d’autres bases d’ondelettes
comme celles de Daubechies dont les fonctions sont orthogonales et a support com-
pact (Daubechies 1992). En Figure 3.1, nous avons représenté des exemples de dé-
composition du signal Heavisine (Donoho et Johnstone 1994) dans deux bases d’on-
delettes différentes (Haar et Daubechies & 8 moments nuls), ainsi que les ondelettes
méres associées a ces deux bases. On observe que la compression de I'information
dépend de la base d’ondelettes utilisée et que la présence de coefficients plus impor-
tants est liée aux discontinuités du signal décomposé.

3.2.2 Espaces de Besov

La notion de régularité est au centre de la modélisation fonctionnelle. De par
leur construction consistant a successivement affiner la résolution avec laquelle une
fonction est observée, on peut modéliser de facon efficace des signaux montrant
de fortes irrégularités. De maniére & pouvoir en tenir compte dans le cadre d'une
modélisation par ondelettes, nous allons a présent introduire la notion d’espaces de
Besov noté B, ([0,1]). Ces espaces fonctionnels permettent de définir trés finement
la régularité s d’une fonction de LP([0,1]), espace des fonctions p-fois intégrables
tout en apportant une correction ¢ a cette régularité. Pour une étude détaillée des
espaces de Besov et de leurs propriétés, nous nous référons aux ouvrages de Hérdle
et al. (1998) et DeVore et Lorentz (1993).

Définition 3.2. Soient 0 < s < 00, 1 < p < o0 et 1 < q < oco. Pour tout
(z,h) € R?, on pose 1, f(x) = f(x — h). L’espace de Besov B;, (R) de paramétre s,
p et q est constitué de [’ensemble des fonctions [ vérifiant :

(i) /e LP(R),
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HAAR Daubechies N=8

Signal Heavisine

543210

1
6

Coefficients par niveau

9 87 6543210

9 8 7

0 128 256 384 512 0 128 256 384

05 1.0
I

Ondelette mere
0.0
I

FIGURE 3.1 — Ezemple de décomposition en ondelettes du signal Heavisine (Do-
noho et Johnstone 1994). Le signal est représenté sur la premiére ligne, tandis que
sur la deuzieme ligne sont représentés les coefficients de détails obtenus avec une
base d’ondelettes de Haar ou de Daubechies a 8 moments nuls. La derniére ligne
correspond aux représentations des deux ondelettes mere associées respectivement a
ces deux bases.
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.. o f—flln \ 2 1/q
(i1) (f[og} <%> %) < 0.

En fait, 'atout majeur des espaces de Besov réside dans leur connexion avec
les bases d’ondelettes : en effet, on peut relier I’appartenance d’une fonction a un
espace de Besov particulier (c’est-a-dire la régularité de la fonction considérée) a la
décroissance de ses coefficients d’ondelettes. Le théoréme suivant nous donne une
caractérisation des espaces de Besov par la norme des coefficients d’ondelettes d’'une
fonction f € LP(R).

Avant de I’énoncer, nous allons donner une série d’hypothéses sur la fonction
d’échelle ¢ ainsi que sur sa transformée de Fourier notée ¢.

Hypothéses

1. %, |gz/;(§ + 2km)|? = 1 presque partout,

2. &5\(5) = a(%) mo (g) presque partout, ot mqg est une fonction 2m-périodique,

3. il existe une fonction U bornée et non strictement croissante telle que [ ¥(|u|)du < oo,
S (|u))|uNdu < 0o pour un certain N > 0 et |¢p(u)| < U(|ul) presque partout,

4. ¢ est (N+1) faiblement différentiable et sa dérivée "NV vérifie :

esssupz lp(z — k)| < o0.
* k

Le théoréme s’exprime alors de la facon suivante (Hérdle et al. 1998) :

Théoréme 3.1. Soit ¢ une fonction d’échelle suivant les Hypothéses [1-4] pour un
N > 0 donné. Alors, pour tout s tel que 0 < s < N + 1, pour tout (p,q) tels
que 1 < p,q < oo et pour toute fonction f € L,(R), les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) [ € By (R),

(ii) ||c*|le, < 0o et [|dz]l, = 279CT2 e, j €N, od {¢;} € £,

Cela nous donne ainsi une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients
d’ondelettes d'une fonction f pour que celle ci appartienne a un certain espace de
Besov.

Enfin, notons que le point (i7) de la Définition (3.2) définit une norme sur
'espace de Besov B; (R), notée || - s Par la suite, nous nous restreindrons a
la considération de boules de Besov de rayon unitaire, définies comme l’ensemble
{f € B;,(R) telle que || f[|spq < 1}. Afin de simplifier les notations, les boules de
Besov de rayon unitaire seront notées par la suite B}, .
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3.2.3 Transformée en ondelettes rapide et approximation

Un autre point participant a la popularité des ondelettes est 'existence d’algo-
rithmes de décomposition et de reconstruction rapides développés par Mallat (2008).
Afin de donner le principe de cet algorithme, on se place a un niveau de résolution
j tel que 0<j. On suppose de plus que les coefficients d’approximation au niveau 7,
{¢jk }k, sont connus.

Par les propriétés de I’analyse multirésolution et comme V; C Vj, on sait qu’il
existe une suite {f;}rez de filtres telle que ¢(x) = >, o hedix(x). D'otr :

254(20x — k)
= 2% Z hg¢1g(2jl‘ — k‘)

el

= Z hé¢j+1,z+2k(fb’)

LEL

= Z h572k¢j+1,z($€)-

LEL

Gjk(T)

On en déduit alors la relation suivante sur les coefficients d’approximation :

LET

De la méme maniére, une relation permettant d’obtenir les coefficients d’ondelettes a
partir des coefficients d’approximation peut étre construite. En partant de la relation

V(x) = D4 cn ud1k(x), on obtient alors :

;‘—1,19 = Zgé—zkc;z- (3.7)

el

On constate alors que, connaissant les coefficients d’ondelettes d’un certain ni-
veau de résolution 7, les coefficients d’approximation et d’ondelettes du niveau infé-
rieur j — 1 (et donc, récursivement, des niveaux inférieurs) peuvent étre déterminés
simplement.

Schématiquement, 1’algorithme de décomposition peut étre représenté de la ma-

niére suivante :
G — g — Gy —
Jj—1 J—2 Jj—3

Un algorithme de reconstruction, que nous ne détaillerons pas, peut étre dérivé
de maniére similaire en partant de la connaissance des coefficients d’approximation
et de détail & un niveau de résolution j.

En pratique, on est en général confronté a I’étude de données discrétisées, c’est-
a-dire qu’on ne dispose que d’un nombre fini d’observations de la fonction étudiée.
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Dans un souci de simplification des calculs, il est courant de supposer que les obser-
vations sont faites de maniére équirépartie sur M = 2/ points et donc, que I'on peut
disposer au plus des coefficients de niveau J : en effet, on ne pourra de toute facon
pas accéder aux détails de résolution plus fine que 277. Nous signalons que le cas
pour lequel le signal étudié n’est pas de taille 27 fait Pobjet de I'article Todd Og-
den (1997). L’algorithme de décomposition sur les coefficients discrétisés se présente
alors sous la forme suivante :

*

C
0
*
Cra1 Cro .
cy dg
- *
— — e d;
d :
J—2
d d *
J-1 J—1 o
*
J-1

A chaque étape, on calcule les vecteurs des coefficients d’approximation et de détail
de niveau inférieur j. Les vecteurs résultants sont alors de taille 2. En concaténant
les vecteurs de coefficients obtenus a chaque étape, on obtient alors un vecteur de
taille M = 27 donnant la décomposition discréte du signal en coefficients d’approxi-
mation et d’ondelettes. L’algorithme ainsi décrit est un algorithme rapide nécessitant
O(M) opérations. Cependant, 'application de cet algorithme nécessite de disposer
des coefficients d’approximation au niveau le plus fin J. Ces derniers peuvent étre
calculés au moyen d’approximations intégrales mais ce calcul peut alors se révéler
couteux numériquement. Usuellement, les coefficients {c%, }, sont remplacés par les
27 valeurs observées du signal, permettant ainsi de conserver la rapidité d’exécu-
tion de ’algorithme. Pour une base d’ondelettes suffisamment réguliére et une grille
d’observation fine, ce choix est justifié par la relation (3.8), garantissant une erreur
de troncature raisonnable :

f <2_k;) ~ 2J/2<f’ ¢Jk> = 2J/20*Jk7 (3'8)

dont la justification peut étre trouvée dans I'ouvrage de Daubechies (1992).

Cette approximation, suivie d’'une décomposition par ’algorithme décrit ci-dessus,
conduit a l'obtention des coefficients d’approximations et d’ondelettes dits empi-
riques que l'on différenciera des coefficients théoriques en utilisant par la suite les
notations non étoilées ¢ et d. En pratique, ce sont les coefficients les plus géné-
ralement considérés et par la relation (3.8), on déduit qu’ils sont liés aux coeffi-
cients d’approximation et d’ondelette théoriques, respectivement, par les relations :
c* ~ M~Y2%c et d* ~ M~'/2d. L’algorithme basé sur cette approximation porte
le nom de transformée en ondelettes discréte ou d’algorithme DWT pour Discrete
Wavelet Transform et a été développé par Mallat (2008).
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La transformée DWT peut aussi étre vue comme un produit matriciel avec une
matrice de filtres W orthogonale. Pour une base d’ondelettes choisie (et donc une
matrice de filtres donnée), la décomposition du signal Y = (Y(¢1),...,Y (tp)) est
alors donnée par :

wy-[g].

ot (cT,d?)T est le vecteur concaténé des coefficients d’approximations et d’onde-
lettes empiriques de taille M.

3.2.4 Modélisation statistique par ondelettes

Revenons a présent au modéle fonctionnel initial (3.1). Pour une base d’ondelettes
(¢, 1) donnée, on peut décomposer chaque terme du modéle dans cette base. Ainsi,
a un niveau d’approximation j, fixé, on a :

290 —1 27 -1
Y(t)= ) it + Y Y ditbi(t)
k=0 j=jo k=0
270 —1 27 —1
Z a]0k¢]ok + Z Z ﬁ]k‘w]k

j>jo k=0

Par identification, et sachant que la transformée en ondelettes d’un bruit blanc
est un bruit blanc, on peut alors donner la modélisation suivante des coefficients
d’approximation et d’ondelettes théoriques pour tout j > jo, k=0,...,27 —1:

K
{ Clok = Qjor T %/w
*
dj), = ﬁ]k + &5

ot £ ;. ~ N(0,02.) pour tout j > jo,k=0,...,2/ — 1.
Dans le cadre de 'étude de signaux observés de maniére discréte sur M = 27
points, il est courant d’utiliser la transformée en ondelettes rapide DWT. Ainsi, la

décomposition du modéle (3.1) par I'algorithme DWT est donné par la relation :
WY = Wy + WE,

avee o = (u(t), ... pltar)) et B = (B(t), ..., B(tar))

On obtient alors une représentation du modéle par les coefficients d’ondelettes em-

piriques : A

Cjok:&jok+€jok7 vj2j07k:07"'72]_17

(3.9)
djk = Bjk + Ejk,

avec € ~ N(0,02) pour tout j = jo,...,J — 1, et k =0,...,27 — 1. Par la suite,

I'ensemble {(j,k) | j = jo,...,J — 1, et k=0,...,27 — 1} sera noté A.
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A ce stade, le modéle fonctionnel originel (3.1) a été transformé en un modéle
linéaire sur les coefficients empiriques de la décomposition. L’enjeu est alors de
trouver une estimation des coefficients d’ondelettes (o, 3) empiriques associés a la
fonction de régression pu, observée de maniére bruitée, afin d’obtenir un estimateur
de celle-ci. Cette problématique fait I'objet de la prochaine section traitant des
méthodes de régression non paramétrique basées sur les ondelettes.

3.3 Seuillage et régressions pénalisées

De par leur construction basée sur la notion d’analyse multirésolution, les on-
delettes ont la propriété de concentrer ou compresser 'information concernant le
signal d’intérét et on s’attend ainsi & retrouver I'information pertinente sur un petit
nombre de coefficients. Inversement, étant donné que la représentation en onde-
lettes d’un bruit blanc est encore un bruit blanc, I’erreur de mesure est quant a
elle répartie uniformément sur tous les coefficients de la décomposition. Une facon
d’estimer la fonction p est alors de retrouver les coefficients contenant I'information
sur celle-ci au milieu du bruit de mesure. Ces approches sont regroupées sous le
nom de méthodes de seuillage et représentent les méthodes privilégiées de la régres-
sion non-paramétrique par ondelettes. Ces stratégies seront au cceur des procédures
développées au cours de la Partie III de ce manuscrit.

Dans cette section, nous définissons plus formellement I'idée fondatrice du seuillage,
développée par Donoho et Johnstone (1994), et basée sur la notion d’adaptativité
spatiale. Ensuite, nous introduisons trois méthodes de seuillage parmi les plus popu-
laires qui seront utilisées dans la suite du manuscrit, ainsi que les paralléles existant
entre ces stratégies et les méthodes de régressions pénalisées.

3.3.1 Seuillage par ondelettes et risque

Nous reprenons a présent, le modéle fonctionnel (3.1)
Yi(tm) = pu(tm) + Ei(tm), avec Ei(ty) ~ N(0,0%),

en supposant, dans le contexte de régression non paramétrique, que la fonction pu
appartient a un espace de Besov B, [0, 1].

Ce modéle conduit au modéle (3.9) sur les coefficients d’approximation et d’on-
delettes empiriques :

{Czok:ajok+§§ok7 Vi > o, k=0,...,20 — 1,
d;‘k = B + E;-k.

Dans ce modéle, notons que la matrice de plan d’expérience implicite est la matrice
identité.
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Espaces de Besov et risque minimax

La notion de seuillage a initialement été introduite par Donoho et Johnstone
(1994). L’idée de départ est basée sur la notion d’adaptativité spatiale : en effet, la
classe des espaces de Besov permet de considérer des fonctions possédant une large
variété d’irrégularités. Ainsi, par exemple, I’espace Bump Algebra décrit par Meyer
(1990) est constitué des fonctions se décomposant en une somme de sauts gaussiens
dont la hauteur est normalisée a 1 et s’exprimant par :

fla) = Zo‘ig(tévti)@)v avec g t) (x) = exp (ﬂ)

2t'2

On voit que cet espace peut contenir des fonctions trés irréguliéres (avec des pics
comme la fonction Bumps par exemple) et spatialement trés inhomogénes (composées
de parties avec des pics, opposées a des parties trés lisses). Meyer (1990) démontre
que cet espace est exactement ’espace de Besov 311,1-

Cet exemple introductif montre bien la nécessité de développer des méthodes
d’estimation fonctionnelle spatialement adaptatives, c’est-a-dire, capables de s’adap-
ter aux spécificités des fonctions étudiées. Sur ce type de fonctions, les estimateurs
linéaires ne sont pas adaptés. En effet, ces estimateurs, comme les estimateurs a
noyaux a bandes fixes ou basés sur une transformée de Fourier a fenétre fixe, re-
posent implicitement sur une notion d’homogénéité spatiale. Or dans ce type de cas,
ils tendent a surlisser les parties irréguliéres et, au contraire, a ajouter des irrégula-
rités sur les parties initialement lisses.

Des stratégies ont été développées pour remédier a cela et parmi elles, on peut
citer les approches de type CART (Breiman et al. 1984)) ou encore les estimateurs a
noyaux a bandes variables (Brockmann et al. 1993). Malgré leur caractére adaptatif
et non-linéaire, ces méthodes souffrent d’'un manque de résultats concernant leurs
performances théoriques. La volonté est alors de développer des estimateurs dont le
comportement en terme de reconstruction est optimal et controlé.

Afin de mesurer ces performances, on peut définir le risque minimax Ly pour les
estimateurs 77 d'une fonction p € By par :

R(BY,) = inf sup  E||fi — pll%e. (3.10)
K neBpy

Ce risque représente le risque quadratique moyen atteint par le meilleur estimateur
dans "la pire des situations" au sein de l'espace B [0, 1]. Notons que le risque basé
sur une norme Lo est le plus couramment utilisé mais cette définition peut étre
étendue aux risques en norme L,, avec 1 < r < oo. A partir de cette idée, une
classification des taux de convergence atteignables au moyen d’estimateurs linéaires
ou non-linéaires peut étre établie en fonction du paramétre p associé a ’espace de
Besov considéré et de la norme L, dans laquelle le risque est mesuré. La classification
établie par Hérdle et al. (1998) est résumée Figure 3.2, ou trois zones distinctes
possédant des caractéristiques différentes sont représentées :
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p (classe)

Zone réguliére

_ s
D=5

r (risque)

FIGURE 3.2 — Classification des tauzr de convergence optimauz pour les estimateurs
linéaires et non-linéaires (Hdrdle et al. 1998).
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— la zone homogéne : le taux de convergence optimal est en O(M _2521) et ce
taux peut étre atteint par les estimateurs linéaires.

— la zone réguliére : le taux de convergence optimal est en (’)(Mfﬁsrl) mais ce
taux ne peut pas étre atteint par les estimateurs linéaires.

— la zone "sparse" : le taux de convergence optimal est en O(Mfﬁsﬂ) avec
s =s—1/p—1/r (la convergence est donc plus lente et dépend des valeurs

de p et r) et ce taux ne peut pas étre atteint par les estimateurs linéaires.
Dans le cas ol on s’intéresse au risque quadratique moyen (r = 2), la zone
homogene recouvre les espaces B, avec p > 2 et la zone réguliére, les espaces tels
que p > Til’ incluant notamment 1’espace Bil.

Adaptativité spatiale des ondelettes

Les ondelettes, de par leur bonne localisation temporelle et fréquentielle, ré-
pondent naturellement & cette notion d’adaptativité spatiale. Donoho et Johnstone
(1994) s’intéressent dans leur article fondateur a I'idée d’adaptation spatiale idéale
et plus particuliérement, d’oracle spatial. Pour un estimateur spatialement variable,
un oracle spatial nous dit comment cet estimateur peut étre adapté au mieux au
vu de la vraie fonction. Donoho et Johnstone (1994) démontrent alors que, si I'on
dispose d’un oracle spatial pour une fonction p donnée, alors, on peut aisément
construire un estimateur consistant de celle-ci atteignant une vitesse de convergence
paramétrique optimale, ¢’est-a-dire en O(1/M). Dans le cas d’estimateurs basés sur
une décomposition en ondelettes, disposer d’un oracle spatial revient simplement a
sélectionner un ensemble de positions (j, k) € A sur lesquelles 'information fonc-
tionnelle est concentrée.

Donoho et Johnstone (1994) se basent sur deux propriétés essentielles des onde-
lettes : d’une part, lorsque 'on s’intéresse a la décomposition d’une fonction régu-
liére sur une base d’ondelettes, I'information concernant la fonction est concentrée
sur relativement peu de coefficients (Hardle et al. 1998). D’autre part, pour un si-
gnal observé de maniére bruitée, le bruit contamine toutes les positions et toutes les
échelles de maniére égale, car la transformée en ondelettes d’un bruit blanc est aussi
un bruit blanc.

A ce stade, la définition d’une "bonne" procédure de seuillage doit vérifier cer-
taines régles. Dans leurs travaux, Fan et Li (2001) définissent un cadre en proposant
trois points fondamentaux & vérifier par les estimateurs résultant d’une procédure
de seuillage. Ils doivent étre :

1. non biaisés,
2. parcimonieux,
3. continus par rapport aux observations (c,d) afin d’éviter les problémes d’in-
stabilité.
Plus précisément, les estimateurs de seuillage ne doivent pas introduire de biais, tout
en proposant une sélection des coefficients dans un souci de réduction de dimension.
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FIGURE 3.3 — Représentation des seuillages dur et douzr développés par Donoho et
Johnstone (1994) et du seuillage SCAD développé par Antoniadis et Fan (2001). En
abscisse les observations et en ordonnée, les estimations obtenues suivant le seuillage
considéré. Les parameétres de régularisation sont fizés a A =2 et a = 3.7.

De plus, la continuité des estimateurs est requise afin de garantir une faible sensibilité
du modéle aux données de départ.

Nous détaillons a présent trois procédures de seuillages parmi les plus populaires :
les seuillages durs et doux de Donoho et Johnstone (1994) ainsi que le seuillage SCAD
de Antoniadis et Fan (2001) et Fan et Li (2001). Les fonctions représentatives de
ces trois procédures sont représentées en Figure 3.3.

Seuillage dur

Le seuillage dur, plus communément nommé hard thresholding, est une régle dite
de "keep or kill" appliquée sur les coefficients théoriques de la décomposition et
définie par :

§M(d, ) = djglga,say, Y0 k) € As, (3.11)

ol A est un paramétre de régularisation, appelé seuil, & déterminer et As I’ensemble
des positions pour lesquelles le seuillage est appliqué.

Au cours de ce seuillage les coefficients sont soit mis & zéro, soit laissés inchangés
s’ils dépassent un certain seuil. Cette procédure, comme on peut le constater en
Figure 3.3 est une fonction discontinue des données et, de ce fait, ne respecte donc
pas le cadre fixé par Fan et Li (2001). Cela entraine en effet une instabilité dans
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I'estimation des parameétres, c’est-a-dire que pour de faibles variations des données
de départ, cette discontinuité peut entrainer de fortes variations sur le modéle estimé.

Seuillage doux

Un autre type de seuillage proposé par Donoho et Johnstone (1994) est le
seuillage doux, ou soft thresholding, qui est une régle dite de "shrink or kill". Sur les
coefficients d’ondelettes, le seuillage est défini par :

8°(d, A) = sign(dy) (|dju| = ), . V(. k) € As. (3.12)

On observe ici que les coefficients sont tous réduits d’une amplitude A et que
certains sont, de ce fait, réduits a zéro. Cette procédure, représentée en Figure 3.3,
est une procédure continue mais conduit & introduire un biais systématique sur les
grands coefficients. Elle ne respecte donc pas non plus dans le cadre fixé par Fan et
Li (2001).

Seuillage SCAD

Afin de répondre au cadre fixé pour 'obtention d’'une "bonne" procédure, Anto-
niadis et Fan (2001) ont développé le seuillage SCAD (Smoothly Clipped Absolute
Deviation) dans un cadre fonctionnel dans le but de réaliser un compromis entre les
seuillages doux et dur. Le seuillage SCAD est défini, pour tout (j, k) € As, par :

sign(dji) (|djr] — A4 st [dj| < 22,
05AP(d, N, a) = { Loz Ddn—asin(din) si 2\ < |dj| < a, (3.13)
d; st |djr] > aA,

ot @ > 2 et A sont des paramétres de régularisation & déterminer. Par une mini-
misation du risque empirique basée sur des arguments bayésiens, Fan et Li (2001)
conseillent de fixer a = 3.7 mais ils montrent aussi que l'influence de ce paramétre
est faible. Par la suite, nous ne ferons plus référence a ce paramétre dans la définition
du seuillage et nous le considérerons fixé a a = 3.7.

Dans le cadre fonctionnel, Antoniadis et Fan (2001) démontrent que 'estimateur
de seuillage SCAD converge vers la vraie fonction avec une vitesse de convergence
minimax dans la classe des espaces de Besov. La Figure 3.3 illustre le fait que le
seuillage SCAD se résume a un seuillage doux des données pour les faibles coefficients
et a un seuillage dur des grands coefficients reliés par une zone de transition continue.

Choix du paramétre \ et propriétés de reconstruction

Le point commun des trois procédures de seuillages présentées ici est la présence
d’un paramétre de seuil A a déterminer. Le choix de ce paramétre est au cceur de
la problématique de seuillage car il controle le degré de seuillage. De nombreuses
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méthodes de choix du seuil ont été développées et leurs différences résident princi-
palement dans les propriétés attendues sur les estimateurs finaux. Dans la plupart
des cas, leur construction vise a avoir de bonnes propriétés de reconstruction fonc-
tionnelle et a atteindre une vitesse de convergence optimale. Cependant, les seuils
ainsi construits dépendent généralement de la régularité de la vraie fonction qui
n’est pas accessible. Ce paramétre est donc difficile & déterminer en pratique. Une
discussion a ce sujet est proposée par Donoho et al. (1995).

Un seuil largement utilisé est le seuil universel de Donoho et Johnstone (1994)

défini par :
A =0.4/2log M. (3.14)

Cette stratégie de seuillage est trés populaire, surtout pour sa simplicité de mise en
ceuvre (c’est notamment le seuil utilisé par défaut dans la majorité des logiciels).
Ce seuil vient de la propriété suivante : on peut démontrer que pour Zi,...,Z,,
variables aléatoires i.i.d suivant une loi normale centrée réduite, alors

1
PJ< max |Z;| > \/2logn p ~ ——, quand n — oo.
{ISJS)%‘ i & } v7logn a

Le point restant a traiter est Iestimation de 'écart-type o. des observations pour
calculer la valeur du seuil. L’idée proposée par Donoho et Johnstone (1994) est
d’estimer la variance dans le domaine des ondelettes a partir du niveau de résolution
le plus fin : on peut en effet raisonnablement penser que la plupart des coefficients
a ce niveau de résolution seront constitués en majeure partie de bruit. Cependant,
méme & cette résolution, les coefficients contiennent également une part de signal,
les auteurs proposent alors d’utiliser un estimateur robuste classique de la variance
o. basé sur le MAD (Median Absolute Deviation) des coefficients d’ondelettes au
niveau de résolution le plus fin :

2 _ Ouan
0 = ———. 3.15
°0.6745 (3:15)
On peut montrer qu’en utilisant ce seuil, les procédures de seuillages dur et doux
conduisent & une vitesse de convergence near-minimaz dans la classe des espaces
de Besov pour 'estimateur fonctionnel reconstruit . Cela signifie que I’estimateur
converge vers la vraie fonction avec un taux optimal & un facteur logarithmique
2s
prés, soit une convergence en O((log M /M)2+1). La preuve de ce résultat peut étre
trouvée dans Donoho et al. (1995). Un résultat équivalent a été démontré pour la
procédure de seuillage SCAD (Antoniadis et Fan 2001).

3.3.2 Lien avec les régressions pénalisées et propriété oracle

Dans cette section, nous nous attachons a décrire les liens existants entre les
techniques de seuillage et celles des régressions pénalisées dans un cadre fonction-
nel. Nous commencons par introduire le principe des régressions pénalisées et, en
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particulier, la régression LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Opera-
tor), méthode populaire d’estimation et de sélection de variables. Nous décrivons
ensuite les principales équivalences entre seuillages et régressions pénalisées et nous
détaillons alors leurs propriétés respectives du point de vue de la sélection de va-
riables.

Régression pénalisée

Le principe des régressions pénalisées se place dans la large classe des méthodes de
sélection de modéle. Dans un contexte scientifique ou le développement de nouveaux
appareils de mesure a haut-débit permet 1’acquisition de données de plus en plus
conséquentes, les techniques de sélection classiques, basées sur des procédures pas-
a-pas, atteignent leurs limites. En effet, face & de grands nombres de données, les
questions de stabilité et de précision des estimateurs, ainsi que la question du choix
du bon modeéle, deviennent critiques. Cela met en avant la nécessité de développer
des approches d’estimation plus globales. C’est principalement dans ce sens qu’ont
été développées les approches que 'on peut regrouper sous le nom de régressions
pénalisées. Pour illustrer cette notion, nous nous restreindrons par la suite a un
cadre fonctionnel qui constitue le contexte de ces travaux. Cependant, signalons
que les régressions pénalisées ont été développées dans un cadre de régression plus
général et nous invitons le lecteur a se référer aux ouvrages de Hastie, Tibshirani, et
Friedman (2009) et Buhlmann et van de Geer (2011) pour plus de détails & ce sujet.

Considérons le modéle de régression sur les coefficients d’ondelettes (3.9) et le
probléme des moindres carrés classiques :

B = argmin ||d - B3, (3.16)
8

ot || - || est la norme euclidienne canonique. L’idée des régressions pénalisées est
alors d’ajouter une contrainte au probléme des moindres carrés classique permet-
tant d’assurer a ’estimateur 3 d’atteindre les propriétés désirées. Ainsi, le critére
d’optimisation par moindres carrées pénalisés s’exprime comme :

B = argmin ||d — 8|2 + pen(3, ), (3.17)
B

ou pen(-,-) est une fonction de pénalité appliquée au paramétre 3 et dépendant
d’un paramétre de régularisation \. Cette pénalité peut prendre de nombreuses
formes mais elle est généralement basée sur une norme ¢, des coefficients. Suivant la
valeur choisie pour p, 'estimateur pénalisé posséde différentes propriétés. Ainsi, pour
p > 1, les estimateurs construits se situent dans la classe des estimateurs bridges,
incluant le cas de la régression ridge pour p = 2, dont 'objectif est de régulariser
les solutions des moindres carrés. Pour p < 1, on obtient des méthodes permettant
de faire une sélection de variables en forcant certains coefficients a étre mis a zéro.
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Cette propriété de sélection est due a la présence d’une singularité a ’origine de la
fonction de pénalité.

Les performances de sélection des estimateurs pénalisés sont alors évaluées au
vu de leur propriétés oraculaires. Notons B = (BlT, BQT)T, le vecteur de paramétre
tel que B3, contient les composantes non nulles du vecteur 3 et 3, les composantes
nulles. Plus particuliérement, un estimateur est dit posséder la propriété d’oracle s’il
vérifie asymptotiquement par rapport a N, c’est-a-dire pour un nombre d’individus
tendant vers l'infini, les deux propriétés suivantes (Fan et Li 2001) :

1. Identification du bon sous-modéle : ﬁQ =0.

2 VM(T(B,) — H) |By = By + (Ti(B) — H) G| 5 N(0,T(8,)%),
ou Z;(B;) est la matrice d’information de Fisher connaissant le bon sous-

modéle, G et H sont deux quantités associées au gradient et a la dérivée seconde
de la pénalité considérée. Ces deux quantités seront détaillées en Section 8.2.3.

Un cas particulier : le LASSO

Un cas particulier de régression pénalisée est la régression LASSO (Least Ab-
solute Shrinkage and Selection Operator) développée initialement par Tibshirani
(1996). Notons qu’une approche équivalente, connue sous le nom de Basis Pursuit
Denoising, a été développée en théorie du signal. Pour plus de détails a ce sujet,
le lecteur pourra consulter les travaux et discussions de Chen et Donoho (1995) et
Mallat (2008). Cette approche est un cas particulier des régressions pénalisées et
met en jeu une pénalité basée sur la norme ¢; des paramétres qui s’exprime comme
suit :

penyass0 (B, A) = A Z |Bjil- (3.18)
(4,k)eA
Elle représente une technique de sélection de variables & proprement parler puis-
qu’elle permet d’obtenir des estimateurs parcimonieux, ou certains coefficients sont
mis exactement a zéro grace a la présence d’une singularité a 1’origine dans ’expres-
sion de la pénalité.

La résolution de ce probleme d’optimisation est, de plus, facilitée par I'existence
d’un algorithme rapide, le LARS (Least-Angle Regression) développé par Efron et al.
(2004). Cet algorithme fournit ’ensemble des solutions du LASSO en fonction des
valeurs de A en utilisant des résultats d’optimisation convexe. L’existence de cet
algorithme a grandement participé a la popularité de I'estimateur LASSO.

Dans un contexte général, Fan et Li (2001) démontrent que la régression LASSO
ne peut pas étre optimale en terme de sélection de variables et de risque simulta-
nément. En effet, sous certaines conditions concernant le modéle sous-jacent (vé-
rifiées dans le cadre fonctionnel) la procédure LASSO est consistante en sélection
de variables (Donoho et Huo 2002; Meinhausen et Buhlmann 2004). Cependant, la
procédure LASSO produit par ailleurs des estimateurs biaisés pour les grands coef-
ficients, conduisant a une sous-optimalité en terme de risque. Inversement, le choix
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d’un parameétre A optimal en terme de risque conduit & une sélection de variables
non consistante (Meinhausen et Buhlmann 2004).

La procédure LASSO reste néanmoins une procédure populaire et de nombreux
travaux ont été développés afin de donner des conditions permettant de construire un
cadre dans lequel le LASSO posséde de bonnes propriétés. Nous ne développons pas
explicitement ce point dans ce manuscrit mais nous donnons en référence les travaux
de Knight et Fu (2000), Meinhausen et Buhlmann (2006), Zhao et Yu (2006).

Version relaxée du LASSO Meinshausen (2007) propose une procédure LASSO
modifiée, appelée LASSO relaxé, permettant de réaliser le compromis d’optimalité en
terme de sélection de modeéle et de consistance de ’estimateur résultant, de maniére
simultanée. Cette procédure se déroule en deux étapes dont 1’'idée sous-jacente est de
séparer les deux objectifs principaux de la procédure LASSO, & savoir, la sélection
de variables d’une part et ’estimation d’autre part. Une premiére étape consiste
a résoudre le probléme d’optimisation (3.17) en retenant uniquement I'information
des variables sélectionnées par la procédure tandis que I'estimation des parameétres
est réalisée durant une deuxiéme étape ou l'on se place dans le modéle sélectionné
au cours de la premiére étape. Meinshausen (2007) montre qu’en controlant ces
deux effets séparément, de maniére optimale, ’estimateur obtenu posséde bien les
propriétés attendues. De plus, cette procédure reste de complexité algorithmique
raisonnable puisqu’elle est équivalente a celle du LASSO.

Equivalence avec le seuillage

Dans un contexte fonctionnel, un point important est qu'un grand nombre de
procédures de seuillage peuvent étre reliées aux méthodes de régressions pénalisées
par 'intermédiaire d’un choix adapté de fonctions de pénalité. Cela ouvre ainsi la
voie a ’exploration d’autres propriétés théoriques concernant les estimateurs issus
de seuillages. Dans cette section, nous nous concentrerons principalement sur les
propriétés oraculaires des estimateurs de seuillage.

On peut montrer que dans le cadre fonctionnel, c’est-a-dire lorsque le design
considéré est orthogonal, I'estimateur obtenu par seuillage doux (3.12) est solution
du probléme d’optimisation (3.17) combiné & une pénalité de type LASSO (3.18).
Cette équivalence a été mise en avant par Tibshirani (1996) dans son article fonda-
teur.

De méme, on peut montrer que le seuillage dur (3.11) peut s’exprimer sous la
forme d’un probléme de régression pénalisée (Antoniadis et al. (1997)). La pénalité
est alors définie comme :

pengapp (B, A) = A2 — Z (1Bl = A)Ql{‘ﬁjk‘<>‘}'
(Jk)EA

Comme mentionné précédemment, cette pénalité conduit dans le cadre orthogonal
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a une procédure de seuillage discontinue, posant alors des problémes de stabilité des
estimateurs.

De méme que pour les seuillages doux et dur, le seuillage SCAD peut étre relié
a un probléme de régression pénalisée en prenant une pénalité de la forme :

A Bkl si |Bjk| < A,
pengoan(B, A, a) = sy (1Bl® — 2a\|Bi] +A%)  si A < [Bi] <aX,  (3.19)
Ha+ 1)\ si |Bjk| > al.

Partant de cette pénalité, Fan et Li (2001) démontrent, dans un cadre de ré-
gression non fonctionnel, que 'estimateur SCAD (3.13) posséde bien la propriété
d’oracle. Ce résultat se place dans un cadre asymptotique classique ot le nombre
d’individus N tend vers I'infini tandis que le nombre de variables M est fixé.

Le cadre d’un nombre de paramétres M fixé peut néanmoins se révéler restrictif
a ’heure actuelle ou le praticien dispose de plus en plus de variables d’intérét acces-
sibles, tout particuliérement dans un contexte de données fonctionnelles, mesurées
a haut débit. Dans ce contexte, Fan et Peng (2004) démontrent que 'estimateur
SCAD posséde aussi la propriété d’oracle dans un cadre de double asymptotique,
c’est a dire lorsque M et N tendent vers l'infini, avec M < N et en controlant le
ratio entre M et N en imposant M°/N — 0. Ce résultat est démontré sous cer-
taines hypothéses propres au cadre de double asymptotique et nous y reviendrons
de maniére détaillée au cours du Chapitre 8.

Au cours de ce chapitre, nous avons introduit briévement les bases d’ondelettes
et la notion de modélisation fonctionnelle basée sur ces derniéres qui constitue I’in-
grédient commun & toutes les modélisations développées dans ce travail. Le modéle
fonctionnel présenté ici est étendu au cours du prochain chapitre a la notion de mo-
déle de classification fonctionnelle et a la notion de modéle mixte fonctionnel. Dans
une deuxiéme partie, nous avons introduit les principales techniques de seuillage, qui
constitueront la base des stratégies développées dans la Partie III de ce manuscrit,
ainsi que leur équivalence aux méthodes pénalisées et les problématiques associées
en terme de risque des estimateurs et de sélection de variables. Tandis que les mé-
thodes de seuillage par ondelettes sont destinées, par définition, aux problématiques
de régression fonctionnelle, les méthodes de régressions pénalisées ont été dévelop-
pées dans un cadre paramétrique. Les propriétés théoriques attendues sont de ce fait
différentes : traditionnellement, la qualité d’un seuillage est évalué par rapport au
risque sur ’estimateur fonctionnel tandis que les régressions pénalisées le sont sur les
propriétés oraculaires, a savoir la capacité a estimer de maniére consistante dans le
bon sous-modéle. Comme décrit dans ce chapitre, ces deux approches peuvent étre
mises en correspondance dans un cadre ondelettes en travaillant sur les coefficients
empiriques de la décomposition en ondelettes. Ceci est permis grace aux bonnes
propriétés des ondelettes : d’une part, la linéarité de la transformation permettant
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un bon comportement sous des hypothéses gaussiennes et d’autre part, la propriété
de conservation de I’énergie (3.5).



Chapitre 4

Modéles a variables latentes

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude de modéles a variables latentes,
c’est-a-dire & des modéles présentant des variables non-observées. Nous verrons
quelles sont alors, dans un cadre d’estimation, les problématiques engendrées par la
présence de variables latentes et nous présenterons ’algorithme EM (Expectation-
Maximisation), algorithme itératif adapté a l'estimation par maximum de vraisem-
blance dans ce type de modéle. Dans un cadre fonctionnel, nous nous concentrerons
ensuite sur deux modéles a variables latentes distincts : un modéle de classification
non-supervisée de courbes sans effet aléatoire, ol les variables latentes sont représen-
tées par les classes des individus, ainsi qu’un modéle mixte fonctionnel en présence
d’un groupe homogéne d’individus dans le cadre duquel les variables non-observées
sont les effets aléatoires individuels. Le modéle de classification de courbes dans un
contexte mixte, développé dans la Partie II de ce manuscrit, est une association de
ces deux modéles & variables latentes particuliers. Etant donné que chacun améne
des problématiques qui lui sont propres, nous proposons de les étudier de maniére
détaillée au cours de ce chapitre introductif.

4.1 Présentation générale

4.2 Estimation dans les modéles & variables latentes

Le terme de modéle a variables latentes désigne la classe des modéles ot une par-
tie des données n’est pas observée. On parle alors de la présence de variables latentes
ou de données cachées. La principale difficulté rencontrée pour I’étude de tels mo-
déles concerne 'estimation des paramétres par maximum de vraisemblance. En effet,
la présence de variables latentes entraine une incapacité a calculer la vraisemblance
du modéle de maniére directe. Sous une telle approche, il est donc nécessaire de
développer des méthodes d’optimisation itératives, basées sur une étape de prédic-
tion des données non-observées. Dans un premier temps, nous décrivons le contexte
général des modeéles a variables latentes et nous présentons, dans un second temps,

%)
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le principal algorithme congu pour I'estimation dans ces modeéles : I'algorithme EM.

4.2.1 Contexte général

Afin d’introduire en toute généralité les modéles & variables latentes, considérons
un jeu de données observées ou données incomplétes, noté Y = (Y3,...,Y)). Les
données observées Y sont supposées dépendre de variables non-observées, appelées
variables latentes, que nous noterons Z = (Z1,...,Zy). Le vecteur (Y, Z) est alors
appelé vecteur des données complétes. On suppose que les densités associées aux
différentes variables dépendent pour tout ou partie d’un groupe de paramétres noté
T et on a alors la relation suivante sur la log-vraisemblance des données complétes :

log £(Y,Z;T)=1log L(Y;T)+logL(Z|Y;Y), (4.1)

ot log L (Z|Y;Y) est la log-vraisemblance des variables latentes conditionnellement
aux données observées. Afin d’obtenir les estimations des paramétres du modéle par
maximum de vraisemblance, notre but est de maximiser la quantité log £ (Y;Y).
Etant donné que les données Y dépendent de variables non-observées, ’optimisation
de cette vraisemblance ne peut pas étre réalisée de maniére directe.

4.2.2 Algorithme EM

Principe de ’algorithme

L’algorithme EM est un algorithme itératif développé par Dempster, Laird, et
Rubin (1977) dans un cadre d’estimation au sein des modéles a variables latentes.
Cet algorithme permet d’estimer les paramétres par maximum de vraisemblance en
utilisant une stratégie d’augmentation des données. L’idée est de se ramener a 1’étude
des données complétes (Y,Z) en passant par une étape de prédiction des données
cachées Z. Une revue détaillée au sujet cet algorithme se trouve dans 'ouvrage de
McLachlan et Krishnan (2008).

[’idée fondamentale de I'algorithme EM repose sur la relation suivante, connue
sous le nom d’identité de Fisher (1925) :

0log L(Y;7T) _E, 6log£(Y,Z;T)'Y] . (4.2)

oY oY

On observe alors que 'optimisation de la vraisemblance des données incomplétes se
rameéne a l'optimisation de 'espérance des données complétes, conditionnellement
aux données observées et aux parameétres du modeéle.

[’estimation des paramétres du vecteur T par maximum de vraisemblance consiste
usuellement & maximiser la quantité log £ (Y; T) par rapport a T, c’est-a-dire, a ré-
soudre 1’équation :

dlog L (Y;7T)

=0 (4.3)
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Par I'algorithme EM, cette optimisation est réalisée itérativement. A une itération
[h] donnée, supposons que nous disposons d’une solution courante a I’équation (4.3)
notée T, On est ainsi conduit a résoudre le systéme (4.3) a l'itération [k + 1]
de maniére équivalente en résolvant 1’équation suivante par rapport aux données
complétes :

E. o dlog L(Y,Z;7Y) ’ Y] _ 9

e o [EW log £(Y,Z:T)|Y)| =0.  (4.4)

L’échange de l'espérance et de la dérivation au sein de 'égalité de Fisher (4.2)
est rendue possible par le fait qu’on se place a la valeur courante des paramétres
T conduisant & une espérance ne dépendant plus des paramétres. En ce sens,
I’algorithme EM se place dans la classe des méthodes d’augmentation de données
(Meng 2000) : 'optimisation est ici réalisée sur les données complétes (non-observées)
et non plus sur les données observées seules.

Par la suite, nous adopterons la notation usuelle suivante :

Q(T, T = By log £(Y,Z; T) [Y]. (4.5)
A ce stade, I'algorithme EM se décompose en deux étapes :

e Btape E (Expectation Step) : calcul de Q(Y, Y,
e Etape M (Maximization Step) : recherche de Y+ = argmax, Q(T, Y1).

Le calcul de I'espérance conditionnelle Q(Y, Y peut se révéler difficile car
on ne dispose pas, dans tous les cas, d’expression explicite pour cette quantité,
nécessitant alors d’en proposer une approximation (cf Section 4.2.2). Pour I’ensemble
des modéles développés au sein de ce manuscrit, ce calcul se raméne a la prédiction
des variables manquantes, données par Eyp [Z]Y; T]. Ce point est illustré en détail
dans le développement de 'algorithme au sein du modéle complet présenté dans la
deuxiéme partie (c.f. Chapitre 5, Section 5.2.2). Ces deux étapes sont répétées de
maniére itérative jusqu’a convergence de l’algorithme.

Critéres d’arrét

En pratique, la notion de convergence de I’algorithme est donnée en fonction
d’un seuil de convergence noté e préalablement fixé. L’algorithme est alors arrété
lorsqu’un critére, défini par 'utilisateur, est inférieur au seuil fixé e.

Le critére d’arrét le plus populaire est basé sur la différence des normes des
paramétres entre deux étapes successives, conduisant ainsi & un critére de la forme :

|+ — ), < e

Les estimateurs finaux sont alors fixés a la valeur courante des paramétres.
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Un autre critére d’arrét peut également étre défini par rapport a la vraisemblance

des données :
log £ (Y; YH) —log £ (Y; TM) < €.

Cependant, les critéres basés sur I’augmentation de la vraisemblance doivent étre
considérés avec précaution car 'arrét de ’algorithme est alors fortement déterminé
par la forme générale de la vraisemblance, qui peut contenir des paliers et conduire
a 'arrét de ’algorithme sur un de ces derniers. En conséquence, on privilégie plutot
les critéres d’arrét basés sur les différences des valeurs courantes des paramétres aux
étapes successives.

Propriétés théoriques

L’algorithme EM posséde différentes propriétés théoriques permettant d’appré-
hender sa convergence. Nous n’en donnons ici qu’un résumé; pour une étude plus
approfondie, nous renvoyons le lecteur a I'ouvrage de McLachlan et Krishnan (2008,
Chap. 3).

La principale propriété de 1’algorithme EM, démontrée dans l'article original
de Dempster, Laird, et Rubin (1977), est la propriété de monotonie, qui s’exprime
comme suit, :

c(y; x> £(y;Y™) vheN. (4.6)
Cette propriété est fondamentale car elle garantit a 'utilisateur la croissance de la
vraisemblance des données observées a chaque itération. De ce fait, si la vraisem-
blance des données est bornée, la suite des valeurs [E(T[h])}h converge vers une
valeur £(Yy).

En revanche, comme c’est le cas pour la plupart des algorithmes d’optimisation
itératifs, une des principales lacunes de I'algorithme EM est que rien ne garantit que
la valeur £(Y) corresponde au maximum global de la vraisemblance. La question
de la convergence de I’algorithme a fait I’objet de nombreux travaux et nous nous
limitons ici & en donner les principales conclusions : on peut démontrer, sous cer-
taines conditions de régularité, que la suite des [C(T[h])} , converge vers un point
stationnaire de la vraisemblance et que ’ensemble de ces points stationnaires est un
ensemble de dimension finie. Donc, excepté dans le cas oul cet ensemble est réduit a
un singleton, la convergence est garantie uniquement vers un maximum local ou un
point selle. En pratique, la convergence vers le maximum global de la vraisemblance
est alors fortement conditionnée par 'initialisation de I'algorithme, c’est-a-dire, par
le choix des valeurs initiales des paramétres. Les différentes stratégies pouvant étre
mises en ceuvre pour s’assurer de ’atteinte du maximum global sont détaillées dans
la prochaine section.

Stratégies d’initialisation

A ce jour, la stratégie d’initialisation la plus utilisée consiste a choisir aléatoire-
ment les valeurs initiales des paramétres. Cependant, ce type de stratégie conduit
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en général & une convergence de ’algorithme vers un maximum local de la vraisem-
blance, mettant alors en avant la nécessité de proposer des techniques d’initialisation
mieux adaptées a la recherche du maximum global. Ceci est encore plus important
dans un cadre de classification non-supervisée (cf Section 4.3) car d’une part, la
vraisemblance est alors multimodale et de plus, la valeur finale de cette derniére
sert en général de base au calcul des critéres de choix du nombre de groupes. De ce
fait, 'initialisation de ’algorithme, et plus particuliérement ’initialisation des labels
des individus, représente un point sensible dans ce contexte : en effet, lorsque 1’on
dispose des labels individuels, il est alors aisé¢ d’en déduire des valeurs initiales des
paramétres du modele par I'utilisation d’estimateurs usuels.

Parmi les stratégies existantes, Biernacki et al. (2003) en étudient trois en par-
ticulier, dans un contexte de modéle de mélange gaussien :

Stratégie CEM (EM Classifiant) : I'initialisation des variables d’appartenance aux
groupes est réalisée au moyen d'un algorithme des centres mobiles permettant
ensuite d’en déduire des estimations initiales des paramétres de moyennes et
variances. Lorsque les groupes se démarquent en premier lieu par leur compor-
tement moyen, cette stratégie basée sur I'usage des centres mobiles est alors
bien adaptée a l'initialisation des groupes.

Stratégie SEM (EM Stochastique) : pour cette stratégie, 'initialisation des labels
individuels est réalisée aléatoirement au moyen de tirages de lois multinomiales.
Cette étape, correspondant a I’étape S (Stochastique), est répétée plusieurs fois
(période de chauffe) dans 1'objectif de perturber les séquences de solutions de
I’algorithme afin de prévenir la convergence vers des points selles et s’en écar-
ter. Les valeurs initiales sont ensuite choisies en prenant l’initialisation ayant
donné une valeur maximale de vraisemblance durant la période de chauffe.

Stratégie rEM : cette derniére approche consiste a forcer ’algorithme a effectuer
un certain nombre d’itérations afin d’initialiser les paramétres. Cette stratégie
est celle recommandée par Biernacki et al. (2003) qui observent, sur une vaste
étude de simulation, qu’outre une simplicité de mise en oeuvre, elle posséde
un comportement moins sensible a la présence de bruit pour des performances
comparables aux deux autres stratégies en termes de convergence et de temps
de calcul.

Dans un contexte différent, lorsque 1’espérance de la vraisemblance condition-
nellement aux données (étape E) ne posséde pas d’expression explicite, une autre
stratégie appelée SAEM (Stochastic Approximation EM), développée par Delyon,
Lavielle, et Moulines (1999), est aussi largement utilisée en pratique. A une itération
[h] donnée, 'espérance calculée au cours de I'étape E est remplacée par une moyenne
pondérée d’une approximation stochastique basée sur la simulation de 7, séquences
des variables non-observées et du résultat obtenu a l'itération [h — 1]. Cette stra-
tégie est particuliérement efficace dans le contexte de ’estimation dans les modéles
mixtes (Kuhn et Lavielle 2005) et ¢’est notamment la stratégie implémentée au sein
du logiciel MONOLIX dédié a I'analyse de modéles non-linéaires a effets mixtes.
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Au cours de ce travail, nous choisissons pour notre part de proposer 1'utilisation
des deux stratégies SEM et rEM (implémentées au sein du package curvclust) :
en effet, en pratique, la stratégie rEM, bien que recommandée par Biernacki et al.
(2003), est aussi connue pour conduire plus réguliérement a la création de groupes
vides, surtout en présence de groupes déséquilibrés, créant alors des difficultés nu-
mériques. Dans ce type de cas, 'appel a la stratégie SEM permet alors d’éviter ces
difficultés.

4.3 Un modéle de classification de courbes

Dans cette section, nous nous intéressons a la description d’un modéle & variables
latentes particulier : le modéle de mélange fonctionnel. Nous nous placons ici dans un
cadre fonctionnel de classification non-supervisée. Dans un premier temps, nous in-
troduisons les différentes approches existantes de classification non-supervisée dans
un cadre classique puis leur extension a un cadre fonctionnel. Nous nous concen-
trons plus particuliérement sur les approches probabilistes et nous exposons alors
les problématiques rencontrées dans ce cadre ainsi que les solutions proposées dans
la littérature.

4.3.1 Classification non-supervisée

Nous supposons a présent que nous disposons de plusieurs signaux provenant
de N individus distincts, observés de maniére discréte sur M points. L’application
de I'analyse fonctionnelle a plusieurs individus nous ameéne naturellement vers une
problématique de classification et nous considérons alors que les signaux observés
proviennent de plusieurs groupes caractérisés chacun par un comportement fonc-
tionnel moyen différent. On distingue & ce stade deux types de classification : la
classification supervisée ot les groupes sont connus et ot 'objectif est de déterminer
une régle de classification optimale et la classification non supervisée pour laquelle
on n’a connaissance ni du nombre de groupes recherchés, ni des classes des individus.
Cette derniére représente, de fait, une approche plus exploratoire sur laquelle nous
nous concentrerons dans ce travail. Notre motivation vient du fait que, bien qu’essen-
tielle pour certaines applications, la classification non supervisée a été relativement
peu étudiée, notamment dans le cadre de I’étude de données complexes.

De maniére générale, que ce soit dans un cadre fonctionnel ou non, 'objectif
premier de la classification non supervisée est la définition de groupes homogénes et
compacts. Pour ce faire, trois taches principales sont a réaliser : estimer le nombre de
classes contenus dans les données, affecter chaque individu & une classe et estimer
les paramétres de chaque classe en optimisant un certain critére de classification.
Le critere usuellement utilisé dans un but d’homogénéité et de compacité consiste
a maximiser la variance inter-groupe tout en minimisant la variance intra-groupe,
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c’est-a-dire que ’on cherche la partition donnant la plus grande "distance" entre les
différents groupes, tout en minimisant leur rayon respectif.

Les méthodes de classification non supervisée dans un contexte non fonction-
nel permettant de répondre & un ou plusieurs des enjeux précédemment cités sont
nombreuses et se répartissent principalement en 3 catégories. Les deux premiéres
catégories concernent les méthodes de classification multivariées. On peut citer les
méthodes de classification hiérarchique (ascendante ou descendante) basées sur des
agrégations successives faites de proche en proche (Ward 1963; Duda et Hart 1973).
Elles permettent simultanément d’estimer le nombre de groupes et d’affecter les
individus aux classes. En revanche, ces méthodes sont difficilement applicables a
un grand nombre de données, puisque la complexité de I'algorithme est en O(N?),
et ne conduisent pas en général a un partitionnement optimal du fait de leur ca-
ractére hiérarchique. Les algorithmes de réallocation dynamique représentent une
deuxiéme grande catégorie de méthodes multivariées. Ces méthodes consistent a
agréger itérativement les individus autour de centres mobiles et nécessitent en géné-
ral la connaissance a priori du nombre de groupes. On peut citer comme exemple
les algorithmes de types k-means (MacQueen 1967) ainsi que leurs variantes telles
que les nuées dynamiques (Diday 1971) ou l'algorithme PAM (Partitioning Around
Medoid) (Kaufman et Rousseeuw 1987). Ces algorithmes, bien que conduisant na-
turellement & un optimal en terme de critére de classification, sont trés sensibles
a l'initialisation et ne permettent pas de détecter les individus a cheval sur plu-
sieurs classes (algorithmes dits "classifiants"). Enfin, un dernier type de méthodes
est donné par les approches probabilistes de la classification non supervisée pour les-
quelles la classification se fait au moyen d’'une modélisation préalable des données.
[’exemple le plus connu de ce type d’approche concerne les modéles de mélange
pour lesquels on utilise classiquement des algorithmes de type EM permettant d’es-
timer les paramétres du modéle par maximum de vraisemblance (cf Section 4.2.2).
La classification finale est alors donnée en terme de probabilités d’appartenance a
un groupe.

Le passage au cadre de données fonctionnelles entraine deux différences ma-
jeures : d’'une part, la dimension des données considérées devient conséquente et
conduit a des difficultés dans leur traitement ; cette caractéristique est communé-
ment appelée "fléau de la dimension" (Bellman 1957). D’autre part, le caractére
fonctionnel des données induit une notion naturelle d’ordre temporel (ou spatial)
qu’il est nécessaire de prendre en compte.

Pour ces deux raisons, les techniques usuelles de classification non supervisée
décrites ci-dessus ne sont pas applicables directement dans un cadre fonctionnel et
la stratégie la plus courante est de recourir a une étape préalable de réduction de
dimension afin de se ramener aux techniques multivariées usuelles. Les méthodes
de réduction de dimension sont basées sur le caractére fonctionnel des données et
permettent, de ce fait, de prendre en compte 'ordre temporel naturel des données.
Deux approches sont majoritairement utilisées : une premiére approche consistant
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en une extension de I’analyse en composantes principales au cadre fonctionnel. Cette
technique, notée FPCA pour Functional Principal Component Analysis, est basée
sur la décomposition de Karhunen-Loeve de processus continus (Dauxois et al. 1982;
Hall et Hosseini-Nasab 2006). Bien que populaire, elle doit néanmoins étre consi-
dérée avec réserve : en effet, dans un cadre de classification non-supervisée, Chang
(1983) démontre que les premiéres composantes principales ne possédent pas néces-
sairement un pouvoir discriminant supérieur aux autres composantes. Une deuxiéme
approche consiste a résumer 'information contenue dans les signaux au moyen d’une
décomposition sur une base de fonctions adaptée, comme les bases de splines ou
d’ondelettes par exemple (cf. Chapitre 3).

A Dlissue de I'étape de réduction de dimension, les techniques de classification
non supervisée décrites plus haut peuvent alors étre appliquées soit aux coefficients
de la décomposition des signaux dans une base fonctionnelle, soit aux scores des pro-
jections sur les composantes principales. Les méthodes hiérarchiques ou de centres
mobiles nécessitent, dans ce cas, le choix de distances adaptées a ’aspect fonctionnel
des données.

Dans ce manuscrit, nous nous concentrons plus particuliérement sur I’extension
des approches probabilistes aux données fonctionnelles, basées sur une modélisation
des coefficients de la projection dans une base fonctionnelle d’ondelettes. Dans ce
cadre de classification non supervisée sans effets mixtes, nous développons plus en
détails une approche proposée par Antoniadis et al. (2008). Pour une revue plus
générale des stratégies de classification de courbes dans un tel contexte, nous invitons
le lecteur a se référer aux revues bibliographiques de Jacques et Preda (2013) et de
Bouveyron et Brunet (2013).

4.3.2 Modéle fonctionnel

Dans un cadre fonctionnel et pour fixer les notations, on suppose que ’on a ob-
servé N signaux notés {Y,;},—1 _n sur M points de discrétisation notés (t1,..., ¢y )
ou M = 27, pour J € N. On fait I'hypothése que ces signaux proviennent de L
groupes (ou L est supposé inconnu) caractérisés par un comportement moyen dif-
férent suivant le groupe. Par la suite, on notera (;; la variable indicatrice valant
1 si I'individu 7 est dans la classe ¢ et 0 sinon. Sachant que {(;; = 1}, le modéle
fonctionnel de classification proposé par Antoniadis et al. (2008) s’écrit :

Yz<tm) = /M(tm) + Ez‘(tm)a (4'7)

avec E; ~ N(0,0%1,) et uy, effet fixe fonctionnel caractérisant le comportement
moyen dans la classe /.

Dans un contexte non-paramétrique, on souhaite alors donner une représentation
de ce modéle sur une base de fonctions afin de travailler par la suite sur les coefficients
de la décomposition (cf Section 3.1). Dans I'ensemble de ce manuscrit, nous nous
concentrerons sur des modélisations non-paramétriques basées sur les ondelettes.
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Dans ce cadre, en effectuant la transformée en ondelettes discrétes du modéle (4.7)
pour une base d’ondelettes {¢, ¥} choisie et sachant que {(;; = 1}, on obtient, dans
le domaine des ondelettes, le modéle suivant sur les coefficients empiriques :

(4.8)
di jk = Bejr + 5?,]';@7

avec (€T, edT)T ~ N(0,02Iy) pour tout (j5,k) € A={(4,k) | j=Jjo,...,J — 1, et
k=0,...,27 —1}.

Par linéarité de la transformée en ondelettes discréte, les coefficients d’approxi-
mation ¢; ;o et de détails d; j;, sont alors distribués selon un mélange de lois gaus-
siennes. En notant 7, la probabilité a priori pour un individu d’appartenir a la classe

¢, on a pour tout (j, k) € A :

{ Cijok = Q,jok T €f,j0k7 V(j, k) € A

;

L
C’L',jok ~ Z WgN(OCZ,jOkv 0-3)7
—1 (4.9)

L
digi~ > TN (Brjns 02).
/=1

\

Finalement, la représentation du modéle de classification fonctionnel (4.7) dans
le domaine des ondelettes se raméne & un modéle de mélange gaussien sur les co-
efficients. La principale différence avec les modéles de mélange classique réside gé-
néralement dans la dimension du modéle considéré. En effet, il est courant dans ce
type de contexte d’étre confronté au cas ou M > N, rendant les méthodes d’esti-
mations canoniques inapplicables ou cotiteuses numériquement. Il est donc souvent
nécessaire de passer par une premiére étape de réduction de dimension.

4.3.3 Réduction de dimension dans les modéles fonctionnels

Par leurs propriétés de compression, 1'utilisation d’une stratégie basée sur les
ondelettes se révéle étre particulierement adaptée au probléme de la réduction de
dimension : en effet, il est courant de supposer que les informations concernant les
signaux individuels sont concentrées sur une petite partie des coefficients tandis que
le bruit affecte 'ensemble des coefficients a des niveaux égaux. [’idée est alors de
tirer parti de cette hypothése en utilisant les techniques décrites sous I’appellation
de méthodes de seuillage (cf. Section 3.3).

Dans le cadre d’'une démarche de classification non-supervisée, ’objectif princi-
pal est de pouvoir attribuer un label & chaque individu, reléguant la question de
I’estimation dans ces modéles & une place secondaire : en effet, la présence de po-
sitions ou les coefficients individuels sont non-discriminants peut étre vue comme
une source de bruit vis-a-vis de la classification. Pour une position (j, k) donnée, si
les coefficients individuels sont tous considérés comme non nuls mais égaux, cette
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position n’apportera pas d’information pour la classification. De plus, si de telles
positions sont nombreuses par rapport aux positions discriminantes, 'information
d’intérét est alors diluée et conduit & une classification finale moins performante.
Le challenge est alors de réussir a identifier ces positions problématiques afin de les
retirer de 'analyse. Ceci a été réalisé par Antoniadis, Bigot, et von Sachs (2008)
pour la caractérisation de zones homogénes dans des images fonctionnelles et ’idée
proposée par les auteurs consiste en trois étapes :

1. Etape de débruitage : Pour chaque signal individuel Y;, ¢ = 1,..., N, on
applique un seuillage individuel dur aux coefficients d’ondelettes en utilisant
le seuil universel comme défini en Section 3.3.

2. Etape d’union : L’union des positions sélectionnées individuellement durant
la premiére étape est ensuite réalisée. On obtient ainsi un ensemble commun
de positions pour lesquelles les coefficients d’ondelettes associés a l'effet fixe
fonctionnel sont non-nuls pour 'ensemble des individus. Antoniadis, Bigot, et
von Sachs (2008) notent que, formellement, 1’estimateur fonctionnel résultant
de I'union des coefficients rentre dans la classe des estimateurs dits d’agrégation
comme défini par Bunea, Tsybakov, et Wegkamp (2007) et de ce fait, sont
optimaux en terme de reconstruction.

3. Etape de réduction de dimension : Afin de détecter les positions restantes
identiques pour tous les individus, une derniére étape consiste a utiliser le
test de Neyman (Fan 1996) sur chaque position afin de déterminer si elle est
discriminante ou non. Ainsi, pour une position (j, k) fixée présente dans 'union
des coefficients sélectionnés, le test de Neyman est appliqué sur le vecteur des

différences ( ;k - d;;l)i:Z,.,,N en prenant comme hypothése H la nullité de ce

vecteur. La multiplicité est ensuite controlée par une approche FDR consistant

a controler le risque de premiére espéce par des contraintes sur le nombre de

faux positifs (Benjamini et Hochberg 1995).

En pratique, les auteurs ont observé que cette méthode dans son ensemble conduisait
en moyenne & une réduction de dimension de I'ordre d’un facteur 2, c¢’est-a-dire que
la taille des vecteurs de coefficients de départ est, en moyenne, réduite de moitié.

On obtient finalement un modéle de taille réduite concentrant I'information utile
vis-a-vis de la classification et permettant alors d’appliquer une méthode de classi-
fication usuelle sur les positions sélectionnées restantes.

4.3.4 Estimation des paramétres

L’estimation des paramétres dans ce modéle & données cachées est réalisée par
maximum de vraisemblance. On utilise pour ce faire I’algorithme EM, ot les variables
d’appartenance au groupe représentent la structure latente. Ce cadre est un cadre
classique d’application de I'algorithme. Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit,
nous ne détaillerons pas les formulations des estimateurs dans cette section mais
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nous en proposerons une formulation dans un contexte plus général de classification
non-supervisée au sein de modeéles a effets mixtes (Chapitre 5, Section 5.2.2).

4.4 Modéle mixte fonctionnel

Nous présentons dans cette section un autre cas particulier de modéles a variables
latentes : le modéle mixte fonctionnel au sein d’un groupe d’individus homogénes.
Nous détaillons dans un premier temps la modélisation adoptée, basée sur une ap-
proche proposée par Antoniadis et Sapatinas (2007) et plus particuliérement, nous
décrivons la modélisation choisie pour les effets aléatoires individuels. Cette modé-
lisation est effectuée dans le domaine des coefficients et nous proposons une étude
de simulation visant a visualiser les conséquences de celle-ci sur les effets aléatoires
individuels fonctionnels.

4.4.1 Modéle général

Pour définir notre modéle mixte fonctionnel, nous souhaitons étendre la notion
de modéle mixte appliqué au cadre des données longitudinales, décrite au Chapitre
2, & un cadre fonctionnel. Les données observées sont supposées fonctionnelles et on
suppose de méme que les déviations individuelles par rapport au signal moyen sont
elles aussi fonctionnelles. A partir du modéle fonctionnel (3.1), cela se traduit par
'ajout d'un effet aléatoire individuel fonctionnel, noté U;(t), modélisant la variabilité
spécifique due a l'individu 4. Les effets aléatoires (U;(t)),_, 5 sont alors modélisés
comme des réalisations de processus aléatoires de fonction de covariance commune
K(t,t"). Dans ce cadre, le modéle fonctionnel s’écrit alors :

en conservant les hypothéses classiques suivantes,

U; processus gaussien centré de covariance K (t,t") = Cov(U;(t), U;(t')),
El<tm> ~ N(O, O'%),
U, L E;.

En projetant, comme précédemment, le modéle sur une base d’ondelettes {¢, ¥}

choisie, on retrouve alors sur les coefficients d’ondelettes, un modéle linéaire mixte
canonique donné par :

{ Cijok = ok + Vijok + €7 jok V(5 k) €A, (4.11)

d
dijk = Bik + Vi jk + €5 ks

avec :
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(e5™, el )" ~ N(0,071y),
v, ~N(0,G, = diag(+?)),
0" ~ N(O, Go).

4.4.2 Modélisation de la variabilité individuelle

Spécification de la matrice de covariance Gy

Le point difficile ici est de donner une modélisation pour la matrice Gy. En effet,
suivant la dimension des données considérées, qui peut étre conséquente dans un
contexte fonctionnel, la taille de la matrice Gy peut rapidement croitre. Si de plus,
elle est supposée non structurée, le nombre de paramétres a estimer est alors du
méme ordre et entraine un probléme de sur-ajustement. Il est donc important de
proposer une modélisation "simple" permettant de limiter le nombre de paramétres
tout en assurant une flexibilité du modéle suffisante.

Dans le cadre de I’étude de données issues des biotechnologies, notre approche
consiste a associer les déviations inter-individuelles & des comportements métabo-
liques propres a l'individu, permettant alors de faciliter 'interprétation des effets
aléatoires dans un contexte fonctionnel. Ainsi, pour le cas des données de spectro-
métrie de masse (cf. Section 6.2.1), les déviations individuelles sont représentées par
la présence/absence ou la différence d’expression de certains peptides entre indivi-
dus et se traduisent par I’observation de la présence/absence de pics et de variabilité
dans leur hauteur. Dans une approche fonctionnelle, cela revient a faire I’hypothése
d’effets aléatoires individuels partageant au moins la méme régularité que les effets
fixes. Nous nous plagons en ce sens dans le cadre proposé par Antoniadis et Sapati-
nas (2007) qui proposent une modélisation fonctionnelle des effets fixes et aléatoires
dans le contexte des espaces de Besov. L’hypothése d’effets fixes et aléatoires parta-
geant au moins la méme régularité se traduit alors par I’appartenance des fonctions
au méme espace fonctionnel. Suivant I'idée de Antoniadis et Sapatinas (2007), notre
choix est de se placer au sein des espaces de Besov permettant alors une modélisa-
tion flexible des deux types d’effets. Dans ce cadre, Antoniadis et Sapatinas (2007)
proposent une modélisation des effets aléatoires fonctionnels U;(t) dans le domaine
des ondelettes permettant d’en exploiter pleinement les propriétés ainsi que celles
des espaces de Besov. Nous mentionnons a ce propos qu’une telle modélisation n’est
pas envisageable a I’aide de splines : en effet, dans le cadre des modéles mixtes,
deux approches similaires dans le contexte des modéles mixtes ont été proposées
par Huang et Lu (2000) et Angelini et al. (2003) mais les effets fixes et les effets
aléatoires sont alors contraints & se situer dans des espaces fonctionnels de régularité
différentes d’aprés un argument soulevé par Green et Silverman (1994)[Chap.3|.

Selon notre modélisation, la matrice Gy est, en premier lieu, supposée posséder
une structure diagonale, cette hypothése étant justifiée par la propriété dite dé-
corrélante des ondelettes mise en évidence par Zhang et Walter (1994) et Frazier,
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Jawerth, et Weiss (1991). Pour une large classe de processus, la matrice de variance
covariance associée a la décomposition du processus dans une base d’ondelettes est
une matrice "presque diagonale", c’est-a-dire qu’on observe une décroissance rapide
des coefficients hors diagonale de la matrice Gy.

D’autre part, partant de la propriété (3.1) de caractérisation des espaces de Besov
par la norme des coefficients , le théoréme (4.1) proposé par Abramovich, Sapatinas,
et Silverman (1998) et adapté ensuite par Antoniadis et Sapatinas (2007) dans le
cadre des modéles mixtes nous donne une condition nécessaire et suffisante assurant
que les effets individuels U;(¢) appartiennent au méme espace fonctionnel que Deffet

fixe u(t).
11

Théoréme 4.1. Soit ¢ une ondelette de régularité r, ot max(0, 5 - 3) < s <),

1 <p, ¢ <00, et supposons que les coefficients d’ondelettes (wji)(jmen d'une fonc-
tion g sont distribués suivant une loi gaussienne centrée de variance v?2771. Alors,
pour toute valeur fizée des coefficients d’échelle v, g € B, ([0, 1]) presque sirement
st et seulement si :

s +

<0,

S+

=0 pour 1 <p<ooetq=o0.

N — DN —
NS I3

La preuve de ce théoréme est donnée dans I’article de Abramovich, Sapatinas,
et Silverman (1998).

Alinsi, on en déduit que le controle de la décroissance de la variance des coefficients
d’ondelettes permet de controler la régularité du processus associé : pour un effet
fixe fonctionnel p(t) appartenant a I'espace de Besov B;, ([0,1]) et en posant

V() = (Go)je = 772777, Vi=1,...,N, Y(j k) € A,
le Théoréme (4.1) nous donne une condition nécessaire et suffisante sur la valeur de
n assurant que les effets fixes et aléatoires sont bien dans le méme espace de Besov.

Morris et Carroll (2006) proposent une procédure d’estimation au sein d’un mo-
déle mixte fonctionnel similaire au modéle (4.10) basée sur I'utilisation d’ondelettes
dans un cadre bayésien. Leur modélisation des coefficients dans ce cadre, différente
de celle que nous adoptons, est basée sur un mélange entre une masse de Dirac et
une loi gaussienne. Comme suggéré par ces auteurs, il peut aussi étre nécessaire de
permettre plus de flexibilité au modéle en autorisant le paramétre de variance +?2 a
dépendre de la position et du niveau considérés en prenant une modélisation en 7]2-k.
Signalons que ce point est illustré de maniére visuelle en Figure 1 de leur article.

A ce stade, une premiére question est de savoir quelle classe de processus peuvent
étre atteints par ce choix de modélisation. Antoniadis et Sapatinas (2007) affirment
que leur modé¢lisation permet d’atteindre une grande diversité de processus par le
biais du pouvoir décorrélant des ondelettes mais ce point n’a cependant jamais été
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étudié d'un point de vue théorique. L’argument principal est avant tout technique
puisqu’une telle modélisation permet de se ramener & la manipulation de matrices
diagonales et afin d’en évaluer la richesse, nous proposons dans la section suivante
une étude qualitative des processus induits par cette modélisation.

Remarquons enfin que 'approche adoptée ici est différente des approches adop-
tées plus généralement dans la communauté du traitement du signal : en effet, dans
ce contexte, la stratégie largement considérée est de se placer, dans le domaine fonc-
tionnel, dans une classe particuliére de processus (par exemple, dans la classe des
processus stationnaires, a accroissements stationnaires ou encore autorégressifs) et
d’en déduire des propriétés sur les coefficients d’ondelettes associés. On peut citer
comme exemple les travaux de Istas (1992) pour les processus gaussiens, de Abry
et al. (1995) pour les processus stationnaires ou de Dalhaus et al. (1999) pour les pro-
cessus autorégressifs. Néanmoins, ce type de modélisation ne permet pas en général
d’atteindre les objectifs souhaités dans notre cas, a savoir le controle de la régularité
des trajectoires mais aussi le controle du nombre de paramétres du modéle. En effet,
ce type d’approche conduit en général & des matrices de covariance Gy de structure
complexe dans le domaine des ondelettes nécessitant, comme Johnstone et Silver-
man (1997) ou von Sachs et MacGibbon (2000) dans un cadre de seuillage de pro-
cessus respectivement stationnaires ou localement stationnaires, de se ramener a des
matrices diagonales par la propriété décorrélante des ondelettes. Cependant, cette
approximation induit alors une restriction quant a la classe de processus concernée
qu’il est difficile de maitriser.

Processus engendrés

Nous placons une modélisation particuliére sur la structure de covariance associée
aux effets aléatoires individuels ou les variances des coefficients sont supposées étre
de la forme 22777, Le choix d’une telle approche nous améne & la question suivante :
dans le domaine temporel, quels types de processus peuvent étre approchés a 'aide
de cette modélisation 7 Plus particuliérement, notre objectif dans cette section est
d’évaluer la flexibilité d’une telle modélisation afin de ne pas se restreindre & une
classe de processus trop restrictive et d’étudier le role des paramétres entrant dans
la modélisation, comme le paramétre de régularité 1 ou encore le choix de la base
d’ondelettes.

En adoptant une stratégie inverse, on peut montrer que la représentation dans
le domaine des ondelettes de processus stationnaires a courte ou longue dépendance
conduit & des variances résultantes dépendant uniquement du niveau de résolution j
et restant constantes au sein d’un méme niveau. Pour des processus non-stationnaires
ou sous une hypothése de stationnarité locale, on obtient dans ce cas, des variances
variant avec I’échelle j et la position k. Ces arguments sont notamment utilisés par
Johnstone et Silverman (1997) et von Sachs et MacGibbon (2000) pour développer,
dans un cadre d’estimation, des stratégies de seuillage pour ces types de processus.
Par contre, la décomposition de tels processus dans le domaine des ondelettes ne
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résulte pas en général en une modélisation simple de la matrice de covariance.

Par ailleurs, I’approche consistant a modéliser la covariance du processus dans
le domaine des ondelettes a fait ’objet de relativement peu de travaux et nous
proposons dans cette section une étude qualitative permettant d’appréhender la
flexibilité de la modélisation adoptée et 'influence du paramétre de régularité 7.

Le calcul de la fonction de covariance K (s,t) a partir de la matrice des variances
Gy n’est pas réalisable analytiquement pour la majorité des bases d’ondelettes car
elles ne possédent pas d’expression analytique connue. En revanche, en utilisant la
base d’ondelettes de Haar pour laquelle les fonctions d’échelle et de détails s’ex-
priment simplement et possédent des supports disjoints, il est possible de calculer
la fonction de covariance & partir des coefficients d’ondelettes de maniére exacte.

On rappelle que les fonctions d’échelle et les ondelettes de la base de Haar sont
définies par :

2% size [, AL
, _ 270 5 2d0 L’
¢]0k(x) { 0 SIIIOH
et : i
22 . six € [2]+17 2212111 [7
J
Yip(x) =< —25 size [2213111, 2213112[,
0 sinon.

La décomposition de l'effet aléatoire individuel U;(t) € By ([0,1]) dans la base de
Haar s’écrit alors pour tout t € [0,1] et tout i =1,..., N :

270 —1 27 -1
= Z Vi jok@iok (t) + Z Z 0i jrVin(t). (4.12)
k=0 Jj=jo k=0

Soit (t,s) € [0,1]. La fonction de covariance K (s,t) de U;(t) est donnée par :
K(s,t) = Cov(U;(t)Ui(s)) = E(U;(t)Us(s)) — E(Us (1)) E(Us(s)). (4.13)

Par la suite, nous distinguerons les cas t # s et ¢t = s et pour simplifier les calculs,
nous prendrons j, = 0.

Cas t #s On peut supposer sans perte de généralité que s > t. Les variables
0; i1 et vigo sont centrées et indépendantes entre elles pour tout j > 0 et tout
k=0,...,27 — 1. L’expression (4.13) devient alors :

27 -1
K(s,t) = E(v7o0) doo()doo(s) + D D E(07 1) in(t)tju(s)
720 k=0
27 -1

- /71/ + Z Z E 02]k w]k )ka:(S)

>0 k=0
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FIGURE 4.1 — Représentation du couple d’indices (jis, kis) pour un couple de points
(t,s) particulier.

Soit (jis, kis) tels que :

Uors  2ksatl

{ P gt gl
ts+ tst+

s € [Gfr, St

Le couple (js, ki) existe et est unique. Il dépend des valeurs de t et s et corres-
pond au premier intervalle dyadique sur lequel les points ¢ et s sont & cheval. Ceci
est illustré sur la Figure 4.1 pour deux points ¢ et s particuliers : on peut observer
qu’a partir du niveau de résolution j = 2, les points t et s se trouvent sur deux
fonctions d’ondelettes ayant des supports disjoints. Sur cet exemple particulier, on
a alors j;s = 1 et ki, = 0. De maniére générale, pour les valeurs (jys, kis), on a alors :

Vj > ji,  Pourtout k=0,...,27 — 1,9.(t)Y;i(s) = 0,
Vi< 3k tel que ti(t) #0, et pi(t) = thi(s) = 23 #
Pour j = jp, 3k tel que Pju(t) £ 0, et 1hu(t) = —tjp(s) = 23
La fonction de covariance s’exprime alors comme :

Jts 291

K(s,t) =72+ Z Z E (67 1) i (t) i (s)
J=0 k=0
Jts—1

=%t D B2 —E(0,.) 2"
j=0
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En prenant une modélisation telle que proposée par Antoniadis et Sapatinas (2007),
A savoir que E(@fjk) = ~42279" pour tout j > 0 et tout £ =0,...,27 — 1, on obtient
alors :

jts—l

K(S, t) = 'Y,% + Z ,7/22j(1*77) _ 722]‘1&5(1*17)
=0

1 — 9Jts(1—m)

2 e

2 1 — 2Jts(1=n) (2 — 2(1*17))
- ’YV Y 1— 2(1_7])

— A2 (1-)

Cas t =s Soit ¢t € [0,1]. Dans ce cas, on a :

2i—1

K(t,) = E(100) (d00())" + 3 S E(025,) (din(t))

>0 k=0

2

211

=2+ D0 D R0 (Ya(®)”

>0 k=0

Pour chaque niveau j, il existe un unique indice k tel que v, (t) = 2//2 # 0, d’oi :

K(t,t) =7 + Y E(67,)2

j=0

On constate alors que pour une modélisation constante de la variance, c¢’est-a-dire
avec E(07,,) = ~* pour tout j,k, la quantité K(t,t) n’est pas définie, car non-
sommable. En considérant la modélisation en E(Qf]k) = 422791 pour tout j,k,
K(t,t) est définie si et seulement si 20 < 1, i.e., si et seulement si > 1. Dans
ce cas, on a :

K(t,t) =7 + Y 727"

J>0
=7, +7" ) 207
§>0
2
2 v
=%t 1 — 2(1-n)

Finalement, la fonction K (s,t) s’exprime de la fagon suivante :

2 2 1721'155(1—77)(2,2(1—71)) .

t

K(s,t) = Vg+7 (2 ) sit# s, (4.14)
v+ 7172'{1,,]) sinon.




72 CHAPITRE 4. MODELES A VARIABLES LATENTES

On constate alors que le processus considéré n’est pas stationnaire car j;, dépend
de t et de s et non pas de la différence (¢t — s). En fait, une telle modélisation donne
accés a une large classe de processus, englobant aussi certaines classes de processus
non stationnaires. Basé sur le travail d’Abramovich et al. (1998), Antoniadis et Sa-
patinas (2007) remarquent que la quantité E(@f]k) représente la variance a prior:
des coefficients d’ondelettes non-nuls de la décomposition de 'effet fonctionnel Us.
Le choix d’une modélisation en v22777 correspond a un prior donnant la méme pro-
babilité aux coefficients d’'un méme niveau d’étre non-nuls. Ce type de prior donne
acces entre autres a la modélisation de processus auto-similaires dont le mouvement
brownien fait partie.

En Figure 4.2 sont représentées les matrices de variance covariance associées au
processus U; pour différentes valeurs du paramétre n (n € {1.001,1.5,2,4}). Les
valeurs de 2 et 72 sont choisies égales a 1. Nous pouvons observer la liaison entre
le paramétre 7 et la régularité du processus sous-jacent : en effet, sur la matrice de
covariance correspondant a la valeur n = 1.001, les valeurs de covariances sont trés
faibles devant les valeurs des variances. Cela correspond & des valeurs successives
faiblement corrélées et donc & des processus trés irréguliers. A I'inverse, une grande
valeur de 7 induit des dépendances de longue portée conduisant a des processus tres
lisses.

Ceci est illustré en Figure 4.3 o des exemples de processus sont représentés pour
chacune des valeurs du paramétre 1 données ci-dessus.

Concernant les autres bases d’ondelettes, une maniére détournée d’accéder a la
fonction K(s,t) consiste a Iapprocher en effectuant la transformée en ondelettes
inverse de la matrice de variance-covariance Gy. Pour des valeurs fixées de +2 et
7?2797 et pour une base d’ondelettes donnée (et donc une matrice de filtres W),
la matrice K = W7 GyW représente une approximation discrétisée de la fonction
de covariance K(s,t) dans le domaine fonctionnel. I1 est alors possible de simuler
des processus dans ce cadre en simulant des réalisations de lois gaussiennes centrées
de variance v2 pour les coefficients d’approximation et de variance v?277" pour les
coefficients de détails. On applique par la suite une transformation discréte inverse
aux coefficients ainsi simulés.

En Figure 4.4, nous avons représenté des exemples de processus pour plusieurs
valeurs de 1 (mémes valeurs que dans le cas précédent) et plusieurs bases d’ondelettes
(Haar, Daubechies & 2 moments nuls et Daubechies 4 8 moments nuls). On peut
observer sur ces graphes que les processus résultant d’une telle approximation sont
trés dépendants de la base d’ondelettes choisie, traduisant la volonté de modéliser
des effets fixes et aléatoires présentant une structure partagée.

Cependant, il est important de garder a I'esprit que cette méthode de simulation
conduit & des erreurs d’approximation et dans certains cas & une approximation trés
imprécise de la fonction K (s,t). La conduite d'une étude de simulation sur I’erreur
d’approximation réalisée dans le cas de la base de Haar, ou la fonction de covariance
est connue de maniére exacte, nous a permis de mettre en évidence le fait que la
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eta =1.001 eta=15

eta=2 eta=4

FIGURE 4.2 — Matrices de variance covariance associées au processus U; pour diffé-
rentes valeurs du paramétre n (n € {1.001,1.5,2,4} ). Les matrices représentées sont
de taille 64x 6. Les paramétres v2 et ~* sont fizés a 1

précision de 'approximation est trés sensible & la valeur du paramétre 7. Ainsi, plus
la valeur du paramétre 7 est faible (c’est a dire, moins le processus est régulier), plus
le biais et I’écart quadratique moyen entre la fonction K et son approximation sont
grands. Ce phénomeéne est représenté en Figure 4.5.

Enfin, comme remarqué par Morris et Carroll (2006), il peut étre utile pour mo-
déliser certains types de données de permettre au paramétre 72 de dépendre de la
position (j, k). En effet, I'hypothése d’une variance de 'effet aléatoire dépendant uni-
quement du niveaun j (par intermédiaire du terme 2777) semble étre trop restrictive
comme nous le verrons avec les exemples d’applications sur données réelles. Cette
possibilité est prise en compte dans notre modéle permettant ainsi de modéliser une
plus grande variété de processus. Des exemples de tels processus sont représentés en
Figure 4.6, en prenant des variances de la forme fy?k pour les coefficients de détails.
Cependant, cette modélisation a pour effet d’entrainer une forte augmentation du
nombre de paramétres pouvant créer des instabilités d’estimations.
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FIGURE 4.3 — Ezemple de processus de fonction de covariance K (s,t) pour différentes
valeurs du parameétre n (n € {1.001,1.5,2,4} ). Les signaux représentés sont de taille
512. Les parameétres 2 et 2 sont fizés a 1

En résumé, nous avons introduit dans ce chapitre les principaux ingrédients
constituant la base de notre modeéle de classification non-supervisée dans les mo-
deéles mixtes fonctionnels. Le point critique au sein des modéles mixtes fonctionnels
est la modélisation des effets aléatoires fonctionnels et plus particuliérement de la
covariance associée. Néanmoins, la dimension fonctionnelle des données considérées
entraine, de méme que dans les modéles sans effet aléatoire, des difficultés d’ajus-
tement et de ce fait, une nécessité de réduire la dimension du modéle. Ce point
n’est pas abordé dans cette partie pour les modéles mixtes fonctionnels car cette
problématique est traitée en détails au cours de la deuxiéme partie de ce manuscrit.
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FIGURE 4.4 — Exemple de processus obtenus pour différentes valeurs du paramétre
n (n € {1.001,1.5,2,4}) et différentes bases d’ondelettes (Haar, Daubechies a 2
moments nuls et Daubechies 4 8 moments nuls). Ces processus ont été obtenus en
simulant des coefficients dans le domaine des ondelettes selon notre modéle puis en
effectuant une transformation inverse. Les signaux représentés sont de taille 512.
Les parameétres 2 et v* sont fizés a 1
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FIGURE 4.5 — Boxplots des biais et écarts quadratiques moyens (EQM) obtenus entre
la fonction de covariance exacte et son approximation basée sur la transformée dis-
crete inverse en utilisant la base d’ondelettes de Haar. Les valeurs observées sont
données en fonction du paramétre 1 associé a la régularité du processus considéré.
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FIGURE 4.6 — Exemple de processus obtenus pour différentes valeurs du paramétre
n (n € {1.001,1.5,2,4}) et différentes bases d’ondelettes (Haar, Daubechies a 2
moments nuls et Daubechies 4 8 moments nuls). Ces processus ont été obtenus en
simulant des coefficients dans le domaine des ondelettes selon notre modeéle puis
en effectuant une transformation inverse. Les signauz représentés sont de taille 512.
Ici, les parameétres de variances W?k varient avec le niveau (j, k) et sont simulés selon
une loi gamma.
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Deuxiéme partie

Classification non supervisée dans les
modéles mixtes fonctionnels
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Introduction

Au cours de cette deuxiéme partie, nous présentons ce qui représente la premiére
contribution de ce travail de thése, a savoir, le développement d’une procédure per-
mettant de réaliser une classification non-supervisée de courbes dans le cadre des
modeéles mixtes fonctionnels.

Dans un premier chapitre, nous introduisons, en premier lieu, le modéle de clas-
sification non supervisée au sein des modéles mixtes que nous avons développé. Ce
modéle est une extension du modéle de classification fonctionnel et du modéle mixte
mixte fonctionnel présentés au Chapitre 4. Puis, nous présentons dans un deuxiéme
temps notre procédure de classification basée sur une approche probabiliste de la
classification non supervisée. Notre procédure se déroule en deux étapes : une pre-
miére étape de réduction de dimension tirant parti des propriétés de parcimonie des
ondelettes et une deuxiéme étape d’estimation des paramétres du modeéle, servant
a obtenir une classification finale des individus. Le choix du nombre de groupes est
réalisé a posteriori grace a un critére de sélection de type BIC (Bayesian Information
Criteria).

Dans un deuxiéme chapitre, nous présentons une vaste étude de simulations
permettant d’évaluer le comportement de notre procédure face a différentes configu-
rations de données simulées. Pour ce faire, nous nous sommes attachés a développer
un cadre de simulation rigoureux permettant la création systématique de données
synthétiques. Nous proposons au cours de cette étude une comparaison a une pro-
cédure développée par James et Sugar (2003) reposant sur un modéle non paramé-
trique similaire mais basée sur I'utilisation de splines. Nous considérons ensuite deux
applications & des données issues du domaine des sciences du vivant. Les données
considérées sont, pour les premiéres, des données protéomiques produites a 'aide
de la technologie de spectrométrie de masse pour lesquelles I'utilisation d’ondelettes
dans un cadre fonctionnel représente un outil d’analyse privilégié. Le deuxiéme jeu
de données considéré est un jeu de données génomiques issu de la technologie des
microarray CGH. Concernant ce type de données, la présence d’une variabilité indi-
viduelle est une piste de recherche encore peu examinée dans la littérature actuelle
et nous proposons ici une premiére étude qualitative de la classification de ce type
de données dans un cadre mixte.

Enfin, nous signalons que les travaux présentés dans cette partie font 'objet d’une
publication (Giacofci et al. 2013), et que les méthodes proposées sont implémentées
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au sein d’un package R appelé curvclust disponible librement sur le site du CRAN
http://cran.r-project.org/.



Chapitre 5

Modéle de mélange mixte fonctionnel

Nous présentons a présent le modéle de classification non supervisée au sein
des modéles mixtes utilisé dans la premiére partie de ce travail. Ce modéle est une
extension du modéle de classification fonctionnel et du modéle mixte fonctionnel
présentés au Chapitre 4. Au cours de ce chapitre, nous commencons par introduire
le modeéle complet puis nous décrivons les deux étapes de notre procédure de clas-
sification non supervisée consistant en une étape de réduction de dimension et une
étape d’ajustement du modéle.

5.1 Présentation du modéle complet

Considérons N individus pour lesquels nous disposons de courbes (Y;(t)),_;
observées au cours du temps en M points équirépartis t = (¢1,...,%y) et nous
supposons que M = 27 oi1 J est un entier naturel. Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que t; € [0, 1] pour tout j = 1,..., M. Nous supposons de plus
que les individus sont issus de L classes et nous notons (;; la variable binaire valant
1 si 'individu ¢ appartient a la classe £ et 0 sinon.

Sachant que {(;; = 1}, notre modéle fonctionnel s’écrit alors :

}/;(tj) :,ug(tj)+Ui(tj)+Ei(tj), Vizl,...,N, ijl,...,M, (51)

ol uy est un effet fixe fonctionnel représentant le comportement moyen des individus
au sein de la classe ¢, U; est un effet aléatoire fonctionnel propre a lI'individu
représentant la déviation de son comportement par rapport au comportement moyen.
Dans le domaine fonctionnel, de méme qu’au sein du modéle mixte fonctionnel (4.10),
U; est une réalisation d'un processus Gaussien centré de fonction de covariance
K(t,t"). Enfin, E; est une réalisation d’un processus Gaussien centré de fonction de
covariance 050, avec 0 symbole de Kronecker.

Dans un cadre non-paramétrique, James et Sugar (2003) proposent un modéle si-
milaire associé a une représentation de ce dernier dans une base de splines cubiques.
Leur modéle est développé dans un contexte de modélisation de courbes réguliéres
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et observées de maniére parcimonieuse, c’est-a-dire avec une taille de données rai-
sonnables. Ces deux caractéristiques en font une modélisation non adaptée a notre
contexte puisque nous cherchons & modéliser des courbes possédant de fortes irré-
gularités et pour lesquelles nous disposons d’un grand nombre d’observations. C’est
pourquoi notre choix de modélisation s’est dirigé vers 1'utilisation d’une représen-
tation du modeéle (5.1) dans une base d’ondelettes, particuliérement adaptée a la
modélisation de courbes irréguliéres en grande dimension.

Ainsi, pour une base d’ondelettes {¢, 1} choisie, la représentation du modéle (5.1)
peut étre obtenue dans le domaine des ondelettes sur les coefficients empiriques de
la décomposition. Pour tout i = 1,..., N, et sachant que {(;; = 1} :

C
{ Ci,00 = Q00 T Vi00 1 €; 00> (5.2)

di st = Bejk + i jr + 5%@ V(j,k) € A

Dans un souci de lisibilité, I'indice 00 concernant les coefficients d’approximation
sera omis par la suite. Les hypothéses présentées au Chapitre 4 pour les modéles
fonctionnels (4.7) et (4.10) sont conservées pour les coefficients associés aux effets
aléatoires fonctionnels et aux erreurs de mesure. A savoir, pour tout i = 1,..., N,
nous supposons que :

(e, ~ N(0,021y),
Vi~ ./\/’(0,’)/3),
0, ~ N(0,Gy),
(v, 00)" Lei,
L Vi L O, V(7 k) € A,

ot Gy est une matrice diagonale de terme général [Gyl;r ;1 = 277792, Cette hypo-
thése nous place dans le contexte de modélisation mixte fonctionnelle proposé par
Antoniadis et Sapatinas (2007) et détaillé au cours de la Section 4.4.2.

Comme proposé par Morris et Carroll (2006), le modéle peut étre étendu aux
cas ol le paramétre de variance associé aux effets individuels dépend de la position
(7). de plus nous offrons la possibilité d’une dépendance au groupe (77), ou aux
deux & la fois (fyjzm) : en effet, dans un contexte de classification, il peut étre utile de
permettre des niveaux de variabilité dépendant du groupe. Ceci a pour effet d’élargir
la classe de processus atteignables par la modélisation proposée. Nous verrons sur
des applications & des données réelles que ce type de modélisation peut conduire a
une amélioration des résultats de classification par une meilleure prise en compte de
la variabilité inter-individuelle.

Notons tout de méme que méme si I'on peut définir théoriquement le modéle
particulier ou la variance est de la forme fy]?kg, en pratique, cette modélisation conduit
en général a des modéles trop riches en paramétres et donc difficiles a ajuster.
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5.2 Procédure d’estimation

Nous décrivons a présent la procédure développée pour la classification non su-
pervisée fonctionnelle en présence de variabilité individuelle. La procédure proposée
se décompose en deux étapes distinctes.

1. Nous commencons par une étape de réduction de dimension basée sur les tech-
niques de seuillage des ondelettes. La taille conséquente des données considé-
rées tout au long de ce travail rend cette étape nécessaire et notre but est de
sélectionner les coefficients les plus informatifs pour la classification.

2. Nous nous intéressons ensuite a I’estimation des paramétres du modéle (4.8)
par maximum de vraisemblance. Ceci est réalisé au moyen de I'algorithme EM
dans un contexte ol deux types de variables latentes sont rencontrées : les
variables d’appartenance aux classes et les effets aléatoires individuels.

La description détaillée de ces deux étapes fait 'objet des deux prochaines sec-
tions. En dernier lieu, nous présentons le critére utilisé pour le choix du nombre de
groupes qui est un critére de type BIC (Schwarz 1978), couramment utilisé dans un
contexte de sélection de modéle.

5.2.1 Etape de réduction de dimension

Le probléme de la grande dimension des données considérées reste un point cri-
tique dans le cas des modéles mixtes fonctionnels, et plus encore dans un cadre de
classification non supervisée. Les sources de "bruit" pour la classification sont alors
multiples. La présence d’effets aléatoires individuels en est un premier : en effet, du
fait de leur structure particuliére, des différences dues a une forte variabilité indi-
viduelle peuvent étre interprétées comme des différences de comportement moyen
et introduire des biais dans la classification finale. Par ailleurs, une autre source de
bruit vient du fait qu’une partie des positions considérées dans le modéle ne sont
pas pertinentes vis-a-vis de ’objectif de classification : en effet, les positions possé-
dant le méme niveau pour tous les individus ne permettent pas de discriminer les
individus. L’objectif "idéal" serait alors de parvenir & identifier ces positions afin de
les retirer de I’analyse comme cela a été réalisé par Antoniadis, Bigot, et von Sachs
(2008) dans un cadre de classification fonctionnelle non-supervisée (c.f. Chapitre 4,
Section 4.3.3).

Nous proposons d’utiliser la procédure de réduction de dimension suivante, ba-
sée sur la stratégie développée par Antoniadis, Bigot, et von Sachs (2008). Notre
procédure se décompose en deux étapes distinctes :

1. Effectuer un seuillage individuel dur classique. Pour rappel, cela consiste a
mettre & zéro les coefficients d’ondelettes (dmk)ijk dont la valeur absolue est
inférieure au seuil universel A = /2 Iog M. Pour remplacer &, nous choisissons
de prendre 'estimateur (3.15) usuellement utilisé dans ce cadre, basé sur le
MAD des coefficients au niveau de résolution le plus fin. Cette stratégie est



86 CHAPITRE 5. MODELE DE MELANGE MIXTE FONCTIONNEL

décrite au Chapitre 3, Section 3.11. Nous obtenons ainsi une estimation robuste

de la variance des coefficients au niveau de résolution le plus fin donnée par
V(dig-1x) =272 4 52,

2. Prendre 'union des coefficients sélectionnés durant 1’étape de seuillage. Cela
a pour effet de retirer les positions dont les coefficients d’ondelettes sont nuls
pour tous les individus, ces positions n’apportant, de toute facon, pas d’infor-
mation pour 'objectif final de classification. De plus, on obtient une sélection
de positions qui est commune & tous les individus et comme souligné par An-
toniadis, Bigot, et von Sachs (2008), cette stratégie nous assure de disposer de
bonnes propriétés concernant I’estimateur résultant.

Par la suite, Iestimation des paramétres du modéle sera réalisée uniquement sur
les positions sélectionnées par notre procédure de réduction de dimension. Dans un
souci de clarté, nous n’introduisons cependant pas de nouvelles notations.

Signalons en premiére remarque que notre procédure de réduction de dimension
n’atteint pas l'objectif idéal décrit en introduction de cette section : les positions
pour lesquelles les niveaux des effets fixes de chaque classe sont égaux ne sont pas
identifiées ici. Cette idée correspond a la troisieme étape de la stratégie proposée
par Antoniadis, Bigot, et von Sachs (2008) basée sur l'utilisation d’un test de Ney-
man sur les différences individuelles successives a une position donnée. Cependant,
ce test n’est pas adapté au type de données considérées dans notre contexte. En
effet, ce test est particuliérement adapté a 1’étude d’images fonctionnelles car sa
puissance est directement liée au caractére creux des vecteurs étudiés. Dans le cas
de I'analyse d’images structurées, les individus sont représentés par des pixels et une
forte proportion de pixels successifs sont alors similaires, impliquant un vecteur des
différences parcimonieux.

Une deuxiéme remarque concerne le seuillage individuel réalisé durant la pre-
miére étape. Une stratégie plus adaptée consisterait & prendre & compte la présence
d’effets aléatoires, c’est-a-dire, la présence d'un terme de variabilité individuelle, en
considérant un seuillage dépendant du niveau de résolution. Cela permettrait d’effec-
tuer une réduction de dimension plus conséquente, grace a la prise en compte d'une
plus grande partie de la variance. Cependant, la mise en place d'une telle stratégie
nécessite de disposer d’estimateurs des variances o2 et 2. Dans un cadre de classi-
fication non supervisée, 'estimation de ces deux parameétres revient 4 un probléme
d’estimation de variances lorsque les moyennes sont inconnues et différentes. Etant
donné que 'on ne dispose d’aucune information sur les labels des individus dans
cette premiére étape, ce probléme est difficile & traiter sans sacrifier a la rapidité
d’exécution de I’étape de réduction de dimension.

5.2.2 Estimation des paramétres

Les paramétres du modéle (5.2) donnés par (w, Gg, 72,72, 3, o, 02) sont ensuite
estimés par maximum de vraisemblance au moyen de I’algorithme EM (cf. Section
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4.2.2). Dans le contexte considéré, nous sommes face a deux types de données non
observées : les variables d’appartenance aux groupes ainsi que les effets aléatoires
individuels. L’algorithme EM permet naturellement de considérer les deux types de
variables latentes et plus particuliérement, de les traiter de maniére séparée grace a
la relation suivante sur la log-vraisemblance des données complétes. Cette derniére
se décompose en effet en trois termes distincts :

logﬁ(d7 c7 07 V7 C; W)Vg’727/6’ a’ 0-62) - logﬁ(d7c|07 V7 C;B’ a’ 0-5‘2)
+log L(0,v;7%, 7)) +log L(¢; ), (5.3)

dont les différents termes s’expriment de la maniére suivante :

L

N
log L(¢;m) = ZZQM log 7y, (5.4)

i=1 (=1

N
—2log L(6,v;72,7%) = Cste + Nlog |Gg| + > 607G, '6;
=1
N
+ Nlog~?2 + 72 Z v?, (5.5)

i=1
—2log £(d, c|8,v,¢; B, a, 0%) = Cste + NM log o

1 N L
+ D> Ge{ldi— B, 6:)7[d: - B, - 6]
€ i=1 (=1

+le; —ar — v} (5.6)

L’algorithme EM consiste alors & maximiser ’espérance de ces différentes quan-
tités conditionnellement aux données observées et se décompose en deux étapes
distinctes : le calcul des espérances conditionnelles réalisé dans I'é¢tape E et la maxi-
misation de ces derniéres dans I’étape M.

Prédiction des variables latentes

[’étape E se raméne & effectuer une prédiction des variables latentes, et donc
dans ce cas particulier, au calcul des probabilités a posteriori d’appartenances aux
groupes et au calcul des prédictions des effets aléatoires ainsi que de leurs variances
conditionnellement aux données observées. Les probabilités a posteriori d’apparte-
nances aux groupes sont notées :

TMZE[QA(L‘], Vizl,...,N, \V/le,...,L,



88 CHAPITRE 5. MODELE DE MELANGE MIXTE FONCTIONNEL

et ces quantités sont prédites a 'itération [h] par :

Tie = ) (57)
szzl ' f (Cz‘, di; oy, B3, G+ o7 WIM)
ou f est la fonction de densité associée a une distribution Gaussienne et G = diag(v2, Gg).

A ce stade, en utilisant la formule d’"Henderson (1975), les prédictions des effets
aléatoires a l'itération [h] sont alors données par :

ht1 di ik — Bejr] .
@E,jk] = E[ei,jk\@g =1, dz‘,jk] = 1+ 2;%2 [h]/iy2 n’ V(Ja k) €A,
[ci — v

ﬁi[?ﬂ] =E[vilGe =1,¢] = (5.8)

1+ 2ing2 M o [}

Ces quantités sont usuellement appelées BLUP (Best Linear Unbiaised Prediction)
dans le contexte des modéles mixtes.

Remarquons que les prédictions des effets aléatoires (5.8) ainsi que de leurs va-
riances conditionnellement aux données observées nécessitent de prendre en compte
la dépendance aux groupes. En effet, méme si la variable 6; est indépendante du
groupe auquel appartient I'individu ¢, le conditionnement des variables 6; par les
données d; fait apparaitre une dépendance a la classe de I'individu <. La justification
est donnée ci-dessous :

Ellog £(8,v;7*,77)|d] = > Ellog £(8;,vi;7%,72)|d]

=1

-
I

WE

/1Og£(0w Vi, 727 /yg)f(ela v, /y2a ’Yl%|dz)d8

1

<.
Il

.MZ
M) =

@
I
—
~
Il

P(¢; = 1|d,)E[log £(8;, v;)|d, Gie = 1].

1

Par ailleurs, ’expression de la variance des effets aléatoires conditionnellement aux
données observées est alors donnée par :

2 [h]
O¢ .
V‘gldl = ) v7k GA’
[ Jk“ Jk‘] 14 2j’703 [h}/’y? [A] G k)
02 [h]
V[Vi|ci] - d

Lt 2

Nous pouvons remarquer que les variances a posteriori ne dépendent, quant a elles,
pas des classes individuelles.
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Mise a jour des paramétres

Les prédictions calculées au cours de cette premiére étape (étape E) permettent
alors le calcul effectif des espérances conditionnelles (5.4), (5.5) et (5.6) et permettent
ainsi la mise & jour des paramétres a litération [h + 1]. Ceci est réalisé par la
maximisation de ces espérances conditionnelles au cours de ’étape M. La mise a
jour des poids est alors donnée par :

N
_ 1
R = ~ ST weefn,.. L. (5.9)

i=1

Vient ensuite la mise & jour des variances 72 et 2 :

2 [h]
~ Oc
A2 I+ ZQJW [A+1] [ wjkﬂ] + ( } )] , (5.10)

zyk:é 1+ 2]710-52 " /72 [k}

2 [K]
AQ [h+1] _ [h+1] O¢
AR E + . (5.11)
N [ |+ 022 [h]]

Enfin les mises & jour des paramétres de moyennes o et 3 :

- N 1-1

N
BLHU _ Z [h+1] Z [h+1] [ A AZLHq ’ V=1 L (5.12)

N

N
=[] e ), 1

Li=1

et de la variance du bruit :

~ 1 h+1 h+1] h+1 Ug[h}
o2t sy Sl 5 - g -] 4 3

il ik o 1+ 202 1 2
[Ci _ ol A[?-ﬁ-ﬂ] I oz  (5.14)
Vi 1+ o2 01,21

Les mises a jour ci-dessus sont données dans le modéle simple pour lequel le
paramétre de variance des effets aléatoires est constant (7?). On peut aisément
dériver les mémes calculs dans le cas ou ce paramétre dépend du groupe (77), de la
position (77,) ou des deux & la fois (77;). Les formules de mises a jour sont alors
données par :
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[h+1] 1 S - (h+1] | 52 [ht1) o2
~2 [h+1] +1 +1 +1 €
e T N(M —1) [Z Tit ] > Py lezmk + ( )] )

- — 14 2],702 [h}/ 5 [A]

2 [h]
AQ h+1] i [h+1 h] o:
Z [ il,jk (1 +2]770_2 (] /’Y]zk;[h]>] ’
(A+1] _ S [h+1] Y [A+1] | 92 [h+1] o
2 [ht1 +1 i [htl 41 c
Ve, jk [Z Tie ] szTiz [ei&jk + ( 2 [A] )] :

2 7]
i—1 i—1 1+ 2952 " Ve jk

Les étapes E et M sont répétées itérativement jusqu’a convergence de 1’algo-
rithme, ’arrét de ce dernier reposant alors sur les différences relatives des valeurs
estimées des paramétres entre deux itérations. Les classes des individus sont alors
déduites des estimations finales des probabilités d’appartenance (Tig)zill"_'_'_’]g par une
régle de Maximum A Posteriori (MAP). o

L’estimation du paramétre de régularité n se rameéne a une problématique d’esti-
mation de régularité d’'un processus dont un échantillon de trajectoires est observé.
Cette problématique reste a ce jour une question ouverte et non triviale mais il est
nécessaire de pouvoir en proposer une estimation afin de définir une procédure com-
plétement fondée sur les données. Nous proposons donc d’estimer ce paramétre par
maximisation de la vraisemblance en considérant une grille de valeurs sur laquelle

nous effectuons une recherche dichotomique selon un algorithme de golden search
(Kiefer 1953).

Enfin, signalons que les mises a jour du modéle de classification de courbes (4.8)
et du modéle mixte fonctionnel (4.11) présentés au Chapitre 4 peuvent étre dé-
duites directement de celles présentées dans cette section en fixant, respectivement,
(v2,7*) = (0,0) ou L = 1.

Initialisation des paramétres

Comme abordé auparavant, l'algorithme EM est sensible a l’initialisation des
paramétres. Les principales techniques d’initialisation ont été décrites en Section
4.2.2. Nous nous concentrons essentiellement sur deux stratégies proposées au sein
du package curvclust : la procédure SEM permettant une exploration large de 1’es-
pace des paramétres mais nécessitant un effort numérique important et la stratégie
notée r-EM, moins cotiteuse numériquement et connue pour conduire a des niveaux
de vraisemblance légérement plus élevé mais pouvant se montrer inadaptée par sa
propension & conduire a 'obtention de groupes vides (Biernacki et al. 2003).
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5.2.3 Choix du nombre de groupes - Bayesian Information
Criteria

Le choix d’un critére de sélection du nombre de composantes dans un modéle
de mélange gaussien est une problématique qui se place dans le contexte plus large
de la sélection de modéle et se raméne au dilemme récurrent du compromis entre
biais et variance : pour un modéle trop simple, les estimateurs exhibent un fort biais
tandis que pour un modéle trop compliqué, on obtient alors des résultats fortement
variables.

Nous choisissons d’adopter pour cela le critére de sélection BIC (Bayesian Infor-
mation Criteria), largement utilisé dans le contexte de classification non-supervisée.
Soit M une famille de modéles représentant 1’ensemble des nombres de classes pos-
sibles variant dans [1, Lyay|. Le critére BIC vise a la recherche du modéle le plus
vraisemblable parmi la famille M tout en le pénalisant par un terme visant a li-
miter le nombre de paramétres du modéle choisi afin d’éviter les problémes de sur-
ajustement.

Ainsi, le critére BIC, défini a partir de la log-vraisemblance des données obser-
vées, est donné par :

~ o~ 2
BIC(my[4%]) = log £ (c,d; 7,Q,0, G,6€2> _ W

x log(N), (5.15)
ot my[y?] est le modeéle & L classes avec un paramétre de variance v choisi constant
et |mz[v?]| la dimension du modéle, c’est-a-dire, le nombre de paramétres & estimer
au sein de ce modele. On définit de la méme maniére my[y3,], mz[y7] et mp[y3,,].
De maniére générale, on a |my[y?]] = (M + 1)L + |G| ou |G| est le nombre de
paramétres libres dans la matrice GG, dépendant de la structure de variance choisie
pour les effets aléatoires individuels.

Le critére BIC est particulierement adapté a la problématique de sélection du
nombre de groupes dans un contexte de mélange car c’est un critére consistant,
c’est-a-dire qu’il converge vers le bon modéle si celui-ci appartient & la famille M
(Keribin 2000). On observe, de plus, un bon comportement de ce critére en pratique
dans un cadre non-asymptotique. Cependant, une des limitations de ce critére dans le
cadre d’'une modélisation mixte est qu’en se basant sur la vraisemblance des données
observées, il ne prend pas explicitement en compte la présence d’effets aléatoires. A
ce propos, nous signalons qu’un autre critére de choix du nombre de groupes basé
sur la vraisemblance des données complétées a été développé au sein de ’article de
Giacofci et al. (2013) mais le critére BIC semble tout de méme plus performant, en
pratique, sur les simulations réalisées.

Finalement, notre procédure globale se décompose comme suit :
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1. Projection du modéle fonctionnel (5.1) dans le domaine des ondelettes afin
de se ramener a4 un mélange de modéles linéaires mixtes gaussiens sur les
coefficients de la décomposition dans une base d’ondelettes,

2. Réduction de la dimension du modéle par une stratégie basée sur un seuillage
des coefficients d’ondelettes,

3. Estimation des paramétres du modéle par maximum de vraisemblance au
moyen de l'algorithme EM,

4. Déduction d’une classification finale des individus par une régle du Maximum
A Posteriori.

Le choix du nombre de groupes est quant a lui réalisé a posterior: sur la base du
critére BIC présenté en Section 5.2.3.



Chapitre 6

Applications

Dans ce chapitre, nous présentons d’'une part, une étude de simulation destinée
a étudier les propriétés de notre modéle sur la base de données simulées réalistes.
D’autre part, nous proposons deux applications sur données réelles concernant un
jeu de données issu de la spectrométrie de masse et un jeu de données issu de la
technologie des biopuces & ADN (données de microarray CGH). L’ensemble des
codes développés et des données considérées sont disponibles a l'adresse http://
pbil.univ-lyonl.fr/members/fpicard/software.html.

6.1 Etude de simulation

6.1.1 Cadre de simulation

Afin de réaliser une étude de simulation approfondie permettant d’évaluer le com-
portement général de notre modéle, nous nous sommes appliqués & définir un cadre
de simulation unifié permettant la construction automatique de jeux de données
simulés réalistes.

Controle des niveaux de variabilité Notre premiére tache a été de définir le
rapport signal sur bruit, noté par la suite SNR pour Signal to Noise Ratio, dans
un cadre mixte fonctionnel et en présence de plusieurs groupes. Usuellement, cette
quantité est définie comme le ratio entre la puissance du signal moyen et la puissance
du bruit I'affectant. Une des difficultés dans notre contexte réside dans la présence
d’effets aléatoires qui peuvent étre vus comme partie intégrante du signal individuel
ou comme composante du terme d’erreur globale. Compte tenu de la modélisation
adoptée faisant I'hypothése d’effets aléatoires individuels structurés (cf Section 4.4.2,
Chapitre 4), nous considérons qu’ils représentent une part du signal individuel.
Dans ce contexte, la puissance du bruit de mesure est définie d’une part comme
la variance fonctionnelle 6% = Mo?. Par ailleurs, la puissance du signal moyen est
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définie comme :

L 2J0—1 291
1
TlgglO?/ ZWE |16 (2) ()|]dtzﬂzw OézjokJFZZ@,]k
/=1 =0 j=>jo k=0
, 2]0(1777)72
70 2 (4
T2 T

En effet, en considérant des fonctions a support dans Uintervalle [0, 1] et des effets
aléatoires fonctionnels (U;(t)),_;  qui sont réalisations d’un processus gaussien
centré, la puissance du signal peut étre décomposée en :

Th_Igo—/ ZmE |pee(t)+U;(t dt Zm/ | e (t |dt+Zm/

Par la formule de conservation de I’énergie (3.5), la puissance associée aux effets
fixes fonctionnels est donnée sur les coefficients d’ondelettes par :

1 2d0 —1 27 -1
Y NCEES 91 D OIS 3p o
1 0 Jj>jo k=0

De plus, en utilisant ’orthonormalité des bases d’ondelettes, la puissance associée
aux effets aléatoires est donnée par :

) ) 2
290 —1 27 -1

1 1
[ e [ =] {3 wmsonntt + X3 tnio ) |a
0 0 7>jo k=0
270 —1 2711
ST e
Jj>jo k=0
) 2]0(1 U)fyZ
— 9Jo~2 10
=2 F Toaw

Nous observons alors que la puissance du signal moyen se décompose en deux
termes distincts associés respectivement aux effets fixes et aléatoires et nécessite de
ce fait des controles séparés de ces deux quantités. A cet effet, nous introduisons
deux paramétres distincts de controle du niveau d’aléa : le rapport SNR associé aux
effets fixes fonctionnels

270 —1 271

SNR? = Z 0 Z Gint DY B | (6.1)

Jj>jo k=0
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ainsi que le paramétre 7y, associé dans le contexte des modéles mixtes au rapport
entre le niveau de bruit et le niveau d’effet aléatoire fonctionnel

2
y

Par rapport aux paramétres de variances o2

équivalentes suivantes :

et 72, on obtient alors les relations

270 —1 271

1
Uf_wz Z oo+ 2D Bl |

Jj>jo k=0

(6.3)
2 MU?

7= ) .
| v ()

Les valeurs classiquement utilisées pour le paramétre SNR varient dans {0.1, 1,3, 5,7}
et dans {1/4,1,4} pour le paramétre 7y ; une faible valeur de 7y indiquant alors un
fort niveau d’effets individuels.

Construction des effets fixes fonctionnels Une deuxiéme tache est ensuite de
construire des effets fixes représentant les comportements fonctionnels moyens au
sein des différents groupes. Pour ce faire, nous avons généralisé une approche pro-
posée par Amato et Sapatinas (2005) faisant appel aux fonctions Blocks, Bumps,
Heavisine et Doppler proposées originellement par Donoho et Johnstone (1994);
ces fonctions sont représentées en Figure 6.1. Amato et Sapatinas (2005) se place
dans une problématique d’estimation d’une courbe de référence au sein de données
fonctionnelles se ramenant alors, sans le formaliser explicitement, & une problé-
matique d’estimation de D'effet fixe au sein d’'un modéle mixte fonctionnel. Dans
ce contexte, les auteurs développent un cadre de simulation unifié permettant de
construire des courbes partageant des caractéristiques communes et basées sur les
fonctions de Donoho et Johnstone (1994). Nous reprenons cette idée dans le cadre
de la définition de L effets fixes fonctionnels en utilisant les formules suivantes, pour
te0,1]etl=1,...,L.

11

M?lOCks(t) _ IOZ (1 + = hzﬂgn(t - )) ’

r=1
Bumps _ ¢ ,UT‘ )
pe o (t) = Z hr/ ’
,ulgeavisine (t) — 4sm(47rt) — Slgn(t — Uf) — s1gn( t)

() = (1 —t)sin (2.17/(t — t5)) |

ot v¢ représentent les instants de sauts, choisis aléatoirement dans [0, 1], pour les
fonctions Blocks et Bumps, tandis que h’ et w’ en représentent respectivement les
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hauteurs des sauts et les largeurs des pics. Les scalaires vf, v sont les places des

discontinuités pour la fonction Heavisine et ¢ représente la phase associée a la
fonction Doppler et ces quantités sont, de méme, tirées aléatoirement dans [0, 1].

Blocks Bumps

Heavisine Doppler

FIGURE 6.1 — Représentations des fonctions Blocks, Bumps, Heavisine et Doppler
proposées par Donoho et Johnstone (1994).

Construction de données synthétiques et plan de simulation A ce stade,
les valeurs des coefficients d’approximation et d’ondelettes associés aux effets fixes
fonctionnels (ay, 3,) peuvent étre déduites des L effets fixes fonctionnels construits.
De méme, les valeurs des paramétres o2 et v peuvent étre déduites des relations
(6.3) pour des valeurs fixées de SNR et 7y (dans un souci de simplification, on fixe
72 = ~?). La simulation des données est alors réalisée dans le domaine des ondelettes
en ajoutant aux coefficients (ay, 3,) des réalisations de lois gaussiennes centrées de
variance 72 pour représenter les effets aléatoires individuels et de variance o2 pour
Ierreur de mesure. Les jeux de données fonctionnels peuvent ensuite étre obtenus
a I'aide de la transformée en ondelettes discrétes inverse. Des exemples de données
concernant des effets fixes de type Blocks et Bumps sont représentés en Figure 6.2

pour deux valeurs de SNR (1 et 5) et deux valeurs de 77 (0.25 et 4).
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FIGURE 6.2 — Exemples de courbes simulées pour différentes valeurs de SNR et Ay
(Une seule courbe par groupe est représentée).

Nous proposons, de plus, de fixer le nombre d’individus & N = 50 et le nombre
de groupes a L = 2 ou 4. Les signaux sont construits avec M = 512 points de
discrétisations et le paramétre n est fixé a 2. Les jeux de données simulés sont
ensuite construits en considérant SNR € {0.1,1,3,5,7}, 7v € {0.25,1,4} et enfin,
7w € {0.1,0.25,0.5}, o 7 est la taille de I'un des deux groupes simulés (dans le cas
ou L = 4, on ne considére que des groupes équilibrés en prenant 7 = 0.25). Enfin,
nous simulons 50 jeux de données par configuration.

Procédures testées Sur ’ensemble des données simulées, 5 procédures sont mises
en compétition : notre procédure de classification de courbes, considérée avec ou
sans prise en compte des effets aléatoires individuels (notées respectivement par la
suite FCMM /FCM pour Functional Clustering Mixed Model/Functional Clustering
Model) afin de souligner le bénéfice a prendre en compte la présence de variabi-
lité individuelle. De plus, ces deux méthodes sont considérées chacune avec ou sans
réduction de dimension afin d’en évaluer l'efficacité et I’apport en terme de discri-
mination. Enfin, ces procédures sont comparées a la procédure de classification de
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courbes dans un contexte mixte non-supervisé proposée par James et Sugar (2003)
dont le code R est disponible librement !. L’objectif est ici de mettre en avant ’avan-
tage a employer des techniques basées sur 'utilisation d’ondelettes dans le cadre de
I’é¢tude de données irréguliéres en grande dimension. En remarque, nous signalons
que notre étude est limitée a une taille de signal de M = 512 pour des raisons de
contraintes mémoires liées a 'utilisation de la procédure Spline.

Critéres de comparaison Les performances des procédures testées sont évaluées,
au vu de 'objectif principal de classification non supervisée, par rapport au taux
d’individus mal classés en se basant sur le critére EER (Empirical Error Rate) défini
comme suit :

N L
EER — % > MG # Gl (6.4)
=1 /

ou /\%{AP est la classe prédite pour l'individu ¢ par la régle du Maximum A Posteriori,
tandis que (; représente la vraie classe de I'individu ¢. Le critére EER varie entre 0
et 1, 0 signifiant qu’aucune erreur de classification n’a été faite et 1 signifiant que
I’ensemble des individus est mal classé.

Nous considérons, de plus, comme critére de comparaison, les temps d’exécution

de chaque procédure (noté TOE pour Time Of Execution).

6.1.2 Reésultats de simulation

Nous présentons a présent les résultats de simulations obtenus sur les configura-
tions testées.

Dans une configuration a deux groupes équilibrés

Les résultats vis-a-vis du critére EER dans une configuration a deux groupes
équilibrés sont présentés en Figure 6.3 pour les différents types d’effets fixes, de ni-
veaux d’effets aléatoires (une grande valeur de 7y indiquant un faible niveau d’effets
aléatoires) et en fonction de la valeur de SNR. Chaque courbe correspond a une
procédure testée et les procédures offrant une étape de réduction de dimension sont
différenciées a I’aide de la notation "u". L’observation de ces résultats nous permet
de tirer plusieurs conclusions.

La prise en compte de la présence d’effets aléatoires conduit & une amélioration
des performances de classification : en effet, dans I’ensemble des configurations étu-
diées, on peut observer que les méthodes considérant la présence d’effets aléatoires
(FCMM /FCMMu), avec ou sans étape de réduction de dimension, donnent lieu a

1. http://www-bef.usc.edu/ gareth/
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des taux d’individus mal classés inférieurs ou égaux a ceux obtenus par les autres
procédures. On peut alors en conclure que la prise en compte des effets aléatoires au
sein de la procédure de classification non-supervisée permet de mieux appréhender
la structure discriminante portée par les effets fixes.

L’étape de réduction de dimension permet d’augmenter les performances de clas-
sification des procédures prenant en compte les effets aléatoires en permettant 1’éli-
mination des coefficients n’apportant pas d’informations vis-a-vis de la classification.
Ce n’est pas le cas pour les procédures sans effet aléatoire FCM/FCMu (avec/sans
réduction de dimension) : en effet, pour celles-ci, I’étape de réduction de dimension
a tendance a détériorer la classification finale, particuliérement dans des configura-
tions avec de forts effets aléatoires. Cette tendance peut s’expliquer par 'important
biais d’estimation de la variance résiduelle observé quand le modéle ne prend pas
en compte la présence d’effets aléatoires, et ce biais est d’autant plus accentué par
I’étape de réduction de dimension. Ce comportement est illustré en Table 6.1 ot sont
donnés les biais relatifs obtenus sur le paramétre de variance résiduelle o? estimé.

£

On observe que ce biais est bien plus modéré pour les méthodes FCMM /FCMMu.

Notre derniére conclusion porte sur les résultats peu concluants obtenus par la
procédure basée sur les splines (notée Spline) : en effet, bien qu’étant une procédure
prenant en compte la présence d’effets aléatoires, on observe en Figure 6.3 qu’elle
exhibe de mauvais résultats de classification dans I’ensemble des configurations étu-
diées. Ce résultat, que 'on pouvait attendre, souligne le fait que l'utilisation de
splines n’est pas adaptée a la modélisation de données fonctionnelles irréguliéres :
leurs structures réguliéres ne permettent de détecter les structures discriminantes
au sein des données correspondant aux effets fixes fonctionnels moyens. De plus, on
observe un temps d’exécution de la procédure Spline nettement supérieur a ceux des
autres procédures mettant en avant la difficulté des splines & gérer les données de
grande dimension.

Dans une configuration non équilibrée

Afin d’évaluer le comportement de notre procédure dans le cas d’une étude a
deux groupes non équilibrés, nous nous sommes placés dans des configurations ou
les groupes sont répartis selon les proportions 0.25/0.75 et 0.1/0.9. Les résultats en
termes de classification sont présentés en Figure 6.4 et en Figure 6.5 respectivement.

On observe sur ces deux graphiques que les principales conclusions effectuées
dans le cas de groupes équilibrés restent valables dans le cas de groupes non équi-
librés. Cependant, on observe tout de méme une légére dégradation des résultats
de classification, principalement visible pour la configuration extréme 0.1/0.9 pour
des valeurs élevées de SNR, c’est-a-dire, en présence de faibles erreur de mesure,
montrant que la présence de groupes déséquilibrés représente plutot un désavantage
pour notre procédure, comme pour la majorité des procédures de classification non
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FIGURE 6.3 — Variations des tauzr d’individus mal classés (EER) pour les diffé-
rentes procédures de classification non-supervisée : avec un modéle fonctionnel a ef-
fets miztes avec ou sans réduction de dimension (FCMM/FCMMu), avec un modéle
fonctionnel sans effets miztes avec ou sans réduction de dimension (FCM/FCMu)
et la procédure basée sur les splines (Spline) (James et Sugar, 2003). En colonnes
sont représentées les différents niveauz d’effets aléatoires (tyy = (0.25,1,4) pour des
effets individuels forts/modérés/faibles) et en lignes, les différents types d’effets fizes
considérés (Blocks, Bumps, Heavisine, Doppler). Les résultats présentés ici corres-
pondent & une configuration a 2 groupes en présence de groupes équilibrés (m = 0.5).

supervisée.

Effet du nombre de groupes et sélection de modéles

De méme, nous proposons ici d’évaluer les performances de classification en pré-
sence d’'un nombre de groupes L > 2. Nous nous placons dans une configuration
a L = 4 groupes répartis de maniére équilibrée. Le critére EER est encore utilisé
comme critére d’évaluation de la classification et les résultats de classification a 4
groupes sont présentés en Figure 6.6. De nouveau, les principales conclusions don-
nées dans les cas a deux groupes peuvent étre conservées : notre procédure compléte
de classification non-supervisée en présence d’effets aléatoires présente de meilleurs
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Biais TOE

SNRi 0.1 1 3 5 71 0.1 1 3 5 7

Blocks -2.,57  -266 -296 -3.02 -299| 23 24 23 24 23

FCM Bumps -2.50  -2.69 -293 -293 -293| 26 25 26 25 25
Heavisine | -2.15 -2.17 -3.22 -430 -250| 28 27 27 27 28

Doppler -2.713 -3.07 332 -333 -333| 29 32 31 32 32

Blocks -1293 -11.33 -942 -938 -889| 04 04 05 05 05

FCMu Bumps -12.98 -11.11 -1346 -11.98 -1193| 05 05 05 05 0.5
Heavisine | -11.62 -10.20 -10.07 -12.05 -15.68| 05 05 05 05 0.5

Doppler | -14.75 -13.14 -11.33 -859 -787| 05 05 05 06 0.6

Blocks 0.11 0.0 -0.01 -0.01 -0.00|16.0 16.1 156 15.8 16.0

FCMM | Bumps 0.09 0.04 0.01 0.01 0.01 | 16.1 16.3 152 153 154
Heavisine 0.10 0.09 0.08 0.03 0.02 164 16.2 16.0 164 159

Doppler 0.08 0.01 -0.02 -0.02 -0.01|175 174 175 164 17.0

Blocks -0.11 -0.06 0.03 0.06 006 69 71 76 76 7.6

FCMMu | Bumps -0.10 -0.04 -0.08 -0.08 -0.05| 6.7 6.7 6.8 6.7 6.7
Heavisine | -0.10 -0.10 -0.18 -021 -0.19| 71 73 6.8 6.8 6.8

Doppler -0.18 -0.06 -0.04 -0.16 -0.11| 7r3 v1 73 78 79

Blocks . . . . .1 255 262 23.0 23.6 223

Spline Bumps . . . . .1 233 266 220 212 21.7
Heavisine . . . . .1 242 216 21.8 224 223

Doppler . . . . .1 332 324 242 248 242

TABLE 6.1 — Biais relatif de l'estimateur de la variance résiduelle {(c? —02)/02} et
temps d’exécution moyen (TOE) en minutes sur les données simulées (avec N = 50
et M = 512) pour les différentes procédures considérées (FCM/FCMu sans effets
aléatoires, FCMM/FCMMu avec effets aléatoires et la procédure ’Spline’ de James
et Sugar (2003). Les programmes ont été exécutés sur un cluster de calculs de 2
octo-bicore Opteron 2.8Ghz et 2 octo-quadcore Opteron 2.3GHz.

résultats de classification que les procédures comparées dans une configuration a 4
groupes équilibrés.

Dans un contexte de classification non supervisée, le choix du nombre de groupes
représente aussi un point critique de la procédure. Nous présentons en Figure 6.7
les résultats obtenus par le critére BIC de choix du nombre de groupes présentés
en Section 5.2.3. On observe que méme pour de faibles valeurs de SNR et donc
un niveau élevé de variabilité générale, le critéere BIC sélectionne en moyenne le
bon nombre de groupes. Au sein de 'article de Giacofci et al. (2013), ce critére est
comparé a un critére de sélection ICL adapté aux modéles mixtes fonctionnels : en
pratique, ce dernier a tendance a sélectionner un nombre plus petit de composantes
nous conduisant a préférer 'usage du critere BIC.
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FIGURE 6.4 — Variations des tauzr d’individus mal classés (EER) pour les diffé-
rentes procédures de classification non-supervisée : avec un modéle fonctionnel a ef-
fets miztes avec ou sans réduction de dimension (FCMM/FCMMu), avec un modéle
fonctionnel sans effets miztes avec ou sans réduction de dimension (FCM/FCMu)
et la procédure basée sur les splines (Spline) (James et Sugar, 2003). En colonnes
sont représentées les différents niveauz d’effets aléatoires (tyy = (0.25,1,4) pour des
effets individuels forts/modérés/faibles) et en lignes, les différents types d’effets fizes
considérés (Blocks, Bumps, Heavisine, Doppler). Les résultats présentés ici cor-
respondent 4 une configuration a 2 groupes en présence de groupes non équilibrés
(mr=0.25).

6.2 Application a des données réelles

Nous présentons a présent deux applications a des données réelles issues du
domaine des sciences du vivant. Nous nous intéressons a des types de données re-
groupées sous le nom de données omiques. Ce terme fait référence aux technologies
développées depuis le début des années 1990 permettant la mesure relative ou abso-
lue de mécanismes biologiques associés au génome, au protéome ou encore au trans-
criptome, leur terminaison en "-ome" ayant inspiré le terme de données omiques.
Les particularités de ces technologies sont de produire des données de grande, voire
trés grande, dimension, et & des débits élevés. Nous étudierons dans cette section
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FIGURE 6.5 — Variations des tauzr d’individus mal classés (EER) pour les diffé-
rentes procédures de classification non-supervisée : avec un modéle fonctionnel a ef-
fets miztes avec ou sans réduction de dimension (FCMM/FCMMu), avec un modéle
fonctionnel sans effets miztes avec ou sans réduction de dimension (FCM/FCMu)
et la procédure basée sur les splines (Spline) (James et Sugar, 2003). En colonnes
sont représentées les différents niveauz d’effets aléatoires (tyy = (0.25,1,4) pour des
effets individuels forts/modérés/faibles) et en lignes, les différents types d’effets fizes
considérés (Blocks, Bumps, Heavisine, Doppler). Les résultats présentés ici cor-
respondent 4 une configuration a 2 groupes en présence de groupes non équilibrés
(mr=0.1).

plus particuliérement un jeu de données issu de la spectrométrie de masse (don-
nées protéomiques) et un jeu de données issu de la technologie des microarray CGH
(données génomiques).

6.2.1 Données de spectrométrie de masse
Technologie

Les protéines occupent un role central dans la vie d’une cellule dans la mesure ou
I’immense majorité des fonctions cellulaires est assurée par des protéines. Elles sont
de ce fait souvent reliées au développement de certaines maladies ou de processus
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FIGURE 6.6 — Variations des tauz d’individus mal classés (EER) pour les diffé-
rentes procédures de classification non-supervisée : avec un modéle fonctionnel a ef-
fets miztes avec ou sans réduction de dimension (FCMM/FCMMu), avec un modéle
fonctionnel sans effets miztes avec ou sans réduction de dimension (FCM/FCMu)
et la procédure basée sur les splines (Spline) (James et Sugar, 2003). En colonnes
sont représentées les différents niveauz d’effets aléatoires (tyy = (0.25,1,4) pour des
effets individuels forts/modérés/faibles) et en lignes, les différents types d’effets fizes
considérés (Blocks, Bumps, Heavisine, Doppler). Les résultats présentés ici corres-
pondent & une configuration a 4 groupes en présence de groupes équilibrés (m = 0.25).

métaboliques particuliers. L’intérét porté par la communauté scientifique a 1’étude
du protéome est postérieur aux travaux de séquencgage et d’étude du génome humain
et représente actuellement un espoir pour une meilleure compréhension de ’étiologie
de certaines pathologies : en effet, bien que les protéines soient directement codées
par le génome, 'inventaire des protéines présentes au sein d’un échantillon biolo-
gique n’est pas la simple traduction des génes présents sur le génome. Ainsi, ’étude
du protéome peut représenter une maniére d’étudier certaines pathologies et peut
conduire au développement de traitements mieux ciblés.

Une technologie largement utilisée a cet effet est la spectrométrie de masse per-
mettant d’étudier la composition protéomique d’échantillons biologiques aisément
accessibles tels que le plasma ou le sérum. Elle permet d'une part I'identification
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FIGURE 6.7 — Nombres moyens de classes sélectionnées par le critére BIC dans une
configuration a 4 groupes équilibrés au moyen de la procédure FCMM avec réduction
de dimension. Le nombre moyen de classes est donné en fonction des valeurs de
SNR tandis que chaque courbes correspond a une valeur particuliere de 1.

des protéines ou polypeptides présentes dans un échantillon mais aussi de mesurer
I'intensité d’expression de ces derniéres au sein de I’échantillon. Le principe consiste
a différencier les protéines présentes au vu de leur ratio masse sur charge (noté m/z),
ce ratio permettant de caractériser chaque protéine de maniére unique.

Un schéma présentant la technologie est présenté en Figure 6.8. Deux princi-
paux spectromeétres de masse sont communément utilisés & ce jour, I'instrument
MALDI-TOF (Matrix-Assisted Laser Desorption and Ionisation- Time Of Flight)
et l'instrument SELDI-TOF (Surface-Enhanced Laser Desorption and Ionisation-
Time Of Flight). Les principes de mesures pour ces deux outils sont sensiblement
les mémes, a savoir : en premier lieu, I’échantillon biologique est mixé & un com-
posant organique qui agit comme une matrice afin de faciliter les étapes suivantes.
Les molécules sont ensuite ionisées et désorbées par le biais d’une exposition & un
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faisceau laser pulsé. Les ions sont ensuite accélérés au travers d’un tube de vol par
un champ électrostatique jusqu’a atteindre une énergie cinétique commune. Ils sont
a ce stade séparés par leur temps de vol au travers du tube qui est déterminé par
leur ratio m/z. Les données recueillies correspondent alors aux nombres d’ions at-
teignant le détecteur placé a la sortie du tube & des temps donnés. Les spectres
ainsi créés contiennent de nombreux pics caractérisés en abscisse par le ratio m/z
associé tandis que l'ordonnée représente ’abondance de la protéine correspondante
dans I’échantillon analysé. Des exemples de tels spectres sont présentés en Figure
6.9.
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FIGURE 6.8 — Schéma simplifié de [’acquisition de données de spectrométrie de
masse.

La nécessité d’analyse de telles données a entrainé le développement de nom-
breuses méthodes statistiques. Parmi celles-ci, les stratégies basées sur une approche
fonctionnelle se révélent particulierement adaptées a I’étude de telles données, carac-
térisées par leur dimension élevée et leur haute résolution. Un point critique réside
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alors dans la prise en compte de la variabilité individuelle pour ’analyse de ces don-
nées car elle a été identifiée comme étant la principale source de variabilité pour les
données de spectrométrie de masse (Eckel-Passow et al. 2009). Dans un contexte
de classification non-supervisée, les approches existantes concernant les données de
spectrométrie de masse sont basées sur la détection préalable des pics contenus dans
le signal, utilisés ensuite comme base pour la classification. Ces stratégies présentent
néanmoins le désavantage de dépendre fortement des techniques de détection de pics
utilisées et de ne pas prendre en compte la présence d’une forte variabilité indivi-
duelle. Ceci justifie le développement d’approches fonctionnelles dans un cadre mixte
pour I’étude des données de spectrométrie de masse.

Données de cancer de ’ovaire

Nous présentons ici une application a un jeu de données issu d’une étude portant
sur le cancer de I’ovaire, publié originalement par Petricoin et al. (2002). Ces données
de spectrométrie de masse acquises au moyen d’un spectrométre SELDI-TOF ont été
produites grace a la plateforme protéomique Ciphergen WCX2 et sont disponibles
librement dans la banque de données cliniques protéomiques de la FDA /NCT (Food
and Drug Administration/National Cancer Institute)? .

Le jeu de données étudié est composé de profils protéomiques de 253 sujets
féeminins dont 162 atteints d’un cancer de l'ovaire et 91 sujets de controle sains.
Chaque profil est composé de 15154 mesures correspondant a des valeurs m/z allant
de 0.0000786 a 19995.513. Ces données sont analysées sur un sous-ensemble de 8192
ratio m/z dans U'intervalle [1500, 14000], les valeurs en dessous 1500 étant retirées
pour éviter les effets de la matrice.

L’étude de ce type de données nécessite au préalable une importante étape de
pré-traitement : en effet, di a des effets de la matrice, les données brutes exhibent,
d’une part, une ligne de base représentant un bruit de fond qu’il est souhaitable
de corriger. D’autre part, les spectres bruts peuvent présenter des problémes d’ali-
gnement ce qui dans un cadre de classification peut conduire a la découverte de
structures discriminatoires artificielles. Cette étape de pré-traitement est réalisée
grace a une procédure développée par Antoniadis et al. (2007) qui proposent de
corriger le bruit de fond a I’aide d’une régression quantile basée sur I'utilisation de
splines tandis que les spectres sont ensuite alignés a 1’aide d’une procédure basée
sur une technique de détection des zero-crossings, au moyen des ondelettes.

Des exemples de spectres pré-traitées sont représentés en Figure 6.9. Les don-
nées sont ici représentées par groupe (cancer/controle) mais nous soulignons que les
procédures testées sont appliquées dans un cadre non-supervisé, sans connaissance
préalable des groupes, le but étant d’évaluer les procédures au vu de leur aptitude
a retrouver classes.

Sur ces données, nous avons appliqué notre procédure de classification fonction-

2. http://home.ccr.cancer.gov/ncifdaproteomics/ppatterns.asp, ovarian dataset 8-7-02
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FIGURE 6.9 — Données de spectrométrie de masse issu d’un jeu de données concer-
nant le cancer de l’ovaire (Petricoin et al.,2002). Les données ont été pré-traitées et
alignées et sont représentées par groupe (cancer/controle) sur 8192 valeurs pour des
ratio m/z allant de 1500 & 14000.

nelle non supervisée sans effet aléatoire (notée my) et avec prise en compte des effets
aléatoires pour différentes structures de variances : constante (my[y?]), dépendant
du groupe (my[7]), de la position (my[y7,]), ou des deux a la fois (my[y7;,]). Nous
avons, pour ce jeu de données, fixé préalablement le nombre de groupes a deux car ce
parameétre ne présentait pas de réel enjeu pour I’étude de ces données. Les résultats
sont évalués au vu du critéere EER, taux d’individus mal classés, et les résultats sont
présentés en Table 6.2. Deux types de pré-traitement sont appliqués : un premier
sur les données brutes globales, sans prise en compte des groupes correspondant au
cadre non supervisé général et un deuxiéme en réalisant 1’alignement des spectres
avec connaissance des groupes.

Signalons que la procédure développée par James et Sugar (2003) n’est pas éva-
luée sur ce jeu de données a cause de sa dimension trop importante que leur procé-
dure n’est pas en mesure de gérer.
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my, my[y?] mp[y7] mo[yi] mo[y7 ]
alignement global 38 24 24 23 23
alignement par groupe 20 21 22 0.4 36

TABLE 6.2 - EER (en pourcentage) obtenus sur les données pour différents modéles :
classification non supervisée fonctionnelle sans effets aléatoires a 2 groupes (msg) et
le modéle de classification fonctionnelle en présence d’effets aléatoires avec diffé-
rentes structures de variances : constante my[y?], dépendant du groupe my[vyZ], de
la position my[y7,] ou des deuz a la fois my[y7 ;1.

Résultats

En premier lieu, nous nous intéressons aux résultats correspondant a un pré-
traitement appliqué aux données globales (premiére ligne de la Table 6.2). Nous
pouvons alors observer que, dans ce cas, la prise en compte des effets aléatoires
permet une réduction du nombre d’individus mal classés et cela pour toutes les
structures de variances considérées : le EER décroit en effet de 38% a environ 24%
entre les modéles sans ou avec effets aléatoires respectivement.

Les procédures ont également été appliquées a la suite d’'un pré-traitement ou
I’alignement des spectres est réalisé avec la connaissance des groupes. Dans un
contexte de classification non-supervisée, cette approche n’est pas réaliste puisque
les labels individuels sont supposés inconnus, cependant, l'étape d’alignement est
une étape de pré-traitement des données et ne rentre pas, & proprement parlé, dans
la procédure proposée dans cette premiére contribution. L’observation des résultats
nous montre néanmoins une réelle amélioration des performances de classification,
plus particuliérement dans le cas d’une structure de variances des effets aléatoires
dépendant de la position fy]?k ou seul un individu est mal classés a l'issue de la pro-
cédure. Cela nous améne a tirer deux conclusions principales concernant ce jeu de
données.

Les performances de classification sont fortement dépendantes de I'étape d’ali-
gnement des spectres : en effet, la procédure d’alignement utilisée est basée sur 'idée
d’alignement des spectres par rapport a un spectre moyen calculé a partir des don-
nées. Les résultats observés induisent qu’il existe une différence d’alignement par
groupe et qu’il est alors nettement préférable de réaliser ’alignement par rapport
a des spectres moyens calculés par groupe. Ceci met en avant la nécessité de déve-
lopper une méthode permettant de réaliser I’étape d’alignement et de classification
simultanément. Cependant, en I'état, une procédure itérative mélant alignement et
classification est difficilement imaginable au moyen de la procédure de Antoniadis
et al. (2007) car elle posséde un coiit numérique important dépendant de la dimen-
sion des données. Cette idée représente néanmoins une perspective de ce travail pour
le contexte particulier des données de spectrométrie de masse.
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Dans un contexte d’alignement par groupe, la meilleure performance observée est
celle obtenue par la procédure basée sur une modélisation mixte avec des variances
associées aux effets aléatoires dépendant de la position. Ce résultat nous conduit a
penser que la variabilité inter-individuelle n’est pas homogéne au long du spectre.
De plus, les résultats montrent qu'une grande partie des estimations des variances
%Zk obtenues sont proches de zéro, accréditant I’idée que la représentation des effets
aléatoires dans le domaine des ondelettes est parcimonieuse. Ce point est étudié
plus en détails au cours de la deuxiéme contribution de ce travail de thése ou des
stratégies de seuillage des effets fixes et aléatoires sont étudiés dans le contexte des
modéles mixtes fonctionnels au sein d’'un groupe d’individus homogéne.

6.2.2 Données de microarray CGH
Technologie

Les données de microarray CGH (Comparative Genomic Hybridization) repré-
sentent une technique permettant 1’étude du génome dans sa globalité. Développée
au début des années 90, cette technologie permet la détection d’anomalies touchant
une petite portion du génome entre un génome d’intérét et un génome de référence.
Le principe de cette technologie est basé sur le caractére diploide de la majorité
des étres vivants (la plupart des étres vivants possédent, normalement, deux copies
de chaque chromosome et donc, deux copies de chaque "géne" ou portion de gé-
nome) et sur les propriétés d’hybridation des deux brins composant I’ADN. Ainsi,
I’objectif est de détecter et de cartographier, tout au long du génome en une seule
expérience, les mutations conduisant & la présence d’un nombre de copies de génes
plus élevé que le nombre normal, ce genre de mutation ayant été relié au développe-
ment de certaines pathologies comme les cancers par exemple. La compréhension de
ces mutations et des parties du génome mises en causes peuvent a terme apporter
une meilleure compréhension des mécanismes mis en jeu dans le développement de
certaines pathologies ou méme pour un meilleur diagnostic des pathologies.

Les profils génomiques individuels ainsi acquis correspondent aux log-ratio du
nombre de copies des génes dans ’ADN testé par rapport a ’ADN de référence.
Ils peuvent soit montrer une amplification, le nombre de copies est plus important
dans I’échantillon testé, soit une délétion, le nombre de copies est moins élevé dans
I’échantillon testé. Une représentation du type de signaux obtenus est donné en Fi-
gure 6.11. Par définition, les signaux attendus doivent étre de forme constante par
morceaux. On observe néanmoins en Figure 6.11, que les données brutes présentent
une forte variabilité autour des segments attendus provenant principalement d’er-
reurs de 'appareil de mesure mais aussi d’'une la variabilité génomique naturelle
dépendant de la nature des génomes étudiés. L’analyse de ce type de données néces-
sitent en premier lieu le développement d’outils statistiques permettant d’extraire
I'information biologique sous-jacente aux signaux étudiés. Cette problématique est
couramment abordée sous 'angle des méthodes de segmentation visant a la détec-
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FIGURE 6.10 — Schéma explicatif de la technologie des microarray CGH

tion de changement abrupts d’un signal (Picard et al. 2005). Pour une revue plus
large des techniques d’analyse de données de microarray CGH, le lecteur pourra se
référer a l'article de van de Wiel et al. (2011). Les efforts se sont jusqu’a présent
concentrés sur la compréhension de la variabilité induite par des fortes variabilités
biologiques et des imprécisions des mesures, laissant les questions de la quantifica-
tion et de I’éventuelle prise en compte de la variabilité inter-individuelle ouvertes.
De méme que pour les données de spectrométrie de masse, la nature méme de ces
données, issues du vivant, nous ameéne a penser que la variabilité inter-individuelle
représente une forte source de variabilité.

Données de cancer du sein

Nous nous intéressons pour ce deuxiéme type d’applications & un jeu de données
portant sur le cancer du sein, publié originellement par Fridlyand et al. (2006). Ce
jeu de données contient les profils CGH de 55 individus mesurés en 2464 points
correspondant & autant de positions au long du génome. En outre, des informations
cliniques concernant les patientes telles que la taille de la tumeur, son stade, son
grade, la durée de suivi du patient, la survenue du décés ou non et d’autres encore.
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FIGURE 6.11 — Exemple de données de microarray CGH

Les données sont téléchargeables librement en tant que documentation supplémen-
taire de 'article principal. Fridlyand et al. (2006) identifient dans leur étude trois
groupes principaux ("1q16q", "amplifier", "complex") qui se différencient principa-
lement par le degré d’instabilité induit sur le génome et que les auteurs relient a
des espérances de survie différentes, le groupe 1q16q étant associé a la plus grande
espérance de survie. Il est intéressant de noter que ce jeu de données a été analysé
de nouveau par Van Wieringen et al. (2008) qui proposent une classification relati-
vement différente pour laquelle ils distinguent 5 groupes et suggérent que ce jeu de
données puisse méme étre considéré comme plus hétérogéne et induire la présence
d’un nombre plus élevé de groupes distincts.

Nous analysons ces données au moyen de notre procédure de classification au sein
des modéles mixtes dans un contexte entiérement non-supervisé. Notre contribution
par rapport aux analyses précédentes est de proposer une classification prenant en
compte les effets aléatoires, ce qui n’a jamais été réalisé sur ce type de données.

Résultats

Notre procédure conclut aussi a la présence de 5 groupes et donc a des données
plus hétérogénes que ce que propose I’analyse initiale. Notre procédure rejoint néan-
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moins ’analyse initiale concernant le sous-groupe 1ql6q associé au meilleur taux
de survie puisque celui-ci est retrouvé, avec seulement une erreur. Nous signalons
que ce groupe n’avait pas été distingué par les analyses suivant celle de Fridlyand
et al. (2006), bien qu’il soit clairement associé & de meilleures chances de survie.
Comme deux des trois groupes originalement identifiés sont associés a la présence
de cellules ER+ (c’est-a-dire, de cellules présentant des récepteurs a oestrogénes),
nous avons analysé les 36 individus présentant cette configuration a part, conduisant
cette fois-ci a I'identification sans erreur du sous-groupe 1q16q. De plus, notre procé-
dure nous permet d’identifier 3 autres tumeurs (S0041, S1519 et S0303) présentant
des comportements génétiques similaires et identifiées comme telles dans ’article
original.

En dernier lieu, nous avons souhaité estimer a posteriori, 4 I’aide des paramétres
du modéle ajusté par notre procédure, les valeurs des quantités SNR et 7y obtenues
sur ce jeu de données. Bien que documenté dans le cadre des données de spectromé-
trie de masse, ces parameétres, et plus particuliérement le paramétre 7, ont peu été
regardés dans le contexte des données CGH. Les résultats sont présentés en Table
6.3. On observe que les valeurs estimées sont trés éloignées des valeurs prises en
compte lors de notre étude de simulation et correspondent & des niveaux de bruit et
d’effets aléatoires trés élevés. Ce dernier point nous ameéne a conclure que la décou-
verte de groupes homogénes ayant une véritable signification biologique en présence
de tels niveaux de variabilité nécessiterait de disposer de beaucoup plus d’individus
(de Pordre du millier). En ce sens, I’étude que nous proposons sur ces données se
place sur un plan plus qualitatif que quantitatif.

Données complétes Données ER+
cluster ID  SNR U cluster ID  SNR TU
1 2.1e-4 3.9e-04 1 2.1e-3 2.2e-04
2 2.3e-3 3.8e-05 2 7.8¢-3  1.9¢-05

3 1.3¢-3 6.4e-04 3 1.1e-2  3.8¢-05
4 (1q/16p) 1.5e-3 1.3e-04 4 (1q/16p) 4.4e-3 4.4e-04
5 9.3e-4 4.3e-05

TABLE 6.3 — SNRi et Ty estimé pour le jeu de données de cancer du sein (Fridlyand
et al., 2006).
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Introduction

Dans la premiére partie de ce manuscrit, nous nous sommes attachés a décrire
notre procédure de classification non supervisée au sein des modéles mixtes fonc-
tionnels. Une fois les groupes formés arrive naturellement la question de I’estimation
dans les modéles mixtes fonctionnels pour un groupe d’individus homogéne. C’est
I’'objet de cette troisiéme partie qui représente la deuxiéme contribution de ce travail
de thése.

En faisant un paralléle avec les modéles mixtes dans un contexte non fonctionnel
(cf Chapitre 2), 'estimation au sein des modéles mixtes fonctionnels souléve deux
problématiques principales : 'estimation des effets fixes du modéle et celle des effets
aléatoires. Dans le cadre de I’étude de données issues de la biologie moléculaire,
I'estimation de l'effet fixe fonctionnel se traduit par une meilleure compréhension
des mécanismes biologiques du phénoméne étudié. [.’estimation des effets aléatoires
revét aussi une importance particuliére dans la mesure ou elle peut permettre, d'une
part, une meilleure caractérisation de la variabilité des réponses physiologiques in-
dividuelles mais aussi une plus grande précision de I’estimation de I'effet fixe fonc-
tionnel.

A partir d’'une modélisation basée sur les ondelettes, la représentation de effet
fixe fonctionnel dans le domaine des coefficients est naturellement creuse. Les mé-
thodes d’estimation dédiées sont alors les méthodes de seuillage telles que décrites au
Chapitre 3. Par ailleurs, dans le domaine des ondelettes, les représentations des ef-
fets aléatoires fonctionnels, partageant la méme régularité que 'effet fixe fonctionnel
sous la modélisation décrite en Section 4.4, sont aussi naturellement parcimonieuses.
Comme les effets aléatoires fonctionnels sont supposés étre des réalisations de pro-
cessus gaussiens centrés, cette parcimonie se traduit dans le domaine des coefficients,
par des variances nulles & certaines positions : en effet, pour des coefficients distri-
bués & une position (7, k) donnée selon une loi gaussienne centrée, une variance nulle
entraine des coefficients d’effets aléatoires nuls & cette méme position. A ce propos,
la nécessité de la prise en compte de la parcimonie associée aux effets aléatoires a été
illustrée lors de I’étude des données de spectrométrie de masse en Section 6.2.1 ot les
résultats de classification non supervisée laissent supposer que certains parameétres
de variance sont nuls.

Au cours de cette partie, nous abordons les problématiques d’estimation de 1’ef-
fet fixe et de sélection des effets fixes et aléatoires de maniére distincte en proposant
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deux approches répondant aux deux approches marginale et jointe classiquement
adoptées pour I’étude des modéles mixtes. Dans le Chapitre 7, nous nous intéres-
sons au probléme de reconstruction de l'effet fixe fonctionnel et nous nous basons
sur une approche marginale des modéles mixtes fonctionnels. Le probléme ainsi
posé se raméne & une problématique de seuillage dans un contexte de régression non
paramétrique hétéroscédastique en présence de répétitions. Nous démontrons que
I’estimateur fonctionnel résultant, dans un contexte ol les variances sont, inconnues,
atteint bien une vitesse near-minimax dans ’espace fonctionnel considéré. Nous étu-
dions plusieurs stratégies d’estimation des parameétres de variance dont une, basée
sur les techniques de vraisemblance pénalisée, permettant de réaliser une sélection
des parameétres de variances tout en conservant la rapidité d’exécution caractéri-
sant les méthodes de seuillage non paramétrique. Les estimations des variances sont
ensuite utilisées pour le seuillage avec une stratégie de type plug-in.

Dans le Chapitre 8, nous nous concentrons plus particuliérement sur la problé-
matique de sélection des effets fixes et aléatoires. A partir d’une approche jointe du
modéle mixte fonctionnel, nous proposons une stratégie basée sur une double péna-
lisation de la vraisemblance du modéle vis-a-vis des effets fixes et des variances des
effets aléatoires grace a des pénalités de type SCAD. Nous démontrons que I'optimi-
sation du critére de vraisemblance pénalisée ainsi défini conduit a des estimateurs
possédant des propriétés oraculaires dans un contexte de double asymptotique ou
le nombre d’individus N et le nombre de variables M tendent vers l'infini avec
M < N. Nous développons, paralléelement, une procédure d’optimisation basée sur
I’algorithme EM, dédiée a I’estimation par maximum de vraisemblance en présence
de données non observées.

Enfin, les performances de ces différentes approches sont étudiées au cours d’une
étude de simulation présentée au Chapitre 9, réalisée, dans un premier temps sur des
jeux de données présentant des configurations particuliéres ou les parcimonies asso-
ciées aux effets fixes et aléatoires sont traitées de maniére séparée. Cette premiére
étude présente ’avantage de permettre ’évaluation du comportement d’estimation
et de sélection des procédures tout en gardant un contrdle sur la configuration consi-
dérée. Dans un deuxiéme temps, nous comparons les comportements des procédures
proposées sur des jeux de données simulés de maniére réaliste avec comme objec-
tif de se rapprocher de 1’étude de données réelles. Nous nous comparons, de plus,
pour ’ensemble des simulations a la procédure de seuillage SCAD homoscédastique,
couramment utilisée pour ce type de problématique.



Chapitre 7

Seuillage pour le modéle
hétéroscedastique

Nous proposons dans ce chapitre une premiére stratégie d’estimation basée sur
une approche marginale des modéles mixtes fonctionnels, telle que décrite au Cha-
pitre 2. Notre principal objectif est de conserver la simplicité de mise en ceuvre
caractérisant les procédures de seuillage. Notre stratégie représente une extension
de ces procédures a un cadre de régression non-paramétrique hétéroscédastique en
présence de répétitions et nous démontrons une propriété de convergence de 'esti-
mateur fonctionnel de I'effet fixe. Plus particuliérement, nous verrons que sa conver-
gence est directement liée au ratio entre le nombre de points de discrétisation et
le nombre d’individus. Enfin, nous proposons une procédure d’estimation de va-
riances permettant d’effectuer une sélection des positions ou s’exerce la variabilité
individuelle.

7.1 Modéle marginal et problématique

Dans une approche marginale, seule la loi des observations (d;);—1,.. n est consi-
dérée. On ne tient en effet pas compte de la loi des observations conditionnellement
aux effets individuels (d;|6;);—1,.. n. Dans le domaine fonctionnel, cela revient & mo-
déliser les signaux de la fagon suivante :

Y () = u(t) + Et), (7.1)

ou u(t) est un effet fixe fonctionnel supposé appartenir & un espace de Besov By,

tandis que le terme d’erreur E(t) est supposé étre une réalisation d’un processus
aléatoire dépendant dont la spécification est réalisée dans le domaine des coefficients.
Sur les coefficients empiriques de la décomposition, le modeéle (7.1) s’écrit alors :

CZ‘:Oé‘i‘é:E

~ (7.2)
diji, = Bjr + Epe

Vi=1,...,N, Y(j,k) €A, {
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ot le vecteur [(£9)7, (éd)T]T ~ N (0, R) out R est une matrice diagonale dont le
terme diagonal a 'indice (j, k) est égal & 0%, = 07, +02 = 277773 +072, représentant
variance totale associée a la position (j, k). Le vecteur [(a)7, (B)T]T contient les
coefficients empiriques de la décomposition en ondelettes de 'effet fixe fonctionnel
L.
Dans un cadre usuel de régression fonctionnelle, c’est-a-dire pour N = 1 et
032» = o2 pour tout (j,k) € A, il est classique, pour une modélisation basée sur les
ondelettes, d’utiliser des techniques de seuillage afin d’estimer 1’effet fixe fonctionnel
inconnu p, comme décrit au Chapitre 3.
Le modéle (7.2) se distingue de ce cadre classique principalement sur deux points :
e d’une part, le bruit affectant les observations dans le domaine des ondelettes
n’étant plus homoscédastique, on fait I’hypothése que les variances cr]z.k varient
avec la position,
e d’autre part, nous nous placons dans un contexte de répétitions individuelles,
c’est-a-dire pour N > 1.
Nous exposons, dans un premier temps, les problématiques associées a ces deux
points et présentons les travaux existants sur ces sujets.

7.2 Procédures de seuillage pour modéles hétéros-
cédastiques sans répétition

La problématique du seuillage dans un contexte hétéroscédastique a déja été
largement abordée dans la littérature mais sous un angle différent. Les approches
existantes se placent sous le modéle (7.1), dans le cas oi N = 1 (sans répétition
individuelle), et cherchent & modéliser le processus engendrant le terme d’erreur
E (t). Ce processus est supposé étre soit de Wiener, correspondant alors au seuillage
classique de Donoho et Johnstone (1994), soit stationnaire (Johnstone et Silverman
1997), soit non-stationnaire (Gao (1997), von Sachs et MacGibbon (2000)).

Le point commun de ces approches est de se ramener, dans le domaine des
ondelettes, & un modéle similaire au modéle (7.2) en négligeant les dépendances entre
observations par la propriété de décorrélation des ondelettes (Frazier et al. 1991). La
principale différence avec le modéle (7.2) concerne la modélisation des variances. Plus
précisément, le cadre stationnaire se raméne a une hypotheése de variances dépendant
uniquement, du niveau de résolution j, c’est-a-dire ajz.k = 0]2, tandis que le cas plus
général des processus non-stationnaires se raméne a une modé¢lisation en ajz.k, ou les
variances associées aux coefficients varient selon la position (j, k) (pour (j,k) € A).
Dans notre contexte, nous nous placons, de méme, dans un cadre de variances de
la forme o7, mais possédant une structure particuliére en (27773, + o?) pour tout
(7, k) d’apreés les considérations fonctionnelles développées en Section 4.4.2.

En se placant a variance connue, en utilisant les techniques de seuillage usuelles
telles que décrites par Donoho et Johnstone (1994) avec le seuil universel, les estima-
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teurs construits dans le cadre des différentes modélisations atteignent une vitesse de
convergence near-minimax dans la classe des espaces de Besov en O ((log M/M) 2%)

Cette vitesse correspond a la vitesse minimax non-paramétrique a un facteur loga-
rithmique preés, qui est aussi atteinte dans le cadre homoscédastique.

En pratique, la plupart des seuils couramment utilisés, tel que le seuil universel,
dépendent des paramétres de variance et l'application d’un seuillage nécessite donc
de disposer d’estimateurs des variances. Dans le cadre stationnaire, les (crf-)j:1 L
sont estimées niveau par niveau, en utilisant un estimateur robuste de type MAD.
Cela est rendu possible grace a la présence de répétitions au sein d’un méme niveau
de résolution.

Dans un cadre non-stationnaire, la problématique de I’estimation des variances
a?k est un probléme plus difficile puisque qu’étant donné que le nombre d’individus
est fixé & N = 1, la notion de répétitions au sein d’un niveau est alors absente. Cette
problématique a été étudiée dans de nombreuses configurations et concernant la ré-
gression basée sur les ondelettes, une approche largement adoptée consiste a se placer
dans un cadre non-paramétrique et a considérer le vecteur des variances (ajz.k) GR)eA
comme les coefficients de la décomposition d’une fonction de variance, réalisation
d’un processus non stationnaire, dans une base d’ondelettes. Les variances sont alors
estimées au sein de chaque niveau de résolution j par une procédure basée sur les dif-
féerences d’ordre v (v € N). Ces estimateurs peuvent étre vus comme des contrastes
locaux d’ordre v sur les observations. Cette procédure peut ensuite étre couplée a
une méthode de régularisation. Concernant ce type d’approches, nous citons (non-
exhaustivement) les travaux de Gasser et al. (1989), Antoniadis et Lavergne (1995),
Gao (1997), et Fryzlewicz (2008).

Contrairement aux approches décrites au cours de ce paragraphe, notre mo-
délisation est réalisée directement dans le domaine des ondelettes en considérant
une forme particuliére des variances associées aux coefficients des effets individuels.
Néanmoins, notre modélisation peut étre placée dans le contexte décrit ci-dessus
en remarquant qu’elle conduit a considérer dans le domaine fonctionnel des proces-
sus non-stationnaires, dont la covariance est diagonalisable par la transformée en
ondelettes discréte.

7.3 Procédures de seuillage pour modéles hétéros-
cédastiques avec répétitions

L’étude de données présentant des répétitions individuelles est un sujet relati-
vement peu abordé dans la littérature non-paramétrique bien que ce type de don-
nées devienne actuellement de plus en plus courant grace aux progres rapides des
appareils et techniques de mesures. L.a majorité des approches non-paramétriques
peuvent étre étendues trivialement a un cadre de répétitions cependant leurs proprié-
tés théoriques sont rarement explorées. Considérons & présent que nous disposons
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de N > 1 signaux individuels. La question est alors de savoir comment tirer parti
du supplément d’informations apporté par les répétitions individuelles dans le cadre
de 'estimation des effets fixes en présence de variabilité inter-individuelle.

Amato et Sapatinas (2005) proposent une étude empirique dans un cadre d’es-
timation d’une courbe de référence en présence de répétitions. Le modéle considéré
est, pourtout i =1,..., Nettout m=1,..., M :

Yz(tm) = fz(tm) + Ez(tm) ou Ez(tm) ~ N(Oa 0125)’

La particularité de leur approche est de considérer que les f; sont aléatoires sans le
formaliser complétement sous I'angle des modéles mixtes fonctionnels.

Amato et Sapatinas (2005) cherchent alors & estimer une courbe de référence cor-
respondant a E (f;(¢)). De plus, ils supposent que E {f;(t) —E (fi(¢))} est constant,
ce qui revient, & considérer un modéle tel que :

filtm) = pltm) + &(tm) o0 &(tm) ~ N(0,07),
Yi(tm) = fi(tm) + Ei(tm)-

On constate donc que notre approche, en considérant le modéle hétéroscédastique,
est plus générale et fondée sur une écriture de type "mixte" du modéle.

Malgré ces différences, leur approche est une premiére étape : ils mettent en
avant, au travers d’'une étude de simulation approfondie, que la stratégie consis-
tant a seuiller la moyenne des coefficients est préférable a celle consistant a seuiller
la moyenne des signaux seuillés individuellement. Cette stratégie se raméne alors a
seuillage non-linéaire homoscédastique usuel et profite donc des propriétés de conver-
gence associées, a savoir, ’estimateur résultant atteint le taux de convergence mini-
max attendu. Notre objectif est alors de considérer cette procédure dans un cadre
hétéroscédastique et d’en étudier les propriétés de convergence, en fonction de la
taille des signaux M et du nombre de répétitions N.

7.4 Considérations asymptotiques

Notre contexte est le suivant : nous disposons de N signaux individuels de taille
M, représentés chacun par leur M coefficients d’ondelettes.
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|
| \dijk} /| individu i

N répétitions
individuelles

signaux dve taille M

L’objectif principal est de retrouver le signal moyen commun aux /N individus en
présence d’un bruit hétéroscédastique, dans le domaine des ondelettes. L’atteinte de
cet objectif passe nécessairement par la détermination d’estimations des variances
a?k, agissant sur chaque position (j, k) € A. Nous sommes alors face & deux types
d’estimations, entrainant deux notions d’asymptotiques distinctes :

e d’une part, en se placant a variance connue, la qualité d’estimation fonction-
nelle est dépendante de la taille M des signaux et de ’espace fonctionnel dans
lequel ils se situent. Dans la classe des boules de Besov, la vitesse de conver-
gence minimax vers la vraie fonction pouvant étre atteinte par les estimateurs
de seuillage est en M —25/(2s+1),

e d’autre part, la présence de N répétitions pour chaque position (7, k) nous
permet d’estimer paramétriquement le parameétre de variance a?k. [erreur
attendue pour ’estimation des variances a chaque position est alors paramé-
trique en N, c’est-a-dire en 1/\/N, dés lors que nous disposons d’un estimateur
consistant des paramétres de variance.

La principale problématique associée & cette configuration est alors en rapport avec le
ratio M /N : sur chacune des M positions, une erreur est commise, due a ’estimation
de 0% Ces erreurs se cumulent sur les M positions et nécessitent de ce fait un
controle du ratio entre le nombre d’'individus NV et le nombre de pas de discrétisation
M, de maniére a obtenir un estimateur minimax de l'effet fixe fonctionnel. Cette
problématique est traitée dans la Section 7.5 et nous verrons que la convergence de
I’estimateur de I'effet fixe est asymptotiquement liée & ce ratio.

, . ) . . )

La problématique de l'estimation des parameétres de variances (Uﬂf)(m)e A est
traitée dans un deuxiéme temps. Dans ce cadre, nous proposons deux stratégies
dont une basée sur les techniques de vraisemblance pénalisée permettant de faire
une sélection des variables.
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7.5 Estimation de l’effet fixe fonctionnel et risque
quadratique

Dans cette section, nous présentons une procédure de seuillage hétéroscédastique
et nous montrons que I’estimateur proposé atteint bien la vitesse de convergence non
paramétrique "near-minimax" dans la classe des espaces de Besov. Nous rappelons
que le terme "near-minimax" est employé pour des estimateurs convergeant vers la
vraie valeur avec une vitesse minimax dans la classe des Besov a un facteur logarith-
mique prés. Notre résultat se place dans un contexte fonctionnel ou les parameétres
de variances sont inconnus et en présence de répétitions individuelles.

Partant du modéle marginal (7.2), nous nous ramenons & une procédure de
seuillage hétéroscédastique en présence de répétitions, appliquée sur la moyenne
des coefficients d’ondelettes associés aux observations, dont la loi est donnée pour
tout (j,k) € A par :

N U2‘k 02
djk ~N (ﬁjk, #) et c~N (Oz, Ny) . (73)

L’estimation des paramétres associés aux coefficients d’approximations (¢;),_,
est traitée séparément, a l'aide d’estimateurs usuels définis par :

~ 1
a=c¢ et oi=—"> (-0 (7.4)

Par la suite, ces estimateurs seront appelés estimateurs "de type moment".

Concernant ’estimation des paramétres associés aux coefficients de détails, consi-
dérons une fonction de seuillage J(., .). Par la suite, nous nous concentrons principa-
lement sur les fonctions de seuillage continues, & savoir le seuillage doux de Donoho
et Johnstone (1994) et le seuillage de type SCAD proposé par Antoniadis et Fan
(2001), notés respectivement 6% et §°“4P. Pour ces deux types de seuillage, nous
choisissons d’utiliser le seuil universel proposé par Donoho et Johnstone (1994) égal
a Ao ou A est défini par A = /2log M.

Nous étendons cette définition au cas hétéroscédastique en considérant le seuil
Aoji dépendant de la position (j, k) considérée pour tout (j,k) € A. De plus, nous
nous placons dans un cadre ot les variances (crjk)( ke Sont inconnues mais dont

J
des estimateurs, notés (E?k)(j K)eA sont disponibles et que nous utilisons grace a une
stratégie de type plug-in.

Notre estimateur de seuillage est alors défini de la maniére suivante :

R dji, s10<j < Jjo,
Bin(Tjk) = § 0(djk, A\ojk) si jo <J < J1, (7.5)
0 Si j > jla
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avec § fonction de seuillage choisie parmi {§°,6°¢AP}. Les niveaux de résolution
Jo et ji, représentant respectivement les premiers et derniers niveaux de seuillage,

vérifient :
1—p/2

200 = O | (log M) T (MN)T¥s

Y, | oM (7.6)
— < 2.71 <

logM =~ ~ logM’
avec ' = s —+ + % L’entier j, est fixé en fonction des parameétres de régularité et
de la taille des signaux afin d’atteindre une vitesse de convergence optimale tandis
que l'entier j; est fixé comme dans Juditsky et Delyon (1996). La justification de
ces choix est donnée au cours de la démonstration du Théoréme (7.1).
La fonction estimée reconstruite & partir de 'estimateur ﬁ et a ’aide d’une trans-

formation inverse sera notée par la suite i et est définie comme g = W7 (a7, BT)T,
avec W matrice de filtres associée a la base d’ondelettes considérée (cf. Chapitre 3).
Notre premier résultat est donné par le Théoréme (7.1). Nous montrons que
Pestimateur i de 'effet fixe p atteint bien une vitesse de convergence near-minimax
pour le risque L?. La démonstration de ce résultat est présentée en Annexe A.

Théoréme 7.1. Nous nous plagons sous le modéle marginal (7.2). Soit u € By,
avec s’ = s — % +1>0,p>1,¢>1cets>1/p. Soit i Uestimateur d’ondelettes
de la fonction p résultant du seuillage défini par (7.5) et appliqué avec un seuil égal

a 2\ = 2y/2log M . On suppose de plus que les variances o> et (a?k)(j K)eA sont
2

bornées par une constante o;,,. et que [’on dispose d’estimateurs v/ N-consistants de
ces parameétres notés o, et (G3,) 1 On aalors :

(J:k)€
. log M i1 log M 20
E(||z— pl/2:) < . :
(17— ) < ma OKMN) ]+[@( =) ] v7)
7 T

Le seuil adopté dans ce théoréme est une version modifiée du seuil universel,
il est multiplié par une constante égale a deux. Cette modification est effectuée
pour des raisons techniques de preuve et pour étre plus précis, pour obtenir une
convergence suffisamment rapide du terme 7T;5 dans la démonstration donnée en
Annexe A. Asymptotiquement, cette modification n’a pas d’impact mais la question
de la démonstration du méme résultat pour le seuil universel A\ = y/2log M reste
ouverte. Comme cette limitation est due a des raisons techniques et que nous pensons
que ce résultat reste vrai pour le seuil universel, les simulations effectuées au Chapitre
9 sont basées sur 1'utilisation du seuil universel standard.

Nous nous intéressons dans un premier temps a la vitesse near-minimax non-
(o5

paramétrique usuelle en O [ ] L’atteinte de cette vitesse par notre es-

timateur fonctionnel est alors vérifiée sous les conditions énoncées concernant les
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valeurs de s et p. En effet, le terme 75 converge plus rapidement que la vitesse
near-minimax non-paramétrique usuelle, c’est-a-dire que nous avons :

log M e log M 2!
=0 .
M M

La preuve de ce résultat peut étre consultée dans I’article de Juditsky et Delyon
(1996) (Lemme 5).

Dans un deuxiéme temps, nous pouvons remarquer qu’idéalement, cette vitesse
devrait étre comparée a la borne inférieure du risque Lo que 'on obtiendrait dans
un modeéle de régression en présence de N répétitions. La présence du terme T, dans
la majoration du risque quadratique donnée par I’expression (7.7) correspond & un
terme d’erreur d’approximation correspondant au fait que nous n’avons accés qu’a
une discrétisation de la fonction p. La présence de répétitions ne permettra donc
pas de diminuer ce risque et pour cette raison, nous nous attendons a une borne
inférieure du risque de la forme :

2s /
log M\ 2+1 log M 2
max { O (@) )
Ceci n’a pas été démontré de maniére formelle au cours de ce travail de thése mais
en représente une perspective a court terme.

7.6 Estimation des variances

2

Nous nous concentrons a présent sur l'estimation des variances (crjk afin

)G
de permettre 'obtention d’une estimation de 'effet fixe fonctionnel a paE?ti)red’une
stratégie de type plug-in. Dans un contexte de seuillage hétéroscédastique, cette
étape représente le coeur du probléme. Les approches existantes dans un contexte
non-paramétrique concernant le probléme d’estimation des variances se placent gé-
néralement en présence d’une unique courbe (N = 1). Nous nous plagons pour notre
part dans un contexte de répétitions individuelles, permettant de disposer d’une plus
grande liberté concernant I’estimation des paramétres (ajz.k) GR)EA” Nous proposons
principalement deux approches : la premiére est basée sur des estimations empi-
riques usuelles tandis que la deuxiéme est une procédure d’estimation permettant

de faire une sélection des parameétres de variances associés aux effets aléatoires.

7.6.1 Estimation de type moment

Notre premiére approche consiste a proposer des estimateurs des paramétres
(ajz.k)(j K)eA basés sur une stratégie de type moment. Rappelons que dans une ap-

proche marginale, les coefficients d’ondelettes associés aux données observées sont
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indépendants et identiquement distribués pour tout ¢ =1,..., N, selon :
diji ~ N (Bjr, 03), Vi k€ A

A une position (7, k) donnée, nous disposons de N observations, correspondant
aux N répétitions individuelles. I’estimateur considéré, défini par :

N

~ 1 —
ix = N_1 > (dige — dix)”, (7.8)

i=1

est alors un estimateur sans biais et v/ N-consistant du parameétre a?k. Cette stratégie
représente une premiére approche simple & mettre en ceuvre. Cependant, un des
intéréts d'une modélisation mixte est de pouvoir distinguer la variabilité due a une
erreur de mesure de celle due a I'individu ce qu’une telle stratégie ne permet pas
puisque la variabilité est estimée de maniére globale a chaque position (j, k).

7.6.2 Estimation pénalisée

Au sein du modéle marginal (7.2), la variabilité globale des coefficients & une
position (j, k) donnée peut étre décomposée en :

V(j, k) € A, a?-k = ag,jk + o2, (7.9)

avec 0 ;. = 277772 Notre but est alors d’obtenir des estimateurs séparés de o2 et
ag,jk pour tout (j,k) € A. De plus, notre approche s’appuie sur une hypothése de

parcimonie, a savoir que certaines composantes du vecteur (03 jk) . sont nulles

(J:k)
comme expliqué dans I'introduction de la Partie III. Ainsi, nous nous ramenons a
un seuillage des effets fixes effectué avec une variance o2 a certaines positions et o7,
aux positions les plus variables.

Afin d’obtenir un estimateur parcimonieux du vecteur (o7 jk) nous nous

,k)EN’
appuyons sur les techniques de vraisemblance pénalisée, calquées S(]LII‘) les techniques
de régression pénalisées décrites en Section 3.3.2, qui, par 'ajout d’une pénalité de
type {1 sur les parameétres (Ug,jk)(j Ren’ "force" la mise a zéro de certains d’entre
eux. Le critére que 1’on cherche a oi)tirniser est alors le suivant :

Q(B.7*,02) = —2log L(d; B,7*,02) = XY _ |og . (7.10)
ik

o A est un parametre de régularisation a déterminer. L’optimisation du criteére
(7.10) par rapport aux parameétres (/5;x);, conduit & prendre f5;, = d;j,. Par contre,
le critére (7.10) n’est pas optimisable simplement par rapport aux paramétres ag,jk
et o2 : en effet, les optimisations selon ces deux paramétres ne sont pas séparables
et nécessitent alors le recours a des algorithmes itératifs. Un de nos objectifs étant
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de conserver le rapidité d’exécution des techniques de seuillage non-paramétrique,
nous proposons donc de fixer 2 au moyen de lestimateur usuellement utilisé en
ondelettes basé sur le MAD des coefficients au niveau de résolution le plus fin, noté
~9

OMAD-

La solution a 'optimisation du critére (7.10) en agjk est alors donnée par :

(N + 2282 4p) + /N2 + AN Y (gt — D)
52 A (7.11)
0,5k — 2\ s .
+
pour tout (j, k) € A.
Et, on a alors que :
2 _ =2 AG\ian
ol les quantités v3, = 5 . (dijr — djx)® sont les moments centrés d’ordre 2.

Cette condition se raméne & un seu1llage : en effet, si la différence entre la variance
empirique des observations et la variance associée au bruit de mesure est en deca
dun certain seuil, la variance associée aux effets individuels o7 ;; est mise a zéro.

Cette condition peut aussi s’interpréter en terme d’optimisation : en effet, si la
condition (7.12) est respectée, alors, le critére () est convexe. Dans ce cas, il existe
une unique solution au probléme de minimisation de ce critére et elle est donnée par
(7.11). Dans le cas ou la condition (7.12) n’est pas respectée, la dérivée du critére
objectif () est strictement positive sur le domaine d’optimisation. Le minimum du
critére objectif () est alors situé sur le bord du domaine d’optimisation, & savoir en
52, = 0.

Enfin, nous utilisons un critére de type BIC pour la détermination du paramétre
de régularisation A défini par :

BIC(\) = Q(B,~2,02) + dfy x log(M),

ou df est le nombre de paramétres (09 y k) non nuls pour une valeur A\ donnée.

{GF)eA}

Remarques
e Dans l'approche présentée ci-dessus nous avons choisi de définir une pénalité

sur les parameétres (agvjk)(j K)eA” Un autre choix possible est de définir une

pénalité ¢, sur les paramétres de variances (yfk) Cela nous conduit, par

(J,k)EA”
une optimisation similaire, & des estimateurs définis pour tout (j, k) € A :

—(N279" + 253 ,p) + \/N2272jn + 4 X 279\ 37 (digy — dip,)?
2 % 2\ ’
(7.13)

~2
Yik =
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Co—in/ 2 2 A i

si 27(v5, — Oyap) = —HAR et 0 sinon.
Sur un plan théorique, pour des choix appropriés du paramétre de régularisa-
tion A, ces deux stratégies ménent a des résultats équivalents. Cependant, d’un
point de vue numérique, des problémes de stabilité peuvent intervenir. Sur si-
mulations, on observe néanmoins qu’une pénalisation ¢, sur les paramétres
ang conduit & des résultats plus stables d’un point de vue numérique.

e Pour I'approche sélection de variances, les estimateurs obtenus pour les va-
riances 0%, = G ., + 02 sont des estimateurs biaisés. En effet, d'une part, I'es-
timateur o2 est basé sur le MAD, qui est un estimateur biaisé. D’autre part,

3
les variances associées aux effets aléatoires (o7 jk) sont estimées grace a

i k)eA
une procédure de type LASSO et leurs estimationé]sg)flt, de ce fait, aussi biai-
sés (cf. Chapitre 4, Section 3.3.2). Deux alternatives usuelles pourraient étre
adoptées pour "débiaiser" les estimateurs de type LASSO : soit I'utilisation
d’une version relaxée du LASSO (Section 3.3.2), soit 'emploi d'une pénalité
de type SCAD. L’utilisation d’une version relaxée du LASSO est envisageable
mais nécessite alors ’ajustement d’un modéle mixte par un algorithme itératif.
Nous considérons qu’un tel surcoiit numérique n’est pas souhaitable dans une
approche non-paramétrique basée sur les techniques de seuillages car I'étape de
réestimation serait alors plus cotiteuse que la procédure compléte. De méme,
I'utilisation d’une pénalité de type SCAD conduit & une optimisation non-
convexe ne possédant pas de solution explicite, induisant un cotit numérique
de résolution important. Ces stratégies seront considérées lors de ’approche
jointe axée sur la problématique de sélection des effets fixes et aléatoires au
cours du Chapitre 8.

e Signalons qu’avec une telle approche, il est possible de donner une prédiction
des effets aléatoires a chaque position (7, k) € A par 'expression classique :

~ 2‘j’7§]2k —~

i,5k [ mk| 2] 27]’77]2-k+03[ i,jk @k] ( )
Cependant, de telles prédictions ne possedent alors plus la propriété de BLUP.
En effet, ce prédicteur dépend de I'estimateur B résultant d’un seuillage non-
linéaire et qui n’est, de ce fait, plus linéaire en les données. Ainsi, on ne peut
pas espérer obtenir simultanément une bonne vitesse de convergence pour
I’estimateur de 'effet fixe et un prédicteur linéaire pour les effets aléatoires
individuels.

Finalement, un des principaux attraits de cette premiére approche réside dans
sa rapidité d’exécution et sa simplicité de mise en ceuvre. Néanmoins, la princi-
pale difficulté de 'estimation au sein des modéles linéaires mixtes classiques est la
bonne spécification des effets aléatoires, car elle conditionne la qualité d’estimation
de l'effet fixe fonctionnel. Les procédures d’estimation des variances proposées dans
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ce chapitre possédent chacune leurs limitations : la stratégie de type moment ne
propose pas de sélection des paramétres de variances tandis que les approches péna-
lisées, basées sur des pénalités de type LASSO, ne garantissent pas de disposer de la
propriété d’oracle pour les estimateurs. En ce sens, I’approche marginale peut donc
se révéler limitée pour l'estimation des paramétres du modeéle mixte fonctionnel
et ceci est di a la difficulté d’estimation des paramétres de variances. Nous pro-
posons dans le chapitre suivant une procédure basée sur une représentation mixte
du modeéle, pour lesquels les paramétres sont estimés a ’aide d'un algorithme EM.
Cette solution itérative peut étre interprétée comme une extension de l'approche
marginale (qui représenterait la premiére étape de cet algorithme itératif) et peut
permettre d’améliorer la qualité des estimateurs de variances en termes de précision
et de sélection de variables.



Chapitre 8

Sélection de variables dans les
modéles mixtes

L’application de notre procédure de classification a des données réelles au cours
de la Partie II a mis en avant la problématique de la sélection des effets fixes et
aléatoires au sein des modéles mixtes fonctionnels et plus particuliérement celle de
la sélection des effets aléatoires lors de 1’étude des données de spectrométrie de
masse (cf. Section 6.2.1). Au cours du Chapitre 7, nous nous sommes intéressés
plus particuliérement a l’estimation dans les modéles mixtes fonctionnels et, dans
ce contexte, les résultats de simulations, présentés au Chapitre 9, montrent que
I'usage d’'une stratégie non itérative basée sur une approche non paramétrique du
probléme d’estimation ne permet pas de proposer une sélection performante des
effets aléatoires.

L’approche présentée dans ce chapitre vise a atteindre deux objectifs connexes :
d’une part, proposer une meilleure reconstruction de l'effet fixe fonctionnel u et
d’autre part, sélectionner les positions correspondant a une variance non-nulle des
effets aléatoires dans le domaine des ondelettes. Cette problématique est abordée, a
ce stade, en adoptant une approche jointe des modéles mixtes. Nous présentons dans
un premier temps le modeéle mixte fonctionnel dans une approche jointe ainsi que la
stratégie d’estimation /sélection adoptée, basée sur les techniques de vraisemblance
pénalisée. Nous montrons qu'une telle stratégie conduit a des estimateurs possé-
dant la propriété d’oracle dans un contexte de double asymptotique, c’est-a-dire
lorsque le nombre d’individus N et le nombre de variables M tendent vers l'infini
(en supposant M < N). Nous présentons ensuite notre procédure d’estimation ba-
sée sur une reparamétrisation du modéle initial et une utilisation de 1’algorithme
ECM (Expectation Conditional Maximization), variante de 1’algorithme EM, pour
la maximisation de la vraisemblance pénalisée.

131



132 CHAPITRE 8. SELECTION DANS LES MODELES MIXTES

8.1 Modéle et vraisemblance pénalisée

Reprenons & présent le modéle mixte comme défini en (4.10). Ainsi, dans le do-
maine des ondelettes, les coefficients empiriques de la décomposition sont modélisés,
pour tout i = 1,..., N et pour tout (j,k) € A, par :

ci=a+v+¢;
d
dijk = Bjr + ik + €1 jp-

On suppose de plus que pour tout ¢ =1,..., N :

lg] ~ N (0,G = diag(7;, Go))

[zd] ~ N(0,1,).

i

oll 72 est la variance associée au terme d’approximation v; et Gy est la matrice de
covariance associée au vecteur de coefficients 8;. De plus, la matrice Gy est supposée
diagonale et de terme général [Ggl;x = 2777775, pour tout (j, k) € A.

Par la suite, dans un souci de simplification des notations et des calculs, nous
nous intéresserons exclusivement aux coefficients de détails de la décomposition du
modéle, soit les coefficients d; pour ¢ = 1,..., N. Les paramétres associés aux coef-
ficients ¢; sont estimés de facon distincte, comme en (7.4).

Sur les coefficients de détails et en omettant les termes constants, la vraisem-
blance du modéle est alors donnée par :

N
1
—2log £(d, 8; Gy, B,R) = N log |021,,| + p Z; |d; — B — 6]

N
+ Nlog |Gyl + > 6/G,'6:. (8.1)

i=1

Dans un objectif de sélection des effets fixes et aléatoires et partant de I'idée des
régressions pénalisées (cf. Section 3.3.2), nous proposons de pénaliser la vraisem-
blance (8.1) par rapport aux effets fixes 3 et par rapport aux variances associées
aux effets aléatoires 7. Ainsi, le critére de vraisemblance pénalisée, noté £, est donné
par :

£(B,7,02) = —log L(d, 0; Gy, B, R) + pen(B, \1) + pen(v, \s), (8.2)

ou pen(-, ) est une fonction de pénalité, positive, croissante et dérivable sur (0, 00).
Cette fonction dépend, suivant les paramétres pénalisés, de A\; et Ay, deux paramétres
de régularisation permettant de controler le degré de pénalisation. Il serait plus juste
de noter ces parametres )\gN) et )\gN) car leur valeur dépend de la taille d’échantillon
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N. Cependant, pour des questions de lisibilité, nous ne mettons pas de référence a
la dimension N.

Les estimations des parameétres du modéle correspondent alors aux quantités

vérifiant : R R
(B,9,02) = argmax £(83,~,02). (8.3)
(B,02)

Face a tous les choix de pénalité possibles, nous nous focalisons sur 'utilisation
de pénalités de type SCAD comme définies en (3.13) pour le vecteur des parameétres
d’effets fixes 3 et le vecteur des variances associées aux effets aléatoires ~ : en effet,
cette pénalité est connue pour disposer de bonnes propriétés de sélection dans un
cadre classique de régression pénalisée (Fan et Li 2001) et se réveéle étre performante
pour le seuillage par ondelettes dans un cadre non paramétrique (Antoniadis et Fan
2001). Pour rappel, on a alors, pour tout (j, k) € A :

>\1|ﬁak| si |Bk] < A,
pen (B, A1) = 2(a 5 (1Bil® = 2aM (Bl + A7) si M < Bl <adi,  (8.4)
((l —+ 1))\2 si |ﬁ]k| > (l)\l,
et
A2Yjk si e < Ag,
pen (v, Aa) = 2(a1_1) (%k 2a\ojk + A ) si Ao < vk < aldg, (8.5)
%(a +1)A\3 si Yk > ads,
avec

pen(B8, ) = Y pen(Br, M),

jkeA

pen(v, Az) = Y pen(vi, Ao).
jkeA

Par la suite, nous désignerons par T = (BT,')/T)T le vecteur des paramétres
pénalisés du modéle de taille 2M et par Ty = (BF,~4L)T les valeurs des vrais pa-
ramétres. Sans perte de généralité, on peut alors réécrire le vecteur des parameétres
Yo = (Y5, T3) avec T§ = (T4,,..., YL, ), vecteur contenant les paramétres non

Oomy
nuls et T = (Y5001 Loonr) vecteur contenant les paramétres nuls.

8.2 Propriétés asymptotiques des estimateurs

Dans cette partie, nous nous intéressons aux propriétés de sélection des estima-
teurs (8.3) proposés. Notre objectif dans ce chapitre est de proposer des estimateurs
des paramétres du modéle permettant d’effectuer une sélection performante des effets
fixes et des variances des effets aléatoires. Nous nous interrogeons de ce fait sur les
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propriétés de sélection des estimateurs par vraisemblance pénalisée (8.3). Plus parti-
culiérement, nous démontrons que ces estimateurs jouissent de la propriété d’oracle
(cf. Section 3.3.2), & savoir, on a :

1. Le bon modéle est atteint presque siirement, c’est-a-dire, T2 =0 presque
stirement,,

2. Lestimateur Y! est asymptotiquement normal.

Dans la littérature, deux résultats principaux ayant trait a notre problématique
peuvent étre mis en avant. Un premier résultat proposé par Bondell et al. (2010) se
place dans le cadre de la sélection des effets fixes et aléatoires au sein des modéles
mixtes. Les estimateurs proposés sont solutions d’un probléme de moindres carrés
pénalisés au moyen de pénalités de type LASSO adaptatif sur les effets fixes et sur les
termes de covariances associés aux effets aléatoires. Bondell et al. (2010) démontrent
que leurs estimateurs possédent bien la propriété d’oracle. Cependant, ce résultat
se place dans un cadre non fonctionnel pour lequel le nombre de covariables est
fixé par rapport au nombre d’individus N qui tend vers I'infini. Dans notre cadre,
le nombre de points de discrétisations M joue le role du nombre de covariables,
traditionnellement noté p, néanmoins, considérer un nombre de variables M fixé n’a
pas de sens lorsque l'on se place dans un contexte fonctionnel.

Un deuxiéme résultat remarquable est donné par Fan et Peng (2004). Les auteurs
se placent dans ce travail dans un cadre non fonctionnel, sans effets aléatoires, de
moindres carrés pénalisés a 1'aide d’une pénalité non concave (dont font partie les
pénalités de type SCAD). Lorsque le nombre de variables M est fixé, Fan et Li
(2001) ont démontré que l'estimateur pénalisé possédait bien la propriété d’oracle.
Fan et Peng (2004) étendent ce résultat & un cadre de double asymptotique, c¢’est-
a-dire, lorsque le nombre de variables M tend vers l'infini, de méme que le nombre
d’individus N. Les auteurs font tout de méme I’hypothése que M < N et que le
ratio entre ces deux dimensions vérifie M®/N — 0. Sous ces hypothéses, Fan et
Peng (2004) démontrent que les estimateurs résultant du probléme de moindres
carrés pénalisés possédent bien la propriété d’oracle. Cette approche considérant un
nombre divergent de variables se rapproche du cadre fonctionnel qui est le notre
et notre objectif est d’étendre ce résultat au cadre des modéles mixtes fonctionnels
lorsqu’une sélection des variances des effets aléatoires est réalisée parallélement &
une sélection des effets fixes, c’est-a-dire, en présence de deux termes de pénalités
concernant les effets fixes et les variances des effets aléatoires.

Afin de démontrer les propriétés oraculaires de nos estimateurs, il est nécessaire
de faire des hypothéses sur la fonction de pénalité et sur la vraisemblance des don-
nées. Nous reprenons ici les hypothéses énoncées par Fan et Peng (2004) que nous
étendons aux paramétres de variances des effets aléatoires du vecteur ~. Pour les
deux types de paramétres, la pénalité commune utilisée dans notre travail est une
pénalité de type SCAD vérifiant les hypothéses concernant la fonction de pénalité.
Concernant les hypothéses se référant a la vraisemblance des observations, nous
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consacrons 1’Annexe (B.1) a la vérification de ces hypothéses pour notre modéle
mixte fonctionnel.

8.2.1 Hypothéses sur les pénalités

On commence par définir les quantités :

B _

aN - 1<m <M{ B pen<‘60m| )\ BOm 7£O}7
0

Cl7v = max {—Pen(%m,)\Q) Yom F 0}

1<m<M

ainsi que

62
by = max {Wpeﬂﬂﬁmnh M), Bom # 0},
2

0
by = 1??n<XM{ pen(vom, A2), Yom # 0}

La fonction de pénalité utilisée doit Vériﬁer les hypothéses suivantes :

9 pen

a
.. .. 5-pen(y,A2)
et im inf v, iminf, o+ MT > 0,

(H2) a? = O(N~2) et aN = O(N"2),

(H2) ay = o( 7z57) et af = o( )

(H3) th%o b3 =0 et limy_,s0 b), = 0,

(H3’) 07 = Op(\/—) et bY = Op(\/lﬁ),

(H4) 1l existe CB et DB constantes telles que, pour £y, B > CPA; :

2

A pen(lﬁl\ A) - %Qpenwz\,Al)\SD%—M,

Et, il existe C7 et D7 constantes telles que, pour v1,v, > C7 Ay :
2 2
WPGH(Vla A2) — WPGH(V27 A2)| < D7y =,

L’ensemble de ces propriétés sont vérifiées en particulier par la pénalité de type
SCAD. Cela nous montre néanmoins que les théorémes (8.1) et (8.2) a suivre restent
valables dans le cadre plus général des pénalités vérifiant ces différents points.

L’hypothése (H1) se référe a la propriété de parcimonie de I'estimateur final en
obligeant la fonction de pénalité a étre "pincée” en 0. Les hypothéses (H2) et (H2’)
assurent que les estimateurs seront non-biaisés tandis que les hypothéses (H3) et
(H3’) assurent que les valeurs des pénalités resteront raisonnables face a celles de
vraisemblance. Enfin, I'hypothése (H4) se référe a la continuité de la fonction de
pénalité et donc assure la continuité des estimateurs en les données afin d’éviter les
problémes d’instabilités des estimations (Fan et Li 2001).



136 CHAPITRE 8. SELECTION DANS LES MODELES MIXTES

8.2.2 Hypothéses sur la vraisemblance

De la méme maniére, des hypothéses concernant la vraisemblance des données
sont nécessaires. Par la suite, on notera log £, la vraisemblance associée a chaque
individu ¢, ¢ = 1,..., N, issue d'une loi de probabilité commune et qui s’exprime
par :

1

o+ 2—j”'yj2k

—2log LY(T) = Z log(a? + Q’j”fyfk) + Z (alﬁC — Bjr)?.

jk jk

(H5) Les dérivées premiére et seconde de la vraisemblance vérifient pour tout
1=1,...,N: A

Odlog £(7T)

= =1,...,2M
8Tm :| O vm Y Y Y

et

Ey

dlog L(Y) dlog L) _ 0*log L)
O, Ny | | 00,0,

(H6) La matrice d’information de Fisher définie pour tout ¢ =1,..., N par :
Z(Y) =E[Vleg £1(Y) V'log L'(T)],

:| ‘v’ml,mgzl,...,ZM.

vérifie : _

0 < Cp < AN Z(Y)) < A(Z(T)) < Oy < o0,
ol AP™(Z(Y)) et Ap@(Z(Y)) sont respectivement la plus petite et la plus
grande valeur propre de la matrice d’information de Fisher. De plus, pour
tout my,mo =1,...,2M :

82 log L1(T) 82 log L(T)]?
G1oe a7

Er{ < (3 < 00,

{w]z <C4<OO.

T 0T, 0T,

(H7) Ilexiste des fonctions By, m,.m, telles que pour tout my, mq, ms =1,...,2M :
D log LI(T)
OV 1y OV 1, O g

et telles que, pour tout my, mo, ms et pour tout 7 :

< By (di) Vi=1,... N,

Ev [32 (dl)] < (O < 00.

mi,m2,m3
On cherche ici & majorer les dérivées partielles d’ordre 3 de la log-vraisemblance

des données par une fonction dépendant uniquement des coefficients d; mais
non des parameétres.
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(H8) Sans perte de généralité, en réécrivant le vecteur Ty = (1§, T2) avec
1 _ (vl | \ 2 _
Yo = (Tor,-- -5 Yomy)s vecteur contenant les paramétres non nuls et Tg =
(Y8.mpt1s- - > Lons) Vecteur contenant les paramétres nuls, on a la condition
suivante :
Yol
min —— — 0 quand n — oo,

1<m<my A

ot w prend les valeurs 1 ou 2 suivant le paramétre considéré (3,, ou v,,).

La derniére hypothése (H8) se référe au cadre d’estimation par maximum de vrai-
semblance pénalisée dans un contexte de double asymptotique, c’est-a-dire, quand le
nombre de variables et d’individus tendent vers I'infini. Elle sert, en effet, & controler
la capacité a distinguer les vrais paramétres non nuls des autres suivant la grandeur
de N. Dans un cadre d’asymptotique simple, c’est & dire lorsque le nombre de para-
meétres M ne diverge pas, cette hypothése est artificielle car elle est alors implicite.
Dans le cas divergent, elle devient essentielle & la démonstration de propriétés ora-
culaires.

Les hypothéses (H5), (H6) et (HT7) sont classiques dans le cadre d’estimation par
maximum de vraisemblance pénalisée. Dans le cas de I’estimation de paramétres de
deux types différents, d’effet fixe et de variance, la vérification de ces hypothéses
semble moins évidente et, de ce fait, nous donnons en Annexe B.1 le détail de la
vérification effective de ces hypothéses dans notre cadre.

8.2.3 Propriétés oraculaires

Sous ces hypothéses, nous allons & présent énoncer les propriétés vérifiées par
les estimateurs maximisant le critére pénalisé (8.2), conduisant au fait qu'’ils pos-
sédent des propriétés oraculaires. Cela se déroule en plusieurs étapes. Le premier
théoréme énoncé ci-dessous montre l'existence d’un maximum local du critére de
vraisemblance pénalisée asymptotiquement proche du vrai paramétre.

Théoréme 8.1. Supposons que les fonctions de pénalité vérifient les hypothéses
(H2)-(Hj) et que la vraisemblance des données vérifie les hypotheéses (H5)-(H7). Si
M*/N — 0 quand N — oo, alors, il existe un mazimum local Yw du critere £(7)
donné en (8.2) tel que :

1T = Toll = Op (VM (; +ax))

avec ay défini par ay = max {ag, ak}-

La preuve de ce résultat, basée sur un développement de Taylor dans un voisinage
du vrai paramétre, est donnée en Annexe B.2.1.

Une fois I'existence d’'un maximum local démontrée, on peut alors montrer que
les estimateurs par maximum de vraisemblance pénalisée possédent la propriété
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d’oracle. Pour cela, notons :

. 2 0? 1
Hy = d1ag[8—T%pen(T01, Ay 78T,271N pen(Tomy, A)]| = NVZPen(TO’ A),
et :
gN - [ 0 pen(‘T01| )\)Slgn(T1> ce LpeanOm ‘ )‘>Slgn<T0m )]
o, ’ o) g wh .

1
= NVPQDOT()L )\)

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 8.2. On suppose les hypotheses (H1)-(H7) vérifiées. De plus, on suppose
que /N/M X\ — o0 si A = 0 et M°/N — 0 quand N — oo. Alors, l’estimateur

/N/M -consistant T = ;} du Théoréme (8.1) vérifie :

i. (Parcimonie) Yo =0 presque sirement,

—
=) )

ii. (Normalité Asymptotique)
VNANT 2(TY) [Z(TE) + Hyl [?1 — T4+ (Z(Th) + HN)‘lgN] 2 N(0,H),
ot A est une matrice de taille g x my telle que AyAL — H, avec H matrice
symétrique positive.

La preuve de ce théoréme, donnée en Annexe B.2.2, se décompose en deux parties
distinctes. On cherche en premier lieu & démontrer les propriétés de parcimonie (7)
des estimateurs. Dans un deuxiéme temps, on montre que, de plus, ces estimateurs
sont asymptotiquement gaussiens (7).

8.3 Procédure de sélection des effets fixes et aléa-
toires

Aprés avoir démontré les propriétés théoriques des estimateurs du maximum de
vraisemblance pénalisée, nous nous intéressons a présent aux aspects computation-
nels du calcul de ces estimateurs en pratique.

8.3.1 Reparamétrisation du modéle mixte fonctionnel

Le modeéle mixte fonctionnel fait partie de la classe des modéles & variables
latentes (cf. Chapitre 4) : en effet, les effets aléatoires 8; sont des variables non
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observées. A linstar du modéle de classification mixte fonctionnel (5.2), la log-
vraisemblance des observations peut-étre décomposée de la maniére suivante :

log £(d, 6; 8,42, cr?) = log £(d|6; 3, cr?) + log E(G;'yz), (8.6)

conduisant au critére pénalisé & optimiser :

€(B,v,02) = —log £(d|0; 8, o) + pen(B, M)

'

()

—log £(0;~%) + pen(v, A2) . (8.7)

(1)

L’optimisation de ce critére peut donc étre réalisée séparément vis-a-vis des pa-
ramétres (3, 02) d’une part, en optimisant le terme (I) par rapport & ces derniers et
du vecteur des paramétres -y d’autre part en optimisant le terme (/7). De maniére
explicite, le terme (I7) s’exprime de la maniére suivante :

N 1
> log |G| + 5 Z; 07G;'0; + pen(, \y).

Ce terme, et plus particuliérement le terme de perte, se révéle étre non convexe en -,
rendant alors son optimisation difficile : en effet, en présence d’une fonction objectif
non-convexe, l’existence d’'un minimum global n’est plus assuré. Comme proposé par
Chen et Dunson (2003), nous utilisons a ce stade une reparamétrisation du modele
(5.2) en remplacant les effets aléatoires individuels 6; par 1'équivalent G;/ 9, on
¥; ~ N(0,1I,). Le modéle (5.2) sur les coefficients de détails de la décomposition
du modéle se réécrit alors pour tout : =1,..., N :

di = ﬁ + Gé/2192 + i,

dont la vraisemblance, en omettant les termes constants, s’exprime comme :

N N
1
—2log £(d, ¥;; Gy, B,R) = NM 1ogo—3+§ > lldi—B-Gy 03+ " 979, (8.8)

€ 4=1 i=1

Cette reparamétrisation n’affecte pas les propriétés des estimateurs par maxi-
mum de vraisemblance puisque le modéle reparamétrisé reste équivalent au modéle
de départ (5.2). L'effet de cette derniére se concentre sur le "statut" des parameétres
du vecteur 7 : en effet, cette reparamétrisation conduit les paramétres du vecteur ~
a passer d’un "statut de variances" a un "statut de coefficients de régression". Cela
se traduit, techniquement, par une vraisemblance associée aux effets aléatoires, cor-
respondant au terme (IT) dans 'expression (8.7), ne dépendant plus des paramétres
~, et permettant ainsi de simplifier 'algorithme EM d’optimisation développé dans
la suite.
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En pénalisant cette vraisemblance de la méme maniére qu’en (8.2), le critére
pénalisé que ’on souhaite optimiser est alors donné par :

M 1 - 1 &
€(B.7.02) = ——logol + 55> [ldi = B = Gy *0i[5 + 5 Y070,
€ i=1 1=1

+ pen(B, A1) + pen(7y, A2). (8.9)

L’objectif par la suite est alors de proposer une méthode de résolution adap-
tée a 'optimisation du critére pénalisé reparamétrisé (8.9). Etant en présence d’un
modele & variables latentes, on pense naturellement a 'utilisation d’un algorithme
d’optimisation itératif de type EM.

8.3.2 Algorithme EM pour la sélection

Le principe de ’algorithme EM dans le cadre de 'optimisation d’un probléme de
vraisemblance pénalisé reste le méme que décrit au Chapitre 4, a savoir que 'opti-
misation du critére (8.9) est réalisée vis-a-vis de I'espérance de ce dernier condition-
nellement aux données pour palier & 'impossibilité du calcul de la vraisemblance
des données complétes.

[espérance du critére pénalisé (8.9) conditionnellement aux observations est
alors donnée par :

Q(B,7,02) =E[€(B,7,02)|d] = ——loga?
N
+ 3 [ld - 8- GBI+ o (G VD) Gy
z:lN o N A
+ Z 9; U+ Z tr(V(9;|d;)) + pen(8, A1) + pen(v, A2), (8.10)
=1 =1

ol 9; = E(¥;|d;). On constate a ce stade que le calcul effectif de I'expression (8.10)
dépend uniquement des quantités @ et V(1/9\,~|d,~), qui représentent les prédictions
des variables cachées du modéle. Ce calcul correspond a 1’étape E de 'algorithme.

On retrouve, a litération [h + 1], les expressions classiques dans le cadre des
modeéles mixtes, données par :

( 2[h]g—jn

/\['hﬂl;u = Lo [ i,k 5 ]
2, 2[h]la_; 2 2
M g g2 (8.11)
[h+1] 02 (k] '
V@, ., |d;) = - : Vi=1,...,N, V(j,k) €A
Jk ’Y?k[h]Q_]" + 052 [h]

\
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Nous constatons sur les expressions (8.11) que pour une variance yfk mise a
zéro a une itération donnée, la prédiction des effets aléatoires a la position (j, k) a
Iitération suivante est alors nulle aussi.

L’étape M de Ialgorithme consiste alors, a l'itération [h + 1] en la maximisation
du critére Q(3, 7, af) par rapport aux parameétres 3, v et 03, connaissant les valeurs
courantes de ces derniers B[h], ~M et o2 (A},

Afin d’éviter des problémes de non-convexité, soulevés plus loin dans ce chapitre,
nous choisissons d’optimiser le critére (8.10) de maniére successive par rapport aux
paramétres (3, v et o2, les autres paramétres étant fixés a leur valeur courante a
'itération [h]. Cela revient a adopter une stratégie d’optimisation de type ECM
(Expectation Conditional Maximization), variante de ’algorithme EM développée
par Meng et Rubin (1993) ou la maximisation selon un paramétre est réalisée condi-
tionnellement aux autres paramétres. Meng et Rubin (1993) démontrent que cette
variante de l'algorithme en conserve les propriétés de convergence et de monotonie
dans l'accroissement de la vraisemblance au cours des étapes successives. Du point
de vue de la sélection de modéles, nous signalons cependant que cette approche re-
vient & explorer moins de modéles puisqu’au lieu d’en explorer 2M+M on se restreint
a 2M 4+ 2M modéles, car la sélection des paramétres du vecteur des variances ~ est

réalisée a 3 fixé et inversement.

Mise a jour de Deffet fixe

A Tlitération [h], la minimisation du critére (8.10) par rapport au paramétre (3
est équivalente a minimiser la fonction objectif suivante :

N

1 —_—

Qa(T".0) = =75 >_lldi = G50 = Blls +pen(B. ). (8.12)
O~ =1

Ce probléme se présente comme un probléme de seuillage classique appliqué aux
données corrigées de la prédiction des effets aléatoires. La fonction de pénalité choisie
dans ce chapitre est une pénalité de type SCAD, comme définie en (8.4). En notant
dfjk =d; i — \/2—j’77jk1/9\i,jk pour tout ¢ = 1,..., N et tout (j,k) € A, les données
observées corrigées des prédictions des effets aléatoires, la mise & jour des coefficients
(Bjk) juen associés a effet fixe fonctionnel a Uitération [h + 1] est donnée par :

sign (@) [@| — Ao /N]+ st |d%) < M1+ 021N,

2h+1] a-1)d? — o2 Marsign(d? ) /N —
B =4 ey Jka—(1+02 [,jf/fv)< )/ si A (1+ 02 UNY < |dD, ] < ahy,

d’, si |dJ,| > ali,

(8.13)
ou dfk = NN dfjk. Le détail de I'optimisation du critére (8.12) est donné en
Annexe C.
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La principale d1ﬁerence avec le seuillage SCAD classique réside dans I'appari-
tion du terme en (1 + 05 /N ) qui remplace a présent le facteur 2 présent dans
le seuillage usuel. Ceci est dii au fait que l'on travaille & présent dans un cadre de
maximum de vraisemblance en cherchant a prendre en compte les paramétres de
variances. Cela a plusieurs conséquences, notamment celle de contraindre différem-
ment le paramétre a. En effet, dans le cadre connu, la paramétre a est contraint de
vérifier a > 2 pour une bonne définition des estimateurs. Dans notre cas, il nous
faut imposer que a > (1 + o2 I /N) mais on ne posséde alors plus la garantie que
la valeur classiquement utilisée de a = 3.7 reste valable. Cette contrainte est peu
génante car d’une part, dans leur article fondateur, Fan et Li (2001) montrent que
les performances du seuillage en terme de risque sont peu dépendantes de la valeur
du paramétre a. De plus, dans un cadre asymptotique, on s’attend naturellement
a ce que la quantité (1 + o, 2 1A /N) devienne négligeable. Cependant, c’est un point
qu’il faudra controler d’un p01nt de vue numérique.

Mise & jour des parameétres de variances

Apreés la mise a jour du vecteur des paramétres d’effet fixe 3, nous cherchons
a présent & mettre & jour les paramétres de variances, constitués du vecteur des
variances associées aux effets aléatoires individuels v et du paramétre o2. Ces mises a
jour sont réalisées en fixant les autres paramétres a leur valeur courante. Le probléme
d’optimisation s’exprime ici comme :

arg min
~ 205

AMZ

[Hd =B = GO + o ((G)) V(D) Gy |
+ pen(’77 )\2)7
t.q. >0 V(j,k)eA.
(8.14)
Une contrainte supplémentaire a été ajoutée pour les paramétres de variance du
vecteur v qui, de par leur nature, sont contraints a étre positifs. La pénalité choisie
est une pénalité de type SCAD définie par (8.5)

La mise a jour des paramétres fait apparaitre deux quantités centrales pour
lesquelles nous adopterons les notations suivantes, pour tout (j,k) € A :

A\ = Z \/ﬁ@]k (di,jk - BJR) : (8.15)
E[(@10°1d) = 3 {507 + V() }.

La quantité dljk représente la somme des coefficients observés, centrés et norma-

lisés par les prédictions des effets aléatoires tandis que la quantité E [(A[h] )2 \d]
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représente la contribution totale des moments d’ordre 2 des prédictions des effets
aléatoires.

A Ditération [h + 1], les paramétres de variance (7 k[h+1]> sont mis a jour
(J:k)eA
par :

(oo [(@1a) ) e nae? )
si 7, <A [2 JnE[w h+1]) |d] [h]:|’

. /\{h-i—l] 2 [h] o.? [h]a)\
I LR F

si [Q—J'W]E[(g[hj;l])z‘d] o2 [h]]A2< L SGjA22_an[(I/9\KL;1])2‘dj|,

(o [ plal ) a

si d,, >a;M02" ME[(ﬁ[“”) \ ]

(8.16)

\

Le détail de Poptimisation du critére (8.14) est donnée en Annexe C.

De méme que pour les paramétres d’effets fixes du vecteur 3, des contraintes
supplémentaires, dépendant du niveau j apparaissent sur le paramétre a qui est de
ce fait noté a; : pour pouvoir définir proprement la mise a jour des parameétres de
variances, il nous faut imposer la condition :

G20

9—inR [(’\[h—i—l) |d}

CL]'>1—|— v<j,]€)€A

o

Etant donné que la quantité E [( ik

)2 |d] augmente avec le nombre N d’individus,
la quantité o2 " J27IR [(@fﬁl]) |d] devient faible dans un cadre asymptotique, re-

joignant ainsi le cadre classique de définition du seuillage SCAD.

Enfin, la mise a jour du paramétre o2 est réalisée & 3 et v fixés et elle est donnée
par :

52 I Z > [( = B VG, ) 22 )]
=1 (j,k)eA
Choix des paramétres \; et \,

Pour le choix des paramétres d’ajustement \; et A9, nous avons choisi d’utiliser
un critére BIC (cf. Section 5.2.3).
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Dans notre cadre, le critére que ’on souhaite optimiser est la vraisemblance pé-
nalisée (8.9) et la dimension de notre modéle est le nombre de variables sélectionnées,
soit, le nombre de coefficients non nuls donné par I’algorithme EM pour les vecteurs
3 et ~.

Ainsi, le critére BIC que nous utilisons est défini par :

BIC(AL)\Q) = —QE(T) -+ log(M) X df(Al,Ag),

On cherche & minimiser ce critére en fonction des valeurs choisies pour A; et As.
En toute rigueur, cela demande alors de parcourir une grille & deux dimensions pour
les 2 paramétres d’ajustement A\; et Ay et de calculer le critére BIC pour chaque
couple de valeurs. Suivant la précision des grilles fixées pour ces paramétres, cela
conduit rapidement & un nombre trés important de couples et donc a une procédure
trés cotteuse. Plusieurs solutions s’offrent & nous pour limiter le coiit numérique
de telles procédures : on peut penser en premier lieu a l'utilisation de grilles de
valeurs logarithmiques réduites permettant un maillage fin pour les petites valeurs
et plus large pour les grandes valeurs. Une deuxiéme possibilité est d’implémenter
un seuillage basé sur le seuil universel, comme développé dans le Chapitre 7, pour
les paramétres d’effet fixe 3 en fixant A\; a la valeur du seuil universel. Ainsi, le
paramétre de régularisation \; est défini d’avance et I'optimisation ne se fait alors
que sur le paramétre \y. Cette approche purement fonctionnelle semble assez natu-
relle et peut se justifier par le fait que le vecteur 3 est effectivement un vecteur de
coefficients associé a un effet fixe fonctionnel pour lequel cela a un sens de considérer
un seuillage basé sur une hypothése de normalité des coefficients.

Ces deux stratégies seront implémentées lors d'une étude de simulation afin d’éva-
luer leur compromis temps de calcul/performances sur des données simulées.

8.3.3 Comparaison avec ’approche de Bondell et al. (2010)

Dans un méme objectif, Bondell et al. (2010) proposent une procédure pour
la sélection d’effets fixes et aléatoires au sein des modéles mixtes mais dans un
cadre non fonctionnel. Leur procédure est basée sur 'utilisation de ’algorithme EM
pour l’estimation des paramétres par maximum de vraisemblance pénalisée pour
les termes d’effets fixes et les termes d’effets aléatoires, en utilisant des pénalités
de type LASSO adaptatif pour les paramétres 3 et «. Dans un cadre de modéle
mixte classique, les auteurs considérent des structures de covariances diverses et
non nécessairement diagonales. Notre approche est semblable a celle proposée par
Bondell et al. (2010), considérée dans un cadre plus restreint car notre modélisation
mixte fonctionnelle (4.10) conduit a des structures de variances diagonales dans le
domaine des ondelettes. Néanmoins, notre approche est différente sur certains points
pour lesquels nous émettons des réserves.

Dans un premier temps, le calcul de I’espérance conditionnellement aux données
dérivé par Bondell et al. (2010) ne prend pas en compte le terme de trace associé a la
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variance des effets aléatoires conditionnellement aux données. Ce terme correspond
au terme de trace dans I'expression (8.14) qui, contrairement & ce qui est affirmé
par les auteurs en page 1071 de leur article, dépend explicitement des paramétres
du vecteur ~y, situés sur la diagonale de la matrice Gy.

Dans un deuxiéme temps, au cours de I'é¢tape M de l'algorithme, Bondell et al.
(2010) proposent d’adopter une approche globale pour I'optimisation de I’espérance
conditionnelle de la vraisemblance par rapport aux paramétres 3 et -, c’est-a-dire,
d’optimiser de maniére simultanée par rapport a ces deux types de parameétres. Cette
stratégie a I’avantage d’explorer I’ensemble des modéles possibles de maniére exhaus-
tive en optimisant selon deux "directions" simultanément. Ainsi, dans 'optique de
se ramener & un probléme d’optimisation connu, Bondell et al. (2010) transforment
leur probléme d’optimisation, par une réécriture matricielle de leur critére d’optimi-
sation, en un probléme de la forme :

g[8t B*
arg min — B A|B|+B|B8 (8.17)
P Y ¥ ¥
t.q.  BT>0;8 >0;v>0,

ol B et B~ sont respectivement les parties positives et négatives du vecteur de
paramétres B et la matrice A est une matrice carrée de taille 3M x 3M. Nous ne
détaillons pas explicitement les expressions de la matrice A et du vecteur B dans
un souci de lisibilité mais le lecteur peut en trouver une description détaillée dans
les ressources complémentaires de I'article, accessibles librement en ligne. Pour que
ce probléme d’optimisation entre dans la classe des problémes convexes, il faut et il
suffit que la matrice A soit définie positive. On peut vérifier que la matrice A, telle
que définie par Bondell et al. (2010), ne I’est pas en général et cette question n’est
pas abordée par les auteurs. Par contre, ceux-ci utilisent, au sein de leur code de
calcul !, une méthode de régularisation (de Tikhonov) en ajoutant un terme positif
sur la diagonale de la matrice A dans une optique de régularisation numérique
des solutions. Nous affirmons pour notre part que ce phénoméne est di a la non
convexité de la fonction objectif considérée. Sur I’exemple proposé par les auteurs
dans la documentation de leur code de calcul, en 6tant le terme de régularisation au
sein de leur optimisation, leur procédure n’est plus & méme de fonctionner en raison
de la présence de valeurs propres négatives.

La stratégie proposée par Bondell et al. (2010) présente néanmoins ’avantage
d’étre développée pour des structures de covariances des effets aléatoires diverses et
potentiellement non-diagonales dans le cadre des modéles mixtes non fonctionnels.
Une perspective intéressante serait d’adapter notre stratégie du cadre fonctionnel
au cadre des modéles mixtes non fonctionnels. Cette problématique ne rentre pas

1. disponible librement a l’adresse : http://www4.stat.ncsu.edu/"bondell/Software/
PenlLME/
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dans le contexte de ce travail de thése mais peut étre intéressante d’un point de vue
pratique, pour la sélection d’effets fixes et aléatoires au sein des modéles mixtes.

Au cours de ce chapitre, nous nous sommes concentrés sur la problématique de
sélection des effets fixes et des variances des effets aléatoires dans les modéles mixtes
fonctionnels et avons démontré que la résolution du critére de vraisemblance péna-
lisé (8.2) conduit a des estimateurs possédant la propriété d’oracle dans un cadre de
double asymptotique quand M et N tendent vers U'infini avec M < N et M?®/N — 0.
Etant donné que nous nous placons dans un contexte fonctionnel, la prochaine étape
serait alors de s’intéresser aux propriétés de reconstruction de ’estimateur fonction-
nel de l'effet fixe et plus particuliérement a sa vitesse de convergence vers la vraie
fonction. Ce point représente une perspective de ce travail, la difficulté résidant
ici dans le fait que nous ne disposons pas d’expression explicite de I'estimateur i,
celui-ci étant uniquement défini comme solution d’'un probléme de vraisemblance
pénalisée.

Remarquons enfin que, de la méme maniére que dans le Chapitre 7, un prédic-
teur des effets aléatoires aléatoires peut étre défini par (7.14), possédant les mémes
propriétés de non linéarité en les données, nécessaire a une potentielle bonne vitesse
de convergence de I'estimateur de I'effet fixe fonctionnel.



Chapitre 9

Simulations

Nous proposons dans ce chapitre une étude de simulation permettant d’évaluer
les comportements et limites des approches marginale et mixte (présentées respecti-
vement aux Chapitres 7 et 8) vis-a-vis des problématiques d’estimation et de sélec-
tion au sein des modéles mixtes fonctionnels. Les deux approches sont étudiées dans
un premier temps sur des jeux de données présentant des configurations de parcimo-
nie spécifiques dans le but d’évaluer leur comportement vis-a-vis des effets fixes et
aléatoires en distinguant les influences de ces derniers. Les deux approches, ainsi que
le seuillage homoscédastique usuel sont ensuite comparés sur des données simulées
de maniére réaliste afin de mettre en évidence ’apport des méthodes itératives sur
la sélection et ’estimation au sein des modéles mixtes fonctionnels.

Nous cherchons, tout au long de ce chapitre, a produire des jeux de données
simulés possédant des propriétés spécifiques aux modéles étudiés dans cette partie
du manuscrit, a savoir :

e une représentation parcimonieuse de l'effet fixe fonctionnel dans le domaine
des ondelettes,

e une représentation parcimonieuse des effets aléatoires par 'intermédiaire d’un
vecteur des variances associées aux effets aléatoires parcimonieux.

9.1 Approche marginale et seuillage hétéroscédas-
tique

Notre objectif pour cette approche est de comparer, dans un premier temps,

les performances du seuillage hétéroscédastique proposé au Chapitre 7 a celle du

seuillage homoscédastique usuel, vis-a-vis de la reconstruction de 'effet fixe fonc-
tionnel.

147
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9.1.1 Construction de jeux de données simulées

La construction de jeux de données répondant aux objectifs de parcimonie re-
cherchés passe en premier lieu par la définition d’effets fixes : nous choisissons les
fonctions Blocks, Bumps, Heavisine et Doppler, introduites initialement par Do-
noho et Johnstone (1994), afin de considérer plusieurs régularités d’effet fixe. Ces
effets fixes ont une représentation naturellement parcimonieuse dans le domaine des
ondelettes.

Les effets aléatoires sont ensuite simulés dans le domaine des ondelettes et né-
cessitent de définir au préalable une structure d’effets aléatoires, c’est-a-dire, un
ensemble de positions (j,k) € A auxquelles correspond une variance non-nulle des
effets aléatoires ; cet ensemble sera noté AT. Nous choisissons de nous concentrer sur
deux structures particuliéres :

Configuration A - les effets aléatoires s’exercent sur les coefficients nuls de 'effet
fixe,

Configuration B - les effets aléatoires s’exercent sur les coefficients non-nuls de
leffet fixe,

De telles structures ne correspondent pas a des jeux de données réalistes, pour
lesquels ces deux configurations particuliéres sont mélangées, mais permettent de
traiter séparément la parcimonie associée aux coefficients de V'effet fixe (5;1)

de celle associée aux effets aléatoires (o ;i)

(4,k)EA
(4,k)eA"

Sur coefficients nuls Sur coefficients non-nuls

X X

1

: eijk

1

Seuil homoscédastique

1 :
N Bik Bik
! :

FIGURE 9.1 — Schéma simplifié comparant les seuillages homoscédastique et hétéros-
cédastique dans les configurations A et B et en présence ou non d’effets aléatoires.

Ainsi, comme illustré en Figure 9.1 et sans tenir compte du probléme d’estima-
tion des variances, si le coefficient associé a l'effet fixe est nul, le fait d’utiliser un
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seuillage hétéroscédastique, qui est, par définition, plus grand qu’un seuillage ho-
moscédastique, aura pour effet de diminuer le nombre de coefficients sélectionnés a
tort (faux positifs). A contrario, pour un coefficient 5;;, non-nul, notre procédure
peut conduire a I'obtention d’un nombre plus élevé de coefficients seuillés a tort
(faux négatifs)

Les niveaux de bruit et de variabilité individuelle sont ensuite controlés par I'in-
termédiaire du rapport signal sur bruit (SNR) et du paramétre 7, controlant le
ratio entre l'intensité du bruit de mesure et de la variabilité individuelle. Le SNR
est défini par (6.1), de méme qu’en Partie I, tandis que la définition du paramétre
Ty est adaptée afin de prendre en compte la parcimonie et I’hétérogénéité des ef-
fets aléatoires. Nous définissons pour cela la quantité vipp représentant un niveau
référent de variabilité individuelle et la contribution de la variance des effets aléa-
toires est alors définie en sommant uniquement sur les positions correspondant a des
variabilités non nulles des effets aléatoires. Ainsi, 7 est défini par :

2
Mo,

VRER DG k)en? 2=

(9.1)

TU

Les variances fy]?k sont alors simulées & partir de Y3y selon une loi Gamma comme
suit :
2 2 o ¥
Yir ~ T(rer, 2) st (4, k) € A].

Les valeurs des quantités (u, A7, 7, SNR) nous permettent alors d’en déduire
des valeurs pour les paramétres (o, 3,7, 02). Les jeux de données synthétiques sont
ensuite construits dans le domaine des coefficients en ajoutant au coefficient de I’effet
fixe Bk, selon la configuration (A ou B) adoptée, une réalisation de loi gaussienne
de variance 2‘j’7fy]2k pour la contribution de 'effet individuel et de variance o2 pour
la contribution de ’erreur, pour tout (j, k) € A.

Dans cette étude, le nombre d’individus est fixé & N = 100 et le nombre de
pas de discrétisations & M = 64. Le paramétre n est quant a lui fixé a 1.5. Quatre
types d’effets fixes sont considérés, basés sur les fonctions Blocks, Bumps, Heavisine
et Doppler. Le paramétre SNR varie dans une plage de valeurs (1,3,5,7) et le
paramétre 7 dans (0.1,0.25,1,4). Enfin, pour chaque configuration, 50 jeux de
données sont simulés.

9.1.2 Procédures comparées et indicateurs de performance

Nous comparons sur ces jeux de données simulés les comportements des procé-
dures de seuillage distinguées par les procédures d’estimation des variances. Plus
particuliérement, nous comparons les performances de la procédure de seuillage ho-
moscédastique classique, notée "Homoscédastique" par la suite, basée sur un esti-
mateur de type MAD de la variabilité, a celle de procédures hétéroscédastiques. Les



150 CHAPITRE 9. SIMULATIONS

différentes procédures hétéroscédastiques correspondent aux différentes stratégies
d’estimation de variances proposées en Section 7.6 : une procédure basée sur des es-
timations empiriques, notée "Type Moment", et deux procédures basées sur les tech-
niques de vraisemblance pénalisée, avec une pénalité sur les paramétres (O’@Jk)(j’k) A

notée "PEN.Var", ou sur les paramétres (ﬁk)(j e notée "PEN.Gamma".

Dans un cadre d’estimation non-paramétrique par ondelettes, nous nous concen-
trons principalement sur la précision d’estimation de l'effet fixe fonctionnel recons-
truit et des paramétres de variances o. Nous utilisons comme critére de comparaison
les écarts quadratiques moyens (EQM) relatifs définis par :

12— ol

EQM, =
f 14013

, et EQM, = , (9.2)

ou p, oo et sont les vecteurs contenant les vrais paramétres d’effet fixe fonctionnel
et des variances globales associées a chaque position. Le vecteur p est effet fixe
fonctionnel reconstruit a ’aide de la transformée en ondelettes inverse appliquée au

vecteur estimé (3.

Afin de préciser les résultats d’estimation des variances, des résultats de sélection
de variables sont présentés pour les paramétres de variances. Rappelons néanmoins
qu’on ne s’attend pas a ce que les procédures pénalisées proposées soient consistantes
en terme de sélection de variables puisqu’elles sont basées sur une pénalité de type
LASSO. Nous considérons comme vrai positif (TP - True Positive) une position
sélectionnée par la procédure et dont la vraie valeur est non-nulle, comme faux
positif (FP - False Positive), une position sélectionnée alors que le vrai paramétre
est nul. De méme, les vrais négatifs (TN - True Negative) et les faux négatifs (FN -
False Negative) représentent les positions non sélectionnées par la procédure et dont
les vraies valeurs sont respectivement vraiment nulles ou au contraire non-nulles.
Les critéres de sélection de variances considérés sont alors :

1 1oL s , . . TP . , sz
e La sensibilité, définie comme le ratio TprN dui représente la capacité de la
procédure a retrouver les vrais non-nuls.

, . A , . . TN . , sz
e La spécificité, définie par le ratio 77 7p, qui représente la capacité de la pro-
cédure a retrouver les vrais positions nulles
N o, .. , . . TP ,
e Le critéere PPV (Positive Predictive Value), défini par le ratio ThiFp lepré-

sente le nombre de variables correctement sélectionnées parmi I’ensemble des
positions sélectionnées.

e Le critére NPV (Negative Predictive Value), défini comme le ratio 55y est le
nombre de variables non sélectionnées a raison parmi I’ensemble des positions
non sélectionnées.

Ces critéres varient tous entre 0 et 1 ot 1 représente la valeur a atteindre pour une
sélection parfaite.



9.1. APPROCHE MARGINALE ET SEUILLAGE HETEROSCEDASTIQUE 151

9.1.3 Reésultats
Usage de ’estimateur MAD en présence de répétitions

Nous faisons a ce stade une premiére conclusion préliminaire concernant les stra-
tégies de seuillage homoscédastique en présence de répétitions. En effet, les travaux
d’Amato et Sapatinas (2005) nous apprennent que la maniére la plus adaptée de
retrouver l'effet fixe dans un cadre de répétitions individuelles est de réaliser un
seuillage sur la moyenne des coefficients (d_l)lz1 n avec une variance divisée par
un facteur N~'. En revanche, le probléme de I’estimation du paramétre de variance,
nécessaire au seuillage n’est pas traité par Amato et Sapatinas (2005). Or, dés l'ins-
tant ol I'on utilise une stratégie de type plug-in, les solutions sont multiples. Nous
avons choisi de comparer deux stratégies concurrentes : une premiére ou le MAD est
calculé sur le signal moyen, correspondant a 63, (d;) et une deuxiéme, ot les MAD
sont déterminés individu par individu, I’estimateur global étant ensuite la moyenne
de ces estimateurs individuels, soit 03, (d;). A priori, aucune stratégie ne semble
étre a privilégier.

Sur simulations réalisées dans un contexte d’absence d’effets aléatoires, nous
avons pu constater qu'un estimateur de la forme 6%;,(d;) conduit a I'obtention
d’estimateurs de la variance moins biaisés en moyenne et plus précis. De plus, on
peut observer que cet estimateur permet une nette diminution de ’erreur de recons-
truction de 'effet fixe, particuliérement pour les fonctions Blocks et Bumps, comme
représenté sur la Figure 9.2. Nous avons donc adopté cette stratégie d’estimation au
cours des simulations effectuées dans cette partie.

Résultats de reconstruction pour le seuillage hétéroscédastique

Les résultats concernant les précisions de reconstruction de I'effet fixe fonctionnel
et d’estimation des variances sont présentés respectivement en Figure 9.3 et 9.4.
Des exemples de reconstruction de 'effet fixe fonctionnel sont aussi représentés en
Figure 9.5 pour les 4 types d’effets fixes étudiés et pour les deux configurations
d’effets aléatoires proposées. [’observation de ces graphes nous conduit a plusieurs
conclusions.

e Le seuillage hétéroscédastique conduit & une meilleure reconstruction de I'effet
fixe quand les effets aléatoires s’exercent sur les coefficients nuls de 'effet fixe
(configuration A). Cette conclusion concerne plus particuliérement le seuillage
hétéroscédastique basé sur des estimateurs des variances de type moment et
elle est illustrée en Figure 9.3. Les méthodes pénalisées présentent, quant a
elles, un comportement similaire a celui du seuillage homoscédastique clas-
sique en termes de reconstruction de 'effet fixe dans la configuration A. A
I'inverse, lorsque les effets aléatoires s’exercent sur les coefficients non-nuls de
effet fixe (configuration B), la méthode homoscédastique classique montre
alors de meilleures performances pour la reconstruction de l'effet fixe, ce qui
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FIGURE 9.2 — Ecarts quadratiques moyens obtenus pour estimation de la variance
basée sur le MAD des coefficients au niveau le plus fin dans un contexte de régression

sans

effets aléatoires. Deux stratégies sont comparées : une premiére ou le MAD est

calculé sur le signal moyen, noté MAD(mean), et une deuziéme consistant a prendre
la moyenne des MAD individuels, notée mean(MAD). Sur chaque graphe, l'aze des

abscisses correspond auz différentes valeur de SNR et 'ordonnée donne la valeur de
I'EQM.

est cohérent avec le fait que la présence de bruit sur les coefficients non-nuls
entraine une augmentation du nombre de faux négatifs pour les procédures
hétéroscédastiques.

Parmi les stratégies de seuillage hétéroscédastique, le choix de la méthode
d’estimation des paramétres de variances est important car elle influence les
résultats de reconstruction de l'effet fixe. Nous pouvons constater en Figure
9.4-(a) que la méthode a privilégier dans ce contexte est la méthode de type
moment conduisant a une estimation robuste des variances. Le terme de robus-
tesse est employé ici dans le sens ou cette méthode conduit & une précision des
estimateurs des variances peu dépendantes du niveau de variabilité général.
A Tinverse, la précision des stratégies pénalisées dépend fortement de leur ca-
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pacité a détecter les positions ot s’exercent les effets aléatoires. L’observation
des Figures 9.4-(a) et 9.4-(b) nous montre que les méthodes pénalisées sont
peu performantes dans la sélection des positions non-nulles, particuliérement
lorsque la variabilité des effets aléatoires diminue, entrainant de ce fait, des
écarts quadratiques plus importants. Ce comportement en terme de sélection
est plutot attendu car lorsque le niveau de variabilité diminue, les paramétres
deviennent proches de zéro numériquement rendant la sélection plus difficile.
Néanmoins, nous constaterons au cours des simulations sur 'approche jointe
que la sélection peut étre améliorée en considérant une stratégie itérative. Nous
en déduisons que ce manque d’adaptation a la parcimonie des parameétres est
en grande partie lié¢ a la contrainte d’'une procédure se déroulant en une seule
étape et a la non-consistance des procédures étudiées. Enfin, notons que comme
déclaré en Section 7.6.2, la procédure basée sur une pénalisation des variances
ag,jk conduit, numériquement, a des résultats présentant de meilleurs EQM.
e Enfin, une conclusion importante ici concerne le seuillage hétéroscédastique
basé sur une estimation empirique des variances a partir des répétitions in-
dividuelles. Nous pouvons observer en Figure 9.3 et en Figure 9.5 que cette
procédure conduit a une réelle amélioration de I’effet fixe reconstruit dans le cas
d’effets aléatoires placés sur des positions nulles (configuration A). Contraire-
ment aux autres procédures basées sur un estimateur MAD du bruit de mesure,
cette procédure se base sur une estimation de la variance globale calculée a par-
tir des répétitions individuelles. Cette stratégie a pour effet de conduire a des
seuils mieux adaptés au signal sous-jacent en utilisant sur certaines positions
un seuil inférieur (contrairement aux procédures basée sur estimateur MAD).
Ce phénoméne est illustré en Figure 9.6 ol un exemple comparatif entre les
seuillages hétéroscédastiques et le seuillage usuel est représenté pour un ef-
fet fixe de type Blocks. Ceci est dii a la nature méme de I'estimateur MAD
classiquement utilisé qui est calculé a partir des coefficients du niveau de dé-
composition le plus fin d’'un méme signal : en effet, I’hypothése sous-jacente
est alors que le dernier niveau de résolution est essentiellement constitué de
bruit. Or, comme avancé par Donoho et Johnstone (1998), certains coefficients
contiennent une part non négligeable de signal a ce niveau de résolution, don-
nant un estimateur de la variance du bruit systématiquement biaisé. Ceci est
particuliérement vrai pour les signaux exhibant des discontinuités car ces der-
niéres entrainent la présence de grands coefficients & tous niveaux de résolution
localisés autour des discontinuités. Ce phénoméne est vrai dans notre contexte
et est illustré en Table 9.1, ou nous comparons le biais de I'estimateur MAD
pour les signaux de type Blocks, contenant de nombreuses discontinuités, et
les signaux Doppler qui en présentent peu. On constate que pour l'effet fixe
Blocks, le biais moyen observé pour l'estimateur MAD, calculé par signal,
est nettement supérieur a celui de I'estimateur empirique, calculé a partir des
répétitions individuelles. Pour un effet fixe de type Doppler ne montrant pas
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H Estimateur MAD ‘ Estimateur de type moment H

Blocks | SNR — 1| 0.0730 (1.5740) 0.0019 (0.1063)
SNR — 5| 0.6313 (3.5078) 0.0118 (0.0074)

Doppler | SNR — 1 || -0.0032 (0.0133) 0.0082 (0.0045)
SNR — 5 || 0.0070 (3.8 x 10~ %) 0.0018 (1.4 x 10~%)

TABLE 9.1 — Biais moyens observés relatifs pour ’estimateur de type MAD usuel
et Uestimateur des variances empiriques (7.8) sur 50 répétitions. Le paramétre T
est fixé a 4, le paramétre SNR prend les valeurs 1 et 5 et deux effets fixes sont
considérés Blocks et Doppler. Les résultats présentés concernent la configuration A
d’effets aléatoires.

de discontinuités, on observe que la différence entre les deux estimateurs est
bien moins significative. Donoho et Johnstone (1998) vont méme plus loin en
affirmant que la probabilité pour 'estimateur MAD de surestimer le vrai pa-
ramétre de variances augmente avec la taille de signal M, signifiant qu’on ne
peut a priori pas espérer un meilleur comportement en augmentant la taille
des signaux. De ce fait, en présence de répétitions individuelles et tout parti-
culiéerement pour des signaux présentant de fortes discontinuités, 'utilisation
d’estimateurs des variances tirant parti des répétitions semble plus adaptée et
permet d’améliorer les performances de reconstruction.

Finalement, nous avons exploré les performances comparées des méthodes homos-
cédastique et hétéroscédastique en fonction de la configuration des effets aléatoires
et au vu de la reconstruction de l'effet fixe fonctionnel. Au sein des méthodes hé-
téroscédastiques et en présence de répétitions, la méthode basée sur une estimation
empirique des variances, comparable numériquement au seuillage homoscédastique
classique, montre un comportement relativement stable et meilleur que les stratégies
pénalisées dans un cadre de procédures non-itératives.

9.2 Approche jointe et sélection de variables

Nous nous consacrons a présent a 1’évaluation des performances de I'approche
jointe décrite au Chapitre 8. Cette approche est regardée principalement vis-a-vis
de ses performances de sélection des effets fixes et aléatoires, objectif principal dans
lequel cette stratégie a été développée.
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FIGURE 9.3 — EQM - Résultats de simulations concernant la précision de la procédure
de seuillage de [effet fixe en fonction de la procédure d’estimation de variances
considérée, pour des effets aléatoires placés sur les coefficients nuls ou non-nuls et
pour les 4 types de fonctions étudiées : Blocks, Bumps, Heavisine et Doppler. Les
résultats sont représentés pour 7y = 0.1 et 7y = 1. Au sein de chaque graphe, chaque
courbe représente une méthode et varie en abscisse par rapport au parameétre SNR.



156 CHAPITRE 9. SIMULATIONS

Effet aléatoire sur Beta nuls Effet aléatoire sur Beta non—nuls
SNR =1 SNR =5 SNR=1 SNR =5
- —— Type Moment 1 —— Type Moment
el --- PEN.Var el --- PEN.Var
9o | PEN.Gamma A m— = ] e PEN.Gamma
i P B
2 e~ <2 ,‘\‘ N e e e == -
o] T T m==aao o~ Il
s 7 ] s 7 bl |
DiH T T TT T T 07\\ T T TT T T
01 1 4 01 1 a4 0.1 1 4 01 1 4
e 1 ______C 4] 7
p S bR
| 4 |
w3 . -
EE ; EE A
ERE ‘ bR -7
0] emmmmmmmmm @ P
S~ L= R AP Y Y -
DiH T T TT T T 07\\ T T TT T T
01 1 4 01 1 4 01 1 4 01 1 4
= | = |
3 3
2, B
go’\__~— ,-—‘~-____- S
83 Teeel R B \
o b PR L 1
B g -—q
o -
o1 1 s 01 1 s o 1 s 01 1 s
= | |
) ©
53 B
S | S < |0 \
83 ———— el 4N Ve
o Tee—a Seeall o~ e S - - e oo |
] g -
o o
(a) EQM observés des estimateurs des variances
Blocks Bumps Heavisine Doppler
“x -~ A-PEN.Var ==
\ A-PEN.Gamma % "~
2> X -= B-PEN.Var N ..
2. N B-PEN.Gamma BN N
@S . x : N
5 o \ X~
L Y s-
R 1 I I VSN
] £---on e Sgimimm
01 1 a 01 1 a 0.1 1
. E—————— e - e
2
i}
g°
g
2]
DiH T T TT T T TT T T TT T T
01 1 a4 01 1 a4 01 1 4 01 1 4
- e -;;-___—-__‘,'__‘ ~ ~ e IR S =T TITOITTINIR
\ T
Sleg
\ S -
z 2 \
a \
\
R T
° T ——4
o1 1 s o1 1 s oo 1 s o1 1 .
~ qx =3 _
o T o ‘s‘._
e M e e + Py ~ % -}f____\__
- o N e -cd
I e | LT Mememo
o]

FIGURE 9.4 — (a) - Résultats de simulations concernant la précision des procédures
d’estimation de variances, pour des effets aléatoires placés sur les coefficients nuls
ou non-nuls et pour les 4 types de fonctions étudiées : Blocks, Bumps, Heavisine
et Doppler. Les résultats sont représentés pour deur valeurs de SNR (1 et 5). Au
sein de chaque graphe, chaque courbe représente une méthode et varie en abscisse
par rapport au parameétre 1y, (b) - Résultats de sélection de variances pour SNR
=& (les comportements en terme de sélection de variables restent sensiblement les
mémes pour d’autres valeurs de SNR).
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FIGURE 9.5 — Ezemple de reconstruction de ’effet fize seuillé pour SNR=1 et 7 = 0.1
et pour les deux configurations d’effets aléatoires. L’effet fixe original est représenté
en noir, la reconstruction de l’effet fire seuillé grice a la procédure Pen.Var en
orange, celle de ’effet fixe seuillé grace a une procédure SCAD basée sur ’estimateur
MAD en rose et celle reconstruite grice a des estimations empiriques des variances
en bleu. Les exemples présentés correspondent, pour chaque configuration, au jeu de
données associé a ’EQM médian pour la reconstruction de l’effet fixe par la procédure
notée "Type Moment".
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FIGURE 9.6 — Ezemple de seuillage homoscédastique et hétéroscédastique pour
SNR=1, 7 = 0.1, pour les deuz configurations d’effets aléatoires et deux types de
seuillage hétéroscédastique (variance empirique et avec pénalité sur la variance).
Sur chaque graphe, le seuil homoscédastique usuel est représenté en rouge tandis que
les seuils a chaque position sont représentés par des points roses. Les coefficients
associés au signal moyen sont en bleu et sont seuillés par les seuillages homoscédas-
tique ou hétéroscédastique s’ils se situent respectivement en dessous du seuil constant
en rouge ou du point représenté en rose.
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9.2.1 Données considérées et procédures testées
Données synthétiques pour la sélection

Nous nous basons dans un premier temps sur les jeux de données synthétiques
décrits en Section 9.1.1 car ceux-ci posséde ’avantage de séparer la parcimonie des
effets fixes de celle des effets aléatoires, nous permettant dans ce cadre de mieux
appréhender le comportement de notre procédure basée sur une approche jointe des
modéles mixtes, vis-a-vis de la sélection des effets fixes et aléatoires séparément. Ici
encore, la configuration A est destinée & conduire a de meilleures performances en
terme de sélection des effets fixes et aléatoires. En effet, 'estimateur (8.13) des effets
fixes dans "approche jointe s’apparente a un seuillage SCAD usuel des coefficients
corrigés des prédictions des effets aléatoires. Ainsi, dans la configuration A et en fai-
sant abstraction de la problématique de sélection des variances des effets aléatoires,
le seuillage est plus fort sur les coefficients nuls conduisant a ’obtention de moins
de coefficients sélectionnés a tort (faux positifs) tandis que dans la configuration B,
le contraire est valable, & savoir, un seuillage moins important sur les coefficients
effectivement nuls, qui ne sont pas touchés par les effets aléatoires, pouvant conduire
alors a 'obtention de plus de faux positifs. Par ailleurs, l'estimateur (8.16) des va-
riances des effets aléatoires se raméne aussi & un seuillage des données, corrigées
des prédictions des effets fixes, et devrait conduire de ce fait & un comportement, la
encore, meilleur dans la configuration A par les mémes arguments.

Stratégies étudiées

Nous appliquons a ces jeux de données notre procédure de sélection basée sur une
double pénalisation de la vraisemblance du modéle par rapport aux effets fixes et
aléatoires. Un des points central de I’ajustement du modéle réside dans le choix des
paramétres de régularisation A\, et As. Ainsi, nous proposons une premiére stratégie
durant laquelle, ces deux paramétres sont fixés au moyen d’un critére de type BIC
comme défini en Section 8.3.2. Les paramétres (Aj, Ay) parcourent une double grille
suivant une échelle logarithmique, le couple étant ensuite fixé a la valeur minimisant
le critére BIC. Cette procédure peut se révéler coiiteuse d’un point de vue numé-
rique car elle nécessite un grand nombre d’appel a I'algorithme EM (de l'ordre de
la centaine suivant le pas de grille choisi), dont un seul appel est déja relativement
cotteux. Afin de limiter ce cotlit, nous en proposons une variante consistant a rem-
placer le paramétre \; par le seuil universel homoscédastique égal a ayﬂ /2log M/N,
dépendant de Ditération courante [h] de Palgorithme. Cela peut se justifier par le
fait que le paramétre \; correspond a la sélection d’effets fixes et est donc lié & un
probléme d’estimation d’une fonction p observée dans un bruit. On est donc, pour
ce paramétre, dans un cadre similaire a celui développé par Donoho et Johnstone
(1994). Pour le paramétre \g, lié & une problématique de sélection de variances, nous
choisissons de conserver la grille logarithmique telle que définie précédemment. Cette
stratégie sera par la suite appelée "Minimax" tandis que la procédure basée sur une
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optimisation selon une double grille sera notée "BIC". Nous proposons en outre une
version relaxée de ces deux procédures, comme décrit en Section 3.3.2 (Meinshausen
2007), dans un but de stabilisation de I'estimation des paramétres du modéle. Ces
deux derniéres seront notées respectivement "BIC.relaxe" et "Minimax.relaxe".

Enfin, nous utilisons comme critére d’évaluation ceux utilisés pour ’approche
marginale (cf. Section 9.1.2) concernant les performances de sélection et de précision
des estimateurs.

9.2.2 Résultats

Nous donnons a présent les résultats obtenus sur les données simulées. Les ré-
sultats principaux sont donnés au vu de 'objectif de sélection des effets fixes d’une
part et des effets aléatoires d’autre part.

Sélection des effets fixes

Les résultats de sélection concernant la sélection des effets fixes sont présentés en
Figure 9.7 ol sont représentés pour les 4 types d’effets fixes, les critéres de sensibilité,
de spécificité ainsi que les critéres PPV et NPV. Les graphiques correspondent & une
valeur 7y fixée a 0.1 et nous signalons que les conclusions restent les mémes dans le
cas d’effets aléatoires plus modérés. En Figure 9.8, nous avons représenté les écarts
quadratiques moyens obtenus pour la reconstruction de I’effet fixe fonctionnel pour
les 4 types d’effets fixes considérés et plusieurs intensités d’effets aléatoires.

e La configuration A, ou les effets aléatoires sont placés sur les positions nulles
des effets fixes, favorise bien la sélection puisqu’on observe de meilleures per-
formances générales de sélection pour ’ensemble des procédures considérées
(cf Figure 9.7). Une exception est a faire concernant la procédure BIC qui
présente un comportement moins bon en terme de spécificité, c’est-a-dire dans
sa capacité a retrouver les positions nulles. Cependant, cette procédure est la
plus instable car elle nécessite 1’ajustement de deux hyperparameétres et on
peut observer que la version relaxée de cette derniére permet de stabiliser la
sélection.

e Dans la configuration B, désavantageuse quant a la sélection des effets fixes,
I'utilisation d’un seuil basé sur le seuil minimax pour le choix du paramétre \;
conduit les procédures "Minimax" et "Minimax.relaxe" & ne pas distinguer la
présence d’effets fixes sur les coefficients non nuls dans le cas d’une variabilité
élevée. En effet, dans ce contexte, on observe pour ces deux procédures des
sensibilité et des valeurs de NPV proches de zéro signifiant que trés peu de
coefficients sont sélectionnés. Ce phénomeéne s’observe notamment du point de
vue de la sélection des variances des effets aléatoires qui, au contraire, se réveéle
performante dans ce cas particulier (détaillée au paragraphe sur la sélection des
variances). De plus, dans la configuration B, on observe aussi que la procédure
BIC a tendance a contrario a sélectionner beaucoup de coefficients conduisant
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a de faibles valeurs de spécificité et de PPV, confortant I'idée d’instabilité de
la procédure BIC.

e Bien que n’étant pas ’objectif premier des procédures présentées au Chapitre
8, nous pouvons observer en Figure 9.8 que les écarts quadratiques moyens
associés a la reconstruction de 'effet fixe fonctionnel restent dans des gammes
de valeurs faibles, comparables & celle obtenues pour le seuillage hétéroscé-
dastique associé a une estimation des variances de type moment, présenté au
Chapitre 7 et ceci reste valable pour les deux configurations particuliéres étu-
diées et ’ensemble des procédures testées. Ce résultat est encourageant et nous
incite a nous intéresser, dans une perspective de ce travail, aux propriétés de
reconstruction de l'estimateur de l'effet fixe fonctionnel en terme de risque
quadratique.

Sélection des variances des effets aléatoires

Les résultats de sélection concernant la sélection des variances des effets aléatoires
sont présentés de maniére similaire. En Figure 9.9, les critéres de sensibilité, de
spécificité ainsi que les critéres PPV et NPV sont représentés pour les 4 types d’effets
fixes. Les graphiques correspondent & une valeur de SNR fixée & 1 mais les conclusions
restent aussi les mémes dans le cas de paramétres SNR plus élevés.

e On observe en premier lieu en Figure 9.9 que, dans les deux configurations,
les performances de sélection de variances sont influencées par le niveau d’ef-
fets aléatoires présents et deviennent meilleures lorsque le niveau d’effets in-
dividuels est fort : en effet, dans ce cas, la discrimination entre les positions
affectées par un effet aléatoire et celles qui ne le sont pas est alors facilitée.

e De plus, entre les différentes procédures, la différence de comportement se situe
ici entre les méthodes relaxées et les non relaxées. Cela nous conduit & conclure
que 'étape de réestimation revét une importance particuliére pour la sélection
des variances associées aux effets aléatoires. Ceci est particuliérement vrai dans
la configuration B, désavantageuse pour la sélection, ot pour des forts niveaux
d’effets aléatoires, les méthodes non relaxées réalisent peu de sélection (c’est-
a~dire, sélectionnent plus de positions que nécessaire), se traduisant alors par
des valeurs de spécificité et de PPV proches de zéro. Ceci est illustré en Figure
9.10 présentant un exemple d’estimation des variances pour la configuration
B avec un fort niveau d’effets individuels entre les méthodes "Minimax" et
"Minimax.relaxe". La présence de forts effets aléatoires est pourtant sensée
conduire & une sélection facilitée et ce phénoméne nous conduit donc & préférer
'utilisation de méthodes relaxées pour la sélection/estimation des variances
associées aux effets aléatoires.
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Temps de calcul associés aux procédures de sélection

Les temps de calcul associés aux procédures basées sur 'algorithme EM sont
aussi & prendre en compte : en effet, la procédure de seuillage hétéroscédastique
basée sur une estimation des variances de type moment ne nécessite pas de puissance
de calcul particuliére et le résultat est obtenu de maniére immeédiate. Ce n’est pas
le cas pour les procédures décrites dans cette section, qui sont, d’une part, basée
sur une optimisation au moyen d’un algorithme itératif et d’autre part, nécessitent
le réglage d’hyperparamétres, notamment pour la procédure BIC ou 'on doit fixer
les deux paramétres de régularisation A; et \o. Nous présentons en Table 9.2 les
temps de calcul moyens obtenus pour les procédures de sélection BIC et Minimax
pour les deux configurations particuliéres étudiées et différentes valeurs de SNR, 7,
et d’effet fixe. Les temps de calcul associés aux méthodes relaxées sont comparables
a leur version non relaxées car ’étape de réestimation posséde un cotit numérique
négligeable devant celui des procédures itératives complétes.

Nous constatons sur cette table que les procédures de sélection Minimax ou le
paramétre \; est préalablement fixé permettant un vrai gain en terme de temps
de calcul. Un deuxiéme comportement particulier peut étre mis en avant : dans la
configuration A, la diminution du niveau de variabilité globale par le biais de SNR et
Ty conduit & des temps de calcul plus importants, tandis que dans la configuration
B, la baisse du niveau d’effets aléatoires entraine une diminution du temps de calcul.
Ce type de phénoméne est cohérent avec les conclusions réalisées quant a la sélection
des variances associées aux effets aléatoires, on peut donc penser que la difficulté de
sélection /estimation des variances associées aux effets aléatoires influence fortement
le cotit numérique global de la procédure.

Au terme de cette premiére étude concernant les procédures de sélection des effets
fixes et aléatoires basées sur une approche jointe des modéles mixtes, deux conclu-
sions principales peuvent étre mises en avant : d’une part, 'utilisation de méthodes
relaxées telles que proposées par Meinshausen (2007) permettent de stabiliser le pro-
cessus de sélection et de ce fait, d’améliorer la précision des estimateurs résultants.
De plus, en offrant un temps de calcul bien inférieur, nous privilégierons 'usage de
la procédure appelée "Minimax.relaxe“ ot I'hyperparamétre associé a 1’estimation
des effets fixes est fixé au seuil universel.

Néanmoins, les configurations simulées dans cette premiére étude sont peu réa-
listes car elles séparent les parcimonies des effets fixes et aléatoires. Nous compare-
rons dans une deuxiéme partie les procédures étudiées selon les approches marginale
et jointe sur des données synthétiques simulées de maniére plus réaliste.
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9.3 Comparaison des approches sur données réa-
listes

Nous avons jusqu’a présent développé deux types d’approches concernant 1’es-
timation au sein des modéles mixtes et cela dans des objectifs différents. La pre-
miére approche décrite au Chapitre 7 se résume a un seuillage hétéroscédastique
des données combiné a une étape d’estimation des variances aux différentes posi-
tions utilisées par une stratégie de type plug-in. L’étude de simulation réalisée sur
cette derniére fait apparaitre de bonnes propriétés de reconstruction de l'effet fixe
fonctionnel lorsque I’estimation des variances est réalisée par une méthode de type
moment, avec 'idée sous-jacente que les stratégies de sélection développées dans ce
cadre sont peu performantes et dégradent de ce fait la reconstruction de 'effet fixe
fonctionnel. A contrario, ’approche développée au Chapitre 8 présentant des pro-
cédures basées sur une double pénalisation de la vraisemblance vis-a-vis des effets
fixes et des variances des effets aléatoires par des pénalités de type SCAD s’attache
plutot aux propriétés de sélection de ces variables. Les simulations réalisées dans ce
sens montrent effectivement de bons comportements de ces procédures en terme de
sélection des effets fixes et aléatoires mais aussi de bons résultats de reconstruction
de Deffet fixe fonctionnel ouvrant la voie & la recherche de propriété de convergence
de I'estimateur fonctionnel associé.

Notre but dans cette section est double : d’une part, les procédures développées
dans cette partie ont été pour l'instant évaluées sur la base de jeux de données syn-
thétiques présentant des structures particuliéres, ol les parcimonies associées aux
effets fixes et aléatoires sont considérées de maniére séparée par le biais des configu-
rations A et B. Ces deux configurations sont mélangées lors de I’étude de données
réelles et notre volonté est alors d’en étudier les implications sur les performances
respectives des procédures développées. Nous souhaitons pour cela construire des
jeux de données synthétiques réalistes et nous entendons par le terme réaliste, des
jeux de données pour lesquels les configurations A et B sont mélangées et pour les-
quels la variabilité des effets aléatoires dans le domaine des coefficients a un sens d’un
point de vue fonctionnel. De plus, nous nous attacherons sur ces nouvelles données
synthétiques a la comparaison des procédures correspondant a I’approche marginale
d’une part et 'approche jointe d’autre part, en terme de sélection de variables et
plus particuliérement en terme de reconstruction de I’effet fixe fonctionnel.

9.3.1 Simulation de données réalistes

Nous adoptons ici un plan de simulation similaire & celui décrit en Section 9.1.1.
L’unique différence réside dans la définition des structures des effets aléatoires dans le
domaine des coefficients, ¢’est-a-dire, dans la définition des positions (j, k) auxquelles
correspondent une variabilité non nulle des effets aléatoires dans le domaine de
ondelettes.
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Pour ce faire, nous nous inspirons d’un travail réalisé par Amato et Sapatinas
(2005), évoqué en Section 7.3, lors duquel les auteurs, dans un contexte de seuillage
des effets fixes au sein de modéles mixtes fonctionnels, proposent une définition
analytique de jeux de données simulant la présence d’effets individuels autour des
fonctions Blocks, Bumps, Heavisine et Doppler de Donoho et Johnstone (1994).
Dans leur approche, Amato et Sapatinas (2005) postulent que I'influence des effets
aléatoires pour des fonctions de type Blocks s’exprime sur la variabilité de la place
et de la hauteur des discontinuités. Pour les fonctions de type Bumps, elle se traduit
par une variabilité de la largeur et de la hauteur des pics, par une variabilité de
la localisation des discontinuités pour les fonctions de type Heavisine et par une
variabilité de la fréquence pour les fonctions de type Doppler.

A partir de la simulations d’effets aléatoires fonctionnels, nous en déduisons une
structure d’effets aléatoires individuels en projetant dans le domaine des ondelettes
les effets aléatoires individuels fonctionnels qui possédent alors une représentation
parcimonieuse. Cela nous permet de repérer pour chaque individu, les positions
auxquelles correspondent des valeurs non nulles d’effets aléatoires. Par une stratégie
d’union sur ces positions, on en déduit alors une structure pour les effets aléa-
toires individuels, ¢’est-a-dire, une liste de couples (7, k) qui correspondront, dans le
domaine des coefficients, aux positions associées a des variances d’effets aléatoires
non-nulles sur les données synthétiques.

En Figure 9.11, nous avons représenté les différents effets fixes ainsi que les écart-
types empiriques des données simulées, estimées a chaque position, pour plusieurs
valeurs de SNR et 7. De plus, en Figure 9.12, nous avons représenté pour chaque
type d’effet fixe, les enveloppes de données pour des exemples de données simulées,
et cela pour plusieurs valeurs de SNR et 7.

9.3.2 Comparaison des approches marginale et jointe

Sur ces jeux de données simulés de maniére réalistes, nous nous attachons a com-
parer les performances des procédures basées sur des approches marginales et jointe
des Chapitres 7 et 8. Nous nous limitons pour cela a la comparaison de 4 procédures
particuliéres : la procédure de seuillage classique notée "Homoscédastique", la pro-
cédure de seuillage hétéroscédastique basée sur une estimation des variances de type
moment, qui présente les performances les plus intéressantes apres les premiéres si-
mulations (cf. Section 9.1). Cette derniére sera notée "Type Moment". Enfin, nous
considérons en outre deux procédures issues de ’approche jointe : les procédures
"BIC.relaxe" et "Minimax.relaxe". Nous choisissons d’utiliser les versions relaxées
des procédures développées car au vu des simulations précédentes (cf Section 9.2),
I’étape de relaxation apporte un véritable bénéfice en terme de stabilisation des
estimations.

Les 4 procédures considérées dans cette Section sont comparées essentiellement
sur les écarts quadratiques moyens associés a la reconstruction de 'effet fixe fonc-



9.3. COMPARAISON DES APPROCHES SUR DONNEES REALISTES 165

tionnel et aux estimations de la variabilité globale & chaque position. Nous nous
intéresserons aussi aux résultats de sélection concernant les effets fixes et aléatoires
basés sur les critéres de sensibilité, de spécificité, PPV et NPV. Les définitions des
critéres utilisés sont donnés en Section 9.1.2. Enfin, nous comparerons les temps de
calcul des diverses procédures mises en compétition.

Résultats

e En Figure 9.13-(b) sont représentées les performances de sélection des variables

du vecteur 3 associées aux effets fixes pour les quatre procédures considérées.
On observe en premier lieu que la sélection des effets fixes de type Heavisine
et Doppler montre une faible sensibilité pour I’ensemble des procédures consi-
dérées. Cela peut étre imputé a la régularité de ces fonctions par rapport
aux signaux Blocks et Bumps, entrainant de ce fait des coefficients s’écrasant
rapidement lorsque le niveau de résolution j augmente. On observe alors en
Figure 9.13-(a), ot sont représentés les écarts quadratiques moyens associés
a lestimation des effets fixes fonctionnels reconstruits, que les performances
d’estimation sont alors dégradées pour les procédures itératives basées sur une
approche jointe dans le cas des effets fixes Heavisine et Doppler. Cela montre
que les performances de sélection ont une influence sur la reconstruction de
I'effet fixe fonctionnel alors que celle-ci est moindre dans le cas des procédures
de seuillage homoscédastique ou hétéroscédastique.
Pour des fonctions réguliéres, dans un objectif d’estimation de I’effet fixe fonc-
tionnel, on est alors conduit a privilégier le seuillage usuel homoscédastique,
basé sur une estimation robuste de la variance, qui présente des performances
équivalentes ou meilleures que les procédures hétéroscédastiques.

e Pour des effets fixes présentant des discontinuités (Blocks et Bumps) et malgré
des spécificités légérement inférieures, les méthodes itératives "BIC.relaxe" et
"Minimax.relaxe" conduisent & de meilleures performances de reconstruction
de l'effet fixe fonctionnel, les rendant préférables dans ce cadre.

e En Figure 9.14-(b) sont représentées les performances de sélection pour les
procédures "BIC.relaxe" et "Minimax.relaxe" offrant une sélection des para-
meétres de variances associés aux effets aléatoires. On observe que les sélections
sont équivalentes pour ces deux procédures tandis que la Table 9.3 montre un
réel gain de temps de calcul pour la procédure "Minimax.relaxe" ot un seul
hyperparamétre est a déterminer. Cela nous conduit alors a privilégier cette
derniére par rapport a la procédure "BIC.relaxe".

En Figure 9.15, nous avons représenté des exemples de reconstruction des effets
fixes fonctionnels Blocks, Bumps, Heavisine et Doppler pour 7y = 0.1 et pour des
SNR de 1 ou 5.
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En résumé, nous avons étudié au cours de ce chapitre les comportements des
procédures selon des approches marginale ou jointe vis-a-vis de la problématique
d’estimation au sein des modéles mixtes fonctionnels. L’approche marginale, basée
sur les techniques de seuillage non paramétrique couramment utilisées dans un cadre
ondelettes présentent des points forts : elle exhibe de bonnes performances de re-
construction de 'effet fixe fonctionnel associées & une grande rapidité d’exécution
pour des variances estimées a chaque position par les estimateurs empiriques usuels.
Cette approche se révéle néanmoins peu adaptée au deuxiéme objectif de cette partie,
a savoir, la sélection des effets aléatoires. Dans cet objectif, les procédures basées
sur une approche jointe des modéles mixtes, prenant explicitement en compte la
présence d’effets aléatoires, se révélent performantes et permettent d’effectuer une
sélection simultanée des effets fixes et aléatoires. La meilleure stratégie pour ce type
d’approche est la procédure pour laquelle seul 'hyperparamétre A\, associé aux effets
aléatoires est a déterminer tandis que la valeur de \; est fixée a la valeur du seuil
universel. De plus, I'étude de simulation réalisée dans ce chapitre fait apparaitre
un gain de précision et une meilleure sélection grace a l'utilisation d’une version
relaxée de la procédure de sélection. L’approche jointe n’est étudiée ici que d’un
point de vue de la sélection des variables d’effets fixes et aléatoires pour lesquelles
des propriétés oraculaires ont été démontrées au Chapitre 8, on peut cependant se
demander quelles sont les propriétés de I'estimateur reconstruit de I'effet fixe fonc-
tionnel. Les premiers résultats de simulations sont encourageants et nous incitent a
poursuivre en ce sens dans la mesure ol les gammes de risques quadratiques obtenus
sont comparables & ceux obtenus pour "approche marginale.

Une prochaine étape nécessaire est de réaliser une étude de simulation en considé-
rant des tailles de signaux M qui augmente afin de se placer dans un cadre asympto-
tique et comparer les approches marginale et jointe dans ce contexte. Ceci représente
une perspective directe de ce travail et n’a pas encore été réalisé car une telle étude
nécessite, en particulier pour "approche jointe basée sur ’algorithme EM, des res-
sources numériques importantes. Notons néanmoins qu’on ne peut pas espérer un
meilleur comportement de I'estimateur MAD au vu des propriétés de cet estimateur
mentionnées par Donoho et Johnstone (1998) (p.23) et les résultats d’'une étude
de simulation restreinte, non présentée ici, sur signaux plus conséquents (M —2048)
vont dans le méme sens. Nous espérons de ce fait retrouver nos conclusions avec une
taille de signaux plus grande.

Enfin, aprés une étude de simulation sur données simulées de maniére réaliste,
une autre perspective importante de ce travail est d’étudier le comportement de ces
procédures sur des données réelles issues du domaine de la biologie moléculaire. Pour
ce type de données, une meilleure compréhension de la variabilité inter-individuelle
ainsi qu'une estimation performante du comportement moyen au sein d’'une popu-
lation homogéne représente a ’heure actuelle un défi et un espoir pour la compré-
hension des mécanismes biologiques mis en jeux.
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FIGURE 9.7 — Résultats de simulations concernant les performances de sélection pour
les effets fizes et pour 4 procédures d’estimation/sélection basées sur [’algorithme
EM. Les graphes correspondent auz 4 types de fonction Blocks, Bumps, Heavisine
et Doppler; les résultats sont représentés pour 1y = 0.1 pour les configurations
A et B. Chaque ligne correspond a un critére de sélection, parmi la sensibilité, la
spécificité, le PPV ou le NPV. Au sein de chaque graphe individuel, chaque courbe
représente une procédure et varie en abscisse par rapport au parametre SNR.
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FIGURE 9.8 — EQM observés par rapport a la reconstruction de l’effet fixe fonctionnel
pour 4 procédures d’estimation/sélection basées sur l'algorithme EM et pour les /
types de fonctions étudiées. Les résultats sont représentés pour pour 1y = 0.1 et
v = 1 et les deux configurations A et B. Au sein de chaque graphe individuel, chaque
courbe représente une procédure et varie en abscisse par rapport au parameéetre SNR.
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FIGURE 9.9 — Résultats de simulations concernant les performances de sélection
des variances associées aux effets aléatoires pour 4 procédures d’estimation/sélection
basées sur l’algorithme EM. Les graphes correspondent aux 4 types de fonction. Les
résultats sont représentés pour SNR = 1 pour les configurations A et B. Chaque ligne
correspond a un critére de sélection, parmi la sensibilité, la spécificité, le PPV ou le
NPV. Au sein de chaque graphe individuel, chaque courbe représente une procédure
et varie en abscisse par rapport au parameétre SNR.
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FIGURE 9.10 — Fxemple d’estimation de variances dans la configuration B. Les vraies
valeurs de variances sont représentées en rose tandis que les variances estimées par
les procédures Minimaz et Minimazx.relaxe sont représentées respectivement en noir
et bleu. Les valeurs de SNR et Ty sont fixées respectivement a 5 et (.1.
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Configuration A
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Configuration B

TU
SNR

0.1 BIC 153 (L. ) 164.5 (20, 52) 10865 (519. 8) 1519.3 (559. 6)
Blocks Minimax 19.5 (1.8) 302 (2.3) 1016 (52.5)  148.8 (63.1)
Type Moment  0.009 (0.002) ~ 0.009 (0.002)  0.01 (0.005)  0.009 (0.002)
i BIC 158.6 (12.5) 4674 (54.35)  342.0 (35.7)  573.04 (85.5)
Minimax 31.3 (2.0) 60.1 (6.5) 57.5 (7.5) 67.8 (6.6)
Type Moment  0.01 (0.002)  0.01 (0.003)  0.009 (0.002)  0.009 (0.002)
0.1 BIC 196.1 (17.9) _ 760.5 (77.7) 13425 (559.1) 1805.6 (457.1)
Bumps Minimax 26.4 (2.1) 66.7 (5.1)  100.0 (58.0)  139.5 (49.8)
Type Moment  0.009 (0.002)  0.01 (0.005)  0.009 (0.002)  0.009 (0.002)
i BIC 3578 (37.4) 10828 (143.7) 8058 (110.0) 1225.6 (231.6)
Minimax 40.2 (3.9)  81.6(10.8) 882 (11.6)  98.1 (25.9)
Type Moment  0.009 (0.002)  0.009 (0.002)  0.009 (0.002)  0.008 (0.001)
01 BIC 150.0 (12.6) _ 598.6 (69.5) 1460.7 (496.2) 1723.0 (413.5)
Heavisine Minimax 23.0 (1.5) 52.8 (4.5) 117.3 (49.3) 165.4 (55.1)
Type Moment  0.01 (0.005)  0.011 (0.005)  0.009 (0.002)  0.009 (0.002)
i BIC 301.8 (29.2) 1035.4 (111.9)  ®41.1 (137.5) 1260.3 (170.1)
Minimax 37.0 (3.6) 83.6 (9.4) 822 (127)  97.5 (14.3)
Type Moment  0.01 (0.005)  0.009 (0.002)  0.008 (0.002)  0.009 (0.002)
0.1 BIC 99.6 (14.7) 4496 (52.0) 16848 (682.4) 180138 (539.8)
Doppler Minimax 20.2 (2.2) 45.7 (4.0) 139.4 (54.3) 157.8 (65.7)
Type Moment  0.009 (0.002)  0.011 (0.006)  0.01 (0.005)  0.009 (0.002)
i BIC 9784 (22.9) 10444 (101.0)  710.2 (36.7) 1326.8 (162.9)
Minimax 34.7 (2.7) 81.2 (9.5) 1.4 (9.4) 96.5 (14.7)
Type Moment ~ 0.01 (0.003)  0.009 (0.003)  0.009 (0.002)  0.009 (0.005)

TABLE 9.2 — Temps de calculs moyens et écarts-types (entre parenthése) en secondes
associés aux procédures "BIC", "Minimax" et "Type Moment" pour les configura-
tions A et B et pour différentes valeurs de (u, SNR, 1y). Le coit numérique de rées-
timation pour les procédures relarées est négligé devant le cotit total des procédures

itératives.
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FIGURE 9.11 — Effets fizes et écart-types empiriques représentés pour plusieurs va-
leurs de SNR et 1. Les écart-types estimés sont représentés en bleu sur les graphes
et on peut observer Ueffet des variations du couple (SNR,1y) sur la variabilité des
données simulées.

Blocks Bumps
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FIGURE 9.12 — Fzemples d’enveloppes de données simulées pour les 4 types d’ef-
fets fizes. L'effet fize est représenté en noir tandis que les enveloppes des données
simulées sont représentées en couleur pour plusieurs couples (SNR, T ).
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FIGURE 9.13 — (a) - Résultats de simulations concernant la précision des procédures
d’estimation de Ueffet fixe fonctionnel pour 4 procédures d’estimation/sélection :
un seuillage SCAD usuel basé sur le seuil universel, un seuillage hétéroscédastique
basé sur une estimation des variances de type moment et deux procédures basées
sur des techniques de vraisemblance pénalisée. Les résultats sont représentés pour
les 4 types de fonctions étudiées (Blocks, Bumps, Heavisine et Doppler) et pour
v ={0.1,0.25,1,4}. Au sein de chaque graphe individuel, chaque courbe représente
une procédure et varie en abscisse par rapport au paramétre SNR. (b) - Résultats de
sélection de variances pour 7y = 0.1 (les comportements en terme de sélection de
variables restent sensiblement les mémes pour d’autres valeurs de 1y ).
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(b) Sélection de variances des effets aléatoires pour SNR = 5

FIGURE 9.14 — (a) - Résultats de simulations concernant la précision des estimateurs
des parametres de variances pour 4 procédures d’estimation/sélection : un seuillage
SCAD usuel basé sur le seuil universel, un seuillage hétéroscédastique basé sur une
estimation des variances de type moment et deux procédures basées sur des techniques
de vraisemblance pénalisée. Les résultats sont représentés pour les 4 types de fonc-
tions étudiées (Blocks, Bumps, Heavisine et Doppler) et pour SNR = {1,3,5,7}.
Au sein de chaque graphe individuel, chaque courbe représente une procédure et varie
en abscisse par rapport au paramétre SNR. (b) - Résultats de sélection de variances
pour SNR =5 pour les procédures BIC.relaxe et Minimazx.relaxe proposant une sé-
lection des parameétres de variances.
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SNR
Tu
0.1 BIC 729.9 (191, 9) 905.1 (274, 3)
Blocks Minimax 543 (20.2)  104.3 (39.6)
Type Moment 0.03 (0.008)  0.02 (0.009)
I BIC 920.0 (15.2) _ 397.1 (65.2)
Minimax 39.6 (3.2) 45.5 (3.8)
Type Moment 0.02 (0.016) 0.02 (0.01)
0.1 BIC 1154.0 (412.8) 1521.4 (510.1)
Bumps Minimax 108.1 (56.2) 151.6 (60.2)
Type Moment 0.01 (0.008)  0.02 (0.007)
i BIC 162.0 (58.0)  669.2 (108.7)
Minimax 52.6 (3.3) 56.6 (8.6)
Type Moment 0.01 (0.007)  0.02 (0.009)
0.1 BIC 837.8 (474.5) 1516.6 (524.2)
Heavisine Minimax 82.9 (39.3)  118.1 (32.4)
Type Moment 0.02 (0.007) 0.02 (0.011)
I BIC 4265 (54.7)  620.21 (60.0)
Minimax 47.4 (5.5) 57.9 (5.4)
Type Moment 0.03 (0.008)  0.02 (0.009)
0.1 BIC 1199.4 (442.0) 1532.6 (415.0)
Doppler Minimax 106.3 (46.9) 121.5 (40.0)
Type Moment 0.02 (0.008)  0.02 (0.008)
I BIC 1314 (55.9)  632.73 (71.5)
Minimax 43.7 (4.0) 55.3 (3.5)
Type Moment 0.02 (0.008)  0.02 (0.008)
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TABLE 9.3 — Temps de calculs moyens et écarts-types (entre parenthése) en secondes
associés aux procédures "BIC", "Minimax" et "Type Moment" pour différentes va-
leurs de (p, SNR, 1i7). Le cotit numérique de réestimation pour les procédures relaxées
est négligé devant le codt total des procédures itératives.
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FIGURE 9.15 — Exemple de reconstruction de leffet fixe sewillé. L’effet fixe original
est représenté en noir. Dans chaque cas sont représentées les estimations des pa-
rametres de variance v dans le domaine des ondelettes obtenues par les procédures
BIC.relaxe et Minimazx.relaxe, respectivement en bleu foncé et bleu clair. Les vraies
valeurs des variances associées aux effets aléatoires sont représentées en noir. Les
reconstructions présentées correspondent auzr données conduisant a I’EQM médian
pour la reconstruction de [’effet fixe fonctionnel avec la procédure "Minimaz.relaze".



Chapitre 10

Conclusion et perspectives

Dans ce travail de thése, nous nous sommes intéressés a la problématique de la
classification non supervisée et de la sélection de variables dans les modéles mixtes
fonctionnels en adoptant une stratégie non paramétrique basée sur les ondelettes.

10.1 Classification non supervisée dans les modéles
mixtes fonctionnels

Pour la problématique de la classification non supervisée dans les modéles mixtes
fonctionnels, nous avons proposé une modélisation permettant de prendre en compte
la présence d’effets aléatoires dans un cadre fonctionnel de classification. Nous avons
développé une procédure basée sur une représentation du modéle dans le domaine
des ondelettes permettant 1’estimation des paramétres du modéle. Notre procédure
se déroule en deux étapes : une premiére de réduction de dimension des données,
nécessaire au vu de la dimension des données dans notre cadre fonctionnel, ba-
sée sur les techniques de seuillage par ondelettes. La deuxiéme étape est basée sur
I’utilisation de 'algorithme EM pour ’estimation des paramétres par maximum de
vraisemblance.

Une étude de simulation approfondie montre de réels gains de performance de
classification en présence de variabilité inter-individuelle et ’application de notre
procédure a des jeux de données réelles apporte de nouvelles pistes intéressantes vis-
a-vis de leur compréhension. Toutefois, certains aspects de notre approche peuvent
étre améliorés.

e La premiére étape de réduction de dimension est réalisée a minima a 1’heure
actuelle : en effet, seules les positions nulles pour ’ensemble des individus sont,
retirées de ’étude, ces coefficients n’étant pas informatifs pour la classification.
Cependant, notre objectif idéal serait de pouvoir retirer les positions ayant le
méme niveau pour tous les individus. Cette problématique est difficile car nous
sommes dans un cadre non supervisé en présence de variabilité individuelle ot
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les labels individuels sont inconnus et elle se raméne en fait & une probléma-
tique de seuillage dans les modéles de mélanges. A ce titre, nous pensons que
les travaux de Pan et Shen (2007) et la thése de Meynet (2012) pourraient
représenter une base de réflexion intéressante.

e Dans le cadre particulier de la classification non supervisée appliquée a des
données de spectrométrie de masse, nous avons pu constater que les résultats
de classification dépendent fortement de I’étape de pré-traitement (alignement)
des signaux. Ainsi, les résultats sont grandement meilleurs lorsque cette étape
est réalisée en connaissance des labels individuels. L’idée serait alors d’intégrer
cette étape dans 'algorithme itératif de classification. Pour des raisons de coiit
numeérique, ceci n’est pas envisageable avec la procédure de Antoniadis et al.
(2007) mais une piste intéressante pourrait étre de s’intéresser aux récents
travaux de Bigot (2011), proposant une procédure moins coiuteuse de recalage
de signaux basée sur la notion de moyenne de Fréchet.

10.2 Sélection de variables et estimation dans les
modéles mixtes fonctionnels

Dans la seconde partie de cette thése, nous nous sommes intéressés a 1’estima-
tion dans les modéles mixtes fonctionnels. Nous avons abordé cette problématique
de deux facons différentes répondant aux deux approches marginale et jointe des
modeéles mixtes classiques. Notre procédure, basée sur une représentation marginale
des modéles mixtes fonctionnels, se raméne pour ’estimation des effets fixes a un
seuillage hétéroscédastique des données. Sous une hypothése de consistance des es-
timateurs des variances, nous montrons que ’estimateur de 'effet fixe fonctionnel
converge vers la vraie fonction dans la classe des espaces de Besov avec une vitesse
near-minimax vis-a-vis du risque quadratique.

Notre deuxiéme stratégie basée sur une approche jointe des modéles mixtes est
développée dans un objectif de sélection des effets fixes et des variances des effets
aléatoires. Dans ce but, nous nous sommes basés sur la définition d’un critére de
vraisemblance doublement pénalisé par rapport aux effets fixes et aux variances des
effets aléatoires. Nous avons montré que ’optimisation de ce critére conduit a des
estimateurs possédant la propriété d’oracle dans un cadre de double asymptotique
quand la taille des signaux M et le nombre d’individus N divergent, avec M < N.
Nous avons proposé une procédure basée sur I'algorithme EM permettant 1’optimi-
sation itérative de ce critére pénalisé.

Cependant, certains aspects théoriques et applicatifs restent encore & étudier.

e Dans la stratégie jointe, les propriétés de convergence de ’estimateur de 1’effet
fixe fonctionnel dans la classe des espaces de Besov n’ont pas été étudiées. La
difficulté de ce point réside dans le fait que nous ne disposons pas d’estimateurs
explicites des paramétres du modéle. Pour traiter ce probléme, ’approche ori-
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ginelle de la notion de seuillage de Donoho et Johnstone (1994) nous semble
étre une bonne piste de départ.

e De plus, dans le cas de I’étude de données issues de la biologie moléculaire, il
n’est pas rare d’étre confronté a des données de trés grande dimension (avec
M > N) justifiant notre approche fonctionnelle. 11 serait intéressant de pou-
voir étendre les propriétés oraculaires précédemment développées au cadre ou
M > N en se basant sur les travaux récents de Kim et al. (2008).

e D’un point de vue applicatif, notre étude doit étre complétée en réalisant une
étude de simulations dans un cadre plus réaliste d’un point de vue fonctionnel
en choisissant des tailles de signaux plus conséquentes. Cela nécessitera d’im-
portantes ressources numeériques pour s’adapter au nombre de configurations
fixées. Enfin, I’application des procédures a des jeux de données réelles issus de
la spectrométrie de masse et des microarray CGH représente une perspective
nécessaire et intéressante de ce travail.
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Annexe A

Vitesse de convergence de
I’estimateur de seuillage
hétéroscédastique

Notre but est de majorer le risque L? de I'estimateur de 'effet fixe fonctionnel
1 pour une fonction x4 appartenant a une boule de Besov B [0, 1]. Nous nous pla-
cons dans une configuration ot les paramétres de variances sont inconnus et nous
distinguons par la suite les estimateurs i, et iz, correspondant respectivement aux
contextes ot les variances sont connues ou inconnues mais pour lesquelles on dispose
d’estimateurs v/ N-consistants, notés [32 . Nous cherchons alors & majorer le

Jk] (j,k)eA
risque E (||fiz — p1[2.)

Nous considérons au cours de cette démonstration, les coefficients théoriques de la
décomposition en ondelettes afin de prendre en compte la décomposition entiére du
signal. Ces coefficients sont différenciés des coefficients empiriques par une notation
étoilée (*) et sont liss aux coefficients empiriques par un facteur v/M (cf. Section
3.2.3). La loi des coefficients théoriques associés aux observations est alors donnée,
pour tout i = 1,..., N et tout (j, k) € A, par :

2 2

&~ N [B;-*k, %} et~ N [a*, OM] (A.1)

Soit B* estimateur de seuillage défini comme en Section 7.5.

On a alors :
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E (5 — pll72) < E (s = Aolliz) +E (I[Fe — pll7e)

[z S o jmknz]
=jo+1 k
S5 Bl ;m]

E(la*(o,) —a'*) + E

7=0 k
J1 R
”ELZ S 1Bilose) — 3 +ELZ > Bilo 3-%'2]
i=jo+1 k =n+1 k&
:T1—|—T2+T3—|—T4+T5. (AQ)

On cherche ensuite & majorer chaque terme de la décomposition (A.2).

En considérant des estimateurs empiriques des paramétres de variance définis par
(7.8) pour toute position (j, k) et en utilisant ’approximation de la delta méthode,
basée sur un développement limité de la fonction de seuillage, on a alors :

Jj=jo+1 k
J1 ;
2J 4
< Z Cy 2N ik
J=Jjo+1
4 2 s (logM)™!
< Ci0max 3oy < C10max — 70— (A.3)

en prenant j; comme défini dans Juditsky et Delyon (1996), c¢’est-a-dire, vérifiant
M 9« 2M
logM — — log M

Ensuite : )

Uma,x
T, = B(a* (o) — ') < 722,

De la méme maniére, pour le terme 73 correspondant a des niveaux de résolution
pour lesquels on ne fait pas de seuillage, on a :

:Ezz@;k(ajk)-ﬂ;w] SO E (1 - 83

j=0 k J=0 k

Jo 2 2 j
o} o 270
— gj Zmax -~ Zmax = A4
Z: M~ %N M (A-4)
La majoration du terme 75 nous donne :

= E LZ > 1Blogm) —ﬁﬁﬁ] = Y Y B2, (A5)

j=j1+1 k j=j+1 k
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1,1 i
ou s = STyt s¥p<2,
s sinon.
La justification de cette majoration est faite a partir du livre de Hérdle et al
(1998). Ainsi, par le Théoréme 9.5 du livre, on sait que pour toute fonction f € B

PQ’
et pour P; opérateur de projection sur ’espace d’approximation Vj;, on a :
1Pif = fllp =277y o {h;} € £,
De plus :
o 5922 Ly(L) C Lo(L) et done 151 — fla < PSS  fl < 0277,
e si p < 2, alors (Corollaire 9.2) B5 C BQq pour s = s — % + 5 et donc

1Pf = fll2 < €727,

avec C' et C' constantes réelles. On en déduit alors 'inégalité (A.5).

Concentrons nous a présent sur le terme T}. En utilisant le Lemme 2 de Juditsky
et Delyon (1996), on a :

| 3 Sl -4 < ELZ > win (15, 33@)]

i=jo+1 k =jo+1 k
Terme Ty
Z Z 2 29
L 3 |€Uk;| 2/\Ujk/vMN (A6)
=jo+1 k 2
Terme T42
Commencons par le terme T 5. On a :
J1
_ * |12
Tio = E E 9E (|5ijk‘ 1|52‘jk\>)\ajk/\/MN>
j=jo+1 k
o1
l 2|2
2
< E E 9E |5Uk| < ”k|>)‘0jk/m> par Cauchy-Schwartz
j=jo+1 k .

=

i ) ~ (Ao /VAIN)'|

20]2.k
j:j0+1 MN
J1 2
< E Oy x Tmax o -1
, ' MN
Jj=jo+1
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On en déduit alors : )
Umax —
Tho < Cyo MN(log M)~

Pour le dernier terme 7}, on a :

[Z > min (165,302 ) | <

LZ S () |ﬁ;k|p]

=jo+1 k =jo+1 k
Ok 2-p "
<3 Y () e
Jj=jo+1l k

P

< 327p 2 lOg M i Urznax 1_§
- M N

X Z Z ‘Bjk‘p

J =jo+1 k
—o(c2-+'piv)
log M\'"%2 (o2 \'2
< Cyq (Oi ) (—gﬁx) 275PI0,

(A.8)

Finalement, en regroupant tous les termes, on obtient I'inégalité suivante :

~ log M) o2 log M\'™% (o2 \'"% .
~—ull3,) < ( max Zmax s'pjo
E (i = nlliz) < Cr ==+ 17 + Ca o 2

p
2

M
o, Tmax 2 | o M7 oo (A

max 9-215' (A9
+NM*“”WMM*“” (4.9)

Afin de trouver la forme optimale du niveau jy, niveau a partir duquel le seuillage
commence, on cherche & balancer, en fonction de M, les deux termes :

210 log M1'""* .
2—5PpJjo
O(MN) et o({ N}
———

J/

(*) (%)

Ainsi, on en déduit que le paramétre jg doit étre de la forme :
W:Ow%Mﬂw(MMHﬂ.

En remplagant dans (x) et dans (xx), on obtient alors que ces deux termes sont

de la forme : .
l M 2s+1 —23,
O[[Og ] (logM)QsH] :

MN
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Et donc, I'inégalité (A.9) devient :

2s
. log M)~ o2 log M ] 21 —2s'
S 2 < ( max 2 551
E (15 — pllie) < O —75— + 37y + 08 Omax [ 37 (log M)=+
2s
log M| %5 o
+Cyq Jﬁ;ﬁ {?\/g[N} (logM)2s2+1 (A.10)
M~ log M 1%’
C 2 4
T2 O N og s T 5{ M ]

Pour p > ﬁ, parmi les termes limitant de I'inégalité (A.10), c’est-a-dire les
termes ayant la convergence la plus lente, intéressons nous aux termes 73 et 7 | en

O | [B2£2] 7 (log M) .

A ce stade, on peut donc distinguer deux cas :

. 2 .
e Sig=g<p<2ona:

25’
(log M)~ 71 — 0.
M —r o0
_2s
La vitesse de convergence des termes T4 et T} | est alors en O “%] 25“]

e Sip>2 alors 0 < s < s’ et donc :

(log M)E5~35

M — o0

Dans ce cas, la vitesse de convergence des termes T3 et 7, est alors en
2s
1 17 2s+1
O[] 7]
Remarque : Dans cette preuve, on utilise en particulier un résultat donné par

Juditsky et Delyon (1996) (Lemme 2). Ce résultat concerne initialement l’estimateur
obtenu avec un seuillage dur 6 et s’exprime comme suit :

Lemme A.1. Soit f* € R et €* une variable aléatoire réelle. Soit d* = p* + &*.
—~HARD
Alors, l'estimateur 3* = d*1jg-|>x vérifie :

—~HARD e O «
|3 — (%] < min(|3 |,§)\)+3|5 L5 2

Or, dans le cas d’un seuillage de type SCAD et en notant BSCAD I’estimateur
résultant, cette inégalité reste encore valable, étant donné que ce dernier vérifie la
relation :

6*

)

—~SCAD —~HARD
<
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donnant alors la relation :

—~SCAD . —~HARD . ) o O .
G g < B = B < min(17, 50 + 3l



Annexe B

Propriétés oraculaires pour la
sélection des effets fixes et aléatoires

B.1 Vérification des hypothéses sur la vraisemblance

Le résultat présenté en Section (8.2.3) suppose préalablement la vérification des
hypothéses présentées dans la méme section. Nous nous intéresserons plus parti-
culiéerement a la vérification des hypothéses concernant la vraisemblance et pour
lesquelles nous nous plagons dans un cadre particulier puisque nous travaillons avec
des modéles mixtes fonctionnels. Notre but est alors de sélectionner aussi bien les
effets fixes que les effets aléatoires. Il nous faut donc vérifier ces hypothéses aussi
bien sur les paramétres d’effet fixe du vecteur B que les paramétres des variances
des effets aléatoires du vecteur ~y.

Pour rappel, la vraisemblance des données pour I'individu ¢ est donnée par :

; 1 , 1
log £/(d: 8,7, 0%) = —5 > log (07 +275) =5 3
ik

ik

1

o2+ 27y

(di,jk - Bjk)-

e Hypothése (H5)

Pour tout i = 1,..., N et tout (j,k) € A, on vérifie bien, d’'une part, que :

E {8log£z(d)] B 1 E(di,jk B 5jk) 0

0Bk o227

187
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Et d’autre part :

dlog L£i(d 2-In 1 2-in
E |28 2( ) = X — +
e, 2 Corgang 2
1
X E((dijr — Bir)?)
a2 i.J k) )
(02 + 2792 PPy
2 2
= 0.

De plus, on vérifie facilement que, dans tous les cas possibles, on a :

Er

dlog L(d) dlog L(d)] & 9%*log Li(d)
T, Oy | 00,0 i,
le,mg = 1,,2M

e Hypothése (H6)

La matrice d’information de Fisher est définie par :
Z(Y) =E [Viog £(Y) VT log L(Y)].

Dans notre cadre, la calcul de cette quantité conduit a ’obtention d’une ma-
trice diagonale définie positive de taille 2M x 2M dont ’expression est donnée
par :

1
o2 12717, 0

2—in

X2
(oz429m72,)

N[

On peut alors remarquer qu’en imposant la condition o2 > 0, alors, les valeurs
propres de cette matrice sont bien bornées, ainsi que leur carrés, cette condition

restant peu contraignante.
Cela entrain la méme condition, 1 ntités By | | Zle£ (D) i
ela entraine que, sous la méme co on, les quantités Ly || 73 =57~

sont bornées elles aussi.

e Hypothése (H7)
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Cette hypothése concerne les moments d’ordre 3 de la fonction de vraisem-
blance. Ces moments ont les expressions suivantes pour tout ¢ = 1,..., N et
tout (j,k) € A:

Plog LY(T) 0
P Bjn ’
&% log £4(T) 9-n
0231073, T o2 2703
Plog £i(T)  —2x (279m)

= - (dijk — Bik),
82%2k85jk (‘752 + 2*]177]2/.3)3 ! ’

& log Li(T) 3(diy, — Bjr)? 1

03~?2 :(2*177)3 2 Cin2 VA (o —in~2 \3
Vik (‘75 + 2 J"fyjk) (06 + 2 J”fyjk)

2 est strictement positif, on remarque alors

que tous les moments d’ordre 3 peuvent étre majorés par une fonction (notée B
dans la démonstration) dépendant de (d; jx— ;). Or, de par leur appartenance
a un espace de Besov, on sait que la norme du vecteur 3 est bornée, impliquant
ainsi que les coefficients (3 le sont.

En supposant de plus que les variances (fy?k)

En supposant que le paramétre o

(GR)EA) sont bornées par une

quantité notée 72, , on montre alors facilement que l'espérance du carré de
cette méme fonction est aussi bornée car elle dépend uniquement de la quantité
02 +2773,, cette hypothése sur les variances restant une hypothése relative-
ment courante.
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B.2 Propriétés oraculaires des estimateurs

B.2.1 Preuve du théoréme 8.1

Soit ay = vV M(ﬁJraN). Pour démontrer le théoréme (8.1), on cherche & montrer
que pour tout € > 0, il existe une constante C' > 0 telle que pour N assez grand, on
ait :

IP’{ sup £(To + ayu) < E(TO)} >1—e
lul=C

On considére alors la différence Dy (u) = £(To+anu) —£€(Yy) et en utilisant que
pen(0, -) = 0, on peut écrire :

Dy (u) <log L(Yo + anu) — log L£(Yo)

B
MmN

- Z [pen(|50m + antm|, A1) — pen(|Bom|, )\1)]

m=1
my
- Z [pen(h/Om +aNUm|7 )\2> - pen(|70m|7 )\2”
m=1
= [1 —|— [2 —|— [3.

ol m']% est telle que By = (Bo1,- .., fB,,,s) contient les composantes non nulles du
N

vecteur B et m}; est telle que v, = (7o1,- .- ﬁomyv) contient les composantes non
nulles du vecteur .
e Terme I :

Par Taylor-Lagrange, on peut développer le terme I :

~ 1. 1.
I =anVieg L(To)u + éa?\,uTVQ log L(To)u + ga‘?\,VT(uTVQ log L(T™)u)u
=hLi1+ Lo+t 113,

avec T* €T, To + ul.
Les trois termes ci-dessus peuvent alors étre majorés séparément. D’une part,
par Cauchy-Schwartz, on a :

(1| = [anViog L(To)u| < an||Vlog L(To)|l[|u]l.

Or, pour tout m = 1,..., M, on a que %logE(To) = Op(v/N). Donc, on
en déduit que :
[V 1og L(To)|l = OP(\/W>'
Ainsi :
11| < anOp(VMN)|Jul| = Op(a@xN)|ull.
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D’autre part, on peut écrire :

1 1 1
Lis= §a§VuTv2 log £L(To)u = éuT {NVQ log £(Yo) + Z(Yo)| u.Na3,
1

T

u

+ E(V?log £(Yo)) u.Nay

-~

=—1(Yo)

N

| —

Or, en utilisant I'inégalité de Chebyshev et le fait que M*/N — oo, on a que :

%VQ log £(To) +Z(Yo)|| = op(M™1). (B.1)

Et donc, comme :

|7 on 010 + 200 < | 7 os 200 + 200l

= op(M ) |lu||* = op(1)||ul|*.

On trouve finalement que :

—Na2 ~
ha =~ u"T(Xo)u+ op(L)NG |l
Enfin, par Cauchy-Schwartz, on peut majorer le troisiéme terme de la facon
suivante :
1113 = 6anT( u"V?log L(T*)u)u
1 ?*log L(T)
~ 6N TL o Oy O Ly 1 2 s
mi,m2,m3
1 P log L(T)
< —ay [
6 8TM18Tm28Tm3
1
1 2
S 6 Z Z m1 ma m3<d>] ”U‘”3
= mi,m2,m3

Or, par I’hypothése (H7), on a que :

[ Z Bm1m2m3 )

mi,m2,m3

2

= Op(anM?) = op(1),

car ENMg — 0 quand N — oc.

D’ou, finalement, pour ||ul| =

1 N .
[1sl < ZllullPop(1)Nay < op(Nay)|ul.
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e Terme I :

Concentrons-nous a présent sur le terme I, concernant la fonction de pénalité.
De méme, par un développement de Taylor, on a 1’égalité suivante :

B
mp

12 =-—N Z [pen(|60m +5Num|a )‘1) - pen(|50m|7 Al)]

m=1

= — Z [NaNﬁpen(WOmL A1)sign(Bom ) tm + Nﬁ?\,%pen(%m, A)uZ (14 0(1))

= Iy + Izo.

On cherche alors a majorer ces deux termes. D’une part, pour le premier terme,
par Cauchy-Schwartz, on a :

,6

[I21] < Z |NaN@6mpen(|Bom|’ A1)sign(Bom) |

< \/mi Nayay||u|

< Ny [Jul.

en utilisant 'inégalité aisément vérifiable que \/mgaN < ap.
D’autre part, le deuxiéme terme peut étre majoré de la fagon suivante :

I (1+ of Z Na3 0 en(Bom, A )u?

22 = ( Na2ﬁmp 0m s A1) U,

< (1+o(1 ))N Nonlul?
< O(1)N@ byllul*
e Terme I5 :

Le méme développement que pour le terme I peut étre réalisé pour le terme
I3 concernant les parameétres .

Finalement, on obtient donc la majoration :

_ @ N ~ N
Dy(u) < Op(1)agN|ull — NTUTI(To)u + Op(l)a?VNHUII2 + op(1)agN|ul®
Nag[lull + O(1) Nazbu ||ul]?.
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Et donc :

~ 1
Dy (u) <@ N |Op()lull = Zu" Z(To)u+op(1)[ull® + op(1)[lul’

———
(%)

+ llull + OW)byul?].

Or, pour ||ul| = C assez grand, on a bien Op(1)||ul| < Fu"Z(Yo)u et by — 0
quand N — oo (par ’hypothése (H3’)). On remarque donc que le terme (x) est
dominant et négatif. On a donc bien Dy(u) < 0 pour ||u|| = C assez grand, ce qui
conclut la preuve. W

B.2.2 Preuve du théoréme 8.2

La preuve de ce théoréme se décompose en deux parties.

> On cherche d’abord & démontrer la parcimonie de 1’estimateur. Pour cela, on
veut démontrer le lemme suivant :

Lemme B.1. Supposons que les hypotheses (H1) et (H5)-(H8) sont vérifiées.
Supposons de plus que ,/%)\ — 00 st A— 0 et MT5 — 0 quand N — oo. Alors,

avec une probabilité tendant vers 1, pour tout Yy tel que || T1—"T4l|2 = Op(y/M/N)
et pour toute constante C, on a :

T,,0) = T, 7T5).
Q(714,0) ||T2||$aXM/N Q(T1,T2)

Preuve : Soit ey = Cy/M/N. Soit B8 = (B1,82)T tel que |3, — B
= Op(y/M/N). On cherche & démontrer que pour tout m = mf, +1,..., M,
on a, avec une probabilité tendant vers 1 quand N — oo :

agﬁ(f> <0 pour 0 < 3, < en
agzﬁ(f) >0 pour —en < (B, <0

On montre ainsi que la dérivée change de signe en 0 et donc qu’il existe un
extremum local en ce point.
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Par la formule de Taylor, on a, pour m = m]% +1,...,M:
0 0log L( 02 log L(

Q(B) _ dlog L(By) Z g Bo ~ o)

OPm 9Bm 93,08

L Plog L(BY) 5
T; . 867"1667*266771 (/BTI - 60r1)(ﬁr2 - 607’2) N%pen(\ﬁm\, )\1)

=L+ L+I1s+ 1,
avec (8") € (8, Bol.
Considérons le terme I;. Par les hypothéses (H5) et (H6), on a que :
Odlog L
I = 70?)6 Bo) _ 0, (VW) = Op(VIIN).

car est une variable aléatoire d’espérance nulle et de variance en O(N)
m

pour tout m=1,... M.

D’autre part, on peut réécrire le terme I, de la maniére suivante :

L i {az log £(By) _ 1, (a? logﬁ(ﬁo))] (8 - 6o

Olog L(By)
a8

| 06:0Bm 0B-08m
0*log L(By)
+ZE( 8ﬁ7ﬁﬁm )(67"—607’)
=Irq + Izs.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve :
M

Z[I(BO)]W,T‘(/BT - 607")

r=1

|Io0] = N

< N[|B = Boll2

Z [I(/BO)]?n,r]

r=1

<N x Op(4/ %) x O(1) par 'hypothése (H6)
= Op(VMN).

De méme, pour 'autre terme, on trouve :

11 < 18— Byl lf Fuscio g (M)H %

2| " 95,08, 95, 0Bm
< Op( %) X Op(VMN) par (H6)
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2
car les [%{%BO)]T sont des variables de variances en O(NN).

On a donc finalement :
I, =Op(VMN).

Concernant le terme I3, en utilisant la méme astuce que pour Iy, on peut
écrire :

M 3
=y Z1eLB) 5 g )8 — Bo)

2 05,00,08
M o3 log L(3") o log L(3")
-2 55555, & (3300, )| O = )5 o)
[ Plog £(87)
+ E |:—:| (67“1 - ﬁ 7“1)(67“2 - ﬁ rg)
leTZQZI 867"1867"2667” " ’
=131+ I3,.

D’une part, par Cauchy-Schwartz :

X[ log £(BY)
ol =| Y B[ B (5 — ) 60— )
e rl,TZFl aﬁrl 8ﬁ7’28ﬁm 0 0
M 631 E * 2 %
< N8B - Boll3 [ Y E {%} ] |
r1,r2=1 1 72 m
Or :
& log L(B7) T , 3
7’127’E |:aﬁr1aﬁrzaﬁm:| ] = ;E[Bm”lvm(di)] ]
S Z E mrl 7’2 ] 2
<> G
< \/C50p(M).
D’ou :

[I35] < \/C5 x N x Op(M/N)Op(M) = 0p(VMN),

par la condition M°/N — 0.
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1
2}2
Or, on sait que, pour tout (m,ry,7r9) = 1,..., M, Ey [B2 (d,)} < Cy < 00,

m,r1,r2
8% log L(B*)
D5, 00308

De méme, par Cauchy-Schwartz, on a d’autre part :

M T 500 £(B8F 0 log L(B*
\[3_1|§Hﬂ—50H3{ Z [ﬂ E(ﬂ>

06r,05:,08m  \ 9B 0By 0B

r1,ro=1

donc la variance de la variable est bornée.

On en déduit alors :
M
‘[3_1| S OP<M2) X OP (W)
M3
< Or (W)
5
— OP(]-) car W — O

Finalement, en rassemblant tous les termes, on en déduit que :
[1 —|—[2 —|—[3 - Op(\/ MN)

En reprenant le critére de départ sur la dérivée du critére Q) :

B [ VMN 1 8
gﬁ(f) = N)\l OP ( N)\l ) - x%penﬂﬁmh Al)SIgn(ﬁm)]
_ N |op (%M/N ) _ Ail%penwmu /\1)sign(6m)] -

Or, on sait par hypothése que ~ i{/N — 0 quand N — oo et par I’hypothése

2 A
(H1), que lim inf o liminfz o+ %ﬁﬁ’l) > 0. On constate alors que le signe
de 0Q(B) /0, est entiérement déterminé par celui de /3, pour N assez grand,

et on retrouve bien le résultat attendu.

Concernant les parameétres d’écarts-types -y, on peut développer la méme
démonstration puisqu’on dispose des méme hypothéses concernant ces para-
métres. La seule différence réside dans la conclusion : en effet, les paramétres
~ sont des paramétres d’écart-types et ne peuvent donc pas étre négatifs. De
ce fait, on n’observera pas de changement de signe au point 0. Par contre, on
peut démontrer que, sous les mémes hypothéses et pour tout m =mJ, ..., M

,on a:
0Q(v)
OV

<0 pour 0 < 7y, < €n.
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Ainsi, on montre que la dérivée de notre critére est strictement négative, ce
qui indique que le minimum est atteint sur le bord inférieur du domaine, a
savoir pour 7, = 0.

> Il reste a présent a démontrer le deuxiéme point du Théoréme (8.2), a savoir,
la normalité des estimateurs.
La stratégie utilisée est la suivante, on cherche a montrer que :

<I<Té) * HN) (T = 15) +Gn = %ng L(TE) +op(N71),

Pour cela, on effectue un développement de Taylor de VQ(Tl) autour du point
T

VQ(TH =0 = Vlog L(TL) — NVpen(|T4]) + V2 1og L(TH (X! — 1))
~ 1 ~ ~
— NV?pen (T (Yt = 1) + 5(Tl —Yg) V3 [Vieg £L(T™)] (X" — 1)),
oll T et T sont deux points situés entre T et T
Et donc, on en déduit :

[ Ha(03) + Z(TH (T = 13) + G

1 - N
— (Y =71y " V?[Vieg L(T™)] (X' — Tg)

1
= _Viee£(ThH +
ARG (Yo) 2N

J/

-~

=(1)

1 1 -
+ [sz log £(T}) — NNVQpen(Tl**) + Hn(15) +Z(T}))] (Y1 —1}).

. J

:E;2 )

Or, d’une part, on peut montrer que :

N M
Z Z Bgml,mz,mg (DZ)

i=1 mi,ma,m3=1

:—XNXOP<%>XOP(M

2

1 ~
|| < NHTl —T}II3 [par Cauchy-Schwartz|

N

)

Et d’autre part, également par Cauchy-Schwartz :

1 1 ~

[
< H'%v? log £(To) + Z(TD)

() - HN<T**>HQ} [ =T
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Avec, par U'inégalité (B.1),

1 1
HNVQ log L(T8) + Z(Y)|| = op(M3),
2
et, par 'hypothése (H3') :
[Ha(T8) — Ha (Y|, = op(M73).

car, Hy(Y}) — Hy(T**) est une matrice diagonale dont le terme général est

de la forme [%pen(’fo,ﬂ, A) — %pen(T,’iﬁ:, N
D’ou :

M

Bl < op(M™2) +0p(M~2)] x Op ( N)

= 0P<N7%).
Et finalement, on trouve bien 1’égalité recherchée, a savoir que :
~ 1 1
(Z(Yg) +Hn) (T = T5) + Gy = Nngﬁ(Té) +op(N72).

On peut alors en déduire que :

~

VNAy I73(T)) (I(T})) + HN) [(Tl — 1)+ (z(rg) + HN)_lgN]

1
- \/—NANI_%(Té)Vlog L(TY) + ANI2(T)) 0p(1).
Ainsi, comme AyA% — H et comme les valeurs propres de la matrice d’in-
formation de Fisher sont bornées inférieurement par ’hypothése (H6), on a
donc : )
ANI™3(Tp) op(1) = 0p(1)

D’autre part, si on note D; = \/—%ANI_%(T}))V log £1(T}), pour tout ¢ = 1,..., N,
alors, pour tout € > 0, on a :

N
> E (D31 p.pa) = N E (D131 gn, o>e)

i=1

NI

< NE (|D:]|3)2P(||D1]lz > €)2, par Cauchy-Schwartz.

De 14, en utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on peut dire que :

E AT~ (TH)V log L(T3) 3
P(IDifl2 > ) < o

=O(Nh.
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car, on peut affirmer que
E [|ANTH (1)) VIog £'(TH)3] = 0(1).
En effet, par définition, on a que
I72(15)Vlog £1(15) ~ N (0,1),
et donc :
ANT 2 (THV1og £(TL) ~ N(0, AyAL) = N(0, H).

On en déduit alors le caractére borné de I'espérance pour N assez grand.
Par ailleurs, on a aussi que :

1
mE

1 _
= 2 E [IANARIEIZ (Yo)l3lI V" log L)V log L(o)][3]

1 max min
< 3 (ANAY) AL (Z(Yo)) B [||V7 log £(Tg)Vlog £(Yo)|3]

o)

car ||V log L(T})V log L(T})||3 est le carré d’'une somme de M termes bornés.
Finalement, en regroupant ces deux derniéres majorations, on a :

E (ID:]13) = 15 [IANT 3 (T})V log £(T})]]

N

;E (ID; |31 gD o>er) = N x O (\/Lﬁ) x O <%) =0 (%) = o(1).
De plus :
iV(D@-) — iv (ANI’%(Té)Vlog ﬁ(Té))

N
=Y ANI (YY) V (Vieg £1(TH)) T2 (15 TAL
=1 h g

—(r})

Ainsi, on a montré que les variables D; vérifient bien les conditions d’applica-
tion du théoréme central limite de Lindeberg-Feller. Cette version du théoréme
est rappelée ci-dessous.
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Théoréme B.1. Soit Xy,..., Xy,... suite de variables aléatoires indépen-
dantes, réelles centrées et de variance o?. On note Y3 = Ziil o? la variance
de la somme et Sy = X1+ ...+ Xn. S, pour tout € > 0,

1 & -
s O B (X Lixpsg) 0,
N =1

alors, on a que :

Ainsi, on en déduit que

1 1
\/—NANI’Q(Té)Vlog £(rh) B N(0,H).

Et donc :

NANT H(TH(E(Ch)+Hx) [T1 = T4+ (Z(1) + Hx) 0| BN O H). =



Annexe C

Mise a jour des parameétres pour la
procédure de sélection de variables

Nous détaillons dans cette annexe les mises a jour des vecteurs de paramétres 3
et v dans la procédure de sélection de variables basée sur I'algorithme EM, décrite
en Section 8.3.2. Ces mises a jour se rameénent a des problémes de vraisemblance
pénalisée au moyen d’une pénalité de type SCAD.

C.1 Mise a jour des paramétres d’effets fixes [,

Vis-a-vis des paramétres d’effets fixes et en reprenant la notation df = di—Gé/ 21A9i
pour tout ¢ = 1,..., N, le probléme d’optimisation que I'on cherche a résoudre est
donné par :

N
B = arggmn B Z 1d] — B + o2 1" Z [)\1|5jk|1{\5jk\91}
=1 ik
Bl — 2a\ | 8] + AT (a4 1)A2
N 2(a—1) Lon<igil<any T Tllﬁjkbah} .

Dans le cadre de la mise a jour des paramétres d’effets fixes, la principale différence
par rapport au probléme d’optimisation pénalisé SCAD classique réside dans le fait
que nous faisons face, dans le cadre mixte, & un probléme de vraisemblance pénalisée
et non plus de moindres carrés pénalisés, faisant alors intervenir les effets aléatoires
et le paramétre de variance o2.
A ce stade, on peut alors distinguer 3 cas :

» Si0 < |Bji| < Ay, le probléme d’optimisation se réduit a :

N
) 1
arg;mn 5 Z Hdlﬁ — B> + o2 O Z Bk
i=1 Jk
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dont 'expression est équivalente a4 une formulation du LASSO dans un cadre
de maximum de vraisemblance en présence de plusieurs courbes. En dérivant
le méme type de calcul que pour le LASSO, basé sur la notion de sous-gradient
(Tibshirani 1996), on retrouve donc une solution, proche de celle obtenue pour
le LASSO, donnée par :

B = sign (45, |d5y = 2"/ R

et cela, si et seulement si on vérifie |d]5k\ < ( ol [n] /N)

» Si A\ < |Bjk] < a)y, il nous faut alors résoudre :

arg min

2 2
anﬂ B — g2 k= 2P A
2(a—1)

nous conduisant & la solution

(a — 1)@ — o2 Mgxsign <E) /N
~ (1+a2")N)

5jk =

)

valable pour (1 +o: h]/N))\l < |d ] < aX;. On a supposé pour un tel résultat

que ﬁ]k et dj,C étaient de méme signe pour tout (], k) € A. On peut aisément
vérifier que | ceci garantit la bonne définition de @k dans le cas ou \Bjk\ < al.
» Enfin, si |B]k| > Ay, 'estimateur est simplement donné par

2 B
our |d?.| > a\
p ik 1-
En regroupant tous les cas, on retrouve bien, finalement, I’expression donnée, soit :

sign (&5,) [Id] =Mo" /N] i d] < 1+ of "N,

B][ZH] (a—l)dT.a— o2 Mg sign (dfk>/N
_ a—(a2 MmN -

d’, si dj, > ak;.

si (1402 M/N) < df, <an,

(C.1)
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C.2 Mise & jour des variances des effets aléatoires
ik

Pour les variances associées aux effets aléatoires, le probléme d’optimisation a
résoudre est le suivant, :

_ 1 o
Y = argmim —ony E [Hd -B- Gépﬁiﬂz +tr ((Géﬂ) (’19 d;)G 1/2)}
v 207

2 2
+ Z [)‘Q’VJ'kl{mﬁx\l} - 2(a — 1) 1{>\2<ij§@>\2}
jk
(a+ 1)\2
_'_#1%1&(1)\2}

tq. >0 V(i k) €A

Le probléme présenté ci-dessus posséde une contrainte supplémentaire portant
sur la positivité des paramétres du vecteur v. Nous reprenons par la suite les nota-
tions définies en (8.15). L’optimisation de ce critére pénalisé nous conduit 1a encore
a différencier trois cas :

» Si 0 <7, < Ay, alors le probléme d’optimisation se réduit a :

N

) 1
arg min @Z [( ik — Bik — VikV 2™ Jnﬁ”k) +”yk2 Iy (Y @]k\d) + A2Vik

Yik € =1

t.q. v > 0.

En dérivant et en annulant ce critére, on trouve alors que la mise a jour du
parametre 7, est donnée par :

s e O] ). e

Cette expression n’est pas toujours positive, en particulier, 7;; est positif si et
seulement si d} ;; > Ap02. Dans le cas contraire, I'expression (C.2) est négative
et donc hors du domaine des contraintes. On considérera donc, le cas échéant,
que la solution recherchée se trouve sur le bord du domaine, c’est-a-dire que
Yjr = 0.

> Si Ay <7, < alg, I'optimisation se résume & :

N
> [( gk = Bk — YV 27910, 1) +%2‘k2_jnV(?9i,jk|di)]

i=1

_ 1

argmin  —

g'v 207
2 2

o aoc: s

Yk T T a1
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conduisant a la solution :

‘ Glht11y2 [h] 03 [h}aAQ
Y = |277"E [( L) |d] j dljk w1 |

» Enfin, si 3, > a)s, alors la solution est donnée par :

{2 I, [( i1l |d” 4

Finalement, la mise a jour des paramétres dans ’ensemble des cas est donnée
par :

{2 (@]} [ -],

. d” < [2 J"E[(ﬁ h+1]) |d] [h]}’

iy Nh+1] 2 M~ o2 Max
| (@) - ) [ -
Jjk
si [279mE[@0 )2 d] 02 ] he< dl, <ara2mE[@Y)21d],
4 h+1
Lo [@0)1a] ),

si d) , >aXo2” ME[( gty \d]
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CLASSIFICATION NON SUPERVISEE ET SELECTION DE VARIABLES DANS LES MODELES MIXTES
FONCTIONNELS

Un nombre croissant de domaines scientifiques collectent de grandes quantités de données
comportant beaucoup de mesures répétées pour chaque individu. Ce type de données peut étre
vu comme une extension des données longitudinales en grande dimension. Le cadre naturel pour
modéliser ce type de données est alors celui des modéles mixtes fonctionnels.

Nous traitons, dans une premiére partie, de la classification non-supervisée dans les modéles
mixtes fonctionnels. Nous présentons dans ce cadre une nouvelle procédure utilisant une décom-
position en ondelettes des effets fixes et des effets aléatoires. Notre approche se décompose en
deux étapes : une étape de réduction de dimension basée sur les techniques de seuillage des onde-
lettes et une étape de classification ot I'algorithme EM est utilisé pour 'estimation des paramétres
par maximum de vraisemblance. Nous présentons des résultats de simulations et nous illustrons
notre méthode sur des jeux de données issus de la biologie moléculaire (données omiques). Cette
procédure est implémentée dans le package R "curvclust" disponible sur le site du CRAN.

Dans une deuxiéme partie, nous nous intéressons aux questions d’estimation et de réduction de
dimension au sein des modeéles mixtes fonctionnels et nous développons en ce sens deux approches.
La premiére approche se place dans un objectif d’estimation dans un contexte non-paramétrique
et nous montrons dans ce cadre, que ’estimateur de 'effet fixe fonctionnel basé sur les techniques
de seuillage par ondelettes posséde de bonnes propriétés de convergence. Notre deuxiéme approche
s’'intéresse & la problématique de sélection des effets fixes et aléatoires et nous proposons une pro-
cédure basée sur les techniques de sélection de variables par maximum de vraisemblance pénalisée
et utilisant deux pénalités SCAD sur les effets fixes et les variances des effets aléatoires. Nous
montrons dans ce cadre que le critére considéré conduit & des estimateurs possédant des propriétés
oraculaires dans un cadre o le nombre d’individus et la taille des signaux divergent. Une étude
de simulation visant & appréhender les comportements des deux approches développées est réalisée
dans ce contexte.

CURVE CLUSTERING AND VARIABLE SELECTION IN MIXED EFFECTS FUNCTIONAL MODELS.
APPLICATIONS TO MOLECULAR BIOLOGY

More and more scientific studies yield to the collection of a large amount of data that consist
of sets of curves recorded on individuals. These data can be seen as an extension of longitudinal
data in high dimension and are often modeled as functional data in a mixed-effects framework.

In a first part we focus on performing unsupervised clustering of these curves in the presence
of inter-individual variability. To this end, we develop a new procedure based on a wavelet re-
presentation of the model, for both fixed and random effects. Our approach follows two steps : a
dimension reduction step, based on wavelet thresholding techniques, is first performed. Then a clus-
tering step is applied on the selected coefficients. An EM-algorithm is used for maximum likelihood
estimation of parameters. The properties of the overall procedure are validated by an extensive
simulation study. We also illustrate our method on high throughput molecular data (omics data)
like microarray CGH or mass spectrometry data. Our procedure is available through the R package
"curvclust", available on the CRAN website.

In a second part, we concentrate on estimation and dimension reduction issues in the mixed-
effects functional framework. Two distinct approaches are developed according to these issues. The
first approach deals with parameters estimation in a non parametrical setting. We demonstrate
that the functional fixed effects estimator based on wavelet thresholding techniques achieves the
expected rate of convergence toward the true function. The second approach is dedicated to the
selection of both fixed and random effects. We propose a method based on a penalized likelihood
criterion with SCAD penalties for the estimation and the selection of both fixed effects and random
effects variances. In the context of variable selection we prove that the penalized estimators enjoy
the oracle property when the signal size diverges with the sample size. A simulation study is carried
out to assess the behaviour of the two proposed approaches.



