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Colorations de graphes sous contraintes

Résumé : Dans cette thése, nous nous intéressons a différentes notions de colo-
rations sous contraintes. Nous nous intéressons plus spécialement a la coloration
acyclique, a la coloration forte d’arétes et & la coloration d’arétes sommets adja-
cents distinguants.

Dans le Chapitre 2, nous avons étudié la coloration acyclique. Tout d’abord nous
avons cherché a borner le nombre chromatique acyclique pour la classe des graphes
de degré maximum borné. Ensuite nous nous sommes attardés sur la coloration
acyclique par listes. La notion de coloration acyclique par liste des graphes planaires
a été introduite par Borodin, Fon-Der Flaass, Kostochka, Raspaud et Sopena. Ils ont
conjecturé que tout graphe planaire est acycliquement 5-liste coloriable. De notre
cOté, nous avons proposé des conditions suffisantes de 3-liste coloration acyclique
des graphes planaires.

Dans le Chapitre 3, nous avons étudié la coloration forte d’arétes des graphes
subcubiques en majorant l'indice chromatique fort en fonction du degré moyen
maximum. Nous nous sommes également intéressés a la coloration forte d’arétes
des graphes subcubiques sans cycles de longueurs données et nous avons également,
obtenu une majoration optimale de I'indice chromatique fort pour la famille des
graphes planaires extérieurs. Nous avons aussi présenté différents résultats de com-
plexité pour la classe des graphes planaires subcubiques.

Enfin, au Chapitre 4, nous avons abordé la coloration d’arétes sommets adjacents
distinguants en déterminant les majorations de I'indice avd-chromatique en fonction
du degré moyen maximum. Notre travail s’inscrit dans la continuité de celui effectué
par Wang et Wang en 2010. Plus précisément, nous nous sommes focalisés sur la
famille des graphes de degré maximum au moins 5.

Mots clefs : graphe planaire, coloration acyclique, coloration forte d’arétes, colo-
ration d’arétes sommets adjacents distinguants, degré moyen maximum, cycle.

Discipline : Informatique

LaBRI
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Graph coloring under constraints

Abstract : In this thesis, we are interested in various coloring of graphs under
constraints. We study acyclic coloring, strong edge coloring and adjacent vertex-
distinguishing edge coloring.

In Chapter 2, we consider acyclic coloring and we bound the acyclic chromatic
number by a function of the maximum degree of the graph. We also study acyclic
list coloring. The notion of acyclic list coloring of planar graphs was introduced by
Borodin, Fon-Der Flaass, Kostochka, Raspaud, and Sopena. They conjectured that
every planar graph is acyclically 5-choosable. We obtain some sufficient conditions
for planar graphs to be acyclically 3-choosable.

In Chapter 3, we study strong edge coloring of graphs. We prove some upper
bounds of the strong chromatic index of subcubic graphs as a function of the maxi-
mum average degree. We also obtain a tight upper bound for the minimum number of
colors in a strong edge coloring of outerplanar graphs as a function of the maximum
degree. We also prove that the strong edge k-colouring problem, when k = 4,5, 6, is
NP-complete for subcubic planar bipartite graphs with some girth condition.

Finally, in Chapter 4, we focus on adjacent vertex-distinguishing edge coloring,
or avd-coloring, of graphs. We bound the avd-chromatic number of graphs by a
function of the maximum average degree. This work completes a result of Wang and
Wang in 2010.

Keywords : planar graph, acyclic coloring, strong edge coloring, adjacent vertex-
distinguishing edge coloring, maximum average degree, cycle.
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Introduction

La coloration de graphes tient une place priviligiée dans le domaine des mathé-
matiques discrétes. Les colorations de graphes ont de nombreuses applications et
ne se limitent pas seulement a la gestion d’emploi du temps ou d’examens comme
on l'enseigne dans le secondaire. On peut par exemple évoquer la modélisation des
réseaux téléphoniques [6].

Un des premiers problémes de coloration de graphes est certainement le probléme
des Quatre Couleurs posé par Francis Guthrie en 1852 : toute carte géographique
peut étre coloriée avec quatre couleurs de telle sorte que toute paire de pays voisins
aient des couleurs distinctes. En 1976, le probléme des Quatre Couleurs est devenu le
Théoréme des Quatre Couleurs puisque Appel et Haken [5], assistés d’un ordinateur,
I’ont résolu.

Il existe de nombreuses variantes de problémes de colorations de graphes, disons
plutot qu’il existe de nombreux types de colorations sous contraintes. La coloration
standard ou la plus naturelle est la coloration propre de sommets. Commencons par
introduire les différents problémes de colorations sous contraintes qui font I’'objet de
ce mémoire.

sokokokk sk

Une k-coloration propre des sommets (kK € N, k > 1) d'un graphe G est une
application ¢ de ’ensemble des sommets V' (G) de G dans ’ensemble de couleurs
{1,2,--- ,k} telle que si deux sommets u et v sont adjacents alors c¢(u) # ¢(v). Un
graphe qui admet une k-coloration est dit k-coloriable. Le nombre chromatique, noté
X(G), est le plus petit entier k tel que G est k-coloriable.

Une affectation de listes de G est une fonction L qui alloue a chaque sommet
v € V(G) une liste L(v) de couleurs qu’il peut prendre. Soit G un graphe et L une
affectation de listes de GG. Le graphe G est L-liste coloriable s’il existe une coloration
propre ¢ de G telle que ¢(v) € L(v) pour tout v € V(G). Si G est L-liste coloriable
pour toute affectation de listes L avec |L(v)| > k pour tout v € V(G), alors G est
dit k-liste coloriable. Le nombre chromatique par listes de G, noté x'(G), est le plus
petit entier k& tel que G est k-liste coloriable.

La notion de L-liste coloration a été introduite par Vizing [84] en 1976 et Erdds,
Rubin et Taylor [37] en 1979. Dans [37], Erdds, Rubin et Taylor ont complétement
caractérisé la classe des graphes 2-liste coloriables. Thomassen [82| a prouvé en
1994 que tout graphe planaire est 5-liste coloriable. Voigt [85] et Mirzakhani [70] ont
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exhibé des graphes planaires qui ne sont pas 4-liste coloriables. De nombreux auteurs
se sont alors intéressés a déterminer sous quelles conditions un graphe planaire est
3- ou 4-liste coloriable. Dans [48], Gutner a prouvé que le probléme consistant &
déterminer si un graphe planaire est 3-liste coloriable (resp. 4-liste coloriable) est
NP-complet.

sokokokk sk

Une coloration acyclique d’un graphe G est une coloration propre de G telle que
G ne contient pas de cycle bicolorié; en d’autres termes, le graphe induit par toute
union de deux classes de couleurs est une forét. Le nombre chromatique acyclique
d’un graphe G, noté x,(G), est le plus petit entier k tel que G est acycliquement
k-coloriable. Observons que x(G) < x.(G) pour tout graphe G.

La notion de coloration acyclique de graphes a été introduite par Griinbaum
[47] en 1973 et étudiée par Mitchem [71]|, Albertson et Berman [2] et Kostochka
[64]. En 1979, Borodin [12] a résolu une conjecture de Griinbaum en prouvant que
tout graphe planaire est acycliquement 5-coloriable. Ce résultat est optimal puisqu’il
existe des graphes planaires 4-réguliers non acycliquement 4-coloriables (Griinbaum
[47]). De plus, en 1976, Kostochka et Melnikov ont proposé la construction d’un
graphe biparti non acycliquement 4-coloriable [65].

De nombreux auteurs ont également étudié la classe des graphes de degré maxi-
mum borné. Ils ont ainsi majoré le nombre chromatique acyclique par une fonction
dépendant de A(G), le degré maximum du graphe G. Concernant les graphes de
faible degré maximum, Griinbaum [47] a prouvé en 1973 que tout graphe de degré
maximum au plus 3 est acycliquement 4-coloriable, puis Burnstein [25] a montré que
tout graphe de degré maximum au plus 4 est acycliquement 5-coloriable. Les classes
de graphes de degré maximum 5 ou de degré maximum au moins 6 ont été étudiées
par Fertin et Raspaud [42, 43|, Yadav et al. [92, 90] et récemment par Kostochka
[66].

Dans ce mémoire, nous étudions la classe des graphes de degré maximum supé-
rieur ou égal a b.

Nous avons prouvé le résultat suivant :
Théoréme A : Tout graphe G est tel que x,(G) < f(A) pour A > 5,

8 si A=15 [52]
11 si A=6 [5]]
17 si A=7 [35]

ABA 19w |A7) 13 si A>8 [35).

avec f(A) =

Similairement & la notion de coloration (propre) par listes, on peut définir la
coloration acyclique par listes : la L-coloration doit étre acyclique. On notera, x/,(G),
le nombre chromatique acyclique par listes de G.
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En 2002, Borodin, Fon-Der Flaass, Kostochka, Raspaud, et Sopena [16] ont été
les premiers a s’intéresser a la coloration acyclique par listes des graphes planaires.
Ils ont prouvé que tout graphe planaire est acycliquement 7-liste coloriable. Ils ont
également proposé la conjecture suivante :

Conjecture B : Tout graphe planaire est acycliquement 5-liste coloriable.

Cette conjecture a attiré beaucoup d’attention récemment, car si elle est vraie,
alors elle renforce le théoréme de Borodin [12] sur la 5-coloration acyclique des
graphes planaires et celui de Thomassen [82] sur la 5-liste coloration des graphes
planaires.

Théoréme C (Borodin, 1976 [12]) :Tout graphe planaire est acycliquement 5-
coloriable.

Théoréme D (Thomassen, 1994 [82]) : Tout graphe planaire est 5-liste coloriable.

Cependant, cette conjecture semble difficile et n’a été infirmée ou démontrée que
pour certaines classes de graphes planaires.

Dans le Chapitre 2, nous donnons des conditions suffisantes pour qu’un graphe
planaire admette une 3-coloration acyclique par listes. Plus précisément, nous mon-
trons les résultats suivants :

Théoréme E [53] : Tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4 a 12 est

acycliquement 3-liste coloriable.

Théoréme F [55] : Soit G un graphe planaire et da(G) la distance minimale (en

terme de nombre d’arétes) qui sépare deux triangles dans G. Si G satisfait une des
conditions suivantes :

1. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 10, et da(G) > 2
2. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 9, et da(G
3

(G) =3
. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 & 8, et da(G) = 5
4. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 7, et da(G) > 7

alors GG est acycliquement 3-liste coloriable.

sokokokk sk

Une k-coloration d’arétes a distance 2 (k € N, k > 1) d'un graphe G est une
application ¢ : E(G) — {l,---,k} de ensemble des arétes E(G) de G dans
I’ensemble {1,--- &k} de telle sorte que deux arétes adjacentes ou adjacentes a une
méme aréte recoivent des couleurs différentes. Cette notion a été introduite en 1983
par Fouquet et Jolivet [44, 45]. L’indice chromatique fort de G, noté x,(G), est le
plus petit entier k tel que G admet une k-coloration d’arétes a distance 2.
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Ce type de coloration peut étre par exemple utilisé pour modéliser un probléme
d’allocation de fréquences dans les réseaux radio [9, 78, 79, 80].

Nous nous intéresserons a la majoration de cet indice chromatique fort en fonc-
tion du degré maximum A du graphe.

En 1985, Erdds et Negetfil ont conjecturé au cours d’une conférence a Prague
que :

Conjecture G (Erdds et Nesetfil, 1985 [68]) : Tout graphe G vérifie x.(G) <
3A? si A (le degré mazimum du graphe) est pair et x,(G) < $1(5A% —2A +1) si A

est impair.

La Conjecture d’Erdds et Nesetril a été vérifié en 1992 pour A < 3, indépendam-
ment par Andersen et Hordk et al. [4, 59]. Faudree et al. ont également conjecturé
[40] que :

Conjecture H (Faudree et al., 1992 [40]) : Tout graphe planaire subcubique G

(i.e. de degré mazimum au plus 3) est tel que x.(G) < 9.

Si cette conjecture est vraie, alors cette majoration est la meilleure possible car la
coloration d’arétes a distance 2 du prisme représenté ci-dessous nécessite au moins 9
couleurs. Lorsque A = 4, Cranston [33| a prouvé que 22 couleurs étaient suffisantes.
A notre connaissance aucun auteur ne s’est intéressé aux graphes tels que A > 5.

Le prisme P avec x.(P) =9

Dans ce mémoire nous avons concentré nos efforts sur la famille des graphes
subcubiques. Nous obtenons des majorations de x.(G) en fonction du degré moyen
maximum d’un graphe G, noté mad(G).

2|E(H)|
Rappelons que mad(G) = max {7, HCGy.
[V (H)]

En particulier nous avons montré que :

Théoréme I [58] : Soit G un graphe subcubique :

1. Si mad(G) < 2, alors x.(G) < 6
2. Si mad(G) < 31, alors x4,(G) < 7
3. Simad(G) < 2, alors x,(G) <8
4. Si mad(G) < 28, alors x,(G) <9
La maille d’un graphe G est la longueur d’un plus petit cycle contenu dans G.
2
Etant donné que tout graphe planaire de maille au moins ¢ vérifie mad < _92
g —_

nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire I’ [58] : Soit G un graphe planaire subcubique de maille g :

1 +(G) <
2. Si g > 11, alors \L(G) <7
3. Sig>09,alors \,(G) <8
4. Sig> )< 9

. Si g = 30, alors x/,

8, alors xL(G

Une meilleure borne est obtenue pour les graphes planaires subcubiques de maille
16.

Théoréme J [58] : Si G est un graphe planaire subcubique de maille g > 16, alors
XL(G) < 6.

Nous avons étudié la coloration forte d’arétes des graphes subcubiques sans cycles
de longueurs données, et nous avons démontré :

Théoréme K [57] : Soit G un graphe planaire subcubique sans cycles de longueurs
6 a 11, alors x,(G) < 9.

Faudree et al. [40] se sont intéressés a la classe des graphes planaires et ont
démontré que :

Théoréme L (Faudree et al., 1992 [40]) : Si G est un graphe planaire de degré

mazimum A alors, X,(G) < 4A + 4. De plus, pour tout A > 2, on peut construire
un graphe G tel que X.(G) = 4A — 4.

Pour les graphes planaires extérieurs nous obtenons :
Théoréme M [56] : Si G est un graphe planaire extérieur de degré mazimum

A > 3 alors X.(G) < 3A — 3. De plus, pour tout A > 3, il existe un graphe planaire
extérieur G tel que x,(G) = 3A — 3.

Nous avons également abordé les problémes de complexité, plus précisément les

problémes de décision de ce type de coloration. La théorie de la complexité des algo-
rithmes étudie formellement la difficulté intrinséque des problémes algorithmiques.
Elle définit plusieurs classes de complexité (P, NP, ...) permettant de classer les
algorithmes selon leurs caractéristiques.
En algorithmique, un probléme de décision est une question mathématiquement dé-
finie portant sur des paramétres donnés sous forme manipulable informatiquement,
et demandant une réponse par oui ou non. Ainsi, savoir si, étant donné un ensemble
de villes et une distance d, il existe un chemin passant par toutes les villes et de
longueur inférieure a d, est un probléme de décision (en l'occurrence, le probléme
du voyageur de commerce).

Mahdian a prouvé que le probléme de déterminer si pour toute maille fixée, un
graphe biparti admet une coloration d’arétes a distance 2 utilisant au plus k couleurs,
avec k > 4, est un probléme NP-complet [69]. Pour cela, il a utilisé une réduction
depuis le probléme de k-COLORATION propre d’un graphe qui est NP-complet
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pour k > 3 [46]. Erickson et al. ont prouvé que le probléme reste un probléme NP-
complet dans le cas des graphes bipartis de degré maximum 3, de maille 6 et pour
k=5 [38].

Voici un apercu de nos résultats :

Théoréme N [56] :
N1. Le probléme de 4-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les

graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maille quel-
conque fixée.

N2. Le probléme de 5-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les
graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 8, et pour les
graphes planaires subcubiques de maille 9.

N3. Le probléeme de 6-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les
graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 4.

sokoskokokok

La notion de coloration d’arétes sommets adjacents distinguants peut étre consi-
dérée comme étant un cas particulier de la notion de coloration propre d’arétes
sommets distinguants. En effet, une k-coloration d’arétes sommets adjacents distin-
guants, ou k-avd-coloration, d’'un graphe G est une coloration propre des arétes de
G utilisant au plus k couleurs et telle que pour toute paire de sommets adjacents
u, v, I’ensemble des couleurs des arétes incidentes a u est différent de ’ensemble des
couleurs des arétes incidentes & v. L'indice avd-chromatique de G, noté X/, ,(G), est
le plus petit entier k£ tel que G est k-avd-coloriable. Dans ce qui suit, nous considé-
rerons uniquement des graphes sans arétes isolées. La coloration d’arétes sommets
distinguants est également connu sous les noms de coloration forte d’arétes som-
mets distinguants [94] et 1-coloration forte d’arétes [1]. Zhang et al. ont entiérement
caractérisé le nombre avd-chromatique pour les chaines, les cycles, les arbres, les
graphes complets et les graphes bipartis complets [94].

Ils ont également proposé la conjecture suivante :

Conjecture O (Zhang et al., 2002 [94]) : Si G est un graphe conneze avec au
moins 6 sommets, alors x\..(G) < A(G) + 2.

Dans [7], Balister et al. ont prouvé cette conjecture pour la famille des graphes
de degré maximum 3 et pour les graphes bipartis.

Dans [88], Wang et Wang ont fait le lien entre le degré moyen maximum et
I’avd-coloration en prouvant que :

Théoréme P (Wang et Wang, 2010 [88] :) Soit G un graphe conneze de degré
mazimum A(G) et de degré moyen mazimum mad(G).
1. Simad(G) < 3 et A(G) = 3, alors x,,,(G) < A(G) + 2.
2. 8i mad(G) < 2 et A(G) =4, ou mad(G) < £ et A(G) =3, alors x,,4(G) <
A(G) + 1.
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3. Si mad(G) < 5 et A(G) =5, alors X,,,4(G) = A(G) + 1 si et seulement si G
contient des sommets adjacents de degré maximum.

Motivés par ce résultat, nous avons prouvé que :
Théoréme Q [54] : Soit G un graphe de degré mazimum A(G) = 5 et mad(G) <
3— —A(QG), alors x!.4(G) < A(G) + 1.

sokofokk sk

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres. Le Chapitre 1 présente les défini-
tions et les notations qui nous seront utiles. Le Chapitre 2 est réservé a la coloration
acyclique et a la coloration acyclique par listes. Le Chapitre 3 est quant a lui dédié a
la coloration forte d’arétes et le Chapitre 4 sera consacré a la coloration d’arétes som-
mets adjacents distinguants. Enfin dans le Chapitre 5, nous proposons une sélection
de problémes.
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les différentes notions utilisées en théorie
des graphes de maniére courante et dont nous nous servirons dans ce document. Ces
notations sont standards et peuvent étre retrouvées dans [10, 11, 36].

Nous y présentons également des notions de coloration de graphes qui sont au
centre de nos travaux. Nous en profiterons pour donner un bref état de ’art sur ces
différentes colorations.

1.2 Définitions

Un graphe G = (V(G), E(G)) est constitué d’un ensemble non vide fini de som-
mets, noté V(G) ou V, et d'un ensemble fini d’arétes, noté E(G) ou E, qui sont
des paires de sommets de V(G). Afin d’alléger les notations on note uv ou vu la
paire de sommets {u,v}. Une aréte uv est une boucle si u = v. Dans le cas général,
un graphe peut avoir des arétes multiples, c’est-a-dire des arétes différentes qui ont
les mémes extrémités. Par exemple sur la Figure 1.1(a), le graphe H posséde une
boucle en uy et une aréte multiple ujusy (il s’agit en fait ici d’une aréte double).

Dans toute la suite de ce document, nous considérerons uniquement des
graphes (non orientés) sans boucle ni aréte multiple, c’est a dire des graphes
simples. Le nombre de sommets d'un graphe est appelé [‘ordre du graphe. Le
graphe G donné en exemple sur la Figure 1.1(b) est d’ordre 5 et a pour
ensemble de sommets V(G) = {uy, ug, us, ug, us} et pour ensemble d’arétes
E(G) = {ujus, ujus, usug, ustiy, usts, Uglly, Usls, Usls}.

u U1
us
u2 us U2
U4 us U4 us
(a) Le graphe H (b) Le graphe G est
avec une aréte mul- dit simple.

tiple et une boucle.

FIGURE 1.1: Exemples de graphes.

1.2.1 Adjacence

Deux sommets u et v d’'un graphe G sont dits adjacents s’il existe une aréte
entre u et v dans GG. Les sommets u et v sont appelés extrémités de 'aréte uv. On
dit aussi que u et v sont voisins et que 'aréte uv est incidente aux sommets u et
v. ’ensemble des sommets adjacents a u est appelé le voisinage de wu ; il sera noté
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par Ng(u) ou N(u) si le contexte fait référence de facon claire au graphe considéré.
Deux arétes sont adjacentes si elles possédent une extrémité commune.

1.2.2 Degré d’un sommet, degré maximum d’un graphe

Le degré d’un sommet u de G, noté dg(u) (ou d(u)), est égal au nombre de ses
voisins dans G, soit dg(u) = |N(u)|. Un sommet de degré k (resp. au moins k, au
plus k) est un k-sommet (resp. Zk-sommet, Sk-sommet). De méme, un k-voisin de
u (resp Zk-voisin, Sk-voisin) est un sommet de degré k (resp. au moins k, au plus
k) adjacent a w.

Proposition 1.2.1

Dans un graphe G = (V(G), E(G)), on a : Z d(u) = 2|E(G)].
ueV(G)

On peut alors en déduire le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.2
Dans un graphe le nombre de sommets de degré impair est pair.

Le degré mazimum d’un graphe G, noté A(G), est le maximum des degrés des
sommets de G. En d’autres termes, A(G) = Ir%/aé){d(u)} De méme, le degré mini-
ue

mum de G, noté 6(G), est le minimum des degrés des sommets de G. Pour le graphe
G de la Figure 1.1(b), nous avons A(G) =4 et 6(G) =

Un graphe dont tous les sommets ont le méme degré est un graphe régulier. Un
graphe est k-régulier si tous ses sommets sont de degré k. En particulier un graphe
3-régulier est appelé cubique et un graphe G tel que A(G) < 3 est appelé subcubique.
Par exemple, le graphe P de la Figure 1.2 est un graphe cubique (3-régulier).

Uy U2

Us Ug

Uy us

FIGURE 1.2: Le prisme P est d’ordre 6 et 3-régulier.

1.2.3 Sous-graphes

Un graphe H est un sous-graphe d’un graphe G si V(H) C V(G), E(H) C E(G)
et toutes les arétes de E(H) ont leurs extrémités dans V(H); nous utiliserons la
notation H C (. Par exemple, si nous considérons les trois graphes G, Hy et Hy de
la Figure 1.3, nous avons H; C G et Hy C G.

Soit S un ensemble de sommets de G, S C V(G). Le sous-graphe de G induit
par S, noté G[S], est le graphe défini comme suit, :

1. V(G]S]) = S.

15
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(a) Le graphe G. (b) Le graphe H;. (c) Le graphe Ho.

FIGURE 1.3: Exemples de sous-graphes.

U1 U1
'Y
7N
7 N
7 \
7 N
Us u2 Us o o U2
! I
\ I
\ /
\ /
U4 us u4b————-.u3
(a) Le graphe G. (b) Un sous-graphe cou-

vrant du graphe G .

FiGURE 1.4: Exemple de sous-graphe couvrant.

2. Toutes les arétes de F(G) ayant leurs deux extrémités dans S sont également
dans E(GI9]).

Par exemple, si nous considérons les trois graphes G, H; et Hy de la Figure 1.3,
le graphe H; est un sous-graphe induit de G, mais H ne l’est pas.

Un graphe H = (V(H), E(H)) est un sous-graphe couvrant d'un graphe G =
(V(G), E(G)) si H est un sous-graphe de G et V(H) = V(G). En d’autres termes un
sous-graphe couvrant de G est un sous-graphe de GG qui contient tous les sommets de
G. Un exemple de sous-graphe couvrant du graphe de la Figure 1.4(a) est donné sur
la Figure 1.4(b). Les arétes du sous-graphe couvrant sont représentées en pointillés.

Le sous-graphe de GG obtenu en supprimant un sommet v et toutes les arétes
incidentes & ce dernier est noté G'\ {v} (ou plus simplement G \ v). De méme, le
sous-graphe de G obtenu en supprimant l'aréte uv est noté G \ {uv} (ou G \ uv)
(notons dans ce cas que supprimer 'aréte uv n’implique pas la suppression des
sommets u et v). Ces notions s’étendent de maniére naturelle aux ensembles de
sommets ou d’arétes.
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1.2.4 Chaines, cycles et connexité

Une chaine dans un graphe G est une suite (vg, vy, ..., v;) de sommets telle que
deux sommets consécutifs v; et v;,; sont reliés par une aréte. La longueur d’une telle
chaine est le nombre d’arétes qui la compose ; k£ dans notre exemple. Une chaine qui
ne contient pas deux fois le méme sommet (& I’exception éventuelle de ses extrémités)
est dite élémentaire. La distance entre deux sommets u et v dans un graphe est la
longueur d’une plus courte chaine reliant u et v, notée distg(u,v) ou dist(u,v).
Le diamétre d’un graphe G noté diam(G) est la plus grande distance entre deux

sommets quelconques de G. Formellement on a : diam(G) = ma>(< ){dz’stg(:p,y)}.
z,yeV(G
Un cycle est une chaine élémentaire (ug, uq, ..., U,) OU Uy = Uy,.

Une aréte reliant deux sommets non adjacents sur un cycle est appelée corde.

La maille d'un graphe G est la longueur d’un plus petit cycle contenu dans ce
graphe. Elle est notée g(G). Par convention, la maille d’un graphe sans cycle est
infinie.

Un graphe est dit conneze si toute paire de sommets u, v de ce graphe est reliée
par une chaine. Un graphe G est k-conneze si le nombre minimum de sommets dont
I’élimination rend GG non connexe ou le réduit & un sommet unique est au moins k.
On peut remarquer que si un graphe est (k + 1)-connexe, alors il est k-connexe.

On peut aussi remarquer que la relation {x = y, ou z # y et il existe dans G une
chaine reliant x et y} est une relation d’équivalence. Les classes de cette relation
d’équivalence constituent une partition de V(G) en sous-graphes connexes de G,
appelés les composantes connexes de G.

En d’autres termes, une composante connexe d’un graphe G est sous-graphe
connexe maximal, ¢’est-a-dire un sous-graphe tel que tout sous-graphe de G le conte-
nant strictement n’est pas connexe.

1.2.5 Mineur de graphe

Il existe une notion plus générale que celle de sous-graphe qui repose en outre sur
lopération de contraction d’aréte. Rappelons que les graphes que nous considérons
sont simples et sans boucle.

La contraction d’une aréte uv d’un graphe G est 'opération qui consiste a rem-
placer les deux sommets v et v par un unique sommet w et a relier ce dernier a
’ensemble des voisins de u et de v (I’aréte wv disparaissant). On note ce graphe
G /uv.

L’opération de contraction d’aréte peut étre répétée, et on définit plus géné-
ralement le graphe obtenu par contraction d’'un ensemble d’arétes A de G, noté
G/A.

Un graphe H est un mineur d’un graphe G si H est obtenu a partir de G par
une série de suppressions de sommets, de suppressions d’arétes et de contractions
d’arétes, dans n’importe quel ordre.

Remarquons que si I est un mineur de H et H est un mineur de G, alors [ est
un mineur de G.

Par exemple, la Figure 1.5(a), représente le graphe de Petersen Pjy. En contrac-
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(a) Le graphe de Petersen (b) Le graphe biparti
contient un mineur Ko 4. complet & 6 sommets
K214.

FIGURE 1.5: Exemple de graphe contenant un mineur Ky 4.

(a) Le graphe G. (b) Le graphe L(G).

FIGURE 1.6: Exemple de graphe représentatif des arétes.

tant les deux arétes rouges et en ne gardant que les arétes bleues, et les sommets
adjacents aux arétes bleues, on obtient un graphe biparti complet Kj4. Donc le
graphe de Petersen admet K34 comme mineur.

1.2.6 Graphe représentatif des arétes

Le graphe représentatif des arétes, en anglais line graph, d’un graphe G, noté
L(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets I’ensemble des arétes de GG
et tel que deux sommets sont adjacents si et seulement si les deux arétes corres-
pondantes sont adjacentes dans G. La Figure 1.6 montre un exemple de graphe
représentatif des arétes.

1.2.7 Carré d’un graphe

Le carré d’'un graphe G = (V(G), E(GQ)) est le graphe, noté G?, ayant le méme
ensemble de sommets que G et tel que deux sommets sont adjacents dans G? si et
seulement si ils sont a distance au plus 2 dans G.
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(a) Le graphe G. (b) Le graphe G?.

FIGURE 1.7: Exemple de carré d’un graphe.

FIGURE 1.8: Le graphe complet K.

1.2.8 Subdivision d’un graphe

Subdiviser une aréte dans un graphe revient a remplacer cette aréte par une
chaine de 2-sommets intermédiaires. Une subdivision d’un graphe G est un graphe
H obtenu en subdivisant les arétes de G.

1.3 Quelques classes de graphes

Nous décrivons dans cette partie différentes classes de graphes que nous aurons
I’occasion de rencontrer dans la suite de ce mémoire.

1.3.1 Stables et graphes complets

Un stable est un ensemble de sommets indépendants (i.e. pour tous sommets
u,v de cet ensemble, u et v ne sont pas adjacents).

Un graphe complet & n sommets, noté K,, est un graphe tel que toute paire
de sommets est reliée par une aréte. Ce graphe est aussi appelé une n-clique. Par
exemple, le graphe complet & 5 sommets, noté Kj, est représenté sur la Figure 1.8.

1.3.2 Arbres et foréts

Un graphe ne contenant pas de cycle est une forét. Chaque composante connexe
d’une forét est un arbre. Les sommets de degré 1 d’une forét sont appelés feuilles,
les autres sont appelés sommets internes. Un exemple d’arbre est donné sur la
Figure 1.9 : les sommets 1, 29, . . ., 75 sont les sommets internes alors que les sommets
fi, fa, ..., fe sont les feuilles.
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F1GUrE 1.10: Un arbre couvrant de plus courts chemins enraciné sur le som-
met 7.

Arbre enraciné : Un arbre enraciné T'(x) est un arbre T" avec un sommet spécifié
appelé la racine de T'. Les arbres enracinés sont souvent représentés de telle sorte
que la racine soit le sommet situé le plus haut, par exemple ’arbre de la Figure 1.9
a pour racine ;.

On dit qu'un sommet v est un descendant d’un sommet u si le sommet u est sur
la chaine entre v et la racine de ’arbre. On dit aussi que u est un ancétre de v. Si
u et v sont reliés par une aréte alors on dit que u est le pére de v et donc v est un
fils de u. Deux sommets ayant le méme pére sont dit freres.

La profondeur d’un sommet est la distance qui le sépare de la racine. La profon-
deur de ’arbre est la plus grande profondeur de ses feuilles.

Arbre couvrant : Un sous-graphe couvrant G’ de G est un arbre couvrant si G’
est un arbre. Un arbre T couvrant G est dit de plus courts chemins s’il existe un
sommet r tel que pour tout sommet v, distg(r,v) = disty(r,v). Un tel arbre peut
étre obtenu a partir de tout graphe G en faisant un parcours en largeur sur G (cf.
Figure 1.10).

1.3.3 Les graphes planaires et planaires extérieurs

Un graphe planaire est un graphe ayant une représentation dans le plan sans
croisement d’arétes. Par exemple, le graphe K, représenté sur la Figure 1.11 est un
graphe planaire car il est possible de le représenter dans le plan sans croisement.
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FiGURE 1.11: Le graphe K, est planaire.

Une face est une région du plan bordée par un ensemble d’arétes et telle que deux
points arbitraires de cette région peuvent étre reliés par une courbe ne rencontrant
ni sommets, ni arétes. La seule face dont la surface est infinie est la face externe. Le
rang (ou la taille) d’une face f, noté r(f), est le nombre d’arétes bordant f. Une
face de rang k (resp. au moins k, au plus k) est une k-face (resp. Zk-face, Sk-face).
L’ensemble des faces d’un graphe planaire G est noté F/(G).

Une des formules que nous utiliserons durant ce mémoire est la formule suivante
die a Euler :

Théoréme 1.3.1 (Formule d’Euler)
Si G est un graphe planaire conneze, |V (G)| son nombre de sommets, |E(G)| son
nombre d’arétes et |F(G)| son nombre de faces, alors

V(G = [B(G)] + [F(G)] = 2.

Corollaire 1.3.2
Si G est un graphe planaire de maille au moins g, alors |E(G)| < LQ(|V(G)| —2).
g J—

Corollaire 1.3.3
Si G est un graphe planaire tel que |V(G)| = 3, alors |E(G)| < 3|V(G)| —6 et si G
ne contient pas de triangles alors |E(G)| < 2|V(G)| — 4.

De plus, Kuratowski [67] a établi la caractérisation suivante des graphes pla-
naires :

Théoréme 1.3.4 (Kuratowski, 1930 [67])
Un graphe fini est planaire si et seulement s’il est sans mineur Ky et sans mineur
K373.

Un graphe planaire extérieur est un graphe ayant une représentation planaire
telle que tous les sommets du graphe se trouvent sur la méme face.

2|E(G
Le degré moyen d’un graphe G est égal a % et son degré moyen mazximum,
noté mad(G), est :
2|E(H)| }
mad(G) = max {7,1‘[ caG
[V (H)]

Dans le cas des graphes planaires, le degré moyen maximum est un parameétre lié a
la maille comme suit :
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Observation 1.3.5

2
Soit G un graphe planaire de maille g. Alors mad(G) < 49

g—2

A noter que le degré moyen maximum peut étre calculé en temps polynomial [62].

1.3.4 Les graphes k-dégénérés

Un graphe G est k-dégénéré si tout sous-graphe H de G contient un sommet de
degré au plus k. Par exemple, une forét est 1-dégénérée ou encore un graphe planaire
extérieur est 2-dégénéré. De méme, en utilisant la formule d’Euler, nous pouvons
vérifier que tout graphe planaire est 5-dégénéré.

1.3.5 Les graphes bipartis

Un graphe est dit bipart: s’il existe une partition de son ensemble de sommets
en deux sous-ensembles U et V telle que chaque aréte ait une extrémité dans U et
I’autre dans V. Un graphe est biparti si et seulement si il ne contient pas de cycle
de longueur impaire. Un graphe biparti est dit complet si chaque sommet de U est
relié & chaque sommet de V' (cf. Figure 1.12). On le note Ky v

FIGURE 1.12: Le graphe biparti complet K33 a 6 sommets.

1.4 Quelques notions de coloration

Dans cette derniére partie, nous abordons les notions de colorations propres de
sommets et d’arétes. Nous donnons leurs définitions ainsi que certains résultats fon-
damentaux. De nombreux résultats de coloration ainsi que de nombreux problémes
ouverts sont rassemblés dans I'ouvrage de Jensen et Toft [63].

1.4.1 Coloration des sommets d’un graphe

Une k-coloration propre des sommets d’un graphe G est une application ¢ :
V(G) — {1,...,k} de ’ensemble des sommets V(G) de G dans I'ensemble {1, ..., k}
de telle sorte que deux sommets adjacents dans GG recoivent des couleurs différentes,
i.e. siuv € E(G), alors c(u) # ¢(v).



1.4. Quelques notions de coloration

Un graphe qui admet une k-coloration est dit k-coloriable. Le nombre chromatique
de G, noté x(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-coloration.

On peut remarquer que si G est un graphe k-dégénéré alors y(G) < k + 1.
En 1941, Brooks a proposé une majoration de x(G) en fonction du degré maximum

A(G) -
Théoréme 1.4.1 (Brooks, 1941 [23])

Soit G un graphe connexe. Si G n’est ni un cycle d’ordre impair, ni un graphe
complet, alors x(G) < A(G).

Parmi les nombreux résultats relatifs au nombre chromatique nous pouvons citer
le célébre résultat de Appel et Haken obtenu en 1977 & I'aide d’un ordinateur :

Théoréme 1.4.2 (Appel et Haken, 1976 [5])
Si G est un graphe planaire, alors x(G) < 4.

Appel et Haken ont ainsi répondu a ce qui est certainement la toute premiére
question de coloration des graphes diie a Francis Guthrie en 1852 : “Est-il possible
de colorier n’importe quelle carte avec seulement quatre couleurs sachant que deux
régions partageant une méme frontiére ne peuvent recevoir des couleurs identiques ?”.

Actuellement, de nombreux chercheurs s’emploient & prouver (de fagon directe ou
indirecte) le Théoréme de Appel et Haken sans ’aide d’ordinateurs et ainsi aboutir &
une preuve purement mathématique. De nombreuses colorations sous contraintes ont
ainsi émergé afin de prouver ce résultat mathématiquement. Par exemple, Griinbaum
a introduit la notion de coloration acyclique [47].

1.4.2 Coloration des arétes d’un graphe

Une k-coloration propre des arétes d’'un graphe G est une application ¢ définie
sur E(G) telle que pour toutes arétes adjacentes uv,vw € E(G), c(uv) # c(vw).
L’indice chromatique de G, noté x'(G), est le plus petit entier k tel que G admet
une k-coloration d’arétes. On peut remarquer que x'(G) = x(L(G)).

Le plus important résultat portant sur ce paramétre est di a Vizing en 1964 :

Théoréme 1.4.3 (Vizing, 1964 [83])
Pour tout graphe G, nous avons A(G) < X'(G) < A(G) + 1.

Le théoréme de Vizing permet donc de classifier les graphes en deux classes :
les graphes ayant un indice chromatique égal & A dits de classe I et ceux ayant
un indice chromatique égal a A + 1 dits de classe 2. Le probléme qui consiste a
déterminer si un graphe simple est de classe 1 ou 2 est un probléme NP-complet.
Nous reviendrons sur ces notions de NP-complétude dans le Chapitre 3.
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2.1 Introduction

2.1.1 Coloration acyclique

Soit G = (V(G), E(G)) un graphe. Une k-coloration propre d’un graphe G (k €
N, n > 1) est une application ¢ : V(G) — {1,....k} telle que deux sommets
adjacents dans G recoivent des couleurs différentes, i.e. si uv € E(G), c(u) # c(v).
Un graphe qui admet une k-coloration est dit k-coloriable. Une coloration acyclique
de G est une coloration propre des sommets de G telle qu’il n’existe pas de cycle
bicolorié. En d’autres termes, le graphe induit par toute union de deux classes de
couleurs est une forét. Le nombre chromatique acyclique de G, x.(G), est le plus
petit entier k tel que G est acycliquement k-coloriable.

Cette notion a été introduite par Griinbaum [47] en 1973 dans le but de démon-
trer le théoréme des quatre couleurs. Il a prouvé que tout graphe planaire est acycli-
quement 9-coloriable et a conjecturé que 5 couleurs étaient suffisantes. Mitchem [71]
a réduit le nombre de couleurs a 8, Albertson et Berman [2| 4 7 et Kostochka [64] &
6. C’est finalement Borodin [12] qui en 1979 a confirmé la conjecture de Griinbaum
en prouvant que :

Théoréme 2.1.1 (Borodin, 1979 [12])

Tout graphe planaire est acycliquement 5-coloriable.

Ce résultat est le meilleur possible puisqu’il existe des graphes planaires 4-
réguliers non acycliquement 4-coloriables (Griinbaum [47], Figure 2.1(a)). En 1976,
Kostochka et Melnikov ont proposé la construction d’un graphe biparti non acycli-
quement 4-coloriable [65] (Figure 2.1(b)).

(a) Exemple de Griinbaum (b) Exemple de Kostochka et
Melnikov

FI1GURE 2.1: Exemples de graphes non acycliquement 4-coloriables.

En se restreignant a la classe des graphes planaires de maille donnée, Borodin,
Kostochka et Woodall ont démontré en 1999 le résultat suivant :

Théoréme 2.1.2 (Borodin, Kostochka et Woodall, 1999 [22])

(1) Si G est planaire de maille g = 5, alors x.(G) < 4.
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(2) Si G est planaire de maille g > 7, alors x.(G) < 3.

Il est naturel de majorer ce nombre chromatique acyclique par une fonction
dépendant de A(G), le degré maximum du graphe G. C’est pour cette raison que
de nombreux auteurs se sont intéressés a la classe des graphes de degré maximum
borné. Concernant les graphes de faible degré maximum, Griinbaum a prouvé en
1973 que :

Théoréme 2.1.3 (Griinbaum, 1973 [47])
Tout graphe de degré mazimum au plus 3 est acycliqguement J-coloriable.

Ce résultat est optimal puisque K (graphe complet & 4 sommets) est de degré
maximum 3 et n’est pas acycliquement 3-coloriable.

D’autre part, Burnstein s’est intéressé au nombre chromatique acyclique des
graphes de degré au plus quatre :

Théoréme 2.1.4 (Burnstein, 1979 [25])
Tout graphe de degré mazimum au plus 4 est acycliqguement 5-coloriable.

Ce résultat est le meilleur possible puisque K5 est de degré maximum 4 et n’est
pas acycliquement 4-coloriable.

On peut alors remarquer que pour A(G) < 4, x.(G) < A(G) + 1.

Pour le cas général, Alon, McDiarmid et Reed ont utilisé une approche probabi-
liste :

Théoréme 2.1.5 (Alon, McDiarmid et Reed, 1990 [3])
Si G est un graphe de degré mazimum A, alors xo(G) = O(AY?) lorsque A — +o0.

IIs ont dans le méme temps prouvé lexistence de graphes tels que y,(G) >
Q(A*3 /(log A)'/3). Les preuves de ces deux résultats utilisent des arguments pro-
babilistes et notamment le Lemme local de Lovész.

A notre connaissance, aucune construction de graphes utilisant y,(G) > A + 2
couleurs n’a été encore proposée pour de petites valeurs de A. Le graphe complet
quant a lui vérifie x(G) = x.(G) = A(G) + 1.

Dans ce mémoire, nous nous sommes plus précisément intéressés a la classe des
graphes de degré maximum supérieur ou égal a 5.

En 2007, Fertin et Raspaud [43| ont prouvé que tout graphe de degré maximum
5 est acycliquement coloriable avec 9 couleurs.

Ils ont également présenté un algorithme de coloration acyclique des graphes de
degré maximum A > 6, en erl couleurs si A est pair, et en w couleurs si A
est impair. Avant eux, Skulrattanakulchai [81] avait aussi proposé un algorithme de
coloration acyclique des graphes de degré maximum A < 3. La majoration proposée
par Fertin et Raspaud a été récemment améliorée par Yadav et al. [91] qui ont
prouvé que tout graphe de degré maximum A > 8 est acycliquement coloriable
avec au plus %{M couleurs. Yadav et al. [92] ont également prouvé que tout
graphe de degré maximum 5 est acycliquement coloriable avec 8 couleurs. De notre
cOté, nous avons obtenu le méme résultat en utilisant un ordre de coloration sur
les sommets. Récemment, Kostochka et Stocker ont prouvé que 7 couleurs suffisent
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[66]. En étudiant les graphes de degré maximum 6, Yadav et al. [90] ont également
prouvé que 12 couleurs sont suffisantes. Nous avons diminué cette majoration a 11
couleurs en utilisant des arguments similaires a la démonstration du résultat pour
les graphes de degré maximum 5.

Nous avons montré que :

Théoréme 2.1.6
Tout graphe G est tel que x.(G) < f(A) pour A =5,

8 st A=5
11 s A =6
avee f(A) =93 17 s A=7

AT5A Lo x [A2] 43 si A8

Nous améliorons ainsi les résultats de Fertin et Raspaud [43| et ceux de Yadav
et al. [91] pour 5 < A < 16.

2.1.2 Coloration acyclique par listes

Une affectation de listes de GG est une fonction L qui alloue & chaque sommet
v € V(G) une liste L(v) de couleurs valides. Soient G un graphe et L une affectation
de listes de G. Le graphe G est L-liste coloriable s’il existe une coloration ¢ de G
telle que ¢(v) € L(v) pour tout v € V(G). Si G est L-liste coloriable pour toute
affectation de listes L avec |L(v)| > k pour tout v € V(G), alors G est dit k-liste
coloriable. Le nombre chromatique de listes de G, X'(G), est le plus petit entier k tel
que G est k-liste coloriable.

La notion de L-liste coloration a été introduite par Vizing [84] en 1976 et Erdds,
Rubin et Taylor [37] en 1979.

Observation 2.1.7
Tout graphe k-liste coloriable est k-coloriable. La réciproque n’est pas vraie. De plus,
X'(G) peut étre arbitrairement plus grand que x(G).

Concernant la famille des graphes planaires, un des plus importants résultats de
coloration par listes a été démontré par Thomassen en 1994 :

Théoréme 2.1.8 (Thomassen, 1994 [82])
Tout graphe planaire est 5-liste coloriable.

On peut également ajouter la contrainte d’acyclicité a ce type de coloration et
ainsi définir la coloration acyclique par listes : ¢’est une L-coloration propre qui doit
étre acyclique. On notera, \.(G), le nombre chromatique acyclique de listes de G.
On peut alors remarquer que :

Observation 2.1.9
Pour tout graphe G, XL(G) = x.(G).
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{3,4,5}

{6,7,8}

FIGURE 2.2: Le graphe G tel que x4(G) = 3 et X, (G) # 3.

Le nombre chromatique acyclique par listes peut étre strictement supérieur au
nombre chromatique acyclique : il existe des graphes qui sont acycliquement co-
loriables avec 3 couleurs alors qu’ils ne sont pas acycliquement 3-liste coloriables
(Figure 2.2). De plus la différence entre ces deux nombres chromatiques peut étre
arbitrairement grande (voir exemples dans [73]).

Borodin et al. [16] ont été les premiers & s’intéresser a la coloration acyclique par
listes des graphes planaires en prouvant que :

Théoréme 2.1.10 (Borodin, Fon-Der Flaass, Kostochka, Raspaud et Sopena, 2002 [16])

Tout graphe planaire est acycliquement 7-liste coloriable.

et ont proposé la conjecture suivante :

Conjecture 2.1.11 (Borodin, Fon-Der Flaass, Kostochka, Raspaud et Sopena, 2002 [16])

Tout graphe planaire est acycliquement 5-liste coloriable.

Si cette conjecture est vraie, alors elle renforce le théoréme de Borodin [12] sur
la 5-coloration acyclique des graphes planaires et celui de Thomassen [82] sur la 5-
liste coloration des graphes planaires. Cette conjecture a été vérifiée pour certaines
classes de graphes planaires.

Certains auteurs se sont également intéressés a des conditions suffisantes de colo-
ration acyclique par listes sur certaines classes de graphes. Notamment, Montassier,
Ochem et Raspaud [75] ont proposé des conditions suffisantes de coloration acyclique
par listes de graphes de degré moyen maximum borné.

Théoréme 2.1.12 (Montassier, Ochem et Raspaud, 2006 [75])
(1) Tout graphe G tel que mad(G) < § est acycliquement 3-liste coloriable.
(2) Tout graphe G tel que mad(G) < % est acycliquement 4-liste coloriable.
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(3) Tout graphe G tel que mad(G) < % est acycliquement 5-liste coloriable.

De plus, Montassier, Raspaud et Wang ont prouvé en 2007 que :

Théoréme 2.1.13 (Montassier, Raspaud et Wang, 2007 [77] )
Tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4 et 5, ou sans cycles de longueurs 4
et 6, est acycliqguement 5-liste coloriable.

Chen et Wang [32] se sont intéressés aux cycles de longueur 3 situés a distance d
(longueur minimale d’une chaine qui sépare deux cycles) et ont démontré que tout
graphe planaire, sans cycles de longueur 4 et sans triangles a distance au moins 3,
est acycliquement 5-liste coloriable. Récemment, Zhang et Xu [93| ont prouvé que
tout graphe planaire sans cycles de longueur 4 ni cycles cordaux de longueur 6 est
acycliquement 5-liste coloriable.

On peut remarquer que dans tous les résultats cités, les cycles de longueur 4 sont
interdits. Le lecteur intéressé pourra trouver dans [18], une extension des résultats
de Montassier et al. [77] : un graphe planaire est acycliquement 5-liste coloriable
s’il ne contient pas de cycles de longueur i adjacents a un cycle de longueur j avec
3<j<hsit=3etd4<j<b6si1=4.

Récemment, Chen et Raspaud ont démontré que :

Théoréme 2.1.14 (Chen et Raspaud, 2011 [30])
Tout graphe planaire sans cycles de longueur 4 ni triangles intersectant est acycli-
quement 5-liste coloriable.

Concernant, les conditions de 4-liste coloration acyclique des graphes planaires,
Montassier [74] a amélioré les résultats de [22]| sur la 4-coloration acyclique des
graphes planaires de maille 5, en prouvant que tout graphe planaire de maille au
moins 5 est acycliquement 4-liste coloriable. Dans [76|, Montassier, Raspaud et Wang
ont également prouvé que tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4 a 6,
ou sans cycles de longueurs 4, 5 et 7, ou sans cycles de longueurs 4, 5 et sans
triangles intersectant, est acycliquement 4-liste coloriable. Dans ce méme article, ils
ont proposé la conjecture suivante :

Conjecture 2.1.15 (Montassier, Raspaud et Wang, 2000 [76])
Tout graphe planaire sans cycles de longueur 4 est acycliquement 4-liste coloriable.

Cette conjecture semble difficile & prouver. Wang et Chen [87] ont démontré que
tout graphe planaire sans cycles de longueur 4 est acycliquement 6-liste coloriable.
Cependant, certains auteurs ont pu vérifier la Conjecture 2.1.15 en s’interdisant
certaines longueurs de cycles (voir [21, 27, 28, 31]). Le résultat le plus abouti est
celui di & Chen et Raspaud qui ont prouvé que tout graphe planaire sans cycles
de longueurs 4 et 5 est acycliquement 4-liste coloriable [29]. Ce résultat, a été éga-
lement obtenu indépendamment par Borodin et Ivanova [20]. A noter qu’il existe
des graphes planaires sans cycles de longueurs 4 et 5 qui ne sont pas acyclique-
ment 3-liste coloriables [86]. Ce qui nous conduit tout naturellement aux conditions
suffisantes de 3-liste coloration acyclique des graphes planaires.

En 1976, Steinberg (cf. Probléme 2.9 [63]) a conjecturé que :
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Conjecture 2.1.16 (Steinberg, 1976 [63])
Les graphes planaires sans cycles de longueurs 4 et 5 sont 3-coloriables.

En 1990, Erdés a proposé la relaxation suivante de la Conjecture de Steinberg :
Quel est le plus petit entier ¢ tel que tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4
a i est 3-coloriable ? La meilleure majoration connue est i = 7 [17]. En effet, Borodin
et al. ont démontré en 2005 que :

Théoréme 2.1.17 (Borodin et al., 2005 [17])
Tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4 a 7 est 3-coloriable.

Cette question est également étudiée dans le cadre de la coloration par listes :

Probléme 2.1.18
Quel est le plus petit entier i tel que tout graphe planaire sans cycles de longueurs
4 a1 est 8-liste coloriable ?

En 2003, Voigt [86] a démontré que la Conjecture de Steinberg ne pouvait étre
pas étendue a la notion de coloration par listes; d’ou, ¢ > 6. Cependant, en 1996,
Borodin [13] a prouvé que tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4 & 9 est
3-coloriable ; en fait, 3-liste coloriable. D’otu, 7 < 9.

Dans ce mémoire, nous étudions la question d’Erd&s dans le cadre de la coloration
acyclique par listes :

Probléme 2.1.19
Quel est le plus petit entier i (1 > 6) tel que tout graphe planaire sans cycles de
longueurs 4 a i est acycliquement 3-liste coloriable ?

Nous avons démontré le résultat suivant :

Théoréeme 2.1.20
Tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4 a 12 est acycliquement 3-liste colo-
riable.

A noter que ce résultat a été démontré indépendamment par Borodin [14]. Ce
dernier a amélioré ce résultat en prouvant que :

Théoréme 2.1.21 (Borodin et lvanova, 2010 [19])
Tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4 a 11 est acycliquement 3-liste colo-
riable.

Comme Chen et Wang [32] lont fait dans le cadre de la 5-liste coloration acy-
clique, nous avons abordé la question de la 3-liste coloration acyclique en autorisant
les triangles, mais en ajoutant une contrainte relative a la distance qui les sépare.
On notera da(G) la distance minimale (longueur minimale d’une chaine) qui sépare
deux triangles dans G. Nous prouvons que :

Théoréme 2.1.22
Soit G un graphe planaire. St G satisfait une des conditions suivantes :
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1. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 10, et da(G) = 2
2. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 9, et da(G) > 3
3. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 8, et da(G) =5
4. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 7, et da(G) =7

alors G est acycliquement 3-liste coloriable.

Dans la suite de ce chapitre, nous étudierons dans un premier temps la coloration
acyclique des graphes de degré maximum borné, puis la coloration acyclique par
listes de graphes planaires sans cycles de longueurs données.

2.2 Graphes de degré maximum borné

Dans cette partie nous démontrons le Théoréme 2.1.6 en le décomposant en
plusieurs théorémes pour faciliter la compréhension des preuves.

2.2.1 Préliminaires

Comme nous 'avons signalé en introduction, nous nous sommes focalisés sur les
familles de graphes de degré maximum borné et notamment aux graphes de degré
maximum au plus 5, au plus 6, au plus 7 et au moins 8. Voici les résultats que nous
avons obtenus.

Théoréme 2.2.1
Tout graphe de degré mazximum cing est acycliqguement 8-coloriable.

Théoréme 2.2.2
Tout graphe de degré mazimum sixz est acycliqguement 11-coloriable.

La preuve de ces théorémes est basée sur ’existence d'un certain type d’arbre
couvrant que nous nommerons GS-arbre et de I'utilisation d’un ordre sur ce GS-arbre
pour la coloration des sommets.

Nous présenterons également les deux résultats suivants :

Théoréme 2.2.3
Tout graphe G de degré mazimum au plus 7 est acycliquement 17-coloriable.

Théoréme 2.2.4
Soit A =8 et f(A) = AQ_TE’A +2x |82 | 4+ 3. Tout graphe G de degré mazimum A
est acycliguement coloriable avec au plus f(A) couleurs.

Ce qui améliore le résultat de Yadav et al. [91] pour 7 < A < 16.

Commencons par introduire quelques notations.

Toutes les notations qui suivent ont été introduites dans [43]. Une coloration
acyclique partielle d'un graphe G est une coloration ¢ d’un sous-ensemble S de
V = V(G) telle que ¢ est une coloration acyclique de G[S] (le sous-graphe de G
induit par S). Une coloration acyclique sur un sous-ensemble S C V' qui utilise au
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plus k couleurs est appelée une k-coloration acyclique partielle de G. Soit ¢ une
k-coloration acyclique partielle de G' et v un sommet non colorié de GG. Nous dirons
qu'une couleur ¢ pour le sommet v est autorisée pour étendre ¢ si la coloration
partielle ¢’ définie par ¢'(u) = ¢(u) pour tout u € S et par ¢'(v) = c est une
k-coloration acyclique partielle de G. Soit v € V\S, nous noterons par N.(u) =
N(u) NS, Pensemble des voisins coloriés de u (ot N(u) est ’ensemble des voisins
de u, i.e. N(u) ={v € V(G) : uwv € E(G)}) et #cn(u) = |No(u)].

SC(N.(u)) représentera ’ensemble des couleurs utilisées par les sommets de N, (u)
et on notera #dcn(u) = |SC(N.(u))|. Pour un sommet u et une couleur ¢ donnés,
notons n.(u) le nombre de sommets de N.(u) coloriés par la couleur ¢. Pour tout
sommet u, on note L, = (n1,M, ..., Naden()) Ol chaque n; représente le nombre
de fois qu'une couleur apparait dans le voisinage de u et ny = ny > ... = Nuden(u)-
Par exemple pour la Figure 2.3, nous avons : tous les voisins de u sont coloriés,
d’ott #cn(u) = 5 et N.(u) = N(u), SC(N.(u)) = {c1,co,¢3,¢4}, F#den(u) = 4 et
L, = (2,1,1,1) (deux voisins de u sont coloriés par c;, un voisin de u est colorié
par ¢y (resp. ¢z, cq)). Enfin pour terminer nous utiliserons la notation [i; j] pour

nommer l’ensemble des entiers {i,7+ 1,...,j}.
C2
C1 C1
u
Cy C3

FIGURE 2.3: La liste L,, = (2,1,1,1)

2.2.2 GS-arbre (good spanning tree)

Soit G un graphe connexe A-régulier. Un GS-arbre de GG est un arbre couvrant
T de G tel que T contient un sommet adjacent a A — 1 feuilles (une feuille étant un
sommet de degré 1).

Théoréeme 2.2.5
Tout graphe connexe A-régulier admet un GS-arbre.

Démonstration. Soient G un graphe connexe A-régulier et k > 2 le diamétre de
G (si k = 1, G est un graphe complet et admet donc un GS-arbre). On rappelle

que : diam(G) = ma;(cG){distG(x, y)}. Soient u et v deux sommets de G a distance
z,yeVv

k. Supposons que nous choisissons u de telle sorte qu’il ait le plus petit nombre
de voisins a distance £k — 1 de v. Soit u; un voisin de u qui est a distance k — 1
de v et soient us,...,ua les A — 1 autres voisins de u. Démontrons que G; =
G \ {ug,...,ua} est connexe. Supposons que G’ est une composante connexe de
(G1 qui contient v. Puisque u et v sont connectés dans G, alors G’ contient u; et
u. Considérons maintenant G”, une composante connexe qui ne contient ni v ni w.
Soit. z un sommet quelconque de G”. Puisque k est le diamétre de G alors x est &
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distance exactement £ de v dans GG. En effet, la chaine reliant x & v passe par us, . ..
ou ua. Or dg(u;,v) =k —1ou k (pour 1 <i<A)doncdg(z,v) >2k—14+1=k,
k étant le diamétre de G permet de conclure que dg(x,v) = k. Tout voisin de x a
distance k — 1 de v dans G est aussi un voisin de u. Cependant = n’est pas adjacent
a uq, sinon il serait dans la méme composante connexe que u. D’ou, dans G, x a
moins de voisins & distance £ — 1 de v que u. Ce qui contredit le choix de u. Donc
G1 =G\ {ug,...,ua} est connexe.

Nous pouvons alors construire un GS-arbre 7" de GG de la facon suivante : dans
un premier temps on choisit un arbre couvrant 7T} de (GG1, puis on ajoute a T; les
arétes uuo, ..., uua qui couvrent les sommets uo, ..., ua. O

2.2.3 Graphes de degré maximum 5

Avant tout, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.6
Tout graphe G de degré mazimum au plus 5 et de degré minimum strictement plus
petit que 5 est acycliquement 8-coloriable.

La preuve du Théoréme 2.2.1 est divisée en deux parties suivant le degré mini-

mum du graphe G :

(1) Soit §(G) < 5 et alors le Lemme 2.2.6 nous permet de colorier acycliquement
G avec au plus 8 couleurs,

(2) ou 0(G) =5 et dans ce cas l'existence d’'un GS-arbre nous permet de trouver
un ordre de coloration sur les sommets du graphe et obtenir une coloration
acyclique avec au plus 8 couleurs.

Les techniques de coloration que nous utilisons sont inspirées de celles présentes

dans [43, 81, 90, 92|.

2.2.3.1 Preuve du Lemme 2.2.6

Dans cette partie nous prouvons que si G est connexe avec A(G) < 5 et 0(G) <
5, alors G est acycliquement 8-coloriable. La preuve est basée sur un algorithme
glouton. Tout d’abord définissons une relation d’ordre < sur les sommets de G, puis
nous colorions les sommets de G en respectant cet ordre <. Soit v un sommet de
degré d(v) < 5. Considérons T" un arbre couvrant de G enraciné en v. Définissons
Iordre < sur les sommets de G par un ordre postfixe sur 7T, il est défini de la
maniére suivante : soient x1, ..., x, des sommets de G tels que pour tout 7, j, 1 <
1 < j<n,x < x;etx, =v. Nous pouvons alors remarquer que pour tout 7 tel
que 1 <7 < n, z; a au plus 4 voisins x; tel que j < i. Nous colorions alors les z;
successivement en utilisant les Lemmes 2.2.8 et 2.2.9. La coloration de GG obtenue
sera une coloration acyclique utilisant au plus 8 couleurs.

Commengons par une observation tirée de [43] :

Observation 2.2.7 (Fertin et Raspaud, 2007 [43])
Soit G un graphe de degré maximum 5 et soit @ une 8-coloration acyclique partielle
de G. Supposons que v est un sommet non colorié de G. Si tous les voisins coloriés
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de v ont des couleurs différentes, alors il suffit de colorier proprement v pour étendre
. Si une couleur ¢ apparait n.(v) > 1 fois parmi les voisins coloriés de v, alors pour
colorier v, nous devons nous interdire 2n.(v) couleurs pour éviter la création possible
de cycles bicoloriés passant par v et les sommets coloriés par c.

Lemme 2.2.8

Soit G un graphe tel que A(G) < 5 et soit ¢ une 8-coloration acyclique partielle
de G. Pour tout sommet non colorié u tel que #cn(u) < 3, il existe une couleur
disponible pour u qui nous permet d’étendre .

Démonstration. Dans un premier temps, supposons qu’aucune couleur n’est ré-
pétée parmi les voisins de u, en d’autres termes L, = (0) (ce qui signifie qu’aucun
voisin de u n’est encore colorié), L, = (1), L, = (1,1), ou L, = (1,1,1). Par ’Ob-
servation 2.2.7, il suffit de colorier proprement u, ce qui est possible puisque nous
avons au moins 5 couleurs possibles.

Dans un second temps supposons qu’une couleur apparait au moins deux fois
parmi les voisins coloriés de w. Puisque #cn(u) < 3, nous avons exactement trois
cas : L, = (2), L, = (2,1), ou L, = (3). Lorsque L, = (2), L, = (2,1) (resp.
L, = (3)), d’aprés I’Observation 2.2.7, nous devons nous interdire quatre couleurs
pour colorier u afin d’éviter toute création de cycles bicoloriés (resp. six couleurs) et
au plus deux couleurs supplémentaires (resp. une couleur) pour respecter la condition
de coloration propre. Pour chaque cas, il reste au moins un choix pour colorier u. O

Lemme 2.2.9

Soit G un graphe tel que A(G) < 5 et soit ¢ une 8-coloration acyclique partielle
de G. Pour tout sommet non colorié u tel que #cn(u) = 4, il existe une couleur
disponible pour u qui nous permet d’étendre .

Démonstration. Soient G un graphe tel que A(G) < 5 et ¢ une 8-coloration
acyclique partielle de G, et u un sommet non colorié tel que #cn(u) = 4. Considérons
V1, Vg, U3, U4 les quatre voisins coloriés de u, et pour tout 1 < i < 4 et tout 1 < 5 < 4,
on appelle vg les quatre voisins de v; distincts de u. Pour étendre ¢ a u, nous étudions
toutes les possibilités pour L, :

Cas L, = (1,1,1,1). Par I'Observation 2.2.7, il suffit de colorier proprement
u (il y a 4 couleurs possibles).

Cas L,, = (2,1, 1). Par I’Observation 2.2.7, nous devons nous interdire quatre
couleurs pour colorier u afin d’éviter toute création de cycles bicoloriés et trois
couleurs supplémentaires pour respecter la condition de coloration propre. Il
reste alors une couleur pour colorier u.

Cas L, = (3,1). Sans perte de généralité supposons que ¢(v) = ¢(vy) =
o(v3) = 1 et p(vy) = 2. S'il existe une couleur a € [3;8] qui ne se trouve
pas dans un hypothétique cycle bicolorié avec les couleurs 1, «, alors nous
pouvons colorier u avec «. Sinon, cela signifie que chaque couleur dans [3; §]
apparait deux fois (et exactement deux fois) dans le voisisnage de vy, vy, vs,
et pour chaque v; (1 < i < 3), nous avons #dcn(v;) = 4. 11 suffit alors de
recolorier v; avec une couleur différente de 1, 2 et de celles dans SC(N.(v1))
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(nous avons deux couleurs possibles pour v1). D’on, L, devient (2,1, 1), un cas
traité précédemment.
Cas L, = (4). Sans perte de généralité supposons que p(vy) = p(vg) =
o(v3) = p(vg) = 1. Nous pouvons remarquer que si 'un des v; est tel que
#dcen(v;) = 4, par exemple vy, alors nous pouvons recolorier v; avec une cou-
leur différente de 1 et de celles de SC'(N.(v1)). Nous obtenons alors L, = (3, 1),
un cas traité précédemment. Supposons alors que pour tout 1 < ¢ < 4,
#den(v;) < 3. Nous devons nous interdire six couleurs ([ (4 x 3)/2]) pour
colorier u afin d’éviter toute création de cycles bicoloriés et une couleur sup-
plémentaire pour respecter la condition de coloration propre. Il reste alors une
couleur pour colorier u.
Cas L, = (2,2). Sans perte de généralité supposons que p(v1) = p(v9) = 1
et p(v3) = w(vy) = 2. Nous pouvons remarquer que si I'un des v; est tel
que #dcn(v;) = 4, par exemple v;, alors nous pouvons recolorier v; avec une
couleur différente de 1 et 2 et de celles de SC(N.(v;)). Nous obtenons alors
L, =(2,1,1), un cas traité précédemment. Supposons alors que pour 1 < i <
4, #den(v;) < 3. Si on ne peut pas colorier u avec une couleur de [3; 8], alors
pour tout 1 < i < 4, #den(v;) = 3, et sans perte de généralité SC(N.(vq)) =
SC(N.(v9)) = {3,4,5}, SC(N.(v3)) = SC(N.(v4)) = {6,7,8}. Nous nous
intéresserons a v; et son voisinage. Nous tenterons de recolorier v; avec une
couleur différente de 1 : si nous réusissons, alors nous obtenons une nouvelle
liste L, qui a déja été traitée; sinon, nous trouverons une couleur pour u qui
permet d’étendre . Si #cn(v;) = 3, alors on recolorie v; avec une couleur
différente de [1;5] et nous avons terminé. Supposons alors que #cn(vy) = 4
et sans perte de généralité supposons que ¢(vl) = p(v?) = 3,p(v}) = 4, et
o(v}) = 5. Nous tentons de recolorier v; avec une couleur différente de 1, 3,
4, 5, et celles de SC(N,(v})). S’il existe une couleur libre, alors nous avons
terminé car L, = (3,1) ou L, = (2,1,1) (des configurations déja résolues). Si
on ne peut pas recolorier vy, alors SC(N.(vi)) = SC(N.(v})) = {1,2,6,7,8}
et nous pouvons colorier u avec 3 (puisque 3 n’apparait pas dans SC(N.(v3)),
SC(N.(v4)), et v} a un unique voisin colorié¢ par 1 (v;)). Ce qui termine la
preuve.

O

2.2.3.2 Preuve du Théoréme 2.2.1

Dans cette partie nous démontrons que :
Tout graphe de degré maximum 5 est acycliquement 8-coloriable.

Soit G un graphe de degré maximum 5. Si 0(G) < 5, alors le Lemme 2.2.6 nous
permet de conclure. Supposons par la suite que G est un graphe connexe 5-régulier.

Soit T un GS-arbre de G (un tel arbre couvrant existe d’aprés le Théoréme
2.2.5). Soit x, un sommet adjacent & quatre feuilles dans 7. Nous ordonnons les
sommets de G de z1 a x,, en respectant un ordre postfixe sur 7" enraciné en x,, avec
Tr1, T2, X3, x4 ses quatre feuilles. Pour commencer, nous colorions xq, o, T3, X4
avec des couleurs différentes puis nous colorions successivement x5, zg, . . ., Z,. Nous
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colorions x; avec b <17 < n — 1, en utilisant les Lemmes 2.2.8, et 2.2.9, sans jamais
recolorier z1, x5, 3, x4. Dans le Lemme 2.2.8, aucune recoloration n’est utilisée. Dans
le cas L, = (3,1) du Lemme 2.2.9, v; ne peut pas étre x1, s, 3 ou x4 puisque v;
a quatre voisins coloriés et u n’est pas z,. De la méme fagon dans le cas L, = (4)
du Lemme 2.2.9, v; ne peut pas étre xi,zs, x3 ou x4. Dans le cas L, = (2,2) du
Lemme 2.2.9, nous nous focalisons sur v;. Si v; est par exemple x1, alors nous nous
intéressons & vy au lieu de vy (puisque vy et v, ont les mémes couleurs, nous sommes
certains que vg n’est ni xo, ni 3, ni x4). A ce stade de la procédure nous avons une
coloration acyclique de G\{x,} telle que x;, xo, 3, x4 utilisent quatre couleurs
distinctes. Il nous reste alors a colorier z,, ce qui nous améne a considérer deux
cas :

Cas L,, = (1,1,1,1,1). Par 'Observation 2.2.7, il suffit de colorier propre-
ment x,, (nous pouvons car nous avons trois couleurs possibles).

Cas L,, = (2,1,1,1). Sans perte de généralité p(z1) = @(x,—1) =
Lo(xs) = 2,p(x3) = 3,¢(xy) = 4. Nous tentons de colorier z,, avec 5, 6,
7 et 8. Soit c’est possible et dans ce cas nous avons terminé. Sinon, cela signi-
fie que SC(N.(z1)) = SC(N(xn-1)) = {5,6,7,8}. Dans ce cas, nous colorions

T, avec 1 et nous recolorions proprement x; et x,,_;.

Ce qui compléte la preuve du Théoréme 2.2.1. O

2.2.4 Graphes de degré maximum 6

Nous avons également démontré que :

Théoréme 2.2.10
Tout graphe de degré mazximum 6 est acycliquement 11-coloriable.

Les techniques de preuve de ce théoréme sont les mémes que celles utilisées pour
le théoréeme précédent et s’appuient sur le lemme suivant :

Lemme 2.2.11
Tout graphe G de degré mazimum au plus 6 et de degré minimum strictement plus
petit que 6 est acycliquement 11-coloriable.

Le lecteur intéressé pourra trouver l'intégralité de ces preuves dans [51].

2.2.5 Graphes de degré maximum A > 7

Nous généralisons dans cette partie les résultats obtenus précédemment en uti-
lisant les mémes techniques ad hoc mises en ceuvre pour 5 < A < 6, et montrons le
résultat suivant :

Tout graphe G est tel que x.(G) < f(A) pour A > 7,

17 st A=7

A) = 2
avec f(A) {A55A+2XL%J+3 si A > 8.

37



Chapitre 2. Coloration acyclique

38

2.2.5.1 Lemme de coloration

La plupart des notations utilisées ont déja été définies précédemment. De plus,
la notion d’ordre sur les sommets reste capitale pour la preuve. Soit G un graphe
de degré maximum au moins 7. Considérons {xi,zs, -, z,} les sommets de G et
appelons ¢; une coloration partielle acyclique définie sur les sommets {x1, o, - -+, x;}
de G. On définit 'ordre sur les sommets de la fagon suivante. Soit 7" un arbre
couvrant de G enraciné en z,. Si G n’est pas A-régulier alors on choisit z,, tel que
d(z,) < A. Si G est A-régulier alors T est un GS-arbre de G (un tel arbre existe
d’aprés le Théoréme 2.2.5) et x, est un sommet adjacent & A — 1 feuilles dans 7.
On note Fr = {x1,--- ,xa_1} 'ensemble des A — 1 feuilles voisines de z,, dans T.
On ordonne alors les sommets de 1" de telle sorte que la distance entre x; et z,
dans T soit une fonction décroissante en ¢. Ceci nous assure que @; a colorié au plus
A —1 voisins de x;41 pour i < n. Chacun des ¢; sera construit a partir de ¢;_; aprés
quelques modifications minimes de ¢;_;.

Lemme 2.2.12

Soit G un graphe de degré maximum A > 8 muni d’un ordre sur les sommets comme
défini précédemment et soit p; (1 <i < A—2) une coloration partielle acyclique qui
a colorié les sommets x1,xo, - -+ , x; en utilisant au plus f(A) = AQ%MJer |82 ]+3
couleurs. Supposons que Ly, , = (1,1,...,1) (oul, 1 <1 < A —1, représente le
nombre de 1) ou Ly, = (n1,n9,...,n, 1,...,1) (tels que ny =2 no > ... = ny > 2,
k>0etl<Il<A-—2représente le nombre de 1). Alors il existe une coloration

acyclique ;1 de G[{z1,x2,- -, xi11}] qui utilise au plus f(A) couleurs.

Démonstration. Si L,,,, = (1,1,...,1), nous pouvons remarquer qu’il suffit de
colorier proprement x;,1 (ce qui est possible car A —1 < f(A) pour tout A > 8).
Supposons alors que Ly, = (n1,n,...,nk, 1,...,1) (n1 = ne > ... = ny > 2).
Nous pouvons avant tout remarquer que k < [A_Zl_lj. Soit SN, (zi11) 'ensemble
des voisins coloriés de x;;; avec la couleur ¢; et soit SN, (zi1)| = n;. Pour tout
sommet y € SN, (2;41) avec n; > 2, si y a A — 1 voisins coloriés ayant tous des
couleurs distinctes, alors nous pouvons changer la couleur de y de telle sorte que
cette nouvelle couleur n’apparait pas parmi les voisins de x; 1. Ce qui est possible
puisque nous pouvons nous assurer que y € Fr (y ne peut pas étre 1, xo, -+, Ta_1
puisque y a A — 1 voisins coloriés et z;,1 n’est pas z,). De plus, le changement de
couleur de y dans ce cas ne peut pas créer de cycle bicolorié puisque nous avons
k+1+A—-1< f(A)pour A > 8 (1) (la preuve de cette inégalité et des suivantes
sera proposée dans le paragraphe 2.2.5.3).

De la méme fagon, pour tout z dans SN, (z;11), si le nombre de couleurs diffé-
rentes utilisées par les voisins de z est A — 2 ou A — 3, nous pouvons changer la
couleur de z en une couleur non utilisée par les voisins de x;; telle que la coloration
obtenue conserve I'acyclicité dans SN, (2;41). Nous pouvons procéder de cette fagon
si z € Fr. Cependant nous pouvons remarquer qu’au plus un sommet de Fr est co-
lorié ¢;. Ce changement de couleur est possible car f(A) > (k-+1)+(A—2)+ |52 ]
pour A >8 (2) et f(A) > (k+1)+ (A —3)+ 3|21 pour A > 8 (3).

Eans la nouvelle coloration partielle, nous avons au plus k L%J +(A-1-k—

—4

l) LTJ couleurs interdites pour x;,; afin d’éviter toute création de cycles bicoloriés
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et [A 1— ZJ + [ couleurs supplémentaires pour respecter la condition de coloration
A2 —4A—IA+514+2k+3
2

propre. Nous avons alors au plus couleurs interdites pour colorier

AZ—4A—IA+514+2k+3
2+ +2k+3 f(A)

Zi+1. De plus, comme pour A > 8 (4), nous avons une
couleur libre pour étendre ¢ a x;,1. O

2.2.5.2 Preuve du Théoréme 2.2.4

Soit 7" un arbre couvrant de GG enraciné en z,, conformément au Théoréme 2.2.5
et soit Fp = {x1,29, -+ ,2a_1} 'ensemble des feuilles voisines de z,, sur 7". Nous
commencons par colorier ces A — 1 feuilles avec A — 1 couleurs distinctes. A chaque
étape nous supposons que ¢ est une coloration partielle acyclique de ’ensemble des
sommets A = {xy,xs, - ,x;}, nous montrerons qu’il est possible de trouver une
coloration partielle acyclique ¢ sur A U {x;;1} en opérant quelques modifications
sur ¢ si nécessaire. Durant la procédure certains sommets peuvent étre recoloriés,
par contre, les couleurs attribuées aux sommets de Fr ne seront pas modifiées.

Soit A(z;11) ’ensemble des voisins de x;.; dans A. Supposons que les couleurs
c1,- -+, c¢j sont utilisées dans A(x;11) et chaque couleur ¢, (1 < k < j) est utilisée
ny fois. Si n, = 1 pour un k quelconque, alors nous pouvons conclure a 1’aide du
Lemme 2.2.12. Soient wy,, Ty,, -, T, les sommets de A(x41) coloriés cg. Si pour
un certain j un des sommets parmi x, ¢ Fr a plus de A — 4 voisins parmi A
coloriés avec des couleurs différentes, alors nous pouvons recolorier ce sommet avec
une couleur différente de celles utilisées par les autres sommets de A(z;41). Ceci
étant possible grace aux inégalités suivantes :

f(A) >k+(A—1)po
f(A) >k +( )+
A +

our A}8aveck<{ﬂj
A—2 p
f(A) > k+ (A-3)

(
LA?J our A > 8 avec k <
31551] pour A > 8 avec k < [552] (7).

Aprés ces recolorations de sommets nous pourrons appliquer le Lemme 2.2.12
et ainsi obtenir une f(A)-coloration acyclique de G.

Sinon il y a au plus k + k [22| + (A —1—k) [87%]| < f(A) (8), avec A > 8
couleurs interdites pour x; et nous avons alors un choix valide de couleur pour z;.
A ce stade de la coloration, nous avons obtenu une coloration acyclique de
G\{x,} telle que x1, =y, ..., wa_p utilisent A — 1 couleurs distinctes. Il nous

reste a colorier x,, et pour cela nous devons considérer deux cas :

1. Cas L,, = (1,1,...,1). Dans ce cas nous avons A couleurs distinctes. Il suffit
de colorier proprement x,, (ce qui est possible car A < f(A) pour tout A > 8).

2. Cas L,, =(2,1,...,1). Dans ce cas nous avons A — 1 couleurs distinctes (et
exactement une couleur qui apparait deux fois). Nous devons nous interdire
au plus @ couleurs afin d’éviter toute création de cycle bicolorié, et A — 1
couleurs supplémentaires pour conserver la condition de coloration propre.
Nous devons alors nous interdire au plus 2(A—1) couleurs pour pouvoir étendre
¢ a x,. Ce qui est possible puisque 2(A — 1) < f(A) pour tout A > 8.
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Ce qui termine la preuve du Théoréme 2.2.4.
A noter que le Théoréme 2.2.3 se démontre de la méme facon.

2.2.5.3 Preuves des inégalités (1) a (8)
Pour commencer nous pouvons rappeler que pour tout o € R :

la] <a<|al+1

Preuve de (1) :
Remarquons que A? —7A +5 > 0 pour tout A > 8. D’ot,

A —TA+5>0= A>—6A+3+2-A>0
— A’ —6A+3—1>0 parceque 1 <I<A—-2

== 3A+1—-3<A?—-3A

A—-1-— A% — 5A A—1
TZ+Z+A_1<T5+2X(T_1)+3

A-1- A? — 5A A1
:{QJHM_KJH%iJw
2 2 2

— k+I+A—1< f(A)

Preuve de (2) :
Remarquons que A% — 8A + 8 > 0 pour tout A > 8. D’ou,

A —8A4+8>0=A’—-TA+6+2-A>0
— A’ —T7TA+6—-1>0 parceque 1 <I<A—-2

— 4A+1—6 < A? — 3A
A—1 AZ-3A

A—-1-1

:>k;+l+A—2+L%J < f(A)

Preuve de (3) :
Remarquons que A? — 10A + 12 > 0 pour tout A > 9. Do,

A2 —10A+12>0=A?2—9A +10+2—A >0
— A’ —9A+10—1>0 parceque 1 <I<A -2

A—1-1 A—1 AZ-3A
:>f+l+A—3+3>< 5 < 23

A1
— k+I1+A—3+3x {TJ < f(A)

40



2.3. Graphes planaires sans cycles de longueurs données

Pour A = 8, le membre de gauche est k + [ + 14 et f(A) = 21, et I'inégalité se
déduit du fait que k + 1 < 6. (remarquons que k +1 < A — 2)

Preuve de (4) :
Remarquons que (A —4)l —2 > 0 pour A > 8 et ! > 1. D’on,

(A—4)]-2>0=A—-1—-1I<A-5l+IA-3
— —4A +2k+3+5l - 1A < =3A
A-1-1 A—2 A—4 A?-3A
- - (A —1—k—
5 +1+k ) ( k—1) x 5 < 5

— {quLlJrk{%Jju(A—l—k—l) L%J < f(A)

2

Preuves de (5), (6), (7) : nous pouvons remarquer que les inégalités (1), (2), (3) sont
valides pour [ = 0.

Preuve de (8) :
Appelons FC(u) = k+k | 22| + (A—1—k) [252] le nombre de couleurs que nous

devons éviter pour étendre la coloration a u. Rappelons que f(A) = A*5A | 9

2
1554 +3.
Supposons tout d’abord que A est pair. Soit, A = 2n avec n € N.

Do, f(A) =2n? —3n+ 1 et FC(u) < 2n* — 3n. Nous pouvons alors remarquer
que pour tout n € N, FC(u) < f(A).

Supposons maintenant que A est impair. Soit, A = 2n + 1 avec n € N.
Dot, f(A) =2n2—n+1et FC(u) < 2n% — 2n. Nous pouvons alors remarquer que
pour tout n € N, FIC(u) < f(A).

2.3 Graphes planaires sans cycles de longueurs
données

A noter qu'’il existe de nombreux résultats sur la coloration acyclique par listes
[32, 75, 76, 77]. Dans cette partie nous nous concentrons sur la 3-coloration acyclique
par listes et démontrons nos deux principaux résultats :

Tout graphe planaire sans cycle de longueurs 4 a 12 est acycliqguement 3-liste
coloriable.

Soit G un graphe planaire. St G satisfait une des conditions suivantes :
1. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 10, et da(G) > 2
2. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 9, et da(G) = 3
3. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 8, et da(G) =5
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T r w
@ O
s t v u s t v u
(a) Le sommet t est un 3*-sommet et (b) Les deux 3-faces [rst] et [uvw]
le sommet v est lié a la 3-face [rst] sont liées

FIGURE 2.4: Exemples de sommets et de faces liés.

4. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 7, et da(G) =7

alors G est acyliquement 3-liste coloriable.

Commencons par introduire quelques notations nécessaires a la compréhension
de ce qui va suivre.

Soit v € V(G), on note n;(v) le nombre de i-sommets adjacents a v pour ¢ > 1,
et m3(v) le nombre de 3-faces incidentes & v. Un 3-sommet est appelé 3*-sommet s’il
est incident a une 3-face et adjacent a un 2-sommet (par exemple sur la Figure 2.4(a),
le sommet ¢ est un 3*-sommet). Une 3-face [rst] telle que d(r) = d(s) = d(t) = 3
et telle que 7, s ou ¢ est un 3*-sommet est appelée une 3*-face. Deux 3-faces [rst]
et [uvw] sont appelées lides 'il existe une aréte tv qui relie ces deux 3-faces tel que
d(t) = d(v) = 3 (¢f. Figure 2.4(b)). Un sommet v est li€é 4 une 3-face [rst] s'il existe
une aréte entre v et autre sommet de la frontiére de [rst], disons ¢, tel que d(t) =3
(par exemple sur la Figure 2.4(b), le sommet v est 1ié a la 3-face [rst]). Notons n*(v)
le nombre de 3*-faces liées a v.

2.3.1 Graphes planaires sans cycles de longueurs données

Pour prouver le Théoréme 2.1.20 nous raisonnons par contradiction. Supposons
que H est un contre-exemple d’ordre minimum (en terme de nombre de sommets) au
Théoréme 2.1.20. Soit L une affectation de liste avec |L(v)| = 3 pour tout v € V(H)
telle que H n’admet pas de L-coloration acyclique.

Sans perte de généralité nous pouvons supposer que H est connexe. Tout d’abord
étudions les propriétés structurelles de H puis en utilisant la formule d’Euler et une
procédure de déchargement nous aboutirons a une contradiction.

2.3.1.1 Propriétés structurelles de H

Lemme 2.3.1
Le contre-exemple d’ordre minimum H au Théoreme 2.1.20 posséde les propriétés
sutvantes :

(C1) H ne contient pas de 1-sommets.

(C2) Une 3-face n’a pas de 2-sommet sur sa frontiére.
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F1GURE 2.5: Configurations réductibles.

(C3) Un 2-sommet n’est pas adjacent & un 2-sommet.

(C4) Une 3-face a au plus un 3*-sommet sur sa frontiére.
(C5) Une 3-face [rst] telle que d(r) = d(s) = d(t) = 3 est liée a au plus une 3*-face.

(C6) Deux 3*-faces ne peuvent pas étre liées.

Démonstration.

(C1)

Supposons que H contient un 1-sommet u adjacent & un sommet v. Par mini-
malité de H, le graphe H' = H \ {u} admet une L-coloration acyclique c. Pour
étendre cette coloration a H il suffit de colorier u avec c¢(u) € L(u) \ {c(v)}.
La coloration obtenue est acyclique, une contradiction.

Supposons que H contient un 2-sommet u incident & une 3-face [uvw]. Par
minimalité de H, le graphe H' = H \ {u} admet une L-coloration acyclique
¢. Nous pouvons étendre la coloration & H en coloriant u avec c¢(u) € L(u) \
{e(v), c(w)}

Supposons que H contient un 2-sommet v adjacent a un 2-sommet v. Soient
t et w les autres voisins de u et v respectivement. Par minimalité de H, le
graphe H' = H \ {u} admet une L-coloration acyclique c. Nous étendons cette
coloration a H. Supposons dans un premier temps que c(t) # c(v). Alors il
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(C4)

suffit de colorier u avec c(u) € L(u) \ {c(t), c(v)}. Supposons dans un second
temps que ¢(t) = ¢(v), nous colorions u avec c¢(u) € L(u) \ {c(v), c(w)}. Dans
les deux cas, la coloration obtenue est acyclique, une contradiction.

Supposons que H contient une 3-face [rst] avec deux 3*-sommets s et t. Sup-
posons que ¢ (resp. s) est adjacent & un 2-sommet v (resp. x) avec v # r, s par
(C2) (resp. x # r,t). Soit u (resp. y) Pautre voisin de v (resp. z) tel que u # r, s
(resp. y # r,t). Par minimalité de H, le graphe H' = H \ {v} admet une L-
coloration acyclique c. Nous étendons cette coloration & H. Si ¢(u) # ¢(t), alors
nous colorions v avec une couleur différente de c(u) et de c(¢), la coloration
obtenue est acyclique. Sinon, c¢(u) = ¢(t). Si possible, nous colorions v avec
c(v) € L(v) \ {c(t),c(r),c(s)}. Si on ne peut pas colorier v, cela signifie que,
sans perte de généralité, L(v) = {1,2,3}, c(u) = ¢(t) = c(z) =1, ¢(r) = 2
et ¢(s) = ¢(y) = 3. Nous observons alors que nécessairement L(t) = {1,2,3}
(sinon on pourrait recolorier t avec o € L(t) \ {1, 2,3} puis colorier v propre-
ment). De la méme maniére L(s) = {1,2,3} et L(z) = {1,2,3}. A ce stade
nous recolorions ¢ avec la couleur 3, s avec la couleur 1 et x avec la couleur 2,
enfin nous colorions v avec la couleur 2. On peut remarquer que la coloration
obtenue est acyclique.

Supposons que H contient une 3-face [rst] incidente a trois 3-sommets tels que
deux d’entre eux sont liés a deux 3*-faces [ijk] et [lmn]. Supposons que [ijk]
et [Imn] sont lites a [rst| par les arétes sj et tl, respectivement. Appelons y
le troisiéme voisin de i, x le troisiéme voisin de r, et p le troisiéme voisin de
m. Supposons que le 2-sommet u (resp. v) est adjacent a k et z (resp. n et
w). Par minimalité de H, le graphe H' = H \ {v} admet une L-coloration
acyclique c¢. Nous étendons cette coloration & H. Si ¢(w) # c¢(n), alors nous
colorions v avec une couleur différente de c(w) et ¢(n), la coloration obtenue
est acyclique. Sinon, c¢(w) = ¢(n). Si possible, nous colorions v avec c(v) €
L(v) \ {c(n),c(l),c(m)}. Si on ne peut pas colorier v, cela signifie que, sans
perte de généralité, L(v) = {1,2,3} = L(I) = L(m), c¢(w) = ¢(n) = c(t) =
¢(p) = 1, puis en permutant les couleurs de [ et m, nous sommes assurés que
L(r) ={1,2,3} = L(s) et c(x) = ¢(j) = 1, alors en permutant les couleurs de
r et s, nous pouvons affirmer que L(i) = {1,2,3} = L(k), c(y) = c(u) = 1,
et c(z) € {2,3}. Soit a = {2,3} \ {c(2)}. Nous recolorions k, s,l,v avec « et
m,r,i avec ¢(z). La coloration obtenue est acyclique.

Supposons que H contient deux 3*-faces [rst] et [ijk| qui sont liées par 1'aréte
sj. Appelons y le troisiéme voisin de 7 et z le troisiéme voisin de r. Supposons
que le 2-sommet u (resp. v) est adjacent a k et z (resp. ¢ et w). Par minimalité
de H, le graphe H' = H \ {v} admet une L-coloration acyclique c. Nous
étendrons cette coloration & H. Si ¢(w) # ¢(t), alors nous colorions v avec une
couleur différente de c(w) et ¢(t), la coloration obtenue est acyclique. Sinon,
c(w) = ¢(t). Si possible, nous colorions v avec c¢(v) € L(v) \ {c(t),c(r),c(s)}.
Si on ne peut pas colorier v, cela signifie que, sans perte de généralité, L(v) =
{1,2,3} = L(r) = L(s), c(w) = ¢(t) = c(x) = ¢(j) = 1, et en permutant
les couleurs de r et s, nous sommes certains que L(i) = {1,2,3} = L(k),
c(y) = c(u) = 1, et ¢(2) € {2,3}. Soit o« = {2,3} \ {¢(z)}. Nous recolorions
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k,s,v avec « et r,i avec ¢(z). La coloration obtenue est acyclique.

O

Nous choisissons un plongement de H tel que toutes les faces sont de taille 3 ou

au moins 13, ce qui est possible d’aprés le Lemme 2.3.2 puisque H contient au moins

un cycle de longueur strictement supérieure a 3 (sinon H contiendrait un 1-sommet
ou deux 2-sommets adjacents, ce qui contredirait (C1) et (C3)).

Lemme 2.3.2

Soit H un graphe planaire connexe sans cycle de longueurs 4 a i (i > 4). Si H
contient un cycle de longueur au moins v + 1, alors il existe un plongement dans le
plan tel que chaque face de H est soit de taille 3, soit de taille au moins i + 1.

Démonstration. Soit H un graphe planaire connexe sans cycle de longueurs 4 a ¢
(i > 4) contenant un cycle de longueur au moins i+1. Si H est 2-connexe, alors, pour
chaque plongement de H, toutes les faces sont entourées par un cycle, ce qui prouve
le résultat. Supposons alors que H est 1-connexe. Soient Si,...,.S; 'ensemble des
composantes 2-connexes maximales de H tel que S contient un cycle de longueur
au moins 7 + 1 et tel que pour tout j, avec 2 < j < k, il existe [ < j tel que 5
partage un sommet avec .S;. Nous allons maintenant décrire la construction d’un tel
plongement de H dans le plan en k étapes. A chaque étape s, nous obtiendrons un
plongement S, du graphe induit par les sommets de Sj,...,Ss tel que (P1) chaque
face est de taille 3 ou au moins de taille i + 1 et (P2) chaque sommet est incident
a une face de taille au moins 7 + 1. Le plongement attendu sera donné par S;. A
Iétape 1, S; est donné par un plongement de S; dans le plan et S; vérifie (P1) et
(P2). A l'étape s, S, partage un sommet x avec le graphe S,_;. Le sommet z dans
Ss_1 est incident & une face de taille au moins ¢ + 1, appelons cette face f. Nous
plongeons S, sur f et soit Sy le plongement obtenu. On peut alors remarquer que
S, satisfait (P1) et (P2). A I’étape k, nous obtenons un plongement de H tel que
chacune de ses faces est soit de taille 3 soit de taille au moins ¢ + 1. O

Lemme 2.3.3
Soit H un graphe planaire connexe a n sommets, m arétes et f faces. Alors, nous
avons [’égalité suivante :

> (11d(v) —26) + > (2r(f) —26) = —52 (2.1)

veV (H) fEF(H)

Démonstration. La formule d’'Euler n — m + f = 2 peut étre réécrite comme

suit (22m — 26n) + (4m — 26f) = —52. La relation Z d(v) = Z r(f) =2m
VeV (H) fEF(H)

compléte la preuve. O

2.3.1.2 Procédure de déchargement

Soit H un contre-exemple d’ordre minimum au Théoréme 2.1.20. Alors, H vérifie
le Lemme 2.3.1.

Nous considérons une fonction poids w : V(H) U F(H) — R définie par
w(r) = 1ld(x) — 26 si z € V(H) et par w(zx) = 2r(x) —26 si z € F(H). On
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peut en déduire par I'équation (2.1) que la somme totale des poids est égale a —52.
Nous définissons alors des régles de déchargement (R1) et (R2) (voir ci-aprés) puis
redistribuons les poids suivant ces régles. Une fois la procédure de déchargement
terminée, une nouvelle fonction poids w* est créée. Cependant, la somme totale
des poids est inchangée. Nous allons alors prouver que w*(z) > 0 pour tout x €
V(H) U F(H). Ce qui va nous conduire a la contradiction suivante :

0 < Z wH(z) = Z w(r) = =52 < 0
xe€V(H)UF(H) x€V(H)UF(H)

ainsi nous aurons démontré qu’aucun contre-exemple n’existe.

Tout d’abord commencons par définir les régles de déchargement de la fagon
suivante :

(R1.1) Chaque *3-sommet v donne 2 a chaque 2-sommet adjacent.

(R1.2) Chaque Z4-sommet v donne 9 & chaque 3-face incidente et 1 a chaque 3*-face

liée.

(R2.1) Chaque 3*-sommet v donne 5 & sa 3-face incidente.

(R2.2) Chaque 3-sommet v, qui n’est pas un 3*-sommet et qui n’est pas lié 4 une

3*-face, donne 7 & sa 3-face incidente (s’il en existe une).

(R2.3) Chaque 3-sommet v, qui est un 3*-sommet et qui est lié¢ & une 3*-face, donne

1 a chaque 3*-face liée et donne 6 a sa 3-face incidente (s’il en existe une).

Pour compléter la démonstration il nous reste & montrer que la nouvelle fonction
w*(x) est a valeurs positives pour tout z € V(H) U F(H).

Soit v € V(H) un k-sommet. Alors par (C1), & > 2.

Cas k = 2. On a w(v) = —4 et v est adjacent & deux 3-sommets par (C3).
Par (R1.1), w*(v) = —4+2-2=0.

Cas k= 3. On a w(v) = 7. Puisque H ne contient pas de 4-cycles, v est
incident & au plus une 3-face. Supposons pour commencer que v n’est pas
incident & une 3-face. Alors par (R1.1) et (R2.3), v donne au plus 3 fois une
charge de 2. D’ou, w*(v) > 7 — 3 -2 > 1. Supposons maintenant que v est
incident & une 3-face. Si v est un 3*-sommet, alors w*(v) =7 —5—2 =0 par
(R1.1) et (R2.1). Si v est lié & une 3*-face alors w*(v) > 7—6 —1 = 0 par
(R2.3). Enfin si v n’est ni adjacent & un 2-sommet ni lié & une 3*-face alors
w*(v) =7—T7=0 par (R2.2).

Cas k > 4. On a w(v) = 11k — 26. On peut remarquer que par (C1), (C2) et
les définitions de n*(v) et de sommets liés que :

ma(v) < EJ et k— 2ms(v) > na(v) + n*(v)

k = 2m3(v) 4+ no(v) + n*(v) (2.2)
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>4V
2 2 1
>3V 2V > 3V
(a) Chaque Z3-sommet v donne 2 & chaque 2- (b) Chaque Z4-sommet v
sommet adjacent donne 9 & chaque 3-face in-
cidente et 1 & chaque 3*-face
liée
2
3V non lié & une 3*-face
f O f O
49V
5 7
(c) Chaque 3*-sommet v donne 5 & (d) Chaque 3-sommet v, qui
sa 3-face incidente n’est pas un 3*-sommet qui n’est

pas lié¢ & une 3*-face, donne 7 &
sa 3-face incidente

(e) Chaque 3-sommet v, qui
est un 3*-sommet et qui est
lié & une 3*-face, donne 1 &
chaque 3*-face liée et donne
6 a sa 3-face incidente

FIGURE 2.6: Régles de déchargement.
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Il suit par (R1.1), (R1.2) et 'équation (2.2) que :

w*(v) = 11k —26 —9ms(v) — n*(v) — 2ny(v)
> 11k —26 — 9mg(v) — gn*(v) — gng(v)
> 11k —26 — gk

13
> —k-2
5 6
= 0

Supposons que f est une k-face. Alors, k = 3 ou k > 13 par hypothése.
Cas k > 13. On aw*(f) = w(f) =2k —26 > 0.

Cas k = 3. Onaw(f) = —20. Soit f = [rst]. Par (C2), f n’est pas incidente &
un 2-sommet ; d’ou, d(r) = 3,d(s) = 3,d(t) > 3. Par (C4), f est incidente a au
plus un 3*-sommet. On peut remarquer que si un des sommets r, s, t est un ~4-
sommet, alors par (R1.2) (R2.1) (R2.2) (R2.3) w*(f) > —20+9+5+6 = 0.
Supposons alors que d(r) = d(s) = d(t) = 3 et notons rq, 5o,y les autres
voisins de r, s, t, respectivement. Supposons que f est une 3*-face et que r est
son unique 3*-sommet. Par (C6) ni s ni ¢ n’est 1ié 4 une 3*-face. De plus, s et
to donnent 1 & f par (R1.2) et (R2.3). D’oa w*(f) = —-20+5+2-7+2-1=1.
Supposons maintenant que f n’est pas une 3*-face. Par (C5) au plus un sommet
parmi 7, s et ¢ est lié & une 3*-face. D’out w*(f) > —20+6+2-7 = 0, par
(R1.2), (R2.2) et (R2.3).

Nous avons prouvé que pour tout x € V(H)U F(H), w*(x) > 0. Ce qui termine
la démonstration du Théoréme 2.1.20.

2.3.2 Graphes planaires sans triangles proches

Dans cette partie nous proposons de nouvelles conditions suffisantes de 3-
coloration acyclique par listes, affinant ainsi le résultat obtenu au Théoréme 2.1.20.
Nous démontrons que tout graphe planaire G est acyliquement 3-liste coloriable s’il
vérifie une des conditions suivantes :

1. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 10, et da(G) = 2
2. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 4 9, et da(G)

VoV

3
3. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 a 8, et da(G) > 5
7

\Y

4. G ne contient pas de cycle de longueurs 4 & 7, et da(G) >

da(G) désigne la distance minimale (en terme de nombre d’arétes) qui sépare
deux triangles dans G.
2.3.2.1 Préliminaires

Soient G un contre-exemple d’ordre minimum au Théoréme 2.1.22 et L une liste
telle que GG ne soit pas acycliquement L-coloriable.
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Lemme 2.3.4 ([14, 15, 53, 75])
Le contre-ezemple G ne contient pas :

1. de 1-sommets,

deuzr 2-sommets adjacents,

de 3-sommets adjacents a deur 2-sommets,
de J-sommets adjacents a trois 2-sommets,

de triangles vyz avec d(z) = 2,

S S o

de triangles xyz tel que d(x) = d(y) = 3, et x el y sont adjacents a un 2-
sommet,

7. de chaine xyz tel que d(x) = d(y) = d(z) = 3, et tel que z,y, z sont adjacents
a des 2-sommets.

Les preuves des Lemmes 2.3.4.1, 2.3.4.2, 2.3.4.5 sont triviales. Les Lemmes
2.3.4.3, 2.3.4.4 sont prouvés dans 75|, le Lemme 2.3.4.6 dans [14, 53|, et le Lemme
2.3.4.7 dans [15].

Lemme 2.3.5
Soit G un graphe planaire connexe a n sommets, m arétes et f faces. Soit k > 2,
nous avons l’égalité suivante :

> ((k=2)d(w) —2k) + Y (2r(f) —2k) = —4k (2.3)

veV(G) fer(aG)

Démonstration. La formule d’Euler n —m + f = 2 peut étre réécrite ainsi ((2k —
4)m — 2kn) + (4m — 2kf)) = —4k. La relation Y  d(v) = >  r(f) = 2m

veV (H) fEF(H)
compléte la preuve. O

Nous montrerons que G a un plongement qui ne satisfait pas la formule d’Euler.
La contradiction complétera la preuve. Nous choisissons un plongement de G tel que
toutes les faces sont de taille 3 ou au moins 11 (resp. 10, 9, 8), ce qui est possible
d’aprés le Lemme 2.3.2 puisque G contient au moins un cycle de taille > 3 (sinon
G contiendrait un 1-sommet ou deux 2-sommets adjacents, ce qui contradirait le
Lemme 2.3.4).

2.3.2.2 Preuve du Théoréme 2.1.22.1

Soit G un contre-exemple d’ordre minimum au Théoréme 2.1.22.1. Le graphe G
vérifie le Lemme 2.3.4 et 'Equation (2.4) (on fixe k£ = 11 dans I’'Equation (2.3)) :

> (9d(v) —22) + Y (2r(f)—22) = —44 (2.4)
VeV (Q) fEF(G)

Nous utilisons une procédure de déchargement. Nous définissons une fonction
poids w : V(G)U F(G) — R par w(z) = 9d(z) —22si z € V(G) et w(x) =
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2r(z) — 22 si x € F(G). On en déduit de I'Equation (2.4) que la somme totale des
poids est égale & —44. Nous définissons des régles de déchargement puis redistribuons
les poids suivant ces régles établies. Une fois la procédure de déchargement terminée
nous aurons créé une nouvelle fonction poids w*. Toutefois, la somme totale des
poids reste inchangée pendant la procédure. Nous montrerons alors que pour tout
z € V(G) U F(G), w*(x) = 0, ce qui nous conduira a la contradiction suivante :

0< ) W) = Yo w@) =44 <0 (2.5)

z€V(G)UF(G) z€V(G)UF(G)

ce qui prouvera qu’aucun contre-exemple existe.

Notre procédure de déchargement se déroule en deux étapes :

Etape 1. Chaque *3-sommet donne 2 & chaque 2-sommet adjacent.

Une fois ’Etape 1 terminée, nous continuons avec ’Etape 2 :

Etape 2. Chaque *3-sommet v incident & un triangle 7 donne «’(v) a T. Chaque >3-

sommet v & distance exactement 1 d’un triangle lui donne w'(v)/nr(v), ou
w'(z) est la nouvelle charge de x € V(G) U F(G) (aprés UEtape 1) et np(v) le
nombre de triangles a distance exactement 1 de v.

Soit v un k-sommet. Par le Lemme 2.3.4.1, k > 2.

Cas k=2 On a w(v) = —4. Par le Lemme 2.3.4.2, v est adjacent a des *3-
sommets. D’otl, w'(v) = —4 +2-2 = 0 d’aprés 'Etape 1. Les sommets de
degré 2 ne sont pas concernés par 'Etape 2; d’oti, w*(v) = 0.

Cas k=3 On aw(v) =5. Par le Lemme 2.3.4.3, v est adjacent a au plus un 2-
sommet. Si v est adjacent 4 un 2-sommet, alors w'(v) =5—2 =3 et w'(v) =5
sinon. Par I'Etape 2, w*(v) > 0.

Cas k=4 On a w(v) = 14. Par le Lemme 2.3.4.4, v est adjacent a au plus
deux 2-sommets. Si v est adjacent & deux (resp. un, zéro) 2-sommets, alors
w'(v) =14 —2-2 =10 (resp. 12, 14). D’ott par I'Etape 2, w*(v) > 0.

Cas k>5 On a w(v) = 9k — 22. Le sommet v donne 2 & chaque 2-sommet
pendant 'Etape 1. Donc w'(v) > 9k — 22 — 2k = 7Tk — 22 > 13. Donc par
I’Etape 2, w*(v) > 0.

D’on, aprés les étapes 1 et 2, nous obtenons : Yo € V(G),w*(v) > 0. Nous
pouvons remarquer qu’a la fin de Etape 1, chaque *3-sommet peut donner (au
cours de I'Etape 2) au moins % a chaque triangle qui se trouve a distance exactement
1.

Soit f une k-face. Trivialement si k > 11, alors w*(f) = w(f) = 2r(f) —22 > 0.
Supposons que f est une 3-face zyz telle que d(z) < d(y) < d(z). Par le Lemme
2.3.4.5, d(z) > 3. Au début nous avons, w(f) = —16. Considérons deux cas :

(1) Sid(z) > 4, alors les sommets z,y, z donnent au moins 3+ 3+ 10 & f et donc
w*(f) = 0.

(2) Supposons alors que d(z) = d(y) = d(z) = 3. Par le Lemme 2.3.4.6, au plus un
sommet parmi x,y, z est adjacent & un 2-sommet. Si 'un de ces sommets est
adjacent a un 2-sommet, par exemple x, alors z donne 3 & f, et chacuns des
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sommets y et z donnent 5 a f. Supposons maintenant que y et z sont adjacents
a deux sommets distincts, disons y; et z; (différents de x, y, ), chacun donne au
moins £ & f par 'observation précédente. Dot w*(f) > —16+342-5+2-2 > 0.
Si aucun des sommets z, ¥y, z est adjacent & un 2-sommet, nous obtenons de la
méme maniére w*(f) > —16+3-5+3-3 > 0.

A Tissue des Etapes 1 et 2, nous avons : Vo € V(G) U F(G),w*(z) > 0. La
contradiction obtenue par I’Equation (2.5) compléte la démonstration.

2.3.2.3 Preuve du Théoréme 2.1.22.2

Soit G un contre-exemple d’ordre minimum au Théoréme 2.1.22.2. Le graphe G
vérifie le Lemme 2.3.4 et 'Equation (2.6) (on fixe k£ = 10 dans I’'Equation (2.3)) :

> (@d(v)—10) + Y (r(f)—10) = =20 (2.6)

veV(G) fer(aG)

Similairement & la preuve du Théoréme 2.1.22.1, nous utilisons une procédure
de déchargement. Nous définissons une fonction poids w : V(G)U F(G) — R par
w(z) =4d(x) —10siz € V(G) et w(x) =r(x) —10si z € F(G). On en déduit de
I"Equation (2.6) que la somme totale des poids est égale & —20. Nous définissons des
régles de déchargement puis redistribuons les poids suivant ces régles établies. Une
fois la procédure de déchargement terminée nous aurons créé une nouvelle fonction
poids w*. Toutefois, la somme totale des poids reste inchangée pendant la procédure.
Nous montrerons alors que pour tout x € V(G) U F(G), w*(z) > 0, ce qui nous
conduira a la contradiction suivante :

0< ) W) = Y w@) =20 <0 (2.7)
(G)UF(G

zeV(G)UF(QG) zeV )

Notre procédure de déchargement se déroule en deux étapes :
Etape 1. Chaque *3-sommet donne 1 & chaque 2-sommet adjacent.
Une fois 'Etape 1 terminée, nous continuons avec 'Etape 2 :

Etape 2. Chaque *3-sommet v & distance au plus 1 d’un triangle lui donne w'(v) /nz(v),
oil w'(z) est la nouvelle charge de z € V(G) U F(G) (aprés 'Etape 1) et ny(v)
le nombre de triangles a distance exactement 1 de v.

On peut remarquer qu’un sommet peut étre a distance (au plus) 1 d’au plus un
triangle.
Soit v un k-sommet. Par le Lemme 2.3.4.1, k > 2.
Cas k=2 On a w(v) = —2. Par le Lemme 2.3.4.2, v est adjacent a des ~3-
sommets. D'oil, w'(v) = =2 +2-1 = 0 d’aprés I'Etape 1. Par I'Etape 2,
w*(v) = 0.
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Cas k=3 On aw(v) = 2. Par le Lemme 2.3.4.3, v est adjacent a au plus un 2-
sommet. Si v est adjacent a4 un 2-sommet, alors w'(v) =2—1=1et w'(v) =2
sinon. Par I'Etape 2, w*(v) > 0.

Cas k=4 On a w(v) = 6. Par le Lemme 2.3.4.4, v est adjacent a au plus
deux 2-sommets. Si v est adjacent & deux (resp. un, zéro) 2-sommets, alors
w'(v) =6 —2-1=4 (resp. 5, 6). D’oul par 'Etape 2, w*(v) > 0.

Cas k£ >5 On a w(v) = 4k — 10. Le sommet v donne 1 & chaque 2-sommet
pendant 1'Etape 1. Donc w'(v) > 4k — 10 — k = 3k — 10 > 5. Donc par I'Etape
2, w*(v) = 0.

D’ou, aprés les étapes 1 et 2, nous obtenons : Yo € V(G),w*(v) > 0. Nous
pouvons remarquer qu’a la fin de Etape 1, chaque *3-sommet peut donner (au
cours de 'Etape 2) au moins 1 & chaque triangle (s’il y en a) qui se trouve a distance
exactement 1.

Soit f une k-face. Trivialement si k > 10, alors w*(f) = w(f) = r(f) — 10 > 0.
Supposons que f est une 3-face zyz telle que d(z) < d(y) < d(z). Nous avons
w(f) = =7 et par le Lemme 2.3.4.5, d(x) > 3. De plus par le Lemme 2.3.4.6, nous
en déduisons que si x et y sont des 3-sommets, alors au plus I'un deux est adjacent
a un 2-sommet. Si d(z) > 4, alors w*(f) > =7+ 142+ 4 = 0. Supposons alors que
d(x) = d(y) = d(z) = 3. Sans perte de généralité, nous considérons deux cas : (1) x
est adjacent & un 2-sommet, (2) x n’est pas adjacent & un 2-sommet.

(1) Le sommet = donne 1 & f; les sommets y et z donnent 2 & f. De plus, les
voisins yi, 21 (# ,y, 2) de y, z respectivement sont distincts et chacun d’eux
donne au moins 1 a f. D’ou, w*(f) 2 -7+1+2-2+2-1=0.

(2) Les sommets x,y, z donnent chacuns 2 & f. De plus, les voisins x1,y1, 21 (#

x,y, z) de z,y, z respectivement sont distincts et chacun d’eux donne au moins
Laf.Dot, w(f) > ~-7+3-2+3-1>0.

A Tissue des Etapes 1 et 2, nous avons : ¥z € V(G) U F(G),w*(z) > 0. La
contradiction obtenue par I’Equation (2.7) compléte la démonstration.

2.3.2.4 Preuve du Théoréme 2.1.22.3

Soit G un contre-exemple d’ordre minimum au Théoréme 2.1.22.3. Le graphe G
vérifie le Lemme 2.3.4 et 'Equation (2.8) (on fixe k = 9 dans 'Equation (2.3)) :

> (Td(v) - 18) + Y (2r(f) —18) = —36 (2.8)

veV(Q) FEF(G)

Définissons une fonction poids w : V(G)U F(G) — R par w(z) = 7d(x) — 18
six € V(G) et w(x) = 2r(x) — 18 si z € F(G). D’aprés 'Equation (2.8) que
la somme totale des poids est égale & —36. Définissons des régles de déchargement
puis redistribuons les poids suivant ces régles établies. Une fois la procédure de
déchargement terminée nous aurons créé une nouvelle fonction poids w*. La somme
totale des poids reste inchangée pendant la procédure. Nous montrerons alors que
pour tout z € V(G) U F(G), w*(z) > 0, ce qui nous conduira a la contradiction
suivante :
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0< ) W)= > w(z) = =36 < 0 (2.9)

2€V(G)UF(G) 2 €V(G)UF(G)

Notre procédure de déchargement se déroule en deux étapes :
Etape 1. Chaque *3-sommet donne 2 & chaque 2-sommet adjacent.
Une fois 'Etape 1 terminée, nous continuons avec 'Etape 2 :

Etape 2. Chaque *3-sommet v & distance au plus 2 d’un triangle lui donne w'(v) /nz(v),
oil w'(z) est la nouvelle charge de z € V(G) U F(G) (aprés 'Etape 1) et ny(v)
le nombre de triangles a distance exactement 1 de v.

Nous remarquons qu’un sommet peut étre a distance (au plus) 2 d’au plus un
triangle.

Soit v un k-sommet. Par le Lemme 2.3.4.1, k > 2.

Cas k=2 On a w(v) = —4. Par le Lemme 2.3.4.2, v est adjacent a des *3-
sommets. D'oil, w'(v) = —4 +2-2 = 0 d’aprés I'Etape 1. Par I'Etape 2,
w*(v) = 0.

Cas k=3 On aw(v) = 3. Par le Lemme 2.3.4.3, v est adjacent a au plus un 2-
sommet. Si v est adjacent a un 2-sommet, alors w'(v) =3 -2 =1et w'(v) =3
sinon. Par I'Etape 2, w*(v) > 0.

Cas k=4 On a w(v) = 10. Par le Lemme 2.3.4.4, v est adjacent a au plus
deux 2-sommets. Si v est adjacent & deux (resp. un, zéro) 2-sommets, alors
w'(v) =10 —2-2 =6 (resp. 8, 10). D’oi par I'Etape 2, w*(v) > 0.

Cas k>5 On a w(v) = Tk — 18. Le sommet v donne 2 & chaque 2-sommet
pendant 1'Etape 1. Donc w'(v) > 7k — 18 — 2k = 5k — 18 > 7. Donc par
I’Etape 2, w*(v) > 0.

D’ou, aprés les étapes 1 et 2, nous obtenons : Yo € V(G),w*(v) > 0. Nous
pouvons remarquer qu’a la fin de Etape 1, chaque *3-sommet peut donner (au
cours de 'Etape 2) au moins 1 & chaque triangle (s’il y en a) qui se trouve a distance
au plus 2.

Soit f une k-face. Trivialement si k > 9, alors w*(f) = w(f) = 2r(f) — 18 > 0.
Supposons que f est une 3-face zyz telle que d(z) < d(y) < d(z). Nous avons
w(f) = —12 et par le Lemme 2.3.4.5, d(x) > 3. Soient zx1xs, yy1y2, et 22122 les
trois 2-chaines sommets disjoints qui contiennent z,y, z respectivement (de telles
chaines existent puiqu’il n'y a pas de cycle de longueurs 4 a 8). De plus par le
Lemme 2.3.4.6, nous en déduisons que si z et y sont des 3-sommets, alors au plus
I'un deux est adjacent & un 2-sommet. Si d(y) > 4, alors les sommets y et z peuvent
donner chacun au moins 6 et w*(f) > 0. On suppose alors que d(z) = d(y) = 3.
Tout d’abord, on considére que d(z) > 4. Si x et y ne sont pas adjacents a un
2-sommet, alors les sommets x,y, z donne au moins 1, 3, 6 respectivement et les
sommets Ty, y; donnent au moins 2 - 1; d’ou, w*(f) > —12+1+3+6+2-1 > 0.
Supposons maintenant que d(x) = d(y) = d(z) = 3. Sans perte de généralité, nous
considérons deux cas : (1) x est adjacent a un 2-sommet, (2) = n’est pas adjacent a
un 2-sommet.

53



Chapitre 2. Coloration acyclique

54

(1) Le sommet x donne 1 & f; les sommets y et z donnent 3 & f. Si 'un des
sommets parmi To, Y1, Y2, 21, 22 est un 4-sommet, alors w*(f) > 0. Supposons
alors que o, y1, Yo, 21, 22 sont de degré au plus 3. Par les Lemmes 2.3.4.2 et
2.3.4.6, nous avons d(z3) = d(y;) = d(z;) = 3. D’aprés le Lemme 2.3.4.3,
Y2 et zo peuvent étre choisis de telle sorte que d(y2) = d(z2) = 3 (les deux
voisins de y; (resp. z1) différents de y (resp. z) ne peuvent étre tous les deux
de degré 2). Donc z3, y1, 21, Y2, et 2o donnent chacun 1 & f. D’ou, w*(f) >
—124+14+2-34+5-1=0.

(2) Les sommets z,y,z donnent chacun 3 & f. De méme, si I'un des sommets
T1, T, Y1, Yo, 21, 22 est “4-sommet, alors w*(f) > 0. Supposons alors que
d(x1) = d(y1) = d(z1) = 3. Donc z1, yi, et z; donnent chacun 1 & f. D’ou,
w*(f) > —-12+3-3+3-1>0.

A Tissue des Etapes 1 et 2, nous avons : Vo € V(G) U F(G),w*(z) > 0. La
contradiction obtenue par I’Equation (2.9) compléte la démonstration.

2.3.2.5 Preuve du Théoréme 2.1.22.4

Soit G un contre-exemple d’ordre minimum au Théoréme 2.1.22.4. Le graphe G
vérifie le Lemme 2.3.4 et 'Equation (2.10) (on fixe k& = 8 dans I’'Equation (2.3)) :

> (Bdw)—8) + > (r(f)—8) = —16 (2.10)

veV(Q) feF(G)

Définissons une fonction poids w : V(G) U F(G) — R par w(x) = 3d(x) — 8 si
x € V(GQ) et w(z) =r(x) —8siz € F(G). On en déduit de 'Equation (2.10) que
la somme totale des poids est égale & —16. Définissons des régles de déchargement
puis redistribuons les poids suivant ces régles établies. Une fois la procédure de
déchargement terminée nous aurons créé une nouvelle fonction poids w*. La somme
totale des poids reste inchangée pendant la procédure. Nous montrerons alors que
pour tout z € V(G) U F(G), w*(z) = 0, ce qui nous conduira a la contradiction
suivante :

0< ) W) = > w@) =-16 <0 (2.11)

2€V(G)UF(G) z€V(G)UF(G)

Notre procédure de déchargement se déroule en deux étapes :

Etape 1. Chaque *3-sommet donne 1 & chaque 2-sommet adjacent.

Une fois ’Etape 1 terminée, nous continuons avec ’Etape 2 :

Etape 2. Chaque *3-sommet v & distance au plus 3 d’un triangle lui donne w'(v) /nz(v),

ot w'(z) désigne la nouvelle charge de z € V(G) U F(G) (aprés I'Etape 1) et
nr(v) le nombre de triangles a distance exactement 1 de v.
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Nous remarquons qu’un sommet peut étre a distance (au plus) 3 d’au plus un

triangle.

Soit v un k-sommet. Par le Lemme 2.3.4.1, k > 2.

Cas k=2 On a w(v) = —2. Par le Lemme 2.3.4.2, v est adjacent a des *3-
sommets. D'oil, w'(v) = =2 +2-1 = 0 d’aprés I'Etape 1. Par I'Etape 2,
w*(v) = 0.

Cas k=3 On aw(v) = 1. Par le Lemme 2.3.4.3, v est adjacent a au plus un 2-
sommet. Si v est adjacent & un 2-sommet, alors w'(v) =1—1=0et w'(v) =1
sinon. Par I'Etape 2, w*(v) > 0.

Cas k=4 On a w(v) = 10. Par le Lemme 2.3.4.4, v est adjacent a au plus
deux 2-sommets. Si v est adjacent & deux (resp. un, zéro) 2-sommets, alors
w'(v) =4 —2-1=2 (resp. 3, 4). D’ou par 'Etape 2, w*(v) > 0.

Cas k>5 On a w(v) = 3k — 8. Le sommet v donne 1 a chaque 2-sommet
pendant I'Etape 1. Donc w'(v) > 3k — 8 — k = 2k — 8 > 2. Donc par I'Etape
2, w*(v) = 0.

D’ou, aprés les étapes 1 et 2, nous obtenons : Yo € V(G),w*(v) > 0. Nous
pouvons remarquer qu’a la fin de Etape 1, chaque *3-sommet peut donner (au
cours de 'Etape 2) au moins 1 & chaque triangle (s’il y en a) qui se trouve a distance
au plus 2. Observons également que :

(1) chaque Z4-sommet peut donner au moins 2 au triangle (s’il y en a) a distance
au plus 3 au cours de 'Etape 2, (2) un 3-sommet non adjacent a un 2-sommet peut
donner 1 au triangle (s’il y en a) a distance au plus 3 au cours de 'Etape 2, et (3)
I'unique configuration de sommets qui ne peut pas donner est un 3-sommet adjacent
a un 2-sommet. On en déduit alors par le Lemme 2.3.4.7 :

Observation 2.3.6
Soit rst une 2-chaine composée de Z3-sommets. Alors au moins un des sommets qui
compose la chaine a une charge d’au moins 1 aprés ’Etape 1.

Soit f une k-face. Trivialement, si k& > 8, alors w*(f) = w(f) =r(f) —8 > 0.

Soient xwixow3, YyY1Y2y3, et zz1z923 trois 3-chaines sommets disjoints qui
contiennent z,y, z respectivement (de telles chaines existent puisqu’il n’y a pas de
cycle de longueurs 4 & 7). Nous avons w(f) = —5.

Nous considérerons différents cas en fonction des degrés de x,y, et z :

Considérons le cas d(r) = 3, d(y) = 3, d(2) > 4, et d(z;) = 2. Pendant I'Etape 2,
y et z donnent 1 et au moins 2 respectivement. Si au moins un des sommets parmi
Y1, Y2, ys est de degré au moins 4, alors w*(f) = =54+ 1+ 2 4+ 2 = 0. Supposons
alors que d(y;) < 3 pour ¢ = 1,2,3. D’aprés les Lemmes 2.3.4.2, 2.3.4.3, 2.3.4.5,
et 2.3.4.6, nous pouvons choisir les sommets y; tels que d(y;) = 3 pour ¢ = 1,2,3
(puisqu’un 3-sommet est adjacent & au plus un 2-sommet). Par I’Observation 2.3.6,
nous sommes assurés qu’au moins un sommet, parmi ¥y, y2,y3 a une charge d’au
moins 1 aprés Etape 1. Ce poids est alors transféré a f pendant 'Etape 2. De la
méme maniére par le Lemme 2.3.4.2, x5 est de degré au moins 3. Si d(x2) > 4, alors
w*(f) =—-54+1+2+1+2 > 0. Supposons alors que d(z5) = 3. Soit % le troisiéme
voisin de xo (puisqu’il n’y a pas de cycles de longueurs 4 a 7, % est différent de
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T, Y, 2, 1, Ta, T3, Y1, Y2, Y3, 21, 22, 23). Du Lemme 2.3.4.3; on en déduit que d(x3) > 3
et d(z%) > 3. D’on d’aprés I’Observation 2.3.6, au moins un sommet parmi zs, z
a une charge d’au moins 1 & la fin de 'Etape 1. Ce poids est alors transféré a f
pendant I'Etape 2. D’oil, w*(f) > —5+14+2+1+1=0.

Considérons le cas d(x) = 3, d(y) = 3, d(z) > 4, et d(z1) > 3, d(y1) = 3.
Pendant I'Etape 2, z, y et z donnent 1, 1, et au moins 2 respectivement. Si au moins
un des sommets parmi zi, T, T3, Y1, Y2, Y3 est de degré au moins 4, alors w*(f) =
—5+1+14+2+2 > 0. Supposons alors que d(z;) < 3 et d(y;) <3 pouri=1,2 3.
Par les Lemmes 2.3.4.2, 2.3.4.3, 2.3.4.5, et 2.3.4.6, nous pouvons choisir les sommets
x; et y; tels que d(z;) = 3 et d(y;) = 3 pour i = 1,2,3. D’ou par I’Observation
2.3.6, nous sommes assurés qu’au moins un sommet parmi 1, s, x3 (resp. yi, ¥z, y3)
a une charge d’au moins 1 aprés I'Etape 1. Ce poids est alors transféré a f pendant
I'Etape 2. D’ott, w*(f) = =5+ 1+1+2+1+1>0.

Considérons le cas d(x) = d(y) = d(z) = 3, et d(z;) = 2. Pendant I'Etape 2, f
recoit 1 de y et 1 de z. Nous montrerons dans un premier temps que chacune des
chaines y1y2y3 et 212023 donne au moins 1 & f. Considérons y;y2y3. Si au moins un
des sommets parmi yq,ys,y3 est de degré au moins 4, alors cette chaine donnera
au moins 1 & f. Sinon, par les Lemmes 2.3.4.2, 2.3.4.3, 2.3.4.5, et 2.3.4.6, nous
pouvons supposer que d(y;) = 3 pour i = 1,2, 3. D’ou par I’Observation 2.3.6, nous
sommes assurés qu’au moins un sommet parmi i, 42, y3 a une charge d’au moins
1 & la fin de 'Etape 1. De la méme maniére, la chaine 212023 au moins 1 a f.
Par le Lemme 2.3.4.2, 25 est de degré au moins 3. Si d(z9) > 4, alors w*(f) =
—5+14+1+414+1+2 > 0. Supposons alors que d(xs) = 3. Soit x4 le troisiéme
voisin de x (puisqu’il n’y a pas de cycles de longueurs 4 a 7, % est différent de
T, Y, 2, 1, Ta, T3, Y1, Y2, Y3, 21, 22, 23). Du Lemme 2.3.4.3; on en déduit que d(x3) > 3
et d(z%) > 3. D’ont d’aprés I’Observation 2.3.6, au moins un sommet parmi zs, z
a une charge d’au moins 1 & la fin de 'Etape 1. Ce poids est alors transferé a f
pendant I'Etape 2. D’oil, w*(f) = =5+ 1+1+1+1+1=0.

Considérons le cas d(z) = d(y) = d(z) = 3, et d(z1) = 3, d(y1) = 3, d(z1) > 3.
En utilisant le méme type d’arguments, on peut prouver que w*(f) > =5+ 1+ 1+
1+414+14+120.

A Tissue des Etapes 1 et 2, nous avons : Vo € V(G) U F(G),w*(z) > 0. La
contradiction obtenue par I’'Equation (2.11) compléte la démonstration.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que pour tout graphe vérifiant 5 < A < 16,
nous avons x.(G) < f(A) (voir Théoréme 2.1.6). La preuve s’appuie sur un ordre de
coloration défini sur les sommets du graphe. Pour les petites valeurs de A, cet ordre
nous permet, d’obtenir des majorations intéressantes de x,(G). Cependant ce méme
ordre, tel que nous l'utilisons, nous empéche de diminuer le nombre chromatique
acyclique de maniére significative pour les grandes valeurs de A.

Concernant la 3-liste coloration acyclique, les résultats que nous obtenons (Théo-
rémes 2.1.20 et 2.1.22) sont basés sur des techniques de déchargement local. Ces
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techniques ne nous permettent pas d’améliorer nos résultats. En utilisant des tech-
niques de déchargement global, Borodin et Ivanova [19] ont prouvé que :

Tout graphe planaire sans cycle de longueurs 4 a 11 est acycliqguement 3-liste
coloriable.

Nous concluons avec quelques problémes spécifiques.

Question 1

Peut-on trouver des graphes de degré mazimum A, 5 < A < 100 (A petit), tels que
Xa(G) > A+17

Question 2
Prouver que tout graphe planaire sans cycle de longueurs 4 a i est acycliquement
3-liste coloriable pour 6 <1 < 10.

Question 3
Prouver que tout graphe planaire de maille au moins 6 est acycliquement 3-liste
coloriable.

Question 4

Etant donné i > 6, existe-t-il une constante d telle que tout graphe planaire sans
cycle de longueurs 4 a i avec da(G) = d est acycliquement 3-liste coloriable. Pour i
donné, si d existe, quelle est la plus petite valeur de d ?
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3.1 Introduction

Une k-coloration d’arétes a distance 2 (k € N, n > 1) d’'un graphe G est une
application ¢ : E(G) — {l,---,k} de ensemble des arétes E(G) de G dans
I’ensemble {1,--- &k} de telle sorte que deux arétes adjacentes ou adjacentes a une
méme aréte recoivent des couleurs différentes. L’indice chromatique fort de G, noté
X.(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-coloration d’arétes a distance
2.

Ce type de coloration peut étre par exemple utilisé pour modéliser un probléme
d’allocation de fréquences dans les réseaux radio [9, 78, 79, 80]. D’autres applica-
tions de ce type de coloration existent, nous renvoyons le lecteur aux références
suivantes |68, 89].

Dans cette partie nous nous intéresserons a la majoration de I’'indice chromatique
fort en fonction de A. Une majoration naturelle est donnée par x4 (G) < 2A(A—1)+
1. En effet, si on veut colorier une aréte quelconque uv d'un graphe G, il faut éviter
les A —1 couleurs des arétes incidentes a v et A —1 couleurs pour chacune des arétes
incidentes & ces mémes arétes incidentes a v (Figure 3.1). 1l faut donc éviter A(A—1)
couleurs du “coté” de v. Par symétrie, on obtient le méme nombre de couleurs a éviter
du “coté” de u. Ce qui nous fournit la majoration x4(G) < 2A(A —1) + 1.

FIGURE 3.1: x4(G) <2A(A—-1)+1

En 1985, ErdéGs et Nesetiil ont conjecturé au cours d’une conférence a Prague
que :

Conjecture 3.1.1 (Erd8s et Nesetril, 1985)
Tout graphe G vérifie xX.(G) < %AQ si A (le degré mazimum du graphe) est pair et
Y.(G) < 2(BA? = 2A +1) si A est impair.

De plus, ils ont au cours de cette méme conférence proposé une construction de
graphes tels que x.(G) = 2A? si A est pair et x,(G) = $(5A? —2A +1) si A est
impair (cf. Figure 3.2). La construction de tels graphes est la suivante :

Si A est pair, on remplace chaque sommet qui compose un cycle de taille 5 par

un stable composé de A/2 sommets. Ensuite on relie chaque sommet de ces
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cinq stables de telle sorte que deux sommets de deux stables différents sont
reliés si et seulement si les sommets du cycle de taille 5 initial sont adjacents.

Si A est impair, on remplace deux sommets adjacents d’un cycle de taille 5
par deux stables composés de (A + 1)/2 sommets. Les trois autres sommets
du cycle sont remplacés par des stables de taille (A — 1)/2. On relie chaque
sommet de la méme facon que pour le cas A pair.

A =2k, x. = 5k? A=2k+1,x, =5k +4k+1

FIGURE 3.2: Constructions d’Erdés et Negetiil.

La Conjecture 3.1.1 a été vérifiée en 1992 pour A < 3, indépendamment par
Andersen et Hordk et al. [4, 59]. Faudree et al. ont également conjecturé [40] que
tout graphe planaire subcubique G (i.e. de degré maximum au plus 3) est tel que
X.(G) < 9. Si cette conjecture est vraie, alors cette majoration est la meilleure pos-
sible car la coloration d’arétes a distance 2 du prisme nécessite au moins 9 couleurs
(cf. Figure 3.3). Lorsque A = 4, Cranston [33] a prouvé que 22 couleurs étaient
suffisantes. La borne inférieure issue de la construction d’Erdds et Nesetril est de 20
couleurs.

FIGURE 3.3: Le prisme P tel que x%(P) =9

Si on résume la situation, a 'aide d’un algorithme glouton on obtient x.(G)
2A? et en s’appuyant sur la Conjecture d’Erdés et Neetiil, nous avons : Y.(G)
3A2
TA%

La meilleure amélioration de ce “facteur 2”7 est due & Molloy et Reed.
Théoréme 3.1.2 (M. Molloy et B. Reed, 1997 [72])

Si G est un graphe de degré mazimum A, alors X,(G) < 1,998A2 (pour A suffisam-
ment grand).

1

Quant & Faudree et al. [40] ils se sont intéressés a la classe des graphes planaires
et ont démontré que :
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Théoréme 3.1.3 (Faudree et al., 1990 [40])
Si G est un graphe planaire de degré mazimum A, alors x.(G) < 4A + 4. De plus,

pour tout A = 2, on peut construire un graphe G tel que x.(G) = 4A — 4 (cf.
Figure 3.4).

<L

FIGURE 3.4: x,(G) =4A —4

Faudree et al. [39] ont également conjecturé que les graphes bipartis sont tels
que X, (G) < A%

Nous avons étudié la famille des graphes planaires extérieurs et nous avons ob-
tenu que :

Théoréme 3.1.4
Tout graphe planaire exstérieur G de degré mazimum A > 3 est tel que x4(G) <
3A — 3. De plus, pour tout A > 3, il existe un graphe G tel que x4 (G) = 3A — 3.

Nous nous sommes également intéressés a la question de la coloration forte
d’arétes des graphes subcubiques en déterminant des majorations de x’. en fonc-
tion du degré moyen maximum. Nous avons prouvé le résultat suivant :

Théoréme 3.1.5
Soit G un graphe subcubique :

1. Si mad(G) < £, alors X.(G) <6
2. Si mad(G) < ?I’ alors X',(G) <7
3. S mad(G) < E, alors x',(G) < 8
4. Simad(G) < 38, alors X,(G) <9

Rappelons que la maille d’'un graphe G est la longueur d’un plus petit cycle
contenu dans G. Etant donné que tout graphe planaire de maille au moins g vérifie

2
mad(G) < g_g

, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.6
Soit G un graphe planaire subcubique de maille g :

1. Si g > 30, alors X.(G) < 6.
2. 81 g > 11, alors X.(G) < 7.
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Nous avons également étudié la coloration forte d’arétes des graphes subcubiques
sans cycles de longueurs données, et nous avons démontré :

Théoréme 3.1.7
Soit G un graphe planaire subcubique sans cycles de longueurs 6 4 11, alors x,(G) <
9.

Mahdian a prouvé que le probléme de déterminer si pour toute maille fixée, un
graphe biparti admet une coloration d’arétes a distance 2 utilisant au plus &k couleurs,
avec k > 4, est un probléme NP-complet [69]. Pour cela, il a utilisé une réduction
depuis le probléme de k-COLORATION propre d’un graphe qui est NP-complet
pour k > 3 [46]. Erickson et al. ont prouvé que le probléme reste un probléme NP-
complet dans le cas des graphes bipartis de degré maximum 3, de maille 6 et pour
k =5 [38]. On peut remarquer qu’aucun résultat ne concerne la famille des graphes
planaires.

Nous présenterons différents résultats de NP-complétude pour la classe des
graphes planaires subcubiques, ce qui permettra de légitimer les conditions suffi-
santes de 6-coloration forte d’arétes que nous allons établir. Avant de présenter nos
résultats, rappelons quelques notions importantes pour la suite.

Le probléme de k-COLORATION FORTE d’arétes est défini de la facon sui-
vante :

INSTANCE : Un graphe G et un entier naturel non nul k.

QUESTION : Est-ce que GG admet une coloration forte d’arétes avec au plus £
couleurs ?

Le probléme de 3-COLORATION est défini de la maniére suivante :

INSTANCE : Un graphe G.

QUESTION : Est-ce que G est coloriable (proprement) avec au plus trois cou-
leurs ?

Le probléme de 3-COLORATION est connu comme étant NP-complet méme lors-
qu’on se restreint a la classe des graphes planaires de degré maximum 4 [46].
Voici un apercu de nos résultats :

Théoréme 3.1.8
Le probléeme de 4-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les graphes
planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maille quelconque fizée.

Théoréme 3.1.9

Le probléeme de 5-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les graphes
planaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 8, et pour les graphes planaires
subcubiques de maille 9.
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Théoréeme 3.1.10
Le probléme de 6-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les graphes
planaires bipartis de degré mazrimum 3 et de maille 4.

3.2 Complexité de la coloration forte d’arétes pour
les graphes planaires subcubiques

3.2.1 Complexité de la 4-COLORATION FORTE d’arétes

Rappelons le résultat que nous démontrons dans cette partie.

Le probleme de j-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les
graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maille quelconque fixée.

Démonstration. Le probléme est dans NP puisqu’on peut vérifier en temps poly-
nomial, pour une coloration d’arétes donnée, s’il s’agit ou non d’une coloration forte
d’arétes. Nous prouvons le théoréme par réduction depuis la 3-COLORATION des
graphes planaires de degré maximum 4.

ol o el e elali ol et ol .
(a) Nombre impair de clauses (b) Nombre pair de clauses

FIGURE 3.6: Transport d’une couleur

Nous pouvons tout d’abord constater, dans le cadre de la 4-coloration forte
d’arétes, que sur le graphe de la Figure 3.5 les arétes xy, 2zt vont recevoir les mémes
couleurs. En dupliquant plusieurs copies de ce graphe comme indiqué sur les Fi-
gures 3.6(a), 3.6(b), nous pouvons augmenter la distance entre les arétes qui vont
utiliser la méme couleur. De plus, en choisissant un nombre pair ou impair de copies
du graphe de la Figure 3.5, nous pouvons forcer les deux sommets aux extrémités
du graphe construit de facon & ce qu’ils fassent partie d’'une méme bipartition du
graphe ou pas. Sur les Figures 3.6(a) et 3.6(b), les bipartitions sont représentées par
des petits et des gros sommets.

Nous sommes maintenant préts a construire le sous-gadget générique M (Fi-
gure 3.7) qui sera utilisé au cours de notre réduction. Nous pouvons également
vérifier, en étudiant un a un tous les cas, et par simple permutation des couleurs



3.2. Complexité de la coloration forte d’arétes pour les graphes planaires subcubiques

u v w T
@ 4 1 2W4T3 241 @
3 1
2 4 !
|---- L---- 4
! : . 3,
1 3 1
; . — M
Oy e o2 2 ,
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9
T3 @
@
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FIGURE 3.7: Sous-gadget M

que la 4-coloration forte d’arétes de M, représentée sur la Figure 3.7, est unique. Par
exemple, on peut s’en apercevoir en coloriant sur la Figure 3.7 uv avec 1, vw avec
2, wx avec 4 et vy avec 3. La couleur des arétes restantes est alors forcée. De plus
M est biparti (la bipartition est représentée sur la figure par des petits et des gros
sommets) et a une maille arbitraire d’une taille aussi grande que nous souhaitons.

. . 2 1
' ' Yy Tg Yy

Y1 3/%

o1 2
Yo T2 Y3

FIGURE 3.9: Connexion de gadgets de sommets dans G’

Considérons un graphe planaire G et de degré maximum 4, nous allons construire
un graphe G’ de la fagon suivante. Chaque sommet v de G est remplacé par une
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copie (), du graphe () représenté sur la Figure 3.8 qui contient trois copies du sous-
gadget M. Nous pouvons aussi remarquer que dans la mesure ot M est biparti et de
maille quelconque (fixée), alors @) est aussi biparti et de maille quelconque (fixée).

Pour toute aréte uv de G, nous choisissons un indice 7 pour (), et j pour @, puis
nous joignons z; de @), avec z; de @,, nous relions aussi un des sommets pris parmi
yi, yi avec un des sommets pris parmi y;, y3. Ces connexions sont établies avec un
nombre aussi grand que ’on veut de clauses comme indiqué sur la Figure 3.9. On
peut remarquer que les liaisons entre les sommets se font de telle sorte que le graphe
obtenu est planaire. De plus, par construction le graphe obtenu G’ est biparti et de
maille arbitrairement grande.

Nous dirons que la couleur de () est la couleur des arétes incidentes aux sommets
x; de @ (la couleur 2 sur la Figure 3.8). De méme, la couleur interdite de @ est la
couleur des arétes incidentes a y; et y? (la couleur 3 sur la Figure 3.8).

La Figure 3.9 montre que pour toute aréte uv € G, @, et (), sont porteurs de
couleurs différentes et ont la méme couleur interdite. De plus, comme G est connexe
alors toutes les copies de () ont la méme couleur interdite, par exemple la couleur
3, de ce fait, aucune copie de ) n’est coloriée 3.

Si G est 3-coloriable, alors pour tout sommet v € (G, nous pouvons affecter la
couleur de v & @), puis étendre la coloration de G’ aux arétes a distance au plus 2, en
utilisant au plus 4 couleurs. Réciproquement, pour une 4-coloration forte d’arétes
donnée de G’, nous obtenons une 3-coloration de G en affectant la couleur de @,
au sommet v. D’ou G’ admet une 4-coloration forte d’arétes si et seulement si G est
3-coloriable, ce qui termine la preuve.

O

3.2.2 Complexité de la 5-COLORATION FORTE d’arétes

Dans cette partie nous démontrons le résultat suivant :

Le probleme de 5-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les
graphes planaires bipartis de degré mazimum 3 et de maille 8, et pour les graphes
planaires subcubiques de maille 9.

Démonstration. Nous traitons la preuve pour la maille 8, dans la mesure ou les
mémes arguments peuvent étre utilisés pour la maille 9.

Le probléme est dans NP puisqu’on peut vérifier en temps polynomial, pour
une coloration d’arétes donnée, s’il s’agit ou non d’une coloration forte d’arétes.
Comme pour le Théoréme 3.1.8, nous prouvons le théoréme par réduction depuis la
3-COLORATION des graphes planaires de degré maximum 4.

Considérons un graphe G de degré maximum 4, nous construisons le graphe G’
de la facon suivante. Chaque sommet v de G est remplacé par une copie QJ71*2%3:%4
du graphe @ représenté sur la Figure 3.10(a).

Pour toute aréte uv de GG, nous identifions un sommet z; de QQ7*2*3% avec un
sommet x; de Q71*2*™ de telle sorte que le graphe G’ obtenue soit planaire. De
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T1 Lo T3 T4
. ° ° o . . ° ° [} °
1 1 1 1
7y 75,3 2y, T30
L] L] L] L L L] L] L] L]

Qu

(b) Gadget d’aréte

FicurE 3.10: Gadgets de sommet et d’aréte pour une maille 8 du Théo-
reme 3.1.9

plus, lors de chaque identification, nous ajoutons un sommet de degré 1 adjacent au
sommet identifié (voir Figure 3.10(b), on identifie 2} avec zj).

On remarque d’apreés les Figures 3.10(a) et 3.10(b) que G’ est biparti. De plus,
G’ n’a pas de cycle de taille strictement plus petite que 8, d’ott G’ est de maille 8.

T T2
D S N N N SN S S A B
2 Y1 3 2 Y2 3
*——4¢ *—— *——4¢ *— *—4¢ *——
*——4¢ *——i *——4¢ *——i o—4¢ *——i
o——4¢ *—— o——4¢ *—— o—4¢ *——
*——4¢ *—— *——4¢ *—— *——4¢ *—
*—i! *—— *——4¢ *— *——4¢ *-——
*—4¢ *— *—4¢ *— *—4¢ *—

b

FI1GURE 3.11: Gadget de sommet pour une maille 9 du Théoréme 3.1.9

*—4
*—4
*—4
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On peut montrer par une étude de cas (omise dans ce mémoire) que la coloration
forte des arétes de @) proposée par la Figure 3.10(a) est unique. Nous appellerons la
couleur de @ la couleur des arétes z;y; dans () (couleur 1 sur la Figure 3.10(a)). De
méme, les couleurs interdites de () sont les couleurs des arétes incidentes a y; dans
Q, différentes de x;y; (couleurs 2 et 3 sur la Figure 3.10(a)). Sur la Figure 3.10(b)
on remarque que toute aréte uv € G, @, et ), recoivent des couleurs distinctes et
ont les mémes couleurs interdites. De plus, le fait que G soit connexe nous assure
que toutes les copies de () ont les mémes couleurs interdites, 2 et 3, et donc aucune
copie de () n’est coloriée avec 2 ou 3.

Si GG est 3-coloriable, alors pour tout sommet v € (G, nous pouvons affecter la
couleur de v a (), puis étendre la coloration & G’ en utilisant au plus 5 couleurs.
Réciproquement, pour une 5-coloration forte d’arétes donnée de G’, nous obtenons
une 3-coloration de G en affectant la couleur de @), au sommet v. D’ou G’ admet
une 5-coloration forte d’arétes si et seulement si G est 3-coloriable, ce qui termine
la preuve.

Dans le cas de la maille 9, nous utilisons le gadget de sommet représenté sur la
Figure 3.11, quant au gadget d’aréte il est identique a celui utilisé pour la maille 8.
La preuve est en tout identique a celle rédigée pour la maille 8.

O

3.2.3 Complexité de la 6-COLORATION FORTE d’arétes

Dans cette section nous démontrons le résultat suivant :

Le probleme de 6-COLORATION FORTE d’arétes est NP-complet pour les
graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 4.

Démonstration. Le probléme est dans NP puisqu’on peut vérifier en temps po-
lynomial, pour une coloration d’arétes donnée, s’il s’agit ou non d’une coloration
forte d’arétes. Nous prouvons le théoréme par réduction depuis la 3-COLORATION
des graphes planaires de degré maximum 4. Pour un graphe G de l'instance de
3-COLORATION des graphes planaires de degré maximum 4 nous proposerons la
construction d'un graphe G’ (planaire biparti de degré maximum 4 et de maille 4)
tel que G est 3-coloriable si et seulement si G’ admet une 6-coloration forte d’arétes.

(a) Les couleurs 1 et 2 sont forcées (b) Transformation des arétes qui se coupent

FIGURE 3.12: Motif principal

Commencons par une observation :
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Observation 3.2.1
Pour toute 6-coloration forte d’arétes des graphes de la Figure 3.12(a), les arétes a
distance 3 regoivent les mémes couleurs (les couleurs 1 et 2 sont forcées).

FiGuURE 3.13: Graphe P

P

EREREEE EREEEER

3
= < e—e

~

Gadget @ de sommet

JRERRERERAREEEARERE

FIGURE 3.14: Gadget @) de sommet utilisé pour le Théoréme 3.1.10

L’Observation 3.2.1, associée au graphe P de la Figure 3.13, montre que pour
toute 6-coloration d’arétes et & permutations prés, les couleurs 1 et 2 sont forcées.
Nous pouvons remarquer également que P est biparti.

Construisons maintenant le graphe représenté sur la Figure 3.14 qui sera notre
gadget de sommet. Prenons deux copies du graphe P avec six paires d’arétes pen-
dantes (coloriées par {z,y} et {z, ¢} respectivement) puis nous connectons les arétes
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de telle sorte que les couleurs x, ¥, z,t sont toutes différentes, ainsi le graphe obtenu
a huit paires d’arétes pendantes. On peut remarquer que le graphe obtenu () est
planaire, biparti, subcubique et tel que x.(Q) = 6.

Construisons maintenant le gadget de sommet i.e. le graphe GG, qui va remplacer
un sommet v de G dans G'. On prend une copie du graphe ) et nous choisissons un
plongement du graphe de facon & obtenir quatre quadruplets d’arétes coloriées x, ¥,
z et t dans cet ordre. On peut remarquer que chaque paire d’arétes qui se croisent
sont remplacées par des cycles de taille 4 comme l'indique la Figure 3.12(b) et
ce graphe transformé est planaire. Considérons quatre arétes pendantes (une pour
chaque quadruplet) du graphe @) obtenu ayant la méme couleur, par exemple la
couleur z. On nomme z} (1 < k < 4) chacun des sommets de degré 1 incidents a

ces arétes pendantes.
G
) 4 5 6
! 4 5 6
G,

FIGURE 3.15: Gadget d’aréte pour le Théoréme 3.1.10

5]
=

Pour chaque aréte uv de G, on identifie dans G’ les sommets z} et 3, puis nous
relions les trois autres paires d’arétes comme indiqué sur la Figure 3.15. Remarquons
que si G’ est connexe, alors pour toute 6-coloration forte d’arétes de G’ les couleurs
4, 5 et 6 utilisées sur la Figure 3.15 ne sont plus utilisées pour colorier chacune des
arétes incidentes a un sommet x7.

Prouvons maintenant que G est 3-coloriable si et seulement si G’ admet une 6-
coloration forte d’arétes. Comme nous I’avons démontré précédemment, par exemple
pour le Théoréme 3.1.8, les couleurs interdites de G’ dans le cadre d’une 6-coloration
d’arétes sont les couleurs qui ne sont pas incidentes a des sommets x7. D’otu, dans
G’ nous avons trois couleurs interdites. Si G est 3-coloriable alors nous affectons la
couleur d'un sommet v de G & une aréte pendante de G, incidente & z} dans G’
et nous étendons la coloration & une 6-coloration forte d’arétes de G’. Réciproque-
ment, pour une 6-coloration forte d’arétes de GG’, puisque nous avons trois couleurs
interdites pour G’, nous pouvons utiliser la couleur de I'aréte incidente & z{ dans le
graphe G, pour colorier v dans G. Vous trouverez le déroulement de la preuve du
Théoréme 3.1.10 sur les différentes figures qui suivent. O
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Observation : propagation des couleurs rouge et bleue.

Etape 2 : les couleurs rouge et verte se propagent.
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Etape 5 : une nouvelle couleur (violet) apparait et se propage.
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Graphe P.

73



Chapitre 3. Coloration forte d’arétes

Etape 8 : construction du gadget de sommet, on prend deux copies de P.

l

l

LT

LT

1 1

LT

LT

Etape 9 : les couleurs rouge et bleue se propagent.

1

1

Gadget

D

Gadget de sommet.

1 <}<> By

Gadget d’aréte.
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3.3 Graphes subcubiques de degré moyen
maximum borné

Notations Un 2-sommet fort est un sommet de degré 2 adjacent a deux 3-
sommets, sinon il s’agit d'un 2-sommet léger. Un 3i-sommet est un 3-sommet ad-
jacent a exactement k 2-sommets. Deux arétes sont a distance 1 si elles ont un
sommet en commun et elles sont & distance 2 si elles ne sont pas a distance 1 et si
elles ont deux extrémités adjacentes. Nous appellerons Ny(uv) I’ensemble des arétes
a distance au plus 2 de 'aréte uv et nous noterons SC(Ny(uv)) 'ensemble des cou-
leurs utilisées par les arétes de No(uv). Nous appellerons ¢(E'), avec E' C E(G),
Pensemble des couleurs utilisées par les arétes de £’ avec la coloration c.

Observons que tout arbre subcubique G vérifie x,(G) < 5 et que la majoration
est atteinte par exemple si deux sommets de degré 3 sont adjacents. Le graphe G
représenté sur la Figure 3.16 (mad(G) = 2, x.(G) = 6) montre que I’on ne peut pas
espérer un résultat du type : tout graphe subcubique G avec mad(G) < k o k > 2
vérifie xL(G) < 5.

FIGURE 3.16: Un graphe G tel que mad(G) = 2 et X4(G) =6

Nous utilisons une procédure de déchargement pour prouver le Théoréme 3.1.5.
Pour chaque cas, nous considérons un contre-exemple H minimisant o(H) =
|E(H)] 4 |V(H)| tel que mad(H) < m (m valant £ pour le premier item, 3T pour
le deuxiéme item, % pour le troisiéme et % pour le dernier). Puis nous exhibons un
ensemble S de configurations réductibles que H ne peut pas contenir compte tenu
de sa minimalité. Enfin nous décrivons la procédure de déchargement en définissant
tout d’abord une fonction poids w : V(H) — R avec w(z) = d(x) —m. On remarque
alors que compte tenu des hypothéses faites, la somme totale des poids est stricte-
ment négative. Il nous reste & définir des régles de déchargement qui permettent de
modifier les poids des sommets tout en conservant la somme totale de ces mémes
poids. Cela crée une nouvelle fonction poids w* sur chaque sommet. En utilisant le
fait que H est tel que mad(H) < m et que H ne contient aucune configuration de
S, nous montrons qu’a la fin de la procédure de déchargement, les poids de tous les
sommets de H sont positifs. Ce qui nous conduit a la contradiction suivante :

0 < Z w(z) = Z w(z) < 0

z €V (H) zeV(H)
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d’ot1, aucun contre-exemple au Théoréme 3.1.5 ne peut exister.

3.3.1 Preuve du Théoréme 3.1.5.1

Soit H un contre-exemple au Théoréme 3.1.5.1 minimisant |E(H)|+ |V (H)|: H
n’admet pas de coloration forte d’arétes avec 6 couleurs, mad(H) < % et pour toute
aréte e, x.(H —e) < 6. On peut supposer que H est connexe; sinon, par minimalité
de H, on peut colorier indépendamment chacune des composantes connexes.

On appellera 3-sommet léger un 3-sommet adjacent & un l-sommet, sinon il s’agit
d’un 3-sommet fort.

Propriétés structurelles de H

Lemme 3.3.1
Le contre-exemple H vérifie les propriétés suivantes :

1. H ne contient pas de 1-sommet adjacent a un 2-sommet.

2. H ne contient pas de 3-sommet adjacent a un 1-sommet et a un 2-sommet.

3. H ne contient pas de 3-sommet adjacent a deux 1-sommets.

4. H ne contient pas de chaine uvw ot u, v et w sont des 2-sommets.

5. H ne contient pas de chaine uvw ot u, v et w sont des 3-sommets légers.
Démonstration.

1. Supposons que H contient un l-sommet u adjacent & un 2-sommet v (cf.

Figure 3.17(a)). Considérons H' = H \ {uv}, qui par minimalité de H admet
une 6-coloration forte d’arétes. En comptant le nombre de couleurs disponibles
pour étendre la coloration de H' & H, on remarque que nous avons atl moins
trois couleurs libres pour colorier uv. En effet, a distance 1 (de uv) on ne peut
pas utiliser la couleur utilisée par vw, et a distance 2 (de uv) on ne peut pas
utiliser les couleurs utilisées par ww; et wwsy. Il reste alors 3 couleurs pour
étendre la coloration ¢ & H, d’ou la contradiction.

Supposons que H contient un 3-sommet u adjacent & un 1-sommet v et a un 2-
sommet w (cf. Figure 3.17(b)). Considérons H' = H\ {uv}, qui par minimalité
de H admet une 6-coloration forte d’arétes. Afin d’étendre la coloration a H, il
suffit de colorier uv avec une couleur différente de celles de xw, wu, uy et yy;,
Yy (si ces arétes existent). Il nous reste donc au moins un choix pour colorier
uv. Nous pouvons donc étendre la coloration ¢ a H, d’ou la contradiction.

Supposons que H contient un 3-sommet u adjacent & deux 1-sommets v et
w (cf. Figure 3.17(c)). Considérons H' = H \ {uv}, qui par minimalité de
H admet une 6-coloration forte d’arétes. Afin d’étendre la coloration a H, il
suffit de colorier uv avec une couleur différente de celles de uw, ux, rx; et
xxs. Il nous reste alors au moins deux choix et nous pouvons donc étendre la
coloration ¢ & H, d’ou la contradiction.

Supposons que H contient une chaine uvw ou u, v et w sont des 2-sommets
(cf. Figure 3.17(d)). Considérons H' = H \ {uv,vw}, qui par minimalité de
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H admet une 6-coloration forte d’arétes. En comptant le nombre de couleurs
disponibles pour étendre la coloration de H” & H, on remarque que nous avons
au moins deux couleurs libres pour colorier uv puis au moins une couleur libre
pour colorier vw (et ce aprés avoir colorié uv).

5. Supposons que H contient une chaine zuvwy ou u, v et w sont trois 3-
sommets légers. Appelons u; (resp. vy, w;) le voisin de u (resp. v, w) de
degré 1. Supposons que N(z) = {u, x1, 22}, N(u) = {z, us, v}, N(v) =
{u, vi, w}, N(w) = {v, w1, y}, N(y) = {w, y1, y2} (cf. Figure 3.17(e)).
Considérons H' = H \ {uuy, uv, vvy, vw, ww; }. Par minimalité de H, il existe
une coloration forte d’arétes ¢ de H’, qui utilise six couleurs. Nous allons
étendre la coloration a H. Supposons tout d’abord que c(uz) = c¢(wy). Nous
colorions uv, vw, uuy, ww, et vv; dans cet ordre, ce qui est possible par simple
comptage pour chaque arétes du nombre de couleurs libres pour étendre la co-
loration. Supposons maintenant que c¢(uz) # c¢(wy). Sans perte de généralité
nous pouvons supposer que c¢(uz) = 5 et ¢(wy) = 6. Dans un premier temps,
nous tentons de colorier I'aréte uu; avec la couleur 6. Si cela est possible,
alors nous affectons la couleur 6 & uwu, puis nous colorions uv, vw, ww, et vv,
dans cet ordre, ce qui est possible par simple comptage du nombre de couleurs
libres. Si nous ne pouvons pas colorier uu; avec la couleur 6, nous sommes
assurés de la présence de la couleur 6 dans le voisinage de x. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que c¢(zz;) = 6. En appliquant le méme
type de raisonnement a wwi, nous pouvons supposer sans perte de généralité
que c(yy1) = 5. Nous affectons alors la méme couleur a & uu; et wws, avec
a € [1;6] \ {c(zx2), 5, 6, c(yy2)}. Enfin pour terminer nous colorions uv, vw
et vv; dans cet ordre, ce qui est possible par simple comptage du nombre de
couleurs libres. Dans chaque cas, nous avons pu étendre ¢ & H, ce qui est une
contradiction.

|

Procédure de déchargement sur H

On pose w(x) = d(x) — 2 pour tout z € V(H).
Nous réalisons notre procédure de déchargement en deux étapes :

Etape 1. Chaque 3-sommet fort donne % a chaque 3-sommet adjacent et % a
chaque 2-sommet adjacent.

Lorsque 1'Etape 1 est terminée, une nouvelle fonction poids w’ est créée. Nous
continuons alors avec I'Etape 2 :

Etape 2. Chaque 3-sommet léger donne % a son unique 1-sommet adjacent.

Soit v € V(H) un k-sommet. Remarquons que k > 1.

Cas k = 1. Observons que w(v) = —2. Par le Lemme 3.3.1.1, v est adjacent
a un 3-sommet u qui est un 3-sommet léger par définition. D’o1, v recoit % de
u pendant IEtape 2. On en déduit alors que w*(v) = =2+ 2 = 0.
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w1

T Y1 v T

Wy T2 Y2 w Ta

(a) Configuration du Lemme (b) Configuration du Lemme 3.3.1.2 (¢) Configuration du
3.3.1.1 Lemme 3.3.1.3

(d) Configuration du Lemme 3.3.1.4 (e) Configuration du Lemme 3.3.1.5

FIGURE 3.17: Configurations réductibles.

Cas k = 2. Observons que w(v) = —1. Par les Lemmes 3.3.1.1, 3.3.1.2 et
3.3.1.4, v est adjacent & au moins un 3-sommet fort. D’oi, par 'Etape 1,
w*(v) > -+ +1=0.

Cas k = 3. Observons que w(v) = g. Supposons que v est un 3-sommet
fort. Notons n,(v) le nombre de 3-sommets dans le voisinage de v. On peut
remarquer que 0 < n,(v) < 3. D’on, par I'Etape 1, w*(v) > & — ny(v) x 2 —
(3 = np(v)) x 1 >0, pour tout 0 < ny(v) < 3. Supposons alors que v est un
3-sommet léger. Par le Lemme 3.3.1.3, v est adjacent a un unique 1-sommet
et par le Lemme 3.3.1.2, v n’est pas adjacent & un 2-sommet. Enfin, par le
Lemme 3.3.1.5, v est adjacent & au moins un 3-sommet fort. D’ou, par les

5 6,2 8 _
Etapes 1 et 2, w*(v) 2 2+ 2 — 2 =0,
Ce qui termine la preuve. Un exemple de graphe G avec mad(G) = g qui n’admet

pas une coloration forte d’arétes avec 6 couleurs est donné sur la Figure 3.18.

FIGURE 3.18: Un graphe G avec mad(G) = % et x4(G) > 6
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D’apreés le Corollaire 3.1.6, tout graphe planaire de maille au moins 30 admet
une 6-coloration forte d’arétes. Le lemme suivant améliore ce résultat :

Lemme 3.3.2
Si G est un graphe planaire subcubique de maille au moins 16, alors x.(G) < 6.

Démonstration. Notre preuve est basée sur le fait que tout graphe planaire de
maille au moins 5d + 1 et de degré minimum au moins 2, contient une chaine consti-
tuée de d 2-sommets consécutifs.

Supposons que H est un graphe planaire subcubique de maille 16 qui n’admet
pas une 6-coloration forte d’arétes et qui posséde un nombre minimun d’arétes.
Considérons H' le graphe obtenu en enlevant tous les 1-sommets de H. Par les
Lemmes 3.3.1.1 et 3.3.1.3, H' est de degré minimum 2. Puisque H' est planaire et
de maille 16, alors il contient une chaine d’au moins trois 2-sommets consécutifs.
Soit uvw une telle chaine. Par les Lemmes 3.3.1.2 et 3.3.1.5, aucun des sommets
u, v, w est un 3-sommet léger dans H. Par le Lemme 3.3.1.4, dans H, u, v, w ne sont
pas tous des 2-sommets. Dans tous les cas, nous obtenons une contradiction. O

3.3.2 Preuve du Théoréme 3.1.5.2

Soit H un contre-exemple au Théoréme 3.1.5.2 minimisant |E(H)|+ |V (H)|: H
n’admet pas une coloration forte d’arétes avec 7 couleurs, mad(H) < % et pour toute
aréte e, x.(H —e) < 7. On peut supposer que H est connexe; sinon, par minimalité
de H, on peut colorier indépendamment chacune des composantes connexes.

Propriétés structurelles de H

Lemme 3.3.3
Le contre-ezemple H vérifie les propriétés suivantes :

1. H ne contient pas de S1-sommet.
2. H ne contient pas de chaine uvvw ou u, v et w sont des 2-sommets.

3. H ne contient pas de 3-sommet adjacent a deux 2-sommets dont ['un est un
2-sommet léger.

4. H ne contient pas deux 33-sommets adjacents a un méme 2-sommet.

Démonstration.
1-2. Trivial (¢f. Figures 3.19(a) et 3.19(b)).

3. Supposons que H contient un 3;-sommet (ou un 33-sommet) u adjacent a un
2-sommet léger v. Soit w le 2-sommet léger adjacent a v (c¢f. Figure 3.19(c)).
Considérons H' = H \ {uv,vw}, qui par minimalité de H admet une 7-
coloration forte d’arétes. Commencons par colorier I’aréte uv avec une couleur
différente de celles de ux, xxy, xTo, UUy, UTuy et wy. Nous pouvons alors colo-
rier uv puisque il nous reste au moins une couleur disponible. Nous colorions
maintenant vw avec une couleur différente de celles de wy, yy1, yyo, uv, uu; et
uzx. Ce qui est possible puisqu’il reste au moins une couleur non utilisée. On
peut donc étendre la coloration de H' & H, ce qui fournit une contradiction.
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4. Supposons que H contient deux 33-sommets u et w adjacents & un méme
2-sommet v. N(u) = {ug, ug, v}, N(w) = {wy, wy, v}, N(u) =
{u7 SL’}, N<u2> = {u7 y}7 N(,T) = {ulv T, 'r2}7 N(y> = {u27 Y1, y2}7 N<w1> =
{w, t}, N(wy) = {w, z}, N(t) = {wy, t1, ta}, N(z) = {ws, z1, 22} (cf. Fi-
gure 3.19(d), ceci est une représentation mais ce n’est pas la seule). Considé-
rons H = H \ {uv,vw}. Puisque H est un contre-exemple d’ordre minimum,
X.(H'") < 7 et il existe une coloration forte d’arétes de H’', ¢ utilisant au plus
7 couleurs. Nous allons étendre la coloration & H. Commencons par colorier
vw. Observons que [[1;7] \ SC(No(vw))| = 1, alors nous choisissons une cou-
leur libre et nous colorions vw. Ensuite, si on ne peut pas colorier uv, cela
signifie que [[1;7] \ SC(No(uv))| = 0 et sans perte de généralité, nous pou-
vons supposer que c(vw) =1, c(wwy) = 2, c(wwy) = 3, c(uuy) =4, c(uuy) =
5, c(urz) = 6, c(ugy) = 7. Dans ce cas, nous tentons de recolorier vw avec une
couleur différente de 1. Si c’est possible alors il ne reste plus qu’a colorier uv
avec 1. Si on ne peut pas, alors sans perte de généralité c(wit) = 6, c(wyz) =7,
alors on tente de recolorier ww; avec une couleur différente de 4 et 5. Si c¢’est
possible alors il ne reste plus qu’a colorier uv avec 2 . Si on ne peut pas, alors
en utilisant un argument similaire on en déduit que c(tt;) = 5, c(tty) = 4, et
nous essayons alors de colorier wwsy. Nous continuons a colorier de la méme
maniére les arétes restantes non coloriées dans ’ordre suivant : wwsy, uuy, uis.
Si au cours d’une de ces étapes, la recoloration est possible, alors nous aurons
une couleur libre pour colorier uv. Si cela n’est pas possible, alors a la fin de
la procédure nous obtenons sans perte de généralité, les couleurs suivantes :
c(zz1) =4, c(zz9) =5, c(xxy) =2, c(zxg) =3, c(yy1) = 3, c(yy2) = 2. Nous
pouvons alors recolorier certaines arétes : c(uus) = c(ww;) = 1, ¢(vw) = b.
On peut alors colorier uv avec la couleur 2. On a donc réussi a étendre ¢ & H,
ce qui est une contradiction.

O

Procédure de déchargement sur H

Posons w(z) = d(z) — % pour tout z € V(H).
On définit les régles de déchargement de la facon suivante :

R1) Chaque 33-sommet donne = & chaque 2-sommet fort adjacent.
11

(R2) Chaque 3;-sommet et chaque 3y-sommet donne 2 & chaque 2-sommet fort

11
adjacent.

(R3) Chaque 3-sommet donne < & son 2-sommet léger adjacent.

Soit v € V(H) un k-sommet. Par le Lemme 3.3.3.1, k > 2.

Cas k = 2. Observons que w(v) = —1—51. Supposons que v est un 2-sommet
fort. Par le Lemme 3.3.3.4, v est adjacent & au plus un 33-sommet. D’ot, par
(R1) et (R2), w*(v) = —Z% + 1 x & + 1 x & = 0. Supposons maintenant que
v est léger. Par le Lemme 3.3.3.2, v est adjacent a un 3-sommet u. D’otu, par
(R3), w*(v) = —Z +1x 2 =0.
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(a) Configura- (b) Configuration du Lemme 3.3.3.2
tion du Lemme

3.3.3.1

Y2 Y2

(c) Configuration du Lemme 3.3.3.3 (d) Configuration du Lemme 3.3.3.4

FI1GURE 3.19: Configurations réductibles.

Cas k = 3. Observons que w(v) = . Par les Lemmes 3.3.3.3 et 3.3.3.4, nous
aboutissons aux différents cas suivants pour v :

— v est adjacent & trois 2-sommets forts et par (R1), w*(v) = = —3x 2 =0.

— v est adjacent & au plus deux 2-sommets forts. D’ou, par (R2), w*(v) >
L—2x2=0

— v est adjacent & au plus un 2-sommet léger et par (R3), w*(v) > % —1x % >

0.
Ce qui termine la preuve. Un exemple de graphe G avec mad(G) = g qui n’admet

pas une coloration forte d’arétes avec 7 couleurs est donné sur la Figure 3.20.

FIGURE 3.20: Un graphe G avec mad(G) = 3 et x4(G) > 7
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3.3.3 Preuve du Théoréme 3.1.5.3

Soit H un contre-exemple au Théoréme 3.1.5.3 minimisant |E(H)|+ |V (H)|: H
n’admet pas une coloration forte d’arétes avec 8 couleurs, mad(H) < 1?3 et pour toute
aréte e, x.(H —e) < 8. On peut supposer que H est connexe; sinon, par minimalité
de H, on peut colorier indépendamment chacune des composantes connexes.

Propriétés structurelles de H

Lemme 3.3.4
Le contre-ezemple H vérifie les propriétés suivantes :

1.

H ne contient pas de S1-sommet.

2. H ne contient pas deuzr 2-sommets adjacents.

3. H ne contient pas de 3-sommet adjacent a trois 2-sommets.

/.

H ne contient pas de 2-sommet adjacent a deuz 35-sommets.

Démonstration.
Nous noterons L ’ensemble des couleurs L = [1; §].

1.
2.

Trivial (¢f. Figure 3.21(a)).

Supposons que H contient un 2-sommet u adjacent a un 2-sommet v. Soient
t et w les autres voisins de u et v respectivement (cf. Figure 3.21(b)). Par
minimalité de H, le graphe H' = H \ {tu, uv, vw} est tel que x,(H') < 8
et il existe une coloration forte d’arétes de H’, ¢ utilisant au plus 8 couleurs.
Nous pouvons montrer que la coloration peut étre étendue a H. En effet, on
peut remarquer que |L \ SC(Ny(tu))| = 2, |L\ SC(No(uv))| = 4 et |L\
SC(Ny(vw))| = 2. Clairement nous pouvons étendre la coloration ¢ & H, ce
qui est une contradiction.

Supposons que H contient un 3-sommet v adjacent a trois 2-sommets u, w et t
(cf. Figure 3.21(c)). Par minimalité de H, il existe une coloration forte d’arétes
de H' = H\{vt, vu, vw}, c utilisant au plus 8 couleurs. Nous pouvons montrer
que la coloration peut étre étendue & H. En effet, on peut remarquer que |L\
SC(Ny(vt))| = 3, |L\ SC(Ny(vu))| = 3 et |L\ SC(Ny(vw))| = 3. Clairement

nous pouvons étendre la coloration ¢ & H, ce qui est une contradiction.

. Supposons que H contient deux 3s-sommets qui ont un 2-sommet comme

voisin commun. Alors, il existe une chaine composée de cing sommets dans H,
wvwzy telle que u, w et y sont des 2-sommets et v, x sont des 35-sommets (cf.
Figure 3.21(d), cette représentation n’est pas la seule possible). Considérons
H' = H\{vw,wx}. Par minimalité de H, x.(H’) < 8 et il existe une coloration
forte d’arétes de H’, ¢ utilisant au plus 8 couleurs. Nous allons étendre cette
coloration & H. Commencons par décolorier les arétes uv et xy. Maintenant
nous allons recolorier ces deux arétes. Chacune de ces arétes a deux couleurs

2 1 2

. . 1 9. . .
libres : ¢,,,, ¢y, pour wv et ¢, , ¢;, pour ry. Supposons, qu’il existe au moins une

couleur commune : ¢ = C}Cy. Nous choisissons alors cette couleur pour colorier
uv et xy. Aprés la coloration de ces arétes, vw et wx ont chacune au moins
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deux couleurs libres, nous pouvons donc les colorier. Supposons maintenant

12 1 2 o : 1
qQUE Cppyy, Cpys Cpy 6 €3y, SONE quatre couleurs distinctes. Colorions uv avec ¢, et

uv? xT

Ty avec cglcy. Plziisque vw a trois couleurs libres (qu’elle peut utiliser au début
de la procédure), il existe au moins une couleur non utilisée, «. Donc nous
colorions vw avec cette couleur a. A la fin de la procédure il nous reste a
colorier wx. Si cela n’est pas possible, cela signifie que les trois couleurs libres
pour cette aréte au début de la procédure sont utilisées par uv, vw et xy. Dans
ce cas, si ¢2, # Cyy, alors nous recolorions uv avec ¢2,. Sinon, on recolorie xy

2 : : 12 2 e N
avec cg, (ce qui est possible car c,,, c,,, ¢, et c;, sont différentes). Do, il

uv) Ty
nous reste une couleur libre pour wz, ce qui compléte la coloration de H.

O

—— 0
U v to Wo

(a) Configura- (b) Configuration du Lemme 3.3.4.2
tion du Lemme

3.34.1

(%1 X

u u v w X N
(c) Configuration du Lemme 3.3.4.3 (d) Configuration du Lemme 3.3.4.4

FI1GURE 3.21: Configurations réductibles.

Procédure de déchargement sur H

On pose w(z) = d(z) — £ pour tout € V(H).
On définit les régles de déchargement de la facon suivante :

(R1) Chaque 3;-sommet donne % a son unique 2-sommet adjacent.
(R2) Chaque 33-sommet donne % a chaque 2-sommet adjacent.

Soit v € V(H) un k-sommet. Par le Lemme 3.3.4.1, k > 2.

Cas k = 2. Observons que w(v) = —2. Par les Lemmes 3.3.4.2, 3.3.4.3 et
3.3.4.4, v est adjacent & au moins un 3;-sommet. Par les Lemmes 3.3.4.2,

3.3.4.3 et 3.3.4.4, le second voisin de v est un 3,-sommet ou un 3;-sommet.
D’ou, par (R1) et (R2), w*(v) > —2+1x2+1x3=0.
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Cas k = 3. Observons que w(v) = 2. Par le Lemme 3.3.4.3, v est adjacent &
au plus deux 2-sommets. S’il s’agit d’un 3;-sommet, alors par (R1), w*(v) >
2_1x2=0.S'il s"agit d'un 35-sommet, alors par (R2), w*(v) > 2—-2x i = 0.

Ce qui termine la preuve.

3.3.4 Preuve du Théoréme 3.1.5.4

Soit H un contre-exemple au Théoréme 3.1.5.4 minimisant |E(H)|+ |V (H)|: H
n’admet pas une coloration forte d’arétes avec 9 couleurs, mad(H) < % et pour toute
aréte e, x.(H —e) < 9. On peut supposer que H est connexe; sinon, par minimalité
de H, on peut colorier indépendamment chacune des composantes connexes.

Propriétés structurelles de H

Lemme 3.3.5
Le contre-ezemple H vérifie les propriétés suivantes :

1.

H ne contient pas de S1-sommet.

2. H ne contient pas deuzr 2-sommets adjacents.

3. H ne contient pas de 3-sommet adjacent a deux 2-sommets.

4.

H ne contient pas deux 31-sommets adjacents.

Démonstration.
Nous noterons L ’ensemble des couleurs L = [1;9].

1.
2.

Trivial (¢f. Figure 3.22(a)).

La preuve du Lemme 3.3.5.2 est identique a celle du Lemme 3.3.4.2 (¢f. Fi-
gure 3.22(b)).

Supposons que H contient un 3-sommet v adjacent a deux 2-sommets u et
w. Soit ¢ le troisiéme voisin de v (¢f. Figure 3.22(c¢)). Par minimalité de H, il
existe une coloration forte d’arétes ¢ de H' = H\ {vt, vu, vw} utilisant au plus
9 couleurs. On peut remarquer que |L\ SC(Ny(vt))| = 1, |L\ SC(N2(vu))| =
3 et |L\ SC(Ny(vw))| = 3. On peut donc étendre ¢ & H, ce qui est une
contradiction.

Supposons que H contient deux 3;-sommets adjacents. Soient u et v ces deux
31-sommets et z, y leurs 2-sommets adjacents respectifs.

— Si x = y alors, considérons z le troisiéme sommet adjacent & u. Par minima-
lité de H, il existe une coloration forte d’arétes cde H' = H\{zu, uzx, xv,vu},
utilisant au plus 9 couleurs. En comptant le nombre de couleurs libres pour
colorier chacune des arétes zu, ux, xv, vu, on peut étendre c & H.

— Si x # y, soit t le 3-sommet adjacent & = (cf. Figure 3.22(d) qui est une
représentation possible de la configuration). Considérons la chaine tzuvy.
Par minimalité de H, il existe une coloration forte d’arétes ¢ de H' = H \
{tz, zu}, utilisant au plus 9 couleurs. On décolorie alors les arétes uv et vy.
Donc les arétes tz, vy et uv ont chacune deux couleurs libres. De plus, xu
a trois couleurs disponibles. Supposons que nous pouvons colorier tx avec



3.3. Graphes subcubiques de degré moyen maximum borné

a € {ay,as} et vy avec B € {as,as}. Nous étudions deux cas en fonction
des couleurs libres de tz et vy :

4.1 Tl existe au moins une couleur commune, disons par exemple : a; = ags.
On colorie tz et vy avec a; (puisque ces arétes sont a distance 3, elles
peuvent étre coloriées avec des couleurs identiques). Nous avons alors au
moins une couleur libre pour colorier uv et nous colorions cette aréte
avec cette couleur libre. L’aréte zu a au moins une couleur libre et
nous la prenons pour colorier zu. Ce qui étend la coloration a H, une
contradiction.

4.2 Les quatre couleurs sont différentes et sans perte de généralité a; = 1,
as = 2, a3 = 3 et ay = 4. Nous colorions tx et vy avec 1 et 3, respective-
ment. Nous essayons de colorier uv : soit nous avons une couleur libre,
disons b, et nous I'utilisons pour colorier uv soit SC'(No(uv)) \ {1,3} =
[1,9] \ {1, 3}. Nous distinguons alors ces deux cas :

— Supposons qu’il existe une couleur b qui peut étre utilisée pour uv.
Si zu a une couleur libre, on peut étendre la coloration ¢ & H, ce qui
est une contradiction. Sinon, les trois couleurs libres que nous avions
initialement pour xu sont 1, 3 et b. Si on peut recolorier tx avec 2, nous
avons terminé, puisque nous obtenons une nouvelle couleur pour zu.
Si ce n’est pas le cas, nous avons b = 2. Nous pouvons alors recolorier
vy avec 4 et nous obtenons alors une couleur libre pour colorier zu
et étendre ¢ & H, une contradiction.

— Supposons que SC(Ny(uv)) = [1,9]. Nous recolorions tx avec 2 et
nous colorions uv avec 1. Nous essayons alors de colorier xu : soit nous
réussissons soit les trois couleurs libres que nous avions initialement
pour zu sont 1,2 et 3. Dans ce cas, nous recolorions vy avec 4 et nous
colorions xu avec 3. Ce qui étend la coloration a H, une contradiction.

O

Procédure de déchargement sur H

Posons w(z) = d(x) — 32 pour tout = € V(H).
On définit les regles de déchargement en deux étapes :

1

o5 a chaque 3;-sommet adjacent.

Etape 1. Chaque 3p-sommet donne

Lorsque I'Etape 1 est terminée, une nouvelle fonction poids w’ est créée sur les
31-sommets, nous considérons alors I'Etape 2 :

5

5 a son 2-sommet adjacent.

Etape 2. Chaque 3;-sommet donne

Soit v € V(H) un k-sommet. Par le Lemme 3.3.5.1, k > 2.

Cas k = 2. Observons que w(v) = —13. Par les Lemmes 3.3.5.2 et 3.3.5.3, v
est adjacent a deux 3;-sommets. D’ot, par I'Etape 2, w*(v) = —%+2 X % =0.

Cas k = 3. Observons que w(v) = % Par le Lemme 3.3.5.3 v peut étre soit
un 3;-sommet, soit un 3g-sommet. Supposons que v est un 3;-sommet. Par
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FI1GURE 3.22: Configurations réductibles.

le Lemme 3.3.5.4 et aprés I'Etape 1, w'(v) = % + 2 x %3, d’ou par 'Etape
2, w*(v) = 0. Supposons maintenant que v est un 3p-sommet. Par I'Etape 1,
w'(v) 2 & —3x 5 =0

Ce qui compléte la démonstration.

Un exemple de graphe G avec mad(G) = 2 qui n’admet pas une coloration forte
d’arétes avec 9 couleurs est donné sur la Figure 3.23.

FIGURE 3.23: Un graphe G tel que mad(G) = 2 et x,(G) = 10.

3.4 Graphes planaires subcubiques sans cycles de
longueurs données

Dans cette section nous démontrons :

Si G un graphe planaire subcubique sans cycles de longueurs 6 a 11, alors
Xs(G) < 9.

Considérons un contre-exemple H au Théoréme 3.1.7 minimisant le nombre
d’arétes de H. Par la suite nous allons exhiber un ensemble S de configurations
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que H ne peut pas contenir compte tenu de sa minimalité. Nous définissons une
fonction poids w : V(G) U F(G) — R pour un graphe planaire G tel que la somme
totale des poids est strictement négative d’aprés la formule d’Euler. Il nous reste a
définir des régles de déchargement qui permettent de modifier les poids des sommets
et des faces mais en conservant la somme totale de ces mémes poids. En utilisant le
fait que H est planaire subcubique sans cycles de longueurs 6 a 11 et que H contient
aucune configuration de .S, nous montrons que les poids de tous les sommets et de
toutes les faces de H sont positifs a la fin de la procédure de déchargement. Ce qui
nous conduit a la contradiction suivante :

Z w*(z) = Z w(z) <0

x€V(H)UF(H) €V (H)UF(H)

0

N

d’ot1, aucun contre-exemple au Théoréme 3.1.7 ne peut exister.

3.4.1 Propriétés structurelles
Dans cette partie, nous étudions les propriétés structurelles de H.

Lemme 3.4.1
Le graphe H ne contient pas

1. de sommet d’articulation,

deuzr 2-sommets adjacents,

de 3-sommet adjacent a deux 2-sommets,

de 2-sommet incident a une 3-face,

de 3-sommet incident a une 3-face et adjacent a un 2-sommet,
deux 3-faces ayant une aréte commune,

de 2-sommet incident a une 4-face,

o RS G o

de 3-face ayant une aréte commune avec une 4-face.

Démonstration. Nous noterons L l'ensemble des couleurs L = [1;9].

1. Supposons que H contient un sommet d’articulation (i.e. la suppression de
ce sommet augmente le nombre de composantes connexes). Puisque H est
subcubique, il contient un isthme ujus (i.e. la suppression de cette aréte aug-
mente le nombre de composantes connexes). Soit H; la composante connexe
de H \ {ujus} qui contient le sommet u;. Par minimalité de H, H; admet
une coloration forte d’arétes c¢; qui utilise au plus 9 couleurs. Soit .S;; I'en-
semble des arétes de H; incidentes a w;. Soit S;2 'ensemble des arétes de
H; adjacentes a au moins une aréte de S;;. Remarquons que |¢;(5;1)] < 2,
lci(Si2)| < 4, et ¢;(Si1) Neci(Si2) = @. Par permutation des couleurs dans la
coloration ¢y de Hs, nous pouvons obtenir une coloration ¢ de H \ {ujus} telle
que 6(5171) N 6(5271) = J et |C(Sl72 U 52’2)| < 4. D,Ofl, 6(5171) N 6(5271) = et
|e(S11 U Ss1US12USy0)| < 8, il existe alors au moins une couleur libre pour
U1y et ainsi étendre ¢ & H, d’ou la contradiction.
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2. Voir le Lemme 3.3.5.2.
3. Voir le Lemme 3.3.5.3.

4. Supposons que H contient un triangle xyz tel que d(y) = 2. Par minimalité
de H, il existe une coloration forte d’arétes ¢ de H' = H \ {yz} qui utilise
au plus 9 couleurs. On peut remarquer que |L \ ¢(N2(yz))| = 1 et donc qu’on
peut étendre la coloration ¢ a H, d’ou la contradiction.

5. Supposons que H contient un triangle zyz, tel que x est adjacent & un 2-
sommet u. Soit v le troisiéme sommet adjacent au sommet y. Par minimalité
de H, il existe une coloration forte d’arétes ¢ de H' = H \ {zu, zy, yv, yz, vz}
qui utilise au plus 9 colours. Nous colorions d’abord vy et yz, puis les trois
arétes restantes. On a donc étendu ¢ & H, ce qui est une contradiction.

6. Supposons que H contient deux triangles zyz et yzt qui partagent 'aréte yz.
Par minimalité de H, il existe une coloration forte d’arétes ¢ de H' = H\ {yz}
qui utilise au plus 9 couleurs. Par simple comptage des couleurs libres pour
étendre la coloration de H' & H, nous avons au moins trois couleurs libres
pour colorier yz. Nous pouvons alors étendre ¢ & H, d’ou la contradiction.

7. Supposons que H contient un 4-cycle xyzt tel que d(z) = 2. Soient t et y
les voisins de x. Par minimalité de H, il existe une coloration forte d’arétes c
de H' = H \ {zt,zy} qui utilise au plus 9 couleurs. Nous pouvons étendre la
coloration de H' & H par simple comptage des couleurs libres.

8. Supposons que H contient un 4-cycle xyzt qui partage 'aréte xy avec le tri-
angle ryu. Par minimalité de H, il existe une coloration forte d’arétes ¢ de
H' = H\{zy} qui utilise au plus 9 couleurs. Par simple comptage des couleurs
libres pour étendre la coloration de H' & H, nous avons au moins une couleur
libre pour colorier xy. Nous pouvons alors étendre c & H, d’ou la contradiction.

|

3.4.2 Procédure de déchargement

Lemme 3.4.2
Soit G un graphe planaire connezre avec n sommets, m arétes et f faces. Nous avons
la relation swivante :

> (d(v) —12)+ Y (r(f) —12) = —24

veV(Q) feF(G)

Démonstration. La formule d’Euler n—m+ f = 2 peut s’écrire de la facon suivante
(10m—12n)+(2m—12f) = —24. La relation Z d(v) = Z r(f) = 2m permet
veV(QG) fEF(G)
de conclure.
O
Considérons la fonction poids w : V(G) U F(G) — R pour un graphe planaire
G par w(z) =5bd(z) —12six € V(G) et w(z) =r(x) — 12 si z € F(G). La somme
totale des poids vaut —24 d’aprés le Lemme 3.4.2.
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Nous définissons alors les régles de déchargement telles que chaque 3-sommet
donne

(R1) 1 a chaque 2-sommet adjacent,
(R2) 3 a chaque 3-face incidente,
(R3) 2 a chaque face incidente de taille 4 ou 5.

Pour z € V(G) U F(G), on note w*(z) le poids de x aprés la phase de déchar-
gement. Soit H un contre-exemple d’ordre minimum au Théoréme 3.1.7, vérifions
que w*(x) est positif ou nul pour tout = € V(H) U F(H). Nous obtiendrons ainsi la
contradiction suivante

0< Z wi(z) = Z w(z)=-24<0

€V (H)UF(H) €V (H)UF(H)

ce qui montrera qu’il n’existe pas de contre-exemple au Théoréme 3.1.7.

Soit v € V(H) un k-sommet. Alors, k > 2 par le Lemme 3.4.1.1.

Cas k = 2. Observons que w(v) = —2 et que v est adjacent & deux 3-sommets
d’aprés le Lemme 3.4.1.2. Par (R1), w*(v) = —2+2x 1 =0.

Cas k = 3. Observons que w(v) = 3.

On appellera face légere une k-face telle que 3 < k < 5. Supposons que H
contient deux faces légéres adjacentes f; et f, de tailles k; et ko respectivement,
avec ky < ko. Par le Lemme 3.4.1.2, f; et f5 ont au plus deux arétes communes.
Si f1 et fy ont exactement une aréte en commun alors H contient un cycle de
taille k1 + ko — 2. D’apreés les hypothéses, k1 + ko — 2 < 6, tel que ky = 3 et
ko < 4, ce qui est proscrit par les Lemmes 3.4.1.6 et 3.4.1.8. Si f; et fy ont
exactement deux arétes en commun, alors f; et fs sont obligatoirement des
b-faces par les Lemmes 3.4.1.4 et 3.4.1.7, d’ou H contient un cycle de taille
k1 + ko — 4 = 6, ce qui est interdit.

On en déduit alors que H ne contient pas de faces légéres adjacentes, ce
qui implique que v est incident & au plus une face légére. De plus, par le
Lemme 3.4.1.3, v est adjacent a au plus un 2-sommet.

Si v est incident & une 3-face, alors il n’est pas adjacent a un 2-sommet d’apreés
le Lemme 3.4.1.4. D’ou, par (R2), w*(v) =3 —-1x3=0.

Si v est incident & une 4-face ou une 5-face, alors par (R1) et (R3), w*(v) >
3—1x2—-1x1=0.

Si v n’est pas incident & une face légére, alors d’aprés (R1), w*(v) > 3—-1x1=
2.

Soit f € F(H) une k-face. Alors, k = 3,4,5 ou k > 12 par hypothéses et par le
Lemme 3.4.1.1.

Cas k = 3. Observons que w(f) = —9. Par le Lemme 3.4.1.4, une 3-face n’est
pas incidente & un 2-sommet. D’ot, par (R2), w*(f) = -9+ 3 x 3 =0.

Cas k = 4. Observons que w(f) = —8. Par le Lemme 3.4.1.7, une 4-face n’est
pas incidente & un 2-sommet. D’ou, par (R3), w*(f) > -8 +4 x 2 = 0.
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Cas k = 5. Observons que w(f) = —7. Par les Lemmes 3.4.1.2 et 3.4.1.3,
une 5-face est incidente a au plus un 2-sommet. D’ou, par (R3), w*(f) >
—T7T+4x2=1.

Cas k > 12. w*(f) =w(f) =k —12> 0.

3.5 Graphes planaires extérieurs

Dans cette partie nous étudions la famille des graphes planaires extérieurs et
montrons que :

Tout graphe planaire extérieur G de degré mazimum A > 3 est tel que Y, (G) <
3A — 3. De plus, pour tout A > 3, il existe un graphe G planaire extérieur tel que

Y.(G) = 3A — 3.

Un graphe planaire extérieur tel que x.(G) = 3A — 3 est proposé sur la Fi-
gure 3.24.

FIGURE 3.24: Exemple d’un graphe planaire extérieur tel que x%(G) = 3A — 3.

Une aréte est dite pendante si elle est incidente a un sommet de degré 1.

Démonstration. Nous définissons un ordre partiel < sur les graphes tel que G; <
(5 si et seulement si
~ [B(G)| < |B(Gs)] ou
— |E(Gy)| = |E(G2)| et Gy contient strictement moins d’arétes pendantes que
GQ.

Soit k > 3 le plus petit entier tel qu’il existe un contre-exemple de degré maxi-
mum k. Parmi les contre-exemples de degré maximum k, prenons en un qui soit
minimal pour <.

Pour v € V(G), posons I(v) = {xv, zv € E(G)} et pour zy € E(G), posons
I(zy) ={zu, zu € E(G)} U{yv, yv € E(G)}.

Nous allons tout d’abord démontrer que G ne contient pas la Configuration 1
représentée sur la Figure 3.25(a). En d’autres termes, G ne contient pas d’arétes zy
telles que G\ I(zy) contienne deux composantes connexes distinctes G et G5 telles
que |E(G1)| = 1 et |E(G)| = 1.

Supposons que G contienne une telle aréte. Soient Gy, ..., G; les composantes
connexes de G \ I(xy) et supposons |E(G1)| > 1 et |E(Gs2)| > 1. Posons H; =
G[E(G;) U I(xy)] pour 1 < ¢ < [. Par minimalité de G, H; admet une coloration
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Y
(a) Configuration 1 (b) Configuration 2

F1GURE 3.25: Configurations interdites

forte des arétes ¢; utilisant au plus 3k — 3 couleurs. De plus, pour chaque ¢;, les
couleurs des arétes [(zy) sont distinctes. Par permutations des couleurs sur chaque
¢;, il est possible de créer une coloration forte des arétes de GG, une contradiction.

Montrons maintenant que GG ne contient pas la Configuration 2, c’est-a-dire que
G ne contient pas de sommet u qui soit adjacent a exactement d(u) — 1 sommets de
degré 1.

Supposons que G contienne un tel sommet u et soit v un sommet de degré 1
adjacent & u. Le graphe G\ {uv} admet une coloration forte des arétes ¢ utilisant
au plus 3k — 3 couleurs (par minimalité de G). Il est alors possible d’étendre ¢ a uv.

Soit G' = G\ {v : dg(v) = 1}. Observons que §(G’) > 2 (sinon G contiendrait un
sommet u adjacent a exactement dg(u)—1 sommets de degré 1 ; ce qui est impossible
d’aprés la Configuration 2).

Remarquons que G’ est 2-connexe. Supposons le contraire et soit v un sommet
d’articulation de G’. Par construction, v est également un sommet d’articulation de
G. Soient G, ..., G, les composantes connexes de G\ I(v). Posons H; = G[E(G;) U
I(v)]. D’apreés la Configuration 2 et par minimalité de G, H; admet une coloration
forte d’arétes ¢;. Par permutations des couleurs sur I(v) pour chaque ¢;, il est
possible d’obtenir une coloration forte des arétes de G, une contradiction.

Le graphe G’ est un graphe planaire extérieur 2-connexe : G’ admet un plonge-
ment dont la face infinie est bordée par un cycle C' = xzqzy ... 2, _120.

Par la Configuration 1, les seules cordes possibles dans G’ sont les cordes reliant
x; et xio (mod n).

Si |C| < 4, alors on peut vérifier que (Figure 3.26) :

X4(G) < max{2(k—2)+4,2(k—3)+5,2(k—3)+ (k—2)+ 5} < 3k — 3 dés que
k> 3.

Supposons |C'| > 5. Si G contient une corde, par exemple, vyv3, alors d’aprés
la Configuration 1, vy est de degré 2 dans G. Soit G* le graphe obtenu a partir de
G \ {v2} en ajoutant deux sommets de degré 1 x et y reliés respectivement a v; et
V3.

Par choix de <X, G* <X . Par minimalité de G, G* admet une coloration forte
des arétes ¢. Observons que la coloration ¢ reste valide lorsqu’on identifie x et ,
une contradiction.

Il suit que C' est un cycle sans cordes. Le graphe G est donc constitué d’un cycle
sans cordes xgx; ...x,_1To ou chaque x; est adjacent a au plus k — 2 sommets de
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FIGURE 3.26: Cas ou |C| < 4.

degré 1.

On peut vérifier que si A(G) = k = 3, alors nous pouvons colorier G en utili-
sant au plus 3k — 3 = 6 couleurs. Nous construisons itérativement une coloration
appropriée pour les grandes valeurs de £ : lorsque k augmente d’une unité, il y a
au plus une aréte pendante supplémentaire pour chaque sommet du cycle et trois
nouvelles couleurs (libres). Nous pouvons alors utiliser ces trois couleurs pour co-
lorier les arétes qui viennent d’étre créées, de telle facon que deux nouvelles arétes
incidentes a deux sommets adjacents recoivent des couleurs distinctes. O

3.6 Conclusion

Afin de vérifier la pertinence de nos résultats liés au degré moyen maximum,
considérons la fonction f(n) = inf{mad(G) | x4(G) > n}. Clairement, f(5) = 2, et
nous avons prouvé que pour n = 6 (7,8,9 resp.) :

R=P<iO<i=%: B=H</O<i=5

21 7 22
252 _ 36 20 _ 260 . 252 _ 36 20 _ 260
ST e <fO®<<T=3" =<9 <F=3

Nous n’avons pas pu exhiber une meilleure borne que celle de f(9) pour évaluer
f(8). Cette question reste en suspens.

Il semble également difficile de prouver la conjecture proposée par Faudree et al.
dans [40], tout graphe planaire subcubique G est tel que x.(G) < 9. Cependant, au
vu de nos résultats, on peut se poser les questions suivantes :

Question 3.6.1
Peut-on prouver que tout graphe planaire subcubique G de maille g > 7 est tel que
X5(G) <97

Concernant la famille des graphes planaires subcubiques sans cycles de longueurs
données qui admettent une coloration forte d’arétes avec au plus 9 couleurs, nous
pouvons nous poser la question suivante :



3.6. Conclusion

Question 3.6.2

Pour quelles valeurs de i et j, peut-on prouver qu’un graphe planaire subcubique G
sans cycles de longueurs i a j est tel que x,(G) <97

Enfin pour conclure :

Question 3.6.3
Peut-on prouver que le probleme de 5-COLORATION FORTE d’arétes est NP-

complet pour les graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maille
quelconque fixée ?
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Dans ce chapitre nous étudions la notion de coloration d’arétes sommets adja-
cents distinguants qui est un cas particulier de la coloration propre d’arétes sommets
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4.1 Introduction

Une k-coloration propre d’arétes sommets distinguants, ou k-pvd-coloration, d’un
graphe G est une coloration propre des arétes de G telle que pour toute paire de
sommets u, v (u # v), ’ensemble des couleurs affectées aux arétes incidentes a u est
différent de celui affecté aux arétes incidentes a v. Le plus petit entier £ tel que G
admet une coloration propre d’arétes sommets distinguants avec au plus & couleurs
est appelé I’ observabilité de G et est noté x,,,,(G). Une minoration de 'observabilité
d’un graphe est donnée par : x,,(G) > max{(iln;)"/* : 1 <i < A}, oi n; représente
le nombre de sommets de degré i dans G et A le degré maximum de G. Cet invariant
a été étudié pour différentes familles de graphes [8, 24, 26, 34, 41, 60, 61]. En 1997,
Burris et Schelp ont conjecturé que :

Conjecture 4.1.1 (Burris et Schelp, 1997 [24])
Soient G un graphe qui ne contient pas plus d’un sommet isolé ni d’arétes isolées et

j le plus petit entier tel que (‘;) >y (pour 1 <k < A), alors x;,,4(G) = j ouj+1.

La notion de coloration d’arétes sommets adjacents distinguants peut étre consi-
dérée comme étant un cas particulier de la notion de coloration propre d’arétes
sommets distinguants. En effet, une k-coloration d’arétes sommets adjacents distin-
guants, ou k-avd-coloration, d’'un graphe G est une coloration propre des arétes de
G utilisant au plus k couleurs et telle que pour toute paire de sommets adjacents
u, v, ’ensemble des couleurs des arétes incidentes & u est différent de I’ensemble des
couleurs des arétes incidentes a v. L'indice avd-chromatique de G, noté x/,,(G), est
le plus petit entier k£ tel que G est k-avd-coloriable. Dans ce qui suit, nous considé-
rerons uniquement des graphes sans arétes isolées. La coloration d’arétes sommets
distinguants est également connue sous les noms de coloration forte d’arétes sommets
distinguants [94] et I-coloration forte d’arétes [1|. Zhang et al. ont entiérement ca-
ractérisé 'indice avd-chromatique pour les chaines, les cycles, les arbres, les graphes
complets et les graphes bipartis complets [94]. Par exemple, pour les cycles, ils ont
prouvé que :

Théoréme 4.1.2 (Zhang, Liu et Wang, 2002 [94])

Pour tout cycle Cp, on a :

3 si p=0 (mod 3)

Xowa(Cp) =1 4 si p#£0 (mod 3) et p#5
5 8t p=2>

Ils ont également proposé la conjecture suivante :

Conjecture 4.1.3 (Zhang, Liu et Wang, 2002 [94])
Si G est un graphe connexe avec au moins 6 sommets, alors x\,,(G) < A(G) + 2.

En 2005, Hatami a démontré que :
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Théoréme 4.1.4 (Hatami, 2005 [49])
Tout graphe G de degré mazimum A(G) > 10% et sans arétes isolées est tel que
Xowd(G) < A(G) + 300.

Dans [7], Balister et al. ont prouvé la Conjecture 4.1.3 pour la famille des graphes
de degré maximum 3 et pour les graphes bipartis.

Dans [88], Wang et Wang ont fait le lien entre le degré moyen maximum et
I’avd-coloration en prouvant que :

Théoréme 4.1.5 (Wang et Wang, 2010 [88])
Soit G un graphe conneze de degré mazimum A(G) et de degré moyen mazimum

mad(G).
1. Si mad(G) < 3 et A(G) = 3, alors x,,.(G) < A(G) + 2.
> A

2. Si mad(G) < 2 et A(G) >4, ou mad(G) < £ et A(G) =3, alors X,,,4(G) <
A(G) + 1.

3. Si mad(G) < 3 et A(G) =5, alors X,,,4(G) = A(G) + 1 si et seulement si G
contient des sommets adjacents de degré maximum.
Nous avons affiné le Théoréme 4.1.5.2 en prouvant :

Théoréme 4.1.6
Soit G un graphe de degré mazimum A(G) > 5 et mad(G) < 3 —

Xava(G) < A(G) + 1.
Remarquons que le Théoréme 4.1.6 est vérifié pour A(G) = 3 et A(G) = 4 [88].

ﬁ, alors

Notations Un 2-sommet est dit [éger s’il est adjacent & au moins un autre 2-
sommet. Sinon, on dira que ¢’est un 2-sommet fort. On rappelle que dg(v) représente
le degré du sommet v dans G. On notera [n] ’ensemble des entiers {1,2,...,n}.

Soit ¢ une k-avd-coloration du graphe G. On note Cy(v) = {¢(uwv)|uv € E(G)}
I’ensemble des couleurs affectées aux arétes incidentes au sommet v. On peut alors
redéfinir ’avd-coloration de la maniére suivante : une coloration propre d’arétes
est sommets adjacents distinguante si Cy(u) # Cy(v) pour toute paire de sommets
adjacents u et v.

La section suivante est dédiée a la preuve du Théoréme 4.1.6.

4.2 Graphes de degré moyen maximum borné

Soit G un contre-exemple au Théoréme 4.1.6 minimisant | E(G)|+|V(G)|. Posons
A = A(G). Tout d’abord, montrons que G est connexe. Pour cela, nous raisonnons
par 'absurde et supposons que G n’est pas connexe. Soient GG7 et Gy deux com-
posantes connexes de G (mad(G;) < 3 — £ et mad(G2) < 3 — £). Sans perte de
généralité supposons qu’il existe un sommet = de V(G;) tel que dg(x) = A. Par mi-
nimalité de G, G; admet une (A + 1)-avd-coloration. S’il existe un sommet y de Go

tel que dg(y) = A, alors par minimalité de G, G5 admet une (A + 1)-avd-coloration.
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Sinon, supposons que tout sommet de G5 est de degré strictement inférieur a A. Si
A(G>) > 3 alors d’aprés le Théoréme 4.1.5.1 (rappelons que mad(Gs) < 3— % < 3),
Xowa(G2) < A(G2) + 2 < A(G) + 1. Si A(G2) = 2 alors d’aprés le Théoréme 4.1.2,
Xowa(G2) < 5 < A(G) + 1. Dans chaque cas nous obtenons une contradiction, ce qui
nous assure que GG est connexe.

Soit H le graphe obtenu a partir de GG en enlevant tous les 1-sommets de G, i.e.
H =G\ {v € V(G), dg(v) = 1}. Puisque G est connexe alors H aussi. De plus
mad(H) <3 — %.

4.2.1 Propriétés structurelles de H

Commencons par énumérer quelques propriétés structurelles de H.

Lemme 4.2.1
H possede les propriétés suivantes :

1. 6(H) = 2, ou 0(H) est le degré minimum de H.
2. Soitv e V(H) tel que dg(v) = 2, alors dg(v) = 2.

3. Soit wvowz une chaine dans H telle que dy(v) = dy(w) = 2, alors dg(u) = dy(u)
et dg(z) = dy(x).

Démonstration. Les preuves des Lemmes 4.2.1.1 et 4.2.1.2 sont inspirées des
preuves des Claims 1 et 2 dans [88].

1. Supposons par contradiction que §(H) < 1. Nous avons alors deux cas :

(1) 6(H) = 0. Dans ce cas G est I'étoile K1 aq), d'oll X,,4(G) = A(G), ce qui
fournit la contradiction.

(2) Supposons maintenant que 0(H) = 1. Soit v un 1-sommet dans H adjacent
a un sommet v. Nous remarquons alors que dg(u) = k > 2. Dans G, on
nomme uq,...,ux_1 les (k — 1) 1-sommets adjacents a u différents de v.
Considérons G' = G'\ {u1}.

Si A(G') < A(G), alors G’ admet une (A(G’) + 2)-avd-coloration ¢ d’aprés
le Théoreme 4.1.5.1 (mad(G’) < mad(G) < 3 — £ < 3). Cette coloration ¢
est une (A(G) + 1)-avd-coloration partielle de G. En coloriant uu; propre-
ment, on étend ainsi ¢ & G (puisque |Cy(u)| = A(G), |Cy(v)] < A(G), et
|Cy(u1)| = 1), une contradiction.

Si A(G") = A(G), alors par minimalité de G, G’ admet une (A(G) +1)-avd-
coloration ¢. Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢(uv) = 1 et
¢(uu;) =i pour 2 < i < k—1. Nous colorions uuy avec la couleur £ : soit nous
avons terminé car Cy(u) # Cy(v), soit v vérifie Cy(v) = {1,2,...,k — 1, k}.
Dans ce cas, nous colorions uu; avec la couleur k£ + 1. Ce qui étend la
coloration a (G, une contradiction.

2. Soit v un 2-sommet dans H adjacent a deux sommets x et y. Supposons par
contradiction que dg(v) = k > 2. Dans G, on nomme vy, ...,v;_o les (k — 2)
1-sommets adjacents a v différents de x et de y. Considérons G' = G \ {v;}.
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Si A(G') < A(G), alors G’ admet une (A(G’) + 2)-avd-coloration ¢ d’apres le
Théoréme 4.1.5.1. Cette coloartion ¢ est une (A(G) + 1)-avd-coloration partielle
de G que nous pouvons étendre a G en coloriant proprement vy (|Cy(v)| = A(G),
|Cs(x)] < A(G), |Cy(y)| < A(G) et |Cy(vq)| = 1), une contradiction.

Si A(G") = A(G), alors par minimalité de G, G’ admet une (A(G) + 1)-avd-
coloration ¢. Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢(vz) = 1, p(vy) = 2,
et ¢(vv;) =i+ 1 pour 2 < i < k— 2 avec k > 3. Supposons d’abord que k = 3.
Nous colorions vv; avec la couleur 3 : soit nous avons terminé (si Cy(v) # Cy(2)
et Cy(v) # Cy(y)), soit un voisin de v, par exemple z, vérifie Cy(z) = {1, 2, 3}.
Nous recolorions vv; avec la couleur 4 : soit nous avons terminé, soit y vérifie
Cs(y) = {1,2,4}. Nous recolorions alors vv; avec la couleur 6 (c’est possible
car A(G) > 5); ce qui étend la coloration a G, une contradiction. Supposons
maintenant que k > 4. Nous colorions vv; avec la couleur k. Soit la coloration
obtenue est une avd-coloration de G, soit un voisin de v, par exemple x, vérifie
Cys(x) = {1,2,3,...,k — 1,k}. Nous recolorions alors vv; avec la couleur k + 1.
Soit nous avons terminé, soit Cy(y) = {1,2,3,...,k—1,k+1}. Dans ce cas, nous
recolorions vvy avec k (vy existe car k > 4). Ce qui étend la coloration & G, une
contradiction.

3. Soit une chaine wvwz dans H telle que dy(v) = dg(w) = 2. D’aprés le
Lemme 4.2.1.2, dg(v) = dg(w) = 2. Supposons par contradiction que dg(u) #
dy(u) (on en déduit par les Lemmes 4.2.1.1, 4.2.1.2 et la construction de H
que dg(u) > 3). Il existe donc au moins un l-sommet adjacent a u dans G,
par exemple u;. Considérons G' = G \ {vw}. Par minimalité de G, G’ admet
une (A(G) + 1)-avd-coloration ¢. Si ¢(uv) # ¢(wx), alors nous colorions vw
(1) proprement si dg(x) > 3, ou (2) avec une couleur différente de celles af-
fectées aux arétes incidentes & v et x si dg(x) = 2. La coloration obtenue est
une avd-coloration de G ((1) |Cy(u)| = 3, |Cyp(x)] = 3, |Cy(v)| = |Cy(w)| = 2
et Cylv) # Colw), 2) 1Cs(w)] > 3, [C4)] = [Co(w)] = |Cola)] = 2,
Cs(v) # Cy(w), et Cy(w) # Cy(x)). Sinon, on permute les couleurs affectées
a uwuy et uv. La coloration ainsi obtenue est toujours une avd-coloration de G'.
On étend alors la coloration & G comme précédemment, ce qui fournit la contra-
diction.

|

Lemme 4.2.2
Le graphe H ne contient pas

1. de chaine uwvw telle que dy(u) = dg(v) = dy(w) =2 [88],

de 3-sommet adjacent a un 2-sommet,

de 4-sommet adjacent a trois 2-sommets,

de k-sommet adjacent a un 2-sommet léger pour 3 < k < [%L

de k-sommet adjacent a (k — 2) 2-sommets légers pour [$]+1 <k <A -1,

S S o e

de k-sommet adjacent a k 2-sommets pour k > 5.
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Démonstration.

1. Ce cas est prouvé dans [88].

2. Soit u un 3-sommet dans H. Dans H, considérons ui, us et us les trois voisins
de w. Supposons que dy(u;) = 2 (Figure 4.1). D’aprés le Lemme 4.2.1.2,
dy(u) = 2 = dg(uy). Soit v le second voisin de u; différent de u. Nous
considérons les deux cas suivants :

(1)

Supposons tout d’abord que dy(v) = 2. Par les Lemmes 4.2.1.2 et 4.2.1.3,
dy(v) =2 =dg(v) et dg(u) = 3 = dg(u). Soit w le second voisin de v dif-
férent de u;. Considérons G’ = G\ {uyv}. Par minimalité de G, G" admet
une (A(G)+1)-avd-coloration ¢. Si ¢(uu1) # ¢(vw), alors nous colorions
u1v proprement, et nous étendons alors ¢ a G, une contradiction. Remar-
quons que si u = w, nous avons immédiatement ¢(uu,) # ¢(vw). Sans
perte de généralité, on peut supposer que u # w, ¢(uuy) = ¢(vw) = 1,
¢(uug) = 2 et ¢p(uug) = 3. Nous recolorions uu; avec 4. Si la coloration
obtenue est une avd-coloration, alors nous pouvons étendre la coloration
a G comme précédemment. Sinon, cela signifie qu’un voisin de u, disons
ug, vérifie Cy(uz) = {2,3,4}. Nous recolorions alors uu; avec la couleur
5 : soit nous obtenons une avd-coloration partielle de G que ’on peut
étendre a tout G, soit ug vérifie Cy(us) = {2,3,5}. Finalement, nous co-
lorions uu; avec 6 (ceci étant possible car A(G) > 5) et nous étendons
ainsi la coloration a GG, ce qui fournit la contradiction.

Supposons maintenant que dg(v) > 2. Si dg(u) = dg(u) = 3, alors
nous considérons G' = G \ {uw;}. Par minimalité de G, G’ admet une
(A(G) 4 1)-avd-coloration ¢. Sans perte de généralité, on peut supposer
que ¢(u1v) = a < 3, ¢p(uug) = 2 et ¢p(uus) = 3. Nous colorions uu, avec
4, soit nous avons terminé, soit un voisin de u, par exemple u,, vérifie
Cy(uz) = {2,3,4}. Nous colorions uu, avec 5 : soit nous avons terminé,
soit ug vérifie Cy(ug) = {2,3,5}. Finalement, nous pouvons colorier uwu;
avec 6 et la coloration est étendue a G, une contradiction.

Supposons que dg(u) = k > 3 (kK < A(G)). Dans G, on appelle uy, . . ., uy
les (k — 3) 1-sommets adjacents & u. Considérons G’ = G \ {uug}. Si
A(G") < A(G), alors G" admet une (A(G") + 2)-avd-coloration ¢ d’aprés
le Théoréme 4.1.5.1 (mad(G’) < mad(G) < 3 — % < 3). Cette coloration
¢ est une (A(G) + 1)-avd-coloration de G’ que nous pouvons étendre
a G en coloriant wuy proprement (|Cy(u)| = A(G), |Cyh(uz)| < A(G),
|Cy(us)| < A(G), |Cy(ur)| =2 et |Cy(ug)| = 1), une contradiction.

Si A(G") = A(G), alors par minimalité de G, G’ admet une (A(G) + 1)-
avd-coloration ¢. Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢(uu;) =
i pour tout ¢ € [k — 1] (avec 4 < k < A(G)). Supposons d’abord que
k > 4. Nous colorions uuy, avec k. Soit nous obtenons une avd-coloration
de G’ et nous pouvons I'étendre & G, soit un voisin de u, par exemple
ug, vérifie Cy(ug) = {1,2,3,...,k — 1, k}. Nous colorions uuy avec k + 1.
Soit nous avons terminé, soit Cy(u3) = {1,2,3,...,k—1,k+1}. Dans ce
cas, nous recolorions uu,_q avec k. Ce qui étend la coloration a GG, une
contradiction. Supposons maintenant que k = 4. Nous colorions uuy avec
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4, soit nous avons terminé, soit un voisin de u (différent de u,), disons u,,
vérifie Cy(ug) = {1, 2, 3,4}. Nous recolorions uus avec 5, soit nous avons
terminé, soit ug vérifie Cy(us) = {1,2,3,5}. Nous recolorions alors uuy
avec 6 (ce qui est possible car A(G) > 5), ce qui étend la coloration a G
et nous fournit une contradiction.

us

u2

FIGURE 4.1: Configuration du Lemme 4.2.2.2.

3. Soit u un 4-sommet dans H. Dans H, on nomme uq, us, usz et uy les quatre
voisins de u. Supposons également que dy(u1) = dg(uz) = dg(us) = 2 (Fi-
gure 4.2). D’apreés les Lemmes 4.2.1.2, dg(u1) = dg(us) = dg(us) = 2. Pour
i € {1,2,3}, soit v; le second voisin de wu; (différent de u). Nous considérons
deux cas :

(1) Supposons que I'un des u; est un 2-sommet léger, par exemple u;. Soit
w le second voisin de vy difféerent de u;. On en déduit alors par le
Lemme 4.2.1.3, dy(w) = dg(w) et dg(u) = dg(u) = 4. De plus, d’aprés le
Lemme 4.2.2.1, dg(w) > 2. Considérons G’ = G\ {uyv; }. Par minimalité
de G, G’ admet une (A(G)+1)-avd-coloration ¢. Sans perte de généralité,
on peut supposer que ¢(uu;) = i pour tout ¢ € [4]. Si p(uuy) # P(viw),
alors nous colorions u;v; proprement. Ce qui étend ¢ a (G, une contra-
diction. Supposons alors que ¢(uuy) = ¢(v,w) = 1. Nous recolorions uu,
avec la couleur 5, soit la coloration obtenue est une avd-coloration de G’
et nous pouvons l'étendre a G, soit uy vérifie Cy(uy) = {2,3,4,5}. Nous
colorions uu;, avec 6 et nous colorions u;v; proprement, ce qui étend la
coloration & GG et nous fournit une contradiction.

(2) Supposons que uj, ug, uz sont trois 2-sommets forts. Si dg(u) = dy(u) =
4, alors nous considérons G' = G \ {wu;}. Par minimalité de G, G’
admet une (A(G) + 1)-avd-coloration ¢. Sans perte de généralité, on
peut supposer que ¢(ujv;) = a < 4 et ¢p(uu;pq) = @+ 1 pour tout
i € [3]. Nous colorions uu; avec 5, soit nous avons terminé, soit uy
verifie Cy(uy) = {2,3,4,5}. Nous recolorions alors wu, avec 6, ce qui
étend la coloration & G et nous fournit une contradiction. Supposons
que dg(u) = k > 4 (kK < A(G)). Dans G, on note us,...,u; les
(k — 4) l-sommets adjacents a u. Considérons G' = G \ {uug}. Si
A(G") < A(G), alors G' admet une (A(G") 4 2)-avd-coloration ¢ d’apreés
le Théoreme 4.1.5.1 (mad(G’) < mad(G) < 3 — % < 3). Cette coloration
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¢ est une (A(G) + 1)-avd-coloration partielle de G que nous étendons
a G en coloriant uuy proprement (|Cy(u)] = A(G), |Cy(us)| < A(G),
|Cy(ur)] = |Cyuz)| = |Cyp(us)| = 2 et |Cy(u)| = 1), une contradiction.
Si A(G') = A(G), alors par minimalité de G, G' = G \ {uuy} admet une
(A(G) + 1)-avd-coloration ¢. Sans perte de généralité, on peut suppo-
ser que ¢(uw;) = i pour tout i € [k — 1] (avec 5 < k < A(G)). Nous
colorions wuy avec k. Si la coloration obtenue est une avd-coloration
de G, nous avons terminé. Sinon cela signifie que uy vérifie Cy(uy) =
{1,2,3,...,k — 1,k}, alors nous colorions uuy avec k + 1. Ce qui étend
la coloration & (G, une contradiction.

O
O
v3 us3 U U1 vy o’
O L 4 @ @ Q--0O
ANYe!
\
@)
@ U2
Owa

FIGURE 4.2: Configuration du Lemme 4.2.2.3.

4. Soit u un k-sommet dans H adjacent a un 2-sommet léger v tel que 3 <

k < [£7]. Soient w le second voisin de v différent de u et z le second voisin
de w différent de v. Appelons uy,...,u;_1 les (k — 1) voisins de u différents
de v (Figure 4.3). Par les Lemmes 4.2.1.2 et 4.2.1.3, dy(w) = dg(w) = 2 =
dg(v) = dy(v) et dg(u) = dy(u) = k. D’aprés le Lemme 4.2.2.1, dy(x) > 2.
Considérons G' = G \ {vw}. Par minimalité de G, G’ admet une (A(G) + 1)-
avd-coloration ¢. Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢(uu;) = i
pour tout i € [k — 1] et ¢p(uv) = k. Si ¢(uv) # ¢(wx), alors nous colorions
proprement, vw. Ce qui étend ¢ a GG, une contradiction. Supposons maintenant
que ¢(uv) = ¢(wz) = k. Nous tentons de recolorier uv avec chaque couleur
ce{k+1,...,2k —1}. Si nous réussissons alors nous pouvons colorier tout
G ; sinon cela signifie que pour tout ¢ € {k+1,...,2k — 1} il existe i € [k — 1]
tel que Cy(u) \ {k} U {c} = Cy(u;). Dans ce cas, nous recolorions uv avec
la couleur 2k ce qui est possible car 3 < k < [£]. La coloration obtenue
est une avd-coloration de G'. Nous étendons alors la coloration & G comme
précédemment.

1,23

. Soit w un k-sommet dans H. Considérons (k — 2) chaines dans H, uv;viv;

avec j € [k — 2], telles que dy(vj) = dy(vi) = 2 et dy(v)) > 2 (d’aprés
le Lemme 4.2.2.1). D’aprés le Lemme 4.2.1.2, dg(vj) = dg(v]) = 2 et par
le Lemme 4.2.1.3, dg(u) = dg(u) = k. Soient x et y les deux voisins de u
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[ S
o=

FIGURE 4.3: Configuration du Lemme 4.2.2.4.

différents d’un des v (Figure 4.4). Considérons G’ = G'\{v{v}}. Par minimalité

de G, G’ admet une (A(G) + 1)-avd-coloration ¢. Nous considérons deux cas :

(1) ¢(uvi) # ¢(vivd). Nous colorions viv? proprement, ce qui étend ¢ a G,
une contradiction.

(2) Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢(uvi) = 1 = ¢(viv?),
pour tout j € [k — 2], ¢(uvj) = j, ¢p(ux) = k — 1 et ¢(uy) = k. Si
un des viv? (j € [k — 2]), par exemple v3v3, est tel que ¢(vivs) # 1,

alors nous décolorions viv3, puis nous permutons les couleurs de uv} et
uvs, et finalement nous colorions proprement vivi et vivs. La coloration
obtenue est une (A(G)+ 1)-avd-coloration de G. Considérons maintenant
que pour tout j € [k—2], ¢(v3v?) = 1. Nous recolorions uv; avec k+1. Si
la coloration obtenue est une avd-coloration de G, alors nous étendons la
coloration a G en coloriant v{v? proprement. Sinon, cela signifie qu’un des
voisins de u (x ou y), disons z, vérifie Cy(z) = {2,3,4,...,k—1,k k+1}.
Nous recolorions alors uv; avec k+2 (ce qui est possible car k < A(G)—1).
Soit nous obtenons une avd-coloration de G’ que nous pouvons étendre a
G, soit Cy(y) = {2,3,...,k —1,k, k + 2}. Dans ce cas, nous décolorions
v3v2, puis nous colorions uvy avec k+ 1. Nous colorions alors proprement
viv? et vjvZ. Ce qui étend la coloration a G, une contradiction.

Vs

Zq9 _
3 — sommet 3 23 — sommet

23 — sommet

FIGURE 4.4: Configuration du Lemme 4.2.2.5.

6. Soit u un k-sommet dans H adjacent a k 2-sommets uq, ..., ux, avec k > 5.
Pour tout 7 € [k], on appelle v; le second voisin de wu; (distinct de u). D’aprés
le Lemme 4.2.1.2, dg(u;) = 2 pour tout ¢ € [k] (Figure 4.5). Nous considérons
deux cas :
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Supposons que 'un des u; est un 2-sommet léger, par exemple u;. Soit
w le second voisin de v; différent de u;. Donc d’aprés le Lemme 4.2.1.3,
dy(w) = dg(w) et dg(u) = dg(u) = k. De plus, d’apreés le Lemme 4.2.2.1,
dg(w) > 2. Considérons G' = G'\ {u;v, }. Par minimalité de G, G’ admet
une (A(G)+ 1)-avd-coloration ¢. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que ¢(uu;) = i pour tout ¢ € [k]. Si ¢p(uuy) # ¢(viw), alors
nous colorions uyv; proprement. Ce qui étend ¢ a GG, une contradiction.
Supposons maintenant que ¢(uu;) = ¢(viw) = 1. Nous recolorions uu,
avec k + 1 et nous colorions u;v; proprement, ce qui étend la coloration
a G et nous fournit une contradiction.

Supposons maintenant que uq, ..., u; sont k£ 2-sommets forts. Supposons
d’abord que dg(u) = dy(u). Considérons G’ = G\ {uu; }. Par minimalité
de G ou par le Théoréme 4.1.5.1, G' admet une (A(G)+1)-avd-coloration
¢. Sans perte de généralité on peut supposer que ¢(uu;r1) =i+ 1 pour
tout ¢ € [k — 1] et ¢(ujv1) = a < k — 1. Nous colorions uu; avec une
couleur parmi [A(G) 4+ 1]\ ({2,...,k} U{a}). Ce qui étend la coloration
a G, une contradiction. Supposons alors que dg(u) =1 > dg(u) tel que
[ < A(G). Dans G, on nomme ug, 1, . . ., u; les (I—k) 1-sommets adjacents
au (avec k < I < A(GQ)). Considérons G’ = G \ {uw;}. Par minimalité
de G ou par le Théoréme 4.1.5.1, ¢ est une (A(G) + 1)-avd-coloration
partielle de G. Si A(G') < A(G) alors nous pouvons étendre ¢ & G en
coloriant ww; proprement, une contradiction. Si A(G') = A(G), alors
sans perte de généralité, supposons que ¢(uwu;) = i pour tout ¢ € [ — 1].
Nous colorions uw; avec [. Ce qui étend la coloration & G et fournit une
contradiction.

FIGURE 4.5: Configuration du Lemme 4.2.2.6.

4.2.2 Procédure de déchargement

Dans cette partie nous utilisons une procédure de déchargement sur les sommets
du graphe H en définissant la fonction poids suivante w : V(H) — R avec w(z) =
dg (). On en déduit des hypotheses faites sur le degré moyen maximum (mad(H) <
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3 — %) que la somme totale des poids est strictement inférieure a (3 — X)|V (H)|.
Nous définissons alors des régles de déchargement afin de redistribuer les poids tout
en conservant la somme totale initiale des poids. Une fois la procédure terminée, une
nouvelle fonction poids w* est créée. On montre que pour tout sommet v, w*(v) >
3— %. On aboutit alors a la contradiction suivante :

(B-2)veni < ¥ v = ¥ ww < (3-3) v

z €V (H) zeV(H)
prouvant ainsi qu’aucun contre-exemple ne peut exister.

/A

On définit les regles de déchargement de la facon suivante :

(R1) Tout Z([£] + 1)-sommet donne 1 — 2 & chaque 2-sommet léger adjacent.
(R2) Tout 4-sommet donne % — i a chaque 2-sommet fort adjacent.

Soit v € V(H) un k-sommet. D’aprés le Lemme 4.2.1.1, & > 2. Considérons les
différents cas suivants :

Cas k= 2. On a w(v) = 2. D’aprés le Lemme 4.2.2.1, v est adjacent a au
plus un 2-sommet. De plus, par le Lemme 4.2.2.2, v n’est pas adjacent a un
3-sommet. Supposons que v est un 2-sommet fort. D’ou, par (R2), w*(v) >
242 x (% - i) =3 - %. Supposons maintenant que v est un 2-sommet léger.
D’aprés le Lemme 4.2.2.4, v est adjacent & un *([£] + 1)-sommet. D’otl, par
(R1), w'(v) = 2+ 1 x (1 - 2) =3 - 2.

Cas k = 3. Par (R1) et (R2), w(v) =3 =w*(v) >3 — £.

Cas k = 4. On a w(v) = 4. Supposons tout d’abord que 5 < A(G) < 6. Si
v n’est pas adjacent & un 2-sommet léger, alors par le Lemme 4.2.2.3, v est
adjacent a au plus deux 2-sommets forts. D’ou, par (R2), w*(v) > 4—2x (53—
i) >3 — %. Sinon, d’aprés les Lemmes 4.2.2.3 et 4.2.2.5, v est adjacent a au
plus un 2-sommet léger et un 2-sommet fort. D’ou, par (R1) et (R2), w*(v) >
4-1x(1=3)=1x(3—%)>3—3% (5<A(G) < 6). Supposons maintenant

que A(G) > 7. Alors d’aprés les Lemmes 4.2.2.3 et 4.2.2.4, v est adjacent & au

plus deux 2-sommets forts. D’ou, par (R2), w*(v) >4—-2x (3 — 1) >3 — %.

Cas 5 <k < [2]. On a w(v) = k. D’aprés les Lemmes 4.2.2.4 et 4.2.2.6,
v est adjacent a au plus (k — 1) 2-sommets forts. D’ou, par (R2), w*(v) >
k—(k—1)x (3 —%)>3—2 pour k > 5.

Cas [2]+1 <k < A — 1. D’aprés les Lemmes 4.2.2.5 et 4.2.2.6, v est ad-
jacent a au plus (k — 3) 2-sommets légers et deux 2-sommets forts. D’ou, par
(R1) et (R2), w*(v) 2 k—(k—=3)x(1—%)—2x(3—%) >3- % pour
k>[2]+1.

Cas k = A. On a w(v) = A. D’aprés le Lemme 4.2.2.6, v est adjacent a au
plus (A — 1) 2-sommets. On en déduit alors d’aprés (R1), w*(v) > A — (A —
x(1-%)=3-3%.

Ce qui termine la preuve.
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons vérifié la Conjecture 4.1.3 pour la famille des graphes
tels que A > 3 et de degré moyen maximum strictement inférieur a 3 — %. Il
semble cependant difficile de prouver la Conjecture 4.1.3 en utilisant uniquement
une procédure de déchargement locale. En revanche, on pourrait étudier les graphes
tels que x.,,(G) = A +1 et se poser la question suivante :

Question 4.3.1
Peut-on prouver que si mad(G) < 3 — ﬁ et A(G) =5, alors x!,.(G) = A(G) + 1
st et seulement st G contient des sommets adjacents de degré maximum ¢

Question 4.3.2
2

Peut-on améliorer la majoration 3 — A bour A(G) =57

Question 4.3.3
Peut-on construire un graphe G de degré mazimum A(G) = 5 avec mad(G) <
3— ﬁ + € tel que X,4,(G) > A(G) + 1 (avec € aussi petit que ['on veut) ?



Conclusion

Dans cette thése, nous avons abordé différents problémes de coloration : ceux
liés & la coloration acyclique, puis ceux liés a la coloration d’arétes a distance 2 et
enfin ceux liés & la coloration d’arétes sommets adjacents distinguants.

sokofok ok sk

Dans le Chapitre 2, nous avons étudié la coloration acyclique. Tout d’abord
nous avons cherché a borner x,(G) pour la classe des graphes de degré maximum
borné. Ensuite nous nous sommes attardés sur la coloration acyclique par listes et
plus précisément sur la 3-liste coloration acyclique des graphes planaires sans cycles
de tailles donnés. Cependant, plusieurs questions restent en suspens :

Question 1
Peut-on trouver des graphes de degré mazimum A (A petit), A = 5, tels que xo(G) >
A+ 12 On rappelle que Xo(Kai1) = A+ 1 et A(Kaypr) = A.

Dans la recherche de tels graphes nous pouvons remarquer que :

Observation 1
Xo(K) = X(K) =n=A(K,) + 1, xa(Kopy \ M) =2n—1=A(Ky, \ M) +1>>
X (K2, \ M) =n =~ 2 avec M un couplage parfait.

G = Kg \ M n’est pas acycliquement 4-coloriable

Cette approche nous semble prometteuse. Kostochka et Stocker [66] ont prouvé
récemment, que tout graphe de degré maximum 5 est acycliquement coloriable avec
au plus 7 couleurs. Une question naturelle que 1’on se pose est :
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Question 2
Peut-on prouver que tout graphe de degré mazimum 5 est tel que x.(G) <67

Si on démontre que tout graphe de degré maximum 5 est acycliquement coloriable
avec 6 couleurs alors le résutat est optimal puisque Ky est de degré maximum 5 et
n’est pas acycliquement 5-coloriable.

Le bon ordre de coloration des sommets ne nous a pas permis de répondre a cette
question. Toutefois un tel ordre de coloration de sommets pourrait étre réutilisé pour
d’autres variantes de coloration.

En matiére de 3-coloration acyclique par listes de nombreuses questions sub-
sistent :

Question 3
Peut-on prouver que tout graphe planaire sans cycle de longueurs 4 a 1 est acycli-
quement 3-liste coloriable pour 6 < ¢ <107

De plus, on sait que si G est planaire de maille 7, alors x,(G) < 3 [15].

Question 4
Peut-on prouver que tout graphe planaire de maille au moins 6 est acycliquement
3-liste coloriable ?

Une autre approche serait inspirée du Probléme d’Havel [50] en version acy-
clique :

Question 5
Existe-t-il v tel que d(C;,C;) =21 = Xa(G) < 3, avec C;, C; € {Cs,--- ,Cg} ?

Question 6

Etant donné i > 6, existe-t-il une constante d telle que tout graphe planaire sans
cycle de longueurs 4 a1 avec da(G) = d est acycliquement 3-liste coloriable. Pour i
donné, si d existe, quelle est la plus petite valeur de d ?

sokokokok sk

Dans le Chapitre 3, nous avons étudié la coloration forte d’arétes des graphes
subcubiques en déterminant les majorations de x’. en fonction du degré moyen maxi-
mum. Nous nous sommes également intéressés a la coloration forte d’arétes des
graphes subcubiques sans cycles de longueurs données. Nous avons également pré-
senté différents résultats de NP-complétude pour la classe des graphes planaires
subcubiques, ce qui a permis de légitimer les conditions suffisantes de 6-coloration
forte d’arétes que nous avons établis. Aprés avoir étudié ces différents aspects, plu-
sieurs questions émergent :

Question 7

Peut-on prouver que tout graphe planaire subcubique G de maille g > 7, est tel que
X5(G) <97



CONCLUSION

L’argument de planarité que nous avons utilisé pour diminuer la maille de 30 a
16 n’est pas suffisant pour diminuer les mailles des autres cas (¢f. Corollaire 3.3.2).
Il faut donc utiliser d’autres arguments de planarité pour diminuer ces mailles. On
peut également imaginer qu’en utilisant une procédure de déchargement globale
nous pourrions améliorer nos majorations établies dans le Théoréme 3.1.5.

Concernant la famille des graphes planaires subcubiques sans cycles de longueurs
données qui admettent une coloration forte d’arétes avec au plus 9 couleurs, nous
pouvons nous poser la question suivante :

Question 8
Pour quelles valeurs de i et j, peut-on prouver qu’un graphe planaire subcubique G
sans cycles de longueurs i a j est tel que x,(G) <97

Nous avons également obtenu une majoration optimale de l'indice chromatique
fort pour la famille des graphes planaires extérieurs en prouvant que :

Tout graphe planaire extérieur G de degré maximum A > 3 est tel que xL(G) <
3A — 3. De plus, pour tout A > 3, il existe un graphe planaire extérieur G tel que
X5(G) = 3A = 3.

En ce qui concerne les problémes de décicion, nous avons été les premiers a nous
restreindre a la classe des graphes planaires. On peut cependant se poser quelques
questions :

Question 9

Peut-on prouver que le probleme de 5-COLORATION FORTE d’arétes est NP-
complet pour les graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maille
quelconque fixée ?

Question 10
Peut-on prouver que le probleme de 7-COLORATION FORTE d’arétes est NP-
complet pour les graphes planaires de degré maximum 3 ?

sokoskokokok

Dans le Chapitre 4, nous avons abordé la coloration d’arétes sommets adjacents
distinguants en déterminant les majorations de x/,, en fonction du degré moyen
maximum. Notre travail s’inscrit dans la continuité de celui effectué par Wang et
Wang en 2010 [88]. Nous nous sommes focalisés sur la famille des graphes de degré
maximum au moins 5. Cependant, il subsiste plusieurs interrogations. Notamment
une question de caractérisation comme ’ont proposé Wang et Wang (88| :

Question 11
Peut-on prouver que si mad(G) < 3 — ﬁ et A(G) =5, alors x!,.(G) = A(G) + 1
si et seulement si G contient des sommets adjacents de degré mazimum ¢

Question 12
Peut-on améliorer la majoration 3 — ﬁ pour A(G) =57
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En utilisant une procédure de déchargement globale par exemple, on pourrait
peut étre encore affiner nos résultats.

On se pose également une question relative a 'optimalité de nos résultats :

Question 13
Trouver G et f(A) tels que mad(G) = f(A) et x,4(G) > A+ 1.
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