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Colorations de graphes sous 
ontraintesRésumé : Dans 
ette thèse, nous nous intéressons à di�érentes notions de 
olo-rations sous 
ontraintes. Nous nous intéressons plus spé
ialement à la 
olorationa
y
lique, à la 
oloration forte d'arêtes et à la 
oloration d'arêtes sommets adja-
ents distinguants.Dans le Chapitre 2, nous avons étudié la 
oloration a
y
lique. Tout d'abord nousavons 
her
hé à borner le nombre 
hromatique a
y
lique pour la 
lasse des graphesde degré maximum borné. Ensuite nous nous sommes attardés sur la 
olorationa
y
lique par listes. La notion de 
oloration a
y
lique par liste des graphes planairesa été introduite par Borodin, Fon-Der Flaass, Kosto
hka, Raspaud et Sopena. Ils ont
onje
turé que tout graphe planaire est a
y
liquement 5-liste 
oloriable. De notre
�té, nous avons proposé des 
onditions su�santes de 3-liste 
oloration a
y
liquedes graphes planaires.Dans le Chapitre 3, nous avons étudié la 
oloration forte d'arêtes des graphessub
ubiques en majorant l'indi
e 
hromatique fort en fon
tion du degré moyenmaximum. Nous nous sommes également intéressés à la 
oloration forte d'arêtesdes graphes sub
ubiques sans 
y
les de longueurs données et nous avons égalementobtenu une majoration optimale de l'indi
e 
hromatique fort pour la famille desgraphes planaires extérieurs. Nous avons aussi présenté di�érents résultats de 
om-plexité pour la 
lasse des graphes planaires sub
ubiques.En�n, au Chapitre 4, nous avons abordé la 
oloration d'arêtes sommets adja
entsdistinguants en déterminant les majorations de l'indi
e avd-
hromatique en fon
tiondu degré moyen maximum. Notre travail s'ins
rit dans la 
ontinuité de 
elui e�e
tuépar Wang et Wang en 2010. Plus pré
isément, nous nous sommes fo
alisés sur lafamille des graphes de degré maximum au moins 5.Mots 
lefs : graphe planaire, 
oloration a
y
lique, 
oloration forte d'arêtes, 
olo-ration d'arêtes sommets adja
ents distinguants, degré moyen maximum, 
y
le.Dis
ipline : Informatique LaBRIUniversité Bordeaux 1351 
ours de la Libération,33405 Talen
e Cedex (FRANCE)





Graph 
oloring under 
onstraintsAbstra
t : In this thesis, we are interested in various 
oloring of graphs under
onstraints. We study a
y
li
 
oloring, strong edge 
oloring and adja
ent vertex-distinguishing edge 
oloring.In Chapter 2, we 
onsider a
y
li
 
oloring and we bound the a
y
li
 
hromati
number by a fun
tion of the maximum degree of the graph. We also study a
y
li
list 
oloring. The notion of a
y
li
 list 
oloring of planar graphs was introdu
ed byBorodin, Fon-Der Flaass, Kosto
hka, Raspaud, and Sopena. They 
onje
tured thatevery planar graph is a
y
li
ally 5-
hoosable. We obtain some su�
ient 
onditionsfor planar graphs to be a
y
li
ally 3-
hoosable.In Chapter 3, we study strong edge 
oloring of graphs. We prove some upperbounds of the strong 
hromati
 index of sub
ubi
 graphs as a fun
tion of the maxi-mum average degree. We also obtain a tight upper bound for the minimum number of
olors in a strong edge 
oloring of outerplanar graphs as a fun
tion of the maximumdegree. We also prove that the strong edge k-
olouring problem, when k = 4, 5, 6, isNP-
omplete for sub
ubi
 planar bipartite graphs with some girth 
ondition.Finally, in Chapter 4, we fo
us on adja
ent vertex-distinguishing edge 
oloring,or avd-
oloring, of graphs. We bound the avd-
hromati
 number of graphs by afun
tion of the maximum average degree. This work 
ompletes a result of Wang andWang in 2010.Keywords : planar graph, a
y
li
 
oloring, strong edge 
oloring, adja
ent vertex-distinguishing edge 
oloring, maximum average degree, 
y
le.Dis
ipline : Computer S
ien
e LaBRIUniversité Bordeaux 1351 
ours de la Libération,33405 Talen
e Cedex (FRANCE)
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Introdu
tionLa 
oloration de graphes tient une pla
e priviligiée dans le domaine des mathé-matiques dis
rètes. Les 
olorations de graphes ont de nombreuses appli
ations etne se limitent pas seulement à la gestion d'emploi du temps ou d'examens 
ommeon l'enseigne dans le se
ondaire. On peut par exemple évoquer la modélisation desréseaux téléphoniques [6℄.Un des premiers problèmes de 
oloration de graphes est 
ertainement le problèmedes Quatre Couleurs posé par Fran
is Guthrie en 1852 : toute 
arte géographiquepeut être 
oloriée ave
 quatre 
ouleurs de telle sorte que toute paire de pays voisinsaient des 
ouleurs distin
tes. En 1976, le problème des Quatre Couleurs est devenu leThéorème des Quatre Couleurs puisque Appel et Haken [5℄, assistés d'un ordinateur,l'ont résolu.Il existe de nombreuses variantes de problèmes de 
olorations de graphes, disonsplut�t qu'il existe de nombreux types de 
olorations sous 
ontraintes. La 
olorationstandard ou la plus naturelle est la 
oloration propre de sommets. Commençons parintroduire les di�érents problèmes de 
olorations sous 
ontraintes qui font l'objet de
e mémoire. ******Une k-
oloration propre des sommets (k ∈ N, k > 1) d'un graphe G est uneappli
ation c de l'ensemble des sommets V (G) de G dans l'ensemble de 
ouleurs
{1, 2, · · · , k} telle que si deux sommets u et v sont adja
ents alors c(u) 6= c(v). Ungraphe qui admet une k-
oloration est dit k-
oloriable. Le nombre 
hromatique, noté
χ(G), est le plus petit entier k tel que G est k-
oloriable.Une a�e
tation de listes de G est une fon
tion L qui alloue à 
haque sommet
v ∈ V (G) une liste L(v) de 
ouleurs qu'il peut prendre. Soit G un graphe et L unea�e
tation de listes de G. Le graphe G est L-liste 
oloriable s'il existe une 
olorationpropre φ de G telle que φ(v) ∈ L(v) pour tout v ∈ V (G). Si G est L-liste 
oloriablepour toute a�e
tation de listes L ave
 |L(v)| > k pour tout v ∈ V (G), alors G estdit k-liste 
oloriable. Le nombre 
hromatique par listes de G, noté χl(G), est le pluspetit entier k tel que G est k-liste 
oloriable.La notion de L-liste 
oloration a été introduite par Vizing [84℄ en 1976 et Erd®s,Rubin et Taylor [37℄ en 1979. Dans [37℄, Erd®s, Rubin et Taylor ont 
omplètement
ara
térisé la 
lasse des graphes 2-liste 
oloriables. Thomassen [82℄ a prouvé en1994 que tout graphe planaire est 5-liste 
oloriable. Voigt [85℄ et Mirzakhani [70℄ ont 5



INTRODUCTIONexhibé des graphes planaires qui ne sont pas 4-liste 
oloriables. De nombreux auteursse sont alors intéressés à déterminer sous quelles 
onditions un graphe planaire est3- ou 4-liste 
oloriable. Dans [48℄, Gutner a prouvé que le problème 
onsistant àdéterminer si un graphe planaire est 3-liste 
oloriable (resp. 4-liste 
oloriable) estNP-
omplet. ******Une 
oloration a
y
lique d'un graphe G est une 
oloration propre de G telle que
G ne 
ontient pas de 
y
le bi
olorié ; en d'autres termes, le graphe induit par touteunion de deux 
lasses de 
ouleurs est une forêt. Le nombre 
hromatique a
y
liqued'un graphe G, noté χa(G), est le plus petit entier k tel que G est a
y
liquement
k-
oloriable. Observons que χ(G) 6 χa(G) pour tout graphe G.La notion de 
oloration a
y
lique de graphes a été introduite par Grünbaum[47℄ en 1973 et étudiée par Mit
hem [71℄, Albertson et Berman [2℄ et Kosto
hka[64℄. En 1979, Borodin [12℄ a résolu une 
onje
ture de Grünbaum en prouvant quetout graphe planaire est a
y
liquement 5-
oloriable. Ce résultat est optimal puisqu'ilexiste des graphes planaires 4-réguliers non a
y
liquement 4-
oloriables (Grünbaum[47℄). De plus, en 1976, Kosto
hka et Melnikov ont proposé la 
onstru
tion d'ungraphe biparti non a
y
liquement 4-
oloriable [65℄.De nombreux auteurs ont également étudié la 
lasse des graphes de degré maxi-mum borné. Ils ont ainsi majoré le nombre 
hromatique a
y
lique par une fon
tiondépendant de ∆(G), le degré maximum du graphe G. Con
ernant les graphes defaible degré maximum, Grünbaum [47℄ a prouvé en 1973 que tout graphe de degrémaximum au plus 3 est a
y
liquement 4-
oloriable, puis Burnstein [25℄ a montré quetout graphe de degré maximum au plus 4 est a
y
liquement 5-
oloriable. Les 
lassesde graphes de degré maximum 5 ou de degré maximum au moins 6 ont été étudiéespar Fertin et Raspaud [42, 43℄, Yadav et al. [92, 90℄ et ré
emment par Kosto
hka[66℄.Dans 
e mémoire, nous étudions la 
lasse des graphes de degré maximum supé-rieur ou égal à 5.Nous avons prouvé le résultat suivant :Théorème A : Tout graphe G est tel que χa(G) 6 f(∆) pour ∆ > 5,ave
 f(∆) =















8 si ∆ = 5 [52]
11 si ∆ = 6 [51]
17 si ∆ = 7 [35]
∆2−5∆

2
+ 2× ⌊∆−1

2
⌋ + 3 si ∆ > 8 [35].Similairement à la notion de 
oloration (propre) par listes, on peut dé�nir la
oloration a
y
lique par listes : la L-
oloration doit être a
y
lique. On notera, χl

a(G),le nombre 
hromatique a
y
lique par listes de G.6



INTRODUCTIONEn 2002, Borodin, Fon-Der Flaass, Kosto
hka, Raspaud, et Sopena [16℄ ont étéles premiers à s'intéresser à la 
oloration a
y
lique par listes des graphes planaires.Ils ont prouvé que tout graphe planaire est a
y
liquement 7-liste 
oloriable. Ils ontégalement proposé la 
onje
ture suivante :Conje
ture B : Tout graphe planaire est a
y
liquement 5-liste 
oloriable.Cette 
onje
ture a attiré beau
oup d'attention ré
emment, 
ar si elle est vraie,alors elle renfor
e le théorème de Borodin [12℄ sur la 5-
oloration a
y
lique desgraphes planaires et 
elui de Thomassen [82℄ sur la 5-liste 
oloration des graphesplanaires.Théorème C (Borodin, 1976 [12℄) :Tout graphe planaire est a
y
liquement 5-
oloriable.Théorème D (Thomassen, 1994 [82℄) :Tout graphe planaire est 5-liste 
oloriable.Cependant, 
ette 
onje
ture semble di�
ile et n'a été in�rmée ou démontrée quepour 
ertaines 
lasses de graphes planaires.Dans le Chapitre 2, nous donnons des 
onditions su�santes pour qu'un grapheplanaire admette une 3-
oloration a
y
lique par listes. Plus pré
isément, nous mon-trons les résultats suivants :Théorème E [53℄ : Tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs 4 à 12 esta
y
liquement 3-liste 
oloriable.Théorème F [55℄ : Soit G un graphe planaire et d∆(G) la distan
e minimale (enterme de nombre d'arêtes) qui sépare deux triangles dans G. Si G satisfait une des
onditions suivantes :1. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 10, et d∆(G) > 22. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 9, et d∆(G) > 33. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 8, et d∆(G) > 54. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 7, et d∆(G) > 7alors G est a
y
liquement 3-liste 
oloriable.******Une k-
oloration d'arêtes à distan
e 2 (k ∈ N, k > 1) d'un graphe G est uneappli
ation c : E(G) −→ {1, · · · , k} de l'ensemble des arêtes E(G) de G dansl'ensemble {1, · · · , k} de telle sorte que deux arêtes adja
entes ou adja
entes à unemême arête reçoivent des 
ouleurs di�érentes. Cette notion a été introduite en 1983par Fouquet et Jolivet [44, 45℄. L'indi
e 
hromatique fort de G, noté χ′
s(G), est leplus petit entier k tel que G admet une k-
oloration d'arêtes à distan
e 2. 7



INTRODUCTIONCe type de 
oloration peut être par exemple utilisé pour modéliser un problèmed'allo
ation de fréquen
es dans les réseaux radio [9, 78, 79, 80℄.Nous nous intéresserons à la majoration de 
et indi
e 
hromatique fort en fon
-tion du degré maximum ∆ du graphe.En 1985, Erd®s et Ne²et°il ont 
onje
turé au 
ours d'une 
onféren
e à Pragueque :Conje
ture G (Erd®s et Ne²et°il, 1985 [68℄) : Tout graphe G véri�e χ′
s(G) 6

5
4
∆2 si ∆ (le degré maximum du graphe) est pair et χ′

s(G) 6 1
4
(5∆2 − 2∆+ 1) si ∆est impair.La Conje
ture d'Erd®s et Ne²et°il a été véri�é en 1992 pour ∆ 6 3, indépendam-ment par Andersen et Horák et al. [4, 59℄. Faudree et al. ont également 
onje
turé[40℄ que :Conje
ture H (Faudree et al., 1992 [40℄) : Tout graphe planaire sub
ubique G(i.e. de degré maximum au plus 3) est tel que χ′

s(G) 6 9.Si 
ette 
onje
ture est vraie, alors 
ette majoration est la meilleure possible 
ar la
oloration d'arêtes à distan
e 2 du prisme représenté 
i-dessous né
essite au moins 9
ouleurs. Lorsque ∆ = 4, Cranston [33℄ a prouvé que 22 
ouleurs étaient su�santes.À notre 
onnaissan
e au
un auteur ne s'est intéressé aux graphes tels que ∆ > 5.
Le prisme P ave
 χ′

s(P ) = 9Dans 
e mémoire nous avons 
on
entré nos e�orts sur la famille des graphessub
ubiques. Nous obtenons des majorations de χ′
s(G) en fon
tion du degré moyenmaximum d'un graphe G, noté mad(G).Rappelons que mad(G) = max

{

2|E(H)|

|V (H)|
, H ⊆ G

}.En parti
ulier nous avons montré que :Théorème I [58℄ : Soit G un graphe sub
ubique :1. Si mad(G) < 15
7
, alors χ′

s(G) 6 6.2. Si mad(G) < 27
11
, alors χ′

s(G) 6 7.3. Si mad(G) < 13
5
, alors χ′

s(G) 6 8.4. Si mad(G) < 36
13
, alors χ′

s(G) 6 9.La maille d'un graphe G est la longueur d'un plus petit 
y
le 
ontenu dans G.Étant donné que tout graphe planaire de maille au moins g véri�e mad <
2g

g − 2
,nous obtenons le 
orollaire suivant :8



INTRODUCTIONCorollaire I' [58℄ : Soit G un graphe planaire sub
ubique de maille g :1. Si g > 30, alors χ′
s(G) 6 6.2. Si g > 11, alors χ′
s(G) 6 7.3. Si g > 9, alors χ′

s(G) 6 8.4. Si g > 8, alors χ′
s(G) 6 9.Une meilleure borne est obtenue pour les graphes planaires sub
ubiques de maille16.Théorème J [58℄ : Si G est un graphe planaire sub
ubique de maille g > 16, alors

χ′
s(G) 6 6.Nous avons étudié la 
oloration forte d'arêtes des graphes sub
ubiques sans 
y
lesde longueurs données, et nous avons démontré :Théorème K [57℄ : Soit G un graphe planaire sub
ubique sans 
y
les de longueurs6 à 11, alors χ′

s(G) 6 9.Faudree et al. [40℄ se sont intéressés à la 
lasse des graphes planaires et ontdémontré que :Théorème L (Faudree et al., 1992 [40℄) : Si G est un graphe planaire de degrémaximum ∆ alors, χ′
s(G) 6 4∆ + 4. De plus, pour tout ∆ > 2, on peut 
onstruireun graphe G tel que χ′
s(G) = 4∆− 4.Pour les graphes planaires extérieurs nous obtenons :Théorème M [56℄ : Si G est un graphe planaire extérieur de degré maximum

∆ > 3 alors χ′
s(G) 6 3∆− 3. De plus, pour tout ∆ > 3, il existe un graphe planaireextérieur G tel que χ′

s(G) = 3∆− 3.Nous avons également abordé les problèmes de 
omplexité, plus pré
isément lesproblèmes de dé
ision de 
e type de 
oloration. La théorie de la 
omplexité des algo-rithmes étudie formellement la di�
ulté intrinsèque des problèmes algorithmiques.Elle dé�nit plusieurs 
lasses de 
omplexité (P, NP, ...) permettant de 
lasser lesalgorithmes selon leurs 
ara
téristiques.En algorithmique, un problème de dé
ision est une question mathématiquement dé-�nie portant sur des paramètres donnés sous forme manipulable informatiquement,et demandant une réponse par oui ou non. Ainsi, savoir si, étant donné un ensemblede villes et une distan
e d, il existe un 
hemin passant par toutes les villes et delongueur inférieure à d, est un problème de dé
ision (en l'o

urren
e, le problèmedu voyageur de 
ommer
e).Mahdian a prouvé que le problème de déterminer si pour toute maille �xée, ungraphe biparti admet une 
oloration d'arêtes à distan
e 2 utilisant au plus k 
ouleurs,ave
 k > 4, est un problème NP-
omplet [69℄. Pour 
ela, il a utilisé une rédu
tiondepuis le problème de k-COLORATION propre d'un graphe qui est NP-
omplet 9



INTRODUCTIONpour k > 3 [46℄. Eri
kson et al. ont prouvé que le problème reste un problème NP-
omplet dans le 
as des graphes bipartis de degré maximum 3, de maille 6 et pour
k = 5 [38℄.Voi
i un aperçu de nos résultats :Théorème N [56℄ :N1. Le problème de 4-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour lesgraphes planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maille quel-
onque �xée.N2. Le problème de 5-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour lesgraphes planaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 8, et pour lesgraphes planaires sub
ubiques de maille 9.N3. Le problème de 6-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour lesgraphes planaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 4.******La notion de 
oloration d'arêtes sommets adja
ents distinguants peut être 
onsi-dérée 
omme étant un 
as parti
ulier de la notion de 
oloration propre d'arêtessommets distinguants. En e�et, une k-
oloration d'arêtes sommets adja
ents distin-guants, ou k-avd-
oloration, d'un graphe G est une 
oloration propre des arêtes de
G utilisant au plus k 
ouleurs et telle que pour toute paire de sommets adja
ents
u, v, l'ensemble des 
ouleurs des arêtes in
identes à u est di�érent de l'ensemble des
ouleurs des arêtes in
identes à v. L'indi
e avd-
hromatique de G, noté χ′

avd(G), estle plus petit entier k tel que G est k-avd-
oloriable. Dans 
e qui suit, nous 
onsidé-rerons uniquement des graphes sans arêtes isolées. La 
oloration d'arêtes sommetsdistinguants est également 
onnu sous les noms de 
oloration forte d'arêtes som-mets distinguants [94℄ et 1-
oloration forte d'arêtes [1℄. Zhang et al. ont entièrement
ara
térisé le nombre avd-
hromatique pour les 
haînes, les 
y
les, les arbres, lesgraphes 
omplets et les graphes bipartis 
omplets [94℄.Ils ont également proposé la 
onje
ture suivante :Conje
ture O (Zhang et al., 2002 [94℄) : Si G est un graphe 
onnexe ave
 aumoins 6 sommets, alors χ′
avd(G) 6 ∆(G) + 2.Dans [7℄, Balister et al. ont prouvé 
ette 
onje
ture pour la famille des graphesde degré maximum 3 et pour les graphes bipartis.Dans [88℄, Wang et Wang ont fait le lien entre le degré moyen maximum etl'avd-
oloration en prouvant que :Théorème P (Wang et Wang, 2010 [88℄ :) Soit G un graphe 
onnexe de degrémaximum ∆(G) et de degré moyen maximum mad(G).1. Si mad(G) < 3 et ∆(G) > 3, alors χ′

avd(G) 6 ∆(G) + 2.2. Si mad(G) < 5
2
et ∆(G) > 4, ou mad(G) < 7

3
et ∆(G) = 3, alors χ′

avd(G) 6
∆(G) + 1.10



INTRODUCTION3. Si mad(G) < 5
2
et ∆(G) > 5, alors χ′

avd(G) = ∆(G) + 1 si et seulement si G
ontient des sommets adja
ents de degré maximum.Motivés par 
e résultat, nous avons prouvé que :Théorème Q [54℄ : Soit G un graphe de degré maximum ∆(G) > 5 et mad(G) <

3− 2
∆(G)

, alors χ′
avd(G) 6 ∆(G) + 1. ******Ce mémoire se dé
ompose en quatre 
hapitres. Le Chapitre 1 présente les dé�ni-tions et les notations qui nous seront utiles. Le Chapitre 2 est réservé à la 
olorationa
y
lique et à la 
oloration a
y
lique par listes. Le Chapitre 3 est quant à lui dédié àla 
oloration forte d'arêtes et le Chapitre 4 sera 
onsa
ré à la 
oloration d'arêtes som-mets adja
ents distinguants. En�n dans le Chapitre 5, nous proposons une séle
tionde problèmes.

11
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Chapitre 1. Généralités sur les graphes1.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous introduisons les di�érentes notions utilisées en théoriedes graphes de manière 
ourante et dont nous nous servirons dans 
e do
ument. Cesnotations sont standards et peuvent être retrouvées dans [10, 11, 36℄.Nous y présentons également des notions de 
oloration de graphes qui sont au
entre de nos travaux. Nous en pro�terons pour donner un bref état de l'art sur 
esdi�érentes 
olorations.1.2 Dé�nitionsUn graphe G = (V (G), E(G)) est 
onstitué d'un ensemble non vide �ni de som-mets, noté V (G) ou V , et d'un ensemble �ni d'arêtes, noté E(G) ou E, qui sontdes paires de sommets de V (G). A�n d'alléger les notations on note uv ou vu lapaire de sommets {u, v}. Une arête uv est une bou
le si u = v. Dans le 
as général,un graphe peut avoir des arêtes multiples, 
'est-à-dire des arêtes di�érentes qui ontles mêmes extrémités. Par exemple sur la Figure 1.1(a), le graphe H possède unebou
le en u5 et une arête multiple u1u2 (il s'agit en fait i
i d'une arête double).Dans toute la suite de 
e do
ument, nous 
onsidérerons uniquement desgraphes (non orientés) sans bou
le ni arête multiple, 
'est à dire des graphessimples. Le nombre de sommets d'un graphe est appelé l'ordre du graphe. Legraphe G donné en exemple sur la Figure 1.1(b) est d'ordre 5 et a pourensemble de sommets V (G) = {u1, u2, u3, u4, u5} et pour ensemble d'arêtes
E(G) = {u1u2, u1u5, u2u3, u2u4, u2u5, u3u4, u3u5, u4u5}.

u1

u3u4

u2

u5

(a) Le graphe Have
 une arête mul-tiple et une bou
le.
u1

u3u4

u2u5(b) Le graphe G estdit simple.Figure 1.1: Exemples de graphes.
1.2.1 Adja
en
eDeux sommets u et v d'un graphe G sont dits adja
ents s'il existe une arêteentre u et v dans G. Les sommets u et v sont appelés extrémités de l'arête uv. Ondit aussi que u et v sont voisins et que l'arête uv est in
idente aux sommets u et
v. L'ensemble des sommets adja
ents à u est appelé le voisinage de u ; il sera noté14



1.2. Dé�nitionspar NG(u) ou N(u) si le 
ontexte fait référen
e de façon 
laire au graphe 
onsidéré.Deux arêtes sont adja
entes si elles possèdent une extrémité 
ommune.1.2.2 Degré d'un sommet, degré maximum d'un grapheLe degré d'un sommet u de G, noté dG(u) (ou d(u)), est égal au nombre de sesvoisins dans G, soit dG(u) = |N(u)|. Un sommet de degré k (resp. au moins k, auplus k) est un k-sommet (resp. >k-sommet, 6k-sommet). De même, un k-voisin de
u (resp >k-voisin, 6k-voisin) est un sommet de degré k (resp. au moins k, au plus
k) adja
ent à u.Proposition 1.2.1Dans un graphe G = (V (G), E(G)), on a : ∑

u∈V (G)

d(u) = 2|E(G)|.On peut alors en déduire le 
orollaire suivant.Corollaire 1.2.2Dans un graphe le nombre de sommets de degré impair est pair.Le degré maximum d'un graphe G, noté ∆(G), est le maximum des degrés dessommets de G. En d'autres termes, ∆(G) = max
u∈V (G)

{d(u)}. De même, le degré mini-mum de G, noté δ(G), est le minimum des degrés des sommets de G. Pour le graphe
G de la Figure 1.1(b), nous avons ∆(G) = 4 et δ(G) = 2.Un graphe dont tous les sommets ont le même degré est un graphe régulier. Ungraphe est k-régulier si tous ses sommets sont de degré k. En parti
ulier un graphe
3-régulier est appelé 
ubique et un graphe G tel que ∆(G) 6 3 est appelé sub
ubique.Par exemple, le graphe P de la Figure 1.2 est un graphe 
ubique (3-régulier).

u1

u4

u5 u6

u2

u3Figure 1.2: Le prisme P est d'ordre 6 et 3-régulier.1.2.3 Sous-graphesUn graphe H est un sous-graphe d'un graphe G si V (H) ⊆ V (G), E(H) ⊆ E(G)et toutes les arêtes de E(H) ont leurs extrémités dans V (H) ; nous utiliserons lanotation H ⊆ G. Par exemple, si nous 
onsidérons les trois graphes G, H1 et H2 dela Figure 1.3, nous avons H1 ⊆ G et H2 ⊆ G.Soit S un ensemble de sommets de G, S ⊆ V (G). Le sous-graphe de G induitpar S, noté G[S], est le graphe dé�ni 
omme suit :1. V (G[S]) = S. 15



Chapitre 1. Généralités sur les graphes
(a) Le graphe G. (b) Le graphe H1. (
) Le graphe H2.Figure 1.3: Exemples de sous-graphes.

u1

u3u4

u2u5

(a) Le graphe G.
u1

u3u4

u2u5

(b) Un sous-graphe 
ou-vrant du graphe G .Figure 1.4: Exemple de sous-graphe 
ouvrant.
2. Toutes les arêtes de E(G) ayant leurs deux extrémités dans S sont égalementdans E(G[S]).Par exemple, si nous 
onsidérons les trois graphes G, H1 et H2 de la Figure 1.3,le graphe H1 est un sous-graphe induit de G, mais H2 ne l'est pas.Un graphe H = (V (H), E(H)) est un sous-graphe 
ouvrant d'un graphe G =

(V (G), E(G)) si H est un sous-graphe de G et V (H) = V (G). En d'autres termes unsous-graphe 
ouvrant de G est un sous-graphe de G qui 
ontient tous les sommets de
G. Un exemple de sous-graphe 
ouvrant du graphe de la Figure 1.4(a) est donné surla Figure 1.4(b). Les arêtes du sous-graphe 
ouvrant sont représentées en pointillés.Le sous-graphe de G obtenu en supprimant un sommet v et toutes les arêtesin
identes à 
e dernier est noté G \ {v} (ou plus simplement G \ v). De même, lesous-graphe de G obtenu en supprimant l'arête uv est noté G \ {uv} (ou G \ uv)(notons dans 
e 
as que supprimer l'arête uv n'implique pas la suppression dessommets u et v). Ces notions s'étendent de manière naturelle aux ensembles desommets ou d'arêtes.16



1.2. Dé�nitions1.2.4 Chaînes, 
y
les et 
onnexitéUne 
haîne dans un graphe G est une suite (v0, v1, . . . , vk) de sommets telle quedeux sommets 
onsé
utifs vi et vi+1 sont reliés par une arête. La longueur d'une telle
haîne est le nombre d'arêtes qui la 
ompose ; k dans notre exemple. Une 
haîne quine 
ontient pas deux fois le même sommet (à l'ex
eption éventuelle de ses extrémités)est dite élémentaire. La distan
e entre deux sommets u et v dans un graphe est lalongueur d'une plus 
ourte 
haîne reliant u et v, notée distG(u, v) ou dist(u, v).Le diamètre d'un graphe G noté diam(G) est la plus grande distan
e entre deuxsommets quel
onques de G. Formellement on a : diam(G) = max
x,y∈V (G)

{distG(x, y)}.Un 
y
le est une 
haîne élémentaire (u0, u1, . . . , un) où u0 = un.Une arête reliant deux sommets non adja
ents sur un 
y
le est appelée 
orde.La maille d'un graphe G est la longueur d'un plus petit 
y
le 
ontenu dans 
egraphe. Elle est notée g(G). Par 
onvention, la maille d'un graphe sans 
y
le estin�nie.Un graphe est dit 
onnexe si toute paire de sommets u, v de 
e graphe est reliéepar une 
haîne. Un graphe G est k-
onnexe si le nombre minimum de sommets dontl'élimination rend G non 
onnexe ou le réduit à un sommet unique est au moins k.On peut remarquer que si un graphe est (k + 1)-
onnexe, alors il est k-
onnexe.On peut aussi remarquer que la relation {x = y, ou x 6= y et il existe dans G une
haîne reliant x et y} est une relation d'équivalen
e. Les 
lasses de 
ette relationd'équivalen
e 
onstituent une partition de V (G) en sous-graphes 
onnexes de G,appelés les 
omposantes 
onnexes de G.En d'autres termes, une 
omposante 
onnexe d'un graphe G est sous-graphe
onnexe maximal, 
'est-à-dire un sous-graphe tel que tout sous-graphe de G le 
onte-nant stri
tement n'est pas 
onnexe.1.2.5 Mineur de grapheIl existe une notion plus générale que 
elle de sous-graphe qui repose en outre surl'opération de 
ontra
tion d'arête. Rappelons que les graphes que nous 
onsidéronssont simples et sans bou
le.La 
ontra
tion d'une arête uv d'un graphe G est l'opération qui 
onsiste à rem-pla
er les deux sommets u et v par un unique sommet w et à relier 
e dernier àl'ensemble des voisins de u et de v (l'arête uv disparaissant). On note 
e graphe
G/uv.L'opération de 
ontra
tion d'arête peut être répétée, et on dé�nit plus géné-ralement le graphe obtenu par 
ontra
tion d'un ensemble d'arêtes A de G, noté
G/A.Un graphe H est un mineur d'un graphe G si H est obtenu à partir de G parune série de suppressions de sommets, de suppressions d'arêtes et de 
ontra
tionsd'arêtes, dans n'importe quel ordre.Remarquons que si I est un mineur de H et H est un mineur de G, alors I estun mineur de G.Par exemple, la Figure 1.5(a), représente le graphe de Petersen P10. En 
ontra
- 17



Chapitre 1. Généralités sur les graphes

(a) Le graphe de Petersen
ontient un mineur K2,4. (b) Le graphe biparti
omplet à 6 sommets
K2,4.Figure 1.5: Exemple de graphe 
ontenant un mineur K2,4.

(a) Le graphe G. (b) Le graphe L(G).Figure 1.6: Exemple de graphe représentatif des arêtes.tant les deux arêtes rouges et en ne gardant que les arêtes bleues, et les sommetsadja
ents aux arêtes bleues, on obtient un graphe biparti 
omplet K2,4. Don
 legraphe de Petersen admet K2,4 
omme mineur.1.2.6 Graphe représentatif des arêtesLe graphe représentatif des arêtes, en anglais line graph, d'un graphe G, noté
L(G), est dé�ni 
omme le graphe ayant pour sommets l'ensemble des arêtes de Get tel que deux sommets sont adja
ents si et seulement si les deux arêtes 
orres-pondantes sont adja
entes dans G. La Figure 1.6 montre un exemple de graphereprésentatif des arêtes.1.2.7 Carré d'un grapheLe 
arré d'un graphe G = (V (G), E(G)) est le graphe, noté G2, ayant le mêmeensemble de sommets que G et tel que deux sommets sont adja
ents dans G2 si etseulement si ils sont à distan
e au plus 2 dans G.18
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lasses de graphes
(a) Le graphe G. (b) Le graphe G2.Figure 1.7: Exemple de 
arré d'un graphe.

Figure 1.8: Le graphe 
omplet K5.1.2.8 Subdivision d'un grapheSubdiviser une arête dans un graphe revient à rempla
er 
ette arête par une
haîne de 2-sommets intermédiaires. Une subdivision d'un graphe G est un graphe
H obtenu en subdivisant les arêtes de G.1.3 Quelques 
lasses de graphesNous dé
rivons dans 
ette partie di�érentes 
lasses de graphes que nous auronsl'o

asion de ren
ontrer dans la suite de 
e mémoire.1.3.1 Stables et graphes 
ompletsUn stable est un ensemble de sommets indépendants (i.e. pour tous sommets
u, v de 
et ensemble, u et v ne sont pas adja
ents).Un graphe 
omplet à n sommets, noté Kn, est un graphe tel que toute pairede sommets est reliée par une arête. Ce graphe est aussi appelé une n-
lique. Parexemple, le graphe 
omplet à 5 sommets, noté K5, est représenté sur la Figure 1.8.1.3.2 Arbres et forêtsUn graphe ne 
ontenant pas de 
y
le est une forêt. Chaque 
omposante 
onnexed'une forêt est un arbre. Les sommets de degré 1 d'une forêt sont appelés feuilles,les autres sont appelés sommets internes. Un exemple d'arbre est donné sur laFigure 1.9 : les sommets i1, i2, . . . , i6 sont les sommets internes alors que les sommets
f1, f2, . . . , f6 sont les feuilles. 19
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Figure 1.9: Exemple d'arbre.
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Figure 1.10: Un arbre 
ouvrant de plus 
ourts 
hemins enra
iné sur le som-met 7.Arbre enra
iné : Un arbre enra
iné T (x) est un arbre T ave
 un sommet spé
i�éappelé la ra
ine de T . Les arbres enra
inés sont souvent représentés de telle sorteque la ra
ine soit le sommet situé le plus haut, par exemple l'arbre de la Figure 1.9a pour ra
ine i1.On dit qu'un sommet v est un des
endant d'un sommet u si le sommet u est surla 
haîne entre v et la ra
ine de l'arbre. On dit aussi que u est un an
être de v. Si
u et v sont reliés par une arête alors on dit que u est le père de v et don
 v est un�ls de u. Deux sommets ayant le même père sont dit frères.La profondeur d'un sommet est la distan
e qui le sépare de la ra
ine. La profon-deur de l'arbre est la plus grande profondeur de ses feuilles.Arbre 
ouvrant : Un sous-graphe 
ouvrant G′ de G est un arbre 
ouvrant si G′est un arbre. Un arbre T 
ouvrant G est dit de plus 
ourts 
hemins s'il existe unsommet r tel que pour tout sommet v, distG(r, v) = distT (r, v). Un tel arbre peutêtre obtenu à partir de tout graphe G en faisant un par
ours en largeur sur G (
f.Figure 1.10).1.3.3 Les graphes planaires et planaires extérieursUn graphe planaire est un graphe ayant une représentation dans le plan sans
roisement d'arêtes. Par exemple, le graphe K4 représenté sur la Figure 1.11 est ungraphe planaire 
ar il est possible de le représenter dans le plan sans 
roisement.20



1.3. Quelques 
lasses de graphes
Figure 1.11: Le graphe K4 est planaire.Une fa
e est une région du plan bordée par un ensemble d'arêtes et telle que deuxpoints arbitraires de 
ette région peuvent être reliés par une 
ourbe ne ren
ontrantni sommets, ni arêtes. La seule fa
e dont la surfa
e est in�nie est la fa
e externe. Lerang (ou la taille) d'une fa
e f , noté r(f), est le nombre d'arêtes bordant f . Unefa
e de rang k (resp. au moins k, au plus k) est une k-fa
e (resp. >k-fa
e, 6k-fa
e).L'ensemble des fa
es d'un graphe planaire G est noté F (G).Une des formules que nous utiliserons durant 
e mémoire est la formule suivantedûe à Euler :Théorème 1.3.1 (Formule d'Euler)Si G est un graphe planaire 
onnexe, |V (G)| son nombre de sommets, |E(G)| sonnombre d'arêtes et |F (G)| son nombre de fa
es, alors

|V (G)| − |E(G)|+ |F (G)| = 2.Corollaire 1.3.2Si G est un graphe planaire de maille au moins g, alors |E(G)| 6
g

g − 2
(|V (G)|−2).Corollaire 1.3.3Si G est un graphe planaire tel que |V (G)| > 3, alors |E(G)| 6 3|V (G)| − 6 et si Gne 
ontient pas de triangles alors |E(G)| 6 2|V (G)| − 4.De plus, Kuratowski [67℄ a établi la 
ara
térisation suivante des graphes pla-naires :Théorème 1.3.4 (Kuratowski, 1930 [67℄)Un graphe �ni est planaire si et seulement s'il est sans mineur K5 et sans mineur

K3,3.Un graphe planaire extérieur est un graphe ayant une représentation planairetelle que tous les sommets du graphe se trouvent sur la même fa
e.Le degré moyen d'un graphe G est égal à 2|E(G)|

|V (G)|
et son degré moyen maximum,noté mad(G), est : mad(G) = max

{

2|E(H)|

|V (H)|
, H ⊆ G

}Dans le 
as des graphes planaires, le degré moyen maximum est un paramètre lié àla maille 
omme suit : 21



Chapitre 1. Généralités sur les graphesObservation 1.3.5Soit G un graphe planaire de maille g. Alors mad(G) <
2g

g − 2
.À noter que le degré moyen maximum peut être 
al
ulé en temps polynomial [62℄.1.3.4 Les graphes k-dégénérésUn graphe G est k-dégénéré si tout sous-graphe H de G 
ontient un sommet dedegré au plus k. Par exemple, une forêt est 1-dégénérée ou en
ore un graphe planaireextérieur est 2-dégénéré. De même, en utilisant la formule d'Euler, nous pouvonsvéri�er que tout graphe planaire est 5-dégénéré.1.3.5 Les graphes bipartisUn graphe est dit biparti s'il existe une partition de son ensemble de sommetsen deux sous-ensembles U et V telle que 
haque arête ait une extrémité dans U etl'autre dans V . Un graphe est biparti si et seulement si il ne 
ontient pas de 
y
lede longueur impaire. Un graphe biparti est dit 
omplet si 
haque sommet de U estrelié à 
haque sommet de V (
f. Figure 1.12). On le note K|U |,|V |.

Figure 1.12: Le graphe biparti 
omplet K3,3 à 6 sommets.
1.4 Quelques notions de 
olorationDans 
ette dernière partie, nous abordons les notions de 
olorations propres desommets et d'arêtes. Nous donnons leurs dé�nitions ainsi que 
ertains résultats fon-damentaux. De nombreux résultats de 
oloration ainsi que de nombreux problèmesouverts sont rassemblés dans l'ouvrage de Jensen et Toft [63℄.1.4.1 Coloration des sommets d'un grapheUne k-
oloration propre des sommets d'un graphe G est une appli
ation c :
V (G) −→ {1, ..., k} de l'ensemble des sommets V (G) de G dans l'ensemble {1, ..., k}de telle sorte que deux sommets adja
ents dans G reçoivent des 
ouleurs di�érentes,i.e. si uv ∈ E(G), alors c(u) 6= c(v).22



1.4. Quelques notions de 
olorationUn graphe qui admet une k-
oloration est dit k-
oloriable. Le nombre 
hromatiquede G, noté χ(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-
oloration.On peut remarquer que si G est un graphe k-dégénéré alors χ(G) 6 k + 1.En 1941, Brooks a proposé une majoration de χ(G) en fon
tion du degré maximum
∆(G) :Théorème 1.4.1 (Brooks, 1941 [23℄)Soit G un graphe 
onnexe. Si G n'est ni un 
y
le d'ordre impair, ni un graphe
omplet, alors χ(G) 6 ∆(G).Parmi les nombreux résultats relatifs au nombre 
hromatique nous pouvons 
iterle 
élèbre résultat de Appel et Haken obtenu en 1977 à l'aide d'un ordinateur :Théorème 1.4.2 (Appel et Haken, 1976 [5℄)Si G est un graphe planaire, alors χ(G) 6 4.Appel et Haken ont ainsi répondu à 
e qui est 
ertainement la toute premièrequestion de 
oloration des graphes dûe à Fran
is Guthrie en 1852 : �Est-il possiblede 
olorier n'importe quelle 
arte ave
 seulement quatre 
ouleurs sa
hant que deuxrégions partageant une même frontière ne peuvent re
evoir des 
ouleurs identiques ?�.A
tuellement, de nombreux 
her
heurs s'emploient à prouver (de façon dire
te ouindire
te) le Théorème de Appel et Haken sans l'aide d'ordinateurs et ainsi aboutir àune preuve purement mathématique. De nombreuses 
olorations sous 
ontraintes ontainsi émergé a�n de prouver 
e résultat mathématiquement. Par exemple, Grünbauma introduit la notion de 
oloration a
y
lique [47℄.1.4.2 Coloration des arêtes d'un grapheUne k-
oloration propre des arêtes d'un graphe G est une appli
ation c dé�niesur E(G) telle que pour toutes arêtes adja
entes uv, vw ∈ E(G), c(uv) 6= c(vw).L'indi
e 
hromatique de G, noté χ′(G), est le plus petit entier k tel que G admetune k-
oloration d'arêtes. On peut remarquer que χ′(G) = χ(L(G)).Le plus important résultat portant sur 
e paramètre est dû à Vizing en 1964 :Théorème 1.4.3 (Vizing, 1964 [83℄)Pour tout graphe G, nous avons ∆(G) 6 χ′(G) 6 ∆(G) + 1.Le théorème de Vizing permet don
 de 
lassi�er les graphes en deux 
lasses :les graphes ayant un indi
e 
hromatique égal à ∆ dits de 
lasse 1 et 
eux ayantun indi
e 
hromatique égal à ∆ + 1 dits de 
lasse 2. Le problème qui 
onsiste àdéterminer si un graphe simple est de 
lasse 1 ou 2 est un problème NP-
omplet.Nous reviendrons sur 
es notions de NP-
omplétude dans le Chapitre 3.
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y
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y
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Chapitre 2. Coloration a
y
lique2.1 Introdu
tion2.1.1 Coloration a
y
liqueSoit G = (V (G), E(G)) un graphe. Une k-
oloration propre d'un graphe G (k ∈
N, n > 1) est une appli
ation c : V (G) −→ {1, ..., k} telle que deux sommetsadja
ents dans G reçoivent des 
ouleurs di�érentes, i.e. si uv ∈ E(G), c(u) 6= c(v).Un graphe qui admet une k-
oloration est dit k-
oloriable. Une 
oloration a
y
liquede G est une 
oloration propre des sommets de G telle qu'il n'existe pas de 
y
lebi
olorié. En d'autres termes, le graphe induit par toute union de deux 
lasses de
ouleurs est une forêt. Le nombre 
hromatique a
y
lique de G, χa(G), est le pluspetit entier k tel que G est a
y
liquement k-
oloriable.Cette notion a été introduite par Grünbaum [47℄ en 1973 dans le but de démon-trer le théorème des quatre 
ouleurs. Il a prouvé que tout graphe planaire est a
y
li-quement 9-
oloriable et a 
onje
turé que 5 
ouleurs étaient su�santes. Mit
hem [71℄a réduit le nombre de 
ouleurs à 8, Albertson et Berman [2℄ à 7 et Kosto
hka [64℄ à
6. C'est �nalement Borodin [12℄ qui en 1979 a 
on�rmé la 
onje
ture de Grünbaumen prouvant que :Théorème 2.1.1 (Borodin, 1979 [12℄)Tout graphe planaire est a
y
liquement 5-
oloriable.Ce résultat est le meilleur possible puisqu'il existe des graphes planaires 4-réguliers non a
y
liquement 4-
oloriables (Grünbaum [47℄, Figure 2.1(a)). En 1976,Kosto
hka et Melnikov ont proposé la 
onstru
tion d'un graphe biparti non a
y
li-quement 4-
oloriable [65℄ (Figure 2.1(b)).

(a) Exemple de Grünbaum (b) Exemple de Kosto
hka etMelnikovFigure 2.1: Exemples de graphes non a
y
liquement 4-
oloriables.En se restreignant à la 
lasse des graphes planaires de maille donnée, Borodin,Kosto
hka et Woodall ont démontré en 1999 le résultat suivant :Théorème 2.1.2 (Borodin, Kosto
hka et Woodall, 1999 [22℄)
(1) Si G est planaire de maille g > 5, alors χa(G) 6 4.26



2.1. Introdu
tion
(2) Si G est planaire de maille g > 7, alors χa(G) 6 3.Il est naturel de majorer 
e nombre 
hromatique a
y
lique par une fon
tiondépendant de ∆(G), le degré maximum du graphe G. C'est pour 
ette raison quede nombreux auteurs se sont intéressés à la 
lasse des graphes de degré maximumborné. Con
ernant les graphes de faible degré maximum, Grünbaum a prouvé en1973 que :Théorème 2.1.3 (Grünbaum, 1973 [47℄)Tout graphe de degré maximum au plus 3 est a
y
liquement 4-
oloriable.Ce résultat est optimal puisque K4 (graphe 
omplet à 4 sommets) est de degrémaximum 3 et n'est pas a
y
liquement 3-
oloriable.D'autre part, Burnstein s'est intéressé au nombre 
hromatique a
y
lique desgraphes de degré au plus quatre :Théorème 2.1.4 (Burnstein, 1979 [25℄)Tout graphe de degré maximum au plus 4 est a
y
liquement 5-
oloriable.Ce résultat est le meilleur possible puisque K5 est de degré maximum 4 et n'estpas a
y
liquement 4-
oloriable.On peut alors remarquer que pour ∆(G) 6 4, χa(G) 6 ∆(G) + 1.Pour le 
as général, Alon, M
Diarmid et Reed ont utilisé une appro
he probabi-liste :Théorème 2.1.5 (Alon, M
Diarmid et Reed, 1990 [3℄)Si G est un graphe de degré maximum ∆, alors χa(G) = O(∆4/3) lorsque ∆ → +∞.Ils ont dans le même temps prouvé l'existen
e de graphes tels que χa(G) >

Ω(∆4/3/(log∆)1/3). Les preuves de 
es deux résultats utilisent des arguments pro-babilistes et notamment le Lemme lo
al de Lovász.À notre 
onnaissan
e, au
une 
onstru
tion de graphes utilisant χa(G) > ∆ + 2
ouleurs n'a été en
ore proposée pour de petites valeurs de ∆. Le graphe 
ompletquant à lui véri�e χ(G) = χa(G) = ∆(G) + 1.Dans 
e mémoire, nous nous sommes plus pré
isément intéressés à la 
lasse desgraphes de degré maximum supérieur ou égal à 5.En 2007, Fertin et Raspaud [43℄ ont prouvé que tout graphe de degré maximum5 est a
y
liquement 
oloriable ave
 9 
ouleurs.Ils ont également présenté un algorithme de 
oloration a
y
lique des graphes dedegré maximum∆ > 6, en ∆(∆−1)
2

+1 
ouleurs si∆ est pair, et en ∆(∆−1)
2


ouleurs si∆est impair. Avant eux, Skulrattanakul
hai [81℄ avait aussi proposé un algorithme de
oloration a
y
lique des graphes de degré maximum ∆ 6 3. La majoration proposéepar Fertin et Raspaud a été ré
emment améliorée par Yadav et al. [91℄ qui ontprouvé que tout graphe de degré maximum ∆ > 8 est a
y
liquement 
oloriableave
 au plus 3∆2+4∆+8
8


ouleurs. Yadav et al. [92℄ ont également prouvé que toutgraphe de degré maximum 5 est a
y
liquement 
oloriable ave
 8 
ouleurs. De notre
�té, nous avons obtenu le même résultat en utilisant un ordre de 
oloration surles sommets. Ré
emment, Kosto
hka et Sto
ker ont prouvé que 7 
ouleurs su�sent 27



Chapitre 2. Coloration a
y
lique[66℄. En étudiant les graphes de degré maximum 6, Yadav et al. [90℄ ont égalementprouvé que 12 
ouleurs sont su�santes. Nous avons diminué 
ette majoration à 11
ouleurs en utilisant des arguments similaires à la démonstration du résultat pourles graphes de degré maximum 5.Nous avons montré que :Théorème 2.1.6Tout graphe G est tel que χa(G) 6 f(∆) pour ∆ > 5,ave
 f(∆) =















8 si ∆ = 5
11 si ∆ = 6
17 si ∆ = 7
∆2−5∆

2
+ 2× ⌊∆−1

2
⌋+ 3 si ∆ > 8.Nous améliorons ainsi les résultats de Fertin et Raspaud [43℄ et 
eux de Yadavet al. [91℄ pour 5 6 ∆ 6 16.2.1.2 Coloration a
y
lique par listesUne a�e
tation de listes de G est une fon
tion L qui alloue à 
haque sommet

v ∈ V (G) une liste L(v) de 
ouleurs valides. Soient G un graphe et L une a�e
tationde listes de G. Le graphe G est L-liste 
oloriable s'il existe une 
oloration φ de Gtelle que φ(v) ∈ L(v) pour tout v ∈ V (G). Si G est L-liste 
oloriable pour toutea�e
tation de listes L ave
 |L(v)| > k pour tout v ∈ V (G), alors G est dit k-liste
oloriable. Le nombre 
hromatique de listes de G, χl(G), est le plus petit entier k telque G est k-liste 
oloriable.La notion de L-liste 
oloration a été introduite par Vizing [84℄ en 1976 et Erd®s,Rubin et Taylor [37℄ en 1979.Observation 2.1.7Tout graphe k-liste 
oloriable est k-
oloriable. La ré
iproque n'est pas vraie. De plus,
χl(G) peut être arbitrairement plus grand que χ(G).Con
ernant la famille des graphes planaires, un des plus importants résultats de
oloration par listes a été démontré par Thomassen en 1994 :Théorème 2.1.8 (Thomassen, 1994 [82℄)Tout graphe planaire est 5-liste 
oloriable.On peut également ajouter la 
ontrainte d'a
y
li
ité à 
e type de 
oloration etainsi dé�nir la 
oloration a
y
lique par listes : 
'est une L-
oloration propre qui doitêtre a
y
lique. On notera, χl

a(G), le nombre 
hromatique a
y
lique de listes de G.On peut alors remarquer que :Observation 2.1.9Pour tout graphe G, χl
a(G) > χa(G).28
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{3,1, 2}{3,1, 2}{3,1, 2}{3,1, 2}{4,1, 2}{4,1, 2}{3,1, 2}{3,1, 2} {4,1, 2}{4,1, 2}{4,1, 2}{4,1, 2}{5,1, 2}{5,1, 2}{5,1, 2}{5,1, 2}{5,1, 2}{5,1, 2}

{3, 4, 5}

{6, 7,8}

{7,1, 2}{7,1, 2}{8,1, 2}{8,1, 2}{6,1, 2}{6,1, 2}{7,1, 2}{7,1, 2}{8,1, 2}{8,1, 2}{6,1, 2}{6,1, 2}{7,1, 2}{7,1, 2}{8,1, 2}{8,1, 2}{6,1, 2}{6,1, 2}

Figure 2.2: Le graphe G tel que χa(G) = 3 et χl
a(G) 6= 3.Le nombre 
hromatique a
y
lique par listes peut être stri
tement supérieur aunombre 
hromatique a
y
lique : il existe des graphes qui sont a
y
liquement 
o-loriables ave
 3 
ouleurs alors qu'ils ne sont pas a
y
liquement 3-liste 
oloriables(Figure 2.2). De plus la di�éren
e entre 
es deux nombres 
hromatiques peut êtrearbitrairement grande (voir exemples dans [73℄).Borodin et al. [16℄ ont été les premiers à s'intéresser à la 
oloration a
y
lique parlistes des graphes planaires en prouvant que :Théorème 2.1.10 (Borodin, Fon-Der Flaass, Kosto
hka, Raspaud et Sopena, 2002 [16℄)Tout graphe planaire est a
y
liquement 7-liste 
oloriable.et ont proposé la 
onje
ture suivante :Conje
ture 2.1.11 (Borodin, Fon-Der Flaass, Kosto
hka, Raspaud et Sopena, 2002 [16℄)Tout graphe planaire est a
y
liquement 5-liste 
oloriable.Si 
ette 
onje
ture est vraie, alors elle renfor
e le théorème de Borodin [12℄ surla 5-
oloration a
y
lique des graphes planaires et 
elui de Thomassen [82℄ sur la 5-liste 
oloration des graphes planaires. Cette 
onje
ture a été véri�ée pour 
ertaines
lasses de graphes planaires.Certains auteurs se sont également intéressés à des 
onditions su�santes de 
olo-ration a
y
lique par listes sur 
ertaines 
lasses de graphes. Notamment, Montassier,O
hem et Raspaud [75℄ ont proposé des 
onditions su�santes de 
oloration a
y
liquepar listes de graphes de degré moyen maximum borné.Théorème 2.1.12 (Montassier, O
hem et Raspaud, 2006 [75℄)

(1) Tout graphe G tel que mad(G) < 8
3
est a
y
liquement 3-liste 
oloriable.

(2) Tout graphe G tel que mad(G) < 19
6

est a
y
liquement 4-liste 
oloriable. 29
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(3) Tout graphe G tel que mad(G) < 24

7
est a
y
liquement 5-liste 
oloriable.De plus, Montassier, Raspaud et Wang ont prouvé en 2007 que :Théorème 2.1.13 (Montassier, Raspaud et Wang, 2007 [77℄ )Tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs 4 et 5, ou sans 
y
les de longueurs 4et 6, est a
y
liquement 5-liste 
oloriable.Chen et Wang [32℄ se sont intéressés aux 
y
les de longueur 3 situés à distan
e d(longueur minimale d'une 
haîne qui sépare deux 
y
les) et ont démontré que toutgraphe planaire, sans 
y
les de longueur 4 et sans triangles à distan
e au moins 3,est a
y
liquement 5-liste 
oloriable. Ré
emment, Zhang et Xu [93℄ ont prouvé quetout graphe planaire sans 
y
les de longueur 4 ni 
y
les 
ordaux de longueur 6 esta
y
liquement 5-liste 
oloriable.On peut remarquer que dans tous les résultats 
ités, les 
y
les de longueur 4 sontinterdits. Le le
teur intéressé pourra trouver dans [18℄, une extension des résultatsde Montassier et al. [77℄ : un graphe planaire est a
y
liquement 5-liste 
oloriables'il ne 
ontient pas de 
y
les de longueur i adja
ents à un 
y
le de longueur j ave


3 6 j 6 5 si i = 3 et 4 6 j 6 6 si i = 4.Ré
emment, Chen et Raspaud ont démontré que :Théorème 2.1.14 (Chen et Raspaud, 2011 [30℄)Tout graphe planaire sans 
y
les de longueur 4 ni triangles interse
tant est a
y
li-quement 5-liste 
oloriable.Con
ernant, les 
onditions de 4-liste 
oloration a
y
lique des graphes planaires,Montassier [74℄ a amélioré les résultats de [22℄ sur la 4-
oloration a
y
lique desgraphes planaires de maille 5, en prouvant que tout graphe planaire de maille aumoins 5 est a
y
liquement 4-liste 
oloriable. Dans [76℄, Montassier, Raspaud et Wangont également prouvé que tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs 4 à 6,ou sans 
y
les de longueurs 4, 5 et 7, ou sans 
y
les de longueurs 4, 5 et sanstriangles interse
tant, est a
y
liquement 4-liste 
oloriable. Dans 
e même arti
le, ilsont proposé la 
onje
ture suivante :Conje
ture 2.1.15 (Montassier, Raspaud et Wang, 2000 [76℄)Tout graphe planaire sans 
y
les de longueur 4 est a
y
liquement 4-liste 
oloriable.Cette 
onje
ture semble di�
ile à prouver. Wang et Chen [87℄ ont démontré quetout graphe planaire sans 
y
les de longueur 4 est a
y
liquement 6-liste 
oloriable.Cependant, 
ertains auteurs ont pu véri�er la Conje
ture 2.1.15 en s'interdisant
ertaines longueurs de 
y
les (voir [21, 27, 28, 31℄). Le résultat le plus abouti est
elui dû à Chen et Raspaud qui ont prouvé que tout graphe planaire sans 
y
lesde longueurs 4 et 5 est a
y
liquement 4-liste 
oloriable [29℄. Ce résultat, a été éga-lement obtenu indépendamment par Borodin et Ivanova [20℄. À noter qu'il existedes graphes planaires sans 
y
les de longueurs 4 et 5 qui ne sont pas a
y
lique-ment 3-liste 
oloriables [86℄. Ce qui nous 
onduit tout naturellement aux 
onditionssu�santes de 3-liste 
oloration a
y
lique des graphes planaires.En 1976, Steinberg (
f. Problème 2.9 [63℄) a 
onje
turé que :30



2.1. Introdu
tionConje
ture 2.1.16 (Steinberg, 1976 [63℄)Les graphes planaires sans 
y
les de longueurs 4 et 5 sont 3-
oloriables.En 1990, Erd®s a proposé la relaxation suivante de la Conje
ture de Steinberg :Quel est le plus petit entier i tel que tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs 4à i est 3-
oloriable ? La meilleure majoration 
onnue est i = 7 [17℄. En e�et, Borodinet al. ont démontré en 2005 que :Théorème 2.1.17 (Borodin et al., 2005 [17℄)Tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs 4 à 7 est 3-
oloriable.Cette question est également étudiée dans le 
adre de la 
oloration par listes :Problème 2.1.18Quel est le plus petit entier i tel que tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs4 à i est 3-liste 
oloriable ?En 2003, Voigt [86℄ a démontré que la Conje
ture de Steinberg ne pouvait êtrepas étendue à la notion de 
oloration par listes ; d'où, i > 6. Cependant, en 1996,Borodin [13℄ a prouvé que tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs 4 à 9 est3-
oloriable ; en fait, 3-liste 
oloriable. D'où, i 6 9.Dans 
e mémoire, nous étudions la question d'Erd®s dans le 
adre de la 
olorationa
y
lique par listes :Problème 2.1.19Quel est le plus petit entier i (i > 6) tel que tout graphe planaire sans 
y
les delongueurs 4 à i est a
y
liquement 3-liste 
oloriable ?Nous avons démontré le résultat suivant :Théorème 2.1.20Tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs 4 à 12 est a
y
liquement 3-liste 
olo-riable.À noter que 
e résultat a été démontré indépendamment par Borodin [14℄. Cedernier a amélioré 
e résultat en prouvant que :Théorème 2.1.21 (Borodin et Ivanova, 2010 [19℄)Tout graphe planaire sans 
y
les de longueurs 4 à 11 est a
y
liquement 3-liste 
olo-riable.Comme Chen et Wang [32℄ l'ont fait dans le 
adre de la 5-liste 
oloration a
y-
lique, nous avons abordé la question de la 3-liste 
oloration a
y
lique en autorisantles triangles, mais en ajoutant une 
ontrainte relative à la distan
e qui les sépare.On notera d∆(G) la distan
e minimale (longueur minimale d'une 
haîne) qui séparedeux triangles dans G. Nous prouvons que :Théorème 2.1.22Soit G un graphe planaire. Si G satisfait une des 
onditions suivantes : 31
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y
lique1. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 10, et d∆(G) > 22. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 9, et d∆(G) > 33. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 8, et d∆(G) > 54. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 7, et d∆(G) > 7alors G est a
y
liquement 3-liste 
oloriable.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous étudierons dans un premier temps la 
olorationa
y
lique des graphes de degré maximum borné, puis la 
oloration a
y
lique parlistes de graphes planaires sans 
y
les de longueurs données.2.2 Graphes de degré maximum bornéDans 
ette partie nous démontrons le Théorème 2.1.6 en le dé
omposant enplusieurs théorèmes pour fa
iliter la 
ompréhension des preuves.2.2.1 PréliminairesComme nous l'avons signalé en introdu
tion, nous nous sommes fo
alisés sur lesfamilles de graphes de degré maximum borné et notamment aux graphes de degrémaximum au plus 5, au plus 6, au plus 7 et au moins 8. Voi
i les résultats que nousavons obtenus.Théorème 2.2.1Tout graphe de degré maximum 
inq est a
y
liquement 8-
oloriable.Théorème 2.2.2Tout graphe de degré maximum six est a
y
liquement 11-
oloriable.La preuve de 
es théorèmes est basée sur l'existen
e d'un 
ertain type d'arbre
ouvrant que nous nommeronsGS-arbre et de l'utilisation d'un ordre sur 
e GS-arbrepour la 
oloration des sommets.Nous présenterons également les deux résultats suivants :Théorème 2.2.3Tout graphe G de degré maximum au plus 7 est a
y
liquement 17-
oloriable.Théorème 2.2.4Soit ∆ > 8 et f(∆) = ∆2−5∆
2

+ 2× ⌊∆−1
2

⌋+ 3. Tout graphe G de degré maximum ∆est a
y
liquement 
oloriable ave
 au plus f(∆) 
ouleurs.Ce qui améliore le résultat de Yadav et al. [91℄ pour 7 6 ∆ 6 16.Commençons par introduire quelques notations.Toutes les notations qui suivent ont été introduites dans [43℄. Une 
olorationa
y
lique partielle d'un graphe G est une 
oloration ϕ d'un sous-ensemble S de
V = V (G) telle que ϕ est une 
oloration a
y
lique de G[S] (le sous-graphe de Ginduit par S). Une 
oloration a
y
lique sur un sous-ensemble S ⊆ V qui utilise au32



2.2. Graphes de degré maximum bornéplus k 
ouleurs est appelée une k-
oloration a
y
lique partielle de G. Soit ϕ une
k-
oloration a
y
lique partielle de G et v un sommet non 
olorié de G. Nous dironsqu'une 
ouleur c pour le sommet v est autorisée pour étendre ϕ si la 
olorationpartielle ϕ′ dé�nie par ϕ′(u) = ϕ(u) pour tout u ∈ S et par ϕ′(v) = c est une
k-
oloration a
y
lique partielle de G. Soit u ∈ V \S, nous noterons par Nc(u) =
N(u) ∩ S, l'ensemble des voisins 
oloriés de u (où N(u) est l'ensemble des voisinsde u, i.e. N(u) = {v ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}) et #cn(u) = |Nc(u)|.
SC(Nc(u)) représentera l'ensemble des 
ouleurs utilisées par les sommets de Nc(u)et on notera #dcn(u) = |SC(Nc(u))|. Pour un sommet u et une 
ouleur c donnés,notons nc(u) le nombre de sommets de Nc(u) 
oloriés par la 
ouleur c. Pour toutsommet u, on note Lu = (n1, n2, . . . , n#dcn(u)) où 
haque ni représente le nombrede fois qu'une 
ouleur apparaît dans le voisinage de u et n1 > n2 > . . . > n#dcn(u).Par exemple pour la Figure 2.3, nous avons : tous les voisins de u sont 
oloriés,d'où #cn(u) = 5 et Nc(u) = N(u), SC(Nc(u)) = {c1, c2, c3, c4}, #dcn(u) = 4 et
Lu = (2, 1, 1, 1) (deux voisins de u sont 
oloriés par c1, un voisin de u est 
oloriépar c2 (resp. c3, c4)). En�n pour terminer nous utiliserons la notation Ji; jK pournommer l'ensemble des entiers {i, i+ 1, . . . , j}.

c2

u

c1

c4 c3

c1

Figure 2.3: La liste Lu = (2, 1, 1, 1)2.2.2 GS-arbre (good spanning tree)Soit G un graphe 
onnexe ∆-régulier. Un GS-arbre de G est un arbre 
ouvrant
T de G tel que T 
ontient un sommet adja
ent à ∆− 1 feuilles (une feuille étant unsommet de degré 1).Théorème 2.2.5Tout graphe 
onnexe ∆-régulier admet un GS-arbre.Démonstration. Soient G un graphe 
onnexe ∆-régulier et k > 2 le diamètre de
G (si k = 1, G est un graphe 
omplet et admet don
 un GS-arbre). On rappelleque : diam(G) = max

x,y∈V (G)
{distG(x, y)}. Soient u et v deux sommets de G à distan
e

k. Supposons que nous 
hoisissons u de telle sorte qu'il ait le plus petit nombrede voisins à distan
e k − 1 de v. Soit u1 un voisin de u qui est à distan
e k − 1de v et soient u2, . . . , u∆ les ∆ − 1 autres voisins de u. Démontrons que G1 =
G \ {u2, . . . , u∆} est 
onnexe. Supposons que G′ est une 
omposante 
onnexe de
G1 qui 
ontient v. Puisque u et v sont 
onne
tés dans G1, alors G′ 
ontient u1 et
u. Considérons maintenant G′′, une 
omposante 
onnexe qui ne 
ontient ni v ni u.Soit x un sommet quel
onque de G′′. Puisque k est le diamètre de G alors x est à 33
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liquedistan
e exa
tement k de v dans G. En e�et, la 
haîne reliant x à v passe par u2, . . .ou u∆. Or dG(ui, v) = k − 1 ou k (pour 1 6 i 6 ∆) don
 dG(x, v) > k − 1 + 1 = k ;
k étant le diamètre de G permet de 
on
lure que dG(x, v) = k. Tout voisin de x àdistan
e k− 1 de v dans G est aussi un voisin de u. Cependant x n'est pas adja
entà u1, sinon il serait dans la même 
omposante 
onnexe que u. D'où, dans G, x amoins de voisins à distan
e k − 1 de v que u. Ce qui 
ontredit le 
hoix de u. Don

G1 = G \ {u2, . . . , u∆} est 
onnexe.Nous pouvons alors 
onstruire un GS-arbre T de G de la façon suivante : dansun premier temps on 
hoisit un arbre 
ouvrant T1 de G1, puis on ajoute à T1 lesarêtes uu2, . . . , uu∆ qui 
ouvrent les sommets u2, . . . , u∆. ✷2.2.3 Graphes de degré maximum 5Avant tout, nous avons besoin du lemme suivant :Lemme 2.2.6Tout graphe G de degré maximum au plus 5 et de degré minimum stri
tement pluspetit que 5 est a
y
liquement 8-
oloriable.La preuve du Théorème 2.2.1 est divisée en deux parties suivant le degré mini-mum du graphe G :(1) Soit δ(G) < 5 et alors le Lemme 2.2.6 nous permet de 
olorier a
y
liquement

G ave
 au plus 8 
ouleurs,(2) ou δ(G) = 5 et dans 
e 
as l'existen
e d'un GS-arbre nous permet de trouverun ordre de 
oloration sur les sommets du graphe et obtenir une 
olorationa
y
lique ave
 au plus 8 
ouleurs.Les te
hniques de 
oloration que nous utilisons sont inspirées de 
elles présentesdans [43, 81, 90, 92℄.2.2.3.1 Preuve du Lemme 2.2.6Dans 
ette partie nous prouvons que si G est 
onnexe ave
 ∆(G) 6 5 et δ(G) <
5, alors G est a
y
liquement 8-
oloriable. La preuve est basée sur un algorithmeglouton. Tout d'abord dé�nissons une relation d'ordre ≺ sur les sommets de G, puisnous 
olorions les sommets de G en respe
tant 
et ordre ≺. Soit v un sommet dedegré d(v) < 5. Considérons T un arbre 
ouvrant de G enra
iné en v. Dé�nissonsl'ordre ≺ sur les sommets de G par un ordre post�xe sur T , il est dé�ni de lamanière suivante : soient x1, . . . , xn des sommets de G tels que pour tout i, j, 1 6

i < j 6 n, xi ≺ xj et xn = v. Nous pouvons alors remarquer que pour tout i telque 1 6 i 6 n, xi a au plus 4 voisins xj tel que j < i. Nous 
olorions alors les xisu

essivement en utilisant les Lemmes 2.2.8 et 2.2.9. La 
oloration de G obtenuesera une 
oloration a
y
lique utilisant au plus 8 
ouleurs.Commençons par une observation tirée de [43℄ :Observation 2.2.7 (Fertin et Raspaud, 2007 [43℄)Soit G un graphe de degré maximum 5 et soit ϕ une 8-
oloration a
y
lique partiellede G. Supposons que v est un sommet non 
olorié de G. Si tous les voisins 
oloriés34



2.2. Graphes de degré maximum bornéde v ont des 
ouleurs di�érentes, alors il su�t de 
olorier proprement v pour étendre
ϕ. Si une 
ouleur c apparaît nc(v) > 1 fois parmi les voisins 
oloriés de v, alors pour
olorier v, nous devons nous interdire 2nc(v) 
ouleurs pour éviter la 
réation possiblede 
y
les bi
oloriés passant par v et les sommets 
oloriés par c.Lemme 2.2.8Soit G un graphe tel que ∆(G) 6 5 et soit ϕ une 8-
oloration a
y
lique partiellede G. Pour tout sommet non 
olorié u tel que #cn(u) 6 3, il existe une 
ouleurdisponible pour u qui nous permet d'étendre ϕ.Démonstration. Dans un premier temps, supposons qu'au
une 
ouleur n'est ré-pétée parmi les voisins de u, en d'autres termes Lu = (0) (
e qui signi�e qu'au
unvoisin de u n'est en
ore 
olorié), Lu = (1), Lu = (1, 1), ou Lu = (1, 1, 1). Par l'Ob-servation 2.2.7, il su�t de 
olorier proprement u, 
e qui est possible puisque nousavons au moins 5 
ouleurs possibles.Dans un se
ond temps supposons qu'une 
ouleur apparaît au moins deux foisparmi les voisins 
oloriés de u. Puisque #cn(u) 6 3, nous avons exa
tement trois
as : Lu = (2), Lu = (2, 1), ou Lu = (3). Lorsque Lu = (2), Lu = (2, 1) (resp.
Lu = (3)), d'après l'Observation 2.2.7, nous devons nous interdire quatre 
ouleurspour 
olorier u a�n d'éviter toute 
réation de 
y
les bi
oloriés (resp. six 
ouleurs) etau plus deux 
ouleurs supplémentaires (resp. une 
ouleur) pour respe
ter la 
onditionde 
oloration propre. Pour 
haque 
as, il reste au moins un 
hoix pour 
olorier u. ✷Lemme 2.2.9Soit G un graphe tel que ∆(G) 6 5 et soit ϕ une 8-
oloration a
y
lique partiellede G. Pour tout sommet non 
olorié u tel que #cn(u) = 4, il existe une 
ouleurdisponible pour u qui nous permet d'étendre ϕ.Démonstration. Soient G un graphe tel que ∆(G) 6 5 et ϕ une 8-
olorationa
y
lique partielle deG, et u un sommet non 
olorié tel que#cn(u) = 4. Considérons
v1, v2, v3, v4 les quatre voisins 
oloriés de u, et pour tout 1 6 i 6 4 et tout 1 6 j 6 4,on appelle vji les quatre voisins de vi distin
ts de u. Pour étendre ϕ à u, nous étudionstoutes les possibilités pour Lu :Cas Lu = (1, 1, 1, 1). Par l'Observation 2.2.7, il su�t de 
olorier proprement

u (il y a 4 
ouleurs possibles).Cas Lu = (2, 1, 1). Par l'Observation 2.2.7, nous devons nous interdire quatre
ouleurs pour 
olorier u a�n d'éviter toute 
réation de 
y
les bi
oloriés et trois
ouleurs supplémentaires pour respe
ter la 
ondition de 
oloration propre. Ilreste alors une 
ouleur pour 
olorier u.Cas Lu = (3, 1). Sans perte de généralité supposons que ϕ(v1) = ϕ(v2) =
ϕ(v3) = 1 et ϕ(v4) = 2. S'il existe une 
ouleur α ∈ J3; 8K qui ne se trouvepas dans un hypothétique 
y
le bi
olorié ave
 les 
ouleurs 1, α, alors nouspouvons 
olorier u ave
 α. Sinon, 
ela signi�e que 
haque 
ouleur dans J3; 8Kapparaît deux fois (et exa
tement deux fois) dans le voisisnage de v1, v2, v3,et pour 
haque vi (1 6 i 6 3), nous avons #dcn(vi) = 4. Il su�t alors dere
olorier v1 ave
 une 
ouleur di�érente de 1, 2 et de 
elles dans SC(Nc(v1)) 35



Chapitre 2. Coloration a
y
lique(nous avons deux 
ouleurs possibles pour v1). D'où, Lu devient (2, 1, 1), un 
astraité pré
édemment.Cas Lu = (4). Sans perte de généralité supposons que ϕ(v1) = ϕ(v2) =
ϕ(v3) = ϕ(v4) = 1. Nous pouvons remarquer que si l'un des vi est tel que
#dcn(vi) = 4, par exemple v1, alors nous pouvons re
olorier v1 ave
 une 
ou-leur di�érente de 1 et de 
elles de SC(Nc(v1)). Nous obtenons alors Lu = (3, 1),un 
as traité pré
édemment. Supposons alors que pour tout 1 6 i 6 4,
#dcn(vi) 6 3. Nous devons nous interdire six 
ouleurs (⌊(4 × 3)/2⌋) pour
olorier u a�n d'éviter toute 
réation de 
y
les bi
oloriés et une 
ouleur sup-plémentaire pour respe
ter la 
ondition de 
oloration propre. Il reste alors une
ouleur pour 
olorier u.Cas Lu = (2, 2). Sans perte de généralité supposons que ϕ(v1) = ϕ(v2) = 1et ϕ(v3) = ϕ(v4) = 2. Nous pouvons remarquer que si l'un des vi est telque #dcn(vi) = 4, par exemple vj , alors nous pouvons re
olorier vj ave
 une
ouleur di�érente de 1 et 2 et de 
elles de SC(Nc(vj)). Nous obtenons alors
Lu = (2, 1, 1), un 
as traité pré
édemment. Supposons alors que pour 1 6 i 6
4, #dcn(vi) 6 3. Si on ne peut pas 
olorier u ave
 une 
ouleur de J3; 8K, alorspour tout 1 6 i 6 4, #dcn(vi) = 3, et sans perte de généralité SC(Nc(v1)) =
SC(Nc(v2)) = {3, 4, 5}, SC(Nc(v3)) = SC(Nc(v4)) = {6, 7, 8}. Nous nousintéresserons à v1 et son voisinage. Nous tenterons de re
olorier v1 ave
 une
ouleur di�érente de 1 : si nous réusissons, alors nous obtenons une nouvelleliste Lu qui a déjà été traitée ; sinon, nous trouverons une 
ouleur pour u quipermet d'étendre ϕ. Si #cn(v1) = 3, alors on re
olorie v1 ave
 une 
ouleurdi�érente de J1; 5K et nous avons terminé. Supposons alors que #cn(v1) = 4et sans perte de généralité supposons que ϕ(v11) = ϕ(v21) = 3, ϕ(v31) = 4, et
ϕ(v41) = 5. Nous tentons de re
olorier v1 ave
 une 
ouleur di�érente de 1, 3,4, 5, et 
elles de SC(Nc(v

1
1)). S'il existe une 
ouleur libre, alors nous avonsterminé 
ar Lu = (3, 1) ou Lu = (2, 1, 1) (des 
on�gurations déjà résolues). Sion ne peut pas re
olorier v1, alors SC(Nc(v

1
1)) = SC(Nc(v

2
1)) = {1, 2, 6, 7, 8}et nous pouvons 
olorier u ave
 3 (puisque 3 n'apparaît pas dans SC(Nc(v3)),

SC(Nc(v4)), et v11 a un unique voisin 
olorié par 1 (v1)). Ce qui termine lapreuve.
✷2.2.3.2 Preuve du Théorème 2.2.1Dans 
ette partie nous démontrons que :Tout graphe de degré maximum 5 est a
y
liquement 8-
oloriable.Soit G un graphe de degré maximum 5. Si δ(G) < 5, alors le Lemme 2.2.6 nouspermet de 
on
lure. Supposons par la suite que G est un graphe 
onnexe 5-régulier.Soit T un GS-arbre de G (un tel arbre 
ouvrant existe d'après le Théorème2.2.5). Soit xn un sommet adja
ent à quatre feuilles dans T . Nous ordonnons lessommets de G de x1 à xn en respe
tant un ordre post�xe sur T enra
iné en xn ave


x1, x2, x3, x4 ses quatre feuilles. Pour 
ommen
er, nous 
olorions x1, x2, x3, x4ave
 des 
ouleurs di�érentes puis nous 
olorions su

essivement x5, x6, . . . , xn. Nous36



2.2. Graphes de degré maximum borné
olorions xi ave
 5 6 i 6 n− 1, en utilisant les Lemmes 2.2.8, et 2.2.9, sans jamaisre
olorier x1, x2, x3, x4. Dans le Lemme 2.2.8, au
une re
oloration n'est utilisée. Dansle 
as Lu = (3, 1) du Lemme 2.2.9, v1 ne peut pas être x1, x2, x3 ou x4 puisque v1a quatre voisins 
oloriés et u n'est pas xn. De la même façon dans le 
as Lu = (4)du Lemme 2.2.9, v1 ne peut pas être x1, x2, x3 ou x4. Dans le 
as Lu = (2, 2) duLemme 2.2.9, nous nous fo
alisons sur v1. Si v1 est par exemple x1, alors nous nousintéressons à v2 au lieu de v1 (puisque v1 et v2 ont les mêmes 
ouleurs, nous sommes
ertains que v2 n'est ni x2, ni x3, ni x4). À 
e stade de la pro
édure nous avons une
oloration a
y
lique de G\{xn} telle que x1, x2, x3, x4 utilisent quatre 
ouleursdistin
tes. Il nous reste alors à 
olorier xn, 
e qui nous amène à 
onsidérer deux
as : Cas Lxn
= (1, 1, 1, 1, 1). Par l'Observation 2.2.7, il su�t de 
olorier propre-ment xn (nous pouvons 
ar nous avons trois 
ouleurs possibles).Cas Lxn
= (2, 1, 1, 1). Sans perte de généralité ϕ(x1) = ϕ(xn−1) =

1, ϕ(x2) = 2, ϕ(x3) = 3, ϕ(x4) = 4. Nous tentons de 
olorier xn ave
 5, 6,7 et 8. Soit 
'est possible et dans 
e 
as nous avons terminé. Sinon, 
ela signi-�e que SC(Nc(x1)) = SC(Nc(xn−1)) = {5, 6, 7, 8}. Dans 
e 
as, nous 
olorions
xn ave
 1 et nous re
olorions proprement x1 et xn−1.Ce qui 
omplète la preuve du Théorème 2.2.1. ✷2.2.4 Graphes de degré maximum 6Nous avons également démontré que :Théorème 2.2.10Tout graphe de degré maximum 6 est a
y
liquement 11-
oloriable.Les te
hniques de preuve de 
e théorème sont les mêmes que 
elles utilisées pourle théorème pré
édent et s'appuient sur le lemme suivant :Lemme 2.2.11Tout graphe G de degré maximum au plus 6 et de degré minimum stri
tement pluspetit que 6 est a
y
liquement 11-
oloriable.Le le
teur intéressé pourra trouver l'intégralité de 
es preuves dans [51℄.2.2.5 Graphes de degré maximum ∆ > 7Nous généralisons dans 
ette partie les résultats obtenus pré
édemment en uti-lisant les mêmes te
hniques ad ho
 mises en ÷uvre pour 5 6 ∆ 6 6, et montrons lerésultat suivant :Tout graphe G est tel que χa(G) 6 f(∆) pour ∆ > 7,ave
 f(∆) =

{

17 si ∆ = 7
∆2−5∆

2
+ 2× ⌊∆−1

2
⌋+ 3 si ∆ > 8. 37



Chapitre 2. Coloration a
y
lique2.2.5.1 Lemme de 
olorationLa plupart des notations utilisées ont déjà été dé�nies pré
édemment. De plus,la notion d'ordre sur les sommets reste 
apitale pour la preuve. Soit G un graphede degré maximum au moins 7. Considérons {x1, x2, · · · , xn} les sommets de G etappelons ϕi une 
oloration partielle a
y
lique dé�nie sur les sommets {x1, x2, · · · , xi}de G. On dé�nit l'ordre sur les sommets de la façon suivante. Soit T un arbre
ouvrant de G enra
iné en xn. Si G n'est pas ∆-régulier alors on 
hoisit xn tel que
d(xn) < ∆. Si G est ∆-régulier alors T est un GS-arbre de G (un tel arbre existed'après le Théorème 2.2.5) et xn est un sommet adja
ent à ∆ − 1 feuilles dans T .On note FT = {x1, · · · , x∆−1} l'ensemble des ∆ − 1 feuilles voisines de xn dans T .On ordonne alors les sommets de T de telle sorte que la distan
e entre xi et xndans T soit une fon
tion dé
roissante en i. Ce
i nous assure que ϕi a 
olorié au plus
∆−1 voisins de xi+1 pour i < n. Cha
un des ϕi sera 
onstruit à partir de ϕi−1 aprèsquelques modi�
ations minimes de ϕi−1.Lemme 2.2.12Soit G un graphe de degré maximum ∆ > 8 muni d'un ordre sur les sommets 
ommedé�ni pré
édemment et soit ϕi (1 6 i 6 ∆−2) une 
oloration partielle a
y
lique quia 
olorié les sommets x1, x2, · · · , xi en utilisant au plus f(∆) = ∆2−5∆

2
+2×⌊∆−1

2
⌋+3
ouleurs. Supposons que Lxi+1

= (1, 1, . . . , 1) (où l, 1 6 l 6 ∆ − 1, représente lenombre de 1) ou Lxi+1
= (n1, n2, . . . , nk, 1, . . . , 1) (tels que n1 > n2 > . . . > nk > 2,

k > 0 et 1 6 l 6 ∆ − 2 représente le nombre de 1). Alors il existe une 
olorationa
y
lique ϕi+1 de G[{x1, x2, · · · , xi+1}] qui utilise au plus f(∆) 
ouleurs.Démonstration. Si Lxi+1
= (1, 1, . . . , 1), nous pouvons remarquer qu'il su�t de
olorier proprement xi+1 (
e qui est possible 
ar ∆ − 1 < f(∆) pour tout ∆ > 8).Supposons alors que Lxi+1
= (n1, n2, . . . , nk, 1, . . . , 1) (n1 > n2 > . . . > nk > 2).Nous pouvons avant tout remarquer que k 6

⌊

∆−1−l
2

⌋. Soit SNcj(xi+1) l'ensembledes voisins 
oloriés de xi+1 ave
 la 
ouleur cj et soit |SNcj(xi+1)| = nj . Pour toutsommet y ∈ SNcj(xi+1) ave
 nj > 2, si y a ∆ − 1 voisins 
oloriés ayant tous des
ouleurs distin
tes, alors nous pouvons 
hanger la 
ouleur de y de telle sorte que
ette nouvelle 
ouleur n'apparaît pas parmi les voisins de xi+1. Ce qui est possiblepuisque nous pouvons nous assurer que y 6∈ FT (y ne peut pas être x1, x2, · · · , x∆−1puisque y a ∆− 1 voisins 
oloriés et xi+1 n'est pas xn). De plus, le 
hangement de
ouleur de y dans 
e 
as ne peut pas 
réer de 
y
le bi
olorié puisque nous avons
k + l +∆− 1 < f(∆) pour ∆ > 8 (1) (la preuve de 
ette inégalité et des suivantessera proposée dans le paragraphe 2.2.5.3).De la même façon, pour tout z dans SNcj(xi+1), si le nombre de 
ouleurs di�é-rentes utilisées par les voisins de z est ∆ − 2 ou ∆ − 3, nous pouvons 
hanger la
ouleur de z en une 
ouleur non utilisée par les voisins de xi+1 telle que la 
olorationobtenue 
onserve l'a
y
li
ité dans SNcj (xi+1). Nous pouvons pro
éder de 
ette façonsi z 6∈ FT . Cependant nous pouvons remarquer qu'au plus un sommet de FT est 
o-lorié cj . Ce 
hangement de 
ouleur est possible 
ar f(∆) > (k+ l)+(∆−2)+⌊∆−1

2
⌋pour ∆ > 8 (2) et f(∆) > (k + l) + (∆− 3) + 3⌊∆−1

2
⌋ pour ∆ > 8 (3).Dans la nouvelle 
oloration partielle, nous avons au plus k ⌊∆−2

2

⌋

+(∆− 1− k−
l)
⌊

∆−4
2

⌋ 
ouleurs interdites pour xi+1 a�n d'éviter toute 
réation de 
y
les bi
oloriés38



2.2. Graphes de degré maximum bornéet ⌊∆−1−l
2

⌋

+ l 
ouleurs supplémentaires pour respe
ter la 
ondition de 
olorationpropre. Nous avons alors au plus ∆2−4∆−l∆+5l+2k+3
2


ouleurs interdites pour 
olorier
xi+1. De plus, 
omme ∆2−4∆−l∆+5l+2k+3

2
< f(∆) pour ∆ > 8 (4), nous avons une
ouleur libre pour étendre ϕ à xi+1. ✷2.2.5.2 Preuve du Théorème 2.2.4Soit T un arbre 
ouvrant de G enra
iné en xn 
onformément au Théorème 2.2.5et soit FT = {x1, x2, · · · , x∆−1} l'ensemble des feuilles voisines de xn sur T . Nous
ommençons par 
olorier 
es ∆− 1 feuilles ave
 ∆− 1 
ouleurs distin
tes. À 
haqueétape nous supposons que ϕ est une 
oloration partielle a
y
lique de l'ensemble dessommets A = {x1, x2, · · · , xi}, nous montrerons qu'il est possible de trouver une
oloration partielle a
y
lique ϕ′ sur A ∪ {xi+1} en opérant quelques modi�
ationssur ϕ si né
essaire. Durant la pro
édure 
ertains sommets peuvent être re
oloriés,par 
ontre, les 
ouleurs attribuées aux sommets de FT ne seront pas modi�ées.Soit A(xi+1) l'ensemble des voisins de xi+1 dans A. Supposons que les 
ouleurs

c1, · · · , cj sont utilisées dans A(xi+1) et 
haque 
ouleur ck (1 6 k 6 j) est utilisée
nk fois. Si nk = 1 pour un k quel
onque, alors nous pouvons 
on
lure à l'aide duLemme 2.2.12. Soient xk1 , xk2 , · · · , xknk

les sommets de A(xi+1) 
oloriés ck. Si pourun 
ertain j un des sommets parmi xkj 6∈ FT a plus de ∆ − 4 voisins parmi A
oloriés ave
 des 
ouleurs di�érentes, alors nous pouvons re
olorier 
e sommet ave
une 
ouleur di�érente de 
elles utilisées par les autres sommets de A(xi+1). Ce
iétant possible grâ
e aux inégalités suivantes :
f(∆) > k + (∆− 1) pour ∆ > 8 ave
 k 6 ⌊∆−1

2
⌋ (5)

f(∆) > k + (∆− 2) + ⌊∆−1
2

⌋ pour ∆ > 8 ave
 k 6 ⌊∆−1
2

⌋ (6)
f(∆) > k + (∆− 3) + 3⌊∆−1

2
⌋ pour ∆ > 8 ave
 k 6 ⌊∆−1

2
⌋ (7).Après 
es re
olorations de sommets nous pourrons appliquer le Lemme 2.2.12et ainsi obtenir une f(∆)-
oloration a
y
lique de G.Sinon il y a au plus k + k

⌊

∆−2
2

⌋

+ (∆− 1 − k)
⌊

∆−4
2

⌋

< f(∆) (8), ave
 ∆ > 8,
ouleurs interdites pour xk et nous avons alors un 
hoix valide de 
ouleur pour xk.À 
e stade de la 
oloration, nous avons obtenu une 
oloration a
y
lique de
G\{xn} telle que x1, x2, . . . , x∆−1 utilisent ∆ − 1 
ouleurs distin
tes. Il nousreste à 
olorier xn et pour 
ela nous devons 
onsidérer deux 
as :1. Cas Lxn

= (1, 1, . . . , 1). Dans 
e 
as nous avons ∆ 
ouleurs distin
tes. Il su�tde 
olorier proprement xn (
e qui est possible 
ar ∆ < f(∆) pour tout ∆ > 8).2. Cas Lxn
= (2, 1, . . . , 1). Dans 
e 
as nous avons ∆− 1 
ouleurs distin
tes (etexa
tement une 
ouleur qui apparaît deux fois). Nous devons nous interdireau plus 2(∆−1)
2


ouleurs a�n d'éviter toute 
réation de 
y
le bi
olorié, et ∆− 1
ouleurs supplémentaires pour 
onserver la 
ondition de 
oloration propre.Nous devons alors nous interdire au plus 2(∆−1) 
ouleurs pour pouvoir étendre
ϕ à xn. Ce qui est possible puisque 2(∆− 1) < f(∆) pour tout ∆ > 8. 39



Chapitre 2. Coloration a
y
liqueCe qui termine la preuve du Théorème 2.2.4.À noter que le Théorème 2.2.3 se démontre de la même façon.2.2.5.3 Preuves des inégalités (1) à (8)Pour 
ommen
er nous pouvons rappeler que pour tout α ∈ R :
⌊α⌋ 6 α < ⌊α⌋ + 1Preuve de (1) :Remarquons que ∆2 − 7∆ + 5 > 0 pour tout ∆ > 8. D'où,

∆2 − 7∆ + 5 > 0 =⇒ ∆2 − 6∆ + 3 + 2−∆ > 0

=⇒ ∆2 − 6∆ + 3− l > 0 par
e que 1 6 l 6 ∆− 2

=⇒ 3∆ + l − 3 < ∆2 − 3∆

=⇒
∆− 1− l

2
+ l +∆− 1 <

∆2 − 5∆

2
+ 2×

(

∆− 1

2
− 1

)

+ 3

=⇒

⌊

∆− 1− l

2

⌋

+ l +∆− 1 <
∆2 − 5∆

2
+ 2×

⌊

∆− 1

2

⌋

+ 3

=⇒ k + l +∆− 1 < f(∆)Preuve de (2) :Remarquons que ∆2 − 8∆ + 8 > 0 pour tout ∆ > 8. D'où,
∆2 − 8∆ + 8 > 0 =⇒ ∆2 − 7∆ + 6 + 2−∆ > 0

=⇒ ∆2 − 7∆ + 6− l > 0 par
e que 1 6 l 6 ∆− 2

=⇒ 4∆ + l − 6 < ∆2 − 3∆

=⇒
∆− 1− l

2
+ l +∆− 2 +

∆− 1

2
<

∆2 − 3∆

2

=⇒ k + l +∆− 2 +

⌊

∆− 1

2

⌋

< f(∆)Preuve de (3) :Remarquons que ∆2 − 10∆ + 12 > 0 pour tout ∆ > 9. D'où,
∆2 − 10∆ + 12 > 0 =⇒ ∆2 − 9∆ + 10 + 2−∆ > 0

=⇒ ∆2 − 9∆ + 10− l > 0 par
e que 1 6 l 6 ∆− 2

=⇒
∆− 1− l

2
+ l +∆− 3 + 3×

∆− 1

2
<

∆2 − 3∆

2

=⇒ k + l +∆− 3 + 3×

⌊

∆− 1

2

⌋

< f(∆)40



2.3. Graphes planaires sans 
y
les de longueurs donnéesPour ∆ = 8, le membre de gau
he est k + l + 14 et f(∆) = 21, et l'inégalité sedéduit du fait que k + l 6 6. (remarquons que k + l 6 ∆− 2)Preuve de (4) :Remarquons que (∆− 4)l − 2 > 0 pour ∆ > 8 et l > 1. D'où,
(∆− 4)l − 2 > 0 =⇒ ∆− 1− l < ∆− 5l + l∆− 3

=⇒ −4∆ + 2k + 3 + 5l − l∆ < −3∆

=⇒
∆− 1− l

2
+ l + k

∆− 2

2
+ (∆− 1− k − l)×

∆− 4

2
<

∆2 − 3∆

2

=⇒

⌊

∆− 1− l

2

⌋

+ l + k

⌊

∆− 2

2

⌋

+ (∆− 1− k − l)

⌊

∆− 4

2

⌋

< f(∆)Preuves de (5), (6), (7) : nous pouvons remarquer que les inégalités (1), (2), (3) sontvalides pour l = 0.Preuve de (8) :Appelons FC(u) = k+k
⌊

∆−2
2

⌋

+(∆−1−k)
⌊

∆−4
2

⌋ le nombre de 
ouleurs que nousdevons éviter pour étendre la 
oloration à u. Rappelons que f(∆) = ∆2−5∆
2

+ 2 ×
⌊∆−1

2
⌋ + 3.Supposons tout d'abord que ∆ est pair. Soit, ∆ = 2n ave
 n ∈ N.D'où, f(∆) = 2n2 − 3n + 1 et FC(u) 6 2n2 − 3n. Nous pouvons alors remarquerque pour tout n ∈ N, FC(u) < f(∆).Supposons maintenant que ∆ est impair. Soit, ∆ = 2n+ 1 ave
 n ∈ N.D'où, f(∆) = 2n2− n+1 et FC(u) 6 2n2 − 2n. Nous pouvons alors remarquer quepour tout n ∈ N, FC(u) < f(∆).2.3 Graphes planaires sans 
y
les de longueursdonnéesÀ noter qu'il existe de nombreux résultats sur la 
oloration a
y
lique par listes[32, 75, 76, 77℄. Dans 
ette partie nous nous 
on
entrons sur la 3-
oloration a
y
liquepar listes et démontrons nos deux prin
ipaux résultats :Tout graphe planaire sans 
y
le de longueurs 4 à 12 est a
y
liquement 3-liste
oloriable.Soit G un graphe planaire. Si G satisfait une des 
onditions suivantes :1. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 10, et d∆(G) > 22. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 9, et d∆(G) > 33. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 8, et d∆(G) > 5 41



Chapitre 2. Coloration a
y
lique
uv

r

s t(a) Le sommet t est un 3∗-sommet etle sommet v est lié à la 3-fa
e [rst]

uv

r w

s t(b) Les deux 3-fa
es [rst] et [uvw]sont liéesFigure 2.4: Exemples de sommets et de fa
es liés.4. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 7, et d∆(G) > 7alors G est a
yliquement 3-liste 
oloriable.Commençons par introduire quelques notations né
essaires à la 
ompréhensionde 
e qui va suivre.Soit v ∈ V (G), on note ni(v) le nombre de i-sommets adja
ents à v pour i > 1,et m3(v) le nombre de 3-fa
es in
identes à v. Un 3-sommet est appelé 3∗-sommet s'ilest in
ident à une 3-fa
e et adja
ent à un 2-sommet (par exemple sur la Figure 2.4(a),le sommet t est un 3∗-sommet). Une 3-fa
e [rst] telle que d(r) = d(s) = d(t) = 3et telle que r, s ou t est un 3∗-sommet est appelée une 3∗-fa
e. Deux 3-fa
es [rst]et [uvw] sont appelées liées s'il existe une arête tv qui relie 
es deux 3-fa
es tel que
d(t) = d(v) = 3 (
f. Figure 2.4(b)). Un sommet v est lié à une 3-fa
e [rst] s'il existeune arête entre v et autre sommet de la frontière de [rst], disons t, tel que d(t) = 3(par exemple sur la Figure 2.4(b), le sommet v est lié à la 3-fa
e [rst]). Notons n∗(v)le nombre de 3∗-fa
es liées à v.2.3.1 Graphes planaires sans 
y
les de longueurs donnéesPour prouver le Théorème 2.1.20 nous raisonnons par 
ontradi
tion. Supposonsque H est un 
ontre-exemple d'ordre minimum (en terme de nombre de sommets) auThéorème 2.1.20. Soit L une a�e
tation de liste ave
 |L(v)| = 3 pour tout v ∈ V (H)telle que H n'admet pas de L-
oloration a
y
lique.Sans perte de généralité nous pouvons supposer que H est 
onnexe. Tout d'abordétudions les propriétés stru
turelles de H puis en utilisant la formule d'Euler et unepro
édure de dé
hargement nous aboutirons à une 
ontradi
tion.2.3.1.1 Propriétés stru
turelles de HLemme 2.3.1Le 
ontre-exemple d'ordre minimum H au Théorème 2.1.20 possède les propriétéssuivantes :(C1) H ne 
ontient pas de 1-sommets.(C2) Une 3-fa
e n'a pas de 2-sommet sur sa frontière.42



2.3. Graphes planaires sans 
y
les de longueurs données
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Figure 2.5: Con�gurations rédu
tibles.(C3) Un 2-sommet n'est pas adja
ent à un 2-sommet.(C4) Une 3-fa
e a au plus un 3∗-sommet sur sa frontière.(C5) Une 3-fa
e [rst] telle que d(r) = d(s) = d(t) = 3 est liée à au plus une 3∗-fa
e.(C6) Deux 3∗-fa
es ne peuvent pas être liées.Démonstration.(C1) Supposons que H 
ontient un 1-sommet u adja
ent à un sommet v. Par mini-malité de H , le graphe H ′ = H \{u} admet une L-
oloration a
y
lique c. Pourétendre 
ette 
oloration à H il su�t de 
olorier u ave
 c(u) ∈ L(u) \ {c(v)}.La 
oloration obtenue est a
y
lique, une 
ontradi
tion.(C2) Supposons que H 
ontient un 2-sommet u in
ident à une 3-fa
e [uvw]. Parminimalité de H , le graphe H ′ = H \ {u} admet une L-
oloration a
y
lique
c. Nous pouvons étendre la 
oloration à H en 
oloriant u ave
 c(u) ∈ L(u) \
{c(v), c(w)}.(C3) Supposons que H 
ontient un 2-sommet u adja
ent à un 2-sommet v. Soient
t et w les autres voisins de u et v respe
tivement. Par minimalité de H , legraphe H ′ = H \{u} admet une L-
oloration a
y
lique c. Nous étendons 
ette
oloration à H . Supposons dans un premier temps que c(t) 6= c(v). Alors il 43



Chapitre 2. Coloration a
y
liquesu�t de 
olorier u ave
 c(u) ∈ L(u) \ {c(t), c(v)}. Supposons dans un se
ondtemps que c(t) = c(v), nous 
olorions u ave
 c(u) ∈ L(u) \ {c(v), c(w)}. Dansles deux 
as, la 
oloration obtenue est a
y
lique, une 
ontradi
tion.(C4) Supposons que H 
ontient une 3-fa
e [rst] ave
 deux 3∗-sommets s et t. Sup-posons que t (resp. s) est adja
ent à un 2-sommet v (resp. x) ave
 v 6= r, s par(C2) (resp. x 6= r, t). Soit u (resp. y) l'autre voisin de v (resp. x) tel que u 6= r, s(resp. y 6= r, t). Par minimalité de H , le graphe H ′ = H \ {v} admet une L-
oloration a
y
lique c. Nous étendons 
ette 
oloration àH . Si c(u) 6= c(t), alorsnous 
olorions v ave
 une 
ouleur di�érente de c(u) et de c(t), la 
olorationobtenue est a
y
lique. Sinon, c(u) = c(t). Si possible, nous 
olorions v ave

c(v) ∈ L(v) \ {c(t), c(r), c(s)}. Si on ne peut pas 
olorier v, 
ela signi�e que,sans perte de généralité, L(v) = {1, 2, 3}, c(u) = c(t) = c(x) = 1, c(r) = 2et c(s) = c(y) = 3. Nous observons alors que né
essairement L(t) = {1, 2, 3}(sinon on pourrait re
olorier t ave
 α ∈ L(t) \ {1, 2, 3} puis 
olorier v propre-ment). De la même manière L(s) = {1, 2, 3} et L(x) = {1, 2, 3}. À 
e stadenous re
olorions t ave
 la 
ouleur 3, s ave
 la 
ouleur 1 et x ave
 la 
ouleur 2,en�n nous 
olorions v ave
 la 
ouleur 2. On peut remarquer que la 
olorationobtenue est a
y
lique.(C5) Supposons que H 
ontient une 3-fa
e [rst] in
idente à trois 3-sommets tels quedeux d'entre eux sont liés à deux 3∗-fa
es [ijk] et [lmn]. Supposons que [ijk]et [lmn] sont liées à [rst] par les arêtes sj et tl, respe
tivement. Appelons yle troisième voisin de i, x le troisième voisin de r, et p le troisième voisin de
m. Supposons que le 2-sommet u (resp. v) est adja
ent à k et z (resp. n et
w). Par minimalité de H , le graphe H ′ = H \ {v} admet une L-
olorationa
y
lique c. Nous étendons 
ette 
oloration à H . Si c(w) 6= c(n), alors nous
olorions v ave
 une 
ouleur di�érente de c(w) et c(n), la 
oloration obtenueest a
y
lique. Sinon, c(w) = c(n). Si possible, nous 
olorions v ave
 c(v) ∈
L(v) \ {c(n), c(l), c(m)}. Si on ne peut pas 
olorier v, 
ela signi�e que, sansperte de généralité, L(v) = {1, 2, 3} = L(l) = L(m), c(w) = c(n) = c(t) =
c(p) = 1, puis en permutant les 
ouleurs de l et m, nous sommes assurés que
L(r) = {1, 2, 3} = L(s) et c(x) = c(j) = 1, alors en permutant les 
ouleurs de
r et s, nous pouvons a�rmer que L(i) = {1, 2, 3} = L(k), c(y) = c(u) = 1,et c(z) ∈ {2, 3}. Soit α = {2, 3} \ {c(z)}. Nous re
olorions k, s, l, v ave
 α et
m, r, i ave
 c(z). La 
oloration obtenue est a
y
lique.(C6) Supposons que H 
ontient deux 3∗-fa
es [rst] et [ijk] qui sont liées par l'arête
sj. Appelons y le troisième voisin de i et x le troisième voisin de r. Supposonsque le 2-sommet u (resp. v) est adja
ent à k et z (resp. t et w). Par minimalitéde H , le graphe H ′ = H \ {v} admet une L-
oloration a
y
lique c. Nousétendrons 
ette 
oloration à H . Si c(w) 6= c(t), alors nous 
olorions v ave
 une
ouleur di�érente de c(w) et c(t), la 
oloration obtenue est a
y
lique. Sinon,
c(w) = c(t). Si possible, nous 
olorions v ave
 c(v) ∈ L(v) \ {c(t), c(r), c(s)}.Si on ne peut pas 
olorier v, 
ela signi�e que, sans perte de généralité, L(v) =
{1, 2, 3} = L(r) = L(s), c(w) = c(t) = c(x) = c(j) = 1, et en permutantles 
ouleurs de r et s, nous sommes 
ertains que L(i) = {1, 2, 3} = L(k),
c(y) = c(u) = 1, et c(z) ∈ {2, 3}. Soit α = {2, 3} \ {c(z)}. Nous re
olorions44



2.3. Graphes planaires sans 
y
les de longueurs données
k, s, v ave
 α et r, i ave
 c(z). La 
oloration obtenue est a
y
lique.

✷Nous 
hoisissons un plongement de H tel que toutes les fa
es sont de taille 3 ouau moins 13, 
e qui est possible d'après le Lemme 2.3.2 puisque H 
ontient au moinsun 
y
le de longueur stri
tement supérieure à 3 (sinon H 
ontiendrait un 1-sommetou deux 2-sommets adja
ents, 
e qui 
ontredirait (C1) et (C3)).Lemme 2.3.2Soit H un graphe planaire 
onnexe sans 
y
le de longueurs 4 à i (i > 4). Si H
ontient un 
y
le de longueur au moins i+ 1, alors il existe un plongement dans leplan tel que 
haque fa
e de H est soit de taille 3, soit de taille au moins i+ 1.Démonstration. Soit H un graphe planaire 
onnexe sans 
y
le de longueurs 4 à i(i > 4) 
ontenant un 
y
le de longueur au moins i+1. SiH est 2-
onnexe, alors, pour
haque plongement de H , toutes les fa
es sont entourées par un 
y
le, 
e qui prouvele résultat. Supposons alors que H est 1-
onnexe. Soient S1, . . . , Sk l'ensemble des
omposantes 2-
onnexes maximales de H tel que S1 
ontient un 
y
le de longueurau moins i + 1 et tel que pour tout j, ave
 2 6 j 6 k, il existe l < j tel que Sjpartage un sommet ave
 Sl. Nous allons maintenant dé
rire la 
onstru
tion d'un telplongement de H dans le plan en k étapes. À 
haque étape s, nous obtiendrons unplongement Ss du graphe induit par les sommets de S1, . . . , Ss tel que (P1) 
haquefa
e est de taille 3 ou au moins de taille i + 1 et (P2) 
haque sommet est in
identà une fa
e de taille au moins i + 1. Le plongement attendu sera donné par Sk. Al'étape 1, S1 est donné par un plongement de S1 dans le plan et S1 véri�e (P1) et(P2). À l'étape s, Ss partage un sommet x ave
 le graphe Ss−1. Le sommet x dans
Ss−1 est in
ident à une fa
e de taille au moins i + 1, appelons 
ette fa
e f . Nousplongeons Ss sur f et soit Ss le plongement obtenu. On peut alors remarquer que
Ss satisfait (P1) et (P2). À l'étape k, nous obtenons un plongement de H tel que
ha
une de ses fa
es est soit de taille 3 soit de taille au moins i+ 1. ✷Lemme 2.3.3Soit H un graphe planaire 
onnexe à n sommets, m arêtes et f fa
es. Alors, nousavons l'égalité suivante :

∑

v∈V (H)

(11d(v)− 26) +
∑

f∈F (H)

(2r(f)− 26) = −52 (2.1)Démonstration. La formule d'Euler n − m + f = 2 peut être réé
rite 
ommesuit (22m− 26n) + (4m − 26f) = −52. La relation ∑

v∈V (H)

d(v) =
∑

f∈F (H)

r(f) = 2m
omplète la preuve. ✷2.3.1.2 Pro
édure de dé
hargementSoit H un 
ontre-exemple d'ordre minimum au Théorème 2.1.20. Alors, H véri�ele Lemme 2.3.1.Nous 
onsidérons une fon
tion poids ω : V (H) ∪ F (H) −→ R dé�nie par
ω(x) = 11d(x) − 26 si x ∈ V (H) et par ω(x) = 2r(x) − 26 si x ∈ F (H). On 45



Chapitre 2. Coloration a
y
liquepeut en déduire par l'équation (2.1) que la somme totale des poids est égale à −52.Nous dé�nissons alors des règles de dé
hargement (R1) et (R2) (voir 
i-après) puisredistribuons les poids suivant 
es règles. Une fois la pro
édure de dé
hargementterminée, une nouvelle fon
tion poids ω∗ est 
réée. Cependant, la somme totaledes poids est in
hangée. Nous allons alors prouver que ω∗(x) > 0 pour tout x ∈
V (H) ∪ F (H). Ce qui va nous 
onduire à la 
ontradi
tion suivante :

0 6
∑

x∈V (H)∪F (H)

ω∗(x) =
∑

x∈V (H)∪F (H)

ω(x) = −52 < 0ainsi nous aurons démontré qu'au
un 
ontre-exemple n'existe.Tout d'abord 
ommençons par dé�nir les règles de dé
hargement de la façonsuivante :(R1.1) Chaque >3-sommet v donne 2 à 
haque 2-sommet adja
ent.(R1.2) Chaque >4-sommet v donne 9 à 
haque 3-fa
e in
idente et 1 à 
haque 3∗-fa
eliée.(R2.1) Chaque 3∗-sommet v donne 5 à sa 3-fa
e in
idente.(R2.2) Chaque 3-sommet v, qui n'est pas un 3∗-sommet et qui n'est pas lié à une
3∗-fa
e, donne 7 à sa 3-fa
e in
idente (s'il en existe une).(R2.3) Chaque 3-sommet v, qui est un 3∗-sommet et qui est lié à une 3∗-fa
e, donne1 à 
haque 3∗-fa
e liée et donne 6 à sa 3-fa
e in
idente (s'il en existe une).Pour 
ompléter la démonstration il nous reste à montrer que la nouvelle fon
tion

ω∗(x) est à valeurs positives pour tout x ∈ V (H) ∪ F (H).Soit v ∈ V (H) un k-sommet. Alors par (C1), k > 2.Cas k = 2. On a ω(v) = −4 et v est adja
ent à deux >3-sommets par (C3).Par (R1.1), ω∗(v) = −4 + 2 · 2 = 0.Cas k = 3. On a ω(v) = 7. Puisque H ne 
ontient pas de 4-
y
les, v estin
ident à au plus une 3-fa
e. Supposons pour 
ommen
er que v n'est pasin
ident à une 3-fa
e. Alors par (R1.1) et (R2.3), v donne au plus 3 fois une
harge de 2. D'où, ω∗(v) > 7 − 3 · 2 > 1. Supposons maintenant que v estin
ident à une 3-fa
e. Si v est un 3∗-sommet, alors ω∗(v) = 7− 5− 2 = 0 par(R1.1) et (R2.1). Si v est lié à une 3∗-fa
e alors ω∗(v) > 7 − 6 − 1 = 0 par(R2.3). En�n si v n'est ni adja
ent à un 2-sommet ni lié à une 3∗-fa
e alors
ω∗(v) = 7− 7 = 0 par (R2.2).Cas k > 4. On a ω(v) = 11k − 26. On peut remarquer que par (C1), (C2) etles dé�nitions de n∗(v) et de sommets liés que :

m3(v) 6

⌊

k

2

⌋ et k − 2m3(v) > n2(v) + n∗(v)

k > 2m3(v) + n2(v) + n∗(v) (2.2)46



2.3. Graphes planaires sans 
y
les de longueurs données

     

2 2

2V≥ 3V ≥ 3V(a) Chaque >3-sommet v donne 2 à 
haque 2-sommet adja
ent
     

1

9

≥ 4V

(b) Chaque >4-sommet vdonne 9 à 
haque 3-fa
e in-
idente et 1 à 
haque 3∗-fa
eliée
5

2

(
) Chaque 3∗-sommet v donne 5 àsa 3-fa
e in
idente 7
6= 2V

3V non lié à une 3
∗
-face(d) Chaque 3-sommet v, quin'est pas un 3∗-sommet qui n'estpas lié à une 3∗-fa
e, donne 7 àsa 3-fa
e in
idente

     

6

1

(e) Chaque 3-sommet v, quiest un 3∗-sommet et qui estlié à une 3∗-fa
e, donne 1 à
haque 3∗-fa
e liée et donne6 à sa 3-fa
e in
identeFigure 2.6: Règles de dé
hargement.
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Chapitre 2. Coloration a
y
liqueIl suit par (R1.1), (R1.2) et l'équation (2.2) que :
ω∗(v) = 11k − 26− 9m3(v)− n∗(v)− 2n2(v)

> 11k − 26− 9m3(v)−
9

2
n∗(v)−

9

2
n2(v)

> 11k − 26−
9

2
k

>
13

2
k − 26

> 0Supposons que f est une k-fa
e. Alors, k = 3 ou k > 13 par hypothèse.Cas k > 13. On a ω∗(f) = ω(f) = 2k − 26 > 0.Cas k = 3. On a ω(f) = −20. Soit f = [rst]. Par (C2), f n'est pas in
idente àun 2-sommet ; d'où, d(r) > 3, d(s) > 3, d(t) > 3. Par (C4), f est in
idente à auplus un 3∗-sommet. On peut remarquer que si un des sommets r, s, t est un >4-sommet, alors par (R1.2) (R2.1) (R2.2) (R2.3) ω∗(f) > −20 + 9 + 5 + 6 = 0.Supposons alors que d(r) = d(s) = d(t) = 3 et notons r0, s0, t0 les autresvoisins de r, s, t, respe
tivement. Supposons que f est une 3∗-fa
e et que r estson unique 3∗-sommet. Par (C6) ni s ni t n'est lié à une 3∗-fa
e. De plus, s0 et
t0 donnent 1 à f par (R1.2) et (R2.3). D'où ω∗(f) = −20+5+2 · 7+2 · 1 = 1.Supposons maintenant que f n'est pas une 3∗-fa
e. Par (C5) au plus un sommetparmi r, s et t est lié à une 3∗-fa
e. D'où ω∗(f) > −20 + 6 + 2 · 7 = 0, par(R1.2), (R2.2) et (R2.3).Nous avons prouvé que pour tout x ∈ V (H) ∪ F (H), ω∗(x) > 0. Ce qui terminela démonstration du Théorème 2.1.20.2.3.2 Graphes planaires sans triangles pro
hesDans 
ette partie nous proposons de nouvelles 
onditions su�santes de 3-
oloration a
y
lique par listes, a�nant ainsi le résultat obtenu au Théorème 2.1.20.Nous démontrons que tout graphe planaire G est a
yliquement 3-liste 
oloriable s'ilvéri�e une des 
onditions suivantes :1. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 10, et d∆(G) > 22. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 9, et d∆(G) > 33. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 8, et d∆(G) > 54. G ne 
ontient pas de 
y
le de longueurs 4 à 7, et d∆(G) > 7

d∆(G) désigne la distan
e minimale (en terme de nombre d'arêtes) qui séparedeux triangles dans G.2.3.2.1 PréliminairesSoient G un 
ontre-exemple d'ordre minimum au Théorème 2.1.22 et L une listetelle que G ne soit pas a
y
liquement L-
oloriable.48



2.3. Graphes planaires sans 
y
les de longueurs donnéesLemme 2.3.4 ([14, 15, 53, 75℄)Le 
ontre-exemple G ne 
ontient pas :1. de 1-sommets,2. deux 2-sommets adja
ents,3. de 3-sommets adja
ents à deux 2-sommets,4. de 4-sommets adja
ents à trois 2-sommets,5. de triangles xyz ave
 d(x) = 2,6. de triangles xyz tel que d(x) = d(y) = 3, et x et y sont adja
ents à un 2-sommet,7. de 
haîne xyz tel que d(x) = d(y) = d(z) = 3, et tel que x, y, z sont adja
entsà des 2-sommets.Les preuves des Lemmes 2.3.4.1, 2.3.4.2, 2.3.4.5 sont triviales. Les Lemmes2.3.4.3, 2.3.4.4 sont prouvés dans [75℄, le Lemme 2.3.4.6 dans [14, 53℄, et le Lemme2.3.4.7 dans [15℄.Lemme 2.3.5Soit G un graphe planaire 
onnexe à n sommets, m arêtes et f fa
es. Soit k > 2,nous avons l'égalité suivante :
∑

v∈V (G)

((k − 2)d(v)− 2k) +
∑

f∈F (G)

(2r(f)− 2k) = −4k (2.3)Démonstration. La formule d'Euler n−m+ f = 2 peut être réé
rite ainsi ((2k−
4)m − 2kn) + (4m − 2kf)) = −4k. La relation ∑

v∈V (H)

d(v) =
∑

f∈F (H)

r(f) = 2m
omplète la preuve. ✷Nous montrerons que G a un plongement qui ne satisfait pas la formule d'Euler.La 
ontradi
tion 
omplètera la preuve. Nous 
hoisissons un plongement de G tel quetoutes les fa
es sont de taille 3 ou au moins 11 (resp. 10, 9, 8), 
e qui est possibled'après le Lemme 2.3.2 puisque G 
ontient au moins un 
y
le de taille > 3 (sinon
G 
ontiendrait un 1-sommet ou deux 2-sommets adja
ents, 
e qui 
ontradirait leLemme 2.3.4).2.3.2.2 Preuve du Théorème 2.1.22.1Soit G un 
ontre-exemple d'ordre minimum au Théorème 2.1.22.1. Le graphe Gvéri�e le Lemme 2.3.4 et l'Equation (2.4) (on �xe k = 11 dans l'Equation (2.3)) :

∑

v∈V (G)

(9d(v)− 22) +
∑

f∈F (G)

(2r(f)− 22) = −44 (2.4)Nous utilisons une pro
édure de dé
hargement. Nous dé�nissons une fon
tionpoids ω : V (G) ∪ F (G) → R par ω(x) = 9d(x) − 22 si x ∈ V (G) et ω(x) = 49



Chapitre 2. Coloration a
y
lique
2r(x)− 22 si x ∈ F (G). On en déduit de l'Equation (2.4) que la somme totale despoids est égale à−44. Nous dé�nissons des règles de dé
hargement puis redistribuonsles poids suivant 
es règles établies. Une fois la pro
édure de dé
hargement terminéenous aurons 
réé une nouvelle fon
tion poids ω∗. Toutefois, la somme totale despoids reste in
hangée pendant la pro
édure. Nous montrerons alors que pour tout
x ∈ V (G) ∪ F (G), ω∗(x) > 0, 
e qui nous 
onduira à la 
ontradi
tion suivante :

0 6
∑

x∈V (G)∪F (G)

ω∗(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

ω(x) = −44 < 0 (2.5)
e qui prouvera qu'au
un 
ontre-exemple existe.Notre pro
édure de dé
hargement se déroule en deux étapes :Étape 1. Chaque >3-sommet donne 2 à 
haque 2-sommet adja
ent.Une fois l'Étape 1 terminée, nous 
ontinuons ave
 l'Étape 2 :Étape 2. Chaque >3-sommet v in
ident à un triangle T donne ω′(v) à T . Chaque >3-sommet v à distan
e exa
tement 1 d'un triangle lui donne ω′(v)/nT (v), où
ω′(x) est la nouvelle 
harge de x ∈ V (G)∪F (G) (après l'Étape 1) et nT (v) lenombre de triangles à distan
e exa
tement 1 de v.Soit v un k-sommet. Par le Lemme 2.3.4.1, k > 2.Cas k = 2 On a ω(v) = −4. Par le Lemme 2.3.4.2, v est adja
ent à des >3-sommets. D'où, ω′(v) = −4 + 2 · 2 = 0 d'après l'Étape 1. Les sommets dedegré 2 ne sont pas 
on
ernés par l'Étape 2 ; d'où, ω∗(v) = 0.Cas k = 3 On a ω(v) = 5. Par le Lemme 2.3.4.3, v est adja
ent à au plus un 2-sommet. Si v est adja
ent à un 2-sommet, alors ω′(v) = 5−2 = 3 et ω′(v) = 5sinon. Par l'Étape 2, ω∗(v) > 0.Cas k = 4 On a ω(v) = 14. Par le Lemme 2.3.4.4, v est adja
ent à au plusdeux 2-sommets. Si v est adja
ent à deux (resp. un, zéro) 2-sommets, alors
ω′(v) = 14− 2 · 2 = 10 (resp. 12, 14). D'où par l'Étape 2, ω∗(v) > 0.Cas k > 5 On a ω(v) = 9k − 22. Le sommet v donne 2 à 
haque 2-sommetpendant l'Étape 1. Don
 ω′(v) > 9k − 22 − 2k = 7k − 22 > 13. Don
 parl'Étape 2, ω∗(v) > 0.D'où, après les étapes 1 et 2, nous obtenons : ∀v ∈ V (G), ω∗(v) > 0. Nouspouvons remarquer qu'à la �n de l'Étape 1, 
haque >3-sommet peut donner (au
ours de l'Étape 2) au moins 3

2
à 
haque triangle qui se trouve à distan
e exa
tement1. Soit f une k-fa
e. Trivialement si k > 11, alors ω∗(f) = ω(f) = 2r(f)− 22 > 0.Supposons que f est une 3-fa
e xyz telle que d(x) 6 d(y) 6 d(z). Par le Lemme2.3.4.5, d(x) > 3. Au début nous avons, ω(f) = −16. Considérons deux 
as :(1) Si d(z) > 4, alors les sommets x, y, z donnent au moins 3+ 3+ 10 à f et don


ω∗(f) > 0.(2) Supposons alors que d(x) = d(y) = d(z) = 3. Par le Lemme 2.3.4.6, au plus unsommet parmi x, y, z est adja
ent à un 2-sommet. Si l'un de 
es sommets estadja
ent à un 2-sommet, par exemple x, alors x donne 3 à f , et 
ha
uns des50



2.3. Graphes planaires sans 
y
les de longueurs donnéessommets y et z donnent 5 à f . Supposons maintenant que y et z sont adja
entsà deux sommets distin
ts, disons y1 et z1 (di�érents de x, y, z), 
ha
un donne aumoins 3
2
à f par l'observation pré
édente. D'où ω∗(f) > −16+3+2·5+2· 3

2
> 0.Si au
un des sommets x, y, z est adja
ent à un 2-sommet, nous obtenons de lamême manière ω∗(f) > −16 + 3 · 5 + 3 · 3

2
> 0.À l'issue des Étapes 1 et 2, nous avons : ∀x ∈ V (G) ∪ F (G), ω∗(x) > 0. La
ontradi
tion obtenue par l'Equation (2.5) 
omplète la démonstration.2.3.2.3 Preuve du Théorème 2.1.22.2Soit G un 
ontre-exemple d'ordre minimum au Théorème 2.1.22.2. Le graphe Gvéri�e le Lemme 2.3.4 et l'Equation (2.6) (on �xe k = 10 dans l'Equation (2.3)) :

∑

v∈V (G)

(4d(v)− 10) +
∑

f∈F (G)

(r(f)− 10) = −20 (2.6)Similairement à la preuve du Théorème 2.1.22.1, nous utilisons une pro
édurede dé
hargement. Nous dé�nissons une fon
tion poids ω : V (G) ∪ F (G) → R par
ω(x) = 4d(x)− 10 si x ∈ V (G) et ω(x) = r(x)− 10 si x ∈ F (G). On en déduit del'Equation (2.6) que la somme totale des poids est égale à −20. Nous dé�nissons desrègles de dé
hargement puis redistribuons les poids suivant 
es règles établies. Unefois la pro
édure de dé
hargement terminée nous aurons 
réé une nouvelle fon
tionpoids ω∗. Toutefois, la somme totale des poids reste in
hangée pendant la pro
édure.Nous montrerons alors que pour tout x ∈ V (G) ∪ F (G), ω∗(x) > 0, 
e qui nous
onduira à la 
ontradi
tion suivante :

0 6
∑

x∈V (G)∪F (G)

ω∗(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

ω(x) = −20 < 0 (2.7)Notre pro
édure de dé
hargement se déroule en deux étapes :Étape 1. Chaque >3-sommet donne 1 à 
haque 2-sommet adja
ent.Une fois l'Étape 1 terminée, nous 
ontinuons ave
 l'Étape 2 :Étape 2. Chaque >3-sommet v à distan
e au plus 1 d'un triangle lui donne ω′(v)/nT (v),où ω′(x) est la nouvelle 
harge de x ∈ V (G)∪F (G) (après l'Étape 1) et nT (v)le nombre de triangles à distan
e exa
tement 1 de v.On peut remarquer qu'un sommet peut être à distan
e (au plus) 1 d'au plus untriangle.Soit v un k-sommet. Par le Lemme 2.3.4.1, k > 2.Cas k = 2 On a ω(v) = −2. Par le Lemme 2.3.4.2, v est adja
ent à des >3-sommets. D'où, ω′(v) = −2 + 2 · 1 = 0 d'après l'Étape 1. Par l'Étape 2,
ω∗(v) > 0. 51



Chapitre 2. Coloration a
y
liqueCas k = 3 On a ω(v) = 2. Par le Lemme 2.3.4.3, v est adja
ent à au plus un 2-sommet. Si v est adja
ent à un 2-sommet, alors ω′(v) = 2−1 = 1 et ω′(v) = 2sinon. Par l'Étape 2, ω∗(v) > 0.Cas k = 4 On a ω(v) = 6. Par le Lemme 2.3.4.4, v est adja
ent à au plusdeux 2-sommets. Si v est adja
ent à deux (resp. un, zéro) 2-sommets, alors
ω′(v) = 6− 2 · 1 = 4 (resp. 5, 6). D'où par l'Étape 2, ω∗(v) > 0.Cas k > 5 On a ω(v) = 4k − 10. Le sommet v donne 1 à 
haque 2-sommetpendant l'Étape 1. Don
 ω′(v) > 4k− 10− k = 3k− 10 > 5. Don
 par l'Étape2, ω∗(v) > 0.D'où, après les étapes 1 et 2, nous obtenons : ∀v ∈ V (G), ω∗(v) > 0. Nouspouvons remarquer qu'à la �n de l'Étape 1, 
haque >3-sommet peut donner (au
ours de l'Étape 2) au moins 1 à 
haque triangle (s'il y en a) qui se trouve à distan
eexa
tement 1.Soit f une k-fa
e. Trivialement si k > 10, alors ω∗(f) = ω(f) = r(f)− 10 > 0.Supposons que f est une 3-fa
e xyz telle que d(x) 6 d(y) 6 d(z). Nous avons

ω(f) = −7 et par le Lemme 2.3.4.5, d(x) > 3. De plus par le Lemme 2.3.4.6, nousen déduisons que si x et y sont des 3-sommets, alors au plus l'un deux est adja
entà un 2-sommet. Si d(z) > 4, alors ω∗(f) > −7 + 1+ 2+ 4 = 0. Supposons alors que
d(x) = d(y) = d(z) = 3. Sans perte de généralité, nous 
onsidérons deux 
as : (1) xest adja
ent à un 2-sommet, (2) x n'est pas adja
ent à un 2-sommet.(1) Le sommet x donne 1 à f ; les sommets y et z donnent 2 à f . De plus, lesvoisins y1, z1 ( 6= x, y, z) de y, z respe
tivement sont distin
ts et 
ha
un d'euxdonne au moins 1 à f . D'où, ω∗(f) > −7 + 1 + 2 · 2 + 2 · 1 = 0.(2) Les sommets x, y, z donnent 
ha
uns 2 à f . De plus, les voisins x1, y1, z1 (6=

x, y, z) de x, y, z respe
tivement sont distin
ts et 
ha
un d'eux donne au moins1 à f . D'où, ω∗(f) > −7 + 3 · 2 + 3 · 1 > 0.À l'issue des Étapes 1 et 2, nous avons : ∀x ∈ V (G) ∪ F (G), ω∗(x) > 0. La
ontradi
tion obtenue par l'Equation (2.7) 
omplète la démonstration.2.3.2.4 Preuve du Théorème 2.1.22.3Soit G un 
ontre-exemple d'ordre minimum au Théorème 2.1.22.3. Le graphe Gvéri�e le Lemme 2.3.4 et l'Equation (2.8) (on �xe k = 9 dans l'Equation (2.3)) :
∑

v∈V (G)

(7d(v)− 18) +
∑

f∈F (G)

(2r(f)− 18) = −36 (2.8)Dé�nissons une fon
tion poids ω : V (G) ∪ F (G) → R par ω(x) = 7d(x)− 18si x ∈ V (G) et ω(x) = 2r(x) − 18 si x ∈ F (G). D'après l'Equation (2.8) quela somme totale des poids est égale à −36. Dé�nissons des règles de dé
hargementpuis redistribuons les poids suivant 
es règles établies. Une fois la pro
édure dedé
hargement terminée nous aurons 
réé une nouvelle fon
tion poids ω∗. La sommetotale des poids reste in
hangée pendant la pro
édure. Nous montrerons alors quepour tout x ∈ V (G) ∪ F (G), ω∗(x) > 0, 
e qui nous 
onduira à la 
ontradi
tionsuivante :52



2.3. Graphes planaires sans 
y
les de longueurs données
0 6

∑

x∈V (G)∪F (G)

ω∗(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

ω(x) = −36 < 0 (2.9)Notre pro
édure de dé
hargement se déroule en deux étapes :Étape 1. Chaque >3-sommet donne 2 à 
haque 2-sommet adja
ent.Une fois l'Étape 1 terminée, nous 
ontinuons ave
 l'Étape 2 :Étape 2. Chaque >3-sommet v à distan
e au plus 2 d'un triangle lui donne ω′(v)/nT (v),où ω′(x) est la nouvelle 
harge de x ∈ V (G)∪F (G) (après l'Étape 1) et nT (v)le nombre de triangles à distan
e exa
tement 1 de v.Nous remarquons qu'un sommet peut être à distan
e (au plus) 2 d'au plus untriangle.Soit v un k-sommet. Par le Lemme 2.3.4.1, k > 2.Cas k = 2 On a ω(v) = −4. Par le Lemme 2.3.4.2, v est adja
ent à des >3-sommets. D'où, ω′(v) = −4 + 2 · 2 = 0 d'après l'Étape 1. Par l'Étape 2,
ω∗(v) > 0.Cas k = 3 On a ω(v) = 3. Par le Lemme 2.3.4.3, v est adja
ent à au plus un 2-sommet. Si v est adja
ent à un 2-sommet, alors ω′(v) = 3−2 = 1 et ω′(v) = 3sinon. Par l'Étape 2, ω∗(v) > 0.Cas k = 4 On a ω(v) = 10. Par le Lemme 2.3.4.4, v est adja
ent à au plusdeux 2-sommets. Si v est adja
ent à deux (resp. un, zéro) 2-sommets, alors
ω′(v) = 10− 2 · 2 = 6 (resp. 8, 10). D'où par l'Étape 2, ω∗(v) > 0.Cas k > 5 On a ω(v) = 7k − 18. Le sommet v donne 2 à 
haque 2-sommetpendant l'Étape 1. Don
 ω′(v) > 7k − 18 − 2k = 5k − 18 > 7. Don
 parl'Étape 2, ω∗(v) > 0.D'où, après les étapes 1 et 2, nous obtenons : ∀v ∈ V (G), ω∗(v) > 0. Nouspouvons remarquer qu'à la �n de l'Étape 1, 
haque >3-sommet peut donner (au
ours de l'Étape 2) au moins 1 à 
haque triangle (s'il y en a) qui se trouve à distan
eau plus 2.Soit f une k-fa
e. Trivialement si k > 9, alors ω∗(f) = ω(f) = 2r(f)− 18 > 0.Supposons que f est une 3-fa
e xyz telle que d(x) 6 d(y) 6 d(z). Nous avons

ω(f) = −12 et par le Lemme 2.3.4.5, d(x) > 3. Soient xx1x2, yy1y2, et zz1z2 lestrois 2-
haînes sommets disjoints qui 
ontiennent x, y, z respe
tivement (de telles
haînes existent puiqu'il n'y a pas de 
y
le de longueurs 4 à 8). De plus par leLemme 2.3.4.6, nous en déduisons que si x et y sont des 3-sommets, alors au plusl'un deux est adja
ent à un 2-sommet. Si d(y) > 4, alors les sommets y et z peuventdonner 
ha
un au moins 6 et ω∗(f) > 0. On suppose alors que d(x) = d(y) = 3.Tout d'abord, on 
onsidère que d(z) > 4. Si x et y ne sont pas adja
ents à un2-sommet, alors les sommets x, y, z donne au moins 1, 3, 6 respe
tivement et lessommets x2, y1 donnent au moins 2 · 1 ; d'où, ω∗(f) > −12 + 1 + 3 + 6 + 2 · 1 > 0.Supposons maintenant que d(x) = d(y) = d(z) = 3. Sans perte de généralité, nous
onsidérons deux 
as : (1) x est adja
ent à un 2-sommet, (2) x n'est pas adja
ent àun 2-sommet. 53



Chapitre 2. Coloration a
y
lique(1) Le sommet x donne 1 à f ; les sommets y et z donnent 3 à f . Si l'un dessommets parmi x2, y1, y2, z1, z2 est un >4-sommet, alors ω∗(f) > 0. Supposonsalors que x2, y1, y2, z1, z2 sont de degré au plus 3. Par les Lemmes 2.3.4.2 et2.3.4.6, nous avons d(x2) = d(y1) = d(z1) = 3. D'après le Lemme 2.3.4.3,
y2 et z2 peuvent être 
hoisis de telle sorte que d(y2) = d(z2) = 3 (les deuxvoisins de y1 (resp. z1) di�érents de y (resp. z) ne peuvent être tous les deuxde degré 2). Don
 x2, y1, z1, y2, et z2 donnent 
ha
un 1 à f . D'où, ω∗(f) >
−12 + 1 + 2 · 3 + 5 · 1 = 0.(2) Les sommets x, y, z donnent 
ha
un 3 à f . De même, si l'un des sommets
x1, x2, y1, y2, z1, z2 est >4-sommet, alors ω∗(f) > 0. Supposons alors que
d(x1) = d(y1) = d(z1) = 3. Don
 x1, y1, et z1 donnent 
ha
un 1 à f . D'où,
ω∗(f) > −12 + 3 · 3 + 3 · 1 > 0.À l'issue des Étapes 1 et 2, nous avons : ∀x ∈ V (G) ∪ F (G), ω∗(x) > 0. La
ontradi
tion obtenue par l'Equation (2.9) 
omplète la démonstration.2.3.2.5 Preuve du Théorème 2.1.22.4Soit G un 
ontre-exemple d'ordre minimum au Théorème 2.1.22.4. Le graphe Gvéri�e le Lemme 2.3.4 et l'Equation (2.10) (on �xe k = 8 dans l'Equation (2.3)) :

∑

v∈V (G)

(3d(v)− 8) +
∑

f∈F (G)

(r(f)− 8) = −16 (2.10)Dé�nissons une fon
tion poids ω : V (G) ∪ F (G) → R par ω(x) = 3d(x)− 8 si
x ∈ V (G) et ω(x) = r(x)− 8 si x ∈ F (G). On en déduit de l'Equation (2.10) quela somme totale des poids est égale à −16. Dé�nissons des règles de dé
hargementpuis redistribuons les poids suivant 
es règles établies. Une fois la pro
édure dedé
hargement terminée nous aurons 
réé une nouvelle fon
tion poids ω∗. La sommetotale des poids reste in
hangée pendant la pro
édure. Nous montrerons alors quepour tout x ∈ V (G) ∪ F (G), ω∗(x) > 0, 
e qui nous 
onduira à la 
ontradi
tionsuivante :

0 6
∑

x∈V (G)∪F (G)

ω∗(x) =
∑

x∈V (G)∪F (G)

ω(x) = −16 < 0 (2.11)Notre pro
édure de dé
hargement se déroule en deux étapes :Étape 1. Chaque >3-sommet donne 1 à 
haque 2-sommet adja
ent.Une fois l'Étape 1 terminée, nous 
ontinuons ave
 l'Étape 2 :Étape 2. Chaque >3-sommet v à distan
e au plus 3 d'un triangle lui donne ω′(v)/nT (v),où ω′(x) désigne la nouvelle 
harge de x ∈ V (G) ∪ F (G) (après l'Étape 1) et
nT (v) le nombre de triangles à distan
e exa
tement 1 de v.54



2.3. Graphes planaires sans 
y
les de longueurs donnéesNous remarquons qu'un sommet peut être à distan
e (au plus) 3 d'au plus untriangle.Soit v un k-sommet. Par le Lemme 2.3.4.1, k > 2.Cas k = 2 On a ω(v) = −2. Par le Lemme 2.3.4.2, v est adja
ent à des >3-sommets. D'où, ω′(v) = −2 + 2 · 1 = 0 d'après l'Étape 1. Par l'Étape 2,
ω∗(v) > 0.Cas k = 3 On a ω(v) = 1. Par le Lemme 2.3.4.3, v est adja
ent à au plus un 2-sommet. Si v est adja
ent à un 2-sommet, alors ω′(v) = 1−1 = 0 et ω′(v) = 1sinon. Par l'Étape 2, ω∗(v) > 0.Cas k = 4 On a ω(v) = 10. Par le Lemme 2.3.4.4, v est adja
ent à au plusdeux 2-sommets. Si v est adja
ent à deux (resp. un, zéro) 2-sommets, alors
ω′(v) = 4− 2 · 1 = 2 (resp. 3, 4). D'où par l'Étape 2, ω∗(v) > 0.Cas k > 5 On a ω(v) = 3k − 8. Le sommet v donne 1 à 
haque 2-sommetpendant l'Étape 1. Don
 ω′(v) > 3k − 8 − k = 2k − 8 > 2. Don
 par l'Étape2, ω∗(v) > 0.D'où, après les étapes 1 et 2, nous obtenons : ∀v ∈ V (G), ω∗(v) > 0. Nouspouvons remarquer qu'à la �n de l'Étape 1, 
haque >3-sommet peut donner (au
ours de l'Étape 2) au moins 1 à 
haque triangle (s'il y en a) qui se trouve à distan
eau plus 2. Observons également que :(1) 
haque >4-sommet peut donner au moins 2 au triangle (s'il y en a) à distan
eau plus 3 au 
ours de l'Étape 2, (2) un 3-sommet non adja
ent à un 2-sommet peutdonner 1 au triangle (s'il y en a) à distan
e au plus 3 au 
ours de l'Étape 2, et (3)l'unique 
on�guration de sommets qui ne peut pas donner est un 3-sommet adja
entà un 2-sommet. On en déduit alors par le Lemme 2.3.4.7 :Observation 2.3.6Soit rst une 2-
haîne 
omposée de >3-sommets. Alors au moins un des sommets qui
ompose la 
haîne a une 
harge d'au moins 1 après l'Étape 1.Soit f une k-fa
e. Trivialement, si k > 8, alors ω∗(f) = ω(f) = r(f)− 8 > 0.Soient xx1x2x3, yy1y2y3, et zz1z2z3 trois 3-
haînes sommets disjoints qui
ontiennent x, y, z respe
tivement (de telles 
haînes existent puisqu'il n'y a pas de
y
le de longueurs 4 à 7). Nous avons ω(f) = −5.Nous 
onsidérerons di�érents 
as en fon
tion des degrés de x, y, et z :Considérons le 
as d(x) = 3, d(y) = 3, d(z) > 4, et d(x1) = 2. Pendant l'Étape 2,

y et z donnent 1 et au moins 2 respe
tivement. Si au moins un des sommets parmi
y1, y2, y3 est de degré au moins 4, alors ω∗(f) = −5 + 1 + 2 + 2 = 0. Supposonsalors que d(yi) 6 3 pour i = 1, 2, 3. D'après les Lemmes 2.3.4.2, 2.3.4.3, 2.3.4.5,et 2.3.4.6, nous pouvons 
hoisir les sommets yi tels que d(yi) = 3 pour i = 1, 2, 3(puisqu'un 3-sommet est adja
ent à au plus un 2-sommet). Par l'Observation 2.3.6,nous sommes assurés qu'au moins un sommet parmi y1, y2, y3 a une 
harge d'aumoins 1 après l'Étape 1. Ce poids est alors transféré à f pendant l'Étape 2. De lamême manière par le Lemme 2.3.4.2, x2 est de degré au moins 3. Si d(x2) > 4, alors
ω∗(f) = −5 + 1+ 2+ 1+ 2 > 0. Supposons alors que d(x2) = 3. Soit x′

3 le troisièmevoisin de x2 (puisqu'il n'y a pas de 
y
les de longueurs 4 à 7, x′
3 est di�érent de 55



Chapitre 2. Coloration a
y
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x, y, z, x1, x2, x3, y1, y2, y3, z1, z2, z3). Du Lemme 2.3.4.3, on en déduit que d(x3) > 3et d(x′

3) > 3. D'où d'après l'Observation 2.3.6, au moins un sommet parmi x3, x
′
3a une 
harge d'au moins 1 à la �n de l'Étape 1. Ce poids est alors transféré à fpendant l'Étape 2. D'où, ω∗(f) > −5 + 1 + 2 + 1 + 1 = 0.Considérons le 
as d(x) = 3, d(y) = 3, d(z) > 4, et d(x1) > 3, d(y1) > 3.Pendant l'Étape 2, x, y et z donnent 1, 1, et au moins 2 respe
tivement. Si au moinsun des sommets parmi x1, x2, x3, y1, y2, y3 est de degré au moins 4, alors ω∗(f) =

−5 + 1 + 1 + 2 + 2 > 0. Supposons alors que d(xi) 6 3 et d(yi) 6 3 pour i = 1, 2, 3.Par les Lemmes 2.3.4.2, 2.3.4.3, 2.3.4.5, et 2.3.4.6, nous pouvons 
hoisir les sommets
xi et yi tels que d(xi) = 3 et d(yi) = 3 pour i = 1, 2, 3. D'où par l'Observation2.3.6, nous sommes assurés qu'au moins un sommet parmi x1, x2, x3 (resp. y1, y2, y3)a une 
harge d'au moins 1 après l'Étape 1. Ce poids est alors transféré à f pendantl'Étape 2. D'où, ω∗(f) = −5 + 1 + 1 + 2 + 1 + 1 > 0.Considérons le 
as d(x) = d(y) = d(z) = 3, et d(x1) = 2. Pendant l'Étape 2, freçoit 1 de y et 1 de z. Nous montrerons dans un premier temps que 
ha
une des
haînes y1y2y3 et z1z2z3 donne au moins 1 à f . Considérons y1y2y3. Si au moins undes sommets parmi y1, y2, y3 est de degré au moins 4, alors 
ette 
haîne donneraau moins 1 à f . Sinon, par les Lemmes 2.3.4.2, 2.3.4.3, 2.3.4.5, et 2.3.4.6, nouspouvons supposer que d(yi) = 3 pour i = 1, 2, 3. D'où par l'Observation 2.3.6, noussommes assurés qu'au moins un sommet parmi y1, y2, y3 a une 
harge d'au moins1 à la �n de l'Étape 1. De la même manière, la 
haîne z1z2z3 au moins 1 à f .Par le Lemme 2.3.4.2, x2 est de degré au moins 3. Si d(x2) > 4, alors ω∗(f) =
−5 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2 > 0. Supposons alors que d(x2) = 3. Soit x′

3 le troisièmevoisin de x2 (puisqu'il n'y a pas de 
y
les de longueurs 4 à 7, x′
3 est di�érent de

x, y, z, x1, x2, x3, y1, y2, y3, z1, z2, z3). Du Lemme 2.3.4.3, on en déduit que d(x3) > 3et d(x′
3) > 3. D'où d'après l'Observation 2.3.6, au moins un sommet parmi x3, x

′
3a une 
harge d'au moins 1 à la �n de l'Étape 1. Ce poids est alors transféré à fpendant l'Étape 2. D'où, ω∗(f) = −5 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 0.Considérons le 
as d(x) = d(y) = d(z) = 3, et d(x1) > 3, d(y1) > 3, d(z1) > 3.En utilisant le même type d'arguments, on peut prouver que ω∗(f) > −5 + 1 + 1 +

1 + 1 + 1 + 1 > 0.À l'issue des Étapes 1 et 2, nous avons : ∀x ∈ V (G) ∪ F (G), ω∗(x) > 0. La
ontradi
tion obtenue par l'Equation (2.11) 
omplète la démonstration.2.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons montré que pour tout graphe véri�ant 5 6 ∆ 6 16,nous avons χa(G) 6 f(∆) (voir Théorème 2.1.6). La preuve s'appuie sur un ordre de
oloration dé�ni sur les sommets du graphe. Pour les petites valeurs de ∆, 
et ordrenous permet d'obtenir des majorations intéressantes de χa(G). Cependant 
e mêmeordre, tel que nous l'utilisons, nous empê
he de diminuer le nombre 
hromatiquea
y
lique de manière signi�
ative pour les grandes valeurs de ∆.Con
ernant la 3-liste 
oloration a
y
lique, les résultats que nous obtenons (Théo-rèmes 2.1.20 et 2.1.22) sont basés sur des te
hniques de dé
hargement lo
al. Ces56



2.4. Con
lusionte
hniques ne nous permettent pas d'améliorer nos résultats. En utilisant des te
h-niques de dé
hargement global, Borodin et Ivanova [19℄ ont prouvé que :Tout graphe planaire sans 
y
le de longueurs 4 à 11 est a
y
liquement 3-liste
oloriable.Nous 
on
luons ave
 quelques problèmes spé
i�ques.Question 1Peut-on trouver des graphes de degré maximum ∆, 5 6 ∆ 6 100 (∆ petit), tels que
χa(G) > ∆+ 1 ?Question 2Prouver que tout graphe planaire sans 
y
le de longueurs 4 à i est a
y
liquement3-liste 
oloriable pour 6 6 i 6 10.Question 3Prouver que tout graphe planaire de maille au moins 6 est a
y
liquement 3-liste
oloriable.Question 4Étant donné i > 6, existe-t-il une 
onstante d telle que tout graphe planaire sans
y
le de longueurs 4 à i ave
 d∆(G) > d est a
y
liquement 3-liste 
oloriable. Pour idonné, si d existe, quelle est la plus petite valeur de d ?
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Contenu3.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603.2 Complexité de la 
oloration forte d'arêtes pour les graphes pla-naires sub
ubiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.2.1 Complexité de la 4-COLORATION FORTE d'arêtes . . 643.2.2 Complexité de la 5-COLORATION FORTE d'arêtes . . 663.2.3 Complexité de la 6-COLORATION FORTE d'arêtes . . 683.3 Graphes sub
ubiques de degré moyen maximum borné . . . . . . 753.3.1 Preuve du Théorème 3.1.5.1 . . . . . . . . . . . . . . . . 763.3.2 Preuve du Théorème 3.1.5.2 . . . . . . . . . . . . . . . . 793.3.3 Preuve du Théorème 3.1.5.3 . . . . . . . . . . . . . . . . 823.3.4 Preuve du Théorème 3.1.5.4 . . . . . . . . . . . . . . . . 843.4 Graphes planaires sub
ubiques sans 
y
les de longueurs données 863.4.1 Propriétés stru
turelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 873.4.2 Pro
édure de dé
hargement . . . . . . . . . . . . . . . . 883.5 Graphes planaires extérieurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 903.6 Con
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Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes3.1 Introdu
tionUne k-
oloration d'arêtes à distan
e 2 (k ∈ N, n > 1) d'un graphe G est uneappli
ation c : E(G) −→ {1, · · · , k} de l'ensemble des arêtes E(G) de G dansl'ensemble {1, · · · , k} de telle sorte que deux arêtes adja
entes ou adja
entes à unemême arête reçoivent des 
ouleurs di�érentes. L'indi
e 
hromatique fort de G, noté
χ′
s(G), est le plus petit entier k tel que G admet une k-
oloration d'arêtes à distan
e2. Ce type de 
oloration peut être par exemple utilisé pour modéliser un problèmed'allo
ation de fréquen
es dans les réseaux radio [9, 78, 79, 80℄. D'autres appli
a-tions de 
e type de 
oloration existent, nous renvoyons le le
teur aux référen
essuivantes [68, 89℄.Dans 
ette partie nous nous intéresserons à la majoration de l'indi
e 
hromatiquefort en fon
tion de ∆. Une majoration naturelle est donnée par χ′

s(G) 6 2∆(∆−1)+
1. En e�et, si on veut 
olorier une arête quel
onque uv d'un graphe G, il faut éviterles ∆−1 
ouleurs des arêtes in
identes à v et ∆−1 
ouleurs pour 
ha
une des arêtesin
identes à 
es mêmes arêtes in
identes à v (Figure 3.1). Il faut don
 éviter∆(∆−1)
ouleurs du �
�té� de v. Par symétrie, on obtient le même nombre de 
ouleurs à éviterdu �
�té� de u. Ce qui nous fournit la majoration χ′

s(G) 6 2∆(∆− 1) + 1.
     

∆− 1

∆− 1

∆− 1

∆

u v

Figure 3.1: χ′
s(G) 6 2∆(∆− 1) + 1En 1985, Erd®s et Ne²et°il ont 
onje
turé au 
ours d'une 
onféren
e à Pragueque :Conje
ture 3.1.1 (Erd®s et Ne²et°il, 1985)Tout graphe G véri�e χ′

s(G) 6 5
4
∆2 si ∆ (le degré maximum du graphe) est pair et

χ′
s(G) 6 1

4
(5∆2 − 2∆ + 1) si ∆ est impair.De plus, ils ont au 
ours de 
ette même 
onféren
e proposé une 
onstru
tion degraphes tels que χ′

s(G) = 5
4
∆2 si ∆ est pair et χ′

s(G) = 1
4
(5∆2 − 2∆ + 1) si ∆ estimpair (
f. Figure 3.2). La 
onstru
tion de tels graphes est la suivante :Si ∆ est pair, on rempla
e 
haque sommet qui 
ompose un 
y
le de taille 5 parun stable 
omposé de ∆/2 sommets. Ensuite on relie 
haque sommet de 
es60



3.1. Introdu
tion
inq stables de telle sorte que deux sommets de deux stables di�érents sontreliés si et seulement si les sommets du 
y
le de taille 5 initial sont adja
ents.Si ∆ est impair, on rempla
e deux sommets adja
ents d'un 
y
le de taille 5par deux stables 
omposés de (∆ + 1)/2 sommets. Les trois autres sommetsdu 
y
le sont rempla
és par des stables de taille (∆ − 1)/2. On relie 
haquesommet de la même façon que pour le 
as ∆ pair.
k

k

k

kk

k

k

k

k + 1 k + 1

∆ = 2k + 1, χ′
s = 5k2 + 4k + 1∆ = 2k, χ′

s = 5k2Figure 3.2: Constru
tions d'Erd®s et Ne²et°il.La Conje
ture 3.1.1 a été véri�ée en 1992 pour ∆ 6 3, indépendamment parAndersen et Horák et al. [4, 59℄. Faudree et al. ont également 
onje
turé [40℄ quetout graphe planaire sub
ubique G (i.e. de degré maximum au plus 3) est tel que
χ′
s(G) 6 9. Si 
ette 
onje
ture est vraie, alors 
ette majoration est la meilleure pos-sible 
ar la 
oloration d'arêtes à distan
e 2 du prisme né
essite au moins 9 
ouleurs(
f. Figure 3.3). Lorsque ∆ = 4, Cranston [33℄ a prouvé que 22 
ouleurs étaientsu�santes. La borne inférieure issue de la 
onstru
tion d'Erd®s et Ne²et°il est de 20
ouleurs.

Figure 3.3: Le prisme P tel que χ′
s(P ) = 9Si on résume la situation, à l'aide d'un algorithme glouton on obtient χ′

s(G) ≃
2∆2 et en s'appuyant sur la Conje
ture d'Erd®s et Ne²et°il, nous avons : χ′

s(G) ≃
5
4
∆2.La meilleure amélioration de 
e �fa
teur 2� est due à Molloy et Reed.Théorème 3.1.2 (M. Molloy et B. Reed, 1997 [72℄)Si G est un graphe de degré maximum ∆, alors χ′

s(G) 6 1, 998∆2 (pour ∆ su�sam-ment grand).Quant à Faudree et al. [40℄ ils se sont intéressés à la 
lasse des graphes planaireset ont démontré que : 61



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtesThéorème 3.1.3 (Faudree et al., 1990 [40℄)Si G est un graphe planaire de degré maximum ∆, alors χ′
s(G) 6 4∆ + 4. De plus,pour tout ∆ > 2, on peut 
onstruire un graphe G tel que χ′

s(G) = 4∆ − 4 (
f.Figure 3.4).

··
·

··
·

· · ·· · ·

Figure 3.4: χ′
s(G) = 4∆ − 4Faudree et al. [39℄ ont également 
onje
turé que les graphes bipartis sont telsque χ′

s(G) 6 ∆2.Nous avons étudié la famille des graphes planaires extérieurs et nous avons ob-tenu que :Théorème 3.1.4Tout graphe planaire extérieur G de degré maximum ∆ > 3 est tel que χ′
s(G) 6

3∆− 3. De plus, pour tout ∆ > 3, il existe un graphe G tel que χ′
s(G) = 3∆− 3.Nous nous sommes également intéressés à la question de la 
oloration forted'arêtes des graphes sub
ubiques en déterminant des majorations de χ′

s en fon
-tion du degré moyen maximum. Nous avons prouvé le résultat suivant :Théorème 3.1.5Soit G un graphe sub
ubique :1. Si mad(G) < 15
7
, alors χ′

s(G) 6 6.2. Si mad(G) < 27
11
, alors χ′

s(G) 6 7.3. Si mad(G) < 13
5
, alors χ′

s(G) 6 8.4. Si mad(G) < 36
13
, alors χ′

s(G) 6 9.Rappelons que la maille d'un graphe G est la longueur d'un plus petit 
y
le
ontenu dans G. Étant donné que tout graphe planaire de maille au moins g véri�emad(G) <
2g

g − 2
, nous obtenons le 
orollaire suivant :Corollaire 3.1.6Soit G un graphe planaire sub
ubique de maille g :1. Si g > 30, alors χ′

s(G) 6 6.2. Si g > 11, alors χ′
s(G) 6 7.62



3.1. Introdu
tion3. Si g > 9, alors χ′
s(G) 6 8.4. Si g > 8, alors χ′
s(G) 6 9.Nous avons également étudié la 
oloration forte d'arêtes des graphes sub
ubiquessans 
y
les de longueurs données, et nous avons démontré :Théorème 3.1.7Soit G un graphe planaire sub
ubique sans 
y
les de longueurs 6 à 11, alors χ′

s(G) 6
9. Mahdian a prouvé que le problème de déterminer si pour toute maille �xée, ungraphe biparti admet une 
oloration d'arêtes à distan
e 2 utilisant au plus k 
ouleurs,ave
 k > 4, est un problème NP-
omplet [69℄. Pour 
ela, il a utilisé une rédu
tiondepuis le problème de k-COLORATION propre d'un graphe qui est NP-
ompletpour k > 3 [46℄. Eri
kson et al. ont prouvé que le problème reste un problème NP-
omplet dans le 
as des graphes bipartis de degré maximum 3, de maille 6 et pour
k = 5 [38℄. On peut remarquer qu'au
un résultat ne 
on
erne la famille des graphesplanaires.Nous présenterons di�érents résultats de NP-
omplétude pour la 
lasse desgraphes planaires sub
ubiques, 
e qui permettra de légitimer les 
onditions su�-santes de 6-
oloration forte d'arêtes que nous allons établir. Avant de présenter nosrésultats, rappelons quelques notions importantes pour la suite.Le problème de k-COLORATION FORTE d'arêtes est dé�ni de la façon sui-vante :INSTANCE : Un graphe G et un entier naturel non nul k.QUESTION : Est-
e que G admet une 
oloration forte d'arêtes ave
 au plus k
ouleurs ?Le problème de 3-COLORATION est dé�ni de la manière suivante :INSTANCE : Un graphe G.QUESTION : Est-
e que G est 
oloriable (proprement) ave
 au plus trois 
ou-leurs ?Le problème de 3-COLORATION est 
onnu 
omme étant NP-
omplet même lors-qu'on se restreint à la 
lasse des graphes planaires de degré maximum 4 [46℄.Voi
i un aperçu de nos résultats :Théorème 3.1.8Le problème de 4-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour les graphesplanaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maille quel
onque �xée.Théorème 3.1.9Le problème de 5-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour les graphesplanaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 8, et pour les graphes planairessub
ubiques de maille 9. 63



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtesThéorème 3.1.10Le problème de 6-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour les graphesplanaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 4.3.2 Complexité de la 
oloration forte d'arêtes pourles graphes planaires sub
ubiques3.2.1 Complexité de la 4-COLORATION FORTE d'arêtesRappelons le résultat que nous démontrons dans 
ette partie.Le problème de 4-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour lesgraphes planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maille quel
onque �xée.Démonstration. Le problème est dans NP puisqu'on peut véri�er en temps poly-nomial, pour une 
oloration d'arêtes donnée, s'il s'agit ou non d'une 
oloration forted'arêtes. Nous prouvons le théorème par rédu
tion depuis la 3-COLORATION desgraphes planaires de degré maximum 4.
x

y
t

z

2

3

41 1Figure 3.5: Couleur for
ée
1 1(a) Nombre impair de 
lauses 1 1 1(b) Nombre pair de 
lausesFigure 3.6: Transport d'une 
ouleurNous pouvons tout d'abord 
onstater, dans le 
adre de la 4-
oloration forted'arêtes, que sur le graphe de la Figure 3.5 les arêtes xy, zt vont re
evoir les mêmes
ouleurs. En dupliquant plusieurs 
opies de 
e graphe 
omme indiqué sur les Fi-gures 3.6(a), 3.6(b), nous pouvons augmenter la distan
e entre les arêtes qui vontutiliser la même 
ouleur. De plus, en 
hoisissant un nombre pair ou impair de 
opiesdu graphe de la Figure 3.5, nous pouvons for
er les deux sommets aux extrémitésdu graphe 
onstruit de façon à 
e qu'ils fassent partie d'une même bipartition dugraphe ou pas. Sur les Figures 3.6(a) et 3.6(b), les bipartitions sont représentées pardes petits et des gros sommets.Nous sommes maintenant prêts à 
onstruire le sous-gadget générique M (Fi-gure 3.7) qui sera utilisé au 
ours de notre rédu
tion. Nous pouvons égalementvéri�er, en étudiant un à un tous les 
as, et par simple permutation des 
ouleurs64



3.2. Complexité de la 
oloration forte d'arêtes pour les graphes planaires sub
ubiques
1

1

2

3

3

4 11

3

4

2

1 323x4w2v

y

1u43

42 3 3

1
2

1

3

3

3

M

3 3

2 2

3

Figure 3.7: Sous-gadget Mque la 4-
oloration forte d'arêtes de M , représentée sur la Figure 3.7, est unique. Parexemple, on peut s'en aper
evoir en 
oloriant sur la Figure 3.7 uv ave
 1, vw ave
2, wx ave
 4 et vy ave
 3. La 
ouleur des arêtes restantes est alors for
ée. De plus
M est biparti (la bipartition est représentée sur la �gure par des petits et des grossommets) et a une maille arbitraire d'une taille aussi grande que nous souhaitons.

M M M

3 3

x1

y11

y21
3 3x2

y12 y22

3

3
x3

y13 y23

x4

y24

y14

3 3 3

3 3 3 3 3 3

2 2 2

2

2 2

2

2 Q

x4y24 y14

x2y12 y22

x1

y11

y21

x3

y23

y13

Figure 3.8: Gadget de sommet Q
Qu Qv

xi1 1

y1i

y2i

3 33

33

xj2 2

y2j

y1j

Figure 3.9: Connexion de gadgets de sommets dans G′Considérons un graphe planaireG et de degré maximum 4, nous allons 
onstruireun graphe G′ de la façon suivante. Chaque sommet v de G est rempla
é par une 65



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes
opie Qv du graphe Q représenté sur la Figure 3.8 qui 
ontient trois 
opies du sous-gadget M . Nous pouvons aussi remarquer que dans la mesure où M est biparti et demaille quel
onque (�xée), alors Q est aussi biparti et de maille quel
onque (�xée).Pour toute arête uv de G, nous 
hoisissons un indi
e i pour Qu et j pour Qv, puisnous joignons xi de Qu ave
 xj de Qv, nous relions aussi un des sommets pris parmi
y1i , y2i ave
 un des sommets pris parmi y1j , y2j . Ces 
onnexions sont établies ave
 unnombre aussi grand que l'on veut de 
lauses 
omme indiqué sur la Figure 3.9. Onpeut remarquer que les liaisons entre les sommets se font de telle sorte que le grapheobtenu est planaire. De plus, par 
onstru
tion le graphe obtenu G′ est biparti et demaille arbitrairement grande.Nous dirons que la 
ouleur de Q est la 
ouleur des arêtes in
identes aux sommets
xi de Q (la 
ouleur 2 sur la Figure 3.8). De même, la 
ouleur interdite de Q est la
ouleur des arêtes in
identes à y1i et y2i (la 
ouleur 3 sur la Figure 3.8).La Figure 3.9 montre que pour toute arête uv ∈ G, Qu et Qv sont porteurs de
ouleurs di�érentes et ont la même 
ouleur interdite. De plus, 
omme G est 
onnexealors toutes les 
opies de Q ont la même 
ouleur interdite, par exemple la 
ouleur3, de 
e fait, au
une 
opie de Q n'est 
oloriée 3.Si G est 3-
oloriable, alors pour tout sommet v ∈ G, nous pouvons a�e
ter la
ouleur de v à Qv puis étendre la 
oloration de G′ aux arêtes à distan
e au plus 2, enutilisant au plus 4 
ouleurs. Ré
iproquement, pour une 4-
oloration forte d'arêtesdonnée de G′, nous obtenons une 3-
oloration de G en a�e
tant la 
ouleur de Qvau sommet v. D'où G′ admet une 4-
oloration forte d'arêtes si et seulement si G est3-
oloriable, 
e qui termine la preuve.

✷3.2.2 Complexité de la 5-COLORATION FORTE d'arêtesDans 
ette partie nous démontrons le résultat suivant :Le problème de 5-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour lesgraphes planaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 8, et pour les graphesplanaires sub
ubiques de maille 9.Démonstration. Nous traitons la preuve pour la maille 8, dans la mesure où lesmêmes arguments peuvent être utilisés pour la maille 9.Le problème est dans NP puisqu'on peut véri�er en temps polynomial, pourune 
oloration d'arêtes donnée, s'il s'agit ou non d'une 
oloration forte d'arêtes.Comme pour le Théorème 3.1.8, nous prouvons le théorème par rédu
tion depuis la3-COLORATION des graphes planaires de degré maximum 4.Considérons un graphe G de degré maximum 4, nous 
onstruisons le graphe G′de la façon suivante. Chaque sommet v de G est rempla
é par une 
opie Qx1,x2,x3,x4

vdu graphe Q représenté sur la Figure 3.10(a).Pour toute arête uv de G, nous identi�ons un sommet xi de Qx1,x2,x3,x4

v ave
 unsommet xj de Qx1,x2,x3,x4

u de telle sorte que le graphe G′ obtenue soit planaire. De66



3.2. Complexité de la 
oloration forte d'arêtes pour les graphes planaires sub
ubiques
1 1 1 1

2 3 2 3 2 3 2 3

x1

y1

x2

y2

x3

y3

x4

y4

(a) Gadget de sommet
Qu

Qv

{2, 3}{2, 3}

yuj

xu
j = xv

k

yvk

1

{2, 3}{2, 3}

4

(b) Gadget d'arêteFigure 3.10: Gadgets de sommet et d'arête pour une maille 8 du Théo-rème 3.1.9plus, lors de 
haque identi�
ation, nous ajoutons un sommet de degré 1 adja
ent ausommet identi�é (voir Figure 3.10(b), on identi�e xu
j ave
 xv

k).On remarque d'après les Figures 3.10(a) et 3.10(b) que G′ est biparti. De plus,
G′ n'a pas de 
y
le de taille stri
tement plus petite que 8, d'où G′ est de maille 8.

x1

y1

x2

y2

1 1

2 23 3

Figure 3.11: Gadget de sommet pour une maille 9 du Théorème 3.1.9 67



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtesOn peut montrer par une étude de 
as (omise dans 
e mémoire) que la 
olorationforte des arêtes de Q proposée par la Figure 3.10(a) est unique. Nous appellerons la
ouleur de Q la 
ouleur des arêtes xiyi dans Q (
ouleur 1 sur la Figure 3.10(a)). Demême, les 
ouleurs interdites de Q sont les 
ouleurs des arêtes in
identes à yj dans
Q, di�érentes de xiyi (
ouleurs 2 et 3 sur la Figure 3.10(a)). Sur la Figure 3.10(b)on remarque que toute arête uv ∈ G, Qu et Qv reçoivent des 
ouleurs distin
tes etont les mêmes 
ouleurs interdites. De plus, le fait que G soit 
onnexe nous assureque toutes les 
opies de Q ont les mêmes 
ouleurs interdites, 2 et 3, et don
 au
une
opie de Q n'est 
oloriée ave
 2 ou 3.Si G est 3-
oloriable, alors pour tout sommet v ∈ G, nous pouvons a�e
ter la
ouleur de v à Qv puis étendre la 
oloration à G′ en utilisant au plus 5 
ouleurs.Ré
iproquement, pour une 5-
oloration forte d'arêtes donnée de G′, nous obtenonsune 3-
oloration de G en a�e
tant la 
ouleur de Qv au sommet v. D'où G′ admetune 5-
oloration forte d'arêtes si et seulement si G est 3-
oloriable, 
e qui terminela preuve.Dans le 
as de la maille 9, nous utilisons le gadget de sommet représenté sur laFigure 3.11, quant au gadget d'arête il est identique à 
elui utilisé pour la maille 8.La preuve est en tout identique à 
elle rédigée pour la maille 8.

✷3.2.3 Complexité de la 6-COLORATION FORTE d'arêtesDans 
ette se
tion nous démontrons le résultat suivant :Le problème de 6-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour lesgraphes planaires bipartis de degré maximum 3 et de maille 4.Démonstration. Le problème est dans NP puisqu'on peut véri�er en temps po-lynomial, pour une 
oloration d'arêtes donnée, s'il s'agit ou non d'une 
olorationforte d'arêtes. Nous prouvons le théorème par rédu
tion depuis la 3-COLORATIONdes graphes planaires de degré maximum 4. Pour un graphe G de l'instan
e de3-COLORATION des graphes planaires de degré maximum 4 nous proposerons la
onstru
tion d'un graphe G′ (planaire biparti de degré maximum 4 et de maille 4)tel que G est 3-
oloriable si et seulement si G′ admet une 6-
oloration forte d'arêtes.
1 1

2

2

1 1(a) Les 
ouleurs 1 et 2 sont for
ées 1

2

1 1

2

2(b) Transformation des arêtes qui se 
oupentFigure 3.12: Motif prin
ipalCommençons par une observation :68



3.2. Complexité de la 
oloration forte d'arêtes pour les graphes planaires sub
ubiquesObservation 3.2.1Pour toute 6-
oloration forte d'arêtes des graphes de la Figure 3.12(a), les arêtes àdistan
e 3 reçoivent les mêmes 
ouleurs (les 
ouleurs 1 et 2 sont for
ées).

1 2 1

1 2 1

· · ·

Figure 3.13: Graphe P

P Py

x

z

t

y

x

x

y

z

t

x x x xy y y y z z z zt t t t

=
⇒

Gadget Q de sommet
x y z t x y z t x y z t x y z tFigure 3.14: Gadget Q de sommet utilisé pour le Théorème 3.1.10L'Observation 3.2.1, asso
iée au graphe P de la Figure 3.13, montre que pourtoute 6-
oloration d'arêtes et à permutations près, les 
ouleurs 1 et 2 sont for
ées.Nous pouvons remarquer également que P est biparti.Construisons maintenant le graphe représenté sur la Figure 3.14 qui sera notregadget de sommet. Prenons deux 
opies du graphe P ave
 six paires d'arêtes pen-dantes (
oloriées par {x, y} et {z, t} respe
tivement) puis nous 
onne
tons les arêtes 69



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtesde telle sorte que les 
ouleurs x, y, z, t sont toutes di�érentes, ainsi le graphe obtenua huit paires d'arêtes pendantes. On peut remarquer que le graphe obtenu Q estplanaire, biparti, sub
ubique et tel que χ′
s(Q) = 6.Construisons maintenant le gadget de sommet i.e. le graphe Gv qui va rempla
erun sommet v de G dans G′. On prend une 
opie du graphe Q et nous 
hoisissons unplongement du graphe de façon à obtenir quatre quadruplets d'arêtes 
oloriées x, y,

z et t dans 
et ordre. On peut remarquer que 
haque paire d'arêtes qui se 
roisentsont rempla
ées par des 
y
les de taille 4 
omme l'indique la Figure 3.12(b) et
e graphe transformé est planaire. Considérons quatre arêtes pendantes (une pour
haque quadruplet) du graphe Q obtenu ayant la même 
ouleur, par exemple la
ouleur x. On nomme xv
k (1 6 k 6 4) 
ha
un des sommets de degré 1 in
idents à
es arêtes pendantes.

Gu

Gv

1

2

4

4

5

5

6

6

xu
i xv

j

Figure 3.15: Gadget d'arête pour le Théorème 3.1.10Pour 
haque arête uv de G, on identi�e dans G′ les sommets xu
i et xv

j , puis nousrelions les trois autres paires d'arêtes 
omme indiqué sur la Figure 3.15. Remarquonsque si G′ est 
onnexe, alors pour toute 6-
oloration forte d'arêtes de G′ les 
ouleurs4, 5 et 6 utilisées sur la Figure 3.15 ne sont plus utilisées pour 
olorier 
ha
une desarêtes in
identes à un sommet xv
i .Prouvons maintenant que G est 3-
oloriable si et seulement si G′ admet une 6-
oloration forte d'arêtes. Comme nous l'avons démontré pré
édemment, par exemplepour le Théorème 3.1.8, les 
ouleurs interdites de G′ dans le 
adre d'une 6-
olorationd'arêtes sont les 
ouleurs qui ne sont pas in
identes à des sommets xv

i . D'où, dans
G′ nous avons trois 
ouleurs interdites. Si G est 3-
oloriable alors nous a�e
tons la
ouleur d'un sommet v de G à une arête pendante de Gv in
idente à xv

i dans G′et nous étendons la 
oloration à une 6-
oloration forte d'arêtes de G′. Ré
iproque-ment, pour une 6-
oloration forte d'arêtes de G′, puisque nous avons trois 
ouleursinterdites pour G′, nous pouvons utiliser la 
ouleur de l'arête in
idente à xv
i dans legraphe Gv pour 
olorier v dans G. Vous trouverez le déroulement de la preuve duThéorème 3.1.10 sur les di�érentes �gures qui suivent. ✷
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3.2. Complexité de la 
oloration forte d'arêtes pour les graphes planaires sub
ubiques
1 1

2

2

1 1

Observation : propagation des 
ouleurs rouge et bleue.

2 2

1

1

· · ·

Étape 1 : on 
olorie les premières arêtes.
· · ·

1

1

1

1

1

2

2 2 2 2Étape 2 : les 
ouleurs rouge et verte se propagent. 71
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· · ·
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3
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3

3

Étape 3 : une nouvelle 
ouleur (bleue) apparaît et se propage.
· · ·

1

1

1

1

1

2

2 2 2 2

3

3

3

3

3

4 4 4 4

Étape 4 : une nouvelle 
ouleur (marron) apparaît et se propage.
· · ·

1

1

1

1

1

2

2 2 2 2

3

3

3

3

3

4 4 4 4

5 5 5 5

Étape 5 : une nouvelle 
ouleur (violet) apparaît et se propage.72



3.2. Complexité de la 
oloration forte d'arêtes pour les graphes planaires sub
ubiques
· · ·

1
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1
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Étape 6 : une nouvelle 
ouleur (orange) apparaît et se propage.
· · ·

1
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1

1

1

2

2 2 2 2

3

3

3

3

3

4 4 4 4

5 5 5 5

6 6 6 6

6

1

1

1

1

1

Étape 7 : la 
ouleur rouge est for
ée.
· · ·

1

1

1

1

1

3

3

3

3

3

1

1

1

1

1

Graphe P. 73



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes
M MÉtape 8 : 
onstru
tion du gadget de sommet, on prend deux 
opies de P.
M MÉtape 9 : les 
ouleurs rouge et bleue se propagent.
M MÉtape 10 : les 
ouleurs verte et marron apparaissent et se propagent.
M M

=
⇒Gadget

x1 x2 x3 x4Gadget de sommet.
u

v

Gu

Gv

xu
j xv

j

Gadget d'arête.74



3.3. Graphes sub
ubiques de degré moyen maximum borné3.3 Graphes sub
ubiques de degré moyenmaximum bornéNotations Un 2-sommet fort est un sommet de degré 2 adja
ent à deux 3-sommets, sinon il s'agit d'un 2-sommet léger. Un 3k-sommet est un 3-sommet ad-ja
ent à exa
tement k 2-sommets. Deux arêtes sont à distan
e 1 si elles ont unsommet en 
ommun et elles sont à distan
e 2 si elles ne sont pas à distan
e 1 et sielles ont deux extrémités adja
entes. Nous appellerons N2(uv) l'ensemble des arêtesà distan
e au plus 2 de l'arête uv et nous noterons SC(N2(uv)) l'ensemble des 
ou-leurs utilisées par les arêtes de N2(uv). Nous appellerons c(E ′), ave
 E ′ ⊆ E(G),l'ensemble des 
ouleurs utilisées par les arêtes de E ′ ave
 la 
oloration c.Observons que tout arbre sub
ubique G véri�e χ′
s(G) 6 5 et que la majorationest atteinte par exemple si deux sommets de degré 3 sont adja
ents. Le graphe Greprésenté sur la Figure 3.16 (mad(G) = 2, χ′

s(G) = 6) montre que l'on ne peut pasespérer un résultat du type : tout graphe sub
ubique G ave
 mad(G) < k où k > 2véri�e χ′
s(G) 6 5.

Figure 3.16: Un graphe G tel que mad(G) = 2 et χ′
s(G) = 6Nous utilisons une pro
édure de dé
hargement pour prouver le Théorème 3.1.5.Pour 
haque 
as, nous 
onsidérons un 
ontre-exemple H minimisant σ(H) =

|E(H)] + |V (H)| tel que mad(H) < m (m valant 15
7
pour le premier item, 27

11
pourle deuxième item, 13

5
pour le troisième et 36

13
pour le dernier). Puis nous exhibons unensemble S de 
on�gurations rédu
tibles que H ne peut pas 
ontenir 
ompte tenude sa minimalité. En�n nous dé
rivons la pro
édure de dé
hargement en dé�nissanttout d'abord une fon
tion poids ω : V (H) → R ave
 ω(x) = d(x)−m. On remarquealors que 
ompte tenu des hypothèses faites, la somme totale des poids est stri
te-ment négative. Il nous reste à dé�nir des règles de dé
hargement qui permettent demodi�er les poids des sommets tout en 
onservant la somme totale de 
es mêmespoids. Cela 
rée une nouvelle fon
tion poids ω∗ sur 
haque sommet. En utilisant lefait que H est tel que mad(H) < m et que H ne 
ontient au
une 
on�guration de

S, nous montrons qu'à la �n de la pro
édure de dé
hargement, les poids de tous lessommets de H sont positifs. Ce qui nous 
onduit à la 
ontradi
tion suivante :
0 6

∑

x∈V (H)

ω∗(x) =
∑

x∈V (H)

ω(x) < 0 75



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtesd'où, au
un 
ontre-exemple au Théorème 3.1.5 ne peut exister.3.3.1 Preuve du Théorème 3.1.5.1Soit H un 
ontre-exemple au Théorème 3.1.5.1 minimisant |E(H)|+ |V (H)| : Hn'admet pas de 
oloration forte d'arêtes ave
 6 
ouleurs, mad(H) < 15
7
et pour toutearête e, χ′

s(H− e) 6 6. On peut supposer que H est 
onnexe ; sinon, par minimalitéde H , on peut 
olorier indépendamment 
ha
une des 
omposantes 
onnexes.On appellera 3-sommet léger un 3-sommet adja
ent à un 1-sommet, sinon il s'agitd'un 3-sommet fort.Propriétés stru
turelles de HLemme 3.3.1Le 
ontre-exemple H véri�e les propriétés suivantes :1. H ne 
ontient pas de 1-sommet adja
ent à un 2-sommet.2. H ne 
ontient pas de 3-sommet adja
ent à un 1-sommet et à un 2-sommet.3. H ne 
ontient pas de 3-sommet adja
ent à deux 1-sommets.4. H ne 
ontient pas de 
haîne uvw où u, v et w sont des 2-sommets.5. H ne 
ontient pas de 
haîne uvw où u, v et w sont des 3-sommets légers.Démonstration.1. Supposons que H 
ontient un 1-sommet u adja
ent à un 2-sommet v (
f.Figure 3.17(a)). Considérons H ′ = H \ {uv}, qui par minimalité de H admetune 6-
oloration forte d'arêtes. En 
omptant le nombre de 
ouleurs disponiblespour étendre la 
oloration de H ′ à H , on remarque que nous avons au moinstrois 
ouleurs libres pour 
olorier uv. En e�et, à distan
e 1 (de uv) on ne peutpas utiliser la 
ouleur utilisée par vw, et à distan
e 2 (de uv) on ne peut pasutiliser les 
ouleurs utilisées par ww1 et ww2. Il reste alors 3 
ouleurs pourétendre la 
oloration c à H , d'où la 
ontradi
tion.2. Supposons que H 
ontient un 3-sommet u adja
ent à un 1-sommet v et à un 2-sommet w (
f. Figure 3.17(b)). Considérons H ′ = H \{uv}, qui par minimalitéde H admet une 6-
oloration forte d'arêtes. A�n d'étendre la 
oloration à H , ilsu�t de 
olorier uv ave
 une 
ouleur di�érente de 
elles de xw, wu, uy et yy1,
yy2 (si 
es arêtes existent). Il nous reste don
 au moins un 
hoix pour 
olorier
uv. Nous pouvons don
 étendre la 
oloration c à H , d'où la 
ontradi
tion.3. Supposons que H 
ontient un 3-sommet u adja
ent à deux 1-sommets v et
w (
f. Figure 3.17(
)). Considérons H ′ = H \ {uv}, qui par minimalité de
H admet une 6-
oloration forte d'arêtes. A�n d'étendre la 
oloration à H , ilsu�t de 
olorier uv ave
 une 
ouleur di�érente de 
elles de uw, ux, xx1 et
xx2. Il nous reste alors au moins deux 
hoix et nous pouvons don
 étendre la
oloration c à H , d'où la 
ontradi
tion.4. Supposons que H 
ontient une 
haîne uvw où u, v et w sont des 2-sommets(
f. Figure 3.17(d)). Considérons H ′ = H \ {uv, vw}, qui par minimalité de76



3.3. Graphes sub
ubiques de degré moyen maximum borné
H admet une 6-
oloration forte d'arêtes. En 
omptant le nombre de 
ouleursdisponibles pour étendre la 
oloration de H ′ à H , on remarque que nous avonsau moins deux 
ouleurs libres pour 
olorier uv puis au moins une 
ouleur librepour 
olorier vw (et 
e après avoir 
olorié uv).5. Supposons que H 
ontient une 
haîne xuvwy où u, v et w sont trois 3-sommets légers. Appelons u1 (resp. v1, w1) le voisin de u (resp. v, w) dedegré 1. Supposons que N(x) = {u, x1, x2}, N(u) = {x, u1, v}, N(v) =
{u, v1, w}, N(w) = {v, w1, y}, N(y) = {w, y1, y2} (
f. Figure 3.17(e)).Considérons H ′ = H \ {uu1, uv, vv1, vw, ww1}. Par minimalité de H , il existeune 
oloration forte d'arêtes c de H ′, qui utilise six 
ouleurs. Nous allonsétendre la 
oloration à H . Supposons tout d'abord que c(ux) = c(wy). Nous
olorions uv, vw, uu1, ww1 et vv1 dans 
et ordre, 
e qui est possible par simple
omptage pour 
haque arêtes du nombre de 
ouleurs libres pour étendre la 
o-loration. Supposons maintenant que c(ux) 6= c(wy). Sans perte de généraliténous pouvons supposer que c(ux) = 5 et c(wy) = 6. Dans un premier temps,nous tentons de 
olorier l'arête uu1 ave
 la 
ouleur 6. Si 
ela est possible,alors nous a�e
tons la 
ouleur 6 à uu1 puis nous 
olorions uv, vw, ww1 et vv1dans 
et ordre, 
e qui est possible par simple 
omptage du nombre de 
ouleurslibres. Si nous ne pouvons pas 
olorier uu1 ave
 la 
ouleur 6, nous sommesassurés de la présen
e de la 
ouleur 6 dans le voisinage de x. Sans perte degénéralité, nous pouvons supposer que c(xx1) = 6. En appliquant le mêmetype de raisonnement à ww1, nous pouvons supposer sans perte de généralitéque c(yy1) = 5. Nous a�e
tons alors la même 
ouleur α à uu1 et ww1, ave

α ∈ J1; 6K \ {c(xx2), 5, 6, c(yy2)}. En�n pour terminer nous 
olorions uv, vwet vv1 dans 
et ordre, 
e qui est possible par simple 
omptage du nombre de
ouleurs libres. Dans 
haque 
as, nous avons pu étendre c à H , 
e qui est une
ontradi
tion.

✷Pro
édure de dé
hargement sur HOn pose ω(x) = d(x)− 15
7
pour tout x ∈ V (H).Nous réalisons notre pro
édure de dé
hargement en deux étapes :Étape 1. Chaque 3-sommet fort donne 2

7
à 
haque 3-sommet adja
ent et 1

7
à
haque 2-sommet adja
ent.Lorsque l'Étape 1 est terminée, une nouvelle fon
tion poids ω′ est 
réée. Nous
ontinuons alors ave
 l'Étape 2 :Étape 2. Chaque 3-sommet léger donne 8

7
à son unique 1-sommet adja
ent.Soit v ∈ V (H) un k-sommet. Remarquons que k > 1.Cas k = 1. Observons que ω(v) = −8

7
. Par le Lemme 3.3.1.1, v est adja
entà un 3-sommet u qui est un 3-sommet léger par dé�nition. D'où, v reçoit 8

7
de

u pendant l'Étape 2. On en déduit alors que ω∗(v) = −8
7
+ 8

7
= 0. 77



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes
u v w

w1

w2(a) Con�guration du Lemme3.3.1.1
x1

x2

x w u y

v y1

y2(b) Con�guration du Lemme 3.3.1.2
v

w

u x

x1

x2(
) Con�guration duLemme 3.3.1.3
x1

x2

x u v w y

y1

y2(d) Con�guration du Lemme 3.3.1.4
x1

x2

x u v w

u1 v1 w1

y

y1

y2(e) Con�guration du Lemme 3.3.1.5Figure 3.17: Con�gurations rédu
tibles.Cas k = 2. Observons que ω(v) = −1
7
. Par les Lemmes 3.3.1.1, 3.3.1.2 et3.3.1.4, v est adja
ent à au moins un 3-sommet fort. D'où, par l'Étape 1,

ω∗(v) > −1
7
+ 1

7
= 0.Cas k = 3. Observons que ω(v) = 6

7
. Supposons que v est un 3-sommetfort. Notons nb(v) le nombre de 3-sommets dans le voisinage de v. On peutremarquer que 0 6 nb(v) 6 3. D'où, par l'Étape 1, ω∗(v) > 6

7
− nb(v) ×

2
7
−

(3 − nb(v)) ×
1
7
> 0, pour tout 0 6 nb(v) 6 3. Supposons alors que v est un

3-sommet léger. Par le Lemme 3.3.1.3, v est adja
ent à un unique 1-sommetet par le Lemme 3.3.1.2, v n'est pas adja
ent à un 2-sommet. En�n, par leLemme 3.3.1.5, v est adja
ent à au moins un 3-sommet fort. D'où, par lesÉtapes 1 et 2, ω∗(v) > 6
7
+ 2

7
− 8

7
= 0.Ce qui termine la preuve. Un exemple de graphe G ave
 mad(G) = 7

3
qui n'admetpas une 
oloration forte d'arêtes ave
 6 
ouleurs est donné sur la Figure 3.18.

Figure 3.18: Un graphe G ave
 mad(G) = 7
3 et χ′

s(G) > 678



3.3. Graphes sub
ubiques de degré moyen maximum bornéD'après le Corollaire 3.1.6, tout graphe planaire de maille au moins 30 admetune 6-
oloration forte d'arêtes. Le lemme suivant améliore 
e résultat :Lemme 3.3.2Si G est un graphe planaire sub
ubique de maille au moins 16, alors χ′
s(G) 6 6.Démonstration. Notre preuve est basée sur le fait que tout graphe planaire demaille au moins 5d+1 et de degré minimum au moins 2, 
ontient une 
haîne 
onsti-tuée de d 2-sommets 
onsé
utifs.Supposons que H est un graphe planaire sub
ubique de maille 16 qui n'admetpas une 6-
oloration forte d'arêtes et qui possède un nombre minimun d'arêtes.Considérons H ′ le graphe obtenu en enlevant tous les 1-sommets de H . Par lesLemmes 3.3.1.1 et 3.3.1.3, H ′ est de degré minimum 2. Puisque H ′ est planaire etde maille 16, alors il 
ontient une 
haîne d'au moins trois 2-sommets 
onsé
utifs.Soit uvw une telle 
haîne. Par les Lemmes 3.3.1.2 et 3.3.1.5, au
un des sommets

u, v, w est un 3-sommet léger dans H . Par le Lemme 3.3.1.4, dans H , u, v, w ne sontpas tous des 2-sommets. Dans tous les 
as, nous obtenons une 
ontradi
tion. ✷3.3.2 Preuve du Théorème 3.1.5.2Soit H un 
ontre-exemple au Théorème 3.1.5.2 minimisant |E(H)|+ |V (H)| : Hn'admet pas une 
oloration forte d'arêtes ave
 7 
ouleurs, mad(H) < 27
11

et pour toutearête e, χ′
s(H− e) 6 7. On peut supposer que H est 
onnexe ; sinon, par minimalitéde H , on peut 
olorier indépendamment 
ha
une des 
omposantes 
onnexes.Propriétés stru
turelles de HLemme 3.3.3Le 
ontre-exemple H véri�e les propriétés suivantes :1. H ne 
ontient pas de 61-sommet.2. H ne 
ontient pas de 
haîne uvw où u, v et w sont des 2-sommets.3. H ne 
ontient pas de 3-sommet adja
ent à deux 2-sommets dont l'un est un

2-sommet léger.4. H ne 
ontient pas deux 33-sommets adja
ents à un même 2-sommet.Démonstration.1-2. Trivial (
f. Figures 3.19(a) et 3.19(b)).3. Supposons que H 
ontient un 32-sommet (ou un 33-sommet) u adja
ent à un
2-sommet léger v. Soit w le 2-sommet léger adja
ent à v (
f. Figure 3.19(
)).Considérons H ′ = H \ {uv, vw}, qui par minimalité de H admet une 7-
oloration forte d'arêtes. Commençons par 
olorier l'arête uv ave
 une 
ouleurdi�érente de 
elles de ux, xx1, xx2, uu1, u1u2 et wy. Nous pouvons alors 
olo-rier uv puisque il nous reste au moins une 
ouleur disponible. Nous 
olorionsmaintenant vw ave
 une 
ouleur di�érente de 
elles de wy, yy1, yy2, uv, uu1 et
ux. Ce qui est possible puisqu'il reste au moins une 
ouleur non utilisée. Onpeut don
 étendre la 
oloration de H ′ à H , 
e qui fournit une 
ontradi
tion. 79



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes4. Supposons que H 
ontient deux 33-sommets u et w adja
ents à un même
2-sommet v. N(u) = {u1, u2, v}, N(w) = {w1, w2, v}, N(u1) =
{u, x}, N(u2) = {u, y}, N(x) = {u1, x1, x2}, N(y) = {u2, y1, y2}, N(w1) =
{w, t}, N(w2) = {w, z}, N(t) = {w1, t1, t2}, N(z) = {w2, z1, z2} (
f. Fi-gure 3.19(d), 
e
i est une représentation mais 
e n'est pas la seule). Considé-rons H ′ = H \ {uv, vw}. Puisque H est un 
ontre-exemple d'ordre minimum,
χ′
s(H

′) 6 7 et il existe une 
oloration forte d'arêtes de H ′, c utilisant au plus7 
ouleurs. Nous allons étendre la 
oloration à H . Commençons par 
olorier
vw. Observons que |J1; 7K \ SC(N2(vw))| > 1, alors nous 
hoisissons une 
ou-leur libre et nous 
olorions vw. Ensuite, si on ne peut pas 
olorier uv, 
elasigni�e que |J1; 7K \ SC(N2(uv))| = 0 et sans perte de généralité, nous pou-vons supposer que c(vw) = 1, c(ww1) = 2, c(ww2) = 3, c(uu1) = 4, c(uu2) =
5, c(u1x) = 6, c(u2y) = 7. Dans 
e 
as, nous tentons de re
olorier vw ave
 une
ouleur di�érente de 1. Si 
'est possible alors il ne reste plus qu'à 
olorier uvave
 1. Si on ne peut pas, alors sans perte de généralité c(w1t) = 6, c(w2z) = 7,alors on tente de re
olorier ww1 ave
 une 
ouleur di�érente de 4 et 5. Si 
'estpossible alors il ne reste plus qu'à 
olorier uv ave
 2 . Si on ne peut pas, alorsen utilisant un argument similaire on en déduit que c(tt1) = 5, c(tt2) = 4, etnous essayons alors de 
olorier ww2. Nous 
ontinuons à 
olorier de la mêmemanière les arêtes restantes non 
oloriées dans l'ordre suivant : ww2, uu1, uu2.Si au 
ours d'une de 
es étapes, la re
oloration est possible, alors nous auronsune 
ouleur libre pour 
olorier uv. Si 
ela n'est pas possible, alors à la �n dela pro
édure nous obtenons sans perte de généralité, les 
ouleurs suivantes :
c(zz1) = 4, c(zz2) = 5, c(xx1) = 2, c(xx2) = 3, c(yy1) = 3, c(yy2) = 2. Nouspouvons alors re
olorier 
ertaines arêtes : c(uu2) = c(ww1) = 1, c(vw) = 5.On peut alors 
olorier uv ave
 la 
ouleur 2. On a don
 réussi à étendre c à H ,
e qui est une 
ontradi
tion.

✷Pro
édure de dé
hargement sur HPosons ω(x) = d(x)− 27
11

pour tout x ∈ V (H).On dé�nit les règles de dé
hargement de la façon suivante :(R1) Chaque 33-sommet donne 2
11

à 
haque 2-sommet fort adja
ent.(R2) Chaque 31-sommet et 
haque 32-sommet donne 3
11

à 
haque 2-sommet fortadja
ent.(R3) Chaque 3-sommet donne 5
11

à son 2-sommet léger adja
ent.Soit v ∈ V (H) un k-sommet. Par le Lemme 3.3.3.1, k > 2.Cas k = 2. Observons que ω(v) = − 5
11
. Supposons que v est un 2-sommetfort. Par le Lemme 3.3.3.4, v est adja
ent à au plus un 33-sommet. D'où, par(R1) et (R2), ω∗(v) > − 5

11
+ 1× 2

11
+ 1× 3

11
= 0. Supposons maintenant que

v est léger. Par le Lemme 3.3.3.2, v est adja
ent à un 3-sommet u. D'où, par(R3), ω∗(v) = − 5
11

+ 1× 5
11

= 0.80



3.3. Graphes sub
ubiques de degré moyen maximum borné
u v(a) Con�gura-tion du Lemme3.3.3.1

x1

x2

x u v w y

y1

y2(b) Con�guration du Lemme 3.3.3.2
x1

x2

x u v w

u1

u2

y

y1

y2(
) Con�guration du Lemme 3.3.3.3 xx1

x2

y
y1
y2

u1

u2

u v w

w1

w2

t t1
t2

z
z1
z2(d) Con�guration du Lemme 3.3.3.4Figure 3.19: Con�gurations rédu
tibles.Cas k = 3. Observons que ω(v) = 6

11
. Par les Lemmes 3.3.3.3 et 3.3.3.4, nousaboutissons aux di�érents 
as suivants pour v :� v est adja
ent à trois 2-sommets forts et par (R1), ω∗(v) = 6

11
− 3× 2

11
= 0.� v est adja
ent à au plus deux 2-sommets forts. D'où, par (R2), ω∗(v) >

6
11

− 2× 3
11

= 0.� v est adja
ent à au plus un 2-sommet léger et par (R3), ω∗(v) > 6
11
−1× 5

11
>

0.Ce qui termine la preuve. Un exemple de graphe G ave
 mad(G) = 5
2
qui n'admetpas une 
oloration forte d'arêtes ave
 7 
ouleurs est donné sur la Figure 3.20.

Figure 3.20: Un graphe G ave
 mad(G) = 5
2 et χ′

s(G) > 7
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Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes3.3.3 Preuve du Théorème 3.1.5.3Soit H un 
ontre-exemple au Théorème 3.1.5.3 minimisant |E(H)|+ |V (H)| : Hn'admet pas une 
oloration forte d'arêtes ave
 8 
ouleurs, mad(H) < 13
5
et pour toutearête e, χ′

s(H− e) 6 8. On peut supposer que H est 
onnexe ; sinon, par minimalitéde H , on peut 
olorier indépendamment 
ha
une des 
omposantes 
onnexes.Propriétés stru
turelles de HLemme 3.3.4Le 
ontre-exemple H véri�e les propriétés suivantes :1. H ne 
ontient pas de 61-sommet.2. H ne 
ontient pas deux 2-sommets adja
ents.3. H ne 
ontient pas de 3-sommet adja
ent à trois 2-sommets.4. H ne 
ontient pas de 2-sommet adja
ent à deux 32-sommets.Démonstration.Nous noterons L l'ensemble des 
ouleurs L = J1; 8K.1. Trivial (
f. Figure 3.21(a)).2. Supposons que H 
ontient un 2-sommet u adja
ent à un 2-sommet v. Soient
t et w les autres voisins de u et v respe
tivement (
f. Figure 3.21(b)). Parminimalité de H , le graphe H ′ = H \ {tu, uv, vw} est tel que χ′

s(H
′) 6 8et il existe une 
oloration forte d'arêtes de H ′, c utilisant au plus 8 
ouleurs.Nous pouvons montrer que la 
oloration peut être étendue à H . En e�et, onpeut remarquer que |L \ SC(N2(tu))| > 2, |L \ SC(N2(uv))| > 4 et |L \

SC(N2(vw))| > 2. Clairement nous pouvons étendre la 
oloration c à H , 
equi est une 
ontradi
tion.3. Supposons que H 
ontient un 3-sommet v adja
ent à trois 2-sommets u, w et t(
f. Figure 3.21(
)). Par minimalité de H , il existe une 
oloration forte d'arêtesde H ′ = H\{vt, vu, vw}, c utilisant au plus 8 
ouleurs. Nous pouvons montrerque la 
oloration peut être étendue à H . En e�et, on peut remarquer que |L \
SC(N2(vt))| > 3, |L \ SC(N2(vu))| > 3 et |L \ SC(N2(vw))| > 3. Clairementnous pouvons étendre la 
oloration c à H , 
e qui est une 
ontradi
tion.4. Supposons que H 
ontient deux 32-sommets qui ont un 2-sommet 
ommevoisin 
ommun. Alors, il existe une 
haîne 
omposée de 
inq sommets dans H ,
uvwxy telle que u, w et y sont des 2-sommets et v, x sont des 32-sommets (
f.Figure 3.21(d), 
ette représentation n'est pas la seule possible). Considérons
H ′ = H\{vw, wx}. Par minimalité de H , χ′

s(H
′) 6 8 et il existe une 
olorationforte d'arêtes de H ′, c utilisant au plus 8 
ouleurs. Nous allons étendre 
ette
oloration à H . Commençons par dé
olorier les arêtes uv et xy. Maintenantnous allons re
olorier 
es deux arêtes. Cha
une de 
es arêtes a deux 
ouleurslibres : c1uv, c2uv pour uv et c1xy, c2xy pour xy. Supposons, qu'il existe au moins une
ouleur 
ommune : c1uv = c1xy. Nous 
hoisissons alors 
ette 
ouleur pour 
olorier

uv et xy. Après la 
oloration de 
es arêtes, vw et wx ont 
ha
une au moins82



3.3. Graphes sub
ubiques de degré moyen maximum bornédeux 
ouleurs libres, nous pouvons don
 les 
olorier. Supposons maintenantque c1uv, c2uv, c1xy et c2xy sont quatre 
ouleurs distin
tes. Colorions uv ave
 c1uv et
xy ave
 c1xy. Puisque vw a trois 
ouleurs libres (qu'elle peut utiliser au débutde la pro
édure), il existe au moins une 
ouleur non utilisée, α. Don
 nous
olorions vw ave
 
ette 
ouleur α. À la �n de la pro
édure il nous reste à
olorier wx. Si 
ela n'est pas possible, 
ela signi�e que les trois 
ouleurs librespour 
ette arête au début de la pro
édure sont utilisées par uv, vw et xy. Dans
e 
as, si c2uv 6= cvw, alors nous re
olorions uv ave
 c2uv. Sinon, on re
olorie xyave
 c2xy (
e qui est possible 
ar c1uv, c2uv, c1xy et c2xy sont di�érentes). D'où, ilnous reste une 
ouleur libre pour wx, 
e qui 
omplète la 
oloration de H .

✷

u v(a) Con�gura-tion du Lemme3.3.4.1
t1

t2

t u v w

w1

w2(b) Con�guration du Lemme 3.3.4.2
x1

x2

x u v t

w

w1

y

y1

y2(
) Con�guration du Lemme 3.3.4.3 u1 u v

v1

w x

x1

y y1(d) Con�guration du Lemme 3.3.4.4Figure 3.21: Con�gurations rédu
tibles.Pro
édure de dé
hargement sur HOn pose ω(x) = d(x)− 13
5
pour tout x ∈ V (H).On dé�nit les règles de dé
hargement de la façon suivante :(R1) Chaque 31-sommet donne 2

5
à son unique 2-sommet adja
ent.(R2) Chaque 32-sommet donne 1

5
à 
haque 2-sommet adja
ent.Soit v ∈ V (H) un k-sommet. Par le Lemme 3.3.4.1, k > 2.Cas k = 2. Observons que ω(v) = −3

5
. Par les Lemmes 3.3.4.2, 3.3.4.3 et3.3.4.4, v est adja
ent à au moins un 31-sommet. Par les Lemmes 3.3.4.2,3.3.4.3 et 3.3.4.4, le se
ond voisin de v est un 32-sommet ou un 31-sommet.D'où, par (R1) et (R2), ω∗(v) > −3

5
+ 1× 2

5
+ 1× 1

5
= 0. 83



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtesCas k = 3. Observons que ω(v) = 2
5
. Par le Lemme 3.3.4.3, v est adja
ent àau plus deux 2-sommets. S'il s'agit d'un 31-sommet, alors par (R1), ω∗(v) >

2
5
−1× 2

5
= 0. S'il s'agit d'un 32-sommet, alors par (R2), ω∗(v) > 2

5
−2× 1

5
= 0.Ce qui termine la preuve.3.3.4 Preuve du Théorème 3.1.5.4Soit H un 
ontre-exemple au Théorème 3.1.5.4 minimisant |E(H)|+ |V (H)| : Hn'admet pas une 
oloration forte d'arêtes ave
 9 
ouleurs, mad(H) < 36

13
et pour toutearête e, χ′

s(H− e) 6 9. On peut supposer que H est 
onnexe ; sinon, par minimalitéde H , on peut 
olorier indépendamment 
ha
une des 
omposantes 
onnexes.Propriétés stru
turelles de HLemme 3.3.5Le 
ontre-exemple H véri�e les propriétés suivantes :1. H ne 
ontient pas de 61-sommet.2. H ne 
ontient pas deux 2-sommets adja
ents.3. H ne 
ontient pas de 3-sommet adja
ent à deux 2-sommets.4. H ne 
ontient pas deux 31-sommets adja
ents.Démonstration.Nous noterons L l'ensemble des 
ouleurs L = J1; 9K.1. Trivial (
f. Figure 3.22(a)).2. La preuve du Lemme 3.3.5.2 est identique à 
elle du Lemme 3.3.4.2 (
f. Fi-gure 3.22(b)).3. Supposons que H 
ontient un 3-sommet v adja
ent à deux 2-sommets u et
w. Soit t le troisième voisin de v (
f. Figure 3.22(
)). Par minimalité de H , ilexiste une 
oloration forte d'arêtes c de H ′ = H \{vt, vu, vw} utilisant au plus9 
ouleurs. On peut remarquer que |L \ SC(N2(vt))| > 1, |L \ SC(N2(vu))| >
3 et |L \ SC(N2(vw))| > 3. On peut don
 étendre c à H , 
e qui est une
ontradi
tion.4. Supposons que H 
ontient deux 31-sommets adja
ents. Soient u et v 
es deux
31-sommets et x, y leurs 2-sommets adja
ents respe
tifs.� Si x = y alors, 
onsidérons z le troisième sommet adja
ent à u. Par minima-lité deH , il existe une 
oloration forte d'arêtes c deH ′ = H\{zu, ux, xv, vu},utilisant au plus 9 
ouleurs. En 
omptant le nombre de 
ouleurs libres pour
olorier 
ha
une des arêtes zu, ux, xv, vu, on peut étendre c à H .� Si x 6= y, soit t le 3-sommet adja
ent à x (
f. Figure 3.22(d) qui est unereprésentation possible de la 
on�guration). Considérons la 
haîne txuvy.Par minimalité de H , il existe une 
oloration forte d'arêtes c de H ′ = H \
{tx, xu}, utilisant au plus 9 
ouleurs. On dé
olorie alors les arêtes uv et vy.Don
 les arêtes tx, vy et uv ont 
ha
une deux 
ouleurs libres. De plus, xua trois 
ouleurs disponibles. Supposons que nous pouvons 
olorier tx ave
84



3.3. Graphes sub
ubiques de degré moyen maximum borné
α ∈ {a1, a2} et vy ave
 β ∈ {a3, a4}. Nous étudions deux 
as en fon
tiondes 
ouleurs libres de tx et vy :4.1 Il existe au moins une 
ouleur 
ommune, disons par exemple : a1 = a3.On 
olorie tx et vy ave
 a1 (puisque 
es arêtes sont à distan
e 3, ellespeuvent être 
oloriées ave
 des 
ouleurs identiques). Nous avons alors aumoins une 
ouleur libre pour 
olorier uv et nous 
olorions 
ette arêteave
 
ette 
ouleur libre. L'arête xu a au moins une 
ouleur libre etnous la prenons pour 
olorier xu. Ce qui étend la 
oloration à H , une
ontradi
tion.4.2 Les quatre 
ouleurs sont di�érentes et sans perte de généralité a1 = 1,

a2 = 2, a3 = 3 et a4 = 4. Nous 
olorions tx et vy ave
 1 et 3, respe
tive-ment. Nous essayons de 
olorier uv : soit nous avons une 
ouleur libre,disons b, et nous l'utilisons pour 
olorier uv soit SC(N2(uv)) \ {1, 3} =
J1, 9K \ {1, 3}. Nous distinguons alors 
es deux 
as :� Supposons qu'il existe une 
ouleur b qui peut être utilisée pour uv.Si xu a une 
ouleur libre, on peut étendre la 
oloration c à H , 
e quiest une 
ontradi
tion. Sinon, les trois 
ouleurs libres que nous avionsinitialement pour xu sont 1, 3 et b. Si on peut re
olorier tx ave
 2, nousavons terminé, puisque nous obtenons une nouvelle 
ouleur pour xu.Si 
e n'est pas le 
as, nous avons b = 2. Nous pouvons alors re
olorier
vy ave
 4 et nous obtenons alors une 
ouleur libre pour 
olorier xuet étendre c à H , une 
ontradi
tion.� Supposons que SC(N2(uv)) = J1, 9K. Nous re
olorions tx ave
 2 etnous 
olorions uv ave
 1. Nous essayons alors de 
olorier xu : soit nousréussissons soit les trois 
ouleurs libres que nous avions initialementpour xu sont 1, 2 et 3. Dans 
e 
as, nous re
olorions vy ave
 4 et nous
olorions xu ave
 3. Ce qui étend la 
oloration àH , une 
ontradi
tion.

✷Pro
édure de dé
hargement sur HPosons ω(x) = d(x)− 36
13

pour tout x ∈ V (H).On dé�nit les règles de dé
hargement en deux étapes :Étape 1. Chaque 30-sommet donne 1
13

à 
haque 31-sommet adja
ent.Lorsque l'Étape 1 est terminée, une nouvelle fon
tion poids ω′ est 
réée sur les
31-sommets, nous 
onsidérons alors l'Étape 2 :Étape 2. Chaque 31-sommet donne 5

13
à son 2-sommet adja
ent.Soit v ∈ V (H) un k-sommet. Par le Lemme 3.3.5.1, k > 2.Cas k = 2. Observons que ω(v) = −10
13
. Par les Lemmes 3.3.5.2 et 3.3.5.3, vest adja
ent à deux 31-sommets. D'où, par l'Étape 2, ω∗(v) = −10

13
+2× 5

13
= 0.Cas k = 3. Observons que ω(v) = 3

13
. Par le Lemme 3.3.5.3 v peut être soitun 31-sommet, soit un 30-sommet. Supposons que v est un 31-sommet. Par 85



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes
u v(a) Con�gura-tion du Lemme3.3.5.1

t1

t2

t u v w

w1

w2(b) Con�guration du Lemme 3.3.5.2
x1

x2

x u v w

t

y

y1

y2(
) Con�guration du Lemme 3.3.5.3 t x u

u1

v

v1

y y1(d) Con�guration du Lemme 3.3.5.4Figure 3.22: Con�gurations rédu
tibles.le Lemme 3.3.5.4 et après l'Étape 1, ω′(v) = 3
13

+ 2 × 1
13
, d'où par l'Étape2, ω∗(v) > 0. Supposons maintenant que v est un 30-sommet. Par l'Étape 1,

ω∗(v) > 3
13

− 3× 1
13

= 0.Ce qui 
omplète la démonstration.Un exemple de graphe G ave
 mad(G) = 20
7
qui n'admet pas une 
oloration forted'arêtes ave
 9 
ouleurs est donné sur la Figure 3.23.

Figure 3.23: Un graphe G tel que mad(G) = 20
7 et χ′

s(G) = 10.
3.4 Graphes planaires sub
ubiques sans 
y
les delongueurs donnéesDans 
ette se
tion nous démontrons :Si G un graphe planaire sub
ubique sans 
y
les de longueurs 6 à 11, alors
χ′
s(G) 6 9.Considérons un 
ontre-exemple H au Théorème 3.1.7 minimisant le nombred'arêtes de H . Par la suite nous allons exhiber un ensemble S de 
on�gurations86



3.4. Graphes planaires sub
ubiques sans 
y
les de longueurs donnéesque H ne peut pas 
ontenir 
ompte tenu de sa minimalité. Nous dé�nissons unefon
tion poids ω : V (G) ∪ F (G) → R pour un graphe planaire G tel que la sommetotale des poids est stri
tement négative d'après la formule d'Euler. Il nous reste àdé�nir des règles de dé
hargement qui permettent de modi�er les poids des sommetset des fa
es mais en 
onservant la somme totale de 
es mêmes poids. En utilisant lefait que H est planaire sub
ubique sans 
y
les de longueurs 6 à 11 et que H 
ontientau
une 
on�guration de S, nous montrons que les poids de tous les sommets et detoutes les fa
es de H sont positifs à la �n de la pro
édure de dé
hargement. Ce quinous 
onduit à la 
ontradi
tion suivante :
0 6

∑

x∈V (H)∪F (H)

ω∗(x) =
∑

x∈V (H)∪F (H)

ω(x) < 0d'où, au
un 
ontre-exemple au Théorème 3.1.7 ne peut exister.3.4.1 Propriétés stru
turellesDans 
ette partie, nous étudions les propriétés stru
turelles de H .Lemme 3.4.1Le graphe H ne 
ontient pas1. de sommet d'arti
ulation,2. deux 2-sommets adja
ents,3. de 3-sommet adja
ent à deux 2-sommets,4. de 2-sommet in
ident à une 3-fa
e,5. de 3-sommet in
ident à une 3-fa
e et adja
ent à un 2-sommet,6. deux 3-fa
es ayant une arête 
ommune,7. de 2-sommet in
ident à une 4-fa
e,8. de 3-fa
e ayant une arête 
ommune ave
 une 4-fa
e.Démonstration. Nous noterons L l'ensemble des 
ouleurs L = J1; 9K.1. Supposons que H 
ontient un sommet d'arti
ulation (i.e. la suppression de
e sommet augmente le nombre de 
omposantes 
onnexes). Puisque H estsub
ubique, il 
ontient un isthme u1u2 (i.e. la suppression de 
ette arête aug-mente le nombre de 
omposantes 
onnexes). Soit Hi la 
omposante 
onnexede H \ {u1u2} qui 
ontient le sommet ui. Par minimalité de H , Hi admetune 
oloration forte d'arêtes ci qui utilise au plus 9 
ouleurs. Soit Si,1 l'en-semble des arêtes de Hi in
identes à ui. Soit Si,2 l'ensemble des arêtes de
Hi adja
entes à au moins une arête de Si,1. Remarquons que |ci(Si,1)| 6 2,
|ci(Si,2)| 6 4, et ci(Si,1) ∩ ci(Si,2) = ∅. Par permutation des 
ouleurs dans la
oloration c2 de H2, nous pouvons obtenir une 
oloration c de H \ {u1u2} telleque c(S1,1) ∩ c(S2,1) = ∅ et |c(S1,2 ∪ S2,2)| 6 4. D'où, c(S1,1) ∩ c(S2,1) = ∅ et
|c(S1,1 ∪ S2,1 ∪ S1,2 ∪ S2,2)| 6 8, il existe alors au moins une 
ouleur libre pour
u1u2 et ainsi étendre c à H , d'où la 
ontradi
tion. 87



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes2. Voir le Lemme 3.3.5.2.3. Voir le Lemme 3.3.5.3.4. Supposons que H 
ontient un triangle xyz tel que d(y) = 2. Par minimalitéde H , il existe une 
oloration forte d'arêtes c de H ′ = H \ {yz} qui utiliseau plus 9 
ouleurs. On peut remarquer que |L \ c(N2(yz))| > 1 et don
 qu'onpeut étendre la 
oloration c à H , d'où la 
ontradi
tion.5. Supposons que H 
ontient un triangle xyz, tel que x est adja
ent à un 2-sommet u. Soit v le troisième sommet adja
ent au sommet y. Par minimalitéde H , il existe une 
oloration forte d'arêtes c de H ′ = H \ {xu, xy, yv, yz, xz}qui utilise au plus 9 
olours. Nous 
olorions d'abord vy et yz, puis les troisarêtes restantes. On a don
 étendu c à H , 
e qui est une 
ontradi
tion.6. Supposons que H 
ontient deux triangles xyz et yzt qui partagent l'arête yz.Par minimalité de H , il existe une 
oloration forte d'arêtes c de H ′ = H \{yz}qui utilise au plus 9 
ouleurs. Par simple 
omptage des 
ouleurs libres pourétendre la 
oloration de H ′ à H , nous avons au moins trois 
ouleurs librespour 
olorier yz. Nous pouvons alors étendre c à H , d'où la 
ontradi
tion.7. Supposons que H 
ontient un 4-
y
le xyzt tel que d(x) = 2. Soient t et yles voisins de x. Par minimalité de H , il existe une 
oloration forte d'arêtes cde H ′ = H \ {xt, xy} qui utilise au plus 9 
ouleurs. Nous pouvons étendre la
oloration de H ′ à H par simple 
omptage des 
ouleurs libres.8. Supposons que H 
ontient un 4-
y
le xyzt qui partage l'arête xy ave
 le tri-angle xyu. Par minimalité de H , il existe une 
oloration forte d'arêtes c de
H ′ = H \{xy} qui utilise au plus 9 
ouleurs. Par simple 
omptage des 
ouleurslibres pour étendre la 
oloration de H ′ à H , nous avons au moins une 
ouleurlibre pour 
olorier xy. Nous pouvons alors étendre c àH , d'où la 
ontradi
tion.

✷3.4.2 Pro
édure de dé
hargementLemme 3.4.2Soit G un graphe planaire 
onnexe ave
 n sommets, m arêtes et f fa
es. Nous avonsla relation suivante :
∑

v∈V (G)

(5d(v)− 12) +
∑

f∈F (G)

(r(f)− 12) = −24Démonstration. La formule d'Euler n−m+f = 2 peut s'é
rire de la façon suivante
(10m−12n)+(2m−12f) = −24. La relation ∑

v∈V (G)

d(v) =
∑

f∈F (G)

r(f) = 2m permetde 
on
lure.
✷Considérons la fon
tion poids ω : V (G) ∪ F (G) → R pour un graphe planaire

G par ω(x) = 5d(x)− 12 si x ∈ V (G) et ω(x) = r(x)− 12 si x ∈ F (G). La sommetotale des poids vaut −24 d'après le Lemme 3.4.2.88



3.4. Graphes planaires sub
ubiques sans 
y
les de longueurs donnéesNous dé�nissons alors les règles de dé
hargement telles que 
haque 3-sommetdonne(R1) 1 à 
haque 2-sommet adja
ent,(R2) 3 à 
haque 3-fa
e in
idente,(R3) 2 à 
haque fa
e in
idente de taille 4 ou 5.Pour x ∈ V (G) ∪ F (G), on note ω∗(x) le poids de x après la phase de dé
har-gement. Soit H un 
ontre-exemple d'ordre minimum au Théorème 3.1.7, véri�onsque ω∗(x) est positif ou nul pour tout x ∈ V (H)∪ F (H). Nous obtiendrons ainsi la
ontradi
tion suivante
0 6

∑

x∈V (H)∪F (H)

ω∗(x) =
∑

x∈V (H)∪F (H)

ω(x) = −24 < 0
e qui montrera qu'il n'existe pas de 
ontre-exemple au Théorème 3.1.7.Soit v ∈ V (H) un k-sommet. Alors, k > 2 par le Lemme 3.4.1.1.Cas k = 2. Observons que ω(v) = −2 et que v est adja
ent à deux 3-sommetsd'après le Lemme 3.4.1.2. Par (R1), ω∗(v) = −2 + 2× 1 = 0.Cas k = 3. Observons que ω(v) = 3.On appellera fa
e légère une k-fa
e telle que 3 6 k 6 5. Supposons que H
ontient deux fa
es légères adja
entes f1 et f2 de tailles k1 et k2 respe
tivement,ave
 k1 6 k2. Par le Lemme 3.4.1.2, f1 et f2 ont au plus deux arêtes 
ommunes.Si f1 et f2 ont exa
tement une arête en 
ommun alors H 
ontient un 
y
le detaille k1 + k2 − 2. D'après les hypothèses, k1 + k2 − 2 < 6, tel que k1 = 3 et
k2 6 4, 
e qui est pros
rit par les Lemmes 3.4.1.6 et 3.4.1.8. Si f1 et f2 ontexa
tement deux arêtes en 
ommun, alors f1 et f2 sont obligatoirement des5-fa
es par les Lemmes 3.4.1.4 et 3.4.1.7, d'où H 
ontient un 
y
le de taille
k1 + k2 − 4 = 6, 
e qui est interdit.On en déduit alors que H ne 
ontient pas de fa
es légères adja
entes, 
equi implique que v est in
ident à au plus une fa
e légère. De plus, par leLemme 3.4.1.3, v est adja
ent à au plus un 2-sommet.Si v est in
ident à une 3-fa
e, alors il n'est pas adja
ent à un 2-sommet d'aprèsle Lemme 3.4.1.4. D'où, par (R2), ω∗(v) = 3− 1× 3 = 0.Si v est in
ident à une 4-fa
e ou une 5-fa
e, alors par (R1) et (R3), ω∗(v) >
3− 1× 2− 1× 1 = 0.Si v n'est pas in
ident à une fa
e légère, alors d'après (R1), ω∗(v) > 3−1×1 =
2.Soit f ∈ F (H) une k-fa
e. Alors, k = 3, 4, 5 ou k > 12 par hypothèses et par leLemme 3.4.1.1.Cas k = 3. Observons que ω(f) = −9. Par le Lemme 3.4.1.4, une 3-fa
e n'estpas in
idente à un 2-sommet. D'où, par (R2), ω∗(f) = −9 + 3× 3 = 0.Cas k = 4. Observons que ω(f) = −8. Par le Lemme 3.4.1.7, une 4-fa
e n'estpas in
idente à un 2-sommet. D'où, par (R3), ω∗(f) > −8 + 4× 2 = 0. 89



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtesCas k = 5. Observons que ω(f) = −7. Par les Lemmes 3.4.1.2 et 3.4.1.3,une 5-fa
e est in
idente à au plus un 2-sommet. D'où, par (R3), ω∗(f) >

−7 + 4× 2 = 1.Cas k > 12. ω∗(f) = ω(f) = k − 12 > 0.3.5 Graphes planaires extérieursDans 
ette partie nous étudions la famille des graphes planaires extérieurs etmontrons que :Tout graphe planaire extérieur G de degré maximum ∆ > 3 est tel que χ′
s(G) 6

3∆ − 3. De plus, pour tout ∆ > 3, il existe un graphe G planaire extérieur tel que
χ′
s(G) = 3∆− 3.Un graphe planaire extérieur tel que χ′

s(G) = 3∆ − 3 est proposé sur la Fi-gure 3.24.
· · ·

··
·

··
·∆− 2 ∆− 2

∆− 2

Figure 3.24: Exemple d'un graphe planaire extérieur tel que χ′
s(G) = 3∆−3.Une arête est dite pendante si elle est in
idente à un sommet de degré 1.Démonstration. Nous dé�nissons un ordre partiel � sur les graphes tel que G1 ≺

G2 si et seulement si� |E(G1)| < |E(G2)| ou� |E(G1)| = |E(G2)| et G1 
ontient stri
tement moins d'arêtes pendantes que
G2.Soit k > 3 le plus petit entier tel qu'il existe un 
ontre-exemple de degré maxi-mum k. Parmi les 
ontre-exemples de degré maximum k, prenons en un qui soitminimal pour �.Pour v ∈ V (G), posons I(v) = {xv, xv ∈ E(G)} et pour xy ∈ E(G), posons

I(xy) = {xu, xu ∈ E(G)} ∪ {yv, yv ∈ E(G)}.Nous allons tout d'abord démontrer que G ne 
ontient pas la Con�guration 1représentée sur la Figure 3.25(a). En d'autres termes, G ne 
ontient pas d'arêtes xytelles que G \ I(xy) 
ontienne deux 
omposantes 
onnexes distin
tes G1 et G2 tellesque |E(G1)| > 1 et |E(G2)| > 1.Supposons que G 
ontienne une telle arête. Soient G1, . . . , Gl les 
omposantes
onnexes de G \ I(xy) et supposons |E(G1)| > 1 et |E(G2)| > 1. Posons Hi =
G[E(Gi) ∪ I(xy)] pour 1 6 i 6 l. Par minimalité de G, Hi admet une 
oloration90



3.5. Graphes planaires extérieurs
x

y(a) Con�guration 1 ux

v

··
· ∆− 1(b) Con�guration 2Figure 3.25: Con�gurations interditesforte des arêtes φi utilisant au plus 3k − 3 
ouleurs. De plus, pour 
haque φi, les
ouleurs des arêtes I(xy) sont distin
tes. Par permutations des 
ouleurs sur 
haque

φi, il est possible de 
réer une 
oloration forte des arêtes de G, une 
ontradi
tion.Montrons maintenant que G ne 
ontient pas la Con�guration 2, 
'est-à-dire que
G ne 
ontient pas de sommet u qui soit adja
ent à exa
tement d(u)− 1 sommets dedegré 1.Supposons que G 
ontienne un tel sommet u et soit v un sommet de degré 1adja
ent à u. Le graphe G \ {uv} admet une 
oloration forte des arêtes φ utilisantau plus 3k−3 
ouleurs (par minimalité de G). Il est alors possible d'étendre φ à uv.Soit G′ = G\{v : dG(v) = 1}. Observons que δ(G′) > 2 (sinon G 
ontiendrait unsommet u adja
ent à exa
tement dG(u)−1 sommets de degré 1 ; 
e qui est impossibled'après la Con�guration 2).Remarquons que G′ est 2-
onnexe. Supposons le 
ontraire et soit v un sommetd'arti
ulation de G′. Par 
onstru
tion, v est également un sommet d'arti
ulation de
G. Soient G1, . . . , Gl les 
omposantes 
onnexes de G \ I(v). Posons Hi = G[E(Gi)∪
I(v)]. D'après la Con�guration 2 et par minimalité de G, Hi admet une 
olorationforte d'arêtes φi. Par permutations des 
ouleurs sur I(v) pour 
haque φi, il estpossible d'obtenir une 
oloration forte des arêtes de G, une 
ontradi
tion.Le graphe G′ est un graphe planaire extérieur 2-
onnexe : G′ admet un plonge-ment dont la fa
e in�nie est bordée par un 
y
le C = x0x1 . . . xn−1x0.Par la Con�guration 1, les seules 
ordes possibles dans G′ sont les 
ordes reliant
xi et xi+2 (mod n).Si |C| 6 4, alors on peut véri�er que (Figure 3.26) :

χ′
s(G) 6 max{2(k− 2)+ 4, 2(k− 3)+ 5, 2(k− 3)+ (k− 2)+ 5} 6 3k− 3 dès que

k > 3.Supposons |C| > 5. Si G 
ontient une 
orde, par exemple, v1v3, alors d'aprèsla Con�guration 1, v2 est de degré 2 dans G. Soit G∗ le graphe obtenu à partir de
G \ {v2} en ajoutant deux sommets de degré 1 x et y reliés respe
tivement à v1 et
v3. Par 
hoix de �, G∗ � G. Par minimalité de G, G∗ admet une 
oloration fortedes arêtes φ. Observons que la 
oloration φ reste valide lorsqu'on identi�e x et y,une 
ontradi
tion.Il suit que C est un 
y
le sans 
ordes. Le graphe G est don
 
onstitué d'un 
y
lesans 
ordes x0x1 . . . xn−1x0 où 
haque xi est adja
ent à au plus k − 2 sommets de 91



Chapitre 3. Coloration forte d'arêtes
k − 3

k − 3(a)
k − 2

k − 2k − 2

k − 2(b)
k − 3

k − 2

k − 3(
)Figure 3.26: Cas où |C| 6 4.degré 1.On peut véri�er que si ∆(G) = k = 3, alors nous pouvons 
olorier G en utili-sant au plus 3k − 3 = 6 
ouleurs. Nous 
onstruisons itérativement une 
olorationappropriée pour les grandes valeurs de k : lorsque k augmente d'une unité, il y aau plus une arête pendante supplémentaire pour 
haque sommet du 
y
le et troisnouvelles 
ouleurs (libres). Nous pouvons alors utiliser 
es trois 
ouleurs pour 
o-lorier les arêtes qui viennent d'être 
réées, de telle façon que deux nouvelles arêtesin
identes à deux sommets adja
ents reçoivent des 
ouleurs distin
tes. ✷3.6 Con
lusionA�n de véri�er la pertinen
e de nos résultats liés au degré moyen maximum,
onsidérons la fon
tion f(n) = inf{mad(G) | χ′
s(G) > n}. Clairement, f(5) = 2, etnous avons prouvé que pour n = 6 (7, 8, 9 resp.) :

45
21

= 15
7
< f(6) 6 7

3
= 49

21
; 54

22
= 27

11
< f(7) 6 5

2
= 55

22

252
91

= 36
13

< f(8) 6 20
7
= 260

91
; 252

91
= 36

13
< f(9) 6 20

7
= 260

91Nous n'avons pas pu exhiber une meilleure borne que 
elle de f(9) pour évaluer
f(8). Cette question reste en suspens.Il semble également di�
ile de prouver la 
onje
ture proposée par Faudree et al.dans [40℄, tout graphe planaire sub
ubique G est tel que χ′

s(G) 6 9. Cependant, auvu de nos résultats, on peut se poser les questions suivantes :Question 3.6.1Peut-on prouver que tout graphe planaire sub
ubique G de maille g > 7 est tel que
χ′
s(G) 6 9 ?Con
ernant la famille des graphes planaires sub
ubiques sans 
y
les de longueursdonnées qui admettent une 
oloration forte d'arêtes ave
 au plus 9 
ouleurs, nouspouvons nous poser la question suivante :92



3.6. Con
lusionQuestion 3.6.2Pour quelles valeurs de i et j, peut-on prouver qu'un graphe planaire sub
ubique Gsans 
y
les de longueurs i à j est tel que χ′
s(G) 6 9 ?En�n pour 
on
lure :Question 3.6.3Peut-on prouver que le problème de 5-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour les graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maillequel
onque �xée ?

93



94



Chapitre 4Coloration d'arêtes sommetsadja
ents distinguants
Contenu4.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 964.2 Graphes de degré moyen maximum borné . . . . . . . . . . . . . 974.2.1 Propriétés stru
turelles de H . . . . . . . . . . . . . . . . 984.2.2 Pro
édure de dé
hargement . . . . . . . . . . . . . . . . 1044.3 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106Dans 
e 
hapitre nous étudions la notion de 
oloration d'arêtes sommets adja-
ents distinguants qui est un 
as parti
ulier de la 
oloration propre d'arêtes sommetsdistinguants.
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Chapitre 4. Coloration d'arêtes sommets adja
ents distinguants4.1 Introdu
tionUne k-
oloration propre d'arêtes sommets distinguants, ou k-pvd-
oloration, d'ungraphe G est une 
oloration propre des arêtes de G telle que pour toute paire desommets u, v (u 6= v), l'ensemble des 
ouleurs a�e
tées aux arêtes in
identes à u estdi�érent de 
elui a�e
té aux arêtes in
identes à v. Le plus petit entier k tel que Gadmet une 
oloration propre d'arêtes sommets distinguants ave
 au plus k 
ouleursest appelé l'observabilité de G et est noté χ′
pvd(G). Une minoration de l'observabilitéd'un graphe est donnée par : χ′

pvd(G) > max{(i!ni)
1/i : 1 6 i 6 ∆}, où ni représentele nombre de sommets de degré i dans G et ∆ le degré maximum de G. Cet invarianta été étudié pour di�érentes familles de graphes [8, 24, 26, 34, 41, 60, 61℄. En 1997,Burris et S
help ont 
onje
turé que :Conje
ture 4.1.1 (Burris et S
help, 1997 [24℄)Soient G un graphe qui ne 
ontient pas plus d'un sommet isolé ni d'arêtes isolées et

j le plus petit entier tel que (

j

k

)

> nk (pour 1 6 k 6 ∆), alors χ′
pvd(G) = j ou j+1.La notion de 
oloration d'arêtes sommets adja
ents distinguants peut être 
onsi-dérée 
omme étant un 
as parti
ulier de la notion de 
oloration propre d'arêtessommets distinguants. En e�et, une k-
oloration d'arêtes sommets adja
ents distin-guants, ou k-avd-
oloration, d'un graphe G est une 
oloration propre des arêtes de

G utilisant au plus k 
ouleurs et telle que pour toute paire de sommets adja
ents
u, v, l'ensemble des 
ouleurs des arêtes in
identes à u est di�érent de l'ensemble des
ouleurs des arêtes in
identes à v. L'indi
e avd-
hromatique de G, noté χ′

avd(G), estle plus petit entier k tel que G est k-avd-
oloriable. Dans 
e qui suit, nous 
onsidé-rerons uniquement des graphes sans arêtes isolées. La 
oloration d'arêtes sommetsdistinguants est également 
onnue sous les noms de 
oloration forte d'arêtes sommetsdistinguants [94℄ et 1-
oloration forte d'arêtes [1℄. Zhang et al. ont entièrement 
a-ra
térisé l'indi
e avd-
hromatique pour les 
haînes, les 
y
les, les arbres, les graphes
omplets et les graphes bipartis 
omplets [94℄. Par exemple, pour les 
y
les, ils ontprouvé que :Théorème 4.1.2 (Zhang, Liu et Wang, 2002 [94℄)Pour tout 
y
le Cp, on a :
χ′
avd(Cp) =







3 si p ≡ 0 (mod 3)
4 si p 6≡ 0 (mod 3) et p 6= 5
5 si p = 5Ils ont également proposé la 
onje
ture suivante :Conje
ture 4.1.3 (Zhang, Liu et Wang, 2002 [94℄)Si G est un graphe 
onnexe ave
 au moins 6 sommets, alors χ′

avd(G) 6 ∆(G) + 2.En 2005, Hatami a démontré que :96



4.2. Graphes de degré moyen maximum bornéThéorème 4.1.4 (Hatami, 2005 [49℄)Tout graphe G de degré maximum ∆(G) > 1020 et sans arêtes isolées est tel que
χ′
avd(G) 6 ∆(G) + 300.Dans [7℄, Balister et al. ont prouvé la Conje
ture 4.1.3 pour la famille des graphesde degré maximum 3 et pour les graphes bipartis.Dans [88℄, Wang et Wang ont fait le lien entre le degré moyen maximum etl'avd-
oloration en prouvant que :Théorème 4.1.5 (Wang et Wang, 2010 [88℄)Soit G un graphe 
onnexe de degré maximum ∆(G) et de degré moyen maximummad(G).1. Si mad(G) < 3 et ∆(G) > 3, alors χ′

avd(G) 6 ∆(G) + 2.2. Si mad(G) < 5
2
et ∆(G) > 4, ou mad(G) < 7

3
et ∆(G) = 3, alors χ′

avd(G) 6
∆(G) + 1.3. Si mad(G) < 5

2
et ∆(G) > 5, alors χ′

avd(G) = ∆(G) + 1 si et seulement si G
ontient des sommets adja
ents de degré maximum.Nous avons a�né le Théorème 4.1.5.2 en prouvant :Théorème 4.1.6Soit G un graphe de degré maximum ∆(G) > 5 et mad(G) < 3 − 2
∆(G)

, alors
χ′
avd(G) 6 ∆(G) + 1.Remarquons que le Théorème 4.1.6 est véri�é pour ∆(G) = 3 et ∆(G) = 4 [88℄.Notations Un 2-sommet est dit léger s'il est adja
ent à au moins un autre 2-sommet. Sinon, on dira que 
'est un 2-sommet fort. On rappelle que dG(v) représentele degré du sommet v dans G. On notera [n] l'ensemble des entiers {1, 2, . . . , n}.Soit φ une k-avd-
oloration du graphe G. On note Cφ(v) = {φ(uv)|uv ∈ E(G)}l'ensemble des 
ouleurs a�e
tées aux arêtes in
identes au sommet v. On peut alorsredé�nir l'avd-
oloration de la manière suivante : une 
oloration propre d'arêtesest sommets adja
ents distinguante si Cφ(u) 6= Cφ(v) pour toute paire de sommetsadja
ents u et v.La se
tion suivante est dédiée à la preuve du Théorème 4.1.6.4.2 Graphes de degré moyen maximum bornéSoitG un 
ontre-exemple au Théorème 4.1.6 minimisant |E(G)|+|V (G)|. Posons

∆ = ∆(G). Tout d'abord, montrons que G est 
onnexe. Pour 
ela, nous raisonnonspar l'absurde et supposons que G n'est pas 
onnexe. Soient G1 et G2 deux 
om-posantes 
onnexes de G (mad(G1) < 3 − 2
∆

et mad(G2) < 3 − 2
∆
). Sans perte degénéralité supposons qu'il existe un sommet x de V (G1) tel que dG(x) = ∆. Par mi-nimalité de G, G1 admet une (∆+1)-avd-
oloration. S'il existe un sommet y de G2tel que dG(y) = ∆, alors par minimalité de G, G2 admet une (∆+1)-avd-
oloration. 97



Chapitre 4. Coloration d'arêtes sommets adja
ents distinguantsSinon, supposons que tout sommet de G2 est de degré stri
tement inférieur à ∆. Si
∆(G2) > 3 alors d'après le Théorème 4.1.5.1 (rappelons que mad(G2) < 3− 2

∆
< 3),

χ′
avd(G2) 6 ∆(G2) + 2 6 ∆(G) + 1. Si ∆(G2) = 2 alors d'après le Théorème 4.1.2,

χ′
avd(G2) 6 5 6 ∆(G)+ 1. Dans 
haque 
as nous obtenons une 
ontradi
tion, 
e quinous assure que G est 
onnexe.Soit H le graphe obtenu à partir de G en enlevant tous les 1-sommets de G, i.e.

H = G \ {v ∈ V (G), dG(v) = 1}. Puisque G est 
onnexe alors H aussi. De plusmad(H) < 3− 2
∆
.4.2.1 Propriétés stru
turelles de HCommençons par énumérer quelques propriétés stru
turelles de H .Lemme 4.2.1

H possède les propriétés suivantes :1. δ(H) > 2, où δ(H) est le degré minimum de H.2. Soit v ∈ V (H) tel que dH(v) = 2, alors dG(v) = 2.3. Soit uvwx une 
haîne dans H telle que dH(v) = dH(w) = 2, alors dG(u) = dH(u)et dG(x) = dH(x).Démonstration. Les preuves des Lemmes 4.2.1.1 et 4.2.1.2 sont inspirées despreuves des Claims 1 et 2 dans [88℄.1. Supposons par 
ontradi
tion que δ(H) 6 1. Nous avons alors deux 
as :(1) δ(H) = 0. Dans 
e 
as G est l'étoile K1,∆(G), d'où χ′
avd(G) = ∆(G), 
e quifournit la 
ontradi
tion.(2) Supposons maintenant que δ(H) = 1. Soit u un 1-sommet dans H adja
entà un sommet v. Nous remarquons alors que dG(u) = k > 2. Dans G, onnomme u1, . . . , uk−1 les (k − 1) 1-sommets adja
ents à u di�érents de v.Considérons G′ = G \ {u1}.Si ∆(G′) < ∆(G), alors G′ admet une (∆(G′) + 2)-avd-
oloration φ d'aprèsle Théorème 4.1.5.1 (mad(G′) 6 mad(G) < 3 − 2

∆
< 3). Cette 
oloration φest une (∆(G) + 1)-avd-
oloration partielle de G. En 
oloriant uu1 propre-ment, on étend ainsi φ à G (puisque |Cφ(u)| = ∆(G), |Cφ(v)| < ∆(G), et

|Cφ(u1)| = 1), une 
ontradi
tion.Si ∆(G′) = ∆(G), alors par minimalité de G, G′ admet une (∆(G)+1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité, on peut supposer que φ(uv) = 1 et
φ(uui) = i pour 2 6 i 6 k−1. Nous 
olorions uu1 ave
 la 
ouleur k : soit nousavons terminé 
ar Cφ(u) 6= Cφ(v), soit v véri�e Cφ(v) = {1, 2, . . . , k − 1, k}.Dans 
e 
as, nous 
olorions uu1 ave
 la 
ouleur k + 1. Ce qui étend la
oloration à G, une 
ontradi
tion.2. Soit v un 2-sommet dans H adja
ent à deux sommets x et y. Supposons par
ontradi
tion que dG(v) = k > 2. Dans G, on nomme v1, . . . , vk−2 les (k − 2)

1-sommets adja
ents à v di�érents de x et de y. Considérons G′ = G \ {v1}.98



4.2. Graphes de degré moyen maximum bornéSi ∆(G′) < ∆(G), alors G′ admet une (∆(G′) + 2)-avd-
oloration φ d'après leThéorème 4.1.5.1. Cette 
oloartion φ est une (∆(G) + 1)-avd-
oloration partielledeG que nous pouvons étendre àG en 
oloriant proprement vv1 (|Cφ(v)| = ∆(G),
|Cφ(x)| < ∆(G), |Cφ(y)| < ∆(G) et |Cφ(v1)| = 1), une 
ontradi
tion.Si ∆(G′) = ∆(G), alors par minimalité de G, G′ admet une (∆(G) + 1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité, on peut supposer que φ(vx) = 1, φ(vy) = 2,et φ(vvi) = i + 1 pour 2 6 i 6 k − 2 ave
 k > 3. Supposons d'abord que k = 3.Nous 
olorions vv1 ave
 la 
ouleur 3 : soit nous avons terminé (si Cφ(v) 6= Cφ(x)et Cφ(v) 6= Cφ(y)), soit un voisin de v, par exemple x, véri�e Cφ(x) = {1, 2, 3}.Nous re
olorions vv1 ave
 la 
ouleur 4 : soit nous avons terminé, soit y véri�e
Cφ(y) = {1, 2, 4}. Nous re
olorions alors vv1 ave
 la 
ouleur 6 (
'est possible
ar ∆(G) > 5) ; 
e qui étend la 
oloration à G, une 
ontradi
tion. Supposonsmaintenant que k > 4. Nous 
olorions vv1 ave
 la 
ouleur k. Soit la 
olorationobtenue est une avd-
oloration de G, soit un voisin de v, par exemple x, véri�e
Cφ(x) = {1, 2, 3, . . . , k − 1, k}. Nous re
olorions alors vv1 ave
 la 
ouleur k + 1.Soit nous avons terminé, soit Cφ(y) = {1, 2, 3, . . . , k−1, k+1}. Dans 
e 
as, nousre
olorions vv2 ave
 k (v2 existe 
ar k > 4). Ce qui étend la 
oloration à G, une
ontradi
tion.3. Soit une 
haîne uvwx dans H telle que dH(v) = dH(w) = 2. D'après leLemme 4.2.1.2, dG(v) = dG(w) = 2. Supposons par 
ontradi
tion que dG(u) 6=
dH(u) (on en déduit par les Lemmes 4.2.1.1, 4.2.1.2 et la 
onstru
tion de Hque dG(u) > 3). Il existe don
 au moins un 1-sommet adja
ent à u dans G,par exemple u1. Considérons G′ = G \ {vw}. Par minimalité de G, G′ admetune (∆(G) + 1)-avd-
oloration φ. Si φ(uv) 6= φ(wx), alors nous 
olorions vw(1) proprement si dG(x) > 3, ou (2) ave
 une 
ouleur di�érente de 
elles af-fe
tées aux arêtes in
identes à v et x si dG(x) = 2. La 
oloration obtenue estune avd-
oloration de G ((1) |Cφ(u)| > 3, |Cφ(x)| > 3, |Cφ(v)| = |Cφ(w)| = 2et Cφ(v) 6= Cφ(w), (2) |Cφ(u)| > 3, |Cφ(v)| = |Cφ(w)| = |Cφ(x)| = 2,
Cφ(v) 6= Cφ(w), et Cφ(w) 6= Cφ(x)). Sinon, on permute les 
ouleurs a�e
téesà uu1 et uv. La 
oloration ainsi obtenue est toujours une avd-
oloration de G′.On étend alors la 
oloration à G 
omme pré
édemment, 
e qui fournit la 
ontra-di
tion.

✷Lemme 4.2.2Le graphe H ne 
ontient pas1. de 
haîne uvw telle que dH(u) = dH(v) = dH(w) = 2 [88℄,2. de 3-sommet adja
ent à un 2-sommet,3. de 4-sommet adja
ent à trois 2-sommets,4. de k-sommet adja
ent à un 2-sommet léger pour 3 6 k 6 ⌈∆
2
⌉,5. de k-sommet adja
ent à (k − 2) 2-sommets légers pour ⌈∆

2
⌉+ 1 6 k 6 ∆− 1,6. de k-sommet adja
ent à k 2-sommets pour k > 5. 99



Chapitre 4. Coloration d'arêtes sommets adja
ents distinguantsDémonstration.1. Ce 
as est prouvé dans [88℄.2. Soit u un 3-sommet dans H . Dans H , 
onsidérons u1, u2 et u3 les trois voisinsde u. Supposons que dH(u1) = 2 (Figure 4.1). D'après le Lemme 4.2.1.2,
dH(u1) = 2 = dG(u1). Soit v le se
ond voisin de u1 di�érent de u. Nous
onsidérons les deux 
as suivants :(1) Supposons tout d'abord que dH(v) = 2. Par les Lemmes 4.2.1.2 et 4.2.1.3,

dH(v) = 2 = dG(v) et dH(u) = 3 = dG(u). Soit w le se
ond voisin de v dif-férent de u1. Considérons G′ = G\{u1v}. Par minimalité de G, G′ admetune (∆(G)+1)-avd-
oloration φ. Si φ(uu1) 6= φ(vw), alors nous 
olorions
u1v proprement, et nous étendons alors φ à G, une 
ontradi
tion. Remar-quons que si u = w, nous avons immédiatement φ(uu1) 6= φ(vw). Sansperte de généralité, on peut supposer que u 6= w, φ(uu1) = φ(vw) = 1,
φ(uu2) = 2 et φ(uu3) = 3. Nous re
olorions uu1 ave
 4. Si la 
olorationobtenue est une avd-
oloration, alors nous pouvons étendre la 
olorationà G 
omme pré
édemment. Sinon, 
ela signi�e qu'un voisin de u, disons
u2, véri�e Cφ(u2) = {2, 3, 4}. Nous re
olorions alors uu1 ave
 la 
ouleur5 : soit nous obtenons une avd-
oloration partielle de G que l'on peutétendre à tout G, soit u3 véri�e Cφ(u3) = {2, 3, 5}. Finalement, nous 
o-lorions uu1 ave
 6 (
e
i étant possible 
ar ∆(G) > 5) et nous étendonsainsi la 
oloration à G, 
e qui fournit la 
ontradi
tion.(2) Supposons maintenant que dH(v) > 2. Si dG(u) = dH(u) = 3, alorsnous 
onsidérons G′ = G \ {uu1}. Par minimalité de G, G′ admet une
(∆(G) + 1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité, on peut supposerque φ(u1v) = α 6 3, φ(uu2) = 2 et φ(uu3) = 3. Nous 
olorions uu1 ave
4, soit nous avons terminé, soit un voisin de u, par exemple u2, véri�e
Cφ(u2) = {2, 3, 4}. Nous 
olorions uu1 ave
 5 : soit nous avons terminé,soit u3 véri�e Cφ(u3) = {2, 3, 5}. Finalement, nous pouvons 
olorier uu1ave
 6 et la 
oloration est étendue à G, une 
ontradi
tion.Supposons que dG(u) = k > 3 (k 6 ∆(G)). Dans G, on appelle u4, . . . , ukles (k − 3) 1-sommets adja
ents à u. Considérons G′ = G \ {uuk}. Si
∆(G′) < ∆(G), alors G′ admet une (∆(G′) + 2)-avd-
oloration φ d'aprèsle Théorème 4.1.5.1 (mad(G′) 6 mad(G) < 3− 2

∆
< 3). Cette 
oloration

φ est une (∆(G) + 1)-avd-
oloration de G′ que nous pouvons étendreà G en 
oloriant uuk proprement (|Cφ(u)| = ∆(G), |Cφ(u2)| < ∆(G),
|Cφ(u3)| < ∆(G), |Cφ(u1)| = 2 et |Cφ(uk)| = 1), une 
ontradi
tion.Si ∆(G′) = ∆(G), alors par minimalité de G, G′ admet une (∆(G) + 1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité, on peut supposer que φ(uui) =
i pour tout i ∈ [k − 1] (ave
 4 6 k 6 ∆(G)). Supposons d'abord que
k > 4. Nous 
olorions uuk ave
 k. Soit nous obtenons une avd-
olorationde G′ et nous pouvons l'étendre à G, soit un voisin de u, par exemple
u2, véri�e Cφ(u2) = {1, 2, 3, . . . , k− 1, k}. Nous 
olorions uuk ave
 k+ 1.Soit nous avons terminé, soit Cφ(u3) = {1, 2, 3, . . . , k− 1, k+1}. Dans 
e
as, nous re
olorions uuk−1 ave
 k. Ce qui étend la 
oloration à G, une
ontradi
tion. Supposons maintenant que k = 4. Nous 
olorions uu4 ave
100



4.2. Graphes de degré moyen maximum borné4, soit nous avons terminé, soit un voisin de u (di�érent de u1), disons u2,véri�e Cφ(u2) = {1, 2, 3, 4}. Nous re
olorions uu4 ave
 5, soit nous avonsterminé, soit u3 véri�e Cφ(u3) = {1, 2, 3, 5}. Nous re
olorions alors uu4ave
 6 (
e qui est possible 
ar ∆(G) > 5), 
e qui étend la 
oloration à Get nous fournit une 
ontradi
tion.
u3

u

u2

u1 v

Figure 4.1: Con�guration du Lemme 4.2.2.2.3. Soit u un 4-sommet dans H . Dans H , on nomme u1, u2, u3 et u4 les quatrevoisins de u. Supposons également que dH(u1) = dH(u2) = dH(u3) = 2 (Fi-gure 4.2). D'après les Lemmes 4.2.1.2, dG(u1) = dG(u2) = dG(u3) = 2. Pour
i ∈ {1, 2, 3}, soit vi le se
ond voisin de ui (di�érent de u). Nous 
onsidéronsdeux 
as :(1) Supposons que l'un des ui est un 2-sommet léger, par exemple u1. Soit

w le se
ond voisin de v1 di�érent de u1. On en déduit alors par leLemme 4.2.1.3, dH(w) = dG(w) et dH(u) = dG(u) = 4. De plus, d'après leLemme 4.2.2.1, dH(w) > 2. Considérons G′ = G \ {u1v1}. Par minimalitéde G, G′ admet une (∆(G)+1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité,on peut supposer que φ(uui) = i pour tout i ∈ [4]. Si φ(uu1) 6= φ(v1w),alors nous 
olorions u1v1 proprement. Ce qui étend φ à G, une 
ontra-di
tion. Supposons alors que φ(uu1) = φ(v1w) = 1. Nous re
olorions uu1ave
 la 
ouleur 5, soit la 
oloration obtenue est une avd-
oloration de G′et nous pouvons l'étendre à G, soit u4 véri�e Cφ(u4) = {2, 3, 4, 5}. Nous
olorions uu1 ave
 6 et nous 
olorions u1v1 proprement, 
e qui étend la
oloration à G et nous fournit une 
ontradi
tion.(2) Supposons que u1, u2, u3 sont trois 2-sommets forts. Si dG(u) = dH(u) =
4, alors nous 
onsidérons G′ = G \ {uu1}. Par minimalité de G, G′admet une (∆(G) + 1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité, onpeut supposer que φ(u1v1) = α 6 4 et φ(uui+1) = i + 1 pour tout
i ∈ [3]. Nous 
olorions uu1 ave
 5, soit nous avons terminé, soit u4véri�e Cφ(u4) = {2, 3, 4, 5}. Nous re
olorions alors uu1 ave
 6, 
e quiétend la 
oloration à G et nous fournit une 
ontradi
tion. Supposonsque dG(u) = k > 4 (k 6 ∆(G)). Dans G, on note u5, . . . , uk les
(k − 4) 1-sommets adja
ents à u. Considérons G′ = G \ {uuk}. Si
∆(G′) < ∆(G), alors G′ admet une (∆(G′) + 2)-avd-
oloration φ d'aprèsle Théorème 4.1.5.1 (mad(G′) 6 mad(G) < 3− 2

∆
< 3). Cette 
oloration 101



Chapitre 4. Coloration d'arêtes sommets adja
ents distinguants
φ est une (∆(G) + 1)-avd-
oloration partielle de G que nous étendonsà G en 
oloriant uuk proprement (|Cφ(u)| = ∆(G), |Cφ(u4)| < ∆(G),
|Cφ(u1)| = |Cφ(u2)| = |Cφ(u3)| = 2 et |Cφ(uk)| = 1), une 
ontradi
tion.Si ∆(G′) = ∆(G), alors par minimalité de G, G′ = G \ {uuk} admet une
(∆(G) + 1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité, on peut suppo-ser que φ(uui) = i pour tout i ∈ [k − 1] (ave
 5 6 k 6 ∆(G)). Nous
olorions uuk ave
 k. Si la 
oloration obtenue est une avd-
olorationde G, nous avons terminé. Sinon 
ela signi�e que u4 véri�e Cφ(u4) =
{1, 2, 3, . . . , k − 1, k}, alors nous 
olorions uuk ave
 k + 1. Ce qui étendla 
oloration à G, une 
ontradi
tion.

u1u v1u3

u2

v2

u4

v3

Figure 4.2: Con�guration du Lemme 4.2.2.3.4. Soit u un k-sommet dans H adja
ent à un 2-sommet léger v tel que 3 6

k 6 ⌈∆
2
⌉. Soient w le se
ond voisin de v di�érent de u et x le se
ond voisinde w di�érent de v. Appelons u1, . . . , uk−1 les (k − 1) voisins de u di�érentsde v (Figure 4.3). Par les Lemmes 4.2.1.2 et 4.2.1.3, dH(w) = dG(w) = 2 =

dG(v) = dH(v) et dG(u) = dH(u) = k. D'après le Lemme 4.2.2.1, dH(x) > 2.Considérons G′ = G \ {vw}. Par minimalité de G, G′ admet une (∆(G) + 1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité, on peut supposer que φ(uui) = ipour tout i ∈ [k − 1] et φ(uv) = k. Si φ(uv) 6= φ(wx), alors nous 
olorionsproprement vw. Ce qui étend φ à G, une 
ontradi
tion. Supposons maintenantque φ(uv) = φ(wx) = k. Nous tentons de re
olorier uv ave
 
haque 
ouleur
c ∈ {k + 1, . . . , 2k − 1}. Si nous réussissons alors nous pouvons 
olorier tout
G ; sinon 
ela signi�e que pour tout c ∈ {k+1, . . . , 2k− 1} il existe i ∈ [k− 1]tel que Cφ(u) \ {k} ∪ {c} = Cφ(ui). Dans 
e 
as, nous re
olorions uv ave
la 
ouleur 2k 
e qui est possible 
ar 3 6 k 6 ⌈∆

2
⌉. La 
oloration obtenueest une avd-
oloration de G′. Nous étendons alors la 
oloration à G 
ommepré
édemment.5. Soit u un k-sommet dans H . Considérons (k − 2) 
haînes dans H , uv1jv2j v3jave
 j ∈ [k − 2], telles que dH(v

1
j ) = dH(v

2
j ) = 2 et dH(v

3
j ) > 2 (d'aprèsle Lemme 4.2.2.1). D'après le Lemme 4.2.1.2, dG(v1j ) = dG(v

2
j ) = 2 et parle Lemme 4.2.1.3, dG(u) = dH(u) = k. Soient x et y les deux voisins de u102



4.2. Graphes de degré moyen maximum borné
uk−1

u1u2

wu v x

Figure 4.3: Con�guration du Lemme 4.2.2.4.di�érents d'un des v1j (Figure 4.4). ConsidéronsG′ = G\{v11v
2
1}. Par minimalitéde G, G′ admet une (∆(G)+1)-avd-
oloration φ. Nous 
onsidérons deux 
as :(1) φ(uv11) 6= φ(v21v

3
1). Nous 
olorions v11v21 proprement, 
e qui étend φ à G,une 
ontradi
tion.(2) Sans perte de généralité, on peut supposer que φ(uv11) = 1 = φ(v21v

3
1),pour tout j ∈ [k − 2], φ(uv1j ) = j, φ(ux) = k − 1 et φ(uy) = k. Siun des v2j v

3
j (j ∈ [k − 2]), par exemple v22v

3
2 , est tel que φ(v22v

3
2) 6= 1,alors nous dé
olorions v12v22, puis nous permutons les 
ouleurs de uv11 et

uv12, et �nalement nous 
olorions proprement v11v21 et v12v22. La 
olorationobtenue est une (∆(G)+1)-avd-
oloration de G. Considérons maintenantque pour tout j ∈ [k−2], φ(v2j v3j ) = 1. Nous re
olorions uv11 ave
 k+1. Sila 
oloration obtenue est une avd-
oloration de G′, alors nous étendons la
oloration à G en 
oloriant v11v21 proprement. Sinon, 
ela signi�e qu'un desvoisins de u (x ou y), disons x, véri�e Cφ(x) = {2, 3, 4, . . . , k−1, k, k+1}.Nous re
olorions alors uv11 ave
 k+2 (
e qui est possible 
ar k 6 ∆(G)−1).Soit nous obtenons une avd-
oloration de G′ que nous pouvons étendre à
G, soit Cφ(y) = {2, 3, . . . , k − 1, k, k + 2}. Dans 
e 
as, nous dé
olorions
v12v

2
2, puis nous 
olorions uv12 ave
 k+1. Nous 
olorions alors proprement

v11v
2
1 et v12v22. Ce qui étend la 
oloration à G, une 
ontradi
tion.

v11 v21u

≥
3− sommet

v12

v22

v33
≥
3− sommet

≥
3− sommet

v31

yx

v1k−2v2k−2v3k−2

Figure 4.4: Con�guration du Lemme 4.2.2.5.6. Soit u un k-sommet dans H adja
ent à k 2-sommets u1, . . . , uk, ave
 k > 5.Pour tout i ∈ [k], on appelle vi le se
ond voisin de ui (distin
t de u). D'aprèsle Lemme 4.2.1.2, dG(ui) = 2 pour tout i ∈ [k] (Figure 4.5). Nous 
onsidéronsdeux 
as : 103



Chapitre 4. Coloration d'arêtes sommets adja
ents distinguants(1) Supposons que l'un des ui est un 2-sommet léger, par exemple u1. Soit
w le se
ond voisin de v1 di�érent de u1. Don
 d'après le Lemme 4.2.1.3,
dH(w) = dG(w) et dH(u) = dG(u) = k. De plus, d'après le Lemme 4.2.2.1,
dH(w) > 2. Considérons G′ = G\{u1v1}. Par minimalité de G, G′ admetune (∆(G)+ 1)-avd-
oloration φ. Sans perte de généralité, nous pouvonssupposer que φ(uui) = i pour tout i ∈ [k]. Si φ(uu1) 6= φ(v1w), alorsnous 
olorions u1v1 proprement. Ce qui étend φ à G, une 
ontradi
tion.Supposons maintenant que φ(uu1) = φ(v1w) = 1. Nous re
olorions uu1ave
 k + 1 et nous 
olorions u1v1 proprement, 
e qui étend la 
olorationà G et nous fournit une 
ontradi
tion.(2) Supposons maintenant que u1, . . . , uk sont k 2-sommets forts. Supposonsd'abord que dG(u) = dH(u). Considérons G′ = G\{uu1}. Par minimalitéde G ou par le Théorème 4.1.5.1, G′ admet une (∆(G)+1)-avd-
oloration
φ. Sans perte de généralité on peut supposer que φ(uui+1) = i + 1 pourtout i ∈ [k − 1] et φ(u1v1) = α 6 k − 1. Nous 
olorions uu1 ave
 une
ouleur parmi [∆(G) + 1] \ ({2, . . . , k} ∪ {α}). Ce qui étend la 
olorationà G, une 
ontradi
tion. Supposons alors que dG(u) = l > dH(u) tel que
l 6 ∆(G). Dans G, on nomme uk+1, . . . , ul les (l−k) 1-sommets adja
entsà u (ave
 k < l 6 ∆(G)). Considérons G′ = G \ {uul}. Par minimalitéde G ou par le Théorème 4.1.5.1, φ est une (∆(G) + 1)-avd-
olorationpartielle de G. Si ∆(G′) < ∆(G) alors nous pouvons étendre φ à G en
oloriant uul proprement, une 
ontradi
tion. Si ∆(G′) = ∆(G), alorssans perte de généralité, supposons que φ(uui) = i pour tout i ∈ [l − 1].Nous 
olorions uul ave
 l. Ce qui étend la 
oloration à G et fournit une
ontradi
tion.

u1u4v4

u2

uk

v2

u3

vk

v1u

v5

u5

v3Figure 4.5: Con�guration du Lemme 4.2.2.6.
✷4.2.2 Pro
édure de dé
hargementDans 
ette partie nous utilisons une pro
édure de dé
hargement sur les sommetsdu graphe H en dé�nissant la fon
tion poids suivante ω : V (H) → R ave
 ω(x) =

dH(x). On en déduit des hypothèses faites sur le degré moyen maximum (mad(H) <104



4.2. Graphes de degré moyen maximum borné
3 − 2

∆
) que la somme totale des poids est stri
tement inférieure à (3 − 2

∆
)|V (H)|.Nous dé�nissons alors des règles de dé
hargement a�n de redistribuer les poids touten 
onservant la somme totale initiale des poids. Une fois la pro
édure terminée, unenouvelle fon
tion poids ω∗ est 
réée. On montre que pour tout sommet v, ω∗(v) >

3− 2
∆
. On aboutit alors à la 
ontradi
tion suivante :
(

3−
2

∆

)

|V (H)| 6
∑

x∈V (H)

ω∗(x) =
∑

x∈V (H)

ω(x) <

(

3−
2

∆

)

|V (H)|prouvant ainsi qu'au
un 
ontre-exemple ne peut exister.On dé�nit les règles de dé
hargement de la façon suivante :(R1) Tout >(⌈∆
2
⌉ + 1)-sommet donne 1− 2

∆
à 
haque 2-sommet léger adja
ent.(R2) Tout >4-sommet donne 1

2
− 1

∆
à 
haque 2-sommet fort adja
ent.Soit v ∈ V (H) un k-sommet. D'après le Lemme 4.2.1.1, k > 2. Considérons lesdi�érents 
as suivants :Cas k = 2. On a ω(v) = 2. D'après le Lemme 4.2.2.1, v est adja
ent à auplus un 2-sommet. De plus, par le Lemme 4.2.2.2, v n'est pas adja
ent à un

3-sommet. Supposons que v est un 2-sommet fort. D'où, par (R2), ω∗(v) >

2+ 2× (1
2
− 1

∆
) = 3− 2

∆
. Supposons maintenant que v est un 2-sommet léger.D'après le Lemme 4.2.2.4, v est adja
ent à un >(⌈∆

2
⌉ + 1)-sommet. D'où, par(R1), ω∗(v) = 2 + 1× (1− 2

∆
) = 3− 2

∆
.Cas k = 3. Par (R1) et (R2), ω(v) = 3 = ω∗(v) > 3− 2

∆
.Cas k = 4. On a ω(v) = 4. Supposons tout d'abord que 5 6 ∆(G) 6 6. Si

v n'est pas adja
ent à un 2-sommet léger, alors par le Lemme 4.2.2.3, v estadja
ent à au plus deux 2-sommets forts. D'où, par (R2), ω∗(v) > 4−2× (1
2
−

1
∆
) > 3− 2

∆
. Sinon, d'après les Lemmes 4.2.2.3 et 4.2.2.5, v est adja
ent à auplus un 2-sommet léger et un 2-sommet fort. D'où, par (R1) et (R2), ω∗(v) >

4−1× (1− 2
∆
)−1× (1

2
− 1

∆
) > 3− 2

∆
(5 6 ∆(G) 6 6). Supposons maintenantque ∆(G) > 7. Alors d'après les Lemmes 4.2.2.3 et 4.2.2.4, v est adja
ent à auplus deux 2-sommets forts. D'où, par (R2), ω∗(v) > 4− 2× (1

2
− 1

∆
) > 3− 2

∆
.Cas 5 6 k 6 ⌈∆

2
⌉. On a ω(v) = k. D'après les Lemmes 4.2.2.4 et 4.2.2.6,

v est adja
ent à au plus (k − 1) 2-sommets forts. D'où, par (R2), ω∗(v) >

k − (k − 1)× (1
2
− 1

∆
) > 3− 2

∆
pour k > 5.Cas ⌈∆

2
⌉ + 1 6 k 6 ∆ − 1. D'après les Lemmes 4.2.2.5 et 4.2.2.6, v est ad-ja
ent à au plus (k − 3) 2-sommets légers et deux 2-sommets forts. D'où, par(R1) et (R2), ω∗(v) > k − (k − 3) × (1 − 2

∆
) − 2 × (1

2
− 1

∆
) > 3 − 2

∆
pour

k > ⌈∆
2
⌉+ 1.Cas k = ∆. On a ω(v) = ∆. D'après le Lemme 4.2.2.6, v est adja
ent à auplus (∆− 1) 2-sommets. On en déduit alors d'après (R1), ω∗(v) > ∆− (∆−

1)× (1− 2
∆
) = 3− 2

∆
.Ce qui termine la preuve. 105



Chapitre 4. Coloration d'arêtes sommets adja
ents distinguants4.3 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons véri�é la Conje
ture 4.1.3 pour la famille des graphestels que ∆ > 3 et de degré moyen maximum stri
tement inférieur à 3 − 2
∆
. Ilsemble 
ependant di�
ile de prouver la Conje
ture 4.1.3 en utilisant uniquementune pro
édure de dé
hargement lo
ale. En revan
he, on pourrait étudier les graphestels que χ′

avd(G) = ∆ + 1 et se poser la question suivante :Question 4.3.1Peut-on prouver que si mad(G) < 3− 2
∆(G)

et ∆(G) > 5, alors χ′
avd(G) = ∆(G) + 1si et seulement si G 
ontient des sommets adja
ents de degré maximum?Question 4.3.2Peut-on améliorer la majoration 3− 2

∆(G)
pour ∆(G) > 5 ?Question 4.3.3Peut-on 
onstruire un graphe G de degré maximum ∆(G) > 5 ave
 mad(G) <

3− 2
∆(G)

+ ǫ tel que χ′
avd(G) > ∆(G) + 1 (ave
 ǫ aussi petit que l'on veut) ?

106



Con
lusionDans 
ette thèse, nous avons abordé di�érents problèmes de 
oloration : 
euxliés à la 
oloration a
y
lique, puis 
eux liés à la 
oloration d'arêtes à distan
e 2 eten�n 
eux liés à la 
oloration d'arêtes sommets adja
ents distinguants.******Dans le Chapitre 2, nous avons étudié la 
oloration a
y
lique. Tout d'abordnous avons 
her
hé à borner χa(G) pour la 
lasse des graphes de degré maximumborné. Ensuite nous nous sommes attardés sur la 
oloration a
y
lique par listes etplus pré
isément sur la 3-liste 
oloration a
y
lique des graphes planaires sans 
y
lesde tailles donnés. Cependant, plusieurs questions restent en suspens :Question 1Peut-on trouver des graphes de degré maximum ∆ (∆ petit), ∆ > 5, tels que χa(G) >
∆+ 1 ? On rappelle que χa(K∆+1) = ∆ + 1 et ∆(K∆+1) = ∆.Dans la re
her
he de tels graphes nous pouvons remarquer que :Observation 1
χa(Kn) = χ(Kn) = n = ∆(Kn) + 1, χa(K2n \M) = 2n− 1 = ∆(K2n \M) + 1 >>

χ(K2n \M) = n ≃ ∆
2

ave
 M un 
ouplage parfait.
1 2

3

5

4

2

G = K6 \M n'est pas a
y
liquement 4-
oloriableCette appro
he nous semble prometteuse. Kosto
hka et Sto
ker [66℄ ont prouvéré
emment que tout graphe de degré maximum 5 est a
y
liquement 
oloriable ave
au plus 7 
ouleurs. Une question naturelle que l'on se pose est : 107



CONCLUSIONQuestion 2Peut-on prouver que tout graphe de degré maximum 5 est tel que χa(G) 6 6 ?Si on démontre que tout graphe de degré maximum 5 est a
y
liquement 
oloriableave
 6 
ouleurs alors le résutat est optimal puisque K6 est de degré maximum 5 etn'est pas a
y
liquement 5-
oloriable.Le bon ordre de 
oloration des sommets ne nous a pas permis de répondre à 
ettequestion. Toutefois un tel ordre de 
oloration de sommets pourrait être réutilisé pourd'autres variantes de 
oloration.En matière de 3-
oloration a
y
lique par listes de nombreuses questions sub-sistent :Question 3Peut-on prouver que tout graphe planaire sans 
y
le de longueurs 4 à i est a
y
li-quement 3-liste 
oloriable pour 6 6 i 6 10 ?De plus, on sait que si G est planaire de maille 7, alors χa(G) 6 3 [15℄.Question 4Peut-on prouver que tout graphe planaire de maille au moins 6 est a
y
liquement3-liste 
oloriable ?Une autre appro
he serait inspirée du Problème d'Havel [50℄ en version a
y-
lique :Question 5Existe-t-il r tel que d(Ci, Cj) > r ⇒ χa(G) 6 3, ave
 Ci, Cj ∈ {C3, · · · , C6} ?Question 6Étant donné i > 6, existe-t-il une 
onstante d telle que tout graphe planaire sans
y
le de longueurs 4 à i ave
 d∆(G) > d est a
y
liquement 3-liste 
oloriable. Pour idonné, si d existe, quelle est la plus petite valeur de d ?******Dans le Chapitre 3, nous avons étudié la 
oloration forte d'arêtes des graphessub
ubiques en déterminant les majorations de χ′
s en fon
tion du degré moyen maxi-mum. Nous nous sommes également intéressés à la 
oloration forte d'arêtes desgraphes sub
ubiques sans 
y
les de longueurs données. Nous avons également pré-senté di�érents résultats de NP-
omplétude pour la 
lasse des graphes planairessub
ubiques, 
e qui a permis de légitimer les 
onditions su�santes de 6-
olorationforte d'arêtes que nous avons établis. Après avoir étudié 
es di�érents aspe
ts, plu-sieurs questions émergent :Question 7Peut-on prouver que tout graphe planaire sub
ubique G de maille g > 7, est tel que

χ′
s(G) 6 9 ?108



CONCLUSIONL'argument de planarité que nous avons utilisé pour diminuer la maille de 30 à16 n'est pas su�sant pour diminuer les mailles des autres 
as (
f. Corollaire 3.3.2).Il faut don
 utiliser d'autres arguments de planarité pour diminuer 
es mailles. Onpeut également imaginer qu'en utilisant une pro
édure de dé
hargement globalenous pourrions améliorer nos majorations établies dans le Théorème 3.1.5.Con
ernant la famille des graphes planaires sub
ubiques sans 
y
les de longueursdonnées qui admettent une 
oloration forte d'arêtes ave
 au plus 9 
ouleurs, nouspouvons nous poser la question suivante :Question 8Pour quelles valeurs de i et j, peut-on prouver qu'un graphe planaire sub
ubique Gsans 
y
les de longueurs i à j est tel que χ′
s(G) 6 9 ?Nous avons également obtenu une majoration optimale de l'indi
e 
hromatiquefort pour la famille des graphes planaires extérieurs en prouvant que :Tout graphe planaire extérieur G de degré maximum ∆ > 3 est tel que χ′

s(G) 6
3∆− 3. De plus, pour tout ∆ > 3, il existe un graphe planaire extérieur G tel que
χ′
s(G) = 3∆− 3.En 
e qui 
on
erne les problèmes de dé
i
ion, nous avons été les premiers à nousrestreindre à la 
lasse des graphes planaires. On peut 
ependant se poser quelquesquestions :Question 9Peut-on prouver que le problème de 5-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour les graphes planaires bipartis de degré maximum 3 et pour toute maillequel
onque �xée ?Question 10Peut-on prouver que le problème de 7-COLORATION FORTE d'arêtes est NP-
omplet pour les graphes planaires de degré maximum 3 ?******Dans leChapitre 4, nous avons abordé la 
oloration d'arêtes sommets adja
entsdistinguants en déterminant les majorations de χ′

avd en fon
tion du degré moyenmaximum. Notre travail s'ins
rit dans la 
ontinuité de 
elui e�e
tué par Wang etWang en 2010 [88℄. Nous nous sommes fo
alisés sur la famille des graphes de degrémaximum au moins 5. Cependant, il subsiste plusieurs interrogations. Notammentune question de 
ara
térisation 
omme l'ont proposé Wang et Wang [88℄ :Question 11Peut-on prouver que si mad(G) < 3− 2
∆(G)

et ∆(G) > 5, alors χ′
avd(G) = ∆(G) + 1si et seulement si G 
ontient des sommets adja
ents de degré maximum?Question 12Peut-on améliorer la majoration 3− 2

∆(G)
pour ∆(G) > 5 ? 109



CONCLUSIONEn utilisant une pro
édure de dé
hargement globale par exemple, on pourraitpeut être en
ore a�ner nos résultats.On se pose également une question relative à l'optimalité de nos résultats :Question 13Trouver G et f(∆) tels que mad(G) = f(∆) et χ′
avd(G) > ∆+ 1.

110



Bibliographie[1℄ S. Akbari, H. Bidkhori, and N. Nosrati. r-strong edge 
olorings of graphs.Dis
rete Math., 306 :3005�3010, 2006.[2℄ M. O. Albertson and D. M. Berman. Every planar graph has an a
y
li
 7-
oloring. Israel J. Math., 28 :169�174, 1977.[3℄ N. Alon, C. M
Diarmid, and B. Reed. A
y
li
 
oloring of graphs. RandomStru
t. Algor., 2(3) :277�288, 1991.[4℄ L.D. Andersen. The strong 
hromati
 index of a 
ubi
 graph is at most 10.Dis
rete Mathemati
s, 108 :231�252, 1992.[5℄ K. Appel and W. Haken. The existen
e of unavoidable sets of geographi
allygood 
on�gurations. Illinois J. Math., 20 :218�297, 1976.[6℄ B. Balasundaram and S. Butenko. Handbook of Optimization in Tele
ommuni-
ations, volume 5, pages 865�890. Springer, 2006.[7℄ P. N. Balister, E. Gy®ri, J. Lehel, and R. H. S
help. Adja
ent vertex distingui-shing edge-
olorings. SIAM J. Dis
rete Math., 21 :237�250, 2007.[8℄ P.N. Balister, O.M. Riordan, and R.H. S
help. Vertex-distinguishing edge-
olorings of graphs. Journal of Graph Theory, 42 :95�109, 2003.[9℄ C.L. Barrett, G. Istrate, V.S.A. Kumar, M.V. Marathe, S. Thite, and S. Thula-sidasan. Strong edge 
oloring for 
hannel assignment in wireless radio networks.Pro
. of the 4th annual IEEE international 
onferen
e on Pervasive and Com-muni
ations Workshops, pages 106�110, 2006.[10℄ C. Berge. Graphes. Gauthiers�Villars, 3rd edition, 1987.[11℄ J. A. Bondy and U. S. R. Murty. Graph Theory with Appli
ations. New York :Ma
millan, 1976.[12℄ O. V. Borodin. On a
y
li
 
oloring of planar graphs. Dis
rete Math., 25 :211�236, 1979.[13℄ O. V. Borodin. Stru
tural properties of plane graphs without adja
ent trianglesand an appli
ation to 3-
olorings. J. Graph Theory, 21(2) :183�186, 1996.[14℄ O. V. Borodin. A
y
li
 3-
hoosability of planar graphs without 
y
les of length4 from 12. Diskretn. Anal. Issled. Oper., 16(5) :26�33, 2009.[15℄ O. V. Borodin, M. Chen, A. O. Ivanova, and A. Raspaud. A
y
li
 3-
hoosabilityof sparse graphs with girth at least 7. Dis
rete Math., 310 :2426�2434, 2010. 111



Bibliographie[16℄ O. V. Borodin, D. G. Fon-Der Flaass, A. V. Kosto
hka, A. Raspaud, and E. So-pena. A
y
li
 list 7-
oloring of planar graphs. J. Graph Theory, 40 :83�90, 2002.[17℄ O. V. Borodin, A. N. Glebov, A. Raspaud, and M. R. Salavatipour. Planargraphs without 
y
les of length from 4 to 7 are 3-
olorable. J. Combin. TheorySer. B, 93 :303�311, 2005.[18℄ O. V. Borodin and A. O. Ivanova. A
y
li
 5-
hoosability of planar graphswithout adja
ent short 
y
les. Submitted for publi
ation, 2009.[19℄ O. V. Borodin and A. O. Ivanova. A
y
li
 3-
hoosability of planar graphs withno 
y
les of length from 4 to 11. Sib. Elektron. Mat. Izv., 7 :275�283, 2010.[20℄ O. V. Borodin and A. O. Ivanova. A
y
li
 4-
hoosability of planar graphs withno 4- and 5-
y
les. Submitted for publi
ation, 2010.[21℄ O. V. Borodin, A. O. Ivanova, and A. Raspaud. A
y
li
 4-
hoosability of planargraphs with neither 4-
y
les nor triangular 6-
y
les. Dis
rete Math., 310 :2946�2950, 2010.[22℄ O. V. Borodin, A. V. Kosto
hka, and D. R. Woodall. A
y
li
 
olourings ofplanar graphs with large girth. J. London Math. So
., 60(2) :344�352, 1999.[23℄ R. L. Brooks. On 
olouring the nodes of a network. Pro
. Cambridge Phil.So
., 37 :194�197, 1941.[24℄ A.C. Burris and R.H. S
help. Vertex-distinguishing proper edge-
olorings. Jour-nal of Graph Theory, 26 :73�83, 1997.[25℄ M.I. Burstein. Every 4-valent graph has an a
y
li
 5-
oloring. Soob�s�
. Akad.Nauk Gruzin SSR, 93 :21�24, 1979.[26℄ J. Cerný, M. Hor�nák, and R. Soták. Observability of a graph. Mathemati
aSlova
a, 46(1) :21�31, 1996.[27℄ M. Chen and A. Raspaud. Planar graphs without 4, 5 and 8-
y
les are a
y
li-
ally 4-
hoosable. Ele
tron. Notes in Dis
rete Math., 34 :659�667, 2009.[28℄ M. Chen and A. Raspaud. On a
y
li
 4-
hoosability of planar graphs withoutshort 
y
les. Dis
rete Math., 310 :2113�2118, 2010.[29℄ M. Chen and A. Raspaud. Planar graphs without 4- and 5-
y
les are a
y
li
ally4-
hoosable. Submitted for publi
ation, 2010.[30℄ M. Chen and A. Raspaud. A su�
ient 
ondition for planar graphs to be a
y-
li
ally 5-
hoosable. Submitted for publi
ation, 2010.[31℄ M. Chen, A. Raspaud, N. Roussel, and X. Zhu. A
y
li
 4-
hoosability of planargraphs. Dis
rete Math., 311 :92�101, 2011.[32℄ M. Chen and W. Wang. A
y
li
 5-
hoosability of planar graphs without 4-
y
les. Dis
rete Math., 308(5) :6216�6225, 2008.[33℄ D.W. Cranston. Strong edge-
oloring of graphs with maximum degree 4 using22 
olors. Dis
rete Mathemati
s, 306(21) :2772�2778, 2006.112



[34℄ E. Dedó, D. Torri, and N. Zagaglia Salvi. The observability of the Fibona

iand the Lu
as 
ubes. Dis
rete Math., 255 :55�63, 2002.[35℄ Y. Dieng, H. Ho
quard, and R. Naserasr. A
y
li
 
oloring of graphs with givenmaximum degree, 2010. Conferen
e 8FCC.[36℄ R. Diestel. Graph Theory. 3rd edition, Springer-Verlag, Berlin and Heidelberg,2005.[37℄ P. Erd®s, A. L. Rubin, and H. Taylor. Choosability in graphs. Congr. Numer.,26 :125�157, 1979.[38℄ J. Eri
kson, S. Thite, and D. Bunde. Distan
e-2 edge 
oloring is NP-
omplete.Te
hni
al report, Department of Computer S
ien
e, University of Illinois, 2005.[39℄ R.J. Faudree, A. Gyárfas, R.H. S
help, and Zs. Tuza. Indu
ed mat
hings inbipartite graphs. Dis
rete Mathemati
s, 78 :83�87, 1989.[40℄ R.J. Faudree, A. Gyárfas, R.H. S
help, and Zs. Tuza. The strong 
hromati
index of graphs. Ars Combinatoria, 29B :205�211, 1990.[41℄ O. Favaron, H. Li, and R.H. S
help. Strong edge 
oloring of graphs. Dis
reteMath., 159 :103�109, 1996.[42℄ G. Fertin and A. Raspaud. A
y
li
 
oloring of graphs of maximum degree ∆.DMTCS pro
. AE, pages 389�396, 2005.[43℄ G. Fertin and A. Raspaud. A
y
li
 
oloring of graphs of maximum degree �ve :nine 
olors are enough. Inform. Pro
ess. Lett., 105 :65�72, 2008.[44℄ J.L. Fouquet and J.L. Jolivet. Strong edge-
olorings of graphs and appli
ationsto multi-k-gons. Ars Combinatoria A, 16 :141�150, 1983.[45℄ J.L. Fouquet and J.L. Jolivet. Strong edge-
oloring of 
ubi
 planar graphs.Progress in Graph Theory, pages 247�264, 1984.[46℄ M.R. Garey, D.S. Johnson, and L.J. Sto
kmeyer. Some simpli�ed NP-
ompletegraph problems. Theoreti
al Computer S
ien
e, 1(3) :237�267, 1976.[47℄ B. Grünbaum. A
y
li
 
olorings of planar graphs. Israel J. Math., 14 :390�408,1973.[48℄ S. Gutner. The 
omplexity of planar graph 
hoosability. Dis
rete Math.,159 :119�130, 1996.[49℄ H. Hatami. ∆+ 300 is a bound on the the adja
ent vertex distinguishing edge
hromati
 number. J. Combin. Theory Ser. B, 95 :246�256, 2005.[50℄ I. Havel. O zharvitelnosti rovinný
h graf 
u t�remi barvami. Math. GeometrieTheorie Graf 
u, pages 89�91, 1970.[51℄ H. Ho
quard. A
y
li
 
oloring of graphs with maximum degree six. Inform.Pro
ess. Lett., 111 :748�753, 2011.[52℄ H. Ho
quard and M. Montassier. A
y
li
 
oloring of graphs of maximum degree�ve. Te
hni
al report, LaBRI, 2008. 113



Bibliographie[53℄ H. Ho
quard and M. Montassier. Every planar graph without 
y
les of lengths
4 to 12 is a
y
li
ally 3-
hoosable. Inform. Pro
ess. Lett., 109 :1193�1196, 2009.[54℄ H. Ho
quard and M. Montassier. Adja
ent vertex-distinguishing edge 
oloringof graphs with maximum degree ∆. To appear in JOCO, 2011.[55℄ H. Ho
quard, M. Montassier, and A. Raspaud. A note on the a
y
li
 3-
hoosability of some planar graphs. Dis
ret Appl. Math., 158(10) :1104�1110,2010.[56℄ H. Ho
quard, P. O
hem, and P. Vali
ov. Strong edge 
oloring and indu
edmat
hings. Submitted for publi
ation, 2011.[57℄ H. Ho
quard, P. O
hem, and P. Vali
ov. Strong edge 
olouring of planar graphs.Te
hni
al report, LaBRI, 2011.[58℄ H. Ho
quard and P. Vali
ov. Strong edge 
olouring of sub
ubi
 graphs. Dis
reteAppl. Math., 159(15) :1650�1657, 2011.[59℄ P. Horák, H. Qing, and W.T. Trotter. Indu
ed mat
hings in 
ubi
 graphs.Journal of Graph Theory, 17 :151�160, 1993.[60℄ M. Hor�nák. Asymptoti
 behaviour of the observability of Qn. Dis
rete Math.,176 :139�148, 1997.[61℄ M. Hor�nák and R. Soták. Observability of 
omplete multipartite graphs withequipotent parts. Ars Combinatoria, 41 :289�301, 1995.[62℄ T. R. Jensen and B. Toft. Choosability versus 
hromati
ity. Geombinatori
s,5 :45�64, 1995.[63℄ T. R. Jensen and B. Toft. Graph Coloring Problems. Wiley-Inters
ien
e, NewYork, 1995.[64℄ A. V. Kosto
hka. A
y
li
 6-
olorings of planar graphs. Metody Diskret. Anal.,28 :40�56, 1976.[65℄ A. V. Kosto
hka and L. S. Melnikov. Note to the paper of Grünbaum on a
y
li

olorings. Dis
rete Math., 14 :403�406, 1976.[66℄ A. V. Kosto
hka and C. Sto
ker. Graphs with maximum degree 5 are a
y
li
ally7-
olorable. Ars Mathemati
a Contemporanea, 4 :153�164, 2011.[67℄ K. Kuratowski. Sur le problème des 
ourbes gau
hes en topologie. Fund. Math.,15 :271�283, 1930.[68℄ M. Mahdian. The strong 
hromati
 index of graphs. Master's thesis, Universityof Toronto, 2000.[69℄ M. Mahdian. On the 
omputational 
omplexity of strong edge 
oloring. Dis
reteAppl. Math., 118(3) :239�248, 2002.[70℄ M. Mirzakhani. A small non-4-
hoosable planar graph. Bull. Inst. Combin.Appl., 17 :15�18, 1996.114



[71℄ J. Mit
hem. Every planar graph has an a
y
li
 8-
oloring. Duke Math. J.,41 :177�181, 1974.[72℄ M. Molloy and B. Reed. A bound on the strong 
hromati
 index of a graph. J.Combin. Theory Ser. B, 69(2) :103�109, 1997.[73℄ M. Montassier. Colorations de graphes sous 
ontraintes, 
on
eption de réseauxembarqués tolérants aux pannes. Ph. D. Thesis, Université Bordeaux 1, Fran
e,2005.[74℄ M. Montassier. A
y
li
 4-
hoosability of planar graphs with girth at least 5.Trends in Mathemati
s : Graph Theory in Paris, pages 299�310, 2007.[75℄ M. Montassier, P. O
hem, and A. Raspaud. On the a
y
li
 
hoosability ofgraphs. J. Graph Theory, 51 :281�300, 2006.[76℄ M. Montassier, A. Raspaud, and W. Wang. A
y
li
 4-
hoosability of planargraphs without 
y
les of spe
i�
 lengths. In Topi
s in dis
rete mathemati
s,Algorithms Combinatori
s, volume 26, pages 473�491. Springer, Berlin, 2006.[77℄ M. Montassier, A. Raspaud, and W. Wang. A
y
li
 5-
hoosability of planargraphs without small 
y
les. J. Graph Theory, 54 :245�260, 2007.[78℄ T. Nandagopal, T. Kim, X. Gao, and V. Barghavan. A
hieving MAC layerfairness in wireless pa
ket networks. Pro
. 6th ACM Conf. on Mobile Computingand Networking, pages 87�98, 2000.[79℄ S. Ramanathan. A uni�ed framework and algorithm for (T/F/C) DMA 
hannelassignment in wireless networks. Pro
. IEEE INFOCOM'97, pages 900�907,1997.[80℄ S. Ramanathan and E.L. Lloyd. S
heduling algorithms for multi-hop radio-networks. IEEE/ACM Trans. Networking, 2 :166�177, 1993.[81℄ S. Skulrattanakul
hai. A
y
li
 
olorings of sub
ubi
 graphs. Inform. Pro
ess.Lett., 92 :161�167, 2004.[82℄ C. Thomassen. Every planar graph is 5-
hoosable. J. Combin. Theory Ser. B,62 :180�181, 1994.[83℄ V.G. Vizing. On an estimate of the 
hromati
 
lass of a p-graph. MetodyDiskret. Analiz., 3 :23�30, 1964.[84℄ V.G. Vizing. Coloring the verti
es of a graph in pres
ribed 
olors. MetodyDiskret. Analiz., (19) :3�10, 1976.[85℄ M. Voigt. List 
olourings of planar graphs. Dis
rete Math., 120 :215�219, 1993.[86℄ M. Voigt. A non-3-
hoosable planar graph without 
y
les of length 4 and 5.Dis
rete Math., 307 :1013�1015, 2007.[87℄ W. Wang and M. Chen. Planar graphs without 4-
y
les are a
y
li
ally 6-
hoosable. J. Graph Theory, 61 :307�323, 2009. 115



Bibliographie[88℄ W. Wang and Y. Wang. Adja
ent vertex distinguishing edge-
olorings of graphswith smaller maximum average degree. J. Comb. Optim., 19 :471�485, 2010.[89℄ D. B. West. Strong edge-
oloring, open problems - graph theory and 
ombina-tori
s. http ://www.math.uiu
.edu/ west/openp/strongedge.html.[90℄ K. Yadav, S. Varagani, K. Kothapalli, and V. Ch. Venkaiah. A
y
li
 vertex 
o-loring of graphs of maximum degree 6. Ele
tron. Notes Dis
rete Math., 35 :177�182, 2009.[91℄ K. Yadav, S. Varagani, K. Kothapalli, and V. Ch. Venkaiah. A
y
li
 vertex
oloring of graphs of maximum degree ∆. Pro
. of Indian Mathemati
al So
iety,35 :177�182, 2009.[92℄ K. Yadav, S. Varagani, K. Kothapalli, and V. Ch. Venkaiah. A
y
li
 vertex
oloring of graphs of maximum degree 5. Dis
rete Math., 311 :342�348, 2011.[93℄ H. Zhang and B. Xu. A
y
li
 5-
hoosability of planar graphs with neither4-
y
les nor 
hordal 6-
y
les. Dis
rete Math., 309(20) :6087�6091, 2009.[94℄ Z. Zhang, L. Liu, and J. Wang. Adja
ent strong edge 
oloring of graphs. Appl.Math. Lett., 15 :623�626, 2002.

116


	Table des matières
	Table des figures
	Introduction
	Généralités sur les graphes
	Introduction
	Définitions
	Adjacence
	Degré d'un sommet, degré maximum d'un graphe
	Sous-graphes
	Chaînes, cycles et connexité
	Mineur de graphe
	Graphe représentatif des arêtes
	Carré d'un graphe
	Subdivision d'un graphe

	Quelques classes de graphes
	Stables et graphes complets
	Arbres et forêts
	Les graphes planaires et planaires extérieurs
	Les graphes k-dégénérés
	Les graphes bipartis

	Quelques notions de coloration
	Coloration des sommets d'un graphe
	Coloration des arêtes d'un graphe


	Coloration acyclique
	Introduction
	Coloration acyclique
	Coloration acyclique par listes

	Graphes de degré maximum borné
	Préliminaires
	GS-arbre (good spanning tree)
	Graphes de degré maximum 5
	Graphes de degré maximum 6
	Graphes de degré maximum 7

	Graphes planaires sans cycles de longueurs données
	Graphes planaires sans cycles de longueurs données
	Graphes planaires sans triangles proches

	Conclusion

	Coloration forte d'arêtes
	Introduction
	Complexité de la coloration forte d'arêtes pour les graphes planaires subcubiques
	Complexité de la 4-COLORATION FORTE d'arêtes
	Complexité de la 5-COLORATION FORTE d'arêtes
	Complexité de la 6-COLORATION FORTE d'arêtes

	Graphes subcubiques de degré moyen maximum borné
	Preuve du Théorème 3.1.5.1
	Preuve du Théorème 3.1.5.2
	Preuve du Théorème 3.1.5.3
	Preuve du Théorème 3.1.5.4

	Graphes planaires subcubiques sans cycles de longueurs données
	Propriétés structurelles
	Procédure de déchargement

	Graphes planaires extérieurs
	Conclusion

	Coloration d'arêtes sommets adjacents distinguants
	Introduction
	Graphes de degré moyen maximum borné
	Propriétés structurelles de H
	Procédure de déchargement

	Conclusion

	Conclusion
	Bibliographie

