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Chapitre 1

Introduction

L’étude de l'interaction matiere rayonnement et de la propagation d’ondes dans des
milieux désordonnés est un sujet présentant a la fois de nombreux aspects complexes et
forts intéressants pour les phénomenes physiques qu’ils impliquent. La prise en compte du
caractere cohérent de I'onde se propageant dans un milieu ou les diffuseurs sont placés de
manieres aléatoires peut présenter des comportements tres riches tels que la rétrodiffusion
cohérente (CBS) [1, 2][3], la localisation d’Anderson [4][5] ou encore l'augmentation de
I’émission cohérente liée a la synchronisation entre les diffuseurs par le biais de 1'onde
qu'ils émettent [6][7].

A Texception de ce dernier, les phénomenes de localisation faible (CBS) et forte (Lo-
calisation d’Anderson) sont communément vus comme des processus cohérents survivants
dans le régime de diffusion multiple. En effet lorsqu’une onde se propageant dans un milieu
désordonné subit un grand nombre d’évenements de diffusions, par des diffuseurs placés
aléatoirement dans l’espace, on peut s’attendre a une perte de cohérence dans sa phase
aboutissant a une minimisation des effets d’interférences entre les différents diagrammes
de diffusions. Dans ce cas, des modeles ne tenant pas compte des effets d’interférences type
Equation de Transfert Radiative (RTE) peuvent étre utilisés [8][9] afin de décrire le régime
de diffusion multiple et ce dans beaucoup de domaines de la Physique [10]. Cependant il
a été montré que certains effets cohérents étaient susceptibles d’amener des corrections
non négligeables aux comportements prédits par les équations de transfert radiatives telle
que la suppression des fluctuations universelles de la conductance [11] ou encore les effets
de localisation faible et forte.

La situation que nous considérons s’intéresse a la propagation d’une onde lumineuse
dans une vapeur atomique et plus précisément un nuage d’atomes froids. L’étude de la
relaxation cohérente de la lumiere par un ensemble d’atomes, assimilés dans ce cas a des
systémes a deux niveaux, a suscité un grand intérét [12, 13, 14] depuis le travail fonda-
teur de Dicke notamment dans le but d’observer expérimentalement une augmentation
du taux d’émission cohérente (superradiance) ou une diminution de ce taux d’émission
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

(sousradiance). Dans une expérience dite de fluorescence classique, les atomes rayonnent
la lumiere de maniere isotrope et la constante de temps de relaxation caractéristique du
systéme est proportionnel a 1/Ty ot I'y est le taux de relaxation pour un atome indépen-
dant. Lorsque ces atomes ne rayonnement plus de maniere indépendante, le phénomene
originalement prédit est connu sous le nom de superfluorescence. Dans ce cas, N atomes,
initialement dans leur état excité, se désexcitent de plus en plus efficacement jusqu’a
émettre 'excitation de maniere plus intense avec un taux d’émission I'. oc NTy et dans
des directions de l'espace privilégiées (souvent reliées a la géométrie du systeme).

Cette situation, bien que similaire en certains points aux phénomenes que nous allons
étudier dans ce manuscrit, differe principalement de notre modele dans le sens ou nous
ne nous intéressons qu’au dernier étage de la cascade radiative décrite précédemment en
ne considérant qu’une excitation (un photon ou un atome excité) au maximum dans le
systeme. Dans notre cas ce sont les interactions mutuelles entre atomes, assimilés a des
dipoles ponctuels, via le champ électromagnétique qu’ils émettent qui vont étre a ’origine
des effets cohérents qui pourront aboutir a une augmentation du taux d’émission collectif
(superradiance) ou au piégeage de I’excitation dans le systéme (sousradiance). D’ordinaire
ces effets (que ce soit pour une seule ou plusieurs excitations) sont étudiés théoriquement
pour des systemes dont la taille est petite devant la longueur d’onde associée a la transition
atomique L < X et dans le cas d’une seule excitation, il a été trouvé que le taux d’émission
collectif superradiant, auquel on associe I’état symétrique :

1
|s) = ﬁ;m,...,ei,...,gm, (1.1)

était proportionnel au nombre d’atomes I'. o< NT'y contenus dans le systeme[15, 6],|g1, ..., €, ..., gn)
étant 1’état associé au i-eme atome dans son états excité et les N — 1 autres atomes dans
leur état fondamental. Cependant ce type de systeme dont la taille est tres petite n’est pas
facilement réalisable d’un point de vue expérimental c’est pourquoi certains travaux se
sont penchés sur I’étude de ces phénomenes dans des milieux dont la taille est supérieure
a la longueur d’onde [16]. Dans cette limite, la distance relative entre deux atomes (non
négligeable devant la longueur d’onde) induit un déphasage et il a été trouvé une géné-
ralisation, I’état Timed Dicke, a I’état symétrique présenté a I’équation (1.1) telle que :

1 )
TD) = —— ezko,ri
D)= Y

Il a également été obtenu que le taux d’émission collectif ne dépendait plus uniquement du
nombre d’atomes N mais du rapport entre ce dernier et le nombre de modes transverses
(koL)? contenus dans le systéme. Ce rapport présente un certain intérét dans le sens ol
il représente une quantité connue des expérimentateurs qui est 1’épaisseur optique by a
résonance :

gl,...,ei,...,gN>. (12)

N

by o W. (1.3)

En plus de ces effets coopératifs, il faut garder a 'esprit que le milieu que nous consi-
dérons, une vapeur atomique, est un milieu totalement désordonné. Bien que le modele
que nous considérons soit singulierement différent du modele original utilisé par Anderson
afin d’étudier la localisation d’électrons dans un cristal désordonné, on peut s’attendre
a ce que des effets cohérents d’interférences destructives soient présents dans les phéno-
menes physiques que nous considérons, aboutissant a une localisation spatiale de 'onde
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électromagnétique semblable a la localisation d’Anderson pour les fonctions d’ondes élec-
troniques. En effet I'observation de la localisation d’Anderson de la lumiere reste encore
un défis expérimental et malgré certaines tentatives [17, 5, 18, 19] dont les résultats sont
encore controversés, les exposants critiques associés a la transition métal isolant [20], pré-
vue au départ pour ce type de transition, ne sont pas en accord total avec ceux obtenus
expérimentalement. Il faut garder a l'esprit que dans le cadre d’un couplage entre les
diffuseurs via le champ électromagnétique dans l'approximation dipolaire électrique, la
probabilité qu’a le photon de faire un saut entre deux diffuseurs, qui ne sont pas plus
proches voisins, devient non négligeable ce qui n’est aucunement décrit dans la théorie
originale sur la Localisation d’Anderson, basée sur le modele de I’électron fortement lié et
qui ne tient compte que des interaction entre plus proches voisins. D’une maniere gros-
siere, on peut relier le taux de désordre W du systeme a sa densité spatiale de diffuseurs
pA* avec p = N/(koL)? tel que :
N

W x D) (1.4)
Si P'on s’en réfere a la théorie d’Anderson, on peut donc s’attendre a ce qu’au dessus
d’une certaine densité critique, il nous soit possible d’observer des modes localisés au sens
d’Anderson.

Nous avons donc présenté les deux phénomenes physiques qui seront a la base de nos
études numériques et expérimentales dans le corps de ce manuscrit. Les questions qui
peuvent se poser étant dans quelles mesures les interactions longues portées entre les dif-
fuseurs peuvent-elles influencer les effets de localisation forte si ces derniers sont possibles
dans les systemes que nous considérons? Il y a t il compétition ou cohabitation entre
les états sousradiants et les états localisé au sens d’Anderson ? Est-ce que les processus
cohérents a la base de la coopérativité survivent au régime de diffusion multiple ?

En plus de cela il est possible également de considérer le caractere vectoriel de la lumiere
[21, 22, 23, 24] en prenant en compte sa polarisation et la structure interne des diffuseurs
qui sont des atomes dans le cas que nous étudions. En effet une approximation souvent
utilisée bien qu’erronée dans les situations concernant des ondes électromagnétiques est
I'approximation scalaire pour une onde lumineuse [25, 26, 27]. Plusieurs études faisant
cette approximation ont observé ’existence de modes aux tres longs temps de vies qui ont
parfois été assimilés a des modes localisés au sens d’Anderson. Un point intéressant serait
de savoir quel est I'impact du caractere vectoriel de la lumiere sur ces modes observés
dans 'approximation scalaire.

Le chapitre 2 de ce manuscrit présente le modele théorique que nous allons utiliser afin
de mener notre étude numérique sur les effets coopératifs et la localisation de la lumiere.
Nous dériverons dans un premier un modele classique décrivant un ensemble de dipodles
couplés entre eux par le biais du champ qu’ils émettent soumis a un champ incident.
Nous nous servirons de ce modele classique afin d’illustrer les différences fondamentale
entre l'approximation scalaire et le modele vectoriel pour la lumiere. Nous dériverons
ensuite I'opérateur qui est a la base de notre étude numérique : le Hamiltonien effectif
d’interaction matiere rayonnement et qui possede les mémes termes de couplages entre
les atomes que ceux que nous aurons dérivés de maniere classique dans 'approche dipoles
couplés. Nous effectuerons dans la fin de ce chapitre un état de 'art sur les travaux
théoriques et expérimentaux, susceptibles de nous intéresser pour notre étude numérique,
dans le cadre des effets coopératifs et des effets de localisation d’Anderson.

Le chapitre 3 sera consacré a I’étude numérique des valeurs propres et des états propres
de du Hamiltonien effectif afin de comprendre si les effets de localisation de la lumiere
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

sont liés aux effets coopératif type sous radiance ou sont plutot dus a des interférences
destructives liées au désordre dans quel cas on pourrait les rapprocher des modes localisés
au sens d’Anderson. Nous effectuerons au cours de ce chapitre une comparaison systé-
matique entre les résultats obtenus dans I'approximation scalaire pour la lumiere et ceux
obtenus lorsque son caractere vectoriel est pris en compte. Nous terminerons ce chapitre
par I’étude du spectre de la partie imaginaire de ce Hamiltonien effectif, que I’on peut relier
au taux d’émission de I'excitation hors du systeme et qui peut contenir de informations
intéressantes sur les effets liés a la coopérativité ou ceux liés au désordre.

Le chapitre 4 présente I’étude expérimentale des effets coopératifs en reprenant tout
d’abord la procédure élaborée dans la référence [28] de maniere systématique. Nous mon-
trons que 'approximation Timed Dicke adaptée a notre modele de dipoles couplés n’est
valable que dans le régime de diffusions simple. Cependant nous observons également
dans le régime de diffusion multiple une réduction drastique de la force appliquée au
centre de masse du nuage mais nous ne sommes pas encore en mesure de relier cet effet
a un processus incohérent décrit par un modele de type Equation de Transfert Radiatif
ou un processus cohérent. Afin de considérer cet effet de maniere plus fine une nouvelle
procédure expérimentale a été élaborée ou 'épaisseur optique du nuage est maintenue
constante et le désaccord du laser varie de maniere a scanner la transition atomique. En-
fin nous présenterons a la fin de ce chapitre ’élaboration d’un systeme de coupure rapide
de faisceau laser afin d’exciter les états sousradiant et des les détecter par une expérience
de fluorescence.
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Chapitre 2

Etat de D’art sur la localisation de la
lumiere et dérivation du modele.

Ce chapitre va servir de base a notre étude numérique portant sur la localisation de la
lumiere dans les nuages d’atomes froids. Dans un premier temps nous allons dériver de
maniere classique les potentiels d’interactions, que nous considérerons par la suite pour
mener nos travaux, afin d’illustrer de maniere simple les différences entre le cas ou nous
assimilons la lumiére a une onde scalaire (cas scalaire), qui est bien str une situation non
réelle concernant la lumiere, et le cas ot nous assimilons la lumiere a une onde vectorielle.
Dans le cas scalaire, les atomes sont assimilés a des diffuseurs ponctuels émettant ’onde
de maniere isotrope sous forme d’ondes sphériques alors que dans le cas vectoriel ils
sont assimilés a des dipoles ponctuels émettant la lumiere sous forme d’ondes dipolaires.
Nous verrons également que ’on peut observer des effets de localisation (dans le sens o
le photon reste un temps infini dans le systéeme) dus a la coopérativité en considérant
seulement deux particules.

Dans un deuxieme temps nous dériverons le Hamiltonien effectif sur lequel nous nous
baserons afin de considérer numériquement les états propres de la relaxation dans les
modes du vides de N atomes a deux niveaux, couplés entre eux par le biais du champ
associé a un photon unique. Nous discuterons des approximations faites afin d’obtenir ce
Hamiltonien et des leurs conséquences sur la physique que nous étudions.

Enfin nous ferons un état de 'art succinct sur les matrices aléatoires et leurs applica-
tions dans différents domaines de la physique, notamment dans le cadre de la diffusion
chaotique et de la localisation d’Anderson. Nous discuterons ensuite des différents travaux
qui ont été réalisés sur la localisation de la lumiere et les effets coopératifs dans des milieux
désordonnés.

Il est important de souligner qu’a I’exception de la toute premiere section, nous négli-
gerons dans les deux chapitres suivants 'influence d’un champ incident pilotant les dipoles
et nous considérerons au plus une excitation (un atome excité ou un photon unique) dans
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CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART SUR LA LOCALISATION DE LA LUMIERE ET
DERIVATION DU MODELE.

le nuage, nous restreignant ainsi a ’espace de Hilbert décrit par les états contenant au
maximum une excitation. Une telle situation physique peut correspondre a un faisceau in-
cident de tres faible intensité, ou bien étre mise en oeuvre en réalisant soit des mesures de
coincidences avec deux détecteurs [16] soit en utilisant le blocage de Rydberg par exemple
[29, 30].

1 Approche classique.

L’interaction lumieére-matiere est un phénomene qui a été tout d’abord principalement
étudié de maniere classique depuis la fin du XIXeme siecle lors de 'essor des théories sur
I’électromagnétisme. Un des modeles les plus utilisé afin de décrire un atome, composé
d’un noyau et d’un électron, interagissant avec un champ électrique est le modele de
Lorentz. Dans ce modele, le systeme "atome + électron” est considéré comme globalement
neutre et ’électron est supposé osciller atour de sa position d’équilibre avec une faible
amplitude, comparée a la longueur du champ électromagnétique émis. Le but de cette
section étant d’illustrer de maniere classique des phénomenes tels que la sousradiance et
la superradiance afin de comprendre leurs mécanismes simples en utilisant seulement deux
dipoles.

1.1 Rayonnement d’un dipole oscillant.

Dans cette partie, nous dérivons de maniere classique les potentiels d’interactions entre
les atomes, que nous allons utiliser par la suite dans notre approche hamiltonienne effec-
tive. Nous allons tout d’abord établir une approche générale a partir du modele de Lo-
rentz de I’électron élastiquement lié afin d’expliciter le champ rayonné par I’atome (champ
source) sous forme d’une fonction de Green, dont I'expression a l'ordre 0 représentera la
situation que nous nommons cas scalaire et nous expliciterons par la suite cette fonction
dans le cas vectoriel. Les équations que nous dériverons servirons dans la deuxieme partie
étudiant l'influence du terme de champ proche dans la dynamique de N dipoles couplé.
Il est utile d’expliciter une convention que je vais fréquemment utiliser en notant les ob-
jets (amplitude, champ, opérateur) vectoriels sous la forme a = Z Qo le OU U, est le

a=x,Y,z
vecteur unitaire selon la direction a.

Il est possible de décrire la réponse de N atomes, caractérisés chacun par une paire
noyau (ion)-électron, soumis a un champ extérieur en se référant au modele de Lorentz,
qui assimile cette dynamique a celle d'un ensemble d’oscillateurs harmoniques couplés.
L’équation du mouvement d'un tel systeme a la position r; peut donc s’écrire :

d(r;) + wia(r) = ——E(r. 1) (2.1)

ou q, quantifie le déplacement de I’électron par rapport a sa position d’équilibre, e et m
sont respectivement sa charge et sa masse et wy = ckq est sa pulsation propre autour de la
position d’équilibre en ’absence de force extérieure. Le terme de droite de cette équation
correspond a la force extérieure appliquée au systeme reliée au champ électrique E(r;) au
point r;. Pour I'instant le vecteur décrivant la polarisation du champ incident est inclus
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1. APPROCHE CLASSIQUE.

dans la définition de E(r;) . Afin d’adapter 1’équation (2.1) a notre probléme, nous allons
rechercher des solutions oscillantes [31] telles que :

q(r;,t) = aB(r;, t)e ™ (2.2)

ol a est relié & la taille du dipole telle que a = \/h/mwy, B = X’ est une amplitude
complexe qui sera reliée plus tard & I'amplitude du dipole et X" est le vecteur unitaire selon
lequel le systeme oscille. L’hypothese d'une solution oscillante nous permet de dériver une
densité de charge telle que :

p(ri,t) = p(ry)e ™" = —e Z et (r —1y) (2.3)
i
qui peut étre reliée simplement a une densité de courant oscillante :

j(rit) = j(ri)e™ = —e Z q(ri,t)e "o (r — ;) (2.4)

Rappelons que la premiere des relations précédentes correspond a un champ scalaire et la
seconde a un champ vectoriel. En utilisant les équations de Maxwell :

VxE:aa—]?
. 10E (2:5)
VX B=pj+-—5-
c Ot

et en résolvant I’équation V x V x E a partir des équations (2.5), ce qui nous fait utiliser
le relation d’analyse vectorielle V x V x E = V(V - E) — V?E et le fait que le systéme
"lon+électron” est globalement neutre (V - E = 0), il est possible d’obtenir une équation
de propagation du champ en présence de sources telle que :

1 9°E 0
( e ) T (2:6)

Afin de modéliser proprement le rayonnement du systeme interagissant avec le champ
incident, il faut séparer le terme de droite de I’équation (2.1) en une somme de deux
termes : une onde plane modélisant le champ incident et un terme source modélisant le
champ émis par I'atome tel que :

E(r,t) = egEoe™ ™ + Ey) (v, t)e ™ (2.7)

ou Fjy est relié a I'amplitude du champ laser incident, €y est sa polarisation, k est son
vecteur d’onde tel que k = |[k| = w/c avec ¢ la vitesse de la lumiere dans le vide et E(,)(r, )
est le champ émis par les dipoles.

En réinjectant les définitions posées aux équations (2.2) et (2.7) dans les équations (2.1)
et (2.6) et en s’affranchissant des termes de dérivées temporelles d’ordres supérieures [31]
on obtient le systeme d’équations fermé tel que :

—2iwaf; — (W2 — waB; = — %(eoEoeik‘r +Ey(r.1)) (2.8)
N

(V2 + E*)E(s) = aw’uoe Z B;0(r —r;) (2.9)
=1
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CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART SUR LA LOCALISATION DE LA LUMIERE ET
DERIVATION DU MODELE.

Cas scalaire

La résolution de ce systeme dans le cas scalaire est assez simple et nous amene tout
d’abord a substituer : B, — €f; , €, — € et E(,) — €E,), ce qui nous permet de nous
affranchir dans les expressions précédentes du vecteur unitaire €, représentant d’une ma-
niere commune la polarisation du champ et l'orientation de dipoles. L’hypothese faite
que tous les dipoles et le champ oscillent selon le méme axe de polarisation s’appelle
approximation scalaire et constitue la différence principale entre les cas scalaire et vecto-
riel.

On reconnait dans I'expression (2.9) une équation de Helmholtz pour le champ source :

(V2 + k%) Eg(r) = f(r), (2.10)
il nous est donc utile d’introduire la fonction de Green retardée telle que :
G(r,r') = &_NI (2.11)
) |r _ r/| 9 *

afin d’expliciter le potentiel d’interaction lié au champ source, ce qui nous permet d’obtenir
la relation :

Eg(r,t) = /dr’f(r’)G(r,r’). (2.12)

En réinjectant ces définitions dans I’équation (2.9) on obtient au final une expression du
champ source au point r telle que :

2
aefiow
Eg)(r,t) = — > B

47 e —r;|

6ik\rfrj|

(2.13)

J

En réutilisant cette expression dans I’équation (2.8), on obtient une équation sur I’ampli-
tude des dipoles, aux positions r;, dans le cas scalaire :

. e ) 62u0w2a eik|ri7r]‘\
—iwaf; = (W? — w?)afB; — — Epe’™® ™ 4+ — 22— (t)———— 2.14
fi = (@ - wB)af - Sy D A B CAT)
En faisant I'approximation d'une diffusion quasi résonnante (w =~ wy) on peut simplifier
I’expression précédente en introduisant le désaccord Ag = w — wy, la pulsation de Rabi
Qg = aeEy/h ce qui nous permet de réécrire I’équation (2.14) sous la forme :
: . Ly 2 e o etkolri=rjl
= 1A — — )| Bi — 1T i — — 2.15
5 < 0 2)5 2 2 Zﬁjko|ri—r]’| ( )
J#i
avec

wiipe?  kie*a?
T, = -

= 2.16
dmme 4dmegh ( )

On reconnait la dans 'expression du taux d’émission I'y (2.16) la largeur naturelle de I'état
excité ! pour un atome & deux niveaux si I'on substitue ea = d oll d est I’élément dipole

1. La largeur naturelle de ’état excité I'g, apparaissant dans le premier terme de I’équation (2.15), est
obtenue dans notre calcul grace a la séparation des termes i = j et des termes i # j tout en négligeant
les parties réelles associées aux termes ¢ = j. Cependant cette largeur naturelle est la méme que celle
associée au terme d’amortissement I'gq(r) du modele de Lorentz de l'oscillateur harmonique amortis pour
un atome unique & condition de négliger les termes en i = j de la fonction de Green (eq. (2.12)).

Il faut également noter que dans le cas d’un atome unique, ce type d’approximation revient a ne pas
considérer les effets de réaction de rayonnement (self reaction) ot le dipdle interagit avec le champ qu’il
a lui-méme rayonné [32]. Cette remarque est également valable pour le calcul concernant le cas vectoriel.
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1. APPROCHE CLASSIQUE.

réduit associé a la transition entre I’état fondamental |g) et 1'état excité |e). Il faut aussi
remarquer que la notation a été allégée rendant la dépendance temporelle des amplitudes
des dipoles dans les équations (2.14) et (2.15) implicite (5; = B;(t)).

L’équation (2.15) montre que 'amplitude du dipdle i est a la fois affectée par le champ
laser incident mais aussi par le rayonnement des N — 1 dipoles, caractérisé dans le cas
scalaire par des ondes sphérique, qui décroissent donc en 1/r de maniere isotrope.

Cas vectoriel

Apres avoir obtenu une équation d’évolution sur 'amplitude des dipodles dans le cas
scalaire nous allons désormais expliciter une équation similaire pour le cas vectoriel. Ce
calcul, basé sur le formalisme de la fonction de Green Dyadique, est inspiré de la référence
[33] dans la maniere d’expliciter la fonction de Green dans le cas vectoriel en fonction de
celle obtenue dans le cas scalaire.

Afin d’expliciter le potentiel d’interaction dans le cas vectoriel il est utile d’exprimer
le potentiel vecteur A(r,t¢) dans la jauge de Lorentz tel que L. A(r,t) = 0 ou O =

1 0
(—— — A) est le d’Alembertien. La solution du potentiel vecteur peut s’écrire dans

2 ot?
cette jauge :
' t) r—r
r,t ar [ ard® ) sy =T (2.17)
r—r/| ] c

r —r/| : , . . . - :
—— —t | est le potentiel retardé aussi appelé potentiel de Lienard-Wiechert.
c
Le choix de 'utilisation du potentiel retardé est motivé par la recherche de solutions
causales tout comme dans l'utilisation de la fonction de Green retardée a I’équation (2.12).
La dépendance temporelle sinusoidale supposée pour la densité de courant (eq. 2.4) nous

permet de réécrire 1’équation précédente comme :

ol (5<t'+

eik|r—r/|
A@r) =10 / dr'j(r') (2.18)

A r — 1’|

A ce stade on peut remarquer que la solution du potentiel vecteur peut s’écrire sous la
forme d’une fonction de Green comme nous ’avons définie a la section précédente telle
que :

A(r) = uo/dr’j(r’)G(r,r') (2.19)

En repartant de I’équation de propagation du champ électrique en présence de source
(eq. (2.6)) et en réutilisant la décomposition posée a 1’équation (2.7), on peut obtenir une
équation vectorielle pour le champ source telle :

(V? = k*)E(5) = iwpo] (2.20)

Une telle équation, apparemment complexe, peut étre résolue en appliquant la méthode
de la résolvante et le fait que la densité de courant peut étre décomposée selon les trois
directions de la base cartésienne. On peut par exemple I'expliciter selon la composante x
en posant :

(V2 = k)G, = 6(r — 1;)ti, (2.21)
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et procéder de méme selon les autre composantes y et z. On peut donc exprimer une
relation générale en utilisant les matrices de Green dyadique telle que :

(V213G = To(r—r) (2.22)

Avec I le tenseur unitaire. Il est a noter que G est un tenseur dont la premiere colonne
correspond a la projection de moments dipolaires selon ’axe x, la deuxiéme colonne selon
I'axe y et la troisieme selon 'axe z. On peut donc exprimer une solution particuliere a
I'équation (2.20) telle que :

B (r,t) = / a'f(r) G (r — ') (2.23)

Afin d’obtenir une solution de 1’équation (2.23) & partir de la fonction de green scalaire, il
faut se rappeler de la relation reliant le champ électrique au potentiel vecteur telle que :

E(r) = iwA(r) — Vo(r) (2.24)
ou ¢(r) est le potentiel scalaire et d’énoncer la condition de Lorentz telle que :
V- A(r) = iwppeod(r) (2.25)

ce qui nous permet de nous affranchir directement de ¢(r). En réinjectant 1'équation (2.25)
dans I’équation (2.24) ce qui nous permet d’obtenir une relation entre le champ source et
le potentiel vecteur telle que :

E()(r) = iw (1 + %VV) A(r). (2.26)

En prenant la définition de la densité de courant oscillante j selon une composante de la
base cartésienne et en se servant de ’équation (2.19) on peut obtenir la relation :

A(r) = (iw) 'G(r, 1)y, (2.27)

et en injectant cette derniere relation dans 1’équation (2.26), on obtient une relation reliant
la fonction de Green dyadique a la fonction de Green scalaire :

G ) = (T n %6“6) Golr, ') (2.28)

ou l'opérateur ? est exprimé dans la base cartésienne. En suivant la référence [33] est
donc possible de réécrire la fonction de Green dyadique dans cette base telle que :

Gr,r)= k4i:r Kl+ é - U;)2>T+ (— 1 - % + (ki)2>;—g} (2.29)

ot r = [r—1'|. Aprés avoir explicité la matrice de Green dyadique dans la base cartésienne,
on réinjecte sa définition dans I’équation (2.9) ce qui nous permet d’obtenir une expression
vectorielle du champ source au point r exprimée dans la base cartésienne telle que :

kpow?ea — e i 1 \« 3i 3 \rr;
B (r) = — S 4 )T+ (12 g
©(r) 47 kr; + kr;  (krj)? + kr; + (krj)? ) r? Pi

7 J

(2.30)
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1. APPROCHE CLASSIQUE.

ou r; = |r — r;|. En réinjectant cette expression dans l'équation (2.8) et en faisant 'ap-
proximation d’une diffusion quasi résonante on peut obtenir ’équation d’évolution de
I’amplitude du dipole 7 selon la direction « telle que :

: r Qp
5i,a = (ZAO — ?O)ﬁi,a — 2‘60,(170611('”

Iy 3 etkoris 1 1
;-0 P N _ B 2.31
I 225 2 kori K " kor, (k‘orij)2> (231)

J#Fr o

(-1 31 n 3 TaTol
k’o’l"ij (k’o’f‘i]‘)z 7’2

ol on a définit la largeur naturelle de I’état excité I' pour une transition J, =0 — J. =1
telle que :

kiea?
"~ 3reoh
et a nouveau nous avons rendu la dépendance temporelle de ’amplitude du dipole implicite
(Bia = Bia(t)).

Il est a noter que I'équation sur les dipoles obtenue dans le cas vectoriel est singu-
lierement différente de celle obtenue dans le cas scalaire. Tout d’abord, pour décrire la
dynamique d’un milieu contenant N dipoles il nous faudra résoudre un systeme de N
équations couplées dans le cas scalaire contre un systeme de 3N équations couplées dans
le cas vectoriel. Ensuite la différence majeure vient de la forme de I'expression du potentiel
d’interaction entre les dipoles liée a I’expression du champ source. En effet contrairement
au champ source dans le cas scalaire, qui décroit de maniére isotrope en 1/r quelle que soit
la distance a laquelle I’'on se place du dipole, dans le cas vectoriel il est utile de distinguer
trois zones correspondantes a la distance r a laquelle on se situe du dipole par rapport a
sa taille a. Ces trois zones sont :

— La zone de champ proche réactif a < r < A

— La zone de champ proche radiatif a < r ~ A

— La zone de champ lointain a < A < r
Dans la zone de champ proche réactif le facteur exponentiel peut étre approximé par
I'unité (ll_r}(l) e*™ = 1) et le champ source peut s’écrire sous la forme :

Lo

(2.32)

_kaea 1 {<—> 3r;r;

I A 1@. (2.33)

On reconnait la I'expression du dipole statique. Dans la zone de champ proche radiatif
ce sont les termes en 1/r* qui dominent 1’équation (2.30) ce qui nous permet de réécrire
I’expression du champ source telle que :

kpow?ea ietkri < 3rjr;

E,(r) = - T +—272\3, 2.34
j

et dans la zone de champ lointains ce sont les termes en 1/ qui dominent nous permettant

de réécrire le champ source sous la forme :

kuow?ea etkri —TiTs
E,(r) = 2 S [_ I +%}6j (2.35)

47 - kr; 2
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Il est a noter que le champ dans la zone de champ proche radiatif est en opposition de phase
avec les champs dans les deux autres zones. En regardant ces trois expressions il est aisé de
remarquer que méme dans la limite du champ lointains (r > A) I'anisotropie du champ
rayonné par les dipoles va amener des corrections non négligeables selon l'orientation
des paires de dipoles par rapport a l'orientation des dipoles. En plus de cela lorsque 'on
considérera des distances relatives entre les dipoles de 'ordre de la longueur d’onde (r < A)
on s’attendra a observer des différences singulieres entre les cas scalaire et vectoriel, ce
qui nous laisse présager que les différences fondamentales entre les deux cas auront lieux
lorsque 1'on considérera de systeme denses.

En considérant le cas simple ot un unique dipole se situe a 1’origine en placant le point
d’observation a une distance r de ce dernier et que son moment dipolaire est orienté selon
I'axe Z (parallele a la polarisation du faisceau incident qui lui se propage selon 'axe ),
on peut décomposer le champ source selon deux directions? en coordonnées sphériques
(7,0) tel que :

kpow?ea e*r 2i 2
g, = Spowicac | 2t 2.36
i Er | O T (2:36)
kpow?ea e*r 1 1
B b 2.37
o A7 kr * (kr)  (kr)? (2:37)

ou E, est le champ électrique selon la direction longitudinale et Ejy selon la direction
transverse. En regardant les comportements limites de ces deux expressions, on remarque
quelles décroissent toute deux en 1/r® pour une distance r inférieure & A. Par contre
lorsque I’on considere des distances supérieures a A on remarque que le champ longitudinal
décroit en 1/r? alors que le champ transverse décroit en 1/r. On constate donc qu’a des
distances inférieures ou égales a la longueur d’onde (r < \) 'interaction entre deux dipdles
se fera principalement via le champ longitudinal on parle dans ce cas d’interaction réactive
alors qu’a des distances supérieures ou égales a la longueur elle se fera par le biais du champ
transverse on parle alors d’interaction radiative. Ceci constitue une différence majeure avec
le cas scalaire, qui ne considere que des interactions radiatives entre les dipoles quelle que
soit la distance qui les sépare.

1.2 Diagramme de rayonnement et section efficace.

Cette partie va nous permettre de rappeler certains concepts utilisés fréquemment en
physique mésoscopique. Dans un premier temps nous allons nous intéresser a l'intensité
diffusée par un atome puis un ensemble d’atomes dans un champ incident dans les cas
scalaire et vectoriel. Cette étape nous permettra ensuite de calculer la puissance rayonnée
par un atome dans les deux cas nous permettant ainsi de calculer la section efficace de
diffusion. Nous terminerons ensuite par un bilan énergétique nous permettant d’illustrer
de maniere simple les effets cohérents tels que la superradiance et la sousradiance.

1.2.a Diagramme de rayonnement pour un ensemble de N atomes.

Apres avoir dérivé les équations d’évolution des amplitudes des dipoles dans les cas sca-
laire et vectoriel et discuté des différences fondamentales entre les deux modeles, on peut

2. La symétrie du probléme nous donne une invariance par rotation selon 1'axe ¢, autour de l'axe 2’
selon lequel est orienté le moment dipolaire.
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s’'intéresser au diagramme de rayonnement dans les deux cas afin de voir les différences
apparaissant entre les deux modeles. On peut relier I'intensité rayonnée, qui est égale a la
moyenne temporelle du vecteur de Poynting, a 'expression du champ source E,) par la

relation :

1 (B, (r,1))
2 o€
Dans le cas scalaire, on reprend l’expression du champ source obtenue a 1’équation (2.13)
en se plagant en champ lointains, ce qui nous permet de poser [r —r;| ~r —r-r;/r. On
peut donc réécrire I'expression du champ source telle que :

I(r,t) = (2.38)

ae,uow2 ezkr

By (r,t) = > Bi(t)e ke (2.39)

J

47 r

qui s’interprete simplement comme étant la somme au point r des ondes sphériques émises
par les dipoles ; aux point r. Ici le vecteur k, est selon la direction d’observation tel
que ks = kr/r. En réinjectant cette expression dans ’équation (2.38) on peut exprimer
I'intensité au point r émise par un systeme contenant N dipoles telle que :

(e 1) = Lk ZZ@ Jeik il (2.40)

3272cr2

On peut donc relier I'intensité au point r a une somme d’ondes planes, qui est 'approxi-
mation en champ lointains des ondes sphériques, émise par les dipoles j aux positions rj,
arrivant avec une différence de marche proportionnelle a la distance relative r;; entre les
dipoles 7 et j.

Afin de dériver l'intensité diffusée dans le cas vectoriel il faut repartir de I’expression
du champ source E(, que I'on a obtenue a la section précédente :

kpow?ea et ? 1 = 31 3 r;r;
E = — 1 — — = I - ]. - - Lt ]
(r) 4 Zj kr; * krj  (kr;)? " kr;  (kry)?) r? B

(2.41)
ou r; = |r —r,|, et de faire 'approximation en champ lointains en faisant I’hypothese que
I'intensité est considérée a un point r loin du nuage et de ne retenir que les termes liés a
la partie propagative du champ source et de réécrire ’expression précédente comme :

k 2 ikr; o .
SRR S

— . 2.42
47 - kr; r2 153 ( )

J

Il faut tout d’abord remarquer que dans les zones de champ proches (réactive et radiative)
la distance r a laquelle I'on se place du dipole étant inférieure ou de I'ordre de la longueur
d’onde A, on peut remplacer le facteur exponentiel dans les équations (2.33) et (2.34)
par 'unité ce qui nous permet de voir que le champ ne se propage pas dans ce deux
zone. En effet hormis une dépendance temporelle sinusoidale, on peut considérer que le
champ est statique spatialement. On peut donc ne retenir que la partie du champ source
correspondant au champ lointains telle que :

2 ikr
pow?ea e i |57 T
E(s)(r,t) = — P " e ks r; [ I — %:| Bj(t) (243)
j J
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En utilisant & nouveaux 'approximation de Fraunhofer (|r—r;| =~ r—r-r;/r)et la définition
posée a ’équation (2.38) on obtient une expression pour l'intensité rayonnée dans le cas
vectoriel telle que®

2

_a’e? Mow Z etk Irii 5 A

I(I‘, t) 327‘(‘2027“2 ,3 |: I — <T_2):| (245)
i, J

Il donc possible a partir de cette expression d’exprimer une intensité relié aux projections
des moments dipolaires selon les directions « et o telle que :

(Yoo t) = ae“W)EZEZ@a m“fﬂpmw—mﬁq (2.46)
. T

32m2c2r2

1,7 OéOt

Il est important de noter ici que dans l'expression précédente les composantes a et o
concernent le vecteur r selon la direction d’observation.

1.2.b  Section efficace de diffusion.

A partir des expressions du champ source et de I'intensité rayonnée dans les cas scalaire
et vectoriel, il est possible d’exprimer les sections efficaces de diffusion o a résonance afin
de voir les différences existantes entre les deux cas. Pour cela il est utile de rappeler
I’expression du champ total au point r, obtenue au début de ce manuscrit, telle que :

E(r,t) = egEoe™ ™" + Ey (v, t)e ™ (2.47)

Pour le cas scalaire, il faut se servir de I’expression du champ source en champ lointain
obtenu a la section précédente (eq. (2.39)) et réécrire son préfacteur pour obtenir :

Biofr.t) =~ 10§ g ek (2.48)
o(rt)=——— (t)e =T .
() 2d kr ="
ce qui nous permet de réécrire I'équation (2.47) dans le cas scalaire sous la forme :
) ) eikr ]
E(I',t) = EO (€Zk'r_th — k—f(ks)e_zwt) s (249)
r

avec f(k) que l'on peut assimiler a une amplitude de diffusion telle que :

F —iks.r;
:i;@wk. (2.50)

r
Dans le cas d’'un atome unique, 'expression précédente devient f(k,) = Q—O ce qui nous

permet d’exprimer 'intensité diffusée dans une direction a une grande distance du nuage
telle que :

1 f(k)?
A_%(M)’ (2.51)

3. Afin d’obtenir cette expression nous nous somme servis des propriétés de projecteur pour le terme

T- (2?) en utilisant : 2
o))

En effet ce terme est parfois appelé dans la littérature *projecteur transverse’ [34].
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et d’obtenir la section efficace dans le cas scalaire en intégrant sur tout ’espace :

o) = 5 [ dfl)P == (2.52)

La procédure pour obtenir la section efficace dans le cas vectoriel est singulierement
e ) .. ) ) <~ RR
similaire a ’exception qu’il faut tenir compte du projecteur transverse { I — —— ). On

peut donc réécrire 'amplitude de diffusion comme :

F RR
B, 2B [H = ] (2.53)

Dans le cas d'un atome unique placé a l'origine, l'intégrale angulaire de 1’expression pré-
cédente donne pour les éléments diagonaux de f(k) :

. 1 3N 3
o0’ = 5 [ dklf(k)]? =T = oy, (2.54)

27 2

On remarque donc que méme en champ lointain avec une seule particule, la prise en
compte du caractere vectoriel de la lumiere amene a des différences quantitatives entre
les cas scalaire et vectoriel dans les définitions de quantités qui vont nous étre utiles dans
la suite de ce manuscrit comme la largeur naturelle de 1’état excité I'y ou bien encore la
section efficace de diffusion o, qui va nous servir par la suite a calculer le libre parcours
moyen de transport [ ou bien encore le nombre de loffe-Regel k¢l (nous définirons ces deux
quantité plus tard dans le manuscrit).

2 Modele.

Dans cette section nous décrivons le systéeme et le Hamiltonien que nous utilisons
afin d’étudier la localisation du photon dans un nuage d’atomes froids. Cette approche,
reposant essentiellement sur les potentiels d’interactions dérivés a la section précédente
dans les cas scalaire et vectoriel peut paraitre similaire a d’autre études considérant un
systeme de N dipdles couplés [35], [22], ou encore considérant les propriétés statistiques
des poles de la matrice de Green [27] [26]. Mais il faut souligner, contrairement a la section
précédente, que nous ne considérerons pas l'influence d’un champ incident, qui pilote les
dipoles, ce qui nécessite avant tout une certaine prudence car la présence d’un faisceau
incident sur le milieu crée une brisure de symétrie (axe privilégié selon le vecteur d’onde
k du champ laser) qui peut jouer un role majeur dans la réponse physique de ce genre
de systemes. Cependant, et c’est un des messages principaux de ce chapitre, au méme
titre que d’autres approches utilisant des Hamiltonien effectif comme par exemple dans le
contexte de la localisation d’Anderson [36][37], I’étude des états propres de la relaxation
dans les modes du vide de N dipoles couplés peut nous donner des indications sur les
propriétés de transport du systeme.

2.1 Modele de 'atome a deux niveaux.
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Afin de modéliser la transition atomique nous considérons une transition J, = 0 = J. =
1, décrite par un état fondamental |g;) et un état excité, composé de trois sous niveaux
Zeeman |ef'), a étant la composante du sous niveau exprimée dans la base cartésienne telle
que o = x,y, z et ’énergie de transition entre 1’état fondamental et 1'état excité est Awy. Il
est évident que les calculs concernant une transition J, = 0 — J. = 1 sont beaucoup plus
simples que ceux concernant les atomes alcalins (ou par exemple la transition cyclante
du Rubidium 87 est une F, = 2 — F, = 3) et dont la structure interne est bien plus
complexe. Plusieurs fois par le passé il a été vérifié que cette structure interne pouvait
avoir une influence non négligeable notamment sur des effets de localisation faible telle
que la rétrodiffusion cohérente [38],[39] ou encore dans 'étude de la diffusion multiple de
la lumiere dans un nuage d’atome froids [40]. Dans I’étude de ces phénomenes physiques,
il a été montré qu’une structure interne complexe des diffuseurs pouvait étre une source de
décohérence menant a la destruction de ces effets. En parallele, certaines théories ont été
élaborées afin de modéliser la diffusion multiple de photons par une transition dipolaire
ayant une dégénérescence ou encore une structure hyperfine arbitraires [41][42]. Cependant
nous pensons que la simplicité de I'algebre liée a une transition J, = 0 — J. = 1 permet
de mettre en évidence des effets liés au caractere vectoriel de la lumiere sans pour autant
rajouter trop de complexité aux calculs.

Enfin il est utile d’expliciter I’état de polarisation de I’état excité |ef') car c’est 1a on
réside une bonne partie de la subtilité contenue dans ’approche vectorielle. En effet la
notation utilisée pour désigner 1'état excité |ej') est en réalité une notation condensée qui
peut se réécrire |e;, m,) avec « = £1,0 si I'on considére un probleme dans la base ou
I'opérateur spin de I'atome est diagonal ou oo = x, y, z si I'on considere un probleme dans
la base cartésienne dans laquelle les opérateurs spins des atomes ne sont pas forcément
diagonaux. On peut donc poser arbitrairement |e;) = |e;, m. = 0) et composer une base,
connue communément sous le nom de base des chimistes telle que [43] :

l€7) = [ei,m. = 0)
T\ o - |€i7mz = _1> - |€i7mz = +1>
l€7) = les,me = 0) = 7 (2.55)

€, My = -1 + €, M, = +]-
) = lesymy = 0) = i )+ )
V2

On remarque donc que l'état |ef') est I’état propre correspondant a la valeur propre 0
lorsqu’on lui applique 'opérateur J,.

2.2 Description du systeme.

La géométrie utilisée, afin de modéliser le nuage d’atomes froids est un cube de taille
exprimée en unité d’inverse du nombre d’onde kyL, ko étant le nombre d’onde associé
a la transition atomique. Cette géométrie particuliere ne correspond évidemment pas
a une situation expérimentale réelle, ou la répartition des atomes suit une distribution
gaussienne pour un nuage dilué ou parabolique pour un nuage comprimé dans un piege
dipolaire désaccordé dans le rouge. Cependant la situation d’un cube se rapproche de celle
d’une couche d’atome (slab), qui est une géométrie souvent utilisée dans les cas d’école.

Il faut cependant souligner que la géométrie du systeme que nous considérons peut avoir
un impact sur les phénomenes physiques que nous considérons. En effet dans le cadre de
I'étude de la localisation d’Anderson dans des milieux ouverts|26], la maniere dont sont
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répartis les sites vis a vis de la frontiere du milieu (qui représente la zone par laquelle
I'excitation sort du systéme) va avoir un impact sur certains comportements des taux de
décroissance des modes notamment dans le régime de diffusion multiple [44]. De méme des
calculs concernant I’émission coopérative pour un ensemble d’atomes dans une géométrie
donnée montrent une correction quantitative liée a la géométrie du systéme [45]. Enfin,
bien que ce ne soit pas le sujet principal de notre étude et que nous le développerons
peu au cours de ce manuscrit, il a été montré que le comportement de déplacement de
Lamb collectif était affecté de maniere qualitative par la géométrie du systeme [46] tout
comme le taux d’émission collectif du systeme dans certains cas bien précis en présence
d’un champ incident.

2.3 Hamiltonien d’interaction matiere-rayonnement.

2.3.a  Hamiltonien d’origine et obtention du Hamiltonien en jauge (D.E).

Au cours de cette étude sur les états propres de la relaxation de N dipoles dans les
modes du vide, nous considérerons principalement les valeurs propres et les états propres
d’un Hamiltonien effectif modélisant l'interaction dipolaire entre atomes. Bien que cet
opérateur non hermitien soit dérivé du Hamiltonien d’interaction matiere-rayonnement
exprimé en jauge (D.E), bien connu et couramment utilisé, il est cependant utile de
rappeler son origine et les approximations qui ont été faites afin d’obtenir son expression
dans cette jauge. Initialement le Hamiltonien matiere-rayonnement est exprimé dans la
jauge P.A [43] tel que :

1
H=2_ 2 +rPia = tiaArvia)l + Voou + Hr (2.56)

ici a = z,y, z représente la composante dans la base cartésienne, m est la masse de la
particule (nous considérons que la distribution de masse des particules est ponctuelle et
identique pour toutes les particules), P; est 'opérateur impulsion de la particule i, A(r; )
est 'opérateur correspondant au potentiel vecteur a la position r;, et g; o est la charge
de la particule <. Il est a préciser que les opérateurs r; , et P; , représentent la position et
I'impulsion du centre de masse de la particule i auxquels on a ajouté une correction locale
r' et p’, qui peut étre décomposée dans la base cartésienne telle que rn; = T, + rzm
et Poi = Doy + Pay AVEC Temy €t P, ; les positions et les impulsions respectives des
centres de masses de la particule i. Le deuxieme terme de cette expression est le potentiel
d’interaction coulombienne tel que :

(C’oul Z Z self 87T€0 Z Z qi QQJ o (257)

j#i a,af ’ i r]’a’

ol €4 ¢ représente I'énergie propre Coulombienne d'un seul atome, qui diverge a moins
que l'on introduise une fréquence de coupure de 'ordre de I'inverse du rayon de Bohr, et
le second terme de cette expression correspond a l'interaction coulombienne entre deux
atomes. Il faut aussi remarquer que cette expression est associée a un champ longitudinal.
Le troisieme terme de 1’équation (2.56), associé quant a lui a un champ transverse, dérive
directement des équations de Maxwell-Lorentz et de la seconde quantification du champ
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et est exprimé tel que :

Hr = ¢ / dr®(E3 (r) + *B?(r)) = Z huwral a: (2.58)
k¢

ol aTké et axe sont les opérateurs créations et annihilation d’un photon de polarisation ¢ et

de vecteur d’onde k tel que k = wy/c, E? (r) est I'opérateur champ électrique transverse
au point r et B est le champ magnétique a ce méme point. Il est a noter que 1'énergie
du vide électromagnétique, correspondant a l’énergie propre de 1’état de Fock décrivant 0
photons, a été translatée telle que (0|Hg|0) = 0 au lieu de (0|Hg|0) = hwy/2.

Sachant que nous considérons des diffuseurs ponctuels, c¢’est a dire que I'étalement de
leur fonction d’onde atomique est de 'ordre du rayon de Bohr ay ou de 'angstrom au
maximum, est que les longueur d’onde que 1’on considere son de 1'ordre de quelques cen-
taines de nanometres, on peut appliquer a 1’équation (2.57) 'approximation des grandes
longueur d’ondes ce qui nous permet de réduire l'interaction coulombienne entre I'atome
¢t et j a un couplage dipole-dipole telle que :

Veaa = Vi + o
Coul dip 360

DZDJ(S(I'Z — I'j) (259)

ou 'opérateur dipole D; de I'atome ¢ est définit tel que D; = Z ¢i(ro;—1;) et VZZ.’; I’'inter-

action dipolaire statique entre I'atome 7 et j. Il est a noter qug j’ai incorporé l'orientation
a, exprimée dans la base cartésienne, a la définition de D; afin d’alléger temporairement
la notation dans les calculs qui vont suivre.

L’utilisation de I’approximation, qui nous permet d’obtenir I’équation (2.59), nécessite
cependant quelques précautions car elle implique que les variations spatiales du champ
sont négligeables a 1’échelle de la taille du dipole, qui est ’atome dans le cas que nous
considérons. Sachant que notre étude porte sur des transitions dans le domaine du visible
(la transition 1S, —! P, du Strontium d’une maniére théorique ou encore la transition
S, /2 —° Py /2 pour le Rubidium), qui sont de I'ordre de quelques centaines de nanometres
et que la taille de diffuseur que nous considérons est de I'ordre de I'angstrom (10~°m) cette
approximation est valide. Dans le cas contraire, et ¢’est ce qui est considéré afin d’éviter
la divergence de I’énergie coulombienne propre e#ef) il faut considérer une fréquence de
coupure we de l'ordre de l'inverse du rayon de Bohr ag telle que we = 27 /ag. 11 faut
aussi remarquer qu’en faisant cette approximation nous négligeons toutes les corrections
relativistes liées aux tres haute énergies (dont la fréquence est bien supérieure a w¢) qui
sont aussi impliquées dans la divergence du terme €; 5.

Ayant fait cette approximation en explicitant I'opérateur dipole, on peut appliquer la
transformation unitaire U = e~ % " afin de réécrire I'équation (2.56). Sous cette
transformation le premier terme [P; — ¢;A(r;)] est remplacé par P;, le champ transverse

E | devient E + — ou P est 'opérateur densité de polarisation tel que :
€0

P=> Di(r—r). (2.60)

Le choix de la notation de ce dernier est volontaire afin de ne pas le confondre avec
l'opérateur impulsion. On peut réécrire le troisieme terme de I'équation (2.56), modifié
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par cette transformation unitaire tel que :

HR = Zhwkaltéaké—z DZEL(rZ)%—Z EgDip)— Cz'gul ZD D 5 I‘]) (261)
3 i i i#] 0 iz

ol € sz définit tel que :

; 1
PP — Z m(é.Di)Q (2.62)
Ce terme d’énergie propre dipolaire est relié a 1’énergie correspondant a un changement
d’orientation du moment dipolaire de ’atome et peut étre relié a la masse effective de
I’atome lorsque 1’on considere le modele d’Abrahams-Lorentz décrivant la dynamique d’'un
électron autour d'un noyau atomique [47]. De plus le terme d’interaction dipolaire statique
de entre deux atomes apparaissant dans cette équation, vient compenser exactement le
terme qui apparait a 1’équation (2.59) lors du développement du potentiel d’interaction
coulombienne en faisant I’approximation des grandes longueurs d’ondes.
On peut regrouper les expressions obtenues précédemment par la transformation uni-
taire en deux termes correspondant a un Hamiltonien non perturbé H, tel que

Ho = (H{" + ")) + Hp (2.63)

i

et un terme correspondant a la perturbation induite par I'interaction matiere rayonnement
tel que :

ZD E,(r;) +—ZDD5 r; —r;) (2.64)
2¢0 i#]
Le Hamiltonien correspondant aux atomes H,, contient les termes reliés aux degrés de
libertés externes et internes des atomes et peut s’expliciter sous la forme :

Het = + Z Pia C’oul) (2.65)

A ce stade il est utile de discuter des différents termes que nous avons obtenus dans
les équations (2.63)-(2.64) et nous introduirons ensuite les dernieres approximations que
nous allons faire dans la suite de cette étude.

Premierement, le troisieme terme de I’équation (2.63) ne décrit plus exactement le
champ libre. En effet apres lui avoir appliqué la transformation unitaire U HrU, cet opé-
rateur n’agit plus exclusivement dans le sous espace de Hilbert du champ £z mais aussi
dans le sous espace des degrés de libertés externe des atomes, et est donc relié aussi au
champ correspondant au mouvement des particules.

Ensuite la fréquence de coupure k¢, qui garantit la non divergence des termes VZ»(
et eEDip ), n’a pas été introduite explicitement. En effet ces termes contribuent ensuite a
la définition de la transition atomique et peuvent étre non négligeables dans les études
des déplacements en fréquences des niveaux d’énergies. Cependant il a été montré par des
approches diagrammatiques, que les mécanismes principaux entrant dans ces processus
de déplacement d’énergie étaient généralement reliés aux transferts d’excitations entre les
particules plutdt qu’a la considération des énergies propre (coulombienne et dipolaire)
des particules [12], ces dernieres amenant une correction systématique a ces effets. Le but
principal de cette étude n’étant pas de discuter en détail du déplacement de Lamb nous

Coul)
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incorporerons par la suite les définitions des termes d’énergies propres a la définition de
la transition atomique.

Il est également a noter la présence d'un terme de contact qui est le deuxieme terme de
I'équation (2.64) ce terme utilisé dans beaucoup de références [24],[47], et qui sera négligé
dans la suite de cette étude. En effet ce terme régularise le Hamiltonien et empéche les
états propres de diverger lorsque deux atomes sont trop proches. Il existe des solutions
alternatives [22] consistant a considérer un volume d’exclusion autour des atomes (sphere
dure) afin de limiter l'influence de cette divergence due a la proximité entre deux parti-
cules. L’idée principale étant que lorsque deux particules se retrouvent a une distance tres
inférieure a la longueur d’onde, les niveaux d’énergies s’en retrouvent déplacés de telle
maniere que ce sous systeme ne peut plus se coupler au reste des particules.

2 2
Enfin les termes d’énergie cinétique 2]\2 et ;);a seront aussi négligés dans le reste de
M,

cette étude afin de rendre le probleme moins complexe. Bien qu’il ait été discuté dans
certains travaux [48] que négliger le vitesse des particules permettait en effet de négliger
I’élargissement Doppler associé a cette vitesse mais ne permettait pas de négliger les
déplacement en fréquences lié a la vitesse de recul ik /M liée a I'absorption d’un photon
par un atome, considérer un vitesse résiduelle nous permettant de négliger les deux aurait
des conséquences dramatiques sur les conclusions des résultats que nous obtiendrons par
la suite. Notre but étant de discuter de I'influence des états coopératifs (sousradiants et
superradiants) sur la localisation du photon dans une vapeur atomique, si ’'on considere
par exemple une vitesse résiduelle, correspondant & une température de T = 102K, telle
que v ~ +/kgT /M Délargissement Doppler sera en effet négligeable devant la largeur
naturelle de 1’état excité I'g = (27)6MHz. Par contre cette vitesse résiduelle aura pour
conséquence un élargissement Doppler dramatique et non négligeable par rapport aux
états sous radiant que nous considérerons qui sont de I'ordre 1072 —107°T"y. C’est pourquoi
il faut aussi négliger le déplacement en fréquence lié a I’énergie de recul en considérant
que les atomes sont totalement au repos. Il est cependant capital de souligner que les
mécanismes d’élargissement de I’état excité (qu'ils soient reliés a la vitesse des atomes, ou
encore & un couplage d’une particule avec un continuum) jouent un role capital lors de
I'étude des états sous radiant [49],[35][50] et doivent étre prises en compte lors d’études
expérimentales de ces effets. Nous posons donc que tous les effets liés aux degrés de libertés
externes des atomes seront donc négligés au cours de cette étude.

Comme nous 'avons dit dans la section précédente, bien que la partie expérimentale
traite de travaux réalisés avec du Rubidium (¥ Rb), qui posséde une structure interne
complexe, la transition que nous allons considérer pour cette étude théorique est plus
proche d’études qui peuvent étre réalisées avec du Strontium (*¢.S7), qui peut étre modélisé
par une transition J;, = 0 — J. = 1. En restreignant notre étude au sous espace contenant
au plus une excitation (un photon ou un atome excité) et qui est porté par les vecteurs
de base |G) = |g...9...9) ® |hk), qui décrit 1'état ou tous les atomes sont dans leur état
fondamental et les photon est soit hors du nuage soit en propagation libre, et les vecteurs
lei) = |g...€i...g) ® ]0) qui décrit I'état ou l'atome ¢ est excité, on peut réexprimer la
partie atomique du Hamiltonien non perturbé (2.63), simplifié par les hypotheses faites
précédemment, telle que :

A N N
He 4 677 =3 (hwo + howP) Y Jet el =3 (o + hows) ST 8K (2.66)
=1 « =1 @

i

“V{el,| est le projecteur sur 1'état excité de 1'atome i selon la direction «,

ou Sl(eoz = le
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n’agissant que dans le sous espace de cet atome.

En conclusion de cette partie, en partant d’'un Hamiltonien complexe exprimé en jauge
(P.A) agissant dans 'espace de Hilbert des degrés de libertés internes et externes des
atomes et de celui du champ, nous avons obtenu, par le biais de plusieurs approximations,
un Hamiltonien en jauge (D.FE) n’agissant que dans le sous espace de Hilbert restreint
a une excitation pour les degrés de liberté des atomes et agissant aussi dans ’espace de
Hilbert du champ. Il faut admettre que cette représentation est ultra simplifiée et nous
allons encore l'alléger par la suite. Cependant ce modele apparemment simple conserve
encore une certaine richesse.

2.3.b Détails sur le Hamailtonien en jauge D.E .

Apres avoir dérivé le Hamiltonien en jauge (D.E), qui nous servira de point de départ
afin de d’obtenir I'objet principal de ’étude de ce chapitre, qui est le Hamiltonien effectif
H.ss, nous allons expliciter les différents termes qui composent le Hamiltonien et discuter
de certaines approximations qui peuvent avoir des conséquences drastiques sur la physique
que nous étudions. En reprenant la décomposition faite a la section précédente :

H = Hy+ Var + Var (2.67)

Hj correspond au Hamiltonien décrivant la dynamique du systeme non perturbé "atome-+champ”
et contient un premier terme H4 correspondant au milieu atomique tel que :

N N
Ha=) hooy lei)ea] =Y hwn ) 5P (268)
=1 « i=1 e’

ol hwy correspond désormais a 1’énergie associée a la transition entre I’état fondamental
lg) et I'état excité |e’) de I'atome i & laquelle on a incorporée la définition du déplace-
ment de Lamb pour un seul atome dans un souci de simplicité. Le deuxieme terme de ce
Hamiltonien non perturbé correspond au champ tel que :

HR = Z hwkaLéakg (269)
ké
avec wy = kc la pulsation associé a un photon de vecteur d’onde k tel que k = |k|, et

Iopérateur ay. (aLé), n’agissant quant a lui que dans ’espace de Hilbert du champ décrit

par la base des états de Fock, est associé a I’annihilation (création) d’un photon de vecteur
d’onde k et de polarisation € tel que k- £ = 0.

Apres avoir négligé le terme de contact obtenu a la section précédente, le Hamiltonien
d’interaction Vi atomes-rayonnement s’explicite sous la forme :

Vg = — ZN: D,.E(r;) (2.70)

i=1

ou D; représente 'opérateur dipole de 1'atome i et E(r;) représente I'opérateur champ
électrique transverse a la position r;. On peut décomposer 'opérateur dipole en la somme
de deux opérateurs telle que :

D, = D" + D7 (2.71)
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avec Dz(ﬂ correspondant a I'excitation de ’atome 7 tel que :

DY =d Y e glia=d Y Sia (2.72)

a=z,y,z a=,y,z

ou d est I’élément dipole réduit associé a la transition e-g et D,E*) = [DEJF)]T correspond

a la désexcitation de ce méme atome. On procede de la méme maniere avec 'opérateur
champ électrique en posant :

E(r) = EM(r) + EC)(r) (2.73)

hw )
EM (r) = ZZ \/ 260;%56“‘“"5 (2.74)
k,é

ou €y représente la permittivité diélectrique du vide et V le volume utilisé pour quantifier
le champ électrique. Ici 'opérateur E(+)(r) correspondant au champ électrique transverse
associé a ’annihilation d’un photon et celui associé a la création d’un photon est définit
tel que EC7)(r) = [EC7)(r)]f. Dans la situation ot un champ cohérent externe est présent
(champ Laser incident sur le nuage d’atomes), on doit aussi tenir compte du couplage
atome laser V), tel que :

avec

N
h$ _ , ;
V== 3 50 (S ek 4 S ieoe ) (275)

i=1 a=z,y,z

Ici Qg est la pulsation de Rabi du champ Laser incident, w est la pulsation du laser et
€ sa polarisation. Il est a noter que ce quatrieme terme de I’Hamiltonien d’interaction
matiere-rayonnement n’a été introduit que dans le but de servir de base aux explications
des modeles théoriques qui nous servirons lors de notre étude expérimentales des effets
coopératifs dans les nuages d’atomes froids. En effet lors de la dérivation de I’Hamiltonien
effectif H.r; plus tard dans ce paragraphe tout comme pendant I’étude numérique de ses
valeurs propres nous ferons 'hypothese de I’absence d’un champ incident en imposant par
conséquent la quantité 2y = 0.

A ce stade 'approximation de ’onde tournante n’est pas faite pour le terme d’interac-
tion matiere rayonnement V4r mais elle est faite pour le terme d’interaction matiere laser
Var. En effet le terme d’interaction V' a I’équation (2.70) contient aussi bien les termes
résonnants EVDE) et ECVDE) que les termes anti résonnants EHD) et ECOD,
Cette approximation souvent faite dans d’autres études peut apporter des corrections non
négligeables a I'étude des effets coopératifs. En effet si cette approximation est faite de
maniere trop précipitée elle peut conduire a la non obtention des potentiels d’interactions
qui ont été dérivées de maniere classique dans la premiere section de ce chapitre, ou encore
a un facteur 2 entre la partie réelle et la partie imaginaire du potentiel d’interaction [51],
[52]. Une parade souvent utilisée est d’étendre I'intégration sur les vecteur d’ondes k dans
I’espace réciproque aux fréquences négatives en intégrant k entre —oo et 400 au lieu de 0
et +00. Pour la dérivation du potentiel d’interaction dans le cas vectoriel il ne faut surtout
pas faire cette approximation car elle nous fait négliger des diagrammes d’énergie entre
les sous niveaux Zeeman et rendre la dérivation du potentiel d’interaction inextricable.

De plus cette approximation peut avoir des conséquences non négligeables sur les dépla-
cements en fréquences des niveaux d’énergie. En effet en faisant I’approximation de 'onde
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tournant nous négligeons l'influence de photons, dit virtuels qui peuvent tout d’abord
contribuer au déplacement de Lamb du niveaux fondamental ou également contribuer a
celui de I'état excité dans le cas d’un seul atome isolé [13]. Il est aussi a noter que dans le
cas d'un seul atome, les termes anti résonnant se moyennent a 0 de maniere formelle. Dans
une situation impliquant plusieurs atomes, faire I’approximation de I’onde tournant peut
amener a changement de signe du déplacement collectif en fréquences [53], ce qui peut
avoir un impact indirect sur le transfert d’excitation de certains états tels que les états
sousradiants. Pour résumer, dans les cas d’études précises de déplacement de Lamb, de dé-
placement en fréquences coopératifs ou encore dans 1’étude des forces de Casimir-Polder,
I’approximation de I'onde tournant est a faire avec précautions.

2.4 Dérivation de I’'Hamiltonien effectif.

Apres avoir explicité et discuté des approximations du Hamiltonien matiere rayonne-
ment que nous considérons, dans cette section nous allons dériver le Hamiltonien effectif,
qui est le point de départ de notre étude numérique. L’idée principale étant de s’affranchir
tout d’abord des variables correspondant au champ afin de ne considérer que les celles qui
sont reliées aux atomes. Affirmer que les états propres du Hamiltonien effectif représentent
les états atomiques est une idée erronée, cependant la considération de ces états propres
peut nous amener une information intéressante sur la perturbation qu’induit le couplage
entre le champ et la matiere sur les niveaux atomiques.

Commencons tout d’abord par résoudre les équations d’évolutions des opérateurs reliés
au champ, qui sont les opérateurs création et annihilation. L’équation d’évolution de
I'opérateur annihilation en représentation de Heisenberg s’écrit :

N
dakg 1 . Wk v —ikors
= —[ake, H] = —twrake(t) + E Dj(t)ére " (2.76)
dt ih ‘= \/ 260V

Afin d’obtenir cette expression il faut utiliser la relation de commutation [aké,aL,é,] =
d(k — K')dzer et la relation [A, BC| = [A, B]C + B[A, C]. La solution de I’équation (2.76)
peut s’écrire de maniere formelle telle que :

axz(t) = e “*ay(0) + = /t dt’ ZN: \/ %D (t — 7)ére ki T (2.77)
ké ké 3 0 — 2€0V J .

avec T = t —t'. Le premier terme de cette équation est relié au champ libre en I’absence de
sources et le deuxieme terme est relié au champ source émis par les atomes. En réinjectant
le terme correspondant au champ source dans I’expression du champ électrique transverse
au point r; (eq. (2.73)) on obtient I’expression :

1 ! ey, . ik.(r;—r;)  —iwpT A a%
E(riat):ﬁ;kzé/o dTm[ZDj@—T)ek'(l e kT g¢ + h.c] (2.78)

Il faut noter que par cette méthode on s’est affranchis des opérateurs correspondant
au champ (opérateurs création et annihilation) et que l'opérateur champ transverse ne
contient plus que des opérateurs atomiques.

Afin d’obtenir 'expression du Hamiltonien effectif nous allons utiliser la méthode de
la résolvante. Cette méthode fréquemment utilisé dans les problemes a N corps a été
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introduite par Born-Oppenheimer en 1927 lors de leur étude des niveaux d’énergies élec-
tronique dans une molécule [54]. Elle consiste a exprimer la résolvante G(z) = 1/(z — H)
du Hamiltonien total en fonction de celle du Hamiltonien non perturbé Go(z) = 1/(z— Hy)
et a calculer sa restriction au sous espace de Hilbert que nous considérons, qui est celui
décrivant une excitation au maximum dans le nuage. Rappelons tout d’abord que les états
propres du Hamiltonien décrivant le systeme (eq. (2.67)) sont décrits dans le sous espace
de Hilbert & = £4 @ EF, avec £ le sous espace de Hilbert correspondant au milieu ato-
mique et EF correspondant & celui du champ. Le sous espace £ est décrit par les états de
base |G) = |gg...g...g) , décrivant I’état ou tous les atomes sont dans leur état fondamental
et [€') = |gg...€.,...q), décrivant 1’état o1 'atome i est excité selon sa composant a, quant
au sous espace £7 il est décrit par les états |k, é), représentant un photon de vecteur
d’onde k et de polarisation €, et |0), représentant I’absence de photon dans les modes du
vide. L’espace de Hilbert £ peut également étre décomposé en deux autre sous espaces
I'un correspondant a la situation ou le photon est absorbé par un atome, décrit par 1’état
L) = |gg...e.....q) ® |0) et I'autre correspondant & la situation ot tous les atomes sont
dans leur états fondamental |G) = |gg...g...g9) ® |k, €). En introduisant les projecteurs P
et () sur ces deux derniers sous espaces tels que :

P|E) = |E), P|G) =0 (2.79)
QIEL) =0,Q1G6) =1G) (2.80)

on peut désormais s’intéresser & I'amplitude de transition entre un état [¥U’) o I'excitation
est dans le nuage, appartenant par conséquent a l'espace de Hilbert décrivant les états
excités atomique 7, et un autre état \\IIF ) appartenant au méme sous espace de Hilbert.
Pour cela il faut calculer I’élément de matrice Trp = (UF|T|U?) de opérateur T tel que
T =V +VGV. En se servant des projecteurs définis a I’équation (2.80) on peut exprimer
I’élément de matrice T7p tel que :

Tir = (V(V + VG(E; + in)V)| W) = (UF|(V + VPG(E; + in)PV)|¥!) (2.81)

n étant une quantité réelle et positive que 'on fera tendre vers 0 a la fin du calcul et £} =
huwo (on considere que le photon incident est a résonance). En introduisant 'opérateur
déplacement R(z) tel que :

Q
R(z) =V + 2.82
) 2= QHQ - QVQ (2:82)
et en se servant de la définition [34] :
PG(E, + in)P P (2.83)
in)P = :
! " E[ + Z’I] - Heff

avec Hopp = PHoP + PR(z)P, on peut désormais expliciter les éléments de matrice de
I'opérateur déplacement et par conséquent ceux du Hamiltonien effectif. En utilisant I'ex-
pression précédemment obtenue pour I'opérateur champ électrique a 1’équation (2.78) dans
la définition du Hamiltonien d’interaction V', et en se servant du fait que les opérateurs
P et @ sont des projecteurs sur deux sous espaces complémentaires tels que P? = P,
Q?> =Q et Q =1— P, élément de matrice de Iopérateur déplacement peut s’expliciter

sous la forme : ,
42 ezk.\rifrj\

J i\ y
<50/|R(2)|5a> - 2€0V kzé hwkga-ga o hw_() (284)
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Pour ¢ = j cette expression se réduit a un imaginaire pur correspondant a la largeur
naturelle de I'état excité I'y que I'on a exprimé pour une transition J, =0 — J. = 1, telle
que :

hTy

"2
ou la définition de I'y est la méme que celle donnée précédemment a I'équation (2.32).
Il est a noter que nous avons perdu l'information sur le déplacement de Lamb d’un seul
atome, qui aurait été la partie réelle de ’expression précédente, car nous avons 1’avons
incorporé a la définition de wy.

Pour i # j, en faisant 'approximation de Markov :

(EVIR(2)IEL) = Jaa! (2.85)

; ; A
<5&/|R(2)‘5&> = _ZTOgaa’ (rij) (286)

ou r;; = r; — r; représente la distance entre les atomes 7 et j et gao(rs5) est le potentiel
d’interaction obtenu dans le cas vectoriel & la section 1.1 tel que? :

3 ikor;; . 1
Jao! (rij) = : { <_1 : - ) (5%/

5 ko?”ij B ko?“ij (ko?”ij)2

w1+ 3 3 ToT o
k‘[ﬁ’ij (ko?"ij)Q r2

avec 1;; = |r; — r;|. On peut donc expliciter au final un Hamiltonien effectif H.;; du
systeme, décrivant sa relaxation dans les modes du vide, tel que

= ilg i\ (i
Heff = Z Z _276060/ | 6a><ea’ |
hriﬂ e (2.88)
0 i j
+T Z Z oo (Tig) | €6) (€0 |

i#] a,af

(2.87)

Il est a noter que contrairement a d’autre études portant sur des effets de localisation
d’Anderson [55][44][36][56], ce Hamiltonien décrit un désordre totalement hors diagonal,
et que l'interaction entre chaque paires d’atomes sera décrite par une matrice 3 x 3, un
systeme contenant N atomes sera donc décrit pas un Hamiltonien effectif de dimension
3N x3N. Les états propres de ce Hamiltonien décrivent ’excitation a 'intérieur du systeme
couplée aux diffuseurs, qui sont les atomes dans notre cas. Il faut aussi souligner 1’absence
d’un terme correspondant au champ incident, ce qui rend I’équation (2.88) différente des
expressions obtenues pour des Hamiltoniens effectifs dans d’autres études sur 'interaction
de la lumiere avec un nuage d’atomes [57][58]. Une remarque important est aussi de voir
que ce Hamiltonien effectif est un opérateur non hermitien. En effet ses valeurs propres
A; sont de la forme :

m:aq% (2.89)
ol E; représente la position en fréquence de I'état propre |U’) et I'; sa largeur, et il faut
admettre que pour des systemes contentant plus de N = 2 atomes ses états propres sont
généralement non orthogonaux ((¥7|¥*) # 0). Enfin il est utile de citer que ce Hamiltonien

4. Tl est & noter que 'approximation d’une diffusion quasi résonante (w =~ wq) a été faite afin d’obtenir
le potentiel d’interaction de 'Hamiltonien effectif, ce qui nous permet de remplacer k = |k| par ko = ko.
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effectif, malgré sa non hermicité, a été déja utilisé pour calculer le spectre de la lumiere
dans une structure périodique composée d’atomes [37], en utilisant de la lumiere vectorielle
tout en considérant aussi bien leur degrés de libertés internes (transition J, =0 — J. = 1)
et externes (vibration de 'atome dans le piege harmonique).

Afin de dériver le potentiel d’interaction dans le cas scalaire, il faut moyenner la position
de paires d’atomes i et j sur leur différentes orientations angulaires [48]. En procédant

T

. T N N
de cette maniere, le terme se moyenne & zéro pour a # o et se moyenne a 1/3

pour o = o, ce qui nous permet d’obtenir un opérateur dont les éléments sont trois fois
dégénérés et qui peut se réduite sou la forme d’un opérateur N x N tel que :

eikorij

g(rij) = — k0T~ (290)
%)

ce terme de couplage représente le potentiel d’interaction entre les atomes dans le cas
scalaire et correspond aussi a la matrice de Green qui a été dérivée au début de ce chapitre
a I'équation (2.12).

Les identités utilisées et les discussions sur les différentes approximations (Born-Markov,
Approximation de I’Onde tournante,...) afin d’obtenir ’'Hamiltonien effectif dans les cas
scalaires et vectoriel se trouvent dans I’Annexe A ou nous dérivons a partir de I’Hamilto-
nien d’interaction matiere rayonnement 1’équation sur les dipoles couplés. Il est également
important de souligner que les effets de retards, liés au temps de propagation du photon
entre deux évenements consécutifs d’absorption réémmission par deux atomes différents,
ont été négligés. Certains travaux [23] se sont penchés sur les conséquences de telles ap-
proximations dans une situation décrivant deux atomes couplés via un champ vectoriel.

Il est intéressant de noter que certaines études admettent que les effets de localisation de
la lumiere sont majoritairement causés par un désordre radial plutot que par un désordre
angulaire [15]. En effet I'expression décrite a l'équation (2.90) présente une invariance
par rotation et ne considere qu’'un désordre purement radial, ce qui n’est pas le cas de
I'équation (2.87) qui, avant d’étre moyennée sur les orientations des paires d’atomes,
présente a la fois un désordre radial et un désordre angulaire. Cependant méme si nous
verrons par la suite que ne considérer qu'un désordre radial favorise certains effets que
I’on pourrait qualifier de localisation du photon a l'intérieur du nuage, il n’est pas évident
de prédire a priori que les effets de localisation sont principalement dus a un désordre
radial.

Enfin il est important de souligner qu’au méme titre que les équations (2.12) et (2.29),
qui ont été dérivées de manieres classique, les opérateurs correspondant le Hamiltonien
effectif dans les cas scalaires (eq. (2.90)) et vectoriel (eq. (2.87)) appartiennent eux aussi
a la grande famille des Matrices Aléatoires Euclidiennes. Les spectres de ces matrices
désordonnés, étudiées depuis les années 1960 dans de nombreux domaines différents de
la physique, peuvent présenter des propriétés remarquables dans certains cas limites no-
tamment pour des opérateurs hermitiens. Avant de présenter nos résultats numériques,
il est donc utile de faire un bref rappel des éléments théoriques qui ont été élaborés afin
de décrire les comportements des valeurs propres des Matrices Aléatoire Euclidiennes en
général et de faire un bref état de I'art sur les travaux théoriques portant sur I’étude des
effets coopératifs et de la localisation d’Anderson de la lumiere.
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3 Matrices aléatoires euclidiennes, localisation d’An-

derson de la lumiere et Effets coopératifs.

Cette section a pour but de faire un état de I’art sur les travaux théoriques, élaborés par
d’autres équipes et inscrits dans le contexte des recherches menées au cours de ce travail de
these, que ce soit dans le domaine de la localisation d’Anderson de la lumiere, de I’'étude
des effets coopératifs, ou encore des propriétés mathématiques des Matrices Aléatoires
Euclidiennes non hermitiennes, qui composent I’ensemble d’objets mathématiques auquel
appartient 'Hamiltonien effectif que nous avons précédemment dérivé.

Cette partie n’a aucunement la prétention d’amener des éléments de recherche nouveaux
dans le cadre des travaux portant sur les effets coopératifs et la localisation d’Anderson
mais plutot d’effectuer un bref rappel sur les concepts fondamentaux établis dans chaque
domaines afin de justifier certains approches que nous effectuerons lors de notre études
numérique des états propres de I’'Hamiltonien effectif. En effet comme nous avons pu
I’évoquer précédemment, le support mathématique, qui est I’'Hamiltonien effectif, utilisé
afin de mener notre étude numérique sur les effets coopératifs et la localisation d’Anderson,
n’est pas communément utilisé afin d’étudier ces phénomenes physiques. C’est pourquoi il
est important de souligner les analogies mais aussi les différences fondamentales existantes
entre le modeles que nous considérons et les autre modeles utilisés pour étudier les effets
de localisation fortes due au désordre et les effets coopératifs lié a la synchronisation des
dipoles atomiques.

Dans un premier temps nous allons rappeler certaines propriétés générales de Matrices
Aléatoires Euclidiennes qui nous seront utiles lors de notre étude numérique, nous discute-
rons par la suites des différents travaux qui ont été réalisés sur la localisation d’Anderson
pour des ondes électromagnétique notamment pour la lumiere et nous discuterons des
difficultés que comprennent les travaux étudiants les effets liés au désordres tout en consi-
dérant des interactions longues portées. Nous présenterons ensuite certains travaux qui
ont été menés sur les effets coopératifs et les différents modeles utilisés pour les étudier.

3.1 Quelques comportements singuliers des spectres des ma-
trices aléatoires et des matrices aléatoires Euclidiennes.

L’intérét porté aux matrices aléatoires en général a trouvé son élan dans les travaux
d’Eugene Wigner, dans les années 50, afin de décrire les propriétés statistiques des spectres
de diffusions des neutrons dans les noyaux lourds. Des résultats expérimentaux dans ce
domaine avaient été obtenus des les années 30 par Fermi, qui tentait de sonder la structure
des noyaux lourds, et a l’exception des premiers états excités, qui pouvaient étre décrit
par les modeles standard de Physique Nucléaire tel que le modele en couche, la présence
de certains états liés aux tres longs temps de vies restait inexpliquée. C’est dans le but
de s’affranchir de la complexité liée a la structure de ces noyaux lourds que Wigner s’est
intéressé aux propriétés statistiques de deux états consécutifs en énergies ramenant ainsi
le probleme a ’étude d’un systéme a deux niveaux [59, 60]. En considérant des matrices
symétriques dont les éléments non diagonaux sont des variables aléatoires gaussiennes,
Wigner a réussi a prédire les propriétés statistiques de leurs spectre notamment en carac-
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térisant leurs propriétés locales telles que les distributions P(s) des écarts entre niveaux
d’énergies consécutifs s = F,, 1 — E, telles que :

Py (s) = AsPe P (2.91)

permettant ainsi I’établissement des trois grands ensembles : I’Ensemble Gaussien Ortho-
gonal (GUO et § = 1), ’'Ensemble Gaussien Unitaire (GUE et 8 = 2), 'ensemble Gaussien
symplectique (GUS et 5 = 4) avec A et B des constantes numériques de normalisation.
L’établissement ont été a la base de nombreux travaux qui ont suivis sur les propriétés
statistiques pour différents opérateurs (Matrice de diffusion S, Matrice de Green G) tout
d’abord dans le domaine de la Physique Nucléaire puis dans d’autres domaines de la Phy-
sique en général. Nous reviendrons brievement sur ces propriétés statistiques au prochain
chapitre lorsque nous présenterons nos résultats numériques sur les valeurs propres de
I’Hamiltonien effectif.

A la différence des Matrices Aléatoires originalement considérées par Wigner ou encore
Dyson [61], il est évident que les termes non diagonaux de I'Hamiltonien effectif (eq.
(2.88)) que nous considérons dans les cas scalaire (eq. (2.90)) et vectoriel (eq. (2.87))
ne sont en aucun cas de variables aléatoires gaussiennes indépendantes. En effet dans la
situation que nous considérons, les variables aléatoires indépendantes sont les positions
{r;} des atomes (ou des dipoles) et les éléments non diagonaux de I'Hamiltonien effectif
sont caractérisés par une fonction f(r;,r;) dépendant des positions relatives entre les
différents éléments, qui sont dans notre cas des atomes, placés aléatoirement dans ’espace
euclidien. C’est pourquoi I’'Hamiltonien effectif H.;¢ que nous considérons appartient a la
famille des Matrices Aléatoires Euclidiennes qui peuvent étre définies telles que :

Aij = (ri|Alrj) = f(ri ;) (2.92)

ol A;;j représente I’élément d’un opérateur A appartenant a I’ensemble des matrices aléa-
toires euclidiennes, r; et r; représentent les positions des éléments 7 et j dans l'espace
Euclidien de dimension d et f est une fonction quelconque dépendant des positions des
éléments ¢ et j. Dans notre cas la fonction f est la fonction de Green scalaire (eq.( 2.90))
ou la fonction de Green dyadique (eq. (2.87)). D’une maniere générale, de nombreux tra-
vaux ont été menés sur les Matrices Aléatoires Euclidiennes au cours des années 1990 dans
des études portant par exemple sur les états vibrationnels de phonons dans des cristaux
désordonnés [62, 63][64], les transport d’électrons dans des semi-conducteurs désordonnés
[65][66] ou bien encore 'interprétation du pic bosonique pour des phonons dans des li-
quides amorphes tres refroidis [67]. La complexité de ces systemes résidant dans le désordre
décrit par les positions des éléments qui les constituent.

Tout comme pour les matrices aléatoires en général, les situations considérants des
opérateurs non hermitiens ont tres rapidement été prises en compte par la suite pour
les matrices aléatoire euclidiennes et certaines propriétés remarquables de leurs valeurs
propres dans le plan complexe ont pu étre établies tout comme le domaine circulaire
contenant les valeurs propres qui a été aussi bien prédite théoriquement dans le domaine de
la Physique Nucléaire [68] et observé numériquement pour les poles de la matrice de Green
[69, 70, 25, 71]. La plupart des propriétés connues pour les Matrices Aléatoires Euclidiennes
non hermitiennes sont issues des résultats numériques qui ont été obtenus dans le cadre
d’études portant sur I'interaction matiere rayonnement comme par exemple les instabilité
dynamiques de speckle causées par la non linéarité du milieux [72], la localisation forte
d’onde de matiere en 2 et 3 dimensions [73][27] ou encore I’étude d'un seuil pour le laser
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aléatoire composé d’atomes en présence d'un milieux a gain [74][75]. Plus récemment des
travaux se sont penchés sur le comportement de la densité d’état des valeurs propres selon
'axe imaginaire puis selon 1’axe réel [76] et ont ensuite obtenus des solutions exactes sur
le comportement de la frontiere du domaine comportant les valeurs propres dans le plan
complexe quelle que soit la taille L et le ratio taille sur nombre d’éléments contenus dans
le systeme [77].

Nous avons donc vu dans cette section que I’étude des Matrices Aléatoires Euclidienne,
qu’elles soient hermitiennes ou non hermitiennes, concerne de nombreux domaines dif-
férents de la Physique et qu’au premier abord il est tres difficile d’obtenir des solutions
analytiques décrivant les comportements de leur spectres dans n’importe quelles limites
(grande densité, petites tailles, grand nombre d’éléments,...). C’est pourquoi afin d’obtenir
des solutions a ces problemes a N corps I'outil numérique est capital. Apres avoir passé en
revue quelques propriétés fondamentales de ces objets mathématiques, nous allons faire
un bref état de I'art en deux sous parties sur les deux phénomenes physiques qui nous in-
téressent : la localisation d’Anderson de la lumiere et les effets coopératifs (Superradiance
et Sousradiance de Dicke). Nous n’énoncerons que les résultats importants qui ont un
intérét dans le contexte de ce travail de these et nous terminerons enfin par un apercu des
travaux utilisant des Matrices Aléatoires Euclidienne et traitant soit de la coopérativité
soit de la localisation d’Anderson.

3.2 Localisation d’Anderson et interactions longues portées.

Dans son papier original, traitant de ’absence de transport d’électrons dans des mi-
lieux désordonnés [4], Anderson s’est intéressé aux états propres de I'Hamiltonien Hprpy
décrivant un électron fortement lié dans un milieu désordonné tel que :

Hprsn =Y _ Valn)(n| + ) tlm)(n| (2.93)

communément appelé 'Disordered Tight Binding Hamiltonian’ et ne considérant que les
interactions entre sites plus proches voisins. Dans ’équation (2.93), le premier terme
représente un désordre diagonal avec V,, une variable aléatoire indépendante de variance
W, originalement gaussienne telle que (V;V;) = d;;, représentant ’énergie du site n et le
deuxieme terme de cette équation, représentant le saut de I’électron d’'un site a l'autre
ou t est relié a la probabilité qu’a 1’électron de passer d'un site |n) vers son plus proche
voisin |m). Il est clair que I'Hamiltonien décrit a 1’équation (2.93) est fondamentalement
différent de I’'Hamiltonien effectif que nous considérons (eq. (2.88)) dans la mesure ou ce
dernier ne considere qu'un désordre non diagonal et aussi des interactions tres longues
portées (en 1/kor).

Bien que les études suivant ce papier fondateur ont été d’un grand intérét notamment
dans le cadre de la Physique Mésoscopique ou encore de la Physique du Solide, leurs but
a été avant tout de relier les propriétés statistiques spectrales de I’Hamiltonien décrit a
I’équation (2.93) aux propriétés de transport dans les matériaux par le biais de quantités
telles que la conductance [78] le produit entre le nombre d’onde kg et le libre parcours
moyen de transport [* [79], ou encore de trouver des criteres d’universalité propres a
la transition de phase, existant pour un milieu a 3 dimensions, afin de développer une
théorie d’échelle basée sur un unique parametre [20][80]. Malgré ces considérables avan-
cées, le probleme de l'influence d’interactions longues portées sur les effets de localisation
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fortes liés au désordre sont restés pendant de nombreuse années une question ouverte bien
qu’Anderson dans son papier original émettait une certaine réserve sur la validité de ses
résultats dans le cas d'une d’interaction dipolaire (en 1/7%) [4] aucune preuve formelle ne
venait démontrer ces affirmations.

C’est lorsque l'intérét s’est porté sur la supraconductivité que la question de I'influence
des interactions longues portées sur les effets de localisation forte a été abordée de maniere
sérieuse [81][82]. En effet plusieurs expériences menées dans les années 80 ont observées
qu’au-dessus d'un certain seuil de désordre W associé a la densité spatiale p = N/V
d’impuretés (avec N le nombre d’impuretés et V' le volume du systeme) :

W p, (2.94)

la température critique T, [83] diminuait de manieére drastique ou encore que le second
champ critique H.o [84] présentait un comportement anormal ce qui n’était pas prédit par
les modeles décrivant des supraconducteurs contenant des impuretés. Des lors plusieurs
théories ont essayées d’expliquer ces comportement par de la diffusion anormale pres du
point critique dans la phase métallique ayant pour conséquence une diminution de la lon-
gueur de cohérence de la température critique ou encore I'influence sur ces comportement
d’une répulsion coulombienne effective.

C’est au début des années 90 qu’'une partie de la réponse a été obtenue, du moins pour
le Tight Binding Hamiltonian, par L. V. Levitov [85], qui a démontré que la localisation
des états vibrationnels était détruite par 'interaction dipolaire (oc 7~*) entre les sites dans
un milieu a trois dimensions. Ce résultat a ensuite été généralisé [86] pour un milieu de
dimension d ou le potentiel d’interaction V(r — r’) entre les sites décroit en fonction de
leur distance relative en suivant une loi de puissance telle que V(r —r’) o< |r — /|7, Pour
a < d il a été trouvé qu’il n’y avait pas de localisation que ce soit en présence d’'un milieu
peu ou tres désordonné alors que dans la situation ou a > d les états étaient localisés
au-dessus d’un certain seuil de désordre. Ces prédictions théoriques ont été vérifiées expé-
rimentalement a ’aide d’'une chaine de diélectriques quasi 1-D ou les modes Transverses
Magnétiques T'M étaient découplés des modes Transverses Electromagnétiques TEM [87].
Pour les modes T'M, dont la polarisation est parallele a la chaine de diélectriques, il a
été observés que tous les modes étaient localisés alors que pour les modes T EM, dont la
polarisation est transverse a la chaine, certains étaient étendus de maniere critique sans
étre localisés. Nous verrons au prochains chapitre quelles sont les expressions de ces modes
TM et TEM que nous avons dans la situation ot nous considérons N = 2 atomes. Il est
toutefois important de souligner que les études que nous avons mentionnées précédem-
ment considerent & la fois un potentiel d’interaction en |r — /|~ mais qu’elles considerent
également un désordre sur site. Cette différence avec le modele que nous considérons, dont
le désordre est contenus dans les positions des sites ce qui n’est pas un désordre sur site,
peut rendre invalide les prédictions théorique énoncée précédemment.

Dans cette section, nous avons donc vu que la question de l'influence des interactions
longues portées sur les effets de localisation forte liée au désordre était encore une question
ouverte bien que certains éléments de réponses ont été amenés ces dernieres années.

3.3 Effets coopératifs et milieux désordonnés de grandes tailles.

Les effets coopératifs, tels que 'augmentation de I’émission cohérente (superradiance)
ou encore sa diminution (sousradiance), ont été prédit par Dicke en 1954 [6] pour un
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ensemble de N atomes, assimilés a des systemes & deux niveaux |—), |[+) contenus dans
un volume V inférieur a la longueur d’onde A, associée a leur fréquence de résonance v telle
que A = ¢/v. Cependant aucune conjecture n’a été faite dans son étude sur un possible
agencement des atomes sur un réseau périodique ou sur un désordre dans leurs positions
respectives.

Contrairement a la situation que nous étudions, ou1 nous nous intéressons au cas d’'un
seul état excité présent dans le systeme ou d’un seul photon, Dicke a considéré qu’initia-
lement tous les atomes étaient dans leur état excité :

N N 1
’J:— M: \/—N]el,...

2’ 2 )

ou N/2 > J > —N/2 représente le moment cinétique total du systeme et J > M > —J
représente l'inversion de population. Cet état produit ne présente aucune corrélation entre
les atomes et c’est la désexcitation d’un atome qui va créer une cohérence de phase, lié a la
superposition des états du niveau J = N/2 — 1, ayant pour conséquence une accélération
de I’émission cohérente qui sera maximale lorsque la moitié des atomes seront excités.
De nombreux travaux traitent en détails les calculs sur le taux d’émission collectif sur
I'intégralité de la cascade radiative [14] pour des systemes dont la taille est inférieure
a la longueur d’onde et une géométrie alternative a été également considérée ou les N
atomes sont contenus dans un volume tres allongé en forme de cigare le long de 'axe de
propagation Z du faisceau incident. En effet afin d’étudier expérimentalement les effets
coopératifs, le probleme de la petite taille du systeme devant \ s’est rapidement posé et
c’est pourquoi une partie de la théorie s’est développée pour traiter des systeme dont une
dimension est grande devant la longueur d’onde conservant les deux autres de 'ordre ou
petites devant \.

Le cas que nous considérons correspond quant a lui au dernier étage de la cascade
radiative (J = —N/2+1) pour un milieu de petite taille (L < \) et le fait de ne pas savoir
quel atome est excité permet de créer la superposition d’état symétrique :

1
|S> = ﬁzi:mb“-aeiw"agN)? (296)

s €iy ey EN ) (2.95)

associé a I’état superradiant, dont la décroissance est :
I'. = NT,. (2.97)

A cet état superradiant symétrique il faut également associer un état sousradiant antisy-
métrique dont le taux de décroissance est tres faible, ce qui a pour conséquences de piéger
I'excitation a l'intérieur du systeme par le biais d’interférences destructives.

Cependant le probleme lié a la taille des échantillons afin d’observer expérimentalement
cette décroissance s’est rapidement posé et a été traité avec grand intérét au début dans
les années 2000 [16, 88]. Certains travaux se sont penchés sur le diagramme d’émission des
ces modes superradiants et sousradiants [89] alors que d’autre approches ont élaboré une
théorie analytique complete [90]. Lorsque le systeme ne contient qu’'une seule excitation
et que sa taille est supérieure a la longueur d’onde, la difficulté du probleme réside dans
la prise en compte de la propagation du photon entre deux atomes se traduisant par la
considération d'un déphasage associé a la distance entre les particules. En effet lorsque
tous les atomes sont contenus dans une longueur d’onde on peut considérer que le transfert
du photon d’un atome a ’autre est immédiat alors que lorsque la taille du systeme devient
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grande devant la longueur d’on un déphasage lié a la distance relative entre les atomes
commence a apparaitre. Afin de contourner cette difficulté la prise en compte d’un champ
incident de vecteur d’onde ko et I'ajout d’une phase a I'état symétrique (eq. (2.96)) :

1 iko.r;
|+>z - \/_Ne ko. 7'Z|gl7"'7ei7”'7g]\f>‘ (298)

Il est a noter que ce type d’approximation est valide lorsque 'intensité du champ incident
est faible et que 'on considere que le photon effectue au maximum un évenement de
diffusion °. Dans ce cas de figure, il a été trouvé que le taux d’émission collective dépendait
du rapport entre le nombre d’éléments N et le nombre de modes transverse contenus dans
le systeme (koL)?. Ce rapport peut étre directement associé & 1’épaisseur optique by du
systeme qui est définie au préfacteur géométrique pres telle que

N
by ox —(kgL)Z' (2.99)
Une remarque importante est que dans la limite des systemes de petite taille devant la
longueur d’onde, le nombre de modes transverses devient égal a I'unité kgL ~ 1 ce qui
nous permet de retrouver la limite de Dicke sur les taux d’émission collectifs (o< NT).

D’un point de vue expérimental, les expériences ayant détectées des états superra-
diants sont plus communes que celle ayant détectées I’émission d’états sousradiants. Ci-
tons d’abord celles ayant observées directement une signature de la superradiance dans
le domaine de l'optique dans une vapeur atomique de sodium [7, 91] ou bien encore en
utilisant une mesure indirecte a I’aide d’un condensat de Bose-Einstein. En effet les états
superradiants étant plus robustes que les états sousradiants leur détection expérimentale
a été mainte fois possible dans différents systemes. En ce qui concerne les travaux ex-
périmentaux ayant observés une signature de la sousradiance, deux expériences ont été
réalisées dans l’espace libre en utilisant une vapeur atomique de gallium [92] ou encore a
l'aide de deux ions [93]. La difficulté de ce type d’expérience résidant dans le fait qu'une
réduction du taux d’émission selon une mode et difficile a détecter.

Nous avons donc vu que les effets coopératifs en plus d’étre a l'origine d'une aug-
mentation du taux d’émission (superradiance) de I'excitation hors du systéme sont aussi
a l'origine d'un piégeage (sousradiance) de l'excitation a l'intérieur de ce systéme par
des effets d’interférences destructives. Ce dernier effet, ou ’excitation est supposée rester
idéalement un temps infini dans le systeme peut présenter dans ses signatures aussi bien
théoriques qu’expérimentales des similarités avec des effets de localisation forte (localisa-
tion d’Anderson). Pour des systemes dont la taille est supérieure a la longueur d’onde, il
est clair qu’une différence pourra étre faite dans le sens ou les effets liés a la coopérativité
sont censés dépendre de I’épaisseur optique by et ceux liés a la localisation d’Anderson sont
censé dépendre de la densité spatiale pA® de diffuseurs dans le systeme. Par contre pour
les systemes de petites tailles cette distinction risque d’étre plus délicate a faire. Enfin
on peut conjecturer que les effets coopératifs se produisent aussi bien dans des milieux
ordonnées que désordonnés alors que les effets de localisation forte de type Anderson ne
se produisent que dans des milieux désordonnés.

5. En réalité il est plus précis de dire que 'approximation Timed Dicke est valide dans le régime de
diffusion simple lorsque la pulsation de Rabi du faisceau incident est tres petite devant la largeur naturelle
de I'état excité pour un atome unique (Qy < IT'p).
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Chapitre 3

Etude numérique de la localisation
de la lumiere et des effets
coopératifs.

Dans cette partie nous étudions numériquement les états propres de ’'Hamiltonien ef-
fectif que nous avons dérivé au chapitre précédent. Comme nous I'avons discuté précédem-
ment, cet opérateur appartenant a la famille des Matrices Aléatoires Euclidiennes (ERM)
est difficilement intégrable pour un systeme contant plus de N = 2 atomes il faut donc
utiliser des approches numériques afin de pouvoir se faire une idée sur le comportement
de son spectre en fonction des différents parametres du systeme que nous considérons.

L’étude des états et des valeurs propres de cet Hamiltonien effectif peut étre achevée
de deux maniere différentes : soit en considérant son spectre dans son intégralité, ce qui
est équivalent a considérer les propriétés statistiques des poles de sa résolvante (la matrice
de Green) et donc d’étre en mesure d’obtenir des informations sur les classes d'univer-
salités de ce systeme [27, 70, 26], soit en considérant le spectre de la partie imaginaire
de cet Hamiltonien, ce qui est équivalent a 1’étude de la relaxation dans les modes du
vide d’un systeme de N dipoles (atomes a deux niveaux) couplés par la biais du champ
électromagnétique qu’ils émettent [15][94]. Ces deux approches, utilisant le méme Hamil-
tonien effectif, vont nous permettre de savoir si les effets de localisation de la lumieére dans
un nuage d’atomes froids (dipdles au repos) sont dus aux effets coopératifs, résultants
de la synchronisation entre dipoles atomiques induite par les interactions longues portées
(sousradiance/superradiance) ou aux effets cohérents d’interférences destructives liés au
désordre (localisation d’Anderson). Ce type d’approche, malgré le fait de la non hermicité
du Hamiltonien effectif, est couramment utilisée afin d’étudier les états propres d’un sys-
teme ouvert [36, 44][95], permettant ainsi I’établissement de comportements universels sur
les propriétés statistiques des distributions des valeurs propres ou encore 1’établissement
de relations entre ces dernieres et les propriétés de transport du systeme.
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Afin de rendre cette étude plus exacte pour les systemes denses, nous tiendrons compte
du caractere vectoriel de la lumiere, en considérant le terme de champ proche de I'interac-
tion dipole-dipodle, et nous comparerons les résultats obtenus au cas scalaire, ou les ondes
émises par les dipoles sont des ondes sphériques. Nous remarquerons que cette approxi-
mation scalaire, bien que plus pratique par son intégrabilité analytique [77] [76], donne
des résultats singulierement différents lorsque ’on atteint des distances entre les diffuseurs
(les atomes) de l'ordre de la longueur d’onde associée a leur transition atomique

1 Etude numérique des valeurs propres de I’Hamil-
tonien effectif d’interaction matiere-rayonnement.

1.1 Approche numérique.

Afin d’étudier numériquement les valeurs propres du Hamiltonien effectif exprimé a
la section précédente, nous avons tout d’abord fixé la densité du systeme pA®, avec p =
N/V,V = L? étant le volume du cube et N le nombre d’atomes, que nous augmentons
progressivement pour considérer des systemes contenants entre 10 et 4000 atomes.

Afin d’avoir une analogie avec les études sur la localisation d’Anderson nous nous
référerons fréquemment au nombre de loffe-Regel kol [79], qui peut étre vu comme le libre
parcours moyen de transport [ :

l
. — 3.1

1— < cos¢ > (3:1)
exprimé en unité d’inverse de nombre d’onde ky = wy/c. Dans I’équation (3.1), la quantité
ls. représente le libre parcours moyen de diffusion élastique définit par :

lse = —, (3.2)

ou 0y représente la section efficace de diffusion a résonance et < cosg > est le parametre
d’anisotropie qui dépend fortement de la maniere dont va étre redistribuée I’énergie diffu-
sée. Comme nous 'avons vu au début du chapitre précédent (egs. (2.52 et 2.54), la section
efficace de diffusion n’aura pas la méme valeur dans les cas scalaire et vectoriel. En effet
dans le cas scalaire son expression est 0'(()5) = 47 /k3 alors que dans le cas vectoriel elle
differe d’un préfacteur numérique tel que a(()v) = (3/2)4r/k;. Cela aura pour conséquence
une différence entre les définitions des nombres de Ioffe-Regel entre ces deux cas telle que

2
kol® = §k0z<5> (3.3)

pour une densité spatiale pA® de diffuseurs donnée. Cette différence quantitative dans la
définition du libre parcours moyen de diffusion [y, (et de maniere équivalente celle du libre
parcours moyen de transport [) selon le cas que 1'on considere, aura pour conséquence
également une différence quantitative de I’épaisseur optique by dans les cas scalaire et vec-
toriel. Dans un souci de rigueur, lorsque nous parlerons du cas scalaire (ou respectivement

du cas vectoriel) exclusivement nous donnerons donc les précisions b((]s) pour l'épaisseur
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optique et kol® pour le nombre de Ioffe-Regel (et respectivement bg’) et k;gl(”)) spécifiques
a ce cas. Lorsque nous énoncerons des conditions ou des propriétés communes aux deux
cas nous ne ferons pas cette distinction.

En plus de cela, 'utilisation du critere de Ioffe-Regel kol nécessite la prise de certaines
précautions car la définition du libre parcours moyen de transport [ telle qu’elle est dé-
finie & ’équation (3.1) n’est valable que dans I"approximation de diffusion indépendante
(ISA) [96]. De plus nous avons énoncé que le parametre d’anisotropie ot < coss >, ou
(.) représente dans ce cas la moyenne angulaire, dépend de la maniére dont est redis-
tribuée I’énergie diffusée. En effet dans le cas d'une diffusion isotrope il se moyenne a
zéro alors que dans le cas d'une redistribution des vecteur d’ondes k’ selon une direction
il se moyenne a 1 aboutissant a la divergence du libre parcours moyen, on peut donc
s’attendre a ce que le libre parcours moyen de transport diverge localement lorsque deux
atomes sont tres proches I'un de l'autre et que le transfert d’un atome vers 'autre se fait
via le champ longitudinal (eq. 2.36) . Dans le cas scalaire, ou les atomes sont décrit par des
dipoles ponctuels dont le diagramme de rayonnement est isotrope le facteur d’anisotropie
se moyenne tout naturellement a 0 et il en est de méme dans le cas vectoriel lorsque l'on
considere des dipoles éloignée dont l'orientation de leur moment dipolaire est aléatoire.
Cependant il peut y avoir des corrections au libre parcours moyen lorsque deux dipoles
sont tres proche I'une de 'autre dans le cas vectoriel. Dans cet ouvrage nous ne discu-
terons pas de maniere formelle ces corrections, il faut donc voir le libre parcours moyen
de transport [ et par conséquent le critere de loffe-Regel (kol ~ 1) comme des quantités
qualitatives nous permettant de connaitre quel est la densité effective du systeme.

Fixer le nombre d’atomes et la densité du systeme nous permet d’accéder a deux autre
parametres qui sont la taille du systeme, que 'on exprimera en unités d’inverse de nombre
d’onde koL et 'épaisseur optique by = koL/kol. Ensuite nous tirons les positions des
atomes a l'intérieur du systeme et nous diagonalisons le Hamiltonien effectif dans le cas
scalaire (eq. (2.90)) et vectoriel (eq.(2.87)) pour une méme configuration atomique, afin
d’avoir une comparaison assidue entre les cas scalaire et vectoriels. Enfin nous réitérons
cette procédure pour moyenner sur différentes configuration spatiales atomiques pour
augmenter notre statistique sur les distributions des valeurs propres. Dans cette étude le
nombre de configurations atomiques variera typiquement entre 10 et 100 configurations
atomiques. Enfin cette étude a été réalisée a l’aide du logiciel MATLAB.

1.2 Etude du comportement des valeurs propres de I’Hamilto-
nien effectif pour N = 2 atomes.

La considération du cas simple traitant seulement N = 2 atomes peut nous permettre
d’avoir une idée sur le comportement des valeurs propres dans le plan complexe dans des
cas comprenant plus d’éléments. En effet que ce soit dans le cas scalaire aussi bien que dans
le cas vectoriel, les expressions des valeurs propres pour deux atomes peuvent s’obtenir
de maniere formelle. Dans le cas scalaire on obtient facilement que les valeurs propres
décrivant un systeme composé de N = 2 atomes sont symétriques et non dégénérées telles

que :
FLF() Gikor
Ay =——~(i4& 4
+ 2 (Z ]{307") (3 )
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Une étude rapide de cette expression nous montre que dans la limite ou kor — oo elles

i
vont se regrouper dans le plan complexe autour du point de coordonnées (0,—5) et lorsque

deux atomes sont proches 'un de lautre (kor — 0) leur parties imaginaires vont tendre
respectivement vers 0 et ¢ et leur parties réelles vers —oo et +00. Ces états sont associés
aux états sousradiant et superradiant prédit dans le papier original de R. H. Dicke [6].
Nombreuses sont les études qui discutent du comportement des paire d’atomes dans le
cas scalaire. En effet, certains travaux on démontrés que les photons superradiant créaient
un potentiel attractif entre les paire d’atomes [97][48]. Tout comme dans ce travaux, on
peut aussi considérer séparément les parties réelles et imaginaires de 1’équation (3.4) et
remarquer que la partie réelle, telle que :

hlg cos(kor)
2 k’o’l“

qui est communément appelé cosinus cardinal, va diverger lorsque deux atomes seront tres
proches alors que la partie imaginaire, décrite quant a elle par un sinus cardinal telle que :

R(AL) =T (3.5)

sin(kor)

S(Ag) = ——-(1+ kot ) (3.6)

tendra soit vers la valeur 1 pour ’état superradiant et la valeur 0 pour 1’état sousradiant.
En associant la position de I’état d’excitation collective a la partie réelle des valeurs propres
telle que F, = R(A) et en associant la largeur I'y; de cet état telle que I'yy = —23(A),
on remarque que l’état superradiant correspond a la valeur A, et le sousradiant a la
valeur A_. L’état propre correspondant a la valeur propre A, peut s’exprimer dans la
base canonique tel que : .
E(\@Q) + |ge)) (3.7)
on peut donc remarquer que c’est un état symétrique, et celui correspondant a 1’état
sousradiant s’exprime tel que

v, =

vy = %uem ~ lge)) (3.8)

qui est un état anti symétrique.

L’obtention des valeurs propres pour N = 2 atomes dans le cas vectoriel, bien que d’ap-
parence plus compliqué, peut étre achevée de maniere assez simple a partir de I’équation
(2.87) et appliquant une rotation unitaire nous permettant de superposer l'état |e7) (eq.
(2.55)) a l'état |e]), ou r dans ce cas bien précis représente 1’axe portant la distance ato-
mique. Nous allons donc considérer un état de polarisation dit longitudinal et deux états
de polarisation transverses. Ayant effectué cette transformation, le probleme se réduit a
diagonaliser un opérateur 6 x 6 diagonal par blocs ce qui est similaire a la diagonalisation
d’une matrice 2 x 2. Au final, on obtient deux valeurs propres de multiplicités my = 1,
correspondant a la situation ou les deux moments dipolaires sont alignés selon le méme

axe tel que :
hI’ 3 . 2i 2
A(l) __=0 S ikor | _ '
E > \*3° Gor)2 T hgr)? (3:9)

et deux autres valeurs propres de multiplicités m, = 2, correspondant a la situation ou
les moments dipolaires sont orthogonaux entre eux tel que :

Al 3 . 1 7 1
AP 0 2 ke | T — d
+ 2 T2 i T o) Thor)? (3.10)
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Il est & noter que les équations (3.9) et (3.10) correspondent aux modes transverse magné-
tique (T'M) et transverse électrique (T'E'M) lorsque I'on considere une chaine de diffuseurs
diélectriques couplés [87]. En effet, que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel, le cas simple
a deux atomes, placés aléatoirement dans un espace a trois dimensions, peut étre ramené
a un probléeme a une dimension par le biais d'une rotation unitaire, ce qui nous permet
de découpler les modes transverse magnétiques T'M et électriques T EM. Ce découplage
existant entre les modes transverse n’est valable que pour de problemes a 1 dimension
spatiale et n’est plus valable lorsque 'on considere des dimensions supérieures (d = 2 et
d = 3), ce qui correspond pour nous au cas a N = 3 atomes. Dans ce cas les modes T M
et TEM interferent provoquant ’apparition de résonances dues a ces interférences. Dans
des problemes a deux dimensions il est encore possible de privilégier un certain type de
modes transverses ce qui n’est pas possible dans un probleme a trois dimensions, ce qui
fait toute la difficulté de ce type d’études dans des milieux a trois dimensions.

Afin d’obtenir les déplacements en fréquences et les élargissements spectraux associés
aux valeurs propres explicitées aux équations (3.9) et (3.10) nous explicitons les parties
réelles et imaginaires de ces deux expressions. Pour la valeur propre de multiplicité my = 1
on obtient pour le déplacement radiatif :

=5 (0 [T+ o) 61y

3(AD) = hgo (1 +3 { CC(’ZEI;()’;) + Sl(r/lgl:«(;z)b . (3.12)

Pour la valeur propre de multiplicité ma = 2 nous obtenons pour le déplacement en
fréquences :

(3.13)

RAP) = 0 (;’ [COSW) _sin(kor) cos(kmD

T2 TR )2 (kor)?

et pour I’élargissement spectral :

N

En développant les équations (3.11) et (3.13) en kyr — 0, on remarque que les termes
dominants sont de I'ordre de cos(x)/x* ce qui nous montre que les déplacements radiatifs
décrits par ces expression vont diverger vers +o00 et —oo, par contre en développant les
parties imaginaires aux équations (3.12) et (3.14) on remarque que les termes en cos(x)/z?
et sin(z)/x* vont se compenser & I'ordre 0 et donner la valeur 1/3 & I'ordre 1 ce qui montre

que les parties imaginaires de A$ ) vont converger vers le valeurs 0 et 1 respectivement.

De maniere similaire au cas scalaire, les valeurs propres Ag) (eq. (3.9))de multiplicité
my = 1 correspondent aux états propres :

v = 7<\e 9) +lge)) (3.15)
pour I'état superradiant et :

gy = L 3.16

w7) = \/—(\€g>+lge>) (3.16)

47 INLN-Institut Non Linéaire de Nice



CHAPITRE 3. ETUDE NUMERIQUE DE LA LOCALISATION DE LA LUMIERE ET DES
EFFETS COOPERATIFS.

pour I’état correspondant a I’état sousradiant. De méme pour les états propres associés
aux valeurs propres A} (eq. (3.10)) de multiplicité m, = 2 sont :

\‘Iff)> = —(e®¥g) + |ge@¥)) (3.17)

Sl

pour les états superradiants et :

W) = = (Jeg) +[gel), (3.13)
pour les états sousradiants.

Il est utile de noter que les vecteurs décris par les équations (3.15) a (3.18) sont ortho-
gonaux ce qui n’est plus le cas pour un systeme contenant un nombre d’éléments supérieur
a N = 2 atomes. Il n’est cependant pas tout a fait exact de dire que I’Hamiltonien effectif
est hermitien pour N = 2 atomes et non hermitien pour N supérieur a 2 atomes, cepen-
dant, dans le cas spécifique de 2 atomes, le spectre du Hamiltonien effectif est équivalent
au spectre de la somme de deux opérateurs hermitien qui sont sa partie réelle et sa partie
imaginaire.

La figure 3.1 nous montre 1’évolution des largeurs [',; et des positions en énergies des
modes, associé aux états d’excitation collective correspondant aux états sousradiant et
superradiant, en fonction de la distance interatomique kor dans les cas scalaire (figure de
gauche) et vectoriel (figure de droite). On remarque bien la levé de dégénérescence entre
les états symétrique et antisymétrique apparaissant lorsque la distance interatomique est
de l'ordre de la longueur d’onde A, associée a la transition entre 1’état fondamental et
excité pour un atome unique.

1.3 Distributions des valeurs propres dans le plan complexe.

En se rappelant de la forme générale des valeurs propres de H.ss (eq. (2.89)) et le
fait que ce soit un opérateur non hermitien, on peut prédire facilement qu’il y ait de
fortes chances pour que ses valeurs propres A; aient des propriétés remarquables dans
le plan complexe. En effet, les opérateurs décrits par les équations (2.90) et (2.87) ap-
partiennent a la famille des Matrices Aléatoires Euclidiennes (ERM), qui sont utilisées
dans des domaines singulierement différents tels que I’étude des propriétés statistique liées
a la dynamique a l'intérieur de noyaux atomiques [63] ou encore dans 1’étude des états
vibrationnels dans des milieux désordonnés [98]. Dans le cadre de l'interaction matiere-
rayonnement, plusieurs études les ont considérées notamment pour traiter des problemes
concernant la localisation au sens d’Anderson d’ondes électromagnétiques dans un milieu
désordonné composé de diélectrique a trois dimensions [71]. C’est dans ce contexte que
les propriétés dans le plan complexe des valeurs propres de I'hamiltonien effectif H. sy ont
commencé a étre considérées [25][70], aboutissant au développement de théories décrivant
de maniéere rigoureuse leur comportements dans le plan complexe [77].

Pour une situation contenant plus de N = 2 atomes, il a été trouvé [77, 76] que dans
la limite des milieux dilués pA* < 1 de taille supérieure & la longueur d’onde koL > 2,
la distribution de valeurs propres dans le plan complexe était contenue dans un cercle
dont le rayon était proportionnel & 1'épaisseur optique by tel que R =~ 1/by/2. Cette
distribution circulaire, sans le comportement en épaisseur optique, a été démontrée dans
les années 80 dans le cadre de travaux menés sur Matrices Aléatoires Euclidiennes non
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FIGURE 3.1 — Evolution des largeurs I';; des modes (figures du haut) et de leurs positions
en énergies E,, (figure du bas) en fonction de la distance interatomique kor dans les cas
scalaire (figures de gauche) et vectoriel (figures de droite) pour N = 2 atomes. Dans les

deux cas on remarque un levé de dégénérescence singulier lorsque le distance interatomique
devient inférieure a la longueur d’onde .

hermitienne [99] et a été ensuite réintroduite dans le cadre de travaux menés en physique
nucléaire [63],[68]. D’une manicre intuitive on peut expliquer ce comportement en /by
par les taux d’émissions associés au régime de diffusion multiple [40] qui est le régime
prédominant lorsque le nuage est dilué et que son épaisseur optique commence a devenir
non négligeable devant 1'unité. De plus en se rappelant de la limite des équations (3.4)-
(3.10) pour kor — oo, on peut s’attendre a ce que ces distributions soient centrées autour

de la valeur (0, —%) dans le plans complexe pour la limite de milieux dilués.

La figure 3.2 nous montre la répartition dans le plan complexe des valeurs propres
de H.;; pour un nuage dilué (pA\*> = 0.01) contenant N = 500 atomes sommé sur 66
réalisations différentes du désordre. On peut remarquer que dans le limite des milieux
dilués (pA* < 1), la considération du terme de champ proche de l'interaction dipéle-dipole
n’aboutit pas a des différences qualitatives entre les cas scalaire et vectoriel a 'exception
des paires, qui sont représenté en trait plein sur cette figure, et qui ont été obtenues aux
équations (3.4) dans le cas scalaire et (3.9) pour celles de multiplicité m, = 1 et (3.10) pour
celles de multiplicité m, = 2 dans le cas vectoriel. On remarque clairement la frontiere
circulaire, observée précédemment par les autres travaux cités au début de cette section,
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FIGURE 3.2 — Répartition dans le plan complexe des valeurs propres de I’'Hamiltonien
effectif H.r; dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite), pour un
nuage contenant N = 500 atomes et une densité pA* = 0.01, sommés sur 66 configurations
spatiales différentes. Cette densité spatiale correspond a un nombre de loffe-Regel tel que
k:ol(s) = 1500 dans le cas scalaire et kol(”) = 1000 dans le cas vectoriel ce qui nous donne
un nuage d’épaisseur optique b(()s) = 0.13 dans le cas scalaire et bév) = 0.21 dans le cas
vectoriel. Les courbes en traits pleins représentent les expressions obtenues pour le cas de
N = 2 atomes dans le cas scalaire (eq. (3.4)) et vectoriel (vert eq. (3.9), bleu eq. (3.10)).
On remarque que dans les deux cas les paires coopératives sont présentes méme dans un
milieu dilué et qu’elles dominent la physique des états ayant les temps de relaxations les
plus long et les plus courts. Enfin on peut aussi voir que dans cette limite de parametres
(milieux dilués) la considération du terme de champ proche de l'interaction dipole-dipdle
n’amene pas de corrections majeures, a ’exception des paire coopératives présentes en
plus grand nombre et de maniere symétriques dans le ca vectoriel.

délimitant le domaine dans lequel est contenu ’ensemble des valeurs propres et on peut
aussi voir que les états ayant les plus grands et les plus petits taux de décroissance sont
ceux qui correspondent aux paires d’atomes dont la distance qui les sépare est inférieure
a la longueur d’onde.

En considérant des milieux de plus en plus denses (pA® > 1), il est connu que la loi
de Marchenko-Pastur [100] atteint sa limite de validité. Selon cette derniere, associée
au comportement découvert par Girko [99], dans la limite ou la taille du systeme est
supérieure a la longueur d’onde kgL > 27 et qu’il contient un grand nombre d’éléments
(N > 1), la frontiere du domaine contenant les valeurs propres de H.fy va évoluer en
suivant un cercle de rayon R ~ \/%. Cependant il faut garder a l'esprit que la partie
imaginaire des valeurs propres de H.y; sera toujours positive ou tendra au minimum
vers 0 pour les états sousradiants ce qui n’est pas le cas pour la partie réelle des valeurs
propres qui elle n’a pas de borne supérieure donnée. On peut donc s’attendre a ce que le
centre (FE,,I'.) de 'ensemble des valeurs propres dans le plan complexe évolue selon 'axe
imaginaire (propre aux largeurs des modes) en fonction des parametres (by, pA®,...) du
systeme. Il peut donc étre probable que la limite de validité de la loi de Marchenko-Pastur
soit atteinte lorsque le centre de I’ensemble des valeurs propres dans le plan complexe
croise la frontiere délimitant le domaine contenant ces valeurs propres. La figure 3.3, nous
montre 1’évolution du centre des distributions des valeurs propres dans le plan complexe
en fonction de I'épaisseur optique by dans le cas scalaire et de ’épaisseur optique corrigée
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FIGURE 3.3 — Evolution du centre des distributions, tel qu'il est définis a ’équation (3.19),
dans le cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) pour différentes den-
sités (pA* = 0.44 & 131.6) en fonction de I'épaisseur optique by. On peut remarquer une
différence qualitative entre les cas scalaire et vectoriel qui est la dépendance en densité
(exprimée en nombre de loffe Regel kol) de cette quantité dans le cas vectoriel.

par la densité by — 2.8/ kol(”) dans le cas vectoriel. Selon ’axe imaginaire, le centre des
distributions des valeurs propres dans le plan complexe a été définit tel que :

r — T

<Fc> _ Max 5 min (319)

afin de ne pas faire I’hypothese d'une répartition ergodique des valeurs propres dans ce
plan ce qui nous aurais conduit a le définir comme le barycentre des parties imaginaires.
Notons que ce dernier est associé a la trace de ’'Hamiltonien effectif Tr(H.sr) et donc
toujours égal & NT'g/N = 1. Ici ['ypq, = max(I;) est la largeur maximum, T',,;, = min(T;)

1 (2

la largeur minimum des modes et (.) représente la moyenne sur les configurations spatiales.
Il est aussi a noter que nous avons négligé le déplacement de ce centre selon 'axe réel,
nous y reviendrons lorsque nous discuterons brievement du déplacement de Lamb collectif
[101] plus tard dans ce manuscrit. On peut remarquer qu’il existe une différence qualitative
dans les comportements des quantités I'. entre les cas scalaire et vectoriel dans la mesure
ot ce dernier présente une dépendance en densité spatiale pA® du systeme qui devient non
négligeable lorsque 1'on considére des milieux denses (pA® > 1 ou kol® < 1). Pour le cas
scalaire on peut observer que le centre des distributions évolue linéairement en fonction

de by uniquement tel que :
b(S)

.= 0? +1 (3.20)

et dans le cas vectoriel on remarque qu’il évolue en fonction de I’épaisseur optique corrigée
pas la densité du systeme telle que :

b — 2.8/kel™)

L
9

+1 (3.21)

On remarque donc que la composante du centre I', selon ’axe imaginaire de I’ensemble
des valeurs propres dans le plan complexe exhibe un comportement linéaire en épaisseur
optique I'. o by alors que le comportement de la frontiere supérieur de cet ensemble prédit
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FI1GURE 3.4 — Représentation log-log de la distribution dans le plan complexe des valeurs
propres de H ¢ pour un nuage dense (pA* = 131.6) contenant N = 500 atomes sommés
sur 66 configurations spatiales différentes. Contrairement au régime dilué, ou les cas sca-
laire et vectoriels ne présentent que peu de différence qualitative a I'exception de paires
coopératives d’atomes, on remarque dans le régime dense des différences drastiques entre
les deux cas. Les courbes en trait pleins représentent encore les expressions obtenus dans
le cas N = 2 atomes (egs. (3.4)-(3.10)). On remarque que dans le cas vectoriel les modes
ayant les plus long temps de vies (dont les parties imaginaires —3(A) sont les plus petites)
sont dominés par la physique des paires coopératives ce qui n’est pas les cas dans le cas
scalaire, ou la branche contenant les modes a longs temps de vies n’est pas décrite par
I'équation (3.4). L'inset représente le zoom autour de R(A) = 0 de la distribution de ces
valeurs propres. On remarque que la ségrégation entre les valeurs propre, plus connues sous
le nom de transition de phase superradiante, est moins prononcée dans le cas vectoriel.

par la loi de Marchenko-Pastur selon le méme axe est censé augmenter en fonction de la
racine carrée de l'épaisseur optique (ox \/b_o)[lOQ]. On peut donc s’attendre a ce qu’il y
ait une limite ou I'épaisseur optique est telle que le centre I'. soit au-dessus de la limite
prédit par la loi de Marcheko-Pastur et que cette derniere ne soit plus valide.

La figure 3.4 présente en représentation logarithmique (avec en abscisse | Ey| ) la super-
position dans les cas scalaire et vectoriel de la répartition dans le plan complexe des valeurs
propres de H sy pour un nuage contenant N = 500 atomes a une densité pA3 = 131.6
sommé sur 66 configuration spatiales. Cette densité spatiale correspond a un nombre
de Toffe-Regel de kol(s) = 0.15 dans le cas scalaire et kol(”) = 0.1 dans le cas vectoriel.
Les courbes en traits pleins représentent a nouveau les expressions obtenues pour les
paires coopératives dans le cas de N = 2 atomes (egs. (3.4),(3.9) et (3.10)). Contraire-
ment au régime dilué, qui ne présente que peu de différences entre les deux cas, la prise
en considération du terme de champ proche de 'interaction dipole-dipole conduit a des
différences drastiques entre les cas scalaires et vectoriel lorsque 1'on atteint les régimes
denses (pA* > 1). La premiére différence remarquable est la présence singulierement plus
prononcés des paires coopératives (superradiantes et sousradiantes) dans le cas vecto-
riel contrairement au cas scalaire ou les paires superradiantes semblent disparaitre. Cette
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disparition des paires dans le cas scalaire peut étre expliquée de maniere intuitive et pro-
vient essentiellement du fait que le déplacement en fréquence de ces dernieres n’est pas
suffisamment grand afin qu’elles ne se couplent pas a d’autres états de paires coopératives.

Une autre différence frappante, est la présence dans le cas scalaire d’'une concentration
de valeurs propres ayant un long temps de vie (3(A) < —0.5) dans une bande d’énergie
centrée autour de le valeur R(A) ~ 1 alors que pour le cas vectoriel, il est clairement
visible que les modes ayant les plus long temps de vie sont regroupés autour des branches
données par les expressions analytiques (3.9) et (3.10) ce qui nous permet de dire qu’ils
sont dominés par la physique des paire coopératives. Comme nous 1’avons énoncé précé-
demment, il est a noter que le potentiel d’interaction associé au cas scalaire (eq.2.90) est
souvent utilisé dans des études portant sur des effets de localisation forte due au désordre
(Localisation d’Anderson) [26][27] [70]. Il faut donc étre prudent vis & vis des conclusions
que l'on peut avoir sur les modes ayant un long temps de vie car le cas vectoriel, plus
correct pour décrire la dynamique des régimes denses pour la lumiere, ne conduit pas
forcément aux mémes observations.

Enfin, 'inset de la figure 3.4 est un zoom en représentation linéaire autour de la valeur
R(A) = 0 de la distribution de valeurs propres dans le plan complexe pour les mémes pa-
rametres, soulignant I’apparition d’un trou moins prononcée entre les valeurs propres dans
le cas vectoriel. Cette absence de valeurs propres dans certaines zones du plan complexe,
apparaissant aux hautes densités (pA*> > 1), a été associée par certaines études [103] &
la transition de phase. Il est donc utile de discuter quel parametre domine 'apparition
de ce phénomene et de rappeler certaines propriétés associées a un phénomene nommé
transition superradiante.

Discussion sur la séparation des valeurs propres dans le plan complexe pour
le cas scalaire.

D’une maniere générale, la transition superradiante peut étre vue comme une transition
de phase quantique du second ordre entre un régime ou il n’y a pas de corrélations entre
les différents états et un régime au-dela d’'un certain couplage critique entre la matiere et
le rayonnement ou les états sont corrélés aboutissant a I’apparition de modes superradiant
[104, 105, 106]. Ce type de comportement a été obtenus au début des années 70 en consi-
dérant plusieurs niveaux de la cascade radiative (1, 2, 3 excitations...) et plusieurs modes
transverse couplant le systéeme a l’environnement pour un nombre N d’atomes tendant
vers 'infinis afin que les calculs analytiques soient faits dans la limite thermodynamique
[107].

Plusieurs travaux théoriques ont été dédiés a la compréhension des conditions néces-
saires a l’existence de cette transition de phase, notamment sur le parametre d’ordre, qui
est assimilé a la densité spatiale atomique lorsque 1’on considere le hamiltonien d’interac-
tion matiere rayonnement en jauge D.E [108] ou encore sur I'influence des approximations
faites lors du passage de la jauge P.A a la jauge D.E [109]. 11 a été longtemps discuté
que lorigine de cette transition était due & I’affranchissement des termes en A% dans
I'’hamiltonien décrit a 'équation (2.56) [110], a la présence des termes antirésonnants qui
sont négligés 'approximation de 'onde tournante [111] ou encore a ’absence d’un champ
extérieur [112].

Dans la situation décrivant un unique mode transverse couplant le systeme a l’envi-
ronnement extérieur il a été trouvé qu'une ségrégation entre un mode superradiant et les
reste des modes apparaissait [113] de maniere indépendante a la nature de la dynamique
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FIGURE 3.5 — Représentation dans le plan complexe des valeurs propres de H.sy dans
le cas scalaire pour une épaisseur optique constante by(s) = 24.1 et différentes densités
spatiales d’atomes pA® = 6.56 & 65.58 sommé entre 10 et 1000 configurations spatiales.
On remarque clairement 'apparition d'un trou a la densité pA* = 26.32 qui se transforme
continiment en une ségrégation au fur et a mesure que la densité du systeme diminue.

(intégrable ou chaotique) a l'intérieur du systeme. L’étude de 'influence de cette ségréga-
tion sur la localisation d’Anderson a été aussi considérée dans des milieux 1D [114] et il
a été trouvé dans ce cas que 'ouverture du systeme n’avait que peu de conséquences sur
les comportements des modes localisés.

Dans notre situation, olt nous nous intéressons a un nuage d’atomes (assimilés a des
systemes a deux niveaux) couplés a un réservoir, qui est le continuum et est par conséquent
singulierement différent d’'une cavité, le nombre de canaux reliant notre systeme a l’envi-
ronnement est associé a la taille transverse du nuage (~ (koL)?) et la force de couplage de
ces canaux peut étre vu comme le nombre moyen d’atomes par canaux, c’est a dire par
unité de modes transverse du nuage. C’est pourquoi lorsque nous étudions des milieux
dilués nous nous référons souvent a 'épaisseur optique by ~ N/(koL)? afin d’étudier le
comportement des états coopératifs. Cela dit, bien que nos calcul soient limités en nombre
d’atomes (~ 1()4) ce qui nous empéche de considérer des systemes denses et grands a la
fois, il est intéressant de savoir si la ségrégation des valeurs propres dans le plan complexe
est uniquement un effet lié a 1’épaisseur optique ou si c¢’est aussi un effet de taille ou
de densité spatiale du systeme. L’objet de notre étude ne portant pas sur la description
thermodynamique de l'invariance de jauge [115], nous nous contenterons d’amener des
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FIGURE 3.6 — Représentation dans le plan complexe des valeurs propres de H.ss dans le
cas scalaire pour une densité spatiale de diffuseurs constante pA*> = 131.6 et différentes
épaisseurs optiques b(()s) = 38.23 & 177.32. ici quelle que soit ’épaisseur optique considérée,
on remarque que la branche des valeurs propres (accumulation autour de I’énergie E,; = 1)
aux tres longs temps de vies est toujours présente. Ce qui nous permet de pouvoir associer
I'existence de ces modes aux longs temps de vie a un effet de densité.

éléments de réponse, basés sur des observations numériques, afin de comprendre 'origine
de la ségrégation entre les valeurs propres dans notre modele.

La figure 3.5 nous montre la répartition dans le plan complexe des valeurs propres de
H.ss pour le cas scalaire (eq. (2.90)) pour une densité optique b(()s) = 24.1 constante et
différentes densités spatiales de diffuseurs. On remarque clairement une transition continue
entre une répartition ergodique des valeurs propres vers une ségrégation apparaissant aux
grandes densités (pA® > 26.32) passant tout d’abord par 'apparition d’un trou dans les
distributions de valeurs propres. Afin de se convaincre que cette transition n’est pas un
effet d’épaisseur optique, nous considérons un systeme & une densité fixée pA* = 131.6
en faisant varier le nombre d’atomes, on remarque clairement que la densité des valeurs
propres dans le plan complexe passe d'une forme d’ilots a une forme d’anneau. La figure
3.6 nous montre la répartition des valeurs propres dans le plan complexe pour un nuage
dense (pA* = 131.6) et différentes épaisseur optiques allant de bés) = 38.23 pour N = 100
a bés) = 177.32 pour N = 9983. Alors que la taille du systeme augmente et devient
plus grande que la longueur d’onde (kgL > 27), on remarque clairement la répartition
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des valeurs propres dans le plan complexe passer d'une ségrégation totale (répartition en
llots’ bien distincts) & une distribution annulaire (c’est & dire en forme d’anneau). Dans
le contexte d’études théoriques menées sur des opérateurs non gaussien et non hermitien,
il a été obtenu analytiquement qu’il existait une transition entre un phase ou les valeurs
propres de ces opérateurs étaient contenues sur une disque dans le plan complexe (au
méme titre que les résultats que nous avons obtenus a la figure 3.2) et une phase ou
les valeurs propres étaient disposées sur un anneau dans le plan complexe, ce que 'on
remarque clairement aux figures 3.5 et 3.6 [116].

1.4 Distribution des largeurs des modes dans les cas scalaires
et vectoriels.

Un autre aspect intéressant et tout aussi important dans le cadre d’étude sur les sys-
temes ouverts désordonnés, est 1’étude des largeurs des modes I'y; = —2F(A) et plus
précisément des propriétés statistiques de leurs distributions P(T'y;). En effet 'ouverture
d’un systeme a pour conséquences 1’élargissement et le décalage en fréquence de ces modes
qui sont originalement décrits par des deltas de Dirac dans le cas de systemes fermés.

La question de lI'influence du couplage d’un systeme au continuum sur ses propriétés
de transport s’est rapidement posé dans le cadre d’études sur la localisation d’Anderson,
qui au départ avait été prédite de maniere théorique dans un milieu désordonnés a trois
dimensions dans la limite thermodynamique [4]. C’est en reliant les propriétés spectrales a
celles de transport par le biais d’'un parametre unique qui est la conductance adimension-
née g qu’a été ensuite prédit théoriquement ’existence d'une transition de phase entre une
phase métallique (ol tous les modes sont délocalisés et la diffusion multiple domine la dy-
namique du systéme) et une phase isolante (ou tous les modes sont localisés spatialement)
[20].

Originalement 'étude des propriétés statistiques des distributions des largeurs des
modes P(T'y;) a été introduite dans le cadre d’études sur les systémes chaotiques ou-
verts [117], qui sont des systemes dont I’aspect non intégrable provient de leurs géométrie
ou leur conditions aux limites et non de leurs inhomogénéité comme c’est le cas dans les
systemes que nous considérons. Ce type d’approche a été ensuite utilisé pour décrire les
propriétés de transport dans des systemes ouvert désordonnés [36] décrit par le Tight Bin-
ding Hamiltonian et plusieurs comportement universels de ces distributions ont été mis en
évidences dans les différentes phases (métalliques, isolante et point critique). Ces travaux
ont aussi montrés que les détails microscopiques du désordre n’avaient pas d’influence sur
'existence de la transition de phase entre le régime métallique et isolant [44].

Bien que l'on puisse tenter d’extrapoler certains de ces comportements universels a
notre situation, il faut garder a l'esprit la présence du terme d’interaction longue portée
dans les systemes que nous considérons, qui sont des ensembles désordonnés de dipoles
ponctuels couplés entre eux par le biais du champ. On peut donc se servir comme référence
des propriétés universelles qui ont été obtenues avec le Tight Binding Hamiltonian, qui ne
considere que des interactions entre plus proches voisins, mais il faut garder une certaine
prudence vis a vis des conclusions que l'on peut tirer car le terme d’interaction longue
portée peut avoir une influence non négligeable sur la dynamique du systeme.

Dans cette section nous allons tout d’abord discuter des propriétés des distributions des
largeurs des modes dans différents régimes (dilués, dense spatialement et optiquement),
et nous verrons quelles analogies peuvent étre avec les propriétés universelles des largeurs
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des modes obtenues dans d’autres travaux. Nous présenterons ensuite les résultats numé-
riques que nous avons obtenus sur les distributions des largeurs de modes et enfin nous
discuterons de leurs comportements asymptotiques et de ceux de leurs distributions.

1.4.a Discussion sur les comportements phénoménologique des distribu-
tions des largeurs de modes dans certains régimes.

Bien que I'on ait énoncé précédemment la complexité reliée a 1’étude du transport d'une
onde dans un milieu désordonné, il est possible d’obtenir dans certains cas limites et sous
certaine hypotheses fortes des informations sur les comportements des distributions P(T"y;)
des largeurs de modes. C’est notamment les cas pour le Tight Binding Hamiltonian, ne
prenant en compte que les interactions plus proches, ou il est possible d’obtenir de ma-
niere phénoménologique dans les régimes diffusifs et isolants les lois sur les distributions
des largeurs de modes dans certaine gammes précises d’énergie. Il est également possible
d’obtenir d’autres comportements remarquables sur le taux de d’émission de la densité
spectrale d’énergie a partir de I’équation de diffusion classique. Notons que dans ce dernier
cas, les résultats obtenus sont a relier plus rigoureusement au taux d’émission du photon,
qui sera étudié plus tard dans ce manuscrit, mais que certaines études font parfois I'extra-
polation pour les distributions des largeurs des modes [36][44]. Il faut garder a I'esprit que
I’obtention phénoménologique de ces comportements dépend fortement des hypotheses
qui sont faites sur la maniére dont le systéme est couplé a son réservoir (au continuum)
et également dont 'énergie est initialement distribuée a l'intérieur du systeme.

Dans cette partie nous allons dériver deux comportements souvent évoqués dans ce
type d’études et discuter des hypotheses fortes qui les accompagnent et nous discuterons
ensuite de quelques autres lois singuliéres associées a des régimes bien précis (localisation
forte, prélocalisation...). Dans tous les cas il faut garder a I’esprit que ces comportements
ont été dérivés dans le cadres d’interactions plus proches voisins et qu’il y ait de grande
chances pour qu’ils ne soient plus exacts dans le type de systemes que nous considérons
ou des interactions longues protées entre éléments sont présentes. Il se peut cependant
qu’il y ait des analogies dans certains cas limites.

Calcul classique sur le taux d’émission collectif dans le régime de diffusion
multiple.

Afin d’obtenir la loi de puissance des distributions des largeurs des modes P(T'y;) as-
sociée au régime de diffusion multiple, nous partons de I’équation de diffusion pour une
sphere homogene de taille R :

%2 (r2@> _Low (3.22)
r20r or D ot
ou u = u(r,t) est la densité spectrale en énergie. Il est a noter que pour ce calcul une
géométrie sphérique est considérée (d’ou la forme du Laplacien) et qu’il est admis que les
fonctions d’onde représentant la densité spectrale en énergie admet les méme symétries
que le probleme (invariance par rotation). Le second membre de 'équation (3.22) est aussi
nul car on considere un milieu passif, ¢’est a dire qu’il ne contient aucune source d’énergie.
En se servant de la méthode de séparation des variables, qui nous permet de poser
u(r,t) = F(r)G(t), et des conditions aux limites u(R,t) = 0, on peut obtenir une solution
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générale a I’équation (3.22) telle que :

Zan (1) exp(—DB2t) (3.23)
ou )
nmr
F,(r)= sin | ——
=ik ( R > (3.24)
B,=""
"R

I1 est a noter que les fonctions d’ondes F,(7), qui sont les modes propres de diffusion
du systeme, forment une base orthonormée. En considérant qu’a l'instant initial ¢ = 0, la
répartition d’énergie soit uniforme dans le milieu telle que :

3Uy
A7 R3

il va nous étre possible de calculer le taux de désexcitation du systeme, qui peut étre vu
comme la décroissance exponentielle au cours du temps de 1’énergie stockée a l'intérieur
du systeme. En décomposant 1'état initial (eq. (3.25)) sur la base de modes de diffusion
(eq. (3.23)), c’est a dire en faisant le produit scalaire entre ces deux fonctions, on peut
expliciter les coefficients de Fourier a,, tels que :

u(r,0) = (3.25)

R
an, = (F,(r)|u(r,0)) = 41UR04/ 7 sin (%) dr (3.26)
qui s’integre de maniere formelle en donnant :

(_1)(n+1) 3U0
n 42 R?
On peut donc réinjecter cette expression dans ’équation (3.23) afin de calculer I’énergie
présente a l'intérieur du systeme au temps ¢ telle que :

u(t) = /S u(r,t) = ;%Mi—ggexp(—DBit) /0 " sin (%)dr (3.28)

ou S représente la surface par laquelle transite I’énergie du systeme vers le réservoir
(le continuum). Il est a noter que nous avons fait ’hypothese d’'un transfert surfacique
de I'énergie contenue dans le systeme vers le continuum, ce qui va donner un résultat
singulierement différents au cas 1'ou on considérerait un transfert volumique ou par le
biais d'un unique site. En posant I',, = DB2, la solution de 1’équation (3.28) s’écrit :

UOZ

En se rappelant de la définition de B,, (eq. (3.24)) on peut réécrire I',, tel que :

r, = D(%Y (3.30)

ce qui nous permet de réécrire I’équation (3.29) comme :

(3.27)

Ay =

5 exp(—T't) (3.29)

u(t) = Up S };—i exp(—T't) (3.31)
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En traitant n comme une variable continue on peut différencier I’équation (3.30) par
rapport a n, ce qui nous permet d’écrire :

dr,, 7\ 2 s
—=2mD (E) = ZE@‘/F” (3.32)

De plus traiter n comme une variable continue nous permet de remplacer la somme par
une intégrale continue dans I’équation (3.31) ce qui nous permet de relier la densité d’états

P(n) ala densité de taux d’émission P(I') (P(I")dl' = P(n)dn) :

1dn
P(T —— .
(') T T (3.33)
En utilisant I'expression précédente et 1’équation (3.32) on obtient que dans le régime

diffusif, la distribution des largeurs des modes se comporte comme
P(I) x T2 (3.34)

Il est important de souligner que la loi de puissance que nous venons d’obtenir dépend
fortement des conditions aux bords, de la maniere dont est répartie initialement 1’énergie
a l'intérieur du systeme et aussi de la maniere dont cette derniere s’échappe du systeme.
Il faut aussi remarquer que le fait de traiter n comme une variable continue rend cette loi
phénoménologique uniquement valable dans la gamme I' > T'y.

Nous avons donc retrouvé a l'aide d’un calcul simple un des comportements attendu
sur les distributions des largeurs des modes P(T',;) dans le régime de diffusion multiple.
Cette loi de puissance a été observée numériquement dans de nombreuses études et sa
dépendance vis a vis de 'ouverture du systeme a méme été prédite de maniere phénomé-
nologique et observé ensuite numériquement [44].

Lot de puissance des distributions des largeurs de modes propres aux états
localisés proches de la frontiére du systéme.

Dans la méme philosophie que la section précédente, la loi associée aux modes localisés
au sens d’Anderson, qui sont situés sur les bords du systeme et qui fuient a travers ces
bords, peut étre obtenue aussi en invoquant quelques arguments phénoménologiques. En
ne passant pas cette fois par I'équation de diffusion (3.22), la dérivation de cette loi
est nettement plus simple. Tout d’abord il faut admettre que les modes localisés sont
uniformément répartis a I'intérieur du systeme tel que :

1
{ P(r) =5 1< R (3.35)
P(ry=0r>R

et que leur taux d’émission I' est directement relié & la distance v’ qui les sépare de la
bordure du systeme tel que

[~ Toe € (3.36)

ou & représente la longueur de localisation, qui est la zone sur laquelle s’étend le mode
localisé (¥(r) ~ exp(|r — ro|/§)). En admettant que la répartition des résonances est
ergodique dans le systeme tout comme l'est la distribution des diffuseurs (les atomes),
on peut donc en tirer que la probabilité intégrée de trouver une résonance ayant une
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taux démission I", inférieur a I' et équivalent & celle de trouver un mode & une distance
" des bord du systéme supérieure a r telle que P(I" < T') o< P(r" > r). Sachant que
P(r" > r) o< pg(R — ") /pua(R), ce qui représente une coquille centrée en 0 d’épaisseur
dr et qui dépend aussi de la géométrie considérée avec ug(R —1') = R* — (R —1')% et
tta(R) = R® on obtient au final que la distribution de largeurs des modes associée & ces
états est proportionnelle a :

dr’ d R—7
() = & 4 palB =) (3.37)
dl'dr"  pge(R)
en se servant de 'hypothese fait a ’équation (3.36) on peut exprimer 7’ en fonction de I”
ce qui nous permet d’obtenir au final la loi de puissance :

& d p(R—1")

PO =00 a®

(3.38)

d pa(R—1")

dr! ,ud(R)
n’affectera en aucun cas 'exposant de cette loi de puissance. De nombreuses études [95,
118, 44] concernant le Tight Binding Hamiltonian, ou seules les interactions plus proches
voisins sont considérées, ont obtenues une loi de puissance similaire aux modes localisés
proches de la bordure du systeme et se couplant au continuum a travers elle. Par contre
il est capital de souligner que 'hypothese de fuites par les bords du systeme est exacte
dans le cas d’interactions plus proches voisins, car ’excitation devra étre sur un site
pres de la frontiere du systeme afin de se coupler au continuum mais elle n’est peut-étre
pas valide dans les situations que nous considérons ou des interactions longues portées
(entre sites/atomes éloignés) sont possibles. Il se peut donc que I'hypothese de couplage
surfacique des excitations avec le continuum ne soit plus valide et que cette loi soit reliée
a un tout autre type de physique associée elle aussi a des modes ayant un long temps de
vie dans le systeme comme les modes sousradiants par exemple.

dépend de la géométrie du systeme et de sa dimension mais

Comportements singuliers des distributions du taux démission pour les autres
régimes.

Il faut aussi noter qu’il n'y a pas uniquement les deux lois dérivées précédemment
qui sont associées a des régimes caractéristiques dans le genre de problemes que nous
considérons. En effet, en utilisant des arguments phénoménologiques comme nous 1’avons
fait dans les deux parties précédentes il est aussi possible d’obtenir les comportements des
distributions du taux d’émission dans les régimes balistique et fortement localisé.

Le régime balistique correspond a des tailles de systeme inférieures au libre parcours
moyen de transport (L < [). Dans ce régime 'excitation ne subit pas d’événement de
diffusion et sa distributions spatiale dans le milieu dépend seulement de sa célérité v et
de son taux d’émission tel que :

r(T) = — (3.39)

P(I) = — (3.40)
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Il est a noter qu'une loi de puissance similaire a aussi été obtenue analytiquement et
observée numériquement pour le régime diffusif dans la situation ou le couplage entre le
systeme et le continuum se fait par un unique site sur la bordure du systéeme. On retrouve
également un comportement similaire dans le régime diffusif dans le cas de systemes a 2
dimensions [119].

Dans le cadre de travaux, dans le régime de diffusion multiple pour des systemes désor-
donnés dans la phase métallique, il est apparu que des déviations étaient présentes aux
comportement initialement prévus par la théorie de matrices aléatoire pour les régime
métalliques. Ces déviations sont causées par la présence de modes prélocalisés situés au
centre du systeme dont l'existence est tres peu affectée par 'ouverture de ce dernier.
Ils ont été observé avec de nombreux modele et de différentes manieres, notamment par
I'étude des distributions de l'intensité des états propres (qui est directement reliée a la
distribution des largeurs des modes) [120] ou encore en considérant le modele du Kicked
Rotor & deux dimensions en considérant les distributions des largeurs des modes [121].
D’une maniere générale le comportement des distributions des largeurs des modes reliées
a ces états prélocalisés peut s’écrire sous la forme :

P(1/T) ~ exp(—C(D) In(1/T)) (3.41)

ou d représente la dimension du systeme et C'(D) est une constante reliée au coefficient
de diffusion.

Enfin dans le régime localisé, en plus du comportement que nous avons précédemment
dérivé de maniere phénoménologique dans la partie précédente, une autre loi, associée
aux modes exponentiellement localisés au centre du nuage a été établie par plusieurs
travaux [95] [122]. C’est en considérant un milieu ouvert désordonné composé de cavités
diélectriques que la loi log normale, associée aux modes exponentiellement localisés au
centre du nuage a été découverte [122]. Il est apparu que cette loi dépendait & la fois de
la longueur de localisation & et de la taille du systeme telle que :

P(T) ~ exp(—f (%) In*(T)) (3.42)

ou la fonction f(£/L) est une fonction linéaire dépendant a la fois de la longueur de
localisation ¢ et de la taille du systeme L. On peut remarquer que pour des systemes
dont la taille est tres grande devant la longueur de localisation, la contribution de cette
distribution devient négligeable. On peut comprendre facilement le comportement décrit
par I’équation (3.42) en faisant I’hypothese que les composantes des états localisés sont
distribués de maniere aléatoire sans aucune corrélation longues portées et que localement
la longueur de localisation est distribuée selon un processus stochastique suivant une loi
log-normale. Bien qu’il ne faille pas confondre corrélations et interactions longues protées,
il est donc a prévoir que l'observation de cette loi dans le type de systéeme que nous
considérons semble compromise.

Enfin il a été observé numériquement que les distributions des largeurs des modes
étaient décrites par une loi de puissance au point critique telle que [36, 44][123] :

P(I) I '"a =["3 (3.43)

ou d = 3 est la dimension du systeme. Ce comportement a été assimilé a de la diffusion
anormale au point critique et est supposé étre un comportement universel, qui ne dépend
pas par conséquent des détails microscopique du systeme que 'on considere.
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1.4.b Résultats numériques sur les distributions des largeurs des modes
P(T'y) dans les cas scalaire et vectoriel.

Apres avoir discuté de maniere phénoménologique des taux de désexcitation de la den-
sité spectrale d’énergie dans différents régimes (diffusion multiple, isolant, point critique)
et des hypotheses qui les entourent, nous allons présenter les résultats numériques que
nous avons obtenus sur les distributions largeurs des modes P(I';;) de ’hamiltonien effec-
tif H eff-

Dans une situation décrivant plus de N = 2 atomes, les largeurs des modes ne cor-
respondent pas exactement au temps de vie du mode a l'intérieur du systeme avant de
se coupler au continuum. En effet il est plus exact de voir les largeurs I'y; comme étant
proportionnelles au temps que va passer le systeme dans cet état d’excitation avant de
se coupler a un ou plusieurs autres états d’excitation. Cependant 1’étude des propriétés
statistiques de la partie imaginaire des valeurs propres de ’hamiltonien effectif peut nous
amener certaines informations capitales sur les propriétés de transport a l'intérieur du
systeme.

A priori on peut s’attendre a ce que pour les cas scalaire et vectoriels, dans la limite
de milieux spatialement et optiquement dilués (pA* < 1 et by < 1), la physique de
I’atome unique domine la dynamique du systeme et que par conséquent les distributions
de largeurs des modes soit centrés autour de I'y = 1, correspondant a la largeur naturelle
de I'état excité pour un atome unique (non perturbé). Que ce soit en augmentant la taille
ou la densité du systeme on s’attend de maniere logique a ce que le nombre de modes
ayant un long temps de vie (largeur inférieure a I'g) augmente, soit a cause des effets de
diffusion multiples soit a cause d’autre effets cohérents, qui sont la localisation forte a
cause du désordre ou les effets de sousradiance.

La figure 3.7 montre les distributions des largeurs des modes P(I'y;) dans les cas scalaire
et vectoriels pour un nuage contenant N = 700 atomes moyenné sur 60 configurations
spatiales pour des densités allant de pA® = 0.44 & pA® = 131.6. Comme l'on s’y attendait
pour des milieux dilués, ou la physique de I'atome unique est dominante, les distributions
P(T4) sont piquées autour de I'y = 1 et il n’y a pas beaucoup de différences entre les cas
scalaire et vectoriel. La considération de nuages plus denses spatialement pA* > 1 (et de
maniere équivalente plus denses optiquement by > 1, le nombre d’atomes étant maintenus
constant) nous permet d’observer I'apparition d’'un nombre croissant de modes ayant un
long temps vie (I'y; > I'y). Cependant on remarque également 'apparition de modes ayant
des temps de vies de plus en plus courts (I'y; > T'g), ce qui est un argument en la défaveur
des effets de localisation forte liés au désordre, dont la théorie prévoit au-dela d’un certain
seuil de désordre une localisation, c’est a dire une largeur des modes inférieure a celle de
I’atome unique I'y, pour 'intégralité des modes. Il faut également noter qu’au méme titre
que les distributions des valeurs propres dans le plan complexe (figures 3.2 et 3.4), des
différences qualitatives commencent a apparaitre entre les cas scalaire et vectoriel lorsque
I'on considere des systemes spatialement et optiquement denses (pA* > 1 et by > 1).

De plus la loi P(Ty;) o T';;', associée aux modes localisés au sens d’Anderson proches
de la frontiere du systeme et fuyant a travers elle et qui a soit disant été observée dans
nos systemes [26], n’apparait pas de maniere flagrante dans nos résultats numériques. En
effet la loi de puissance que nous observons se rapproche de P(I'y;) F;;l/ A la place
'}, ce qui est & rapprocher d'un comportement sous diffusif apparaissant & la transition
Métal-Tsolant [36] en admettant que les comportements universels prévus pour le modele
d’Anderson ouvert soient valides dans nos systemes ou les interactions longues portées
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FIGURE 3.7 — Représentation en log-log des distributions des largeurs des modes P(I'y)
dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) pour un nuage
contenant N = 700 atomes pour différentes densités spatiales de diffuseurs allant de
pX3 = 0.44 & pA®> = 131.6, moyenné sur 60 configurations spatiales. Dans les deux cas
alors que la densité spatiale de diffuseurs pA® (et par conséquent I’épaisseur optique by)
augmentent, on observe un accroissement du nombre de modes ayant un long temps de
vie (dont la largeur est inférieure & I'y = 1). Cependant de manieére équivalente on observe
aussi 'apparition de modes ayant un temps de vie tres court I' > I’y et la loi associée aux
modes localisés proches de la frontiere du systeme P(I'y;) o< I',;! n’est pas rigoureusement
observée. En effet nous observons que la loi de puissance est plus proche de P(I"y; o F;t4/ 3).
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FIGURE 3.8 — Distribution des logarithmes des largeurs des modes PIn(I'y) avec les
mémes parametres qu’a la figure 3.7 afin de s’assurer de 1’absence de la loi log normale
associée aux modes exponentiellement localisés au centre du nuage. A ce stade on ne peut
pas affirmer que cette loi est présente dans nos résultats numériques.

sont présentes.

Enfin, bien que nous confirmerons cette affirmation apres s’étre affranchis des états
associés aux paire coopérative, nous n’observons pas a ces stade la loi log-normale as-
sociée aux modes localisés exponentiellement au centre du nuage (figure 3.8), qui est
caractéristique de la localisation d’Anderson [117][124] [36][123]. Des absences d’observa-
tions similaires de cette loi ont été faites en considérant la fonction de Green associée a
I'équation de diffusion dans un slab a 3 dimensions [125].
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A ce stade nous pouvons donc dire que 1’étude seule des distributions des largeurs
des modes P(I';;) ne nous permet pas de trancher de maniere rigoureuse si les effets de
localisation du photon dans un nuage d’atomes froids sont dus aux effets coopératifs ou
aux effets liés au désordre.

Discussion sur l’origine de la lor de puissance des distributions de largeurs
des modes.

Bien que nous ayons observé précédemment le comportement en loi de puissance pour
les distributions des largeurs des modes P(I'y;) o< I' ;" dans les régimes denses (optique-
ment ou spatialement), la non convergence de 'exposant vers la valeurs a = —1 nous
pousse a remettre en question la validité de cette loi pour le type de systemes que nous
considérons, ou les interactions longue portée sont présente et qu'une excitation au centre
du nuage peut se coupler au continuum.

Il a déja été discuté dans certains travaux [77] en considérant les distributions des
largeurs des modes ayant une partie réelle (énergie) proche de 0 P(I'y;|E4 =~ 0), que la
présence de cette loi de puissance n’était pas reliée exclusivement a la densité spatiale
de diffuseurs (pA*) mais aussi a I'épaisseur optique du systeme by. De plus d’autre études
portant sur des systemes de dimensions inférieure (d = 2) ont aussi observé que ’exposant
convergeait de maniere continue d’une valeur différente de « = —1 vers la valeur a = —1
[26].

Donner une réponse définitive a cette question n’est pas totalement trivial dans la
mesure oll nos calculs numériques sont limités & un nombre maximum d’atomes (~ 10*
atomes), ce qui implique qu’il est difficile de considérer a la fois des milieux denses et
de grandes tailles. Afin d’amener des éléments de réponse a cette question, nous allons
considérer deux cas distincts, le premiers oll la densité du systeme pA® est maintenue
constante et 1’épaisseur optique by augmente et le deuxieme ou I’épaisseur optique est
constante et la densité varie.

La figure 3.9 nous montre les distributions des largeurs des modes P(T'y;) dans les
cas scalaire (figures de gauches) et vectoriel (figures de droites) pour différents nuages
contenant entre N = 15 et N = 15000 atomes pour un systeme dont la densité spatiale
de diffuseurs et maintenue constante (pA* = 13.16, figures du haut) et un systeme dont
I’épaisseur optique b(()s) =83 et b(()v) = 12.5 est constante (figures du bas). En considérant
le cas ol la densité spatiale de diffuseurs est constante pA® pour un épaisseur optique
qui augmente (bés) = 4.38 a 45.75 dans le cas scalaire et b((]”) = 6.96 a 42.25 dans le cas
vectoriel), on remarque clairement que 'exposant de la loi de puissance P(I'y;) o< T')°
converge de maniere continue vers la valeurs a = 4/3, ce qui nous indique que I'exposant
de cette loi de puissance est clairement dominé par 1’épaisseur optique by dans les deux
cas. On peut considérer le probleme de maniere complémentaire ou 1’épaisseur optique
est maintenue constante bés) =83 et bév) = 12.5 en faisant varier la densité spatiale de
diffuseurs pA®. Dans ce cas I'exposant de la loi de puissance ne varie que peu entre la valeur
a = 0.9 pour la densité pA*> = 1.316 et a = 1.1 pour pA* = 26.32 ce qui nous prouve que
I'exposant de la décroissance algébrique P(I'y;) o< I',* est principalement dominé par les
effets coopératifs et dépend par conséquent de I’épaisseur optique du systeme.

Un autre remarque importante est ’apparition accentuée dans le cas scalaire de modes
aux longs temps de vies (I'y; < 1) lorsque 1’épaisseur optique bff) est maintenue constante
et que la densité spatiale de diffuseurs augmente. Ce comportement ne va pas dans le sens
des effets coopératifs car il évolue en fonction de la densité spatiale ce qui privilégie un
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FIGURE 3.9 — Représentation en log-log des distributions des largeurs des modes P(T,;)
dans le cas scalaire (figures de gauche) et le cas vectoriel (figures de droites) pour une den-
sité spatiale de diffuseurs constante (pA* = 13.16) (figures du haut) et pour une épaisseur
optique constante (b(()s) =83et b(()s) = 12.5) (figures du bas). Le nombre d’atome que nous
considérons varie entre N = 15 a 10000 atomes et les données numériques sont moyennés
entre 2000 a 10 configurations spatiales. Dans les figure du haut, on remarque clairement
dans les deux cas (scalaire et vectoriel) ’exposant de la loi de puissance P(T'y;) o< T'*
converger vers la valeur o = 4/3 ce qui est une indication allant dans le sens ou les effets
coopératifs, dépendant majoritairement de I’épaisseur optique by dans les milieux dont
la taille est supérieur a la longueur d’onde (L > \), dominent cet exposant. Dans les
figures du bas, ot la densité pA® varie et 1’épaisseur optique by est maintenue constante,
I’exposant « a tendance a rester autour de la méme valeur en augmentant 1égerement. Un
ajustement linéaire sur les logarithmes des données nous permet d’extraire les exposant
des décroissances algébriques pour les figure du bas qui varient entre a« = 0.9 et @ = 1.1.

comportement local pas forcément lié au désordre. Ces modes sont a relier directement a
ceux présents dans la concentration, située autour de 1’énergie E,; = 1, d’états ayant une
tres longue durée de vie . Cette concentration qui se manifeste par une branche dans le
plan complexe (figure 3.4) apparait effectivement lorsque la densité spatiale du systeme
est élevée (pA® > 1) et ne dépend aucunement de I’épaisseur optique by du systéme comme
nous l'avons vu a la section 1.3.
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1.4.c Comportements asymptotiques des distributions largeurs des modes.

Apres avoir considéré les distributions des largeurs des modes de I’'Hamiltonien effectif,
nous nous intéressons aux comportements asymptotiques de ces largeurs afin de voir s’ils
ne contiennent pas d’informations sur les origines possibles de la localisation du photon a
I'intérieur du nuage.

L’étude de certaines valeurs singuliéres (valeur maximum, minimum et valeur la plus
probable) des largeurs des modes va nous permettre de savoir quel type de physique
domine leur comportements. En effet si I’'on remarque que ces valeurs sont uniquement
fonction de la densité pA* du systeme (ou de maniere équivalente du nombre de Ioffe-
Regel kol) nous serons plus & méme a penser que la dynamique de cette quantité est
dominée par les effets liés au désordre alors que si le comportement de ces quantités sont
dominé par I’épaisseur optique by il est tres probable que ce soient les effets coopératifs
(superradiance/sousradiance) qui dominent cette physique. Il est & noter que le dernier
argument n’est valable que dans la limite des systemes dont la taille est supérieure a la
longueur d’onde ou l’épaisseur optique by ~ N/ (koL)2 peut étre vu comme le nombre
de canaux transverse couplant le systeme au continuum. Pour des tailles de systemes
inférieures a la longueur d’onde ce nombre de canaux transverses sera linéaire en fonction
du nombre d’atomes N. De la méme maniere il faut aussi souligner qu’'une dépendance
unique en fonction de la densité du systeme n’est pas forcément reliée a des effets de
localisation lié au désordre mais qu’elle souligne I'importance d’un effet local comparée a
un effet global (qui sont les effets coopératifs).

Evolution de la valeur maximum moyenne des largeurs de modes.

Comme nous 'avons vu précédemment en considérant les distributions des largeurs
des modes P(T',;) (figure 3.7), pour un nombre d’atomes N fixé, le fait d’augmenter la
densité spatiale pA® du systeme et par conséquent son épaisseur optique by conduit a I'ap-
parition de modes ayant un tres court temps de vie (I'y; > T'g). Dans le cadre d’études
sur le comportement des distributions des valeurs propres des Matrices Aléatoires Eucli-
dienne il a été observé dans que la valeur maximum moyenne de la partie imaginaire du
spectre de H. ;s évoluait en racine carrée de 1'épaisseur optique (o \/%) pour des nuages
optiquement dilués et que cette dépendance devenait linéaire (o< by) pour de grandes
épaisseurs optiques. Ce premier comportement pour les faibles épaisseurs optiques est une
conséquence directe de la loi de Marchenko-Pastur ([76, 77]) et le second comportement a
été extrapolé a partir de I’évolution du centre et du rayon des distributions dans le plan
complexe pour de grande épaisseur optique.

Afin d’étudier le comportement de la valeur maximum moyenne des largeurs des modes

en fonction des différents parametres du systéme (épaisseur optique by, densité pA® ou kol),
nous la définissons telle que :

Moz = <m?X(Fi)> (3.44)

ou (-) correspond a la moyenne sur les configurations spatiales, nous avons ensuite appliqué
la méthode des moindres carrés a nos données numériques que nous avons obtenues pour
['pae en se basant sur 'expression obtenue dans la référence [76] et nous obtenons dans
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F1GURE 3.10 — Evolution de la valeur maximum moyenne des largeurs des modes I';; en
fonction de I’épaisseur optique by dans le cas scalaire (figure de droite) et de I’épaisseur
optique corrigée par le nombre de Toffe-Regel dans le cas vectoriel (figure de gauche)
pour différentes densités allant de pA* = 0.01 & pA* = 131.6. Les courbes en trait pleins
ont été obtenues a partir du fit des données numérique et de I’évolution du centre des
distributions des valeurs propres dans le plan complexe obtenu aux équations (3.20) et
(3.21). Les courbes en traits pleins représentent les équations (3.45) et (3.46) basées sur
la référence [76] et affinée a partir du fit de nos donnée numériques.

le cas scalaire le comportement empirique :

b(()S) b(()S) 2 b(()S)
r — + [ == + = +1 3.45
Maz 1.67 (8.5) 8.9 (3.45)
Cette équation est qualitativement et quantitativement en accord avec la référence [76] et
le troisieme terme de cette expression qui représente 1’évolution du centre des distributions
dans le plan complexe est presque en accord avec ce qui a été obtenu a 1’équation (3.20).
Nous avons procédé de la méme maniere dans le cas vectoriel en se rappelant la correc-

tion en densité que nous avons obtenue pour 1’évolution du centre des distributions dans le
plan complexe. Cette fois ci nous n’obtenons pas exactement la correction b(()v) —2.8/kol™

mais plus précisément b(()v) -2/ kol™ ce qui nous permet d’obtenir la relation :

B — 2/kol® (B = 2/kgl\? b — 2kl ™)
Tires = 4] 2 0 0 0 1 3.46
M \/ 15 ( 15.25 ) LT (3.46)

Contrairement au cas scalaire ou le déplacement du centre est a peu pres équivalent a
I'augmentation de la bordure dans le régime des milieux optiquement denses (deuxieme
et troisieme termes de I’équation (3.45)) on obtient un facteur proche de deux dans le
cas vectoriel (deuxieme et troisieme terme de 1’équation (3.46)). Par contre nous sommes
encore en accord avec I’évolution du centre des distributions dans le plan complexe obtenus
a I'équation (3.21).

La figure 3.10 montre I’évolution de la valeur maximum moyenne des largeurs des
modes I';; en fonction de I'épaisseur optique by dans le cas scalaire et de ’épaisseur
optique corrigée par la densité du systeme (by — 2/kol) dans le cas vectoriel. Méme si
le comportement de cette quantité semble similaire dans le cas scalaire et vectoriel il
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existe, au méme titre que pour les I’évolution des centre des distributions (figure 3.3), une
différence drastique entre les deux cas qui est la dépendance en densité de cette quantité.
Les courbes en trait pleins représentent les équations (3.45) et (3.46) qui ont été obtenues
sur la base de la référence [76] en faisant un fit de nos donnée numériques.

Il est intéressant de voir que dans le cas scalaire la valeur maximale moyenne des
largeurs des modes dépend uniquement de l’épaisseur optique ce qui nous montre que
la physique qui domine cette quantité est celle des effets coopératifs ce qui n’est pas
exactement le cas lorsque l'on considere la nature vectorielle de la lumiere. Un autre
aspect intéressant est 'existence de deux régimes différents que ce soit dans le cas scalaire
et vectoriel, I'un évoluant en racine carrée de ’épaisseur optique ou en racine carré de
I’épaisseur optique corrigée par la densité, 'autre régime évoluant de maniere linéaire en
fonction de I’épaisseur optique ou de I’épaisseur optique corrigée par la densité.

Enfin il est important de souligner que les comportements explicités par les équations
(3.45) et (3.46) sont uniquement valable pour des systemes dont la taille est supérieure a la
longueur d’onde \. En effet en considérant I'équation décrivant I'y;,, dans le cas vectoriel
il apparait immédiatement que son domaine de validité est réduit a by — 2/kol > 0 ce qui
nous conduit a kgL 2 2. Nous ne le montrons pas dans cette partie mais nous avons vérifié
numériquement que ces lois n’étaient plus valides pour des systemes de petite taille.

FEvolution de la valeur minimum moyenne des largeurs de modes.

De la méme maniere que nous avons traité le moment d’ordre 1 de la valeur maximum
de la largeur de modes I'js,4., nous pouvons procéder a une étude similaire pour la valeur
minimum moyenne [',,;,. La connaissance du moment d’ordre 1 de la valeur minimum des
largeurs des modes représente certains intéréts en physique notamment dans la définitions
de seuils pour des effets types laser aléatoires dans des milieux désordonnés [126], ou encore
dans le seuil concernant apparition d’instabilités dynamiques [72].

Dans le cas du seuil pour le laser aléatoire on peut voir cela de maniere intuitive
lorsque le taux d’émission minimum d’amplification devient supérieur au taux d’émission
minimum des pertes [74], qui est relié a la valeur minimum moyenne des largeurs des
modes. En effet un laser aléatoire est un milieu a gain dépourvus de cavité ou la diffusion
multiple est censée jouer le role rétroactif. Un milieu désordonné composé de dipoles
ponctuels disposés de maniere aléatoire dans un volume donnée est donc un candidat
idéal a I'étude de ce genre de phénomenes et il a été observé récemment que un nuage
d’atomes froids, composé de rubidium (¥ Rb) pouvait a la fois jouer le role de milieu
diffusant et de milieux a gain en se servant de transition sa structure hyperfine.

Pour ce qui est des instabilités dynamiques il faut voir la valeur minimum moyenne des
largeurs des modes comme la valeur au-dela de laquelle les taux démission d’instabilité
commencent a dominer la dynamique du systeme.

Dans les milieux dilués, en se rappelant des distributions dans le plan complexe des
valeurs propres de I'hamiltonien effectif H.s, (figure 3.2), on peut s’attendre a ce que la
physique de I',;, soit dominé par les paires coopératives situées dans les branche héli-
coidales des distributions. Il faudra donc se servir des expression obtenues dans le cas
de N = 2 atomes en se concentrant sur les état sousradiants afin d’avoir une idée sur le
comportement du moment d’ordre 1 de la valeur minimum des largeurs de modes.

Pour des milieux denses, toujours en se remémorant les distributions de valeurs propres
dans le plan complexe (figure 3.4), on remarque que la quantité I',,;, sera toujours domi-
née par les paires sousradiantes dans le cas vectoriel mais qu'un autre type de physique
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différents de celle des paires va la dominer dans le cas scalaire.

Afin d’obtenir le comportement de I',,;,, il faut tout d’abord la relier a la densité de
probabilité p(Ar,,) de trouver deux atomes a une distance Ar,,;,, qui est la distance
la plus petite séparant deux atomes dans un nuage de taille L contenant N — 2 autres

atomes. Sachant que la probabilité de trouver deux atomes a une distance r est donnée par
4grr?

P = , que la probabilité que les autre paires d’atomes soient séparées par une distance

N
M) et que la probabilité que
p

les (N — 2) atomes soient a une distance supérieure a Ar,,;, des deux premiers atomes

drAr3
est p3=(1— ———=

min
calculer :

supérieure a Ar,,;, est donnée par py, = <1 —

(N-2)
) , en calculant la probabilité p(r,,.,) = p1p2ps [76] on peut
p

Agrr? g3\ DW=
pMmMzNW—D(m>(b-B) (3.47)

En faisant le développement de la partie imaginaire de ’équation (3.4) correspondant

(kr)?

aux états de paires sousradiant on obtient I'_ ~5 1 — ce qui nous permet de relier

une distance kr a une largeur minimum. On peut donc relier la densité de probabilité
de trouver deux atomes a une distance Ar,,;, associée a une largeur de mode minimale
telle que p(min(T'y)) = p(ATmin) X d(AT ) /d(min(Ty;)) ce qui nous permet de calculer
sa valeur moyenne dans la limite d'un grand nombre d’atomes (N — 00). On peut ainsi
obtenir la relation décrivant I’évolution valeur minimale moyenne des largeurs des modes :

r 2
(Dpin) 0 —2— = To(NpA®) 5. (3.48)

olN3
Nous remarquons que I’équation (3.48) peut aussi bien étre exprimée en fonction de I’épais-
seur optique by ou de la densité du systeme pA® réajustée ensuite par le nombre d’atomes
N. Cependant il est important de noter que la maniere la plus correcte de représenter
(Tpnin) est en fonction de la densité spatiale d’atomes pA®. En effet, le comportement
des paires d’atomes plus proches voisins est un comportement exclusivement local qui ne
dépend pas des corrélations induites par les interactions longues portées, la correction
numérique N dans I’équation (3.48) venant du fait que chaque paires d’atomes peut étre
vue comme une réalisation indépendante. Bien que cela soit tentant de les représenter
en fonctions de I’épaisseur optique car nous les avons appelées paires coopératives, il est
préférable de les représenter en fonction de la densité spatiale.
Afin de calculer numériquement I',,,;,,, nous procédons de maniere similaire a la section
précédente en définissant :
Conin = <miin(Fi)) (3.49)

ou (-) représente encore la moyennes sur les configurations spatiales.

La figure 3.11 montre la quantité I',,;, dans le cas scalaire et vectoriel pour des den-
sités spatiales de diffuseurs allant de pA* = 0.44 a pA* = 131.6. Dans le régime dilué
(pA* < 20), on remarque que le comportement décrit par I'équation (3.48) (courbes en
trait pleins sur les graphiques) marche parfaitement pour décrire I’évolution de la valeur
minimum moyenne des largeurs des modes ce qui est une bonne indication de I'influence
du comportement de cette quantité par les paire sousradiantes dans cette gamme de pa-
rametres.
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FI1GURE 3.11 — Evolution de la valeur minimum moyenne des largeurs des modes I',,,;,, en
fonction de (pA* N )_% dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite)
pour des densités allant de pA* = 0.44 & pA*> = 131.1. Comme nous l’avions prévus a partir
des distributions des valeurs propres de H.sy dans le plans complexe, que ce soit dans le
régime dilué ou dans le régime dense le moment d’ordre 1 de la valeur minimum de largeur
des modes est dominée par les paires sousradiantes dans le cas vectoriel alors que nous
observons une nette rupture de pente dans le cas scalaire. Cette rupture de pente dans le
cas scalaire apparait aux grandes densités (pA* ~ 26.32) et correspond & I’apparition de
la concentration des valeurs propres ayant un long temps de vie autour d’une énergie bien
précise (Eq ~ 1). Les traits pleins représentent 1'équation (3.48) sur les deux graphiques.

Lorsque I’on considere des milieux denses (pA* > 20), on remarque que I',,;, est toujours
dominé par les paires sousradiantes dans le cas vectoriel. En effet la considération du terme
de champ proche de linteraction dipole-dipole (2.87) a pour effet que le déplacement
en fréquence des niveaux d’énergies de deux atomes tres proche (situés a une distance
inférieure a la longueur d’onde) est accru dii a la présence du terme en 1/7° ce qui a pour
conséquence un découplage des paires coopérative (sousradiantes et superradiantes) du
reste du systeme. Dans le cas scalaire, ou le déplacement en fréquence est moindre du a
I'unique présence du terme en 1/7, ces états de paires se recouplent a des états coopératifs
concernant plus de 2 atomes, ce qui a pour conséquence 'apparition de cette branche et
la diminution drastique de la quantité I',,;,.

FEvolution de la valeur la plus probable des largeurs des modes.

Dans cette section nous nous intéressons au comportement de la valeur la plus pro-
bable I';,, des largeurs des modes, qui correspond a la largeur associée au maximum des
distributions P(I'y;) telle que

P(Tiny) = max(P(y)) (3.50)
L’étude de cette quantité va nous permettre de savoir si elle est dominée par des effets
liés au désordre et par conséquent que son comportement dépende de la densité spatiale
pA? du systeme ou si elle est dominé par les effets coopératif ce qui se traduirait par une
dépendance en épaisseur optique by.

La considération des distributions des largeurs des modes a la section précédente (figure
3.7) nous a montré que pour des milieux dilués (by < 1 et pA* < 1), la physique de
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F1GURE 3.12 — Evolution de la valeur la plus probable des largeurs de modes I';,, dans
le cas scalaire en fonction de I'inverse de I’épaisseur optique (bff))—l. On peut remarquer
que pour des milieux peu denses (pA* < 26), cette quantité a un comportement linéaire
en fonction de l'inverse de ’épaisseur optique ce qui nous laisser présager que les effets
coopératifs la dominent. La rupture de pente ayant lieu pour les milieux denses (p)\3 >
26) a lieu a peu prés au méme point ou les paires coopératives ne dominent plus le
comportement de la valeur moyenne minimale des largeurs des modes I',,;,, ce qui nous
montre qu'un nouveau type de physique domine cette quantité. Evolution de la quantité
I'ynw en fonction de l'inverse de l'épaisseur optique by ! On remarque que I';,, évolue
linéairement en fonction de (bév))_1 et qu’a partir d’'une certaine densité, correspondant
au nombre de Ioffe-Regel kol”) = 1 la pente de cette dépendance linéaire augment en

fonction de la densité (ou du nombre de Ioffe-Regel).

I'atome unique était dominante et les distributions P(I'y;) étaient centrés autour de la
valeur I'y = 1. On peut donc s’attendre dans ce régime-la a ce que la valeur la plus
probable des largeurs des modes soit aux alentours de ['y = 1. Lorsque la densité spatiale
de diffuseurs pA® et de maniere équivalente 1’épaisseur optique by augmentent, on remarque
en considérant les figures 3.7 et 3.9 que la valeur la plus probable des largeurs des modes
se déplace vers les petites valeurs de I'y; (infT'g). Que ce soit dans les cas scalaire ou
vectoriel on remarque, dans la gamme de parametres que nous considérons (koL > 27),
qu’il n’y a qu’une seule valeur pour I';,, . De plus, sa position est moins prononcée dans
le cas scalaire et tend a disparaitre lorsque 1’on considere des milieux denses.

La figure 3.12 montre I’évolution de la quantité I';,, dans le cas scalaire et vectoriel
pour de taille de systéme supérieure a A et différentes densité spatiales pA*> = 1.36 & 131.6.
Dans les deux cas nous avons fait tout d’abord la conjecture que cette quantité devait
étre dominée par les effets coopératifs et que par conséquent elle évoluerait en fonction de
I’épaisseur optique by ou de son inverse.

Dans le cas scalaire on remarque bien que pour des milieux peu denses (pA* < 13.6)

cette quantité évolue linéairement en fonction de (b(()s))_1 telle que :
ce qui nous permet de dire que dans cette gamme de parametres elle est majoritairement

dominée par les effets coopératifs. La rupture de pente ayant lieu pour des systemes
denses (pA® > 26) se produit & peu prés au méme point oul les paires coopératives ne
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FI1GURE 3.13 — Evolution de la valeur la plus probable des largeurs des modes I';,, dans
le cas vectoriel en fonction de la quantité explicitée a I’équation (3.52). On remarque que
toutes les courbes collapsent sur la courbe en traits pleins ce qui prouve que 1’équation
(3.52) décrit correctement le comportement de I';,, dans cette gamme de parametres.

dominent plus le comportement de la valeur moyenne minimum des largeurs des modes
[nin (figure 3.11), ce qui nous montre qu’un autre type de physique (peut étre relié aux
effets coopératifs) domine le comportement de cette quantité.

Dans le cas vectoriel, on remarque clairement une dépendance linéaire de I';,, par
rapport & l'inverse de 1’épaisseur optique (bév))’1 et la pente de cette droite augment
lorsque 1'on considere des systemes de plus en plus denses. Empiriquement nous avons
obtenus que le comportement de I';,, était décrit par :

I ( 0.75)
Doy~ o (14 = 3.52
o ol ©) (3:52)

ce que nous confirme la figure 3.13. Il faut toutefois noter que les équations (3.51) et
(3.52) ne permettent pas de retrouver la physique de I’atome unique dans la mesure ou

elle diverge pour de tres faible épaisseur optiques bé”).

1.4.d Conclusions et discussion sur l’étude des largeurs des modes I'y,; et
de leur distributions.

L’étude des largeurs des modes I'y; nous a permis de mettre en évidence plusieurs
comportements reliés a I'épaisseur optique by du nuage et par conséquent aux effets co-
opératifs. L’étude des distributions des largeurs des modes P(I';;) nous permet de remettre
en question la validité sur 'association de la loi de puissance P(T'y;) o< I';;' & des effets
de localisation lié au désordre, dans la mesure ou I’'on a observé une convergence continue
de I'exposant de cette loi d’une valeur supérieure a —1 vers une valeur supérieure qui est
—4/3. L’absence d’observation d’autre lois reliées a des régimes caractéristiques (régime
balistique, régime diffusif ou encore états exponentiellement localisé au centre du nuage),
nous permet de remettre en cause la validité d’une telle approche dans le type de systeme
que nous considérons. En effets ces lois ont été dérivées dans le cadre de travaux sur les
matrices aléatoires ou sur le Tight Binding Hamiltonian désordonné ou seules les inter-
actions plus proches voisins sont considérées alors que nous savons que les interactions
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longues protée sont présentes dans les systemes que nous considérons. De plus une hypo-
these forte faite afin d’obtenir ces lois est celle d’un couplage surfacique du systeme avec le
continuum alors que dans le cas d’interactions longues portées ce couplage est volumique.

L’étude des comportements asymptotiques des largeurs des modes nous a permis de voir
que les effets coopératifs dominaient la largeur moyenne maximum I'y;,, et que le paires
coopératives dominaient le comportement de la largeur moyenne minimum I',,,;, pour des
milieux dilués (pA* < 20). Alors que les paires coopératives continuent de dominer Ty,
pour des milieux denses dans le cas vectoriel, on remarque un brusque changement de
comportement de cette quantité dans le cas scalaire. Cette rupture arrive a un point inté-
ressant proche du seuil prédit par Ioffe-Regel pour la transition entre le régime métallique
et isolant [79]. Cependant, il est important de souligner qu’a ces densités les paires coopé-
ratives disparaissent dans le cas scalaire pour se coupler a d’autres états concernant un
plus grand nombre d’atome. Il nous est donc impossible de trancher formellement pour
dire si ces états aux long temps de vie sont liés a des modes localisés du au désordre ou
si ce sont des états sousradiants.

1.5 Comportements de la partie réelle des valeurs propres de
I’hamiltonien effectif.

1.5.a Distributions des positions des modes P(E,) dans les cas scalaire et
vectoriel.

De la méme maniere que nous avons considéré les largeurs des modes I'y;, nous pou-
vons aussi étudier le comportement et les propriétés statistiques des positions en énergies
Eq. = R(A) des valeurs propres de ’'Hamiltonien effectif H.ss. Ce type d’approche, qui
est équivalent a ’étude du comportement de la densité d’états, a connu son essor dans
les années 60 lors de 'avenement des théories sur les matrices aléatoires [127]. Cette sec-
tion n’a pas pour prétention de contredire les travaux menés dans les références [77, 76]
mais plutot d’y apporter des observations empiriques supplémentaire dans des régimes
intermédiaires.

Dans le cadre des matrices aléatoires et plus précisément du Tight Binding Hamiltonian,
nous avons précédemment évoqué que la densité d’états pouvait étre décrite par une loi
semi circulaire [59]. Dans la situation d'un milieu totalement ordonné (cristal parfait),
une caractéristique de la densité d’états est la présence de singularités de van Hove [128],
causées par les interactions longues protées rendues possible par la périodicité du milieu,
ayant pour conséquence la présence de coupures nettes dans les distributions des postions
des modes. Lorsque le systeme est faiblement désordonné, ces cassure nette de la densité
d’états se lissent et il apparait des queues dans les distributions d’énergies, appelées queues
d’Urbach [129]. Ces déviations a la densité d’états d’un cristal parfait ont été observées
en 1953 dans les spectres d’absorption de cristaux ioniques a haute température et ont
été observées depuis dans un grand nombre de matériaux. Pour un milieu totalement
désordonné, il est censé n’y avoir aucune corrélations longue protée, il a été prouvé de
maniere formelle que la densité d’états ne possede aucune singularité [130] et qu’il n’y a
pas de brisures nettes dans les distributions en énergies mais plutot des queues lissent ou
se situent les états localisés.

Dans notre cas, peu d’études ont été menées uniquement sur les comportements des
distributions des positions des modes que ce se soit dans le cas scalaire ou vectoriel [68].
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En ce qui concerne le cas scalaire des prédictions analytiques [77, 76] en fonctions des
différents parametres (taille du systéme koL, densité spatiale pA* ou encore épaisseur
optique by) ont été obtenues pour le spectre de la matrice aléatoire cosinus cardinal :

COS(]C0|I'Z' — I'j|)

k?0|I'Z‘ —I'j|

qui est directement reliée a la partie réelle du potentiel d’interaction dans le cas scalaire
(eq. (2.90)). Les comportements analytiques ont tout d’abord été obtenus de maniere ap-
proximative [76] en utilisant la fonction inverse de la résolvante appelée Blue Fonction puis
par une approche exactes en utilisant la méme méthode agrémentée d’une décomposition
de I'équation (3.53) sur une base d’harmonique sphériques [77].

Selon ces travaux, dans la limite des grandes tailles de systeme (koL > 1) il a été
trouvé que pour les milieux optiquement dilués (by < 1) que la distribution des valeurs
propres p(A,) de 'équation (3.53) était décrite par une loi semi circulaire telle que :

p(a) = VI (3.54)

2m 3

ou (3 est une quantité proportionnelle a I’épaisseur optique by. Toujours dans la situation
de systemes de grande tailles, dilués spatialement mais dense optiquement (by > 1), ce
qui implique que leur taille est plus grande que dans la situation concernant I’équation
(3.54), il a été obtenu que la distribution des valeurs propres de l'opérateur (3.53) étaient
décrite par une lorentzienne telle que :

1

P(Ar):m

(3.55)
Les deux expressions précédentes ne sont pas dépourvues d’intéréts, la premiere (eq.
(3.54)) concernant les milieux optiquement denses permet de retrouver le cas limite décrit
dans le contexte des matrices aléatoires pour des ensembles Gaussiens Orthogonaux et per-
met aussi de retrouver les caractéristique reliées aux singularités de van Hove, la deuxieme
(eq. (3.55)), comme nous le verrons d’ici peu de temps, est a relier aux distributions des
positions en énergie des paire coopératives.

Dans le cas de milieux spatialement denses, il a été obtenus qu’'une plage de valeurs
propres contenues dans U'intervalle [A,. 1, A, 2] tel que

N
PRTo2n2 2pN3
3.56)
3[pA3]1/3 2/3 2 (
AT2 >~ — [p ] + U + m

’ 27r2/3 2[p)\3]1/3 6p)\3

ce qui est aussi en accord avec les observations que nous avons faites précédemment ou
la ségrégation entre les valeurs propres ne dépend que de la densité spatiale du systeme
[108].

En ce qui concerne le comportement des partie réelles E,; des valeurs propres de ’ha-
miltonien effectif H. ;s dans le cas scalaire (eq. 2.90) et vectoriel (eq. 2.87), les corrélations
existantes entre les parties réelles et imaginaire rajoutées a la divergence de la partie réelle
pour kor — 0 rendent ’approche analytique singulierement plus délicate. Cependant on
peut se servir des comportements qui ont été obtenus pour 'opérateur aléatoire cosinus
cardinal comme base pour notre étude numérique.
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FIGURE 3.14 — Zoom sur les ailes lissées des distributions de positions en énergies P(Eq;)
dans le cas scalaire (figure de gauche) et le cas vectoriel (figure de gauche) pour un systeme
contenant N = 2 atomes dans une boite de taille kgL = 1.57 moyenné sur 4950 positions.
On remarque clairement que les résultats obtenus sur les ailes des distributions sont en
parfait accord avec les expressions donnée par les équations (3.59) pour le cas scalaire et
(3.60) pour le cas vectoriel.

En reprenant une approche similaire a celle que nous avons utilisée précédemment pour
obtenir la largeur moyenne minimum de largeurs des modes, on peut développer les parties
réelles des équations (2.90) et (2.87) dans la situation simple décrivant les cas de N = 2
atomes. Pour le cas scalaire on obtient que :

1
R(AL) = £— + O(kor) (3.57)
k‘o?“
et pour les cas vectoriel nous obtenons :
1
A)=4+—— k .
R(AL) ot P + O(kor) (3.58)

En se rappelant que la probabilité de trouver deux atomes séparés d’une distance r est
donnée par p(r) = 4mr?/(koL)?, dans I'hypothese faite d’une symétrie sphérique, et en
se servant de la relation P(F)dE = P(r)dr on obtient que la distribution en énergies
Pires(Eqt), associée a deux atomes placés a une distance tres proche 'un de lautre, est
décrite dans le cas scalaire par :

1
Pairs(Ea ) X —=r (359)
e T B
et pour le cas vectoriel nous obtenons :
1
Ppairs(Eat) X E_2 (360)
at

Les deux expressions précédentes montrent une singuliere différence dans les compor-
tements des positions des modes méme dans la limite de N = 2 atomes. En se référant a
la distribution des valeurs propres dans le plan complexe (figure 3.4) on pouvait déja re-
marquer cette différence dans les comportements des valeurs propres associées aux paires
coopératives et décrites par les équations (3.4),(3.9) et (3.10).

75 INLN-Institut Non Linéaire de Nice



CHAPITRE 3. ETUDE NUMERIQUE DE LA LOCALISATION DE LA LUMIERE ET DES
EFFETS COOPERATIFS.

-e-N=100 b{9=0.85 fo —-N=100 b{'=1.28
-=-N=500 b{)=2.19

N=1000 b{"=2.76

- )= .
—~-N=500 b{=1.46 10"

N=1000 b{'=1.84

Scalar case

102 Vectorial case |

p23=0.44 | 3
w
=3
o
gT“
0.5 1
at at
—e~N=450 p1.%=0.66 —-N=450 p1.°=0.66
-e-N=700 p1.%=0.53 102 ~=-N=700 p».°=0.53
107 N=1000 pr3=0.44 ey N=1000 pr®=0.44
B

Scalar case Vectorial case

b{=1.84 b{"=2.76
E‘s Eﬁm-s' f» B
& 109 o i}' 8
L e
1 “ f &y 1
: i o |
Lo ﬂ ka1 il
105 0.5 0 0.5 = .5 - 05 0 0.5 1 15
at at

FIGURE 3.15 — Distributions des positions en énergies P(FE,;) dans les cas scalaire (fi-
gures de gauche) et vectoriel (figures de droite) dans le limite des milieux dilués. Dans les
figures du haut la densité est maintenue constante (pA* = 0.44), le nombre de configura-
tions spatiales varie entre 100,20 et 10 configurations et le nombre d’atomes varie entre
N =100, 500 et 1000, faisant varier de maniere proportionnelle I’épaisseur optique by des
nuages. La forme de ces distributions est clairement décrite par une loi semi circulaire
(eq. (3.54)) dont le rayon augmente de maniere proportionnelle avec I’épaisseur optique by
dans le deux cas. Les insets montrent les ailes des distributions lissées en représentation
logarithmique pour les mémes parametres. On remarque clairement que le comportement
des paires coopératives décrit aux équations (3.59) et (3.60) est présent dans ces dis-
tributions. Dans les figures du bas, ’épaisseur est maintenue constante (b((f) = 1.84 et
ng) = 2.76) en faisant varier le nombre d’atome entre N = 450 a 1000 pour différentes
densité spatiales de diffuseurs allant de pA* = 0.44 & pA* = 0.66.0n remarque clairement
dans les deux cas que toutes les distributions sont exactement similaires ce qui montre
que dans cette gamme de parametres (milieux spatialement dilués) 1’épaisseur optique est
I"unique parametre pertinent pour décrire la forme des distributions.

La figure 3.14 nous présente les ailes lissées des distributions des positions en énergies
P(E,) pour un systeme contenant N = 2 atomes, on remarque clairement dans les deux

cas scalaire et vectoriels qu’elles suivent les lois de puissance obtenues aux équations (3.59)
et (3.60).

Pour un systeme contenant plus que N = 2 atomes, en se rappelant de la répartition
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FIGURE 3.16 — Evolution du rayon de la loi semi circulaire en fonction de 1’épaisseur
optique by pour les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) dans la
limite des milieux dilués pA* < 13.16. Dans le cas scalaire on observe clairement une dé-
pendance linéaire du rayon en fonction de 1’épaisseur optique bés) pour de densité inférieure
A pA® ~ 2, on remarque aussi que toutes les courbes se superposent indépendamment de la
densité montrant ainsi que 1’épaisseur optique est le seul parametre pertinent dans cette
gamme de parametres.

des valeurs propres dans le plan complexe (figures 3.2 et 3.4), on peut d’ores et déja
s’attendre a ce que la physique des paires coopératives, décrite aux équations (3.59) -
(3.60) et contenue dans les ailes des distributions, évolue de maniere indépendante par
rapport au reste des modes dominés pas une physique collective. Dans la limite des milieux
spatialement et optiquement dilués (pA* < 1 et by < 1) il est & prévoir que la physique
de 'atome unique domine le comportement des valeurs propres et que les distributions
d’énergies soient centrées autour de la valeur E,; = 0.

La figure 3.15 montre les distributions des positions des modes P(E,;) dans les cas
scalaire et vectoriels pour différents nombres d’atomes (N = 100,500 et 1000) pour un
nuage dilué spatialement (pA\* = 0.44) et optiquement (by ~ 1). On remarque que dans
ce régime les distributions P(FE,;) sont clairement décrites par une loi semi circulaire
semblable a I’équation (3.54 figures du haut) dont le rayon augmente proportionnellement
a ’épaisseur otique by. Les insets montrent les ailes de ces distributions lissées afin de
souligner les comportements en loi de puissances de ces dernieres cohérents avec ceux
obtenus aux équations (3.59) et (3.60), ce qui nous montre une cohabitation entre les
paires coopératives et une physique dite collective.

Toujours en restant dans la limite de milieux dilués mais en considérant cette fois un
systeme dont I’épaisseur optique by (3.15 figures du bas) est constante et la densité spatiale
d’atomes pA® varie, nous remarquons que toutes les courbes sont décrite par une méme
expression ce qui nous montre que dans cette gamme de parametres ’épaisseur optique
est 'unique parametre dont dépendent les distributions des positions de modes P(Fg).

La réduction des moindres carrés a partir de ’équation (3.54) sur nos données nu-
mériques nous permet d’obtenir ’évolution du parametre 3 en fonction de 1’épaisseur
optiques by dans les cas scalaire et vectoriels. Dans le cas scalaire on remarque claire-
ment un comportement linéaire pour des densités inférieures & pA*> ~ 2 et nous obtenons
B~ 0.12b(()5). Dans le cas vectoriel la présence accrue des paires coopérative dans les ailes
des distributions P(FE,;) rend la convergence du fit moins bonne et a tendance a fausser
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FIGURE 3.17 — Représentation en semi-log des distributions des positions en énergies
P(E,;) dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) pour différentes
densités spatiales pA® de diffuseurs et une épaisseur optique constante (bés) = 8.33 et
bé”) = 12.5). Afin de maintenir ’épaisseur optique constant en augmentant la densité
spatiale, le nombre d’atome N est varié entre N = 26 et 10500 dans le cas scalaire et
N = 26 et 3730 dans le cas vectoriel. On remarque que le changement de forme des
distributions P(FE,;) se fait de maniere continue en fonction de la densité spatiale 2%
du systeme. La représentation en semi-log souligne le comportement exponentiel de ces
distributions pour les milieux denses.

ce comportement linéaire. La figure 3.16 nous montre I’évolution du rayon R des distri-
butions des positions des modes P(F,;) en fonction de I’épaisseur optique by du systeme
dans le cas scalaire et vectoriel. Ce rayon a été obtenu en réduisant les moindres carrées
entre I'expression décrite & I’équation (3.54) et nos données numériques en laissant le pa-
rametre 3 (proportionnel au rayon de la loi semi circulaire) comme parametre libre. Dans
le cas scalaire on observe clairement le comportement linéaire (8 O.lQbéS)) de ce rayon
en fonction de I'épaisseur optique b((f) du systeme totalement indépendant de la densité
spatiale de diffuseurs pA®. On remarque aussi le décrochement qui apparait aux grandes
densités (pA* > 2) ou la loi semi circulaire n’est plus censée fonctionner pour décrire le
comportement des distributions P(E,;), ce qui concorde aussi avec les résidus obtenus en
réduisant les moindres carrés qui sont de I'ordre de 1072 au lieu de 107° pour les milieux
dilués (pA* < 2). Dans le cas vectoriel, la présence accrue des paires coopératives dans les
ailes des distributions des positions de modes P(FE,;) a tendance a fausser ce comporte-
ment linéaire, ce qui se traduit par des résidus plus élevés que dans le cas scalaire, mais
on remarque tout de méme un comportement indépendant de la densité spatiale du nuage
dans la limite des milieux dilué (pA® < 2).

En considérant des milieux spatialement denses, dans les deux cas (scalaire et vectoriel)
on remarque une différence singuliere de la forme des distributions des positions des modes
P(E,) comparées a celles obtenues dans les régimes dilués. Ce changement dans la forme
des distributions P(E,;) n’est pas une transition abrupte entre un comportement lié aux
régimes dilués et un comportement lié aux régimes denses mais plutot un passage continu
entre les deux.

Le figure 3.17 nous montre les distributions des positions en énergie P(FE,;) dans les
cas scalaire et vectoriel pour des systémes a différentes densités spatiales pA® de diffuseurs
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FI1GURE 3.18 — Représentation en semi-log des distributions des positions en énergies
P(E,) dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) pour un
milieu dense (pA* = 26.32) et différents nombre d’atomes N = 100 & 1000. Malgré un
affaissement dans le cas scalaire pour N = 1000 atomes, on remarque que le parametre
d’ordre de la loi exponentielle qui décrit le centre des distributions P(Ey;) évolue tres peu

en fonction de ’épaisseur optique (b(()s) ou b(()v) ) du systeme.

pour une épaisseur optique constante (b((f) = 8.33 et b(()”) = 12.5). 1l apparait clairement
que la forme de ces distributions change de maniere continue en fonction de la densité
spatiale pA® du systeme, passant d'une loi semi circulaire pour les milieux dilués (pA* < 1)
a un comportement exponentiel (souligné par la représentation en semi-log) pour les mi-
lieux denses. Ce comportement exponentiel du centre des distributions en énergies P(E,;)
autour de E,; = 0 pour les milieux denses peut étre décrit par une loi de Laplace tel que :

P(Eu) = 575 exp(~3E) (3.61)
Des comportements similaires ont été obtenus en considérant la densité d’états de maté-
riaux organiques désordonnés [131] qui ont été assimilés a des redistributions anormales
d’énergies. Il est aussi utile de remarquer que les ailes des distributions P(FE,;), qui corres-
pondent aux paires coopératives, ont un comportement indépendant du reste des distri-
butions et sont encore décrites pas les équations (3.59) et (3.60). Afin de voir comment se
comporte le parametre 3’ de la loi exponentielle décrit a I’équation (3.61), nous considérons
les distributions P(E,;) pour une densité spatiale pA® de diffuseurs fixée. La figure 3.18
montre I'évolution de ces distributions en représentation semi-log pour un milieu dense
(pA* = 26.32) et différentes épaisseur optiques (bés) et b(()v)) obtenues en faisant varier le
nombre d’atomes (N = 100 jusqu’a 1000). On remarque que le parametre (ou la largeur)
de la loi exponentielle décrivant le centre des distributions des positions des modes P(FEy;)
n’évolue pratiquement pas en fonction de ’épaisseur optique du systeme. On remarque
I’asymétrie 'rouge (E, < 0)-bleu (E, > 0" apparaitre, non décrite par I’équation (3.61),
et dans le cas scalaire on observe un ’affaissement’ de la distribution pour b(()s) = 28.17
et N = 1000. Cet affaissement est directement relié a la disparition des paires coopéra-
tives, qui se recouplent aux autres états d’excitation collective correspondant a un nombre
d’atomes plus élevé. Une réduction des moindres carrés sur nos donnée numériques, en
utilisant 1’équation (3.61) et en laissant le parametre 8’ comme seul parametre libre nous
donne 3" ~ 1.
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FI1GURE 3.19 — Représentation en semi log des distributions des positions des modes dans
les cas scalaire (figure de droite) et vectoriel (figure de gauche) pour un nuage contenant
N = 700 atomes pour deux densités spatiales pA\* différentes et 14 configurations spatiales.
Les courbes en trait pleins représentes les équations (3.62), (3.63) et (3.64) obtenues
de maniere empiriques a partir des observations faite sur nos données numériques. On
remarque que les comportements décris par ces équations sont en accord avec ceux de
nos données numériques. Les insets montrent en représentation logarithmique les ailes des
distributions lissées soulignant les comportements en loi de puissance liés a la présence
des paires coopératives (egs. (3.59) et (3.60)).

Finalement, en se basant sur les observations que nous avons faites précédemment pour
les régimes spatialement dilués et spatialement denses, et en assimilant les comportements
dans les ailes & des lorentzienne en EZ pour le cas scalaire et E,; pour le cas vectoriel,
nous obtenons de manieére empirique que les distributions des positions des modes P(Fg;)
ont une comportement dans la limite des régimes dilué (pA* < 1) décrit par la relation :

2 — E?
P(Ey) ~ 2V~ B p
™ p
ou [ ala méme valeur dans le cas scalaire et vectoriel (5 ~ 0.1by avec by 1’épaisseur optique
soit dans le cas scalaire soit dans le cas vectoriel). Pour les régimes denses (pA* > 1) nous

obtenons deux expressions légerement différentes entre les cas scalaires et vectoriel. Dans
le cas vectoriel les distributions des positions des modes sont décrites par 1’équation :

airs(Eat) (362)

1 2\/B — E?
P(Eu) = 55 xp(~"|El) 4 250 P (B (369

et dans le cas vectoriel :
1
P(Eat) - w eXp(—B”|E|) + Ppairs(Eat) (364)

Contrairement au cas scalaire, il est clair que la rupture abrupte dans le comportement
exponentiel du centre des distributions P(E,) ne semble pas étre présente dans le cas
vectoriel. Il se peut que le nombre accru de paires coopératives dans ce cas-la et leur
robustesse (tendance a ne pas disparaitre) rendent ’observation de cette rupture difficile.
Nous avons choisis ab initio de représenter cette rupture dans le cas scalaire en se servant
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des bords de la loi semi circulaire obtenue dans les régimes dilués (3.54) ce qui s’est avéré
fonctionner sur le comportement de nos données numériques.

La figure 3.19 nous montre les distributions des positions des modes en énergie en re-
présentation semi-log pour un nuage contenant N = 700 atomes dans les régimes denses
(pA* = 0.44) et dilués (pA* = 13.16). Le courbes en trait pleins représentent les équations
(3.62)-(3.64), obtenues de maniere empirique a partir des observations sur le comporte-
ment de nos données numériques. Les inset montrent en représentation logarithmique les
ailes des distributions P(FE,;) lissées afin souligner la présence des paires coopératives dont
les comportements sont décrits par les équations (3.59) et (3.60), on peut remarquer que
dans le cas scalaire la présence des paire est moins prononcée dans le régime dense ce qui
est en accord avec l'observation faite pour la répartitions de paires dans le plan complexe
(figure 3.4).

1.6 Distribution des écarts en énergie.

Apres avoir considéré les distributions des positions des mode P(FE,) a la section
précédente, une autre quantité intéressante a étudier est la distributions de écarts moyens
entre les niveaux d’énergies consécutifs P(AE,) avec AEy = Eu i1 — Eari. En effet,
I’étude de cette quantité peut nous amener des informations sur les corrélations susceptible
d’exister entre le positions des niveaux d’énergies et par conséquent nous donner une
indication sur un changement drastique sur la dynamique du systéeme. En considérant les
distributions des largeurs des modes P(I'y;) ou de leur position en énergie P(FE,;), nous
regardons principalement les comportement qui sont relié au moments d’ordres 1 de ces
quantités alors que I’étude des distributions écarts moyen en niveaux d’énergies consécutifs
va nous amener des informations sur les propriétés statistiques des fluctuations, moments
d’ordres 2, des distributions reliées a ces quantités. Il est a noter que dans cette partie nous
nous référerons a des distributions dont I’écart moyen est normalisé a l'unité ((AE,;) = 1).

Dans de nombreux domaines de la physique ondulatoire, la distribution des écarts entre
niveaux d’énergie consécutifs (communément appelée P(s) avec s = AE,;) a été inten-
sivement étudiée afin de déterminer si la dynamique de ces systemes était déterministe
(intégrable) ou chaotique. Dans le cas de systemes intégrables (dont le nombre de degrés
de liberté et ne dépasse pas le nombre de degrés de symétries), les niveaux d’énergies sont
totalement décorrélés il a été trouvé que la distribution des écarts entre niveaux d’énergies
les plus proches était décrite par une loi de Poisson telle que :

Pp(s) =¢e"* (3.65)

Il faut cependant souligner que ce type de comportement n’est pas totalement universel a
tous les systemes intégrables, en effet dans le cas d'un oscillateur harmonique, qui est un
systeme tout a fait intégrable, les niveaux d’énergies sont équidistants ce qui se traduira
par une distribution des écarts en énergies décrite par une fonction delta.

Dans le cas de systemes chaotiques, les premier travaux fondateurs utilisant ce type
d’approche ont été introduits par Eugene Wigner [59, 60], qui a réduit la complexité de
ces systemes en ne s’intéressant qu’au sous espace de Hilbert contenant deux niveaux
consécutifs en énergie, ce qui est équivalent a se rapprocher de I'étude d’un systeme a 2
niveaux. En se basant sur les différentes propriétés de symétries des Hamiltoniens, Dyson
[61] et Metha [127] ont établis par la suite plusieurs classe d’universalités tout d’abord pour
les Ensembles Gaussiens Unitaires, les Ensembles Gaussiens Orthogonaux et les Ensembles
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Gaussiens Symplectiques. Dans les trois cas il a été trouvé que les distributions des écarts
entre niveaux d’énergies consécutifs étaient bien décrites par les distributions de Wigner :

Py (s) = As®e P (3.66)
ou = 1,2 ou 4 est un exposant qui dépend de la classe d’universalité et A et B sont deux
constantes numériques de normalisations. En considérant rapidement I’équation (3.66), on
remarque que les distributions des écarts entre les niveaux d’énergies consécutif auront
pour les tres petits écarts (s — 0) un comportement linéaire (5 = 1) pour les Hamilto-
niens appartenant aux Ensembles Gaussiens Orthogonaux, quadratique (8 = 2) pour les
Hamiltoniens appartenant aux Ensemble Gaussiens Unitaires ou quartique (5 = 4) pour
les matrices appartenant aux Ensembles Gaussiens Symplectiques. Il est important de
noter que malgré des différences notable dans les comportements des écarts entre niveaux
d’énergies tres proches, les densités d’états en énergies sont décrites dans les trois cas par
des lois semi circulaires, ce qui nous montre que ’'observation d’une loi semi circulaire,
comme nous I’avons obtenues précédemment (fig. 3.19) n’implique pas I'observation d’une
répulsion entre les niveaux d’énergies.

Que ce soit pour des systemes intégrables ou non intégrables (chaotiques), les compor-
tements décrits par les équations (3.65) et (3.66) ont été observé a de maintes reprises
que ce soit numériquement ou expérimentalement dans le cadres d’études menées sur
des particules quantiques dans des billards chaotiques [132], avec des cavité micro-ondes
chaotiques [133] ou encore dans la situation d’un atome d’hydrogene soumis & un tres fort
champ magnétique extérieur [134].

Dans le cadre de la physique mésoscopique, il a tout d’abord été conjecturé que la
théorie des matrices aléatoires pouvait s’appliquer au cas d’un électron dans un potentiel
désordonné [135] ce qui a été démontré par la suite par Efetov [136] en utilisant une ap-
proche supersymmétrique basée sur le calcul de fonctions de corrélations a deux points. La
force de la théorie des matrice aléatoire résidant dans le fait que les détails microscopiques
du systeme n’ont que peu d’influence sur les comportements des fluctuations des densités
d’états des valeurs propres et par conséquent sur les distributions des écarts entre niveau
d’énergies consécutifs.

En ce qui concerne la localisation d’Anderson des électrons, en s’intéressant aux états
propres de la matrice transmission, il est possible d’obtenir des informations sur les pro-
priétés de transport du systeme et par conséquent de savoir si I'on considere une phase
métallique (ou la diffusion multiple domine la dynamique du systéme) ou une phase iso-
lante (ou les modes localisés au sens d’Anderson sont prédominants dans le systeme).
Lorsque la diffusion multiple domine la dynamique du systeme, il existe une corrélation
entre les états propres du systeme ce qui a pour conséquences une répulsion entre les
niveaux d’énergies, on pourra donc s’attendre a ce que la distribution des écarts entre
niveaux d’énergies consécutif soit décrite pas les distributions de Wigner (eq. 3.66). Dans
la phase isolante, ou il n’existe pas de corrélations entre les états localisés et dons peu
de répulsion, la distribution des écarts en énergies est décrite par une loi de Poisson (eq.
3.65). L'universalité de ce type de comportements a été prouvée expérimentalement dans
des cavités micro-ondes désordonnées [137]. Cependant une transition abrupte entre les
distributions de Wigner dans le régime métallique et la loi de Poisson dans la phase iso-
lante n’est supposée avoir lieu de maniere abrupte que dans la situation ou I’on considere
un milieu de taille infinie alors que pour de systemes de tailles finies cette transition appa-
rait graduellement. Au point critique, ou a lieu la transition entre le régime métallique et
isolants, plusieurs études ont essayé d’établir la formes des distributions des écarts entre
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FIGURE 3.20 — Graphique illustrant les distributions P(s) des écarts entre niveaux d’éner-
gies consécutifs dans la phase métallique (eq. 3.66), au point critique (eq. 3.68) et (3.67)
et dans la phase isolante (eq. 3.65).

les niveaux d’énergies consécutifs et a ce jour les distributions qui ont été retenues de
maniere commune sont celles établie par Kramer et Zharekeshev [138] :

A2 2 2
Prz(s) = O on—vitts (3.67)
1 Aoy

avec Ac ~ 1.91 et p ~ 2.21. Une autre distribution des écarts en énergie au point critique
a été trouvée plus récemment est la distribution semi Poisson telle que [139] :

Psp(s) = dse™ (3.68)

La figure 3.20 donne une illustration des distributions des écarts entre niveaux d’énergies
consécutifs dans les différents régimes (métallique, point critique et isolant). On remarque
qu’a I'exception de la loi de Poisson, représentative de la localisation forte due au désordre,
il y a toujours une répulsion entre les niveaux d’énergies dont la séparation tend a étre
nulle (s — 0).

De la méme maniere que les travaux menés sur la localisation d’Anderson, ce type
d’approche a été aussi utilisé lors d’études sur la transition superradiante, ou la nature
quantique de cette transition et sa relation avec les systemes chaotiques ont été discutés, et
des travaux considérant I’Hamiltonien de Dicke ont obtenus les exposant critique associés
a cette transition de phase soit de maniere asymptotique dans des cas limites bien précis
[140] soit de maniere exacte en considérant une systeme de taille finie [141].

Que ce soit dans le contexte de la transition métal-isolant ou de la transition superra-
diante, les comportements d’échelle et les exposants critiques ont été obtenus en utilisant
les distributions intégrées d’écarts en énergie telles que

I(s) = / P(s)ds (3.69)
et en considérant ensuite la quantité [142][143]

I(s0) — I (s0)
T(0) = 7 oo = T (s0)
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ol sg sont les abscisses auxquelles s’intersectent la distribution de Wigner (3.66), associée
a la distribution intégrée Iy (s), et la loi de Poisson (3.65), associée a la distribution
intégrée Ip(s). Dans la situation ou il y a répulsion entre les modes (régime diffusif ou
régime de couplage faible pour les effets coopératifs), les distributions des écarts entre les
niveaux d’énergies sont décrites par les distributions de Wigner on peut donc prévoir que
la quantité J(sg) tendra vers une valeur nulle. Dans le cas contraire ou il n'y a pas de
répulsions entre les modes (phase isolant ou régime de couplage fort), les distributions des
écarts en énergies seront décrites par une loi de Poisson ce qui aura pour conséquence la
convergence de la quantité J(sg) vers la valeur 1. Enfin il est important de souligner que ce
type d’étude est mené majoritairement dans le cas de systeme fermé dont la dynamique est
décrite par un Hamiltonien hermitien (appartenant par conséquent a I’Ensemble Gaussien
Orthogonal) et qu’avant de faire ce type d’approche des changements drastiques ont été
observés dans les comportements des distributions des écarts entre niveaux d’énergies.

Dans notre situation, il est assez difficile de prévoir analytiquement quel sera le compor-
tement des distributions des écart en énergies consécutifs car contrairement aux travaux
que nous avons énumérés précédemment, les termes non diagonaux des opérateur aléa-
toires que nous considérons ne sont pas des variable aléatoires indépendantes : ce sont de
fonctions qui dépendent des positions relatives entre les éléments du systeme et ce sont ces
positions qui sont des variables aléatoires indépendantes. Il est donc difficile d’adopter la
méme démarche que pour les matrices aléatoires 'classiques’ en se ramenant a I’étude du
sous espace contenant deux niveaux consécutifs en énergies. Cependant ’étude de telles
distributions peut étre susceptible de nous amener des informations sur un changement
drastiques de comportement entre une phase ou les corrélations dominent la dynamique
des états propres, amenant a une répulsion entre les niveaux d’énergies, et une phase ou il
n’existe pas de répulsions entre les modes. De plus il est important de noter que dans les
cas scalaire et vectoriels, les Hamiltoniens effectifs que nous considérons sont des opéra-
teurs non hermitiens ce qui a pour conséquences que le produite scalaire entre deux états
propres sera non nul, ¢’est a dire qu’il y aura toujours un recouvrement, méme négligeable,
entre les modes.

Dans cette partie, nous nommerons les écarts entre niveaux d’énergie consécutifs AF,,
afin de ne pas porter a confusion avec une quantité que nous considérerons ultérieurement
dans ce manuscrit qui sera la distribution des plus proches voisins en énergies dans le plan
complexe qui elle sera notée P(s). La figure 3.21 montre les distributions des écarts en
énergies consécutifs P(AF,;) en représentation logarithmique dans les cas scalaire et vec-
toriel pour un nuage contenant N = 500 & différentes densités spatiales pA® = 131.6, 13.16
et 1.316. On remarque que quelle que soit la densité considérée il n’y a pas de répulsions
entre les niveaux d’énergies considérés que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel ce qui
ne nous permet pas d’affirmer I'existence d’'un changement de comportement drastique
apparaissant aux grandes densités spatiales ou optiques. Dans les deux cas les formes des
distributions des écarts en énergies sont qualitativement les mémes a 1’exception des plus
grands écarts obtenus dans le cas vectoriel dit & la présence des termes en 1/(kor)? et
1/(kor)® dans le potentiel d’interaction.

1.7 Sélection des valeurs propres dans le plan complexe.

Dans de nombreux travaux portant sur la localisation d’Anderson, il est souvent utile de
ne s’intéresser qu’a une partie bien spécifique du spectre dans laquelle on suppose a prior:
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F1GURE 3.21 — Représentation log-log des distributions des écarts entre niveaux d’énergies
consécutifs P(AFE,;) dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure des droite)
pour un nuage contenant N = 500 atomes a différentes densité spatiales pA® = 1.136, 13.16
et 131.6 moyenné sur 15 configurations spatiales. On remarque que qu’elle que soit la den-
sité spatiale que 1’on considere, on n’observe pas de répulsion entre les niveaux d’énergies
ni méme un changement de comportement drastique dans les formes de ces distributions.
Dans les deux cas les distributions ont qualitativement les mémes formes a I’exception des
plus grandes valeurs de AFE,; obtenues dans le cas vectoriel, qui vient du fait que les paires
d’atomes coopératives sont plus décalées en énergies a cause de la présence du terme en
1/(kor)? dans le potentiel d’interaction.

qu’il est possible d’observer les états localisés. De maniere générale dans le contexte de la
diffusion chaotique, afin d’observer les distributions des écarts entre les niveaux d’énergies
consécutifs que nous avons énoncées a la section précédente, seules les valeurs au centre
de la loi semi circulaire sont retenues.

Dans des études portant sur des systeémes similaires au notre [27] les états localisés sont
séparés ‘a la main’ des états étendus en se servant d’arguments géométriques basés sur
le nombre de site contribuant a ’état d’excitation collectif. Cette notion sera approfondie
lorsque nous les états propres de I'Hamiltonien effectif plus tard dans cette étude. Plus
récemment, une étude a achevé une sélection sur les états contenus dans ’accumulation
des valeurs propres aux longs temps de vies autour de 1’énergie F,; = 1 (branche dans le
plan complexe) [144] afin de calculer le nombre de Thouless, qui quantifie le recouvrement
entre les différents modes et qui dans le cas d’électrons a l'intérieur d'un matériau semi-
conducteur peut étre reliée a la conductance.

Notre idée originale est que le comportement des paires coopératives d’atomes, qui
sont découplées du reste des états a cause de leur écarts en énergie, ont un comportement
indépendant vis a vis du reste des autre excitations collectives concernant la majorité des
atomes. En se basant sur les comportements que nous avons obtenus précédemment de
maniere numérique nous élaborons donc un critere afin de nous affranchir de ces paires
d’atomes dont la distance qui les sépare est inférieure a la longueur d’onde. Certaines
études ont évité ce probleme en posant un volume d’exclusion de 'ordre de la longueur
d’onde au cube afin de s’affranchir de l'influence des paires coopératives [22, 24].

En se rappelant de ce qui a été précédemment évoqué lorsque nous avons considéré la
répartition des valeurs propres dans le plan complexe, qui suit une distribution circulaire
dans le cas de systemes dilués nous suivons 'hypothese que la répartition dans le plan
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complexe des valeurs propres, qui ne sont pas associées a des paires coopératives, est dé-
crite par une ellipse dont le grand axe (selon 1'axe des imaginaire) est égal au petit axe
(selon I'axe des réels) dans le cas de systemes diluées et que pour des systemes denses
il commence & y avoir une légere anisotropie (non équivalence entre les deux axes) qui
apparait. De nombreux travaux ont été voués a une description rigoureuse du support
des valeurs propres dans le plan complexe [116, 77, 145] en considérant un ’super opé-
rateur’ contenant l'opérateur aléatoire non hermitien et son auto adjoint et en utilisant
I'inverse de la résolvante de cet opérateur. Notre but n’étant que de s’affranchir des paires
coopératives d’atomes nous ne nous étendrons pas sur une description ultra rigoureuse
du comportement de la frontiere du domaine contenant les valeurs propres dans le plan
complexe.

En se référant aux comportements asymptotiques qui ont été obtenus pour les valeurs
maximales des largeurs des modes aux équations (3.45) et (3.46) dans les cas scalaire et
vectoriels et pour les équations (3.51)-(3.52) que l'on va relier a la bordure inférieure du
domaine que 'on désire sélectionner, en faisant la conjecture que ces dernieres équations
décrivent la limite constituant la frontiere entre la physique des états sousradiant reliée a
plus de deux atomes et la physique des états sousradiants reliés a des paire coopératives,
il est possible d’établir un équation pour le comportement du domaine elliptique selon
I’axe imaginaire telle que :

Ivae + 17
[ age = Ma$2 o (371)
Le premier terme de I’équation (3.71) correspond exactement a ’équation (3.45) pour
le cas scalaire et a 'équation (3.46) pour le cas vectoriel alors que le deuxiéme terme
de T'expression précédente bien que similaire aux équations (3.51) pour le cas scalaire et

(3.52) pour le cas vectoriel a été minoré d’un facteur 2 tel que
Lo

Lo = —7— (3.72)
2bf” + 1
pour le cas scalaire et :
' ()
r. =—:»I14+— (3.73
28" + 1 kol ™) )

pour le cas vectoriel. Cette correction vient du fait que la frontiere entre le domaine propre
aux paires coopératives et les domaine propre aux états d’excitation collective associés a
plus de 2 atomes ne se situe pas a la valeur la plus probable des largeurs des modes mais
aux point d’inflexion légerement inférieur en largeur sur les distributions des largeurs des
modes comme cale est clairement visible dans le cas vectoriel a la figure 3.7.

Pour 'axe réel (celui selon lequel sont les positions en énergies), on reprend les résultats
obtenus aux équations (3.62), (3.63) et (3.64) pour les cas scalaire et vectoriel, et en
adoptant une expression similaire a celle que I'on a établie pour I'expression (3.71), on
obtient comme comportement pour 'axe de l'ellipse :

ISUCEEATOUONS
Epge = 3.74
. 55\ 55 (3.74)

dans les cas scalaire ou vectoriel. Enfin nous ne gardons que les valeurs propres contenues
dans le domaine C délimité par ’équation de 'ellipse
Fat + Eat
Faze Eame

=1 (3.75)
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afin de s’affranchir des états correspondant aux paires coopératives tres décalées en éner-
gies.

Il est utile de remarquer qu’en procédant de cette maniere on s’affranchit également
des états aux long temps de vies qui s’accumulent dans la branche autour de 'énergie
E,; = 1 dans le cas scalaire. Afin de ne pas éliminer ces états aux tres long temps de vies,
nous ajoutons un critere de sélection supplémentaire nous permettant de nous affranchir
également des états se situant a une distance d dans le plan complexe, inférieure a une
certaine distance d., seuil que nous imposons, des courbes représentatives décrivant les
comportements des valeurs propres pour N = 2 atomes (egs. (3.4), (3.10), et (3.10)).
Connaissant ’expression analytique associée aux paires coopératives, il nous est possible
pour chaque valeur propre A; = (Equ;, 'ar;) n’étant pas contenue dans le domaine ellip-
tique définit a I’équation (3.75) de calculer sa distance minimale d,,, = min(d) par rapport
a la courbe représentative de paires coopératives dans le plan complexe telle que :

0 =\ (Buss — Bat)? + (Tass — TO(Euy))’ (3.76)

ou F(i)(Eat) est définie dans le cas scalaire, apres avoir développé les équations (3.5) et
(3.6) en kor ~ 0, telle que :

(E(i)

at

I (Ey) ~ 1+ (1 — Ly) : (3.77)

On peut adopter la méme procédure pour le cas vectoriel en développant cette fois ci a
l'ordre 2 les équations (3.11), (3.13), (3.12) et (3.14) ce qui nous permet d’obtenir :

&N E,) ~ 1+ (1 — L) (3.78)
Eat
1
I®2E,) ~1+ (1 — > . (3.79)
Eat

A partir de ces expressions analytiques on est donc en mesure de calculer la distance d
entre chaque valeur A; et le point le plus proche appartenant aux courbes associées aux
paires et de comparer cette distance au seuil que l'on a fixé préalablement. Typiquement
nous avons choisis d., = 1 afin de sélectionner les valeurs propres dans le plan complexe.

La figure 3.22 nous montre un exemple de sélection des valeurs propres dans les cas
scalaire et vectoriel en se basant sur le domaine délimités par 1’équation (3.75). On re-
marque bien que cette est valide que ce soit dans la limite des milieux dilués (p/\3 < 1)
ou des milieux denses (pA\* > 1).

Apres s’étre affranchis des états correspondants aux paires coopératives d’atomes (egs.
(3.4), (3.9) et (3.10)), il est intéressant de revenir brievement sur les distributions de
largeurs et des positions des modes (P(I'y;) et P(E,;)) afin de s’assurer que les comporte-
ment que nous avons précédemment attribués aux paire coopératives soient tels que nous
I’avons conjecturés.

La figure 3.23 nous montre les distributions des largeurs et des positions des modes
sélectionnés dans les cas scalaire et vectoriel pour un nuage contentant N = 700 atome a
différentes densités spatiales (pA\* = 0.44,1.316,13.16 et 131.6). En regardant les distribu-
tions des largeurs des modes P(T',;) on remarque tout d’abord que ’accumulation autour
de la valeur I'y; = 2I', associée aux paire coopératives d’atome a disparu ce qui souligne
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FIGURE 3.22 — Exemple de sélection des valeurs propres dans les cas scalaire (figures du
haut) et vectoriel (figures du bas) pour le régime dilué (pA* = 0.01) et dense (pA* = 131.6).
On remarque bien que le domaine délimité par ’équation (3.75) marche bien dans les deux
cas que ce soit dans la limite des systemes denses ou dilués.

la convergence de I'exposant de la décroissance algébrique vers la valeur —4/3 dans le cas
vectoriel. Dans le cas scalaire, nous continuons également a observer ce comportement
preuve que l'exposant de cette décroissance algébrique n’était pas relié a la présence des
paires coopératives. En ce qui concerne les distributions des positions des modes sélection-
nés, on remarque dans le deux cas que les lois de puissance dérivées aux équations (3.59)
et (3.60), associées aux paires coopératives d’atomes ne sont plus présentes, par contre
la déformation et I'asymétrie de ces distributions apparaissant aux grandes densités spa-
tiales est accrue dans le cas scalaire. Cette déformation des distributions des positions des
modes P(E,;) aux grand densités spatiale est une conséquence directe de la ségrégation
des valeurs propres dans le cas scalaire et quasiment absente dans le cas vectoriel.

1.8 Distributions P(s) des distances plus proches voisins dans
le plan complexes pour les valeurs propres sélectionnées.

Apres s’étre affranchi des états correspondant aux paires coopérative d’atomes, nous
allons considérer les distributions P(s) des distances plus proches voisins entre les modes
dans le plan complexe. En effet n’ayant pas observé de changement de comportement dans
les distributions des écarts entre niveaux d’énergies consécutifs P(AFE,;), nous pouvons
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FIGURE 3.23 — Distributions des largeurs (figures de gauche) et des positions (figure
de droites) des modes sélectionnés dans le cas scalaire (figure du haut) et vectoriel (fi-
gure du bas) pour un nuage contenant N = 700 atomes a différentes densités spatiales
pA* = 0.44,1.316,13.16 et 131.6. Pour le cas vectoriel on remarque clairement en consi-
dérant les distributions des largeurs des modes P(I'y;) que l'accumulations des largeurs
autour de I';; = 2 a disparue ce qui souligne la convergence de I'exposant de la décrois-
sance algébrique vers la valeur —4/3 et en regardant les distributions des positions des
modes P(E,) on peut voir que les lois de puissances associées aux paires coopératives
dans les ailes des distributions ont disparues. Par contre les cas scalaire montre certaines
montre certaines différences flagrantes notamment dans la convergence de 'exposant de
la décroissance algébrique vers la valeur —4/3 et aussi dans I'asymétrie rouge-bleue des
distributions des positions des modes P(E,;) tres prononcée.

vérifier s’il est possible d’avoir une information sur un changement de dynamique en
regardant le comportement des distances entre les modes dans le plan complexe.

Ce type d’approche est fréquemment utilisé dans le domaine du chaos ondulatoire est
souvent expliqué de maniere simple a I’aide d'un systeme a deux niveaux auquel on ajoute
un canal de perte, le tout modélisé par un hamiltonien contenant deux termes : le premier
étant diagonal et hermitien (systéeme a deux niveaux non perturbé) et le second étant
une matrice non hermitienne totalement remplie (pertes, couplage avec I'environnement,
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perturbation...) dont la pondérations est paramétrées tel que :

He _ (El 0 ) . iOé(FH 1—‘12> (380)
0 Es [op Ty

avec Fy > F; et avec a représentant la force du couplage ou la perturbation. Ce modele
idéal, ramenant ’étude d'un systeme complexe a la simple considération d’un systeme a
deux niveaux, permet de reproduire des mécanismes tels qu'un couplage vers 'extérieur
via un canal de perte [146], une interaction longue protée entre les niveaux d’énergies et
bien d’autres mécanismes encore. Dans le cas ou le second terme de I’équation (3.80) est
un opérateur symétrique (I'y2 = I'91), ce qui se rapproche de notre situation, il a été trouvé
que lorsque le couplage a est supérieur a I’écart entre les niveaux d’énergies du systeme
fermé Ey — Ej, les niveaux d’énergies du systeme perturbé se retrouvaient dégénérés selon
I’axe réel mais que ’écart entre les parties imaginaires des deux états divergeaient, 'une
allant tendant vers une valeur nulle et ’autre tendant vers 'infinis. De ce fait au-dessus du
seuil a > Ey — Ey il y avait une répulsion entre les valeurs propres dans le plan complexe.

Dans le contexte de travaux menés sur la localisation d’Anderson en utilisant des Ma-
trices Aléatoires Euclidiennes non hermitiennes (matrice hessienne d’un fluide de Lennard-
Jones tronqué qui peut étre associé a un désordre topologique) [143] non seulement une
transition de phase, rendue non abrupte par les effets de tailles finies du systeme, a été
observée en considérant la distributions des distances entre les valeurs propres dans le
plan complexe et les exposant critiques associés a la transition de phase métal isolant
ont été obtenus de maniere exacte. De la méme maniere, des études ont été menées sur
la transition superradiante entre le régime de couplage faible matiere rayonnement et le
régime de couplage fort et il a été établis, en considérant les poles de la matrice diffusion,
que la répulsion entre les valeurs propres dans le plan complexe, d'un systeme invariant
par renversement temporel, était quadratique [147].

La situation que nous considérons est singulierement différente car nous n’avons pas un
controle aussi simple sur le couplage du systeme avec le vide via les canaux de pertes. En
effets chaque atomes que nous considérons ne peut pas étre assimilé a un canal de perte
mais il existe toutefois un parametre pertinent, qui est le nombre d’atomes par nombre de
modes transverse contenus dans le systeme, proportionnel a I’épaisseur optique du systeme
bo o< N/(koL)?, dont dépendent les effets coopératifs. De plus, comme nous I’avons évoqué
précédemment, les opérateurs que nous considérons sont non hermitiens, que ce soit dans
le cas scalaire ou vectoriel, on peut donc s’attendre a ce qu’ils présentent dans certains cas
limites des comportements similaire a ceux appartenant a I’Ensemble Gaussien Unitaire.

Afin de calculer les distributions P(s) des distances plus proches voisins dans le plan
complexe, nous définissons la distance d;; dans ce plan entre deux modes telle que :

Fat,i Fat,j

dij = \/(Eat,z‘ — Eat5)? + ( 5 T)Q (3.81)

et les distances plus proches voisins dans le plan complexe sont calculées telles que
Sij = mln(dw) (382)
i#]

Dans la suite de cette partie, nous allons tout d’abord considérer les distributions plus
proches voisins dans le plan complexe pour les valeurs propres que nous avons sélectionnées
a la section précédente en se servant du domaine délimité par 1’équation (3.75), a titre
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FIGURE 3.24 — Représentations des distributions des distances plus proches voisins P(s)
entre les énergies dans le plan complexe dans les cas scalaire (figure de droite) et vecto-
riel (figure de gauche) pour un nuage contenant N = 500 atomes a différentes densités
spatiales de diffuseurs (pA* = 0.01,1.316, 13.16 et 131.6) correspondant & différentes épais-
seurs optiques. Que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel, on remarque une singuliere
différence entre les régimes optiquement et spatialement denses et dilués dans le sens ou le
maximum de ces distributions tend vers zéro. Les insets présentent les méme distributions
en représentation log-log afin de souligner leur comportements similaires aux distributions
de Wigner appartenant & 1’'Ensemble Gaussien Unitaire (P(s) o s?) pour de tres petits
écarts (s — 0) et la modification de comportement ayant lieu pour les trées grands écarts
lorsque le systeme est optiquement et spatialement épais. Les courbes en trait pleins re-
présentent les distributions des Poisson (bleu), de Wigner pour les Ensembles Gaussiens
Unitaires (cyan) et la Semi-Poisson (noir) décrites par les équations (3.65), (3.66) et (3.68).

comparatif nous considérerons les distributions plus proches voisins des valeurs propres
non sélectionnées et nous ferons une breve étude dans le cas scalaire des distributions plus
proches voisins sur les valeurs propres contenues dans la bande d’énergies comprise entre
Eat = 05F0 et Eat = ].5F()

La figure 3.24 montre la distribution P(s) des distances entre plus proches voisins dans
le plan complexe en dans les cas scalaire et vectoriel pour un nuage contenant N = 700
atomes a différentes densité spatiales d’atomes pA* = 0.01,1.136,13.16 et 131.6 corres-
pondant a différentes épaisseurs optiques by. On remarque clairement un changement de
comportement entre les régimes optiquement ou spatialement denses (by > 1 et pA* > 1)
et les régimes optiquement ou spatialement dilués (by < 1 et pA* < 1). Pour le régime
dilué les distributions P(s) se rapprochent des distributions de Wigner (eq. (3.66) avec
B = 2) que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel. Les insets soulignent le comportement
quadratique (o s%) de ces distributions pour les trés petites distances (s — 0) ce qui est
un comportement similaire a ceux observés avec les opérateurs appartenant a I’Ensemble
Gaussien Unitaire. Une étude a épaisseur optique constante et a densité spatiale constante
va nous permettre de savoir quelle est le parametre qui domine la forme de ces distribu-
tions. La figure 3.25 nous montre les distributions des distances plus proches voisins P(s)

en représentation semi-logarithmique pour une épaisseur optique constante b(()s) = 8.33

dans le cas scalaire et b(()v) = 12.51 dans le cas vectoriel pour différentes densités spatiales

pX? de diffuseurs. On remarque clairement que pour une épaisseur optique donnée, la
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FIGURE 3.25 — Représentation en semi-log des distributions P(s) des distances plus
proches voisins dans le plan complexe dans les cas scalaire (figures de gauche) et vec-
toriel (figures de droite) pour un systeme a épaisseur optique constante (figures du haut)
avec b(()s) =834 et b(()v) = 12.51 ou une densité spatiale atomique constante pA* = 26.26.
en considérant les distributions pour une épaisseur optique constante on remarque qu’a
la fois dans les cas scalaire et vectoriel, les formes des distributions évoluent tres peu en
fonction de la densité spatiale pA* ou du nombre de Ioffe-Regel kol. Par contre en considé-
rant ces distributions pour une densité spatiale donnée (pA* = 26.26) et différents nombre
d’atomes N = 26 et 1100 on remarque clairement la forme de ces distributions évoluer
en fonction de I’épaisseur optique du systeme by. On peut donc en déduire que ’épaisseur
optique est le parametre pertinent pour décrire la forme des distributions plus proches
voisins des valeurs propres que nous avons sélectionnées.

forme des distributions P(s) varie tres peu. Par contre en considérant ces distributions
pour une densité spatiale de diffuseurs fixée (figures du bas) et différentes épaisseurs op-
tique, on remarque clairement une modification de leur forme ce qui nous indique que
I’épaisseur optique by est le parametre pertinent dont dépend la forme des distributions.
Cette dépendance en épaisseur optique nous permet de dire que le comportement des
distance entre les plus proches voisins dans le plan complexe est globalement dominé par
les effets coopératifs, ce qui nous laisse présager que si une transition de phase existe et
peut étre observée elle sera a rapprocher de la transition dominée par les effets coopératifs
[147] plutét que de la transition métal-isolant [143].
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FIGURE 3.26 — Comparaisons des distributions des distances plus proches voisins P(s) avec
et sans sélection des valeurs propres contenues dans le domaine décrite par I'équation
(3.75) pour les cas scalaire (figures de gauche) et vectoriel (figures de droite) dans les
régimes dilués (pA® = 0.01 pour les figures du haut) et dense (pA* = 131.6 pour les figures
du bas). On peut facilement remarquer que la présence des paires coopératives d’atomes
influence la forme des distributions P(s) surtout pour les valeurs extrémes (s > 1 et
s < 1) des distances plus proches voisins dans le plan complexe.

Comparaison des distributions P(s) avec et sans sélection des valeurs propres.

Apres avoir remarqué numériquement que la forme des distributions des distances plus
proches voisins P(s) dans le plan complexe était dominée par ’épaisseur optique by du
systeme pour les valeurs propres qui n’étaient pas associées a des paire coopératives, il peut
étre intéressant de voir en quoi la présence des paires influence la forme de ces distributions
en dans quelle mesure elle les modifie. Pour cela nous considérons les distributions P(s)
avec et sans paire pour des nuages optiquement dilués (by < 1) et optiquement dense
(bp > 1). Comme nous l'avons discuté précédemment lors de ’étude du comportement
asymptotique des largeurs des modes I, il est vrai que la physique des paire est dominée
par les effets de densité qui représentent un comportement local. De plus en se rappelant
les observations faites lors de la considération de la répartition des valeurs propres dans
le plan complexe, on sait que les paires coopératives d’atomes sont plus robustes dans
le cas vectoriel et qu’elles ont tendance a disparaitre dans le cas scalaire, on peut donc
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s’attendre a ce que les distributions P(s) ne présentent que peu de différences avec ou
sans paires dans le cas scalaire pour de grandes densités spatiales de diffuseurs (pA* > 1).

La figure 3.26 nous montre la comparaison des distributions distances plus proches
voisins P(s) dans le plan complexe dans le cas scalaire et vectoriel dans les régimes dilués
(pA* = 0.01) et denses (pA* = 131.6). Dans le régime dilué, on remarque clairement que
la forme des distributions P(s) est peu influencé, a I'exception de ailes (s — 0 et s > 1)
par la présence des paires coopératives d’atomes ce qui n’est pas surprenant car les paires
sont tres peu présentes et découplées en énergie du reste des valeurs propres pour des
milieux dilués. En revanche dans la limite des milieux denses, on peut constater que la
disparition des paires coopératives (surtout les paire superradiantes) dans le cas scalaire a
pour conséquence une faible différence entre les distributions P(s) avec ou sans sélection
des valeurs propres ce qui n’est pas le cas dans le cas vectoriel ou on peut observer des
différences drastiques lorsque 1’on ne sélectionne pas les valeurs propres.

1.9 Criteres de recouvrement spectral entre les modes.

Apres avoir considéré les propriétés statistiques des valeurs propres A de I’hamiltonien
effectif, soit en étudiant le comportement des distributions de leur parties imaginaires
P(T'y:) et de leurs parties réelles P(Ey;), soit en s’intéressant aux corrélations pouvant
exister entre les différents modes en considérant les distributions P(s) des distances plus
proches voisins dans le plan complexe, nous pouvons nous intéresser au recouvrement
spectral entre les modes en nous intéressant a une quantité reliée au rapport entre les
moyennes des largeurs des modes I'y; et des écart en énergies moyen AFE,;. Cette quan-
tité, quantifiant le recouvrement spectral entre les modes, est aussi bien utilisée dans des
travaux portant sur les effets coopératifs que sur la localisation d’Anderson et permet de
mettre en évidence un changement drastique dans la dynamique du régime.

Le critére de recouvrement spectral entre les modes dans les travaux sur la
localisation d’Anderson et les effets coopératifs.

Dans certaines situations, la quantité quantifiant le recouvrement spectral est qualifiée
de nombre de Thouless, qui a été introduit dans le contexte de la localisation d’Anderson
par Thouless [80] et qui dans le cas d’électrons se propageant dans un cristal peut étre relié
de maniere formelle a la conductance adimensionnée a condition que la taille du systeme
soit bien supérieur au libre parcours moyen de transport (L > [).

Au cours des différents travaux théoriques menés sur la localisation d’Anderson, il a
été montré que 'unique parametre pertinent afin d’observer des comportements d’échelles
et de faire de I'analyse de taille finie était la conductance adimensionnée g définie origi-
nellement comme :

G
9="h (3.83)

ou G est la conductance réelle du systeme et e est la charge de I’électron. L’idée origi-
nale de Thouless [78] est de partir d'un systeme dont la taille est comparable au libre
parcours moyen de transport et d’augmenter progressivement la taille de ce systeme afin
de considérer au final un systeme dont la taille est macroscopique dans le but de relier le
comportement de la conductance du systeme macroscopique, difficilement calculable dans
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FIGURE 3.27 — Figure issue de la référence [20], représentant la dérivée de la conductance
adimensionnée g par rapport a la taille du systeme pour des milieux de dimension d = 1, 2
et 3. On remarque que la quantité 3(g) ne change de signe que pour des dimensions
supérieure a d = 2 et que par conséquent pour un milieu a d = 1 dimension il y a toujours
localisation en présence de désordre et pour d = 3 dimensions il y a une transition de
phase entre un régime métallique (g > g.) et un régime isolant (¢ < g¢.) qui a lieu au point
critique g..

le cas d’un milieux désordonnée, a celle du systeme microscopique, qui est facilement déri-
vable lorsque la taille de ce dernier est comparable au libre parcours moyen de transport [.
Ce type d’approche a été la base de ’analyse de taille finie sur laquelle repose une grande
partie des travaux menés dans le contexte de la localisation d’Anderson. Il faut cependant
attendre les travaux d’Abrahams et al. [20] afin qu’il soit démontré que la conductance
adimensionnée g soit I'unique parametre qui présente un comportement d’échelle lorsque
I’on s’intéresse aux effets de localisation forte de la fonction d’onde électronique. Pour cela
une fonction £(g), supposée continue et monotone, a été introduite telle que :

_ dlIn(g)
dIn(L)

B(9) (3.84)

Connaissant les comportements asymptotiques de §(g) dans la phase métallique (ou la dif-
fusion multiple domine la dynamique du systeme) pour un systéme faiblement désordonné
et dans la phase isolante (ou les modes localisés au sens d’Anderson sont prédominants)
pour un systeme fortement désordonné, Abrahams et al. ont obtenus la forme de la fonc-
tion f(g) pour des systemes de dimension d = 1,2 et 3. Lorsque la quantité [(g) est
négative cela implique que la conductance du systeme diminue lorsque sa taille augmente
et lorsque 3(g) et positive la conductance du systéme augmente proportionnellement avec
sa taille. La figure 3.27, tirée de la référence [20] illustre bien ce changement de comporte-
ment de la conductance adimensionnée g apparaissant pour des milieux dont la dimension
est supérieure a d = 2 entre une phase isolante (pour des systemes fortement désordonnés)
et une phase métallique (pour des systemes faiblement désordonnés). Dans la limite des
tres faible désordres (droite de la figure 3.27) on retrouve bien les comportement prédit
par la théorie cinétique des porteur de charges (modele de Drude) qui précise dans le
cas de métaux que la conductance d’un systeme a 1 dimension diminue linéairement avec
la taille L du systeme et qu’elle augmente linéairement en fonction de la taille pour un
milieux a 3 dimensions. Il est cependant important de souligner que ces comportements
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ont été obtenus a température nulle (7" = 0K) négligeant par conséquent les effets de
transport liés a la présence de phonons dans le milieu.

Un des grands atouts de la théorie élaborée par Thouless et perfectionnée par Abra-
hams est qu’elle permet de relier les propriétés de transport du milieu aux propriétés
spectrales des opérateurs (Hamiltonien, matrice diffusion) qui décrivent la dynamique. En
effet la maniére dont est exprimée la conductance adimensionnée g a 1’équation (3.83)
est une écriture convenable pour les expérimentateurs. Une réécriture possible tout aussi
équivalente mais qui met en avant la relation entre la conductance adimensionnée et les
propriétés spectrales de ’'Hamiltonien effectif est le rapport entre la largeur spectrale
moyenne et 1’écart moyen entre les niveaux d’énergie telle que :

_AE
- OF

g (3.85)
ou AEN(E) est le nombre de modes contenus dans la tranche d’énergie AE par unité
de volume L%, d étant la dimension du systeéme, et §E est 1’écart moyen entre les niveaux
d’énergies définis comme 6E = 1/(LN(E)). Pour un systéme faiblement désordonné
de dimensions 3 on s’attend a ce que la conductance adimensionnée soit supérieure a
I'unité : il y a recouvrement spectral entre les modes, et pour un systeme fortement
désordonnée on s’attend a ce que cette quantité soit inférieure a I'unité due a ’absence
de recouvrement spectral entre les modes. Cependant il est important de souligner que ce
critere est le plus souvent valable lorsque 1'on considere le transport d’électrons dans des
milieux désordonnés dont la taille L est largement supérieure au libre parcours moyen de
transport.

En ce qui concerne le transport de photons a l'intérieur de milieux désordonnés, 1'uti-
lisation de ce critere a des fins de preuve sur la localisation d’Anderson nécessite un peu
plus de prudence. En effet extrapoler les résultats analytiques obtenus avec des fonctions
d’ondes électroniques peut s’avérer erroné lorsque la probabilité d’interaction longues
portées est non nulle. Plusieurs travaux discutent des probléemes que 1’on peut rencontrer
lorsque I'on traite de la localisation forte de la lumiere et que I'on considere le transport
de photons a la place de celui d’électrons [96][148]. Le principal probléme résidant dans
I'extrapolation des méthodes employées avec le critere de Thouless est que bien qu’il peut
y avoir suppression du transport (ou diminution drastique de la vitesse de groupe), ce
dernier effet est accompagné d’une augmentation drastique de la densité locale d’états ce
qui rend impossible toute localisation au sens d’Anderson car cette derniere est prévue
pour une densité locale d’états finie. La situation que nous considérons plus particulie-
rement, qui est parfaitement décrite par la diffusion Rayleigh dans la limite classique, a
pour caractéristique une évolution de la section efficace de diffusion proportionnelle a g,
reliée a la petite taille des diffuseurs devant la longueur d’onde, ce qui est la principale
limite du parallele que 'on peut faire entre le critere g et la conductance du milieu pour
la lumiere. Dans le cas de diffuseurs dont la taille est non négligeable devant la longueur
d’onde, qui s’inscrit plutot dans la physique décrite par la diffusion de Mie, des analogies
ont été établie entre le parametre de recouvrement entre les modes et la conductance
adimensionnée du systeme et des mesures en transmissions ont permis de relier le deux
parametres de maniere exacte [149].

Dans le cadre de travaux menés sur 1’étude des effets coopératifs et plus précisément
sur la transition superradiante, un critere £ de recouvrement spectral entre les modes est
aussi utilisé comme preuve d’'une transition de phase entre le régime de couplage parfait,
ou il existe un fort recouvrement entre les modes et pas de ségrégation entre eux, et un
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régime d’absence de recouvrement entre les modes, ou une ségrégation apparait entre
états superradiants et les états sousradiants, piégés a l'intérieur du systéme [150]. Bien
qu’une relation directe n’ait pas encore été établie dans ce contexte entre la conduction du
systeme et le critere r, plusieurs études relient ce critere a la section efficace [151][152] et
I'utilisent afin d’étudier sa valeurs moyenne, ses fluctuation ou encore son auto corrélation.

Etude numérique du critére de recouvrement spectral entre les modes pour
les valeurs propres de I’Hamiltonien effectif H sy.

Dans notre situation, nous allons nous intéresser a l’évolution du recouvrement entre
les modes en fonction de différents parametres du systeme en utilisant tout d’abord une
‘réécriture naive’ du parametre permettant de quantifier le recouvrement spectral entre
les modes tel qu’il est définis dans le contexte des études portant sur la transition super-

radiante : -
K= <ﬁ> (3.86)

ou (' ); représente la largeur moyenne des modes pour une réalisation du désordre (AFy;);
représente ’écart moyen entre les niveaux d’énergies consécutifs pour cette méme réali-
sation et (.) représente la moyenne sur les configurations spatiales. Il est évident que
I’expression décrite a 1’équation 3.86 ne tiens aucunement compte des corrélations pou-
vant exister entre les différents temps de vies des modes mais sa définition est acceptée
dans plusieurs travaux expérimentaux [153]. Une autre maniére permettant quant a elle
de tenir compte des corrélations entre les différents temps de vie est de s’intéresser a la

uantité [154] :
q [154] . .
1= (ramey) (387)

ot ({dw);) " = (1/T4)s. I est & noter que la définition donnée par 1’équation (3.86) découle
plus de la considération des quantités reliées aux propriétés macroscopique du systeme
(poles de la matrice diffusion) alors que la seconde définition donnée par 1’équation (3.87)
est plus pertinente lorsque 'on considere des quantités reliées aux propriétés microsco-
piques du systeme (ce qui est plus adapté a notre situation car nous considérons les valeurs
propres de ’Hamiltonien effectif sont a relier poles de la matrice de Green [34]). Dans la
suite de cette partie nous allons donc comparer les résultats donnés par les criteres définit
a I’équation (3.86) et ceux donnés par 1'équation (3.87).

La figure 3.28 montre 'évolution des quantités x (eq. 3.86) et g (eq. 3.87) en fonction
de la taille du systeme L/\, exprimée en unités de longueur d’onde, et pour différentes
densités spatiales pA® de diffuseurs en considérant I'intégralité du spectre de 'hamiltonien
effectif (c’est a dire en considérant aussi les états correspondants aux paires coopérative
d’atomes). On remarque tout d’abord une différence singuliere entre les comportements
des quantités g et Kk que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel. Pour le critere de recou-
vrement entre les modes  (eq. 3.86), on remarque dans le cas vectoriel (figure du haut a
droite) de grandes fluctuations et aussi le fait que sa valeur ne semble dépendre que de la
densité spatiale pA* & Pexception des milieux treés dilués (pA* = 0.01) ol son évolution en
fonction de la taille L/\ est décrite par une loi de puissance telle x o< L? alors que dans le
cas scalaire (figure du haut a gauche) il est toujours décrit pas une loi de puissance pas-
sant brusquement de x oc L? pour les systemes dont la taille est supérieure & la longueur
d’onde a k o< L pour L < \. Dans les deux cas on remarque x passe en dessous de I'unité
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FIGURE 3.28 — Evolution des criteres x (eq. (3.86) et figures du haut) et g (eq. (3.87) et
figures du bas) en fonction de la taille du systéme, exprimée en unité A dans les cas scalaire
(figures de droite) et vectoriel (figures de gauche) pour différentes densité spatiales pA®
de diffuseurs. On remarque clairement pour la quantité x de singulieres différences entre
les cas scalaire et vectoriel dans le sens ou ce dernier présente de grandes fluctuations et
semble dépendre uniquement de la densité spatiale alors que dans le cas scalaire 1’évolution
de cette quantité en fonction de la taille L/X est décrite par une loi de puissance dont
I'exposant change de maniere soudaine aux alentours de L/\ = 1 passant de kK o« L
a k o< L. La considération de la quantité g (figures du bas) est tout particulierement
intéressante car on observe clairement un changement de comportement de cette quantité
dans le cas scalaire qui semble étre lié & un effet de densité spatiale pA® d’atomes dans
le systeme. Ce changement de comportement de la quantité g dans le cas vectoriel est
moins prononcé et apparait & des densités bien supérieures pA* > 10 et au méme titre
que pour k on observe encore de grandes fluctuations sur cette quantité a ’exception des
milieux dilués pA® = 0.01. Il est & noter que les deux quantités & et ¢ présentent le méme
comportement dans la limite des milieux tres dilués pA® = 0.01 et évoluent en fonction de
la taille du systéme comme L?.

(k = 1) pour de grandes densités (pA* ~ 1.3.10° dans le cas scalaire et pA\* ~ 0.1 pour le
cas vectoriel). La considération de la quantité g (figure du bas) présente un intérét tout
particulier dans le cas scalaire (figure du bas a gauche) dans la mesure ou 'on observe
un changement de son comportement, dépendant uniquement de la densité spatiale pA®
de diffuseurs dans le systeme, aux alentours de la valeur pA® ~ 26.32. Pour des systeémes
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dont la densité spatiale est inférieure a cette valeur g évolue comme une loi de puissance
en fonction de la taille du systeme alors qu’elle présente une décroissance exponentielle
en fonction de ce parametre pour des systemes dont la densité spatiale est supérieure a
pA* = 26.32. Ce changement de comportement & lieu aussi dans le cas vectoriel (figure du
bas a droite) mais de maniére moins prononcée et pour des densités spatiales nettement
supérieures (pA* ~ 10°) et la méme maniere que pour la quantité £ on observe aussi de
grandes fluctuations de g. Il est aussi intéressant de noter que les quantités s et g exhibent
le méme comportement dans la limite des milieux tres dilués (pA* = 0.01) ol elles évoluent
en fonction de la taille comme une loi de puissance telle que & o g o< L%

Réitérer le calcul des quantités k et ¢ sans considérer les états correspondant aux
paires coopératives d’atomes nous permet d’obtenir des informations supplémentaires tres
intéressantes (3.29). En appliquant le critére de sélection développé a la section 1.7 pour
les cas scalaire et vectoriel on peut calculer a nouveau les quantités x et g. La premiere
observation est que les fluctuations présentes sur les deux quantités s et g dans le cas
vectoriel sont dues a la présence des paires coopératives d’atomes dans la limite des milieux
dont la densité est pas trop élevée (pA* > 131.6). Pour le cas vectoriel, 'évolution des deux
quantités est désormais raisonnablement décrite par une loi de puissance dont 1’exposant
diminue lorsque la densité spatiale du systéeme augmente jusqu’a faire tendre la quantité
g vers une valeur constante en fonction de la taille pour des systemes tres denses (pA* <
1316). Pour le cas scalaire les résultats obtenus a la figure 3.29 sont sensiblement les
mémes que ceux obtenus a la figure 3.28 a la différence qu’il y a légérement moins de
fluctuations sur les quantités k et g. De la méme maniere qu’a la figure 3.28 on remarque
dans les deux cas que les comportements des quantités x et g sont similaires dans la limite
de systeme tres dilués (pA* = 0.01) et que 'évolution de ces deux quantités est décrite
par une loi de puissance telle que :

Ko goc L2, (3.88)

Cela nous montre que la différence de définition entre k et g est significative pour des
systemes dont le libre parcours moyen [ devient non négligeable devant la longueur d’onde.

En ce qui concerne le cas scalaire, il est tentant de relier ce changement de compor-
tement dans la quantité g a une transition de phase de type métal isolant au vue de
la densité a laquelle cette transition apparait (kol(s) ~ 1). Il faut cependant garder une
certaine prudence vis a vis de ces résultats car la relation entre g et la conductance du
systeme n’est pas formellement établie. De plus il est a remarquer que contrairement aux
résultats précédent nous avons poussé la considération des quantités g et x a la limite de
systemes dont la taille est tres petite devant la longueur d’onde (L/A < 1 pour pA* = 10°
et 106). Comme nous le verrons plus tard dans ce manuscrit, cette limite de tres petites
tailles de systemes devant la longueur d’onde, parfois appelée limite de Dicke, affiche des
comportements propres aux effets coopératifs et a la phase superradiante.

Enfin il est utile de savoir si ce changement de comportement de g dans le cas scalaire
est associé a un désordre spatial dans les positions des diffuseurs, dans ce cas il serait tres
probable que cette transition soit reliée a la localisation d’Anderson, ou si on observe un
changement similaire dans un milieu ordonné, ce qui irait a ’encontre d’une transition
type métal isolant. C’est pourquoi nous allons considérer dans la prochaine section les
mémes quantités g et k pour un réseau cubique.
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FIGURE 3.29 — Evolution des quantités s (eq. (3.86) et figures du haut) et g (eq. (3.87) et
figures du bas) comme pour la figure 3.28 en ne considérant pas les états correspondant aux
paires coopératives d’atomes. A l'inverse de la figure 3.28 on remarque que les quantités
K et g présentent nettement moins de fluctuations dans le cas vectoriel (figures de droite).
On observe désormais que 'évolution de la quantité x est monotone en fonction de la
taille du systeme dans les deux cas et clairement décrite par une loi de puissance dans le
cas scalaire présentant le méme comportement que pour la figure 3.28 alors qu’elle tend
a devenir constante dans le cas vectoriel pour les systemes denses. La considération de la
quantité g ne présente pas de différence dans le cas scalaire avec ou sans paires mais que
I'inversion de pente en fonction de la taille de g, présente pour les systemes tres denses
dans le cas vectoriel, a disparue, ce qui nous permet d’affirmer que ce changement de
comportement était causé par les paires coopératives dans ce cas.

Etude des quantités r et g dans le cas d’un milieu parfaitement ordonné :
cas d’un réseau cubique.

Dans cette section, nous cherchons a déterminer si le changement de comportement ap-
paraissant dans la quantité g pour le cas scalaire est lié a un désordre dans les positions des
diffuseurs, auquel cas il serait probable que cette transition soit associée a la localisation
d’Anderson, ou s’il perdure dans la situation décrivant un milieu parfaitement ordonné,
ce qui privilégierait une transition liée a la coopérativité qui n’implique pas un désordre
spatial dans les positions des diffuseurs. Nous allons donc nous intéresser au comporte-
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ment de g, définit a I’équation (3.87) dans la situation décrivant un systeme parfaitement
ordonné un réseau cubique et a titre comparatif nous nous intéresserons également au
comportement de la quantité x (eq. 3.86) dans les cas scalaire et vectoriel.

Nous considérons un réseau cubique pour un nombre d’atome variant entre N = 8 et
1000 et pour différents pas du réseau a allant de a = 0.1/ky & a = 1000/ky. La relation
entre le pas du réseau et le nombre d’atomes par unité de longueur d’onde au cube pA®
étant pA®> = X*/a® on peut en déduire le libre parcours moyen dans le cas scalaire tel que :

k 3
ol = & zi) (3.89)
et pour le cas vectoriel :
k 3
ol = ¢ g;? (3.90)

ou on retrouve bien le facteur 2/3 entre les nombres de loffe-Regel définis dans les cas
vectoriel et scalaire.

La figure 3.30 nous montre I’évolution des quantités x (figures du haut) et g (figures
du bas) dans les scalaire (figures de gauche) et vectoriel (figures de droites). Le systéme
considéré est un réseau cubique dont le nombre de sites (d’atomes) varie entre N = 8
et 1000 et dont le pas varie entre kga = 0.5 et 1000 ce qui correspond en se référant
aux équations (3.89) et (3.90) & un nombre de Ioffe-Regel variant entre kol = 1072 a
10" dans les deux cas (scalaire et vectoriel). L’étude de la quantité x ne présente pas de
singulieres différence a la situation ou l'on considere un milieu désordonné dans le sens
ou I’évolution de cette quantité est décrite par une loi de puissance dans les deux cas et
que 'on retrouve bien x o< L? dans les deux cas. On observe cependant une singuliere
différence entre les cas scalaire et vectoriel pour les régimes dense kgl < 1 dans le sens ou
I’exposant de cette loi differe entre le cas scalaire et le cas vectoriel tel que k o< L dans le
cas scalaire et k o« L*/? dans le cas vectoriel.

La considération de la quantité g présente quant a elle de singulieres différences avec
la situation ou nous considérons des milieux désordonnés. En effet que le changement de
comportement de cette quantité en fonction de la taille du systeme se produit aussi bien
dans le cas scalaire que dans le cas vectoriel et qu’il a lieu a des densités moindres que
pour les milieux dilués (kol ~ 4 pour le réseau cubique au lieu de kol ~ 0.75 pour le
milieu désordonné). Ce changement de position du point de transition nous met en garde
a savoir si la transition que 'on observe avec le réseau cubique est la méme que celle
observée avec le milieu désordonné. Certains point communs existent quand méme avec
la situation concernant les milieux désordonnés comme le comportement de g et x qui
est qualitativement et quantitativement le méme dans le limite des milieux tres dilués
(k,g oc L? pour pA* < 1 ou kom > 1).

Au final, on observe aussi un changement de comportement pour la quantité g dans les
cas scalaire et vectoriel en considérant un milieu parfaitement ordonnée (réseau cubique).
Ce qui ne va pas exactement dans le sens d'une transition liée au désordre et par consé-
quent a la localisation d’Anderson. Cependant il faut garder une certaine prudence via a
vis de ce résultat, qui se veut comme une ouverture et non un résultat final de ce travail
de these, car le changement de position du point ou a lieu la transition signifie peut étre
que ce n’est pas le méme type de physique qui gouverne ce changement de comportement
pour les milieux ordonnés et désordonnés. Il faut avouer qu’'une approche analytique [148]
pour les milieux ordonnés permettrait d’amener a ce résultat un grand nombre d’éléments
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FIGURE 3.30 — Evolution des criteres x (eq. (3.86) et figures du haut) et g (eq. (3.87) et
figures du bas) en fonction de la taille du systéme, exprimée en unité A dans les cas scalaire
(figures de droite) et vectoriel (figures de gauche) pour des réseaux cubiques contenant
entre N = 8 et 1000 atomes et dons les pas kga varient entre kga = 0.5 et kga = 1000 ce
qui correspond dans les deux cas & un nombre de Toffe-Regel kol variant entre 1072 et 107.
En ce qui concerne la quantité x, on remarque que son comportement en fonction de la
taille du systéme est clairement décrit pas une loi de puissance telle que x o< L? dans la
limite des milieux tres dilués. Dans le régime dense, on notg une différence singuliere entre
les deux cas telle que k o< L dans le cas scalaire et k o« L2 dans le cas vectoriel. L’étude
de la quantité g sur un réseau cubique présente quant a elle de singulieres différence avec
celle pour les milieux désordonnés. En effet on remarque désormais que le changement de
comportement de g a lieu aussi bien dans le cas vectoriel que dans le cas scalaire mais
aussi que la densité a laquelle se produit ce changement est plus élevée que dans le cas
de milieux désordonnés (kol ~ 4). Les fluctuations apparaissant aux tres grandes densités
sont causées par une erreur d’arrondis numérique dans les deux cas.

de réponses sur les effets (coopératif ou localisation d’Anderson) qui gouvernent cette
transition.
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FIGURE 3.31 — Répartitions des valeurs propres de I’Hamiltonien effectif H.;; dans le plan
complexe pour les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) pour un
systeme contenant N = 100 atomes de taille kgL = 0.26 sommées sur 330 configurations
spatiales. Dans le cas scalaire on remarque clairement une ségrégation apparaissant entre
les valeurs propres ayant un long temps de vie (—=3(A) < 1), qui sont assimilées a 1’état
superradiant symétrique, et celles ayant un tres court temps de vie (= (A) > 1), qui sont
assimilées aux états sousradiants. Cette ségrégation n’apparait pas dans le cas vectoriel
malgré la présence d’états aux long temps de vies apparaissant pour de tres grande énergie

IR(A)] > 1.

1.10 Comportement des valeurs propres de ’Hamiltonien effec-
tif pour des systemes de taille inférieure a la longueur d’onde :
limite de Dicke.

Dans cette section étudions le comportement des valeurs propre de I’hamiltonien effectif
dans la limite de Dicke c’est a dire pour des systemes de tailles inférieures a la longueur
d’onde L < . Ce régime originalement étudié par Dicke [6] correspond & la situation
ol tous les éléments du systeme sont couplés aux modes du vide via un unique mode
transverse ((koL)? < 1). Dans plusieurs études, il a été montré que dans ce cas limite, les
effets coopératifs ne dépendaient plus du ratio entre le nombre d’éléments et le nombre de
modes transverses mais seulement du nombre d’éléments uniquement. Certains travaux
s'intéressant a des comportements d’échelles en fonction de I'épaisseur optique by du sys-
teme [15] pour des milieux dont la taille est grande devant la longueur d’onde (L > M),
ont observé que dans cette limite la quantité d’échelle n’était plus fonction de ’épaisseur
optique mais dépendait du nombre d’atomes N contenus dans le systeme.

Afin de reprendre la méme démarche que nous avons adoptée pour étudier les valeurs
propres de I’'Hamiltonien effectif H.r; pour des systemes dont la taille est supérieure a la
longueur d’onde, nous considérons tout d’abord la répartition des valeurs propres dans les
cas scalaire et vectoriels.

La figure 3.31 nous montre la répartition des valeurs propres de H.f; dans le plan
complexe pour les cas scalaire et vectoriel pour un nuage de taille kgL = 0.26 contenant
N = 100 atomes sommé sur 330 configurations spatiales. Tous comme les observations
que nous avons faites précédemment au début de ce chapitre on remarque des différences
drastiques entre les deux cas dans le sens ou la ségrégation apparaissant dans le cas
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FIGURE 3.32 — Représentation log-log des distributions des largeurs des modes P(T"y;) pour
un nuage contenant N = 100 dans la limites de Dicke kgL = 0.26 dans les cas scalaire
(courbe noire) et vectoriel (courbe rouge) moyenné sur 330 configurations spatiales. On
remarque tout d’abord que I’état pur superradiant dont la largeur est proche des NT'g n’est
présent que dans le cas scalaire et que dans le cas vectoriel les modes ayant les temps de
vies les plus court ont une largeur de ~ 10I'y. Une autre observation intéressante dans le
cas scalaire est la présence de la décroissance algébrique telle que P(I'y;) o< I'y 3 comme
nous l'avons observée précédemment (figures 3.7 et 3.9) lors de I’étude des distributions
des largeurs des modes pour des systemes dont la taille est supérieure a la longueur d’onde
(L > )). Le maintien de cette loi de puissance dans la limite de Dicke est un argument
supplémentaire n’allant pas dans le sens de la relation entre ce comportement et les modes
localisés au sens d’Anderson.

scalaire, entre les valeurs propres aux tres courts temps de vies (—S(A) < 1), assimilées

aux états superradiant symétriques, et celles aux trés longs temps de vies (—S(A) > 1) qui
sont les états sousradiants, n’existe pas dans le cas vectoriel. Malgré I'apparition d’états
ayant un long temps vie dans le cas vectoriel on n’observe pas ’existence d’un état ayant
un taux de décroissance proportionnel au nombre d’éléments N contenus dans le systeme.

La figure 3.32 montre les distributions des largeurs des modes P(I',;) dans le cas scalaire
et vectoriel pour un systeme contenant N = 100 atomes, dont la taille est koL = 0.266.
On remarque clairement 1’absence du pic superradiant dans le cas vectoriel, situé a I'g,,,, =
NT'y dans le cas scalaire (entouré en vert dans la figure 3.32). Cette absence vient du fait
que les termes en 1/(kor)? et 1/(kor)* augmentent la décohérence reliée au ” Van der Walls
dephasing ” [14]. Ce mécanisme de déphasage, a l'origine de I’absence du pis superradiant,
est lié aux déplacements en fréquences des états d’excitations collectives associé a un
désordre dans les orientations relatives des dipodles ce qui crée une source de décohérence
brisant la symétrie permettant 'observation de I’état superradiant. Certaines études [53]
considérant le modele vectoriel que nous étudions mais admettant que tous les dipoles sont
alignés selon un méme axe, ce qui se ramene a ’étude d’'une matrice N x N, observent
encore le pic superradiant dans le limite de taille de systemes inférieure a la longueur
d’onde A. Il faut toutes fois souligner que ces études tiennent aussi compte des corrections
liées a ’échange de photons virtuels en ne faisant pas ’approximation de ’onde tournante.
Une autre remarque intéressante vient du fait que I’on continue a observer dans la limite de
Dicke (koL < 2) la décroissance algébrique dans le cas scalaire telle que P(Ty) o Ty,
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FI1GURE 3.33 — Evolution de la largeur de mode associée a 1’état superradiant en fonction
du nombre d’atomes N dans le cas scalaire pour un nuage dont la densité est pA\* =
1.36.10°. On remarque clairement une déviation a la convergence de cette largeurs vers la
valeur NT'j.

Cette observation ne va clairement pas dans le sens de la relation entre la loi de puissance,
observée dans d’autres études [26], et les modes localisés au sens d’Anderson proches de
la frontiere du systeme et fuyant a travers elle mais ne va pas a I’encontre d’'un régime de
diffusion anormal [36, 44, 123] telle que pourrait I’étre la sousradiance.

Une observation plus poussée des figures 3.31 et 3.32 dans le cas scalaire nous montre
que le pic superradiant dans le cas scalaire ne converge pas exactement vers la valeur
NTy tout comme dans 1’étude menée par la référence [53].Cette non convergence exacte
provient de la non hermicité de I'Hamiltonien effectif H.;; ce qui a pour conséquence que
le taux de décroissance moyen des états sous radiant (I'g,,) n’est pas exactement égal a
0. La figure 3.33 nous montre 1’évolution de la largeur associée a l'état superradiant en
fonction du nombre d’atomes pour un systeme dont la densité spatiale de diffuseurs est
pA® = 1.36.10° (la taille de ce systeme est toujours inférieure & la longueur d’onde qu’elle
que soit le nombre d’atomes compris entre N = 100 et 1000). On remarque que la largeur
de ce pic ne converge pas exactement vers la valeur NT',

1.11 Conclusions sur les valeurs propres de ’Hamiltonien effec-
tif.

Les observations que nous avons faites sur les résultats numériques que nous avons
obtenus sur les valeurs propres de 'Hamiltonien effectif H ;¢ ne sont pas en désaccords
avec celle faites par d’autre travaux [26][77][25][35], cependant les interprétations a faires
sur les différences de comportements des valeurs propres entre les différents régimes (di-
lués, spatialement et optiquement dense, taille inférieure a la longueur d’onde \) sont a
considérer avec prudence.

D’une maniere générale nous avons vu que l'influence des termes de champ proche,
présents dans le cas vectoriel, donnait lieu a des différences drastiques entre ce dernier et
le cas scalaire lorsque nous considérions des milieux denses. L’apparition de modes aux
longs temps de vies dans le cas scalaire et absent dans le cas scalaire, ol les modes aux
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longs temps de vies sont dominés par les états associées aux paires coopératives d’atomes,
montre que le caractere vectoriel de la lumiere peut avoir de lourdes conséquences sur les
effets cohérent type localisation d’Anderson ou encore les effets coopératifs.

En considérant les distributions des largeurs des modes P(T,;) nous avons effectivement
observé une décroissance algébrique (P(I'y;) o< I' ;") apparaissant pour les milieux dense
mais le comportement de son exposant o semble dépendre principalement plus de ’épais-
seur optique by que de la densité spatiale de diffuseurs pA® ce qui privilégie le fait que ce
comportement est principalement lié aux effets coopératifs. De plus la convergence de cet
exposant vers la valeurs —4/3, qui est associée par certaines études a la signature d’une
diffusion anormale a la transition métal isolant [36][44], et non vers la valeurs —1, comme
indiqué pour les modes localisés au sens d’Anderson proches de la frontiere et fuyant a
travers elle, nous pousse a penser que les approches se basant sur les propriétés statistiques
des largeurs des modes doivent étre effectuées avec prudence dans les systeme que nous
étudions, ou l'influence des interactions longues portées est non négligeable. L’étude des
comportement asymptotiques des largeurs des modes nous a aussi permis de voir que le
physique des états ayant les temps de vies les plus courts (dont les largeurs sont les plus
grandes) étaient dominés par les effets coopératifs dépendant donc de 1’épaisseur optique
by alors que ceux qui avaient les temps de vie les plus longs (dont la largeur est trés petite
devant celle de I'atome unique I'y; < I'y) étaient majoritairement dominés par les paires
sousradiantes coopératives a l'exception des milieux denses dans le cas scalaire dont les
largeurs moyenne minimum présentent de singulieres déviations avec le comportement
prédit pour les paires.

L’étude des distributions des positions des modes P(FE,;) nous a permis de voir un
changement de forme de ces dernieres entre les régimes denses et dilués mais la considé-
rations des distributions des écarts entre niveaux d’énergies consécutifs P(AFE,;) ne nous
a pas permis de mettre en évidence un changement de comportement drastique entre les
deux régimes dans le mesure ou il n’y a jamais de répulsions entre les positions des modes
et ce que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel.

Apres s’étre affranchis des états associés aux paires coopératives d’atomes, les consi-
dérations des distributions des distances plus proches voisins dans le plan complexe P(s)
nous a permis de constater un changement de comportement entre les milieux optique-
ment denses et diluées dominé par les effets coopératifs, dans le mesure ou la formes
des distributions P(s) ne dépend uniquement que de 1'épaisseur optique by. N’ayant pas
malheureusement les comportements asymptotiques de ces distributions dans les régimes
denses nous ne sommes pas en mesure de faire une analyse d’échelle afin de voir si ce
changement de comportement est lié a une transition de phase.

Enfin I'étude de recouvrement entre les modes nous donne un résultat surprenant
lorsque 'on considere la quantité assimilée parfois au nombre de Thouless g dans le sens
ou 'on observe un changement de comportement drastique de 1’évolution de cette der-
niere en fonction de la taille du systeme koL lorsque I'on considere des systemes dont la
densité spatiale de diffuseurs est supérieure & pA*> = 26.35. Tout laisserait & penser que
ce changement de comportement est le signature de la transition d’Anderson mais sa per-
sistance dans la limite de Dicke, ou la taille du systeme est bien inférieure a la longueur
d’onde (L < A), et un comportement similaire observé dans la situation considérant des
systémes parfaitement ordonnés (réseau cubique) nous empéchent a ce stade d’affirmer
que ce changement de comportement est relié a la transition Métal-Isolant prévue dans le
contexte de la théorie sur la localisation d’Anderson.

En conclusion, plusieurs éléments nous indiquent un changement de comportement
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ayant lieu dans le cas scalaire et absent dans le cas vectoriel entre les régimes spatialement
dilués et denses. Il est encore difficile a ce stade de relier ce changement a une transition
de phase et bien méme d’affirmer qu’il ne peut jamais avoir lieu dans le cas vectoriel : le
cas que nous considérons suppose un désordre dans les orientations relatives des dipodles
atomiques ce qui peut étre négligé théoriquement comme l'on fait les études [21, 53][155]
et aussi affranchit de maniere expérimentale. D’autre processus physiques pourraient aussi
permettre d’introduire un désordre diagonal a I’Hamiltonien effectif que nous considérons
tout comme 'ajout d’un faisceau incident provoquant un déplacement lumineux ou encore
celui d'un gradient de champ magnétique levant la dégénérescence Zeeman dans le cas
vectoriel.

2 Etude des états propres du Hamiltonien effectif.

Apres avoir considéré les valeurs propres du Hamiltonien effectif dans les cas scalaire et
vectoriel nous nous intéressons dans cette section a ses vecteurs propres afin d’obtenir des
indications sur les mécanismes a l’origine de la localisation du photon dans un ensemble
de dipoles ponctuels placés de maniere aléatoire dans un systeme a 3 dimensions spatiales.
L’idée principale étant que, malgré le fait que les valeurs propres de I’'Hamiltonien effectif
H.ss soient reliées aux états propres, il est tout a fait possible que dans la situation
particuliere que nous considérons, 'information sur une localisation du photon causée par
le désordre soit contenue dans les états propres et non pas dans les valeurs propres du
Hamiltonien effectif. Pour cela nous considérerons dans un premier temps une quantité
fréquemment utilisée dans le contexte de travaux menés sur la localisation d’Anderson qui
est le taux de participation du mode (le PR (Participation Ratio)) ou son inverse (I'/ PR
(Inverse Participation Ratio)). Cette quantité, si 1'espace de Hilbert dans lequel on la
considere est la base canonique réelle, peut étre directement proportionnelle au volume
spatial du mode, plus précisément au nombre de sites participant a 1’état d’excitation
collective.

2.1 Etude du taux de Participation Inverse

Le Taux de Participation (Participation PR) ou son inverse (I'Inverse Participation
Ratio (I PR)) ne sont pas des quantités qui ont étés élaborées dans I'unique but d’étudier
les effets de localisation reliés au désordre. En effet cette quantité permet de connaitre
I’étalement d’un mode dans un espace de Hilbert donné que ce soit 1’espace réel |r), celui
des impulsions |p) et bien d’autres encore. Cette quantité permet généralement de savoir si
I’étalement des certains modes augmente ou diminue en fonction de différentes parametre
du systeme (taille, densité...).

Dans le contexte de la localisation d’Anderson, la notion de Participation Ratio a été
introduite des les début par Thouless [156], qui a mis en évidence pour la premiere fois
un comportement en loi de puissance des fonctions d’ondes spatiales électroniques dans
un régime intermédiaire entre un milieux faiblement désordonné (ou la diffusion multiple
est censée gouverner la dynamique du systéme) et un milieu fortement désordonné (ou les
fonctions d’ondes sont exponentiellement localisés dans 'espace). Ce travail fondateur, a la
base de la théorie d’échelle décrivant une transition de phase entre une phase métallique et
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une phase isolante, a permis 1’élaboration de nouvelles approches pour étudier les effets de
localisation forte liés au désordre qui ont aboutis a la mise en évidence d’'un comportement
multi fractal des fonctions d’ondes au point critique pour des systemes a 2+ ¢’ dimensions
[157].

D’une maniere générale, on peut voir I'Inverse Participation Ratio comme une mesure
du ’degré d’étendue’ de 1’état dans l’espace de Hilbert dans lequel il est exprimé. On
peut donc s’attendre a ce que dans le régime diffusif, ou tous les modes sont étendus
spatialement sur l'intégralité du systeme et que leur répartition est ergodique, a ce que
I'Inverse Participation Ration varie comme I PR ~ N. Dans le régime isolant, ou toutes les
fonctions sont censés étre exponentiellement localisés dans 1’espace sur une taille typique
&, qui est la longueur de localisation, tels que W(r) ~ e"/¢, & condition que la taille du
systeme soit bien supérieure a la longueur de localisation (L > &) et que l'on se situe
loin du point critique, ou a lieu la transition de phase, on doit s’attendre a ce que '/ PR
n’évolue plus avec la taille (le nombre de site du systeme) pour une variance de désordre
donnée, que nous supposons équivalente & la densité spatiale pA® de diffuseurs dans le
systeme.

Concernant I'utilisation du Participation Ratio pour les effets coopératifs, cette quantité
est parfois utilisée afin d’obtenir une information sur l’entropie linéaire [158], qui est une
maniere de mesurer le degré de pureté d’'un mode. il est a noter que cette analogie entre
I’entropie linéaire et le Participation Ratio a été tout d’abord établie dans le contexte de
recherche sur la localisation d’Anderson [159].

Dans notre situation, les états propres |¥) de I'Hamiltonien effectif peuvent étre ex-

primés dans la base canonique ]aﬁ“’) pour le cas vectoriel et |e;) pour le cas scalaire tel
que :

N

W) =" ciles) (3.91)

i=1

W) =3 3 e, (3.92)

i=1 a=z,y,2

Chaque atome dans son état excité |e;) étant situé a la position |r;) de maniere distincte,
I’équivalence formelle entre la base canonique et I’espace de Hilbert décrivant les positions
des atomes peut étre faite ce qui nous permet de réécrire les équations (3.91)-(3.92) telles
que :

N

[T0) =D cilri) (3.93)

=1
N

) =3 > ). (3.94)
=1 a=z,y,z

Les définitions que nous utiliserons pour calculer les Inverse Participations Ratio dans les
cas scalaire et vectoriel sont les suivantes :

N
[PR® = % (3.95)
k=1 ICk
Zi]\il Za—x z |Cia|4
IPRW = =L =2, (3.96)

= N .
Zkzl Za:a},y,z |Cg |2
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FIGURE 3.34 — Distributions P(In(/PR)) des logarithmes des PR dans les cas scalaire
(figures de gauche) et vectoriel (figures de droites), dans le régime dilués (pA* = 0.66,
figures du haut) et dense (p)\3 = 65.7, figures du bas) pour des nuages contenant N =
100,700 et 1100 atomes ce qui équivaut a des tailles koL différentes de nuages. Pour le
régime dilué (pA* = 0.66), on remarque dans les deux cas qu'il n’y a pas de valeur autour
de laquelle s’accumulent les TPR et la position de la valeur la plus probable des IPR
décroit proportionnellement avec la taille kgL du systeme ce qui va dans le sens du régime
de diffusion multiple, o tous les modes sont délocalisés sur 'intégralité du systeme. Pour
les régimes denses (pA* = 65.7), on remarque I'apparition dans les deux cas d’une valeur
autour de laquelle s’accumulent les Inverse Participations Ratio et dont la position reste
indépendante quelle que soit la taille kgL du systeme. Ce point d’accumulation prend pour
valeurs In(/PR) ~ —0.7 pour le cas scalaire et In(/PR) ~ —1.5 dans le cas vectoriel.
Ces deux points d’accumulations sont a relier aux états de paires coopératives dont la
présence est plus accrue pour les milieux dense et dont I'Inverse Participation Ratio ne
dépend aucunement de la taille du systeme.

Il existe plusieurs facons d’étudier I'Inverse Participation Ratio comme par exemple
considérer sa distribution P(IPR) pour une densité spatiale pA* de diffuseurs donnée afin
de savoir s’il n’y a pas une valeur, que I'on pourrait ensuite assimiler a une longueur de
localisation &, autour de laquelle s’accumulent les I PR indépendamment de la taille koL
du systeme. Une telle observation serait une preuve allant dans le sens de la localisation
au sens d’Anderson.
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La figure 3.34 montre les distributions Inverse Participation Ratio P(In(/PR)) dans
les cas scalaire (figures de gauche) et vectoriel (figures de droite) pour les régimes denses
(figures du bas) et dilués (figure du haut) pour de nuages contenant N = 100,700 et
1100 atomes. Dans le régime dilué (pA* = 0.66), on remarque qu’il n’existe aucune valeur,
dont la position est indépendant de la taille kgL du systeme, autour de laquelle s’accu-
mulent les Inverse Participation Ratio. De plus la position de la valeur la plus probable des
IPR décroit de maniere proportionnelle a la taille du systeme, ce qui va dans le sens de
modes délocalisés sur 'intégralité du systeme, dont 1’étalement varie proportionnellement
au nombre de sites dans le systeme, comme cela est attendu dans le régime de diffusion
multiple. Dans le régime dense (pA* = 65.7), que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel,
on remarque l'apparition d’un second pic dont la position ne varie pas en fonction de la
taille du systeme et qui se situe aux alentours de In(/PR) ~ —0.7 dans le cas scalaire
et In(/PR) ~ —1.4 dans le cas vectoriel. Ce pic est a relier aux états de paires coopéra-
tives dont I'Inverse Participation Ratio est proche de 1/2 pour le cas scalaire. Dans le cas
vectoriel il faut se rappeler que chaque atome (site) est décrit par trois états de polari-
sations (egs. (2.55)) ce qui a pour conséquences qu’'un état de pair peut avoir un Inverse
Participation Ratio allant de 1/2 & 1/6 d’ou la position du pic correspondant aux paire
aux alentours de In(JPR) ~ —1.4 ~ In(1/4). Egalement pour le régime dense, la position
du sommet du deuxieme pic décroit en fonction de la taille du systéme, ce qui ne nous
permet pas de le relier a des effets de localisation forte dues au désordre type Anderson.

Il faut cependant garder une certaine prudence vis a vis des conclusions définitives que
I’on peut avoir sur la figure 3.34 car le traitement a été réalisé sur tous les états confondus
et il se peut tres bien que certains états localisés soient caché a l'intérieur de 1’ensemble
de tous les états (diffusif, coopératifs, paires...). C’est pour cela que nous considérons une
autre représentation de Inverse Participation Ratio dans le plan (I'y,/ PR) afin d’avoir
une vision d’ensemble sur le comportement des I PR pour les modes aux long temps de
vies (de maniere équivalente : ayant une largeur proche de 0 (I'y; < T')).

Désormais nous nous focalisons sur les milieux spatialement denses (pA* > 13.16) afin
d’étudier les comportements des Inverses Participation Ratio associés aux modes ayant
un long temps de vie dans ce régime. La figure 3.35 nous montre en représentation log-log
les Inverse Participation Ratio /PR en fonction des largeurs des modes I',; auxquels ils
sont associés pour un milieu spatialement dense (pA* = 65.8) contenant N = 500 et 1100
atomes. Les lignes verticales en traits pleins représentent le taux d’émission sousradiant
[sup donné par la référence [35] tel que :

r
Ty O — (3.97)
bo
et celles en pointillés représentent le taux d’émission associé au régime de Radiation
Trapping (diffusion multiple) donné par la référence [40] tel que

Tpr o —2. (3.98)

On remarque tout d’abord que les états superradiant (dont la largeur est supérieure a celle
de I'atome unique : I'y; > T'y) ont tendance a étre totalement délocalisés sur I'intégralité du
systeme leur /PR variant par conséquent en l'inverse du nombre d’atome (/PR ~ 1/N)
que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel. Pour les modes ayant un long temps de
vie (T'y; < Tp), on remarque tout d’abord que dans le cas vectoriel ceux ayant les plus
grand temps de vies sont associés a des états de paires coopératives avec leur Inverse
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FIGURE 3.35 — Représentation log-log des Inverse Participation Ratio (I PR) en fonction
des largeurs des modes I'y; dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure
de droite) pour deux nuages contenant N = 500 et N = 1100 atomes pour une densité
spatiale de diffuseurs pA* = 65.8. Dans le cas vectoriel, & I'exception des états d’excitations
correspondant aux paires coopératives d’atomes, ayant un long temps de vie (I'y; < 0.1T)
qui ont un inverse participation ratio compris entre 1/6 < IPR < 1/2 , on remarque que
la majorité des modes sont délocalisés sur la totalité du nuage (ayant par conséquent un
IPR ~ N). Contrairement au cas vectoriel, on observe dans le cas scalaire 'apparition
de modes ayant un tres long temps de vie (I'y; < 107°Tg) qui ne peuvent pas étre associés
a des paires coopératives car leur Inverse participation Ratio est bien inférieur (/PR =~
107") & celui des paire censé étre aux alentours de la valeur 1/2. Cependant, un détail
n’allant pas dans le sens de modes localisés au sens d’Anderson, est que leur volume
semble augmenter (certes de maniere moindre que les états totalement délocalisés sur tout
le systeme) lorsque la taille du systéme augmente. On remarque également la présence
dans le cas scalaire de modes ayant un temps de vie mois élevé (I'y; =~ 107'T) qui sont
totalement délocalisés et dont '/ PR varie en 1/N. Les courbes verticales en traits pleins
représentent le taux d’émission sousradiant (I's,, o< I'o/bg) donné a la référence [35] et
celles en pointillés représentent le taux d’émission dans le régime de Radiation Trapping
donné par la référence [40].

Participation Ratio compris entre 1/6 et 1/2. Le reste des modes ayant un long temps de
vie (I'y; ~ T'g) étant délocalisés sur I’ensemble du nuage (ayant par conséquent un PR
variant en 1/N). Le cas scalaire présente quant a lui certains comportements intéressant
des modes aux longs temps de vie (I'y; < 1072I'y) dans le sens ott leur I PR ne peut pas étre
décrit par celui des états correspondant aux paires coopératives d’atomes (dont 1'Inverse
Participation Ratio est aux alentours de 1/2). En effet ces modes, qui sont ceux contenus
dans la concentration autour de 1'énergie E,, = 1 (3.4) d’états ayant un tres long temps
de vie, ont un /PR compris entre 1/2 et 0.1 ce qui suggere que plus de 2 sites (atomes)
participent a ces états d’excitation collective. Cependant le volume de ces modes aux longs
temps de vie semble augmenter avec le nombre de site ce qui ne va pas dans le sens de
modes localisés au sens d’Anderson et dons le volume est censé rester constant (autour
de la longueur de localisation £) quelle que soit la taille du systéeme. Afin de souligner
I'augmentation de volume (ou de maniere équivalente la diminution de '/ PR) de ces
modes aux longs temps de vies, nous nous concentrons sur les états dans le cas scalaire
situés dans la bande d’énergie comprise entre E,; = 0.5y et F,; = 1.5I'¢. La figure 3.36
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FI1GURE 3.36 — Figure de gauche : Histogramme 2D de la ’densité d’Inverse Participation
Ratio/largeur des modes’ en représentation log-log dans le cas scalaire pour les mémes
parametres que la figure 3.35. L’histogramme pour N = 1100 atomes a été volontairement
rehaussé selon 'axe z afin de distinguer celui pour N = 500 atomes. Les contours en trait
plein en rouge représentent les projections des iso densités (point a la méme hauteur
z) sur I’histogramme associé au nuage contenant N = 500 atomes. Figure de droite :
représentation des iso densités pour les deux nuages contenant N = 500 (courbes vertes)
et N = 1100 atomes (courbes bleues). Cette représentation nous permet clairement de
dire qu’en plus d’avoir leur largeur I'y; qui diminue, la taille de ces modes aux longs temps
de vie augmente avec le nombre de sites (d’atomes) contenus dans le systeme.

montre a gauche une représentation schématique des histogrammes a deux dimensions
de la densité TPR/T'y; en représentation log-log pour les valeurs propres situées dans la
bande d’énergie comprise 0.5 < E,; < 1.5 avec les méme parametres dans le cas scalaire
que la figure 3.35. L’histogramme associé au nuage contenant N = 1100 atomes a été
rehaussé volontairement afin que 'on puisse distinguer celui associé au nuage contenant
N = 500 atomes. Les courbes en trait pleins en rouges sont les projections des iso densités
(points a la méme hauteur selon 'axe z) de la courbe pour N = 1100 atomes sur celle
associée a N = 500 atomes (dont les iso densités sont représentées en vert mais que
I'on distingue difficilement). La figure 3.36 a droite montre les iso densités seules dans le
plan (I'y;,/ PR) pour le nuage contenant N = 500 atomes (courbes en vert) et le nuage
contenant N = 1100 atomes (courbes en bleu). On remarque treés clairement que lorsque
la taille koL du systéme augmente (ou proportionnellement le nombre d’atomes N pour
une densité spatiale pA® de diffuseurs fixée), les modes aux longs temps de vies voient leur
étalement augmenter (ou de manieére équivalente leur /PR diminuer) tout comme leur
largeur I',; diminuer, ce qui signifie que leur temps de vie augmente. Cette observation ne
nous permet donc pas de relier a ce stade ces modes aux longs temps de vie, contenus dans
la concentration des valeurs propres autour de 1’énergie F,; = 1, a des modes localisés au
sens d’Anderson.

Afin de poser des nombres sur les observations faites a la figure 3.36 nous allons quanti-
fier le comportement des I PR des modes ayant un long temps de vie (I'y; < 1) en fonction
de la taille koL du systeme pour des milieux dont la densité spatiale de diffuseurs est fixée
(pA* = cst), ce qui équivaut & considérer Iévolution de 'TPR en fonction du nombre de
sites (c’est a dire du nombre d’atomes N). Pour cela, nous nous intéressons a I’évolution de
la bordure inférieure du domaine décrit par ’ensemble des points dans le plan (I';,/ PR) en
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FI1GURE 3.37 — Représentation log-log de I’évolution en fonction du nombre d’atomes N de
la valeur moyenne des Inverse Participation Ratio minimum (min(/PR)) des modes ayant
un long temps de vie (I'y; < 107%Iy) pour des nuages a différentes densités spatiales de
diffuseur pA* = 65.8 4 0.7. Dans les deux cas (scalaire et vectoriel) on remarque que quel
que soit le régime que l'on considere (dense ou dilué), le comportement de (min(/PR))
est plutot décrit par une loi de puissance décroissante en fonction du nombre d’atomes.
Cette loi de puissance passe de (min(IPR)) oc N~! dans le régime dilué, ce qui prouve que
tous les modes sont délocalisés sur la totalité du nuage, & (min(/PR)) N~3 dans le cas
scalaire et (min(/PR)) o< N 3 dans le cas vectoriel, ce qui nous permet pas d’affirmer que
ces modes aux longs temps de vies sont des modes localisés a causes des effets d’interférence
liés au désordre. Nous avons étendu les simulations a N = 2000 et 4000 atome pour le
régime dense dans le cas scalaire afin de s’assurer que nous ne considérerions pas des
systemes dont a taille est inférieure a la longueur de localisation &.

quantifiant son comportement de deux manieres différentes. Soit nous sélectionnons tous
les points ayant a la fois a une largeur de mode I'y; et un Inverse Participation Ratio infé-
rieur & un certain seuil (I',,] PR%) que nous choisissons arbitrairement et nous calculons
la valeur moyenne des I PR sélectionnés, nous qualifierons cette méthode comme étant glo-
bale. Soit nous considérons une fraction des modes ayant les I PR les plus faible contenus

In(Tg) — In(I',, In(Ty) — In(T,...
dans la bande T'ay; € [In(I'min) + (k= 1) o Ozv ni mm),ln(me)Jrk: a( Oi\f _ng "”")]

avec k € IN tel que 1 < k < N, et N, le nombre de bande que 'on veut pour séquencer
I’espace selon I'y; et nous calculons I’/ PR moyens pour tous ces modes. Les deux méthodes
donnent singulierement les mémes résultats a condition de ne pas choisir des parametres
trop extréme comme par exemple un seuil trop bas ou un nombre de bande trop élevé. La
figure 3.37 nous montre en représentation log-log l’évolution de I’/ PR minimum moyen
(min(IPR)) en fonction du nombre d’atomes N pour des systemes dilués pA\* = 0.7 et
des systemes dense pA* = 65.8. Dans le régime dilué (pA\* = 0.7), que ce soit dans le cas
scalaire ou vectoriel, on remarque que I'Inverse Participation Ratio décroit de maniere
proportionnelle au nombre d’atomes N tel que :

1
IPR ~ — 3.99
N’ ( )

ce qui nous permet de dire que dans ce régime, a 'exception des états correspondant aux
paires coopératives, tous les modes sont délocalisés sur ’ensemble du nuage.
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On observe par contre dans le régime dense (pA* = 65.8) que I'Inverse Participation
Ratio décroit encore en fonction du nombre d’atome en suivant une loi de puissance dont
I'exposant est supérieur a —1. On trouve pour les deux cas les comportements en lois de
puissances suivants :

1

(min(IPR®)) oc —, (3.100)

ol

(min(IPR™)) 12 : (3.101)

3

Que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel, on ne peut donc pas affirmer que ces modes
ayant un long temps de vie soient localisés au sens strict d’Anderson car leur Inverse
Participation Ratio devrait rester constant a un certain point de désordre, c’est a dire a
partir d’une certaine densité spatiale pA® de diffuseurs. Dans le cas scalaire nous avons
poussé les calculs jusqu’a N = 4000 atomes pour le régime dense (pA* = 65.8) afin
de s’assurer que la taille du systeme n’était pas inférieure a une certaine longueur de
localisation ¢ pour N = 1100 atomes et qu'un changement de comportement apparaisse
pour un nombre supérieur d’atomes (de maniere équivalente une taille plus élevée).

Enfin, pour terminer cette étude sur 1’étendue spatiale des modes dans les cas scalaire et
vectoriel, il peut étre intéressant d’identifier par leur I PR les modes dans le plan complexe,
tels qu’ils sont représentés aux figures 3.2 et 3.4, afin d’avoir une idée supplémentaire
sur leur comportement global. La figure 3.38 nous montre la répartition dans le plan
complexe des valeurs propres auxquelles sont associées en niveaux de couleur leur taux
de participation inverse (I PR) dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure
de droite) pour un milieu spatialement dilué (pA* = 0.7, figures du haut) et spatialement
dense (pA* = 65.8, figures du bas). Le code couleur pour les I PR va du bleu pour les modes
dont le taux de participation inverse tend vers 1/N et rouge pour les modes dont le taux
de participation inverse tend vers la valeur 1/2. Les courbes en trait pleins correspondent
aux expressions analytiques obtenues pour les paires coopératives aux équations (eq. 3.4,
courbe violette) pour le cas scalaire et (eqgs. (3.9), courbe verte- (3.10), courbe bleue) dans
le cas vectoriel.

Dans le régime dilué on remarque clairement, que ce soit dans le cas scalaire ou vectoriel,
que les états dont les I PR sont proches de 1/2 dans le cas scalaire et compris entre 1/2
et 1/6 dans le cas vectoriel et qui correspondent aux paires coopératives d’atomes, sont
séparés du reste des valeurs propres dont le taux de participation inverse a une tres petite
valeur proche de 1/N. On remarque cependant 'existence dans le cas scalaire des quelques
modes dont la position dans le plan complexe est proche de la courbe analytique obtenue
pour les paires sousradiantes (eq. (3.4)) et qui ont un taux de participation inverse différent
de 1/2 et qui se rapproche plutot de ~ 0.2. La présence de ces états est pour 'instant
inexpliquée et pourrait étre a l'origine de I'apparition de la branche contenant les modes
aux longs temps de vies (I'y; < 1) lorsque I'on considere des systeémes spatialement denses.

Dans le régime dense (pA* = 65.8) on remarque tout d’abord que les résultats obtenus
entre les cas scalaires et vectoriel ne sont pas uniquement différents dans la maniere dont
sont réparties les valeurs propres A dans le plan complexe mais aussi dans le comportement
de leurs taux de participation inverse. En effet dans le cas vectoriel les conclusions a
donner au régime dense sont similaires a celle du régime dilué dans le sens ou les états
correspondant aux paires coopératives d’atomes, ayant un I PR compris entre 1/6 et 1/2,
ne se mélangent pas avec le reste des valeurs propres, dont le taux de participation inverse
est proche de 1/N, et sont repoussées vers des valeurs extrémes (|Fq| > 1 et I'yy — 0 ou
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FIGURE 3.38 — Représentation semi log dans les cas scalaire (figures de gauche) et vectoriel
(figures de droite) pour un milieu spatialement dilué (pA*> = 0.6, figures du haut) et
spatialement dense (pA\* = 131.6, figures du bas) contenant N = 500 atomes, de la
répartition dans le plan complexe des valeurs propre A, auxquelles ont été associés leur
Taux de Participation Inverse (I PR) dont la couleur va du bleu pour les modes totalement
délocalisés (IPR ~ 1/N) au rouge pour les modes dont I’/ PR est aux alentours de 0.5 .
Pour les milieux dilués, on remarque clairement dans les deux cas que les états ayant une
Taux de Participation Inverse proches de 0.5 pour le cas scalaire et compris entre 0.5 et 0.16
pour le cas vectoriel se situent pres des courbes analytiques décrivant les comportements
des paires (courbes en traits pleins, egs. (3.4)-(3.10) )et sont donc a associer a états de
paires coopératives. On remarque que ces états de paires ne viennent pas se mélanger avec
les autre états totalement délocalisés sur le nuage dont le taux de Participation Inverse
tend vers IPR ~ 1/N. Une observation intéressante et encore inexpliquée est la présence
dans le cas scalaire d’état dont le Taux de Participation Inverse est aux alentours de
0.1 et qui se situent aussi pres de la courbes analytique décrivant le comportement des
paires. Dans le régime dense (figures du bas), le comportement reste le méme entre les
états de pair et les autres états dans le cas vectoriel (figure du bas a droite) par contre
dans le cas scalaire on remarque quun nombre d’états ayant un I PR proche de 0.5
s’écartent de la courbe décrivant le comportement des états sousradiants pour se situer
dans 'accumulation des valeurs propres située autour de 1’énergie F,; = 1.

[y — 2). En ce qui concerne le cas scalaire, on remarque que beaucoup d’états éloignés de
la courbe analytique décrivant les états sousradiants ont un taux de participation inverse
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F1GURE 3.39 — Représentation pour un nuage contenant N = 500 atomes dans la limite
de Dicke (koL = 0.46) de la répartition des valeurs propres dans le plan complexe telle
qu’elles sont présentées dans la figure 3.38 pour les cas scalaire (figure de gauche) et
vectoriel (figure de droite). Pour cette figure le Taux de Participation Inverse est repré-
senté en logarithme décimal afin de mieux distinguer les modes totalement délocalisés sur
I'ensemble du systeme (IPR ~ 1/N). Dans le cas vectoriel, on remarque que les modes
délocalisés sur 'ensemble du nuage (IPR ~ 1/N) se situent vers les énergies proches de
Eq. = 0 et que le reste des modes (tres décalés vers les énergies positives et négatives) ont
surtout un Taux de Participation Inverse comprise entre 0.16 et 0.5. Dans le cas scalaire,
on peut observer les états superradiant, qui ont une largeur telle que I'g,, >~ NI et
sont tres décalés vers les énergies négatives, sont totalement délocalisés sur ’ensemble du
systeme alors que les autres modes ayant un long temps de vie (I'y; < 1) ont des Taux de
Participations Inverse variant entre 1072 et 1/2. Un point intéressant est que les modes
ayant les plus longs temps de vies et qui sont contenus dans ’accumulation de valeurs
propres autour de 'énergie E,; ~ 30, ont un Taux de Participation Inverse porche de 1/2.

proche de 1/2. De plus I'I PR des états présents dans la branche semble décroitre de
maniere continue au fur et a mesure que ces états sont de plus en plus éloignés de la
courbe associée aux paires sousradiantes. Cette observation nous empéche de conclure
pour l'instant que les modes contenus dans cette branche sont reliés directement a des
modes localisés au sens d’Anderson dans la mesure ot ils n’ont pas tous la méme étendue
(ou le méme taux de participation) ce qui ne va pas dans le sens d’une longueur de
localisation & commune a tous ces modes aux longs temps de vies.

Pour finir nous utilisons la méme représentation qu’a la figure 3.38 afin de considérer
les taux de participations inverse associés aux valeurs propres dans la limite des systemes
dont la taille est inférieure a la longueur d’onde kgL < 27 (limite de Dicke). La figure
3.39 nous montre pour un nuage de taille kgL = 0.46 contenant N = 500 atomes la
répartition des valeurs propres dans le plan complexe auxquelles on a associé leurs Taux
de Participation Inverse (I PR) dont le code couleur varie entre le bleu (pour les modes
dont I'I PR est proche de log;,(1/N)) et en rouge (pour les modes dont '/ PR est porche
de log,,(1/2)). Dans le cas vectoriel, on remarque tout d’abord l’absence de ségrégation
entre les valeurs propres dans le plan complexe et ’étalement de ces derniere vers de tres
grandes valeurs en énergie (|E,| > 1). On remarque aussi que les états délocalisés se
situent vers les énergies proches de E,; = 0 et que les états correspondant aux paires
coopératives et donc I’/ PR varie entre 0.16 et 0.5 convergent vers les valeurs extrémes en
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énergies. Les résultats dans le cas scalaire sont tout aussi intéressant dans le sens ou les
états totalement délocalisés sont les états superradiant dont la largeur est proche de NT';
et que les états ayant les plus long temps de vie ont un I PR proche de 1/2. On remarque
aussi que dans ce dernier cas il n'y a quasiment plus d’états proches des courbes décrivant
les paires coopératives.

2.2 Conclusion sur I’étude du Taux de Participation Inverse.

En résumé I'étude du Taux de participation Inverse nous a montré que le volume des
modes augmentait aussi bien dans le régime dilué, ce qui est a priori normal dans le sens
ol les fonctions sont censées étre délocalisées sur la totalité du nuage, que dans le régime
dense, ce qui ne va pas exactement dans le sens de la localisation d’Anderson, ot le taux
de Participation des modes localisés est censé rester constant.

Bien que nous ayons vu que I'exposant de la loi de puissance décrivant le comportement
de I'I PR en fonction du nombre de sites (d’atomes) montrait une dépendance en fonction
de la densité spatiale de diffuseurs pA3, passant de ITPR < N~! dans le régime dilué a
IPR « N7'/® dans le cas scalaire et ITPR < N~2/3 dans le cas vectoriel pour le régime
dense, cette diminution du Taux de Participation Inverse robuste pour les grandes densités
pA® > 1 va plus dans le sens d'un piégeage de I'excitation relié aux effets coopératifs.

Enfin en représentant les Taux de Participations Inverses des modes dans le plan com-
plexe nous avons pu constater que les modes aux long temps de vies dans le cas scalaire,
parfois assimilés a des modes localisés au sens d’Anderson [144, 37], présentaient essen-
tiellement un I PR proche de 2 qui serait un indice nous permettant de relier 'apparition
de ces modes aux longs temps de vie a la disparition des paires coopératives dans le cas
scalaire. Une remarque intéressante est que selon certains travaux [92], la sousradiance col-
lective peut étre assimilée a un ensemble de paires d’atomes dans des états antisymétrique
ce qui est plutot en bon accord avec nos observations numériques

3 Résultats numériques sur le taux d’émission du
photon.

Dans cette partie nous nous intéressons a une autre quantité qui est le taux d’émission
du photon I'y, et que I'on peut calculer en considérant les spectres des parties imaginaires
des équations (2.87) et (2.90). Le taux d’émission du photon est directement relié a la
probabilité de détecter le photon hors du systeme au temps ¢ et est donc par conséquence
relié a la probabilité que 'excitation a de rester dans le systeme. Nous intéressant a un
probleme de localisation de la lumiere nous pouvons essayer de savoir si le comportement
des modes ayant un long temps de vie dans le systéeme (ou de maniére équivalente un
taux d’émission Ty, trés faible) est dominé par la densité spatiale pA* de diffuseurs dans
systeme ou bien par l'épaisseur optique by ce qui nous permettra de déterminer si la
physique dominant ces états est a relier de localisation de type Anderson ou aux effets
coopératifs

Par le passé, ce type d’approche a permis de mettre en évidence des comportements
d’échelle pour le cas scalaire que nous considérons [15] permettant de prouver que les effets
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de localisation du photon étaient principalement dus a une synchronisation entre le dipoles
causée par les interactions longues portées plutot qu’aux effets d’interférence destructives
liés au désordre (localisation d’Anderson). De plus les comportements phénoménologiques
dérivés a la section (1.4.a), sont au départ dérivés dans le cadres de calcul sur le taux
d’émission de la densité spectrale d’énergie hors du systeme, on peut donc s’attendre a
observer dans les distributions du taux d’émission du photon P(I',,) de comportements
propres aux régimes de diffusion multiple ou de localisation tels qu’ils sont prévus par la
théorie.

Dans un premier temps nous allons effectuer quelques rappels sur la théorie de la
photodétection afin de relier 'opérateur nous permettant de calculer le taux d’émission
du photon a partir de ’Hamiltonien effectif dans les cas scalaire (eq. (2.90)) et vectoriel
(eq. 2.87), nous présenterons ensuite les résultats obtenus sur les distributions du taux
d’émission du photon P(T',,) dans les deux cas. De la méme maniére que nous avons
considérés les comportements asymptotiques pour les largeurs des modes P(I';;) lors de
I’étude des valeurs propres de I’'Hamiltonien effectif H.;¢, nous considérerons aussi les
comportements asymptotiques des distributions P(I';,). Enfin nous terminerons cette
étude avec la considération d’une fonction dépendant a la fois de I'épaisseur optique by
et de la densité spatiale pA® qui nous permettra de mettre en évidence un comportement
d’échelle que ce soit dans les cas scalaire ou vectoriel.

3.1 Opérateur densité réduit et taux d’émission du photon.

Un grand nombre de travaux dans la littérature s’intéressent au taux d’émission de
I’énergie du systeme pour un ensemble de N atomes. Plusieurs approches peuvent étre
utilisées que ce soit dans les cas scalaire ou vectoriel, comme par exemple le calcul des
fonctions de corrélations d’ordre 1 du champ & un ou deux temps [160] ou encore ’évolution
de la matrice densité pa restreinte au sous espace de Hilbert décrivant tous les atomes
dans leur état fondamental |G). Le probleme pouvant devenir rapidement difficile si 'on
considere des champs incidents de forte intensité [161], le mouvement des atomes [57],
ou encore lorsque certaines approximation ne sont pas faite comme celle de Born-Markov
ou 'approximation de l'onde tournante. C’est pourquoi dans la majeure partie des cas
seulement N = 2 atomes sont considérés.

Dans cette section nous allons tout d’abord montrer comment relier le champ sortant
du nuage a la partie imaginaire de I'Hamiltonien effectif et nous nous intéresserons ensuite
au cas particulier ou nous restreignons notre étude au sous espace de Hilbert décrivant au
maximum une excitation dans le nuage pour relier 'opérateur densité réduit a la partie
imaginaire de I’'Hamiltonien effectif et du taux d’émission du photon I'y,,.

D’un point de vue du champ, la probabilité de détecter un photon au temps ¢ a 'ex-
térieur du nuage est proportionnelle au module du champ au carré S(R, t) exprimé selon
la direction R et au temps ¢ par unité d’angle solide telle que :

S(R, 1) x ceo(EPD(R,H)EC) (R, 1)), (3.102)

ou (...) représente la moyenne sur les états propres de 'Hamiltonien effectif. En se rap-
pelant des définitions des opérateurs E(r) (eq. (2.74)) et EC)(r) = [EF) (1)), il est
possible d’expliciter I’équation (3.102) en fonction des opérateurs atomiques (Si(i)) en ex-
primant les opérateurs photoniques ay: et aLé en représentation de Heisenberg (eq. (2.77)).

Université de Nice Sophia Antipolis 118



3. RESULTATS NUMERIQUES SUR LE TAUX D’EMISSION DU PHOTON.

Dans cette représentation il est possible de réécrire 'opérateur E(Jr)(r) tel que :

1 b ohw A
(+) — E Ty i+ ’Lk.(R—r-) —iWET A
E™(R,t) = 5 Ej kgé /0 dTQEQV [iD;(t — 7)e 3T IRT g (3.103)

en n’ayant pas fait préalablement I’approximation de ’onde tournante (RWA). En utilisant
I’approximation de Markov, valable quand le taux de désexcitation collectif est supérieur
au temps que met le photon & traverser le systeme ((max(I',))™' > koL/c) on peut
remplacer D;i) (t—T) par D§i) (t) pour le sortir de I'intégrale temporelle et en transformant
la somme discrete sur les k en un intégrale continue. Suivant la référence [160], en faisant
I’hypothese que le détecteur soit placé tres loin du systeme tel que R > H%%X(Tij), on peut

réécrire ’équation (3.102) telle que :

SR 1) o ceg Y e (§0 (151 (1)), (3.104)

%] o,

En faisant la moyenne angulaire de cette expression on peut obtenir la probabilité 7 (¢) de
détecter un photon hors du nuage au temps ¢ telle que :

T(t) = /dQ SR 1) o ceg d Y S(gaar (i) (SLE (1)) (3.105)

J O(Oé

On peut donc remarquer que la probabilité de détecter un photon au temps t dans la
totalité de l’espace va étre reliée a la partie imaginaire du potentiel d’interaction guq (7).
L’interprétation physique de cette expression est assez simple dans le sens ou 'on peut
associer la probabilité de détecter un photon au point R comme le module au carré de
tous les champs émis par les dipdles (les atomes) avec un terme d’interférences relié a la
différence de marche qui est proportionnelle a leur distances relatives.

Nous avons donc vu qu’il était possible de relier la partie imaginaire du potentiel
d’interaction (gaa (1) ou g(r)) a la probabilité de détecter un photon au temps ¢ loin
du nuage. Cependant ce type d’approche invoque beaucoup d’approximations (champ
lointains, Markov,...) dont les conséquences sur la physique que nous étudions sont parfois
mal maitrisées . Nous allons donc considérer 1’évolution de la matrice densité p 4, restreinte
a l'espace de Hilbert décrivant les états atomiques, dans le but de formaliser la relation
entre le taux d’émission du photon I'y, et la partie imaginaire de I’'Hamiltonien effectif
Hss. Ici un chapeau a été rajouté a I'opérateur densité p afin de ne pas porter a confusion
entre ce dernier et la densité spatiale p de diffuseurs dans le systeme.

Afin d’illustrer de maniere simple a quel terme de la matrice densité correspond la
probabilité TI(¢) de détecter un photon hors du systéme & un temps ¢, nous considérons
tout d’abord le cas simple décrivant N = 1 atome avec une seule excitation. En repartant
de 'expression de I’Hamiltonien en jauge D.FE dont les termes sont exprimés aux équations
(2.68) a (2.70) on peut expliciter les équations d’évolutions des populations dans 1’état

1. Il est a noter que nous avons négligés I'influence d’un champ incident en ne prenant pas en compte
le terme d’interférence entre ce dernier et le champ diffusé. Selon certain travaux [160], ce terme d’in-
terférence peut étre négligé lorsque 'on fait I’hypothese que le détecteur est placé & une distance bien
supérieure a la taille du systéme. Les effets de retards, liés au temps finis entre ’émission de I'excitation
par un atome et son absorption par un autre atome, ont également été négligés ce qui peut rendre le
probléme trés complexe lorsqu’ils sont pris en compte [23]
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excité pe. et fondamental py, :

dpgg
—, FOpee
dt
dpee
T = —Topgg (3.106)
et des cohérences :
dpge _ iton — &
dt 0 9 pge
dpe . F0
d_tg = (zwg — ?) Peg (3.107)

Considérant que le milieu est ouvert dans le sens ou I'excitation peut en sortir, le systeme
d’équations (3.106) et (3.107) peut étre réécris sous la forme d’une équation de Lindbald
telle que?
dpa 1
— = —|Ha, p| + L(p 3.109
g = o Ha P+ L) (3.109)
ou H 4 est la partie de ’'Hamiltonien correspondant au milieu atomique et décrit a I’équa-
tion (2.68) et L(p) s’exprime pour 1 atome tel que :
R Lo . . ).
L(pa) = —70 (ple) (el — [e){elp) + TS ps™) (3.110)
A partir des équations (3.109) et (3.110) on peut donc remarquer que ’évolution de la
population dans I'état fondamental pg, peut s’écrire pour un unique atome :

Das _ Ty(gl5ps ) (3111)
ce qui nous permet de dire que le taux d’émission du photon est relié au deuxieme terme,
qui est le terme dissipatif, de I’équation maitresse (eq. 3.109).

D’une maniere plus générale, I’équation maitresse, décrivant 1’évolution de la matrice
densité décrivant les états atomiques, a été obtenue en faisant ’approximation de I'onde
tournante (RWA) et celle de Born-Markov dans beaucoup de travaux pour les cas scalaire
et vectoriel [13][162] et peut s’écrire dans le cas vectoriel telle que :

dbs 1 ) o)
E = Z A:pA ZZ% gaa Tz] S Sj Oz’?pA] (3112)

7.7 aa!
F — —) A
= DD e ry)) (S5 oa + a8 S) = 28106a817)) (3.113)
] ad

A partir de I'expression précédente, nous pouvons nous intéresser a 1’évolution temporelle
de l'opérateur densité réduit a l'espace de Hilbert décrivant I’état fondamental |G) que

2. Une autre écriture possible du systéme d’équations (3.106) et (3.107) relie I’équation d’évolution de
la matrice densité I’Hamiltonien effectif H.r¢ et peut se mettre sous la forme :

dpa 1

dt _%(

Hepp— pHeps) + TS psHH). (3.108)

Les résultats obtenus dans les situations décrivant N = 1 et N = 2 atomes sont les mémes que ceux
obtenus avec I’Hamiltonien H 4.
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I'on peut relier a la probabilité I1(¢) de détecter un photon a 'extérieur du nuage au temps
t. De maniere équivalente, il est aussi possible de relier le taux d’émission du photon a la
partie imaginaire de 'Hamiltonien effectif dans les cas scalaire (eq. (2.90)) et vectoriel (eq.
(2.87)) en considérant également 1’évolution temporelle de la matrice densité restreinte a
I'espace de Hilbert décrivant toutes les excitations pe, ., en se servant de la propriété
sur la trace de la matrice densité :

dpGG _ d Zz Za pez‘,aei,a
at dt '
Cependant le calcul en utilisant la restriction a ’espace de Hilbert décrivant 1’état ou
tous les atomes sont dans leur état fondamental est plus simple et présente donc plus de
chances d’aboutir au bon résultat.
En définissant les populations décrivant tous les atomes dans leur états fondamental
pcc ou 'atome ¢ dans son état excité Peses selon sa composante « :

Pefer = <€?PAA|€?> (3'115)
pcc = (G|palG), (3.116)
on peut expliciter I’évolution de l'opérateur pgq telle que :

dpce  d(G|pal|G)
— . 11
dt dt (3.117)

On remarque facilement que les valeurs moyennes sur I’état fondamental |G) des deux
premiers termes de I’équation (3.113) sont nulles ce qui nous permet de réécrire cette
équation telle que :

(3.114)

dpca - (=) A
dt =T Z Z g(gaa’(rij))<G|Si,a j of ’G> (3118)

=1 aa’
On peut donc ramener le calcul du taux d’émission du photon I'j,,, a un probleme aux
valeurs propres® [163] reliées a la partie imaginaire du potentiel d’interaction servant &
décrire I’Hamiltonien effectif Hef ¢ tel que :

Z S(Jaar (rij))u; = F;wuj (3.120)

=1

ol Ffw est le taux d’émission du photon associé au mode u; qui contient I'information sur
la direction angulaire de ce photon [164].

En résumé, afin de calculer les taux d’émission du photon dans les cas scalaire et
vectoriel, nous aurons a diagonaliser les opérateurs :

FZ_] — FOM (Cas Scalaire) (3121)
]C()Tij
a.al sin(k‘orij) COS(k?oTij) sin(k:on-j)
Lif” =To 2 3 ) Joer
korij (korij) (koriz)
sin(k;omj) COS(]{?(]Tij) sin(konj) TaTo :
— -3 3 toriel) (3.122
i < kot (hors? " (har)? ) 12 feas vectoriel) (3:122)

3. Pour cela une hypothese forte est faite dans le sens ot 'on considere que le taux d’émission de
chaque population des états excités décroit exponentiellement au cours du temps tel que :

(i,0)
I, ;o 0c€ tno ! (3.119)
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FIGURE 3.40 — Distributions des taux d’émission du photon P(I',) dans les cas scalaire
(figure de droite) et vectoriel (figure de gauche) pour un nuage contenant N = 500 atomes
at différente densités spatiales pA® = 0.44 & 131.6 moyenné sur 15 configurations spatiales.
De la méme maniere que pour les distributions des largeurs des modes P(I';;) on remarque
que pour les systemes dilués la physique de I'atome unique est dominante et que les
distributions sont piquées autour de I'y et que les distributions P(I',) tendent vers une
loi de puissance pour les milieux denses (pA* > 13.16). Cependant, contrairement aux
distributions des largeurs des modes ’exposant de la loi de puissance n’est pas le méme
et tend plus tot vers la valeur —1 au lieu de —4/3.

Il est a noter que contrairement a l'opérateur décrivant I’'Hamiltonien effectif H.ss
dans le cas scalaire (eq. 2.90) et vectoriel (eq. 2.87), qui est un opérateur non hermitien,
I'opérateur servant a calculer le taux d’émission du photon I'y,,,, qui est la parie imaginaire
de H.s¢ est quant a lui hermitien dans les deux cas.

3.2 Distributions du taux d’émission du photon P(I';,) dans les
cas scalaire et vectoriel.

Dans cette section, de la méme maniere que nous avons considéré les distributions
des largeurs des modes P(I'y;) lors de notre étude des valeurs propres de I’Hamiltonien
effectif Heys, nous allons nous intéresser aux distributions du taux d’émission du photon
P(T',). Il est avant tout capital de souligner que le taux d’émission du photon I'y, et sa
densité de probabilité P(I'y,) ne sont en aucun cas équivalents aux largeurs des modes
[y et a leur distributions P(T'y;) & 'exception du cas particulier décrivant N = 2 atomes.
En effet, il faut plutot voir les largeurs des modes I'y; associées a la probabilité que le
systeme soit pendant un certain temps dans un état d’excitation collective donné |¥)
avant de décroitre dans un dans un autre état d’excitation sans pour autant se coupler
a lextérieur (émettre 'excitation) alors que le taux d’émission du photon est quant & lui
relié a la probabilité qu’a I'excitation de rester un certain temps dans le systeme avant de
se coupler a l'extérieur.

L’approche numérique que nous avons utilisé afin de calculer le taux d’émission du
photon est similaire a celle que nous avons décrite au début de ce chapitre pour calculer
les valeurs propres de I’'Hamiltonien effectif H.; a I’exception que nous n’avons seulement
diagonalisé que sa partie imaginaire (gao/ (ri;)) dans les cas scalaire (eq. 2.90) et vectoriel
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FI1GURE 3.41 — Représentation en log-log des distributions du taux d’émission du photon
P(I'y,) dans le cas scalaire (figures de gauches) et le cas vectoriel (figures de droite)
pour une densité spatiale de diffuseurs constante (pA* = 13.16) (figures du bas) et pour
une épaisseur optique constante (b(()s) = 8.3 et b(()s) = 12.5) (figures du haut) pour des
nuages contenant N = 15 a 4000 atomes environs moyennés sur 10 a 2000 configurations
spatiales. Contrairement aux distributions des largeurs des modes P(I';;) dont I'exposant
de la décroissance algébrique affiche clairement une dépendance en épaisseur optique by,
aucune dépendance nette ne peut étre établie pour 'exposant de la loi de puissance des
distributions du taux d’émission du photon P(I', ). Dans les deux cas scalaire et vectoriel,
I'exposant de la décroissance algébrique semble sensiblement augmenter en fonction de la
densité spatiale de diffuseurs pA® at aussi de 1’épaisseur optique by.

(eq. 2.87) pour une configuration spatiale donnée.

La figure 3.40 montre les distributions du taux d’émission du photon P(I';,) dans les
cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) pour un nuage contenant
N = 700 atomes et différentes densités spatiales (pA* = 0.44 & 131.6) de diffuseurs. Tout
comme pour les distributions des largeurs des modes P(I'y;), on remarque que pour les
systemes dilués (pA* < 1) la physique de I'atome unique est dominante et les distributions
sont piquées autour de I'y = 1 et que pour les systémes denses spatialement (pA* > 1)
et optiquement (by > 1), le nombre de mode aux longs temps de vies (I',,) augmente.
On remarque aussi que les distributions P(I',) passent d’une ’courbe en cloche’ pour
les milieux dilués a une loi de puissance pour les milieux dense a 'exception que l'ex-

123 INLN-Institut Non Linéaire de Nice



CHAPITRE 3. ETUDE NUMERIQUE DE LA LOCALISATION DE LA LUMIERE ET DES
EFFETS COOPERATIFS.

posant de la décroissance algébrique n’est pas le méme que pour les distributions des
largeurs des modes P(I'y;) et se rapproche plus de la valeur —1 que de —4/3. Une autre
remarque intéressante est l'absence dans le cas vectoriel du pic a 'y, = 2, associé aux
paires superradiantes.

Suivant la méme procédure que pour I'étude des distributions des largeurs des modes
P(T'4) nous considérons les distributions du taux d’émission du photon pour une densité
spatiale pA® de diffuseurs fixées et une épaisseur optique by fixée afin de connaitre I'origine
de cette loi de puissance et de savoir si elle est a relier aux effets coopératifs ou aux effets
liés au désordre. La figure 3.41 nous montre en représentation log-log les distributions du
taux d’émission du photon P(T',) dans les cas scalaire (figures de gauche) et vectoriel

(figures de droite) pour des nuages dont ’épaisseur optique est constante (bés) = 8.3 et
b((f) = 12.5, figures du haut) ou pour des nuages dont la densité spatiale de diffuseurs est
constante (p\* = 13.16, figures du bas). Afin de maintenir ces parametre constant nous
avons fait varier le nombre d’atomes entre N = 15 et N = 4000 atomes environs moyennés
entre 2000 et 10 configurations spatiales. Contrairement aux distributions de largeurs des
modes que nous avons considérées lors de 1’études des valeurs propres de I’Hamiltonien
effectif H.r; ou I'exposant de la décroissance algébrique dépend clairement de I’épaisseur
optique du systeme, 'exposant de la loi de puissance des distributions du taux d’émission
du photon P(I';,) ne semble pas dépendre en particulier ni de ’épaisseur optique by ni
de la densité spatiale de diffuseur pA® et semble légerement augmenter en fonction de ces
deux parametres. Une autre observation importante sont les similarités qui existent entre
les distributions dans les cas scalaire et vectoriel du taux d’émission du photon P(I';,)
et ce pour des systemes optiquement denses ou spatialement denses ce qui n’est pas le
cas des distributions des largeurs des modes, qui présentent de grande différence pour des
systemes denses. Enfin il faut également noter I’absence du pic a I'y, = 2 qui correspond
aux paires coopératives d’atomes.

3.3 Comportements asymptotiques des distributions du taux
d’émission du photon.

De la méme maniere nous avons considérés les comportements de certaines valeurs
asymptotiques (largeur moyenne minimum I',,;, et largeur moyenne maximum I'jzq, )
des largeurs des modes, nous pouvons procéder similairement avec le taux d’émission du
photon I'y,,,. Nous considererons brievement a la fin de cette section les distributions du
taux d’émission du photon P(I',) dans la limite de Dicke ou la taille du systéme est bien
inférieure a la longueur d’onde (koL < A).

Tout d’abord nous nous intéressons a la valeur moyenne maximum du taux d’émission
du photon Fﬁff‘“) définie telle que :

Tl ) = (max(Dy,i)) (3.123)

ou (.) représente la moyenne sur les configurations spatiales du désordre. La figure 3.42
e . . (MCL:B) 7 . N v 2 .
nous montre I'’évolution de la valeur moyenne maximum I', ™, définie a I’équation
(3.123),en fonction de I’épaisseur optique du systéme by dans le cas scalaire et vectoriel.
On remarque tout d’abord que cette quantité présente globalement un comportement

qualitatif similaire a la valeur moyenne maximum des largeurs des modes I"j/,, (figure
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FIGURE 3.42 — Evolution de la valeur moyenne maximum du taux d’émission du photon
Fg‘fm) en fonction de 'épaisseur optique du systeme by — 2/kol dans les cas scalaire
(figure de gauche) et vectoriel (figure de droite). A la différence de la valeur moyenne des
largeurs des modes I'y/4, (3.10), on remarque que la quantité ', présente une dépendance
en densité dans le cas scalaire également et que cette dépendance est la méme pour le cas
vectoriel. Une autre différence remarquable entre I'y/, et 'y, est que le comportement
de cette derniere quantité est singulierement le méme que ce soit dans le cas scalaire ou
dans le cas vectoriel, ce qui est souligné par la courbe en trait pleins sur les deux figure
représentant la méme équation (3.124), ce qui n’est pas le cas de la valeur moyenne des

largeurs des modes I'j/q;.

3.10) et qu’elle ne présente plus uniquement une dépendance en densité dans le cas vec-
toriel mais aussi dans le cas scalaire. Un autre point important est que la dépendance en
densité spatiale pA® ou en nombre de Ioffe-Regel kol est la méme dans le deux cas tout
comme leur comportement en général, dont nous avons trouvé 1’expression empiriquement
a partir d'une réduction des moindres carrés telle que :

(3.124)

Cette similarité entre les cas scalaire et vectoriel pour le comportement de la quantité
Fg‘f‘m) est une différence remarquable entre les taux d’émission du photon I', et les
largeurs des modes I'y;.

Tous comme pour ces dernieres, nous nous intéressons désormais au comportement de

la valeur minimum moyenne du taux d’émission du photon I 5[;“’” définie telle que
rin™ = (min(Th, ). (3.125)

ou encore (.) représente la moyenne sur les configurations spatiales du désordre. Dans
I’éventualité ot le taux d’émission du photon serait dominé par les taux d’émission associés
aux paires coopératives d’atomes on pourrait s’attendre a ce que l'expression obtenue
précédemment pour la largeur imaginaire minimum moyenne telle que :

Lo

T To(NpA¥)~3 (3.126)
0

(Tinin) o
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FIGURE 3.43 — Evolution du taux d’émission du photon minimum moyen Fg;"m) dans les

cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) en fonction de la quantité

(,0)\3)% pour des nuages dont la densité spatiale de diffuseurs varie entre pA* = 0.44
et pA*> = 131.6. De la méme maniere que pour la valeur maximum moyenne du taux
d’émission du photon I on remarque qu’il n'y a quasiment pas de différence entre
p hvo que gq yaq p
les cas scalaire et vectoriel contrairement a valeur minimum moyenne des largeurs des
modes 'y, (figure 3.11) qui présente des différences entre les deux cas. Tout comme
pour I',,;,, dans le cas scalaire, on remarque un soudain décrochement de I’évolution de la
quantité Fgf;m), par rapport aux comportements prédit par les équations (3.48) et (3.126),
apparaissant pour les systemes dont la densité spatiale de diffuseurs est supérieure a
pA3 > 2.63 dans le cas scalaire et pA® > 1.14 pour le cas vectoriel. Le trait plein représente
la courbe associée & 'équation 2.3(pA>N)~2/3. 1 est & noter que les valeurs tres faibles
du taux d’émission du photon minimum moyen (ngm) < 107"I'y) ne peuvent pas étre
considérées de maniere rigoureuses car inférieure a I’erreur numérique toléré par le logiciel

de calcul.

soit encore valable pour décrire le comportement de la quantité Fg:m)‘ La figure 3.43
montre I’évolution valeur minimum moyenne du taux d’émission du photon Fg:m) dans
les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) en fonction du parametre
exprimé aux équations (3.48) et (3.126), qui est a associé a la largeur minimum moyenne
des états correspondant aux paires coopératives d’atomes. Les densités spatiales considé-
rées vont de pA* = 0.44 & pA* = 131.6. Contrairement & la valeur minimum moyenne des
largeurs des modes Iy, (figure 3.11), ou le cas scalaire présente des différences singu-
lieres avec le cas vectoriel, on remarque que le comportement la valeur moyenne du taux
d’émission du photon T™™ est le méme entre les cas scalaire et vectoriel. De la méme
p hv
s sz . o . (min)

maniere que pour I’évolution de la quantité I'y,;, pour le cas scalaire, I'; ;" présente un
décrochement en fonction de la densité spatiale pA* au comportement associé au moment
d’ordre 1 de la largeur minimum des états correspondant aux paires coopératives d’atomes
(trait plein sur la figure 3.43). Ce décrochement apparait aux densités pA* > 2.63 pour
le cas scalaire et pA* > 1.14 pour le cas vectoriel. Il est important de noter que les trés
faible valeurs de Fgfm) telles que F,(;'}m) < 107"°I'y n’ont aucun sens physique car elles se
situent bien en deca de 'erreur numérique tolérée par notre logiciel de calcul.
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FIGURE 3.44 — Représentation log-log des distributions du taux d’émission du photon
P(T'},) pour un nuage contenant N = 100 dans la limites de Dicke koL = 0.26 dans les cas
scalaire (courbe noire) et vectoriel (courbe rouge) moyenné sur 99 configurations spatiales.
Contrairement au aux distributions des largeurs des modes dans la limites des milieux de
petites taille devant la longueur d’onde (L < \), on remarque que le pic superradiant est
présent aussi bien dans les cas scalaire et vectoriel. On observe également que la largeur
de I'état superradiant est exactement de NT'y.

Distributions du taux d’émission de photon P(I';,) dans la limite de Dicke

(L <)).

Il est également utile de considérer les distributions du taux d’émission du photon
P(T'y,) dans le limites de systéme dont la taille est tres petite devant la longueur d’onde
tout comme nous 'avons fait a la section 1.10 pour les distributions des largeurs des modes
P(T's). Ce type d’étude a auparavant été faite dans le cas scalaire [15] et il a été observé
que le taux d’émission associé a 1’état superradiant symétrique était effectivement décrit
par I'g,, = NT.

La figure 3.44 nous montre les distributions du taux d’émission du photon P(I',) dans
limite de Dicke (taille de systéme petites devant la longueur d’onde (L < A)) dans les
cas scalaire (courbe noire) et vectoriel (courbe rouge) pour un nuage contenant N = 100
atomes dont la taille est koL = 0.26 moyenné sur 99 configurations spatiales différentes.
Contrairement aux distributions des largeurs des modes P(I';;) dans cette méme limite,
on remarque la présence du pic superradiant aussi bien dans les cas scalaire et vectoriel.
On observe également que dans les deux cas la position de ce pis est exactement a NIy ce
qui est une indication allant dans les sens que les déplacements en fréquences, considérés
dans I'étude des valeurs propres de I'Hamiltonien effectif H.ss et pas dans le spectre de

sa partie imaginaire, sont a 1’origine d’un déphasage empéchant la convergence de ce pic
vers NT'y (figure 3.45).

3.4 Définition d’une fonction d’échelle.

Apres avoir vu que les comportements du taux d’émission du photon ne présentaient que
peu de différences entre les cas scalaire et vectoriel, nous reprenons la procédure établie
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FIGURE 3.45 — Evolution du taux d’émission associé a 1’état superradiant en fonction du
nombre d’atomes N dans les cas scalaire (courbe noire) et vectoriel (courbe rouge) pour un
nuage dont la densité spatiale de diffuseurs est pA*> = 1.36.107. La courbe verte représente
le taux d’émission évoluant selon NT'5. On remarque que dans les deux cas (scalaire et
vectoriel) le taux d’émission associé a I’état superradiant converge effectivement vers NT.

dans les travaux [15][155] afin de voir si le cas vectoriel que nous considérons présente
également un comportement d’échelle en fonction de I’épaisseur optique du systeme. Le
cas vectoriel a été également abordé dans la référence [155] dans la situation ou tous les
dipoles sont alignés selon le méme axe et qui est donc décrite par un opérateur N x N.
La situation que nous considérons ou les différentes composantes en polarisations des
dipoles sont couplées n’a pas encore été I'objet de ce type d’approche, bien que 'on puisse
s’attendre a un comportement d’échelle aux vues des observations précédentes que nous
avons faites (grandes similarités entre les cas scalaire et vectoriel).

Que ce soit dans le cadre de travaux théoriques [55] ou expérimentaux [165], ce qui per-
met souvent de mettre en évidence I’existence ou non d’une transition de phase est 1’obser-
vation d’'un comportement d’échelle, c’est a dire qu’'indépendamment des autre parametres
du probleme toutes les courbes décrivant une quantité sont décrites par une unique fonc-
tion dépendant d'un seul parametre dans la limite thermodynamique. Une breve étude
phénoménologique nous permet de voir que dans la limite des nuages tres dilués (pA* < 1),
la physique de ’atome unique est dominante et que tous les taux d’émission du photon se-
ront proche de celui pour un atome indépendant I'y. On peut donc dire sans trop prendre
de risque que le taux d’émission moyen sera I'yean = 2Tr[S(gaw (1))]/N = Ty = 1L
Dans la limite de Dicke (L < A), ou il y a un mode superradiant dont le taux d’émis-
sion est I'g,, = NIy et N — 1 mode sousradiants dégénérés dont les taux d’émission
sont ['g,us = 0I'p, on obtient facilement que le taux d’émission moyen du photon est
Conean = [N X 1+0 x (N —1)|]Tg/N =Ty = 1. On remarque donc que le taux d’émission
moyen du photon n’est pas une quantité adéquate pour décrire un changement de phase.
Par contre le fait que ce dernier reste a la méme valeur quelle que soit la limite de taille de
systeme que nous considérons nous permet d’élaborer une fonction qui compte le nombre
de modes au-dessus et en dessous de I',,.q, qui elle peut nous fournir des indications sur
un éventuel changement de comportement du taux d’émission du photon. Nous définis-
sons donc une quantité C'(koL, kol), reliée a la distribution intégrée du taux d’émission du
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FIGURE 3.46 — Evolution de la quantité C'(koL, kol) en fonction de la taille du systeme koL
exprimée en unités de nombre d’onde dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel
(figure de droite) pour différentes densités spatiales de diffuseurs (pA* = 0.44 4 131.6). On
remarque peu de différences entre les deux cas et aussi I’absence de comportement d’échelle
de la quantité C'(koL, kol) en fonction de la taille du systéme. On observe également que le
comportement de C'(koL, kol) est croissant de maniere monotone quelle que soit la densité
spatiale de diffuseurs pA* que 'on considere.

photon telle que :

[e.9]

C(koL, kol) = 1 — 2 / P(Ty,)dTh, (3.127)

o

En regardant la quantité définie a ’équation (3.127) on remarque que dans la limite des
milieux dilués (pA* < 1), la physique de I’atome unique va dominer les distributions du
taux d’émission du photon P(I';,) qui seront répartie autour de la valeur I'y de maniére
symétrique, ce qui aura pour conséquences que la quantité C(koL, kol) tendra vers une
valeur nulle. En revanche dans un cas ou tous les modes sont "localisés” dans le sens ou
ils ont un taux d’émission I'j, inférieur a celui de I'atome unique I'y on remarque que la
quantité C'(koL, kol) tendra vers la valeur 1.

La figure 3.46 nous montre ’évolution de la quantité C(koL, kol) définie a I’équation
(3.127) en fonction de la taille du systeme koL exprimée en unités de nombre d’onde
dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) pour des systemes
a différentes densités spatiales de diffuseurs (pA\*> = 0.44 a 131.6). On remarque tout
d’abord que I’évolution de C'(koL, kol) est croissante de maniére monotone quelle que soit
la densité spatiale de diffuseurs pA® ce qui est un indice de 'absence de changement dans
le comportement de cette quantité lié a la densité spatiale du systeme. On remarque aussi
I'absence de comportement d’échelle de la quantité C'(koL, kol) en fonction de la taille du
systeme koL ce qui nous montre que ce dernier parametre n’est pas le parametre pertinent
pour mettre en évidence un comportement d’échelle pour cette quantité.

A Tlinverse la considération de I’évolution de la quantité C(koL, kol) en fonction de
I’épaisseur optique du systéeme nous amene a des résultats singulierement plus intéressant.
La figure 3.47 nous montre 1’évolution de la quantité C'(koL, kol) en fonction de I’épaisseur
optique by du systeme pour différentes densités spatiales de diffuseurs (0.44 < pA* > 131.6)
dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite). Contrairement aux
observations faites a la figure 3.46, on remarque tout d’abord que le comportement de
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FIGURE 3.47 — Evolution de la quantité C(koL, kol) en fonction de 1’épaisseur optique
du systeme by dans les cas scalaire (figure de gauche) et vectoriel (figure de droite) pour
différentes densités spatiales de diffuseurs (pA* = 0.44 & 131.6). Contrairement aux ob-
servations faites a la figure 3.46, on remarque que le comportement de C(koL, kol) en
fonction de I’épaisseur optique est décrit par une unique fonction quelle que soit la den-
sité spatiale de diffuseurs pA® considérée, ce qui est une preuve que 1’épaisseur optique est
la quantité pertinente pour mettre en évidence un comportement d’échelle quel que soit le
cas scalaire ou vectoriel. Par contre on remarque également que 1'évolution de C'(koL, kol)
en fonction de I’épaisseur optique by est croissante de maniére monotone ce qui ne nous
permet pas d’affirmer 'existence d’une transition de phase dont 1’épaisseur optique est
I'unique parametre d’ordre.

C(koL, kol) est décrit par une unique fonction dépendant de 1’épaisseur optique by totale-
ment indépendants de la densité spatiale de diffuseurs du systeme pA® pour des densités
spatiales inférieures & pA* = 65.8. Cette observation, qui avait été déja obtenue pour le
cas scalaire [15], montre que la considération du caractére vectoriel, ot I'on tient compte
du couplage entre le différentes composantes en polarisation, n’amene pas de changements
qualitatifs a ce résultat, et que I’épaisseur optique by est le parametre pertinent afin de
mettre en évidence un comportement d’échelle dans la limite des systemes de grandes taille
devant la longueur d’onde kyLg27. On constate également que 1’évolution de la quantité
C(koL, kol) est croissante de maniére monotone quelles que soient les densités spatiales
de diffuseurs pA® et les épaisseurs optiques by considérées ce qui nous empéche d’affir-
mer 'existence d’une transition de phase dont ’épaisseur optique soit I'unique parametre
d’ordre. La figure 3.48 souligne ’absence de différences entre les cas scalaire et vectoriel
dans le comportement de la quantité C'(koL, kol) en plus du fait que 1’épaisseur optique
soit le seul parametre pertinent dans la limite des systemes dont la taille est grande devant
la longueur d’onde (koL > 27).

3.5 Discussions des résultats.

Nous avons donc vu que le comportement du taux d’émission du photon 'y, contrai-
rement aux largeurs des modes I'y; ou méme aux valeurs propre A;, ne comportait que
peu de différences entre les cas scalaire et vectoriel. Nous avons tout d’abord vu que les
distributions du taux d’émission du photon P(T';,), de la méme maniere que celles des
largeurs des modes P(I'y;), étaient décrites par une loi de puissance mais que son exposant
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FIGURE 3.48 — Superposition de la quantité C'(koL, kol) dans les cas scalaire (bleu) et vec-
toriel (rouge) en représentation log-log pour les mémes parametres que la figure 3.47. On
remarque clairement que quel que soit le cas considéré (scalaire ou vectoriel), 1’épaisseur
optique by et le seul parametre pertinent permettant de mettre en évidence un com-
portement d’échelle ou la quantité C(koL, kol) n’est décrite que par une seule fonction
dépendant de by

était plus proche de —1 que de —4/3. A la différence des distributions des largeurs des
modes P(I'y;) dont l'exposant de la décroissance algébrique est clairement dominé par
I’épaisseur optique by (figure 3.9), nous observons que la dépendance de I’exposant des loi
de puissance des distributions du taux d’émission du photon P(T',) dépend a la fois de
la densité spatiale pA® du systeme et de son épaisseur optique by.

L’études de certaines valeurs remarquables (valeur maximale, valeur minimale et valeur
la plus probable) du taux d’émission du photon I',, a mis clairement en évidence 1’absence
qualitative entre les cas scalaire et vectoriel et nous a permis de voir que ’épaisseur optique
by, corrigée légerement par la densité, dominait le taux d’émission maximum du photon
et que pour des systemes dont la densité est inférieure a pA® ~ 1 la formule associée aux
paires coopératives d’atomes (eq. (3.48)) décrivait correctement cette quantité.

Enfin I"élaboration d'une fonction C'(koL, kol) de comptage des modes aux longs temps
de vies nous a permis de mettre en évidence un comportement d’échelle en fonction de
I’épaisseur optique by du systeme indépendant de la densité spatiale pA® de diffuseurs que
I'on considere.
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Chapitre 4

Etude expérimentale des effets
coopératifs.

Cette partie est consacrée a I'étude expérimentale des effets coopératifs en se basant
principalement sur la détection indirecte de ces effets par la modification de la pression
de radiation [28, 166]. Dans un premier temps nous allons effectuer un bref rappel sur les
différents aspects théoriques nous permettant de savoir quelles quantités observer afin de
mettre en évidence ces effets coopératifs, nous discuterons des approximations faites par
les différents modeles utilisés et leurs conséquences sur la physique que 1’on considere. Il
est a noter que le modele utilisé le plus fréquemment est celui des dipoles couplés que nous
avons dérivé de maniere classique au chapitre 2 afin d’illustrer les potentiels d’interaction
du Hamiltonien effectif pour les cas scalaire et vectoriel. Les études expérimentales que
nous avons menées étant réalisées dans des milieux dilués (p ~ 10" — 10" atomes.cm ™
ce qui est de I'ordre de pA\* ~ 0.01 et kol ~ 1000) nous développerons les approches
théoriques uniquement pour le cas scalaire, qui est une approximation convenable pour
les milieux dilués. Dans un deuxieme temps nous présenterons le dispositif expérimental
que nous avons utilisé afin de mettre en évidence ces effets coopératifs et nous présenterons
dans la derniere partie les résultats expérimentaux que nous avons obtenue.

1 Rappels Théoriques sur les effets coopératifs.

Dans cette partie nous allons présenter les différents modeles que nous pouvons uti-
liser afin d’étudier les effets coopératifs. Certains de ces modeles comme les solutions
"Many Body” associées au N dipoles couplés ne sont pas intégrables et nécessitent, tout
comme pour I’étude des valeurs propres du Hamiltonien effectif H.s, une approche nu-
mérique. D’autres, se rapprochant d’une approche en champ moyen comme la solution
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"Timed Dicke” peuvent étre traités de maniere analytique. Nous allons donc discuter dans
les prochaines parties de la pertinence des différents modeles, liée aux approximations qui
sont faites afin de les obtenir, pour décrire les résultats expérimentaux que nous avons
obtenus que ce soit dans les régimes de diffusion simple ou celui de diffusion multiple.
Cette section ne présente pas une dérivation détaillée et exhaustive des calculs permet-
tant d’obtenir la modification de la force, appliquée au centre de masse d’'un nuage de
géométrie gaussienne, par la présence de la diffusion coopérative et nous invitons le lec-
teur a consulter les références [45, 167, 51, 168] pour plus de détails sur les différents
modeles et les calculs permettant de les obtenir.

1.1 Solutions "Many Body” pour N dipdles couplés.

La solution ”Many Body” représente plus précisément la résolution des équations dif-
férentielles associées aux amplitudes de N dipoles couplés en présence d’'un champ Laser
incident. Ces équations ont été dérivées dans le cas scalaire et vectoriel au début de ce
manuscrit et leurs expressions se trouvent aux équations (2.15) pour le cas scalaire et
(2.31) pour le cas vectoriel. Ce type d’approche, initialement introduit par L. Foldy [169]
est couramment utilisé afin de calculer le champ rayonné par un ensemble d’atomes froids,
assimilé a un ensemble de dipoles couplés au repos. Nous nous permettons de rappeler
’équation d’évolution des dipdles couplés dans le cas scalaire telle que® :

: . r D aqr , T etholri=r;
61' = (ZAO — 70) 52 — 1706 k + Z—O Zﬁ]— (41)

qui est la base de nombreuses approches théoriques servant aux études expérimentales des
effets coopératifs dans les milieux dilués.

La limite de validité de ce modele se situe pour les champs de faibles intensités (2 <
['y), étant similaire dans une certaine mesure a la considération d'une seule excitation dans
le systeme telle que nous 'avons faites pour ’étude numérique du Hamiltonien effectif,
au-dela de quoi il faut tenir compte des corrections au premiere ordre sur la diffusion
lides aux effets de saturation de la population dans Iétat excité ([170]). Dans le cadre
d’une description linéaire de la réponse du systeme, de nombreux travaux ont utilisé cette
approche que ce soit dans le cas scalaire [31] ou vectoriel [22] et il est aussi possible
d’associer a ce modele des termes supplémentaires afin de tenir compte des corrections
liées a 1’échange de photons virtuels, qui sont négligés lorsque 1'on fait ’approximation
de l'onde tournante (RWA) [21] pour une seule excitation ou encore si l'on tient compte
des corrections liées a la présence de deux excitations . Il existe deux manieres différentes
de considérer la réponse des dipoles couplés, soit dans le régime stationnaire en posant
Bj = 0, soit en résolvant numériquement le systeme d’équation différentielles de maniere
temporelle afin de considérer également la réponse dans le régime transitoire. Enfin ce
modele tiens compte des corrections liées aux effets d’interférences que ce soit dans le
régime de diffusion simple ou celui de diffusion multiple.

Afin de relier 'opérateur force F a l'amplitude des dipoles (3, il est utile de pas-
ser en représentation d’interaction pour le Hamiltonien matiere rayonnement en posant

1. Bien que kg soit le nombre d’onde relié & la transition atomique, nous choisissons kg pour le vecteur
d’onde d’un photon appartenant & un mode du champ laser incident afin de ne pas porter confusion avec
les vecteurs d’ondes k des photons appartenant aux modes du vide.
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H; = ¢fot/hye=iHot/h oy [ est le Hamiltonien du systéme en Pabsence de perturbation
décrit aux équations (2.68) et (2.69) et V = Vag + Var, représente l'interaction matiere-
rayonnement décrite aux équations (2.70) et (2.75). Comme le montre la référence [171] on
peut obtenir le Hamiltonien d’interaction matiere-rayonnement? en représentation d’in-
teraction tel que :

N
hQ) 0y .
HI — _ Z 0 <S( )eZAQtka.I‘j + S§+)671A0t+k0.1‘j)

J

+ hiv: Z 9k <S§_)e_i“t + SJ(Jr)eM) . <ak€_iw’“t+ik'rj + aLeiw’“t_ik'rj> ) (4.3)
Kk

Ici, la pulsation de Rabi du faisceau Laser incident €y = dEy/h est non nulle, contrai-
rement aux sections précédentes, et g = (d’wy/2heoV) M est la constante de couplage
atome-photon selon le mode k. Il est a noter que nous considérons uniquement le cas
scalaire ce qui a pour conséquences ’omission de toutes les notations concernant la pola-
risation du photon ¢, celle du Laser incident €, ou encore les composantes en polarisation
atomiques a. Une remarque également importante est que dans ’expression du Hamil-
tonien a l'équation (4.3), 'approximation de 1’'onde tournante (RWA) a été faite pour le
premier terme, correspondant au couplage des atomes avec le champ laser, mais pas pour
le deuxieme terme correspondant au couplage des atomes aux modes du vide. Plusieurs
travaux discutent de l'influence de cette approximation sur les effets coopératifs ou le
déplacement collectif de Lamb devrait jouer un role [88, 101, 172].

Afin de calculer la force moyenne appliquée au centre de masse du nuage, qui est
I’'observable que nous voulons mesurer expérimentalement, il est possible de dériver une
expression de la force coopérative moyenne F,, a partir de du Hamiltonien d’interaction
matiere rayonnement (eq. (2.67)) en explicitant I'opérateur F; correspondant a la force
appliqué au j-ieme atome a partir de la relation :

:F‘7 == Faj + Fej == —Ver (44)

ot F; est la force ressentie par I’atome due a I’absorption d’un photon du champ incident
et F; est la force ressentie par un atome liée a I’absorption d’un photon émis par un autre
atome. En réutilisant la nouvelle écriture du Hamiltonien en représentation d’interaction
(eq. (4.3)) et en utilisant la définition donnée a 'équation (4.4) on peut obtenir les ex-
pressions des opérateurs force reliés a I’absorption d'un photon du faisceau incident F,;
et a I’absorption d'un photon émis par un autre atome F; tel que [51] :

9] N .
By = ifk—2 (S1)eiortion 4 e (4.5)
Puy = 03 kg (al SOt 4 g, (s} (1
k

2. Afin d’obtenir le Hamiltonien H; en représentation d’interaction, il faut utiliser I'identité :

2
e"@ABe*A = B — a[A, B] + %[A, [A,B]] + ..., (4.2)

associée aux relations de commutation pour les opérateurs atomiques [S’Z-(i), S = $Si(i) avec SY = |e;) (e
le projecteur sur 1'état excité de l'atome ¢, SZ-(H (Si(*)) étant l'opérateur excitation (désexcitation) de
latome 4 définit & équation (2.72) et se rappeler également des relations de commutation pour les
opérateurs photoniques [ax, aL/] =46k — k')
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Il est donc possible de relier les expressions des opérateurs force appliqués a un seul
atome, données aux équations (4.4), (4.5) et (4.6), a la force F appliquée au centre de

masse du nuage en exprimant la valeur moyenne de la force telle que F = 1/N ZF]-.

j
Il est a noter que cette force est N fois inférieure a la force totale qui s’applique au

nuage. En faisant 'hypothese d’une invariance par rotation de la distribution spatiale des
atomes dans le nuage autour de ’axe de propagation Z du faisceau Laser incident telle
que kg = ko2, la force moyenne F sera dans la méme direction que le vecteur d’onde kg du
faisceau incident. Cette hypothese est plus que correcte dans la mesure ou nous étudions
expérimentalement des nuages dont la distribution en densité est gaussienne.

Afin de relier formellement les amplitudes des dipoles [3; aux valeurs moyennes de F;
et F;, il faut faire I'hypothese que le systeme "atome+photon’ peut étre décrit par I'état

N

(1)) = a(t)|G) + ) e 2 B(H)]5) (4.7)

J=1

ou les états |G) et |j) = |g;...€;...g) ont les méme définitions qu’aux chapitres précédents.
Il est vrai que I’état décrit par I’équation (4.7) est plus que simplifié et il faudrait tenir
compte en toute rigueur des corrections amenées par les doubles excitations (deux photons,
deux atomes excités, un atome excité et un photon...). Finalement en s’affranchissant
de la contribution des photons virtuels, on peut obtenir les valeurs moyennes des deux
composantes de la force appliquées au centre de masse du systeme selon 1'axe 2 telle que
[45][51] :

. Biko Qo < .
(Fa) = = =5 2 9(Be™™) (4.
j=1
B hko€2 N Zi — %
(Fe) = — ]i[ 5 gkl — ral)S(8,8;) (4.9)

ol j1(z) = sin(z)/2® — cos(z)/z est la fonction de Bessel sphérique au premier ordre.
Cette approche permet de mettre en évidence les deux contributions a la force appliquée
au centre de masse du nuage selon I'axe Z, une partie coopérative et atomes indépendants,

A

reliée a (F,) sachant que I'absorption d’un photon par un atome peut étre modifiée par la
présence des autre atomes, et une partie exclusivement coopérative reliée a (Fe) Pour un
atome unique, la contribution de F, est donc nulle et en réinjectant dans 1’équation (4.9)
I'équation (4.1) pour un seul atome dans le régime stationnaire (c’est a dire pour B =0
et sans le troisieme terme de cette équation) on retrouve effectivement la formule de la
pression de radiation pour un atome unique soumis a un champ incident.

Par une formulation microscopique de la diffusion collective en passant par le théoreme
optique, il est possible [171] de relier les deux expressions précédentes a l'intensité diffusée

I(0,¢) (eq. (2.40)) telle que :

hkolo (> (" =
0+ 0 . % —ik-(rj—rm
F, = TN, dqﬁ/() dfsin (1 — cos ) j;1 (B, Bre ke )} (4.10)
702 27 ™
= —/ dqb/ dfsin (1 — cos0)1,(0, ¢) (4.11)
Nc /o 0
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La premiere écriture de 'expression précédente nous montre que la force moyenne selon
I’axe de propagation du faisceau Laser n’est pas proportionnelle a ’amplitude d’excitation
de dipoles (|3;]?) mais est le résultat d’un effet d’interférence lié & la différence de marche
proportionnelle a la distance relative entre les dipoles. La deuxieme écriture souligne le fait
que la force s’appliquant au centre de masse du nuage selon la direction de propagation
du faisceau incident est directement proportionnelle au flux sortant de I'intensité diffusée
I,(0,¢). En considérant le cas simple d'une intensité diffusée de maniere isotrope, on
trouve que la force moyenne appliqués au centre de masse du nuage est F, = (47r?/Nec)I,
ce qui permet de retrouver la relation entre la puissance diffusée et la pression de radiation.

1.2 Solution Timed Dicke pour 1’état stationnaire.

La solution Timed Dicke peut étre assimilée a une approche champ moyen dans la
mesure ou elle est obtenue en considérant que tous les dipoles ont la méme amplitude et
la méme phase que le laser incident au facteur de propagation pres. Afin de faire cette
approximation il faut donc effectuer le changement de variable :

B; = Beors (4.12)

ce qui permet de s’affranchir du déphasage imposé par le champ incident et de réécrire
les équations sur les dipoles couplés (eq. (4.1)) telles que :

iko|rj—rm|

Ty
(iAo — ) B — z— + z— 5N Bt ) —— (4.13)

m;ﬁ_] ko‘r.] _rm‘

En sommant le systeme d’équations précédent il est possible [173] d’obtenir une amplitude
moyenne [rp des dipoles telle que :

o
BTD - 6] — Z/BJ - A() — Ac) T ZFC (414)

Dans I'équation précédente, le terme A, correspondant a un déplacement radiatif collectif,
et le terme I',. & un élargissement spectral collectif peuvent étre explicités tels [51] que :

sin(kolr; — tml|) e (o p
r.= : ko-lem=rs) | = N 4.15
( Ly il S

m.j#m

Z Z cos(ko|r; — rm‘)e—iko.(rm_rj) ) (4.16)
k’o‘r] - rm‘

m.j#m

On retrouve bien que le déplacement en énergie collectif est relié a la partie réelle R(g(r))
du potentiel d'interaction du Hamiltonien effectif (eq. (2.90)) et que l'élargissement col-
lectif est relié a sa partie imaginaire (g(r)). Il a été montré que l'expression associée
au déplacement en énergie collectif (eq. (4.16)), moyennée sur les configurations spatiales
atomiques, était reliée au déplacement de Lamb collectif qui se comporte comme une
fonction de la densité spatiale du systeme (A.) o< pA® [174][12]. Comme nous considérons
des nuages dilués dont la densité spatiale est trés faible (pA* < 1), nous nous permet-
tons de mettre a la main A, = 0 négligeant par conséquent les effets physiques reliés au
déplacement de Lamb collectif.
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En suivant les références [45][51] il est possible de se servir des équations (4.9) et (4.9)
en réinjectant l’expression obtenue pour 'amplitude moyenne des dipoles frp (eq. (4.14))
afin d’obtenir une expression de la force collective appliquée au centre de masse du nuage
telle que :

F. = hkol'y

NOZ
_ 41
472 + N[22, (s = /) (4.17)

N
ou sy et f sont deux quantités reliées au facteur de structure Sy (k) = (1/N) Z exp(—i(k—
j=1

ko).r;) telles que :

27 ™

v = — [ dg / d0'sin 0] S (k. 0, ) ? (4.18)
am Jo 0
1 27 ™

fn = —/ dqﬁ/ dfsin 0 cos 0| Sy (k, 0, ¢)|°. (4.19)
dm /o 0

Pour un atome indépendant (N = 1), la quantité fy se moyenne a 0 et la quantité sy a 1.
On retrouve bien par I’équation (4.17) expression connue pour la pression de radiation :

2

Fy = hkolg———.
! O Y4A2 4 T2

(4.20)

En faisant la moyenne sur les configurations, c’est a dire en remplacant la somme

discrete sur les amplitude des dipoles par une intégrale continue Z — [ drn(r) dans
» 1%
(2
I'hypothese d'une distribution en densité gaussienne isotrope (n(r) = exp(—r?/20?)) et
en utilisant la définition de 1’épaisseur optique a résonance au centre du nuage by =
dzn(0,0, z) = 3N/(kyo,)* on peut réexprimer les quantités sy et fy définies aux équa-
tions (4.18) et (4.19). Dans cette approximation ces deux quantités peuvent se réécrire
sous la forme sy — 5o & 1/4(koo,)? et fx — foo & 500 — 25% [45] on trouve également

que Nsy = bg/12 ce qui permet d’exprimer le rapport entre la force coopérative F. (eq.
(4.17)) et celle ressentie par un atome indépendant tel que :

Foo  4AZ+T2 bo
Fy AN+ (9212 24(ko,)?

(4.21)

Il est a remarquer que lorsque 'on remplace la somme discrete sur les dipoles par une
intégrale continue, on s’affranchit de la granularité du systeme négligeant ainsi les correc-
tions liées a cette derniere lorsque 'on considere un tres petit nombre d’atomes pour un
milieu dilué. En effet une analyse rapide de 'expression donnée par 1’équation (4.21) nous
montre que lorsque 1'épaisseur optique devient négligeable by — 0 le rapport F. ./ F1 tend
également vers une valeur nulle ce qui nous montre que la limite de I'atome indépendant
donnée par F| n’est pas retrouvée. Pour éviter ce probleme, il faut tenir compote de la
correction :

1
Sw R~ 5+ 5o (4.22)

ou le premier terme correspond a la diffusion par un seul atome alors que le second prend
en compte les effets d’interférences entre les champs diffusés par plusieurs atomes [28]. 11
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a été montré également que les corrections sur f,, étaient négligeable permettant d’écrire
fn = foo. Tenant compte de cette correction on peut réécrire le rapport F./F; entre la
force coopérative et celui de la force ressentie par un atome indépendant tel que :

F, AAZ + T2 b
= o F 2 1+ —>— (4.23)
Fio 4A§+ (14 32)T5 24(ko,)?

Les nuages que nous considérerons au cours de nos expériences ont pour taille typique
o, ~ 500um ce qui aura pour conséquence que l'on puisse négliger le dernier terme de
I'équation (4.23) et ne considérer seulement que 'expression :

F. AN+ T? (4.24)
Fr AN+ (1+ %)T3 '

On remarque donc que la force coopérative aura une dépendance lorentzienne en épais-
seur optique by. Il est important de remarquer que les expressions dérivées précédemment
ont été obtenus dans la limite des systemes dont la taille est supérieure a la longueur
d’onde (L > ) dans le cas d’une distribution en densité spatiale n(r) isotrope. Les for-
mules générales concernant les distributions gaussiennes quelles que soient leurs ratios
d’aspect ont été obtenues dans la référence [45]. Enfin il est utile de remarquer qu’au
méme titre que 'expression de la pression de radiation pour un seul atome, la force col-
lective F. est également symétrique par rapport a la transition atomique Ag = 0I'y pour
les désaccords dans le bleu (Ay > 0I'y) et ceux dans le rouge (A < 0@).

1.3 Modéle incohérent.

Le modele que I'on qualifie d’incohérent est relié aux Equations de Transfer Radiatif,
souvent utiles pour décrire le régime de diffusion multiple, ne tient pas compte quant a lui
des effets d’interférences que ce soit dans le régime de diffusion simple ou multiple. En effet
une hypothese faite, souvent valide [9][175], est qu'un photon subissant un grand nombre
d’évenements de diffusion par les diffuseurs placés de maniere aléatoire dans un milieu op-
tiquement épais, perd sa cohérence de phase. Dans certains cas; cette perte de cohérence
dans la phase du photon a pour conséquences une minimisation des effets d’interférences
entre les différents diagrammes de diffusion rendant les propriétés des transports quasi-
ment indépendantes de la nature ondulatoire du photon ou de la structure interne des
diffuseurs. Il est donc possible de croire que dans le régime de diffusion multiple les solu-
tions "Many Body” ne soient plus valides et que la dynamique du systéeme se rapproche
des comportements donnés par le modele incohérent.

Dans ce modele le photon est assimilé a une particule effectuant une marche au hasard
avec une probabilité d’étre diffusé de maniere isotrope apres une distance parcourue équi-
valente au libre parcours moyen de diffusion Iy, = 1/n(r)og avec n(r) une distribution en

densité gaussienne telle que :
2

n(r) = noe %7, (4.25)
Au bout d’un certain nombre d’évenements de diffusions le photon sort du systeme et en
retenant sa direction de sortie (6;, ¢;) nous sommes en mesure de calculer le diagramme
d’émission du systeme lorsqu'un grand nombre de photons N, > 1 est pris en compte. A
partir de ce diagramme d’émission S(6, ¢) il est possible de remonter a la force appliquée

139 INLN-Institut Non Linéaire de Nice



CHAPITRE 4. ETUDE EXPERIMENTALE DES EFFETS COOPERATIFS.

au centre de masse du systeme. En effet un photon incident va transmettre une impulsion
hko/m au centre de masse du systeme dans sa direction de propagation initiale (selon
l'axe Z) et va transmettre une autre impulsion de méme norme au centre de masse du
systéeme selon sa direction de sortie (0, ¢). Il est & noter que nous considérons uniquement
des processus de diffusions élastiques.

Afin de calculer la force appliquée au centre de masse du systeme par le flux incident
de photons, il s’agit de connaitre la dépendance en épaisseur optique b(4,) de la force
ressentie par chaque atomes dans le nuage exprimée telle que :

FZ(RTE) oRTE

F1 - NO'(A())

(1 — cosb);. (4.26)

qui est I'analogue de I'’équation (4.9).° Ici le terme F} est la force appliquée & un atome
unique, dont le diagramme de rayonnement est isotrope, avec lequel nous avons échangé
N, photons, o* est la section efficace d’extinction macroscopique et o(Ag) est la section
efficace de diffusion exprimée pour le cas scalaire telle que :

a(()s)

2
A
144 (F—>
(5

ol 0, possede la méme définition qu’a I’équation (2.52). On remarque que ’expression
de la force, donnée a I’équation (4.26), est le produit de deux termes. Le premier terme
correspond a la section efficace totale d’extinction et le second a un bilan d’impulsion, relié
au diagramme d’émission obtenus numériquement. Pour ce dernier, en faisant I'hypothese
d’une invariance par rotation autour de I'axe Z selon lequel se propagent initialement les
photons (invariance par rotation selon ), on peut donc obtenir par un bilan d’impulsion
son expression telle que :

7(Ag) = (4.27)

N'V
(1= cost); — 1 — Ni S cost (4.28)

7 =1

Dans l'expression donnée a I’équation (4.28), le ”1” provient du transfert d’impulsion lié
a I’absorption des photons incidents par le systeme et le second terme provient du trans-
fert d’impulsion lié a ’émission de ces photons. Dans le cas d’un diagramme d’émission
isotrope, le deuxieme terme de ’équation (4.28) se moyenne a 0 et on retrouve bien que
F Z(RTE) suit le comportement prévu pour un atome unique.

La relation entre le premier terme et ’épaisseur optique b(Ag) est plus subtile a expli-
citer et a été obtenue par M. T. Rouabah et N. Piovella*. En effet le nombre d’atomes N
et le désaccord du faisceau Ay ne sont pas des parametres controlés de maniere explicite
dans les simulations pour le modele incohérent. Cependant il est possible de relier le terme
o BTE) INg(Ay) & écart type de la distribution en densité gaussienne o, et I'épaisseur
optique b(Ag). En effet il est possible d’exprimer la section efficace macroscopique de

3. Bien évidemment le nombre d’atomes N et le désaccord A ne sont pas des parametres controlés de
maniere explicite pour les simulations numériques nous permettant d’obtenir le diagramme d’émission.

4. Pour plus de détails sur ce calcul, le lecteur est invité a consulter la these de M. T. Rouabah a
paraitre trés prochainement.

Université de Nice Sophia Antipolis 140



1. RAPPELS THEORIQUES SUR LES EFFETS COOPERATIFS.

o
©
1

0.7f 7

0.6t ]

0.4f 1

Normalisation factor h(b( AO))

0.3f 3

0% 2 2 6 8 10
Optical thickness b( AO)

FIGURE 4.1 — Evolution du facteur de normalisation h(b(Ag)) en fonction de I’épaisseur
optique b(Ag) du systeme. On remarque que ce facteur est toujours inférieur a 1 quelle
que soit I'épaisseur optique considérée.

diffusion® telle que :

oRTE — 27/ dr r {1 — exp <—b(A0)e‘23%)] . (4.29)
0

En considérant I’équation précédente on remarque bien que lorsque I’épaisseur optique ou
encore que ’écart type de la distribution gaussienne en densité tendent vers 0 la section
efficace totale d’extinction devient nulle. Par un changement de variable adapté on peut
au final réécrire le premier terme de 'équation (4.26) comme :

RTE 1 b(Ao) 1 —e ¥
A / dy — . (4.30)
Na(Ao)  b(Ao) Jo Yy

L’intégrale dans ’équation (4.30) peut se réécrire a 'aide des primitives des fonctions
exponentielles ce qui nous permet de réécrire 1’équation (4.26) sous la forme :

FRTE) .
7 = b(B0) (1 — c0s0);[Cr + In(b(Ag)) — E;(—b(Ay))] (4.31)
= h(b(Ag))(1 — cosb);, (4.32)

5. En réalité, la quantité pertinente pour renormaliser la force est la section efficace totale d’extinction
Oext- Mais dans la situation que nous considérons la section efficace macroscopique d’absorption est nulle
car nous ne tenons compte que des processus de diffusion élastique. On peut donc poser :

RTE _ _RTE

Oabs = Oext
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ou Cr = 0.577215664 est la constante d'Euler et F;(—b(Ag)) est la fonction exponentielle
intégrale. On remarque facilement que I'expression de la force pour le modele incohérent
donnée a 'équation (4.32) ne dépend uniquement que du facteur d’anisotropie relié au
diagramme d’émission et de I’épaisseur optique b(Ay). La figure 4.1 nous montre 1’évolu-
tion du facteur de normalisation en fonction de I’épaisseur optique b(4Ap). On remarque
que cette quantité est toujours inférieure a I'unité quelle que soit ’épaisseur optique consi-
dérée ce qui aura pour conséquences de réduire la force appliquée au centre de masse du
systeme par le flux de photons incidents lorsque ’on considerera des milieux optiquement
épais.

1.4 Diffusion de Mie et effets Coopératifs.

Il est aussi possible de s’affranchir de la complexité liée a la granularité du systeme
et de considérer un milieu continu d’indice n et de retrouver la limite classique des effets
coopératifs [168]. En effet, la théorie de Mie est une des solutions aux équations de Maxwell
pour la diffusion d’ondes électromagnétiques par des objet sphériques dont la taille est
non négligeable devant la longueur d’onde du faisceau incident. Pour cette approche le
nuage, composé de plusieurs dipoles couplés entre eux via le champ électromagnétique,
est assimilé a un seul objet macroscopique caractérisé par une polarisabilité complexe.

Dans la référence [168] il a été montré que dans la limite des treés grand désaccords
Ay > 1 pour un systéeme contenant un tres grand nombre d’atomes N > 1, le modele
nommé " Partial Wave FExpansion”, basé sur la théorie de la diffusion de Mie, pouvait
rejoindre les résultats obtenus avec les solutions Many Body des N dipoles couplés. 1l a
été montré que lorsque le déphasage ¢ du faisceau incident lors de son passage a travers
systeme par le centre de ce dernier est tel que :

2 bvo/FO
T 9 2
3144 (?—g)

il était possible d’observer des oscillations dans la force appliquée au centre de masse du
systeme caractéristiques des résonances de Mie. Cependant cette équivalence n’a pu étre
extrapolée pour des faibles désaccords de quelques MHz. C’est pourquoi une de nos mo-
tivations initiale a I’étude systématique des effets coopératif pour des désaccords positifs
(Ap > 0Ty) et négatifs (Ag < 0I'p) de maniére symétrique par rapport a la transition
atomique était I'observation sans succes jusqu'a présent de ces résonances de Mie pour
des faibles désaccords.

O~ (4.33)

1.5 Discussions sur les pertinences des différents modeles.

Afin de comparer nos résultats expérimentaux aux prédictions théoriques données par
les différents modeles, plusieurs approches numériques sont utilisées afin de calculer I'in-
tensité diffusée et ensuite la force moyenne appliquée au centre de masse du nuage. Pour
I’approche Times Dicke numérique et I’approche Many Body, pour une configuration spa-
tiale du désordre donnée on connait la taille du systeme et le nombre d’atomes qu’il
contient ce qui nous permet d’avoir une information sur sa densité spatiale de diffuseurs
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pA3 et son épaisseur optique & résonance au centre du nuage :

3N

k‘oO’r

by = /dz n(0,0,z2) = (4.34)
ol I'épaisseur optique est ici exprimée pour une distribution de densité spatiale gaussienne.
Connaissant les positions des dipdles, dont les amplitudes complexes sont représentées
par f3;, et connaissant la pulsation de Rabi du champ incident il est possible d’obtenir
numériquement les amplitudes complexes des dipoles a partir des équations (4.1) et (4.13)
en les écrivant sous forme matricielle dans le régime stationnaire (ﬁl = 0) telle que :

z'%eiko-r =Mg & [ = Mlz%eiko'r (4.35)
et en s’aidant des expressions obtenues pour 'intensité diffusées I5(6, ¢) de calculer nu-
mériquement la force moyenne appliquée au centre de masse du nuage le long de I'axe de
propagation du faisceau incident.

Les simulations concernant le modele incohérent ont été réalisées par J. Chabé. Pour
ce modele nous considérons un faisceau incident de particules (flux de NN, photons) sur
le systéeme décrit par une distribution en densité gaussienne n(r). La taille du faisceau
incident (largeur de zone L, sur laquelle se propagent les photons) est réglée de maniere
a ce qu’elle soit plus grande que écart type de la distribution gaussienne (Ly,n; > o)
afin de pouvoir assimiler ce flux incident a une onde plane. Aprés que chaque photon
ait effectué une marche au hasard dans le systéeme nous retenons la direction (6, ¢) vers
laquelle le photon sort du systeme ce qui nous permet de calculer numériquement le
diagramme d’émission (ou de maniere équivalente l'intensité diffusée). A partir de ce
diagramme d’émission il nous est donc possible de calculer la modification de la force
moyenne appliquée au centre de masse du nuage reliée au facteur d’anisotropie (eq. (4.28)).
Dans les simulations, ’épaisseur optique du systeme est calculée a postériori en gardant la
meéme distribution spatiale en densité et le méme nombre de photon IV, mais en utilisant
cette fois ci un faisceau de taille infiniment petite passant par le centre de la distribution.
L’épaisseur optique b(Aq) est ensuite calculée a partir du rapport 7" entre le nombre de
photons NW(O) transmis a travers le nuage et n’ayant subi aucun évenement de diffusion et
le nombre total de photon IV, telle que :

b(Ag) = — In (JX’;O)> = —In(T), (4.36)

Y

et va nous permettre de renormaliser a 'aide de I’équation (4.30) le premier terme de la
force moyenne appliquée au centre de masse du nuage obtenue a partir du diagramme
d’émission.

La figure 4.2 nous montre les diagrammes d’émissions obtenus numériquement pour les
trois modeles : le Many Body (courbe bleue), I'approximation Timed Dicke (courbe verte)
et le modele incohérent (courbe noir), pour un systeme d’épaisseur optique a résonance
au centre by = 10 d’écart type kqo, = 20. Pour les calculs concernant le modele incohérent
13000 photons ont été considérés et pour ceux concernant la solution Many Body et ’ap-
proximation Timed Dicke N = 1300 atomes ont été considérés pour 200 configurations
spatiales. A la différence des résultats obtenus avec les solutions Many Body et ’approxi-
mation Timed Dicke, le modele incohérent ne montre de pas de lobe vers 'avant. Son
diagramme de rayonnement est presque isotrope avec une légere surintensité vers l'arriere
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FIGURE 4.2 — Diagramme d’émission obtenus numériquement a partir des solutions Many
Body (courbe bleu), de I'approximation Timed Dicke (courbe verte) et du modele inco-
hérent (courbe noire) pour un nuage de taille typique koo, = 20 et une épaisseur optique
a résonance au centre du nuage by = 10. Le faisceau incident est de tres faible intensité
(©Qp = 0.01) et son désaccord est nul (Ay = 0I'y). A I'inverse des résultats obtenus avec les
solutions Many Body et Timed Dicke, le diagramme d’émission obtenus a partir du mo-
dele incohérent ne présente pas de lobe vers 'avant et est plutot isotrope avec une légere
surintensité vers I'arriere (dans la direction ot le faisceau incident arrive). Les diagrammes
de rayonnement obtenus avec les solutions Many Body et I'approximation Timed Dicke
présentent quant a eux tous les deux un lobe vers 'avant dont ’amplitude est sensible-
ment la méme dans les deux cas. Cependant considérant une situation dans le régime de
diffusion multiple by = b(Ay) = 10 > 1, on remarque que I'approximation Timed Dicke
ne présente pas de cone vers I'arriere, associé au Cone de Rétrodiffusion Cohérente et qui
est un effet cohérent survivant dans le régime de diffusion multiple, ce qui nous montre
I'inexactitude de ce modele lorsque le photon subi plus d’un évenement de diffusion.

(dans la direction ou arrive le faisceau incident). Les diagrammes obtenus avec la solu-
tion Many Body et 'approximation Timed Dicke présentent quant a eux un lobe orienté
vers I'avant ayant les mémes amplitudes dans les deux cas. Cependant on remarque que
le diagramme d’émission obtenu avec la solution Timed Dicke ne présente pas de Cone
de Rétrodiffusion Cohérente [38, 39], qui est un effet de cohérence survivant dans le ré-
gie de diffusion multiple, ce qui représente bien l'inexactitude de ce dernier modele de
I’approximation dans le régime de diffusion multiple.

2 Dispositif expérimental.
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Cooling Beams | o

FI1GURE 4.3 — Représentation schématique du dispositif expérimental utilisé afin de re-
froidir et piéger les atomes de Rubidium 87. Les six faisceaux Refroidisseurs, servant a
ralentir les atomes et représentés en rouge, sont polarisés circulairement et désaccordés
dans le rouge avec un désaccord typique de —3I'y. Les deux faisceaux Repompeur, ser-
vant a maintenir les atomes dans I'état F' = 2 pendant la phase de chargement du piege
et représentés en orange, sont également polarisés circulairement. Le gradient de champ
magnétique (quadrupolaire) est généré par une paire de bobines en configurations anti
Helmholtz. Tous les faisceaux (Refroidisseur et Repompeur) sont alignés sur le 0 de gra-
dient de champ magnétique considéré comme le centre du piege.

Le dispositif expérimental dont nous disposons afin de détecter les effets coopératif
de type superradiance est un Piege Magnéto Optique (Magneto Optical Trap - MOT)
dont l'idée originale a été proposée par J. Dalibard et les principes de fonctionnement
bien connus depuis les années 90 [176][177]. Dans cette partie nous ne traiterons que des
spécificités de notre expérience nous permettant d’atteindre de tres grandes épaisseurs
optiques (by > 100) bien que lors de la présentation des résultats les épaisseurs optique
maximales que nous considérerons seront de l'ordre de by = 50.

2.1 Le Piege Magnéto Optique.

L’espece atomique que nous utilisons dans notre Piege Magnéto Optique est du Rubi-
dium 87 (*"Rb), un isotope du Rubidium, que nous chargeons a partir d'une vapeur ato-
mique a température ambiante afin de refroidir les atomes a des températures de I'ordre
de quelque dizaines de micro Kelvins (typiquement entre 30 et 100K). Afin de ralentir
les atomes nous nous servons de leur structure hyperfine plus précisément de la transition
cyclante I = 2 — F' = 3, qui appartient & la raie D2 du rubidium. La trés grande taille
des waist (w ~ 280mm) des faisceaux laser nous permettent de capturer un tres grand
nombre d’atome au centre de la cellule a vide, 'interaction matiere-lumiere créant des
forces dissipatives agissant comme une force de friction visqueuse, les atomes allant le
plus rapidement étant ceux qui sont les plus ralentis (refroidissement Doppler) [178]. Le
confinement des atomes est obtenu quant a lui grace a un gradient de champ magnétique,
généré par des bobines en configuration anti-Helmholtz, permettant de briser I'invariance
par translation et ramenant ainsi les atomes au centre du piege.

Comme nous 'avons dit précédemment pour refroidir la vapeur atomique le laser prin-
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cipal, qui est une DF' B de la marque Toptica, est accordé de maniere a étre résonant avec
la transition hyperfine F' = 2 — F’ = 3, suivant la régle de sélection F' — F', F' £ 1 les
atomes dans F’ = 3 se désexcitent pour revenir dans 1’état F' = 2. Cependant la probabi-
lité qu'un atome diffuse sur la raie F’ = 2 est non nulle ce qui a pour conséquence que les
atomes ont une probabilité non nulle de se retrouver dans 'état F' = 1 (le rapport de bran-
chement entre I’ = 2 vers F' =1 et F' = 2 est aux alentours de 1/2 et 1/2). Il nous faut
donc utiliser un deuxieme laser Repompeur, accordé sur la transition F =1 — F' = 2,
afin de ne pas perdre ces atomes. Contrairement aux faisceaux nous servant a refroidir
les atomes qui sont contra propageant selon les trois directions de 1’espace (une verticale
et deux horizontales), le Repompeur est aussi contra propageant mais selon une seule
direction horizontale de 'espace (figure 4.3).

La figure 4.3 montre une représentation schématique du dispositif expérimental du
piege avec les polarisations des bobines servant a créer le gradient de champ magnétique
et les polarisations des différents faisceaux servant a refroidir ou a maintenir les atomes
dans I'état F' = 2.

Description de la cellule a vide et du systéme LIAD.

Afin de ne pas étre perturbé par I'environnement extérieur, le nuage d’atomes est chargé
a l'intérieur d’une cellule cubique en quartz de type Hellma de 10cm d’arréte ou regne
un vide tres poussé. Ne disposant pas d’appareil de mesure pour avoir une information
sur cette pression de maniere précise on peut tout de méme avoir une idée de la pression
a l'intérieur de la cellule en considérant le temps de chargement du mot (environ ~ 1s)
ce qui correspond & peu pres & une pression de I'ordre de 10~ ®mbar [179]. Cette valeur a
évolué au cours des deux dernieres années passant de 30s, ce qui correspond a un vide a
10~ "mbar, pour passer & 1s car la vanne du réservoir du rubidium a été ouverte afin de
disposer de plus d’atomes dans la vapeur chaude, composée d'un mélange de Rubidium
85 et Rubidium 87, a l'intérieur de la cellule pour étre capable d’atteindre des épaisseurs
optiques by plus élevées. Afin de maintenir un vide élevé dans la cellule nous utilisons une
pompe ionique Varian Vaclon 20 Plus d'un débit de 27L/s.

Nous utilisons également une technique nommée LIAD (Light Induced Atom Desorp-
tion) qui est basée sur une désorption d’atomes par les parois qui est similaire a 'effet
photoélectrique : un atome absorbant un photon est éjecté des parois et retourne vers le
centre de la cellule. Cependant nous utiliserons tres peu ce type de technique au cours
de nos campagne de mesures car le changement de pression a l'intérieur de la cellule ré-
sultant de 1'utilisation de cette technique n’est pas encore totalement sous controle et en
ouvrant légerement la vanne du réservoir de Rubidium il nous a été possible d’atteindre
des épaisseurs optiques équivalentes (bien qu’avec un vide légérement moins poussé) avec
une pression constante pendant toute la durée du cycle a 'intérieur de la cellule.

Champ magnétique et dispositif d’alimentation des bobines.

Le gradient de champ magnétique est créé a partir de deux bobines en configurations
anti Helmholtz. Elles sont alimentées par une alimentation par découpage TDK-Lambda
pouvant débiter au maximum 30V ou 25A. L’alimentation est ajustables manuellement de
telle sorte a ce qu’elle débite environs 4A dans les bobines, qui sont placées verticalement
et dont le diametre est de 26cm, ce qui donne un gradient vertical de champ magnétique
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FIGURE 4.4 — Niveaux d’énergie de la raie D2 du rubidium 87 (* Rb) illustrant les transi-
tions sur lesquelles sont accordées le faisceau servant a refroidir les atomes et le faisceau
servant a repomper les atomes dans 'état F' = 2. Le faisceau servant a refroidir les atomes
(en rouge sur la figure) est accordé sur la transition hyperfine F' =2 — F' = 3 et le fais-
ceau du Repompeur servant a maintenir les atomes dans 'état F' = 2 est accordé sur la
transition hyperfine F =1 — F' = 2.

d’environs 12G.cm™' au centre de la cellule. Afin de compenser le champ magnétique
terrestre on utilise trois autres bobines de compensation selon les trois directions (une
verticale et deux horizontales).

Informations supplémentaires sur le dispositif laser MOT et Repompeur.

Comme nous ’avons énoncé précédemment afin de refroidir ou de repomper les atomes
de Rubidium 87, nous utilisons deux DFB Toptica accordables sur la raie D2. Les deux
diodes ont une puissance opérationnelle de 80mW environs pour un courant d’alimentation
de 120mA. Ce dispositif simple a implémenter sur une expérience d’atomes froids possede
certains avantages et inconvénients comparés aux dispositifs utilisant des diodes montées
sur des cavités externes étendues [180]. Tous d’abord les DFB sont accordables sans saut
de modes sur des gammes de fréquences de plusieurs Giga Hertz ce qui permet d’en
faire de tres bons éléments de base pour des pieges dipolaires peu désaccordés ou bien
méme des faisceaux servant a charger ou repomper un MOT. Cependant a 'inverse des
diodes montée sur de cavités externes étendues [181], la largeur spectrale d’'une DFB est
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FI1GURE 4.5 — Figure de gauche : Illustration de la disposition spatiale des Modulateurs
Acousto Optiques qui servent a couper les faisceaux Refroidisseurs et sonde. Figure de
droite : Configuration des différentes fréquences centrale de porteuse des signaux Radio
Fréquences pour les Modulateur Acousto-Optiques (AOM) simples passages, servant a
couper les faisceaux sondes (fleches bleue et verte) et les faisceau servant a refroidir les
atomes (fleche rouge). Les désaccords de ces trois faisceaux sont controlés par le double
passage situé avant I'amplificateur laser a semi-conducteur (MOPA). On peut donc remar-
quer que par rapport au 'zéro’ (désaccord nul) du faisceau servant a refroidir les atomes,
les désaccords des faisceaux sondes se situes respectivement a —1.1I'y pour celui nous
servant a l'imagerie d’absorption et 4+2.11"g pour celui nous servant aux expériences de
coopérativité.

d’environ 3MHz ce qui correspond a la moitié de la largeur naturelle de 1’état excité pour
un atome unique (I'g/2m = 6MHz) ce qui n’est pas d’une précision optimale pour s’en
servir dans I’élaboration d’un faisceau sonde (dont la largeur spectrale doit étre en théorie
bien inférieure a la largeur naturelle de I'état excité).

En sortie de chaque diode des isolateurs optiques Isowave a —40dB ont été placés
afin d’éviter au maximum les effet de rétroaction causés par le retour d’une partie du
faisceau ou d’une réflexion parasite, qui peut avoir comme conséquence des instabilité
dans la fréquence du laser ou dans son intensité et qui peut méme endommager de maniere
irréversible la DFB.

Afin de maintenir les fréquences des lasers sur les transitions atomiques F =2 — F/ = 3
pour le laser MOT et I = 1 — F' = 2 pour le laser Repompeur, nous utilisons une systéme
Proportionnel Intégrateur Dérivateur afin d’asservir a I’aide d’un systeme de spectroscopie
par absorption saturée les fréquences des DFB sur les croisements F'=1 — F’ = 1/2 pour
le Repompeur et F' =2 — F' = 2/3 pour le laser MOT. Pour le laser MOT, le systéeme
utilisé afin de pouvoir controler sa fréquence est un Modulateur Acousto-Optique (AOM)
de la marque Gooch & Housego de type 3110—120 en configuration double passage, injecté
deux fois dans I'ordre +1 et dont la fréquence de la porteuse de la Radio Fréquence (RF) se
trouve & 99.5MHz. Le croisement F' = 2 — F' = 2/3 se situant a 133MHz de la transition
F =2 — F' = 3, afin d’étre a résonance, la fréquence de ’AOM simple passage (AOM
de méme référence que celui utilisé pour le double passage) qui sert a couper le faisceau
MOT, est a 66MHz. Afin de ne pas perdre de puissance inutilement nous avons choisis de
controler les fréquences des faisceaux sondes a partir du Double passage du laser MOT en
réutilisant 1'ordre 0 du simple passage pour injecter I’AOM qui nous servira a allumer le
faisceau sonde pour I'imagerie d’absorption et celui qui nous servira a faire la sonde pour
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FIGURE 4.6 — Mesure de ’épaisseur optique b(4y) au centre du nuage en fonction du
désaccord du faisceau sonde nous servant a faire les expériences de coopérativité. Cette
courbe a été obtenue avec le systeme d’imagerie d’absorption que nous allons décrire a la
section suivante et nous permet de connaitre avec précision ou se trouve la fréquence de
résonnance du faisceau sonde. L’ajustement lorentzien nous donne une largeur de 1.31y
ce qui est cohérent avec la largeur spectrale de la DFB.

les expériences de sous radiance, qui sera développé au prochain chapitre.

La figure 4.5 nous présente une illustration (figure de gauche) de la disposition spatiale
des Modulateurs Acousto-Optique que nous utilisons afin de couper le faisceau servant
a refroidir les atomes ou les deux faisceaux sondes et un schéma (figure de droite) de la
configuration des différentes fréquences des signaux Radio Fréquences (RF) pilotant les
Modulateur Acousto-Optiques Simples passages. Tout comme le désaccord des faisceaux
servant a refroidir les atomes, les désaccords des deux faisceaux sondes sont controlés a
partir du méme Modulateur Acousto-Optique en configuration double passage. Ce dis-
positif d’une tres grande simplicité a implémenter a pour avantage de réduire les pertes
de puissance optique car 'ordre 0 des Modulateur Acousto-Optique est réutilisé pour le
faisceau suivant mais a pour désavantage que les désaccords de deux faisceaux ne peuvent
étre modifiés de maniere différente simultanément. La principale raison a ce décalage dans
les fréquences de Radio Fréquences de Modulateurs Acousto-Optique est d’augmenter la
plage accessible des désaccords des différents faisceaux sondes de maniere indépendante.
En effets pour des raison historiques I'imagerie d’absorption se fait dans le rouge (Aq < 0)
ce qui explique la position de la résonance de ce faisceau par rapport a celle des faisceaux
servant a refroidir le atomes alors que la fréquence du Modulateur Acousto-Optique ser-
vant a pousser ou a sonder les atomes doit étre plus centrée sur la transition atomique et
atteindre de maniere égale les désaccord dans le rouge et dans le bleu. La figure 4.6 nous
montre une mesure de ’épaisseur optique du nuage b(Ayor) réalisée grace au dispositif
d’imagerie d’absorption, que nous allons décrire un peu plus tard dans ce manuscrit, et
illustre bien le décalage relatif des positions des résonances pour les faisceaux sondes (ici le
faisceau sonde que nous avons utilisé pour les expériences de coopérativités) par rapport
a la position de la résonance des faisceaux nous servant a refroidir les atomes. Ce type
de calibration en fréquence est capital (que ce soit pour la sonde que nous utilisons pour
I'imagerie d’absorption ou pour celle utilisée pour les expériences sur la coopérativité) afin
de s’assurer qu’il n’y a pas de modifications dans les désaccords que nous considérons. Ici
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FIGURE 4.7 — Spectre du dispositif laser, mesuré a ’aide un analyseur de spectre optique en
sortie du MOPA injecté par la DFB. On remarque clairement le mode de la DFB d’une
largeur inférieur a la résolution spectrale de l'appareil, dominant 1’émission spontanée
caractérisée par le piédestal s’étalant sur 40nm environs et dont le maximum se situe a

—60dBm (30dBm en dessous du mode principal de la DFB)

I’ajustement lorentzien nous donne un centre a Ayor = +2.06I) ce qui est cohérent avec
les fréquences centrales des porteuses pour les AOM simple passages et une largeur de
1.3T7 ce qui cohérent avec la largeur atomique en tenant compte de la largeur de la DFB.
Plus tard dans ce manuscrit lorsque nous évoquerons les désaccords réel du faisceau sonde
par rapport a la transition atomique nous utiliserons le terme Ag.

Comme nous 'avons énoncé précédemment, une des originalités principales de notre
expérience est de pouvoir obtenir des nuages avec de fortes densités optiques (by > 100)
en capturant & I'aide de faisceaux de grande taille (dont la mesure du waist a 1/e* est
aux alentours de w = 280mm) un grand nombre d’atomes (N ~ 10° atomes). Pour cela,
afin que l'intensité de chacun des 6 faisceaux soit proche de l'intensité de saturation I,
reliés & la transition cyclante F = 2 — F' = 3 telle que I = 1.6mW.cm™> (pour un
faisceau polarisé circulairement dont la fréquence est proche de la résonance atomique)
il nous faut au départ une grande puissance optique (Pyor > 200mW). Pour cela nous
utilisons un amplificateur de type MOPA (amplificateur laser semi-conducteur ou Tappe-
red Amplifier) de la marque Sacher de puissance nominale de 1W, placé entre le double
passage et le simple passage du faisceau nous servant a refroidir les atomes (le faisceau
MOT). L’utilisation de ce type de technologie présente certains avantages dans la simpli-
cité d’implémentation de ces appareils mais un des principal inconvénients de ce type de
technique est 'apparition d’un piédestal spectral large de 10nm et situé a —40dBm du
maximum du mode amplifié de la DFB. La figure 4.7 montre piédestal du MOPA non
filtré, on remarque clairement qu’il y a des photons issus du cone d’émission spontanée
du MOPA sur une plage d’environ 40nm.

2.2 Dispositif d’imagerie.

Afin de mesurer les différentes caractéristiques (nombre d’atomes, taille, épaisseur op-
tique, position du centre de masse,...) de notre nuage d’atomes froids, nous utilisons deux
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technique d’imageries standard qui sont I'imagerie d’Absorption et I'imagerie de Fluores-
cence. La premiere consiste a regarder 'ombre du nuage en considérant en transmission
le nombre de photons absorbés par ce dernier alors que la deuxieme consiste a regarder
les photons diffusés par le nuage d’atomes selon un certain angle solide. Dans cette par-
tie nous énoncerons brievement les principes de ces deux techniques de mesures et leurs
spécificités sur notre expérience.

2.2.a Imagerie d’absorption.

L’imagerie d’absorption est la technique que nous utilisons afin de connaitre le nombre
d’atomes, 1’épaisseur optique et la densité spatiale du nuage. Son principe de fonctionne-
ment se base sur la diffusion de maniere isotrope des photons d’un faisceau quasi réson-
nant de faible intensité (faisceau sonde) ce qui a pour conséquence un amoindrissement
du nombre de photons transmis dans le sens de propagation du faisceau. Il est donc pos-
sible de calculer I'épaisseur optique du nuage b(z,y) en mesurant le ratio entre 'intensité
transmise et 'intensité incidente telle que :

b(z,y) = —In(T(x,y)) = —In (%) (4.37)

ou T'(z,y) est la transmission, Iy(z,y) I'intensité incidente et I(z,y) I'intensité transmise.
L’épaisseur optique est définie telle que :

b(x,y) = o(Ay) /dzn(m,y,z) (4.38)

avec 0(Ag) la section efficace de diffusion définie telle que :

00

o(Ao) = W

(4.39)

2
ou oy = g2— est la section efficace a de diffusion a résonance. La constante g = 7/15 est
T

une correction numérique prise en compte dans nos mesures en faisant I’hypothese que
tous les atomes sont équirépartis dans les sous niveaux Zeeman °.

Afin de s’affranchir proprement du fond lumineux qui peut étre présent pendant cette
séquence de mesure il faut prendre trois image : la premiere ot 'on mesure la puissance
transmise P atténuée par la présence du nuage, la deuxieme ou ’on mesure directement
la puissance du faisceau sonde sans le nuage Fy et la troisieme Ppgg, que 'on soustrait
aux deux précédentes, ot 'on mesure le fond lumineux sans faisceau sonde et sans nuage

d’atomes. Sachant que le waist su faisceau sonde et bien plus grand que la surface active

6. En réalité cette correction s’applique toujours lorsque la polarisation du faisceau incident est linéaire
et que tous les atomes sont équirépartis dans les sous niveaux Zeeman amenant une correction numérique
g dans la définition de la section efficace de diffusion telle que :

C12F 41

T 44
9= 3911 (4.40)

Dans le cas d’une polarisation circulaire du faisceau incident, & condition que la durée du pulse soit assez
longue pour pomper tous les atomes dans un sous niveau Zeeman extréme (mp = +2), cette correction
numérique devient de l'ordre de I'unité.
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FIGURE 4.8 — Figure de gauche : représentation schématique du dispositif d’imagerie
nous permettant d’effectuer les mesures d’imagerie par absorption. Le faisceau sonde est
amené sur les par une fibre optique afin que son mode soit dans effectivement dans I’ap-
proximation gaussienne de 'optique. Une configuration 2f-2f a été choisie afin d’avoir un
grossissement proche de 1 dans le plan conjugué des atomes. Figure de droite : Une image
du nuage d’atomes obtenus grace au dispositif d’imagerie par absorption.

de la caméra CCD (~ 4mm) il nous est possible d’associer ces trois puissances a des
intensités et de calculer la transmission telle que :

I—-1
T— - "BG (4.41)
Iy — Ipc
et d’en tirer I’épaisseur optique au centre du nuage en utilisant la relation b = —in(T).

Cependant il est évident que la distribution transverse de la densité spatial atomique n’est
pas constante (contrairement au cas connu d’un slab) car décrite par une distribution

gaussienne telle que :

2

n(r) = nge 277 (4.42)
oll ng est la densité spatiale au centre du nuage et o, en admettant que le nuage est décrit
par une distribution gaussienne isotrope. Pour cela nous calculons 1’épaisseur optique,
donnée par I’équation (4.37), seulement sur le centre du nuage qui est obtenue a partir de
I’emplacement du maximum lissé de la gaussienne a deux dimensions. On entend par lissé
une auto convolution 2D faite sur 'image du nuage sur une zone de 4 x 4 pixels afin de
s’affranchir des valeurs aberrantes de certains pixels causées par la présence de poussieres
qui diffractent le faisceau incident. Connaissant ensuite I’épaisseur optique b(Ay), le désac-
cord Ay du faisceau sonde il nous est ensuite possible de remonter a 1’épaisseur optique a
résonance by au centre du nuage et connaissant la taille du nuage (1’écart type du nuage
gaussien), on peut ensuite en déduire le nombre d’atomes tout comme les autres proprié-
tés du nuage (température, densité...). La figure 4.8 représente un schéma du dispositif
expérimental qui nous sert a réaliser I'imagerie par absorption (figure de gauche) et une
image du nuage thermique réalisée a ’aide de ce dispositif (figure de droite). Le caractere
cohérent de 'imagerie d’absorption se manifeste par la présence de franges d’interférence
sur I'image du nuage. Afin d’obtenir une image précise du nuage d’atome dans le but
de minimiser les sources d’erreurs sur les quantité (épaisseur optique, nombre d’atomes,
taille...) que nous allons mesuré nous avons optés pour une configuration 2f-2f qui certes
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n’est pas un systeme optique afocal mais qui nous permet d’obtenir un grossissement du
nuage proche de 1 dans son plan conjugué, avec le deuxieme doublet achromatique qui se
trouve confondus avec les plan de la surface active de la caméra CCD.

Pour réaliser le faisceau sonde qui nous sert a faire I'imagerie d’absorption, nous le
faisons passer par une fibre optique afin de rendre son mode gaussien. L’intensité du fais-
ceau sur les atomes est d’environ 100uW.cm™2 (ce qui correspond & un parametre de
saturation s < 0.01). Pour imager le nuage nous utilisons une caméra CCD Point Grey
GRAS-205S4M-C sur laquelle nous pouvons controler le temps d’exposition. Typiquement
le temps d’exposition que nous utiliserons afin de faire nos mesures par imagerie d’absorp-
tion sera compris entre 100us et 200us. Afin de connaitre avec précision la fréquence du
faisceau sonde, on balaye sa fréquence a partir du double passage placé sur le faisceau MOT
afin d’obtenir un profil d’absorption, réalisé sur un nuage a tres faible épaisseur optique
b(d) < 1. Sachant que les fréquences des porteuses des simples passages du MOT et du
faisceau sonde imagerie ne sont pas forcément aux méme fréquences (vspyor = 66 MHz
et vspaps = 58.1) cela nous permet de savoir ou se situe la résonance du faisceau sonde
par rapport a celle des faisceaux MOT et d’adapter le controle fait par le double passage
en conséquences. Enfin, dans le but d’améliorer la qualité de I'image et de s’affranchir
d’un maximum d’aberrations, les lentilles utilisées pour le systeme d’imagerie sont des
doublets achromatiques.

2.2.b Imagerie de fluorescence.

L’utilisation de I'imagerie de fluorescence que nous avons faite a été principalement dans
le but de mesurer le déplacement du centre de masse du nuage afin de mettre en évidence
des effets coopératifs lorsque ce dernier est poussé par un faisceau quasi résonnant. Afin
d’obtenir des images du nuage en fluorescence on ’éclaire avec les 6 faisceaux du MOT
afin de regarder la lumiere diffusée par les atomes. On peut calculer I'intensité arrivant
sur le capteur CCD a partir de la formule :

Q Fo S
1 = ——hw d 4.43

(‘ray) At 9 OS—f-]_/ Z?’L(l’,y,Z) ( )
ou  est 'angle de collecte des photons diffusés par le nuage, s(Ag) est le parametre de
saturation tel que :

]/Isat
Ee—
1+4 (—ﬁ?)

et n(x,y, z) est la densité spatiale d’atomes. L’intensité de saturation associée aux faible
désaccords par rapport & la transition cyclante F = 2 — F' = 3 est I,,; = 1.6mW.cm™ 2.
Afin de réaliser des mesures précises sur la taille du nuage (o, et 0,) il est important de
faire 'imagerie de fluorescence dans le régime de diffusion simple (c’est & dire avec une
épaisseur optique tres faible telle que b(Ap) < 1). Tout comme pour I'imagerie d’absorp-
tion, il faut aussi s’affranchir du fond lumineux lié a I’environnement en prenant deux

images : une avec le nuage d’atome et 'autre sans nuage que 'on soustrait a la premiere.

s(Ag) = (4.44)

Afin de réaliser I'imagerie de fluorescence, nous avons utilisé une caméra C'C'D Point-
grey GRAS-2054M-C sur laquelle nous avons placé un objectif de 50mm. Les temps d’ex-
position de cette caméra également ajustable est controlé afin d’étre aux alentours de
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FIGURE 4.9 — Figure de gauche : représentation schématique du dispositif d’imagerie nous
permettant d’effectuer 'imagerie de fluorescence en utilisant les 6 faisceaux nous servant a
refroidir les atomes. Figure de droite : Une image de fluorescence du nuage d’atome prise a
’aire de ce dispositif. Le centre du nuage contenant plus d’atomes diffuse par conséquent
plus de photons d’ou son intensité supérieure.

200us. La figure 4.9 nous montre une représentation schématique du dispositif expéri-
mental d’imagerie par fluorescence et une image du nuage d’atome acquise a 'aide ce
dispositif.

3 Vérification de la validité des solutions Times Dicke
au régime de diffusion simple.

Dans cette partie nous décrivons les expériences que nous avons menées afin d’étudier
de manieres systématiques la modification de la pression de radiation par les effets co-
opératifs telle qu’elle a été observée dans la référence [28] en faisant une mesure indirecte
de ces effets sur la position du centre de masse du nuage. Le but de cette campagne de
mesures étant de pousser I'étude plus loin en désaccord Ay et en épaisseur optique by
afin de confirmer que cette modification de la pression de radiation est bien le fait d’effet
cohérent type superradiants et de vérifier que le comportement prédit analytiquement par
les Solutions Timed Dicke était bien valide dans le régime de diffusion simple (b(Ag) < 1)
et non pas dans le régime de diffusion multiple (b(Ag) > 1) également. Un des but non
achevés de cette série de mesures était aussi I’observation de résonances de Mie qui se tra-
duiraient par des déviations singulieres au comportement de la réduction de la pression
de radiation telle qu’elle est prévue par le modele Timed Dicke apparaissant a des couples
épaisseur optiques et désaccord (by,Ay) apparaissant de maniére symétrique par rapport
a la résonance atomique [168].

3.1 Protocole expérimental.
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Le protocole expérimental que nous avons utilisé est assez similaire a celui adopté
dans la référence [28] a I'exception principale que, possédant une pression supérieur de
Rubidium dans la cellule, les temps typiques de chargement du MOT sont moindres nous
permettant de réaliser des statistiques équivalentes mais sur des temps plus courts (40
images par points prises en 30min contre 100 par points images prises sur plusieurs heures)
ce qui nous permet de nous affranchir au maximum des dérives lentes (fluctuation des
intensité, de température de la piece, des polarisation des faisceaux...) de l'expériences.
Les différentes étapes composant un cycle sont les suivantes :

— MOT : pendant cette étape nous chargeons un grand nombre d’atomes (N ~ 10%) &
I'intérieur du piege pendant un temps de 500ms. Pendant cette période le gradient de
champ magnétique est allumé et le désaccord des faisceaux du MOT est typiquement
de —3I'y. Le Repompeur est aussi allumé a pleine puissance et son désaccord est nul
par rapport a la transition FF =1 — F' = 2.

— Dark MOT : cette étape d’une durée de 50ms est capitale afin d’obtenir un nuage
compacte et dense. Pour cela la puissance du Repompeur est réduite entre 10 et 6%
et le désaccord du laser refroidissant les atomes passe progressivement de —3I'y a
—TIly. La réduction de l'effet d’ombre 1lié au désaccord croissant des faisceaux MOT
et la réduction da puissance du Repompeur permet de perdre les atomes les plus
chauds et de ramener les atomes les plus froids vers le centre du piege faisant passer
la densité spatiale atomique au centre du nuage de 10'%atomes.cc™ & 10 atomes.cc ™
typiquement ce qui permet d’obtenir des épaisseurs optiques de 1'ordre de by ~ 50.
A Tissue de cette étape la fraction d’atomes dans F' = 2 est de 30%.

— Coupure du gradient de champ magnétique : nous avons remarqué que le gra-
dient de champ magnétique avait un temps d’extinction tres lent (~ 100us) pendant
lequel il présentait des grande fluctuations voir des inversions. C’est pour cela que
nous éteignons tous les lasers pendant 500us afin de ne pas faire de pompage Zeeman
indésiré et de garder les atomes équirépartis dans tous les sous niveaux Zeeman.

— Le Dépompage des atomes dans F' = 1 : est réalisé pendant un temps de 1ms
pendant lequel le Repompeur est coupé et les faisceaux du laser MOT sont remis a
pleine puissance et désaccordé progressivement a —10I"y afin d’augmenter le nombre
de photons diffusant sur la transition F’ = 2 et par conséquent le nombre d’atomes
passant dans I'état F' = 1. A la fin de cette étape la fraction d’atomes dans F = 2
est de 'ordre du pour-cent.

— Le Repompage des atomes dans F' = 2 : permet d’avoir un controle sur la
fraction d’atomes dans F' = 2 sans modifier la taille du nuage et par conséquent
I’épaisseur optique by vue par le faisceau pousseur. Afin de balayer tout la plage
d’épaisseur optique (de by ~= 0 a by ~= 50) la puissance du Rempompeur est
ajustée entre 0 et 100%.

— Poussée des atomes : le faisceau sonde pousseur horizontal d’un désaccord de A,
par rapport & la transition /' = 2 — F' = 3 est allumé pendant un temps t,,sp
(quelque dizaines de micro secondes) afin d’échanger entre 20 et 100 photons avec
chaque atomes du nuage. Permettant ainsi de pousser les atomes dans F' = 2 et de
laisser a la méme place les atomes dans ' = 1.

— Temps de vol : Le temps de vol permet de séparer les centres de masses des deux
nuages (celui des atomes dans F' = 1, qui ne voit pas le faisceau pousseur et qui
effectue une chute verticale et celui des atomes dans F' = 2, qui voit le faisceau
pousseur et dont le centre de masse est déplacé horizontalement au cours de sa chute
verticale). En I'absence de modifications par les effets coopératifs, le centre de masse
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Atoms in F=2 Atoms in F=1

FIGURE 4.10 — Image de fluorescence illustrant la séparation des deux nuages dans F' = 1
(nuage de droite) et F' = 2 (nuage de gauche) apres que le nuage dans F' = 2 ait été
poussé par le faisceau pousseur et que les deux nuage soient tombés librement pendant
un temps de vol d’une durée de tror = 20ms. ici les parametres expérimentaux sont les
mémes que pour les expériences réalisées dans référence 28] c’est a dire que N, ~ 100
photons sont échangés moyenne et que la température initiale du nuage est de T' ~ 30uK.

du nuage des atomes dans F' = 2 est censé se déplacer de :
2

tpush
Ar = [sctre D) + tpushtTOF (445)

avec v, la vitesse de recul associée a I’absorption d'un photon et I'y. le taux de diffusion

définis tel que :

o FO S(AQ)
Pse = 2 1+ s(Ag) (4.46)

Les épaisseurs optiques a résonance by typiques que nous avons utilisées sont aussi su-
périeures aux expériences qui ont été réalisées précédemment ce qui a pour conséquences
que le nuage que nous étudions est a une température 7' plus élevée (T' ~ 80uK contre
50uK dans les expériences précédentes). L’originalité de la procédure expérimentale éla-
borée dans la référence [28] reposant sur le fait que le controle sur ’épaisseur optique
a résonance by au centre du nuage se fait en modifiant le rapport entre les populations
d’atome dans les états F' =1 et F' = 2, le faisceau sonde pousseur, accordé sur la transi-
tion F' = 2 — ' = 3 n’agissant que sur le atomes dans F' = 2 et pas sur ceux dans ' = 1
(Figure 4.10).

Voulant échanger un nombre inférieur de photons (N, =~ 30 au lieu de N, =~ 100) et
ayant un nuage dont la température est plus élevée, il est évident qu’un des risque auquel
on s’expose est que I'étalement de I'écart type du nuage gaussien soit plus important que
le déplacement entre les deux centre des masses des nuages dans F' =1 et F' = 2 au cours
de leurs temps de vols. Un calcul simple nous permet d’obtenir que dans ces conditions, un
nuage dont la taille longitudinale est de 0,(0) ~ 900um aura comme taille longitudinale
o.(tror) apres un temps de vol d’une durée de tror = 20ms :

kT
L(trop) = \/ B2 0+ 02(0) (4.47)
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oll kg est la constante de Boltzmann et m = 1.44.10?°kg la masse atomique du Rubidium,
on obtient apres une application numérique o, (tror) ~ 2mm. Pour le déplacement du
centre de masse du nuage dans F' = 2 avec lequel N, ~ 30 photons ont étés échangés avec
le faisceau pousseur on peut s’attendre a ce qu’au bout d’un temps de vol d’une durée de

tror il ait été séparé du centre de masse du nuage dans ' = 1 d'une distance Ax((j"d) :

Axgmd) >~ nyvrctTOF (448)

oll vy = 5.8mm.s ! est la vitesse de recul d’un atome de rubidium liée & 'absorption

d’un photon . L’application numérique nous donne qu’au bout d’un temps de vol de
tror = 20ms les centres de masses des deux nuages seront séparés de 3.5mm ce qui n’est
pas singulierement supérieur a leur étalement pendant les temps de vol. Il est a noter
que les applications numériques précédentes sont sous estimées dans le sens ou l'on a
négligé a I’équation (4.47) le chauffage du nuage dans F' = 2 lié a ’absorption de photons
pendant que le faisceau pousseur est allumé et que 'on a aussi négligé a 1'équation (4.48)
Iaccélération du centre de masse lorsque le faisceau pousseur est allumé. On peut donc
s’attendre a ce l'on ait du mal a distinguer les positions des centres de masse des nuages
dans F' =1 et F' = 2 avec les parametres expérimentaux que nous voulons explorer (nuage
plus épais optiquement donc plus chaud et moins de photon échangés). C’est pourquoi
pour chaque désaccords du faisceau pousseur, nous avons effectué 3 mesures utilisant
I'imagerie de fluorescence :

— La Mesure 1 de Fluorescence est effectuée apres un temps de vol sans repomper
les deux nuages dans F' = 2 avant la séquence d’imagerie afin de mesurer la position
du centre de masse du nuage initialement dans F' = 2 sans qu’elle ne soit pas affectée
par la trainée d’atome existant entre les deux nuages et I’étalement du nuage dans
F = 1. Cette trainée provient des atomes qui passent de ’état ' =2 a F' = 1 par
pompage optique pendant la séquence de poussage.

— La Mesure 2 de Fluorescence est effectuée apres un temps de vol en repompant
les deux nuages dans F' = 2 juste avant la séquence d’imagerie de fluorescence afin
de connaitre les positions des centres de masse des nuages contenant les atomes dans
F =2et FF =1 et de vérifier que ce dernier tombe bien de maniere verticale.
Cette mesure nous permet aussi en soustrayant les images de la mesure 1 a celles
de la mesure 2 de connaitre le taux de dépompage en ayant une information sur la
fraction d’atomes dans F' = 1.

— Mesure 3 de Fluorescence In situ : Cette mesure s’effectue sans temps de vols
afin de vérifier que la position du centre de masse du nuage initial, contenant a la
fois les atomes dans F' = 1 et dans F' = 2, ne varie pas au cours de la séquence
expérimentale. Cette mesure permet également de vérifier la fraction d’atomes dans
F = 2 apres la séquence de repompage des atomes, que nous allons décrire juste apres,
et vérifier par conséquence que le taux d’atomes dans F' = 2, qui est proportionnel
au nombre de photon diffusés par le nuage a condition que I'on se trouve dans le
régime de diffusion simple (b(J) < 1) et que la puissance du faisceau incidente soit
constante, soit bien cohérente avec I'épaisseur optique que nous mesurons grace a
I'imagerie d’absorption.

Nous avons aussi mesuré de maniere indépendante I'épaisseur optique a résonance by au
centre du nuage par imagerie d’absorption en gardant exactement les méme parametres

7. Une vitesse de recul est aussi liés a I’émission d’un photon par I’atome mais cette derniere étant
isotrope elle se moyenne a 0 contrairement & I’absorption d’un photon sui se fait toujours selon la méme
direction.
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FIGURE 4.11 — Images de fluorescences données par la procédure de mesure 3 (Premiere
image en partant du haut), ou le nuage a sa position initiale contient les atomes dans F' = 1
et F' = 2 avant d’eétre poussé par le faisceau sonde et d’effectuer un temps de vol. Les
trois images suivantes montent des images de fluorescences obtenues par la procédure de
mesure 1 afin d’illustrer la réduction déplacement du centre de masse du nuage contenant
les atomes dans F' = 2 lorsque 'épaisseur optique a résonance by, augmente. On remarque
bien que lorsque I’épaisseur optique de ce dernier augmente le déplacement de son centre
de masse Ax, est réduit.

expérimentaux pour le cycle.

Comme nous 'avons énoncé précédemment il n'y a que deux séries de mesures par
désaccord ou nous faisons faire au nuage un temps de vol afin de mesurer la position du
centre de masse du nuage déplacé. Le mesure nous permettant de connaitre 1’épaisseur
optique au centre du nuage by par imagerie d’absorption et la mesure nous permettant
de connaitre sa position initiale ainsi que son écart type initial se font in situ juste apres
avoir repompé une fraction des atomes dans F = 2.

3.2 Résultats.
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FIGURE 4.12 — Evolution de I’épaisseur optique a résonance by au centre du nuage en
fonction de la puissance relative (P/Pysq:) du Repompeur. La réponse sigmoidale vient en
réalité de la réponse en puissance de l'oscillateur controlé en tension (VCO), qui pour une
consigne linéaire en puissance donne une réponse non linéaire (sigmoidale). On remarque
bien qu’entre une épaisseur optique a résonance nulle et une épaisseur optique a résonance
égale a 45 on parcourt tour les points entre ces deux valeurs.

Dans cette section nous présentons les résultats que nous avons obtenus sur I'étude
systématique de la modification de la pression de radiation par les effets coopératifs. Les
mesures ont été prises pour des désaccords allant de Ag = —4.5 a Ay = +4.5I'¢ par pas
de 0.5I'g. Dans cette section nous ne discuterons pas des résultats obtenus a résonance
(Ag = 0Iy), qui font 'objet d’une section a part entiere dans la suite de ce document, et
nous discuterons séparément des données prises entre —1I'y et +1I'y ou1 une fluctuation
coup par coup accrue, dont 'origine reste encore a déterminer, a été observée.

Afin d’avoir un controle sur I’épaisseur optique a résonance by du nuage tout en gardant
sa taille o constante apres avoir dépompé tous les atomes dans F' = 1 nous appliquons
un rapide pulse de Repompeur pendant 500us en faisant varier la puissance de ce dernier
entre 0 et 100% de sa puissance maximale. La figure 4.12 nous montre ’évolution de
I’épaisseur optique a résonance en fonction de la puissance du Repompeur pour un cycle
expérimental typique. La réponse non linéaire (sigmoidale) vient en réalité de la réponse
de Toscillateur controlé en tension (VCO), qui pour une consigne linéaire a une réponse
en puissance non linéaire.

Afin de mesurer la modification de la pression de radiation par les effets coopératifs
nous procédons a une mesure indirect sur la position du centre de masse du nuage poussé
(celui dans F' = 2) apres un temps de vol d'une durée typique de 20ms. Connaissant
la durée du pulse, la puissance du faisceau sonde et son waist nous sommes en mesure
de calculer le nombre de photon échangés pour un atome unique et par conséquent de
connaitre la force appliquée par le faisceau pour un seul atome. Typiquement pour un
désaccord donné du faisceau pousseur nous obtenons une réduction du déplacement du
centre de masse du nuage dans F' = 2 au fur et a mesure que sons épaisseur optique a
résonance by augmente. Ce déplacement une fois renormalisé par le force F} appliquée a 1
atome unique nous permet ensuite de calculer le désaccord théorique prédit par le modere
Times Dicke.

La figure 4.13 nous montre le déplacement du centre de masse Az, du nuage dans
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FiGURE 4.13 — Déplacement du centre de masse du nuage dans F' = 2 en fonction de
I’épaisseur optique a résonance by pour un désaccord du faisceau pousseur A(()Ew ) =
—2.5Iy. La courbe en traits pleins (continues et pointillées) représentent un ajustement a
partir du modele théorique donné par I’équation (4.24). L’ajustement est fait en laissant
le désaccord Ay comme seul parametre libre et nous obtenons Al"° = —2.68 4 0.31,.
La courbe continue correspond au domaine ou le faisceau pousseur est dans le régime de
diffusion simple b(Ag) < 1 et celle en pointillé correspond au régime de diffusion multiple
b(Ap) > 1. On remarque clairement un décrochement des données expérimentales par
rapport a la prédiction théorique du modele Timed Dicke lorsque 'on atteint le régime
de diffusion multiple ce qui prouve que ’hypothese faite sur la validité du Timed Dicke

dans le régime de diffusion simple est validée.

F' = 2 en fonction de I’épaisseur optique a résonance by pour un désaccord expérimental du
faisceau pousseur A((]Em ) = —2.5Iy. Atteignant des épaisseurs optique a résonance allant
jusqu’a by = 60 il est clair qu'une partie de cette courbe by > 25 correspond au régime
de diffusion multiple ou le modele Timed Dicke n’est plus censé étre adapté. En effet le
comportement lorentzien prédit par ce dernier n’est plus en accords avec le déplacement
du nuage et on observe un net décrochage de la position du centre de masse, mesurée
expérimentalement a l'aide de l'imagerie de fluorescence, au comportement lorentzien
prédit par le modele Timed Dicke. En faisant un fit lorentzien sur le données numériques
pour b(A) < 1 et en laissant Iamplitude et la largeur comme parametre libre de fit,
nous obtenons a partir de la largeur de la lorentzienne un désaccord théorique tel que
A(()Theo) = —(2.68 £ 0.3)I'g. Pour obtenir cette courbe nous avons échangé en moyenne
40 photons avec le nuage dans F' = 2 ce qui équivaut a un déplacement de 5.47mm. On
obtient donc comme entre I'extrapolation du fit lorentzien en by = 0 et le déplacement
calculé un écart de 2%.

Connaissant les parametres expérimentaux (durée du pulse ¢, désaccord Ay, durée
du temps de vol trop et intensité du faisceau I ) on peut normaliser par le déplacement
Axy , calculé pour un seul atome, tous les déplacement Az, du centre de masse du nuage
pour chaque désaccords Ay du faisceau pousseur ce qui nous permet d’obtenir le ratio
F,/F; de la force coopérative normalisée par la force agissant sur un atome unique. La fi-
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FIGURE 4.14 — Evolution de la force coopérative F, normalisée par la force appliquée a un
seul atome Fj en fonction de I'épaisseur optique a résonance by au centre du nuage pour
différents désaccords dans le rouge (A < 0) allant de A(()Exp ) — 15T a A(()Erp ) — 45T,
par pas de 0.5I'g. Les courbe en trait pleins représentent des ajustements fait a partir de
I'expression analytique donnée a 1’équation (4.24) ou seul le désaccord AéTheo) a été laisse
comme parametre libre. On remarque que les résultats théorique sont en accord avec
les parametres expérimentaux ce qui nous prouve la validité du modele Timed Dicke
dans le régime de diffusion simple (b(Ag) < 1). Les courbe en pointillés représentent
quant & elles le prolongement des courbes théorique (en traits pleins) dans le régime de
diffusion multiple (b(Ap) > 1). On remarque clairement un décrochement des données
expérimentales par rapport a ces courbes ce qui est une preuve de la limite de validité du
modele Timed Dicke (et par conséquent du comportement prédit a I’équation (4.24)) dans
le régime de diffusion multiple. Un seul parametre expérimental présente une déviation
(réitérée a plusieurs reprises expérimentalement) pour le désaccord Ay = —3.50.

gure 4.14 nous montre I’évolution de la force de pression de radiation coopérative F,/F} en
fonction de I’épaisseur optique a résonance by au centre du nuage pour différents désaccord
Aq allant de —4.51'g a —1.5I'¢ par pas de 0.5I'0. Les courbes en trait pleins représentent

un ajustement a partir de 'expression analytique (4.24) ou seul le désaccord Aq été laissé

comme parametre ajustable. A I'exception d’un désaccord (AéEmp ) = —3.5), on remarque

que les désaccords A[()Theo) obtenus a partir de cet ajustement sont en accord avec les

. - Th A . .
parametres expérimentaux A(() “) De méme on observe clairement un décrochement des

données expérimentales avec le modele théorique (courbe en trait pleins) lorsque 'on at-
teint le régime de diffusion multiple b(Ag) > 1 ce qui met bien en évidence le domaine
de validité du modele Timed Dicke initialement prévu pour le régime de diffusion simple.
Procédant de la méme maniere pour les désaccords dans le bleu Ay > 0 nous obtenons
encore un accord convenable entre la théorie et les données expérimentale avec cependant
de plus grande barre d’erreur sur les ajustements et un décrochement pour les courbes a
Ay = +3.5g et Ag = +4Iy. La figure 4.15 nous montre 1’évolution de la force de pres-
sions coopérative, normalisée par la force agissant sur un atome unique Fi, en fonction
de I’épaisseur optique a résonance by au centre du nuage pour des désaccords positifs du
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FIGURE 4.15 — Evolution de la force coopérative F, normalisée par la force appliquée a un
seul atome Fj en fonction de I'épaisseur optique a résonance by au centre du nuage pour
différents désaccords dans le rouge (A < 0) allant de A(()Exp ) — 15T a A(()Exp ) — 45T,
par pas de 0.5I'g. Tout comme pour la figure 4.14, les courbes en traits pleins représentent
les ajustements obtenus sur les données expérimentales a partir de la formule analytique
donnée par la solution Timed Dicke (eq. 4.24). Les observations pour les désaccords dans
le bleu sont les mémes que pour celles faites les résultats obtenus pour les désaccords
dans le rouge, dans le sens ot on observe un décrochement des données expérimentales
par rapport au comportement prédit par la solution Timed Dicke lorsque 1’'on atteint le
régime de diffusion multiple et on observe encore un résultat aberrent pour Ay = +3.50.

faisceau pousseur (Ag > 0). De la méme maniere que pour les résultats obtenus avec
les désaccords dans le rouge (Ay < 0) on remarque que les données expérimentales sont
convenablement en accord avec les prédictions théorique du modele Times Dicke dans le
régime de diffusion simple (b(Ay) < 1). Cependant les erreurs des ajustements sont plus
élevées pour les désaccords positifs que pour les désaccords négatifs du faisceau pousseur.
Le décrochement pour Ay = +3.5I est aussi présent et s’étend cette fois ci au parametre
expérimental Ag = +4Ig. A ce stade nous n’avons pas réussis a identifier si cette asy-
métrie ‘rouge/bleue’ était reliée a 'asymétrie rouge/bleue’ de U'interaction dipéle-dipole
et qui n’est bien évidemment pas décrite par I'expression analytique obtenue a I’équation
(4.24).

Un point commun entre les données expérimentales prises dans le rouge (A¢ < 0) et
dans le bleu (Ag > 0) est le décrochement des données expérimentales par rapport aux
courbes théoriques prédites par la solution Timed Dicke (eq. 4.24) lorsque 1'on atteint le
régime de diffusion multiple typiquement pour b(4y) > 1.

Le figure 4.16 nous montre les données expérimentales normalisées par les courbes
théorique en trait plein en fonction de ’épaisseur optique b(A). Le régime de diffusion
multiple est indiqué par le trait plein rouge vertical et ’accord parfait entre la théorie et
I'expérience est indiquée par le trait plein horizontal vert. Il est & noter que 10°! représente
un écart de 25% entre la théorie et ’expérience. On remarque clairement le décrochement
lorsque I’on atteint le régime de diffusion multiple ce qui en accord avec la limite de validité
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FIGURE 4.16 — Evolution des données expérimentales normalisées par les comportements
théoriques prédit par la solution Timed Dicke (courbes en traits pleins aux figures 4.14 et
4.15) en fonction de I'épaisseur optique b(4A,). Cette représentation des données expéri-
mentales souligne leur décrochement par rapport a la prédiction du modele Timed Dicke
lorsque 1'on atteint le régime de diffusion multiple b(Ag) > 1 vérifiant ainsi le domaine de
validité du modele Timed Dicke au régime de diffusion simple.

des solutions Timed Dicke uniquement dans le régime de diffusion simple (b(A,) < 1).

Asymétrie ’Rouge-Bleu’.

Plusieurs hypotheses peuvent étre faites sur l'origine de ’asymétrie entre les résultats
obtenus pour les désaccords dans le rouge Ay < 0 et les désaccords dans le bleu Ay > 0.
Tout d’abord le ’facteur humain’ peut étre a l'origine de cette asymétrie. En effet, les
calibrations en puissance du faisceau pousseur et celles des fréquences des faisceaux sondes
ayant été réalisées en début de campagne de mesure et les données expérimentales ayant
été prises chronologiquement d’abord pour les désaccords négatifs (Ay < 0) puis pour
les désaccords positifs (Ag > 0) il se peut tres bien que certaines de ces calibrations
alent légerement changées bien qu’elles aient été vérifiées a nouveau au cours de cette
campagne de mesures. Un argument allant a ’encontre de ce ’facteur humain’ est que la
différence entre la force calculée pour un atome unique et celle mesurée expérimentalement
ne dépasse pas les 5% d’erreur et ce pour les expériences menées dans le bleu également.

Ensuite, une explication triviale vient du fait que le faisceau sonde pousseur est uni-
directionnel ce qui a pour effet que pour chaque atomes, le transfert d’impulsion lié a
I’absorption d’un photon se fait toujours selon le méme axe de propagation du faisceau et
ne se moyenne donc pas a 0 alors que le transfert d’impulsion lié a I’émission du photon
absorbé, redistribué de maniere isotrope, se moyenne a 0. Ceci a pour conséquence un
décalage Doppler vers les fréquences négatives (décalage vers le rouge) qui dépend donc
du nombre de photons échangés entre le faisceau incident et les atomes. Un calcul simple
nous permet de savoir a partir de combien de photon échangés le shift Doppler induit par
le faisceau pousseur devient non négligeable comparé a la largeur naturelle I'y de 'état
excité. Sachant que la vitesse de recul associée a I’absorption/émission d’un photon, dont
la fréquence est proche de la transition F =2 — F' = 3, est v,. = 5.8mm.s~ ' et N, est le
nombre de photon moyen échangé entre le faisceau incident et chaque atomes, le rapport
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N, kgv,./Ty devient non négligeable pour N, ~ 20 photons échangés, ce qui est environ le
nombre de photons que nous avons échangés avec les atomes au cours de nos expériences.
Nos résultats expérimentaux devraient donc présenter une erreur systématique décalée
dans le rouge, c’est a dire que le désaccord mesuré et prédit par le modele Timed Dicke
devrait étre toujours légerement inférieure a celui que ’on choisit expérimentalement pour
le faisceau pousseur (AL < AY™)) On remarque en considérant les figures 4.14 et
4.15 qu’a I'exception d'un jeu de données expérimentales pour les désaccords dans le rouge
(Ag = —1.5T'g), nous n’observons pas ce type de comportement. Il est & noter que la lar-
geur spectrale du laser utilisé pour pousser les atomes est non négligeable comparée a la
largeur naturelle de ’état excité ce qui peut moyenner cet effet a 0.

Enfin une explication moins triviale et riche en processus physiques, serait la présence
de forces coopératives dipolaires qui présentent une asymétrie 'rouge-bleue’. Ces forces di-
polaires dépendent essentiellement de deux processus physique, la redistribution spectrale
d’un photon qui a lieu lors d’un processus d’absorption-réémission inélastique ou encore
du gradient d’intensité relié aux ondes sphérique émises par les atomes. Ces phénomenes
de force dipolaires coopérative sont encore peu compris c¢’est pour cela que nous ne nous
étendrons pas sur ce sujet au cours de ce manuscrit.

Evolution de la température du nuage.

Au cours de ces expériences, principalement menées dans le but des faire une mesure
systématique de la modification de la pression de radiation par la diffusion coopérative,
nous nous sommes également intéressés a 1’évolution de la température du nuage en fonc-
tion de I'épaisseur optique a résonance by. En effet la mesure du déplacement du centre
de masse du nuage est une mesure sur la force moyenne (moment d’ordre 1) coopérative
qui ne contient aucune information sur les fluctuations (moment d’ordre 2) des effets co-
opératifs. D’une maniere générale, dans toutes les études partant sur de effets cohérents
il est souvent utiles d’avoir des informations sur les moments d’ordre 2 des observables
afin de savoir si 'origine du phénomene est de nature quantique ou classique. En optique
quantique ou encore dans les travaux portant sur la localisation d’Anderson, ’étude des
fluctuations joue un role capital.

La procédure que nous avons utilisée pour mesurer la température 7' du nuage est
la mesure par imagerie d’absorption de I’étalement de ’écart type de la distribution en
densité gaussienne du nuage apres un temps de vol tror et nous avons utilisé la formule :

EUQ(tTOF> — 0'2(0)

T =
kg tzTOF

(4.49)

ot m est la masse d’'un atome de Rubidium, kg la constante de Boltzmann, ¢(0) et o(tror)
sont les écarts type de la distribution gaussienne en densité du nuage avant et apres le
temps de vol. La température initiale du nuage avant d’avoir été poussé est aux alentours
de 75-80uK tout comme nous le montre la figure 4.17 qui représente la température du
nuage dans F' = 1, dont les atomes ne sont pas affectés par le faisceau pousseur et qui reste
sensiblement a la méme température que le nuage en sortie de Dark MOT. En considérant
la figure 4.17 on remarque bien que la température du nuage dans F' = 1 reste constante
autour de 75-80uK indépendamment de la puissance du Repompeur (c¢’est a dire du ratio
d’atomes dans F' = 2).

L’étude de la température du nuage dans F' = 2 nous a révélée quelques surprises
et n’en sont encore qu’au stade préliminaire. En effet lors des études précédentes sur la
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FIGURE 4.17 — Evolution de la température du nuage dans F' = 1 en fonction de la
puissance du repompeur, c’est a dire de la fraction d’atomes dans F' = 2. On remarque
que la température reste constant aux alentours des 80uK quelle que soit la puissance du
Repompeur.

modification de la pression de radiation par les effets coopératifs il avait été observé que
la température du nuage dans F' = 2 restait constant [173]. Nos observations sont légere-
ment différentes dans le sens ot nous observons la température augmenter en fonction de
I’épaisseur optique a résonance by. Cela ne point en aucun cas un probleme dans la série
de mesure précédentes mais il faut garder a 'esprit qu’en moyenne 5 fois plus de photons
(100 contre 20 a 40 dans nos expériences) ont été échangés lors des expérience précédentes
ce qui peut tres bien avoir moyenné 'effet que nous avons observé a 0. La figure 4.18 nous
montre I’évolution des températures selon les axes y (température transverse T,) et selon
I'axe de propagation du faisceau pousseur (température longitudinale 7). La figure 4.18
nous montre I’évolution des températures selon les deux axes (transverse et longitudinaux)
en fonction de I’épaisseur optique a résonnante pour le nuage contenant les atomes dans
F = 2 pour des désaccords du faisceau pousseur symétriques par rapport a la résonance
tels que Ay = £2 et £3I"g . On remarque clairement une augmentation de la température
selon les deux axes lorsque 1’épaisseur optique by augmente. La température du nuage dans
F =1 est représentée en vert afin de donner une référence. Un point intéressant est que
la température transverse 7T}, qui ne devrait normalement pas étre affectée par le chauf-
fage lié au nombre de photon échangés avec le faisceau pousseur, a tendance a devenir
égale a la température longitudinale T, lorsque 'on atteint le régime de diffusion multiple
(b(Ap) ~ 1). Une explication vulgarisée de ce comportement est que dans le régime de
diffusion multiple, les directions propres se recouvrent que sui peut donner lieu a ce type
de comportements. Il est a noter que les premiers points pour les épaisseurs optiques tres
faibles sont probablement aberrent, liés a une mauvaise convergence du logiciel de mesures
causé par le rapport signal /bruit trop faible.

Sachant que la température de recule T, est égale a T,. = 348.66nK pour le Rubidium
87 et que l'on échange entre 30 et 40 photons en moyenne, on peut facilement calculer
I’augmentation de la température selon la direction de propagation du faisceau pousseur
telle que AT = N,T,. ou N, représente le nombre de photons échangés. On obtient
AT = 10.45uK et 13.95uK ce qui est en accord avec les données expérimentales qui
présentent un écart de température entre la direction longitudinale 7, et la direction

165 INLN-Institut Non Linéaire de Nice



CHAPITRE 4. ETUDE EXPERIMENTALE DES EFFETS COOPERATIFS.

130, 130
120t a0 ® ot 120 8% 6
o o o o © Cn’ o CD’Q g ®
. 0 110 ° o o
AllO- o o ® o¥ 1 - ) o o
C o 0°o0 & 100
L o €
210 o ° 2 oo .
[ a [
= 90p = L
3 ° 5
§ sof . § 0 .
E 70 £ 6=
e = sof
60r
° Tz 4o ° Tz
50 A= | = Ty 30p =Ty
40 ) ) Cloud in F=1 tempreature 2oka ) ) ) Cloud in F=1 tempreature
0 10 20 . 30 40 50 0 10 20 30 .40 50 60
On resonance optical thickness b o On resonance optical thickness b o
120, 110 T oo
Oﬁ 100| o © o° ooo:ﬂlu
L ° o
110} 0 0008 o o © ao®
- o -]
. o o ©° o R o” - 9€0Or o . Lo @
X 100f o o X gol s
= =1
-~ a ° ~ 70} °
© oo o o
% o g 60F o
g 80| o Q sof
o
5 § 4
F o e
T 30 T
60F o oT,
50 Cloud in F=1 tempreature 10 Cloud in F=1 tempreature
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 60

On resonance optical thickness b On resonance optical thickness b

0 0

FIGURE 4.18 - Evolution de la température du nuage dans F' = 2 en fonction de ’épaisseur
optique a résonance by selon les directions transverse T, et longitudinale 7, pour quatre
désaccords du faisceau pousseur symétrique par rapport a la résonance atomique tels
que Ay = £2 et +3I7y. La température du nuage dans F' = 1 est donnée en référence
pour les deux désaccords (courbe verte). On remarque clairement une augmentation de la
température selon les deux directions lorsque ’épaisseur optique du systeme augmente. Un
point intéressant est la tendance de la température transverse T, qui ne devrait pas étre
affectée par le chauffage induit par le faisceau pousseur, a devenir égale a la température
longitudinale 7, et ce lorsque I'on se rapproche du régime de diffusion multiple (b(Ag) ~ 1.

transverse 7T, de cet ordre-la.

3.3 Discussions.

La série de résultats que nous avons présentés, vient donc valider I’approximation Timed
Dicke dans le régime de diffusion simple b(Ag) < 1 et vérifie bien la limite de validité de
ce modele dans le régime de diffusion multiple (b(Ag) > 1) dans la mesure ot I'on observe
de maniere systématique un décrochement des données expérimentales par rapport aux
prédictions théoriques lorsque 'on dépasse b(Ag) > 1. Le décrochement systématique
apparaissant de maniere symétrique par rapport a la transition atomique pour A(()Emp ) =
+3.51"g reste encore inexpliqué et pourrait étre relié aux résonances de Mie il faudrait
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pour cela affiner la théorie élaborée dans la référence [168] et procéder a des mesure plus
systématiques allant dans ce sens. L’augmentation du chauffage en fonction de 1’épaisseur
optique a résonance by est aussi un autre résultat préliminaire intéressant qui nécessiterait
une théorie plus développée et des prises de mesures supplémentaires.

4 Diffusion Multiple Cohérente.

Dans cette section nous avons cherché a mettre en évidence un effet cohérent survivant
dans le régime de diffusion multiple. Nous basant sur les prédictions de deux modeles
différents I'un décrivant des processus cohérents le modele Timed Dicke et ’autre décrivant
des processus incohérents le modele incohérent (tous deux décrits au début de ce chapitre),
nous avons cherché a confronter nos résultats expérimentaux aux résultats numériques
obtenus a partir de ces deux modeles.

4.1 Cohérence dans le régime de diffusion multiple.

Désirant explorer la validité des comportements prédits par I'approximation Timed
Dicke loin dans le régime de diffusion multiple (b(Ag) > 1), nous avons décidé de faire
des séries d’expériences proche de résonance (Ag ~ 0I'g). En effet les désaccords considé-
rés pour les séries d’expériences que nous avons présentées a la section précédente nous
permettaient seulement d’atteindre au maximum une épaisseur optique de b(Ag) = 5 pour
une épaisseur optique a résonance by = 50. Afin de vérifier s’il était possible d’observer
une décohérence dans la phase des photons diffusés un grand nombre de fois, qui se tra-
duirait par un déplacement Az, du centre de masse du nuage différent de celui prédit par
les solutions Many Body lorsque ’épaisseur optique b(Ag) varie, nous avons tout d’abord
réitéré les mémes expériences, présentées a la section précédente, a résonance (Ag = 0T).
En effet lorsque le désaccord du faisceau pousseur est nul I’épaisseur optique b(Ag) et celle
a résonance by sont égales nous permettant d’atteindre rapidement le régime de diffusion
multiple b(Ag) > 1.

Lorsque I’épaisseur optique , qui est proportionnelle a la racine carrée du nombre d’éve-
nements de diffusions subit par le photon b(Ag) o< Np;ss, devient tres grande devant
I'unité (b(Ag) o< v/ Ngiss > 1), on peut s’attendre de manieére intuitive a ce que les effets
d’interférences ne perdurent pas, diu a la perte de mémoire causée par le grand nombre
d’évenements de diffusions, et que par conséquent la dynamique du systeme soit décrite
par un modele de type Equation de Transfert Radiatif [9], proche du modele incohérent
que nous avons décrit au début de ce chapitre. Selon ce modele, le diagramme d’émission
est légerement anisotrope et orienté vers l'arriere dans la direction du faisceau incident,
on pourrait donc s’attendre a une augmentation de la force appliquée au centre de masse
du nuage lorsque ’épaisseur optique b(4() augmente. Cependant la prise en compte de la
renormalisation de la force par la section efficace totale d’extinction (eq. (4.30) et figure
4.1) va aller a I’encontre de cette augmentation de la force appliquée au centre de masse
du systeme lorsque ’épaisseur optique augmente. Cette anisotropie du diagramme d’émis-
sion, obtenue numériquement avec le modele incohérent, peut étre expliquée de maniere
intuitive tres simplement. En effet prenons le cas limite d’un milieu dont I'indice est infini
(ce qui correspond a une épaisseur optique infinie), les photons incidents ne pouvant le
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pénétrer sont réfléchis a l'interface vide/milieu ce qui explique la forte anisotropie du dia-
gramme d’émission lorsque le milieu est optiquement tres épais. Lorsque I'indice du milieu
diminue les photons incidents commencent a le pénétrer et sont diffusé aléatoirement de
maniere isotrope ce qui a pour conséquence que le diagramme d’émission devienne de
moins en moins anisotrope vers ’arriere pour retrouver au final un diagramme d’émission
isotrope lorsque I’épaisseur optique devient tres faible.

Dans la plupart des cas cette vision intuitive est correcte lorsque l'on consideére un
milieu homogene, si 'on assimile les diffuseurs a des spheres dures dépourvues de réso-
nances internes ou encore si ’on néglige la nature ondulatoire des particules diffusées et
que le type d’interactions dominantes sont celles entre les plus proches voisins. Dans notre
situation, les diffuseurs sont des dipoles oscillants induits auxquels nous associons une am-
plitude complexe (une phase et un module) et le type d’interaction que nous considérons
entre les dipoles (bien que les interactions plus proches voisins soient également prises en
compte) sont des interactions tres longues portées reliées a la présence du terme en 1/7.
Dans certains travaux théoriques [15] il a été montré que ce type d’interaction favorisait
la synchronisation entre les dipoles et qu’elle aboutissait a des comportements d’échelle
dominés par les effet coopératifs ce qui se traduisait par un comportement d’échelle dé-
crit uniquement, dans la limite des taille de systeme grandes devant la longueur d’onde,
par le rapport entre le nombre d’atomes N et le nombre de modes transverses (koL)?,
qui est proportionnel a I’épaisseur optique by. Lorsque le faisceau sonde pousseur est a
résonance (Ag = 0I), les deux quantités b(Ag) et by sont strictement équivalentes et
nous avons vu au chapitre précédent (bien que I’étude numérique des valeurs propres de
I'Hamiltonien effectif H. s soit faites en ’absence de champ incident) que pour un photon
a résonance (wr, = wy) on observe des effets cohérents pour des milieux optiquement tres
denses (by > 1). Bien qu’il soit connu que la probabilité d’excitation (|3;]*) des dipoles
a l'intérieur d’un systeme, dont la taille est bien supérieure au libre parcours moyen de
diffusion, soit décrite par la loi de Beer-Lambert, il est tout a fait possible qu'une certaine
cohérence persiste dans la phase des dipodles et qu’elle survive dans le régime de diffu-
sion multiple. De plus lorsque nous parlons d’épaisseur optique il faut entendre épaisseur
optique au centre du nuage et comme nous I'avons évoqué précédemment (eq. 4.42), le
nuage ne présente pas une distribution en densité spatiale uniforme mais gaussienne ce
qui a pour conséquence que I’épaisseur optique (suivant de par sa définition la distribution
en densité spatiale) présente également une distribution gaussienne. Il est donc tout a fait
concevable que les atomes situés sur les bords du nuage, ou les photons sont diffusés une
fois au maximum contrairement au centre du nuage, préservent cette cohérence de phase
et affectent également de maniere cohérente la phase des atomes situés au centre du nuage
par le biais des interactions longues protées.

Au final nous allons donc comparer nos résultats expérimentaux aux prédictions théo-
riques et numériques données par le modele incohérent et les solutions Many Body. Pour
le modele incohérent il nous reste a savoir dans quelles gammes de parametres le terme
relié au diagramme d’émission est prédominant, auquel cas la force appliquée au centre
de masse du nuage augmenterait avec 1’épaisseur optique du systeme, ou si c’est celui
relié a la section efficace totale d’extinction qui domine, auquel cas cette force diminue-
rait en fonction de I’épaisseur optique du systeme. Dans ce dernier cas de figure, il nous
reste a savoir dans quelles mesures les prédictions du modele incohérent different de celles
données par les solutions Timed Dicke.
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F1GURE 4.19 — Courbe de calibration en intensité du faisceau sonde pousseur ou 'on a
mesuré la variation de la puissance optique du faisceau pousseur normalisée au maximum
P/Pyrq, allant sur les atomes en fonction du désaccord —3.5I'y < Ay < +3.5g. On
remarque une modification de 25% de la puissance pour les désaccords extrémes.

4.2 Protocole expérimental.

La procédure expérimentale que nous avons utilisée afin d’affiner les points pris autour
de la résonance —2I'y < Ay < +2I'y, bien que ressemblant en certains points a celle que
nous avons exposée a la section précédente, en differe principalement dans le fait qu’au
lieu de maintenir le désaccord A, fixé et d’augmenter 1’épaisseur optique a résonance by,
nous scannons le désaccord pour une épaisseur optique fixée et nous réitérons la procédure
pour différentes épaisseurs optiques. Les deux cas de figure possibles pour ces prises de
données sont soit de maintenir 'intensité I/l du faisceau pousseur constante soit de
maintenir le parametre de saturation s(Ag) constant.

Le fait de scanner 'intensité du faisceau pousseur en la maintenant constante néces-
site cependant certaines calibrations supplémentaires liées a la fonction de réponse du
systeme "AOM Double passage + fibre optique’. En effet, bien qu’optimisé au maximum,
I’alignement du Modulateur Acousto-Optique n’est pas idéal ce qui a pour conséquences
un léger déplacement du faisceau injecté deux fois dans 'ordre +1. La puissance de ce
faisceau, injecté ensuite dans une fibre optique, présente donc une dépendance en désac-
cord liée a la désinjection de ce dernier dans la fibre par effet de bras de levier. La figure
4.19 illustre la variation de puissance optique P/Pp,, du faisceau pousseur allant sur
les atomes en fonction du désaccord Ay entre —3.5 et +3.5Ig, on remarque clairement
que la puissance varie de 25% pour les désaccords extrémes (—3.5Iy). Afin de s’affran-
chir de cette dépendance, nous réalisons ce type de calibration avant chaque expérience
pour la plage de désaccord que 1'on souhaite scanner et nous faisons lire la courbe de
calibration au programme de controle de 'expérience. Il est capital de laisser la tension
de consigne en amplitude du signal Radio Fréquence des oscillateurs controlés en tension
(VCO) a son maximum pendant I’acquisition de la courbe de calibration. Connaissant la
puissance relative minimum que ’on ne pourra dépasser et la dépendance de la puissance
en fonction du désaccord, donnée par la courbe de calibration et qui n’est autre que la
fonction de réponse Irpr(Ag) du systeme "AOM Double passage + fibre optique”, nous

169 INLN-Institut Non Linéaire de Nice



CHAPITRE 4. ETUDE EXPERIMENTALE DES EFFETS COOPERATIFS.

procédons par la biais du programme de controle a une interpolation qui modifiera la ten-
sion de controle par une correction en tension Veq-(Ag) de 'amplitude du signal Radio
Fréquence du simple passage du faisceau sonde pousseur afin de maintenir constante la
puissance optique P et par conséquent l'intensité I du faisceau pousseur. Afin de maintenir
le parametre de saturation s(4Ay) constant nous appliquons a cette consigne la correction
(1 + 4(A0/F0)2)VCOTT’(AO)‘

Contrairement aux expériences présentées a la section précédente, les prises de données
ont été faites uniquement avec le dispositif d’imagerie d’absorption afin de réduire les
multiples sources d’erreurs provenant de mesures croisées faites par des appareils différents.
Dans le but de s’affranchir des dérives lentes de I'expérience, les mesures par imagerie
d’absorption nous permettent d’avoir toujours acces a I'information sur I’épaisseur optique
ce qui n’était pas le cas lorsque l'on mesurait le déplacement du centre de masse du
nuage par imagerie de fluorescence et que I'on mesurait séparément 1’épaisseur optique
par imagerie d’absorption pour le méme cycle. Grace a cette vérification quasi permanente
sur 'épaisseur optique du nuage nous avons réduit le nombre de cycle ce qui minimise
aussi 'impact des dérives lentes de 'expérience sur les résultats expérimentaux.

Enfin la maniere dont est controlée 1’épaisseur optique differe également du protocole
expérimental présenté a la section précédente dans le sens ou nous modifions le désaccord
du Repompeur pendant la séquence de "Dark MOT” afin de modifier I'épaisseur optique
du nuage. Le temps de chargement du MOT a également été réduit ce qui fait que nous
travaillons avec un nuage plus froid (20uK) et plus dilué optiquement by < 10.

4.3 Reésultats expérimentaux.

Etude du déplacement du centre de masse du nuage.

Suivant le méme principe qu’a la section précédente (désaccord Ag fixé et épaisseur
optique & résonance by qui varie) nous avons donc mesuré le déplacement du centre de
masse du nuage pour un désaccord de faisceau pousseur nul (Ag = 0I'y). La figure 4.20
nous montre I’évolution de la force appliquée au centre de masse du nuage, normalisée par
celle ressentie par un atome unique, en fonction de 1’épaisseur optique a résonnance by du
systeme pour un désaccord de faisceau pousseur nul (Ag = 0 et b(Ag) = by). On remarque
clairement que loin dans le régime de diffusion multiple (b(Ag) > 1), le ratio de la force
continue de diminuer en fonction de I’épaisseur optique du systeme. A ce stade on peut
donc exclure dans la gamme de parametres considérés, le fait que ce soit la force prédite
par la modele incohérent lorsque le terme relié au diagramme d’émission est dominant, qui
domine le comportement de la force appliquée au centre de masse du systeme. Désormais
il nous reste donc a savoir si cette diminution drastique de la force dans le régime de
diffusion multiple est plus fidelement décrite par les prédictions du modele incohérent
lorsque c’est le terme relié a la section efficace totale d’extinction qui domine la force ou
bien si ce comportement expérimental se rapproche plus des prédictions donnée par les
solutions Many Body.

Dans I’hypothese ou le comportement des données expérimentales se rapprocherait
des prédictions données par les solutions Many Body, il peut étre dangereux, voir méme
totalement erroné, d’attribuer entierement cette réduction drastique de la force aux effets
coopératifs. En effet les solutions Many Body aux dipoles couplés (en plus de décrire les
effets coopératifs), décrivent aussi bien les effets de diffractions liés a la taille transverse
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FIGURE 4.20 — Evolution de la force appliquée au centre de masse du nuage dans F = 2
normalisée par la force appliquée & un seul atome (F./F}) en fonction de 1'épaisseur
optique a résonnance by du nuage pour un désaccord de faisceau pousseur nul (Ag = 0T
et b(Ag) = by). Ces points expérimentaux ont été obtenus avec la nouvelle procédure
expérimentale que nous allons décrire dans cette section. On remarque clairement que
dans le régime de diffusion multiple (by > 1) le ratio de la force continue de diminuer en
fonction de ’épaisseur optique du nuage.

du nuage grande devant la longueur d’onde A et nous ne sommes pas capable, en 1’état
actuel des connaissances, de savoir dans quelles mesures ces effets de diffractions jouent
sur un role dans la réduction de la force exercée sur le centre de masse du nuages lorsque
le faisceau pousseur est a résonance. De plus garder le désaccord Ag du faisceau pousseur
constant tout comme la taille du nuage koo, tout en augmentant son épaisseur optique (en
augmentant le nombre d’atomes N) est équivalent a augmenter la masse de ce systeme
ce qui pourrait expliquer de maniere triviale cette réduction du déplacement du centre de
masse en fonction de 'épaisseur optique. C’est pourquoi nous avons choisi de considérer
le probléme sous un autre angle en scannant la transition atomique F = 2 — [’ = 3 avec
le désaccord du faisceau sonde en maintenant 1’épaisseur optique a résonance constante.

La figure 4.21 est une courbe de test nous montrant le déplacement Az, du centre
de masse du nuage dans F' = 2 en fonction du désaccord du faisceau pousseur A, pour
différentes épaisseurs optiques a résonance fixées (by = 0.38 a 7.58). Les données ont été
prises avec une intensité constante du faisceau pousseur telle que I /I, = 0.01 et le temps
d’allumage du faisceau est de 50us ce qui nous fait échanger entre N, = 10 photons pour
Ay =0y et N, =1 pour Ay = +1.5T. L'effet observé a la figure ?? est toujours observé
dans le mesure ou ’on observe une réduction drastique du déplacement du centre de masse
du nuage. Cependant, le nombre de photons échangés étant supérieur pour les désaccords
proches de la résonance il est évident que le nuage sera plus poussé vers ces parametres
que lorsque 'on s’éloigne de la résonance. Cependant en modifiant le nombre de photons
échangés en fonction du désaccord du faisceau pousseur, il est difficile d’en déduire un
comportement cohérent qui dépend de I’épaisseur optique b(4Ay) et de mettre en évidence
une cohérence de phase aboutissant a une réduction de la pression de radiation dans le
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F1GURE 4.21 — Déplacement du centre de masse du nuage dans F' = 2 en fonction du
désaccord du faisceau pousseur —1.5I'g < Ay < +1.5Iy pour différente épaisseurs optiques
a résonance maintenues constantes 0.38 < by < 7.58. Dans cette série de mesures 'intensité
est maintenue constante telle que I /I, = 1072 ce qui a pour conséquence que le nombre
de photons échangés varie entre N, = 10 pour Ay = 0y et N, = 1 pour Ay = £2I'.
Les observations précédentes faite sur la diminution drastique de la force appliquée au
centre de masse du nuage a résonance (A = 0I'y) restent les mémes que pour la figure
4.20 cependant il est difficile de quantifier ce phénomene alors que I'impulsion initiale du
nuage (le nombre de photon échangé N, ) varie en fonction du désaccord.

régime de diffusion multiple b(Ay) > 1 ¢’est pourquoi nous avons optés pour des scans ou
I'on garde le parametre de saturation s(4A) constant.

La figure 4.22 nous montre le déplacement du centre de masse du nuage en fonction
du désaccord —1.5I' < Ay < +1.5Ig du faisceau pousseur pour différentes épaisseur
optiques a résonance au centre du nuage by = 1.1 & 9.7. Ici le parametre de saturation est
maintenu constant tel que s(Ag) = 2.1072 et le faisceau pousseur est allumé de maniere a
échanger en moyenne NN, = 50 photons quel que soit le désaccord. On remarque clairement
I'effet cohérent survivant dans le régime de diffusion multiple aboutissant a la réduction du
déplacement Az, du centre de masse du nuage lorsque le désaccord du faisceau pousseur
est proche de résonance. Il est important de noter a nouveau que la taille du nuage a
été maintenue constante ce qui minimise les effets de diffraction liés a la taille transverse
du nuage. On peut enfin comparer les comportements numériques donnés par le modele
incohérent et la solution "Many Body” a nos données expérimentales en s’intéressant au
rapport de la force collective appliquée au centre de masse du nuage et de la force ressentie
par un atome indépendant.

La figure 4.23 nous montre 1’évolution de la force F. appliquée au centre de masse
normalisée par la force F] ressentie par un atome indépendant (courbe rouge) pour un
nuage d’épaisseur optique a résonance constante by = 6.1 4+ 0.47 en fonction du désaccord
A variant entre —1.5I'g et +1.5I"g. Les prédictions théoriques données par le modele
incohérent (courbe verte) et les solutions Many Body (courbe bleu) ne présentent que
peu de différences, ce qui ne nous permet pas de rapprocher cette diminution de la force,
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FI1GURE 4.22 — Déplacement du centre de masse du nuage dans F' = 2 en fonction du
désaccord du faisceau pousseur —1.5I'g < Ay < +1.5I'y pour différentes épaisseurs op-
tiques a résonance maintenues constantes 1.1 < by < 9.71. Dans cette série de mesure le
parametre de saturation s(Ag) = 2.107% a été maintenu constant de telle sorte & échanger
en moyenne N, = 20 photons. On remarque encore une réduction drastique du déplace-
ment Az, du centre de masse du nuage dans F' = 2 a la résonance Ay = 0.

lorsque l'on se rapproche de la résonnance atomique, a un effet cohérent ou un effet
incohérent. La courbe noire montre quant a elle le comportement de la force lorsque 'on
considere uniquement le terme de la force incohérente relié au diagramme d’émission. On
remarque une différence qualitative entre cette derniere et les prédictions données par les
deux autres modeles. La différence quantitative entre nos données expérimentales et les
comportements donnés par le modele incohérent et les solutions Many Body peut avoir
plusieurs origines tout comme une répartition non uniforme des atomes dans tous les
sous niveaux Zeeman avant le processus d’imagerie d’absorption ou encore la polarisation
circulaire du faisceau pousseur mal controlée.

Comme nous l'avons énoncé précédemment lorsque nous avons décrit le processus
d’imagerie d’absorption qui nous sert a mesurer l'épaisseur optique du nuage, ce der-
nier n’est pas parfait et il peut y avoir des sources d’erreurs liées a la largeur spectrale
de la DFB que nous utilisons ou bien méme liées au différences dans les force des transi-
tions entre les différents sous niveaux Zeeman qui ne sont pas prise en compte par notre
imagerie d’absorption a trés faible intensité [182].

Etude de l’évolution de la température du nuage et des fluctuations au coup
par coup.

De la méme maniere que nous 'avons fait a la section précédente, nous pouvons aussi
nous intéresser a 1’évolution de la température du nuage en fonction du désaccord Ag pour
une épaisseur optique a résonance by fixée. Nous regarderons également le comportement
des fluctuations au coup par coup en fonction du désaccord.

Afin de mesurer la température du nuage, nous utilisons la méme procédure qu’a la
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FIGURE 4.23 — Evolution de la force appliquée au centre de masse du nuage dans F' = 2
normalisée par celle ressentie par un atome indépendant (F./F}) en fonction du désac-
cord du faisceau pousseur —1.5I'g < Ag < +1.5I"g pour une épaisseur optique a résonance
maintenue constante by = 6.17 £+ 0.47. Dans cette série de mesure le parametre de sa-
turation s(Ag) = 8.107% a été maintenu constant de telle sorte & échanger en moyenne
N, = 50 photons. On remarque encore une réduction drastique de la force coopérative
appliquée au centre de masse du nuage dans F' = 2 a lorsque 'on s’approche résonance

AO = OFQ

section précédente, c’est a dire que nous mesurons 'étalement de 1’écart type du nuage
gaussien o(tror) apres un temps de vols de temps t7or et nous utilisons la méme formule
donnée a I'équation (4.49) afin de calculer la température 7" du nuage. Nous ne regar-
derons seulement les températures longitudinales 7T, et transverses T; pour deux épais-

seur optiques by et pour chacun des parametres de saturation que nous avons considéré
s(Ag) = 2.107% et 8.1072.

La figure 4.24 nous montre I’évolution de la température du nuage selon les directions
longitudinales T, et transverses T}, en fonction du désaccord A du faisceau pousseur pour
deux parametres de saturation différents s(Ag) = 2.107% et 8.1072 pour des nuages a dif-
férente épaisseurs optiques a résonance by = 1.46,2.23,6.17 et 6.54 maintenues constante
pendant la durée de 'expérience. On remarque clairement une réduction du chauffage
lorsque le désaccord du faisceau pousseur se rapproche de la résonance Ay ~ 0. On
remarque également que plus 1'on va dans le régime de diffusion multiple b(Ag) > 1 pour
by = 6.17 et 6.54 plus cette réduction du chauffage est importante. Ce comportement
peut avoir plusieurs origines physiques et nous n’avons pas réussi encore a établir laquelle
était prédominante dans notre situation. Il y a tout d’abord dans les phénomenes triviaux
une compression de la taille longitudinale du nuage qui pourrait avoir une signature simi-
laire sur la température mesurée apres temps de vol. En effet les atomes du coté éclairé
par le faisceau pousseur n’étant pas affecté par 'ombre des autres atomes (c’est a dire
latténuation du faisceau lorsqu’il traverse le nuage optiquement dense) sont plus pous-
sés vers 'avant que les autre atomes situés de l'autre co6té du nuage voyant un faisceau
dont l'intensité est atténuée telle que I = Iyexp(—b(A)). Un autre effet moins trivial
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FIGURE 4.24 — Evolution de la température du nuage dans F' = 2 selon les directions
longitudinales T, et transverse T} en fonction du désaccord A, du faisceau pousseur pour
deux parametre de saturation différents s(Ag) = 2.1072 (figures du bas) et s(Ay) = 8.1072
pour différente épaisseurs optiques a résonance by = 1.46,2.23,6.17 et 6.54 maintenues
constantes pendant la durée de I'expérience. On remarque une diminution singuliere du
chauffage selon la direction longitudinale T, lorsque 'on s’approche de résonance (Aq ~
[y) avec le faisceau pousseur alors que la température selon la direction transverse T,
semble varier tres peu et rester proche de la température initiale du nuage. Les différences
apparentes dans ces températures initiales proviennent de la procédure expérimentale pour
obtenir une certaine épaisseur optique by ot nous modifions les parametres du Dark MOT
donc sa température initiale également.

est la disparition a résonance des forces coopératives dipolaires qui pourrait se traduire
par une réduction du chauffage également [183]. Enfin un dernier effet qui expliquerait
cette réduction du chauffage serait une inversion des interactions entre atomes induites
par la lumiere lorsque cette derniére est proche de résonance [184]. Les différences appa-
rentes dans les températures transverses T;,, proches de la température initiale du nuage
avant d’étre poussé proviennent du fait que nous modifions les parametres du Dark MOT
afin d’avoir un controle sur 1’épaisseur optique by du nuage, modifiant par conséquent sa
température initiale.

Une observation intéressante qui a été faite au cours des prises de données expérimen-
tales est 'augmentation des fluctuations au coup par coup de la position du centre de
masse lorsque le désaccord du faisceau s’approche de la résonance suivi d’'une diminution
drastique des ce fluctuation lorsque le faisceau est a résonance (Ag = 0I'p). La figure 4.25
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FIGURE 4.25 — Figure a deux dimension (désaccord du faisceau pousseur Ag, épaisseur
optique a résonance by) des fluctuations statistiques du déplacement Az, du centre de
masse du nuage. On remarque clairement que ces fluctuations sont maximales pour les
désaccords Ag = £1I'j et qu’elles s’atténuent de maniere drastique lorsque le désaccord du
faisceau pousseur est nul Ay = 0I'g. Cependant pas de théorie explique a ’heure actuelle
ce comportement.

nous montre une représentation a 2 dimensions dans l'espace des parametres désaccord
du faisceau pousseur/épaisseur optique (Ag, by) des fluctuations statistiques du déplace-
ment Az, du centre de masse du nuage poussé par le faisceau incident. A I'opposé des
observations que l'on peut faire a partir des simulations numériques Many Body sur la
figure 4.23 ou les fluctuations augmentent lorsque le désaccord du faisceau pousseur est a
résonance, on remarque dans nos données expérimentales une diminution drastique de ces
dernieres pour un désaccord nul Ay = 0Ty et ce quelle que soit ’épaisseur optique consi-
dérée. En I'état actuel des choses aucune théorie ne prédit un comportement similaire. Il
faut toutefois rester prudent car ce type de comportement peut étre le fait d’un bruit en
fréquence du faisceau laser incident.

4.4 Conclusions et perspectives sur la Diffusion Multiple Cohé-
rente.

Dans cette section nous avons mesuré une réduction drastique de la force appliquée
au centre de masse du nuage dans le régime de diffusion multiple. A ce stade nous ne
sommes pas encore en mesure de relier cette physique a un effet cohérent survivant dans
1é régime de diffusion multiple ou a un effet incohérent lié a I'atténuation du faisceau a
I'intérieur du nuage. Une autre explication possible est que la force ne soit pas la bonne
observable afin de mettre en évidence la signature d’effets coopératifs dans le régime de
diffusion multiple.

Une étude intéressante en cours est de savoir dans quelles gammes de parametres les
prédictions, sur 1’observable force, données par les solutions Timed Dicke et le modele
incohérent different et s’il est possible de mettre en évidence des effets cohérents dominés
par les effets coopératifs survivants dans le régime diffusion multiple. Pour cela plusieurs
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DILUES.

pistes sont envisageables tout comme aller explorer des désaccords élevés (|Ag| > 5I)
pour des systemes optiquement tres épais (by > 50).

5 Préparation de I’étude des états sousradiants dans
les nuages dilués.

Un dernier projet expérimental qui n’est pas encore aboutis a ce jour est I’étude des
états sousradiants a une excitation pouvant étre présent dans les nuages spatialement
dilués et optiquement denses by > 1 et pA* < 1. Certains travaux théoriques ayant déja
donnés quelques indications afin de les observer et de les controler [35], nous pensons qu’il
peut étre possible de les détecter dans nos systemes et voir méme de les utiliser par la
suite afin d’autre états exotiques situés entre localisation forte au sens d’Anderson et états
coopératifs tels que cela est observé numériquement dans des systemes idéaux.

De maniere générale, la sousradiance est un effet d’interférences destructives aboutis-
sant au piégeage partiel de 'excitation a l'intérieur du systeme. En effet la présence des
atomes modifiant la densité d’états des modes du vide joue un role équivalant a celui d’une
cavité empéchant le couplage vers l'extérieur de 1’état "atome+excitation”. Il faut toutes
fois remarquer qu’il n’est pas évident des se coupler directement a l’aide d’un faisceau
incident a ces états sousradiants, le couplage s’effectuant de maniere privilégiée avec les
états superradiant dont les largeurs sont singulierement plus grandes. Il a cependant été
montré qu’il était possible d’avoir un controle sur le nombre et le comportement de ces
états en jouant sur I’épaisseur optique a résonance by du nuage, sur sa température 71" et
sur le désaccord Ay du faisceau incident.

Dans un premier temps nous effectuerons un bref rappel sur la dynamique des états
sousradiants et la relaxation d'un systeme décrivant N dipoles couplés a un champ inci-
dent. Nous décrirons ensuite quels sont les différents éléments dont on doit tenir compte
afin de s’assurer de 'observation de ces états.

5.1 Rappels théoriques sur ’étude des états sousradiant dans
les nuages d’atomes froids dilués.

Comme nous 'avons énoncé précédemment, la sousradiance est un état métastable
issu d'un effet d’interférences destructives. Dans le chapitre précédent nous avons vu
qu’il existait une certaine confusion entre les états localisés par le désordre au sens de
la localisation d’Anderson et les états piégés par la présence des autres atomes donc le
couplage vers 'extérieur est fortement diminué. D’une maniere intuitive, il est possible de
voir la dynamique des états sousradiants a partir de ’'Hamiltonien effectif que nous avons
étudié au chapitre précédent (eqs. (2.88) et (2.90)). Cependant, la non hermicité de ce
dernier rend ’étude complexe car les vecteurs propres gauche de H.¢; ne sont pas égaux
au vecteurs propres droits :

d d
Heys|@\") = Ajl0f?) (4.50)
(O |Heyr = (@) |1 (4.51)
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avec (@§9)|<I>§d)> # Let A} # Aj. En se servant de I'équation d’évolution de I'état |¥)
décrivant le systeme de N dipole couplés® :
d|w)

— H.; | D), 4.52
r £11%) (4.52)

il est possible d’exprimer 1'état |¥) dans lequel le systeme se trouve tel que |¥) =
Z §j|<b§d)> et de considérer la relaxation du systeme telle que :
J

d(W|w
. D3 GG A el (4.53)

Cette derniere expression montre a quel point la non hermicité de ’'Hamiltonien effec-
tif H.ss rend le probleme complexe et non solvable analytiquement si I'on considere la
relaxation de tous les modes a la fois.

Lorsque les dipoles les dipodles ont été suffisamment excités par le faisceau incident, on
peut considérer que les dipoles sont dans leur états stationnaire (ﬂj ~ 0) et il est alors
possible d’exprimer 1’état du systeme en le décomposant sur la base des états propres de
I"'Hamiltonien effectif au moment ou le faisceau s’éteint (¢t = 0) tel que :

w(0)) =D x5l 85”). (4.54)

En se servant de 1’équation (4.52) on peut donc exprimer I’état du systeme au temps t tel
que :

—3A d
D) = ge ™ 2). (4.55)
J
On peut donc réexprimer la relaxation de la densité d’énergie du systeme telle que :
(U0) = Ig1Pe Tt £ 0N T Gge @ |9)0). (4.56)
J J o k#j

ce qui montre la difficulté liée au fait de la non orthogonalité des vecteurs propres de H,s¢
afin d’obtenir une solution analytique pour une situation dérivant plus de N = 2 atomes.
Cependant, malgré la complexité apparente de ce probleme, on peut s’attendre de maniere
intuitive a ce que les états qui restent présents dans le systeme soit les états sous radiant qui
ne se couplent pas ou tres peu aux autres modes. On peut donc prévoir qu’apres un régime
de relaxation transitoire complexe, ou la relaxation des tous les états est difficilement
descriptible d'un point de vue analytique, il ne survive plus dans le systeme que 1’état
au plus long temps de vie c’est a dire ayant la largeur de mode la plus fine. Cet état,
dont nous avons étudié le comportement au chapitre précédent définis a 1’équation (3.49)
et représenté a la figure 3.11, se relaxe du systeme de maniere exponentielle sans étre
perturbés par les relaxations des autre modes qui sont déja hors du systeme tel que :

(U|W) = [Egup[e 500, (4.57)

8. En toute rigueur il faut aussi considérer I’évolution du couplage du systéme avec le champ incident et
rajouter un deuxieme terme a cette équation modélisant le couplage du champ laser avec I’état symétrique
(superradiant), qui est équivalent dans la situation décrivant N = 2 atomes & I’état décrit & 1’équation
(3.7).
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FIGURE 4.26 — Dispositif expérimental du systeme nous permettant de réaliser I’extinction
rapide du faisceau sonde afin d’exciter le nuage pour y détecter des modes sousradiants.
Le premier télescope confocal nous permet de réduire une premiere fois le diametre du
faisceau et le deuxieme télescope nous permet d’obtenir un tres petit waist du faisceau a
I'intérieur du Modulateur Acousto-Optique. Sur ce schéma nous n’avons pas représenté
I'ordre 0 bloqué par le diaphragme apres la seconde lentille du deuxieme télescope.

C’est pourquoi nous nous attendons a observer expérimentalement apres un temps long
une décroissance exponentielle caractéristique d'un état sousradiant existant dans un
nuage dilué dont la taille est grande devant la longueur d’onde. Comme nous ’avons
évoqué au début de ce chapitre, les densités spatiale de diffuseurs que nous considérons
sont de I'ordre de pA* ~ 10721071, En se rappelant les résultats numériques obtenus au
chapitre précédent sur la valeur moyenne minimum des largeurs des modes (figure 3.11) on
peut s’attendre a ce que le temps de vie minimum soit dominé par les paires coopératives
d’atomes. Cette remarque rejoint une remarque de la référence [92] disant que les états
sousradiants sont des ensembles de paires dans des états antisymétriques.

5.2 Mise en place d’un systéeme de coupure rapide.

Un des points les plus importants afin d’observer une signature de la sousradiance dans
des milieux dilués est la mise en place d’un systeme permettant de couper le faisceau de
maniere nette et rapide par rapport au temps typique associé a la largeur naturelle de 1’état
excité 7, = 1/T';; = 26ns. La fraction d’états sousradiants étant aussi tres faible dans
le signal de fluo récolté il faut aussi veiller a ce que le taux d’extinction soit aussi grand
(aux alentours des 30dB). Pour cela deux solutions expérimentales ont été envisagées. Le
premiere étant de mettre en série un modulateur électro-optique EOspace AZ-0K5-10-
PFU-SFU-780 en série avec un Modulateur Acousto-Optique (AOM) Crystal Technology
3080-122. Cependant malgré I'extinction rapide du modulateur électro-optique sur 10dB
en 7ns un probleme que nous n’avons pu régler a été la dérive du seuil de sa consigne. Nous
avons donc opté pour un systeme ne comprenant que le Modulateur Acousto-Optique en
configuration simple passage dans lequel nous injectons un faisceau fortement focalisé. Le
dispositif expérimental est décrit a la figure 4.26 et consiste tout d’abord en une fibre
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FIGURE 4.27 — Représentation schématique d'un faisceau gaussien injecté dans un Modu-
lateur Acousto-Optique dont le cristal a une longueur L.

optique P1-780PM-FC-5 monomode a maintien de polarisation dans laquelle on a injecté
I'ordre 0 provenant du Modulateur Acousto-Optique qui controle le faisceau sonde nous
servant a faire I'imagerie par absorption, afin de rendre bien gaussien le mode du faisceau
que 'on va injecter dans ’AOM nous servant a réaliser la coupure rapide. En sortie de
fibre nous avons placé un collimateur afin que le mode gaussien soit bien collimaté et nous
faisons passer ce dernier par un télescope confocal, composé d’une premiere lentille de
focale f = 200mm et d'une deuxieme lentille de focale f = 100mm, afin de réduire dans
un premier temps le waist du faisceau d’un facteur 2. Nous nous servons ensuite d’un
deuxieme télescope confocal dont la premiere lentille a une courte focale (f = 50mm) afin
que le waist du faisceau a l'intérieur du Modulateur Acousto-Optique soit petit. Nous nous
affranchissons de 1'ordre 0 de ’AOM a l'aide d’un diaphragme et nous injectons 'ordre
—1 dans une fibre optique monomode a maintien de polarisation afin d’envoyer le faisceau
sur le nuage d’atomes.

Il est cependant légerement erroné de croire que plus le faisceau injecté dans le Modu-
lateur Acousto-Optique sera focalisé plus le temps d’extinction sera court. En effet dans
I’approximation de I'optique gaussienne, bien que le faisceau ait un diametre d, tres pe-
tit a l'intérieur du Modulateur, sa divergence fait qu’il existe un rapport 'longueur du
cristal /longueur de Rayleigh (zg)’ afin que le temps d’extinction soit optimum. En effet
I'extinction du faisceau se fait sur la totalité du waist w(L/2) du faisceau en sortie et en
entrée du modulateur (figure 4.27). Selon le constructeur, le temps typique d’allumage
"10%-90%" du Modulateur Acousto-Optique est donné par la formule :

Hon = 0.66-22 (4.58)
‘/(IC
ou d, = 2wy est le diametre du faisceau et V. est la vitesse de I'onde acoustique dans
le cristal du modulateur. La limitation de ce temps étant le temps de transite de 'onde
acoustique a travers le faisceau optique. Bien que le temps d’allumage et les temps d’ex-
tinction ne soient pas tout a fait égaux a cause d’un décalage Doppler lié a la propagation
dans un sens de ’'onde acoustique on peut poser pour le temps d’extinction t1,; ~ t1.,. 11
est aussi communément adopté que le temps d’allumage est plus rapide lorsque le faisceau
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FIGURE 4.28 — Evolutions des temps d’extinction donné par les équations (4.58) (courbe
verte) et (4.61) (courbe bleu) en fonction du waist wy du faisceau a I'intérieur du Modula-
teur Acousto-Optique. On remarque clairement que la prise en compte de la divergence du
faisceau a 'intérieur du modulateur amene a des différences drastiques lorsque la longueur
de Rayleigh zgr du faisceau devient égale a la taille du cristal.

est injecté dans l'ordre +1 et que le temps d’extinction est plus rapide lorsque le faisceau
est injecté dans l'ordre —1.

Il faut cependant noter que I'expression donnée & 1’équation (4.58) ne tient pas compte
de la divergence du faisceau a I'intérieur du Modulateur Acousto-Optique qui peut devenir
dans le cas d’un faisceau fortement focalisé dans ’AOM un facteur limitant. En faisant
I’hypothese que le point ou est focalisé le faisceau est effectivement au centre du cristal
du modulateur w(z = 0) = wy, il est possible de connaitre la valeur du waist du faisceau
selon son axe de propagation z dans tout le cristal tel que :

w(z) = wor |1 + (i)Q. (4.59)

ZR

avec zp la longueur de Rayleigh définie telle que zz = 7wj/\. On peut donc définir
le temps d’extinction #2..:(wp) en tenant compte de la divergence du faisceau dans le
modulateur tel que :

1 7 1.32w(z
t2ext(w0) = E /_L dZT() (460)

ce qui nous donne au final comme expression du temps d’extinction :

1.32 zpwo [ L L\’ L
t20n = 1 — Argsh | — . 4.61
t<w0> ‘/ac L QZR + (223) + res 2ZR ( )

La figure 4.28 nous montre ’évolution des temps d’extinctions t1.,; et t2.,; en fonction
du waist wg du faisceau dans le Modulateur Acousto-Optique. Ici nous avons pris comme
parametres (longueur du cristal, célérité de I'onde acoustique...) ceux donnés dans les
spécifications pour le Modulateur Acousto-Optique que nous utilisons au cours de nos
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expériences c’est & dire une vitesse d’onde acoustique V,, = 4.2mm.us~' et une longueur
de cristal L = 2.5mm. On remarque clairement qu’a partir d’un waist de 20um l'influence
de la divergence du faisceau sur le temps d’extinction devient non négligeable pour aboutir
au-dela pour un waist de faisceau qui tend vers 0 a une divergence de faisceau qui devient
infinie. Cela nous montre donc que la prise en compte de la divergence du faisceau gaussien
devient importante lorsque 1’on cherche a optimiser les temps d’extinction et d’allumage
du faisceau par un Modulateur Acousto-Optique. Ici on observe que le temps d’extinction
minimum que ’on puisse atteindre avec notre AOM est de 5.7ns pour un waist de 13um ce
qui est bien inférieur aux contraintes imposé par le temps typique d’émission d'un atome
Tat = 2718S.

Un point important a souligner que nous avons énoncé au début de cette section est qu’il
faut a la fois éteindre rapidement le faisceau avec un bon taux d’extinction également.
Vu que nous disposons d'une certaine marge vis a vis du temps d’extinction minimum
min(t2.,;) = 5.7ns comparé au temps associé a la largeur naturelle de I'état excité 7,; =
27ns, nous avons choisi de travailler avec un faisceau dont le waist est wy = 38um afin
de ne pas trop détériorer le taux d’extinction et de garder un temps d’extinction faible
devant t2.,; = 12ns< 7,;, = 26ns.

Nous avons également veillé a optimiser I'extinction électronique du signal Radio Fré-
quences afin de s’assurer qu’il ne subsistait une puissance optique résiduelle injectée dans
I'ordre —1 due a une mauvaise extinction électrique. Pour cela nous avons choisi d’utili-
ser un switch (interrupteur) Mini Circuits ZYSWA-2-50DR de bande passante 5GHz afin
de faire basculer le signal RF d’un canal allant vers I’amplificateur vers un canal auquel
nous avons connecté a un bouchon d’impédance 500hm pour couper le signal électrique.
Le temps de coupure du switch feycec = 5ns n’est pas en soi un facteur limitant c’est
pourquoi nous nous somme concentré sur le taux d’extinction du signal RF en sortie de
switch La figure 4.29 montre le spectre du signal RF lorsqu’un switch laisse passer le signal
(courbe bleue) lorsqu’un switch est éteint (courbe rouge) et lorsque deux switchs branchés
en série sont éteints (courbe verte). On remarque que l'utilisation d’un unique switch ne
parvient pas a éteindre totalement le signal dans la mesure ou on continue d’observer
un signal tres faible (& —82.7dBm). Bien que ce signal pourrait étre négligé il ne faut
pas oublier que nous avons effectué la mesure avant 'amplificateur de puissance ce qui
peut avoir des conséquences néfastes sur une éventuelle puissance optique résiduelle dans
I'ordre —1 que l'on cherche a couper au mieux. Nous avons donc choisit de travailler avec
deux switch de la méme référence branchés en série et controlé par le méme signal TTL
(0-5V).

5.3 Perspectives sur les expériences de sousradiance.

A ce stade il nous reste a travailler sur un systeme de détection rapide "propre”. Plu-
sieurs dispositifs ont été testés (Photodiode Ultra Rapide, Photodiode & avalanche, Photo
Multiplicateur...) et tous présentent des limites a 'observation des signaux atomiques
de sousradiance. En effet afin d’observer une signature de la sousradiance dans nuage
d’atomes froids dilués, les expériences de fluorescence doivent s’effectuer loin de résonance
A ~ 51"y afin de ne pas étre pollué par les effets de piégeage de la lumiere lié a la diffusion
multiple [40] et d’étre aussi dans le régime de diffusion simple b(Ay) < 1 ce qui réduit
considérablement le rapport signal a bruit de ce type d’expérience. A ce jour la solution
pour laquelle nous avons opté est 1'utilisation d’'un Photo Multiplicateur de la marque
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FIGURE 4.29 — Spectre représentant la porteuse centrée sur la fréquence centrale de 1’oscil-
lateur électrique en tension avec un switch allumé (courbe bleue), un switch éteint (courbe
rouge) et deux switch branchés en série controlé par le méme signal TTL (courbe verte).
On remarque bien que lorsque ’on utilise qu'un seul switch le signal électrique bien qu’il
soit faible n’est pas totalement éteint.

Perkin Helmer en mode comptage de photon. Cependant les effets lié a ’after pulse de ce
type de systeme de détection sont le principal facteur limitant a I’observation de signaux
atomique nous permettant d’obtenir une indication sur I'existence d’état sousradiants.

Il faut également remarquer que les calculs théoriques [35] ont été élaborés dans 'ap-
proximation scalaire, qui est, comme nous ’avons vu précédemment dans ce manuscrit,
un modele tres simplifié et parfois erroné. Un point intéressant serait de refaire les méme
calculs en prenant en compte le caractere vectoriel de la lumiere ainsi que les effets liés
a l’échange de photons virtuels en ne faisant pas l'approximation de l'onde tournante
21, 53].
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Chapitre 5

Conclusions et perspectives

Au cours de ce travail de these nous avons tout d’abord étudié numériquement les
effets coopératifs et la localisation de la lumiere dans un nuage d’atomes froids dont la
taille est grande devant la longueur d’onde en effectuant une comparaison systématique
entre I’approximation scalaire pour la lumiere et la situation ot son caractere vectoriel est
considéré. L’étude expérimentale des effets coopératifs nous a permis de vérifier la validité
de 'approximation Timed Dicke au régime de diffusion simple et nous avons également
observé une réduction drastique de la force appliquée au centre de masse du nuage dans
le régime de diffusion multiple.

L’étude des valeurs propres de I’Hamiltonien effectif d’interaction matiére rayonnement
au chapitre 3 nous a permis de mettre en évidence des comportements liées aux effets
coopératifs dans le sens qu’ils dépendent de 1’épaisseur optique by tout comme 1’évolution
de 'exposant de la décroissance algébrique des distributions des largeurs de modes P(I'y;)
ou encore dans le formes des distributions des distance plus proches voisins dans le plan
complexe P(s). Pour les distributions des largeurs des modes, la loi de puissance que nous
avons observée dans les cas scalaire et vectoriel se rapproche plus d’un comportement
relié a de la diffusion anormale au point critique [36] (P(T'y:) o r,Y %) contrairement A ce
qu’affirment d’autres études associant cette décroissance algébrique a des modes localisés
fuyant a travers la bordure du systeme [26]. Nous avons également vu dans les deux cas
(scalaire et vectoriel) que les largeurs maximum moyennes I"jz,, étaient dominées par les
effets coopératifs contrairement aux largeurs minimum moyennes I',,,;, qui sont dominées
par les paires coopératives d’atomes dans la limite des nuages dilués (pA* < 26). Dans la
limite de milieux denses pA® > 26, nous avons vu que les paires sousradiantes continuent
de dominer les modes aux plus longs temps de vies dans le cas vectoriel alors qu'un autre
type de mécanisme différent de celui des paires coopératives semble apparaitre dans le
cas scalaire. Il faut cependant étre prudent avant de relier ce comportement, apparaissant
aux grande densités pA* > 1 dans le cas scalaire, & des effets de localisation forte de
type Anderson dans la mesure ou la diminution du degré de recouvrement entre les modes
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Kk (qui peut étre une signature de la localisation d’Anderson) en fonction de la taille
koL du systeme est encore observée pour des milieux dont la taille est inférieure a la
longueur d’onde et que la superradiance de Dicke est clairement observée. De plus ce
comportement est également observé dans le cas d’un réseau cubique ce qui ne va pas
dans le sens d’une localisation liée a un désordre spatial dans les positions des atomes.
A ce stade il est donc difficile d’affirmer que 'observation de modes localisés au sens
d’Anderson soit possible dans le type de systeme que nous considérons. Cela ne veut pas
dire qu’il sera impossible d’observer ce type de comportement dans un nuage d’atomes
froids car il est tout a fait envisageable d’ajouter des artifices supplémentaires au modele
que nous avons considéré soit en ajoutant un désordre diagonal (en introduisant par
exemple un déplacement lumineux de I’état excité a ’aide d’un speckle ou encore en levant
la dégénérescence Zeeman a I’aide d’un gradient de champ magnétique) soit en considérant
d’autre types d’interactions entres les atomes que l'interaction dipolaire électrique. Il est a
noter que la prise en compte de ces phénomenes physique peut également avoir un impact
sur les effets coopératifs.

Contrairement au spectre et aux états propres de I’Hamiltonien effectif, la considération
du taux d’émission du photon I'y, du nuage, relié au spectre de la partie imaginaire de
H.s¢ ne montre que peu de différence entre les cas scalaire et vectoriel que ce soit dans la
limites des milieux denses ou dilués. Dans les deux cas, I’étude de cette quantité permet de
mettre en évidence un comportement d’échelle que I'on peut associer aux effets coopératifs
dans la mesure ou le parametre pertinent est l'épaisseur optique by, sans pour autant
qu’il y ait observation d’une transition de phase. Le mécanisme supposé a la base de
ce comportement d’échelle est une synchronisation entre les dipoles liée aux interactions
longues portées.

L’étude expérimentale systématique des effets coopératifs en se basant sur la procé-
dure élaborée dans la référence [28] nous a permis de mettre en évidence 'invalidité de
I’approximation Timed Dicked dans le régime de diffusion multiple. En effet lorsque ce
régime est atteint un décrochement systématique des données expérimentales par rap-
port aux prédictions données par les solutions Timed Dicked est observé. Nous avons
également observé un décrochement apparaissant de maniere symétrique par rapport a
la transition atomique pour un désaccord du faisceau incident Ay = £3.5y et dans le
régime de diffusion simple. A ce stade nous n’avons pas réussi a le relier aux résonances de
Mie que nous cherchions au début de cette campagne de mesures. Nous avons également
observé une réduction drastique de la force appliquée au centre de masse du nuage dans
le régime de diffusion multiple. Dans ’état actuel des choses nous n’avons pas encore
réussi a démontrer que cette réduction drastique de la force était reliée a un effet cohérent
survivant dans le régime de diffusion multiple dans le sens ou les prédictions théoriques
données par un modele de type Equation de Transfert Radiatif ne tenant pas compte
des effets d’interférences et celles données par les solutions Many Body ne présentes que
peu de différences et sont en accords qualitatif avec nos donnée expérimentales. Un point
intéressant serait de savoir dans quelles gammes de parametres il est possible de mettre
en évidence un effet cohérent dans le régime de diffusion multiple dont la mécanisme de
base serait les interactions longues portées présentées dans les solutions Many Body (tout
comme dans ’'Hamiltonien effectif H.¢ que nous avons étudié précédemment) ce qui nous
permettrait par exemple de faire un parallele avec le modele de Heisenberg [185], utilisé
afin d’expliquer les effets de supraconductivité a haute température critique, ouvrant un
tout nouveau champ dans le domaine des atomes froids. Enfin il se peut tout a fait que
dans la gamme de parametres que nous avons exploré expérimentalement, la force ne soit
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pas la bonne observable afin de mettre en évidence des effets coopératifs dans le régime
de diffusion multiple.

En conclusion, les perspectives de ce travail de these sont multiples. Tout d’abord en
ce qui concerne les études des valeur propres de ’'Hamiltonien effectif, la prises en compte
de phénomene physiques supplémentaires tels que un déplacement lumineux des états
excité, la vitesse de atomes ou encore des couplages entre atomes autres que le couplage
dipolaire électrique pourrait amener a l'observation de comportement forts intéressant
dans le domaines de la localisation et des effets coopératifs. Un dernier point intéressant
déja abordé par certaines études [53, 21| serait de na pas faire certaines approximations
(comme l'approximation de I'onde tournante, I’approximation de Born Markov...) afin de
voir leurs influence sur les effets coopératifs.

Enfin d’un point de vue expérimental, les perspectives ouvertes par ’étude de la Diffu-
sion Multiple Cohérente peuvent faire des systemes tels que les nuages d’atomes froids, un
milieu test afin d’étudier des effets cohérents induits par les interactions longues portées
et robustes dans le régime de diffusion multiple. Un point expérimental difficile a réaliser
serait d’arriver a mesurer in situ la phase de dipoles atomiques dans le nuage afin de voir
si la cohérence de cette derniere est observable expérimentalement ce qui serait en accord
avec les observations théoriques en cours. Un dernier point qui ouvrirait un tout nouveau
champ dans le domaine des atomes froids serait de travailler sur un mapping entre le
modele de Heisenberg et le modele Many Body afin de comprendre quelle est 1'impor-
tance des effets coopératifs dans des phénomenes physiques tels que la supraconductivité
a haute température critique.
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Annexe A

Dérivation de I’équation sur
’amplitude des dipoles dans les cas
scalaire et vectoriel.

Dans cette section nous dérivons de la méme maniere les équations sur les dipoles dans
les cas scalaire et vectoriel. Le cas scalaire étant bien connus il servira de référence a la
dérivation du cas vectoriel plus complexe. Nous nous servirons aussi de la dérivation du
cas scalaire afin de discuter des différentes approximations qui peuvent étre faites et de
leurs conséquences sur la physique que nous étudions.

1 Dérivation de I’équation sur les dipdles dans le cas
scalaire.

Commengons par expliciter le Hamiltonien interaction matiere rayonnement dans la
jauge (D.FE) pour le cas scalaire :

N N
H=> hwole') (| + > hwgalax — > Di.E(r;) (A1)
i=1 k =1

avec l'opérateur |e’)(e’|, le projecteur décrivant I’atome i dans son état excité, n’agissant
que dans le sous espace de Hilbert de cet atome, aL (ax) correspondant a 'opérateur
création (annihilation) d’un photon dans le mode k, D; 'opérateur dipole associé a I’atome
i et E(r;) Popérateur champ électrique transverse a la position r;.

Le choix de I'utilisation de la jauge (D.F) nécessite cependant quelques précautions.
En effet cette approximation est valable si la variation spatiale du champ est négligeable a
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LES CAS SCALAIRE ET VECTORIEL.

I’échelle de la taille du dipole, qui est un atome dans le cas que nous considérons. Sachant

que la taille pour un atome est de 'ordre de 1A et que les longueurs d’ondes que nous

considérons sont de 'ordre de quelques centaines de nanometres cette approximation peut

étre considérées comme valide. Dans le cas contraire il aurait fallu introduire une fréquence

de coupure w¢ proportionnelle a I'inverse du rayon de Bohr ag telle que we = cke = 27/ ay

afin de ne pas considérer les longueurs d’ondes égales ou inférieures a la taille de I’atome.
L’opérateur dipole peut étre séparé en deux termes tels que :

D; =DM 4+ Do) (A.2)

+)

avec Dl( correspondant a l'excitation de I'atome ¢

= d|e'){¢'| (A.3)
d étant I'élément de dipdle réduit associé a la transition e — g et DE_) = [D§+)]T corres-
pondant a la désexcitation de ce méme atome. On peut procéder de la méme maniere avec
I'opérateur champ électrique :

E(r) = EM(r) + EO(r) (A.4)

ol E(+)(r) correspond a l’absorption d’'un photon pouvant étre exprimé comme :

huw ,
(+) — 4 k ik.r
r)=i Ek QEOVake (A.5)

et B = [E(Jr)]T. Il est a noter que les opérateurs dipole et champ sont des opérateurs
scalaires. Afin de tracer sur les degrés de liberté du champ il faut résoudre les équations
d’évolution des opérateurs création et annihilation en représentation d’Heisenberg tel que :

dak 1

H] (A.6)

Qi

N
. R Wk —ik.r;
ax = —iwpa(t) + W Dj(t)e J A7

Afin d’obtenir cette équation il faut utiliser la relation de commutation sur les opérateurs
création et annihilation :

qui s’explicite :

ax, al] = 6(k — K) (A.8)

et aussi utiliser la formule [A, BC| = [A, B]C + B[A, C]. La solution de ’équation (A.7)
s’écrit :

a(t) = e “ktay dt Z Z V= QEOV i(t — T)e T g RT (A.9)

avec 7 = t — t'. L'utilisation de la notation D;(t — 7) plutét que D;(t"), pourtant plus
légere, sera justifiée plus tard dans le calcul.

Il est utile de remarquer que le premier terme de I’équation précédente correspond
a la propagation libre du champ en l'absence d’atomes et que le second correspond au
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1. DERIVATION DE L’EQUATION SUR LES DIPOLES DANS LE CAS SCALAIRE.

champ émis par les atomes. En procédant de la méme maniere sur I’équation d’évolution
de 'opérateur création on obtient :

t N
al (t) = e™rta] (0) + /0 dt’ Z Z A /%Dj (t — 7)eriehonT (A.10)
-1 k

En réinjectant les équations (A.9) et (A.10) dans I'expression de 'opérateur champ élec-
trique on obtient la relation :

260

N t
E(r,t) = Eprec(r,t) + > > /0 dt’ “’“V [iDj(t — 7)™ m)e ™ L he] (A1)
j=1 k

Er .
Avec Efec(r, t) correspondant au champ du laser incident tel que Ef,e(r,t) = L gilkepr—wt)

h.c. A ce stade, il n’a pas encore été fait d’approximations de type onde tournante et 1'hy-
pothese que dans 1’état stationnaire, tous les dipoles oscillent a la méme fréquence que
laser incident, est faite, posant ainsi la moyenne de l'opérateur dipole sur les degrés de
liberté du champ et internes des atomes, telle que :

Dj (t) = dj (t)e_ith + h.C (A]_Q)

I1 utile de discuter la signification d’une telle approximation. En effet, contrairement aux
calculs des articles [22] et[24], une dépendance temporelle pour les quantités d; et d} a
été gardée. En réalité ces quantités peuvent étre reliées aux amplitudes des dipoles au
temps t auxquelles on impose une phase supplémentaire : celle du laser incident. Afin
d’obtenir 'approximation faite a I’équation (A.12), I'hypotheése d’une faible intensité du
laser incident a été faite (29 < I'g ou ['g et €2y seront deux quantités définies a la fin du
calcul) afin de rester dans le cadre de l'optique linéaire. Cette hypothese est équivalente
a restreindre notre étude au sous espace de Hilbert des N atomes contenant au plus une
excitation, dont la base est décrite par les états |G), qui est I’état décrivant tous les atomes
sont dans 'état fondamental, et |e/), décrivant 1’état olt 'atome j est excité. Avec les deux
hypotheses faites précédemment on peut donc écrire ’état propre du systeme dans cette
base au temps ¢ tel que :

N

(U(8) = 1G) + ) dy(t)e ™ ley) (A.13)

=1

qui nous permet d’expliciter I'équation (A.12). De la méme maniére une approximation
similaire est faite sur 'opérateur champ tel que :

E(r,t) = E(r,t)e ™" + h.c (A.14)

On verra plus tard dans le calcul que la dépendance temporelle de "amplitude E(r,t) est
directement reliée a celle de 'amplitude du dipole. Cette deuxieme approximation sera
utilisée un peu plus tard dans le calcul. En se rappelant la définition faite pour le champ

_ E; . _ _
du laser incident a I’équation (A.11), on en déduit que E(r,t) = 7Le’kL'r + Es), ou E

est relié a 'amplitude du champ émis par les atomes.
Afin de réinjecter I'expression des dipoles précédemment obtenues dans 1’équation
(A.11), il faut faire 'approximation de Markov, qui suppose qu’il n’y a pas d’effet de
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mémoire lors des processus d’absorption-réémission du photon par les atomes, en posant :

D;(t — 1) =d;j(t)e ™" 4 he (A.15)

Cette approximation me permettra de sortir d;(t) et d} (t) des intégrales sur t'. Notons
que cette approximation est valide lorsque le temps entre deux évenements successifs de
diffusion du photon est bien inférieur au temps que met ce dernier a traverser le nuage.

On se concentre Pour la suite du calcul sur le deuxieme terme de ’équation (A.11) en
y réinjectant les approximations faites sur 'opérateur dipole , ce qui donne :

N

t /wk
t):;zk:/o dtQEOV

|:Z (dj(t)e—iwL(t—T) + d;f (t)eiwL(t—T))eik.(r—rj)e_iwkT

— <dg (t)e—iwL(t—r) + d}L (t)eiwL(t—r)) e—ik.(r—r]—)eiwkfr} <A16)

et on sépare les termes en exp(iwrt) de ceux en exp(—iwpt) :

N t
. Wi
t) =1 / dt’

|:dj (t)efith (ei(wkwL)‘reik.(rrj) . ei(waer)Teik.(rrj))

+ d;[ (t) eiwrt (ei(waer)Teik.(rrj) . €i(wkwL)T€ik'(rrj))1 (Al?)

En se rappelant 'hypothese faite a ’équation (A.14) on se concentre désormais sur les
termes en exp(—iwrt) ce qui nous donne :

E(s —3 Z Z/ dt' 2eV [ )(ei(wkwL)Teik.(rrj) _ ei(wk+wL)Teik.(rrj)>:|

(A.18)
Dans la limite ou ¢ tend vers 400, 'intégrale temporelle peut étre simplifiée en utilisant
les expressions :

e P
Iy = / dt' e @=L — 16(wy — wp) — i———
0 Wg — WL
" gt eitenten) P
Iy = dt' e tLT = wé(wp +wp) +i——— A.19
w= | (w4 wn) 4 i — (A.19)

et je réinjecte les intégrales I(_y et I(4) dans I'expression du champ source :

N

ik.(r—r;) _ —ik.(r—r;)
=1 Z Z 260V { <]()€ fene )} 420

A ce stade 'approximation d’une diffusion quasi résonnante est faite en posant kj ~ ko
dans les expressions des intégrales. En réalité il n’est pas mathématiquement correcte

Université de Nice Sophia Antipolis 192



1. DERIVATION DE L’EQUATION SUR LES DIPOLES DANS LE CAS SCALAIRE.

de faire de maniere abrupte cette substitution car cela aura pour conséquence la non
convergence des intégrales (A.19). Il est plus exact de dire que la pulsation du laser wy,
est tres proche de la pulsation associée a la transition atomique telle que wy = wy + €
avec € — 0. En effet cette situation est plutot réaliste dans le cadre des expériences que
nous considérons car le désaccord du faisceau incident est tres petit devant pulsation wy
reliée a la transition atomique. Ensuite je me sert de la formule Z exp(—ik.R)f(k) =
Kk
Ze:xp(ik.R) f(k) (annexe de [? ])afin de réécrire I'expression précédente ce qui nous

N
Ei(r :ZZZ QEOV (O = T)e ™) (A.21)
7j=1

En faisant I’hypothese que le volume V contenant un photon tend vers l'infini je peux
remplacer la somme sur les vecteurs d’onde k par une intégrale continue :

Sy, W [ (522)

I'équation (A.20) peut alors s’écrire :

oo kwk iK.(r—r;
Bior —zZ [ [angg s - e

Je substitue r par r; et pose pour la suite r;; = r; — r;. Compte tenu de l'intégrale
angulaire :

1 sin(kR)
Qe = ——= A.24
an | he kR (4.24)
I'équation (A.23) devient :
By =i / e s 4y g (A.25)
(8) 1) — ? J:1 0 47T 60 kTZ] ( ) ( ) :

Considérant que w;, est une quantité strictement positive, le premier terme de 'intégrale
I4) ne vient pas contribuer au calcul de I'intégrale sur k. En se servant de la définition
positive de wy, ce qui me permet d’étendre la borne inférieure de l'intégrale sur les k a
moins 'infinis pour le premiers terme de I'intégrale I(_y sans modifier le préfacteur devant
elle, et en se rappelant que c’est un delta de Dirac, je peux réécrire I’expression précédente
comme :

j=1
(A.26)
L’intégration du deuxieme terme plus complexe je vais donc détailler mon calcul. Le terme
en k + ko ne n’ayant pas de singularité entre 0 et +00 ne nécessite pas d’utiliser la valeur
principale de Cauchy. Son intégration nous donne [50] :

+oo 3 . 3
/ dkc(kc_lf_ _ )sM;(ZR) _ kk(}g[_cos(koR)si(koR) + sin(koR)ci(ko) — 1] (A.27)
0 0 0
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ANNEXE A. DERIVATION DE L’EQUATION SUR L’AMPLITUDE DES DIPOLES DANS
LES CAS SCALAIRE ET VECTORIEL.

avec les fonctions ci() et si() étant les cosinus et sinus intégrals. De la méme maniere en
utilisant cette fois la valeur principale de Cauchy on obtient pour le terme en k — kg :

/0 mdkc(lﬁ ko)mﬁzm - klzc}%[cos(koR)(si(koR)er)—sz’n(koR)ci(ko)Jrl] (A.28)

La somme des deux expressions (A.27) et (A.28) nous permet de réécrire 1'équation (A.26)
comme :

N .
k3 (cos(kori;)  .sin(kori;)

Eg(rs,t) = i 2Lt 22V d;(t A29
o) ;;Mm( o) ) o (A.20)

J’obtiens au final une expression du champ total modifié tel que :

N
— EL ik kg ekOTZ]

E(r; gLt E A.30
(ri) = + 47T60 k?()’l"w ( )

Il est utile de souligner le fait de ne pas s’étre affranchis des termes "antirésonnants” en
w4+ wp, qui permettent au final d’obtenir le kernel exponentiel, en effet si nous nous étions
affranchis de ces terme plus tot dans le calcul le résultat serait inextricable. Un autre point
important est qu’il est assumé de plein gré que la dépendance temporelle de 'amplitude du
champ émis par les atomes est directement reliée a celle des dipoles au temps ¢t. Afin d’avoir
un systeme d’équations fermées on s’intéresse désormais a 1’évolution de 'opérateur dipole
D; en représentation de Heisenberg. Pour cela nous poseons les relations de commutation
suivantes :

(DY DS = @ (|ey (| — |g')g') = dPa's, (A.31)
o, D) = £2D{Hs;; (A.32)
[lef) (€], Dj(‘i)] = :I:Dz(i)éij (A.33)

En posant I’équation d’évolution de 'opérateur dipole relié a la désexcitation d’un atome
D;” on obtient la relation suivante :

1 )
+ —d?0! . E(r;,t) (A.34)

D) = —iwy D (t
(t) iwoD; (1) TS

1
En utilisant les équations d’évolution des opérateurs création et annihilation eqs (A.7) a
(A.69) afin de réexprimer 'opérateur champ électrique et en ne réinjectant que sa partie
en exp(—iwrt) dans I'équation d’évolution de l'opérateur dipole lié¢ a la désexcitation de
I’atome ¢ on obtient :

N

D) = —iwo DO (1) + S ( Zheitkurienn | > Ky ¢
! ! ih = 2 —1 477'6() kOrij

korij

dj(t)e_th> (A.35)

Un point intéressant a ce stade du calcul, est que nous avons d’abord explicité I’équation
d’évolution de 'opérateur désexcitation en calculant son commutateur avec le Hamiltonien
du systeme puis nous y avons réinjecté I'expression du champ électrique sommée sur les
modes du vides. Le calcul aurait été bien plus complexe si nous avions tout d’abord
réinjecté I'expression du champ électrique modifié puis calculé ’équation d’évolution de
I'opérateur désexcitation sachant que 'opérateur champ électrique moyenné contient des
opérateurs dipoles dans sa définition.
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En se rappelant 'approximation faite a ’équation (A.12) d’une faible excitation permet

de poser 'opérateur o’ = —1, ott 1 est 'opérateur identité. L’équation précédente devient :
D(*)(ﬂ : D(*)(t) +1 i dELd i(kp.r;—wrt) i ]{78’ ekohg If) —twrt (A 36)
A = —W A ——ae e e .
! 0 2 h FL 47'('60 ko?"w

en réutilisant ensuite I'hypothese faite a ’équation (A.37) et en posant :
DI(t) = di(t)e ™t = doy ) (t)e ™t (A.37)
on peut réécrire I'équation d’évolution des dipoles telle que :

d2k3 ko?"” (_)
S0 (A.38)

(- . _ 1dE
o1 (t) = i(wr — wo)a| () + 5 leET Z

2 B dmhey korij

On reconnait ici la largeur naturelle de 1’état excité pour un atome a deux niveaux :

d*k}
= A.
2mheg (A.39)
la pulsation de Rabi telle que :
dE

et également le désaccord du laser tel que Ag = wy, — wp. On peut donc réécrire 'équation
précédente comme :

N
[ ekoris (-)
—= : A4l
1 2 kOTij O-] ( )

_ _ Q-
6y (1) = ooy — i e
j:
On remarque que pour i = j la partie imaginaire du troisieme terme de 1’équation (A.41)
est égale a I'/2 ce qui nous permet de réécrire cette équation comme :

(A.42)

ce qui nous donne I’équation sur I’évolution de I'amplitude des dipoles dans le cas scalaire.

2 Dérivation de I’équation sur les dipdles dans le cas
vectoriel.

Apres avoir dérivé dans la section précédente I'équation sur les dipoles dans le cas
scalaire un calcul similaire est effectué afin d’obtenir I’équation sur les dipoles dans le cas
vectoriel. Le cas vectoriel, bien que légerement plus complexe, n’est pas singulierement
différent du cas scalaire a ’exception des opérateurs qui sont désormais des opérateurs
vectoriels dont les composantes sont exprimées dans la base cartésienne.
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ANNEXE A. DERIVATION DE L’EQUATION SUR L’AMPLITUDE DES DIPOLES DANS
LES CAS SCALAIRE ET VECTORIEL.

En partant de I’Hamiltonien interaction matiere-rayonnement exprimé pour une tran-
sition J=0— J =1 [22] :

N N
H=> hw Y _leh)(eh|boa + Y hwgala: — > Dy E(r;) (A.43)
i=1 a,a’

k,é i=1

avec |e’ ) (e’,| le projecteur sur I'espace de Hilbert décrivant I’atome i dans son état excité
selon la composante de polarisation «, exprimée dans la base cartésienne telle que o =
Y, 2, Qe (aLé) les opérateurs annihilation et création d’'un photon de polarisation £ dans
le mode k (é.k = 0), D; Popérateur dipole pour 'atome i et E(r;) est 'opérateur champ
électrique transverse a la position r;. De la méme maniere que dans la section précédente
on peut séparer l'opérateur dipole en deux termes tels que :

D, = D" + D7 (A.44)
avec D§+) correspondant a l'excitation de I'atome 7 :
DY =d 3 lei)('lia (A45)
a=x,Y,2

d est encore I’élément dipole réduit associé a la transition e—g, DE_) = [DEJF)]T correspond
a la désexcitation de I'atome i et 4, est le vecteur unitaire selon la direction «. On procede

de la méme maniere avec I'opérateur champ électrique transverse :
E(r) = EP(r) + EC)(r) (A.46)

avec E) (r) Popérateur champ électrique correspondant a ’absorption d’un photon conte-
nant désormais le vecteur polarisation de la lumiere € tel que :

hw .
EN () =i) 4/ QGO;akéeZk-ré (A.A47)
k,é

et EC) = [E(“L)} T Afin de suivre la méme procédure que dans la section précédente nous
exprimons les équations d’évolution des opérateur création et annihilation en représenta-
tion de Heisenberg :

N
. . w % —ik.r;
ax — —zwkakg(t) + E g A /ﬁDJ(i)& € kr; (A48)

j=1 ke

La solution de I’équation (A.48) peut s’écrire comme :

; 1 ¢ N hwk ; :
_ —lwgt ~k —ikr;  —iwgT
axe(t) = e “Faye(0) + ﬁ/o dt’ ;Zl kgé 1/ 26OVDi(t — T)E e Mgk (A.49)

Avec 7 = t—t'. A la différence de la section précédente le relation de commutation utilisée
pour les opérateurs créations et annihilation est :

laxe, af] = 6(k — K)oz (A.50)
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le kronecker sur les composantes en polarisations é et & est une conséquence directe de
I’'orthogonalité entre le vecteur d’onde k et le vecteur polarisation du champ. En effet on
considere que la base utilisée pour décrire les états de polarisation du champ est une base
orthonormée décrite par I’ensemble de vecteurs l%, g é.

Tout comme dans la section précédente on peut remarquer que le premier terme de
I'équation (A.49) correspond au champ en I’absence de source et que le second terme
correspond au champ émis par les sources. Le seule différence singuliere avec I’'expression
développée a la section précédente est la présence de la somme sur les composantes « en
polarisation des dipoles, qui sont implicitement dans la définition de I'opérateur D, et de
la somme sur le polarisation du champ €. On procede de la méme maniere afin d’obtenir
I’équation d’évolution pour 'opérateur création et on réinjecte ces expressions dans la
définition de I'opérateur champ électrique transverse. On obtient au final une expression
selon la composante o du champ électrique telle que :

E.(r,t) = Efpee(r ZZ/ dr EOV (i D o (t—7)e™ ™ T eTWRTE £ 4D, c| (A.51)

i,/ k,é

ol le terme de propagation libre du champ est réécris comme Ef,e.(r,t) = E € et KETWh) 4
h.c. Ici, €, représente la polarisation du laser incident selon la direction .

En se concentrant sur le terme source de 1’équation (A.51) afin d’expliciter le potentiel
d’interaction entre les dipoles dans le cas vectoriel, nous faisons I’hypothese que dans 1’état
stationnaire tous les dipoles oscillent a la fréquence du laser [24] posant ainsi :

D;(t) = di(t)e ™= + h.c (A.52)
ou d; représente l’amplitude des dipéles au temps t selon les trois composantes en pola-
risation tel que : d;( Z d; o(t). Afin d’obtenir proprement cette expression il faut

a $ y7

se servir de la relation 4, - Ug = d4p avec B = z,y, 2. Reprenant 'approximation d’un
faible excitation faite a la section précédente, la base canonique de I’espace de Hilbert des
atomes contenant au plus une excitation peut étre désormais décrit par les états |G), qui
possede la méme définition qu’auparavant et |e;o ), qui décrit I’état ou 'atome ¢ est excité
dans sa composante a. L’état propre décrivant le systeme au temps ¢ exprimé dans dans
cette bas peut s’écrire comme :

N
(U(B) = G) + Y dj(t)e " el) (A.53)
j=1
A ce stade il faut faire I’approximation de Markov en posant :

Djot —7) =djo(t)e ™t 4 hc (A.54)

En y réinjectant les approximations faites précédemment sur ’opérateur dipole, le deuxieme
terme de 'équation (A.51) devient :

h . 4 .
E(g{source) (I', t) — ﬁ Z Z / dt/2 w;; |:Z <di,a’ (t>€—zwL(t77—)+dj » (t>ezwL(t7—)> ezk.(rfri)e ZwkTéaé +h.c
, €0 ’

(A.55)
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A ce stade une approximation de type onde tournante n’est pas encore faite au méme
titre qu’a la section précédente et nous séparons les termes en exp(—iwpt) de ceux en
exp(iwpt) :

Ei(r Z 3 / dTW

j=1l,a/ k¢

|:dj,o/€w)Lt (ez(wkwL)Tezk.(rrj)éaéZl . ez(waer)Tefzk (r— rﬂ)g 2 /)

. d; alei"-’Lt <€i(waer)Teik.(rrj)éaéz/ _ eilwr—wr)7 —ik.(r— rg) S 2 )}A 56)

En refaisant la méme approximation que dans la section précédente sur I'opérateur champ
électrique transverse qui consiste a séparer sa moyenne quantique dans I’état stationnaire
en deux termes oscillants respectivement a iwpt et —iwpt tel que :

E(r,t) = E(r)e L' + h.c, (A.57)

et en se concentrant désormais sur les termes oscillants en —iwyt, on obtient :

j=l,a/ k,é
(A.58)
En considérant que le vecteur polarisation est réel (i.e ¢ = €*)et en réutilisant les iden-
tités exprimées a la section précédente (eqs. A.22 et A.19) on peut réécrire I'expression
précédente comme :

k2w _—
Elyalr, _ZZ/ dk:/ko 16W3’Z [d ((I( — I(4))énfae™! >>} (A.59)

j=1a’

La somme sur les vecteurs polarisations du champ peut se réécrire :

A A kaka’
Zsa&ta/ = ((5aa/ -3 ) (A.60)

élk

que l'on réinjecte dans I'expression (A.59) :

. kf w ]{,’ak’a/ ik (r—rs
I‘) =1 Z A dkj/dﬂk ]_67T3k |: <<I(—) - I(-‘r)) (604(1’ — 7)6 k'( J)>:|

j1=l«
(A.61)
En utilisant 1’expression sur la sommation des vecteurs polarisations, I'intégrale angulaire
nous donne [186] :

1 kokor Tl \ Sin(kr) roarar \ [ cos(kr) sin(kr)
Q ik.R S — ,_ S _ —
47 e (6(104 k2 ) (5aa 72 ) kr i (6(1(1 k 72 > ( (kr)? (kr)3 mikr)

(A.62)

ce qui nous permet de réécrire ’équation (A.61) :

=iy [T [ (00 - 1mng) )| ey

7=l
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! En reprenant les mémes arguments qui nous ont permis d’obtenir 'équation (A.26) il
est possible de réécrire ’équation précédente comme :

N

_ . k3 ) ~° Kw 1 1
Efyalr) =i Y LLWOEOTl(koT)—ZP/ dk kdj,a'( + )Tl(k?ﬂ‘j)]

Pyt 0 4m2¢ WL+ Wy Wi — Wy
(A.64)

En plus des deux intégrales utilisées a la section précédente (eqs. A.27-A.28), I'intégration
du deuxieéme terme nécessite 1'utilisation de quatre intégrales supplémentaires [50], deux
pour les terme en k — kg :

/+Oodk ck?®  cos(kR) k3
0 o

—cos(koR)ci(ko) — sin(koR)(si(koR) + )]

k—ko) (kR)? (kOR)2[

+oo ck®  sin 3
/0 o F o (kgfj) _ (k::})%)3[cos(koR)(si(koR)—|—7r) — sin(koR)ci(ko)] (A.65)

et deux pour les termes en k + kg

too ck?  cos(kR) kg , . .
/0 = T = G leos(koR)ciky) = sin(ku ) sk )

too ck?*  sin(kR)  k§ _ . :
/O s T = Trogleos(hoR)si(oR) + sin(kyR)ei(ky)] (A.66)

L’utilisation de ces equations nous permet au final d’obtenir le potentiel lié au déplacement
en fréquences des dipoles tel que :

3 .
kg (5aa/ _ TaTa >cos(k;07") B (5%/ _gTaTa > (SZTL(/{ZO’/’) N cos(kor)) (k) (A6T)

47eq r2 kor r? (kor)? (Kor)?

on peut donc réécrire I’équation (A.68) sous la forme :

Eo)alr) = i[ ki <r2(k0rij)+@'rl(korij))} (A.68)

6meq

Ce qui nous donne une relation pour le champ selon la direction « telle que :

N
Eo(r;) = &eaeik”” + Z k—ggaa/(kn)d-a/ (A.69)
2 = 67eq 1D

avec le potentiel d’interaction goq (k7;;) correspondant a l'interaction dipole-dipole connue
en électrodynamique classique [47] :

3 i _i _ 7 1
g(m/(rij) = 26 |: ( ]{,‘7’ —<k7")2 ‘|‘ —<k7")3) 5aa/
4 i n 3 B 3 ToTol
kr — (kr)?2  (kr)? r2

1. Tl faut remarquer qu’entre les équations (A.61) et (A.63) nous avons substitué r par r; et ensuite
posé r;; =1; — ;.

(A.70)
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Afin d’obtenir I’équation d’évolution sur I'amplitude des dipoles, il est utile d’exprimer
les relations de commutation pour 'opérateur dipole dans le cas vectoriel telles que :

(DS DY) = a2 (el ) (el| = 190 (g )daer = 0103000 (A.71)
lof, D] = £2D16,56,, o (A.72)
[l (e'], D] = £D)5,56, o, (A.73)

et d’expliciter ’équation d’évolution de 'opérateur désexcitation de ’atome ¢ DZ(_) selon
la composant « :

N . 1 .
Di) (1) = —iwo Dy ) (0) + — Aol Ea(xi, 1), (A.74)
’ ’ (4

En réinjectant le terme oscillant en —iwyt obtenu précédemment sur 'opérateur champ
électrique on obtient :

(=) ; (=) 1 2 1 EL i(kp.ri—wrt) a k3 —iwrt
Di,a (t) = _ZWODi,a (t) + _d Oz‘ €a€ b - + Z gaa (rlj)d] a'€ v

g 2
7=1 a’
(A.75)
et en réutilisant 'hypothese d'une faible excitation, ce qui nous permet de substituer
I'opérateur o’ par I'opérateur identité o = —1 on peut réécrire I’équation (A.75) comme :

e B EL 4
D( ) £ = —i D( ) d211 z(kL r;—wrt) oo (Tij d'a’ ¢ —iwrt
z,a( ) W z,a( ) ih 2 +];/67T6 g ) Js ( )6
(A.76)
Désormais on utilise 'approximation faite sur ’état stationnaire de l'opérateur dipole en
posant : . .
D) = dia(t)e ™1t = dol) (t)e 1t (A.77)

[Ne"

que l'on réinjecte dans I’équation (A.78) ce qui nous donne :

_ _ E k3 :
542 (1) = ilor — wo)ol)(1) — —dl (7 sepr-wnd) 4 Z ot (1) <t>e—w>

j=1,a’
(A.78)
A ce stade on peut facilement reconnaitre la pulsation de Rabi définie a I’équation (A.40),
le désaccord du laser tel que Ay = wy, — wy et la largeur naturelle de ’état excité associée
a une transition J =0 — J' =1 telle que :

d*k3
=3 hé’o (A.79)
que l'on insere dans I’équation (A.78) :
5O Ay 0 e T -)
O1a (1) = iBooy ) (1) — i e™ l—i—Zggga,ar(Tij)aj’a,(t) (A.80)

Afin d’obtenir une expression finale sur I’équation d’évolution de I'amplitude des dipdles
dans le cas vectoriel il faut désormais séparer ’expression pour l'atome unique (i = j).
Un calcul simple nous permet de voir que lorsque kr tend vers 0 la partie imaginaire du
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tenseur g, o (7;;) tend vers la valeur 2/3 ce qui nous permet de réécrire au final 'équation
d’évolution de 'amplitude du dipole 7 selon le composante « telle que :

N

dai,a(t) . r o Ty I
= (iAo — 5)ai,a(t) —ie L H;Ega,a,(nj)am,(t) (A.81)
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Annexe B

Elaboration d’un piege dipolaire
désaccordé dans le bleu.

Ce projet expérimental qui n’a pas été présenté dans le corps de ce document montre
une technique que nous avons élaboré au cours de ce travail de these et qui peut nous
permettre d’étudier l'influence du terme de champ proche de l'interaction dipdle-dipole
( 1/(kor)?, eq. (2.87)) comme nous I'avons étudié de maniere numérique pour le spectre
de I'Hamiltonien effectif H.f; au chapitre 3. En effet comme nous l'avons énoncé pré-
cédemment les densité spatiales typiques que nous pouvons atteindre sans artifice avec
les nuages d’atomes froids sont de I'ordre de p ~ 10'°-10Mat.cm™ ce qui représente des
milieux trés dilués (pA* ~ 0.01). Afin d’atteindre de densités spatiales supérieures tout
en conservant un grand nombre d’atomes et un temps de chargement raisonnable (~ 2s),
nous avons donc élaboré un piege dipolaire désaccordé dans le bleu (Ag > 0I).

Le principe de fonctionnement de ce piege basé sur le potentiel dipolaire Up;, :

3nc? Ty
2wy Ao ()

0o Ao
est assez simple dans le sens ou il repose techniquement sur deux Modulateurs Acousto-
Optiques (AOM) croisés a 90° oscillants en opposition de phase (ou fi(t) = fo+A f sin(wy,t)
est la fréquence du premier AOM et fo(t) = fo + Af cos(wpt) est celle du second avec
fo = 80MHz, Af = 0-20MHz et f,, = w,,/2m = 90kHz). Ce dispositif des AOM & pour
conséquences de créer un "tube de lumiere” dans lequel les atomes sont piégés selon une
direction que l'on recroise ensuite a I’endroit ou se trouve le nuage a 90" de sa direction
initiale afin de créer une "boite de lumiere” dans laquelle les atomes seront confinés. Il
est a noter que 'approximation de 'onde tournant e a été faite pour obtenir la relation
présentée a ’équation (B.1) et qu’elle est valable uniquement lorsque Ay < wy. Dans cette
expression [(r) représente le profile radial de 'intensité tel que

2P 262442

I(x,y) = — 3¢ Tw? (B.2)

UDip = (Bl)
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ANNEXE B. ELABORATION D’UN PIEGE DIPOLAIRE DESACCORDE DANS LE BLEU.

avec P la puissance optique du faisceau nous servant a réaliser le piege et w son waist. Afin
de s’assurer que le profil radial du faisceau était bien gaussien au niveau des atomes, nous
avons utilisé une fibre optique NKT-Photonics LMA-PM-10, micro structurée monomode
a maintient de polarisation. Grace a cette fibre nous disposons d'une puissance optique
d’environ 550mW au niveau des atomes avec un faisceau dont le profil radial est bien
décrit par un profil gaussien.

Les performances finales de ce piege sont un temps de vie typique de 500ms, relié
aux pertes a un corp. Les limites principales a cette performance étant le chauffage lié a
I’absorption de photons des murs du piege par les atomes contenus dans ce dernier et la
fréquence f,, de rotation du faisceau elle méme limitée par les performances électroniques
des oscillateurs controlés en tension (VCO) que nous utilisons. Une solution possible a la
limite créée par le chauffage des atomes serait I'utilisation d’autres dispositifs laser que
ceux que nous avons présentés au chapitre 4 tel qu'un Titane-Saphir ou d’un laser dans
le fréquences Télécom avec un cavité de doublage en fréquence. En effet 'utilisation de
ces technologies nous permettrait d’utiliser pour le piege un faisceau plus puissant et plus
désaccordé réduisant ainsi le taux d’émission spontané des photons du mur du piege par les
atomes tout en maintenant une hauteur de barriere de potentiel suffisante afin de garder
les atomes dans le piege. Une autre source de chauffage liée a I’émission spontanée provient
du pieédestal du cone d’émission spontanée du MOPA (présenté au chapitre précédent a
la figure 4.7). Afin diminuer l'influence de ce cone d’émission spontanée nous avons testés
deux techniques de filtrage : la premiere en utilisant un étalon (cavité Fabry-Perot) qui
n’a pas montré d’améliorations significatives en raison de la perte de puissance optique
lié a 'utilisation de ’étalon et la deuxiéme en chauffant une cellule de Rubidium a 120°C
qui a permis d’améliorer légerement le temps de vie du piege.

Enfin aprés compression, nous avons réussi en chargeant 5.107 atomes dans le piege, &
atteindre des densités spatiales d’atomes proches de p = 10"*atomes.cm™>
pond & un nombre de Ioffe-Regel * de :

ce qui corres-

kol = 2.8. (B.3)

Bien qu’il soit peu courant d’atteindre ces densités avec un nuage thermique contenant
un grand nombre d’atomes, il faut toutes fois prendre avec prudence ce dernier résultat
encourageant. En effet la densité spatiale d’atomes a été mesurées grace au dispositif
d’imagerie d’absorption que nous avons décrite au chapitre précédent et il se peut qu’il
contienne certaines sources d’erreurs liées tout d’abord a la largeur spectrale du laser
que nous utilisons. Il se peut aussi que la densité spatiale élevée du nuage soit une source
d’erreur car elle nous impose de faire les mesures d’imagerie d’absorption proche du régime
de diffusion multiple (b(Aprope) =~ 1 avec Ayrope > 1). Une amélioration au protocole de
mesures serait donc d’utiliser des techniques de mesures alternatives comme par exemple
une technique d’imagerie non destructive par contraste de phase [187, 188].

1. Il est & noter que pour le calcul du nombre de Ioffe Regel nous avons pris le section efficace pour un
atome & deux niveaux (transition J, = 0 — J. = 1) ce qui pourrait étre a Iorigine d’une sous estimation
de ce nombre.
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Fast compression of a cold atomic cloud using a blue-detuned crossed dipole trap
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We present the experimental realization of a compressible blue-detuned crossed dipole trap for cold atoms

allowing for fast dynamical compression (~5-10 ms) of 5 x 107 rubidium atoms up to densities of ~10'3 cm

-3

The dipole trap consists of two intersecting tubes of blue-detuned laser light. These tubes are formed using a
single, rapidly rotating laser beam which, for sufficiently fast rotation frequencies, can be accurately described
by a quasistatic potential. The atomic cloud is compressed by dynamically reducing the trap volume, leading to
densities close to the loffe-Regel criterion for light localization.

DOI: 10.1103/PhysRevA.86.053412

I. INTRODUCTION

The use of optical dipole traps for manipulating and
trapping ultracold atoms has been crucial to the evolution of
this field of research. For example, they can be used to form a
Bose-Einstein condensate (BEC) [1], create artificial crystals
of light [2], or study physics in low dimensions by freezing
the spatial degrees of freedom [3].

Light-matter interaction in the dense regime is a very
dynamic and challenging field of research [4-6], where one
of the long-standing problems is an understanding of the role
of cooperative effects (superradiance [7,8], subradiance [9],
collective Lamb shift [10]) and disorder (weak [11] and strong
[12] localization). In order to reach this regime, a dipole trap
can be used to compress the cloud to high densities where the
strong-localization phase transition [12] is expected to occur
at a threshold given by the Ioffe-Regel criterion [13] kI ~ 1,
where k = 27 /X is the light wave vector and [ = 1/(no) is the
mean free path (with # the atomic density and o the scattering
cross section). For resonant two-level systems, the scattering
cross section oy = 312 /(2m) allows the loffe-Regel criterion
to be expressed as nA3 ~ 1. Such densities correspond for
rubidium atoms to 10'3-10'* cm~3, three orders of magnitude
higher than magneto-optical-trap (MOT) densities. These high
densities are commonly obtained in dipole traps for bosonic [1]
or fermionic [14] ultracold gases. However, the relatively
low number of atoms (~10°) and long duty cycles (~10 s)
make it difficult to efficiently study light-matter interaction
in dense regimes [15] where a large number of atoms as
well as short duty cycles are important assets for efficient
detection of signatures of cooperative effects and/or strong
localization of light. Indeed the Ioffe-Regel criterion should
not be confused with the BEC threshold nA3T ~ 1, where Ar
is the thermal de Broglie wavelength. In contrast to Bose-
Einstein condensation, we do not expect a drastic constraint on
temperature for the [offe-Regel criterion of strong localization.

In this paper, we present a compressible blue-detuned
crossed dipole trap to achieve a very fast dynamical compres-
sion (~5-10 ms) of a large number of ¥’Rb atoms (~5 x 107)
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to densities compatible with the Ioffe-Regel criterion, i.e.,
~10" cm™3. Trapping atoms in a “dark” region surrounded by
blue-detuned light has several advantages, such as minimizing
photon scattering, light shifts of the atomic levels, and light-
assisted collisional losses [16]. Experimentally, blue-detuned
trap are more difficult to produce than red ones. However, an
original method [17] consists in using a focused Gaussian
laser beam which is rapidly rotating and obtained by use
of two perpendicular acousto-optical modulators (AOMs).
If the rotation frequency is sufficiently high, the resulting
time-averaged potential forms a tube of light. Crossing two
of these tubes leads to a dark volume where atoms are
trapped. This method allows dynamic control of the shape
and the size of the trap which, for example, might be used
to optimize the loading efficiency with a large trapping
volume and then compress the cloud using a fast dynamical
reduction of the trap size. These blue-detuned time-averaged
potentials have been used in the past to study thermal cloud
compression [17] and optical billiards and chaos [18-20], or
to design microscopically tailored potentials for BECs [21] or
ultracold Fermi gases [22]. For red dipole traps, a dynamical
compression allowed quantum degeneracy to be reached via
runaway evaporative cooling using a mobile lens to change the
trap waist dynamically [23].

II. EXPERIMENTAL SETUP

A. Trap configuration

The trap consists of two tubes of blue-detuned light, crossed
at 90° to create a box of light [see Fig. 1(a)] where the
atoms are confined. The size and the shape of the box can
be dynamically adjusted. Figure 1(b) shows the experimental
setup used to create the tubes of light. A laser beam with 1 mm
waist passes through two AOMs (Gooch & Housego M080-
2B/F-GH2), crossed at 90°. The AOMs are powered by two
radio-frequency (rf) signals whose instantaneous frequencies
are respectively given by fi(¢) = fo + Af cos 2n f,,t) and
L) = fo+ Af sin(2r f,,t). The central frequency fy is
fixed at 80 MHz, the modulation frequency amplitude Af is
at most 20 MHz and the modulation frequency f;, is generally
set to 90 kHz. In the (41, +1) diffraction order of the AOMs,
the laser beam is rotating at frequency f,,, and a lens, placed
at a focal distance of 150 mm from the AOMs, creates a
time-averaged tube of light with a diameter of 1 mm and a

©2012 American Physical Society
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FIG. 1. (Color online) Sketch of the experimental setup. (a) Top view of the setup, showing the location of the two horizontal tubes forming
the crossed blue-detuned dipole trap. (b) Details of the setup used to produce the two tubes [(+1, +1) orders of the AOMs]. On the top, only
the contour of the trap is sketched while on the bottom only the beam profile is shown. For simplicity, we do not show the two mirrors that are
used to cross the tubes 1 and 2 (the dashed lines show the position of the crossing). VCO indicates voltage-control oscillator.

waist of 65 um in the lens focal plane where the atoms are
trapped. Using a system of lenses and mirrors, the tube can
be “recycled” and crossed at 90° from its initial direction (see
Fig. 1). By varying the modulation frequency amplitude Af,
the trap size can be dynamically controlled.

A rotating laser beam with power P, waist w, and a radial
intensity profile given by /(x,y) = % exp [—2(x2 + y?)/w?]
describing a circle of radius a creates a time-average intensity
profile

2P —2(r? 2 4
10)= = exp( ”J“)%(%), ()

where r is the radial distance of the polar coordinate system
and Z; is the zeroth-order modified Bessel function. For
87Rb atoms, the dipole potential for a linearly polarized
light with detuning A with respect to the D, line such that
Apg > |A| > Alpg, Where i ALg and 1 Al are respectively
the energy splitting of the fine and hyperfine excited states, is
given by [16]

2RI I(r)
3 8A Iy
I" being the linewidth and I, the saturation intensity of the
transition. For large trap size a/w > 1, i.e., when the radius is

large compared to the waist, Eq. (2) simplifies to the intuitive
formula

U(r) 2)

2(r —a)?
U(r) = Upexp (——2) ) 3)
w
where the potential height is given by
2 mrC I' P
Uo “)

B § 8\/§7T3/2 Z Isalaw .

When the trap is small, i.e., a/w < 1, the two walls of the
tube start touching each other and the trap can no longer
be described as a box with Gaussian walls, but is well
approximated by a harmonic potential

U(r) = U + imo’r?, )

52
where Uy = (2/3)1LL I:wz exp (=4

) is the “offset” value of

the potential at the center of the trap and w = 2\/% _W

is the trap frequency. Figure 2 shows the radial profile of
the time-averaged potential for two trap radii as well as its

harmonic approximation. The possibility of controlling the
trap frequency by tuning its radius can allow for runaway
evaporative cooling by compensating the reduction of the trap
frequency due to the lowering of the potential barrier (reducing
the intensity or increasing the detuning) by a reduction of the
size of the trap. The trap frequency is very sensitive to the trap
radius. A careful control of the approach to the final trap radius
is thus required when reaching the harmonic regime.

B. Laser system

The laser system consists of a distributed-feedback (DFB)
laser diode injecting a semiconductor laser amplifier SACHER
delivering up to 1 W. After the optical isolator, the beam
(power 900 mW) is coupled into a large-core (10 um),
monomode, polarization-maintaining photonic crystal fiber
(NKT Photonics LMA-PM-10). The coupling efficiency into
the fiber is 60%, limited by the quality of the laser mode of the
semiconductor amplifier.

At the output of the fiber, 550 mW of collimated linearly
polarized light injects the crossed AOMs, yielding 250 mW in
the (41, +1) diffraction order for creating the light tube. The
power of the beam can be controlled by adjusting the rf power
driving the AOMs. The light frequency v can be tuned over
120 GHz without mode jump by adjusting the current I of the
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FIG. 2. (Color online) Radial profiles of the time-averaged
potential for two trap radii. The solid curves correspond to Egs. (1)
and (2) for trap radii a = 500 pm (blue, outer peaks) anda = 100 um
(red, inner peaks). The green dashed line represents the harmonic
approximation of the potential [see Eq. (5)] for a = 100 pm. It
gives U; = 85 uK and w/(27) = 860 Hz. The parameters are P =
200 mW, A = 40 GHz, and w = 65 pum.
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FIG. 3. (Color online) Measured cross sections of the blue-
detuned tubes for two different VCO modulations. As an example, we
show two useful configurations: the square and the circle. (a) Signals
(V1(2), Va(1)) that are sent to the VCOs. (b) Pictures of the resulting
cross sections taken at the position where the atoms are trapped. The
size of the trap is L ~ 1 mm and the waist w = 65 pum.

DFB diode (dv/dI =2 GHzmA™"). Typical detunings used
with this setup range between 5 and 80 GHz.

Such semiconductor laser systems have the advantage of
moderate costs and simplicity of implementation. However,
they often have a modest mode quality and more importantly
they possess an amplified spontaneous emission background
which spreads over 40 nm, containing photons at resonance
with the atomic line. For experiments where this background
spectrum is a limitation, a titanium-sapphire laser or a
frequency-doubled laser might be a more convenient choice.

C. Electronic control of rf signals

In order to create the tubes of light, a precise control of
the 1f signals feeding the AOMs is necessary. For this, we use
voltage-control oscillators (VCOs) delivering rf signals whose
instant frequencies f;(¢) linearly depend on the input voltages
Vi (¢t). Thus, the two input voltages (V;(¢), V,(¢)) are associated
with a position (x(¢),y(t)) in the (+1, +1) diffraction order
of the AOMs, such that it is possible to create tubes of
light with arbitrary cross sections. Figure 3 shows the signals
Vi (t) which produce circular and square tubes as well as the
subsequent experimental pictures of these cross sections. We
use homemade VCOs, based on the Mini-Circuit POS-150 +
chip with output frequency between 50 and 150 MHz and a
3 dB input modulation bandwidth of 100 kHz. Two phase-
locked Agilent 33220A function generators are used to drive
the VCOs. The VCOs are feeding two Mini-Circuit ZHL-1A
rf amplifiers.

In Fig. 3(b), we notice that the ring-shaped potential
is slightly asymmetric. We attribute this to nonlinearities
in the overall system response (x(V;(2)),y(Va(¢))) which is
supported by the fact that this asymmetry is reduced for
smaller traps since they require lower modulation amplitudes.
The square-shaped trap is not affected because its parametric
equations do not lead to a combined motion in the x and
y directions (the nonlinearities imply only that the straight
lines are not drawn at constant speed). By designing and
engineering the synthesizer signals driving the VCOs, it would

PHYSICAL REVIEW A 86, 053412 (2012)

be possible to compensate for the trap asymmetry. However, all
the measurements performed in this paper use the ring-shaped
potential without compensating for the asymmetry, to keep the
system complexity to a minimum.

D. Parameters and experimental sequence

Unless otherwise stated, the parameters of the trap are
as follows: size L =1 mm (radius a = 500 um), waist
w = 65 um, detuning A = 40 GHz, rotation frequency f,, =
90 kHz, laser power for a single tube P = 200 mW, linear
polarization. For these parameters, the potential height for
87Rb atoms is 190 uK [see Eq. (4)].

We first load a MOT of 8’Rb atoms from a vapor cell with a
background gas pressure of ~10~° mbar. All lasers are tuned
close to the D, line of ®’Rb and are derived from DFB diodes,
conveniently amplified with a tapered amplifier and controlled
via AOMs. In this series of experiments, we deliberately
choose to work with a moderate number of atoms to investigate
the performances of our trapping scheme. We trap ~5 x 107
atoms in 2.5 s. The loading time can be reduced by increasing
the rubidium background pressure when a larger atom number
needs to be trapped using, e.g., ultraviolet light-emitting diodes
to temporarily increase the hot gas pressure during the MOT
loading—so-called light-induced atomic desorption (LIAD)
[24,25]. The cooling laser detuning is —3I" and the temperature
of the cloud is ~55 K. We then apply a 50 ms temporal dark
MOT period where the intensity of the repumping laser is
reduced by a factor of 10 and the detuning of the cooling beam
is increased from —3I" to —6I". This allows us to compress
and produce a homogeneous distribution of atoms, mainly in
the F = 1 hyperfine ground state, with a density ~10'' cm™3
and a temperature ~20 pK. During the temporal dark MOT
period, the intensity of the dipole trap is progressively ramped
up in order to maximize the “mode matching” between the dark
MOT and the dipole trap. After this, the magnetic field and the
laser cooling beams are turned off. In order to keep the atoms in
a single hyperfine level, we choose to keep the repumping laser
on at all times after loading, thus forcing the atoms into the F =
2 hyperfine level.! Then the atoms evolve freely in the dipole
potential and the trapping time varies between 5 ms and 1.2 s.
Using absorption or fluorescence imaging techniques, the
properties of the cloud, e.g., the number of atoms, temperature,
and density, are measured. In the following, unless otherwise
stated, absorption imaging from the side of the cell is used
to perform quantitative measurements. Figure 4 shows in situ
fluorescence images of the cloud taken from the top of the cell
for a single tube and for the crossed dipole trap.

III. LOADING

The loading period corresponds to the transfer of the
atoms from the dark MOT to the dipole trap. During the first

"Pumping the atoms into the F = 1 hyperfine level would instead
require the development of a specific depumping laser. Indeed,
keeping the MOT cooling beams on to pump the atoms in the F' = 1
hyperfine level would not be efficient and would lead to several
scattered photons, thus preventing us from attaining our goal of
reaching high densities.
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FIG. 4. (Color online) In situ fluorescence images of the atoms
in the dipole trap taken from the top of the cell after 100 ms of
holding time. (a) Single-tube trap. (b) Crossed trap. Parameters: P =
200 mW, A =40 GHz, L = 1 mm, w = 65 um, and f,, = 90 kHz.

~60 ms, the atoms are in a transient regime before reaching a
quasisteady regime. In order to optimize the transfer efficiency
from the dark MOT to the dipole trap, it is important to
understand the mechanisms occurring during this stage.

A. Transient regime

During the transfer of the atoms from the dark MOT to
the dipole trap, the mode matching is not perfect, exciting
breathing modes and oscillations of the center of mass of the
cloud. Figure 5 shows the center-of-mass position and the
root-mean-square (rms) size of the cloud after a 5 ms time
of flight as a function of the holding time in the dipole trap.
We notice that the cloud is squeezed along the direction of
gravity [smaller rms size in Fig. 5(b)] as can also be seen on
the in situ images (see Fig. 7). We observe oscillations of the
cloud size that we identify as breathing modes. Their period
is similar to that observed on the center-of-mass position.
The oscillation period is ~25 ms, which is compatible with
atoms falling from a height # = 500 um and bouncing on
the bottom of the trap with a period 2./2h/g ~ 20 ms.
The damping of the oscillations is important because of the
strong trap anharmonicity. After ~60 ms, the oscillations are
almost completely damped and the trap enters the so-called
quasisteady regime.
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FIG. 5. (Color online) Center-of-mass position (a) and rms size
(b) of the cloud after a 5 ms time of flight as a function of the holding
time in the dipole trap. The blue points correspond to measurements
along the x axis, which is orthogonal to the direction of gravity.
The red squares represent measurements along the z axis, which is
defined as pointing opposite to gravity. This figure shows center-of-
mass oscillations and breathing modes during the transient regime.
Parameters: P = 200 mW, A =40GHz, L =1 mm, w = 65 um,
and f,, = 90 kHz.
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FIG. 6. (Color online) Number of atoms (a) and cloud temper-
ature (b) measured 60 ms after loading as a function of the laser
power (Ppax = 200 mW). The blue points correspond to a detuning
of 20 GHz and the red squares to A =40 GHz. The solid lines in
(a) are fits of the data according to Eq. (7) using the potential barrier
height U as the only free fitting parameter. We obtain U = 320 uK
for A =20 GHz and U = 190 uK for A = 40 GHz. Parameters:
L =1mm,w =65 um, and f,, = 90 kHz.

B. Trapped atom number

At the end of the transient regime, ~60 ms after the atom
transfer from the dark MOT, we study the number of trapped
atoms and the temperature of the cloud as a function of the laser
power, which can be adjusted between 0 and 200 mW. Figure 6
shows the data for two different laser detunings A = 20 GHz
(blue points) and A = 40 GHz (red squares). The trap is loaded
from a dark MOT with ~1.3 x 107 atoms and a temperature
of ~22 uK. The size of the trap is L ~ 1 mm.

Both the number of atoms and the temperature reach a
plateau after P = 0.5 Pyax for A = 20 GHz and P = 0.7 Ppax
for A = 40 GHz. The temperature plateau corresponds to the
temperature of the dark MOT. This can be understood by
noticing that when the barrier height is sufficiently high, all
the atoms (initially in the trapping region) are trapped and
their temperature is that of the dark MOT. Before the plateau,
the temperature increases linearly with laser power, which can
be understood as a consequence of the linear increase of the
potential barrier with laser power. The red squares in Fig. 6(b)
clearly point at the origin when P — 0, which is consistent
with the fact that only atoms with an energy (kinetic plus
potential) smaller than the barrier height are trapped during
loading. However, the blue points do not extend to the origin
when P — 0, which might be due to spontaneous-emission
heating, which is more important for a detuning of 20 GHz
than for 40 GHz.

We define the loading efficiency as the number of atoms
in the trap after 60 ms of holding time (i.e., at the end of
the transient regime) divided by the number of atoms in the
dark MOT measured before loading. For the data presented
on Fig. 6, the loading efficiency is 60%, which corresponds
to an excellent value compared to what is usually observed in
red-detuned dipole traps. When the size of the dark MOT is
smaller than the trap volume, the nontrapped atoms correspond
to those having a too large energy (kinetic plus potential): they
“jump” over the potential barrier. If gravity were compensated
(by, e.g., optical pumping of the atoms in a particular Zeeman
sublevel and applying a vertical magnetic field gradient),
the atoms would possess only kinetic energy, which should
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significantly improve the loading efficiency. The maximum
estimated number of atoms that can be trapped is ~108 (equal
to the density of the dark MOT, ~10'! cm™3, times the trapping
volume, ~1 mm?).

1. Model for trap loading

We consider the case of a box-shaped trap and suppose
that in the dark MOT, the atoms are uniformly distributed in
space, with a momentum probability distribution given by the
Boltzmann distribution

A3 p2
p(p.r) = 73 ¢ p[ kaBT] ;
where Ay = h/s/2nmkpT is the thermal wavelength. The
probability density for an atom to have an energy E is
p(E)= [<F & pd SR S(E(p,r) — E)p(p,r), where the energy of
the atom takes the form E(p,r) = p?/(2m) + mgz, with the

z axis defined along the direction opposite to gravity. After
some calculations, we find

(E) 2 E . E }_( E mgL) ©)
= — X —_—
PE= aT\ kT OF | ks | \imgL ks T

where the function JF is defined as F(a,B)=

fomm(a’l)du«/l—u/a exp(Bu). In the g— 0 case,
i.e.,, without gravityy, Eq. (6) simplifies to the

well-known  free-space  density probability p(E) =
2/(JTkpT)JE/(kgT)exp[—E/(kgT)], where in front

of the Boltzmann factor exp [—E/(kpT)] one recognizes the
three-dimensional free-space density of states. If the height
of the potential barrier is U, then the fraction of atoms N /Ny
that are trapped during loading is given by

N U
No /0 dE p(E). @)
The solid lines in Fig. 6 correspond to fits according to Eq. (7)
which allows us to determine, using a single free fitting param-
eter, the potential height U corresponding to Pp,x = 200 mW.
We obtain U = 320 uK for A =20 GHz and U = 190 uK
for A = 40 GHz. We can compare these values to theoretical
estimations by substituting the experimental parameters into
Eq. (4), leading respectively to U = 380 and 190 uK, in good
agreement with the values extracted from the fit.

IV. QUASISTEADY REGIME

After the transient regime leading to the loading of the
trap, the evolution of the cloud properties occurs on a longer
time scale: the quasisteady regime. In this section, we study
the evolution of the cloud in this quasisteady regime in order
to characterize the trap and to understand the mechanisms
limiting its performance. To this end, two quantities are of
particular interest: the trap lifetime and the temperature of the
cloud. The lifetime t is determined from an exponential fit
Noexp(—t/7) to the decay curve of the number of atoms in
the trap as a function of the holding time, while the temperature
is inferred from the rms size of the cloud measured in time of
flight.
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FIG. 7. (Color online) (a) In situ absorption image of the cloud
inside the dipole trap 450 ms after loading (sideview). The white
dashed line represents the limits of the trap. The atoms lie down on
the bottom of the trap due to gravity. (b) Vertical optical thickness
profile (blue solid curve). The origin is chosen at the position of the
maximum optical thickness. The fit b(z) = b(0)exp [—mgz/(kzT)]
(red dashed line) leads to a temperature of 18 uK. The temperature
estimated using the standard time of flight measurement gives 21 uK.
Parameters: P =200 mW, A =40 GHz, L = 1 mm, w = 65 um,
fm =90 kHz.

A. In situ density profile

For a trap of size L, gravity effects can be neglected
when mgL < kgT. For a cloud temperature of 40 uK, this
condition gives L <« 400 um, showing that gravity is an
important parameter for large traps. The influence of gravity
can be observed in the absorption imaging from the side
of the chamber as shown in Fig. 7 where atoms lie down
on the bottom of the trap. This situation is similar to that
observed with strontium MOTSs on the intercombination line
at 689 nm [26].

For atoms at thermal equilibrium in the dipole trap, one
expects the optical thickness profile along the vertical direction
to be given by the Boltzmann factor

b(z) = b(0) exp [—kBiTZ} . 8)

Figure 7 shows the in situ density profile of the cloud
obtained by absorption imaging. A fit from Eq. (8) leads to
a temperature of 18 uK. The temperature of the cloud given
by a time-of-flight measurement is 21 uK, in good agreement
with the in situ measurement. As one does not expect a
thermodynamic equilibrium to be reached when considering
the conservative dynamics of independent particles in a
trap, the good agreement between these two methods of
estimating the temperature of the atomic cloud suggests that
relaxation due to residual light scattering combined with a
limited trap height or “s-wave” collisions (the elastic s-wave
collision rate after loading is I'q < 10 s™') might be present
in our system.

B. Losses due to “hot” collisions

The MOT loading time of ~20s allows us to infer a
background gas pressure of P ~ 10~ mbar [27]. The trap
loss rates due to the background species i can be estimated
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TABLE I. Coefficients C; of the van der Waals potential between
rubidium and background species i in Hartree atomic units (a.u.) =
e%a3 /(4w ey), where e is the electron charge, aq is the Bohr radius, and
€o is the vacuum permittivity (data taken from Ref. [29]). Trap loss
rate y; computed from Eq. (9) with P, ~ 10~ mbar, U = 190 uK,
and 7 = 300 K.

Species i C; (au) v, 57D
Rb-Rb 4430 0.14
Rb-He 36.2 0.08
Rb-H, 140 0.16
by [27-29]
P, ¢\’
i ~6.8———=2)  (Umgp)™"°, 9
Vi ko T <m1) (Umgy) )

where T >~ 300 K is the background gas temperature, P; the
partial pressure of the background species i, and U ~ 190 uK
the potential height of the dipole trap. With mgp and m; we
indicate the masses of rubidium and of the background species,
i and C; are the coefficients of the van der Waals interaction
potential —C; /r® between the ground-state trapped Rb atoms
and i. Table I gives the value of the C; coefficients for Rb-Rb,
Rb-He, and Rb-H; collisions and the corresponding trap loss
rates y; for the parameters of the experiment. The estimated
trap lifetimes 1/y; resulting from the background collisions
are significantly longer than the measured one, allowing us
to conclude that the dominant loss mechanism is not due to
collisions with the background gas.

A further confirmation of the marginality of hot collisions
is obtained by performing a lifetime measurement by turning
on LIAD just after loading the trap. Even though this increases
the residual gas pressure of the cell by one order of magnitude
to P ~ 10~% mbar, we notice no difference on the measured
lifetime.

C. Influence of the trap size

The influence of the size of the trap on its lifetime is an
important issue to study before starting the compression of
the cloud. After loading, the atoms are kept in the trap for
20 ms, before linearly reducing the trap size for an additional
20 ms. The end of this stage is used as the initial condition to
measure the lifetime of the cloud. We choose this experimental
procedure since it allows an efficient trap loading and prevents
nontrapped atoms (because of the too small trap volume
compared to the dark MOT volume) from being present in the
imaging region when the trapped atom number is measured
during the first 40 ms. The initial conditions are chosen such
that the initial atomic density is low enough to prevent density
effects in the measurement (small s-wave collision rate).
Note that this experimental procedure does not maintain the
potential height constant, as U o 1/L [see Eq. (4)].

Figure 8 shows that the lifetime of the cloud rapidly
decreases when the size of the trap is reduced. This is consistent
with atom losses occurring when the atoms interact with the
potential barrier. The smaller is the trap, the more frequent are
interactions with the barrier, leading to stronger losses and to
a subsequent lifetime reduction. The reduction of the lifetime
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FIG. 8. (Color online) Lifetime of the cloud as a function of
the dipole trap diameter. Parameters: P = 200 mW, A = 40 GHz,
w = 65 um, and f,, = 90 kHz.

with the trap size is an important factor to take into account
for the cloud compression.

D. Influence of the rotation frequency

A first limiting effect gives a lower bound for low rotation
frequencies: if during one period 1/f,,, the atoms with velocity
on the order of ~\/kpT/m move by more than the waist of
the laser w, the atom can escape the trap between successive
arrivals of the laser beam. This condition is written

1 [kgT
fm > —y/ — =~ 1 kHz, (10)
wV m

forw =65 umand T =40 uK.

In order to study the influence of the rotation frequency
above this limit, we vary the rotation frequency and keep
all other parameters constant. Figure 9(a) shows that the
lifetime increases with increasing rotation frequency without
reaching saturation in the explored frequency range (contrary
to what is observed in Ref. [17]). This can be understood
by noticing that the faster the beam rotates, the better is the
time-averaged-potential approximation. The upper bound for
the rotation frequency is set by the input modulation bandwidth
of the VCOs.

Figure 9(b) shows the cloud temperature after 150 ms of
holding time as a function of the rotation frequency. Below
30 kHz, we observe significant heating which decreases with
increasing rotation frequency. Above 30 kHz, the temperature
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FIG. 9. (Color online) (a) Lifetime of the dipole trap as a function
of the rotation frequency. (b) Temperature of the cloud measured
after 150 ms of holding time as a function of the rotation frequency.
The shaded area represents the initial dark MOT temperature before
loading the dipole trap. Parameters: P =200 mW, A = 40 GHz,
L =1 mm, and w = 65 um.
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reaches a plateau which is close to the initial dark MOT
temperature [shaded area in Fig. 9(b)]. We identify this
phenomenon as being due to dipolar heating, i.e., heating due
to the dipole potential fluctuations that atoms experience when
they bounce on the potential barrier because of the rotating
laser. From this measurement, we can get an estimate of the
dipole-induced heating rate, expected to scale as 1/(Lf,,),
which can be used for optimizing compression schemes.

After compression, for small trap size in the harmonic
regime, we also require the rotation frequency to be large
compared to the trap frequency w/(27) for the time-averaged
approximation to be valid. The maximum trap frequencies
that can be reached are a few kilohertz. By using a rotation
frequency close to 100 kHz the two previous conditions are
easily satisfied.

It is clear that the trap has better performance when the
rotation frequency is increased. However, there is an intrinsic
limitation that restrains this argument. Indeed, modulatation
of a signal at a frequency f,, creates sidebands separated by
fm. These sidebands affect the dipole potential. The limit for
having a nice “continuous trap shape” is to consider that the
distance d between two peaks associated with two sidebands
should be smaller than the laser waist w = 65 um. The AOM
deflection angle is o = 9.3 x 107> rad MHz!, and after a
distance L = 150 mm (the lens focal length), the distance
between two points is d = «f,, L. The condition is then written

w
I K I 5 MHz. (11)

This argument shows that there is an intrinsic limit for the
maximum frequency one can use. However, we are limited
to fi, < 100 kHz by the VCOs, so there is still room for
improvement.

In summary, below a modulation frequency of ~1 kHz, the
atoms are no longer trapped. This regime can be observed in
the two first points of Fig. 9(b). In the intermediate regime
3 < fu < 30kHz, we observe a reduction of the heating.
This regime is associated with dipolar heating losses due to
the rotating laser. For f,, > 30 kHz we observe an increase
of the lifetime and a stabilization of the temperature. These
results justify the choice of a rotation frequency of 90 kHz,
which corresponds to the maximum frequency we can use,
taking into account the 100 kHz input modulation bandwidth
of the VCOs. The performance of the trap might probably
be improved using VCOs with a higher input modulation
bandwidth and a better frequency stability.

E. Influence of the detuning

We study the influence of the detuning on the lifetime and
temperature by changing A and P while maintaining U
P /A constant. The first point on the right side of Fig. 10 is
measured for P = 200 mW and A = 60 GHz, corresponding
to a potential height U = 126 uK.

Figure 10(a) shows that for A < 20 GHz the lifetime
strongly depends on the detuning, and that for A > 20 GHz,
the lifetime becomes constant at ~280 ms. It is important to
note that the semiconductor laser diodes used in these experi-
ments present, in addition to their main laser mode, a pedestal
which spreads over 40 nm. From the data of Fig. 10(a), we
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FIG. 10. (Color online) (a) Lifetime of the dipole trap as a
function of the laser detuning at constant potential height. For this
measurement we adjust the laser power to maintain a constant poten-
tial barrier U o« P /A while the detuning is varied. (b) Temperature
of the cloud measured after 150 ms of holding time as a function of
the laser detuning. The shaded area represents the initial dark MOT
temperature before loading the dipole trap. Parameters: L = 1 mm,
w = 65 um, and f,, = 90 kHz.

conclude that above 20 GHz spontaneous emission due to the
main laser mode is not the limiting phenomenon leading to
atom losses. We attribute the limited lifetime above 20 GHz
to heating induced by the amplified spontaneous-emission
pedestal and dipolar heating as discussed in Sec. IV D.

In Fig. 10(b), we notice that the cloud temperature does
not depend on the laser detuning. The temperature is constant,
slightly higher than the dark MOT temperature. After loading
the cloud at the dark MOT temperature spontaneous emission
leads to atom losses without temperature increase (the potential
height is 126 uK). We conclude that the extra heating
due to spontaneous emission is immediately suppressed by
evaporation: the atoms escape from the trap when their total
energy becomes higher than the potential barrier height.

We notice in Fig. 10(a) particularly short trap lifetimes
around A = 50 GHz. In order to study this more quantitatively,
we measure the number of atoms in the dipole trap after 150 ms
of holding time using the same experimental parameters as in
Fig. 10. These data points are shown in Fig. 11 where we
observe a 10 GHz broad resonance centered around 50 GHz
which manifests itself as atom losses. No resonance is seen

6
5.0 (1 ? ?

Chig ot

4.0f ty TRINE !

Atom number

3.5»£EE§§E rrrrrrrrr 1

40 45 50 55 60

Detuning (GHz)

FIG. 11. (Color online) Number of atoms in the dipole trap after
150 ms of holding time as a function of the laser detuning at constant
potential height. This curve shows a region where we measure
abnormally low lifetimes, which indicates a resonance whose origin
is unknown. The resonance is centered around 50 GHz and is 10 GHz
broad. Parameters: L = 1 mm, w = 65 um, and f,, = 90 kHz (the
same as those of Fig. 10).
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in the incident laser spectrum and its origin remains elusive.
Possible explanations might involve acoustic modes in the
optical fiber or, more interestingly, molecular resonances.

F. Influence of the laser system spectrum

Assuming thermal equilibrium, the mean photon scattering
rate Iy can be estimated from the temperature by computing
the average potential

U(r)+mgz
3 [ drU(r)exp [——(?BT’"g ]

J dr exp[ - TEE)

) (12)

and using the relation hl'se = U I'/A. For a blue dipole
trap (U) and (I'y.) are both increasing functions of the
temperature. For the typical parameters of the experiment,
P =200 mW, A =40GHz, L =1 mm, w = 65 um, and
T = 20 uK, evaluation of Eq. (12) gives (U) = 2.11 uK and
(Ise) = 41 s~!. This underestimates the photon scattering rate
by not accounting for imperfections of the potential. More
importantly, a major drawback of semiconductor laser systems
is their amplified spontaneous-emission background which
spreads over 40 nm and contains photons resonant with the
atomic lines. These photons contribute to heating, leading to
a potential reduction of the trap lifetime. The spontaneous-
emission background is clearly seen when looking at the laser
system power spectrum shown in Fig. 12(a). It represents 0.9%
of the total laser power. In this section, we investigate two
different approaches to filtering resonant photons using an
etalon or a rubidium cell.

The first method consists in filtering the spontaneous-
emission background using an etalon of finesse JF = 60
with free spectral range Avpsg = 210 GHz. Its transmission
exhibits peaks separated by 210 GHz with full with at half
maximum Avgsg/F = 3.5 GHz. For an optical spectrum
analyzer that does not resolve the transmission peaks, the
expected reduction of the spontaneous emission background
is 10log,, F = 17 dB, which shows good agreement with
the measurements presented in Fig. 12(a). After filtering, the
spontaneous emission background represents only 0.04% of
the total laser power. Due to the poor mode quality of the laser
system, the coupling efficiency through the etalon is weak,
leaving only 70 mW of light available for creating the dipole
trap. In order to maintain a decent trap depth, we reduce the
laser detuning to 24 GHz. The influence of the filtering on the
trap lifetime is shown in Fig. 12(b). The measurement indicates
that the spontaneous-emission background is not the dominant
effect which limits the trap lifetime below 200 ms.

The second method involves using a 7.5-cm-long rubidium
cell to filter photons around the Doppler-broadened lines.
Heating the cell from 22 to 120°C allows the filtering of
photons by increase in the rubidium pressure of several orders
of magnitude. Using heated cells as narrowband absorption
filters to reduce the amplified spontaneous-emission back-
ground of diode laser systems has proven to be an efficient
technique to minimize resonant photon scattering in dipole
traps, hence extending their lifetimes [30-32]. Figure 12(c)
illustrates the filtering efficiency by looking at the transmission
of a weakly saturating probe through the cell. Figure 12(d)
shows the number of atoms in the trap as a function of time with
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FIG. 12. (Color online) (a) Power spectrum of the laser system
(blue, broader, curve) and of the laser system plus etalon (red
curve). (b) Number of atoms in the dipole trap as a function of the
holding time without (blue points) and with etalon (red squares). The
lifetimes are 58 and 66 ms, respectively. The laser power is the same
for the two measurements. Parameters: P = 70 mW, A = 24 GHz,
L =1mm, w=65um, and f,, = 90 kHz. (c) Transmission of a
weakly saturating probe through a 7.5-cm-long rubidium cell at
22°C (blue, upper, curve) and 120°C (red curve). (d) Number of
atoms in the dipole trap as a function of the holding time using
the rubidium cell at 22°C (blue points) and 120°C (red squares).
Parameters: P =200 mW, A =43 GHz, L = 1 mm, w = 65 um,
and f,, = 90 kHz.

and without filtering. These curves show a double-exponential
decay. We relate the first decay to losses occurring during the
transient regime and the second one to losses in the quasisteady
regime where the lifetime of the trap is evaluated. Again, below
200 ms we are not able to observe any benefit from resonant
photon filtering. However, for longer trapping times, we notice
lower atom losses, indicating that photon scattering from the
spontaneous-emission background becomes important.

In conclusion, below 200 ms, light scattering from the laser
pedestal does not limit the experiment. Since we are aiming at
fast compression times, we choose not to use any filtering
method in the setup. Nevertheless, our data indicate that
one should definitely consider implementing these techniques
to obtain long trapping times, which might be useful in
applications involving quantum-degenerate gases.

G. Conclusion and final performance

The dipole trap presented in this section allows for trapping
a large number of atoms with an excellent loading efficiency.
Table II summarizes the performance and limitations of the
setup. It helps us find the best compromise for our purposes
with the following parameters that maximize the loading,
the lifetime, and the cloud temperature: P = 200 mW, A =
40 GHz, L =1 mm, w =65 um, and f,, = 90 kHz. With
these parameters, the height of the potential barrier is
~190 pK, the typical lifetime is ~450 ms, and the temperature
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TABLE II. Summary of the experiments performed on the static dipole trap in the quasisteady regime. For each measurement, we identify
a mechanism leading to losses and/or heating and find the parameters that give the best trap performances.

Experimental parameters Losses and/or heating mechanisms

Solutions

Size L
Rotation frequency f,,

Interactions with potential barrier
Dipolar heating
Laser mode detuning A Spontaneous emission

Laser system pedestal Spontaneous emission

Largest possible size ~1 mm for better lifetime and loading

fm > 30 kHz, the largest possible keeping in mind the sideband limit.
Limited by the VCO modulation bandwidth: 90 kHz.

A > 20 GHz, ideally the largest possible while keeping a suitable
potential height

Beam filtering through etalon or rubidium hot cell

of the cloud is constant at ~25 uK (about the dark MOT
temperature), leading to a factor n = U /(kpT) =~ 7.6.

V. COMPRESSION

In this section, we compress the atomic cloud by dy-
namically reducing its size L by means of the blue-detuned
crossed dipole trap. The goal is to quickly compress the
maximum number of atoms N below the strong localization
threshold, qualitatively given by the loffe-Regel criterion [13].
As discussed in the Introduction, this threshold corresponds to
atomic densities of n = N/L? ~ 10*~10'* cm™> for rubid-
ium atoms.

A. Principles of the compression scheme

The aim of this section is to understand the relevant
parameters for compressing the cloud. Simple arguments allow
us to qualitatively address important issues, even though they
do not aim at describing the experiment in a rigorous way (in
particular concerning the role of gravity).

1. Maximum compression speed

We are interested in calculating the maximum speed at
which the potential barrier of height U can move before the
atoms are no longer able to follow the motion of the barrier and
consequently jump over it. Let us consider the most pessimistic
case where the potential barrier moves towards the atoms in
the laboratory frame at a speed vy, While the atom moves in
the opposite direction at a speed v,om. In the frame attached
to the potential barrier, the atom has a velocity v = vp +
Vatom and will not jump over the barrier if its kinetic energy is
smaller than the potential height, leading to the criterion v <

V2U /m — Vgom. Noting that /2U /m > Vyom, the condition
simplifies to

2U

m

13)

Vpot <

For a 200 uK potential height, we obtain a maximum barrier
velocity of 0.2 ms~!. If the barrier moves by 500 um, the
minimal time needed to compress the cloud is 2.5 ms. This will
not be a restrictive constraint for the experimental realization
of the compression. Moreover, knowing that the potential
barrier increases during compression [cf. Eq. (4)], Eq. (13)
overestimates the minimum compression time.

2. Heating

For an ideal gas undergoing an adiabatic reversible process
the following equation applies: TV?~! = const, where T is
the temperature, V the volume, and y the adiabatic index.
For a monatomic gas y = 5/3. When the size of the trap is
reduced to L, a cloud of monatomic atoms (e.g., rubidium
atoms) initially at a temperature 7; in a trap of size L; will
reach a temperature 7y given by

Ty (Li\’
T, \L;) "~

Any nonadiabatic reversible compression would lead to higher
final temperatures than the one predicted by Eq. (14).

(14)

3. Phase-space density evolution

When the size of the trap is reduced such that ¢ >~ w, i.e.,
the radius is about equal to the waist, the geometry of the
trap changes from a box with Gaussian walls to a harmonic
potential U = U, + (1/2)mw?r? where the analytical expres-
sions for U; and w are given in Sec. Il A. During an adiabatic
compression, the entropy of the cloud is conserved, implying
phase-space density conservation when the geometry of the
trap does not change. However, when the geometry of the trap
changes from a box to a harmonic potential, the phase-space
density p slightly increases. Denoting by p; = niA% (where
n; is the density and A, is the initial thermal wavelength)
the initial phase-space density for the atoms in a box, and by
pf=n fA3Tf the final phase-space density for the atoms at
the center of the harmonic trap, one can easily show that the
increase in phase-space density for an adiabatic transformation
is given by?

pr=e"p;. (15)

This phase space density increase comes from the modification
of the density of states when the trap geometry is modified
[33,34].

4. Potential height evolution

The temperature increase of the cloud resulting from the
compression tends to make the atoms escape from the trap by
jumping over the potential barrier. However, when the trap size

The following equation is obtain by equating the entropy of an
ideal gas in a box § = Nkg{In[V/NA3]+ %} and its entropy in a
harmonic trap S = Nkg{In[(1/N)(ksT /hw)’] + 4}.
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FIG. 13. (Color online) In situ fluorescence images of the atoms
in the dipole trap taken from the top of the cell. (a) Cloud
before compression, trap size L; = 1 mm. (b) Cloud after a 10 ms
compression, trap size L; = 300 um. Parameters: P =200 mW,
A =40 GHz, w = 65 pum, and f,, = 90 kHz.

is reduced, the potential height increases as well. Equation (4)
shows that a trap with initial size L; and potential height U;,
compressed to a final size Ly, has a final potential height
Uy = U;L;/Ly. The temperature of the atoms thus increases
faster than the height of the potential. Using Eq. (14), and
neglecting collisions (evaporation), atoms stay in the trap while
kpTy = Uy, which allows us to estimate the size of the trap
before the atoms escape:

Ly kgT;

16
L U (16)

In the experiment kg T; / U; ~ 1/8 so that, starting from a trap
size of 1 mm, we can compress the cloud down to ~125 um
before atoms jump over the potential barrier.

5. Lifetime constraint

In addition to the constraints on the minimum compression
time discussed in Sec. V Al, there are also restrictions on the
maximum compression time. We have shown in Sec. IV C that
the trap lifetime strongly depends on its size. This implies
important limitations on the maximum compression time that
should be used. For example, using the data from Fig. 8,
compressing the cloud to a final size of 400 um should be
done in less than 30 ms (which is the lifetime of the trap for
this diameter) in order not to lose too many atoms during
compression.

B. Experimental realization

After loading the dipole trap (initial size L; = 1 mm) using
the protocol described in Sec. IID, the size of the trap is
kept constant during 20 ms in order for the nontrapped atoms
to escape from the imaging field of view. The size of the
trap is then linearly reduced and the compression time can be
varied. The data presented below are taken for different final
trap sizes Ly, while the compression time is fixed. Figure 13
shows fluorescence images of the cloud viewed from the top
of the cell, before and after compression. Absorption imaging
from the side of the trap is used to perform quantitative
measurements.

Figure 14 shows the density (a) and the temperature (b) of
the cloud as functions of the trap size after compression L  for
two different compression times: 5 ms (blue points) and 10 ms
(red squares). The blue points correspond to 2 x 107 initially

PHYSICAL REVIEW A 86, 053412 (2012)

10" Fw— o 400
2 Sy, e}
‘E Lot 7*‘\ \’ VVVVVVVVV 1 % 300
K % .';o'.:°o e ]
> 3 o ° "é 200 ‘
@ 10 k- ,,:,\,{'n.j.i,, ] : % Lo
c S H o | Ty i
g (@)  S<3a] E 007 (p) .
10 oy 2 © . "syggmgms
10 I I I I ~ 0 I I I I
0.00.20.40.60.81.0 0.00.20.40.60.81.0
Final trap size (mm) Final trap size (mm)

,_.
e,

.o.f‘vi'

-6 ] ] I I
0.00.20.40.60.81.0
Final trap size (mm)

Phase-space density
=
o

10 0.0 A S T
0.00.20.40.60.81.0

Final trap size (mm)

FIG. 14. (Color online) (a) Density, (b) temperature, and
(c) phase-space density of the cloud as a function of the trap size
after compression L. (d) Fraction of the remaining atoms after
compression. The initial trap size is L; = 1 mm. The blue points
correspond to a 5 ms compression and the red squares to a 10 ms
compression. The initial conditions are N = 2 x 107 initially loaded
atoms for the blue points and N = 107 atoms for the red squares. The
dashed curves in (a) correspond to the densities one would obtain if the
trap were uniformly loaded n = N/L*. Parameters: P = 200 mW,
A =40 GHz, w = 65 pum, and f,, = 90 kHz.

loaded atoms and the red squares to 107 atoms. We manage to
increase the density by more than one order of magnitude to
reach 5 x 10'? cm™3, reducing the trap size by a factor of 5.
Figure 14(b) shows strong heating during compression. The
faster the compression, the higher the heating, as expected from
the discussion on adiabatic heating in Sec. V A. In the future, if
the high final temperature is a problem, one can think of adding
an evaporative cooling stage after compression, which would
make the cloud colder and denser. We notice that for small
compression (L ; > 0.6 mm), the density and the temperature
are almost unaffected. This can be understood by looking at
absorption images of the cloud (see Fig. 7) where the atoms do
not occupy the full trap volume because of gravity. The change
of slope that we observe for L ; < 0.6 mm corresponds to the
situation where the cloud starts occupying all the trap volume.
For small trap size we observe a saturation of the cloud density
when the trap reaches the harmonic regime. This might be
due to the the increased sensitivity to instabilities for small
traps. Indeed, in the harmonic regime, the trap frequency is
very sensitive to the trap size. Inelastic (s-wave or/and light-
assisted) collisions can also play a role at high densities and
contribute to the observed fluctuations.

Figure 14(c) shows the phase-space density nAj as a
function of the final trap size. As previously discussed, the
phase-space density is conserved for an adiabatic compression
if the trap geometry does not change (the density of states is
conserved). We observe that for a 10 ms compression time,
the phase-space density is conserved but this is no longer the
case when the compression time is 5 ms.
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Figure 14 (d) shows the fraction of remaining atoms after
compression. We manage to keep more than 80% of the atoms,
which is very promising. To do so, we need to compress faster
than any loss mechanism; in particular, faster than the trap
lifetime for the final trap size we are aiming at (see Fig. 8).

1. Maximum density

The experiments performed above are designed to under-
stand how compression works. They are carried out using
a 2.5 s MOT loading time from a low-pressure background
gas, resulting in a modest number of atoms loaded into the
trap, ~107. Techniques to increase the number of trapped
atoms include making the loading time longer, increasing
the background gas pressure using LIAD, or enlarging the
initial trap volume. The latter is something difficult to achieve
with our current setup. Therefore, a cloud with more atoms
but a larger initial size would not increase significantly the
number of trapped atoms. Improving the dark MOT density (by
further detuned trapping lasers) will be important to increase
the number of trapped atoms well beyond 108.

To test the performance of the trap we simply increase the
MOT loading time to 20 s. We also use a detuning of 20 GHz
(compared to 40 GHz usually) to increase the potential height.
In these conditions, 5 x 107 atoms are loaded into the trap.
After compressing the cloud to a final size of 200 umin 5 ms,
we measure a density of 10> cm™3, which corresponds to

kl ~ 2.8, a7

compatible with the Ioffe-Regel criterion. This setup thus
proves to be an effective tool to rapidly compress a large
atomic cloud down to the strong-localization threshold, paving
the way for efficient exploration of light-matter interaction in
the dense regime. In the future, the trap performances can
be further improved by having a more precise control of the
trap-size evolution when the trap enters the harmonic regime,
since in this regime the parameters of the trap (e.g., the trap
frequency) vary very quickly with its radius.

C. Collisions and thermalization

When the cloud is compressed, the spatial density and the
temperature rise, which makes the cloud enter into a regime
where collisions are no longer negligible on the time scale of
the experiments [35]. The elastic collision rate is given by

1—‘el = NO Urel, (18)

where n is the cloud density, U,e; = 4+4/kpT /(wm) is the mean
relative atom velocity, and o is the total elastic cross section.
If we consider pure s-wave collisions, which in our case is a
strong approximation given the temperature of the gas (where
higher-order collisions, e.g., p-wave collisions, can occur), the
total cross section is given by o = 8 a? for identical bosons
(0 = 4ma? for nonidentical particles), where a is the scattering
length. Elastic s-wave collision rates computed for the data of
the experiments presented in Sec. V B are shown in Fig. 15(a).
During compression, the collision rate increases by almost two
orders of magnitude (from 10 to 10° s~!). In our compressed
trap, s-wave collisions are thus expected to become relevant,
with subsequent thermalization and evaporation.

PHYSICAL REVIEW A 86, 053412 (2012)

10* 110
_ oo 100
L 107 I o9of
: 10° ER
< 5 70
G g
= 1
g 10 2

50 [
00 I I I I 40 I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 20 40 60 80

Final trap size (mm) Holding time (ms)

FIG. 15. (Color online) (a) Elastic s-wave collision rate as a
function of the trap size after compression. The blue points correspond
to a 5ms compression and 2 x 107 atoms initially loaded. The
red squares correspond to a 10 ms compression and 107 atoms
initially loaded. (b) Temperature as a function of the holding time
for different initial conditions of the atoms in the dipole trap. The
different initial conditions are prepared by compressing the cloud
during 40 ms from an initial size L; = 1 mm to different final
trap sizes after compression, L ; = 0.42 mm (blue points), 0.47 mm
(red squares), 0.52 mm (green diamonds), and 0.57 mm (yellow
triangles). After compression the diameter is kept constant. The state
of the system after compression is used as the initial condition for this
measurement. The smaller is the trap size after compression, the hotter
and denser are the cloud initial conditions. The initial densities and
temperatures are 1.7 x 10'',1.6 x 10',1.4 x 10",1.2 x 10"' cm™
and 101,81,65,53 uK, which correspond to elastic s-wave collision
rates of 27,23,17,14 s 1, respectively. These s-wave collision rates
are compatible with the points showing the temperature reduction.
Parameters: P = 200 mW, A =40 GHz, w =65 um, and f,, =
90 kHz.

Figure 15(b) shows the cloud temperature as a function
of the holding time just after compression. The cloud is
compressed during 40 ms and the trap parameters are kept
constant after compression. The state of the system after
compression is the initial condition for this experiment: the
smaller the final trap size, the denser and hotter the cloud,
leading to higher s-wave collision rates. In Fig. 15(b), we
notice that the temperature reduction is faster when the cloud is
initially hotter and denser (i.e., the trap size after compression
is smaller), which strongly hints at thermalization due to
s-wave collisions. The elastic collision rates computed from
Eq. (18) (see the caption of Fig. 15) are compatible with the
time scale of the temperature reduction observed in Fig. 15(b).
Indeed, three or four elastic collisions are needed for the gas
to thermalize [35]. We note that pumping the atoms into
the F =1 hyperfine level (instead of F =2 used in this
work) would allow us to avoid unwanted hyperfine-structure-
changing collisions occurring at large densities.

VI. CONCLUSION

We have studied a blue-detuned crossed dipole trap
designed to quickly compress cold atomic clouds to high
densities. Extensive characterization of the system has led
to an understanding of the properties and the dynamics of
this trapping scheme. After a very efficient loading of a large
number of atoms (up to 5 x 107), the cloud is compressed in
5 ms from an initial density of 5 x 10'® cm™ to a final density
of 10" cm™3. The cloud density in the final stage is very
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close to the Ioffe-Regel criterion, demonstrating the efficiency
and reliability of this technique for studying light-matter
interactions in the dense regime.

Extension of this work includes improving the trap perfor-
mances by optimizing the trap loading (e.g., denser dark MOT,
compensating for gravity, etc.), having a better control of the
final compression state, or using Sisyphus cooling during the
early compression stages. In addition to these modifications
concerning the experimental protocol, improvements of the
setup itself would lead to substantial performance leaps; using,
e.g., a more detuned and powerful laser to reduce spontaneous
emission losses or using VCOs with a higher input modulation
bandwidth and a better frequency stability.

Increasing the trap lifetime would allow use of this setup
for producing quantum-degenerate gases. This kind of com-
pressible dipole trap would make the loading and evaporation

PHYSICAL REVIEW A 86, 053412 (2012)

proceed differently from the standard approach to optical
BEC:s, yielding larger BECs more quickly. It would consist in
reaching a high collision rate during a first compression stage
and then realizing runaway evaporative cooling. To do so, the
trap frequency should be maintained constant by reducing the
trap size when the trap power is reduced. This technique would
not require mobile lenses [23,36], allowing for faster and more
stable operations.
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