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Introduction (English version)

Since the fundamental work of A. Newlander and L. Nirenberg ([NN57]), we know that
complex structures is a particular class among the almost complex structures : a necessary
and sufficient condition for an almost complex structure to be complex is the vanishing of
the Nijenhuis tensor. A natural question considered by numerous papers consists in determin-
ing which fundamental properties of complex structures are preserved in the almost complex setting.

Some holomorphic fundamental tools, such as holomorphic functions, don’t exist for generic
almost complex structures, even locally. The analysis in almost complex manifolds is essentially
based on pseudo-holomorphic discs and on flexible tools as plurisubharmonic functions. A. Nijen-
huis and W. Woolf [NW63] proved the local existence of pseudo-holomorphic discs. As a result,
it becomes possible to introduce and to study an essential tool for almost complex manifolds : the
Kobayashi metric.

Tools as holomorphic functions exist in the almost complex setting only when the structures
possess enough symetries. Model structures belong to this category and it seems natural to study
them since they play a similar role compared to the Heisenberg group in complex analysis. The
main result of this thesis is the theorem about the characterisation of local biholomorphisms of
model domains, which generalizes the classical Poincaré-Alexander Theorem to the almost com-
plex setting. Model domains, introduced by Gaussier and Sukhov in [GS06], are almost complex
strictly pseudoconvex domains with noncompact automorphism groups which naturally appear af-
ter a non-isotropic scaling process, inspired by the classical scaling method of Pinchuk ([Pin91])
in the complex setting. The classification of model domains was obtained by K.H.Lee, in [Lee06],
in real dimension 4 and 6, and in [LeeO8] in general dimension. Model domains in almost com-
plex manifolds play the role of the unit ball in complex manifolds since, for instance, every strictly
J-pseudoconvex homogeneous domain in an almost complex manifold is biholomorphically equiv-
alent to a model domain ([Lee08]). Hence, it seems natural to try to understand classical results,
valid for the unit ball in complex manifolds, in model domains. In that vein, that will be the con-
tent of the Poincaré-Alexander Theorem. The proof uses a real analytic regularity theorem for CR
mappings between two real analytic hypersurfaces proved in the first part of this thesis using the
prolongation method for systems of partial differential equations.

The second result deals with the study of generic almost complex structures. Since holomorphic
functions do not exist, we replace them by more flexible mappings, satisfying a “0 type* inequality.
This type of mappings can be interpreted as an analogue of quasiconformal mappings. In the last
part of the thesis, we prove a boundary uniqueness theorem for these mappings, which generalizes
classical results for holomorphic functions in several complex variables.
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The manuscript is organized as follows.
1. Classical results in almost complex geometry.

In the first chapter, we give classical definitions and results in almost complex geometry, and
we state some technical properties that will be used in the next chapters.

2. Analyticity of CR mappings.

In chapter 2, we are interested in real analyticity of CR mappings between strictly pseudo-
convex hypersurfaces in real analytic almost complex manifolds. The study of analyticity of CR
mappings started with the work of S. Pincuk ([Pin75]) and H. Lewy ([Lew76]), based on a reflexion
principle. A C*° CR diffeomorphism between two strictly pseudoconvex real analytic manifolds M
and M’ can be extended as a holomorphic function to one side of M. F. Forstneric ([For89]) and J.
Faran ([Far90]) also used the reflexion principle. In the seminal work ([CM74]), Chern and Moser
gave a local normal form for Levi nondegenerate real analytic hypersurfaces in C"*!. They also
gave invariants for real hypersurfaces.

Using a method of prolongation for systems of partial differential equations and the theory of com-
plete systems, C. K. Han proved a real analytic regularity theorem for smooth CR mappings between
two hypersurfaces (see [Han97] and [Han83]). He showed that the CR mapping satisfies a complete
system of PDEs differenciating the tangential Cauchy-Riemann equations.

In the almost complex setting, we can make use of the method of prolongation and the theory of
complete systems. The theory of complete systems gives a sufficient condition for real analyticity
of a function f which satisfies a system of partial differential equations. If f satisfies a real analytic
complete system, then f is real analytic. (see 2.1.1)

We give two results that are partial generalizations of [Han97] to the almost complex case.
The first result deals with the case where the almost complex structures are model structures, and
the hypersurfaces are the boundary of a model domain. The second result refers to the case where
the hypersurfaces are small deformations of the hypersurface H and the target almost complex
structure satisfies (*). An almost complex structure satisfying () is more general than a model
structure (see Def 2.4.1).

Theorem 1. Let (D,J) and (D', J") be model domains in C". Let I' = 0D and I" = 0D’. Let
p € I and U be a neighborhood of p in C". Let g : T NU — T be a CR mapping of class C*.
Suppose that g is a local difeomorphism at p. Then g is uniquely determined by its 2 jet at a point
and g is real analytic.

Theorem 2. Let T" and T be two hypersurfaces in C" withT' = {z € C", p(z) = 0}, where pis a
real analytic function such that p(z) = Re(z) + |2/|*> + o(|2]?) and T" = {w € C", p/(w) = 0},
where p' is a real analytic function such that p'(w) = Re(wy,) + |w'|> + o(|w]|). Let J and J' be
two almost comple structures on C", such that J' satisfies (x).

Let U be an open ball centered at 0 in C". Let g : T N U — I’ be a CR mapping of class C*.
Suppose that g is a local diffeomorphism at 0 and g(0) = 0. Then g is uniquely determined by its 2
Jjet at a point and g is real analytic.

Thus, we have the following corollary :
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Corollary 3. Let I" be an hypersurface in C™ defined by I' = {w € C", p(w) = 0}, where p is
a real analytic function such that p(w) = Re(w,) + |w'|* + o(Jw|?). Let J be an almost complex
structure in C" satisfying (x). Then, the group of CR automorphisms of (I', J) is finite dimensional
and dimg Aut(T', J) < (2n)3.

Note that the estimate on the dimension is not optimal.

The proof of theorems 1 and 2 is a first step towards a general real analytic regularity theorem
for CR mappings between two strictly pseudoconvex real analytic hypersurfaces in real analytic
complex manifolds.

3. Poincaré-Alexander Theorem for model domains.

We prove in chapter 3 a generalization of the Poincaré-Alexander Theorem for model domains.

In C", (n > 1), the Poincaré-Alexander Theorem states that if U is an open ball in C" such that
UNOoB" # @andif f : UNB" — C"is aC! non constant mapping, holomorphic on U N B",
such that f(U N OB™) C OB", (where B" is the unit ball in C"), then, f can be extended to a
biholomorphism of B™.
This theorem was proved by H. Alexander in [Ale74] for a smooth mapping, and by S. Pincuk
([Pin75], [Pin77]) for a C! mapping whose target set is strictly pseudoconvex with a connex and
real analytic boundary. (see also [Rud08], th 15.3.8). For more results, we mention the work of W.
Rudin ([Rud81]), D. Burns et G. Krantz ((BK94)).

In a complex manifold, every strictly pseudoconvex homogeneous domain is biholomorphically
equivalent to the unit ball. This property is not satisfied in an almost complex manifold : every
strictly pseudoconvex homogeneous domain is biholomorphically equivalent to a model domain
(see [CGSO05], [GS06],[GKKO02], [Lee06], [Lee08], [BGLO9]). Thus, we shall give in the Theorem
4 a generalization of the Poincaré-Alexander Theorem to model domains.

Theorem 4. Let n > 1 be an integer. Let (D, J) be a domain model in C". Let p € OD. Let U be
an open ball in C", centered at p.

Let f : U — C" be a C* mapping, pseudo-holomorphic on U, such that f(U NOD) C OD. If f is
a local diffeomorphism at p, then, f extends to an automorphism of (D, J).

To prove this theorem, we may assume that (D, J) is a model domain of type (H, J?), where
OH is the hypersurface defined by OH = {z € C",Re(2,) + |2/|> = 0}, with 2’ = (21, , 2n—1)
and J? is a model almost complex structure defined from a skew-symmetric complex matrix B
(see 1.3.1.). The hypersurface OH can be endowed with a Lie group structure, which depends on
the almost complex structure JZ (see 3.1.2.). In the standard case, this groupe is the Heisenberg

group.

From the mapping f defined on an open set U and satisfying f(U N 0H) C 0H, we construct
an automorphism G of H. Then we use the Theorem 1 to prove that the mappings I’ and G coincide
onU.

We mention the recent result obtained by F. Bertrand and L. Blanc-Centi ((BBC12]) who prove
that, given two C3 almost complex structures, .J and .J' on R?"*2, given I" and I two C* real hyper-
surfaces such that I is (.J-)Levi nondegenerate at p, then the germs at p of (.J, J')-biholomorphisms
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f satisfying f(T') C T are uniquely determined by their two jet at p, when the almost complex
structure .J is sufficiently close to the standard structure in C! norm for real dimension more than
4, and without restriction on the almost complex structure .J for real dimension 4. We cannot use
this result in the proof of Theorem 4 since, in every dimension, it only deals with almost complex
structures J which are small deformations of the standard structure.

We also point out the result obtained by D. Zaitsev ([Zail2]) which proves that if I" and
I are strongly non degenerate smooth hypersurfaces of same dimension, every smooth CR
local diffeomorphism from I' to I is uniquely determined by its 2 jets at a point. A strongly
pseudoconvex hypersurface is automatically strongly nondegenerate. Strong non degeneracy is a
stronger property than Levi-nondegeneracy but the two notions are equivalent if the structure is
integrable. We could give a proof of Theorem 4 using the almost complex version of the Feffeman
Theorem ([CGS08]) and Zaitsev’s result ([Zail2]). The proof of Coupet, Gaussier and Sukhov is
based on several techniques such that elliptic regularity, estimates of the Kobayashi metric, normal
families. Zaitsev’s result is based on the generalisation to the almost complex setting of the formal
part of Chern-Moser’s normal forms theory. The proof given here is direct and self contained,
without using the tools previously quoted.

4. Uniqueness sets for .J-quasiconformal mappings.

In chapter 4, we study uniqueness sets for J-quasiconformal mappings. A set £ included in
the domain U over which a function f is defined is said to be a uniqueness set for this function
if the vanishing of f on E implies the vanishing of f on U. In order to study the uniqueness sets
for J-quasiconformal mappings, we use pseudo-holomorphic discs, which allows to come down
to the study of classical quasiconformal functions (ie defined on open sets in C) for which good
representations exist (see Theorem 1.4.3).

Theorem 5. Let (M, J) be a smooth C* and arcwise connected almost complex manifold. Let §)
be a relatively compact domain in M.
Let f : Q — C be a C' function, J-quasiconformal on ).

- If f vanishes on a non empty open set U in (), then f is identically zero on ).

- If f is continuous on Q2 and vanishes on E C 0f) a totally real submanifold, then f is identi-
cally zero on §Q.

The first part of the Theorem 5 is obtained using the fact that if an almost complex structure
is close enough (in C? norm on the closure of the unit ball) to the standard structure, then we can
foliate the unit ball by a family of stationary J-holomorphic discs ([CGS03]). Then we prove that the
function f vanishes on the image of each pseudo-holomorphic disc using the representation property
for quasiconformal functions and the analytic continuation principle for holomorphic functions in
one complex variable.

Similarly, we use a foliation of a wedge with edge £/ with pseudo-holomorphic discs ([CGS05])
to prove the second part of the Theorem 5. We prove that the mapping f vanishes on the image of
each pseudo-holomorphic disc using the representation property for quasiconformal functions and
the analytic continuation principle for holomorphic function in one complex variable. To conclude
the proof, we use the first part of the Theorem.

After defining the term “having zero limit at every point”, we give a proof of the following
uniqueness theorem. Note that we don’t need the hypothesis that f is continuous at the boundary.
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By contrast, we need to suppose that the function f is bounded.

Theorem 6. Let (M, J) be a smooth C* and arcwise connected almost complex manifold. Let )
be a relatively compact domain in M and E C 0X) a totally real submanifold.

Let f : Q — C be a continuous function, which is C' and J-quasiconformal on ).

If f is bounded on ) and has zero limits at every point of E, then f is identically zero ).

The sketch of the proof is the same as the sketch of the last two proofs. We first foliate a wedge
with edge E with pseudo-holomorphic discs. Then we prove that the function f vanishes on the
image of each pseudo-holomorphic disc using the representation property for quasiconformal func-
tions and the Fatou’s Theorem for holomorphic functions in one variable, which gives the existence
of radial limits.
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Introduction (Version en Francais)

Depuis le travail fondamental de A. Newlander et L. Nirenberg ([NN57]), on sait que les struc-
tures complexes forment une classe particuliere parmi les structures presque complexes : une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu’une structure presque complexe soit complexe est 1’annula-
tion du tenseur de Nijenhuis. Une question naturelle faisant 1’objet de nombreux travaux consiste
a déterminer quelles propriétés essentielles des structures complexes restent vraies dans le cadre
presque complexe.

D’autres objets holomorphes fondamentaux, tels que les fonctions holomorphes, n’existent pas
pour des structures presque complexes génériques, méme localement. L’analyse dans les variétés
presque complexes repose donc essentiellement sur les disques pseudo-holomorphes et sur des ob-
jets souples comme les fonctions plurisousharmoniques. A. Nijenhuis et W. Woolf [NW63] ont
démontré I’existence locale de disques pseudo-holomorphes. Cela permet notamment d’introduire
et d’étudier un objet essentiel pour les variétés presque complexes : la métrique de Kobayashi.

Les objets tels que les applications holomorphes apparaissent en catégorie presque complexe
seulement dans le cas de structures possédant suffisament de symétries. La classe des structures
modeles rentre dans ce cadre et son étude est naturelle car elles jouent un rdle analogue a celui
du groupe de Heisenberg en analyse complexe. Ces structures représentent un modele local pour
les domaines strictement pseudoconvexes. Le résultat principal de cette these est le théoréeme sur
la caractérisation des biholomorphismes locaux des domaines modeles qui généralise au cadre
presque complexe le théoreme classique de Poincaré-Alexander. Les domaines modeles, introduits
par Gaussier et Sukhov dans [GS06], sont des domaines strictement pseudoconvexes a groupes
d’automorphismes non compacts qui apparaissent naturellement comme limite d’un processus de
dilatation anisotrope des coordonnées inspiré de la technique des dilatations introduite par Pincuk
([Pin91]) dans le cadre complexe. La classification des domaines modeles a été réalisée par H. K.
Lee, dans[Lee06] pour le cas de la dimension réelle 4 et 6, et dans [Lee08] pour le cas général. Les
domaines modeles dans une variété presque complexe jouent un role équivalent a celui de la boule
unité dans une variété complexe, puisqu’un domaine strictement J-pseudoconvexe et homogene
dans une variété presque complexe est biholomorphe a un domaine modele ([Lee08]). I est donc
naturel de chercher a comprendre comment les résultats classiques valables pour la boule unité
dans une variété complexe se généralisent pour les domaines modeles dans une variété presque
complexe. C’est dans ce cadre que nous donnons une generalisation du Théoreme de Poincaré-
Alexander pour les domaines modeles. Notre démonstration utilise un résultat d’analyticité des
applications CR entre deux hypersurfaces dans des variétés presque complexes, démontré dans
la premiere partie de cette thése par la méthode de prolongement des systeémes d’équations aux
dérivée partielles.

Le deuxiéme résultat porte sur I’étude des structures presque complexes génériques. Les
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applications holomorphes n’existant pas, on les remplace par des applications plus souples
vérifiant une inégalité de type O. Elles peuvent étre vues comme des analogues des applications
quasiconformes. On démontre dans la derniere partie de la these une théoreme d’unicité au bord
pour ces applications qui généralise des résultats classiques des fonctions holomorphes de plusieurs
variables.

fondamental en géométrie presque complexe. Nous utilisons dans cette theése les disques pseudo-
holomorphes pour démontrer plusieurs propriétés d’unicité pour des fonctions J-quasiconformes
définies sur une variété presque complexe (M, J).

Le manuscrit est organisé comme suit.

1. Notions de base en géométrie presque complexe.

Dans le chapitre 1, nous rappelons les résultats de base en géométrie presque complexe, et
nous énoncgons des propriétés techniques qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

2. Analyticité des applications CR.

Nous nous intéressons dans le chapitre 2 a I’analyticité des applications CR entre deux variétés
presque-complexes strictement pseudoconvexes. Dans le cadre complexe, un tel résultat concernant
I’analyticité d’une application CR entre deux variétés a été établi pour la premiére fois par S. Pincuk
dans [Pin75] et H. Lewy dans [Lew76] en utilisant un principe de réflexion : si les variétés M et
M’ sont strictement pseudoconvexes et analytiques réelles, un difféomorphisme CR de classe C*°
entre M et M’ s’étend en une application holomorphe. Le principe de réflexion est aussi utilisé par
F. Forstneric dans [For89] et par J. Faran dans [Far90]. Dans leur travail de référence ([CM74]),
Chern et Moser ont donné une “forme normale* locale pour les hypersurfaces analytiques réelles de
C"+! Lévi non dégénérées ainsi que des invariants pour les hypersurfaces réelles.

C. K. Han obtient des résultats d’analyticité d’applications CR entre deux hypersurfaces en util-
isant la théorie de la prolongation et des systemes complets, dans [Han97] et [Han83] notamment. Il
s’agit d’obtenir un systeme complet dont la fonction CR f est solution en différenciant les équations
de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par cette fonction f.

Dans le cas presque complexe, nous pouvons utiliser la théorie de la prolongation et la théorie
des systemes complets. La théorie des systemes complets ([Han08]) permet de démontrer que cer-
taines applications sont analytiques réelles. Il suffit d’exprimer toutes les dérivées d’un certain ordre
k d’une fonction f vérifiant un systeme d’équations différentielles comme des fonctions analytiques
réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a k — 1 de cette fonction pour conclure a 1’analyticité
de la fonction f. (cf. 2.1.1).

Nous donnons deux théorémes disctincts qui généralisent au cas presque-complexe un théoréme
di a C. K. Han ([Han97]). Le premier concerne le cas ou les structures presque complexes sont des
structures modeles et ou les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont le bord d’un domaine modele.
Le deuxiéme concerne le cas ou les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont une petite perturbation
de I’hypersurface OH et la structure presque complexe d’arrivée vérifie la condition (*), structure
presque complexe plus générale qu’une structure modele (¢f. Définition 2.4.1 ).

Théoréme 1. Soient (D, J) et (D', J") deux domaines modeéles dans C". Soient ' = 0D et I =
OD'. Soient p € T et U un voisinage de p dans C". Soit g : T N U — T une application CR de
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classe C*. On suppose que g un difféomorphisme local en p. Alors g est uniquement déterminée par
son jet d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

Théoréme 2. Soient T et I deux hypersurfaces dans C™ telles que I' = {z € C", p(z) = 0},
ol p est une fonction analytique réelle telle que p(z) = Re(z,) + |2/|> + o(|z]?) et T! = {w €
Cn, p/'(w) = 0}, o1t p' est une fonction analytique réelle telle que p'(w) = Re(wy,)+|w'[*+o(|w|?).
Soient J et J' deux structures presque complexes analytiques réelles sur C", avec J' une structure
vérifiant la condition ().

Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans C". Soit g : T' N U — I'" une application CR de classe
C*. On suppose que g est un difféomorphisme local en 0 et que g(0) = 0. Alors g est uniquement
déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

Nous en déduisons :

Corollaire 3. Soit I" une hypersurface définie sur C" par T' = {w € C", p(w) = 0}, ot p est une
fonction analytique réelle telle que p(w) = Re(wy,) + |[w'|? + o(|w]). Soit J une structure presque
complexe sur C" vérifiant la condition (x). Alors, le groupe des automorphismes CR de (I', J) est
de dimension finie et dimg Aut(T', J) < (2n)3.

Remarquons que cette estimée sur la dimension n’est pas précise.

La preuve des Théoremes 1 et 2 constitue un premier pas vers la démonstration d’un résultat
plus général concernant I’analyticité des applications CR entre deux hypersurfaces strictement
pseudoconvexes dans des variétés presque-complexes analytiques réelles.

3. Théoreme de Poincaré-Alexander pour les domaines modeles.

Nous donnons dans le chapitre 3 une généralisation du théoreme de Poincaré-Alexander pour
les domaines modeles.

Dans C", (n > 1), le Théoreme de Poincaré-Alexander stipule que si U est une boule ouverte

de C™ vérifiant U N OB™ # D etsi f : U NB"® — C" est une application non constante, de classe
C! et holomorphe sur U N B™, telle que f(U NOB"™) C IB™, ot B" désigne la boule unité dans C",
alors, f s’étend en un biholomorphisme de B".
Ce Théoreme a été démontré par H. Alexander dans [Ale74] pour une application lisse, puis par
S. Pin¢uk ([Pin75], [Pin77]) pour une application C' dont le domaine d’arrivée est strictement
pseudoconvexe a frontiere connexe et analytique réelle. (cf. aussi [Rud08], th 15.3.8). Pour d’autres
généralisations, nous mentionnons les travaux de W. Rudin ([Rud81]), D. Burns et G. Krantz
([BK94)).

Dans une variété complexe, tout domaine strictement pseudoconvexe homogene est équivalent,
a biholomorphisme pres, a la boule unité. Ce n’est plus le cas dans une variété presque complexe :
tout domaine strictement pseudoconvexe homogene est équivalent 2 un domaine modele. (cf.
[CGSO05], [GS06],[GKKO02], [Lee06], [Lee08], [BGLO09]). Ainsi, il est naturel de chercher a
généraliser le Théoreme de Poincaré-Alexander aux domaines modeles, ce qui est fait dans le
Théoreme 4.

Théoreme 4. Soit n un entier strictement supérieur a 1. Soit (D, J) un domaine modéle dans C™.
Soit p € D. Soit U une boule ouverte dans C", centrée en p.
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Soit f : U — C™ une application de classe C*, pseudo-holomorphe sur U, telle que f(U NOD) C
OD. Si f est un difféomorphisme local en p, alors, f s’étend en un automorphisme de (D, J).

Nous démontrons ce théoréme en nous ramenant a des domaines du type (H, J?), ot OH est
I’hypersurface définie par OH = {z € C", Re(z,,) +|2/|> = 0}, avec 2’ = (21, -+ , 2p_1) et JB est
une structure presque complexe modele définie a partie d’une matrice antisymétrique B (¢f. 1.3.1.).
L’hypersurface JH peut €tre munie d’une structure de groupe de Lie qui dépend de la structure
presque complexe .JZ (cf. 3.1.2.). Dans le cas standard, ce groupe est le groupe de Heisenberg.

A partir de I’application de départ F' définie sur un ouvert U et vérifiant F'(U N 0H) C 0H,
nous construisons un automorphisme G de H, puis nous utilisons le Théoréme 1 pour montrer que
les applications F' et G coincident sur U.

Nous signalons le résultat récent obtenu par F. Bertrand et L. Blanc-Centi ([BBCI12]) qui
démontrent que, étant donné deux structures presque complexes de classe C3, J et J' sur R?"+2,
deux hypersurfaces réelles de classe C*, T' et I, telles que 1’hypersurface I' est (J-)Lévi non
dégénérée en un point p, alors les germes en p des (J, J)-biholomorphismes f vérifiant f(I") C T
sont uniquement déterminées par leur jet d’ordre 2 en p, dans le cas ou la structures J est proche
de la structure standard en norme C' en dimension réelle strictement supérieure 2 4, et sans restric-
tion sur la structure en dimension réelle 4. Ce résultat ne peut pas &tre utilisé pour la démonstration
du Théoreme 4 puisqu’il ne concerne, en dimension réelle quelconque, que les structures presque
complexes J qui sont de petites déformations de la structure standard.

Nous mentionnons aussi le résultat obtenu par D. Zaitsev ([Zail2]) qui stipule que si " et T sont
deux hypersurfaces lisses de méme dimension, strictement non dégénérées, tout difféomorphisme
local CR lisse de I" dans I est uniquement déterminé par ses jets d’ordre 2 en un point. La condition
“strictement non dégénérée est plus forte que “Lévi non dégénérée* dans le cas non intégrable,
et plus faible que “strictement pseudoconvexe®. Nous pourrions donner une démonstration du
Théoréeme 4 qui utilise la version presque complexe du Théoreme de Fefferman ([CGSO08]) puis
le résultat de D. Zaitsev ([Zail2]). La démonstration de Coupet, Gaussier et Sukhov est basée
sur de nombreuses techniques telles que la régularité elliptique, les estimées de la métrique de
Kobayashi, les familles normales. Le résultat de Zaitsev s’appuie sur la généralisation au cadre
presque complexe de la partie formelle de la théorie des formes normales de Chern-Moser. Nous
proposons ici une démonstration directe, complete et élémentaire du point de vue des outils.

4. Ensembles d’unicité pour les applications /-quasiconformes.

Dans le chapitre 4, nous étudions les ensembles d’unicité pour les applications J-
quasiconformes. Un ensemble £ inclus dans I’ensemble de définition U d’une fonction f est un
ensemble d’unicité pour cette fonction s’il suffit que f s’annule sur £ pour que f s’annule sur
U tout entier. Pour étudier les ensembles d’unicités pour les applications J-quasiconforme, nous
utilisons les disques pseudo-holomorphes, qui permettent de se ramener a I’étude de fonctions qua-
siconformes définies sur des ouverts de C, pour lesquelles nous avons de bonnes représentations (cf.
Théoreéme 1.4.3).

Théoreme 5. Soit (M, J) une variété presque complexe lisse de classe C*et connexe par arcs.
Soit Q) un domaine relativement compact de M.
Soit f : Q — C une fonction de classe C', .J-quasiconforme sur Q.

- Si f s’annule sur un ouvert non vide U de €, alors f est identiquement nulle sur 2.
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- Si f est continue sur Q et si f s’annule sur E C 0 une sous-variété totalement réelle, alors
f est identiquement nulle sur 2.

La premiere partie du Théoreme 5 est démontrée en utilisant le fait que, lorsque la structure
presque complexe est assez proche de la structure standard sur la boule unité, il est possible de
feuilleter la boule unité par une famille de disques pseudo-holomorphes stationnaires ( [CGS03]).
Nous démontrons que I’application f est nulle sur I’image de chaque disque pseudo-holomorphe
en utilisant la propriété de représentation des applications quasiconformes et le principe du pro-
longement analytique pour les fonctions holomorphes a une variable. Un argument de connexité est
nécessaire pour conclure.

De méme, nous utilisons le feuilletage d’un “wedge” le long d’une sous-variété totalement
réelle par des disques pseudo-holomorphes ([CGS05]) pour démontrer la deuxieme partie du
Théoreme 5. Nous démontrons que 1’application f est nulle sur I'image de chaque disque
pseudo-holomorphe en utilisant la propriété de représentation des applications quasiconformes et le
principe du prolongement analytique pour les fonctions holomorphes a une variable. Pour conclure,
nous utilisons la premiere partie du théoreme.

Apres avoir donné un sens a la phrase ”avoir des limites nulles en tout point”, nous donnons une
démonstration du théoréme d’unicité suivant, pour lequel nous n’avons plus besoin de continuité
jusqu’au bord. En revanche, nous devons supposer que 1’application est bornée.

Théoreme 6. Soit (M, J) une variété presque complexe lisse de classe C*et connexe par arcs.
Soient 2 un domaine relativement compact de M et E C 0S) une sous-variété totalement réelle.
Soit f : Q0 — C une fonction continue, de classe C et J-quasiconforme sur Q.

Si f est bornée sur () et admet des limites nulles en tout point de F, alors f est identiquement nulle
sur ).

Le schéma de la preuve est similaire aux deux démonstrations précédentes. Nous feuilletons
un “wedge” le long d’une sous-variété totalement réelle par des disques pseudo-holomorphes. Pour
démontrer que 1’application f est nulle sur I’'image de chaque disque pseudo-holomorphe, nous
utilisons la propriété de représentation des fonctions quasiconformes, ainsi que le Théoreme de
Fatou pour les fonctions holomorphes a une variable, qui donne I’existence de limites radiales.
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Chapitre 1

Notions de base en géométrie presque
complexe

Le but de ce chapitre est de définir les notions de base en géométrie presque complexe ainsi
que d’énoncer les résultats essentiels dans ce domaine. Nous donnons aussi des lemmes techniques
nécessaires dans les prochains chapitres.

La premiere partie est consacrée aux définitions et résultats de base. La deuxiéme partie con-
cerne les disques pseudo holomorphes, disques stationnaires et disques attachés a une sous-variété.
En particulier, dans certains cas, (Propositions 1.2.2 et 1.2.5), il est possible de feuilleter un voisi-
nage d’un point par des disques pseudo-holomorphes. Dans la troisiéme partie, nous définissons
les structures modeles et donnons un apercu de ces structures presque complexes de référence in-
troduites par H. Gaussier et A. Sukhov dans [GS06]. Enfin, la quatriéme partie est consacrée aux
applications quasiconformes et a leurs propriétés analytiques.

A désigne le disque unité de C, A" désigne I’intersection du disque unité de C avec le demi-
plan supérieur. B désigne la boule unité de C".

1.1 Variétés presque complexes

1.1.1 Définitions

Soit M une variété différentielle de dimension réelle 2n de classe C*°, et T'(M) son espace
tangent. Une structure presque complexe J sur M est la donnée d’un isomorphisme de fibrés
vectoriels de classe C*°, J : T(M) — T(M) vérifiant J?> = —I. On appelle variété presque
complexe une variété différentielle M munie d’une structure presque complexe J.

Une variété complexe induit une structure presque complexe sur sa variété différentiable sous-
jacente : si z; = x; +4y;, j = 1...n sont des coordonnées sur M, on définit sur M la structure
presque complexe standard, .J; par

0 0 0 0 )
J(a>—ay “ J“(ayj)“ax/ Jo e

. 2 C g
Nous désignerons par J, ét) la structure presque complexe standard sur C. Une variété presque com-
plexe est nécessairement orientable. Localement, une variété presque complexe peut toujours étre
vue comme une petite déformation de la structure standard :
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Lemme 1.1.1. (/CGS05]) Soit (M, J) une variété presque complexe. Pour tout p € M, tout Ay > 0
et tout k € N, il existe un voisinage U de p et un systéme de coordonnées z : U — B tel que z(p) =
0, dzpoJ,o dza1 = Jyt et tel que 'image de la structure J définie par z2*(J) ,(q) = dzg0 Jy0 dzq_1
Vériﬁe HZ*(J) - JstHck(@) < Ao

La norme ||.|| cr(B) est la norme usuelle.

1.1.2  Champs de vecteurs, formes différentielles, opérateurs 9; et 9,

Soit (M, J) une variété presque complexe. La structure presque complexe J s’étend au com-
plexifié de I’espace tangent T (M), par J((a + ib).v) = (a + ib).J (v). La structure .J vérifie, pour
tout z € Te(M), J(Z) = J(Z), et on a toujours J2 = —1I. Le complexifié de I’espace tangent se
décompose en somme directe des espaces propres associés aux valeurs propres +% et —1 :

TOON  ={ZeTec(M)|J(Z)=iZ} ={X —iJ(X), X € T(M)},
TOYNM ={ZeTe(M)|J(Z)=—iZ} ={X +iJ(X), X € T(M)}.

On appellera champ de vecteurs de type (1,0) un élément de 7' (L0 AT et champ de vecteurs de type
(0,1) un élément de TV M.

Soit T M I’espace des 1-formes différentielles réelles sur M (fibré cotangent), et soit T(5(M) =
C®T™* M I’espace des 1-formes différentielles complexes sur M. On définit les espaces des formes
de bidegré (1,0) et (0,1) :

ThoM ={weTe(M)|VZ e TOYM, w(Z) = 0},
ToyM = {weTEM)|VZ € TMOM, w(Z) = 0},

Soit w une application différentiable de M dans C. On notera J;w la composante de degré (1,0)
de la différentielle extérieure dw de w, et yw sa composante de degré (0, 1).

S. Ishihara et K. Yano ont démontré que le fibré cotangent d’une variété presque complexe
peut étre muni d’une structure presque complexe naturelle J, le relevé canonique (cf. [IY73]). Ses
principales propriétés sont données dans la proposition suivante ([SSO07], [PS10]).

Proposition 1.1.2. Pour toute variété presque complexe (M, J), il existe une structure presque
complexe ] sur le fibré cotangent T M vérifiant les propriétés suivantes :
1. La projection w : T*M — M est (J, J)-holomorphe,
2. Pour tout (J,J' )-biholomorphisme f :+ M — N entre deux variétés presque complexes
(M, J) et (N,J), lerelevé h : T*N — T*M de I'application f est (J',J)-holomorphe,

3. Si la structure J est intégrable, la structure J coincide avec la structure complexe naturelle

sur T*M,
4. Pour tout systéme de coordonnées (x',... x*" p1,...,pon) = 7 L(U) C T*M — R,
Si J;: désigne les composantes de .J dans le systeme de coordonnées (x',...,z*") (J =
(2
J;ail ® dz?), et J;,l = a—x]l ona:
J = Jda'® + J%dpg & 9
Oz ! Op;

1 a a a m m i 4
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Le relevé canonique d’une structure presque-complexe est utilisé dans la définition des disques
stationnaires (Définition 1.2.3). Il existe d’autres structures presques complexes sur le fibré cotan-
gent, citons le relevé complet ([Sat65]), le relevé horizontal ([I'Y73]) ainsi que le relevé horizontal
généralisé, qui contient les deux précedents ([Ber07]).

1.1.3 Intégrabilité

Une structure presque complexe J sur une variété M est dite intégrable lorsque (M, J) est une
variété complexe. Le terme *formellement intégrable’ a été introduit afin de donner une condition
nécessaire pour qu’une structure presque complexe provienne d’une structure complexe. Une struc-
ture presque complexe est dite formellement intégrable lorsque le tenseur de Nijenhuis est nul. Le
tenseur de Nijenhuis, IV, est défini par

N :T(M) x T(M) — T(M)
(X,Y) — [X, Y]+ J[JX,Y] + J[X,JY] - [JX, JY].

Le tenseur de Nijenhuis d’une variété complexe M est nul. Deux conditions équivalentes pour
I’annulation du tenseur de Nijenhuis d’une structure presque complexe sont :

1. Si X, Y € TOVM, alors [X,Y] € TODM,
2. d=05+ 0 7,
Newlander et Nirenberg ([NN57]) ont montré en 1957 qu’une structure presque complexe

formellement intégrable est intégrable lorsque .J est de classe C>" et M de classe C?" 1. Nijenhuis
et Woolf ((NW63]) améliorent la régularité (J et M de classe C'**) en 1963.

En particulier, pour n = 1, le tenseur de Niejnhuis est toujours nul : toute variété presque
complexe est intégrable.

1.1.4 Stricte pseudoconvexité

Soit (M, J) une variété presque complexe. Si ¢ est une 1-forme sur M, alors J* est la forme
définie sur I’espace tangent de M par, (J*¢)X = ¢(JX), pour X € T'M. Le crochet de Lie de
deux champs de vecteurs X et Y est le champ de vecteurs [ X, Y] tel que pour toute fonction f de
classe C*° sur M, onait: [X,Y]|f = X(Y f) — Y(X f). Soit I" une hypersurface réelle lisse de M/
définie par I' = {r = 0}, ou r est de classe C2. Soit p € T'. Le fibré tangent .J-holomorphe de T est
défini par Hi)] I' =1T,I' " JT,I'. Cest sur cet espace qu’est définie la forme de Lévi :

Définition 1.1.1. 1. Laformede Lévi deT en p est ’application définie sur Hi)] T par LL(X,) =
J*dr[X, JX]p, ou X est un champ de vecteurs de HI;]F tel que X (p) = X,,. (La définition
ne dépend pas du choix d’un tel X ).

2. L’hypersurface T est dite strictement J-pseudoconvexe en p si, pour tout champ de vecteurs
non nul X, de Hi)] T, £{(Xp) > 0. L’hypersurface T est dite strictement J-pseudoconvexe si
elle ’est en tout point.

Comme dans les variétés complexes, un domaine D relativement compact & bord de classe C3
dans M, avec M qui admet une fonction strictement plurisousharmonique, est strictement pseudo-
convexe si et seulement si D admet une fonction d’exhaustion bornée et strictement plurisoushar-
monique. (cf. [DS08] Th 5.4)
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1.1.5 Applications CR

Soit (M, J) une variété presque complexe. Soit I' une sous-variété de (M, J). Nous noterons
T¢I’ le complexifié de I’espace tangent de I' : TeI' = C ® TT'. On définit ’espace tangent J-
holomorphe de I' par H'°T = {Z € T¢I', JZ = iZ}.

Il intervient dans la définition d’une application CR entre deux variétés presque complexes :

Définition 1.1.2. Soient (M, J) et (M',J") deux variétés presque complexes. Soient T et T deux
sous-variétés de M et M'. Une application C*, f : T' — T" est dite CR si f, {H"T'} c H"OT".

Remarque 1.1.1. Ainsi, si f : (M, J) — (M',J’) est une bijection pseudo-holomorphe et I une
sous-variété de M, alors I’application f = [|r définie sur I et a valeurs dans f(T) =T1" est CR.
De méme, si Q) et Q' sont des ouverts de M et M, tels que T' N Q) est non vide, et f : (Q,J) —
(', J') est une bijection pseudo-holomorphe, alors I’application f = firnq définie sur ' N et a
valeurs dans f(I' N Q) est CR.

1.2 Applications pseudo-holomorphes, disques pseudo-holomorphes

Définition 1.2.1. Soient (M, J) et (M', J') deux variétés presque complexes. Une application | :
M — M’ de classe C' est dite (J, J')-holomorphe, ou pseudo-holomorphe, si

Si (M',J") = (C", Jg), [ est dite J-holomorphe.
On note Aut(M, J) le groupe des automorphismes pseudo-holomorphes de M. Lorsque I’action
de Aut(M, J) sur M est transitive, on dit que (M, J) est homogeéne.

Lorsque (M,J) = (A,J (tz )), on dit que [ est un disque J-holomorphe, ou disque pseudo-

S

holomorphe. Un disque pseudo-holomorphe est dit centré en p € M si f(0) = p.

Les disques pseudo-holomorphes, introduits dans le cas intégrable notamment par E. Bishop
([Bis65]), fournissent un outil qui se transpose bien au cadre presque complexe. En utilisant le

fait que Jg; 72 = a0 nous pouvons écrire 1’équation de J-holomorphie (1.1) pour un disque
z Y
pseudo-holomorphe sous la forme
af of
—=J(f)=.
dy ()5,
En notant { = = + 1y € C, nous obtenons,
0 0 _
(1.2) 8£+QJ(f)a]£:0, avec Qy = (J + Jo) 1 (Js — J).

Le systeme d’équations (1.1) étant généralement surdéterminé, il n’existe pas génériquement d’ap-
plications (.J, J')-holomorphes. En revanche, d’apres les travaux de Nijenhuis et Woolf ([NW63]),
nous savons qu’il existe toujours localement des disques holomorphes avec une dérivée prescrite en
un point. Une généralisation de ce résultat est donnée par Ivashkovich et Rosay :
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Proposition 1.2.1. ([IR04]) Soient k € N, k > 1 et 0 < a < 1. Soit J une structure presque
complexe de classe C*~1 définie sur un voisinage de 0 dans R*". Pour tout p € R?" assez proche

de 0, et tout vecteur V= (v1, ..., v;,) € (R®)* assez petit, il existe un disque J-holomorphe u,,
U
de classe C** a valeurs dans R*" tel que u, v (0) = p et ap’lv (0) = v, pourl =1,...,k. Sila
x

structure J est de classe C*, les disques up, v peuvent étre choisis avec une dépendance C Len les
paramétres (p, V) € R?" x (R?)k,

La régularité des disques pseudo-holomorphes provient de la régularité de la structure J
(INW63], [Sik94]). Si J est de classe C*, (0 < a < 1), alors un disque pseudo-holomorphe est
de classe C1<.

1.2.1 Disques pseudo-holomorphes attachés a une sous-variété totalement réelle

Soit E une sous-variété réelle lisse de M. On note H/E = TE N JTE 1’espace tangent .J-
holomorphe de E. Nous définissons maintenant les sous-variétés totalement réelles.

Définition 1.2.2. Une sous-variété réelle lisse de M, E est dite totalement réelle si H' E = {0}.
Un disque pseudo-holomorphe ¢ : A — M, continu sur A est dit attaché a la sous-variété totale-
ment réelle E si p(OA™) C E.

Soit €2 un domaine dans (M, J) et E C 2 une sous-variété lisse de dimension n définie comme
I’ensemble des zéros des fonctions rj, 1 < j < n, avec dyr1 A ... A dyry # 0 sur .
Soit W(QLE)={2€9Q, rj(2) <0, j=1,...,n}.
Pour § > 0, soit W5(€%, E) = {2 € Q, rj(2) — >4, mk(2) <0, 1 < j < n}. La proposition
suivante indique que I’on peut, au voisinage d’un point, feuilleter un wedge par des disques pseudo-
holomorphes attachés a la sous-variété.

Proposition 1.2.2. ([CGS05]) Pour tout § > 0, il existe une famille de disques pseudo-holomorphes
h(7,t) = hy(T) dépendant de facon lisse du paramétre t € R?"™ vérifiant hy(OAT) C E, hy(A) C
W(Q,E), Ws(Q E) C Uthi(A) et C1(1 — |7]) < dist(h(7), E) < Cao(1 — |7|) pour tous t, 7 €

AT, avec des constantes C et Cy strictement positives et indépendantes de t.

Les disques pseudo-holomorphes attachés a une sous-variété totalement réelle admettent de
bonnes propriétés de régularité au bord, déja étudiées dans le cadre des variétés complexes
([CCS99]). Dans une variété presque complexe, la régularit¢é au bord d’un disque pseudo-
holomorphe dépend essentiellement de la régularité de la sous-variété et de celle de la structure
presque complexe (c¢f. [CGS05], [GS06] pour des résultats de régularité C°°, [BCO8b] pour un
résultat de régularité C" dans la cas d’une sous-variété totalement réelle maximale, [IS02] pour
un principe de réflexion, [IS10] pour un principe de réflexion lorsque la structure presque complexe
et la sous-variété totalement réelle sont analytiques réelles).

Ces propriétés de régularité au bord ont des conséquences intéressantes, notamment pour
démontrer la régularité au bord d’applications pseudo-holomorphes (cf. [BCO8b] pour une appli-
cation définie sur un wedge, [BCO08a] pour une application propre entre deux domaines strictement
pseudoconvexes), ou bien pour démontrer un théoréme de compacité de Gromov pour les disques
pseudo-holomorphes ([IS02]).

Nous mentionnons enfin une série de travaux consacrés aux disques pseudo-holomorphes (on
parle de disques de Bishop) attachés a une sous-variété dont on ne suppose pas qu’elle est totalement
réelle. [KS05] [ST08a] [STO8b]
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1.2.2 Disques stationnaires

Les disques stationnaires ont été étudiés dans C" par L. Lempert qui a démontré dans [Lem81]
qu’ils coincident avec les disques extrémaux pour la métrique de Kobayashi dans les domaines
strictement convexes. A. Tumanov a donné dans [TumO1] une définition géométrique qui a été
généralisée au cadre presque complexe dans [CGS03] (Définition 1.2.3).

Soit IV une sous-variété réelle, lisse et générique (ie. Vo € N, T, N + iT, N = T, M) dans une
variété presque complexe (M, J). Le fibré conormal X(N) de N est le sous-fibré de T4 oM
défini, pour z € N, par

Ez(N) = {1/} € T(*I,O)zM’ P{e(w)|TZ<1’O)N - O}

On note 7 la projection canonique de ¥(/N) sur N. Rappellons que le fibré cotangent admet une
structure presque complexe J, le relevé canonique de J, défini dans la Proposition 1.1.2.

Proposition 1.2.3. [Spi06] Soit I" une hypersurface strictement pseudoconvexe dans une variété
presque complexe (M, J). Alors 3(N) \ {0} est une sous-variété totalement réelle de (T*M, J).

Cette proposition généralise le résultat obtenu par A. Tumanov dans C" ([TumO1]). Noter que
I’on trouve une preuve différente de la Proposition 1.2.3 dans [CGS0S].

Définition 1.2.3. Soit D un domaine a bord lisse borné dans C™. Soit I' = 0D. Une application
continue f : A~N{0} — D, non nulle, pseudo-holomorphe sur A~{0} est dite disque stationnaire
pour D (ou pour 1) s’il existe une application pseudo-holomorphe f c AN {0} — T(*LO)(C”, dite
relevé de f au fibré conormal de T, vérifiant :

-mof=Ff

— ¢ Cf(Q) est (Jg, J)-holomorphe sur A,

- f(¢) € Y0y (L) pour tout € OA.

S’il existe de nombreux disques JJ-holomorphes attachés au bord d’un domaine borné lisse
strictement pseudoconvexe D, il existe naturellement beaucoup moins de disques stationnaires pour
D. Ainsi, on a ([SS07])

Proposition 1.2.4. Soit D une domaine borné lisse strictement pseudoconvexe dans une variété
presque complexe (M, J). Alors, il existe un voisinage U de la frontiére I' = 0D tel que pour tout
g € UN D et tout vecteur v dans un certain voisinage ouvert d’un sous espace V, de T, M de
codimension 1, il existe un unique disque stationnaire f : A — U N D, lisse sur A, vérifiant

f(0)=¢q f(OA) CT, et g“afj(O) € Ru.

De plus, il est toujours possible, lorsque la structure presque complexe est assez proche de la
structure standard sur la boule unité, de feuilleter la boule unité par une famille de disques pseudo-
holomorphes stationnaires :

Proposition 1.2.5. ([CGS03]) Il existe \og << 1 tel que si J est une structure presque complexe
définie au voisinage de la boule unité B vérifiant ||Js — J HCQ@) < Mo, alors la boule unité est
feuilletée par des disques J-holomorphes stationnaires.

La Proposition 1.2.5 sera utilisée dans le chapitre 4, pour démontrer que les ouverts non vides
constituent des ensembles d’unicité pour les applications J-quasiconformes.
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Pour d’autres constructions de feuilletages par des disques stationnaires, voir [PS10]. Les dis-
ques stationnaires permettent en particulier la construction de I’application de Riemann ([Lem81],
[CGSO03] dans le cas presque complexe) et constituent une technique prometteuse, utilisée par ex-
emple par F. Bertrand et L. Blanc-Centi dans [BBC12].

Nous signalons enfin que, contrairement au cas intégrable, il existe des disques extrémaux qui ne
sont pas stationnaires. Un contre-exemple est donné dans [GJ10], ainsi qu’une condition suffisante
pour qu’un disque extrémal f soit stationnaire, lorsque la structure presque complexe est proche (en
norme C%) de la structure standard sur f(A).

1.3 Structures modeles

Les structures modeles, introduites dans [CGS05] et étudiées dans [GS06], jouent un rdle de
référence dans 1’étude des propriétés des domaines strictement pseudoconvexes. Elles apparaissent
naturellement comme limite d’un processus de dilatation anisotrope des coordonnées, inspiré de
la technique des dilatations introduite par Pinchuk ([Pin91]) dans le cadre complexe. (¢f. Lemme
2.5.1).

Définition 1.3.1. - Une structure presque complexe J sur C" est dite structure modele si J(z) =
Jst + L(2), out L est une matrice L = (Lj ;;)1<;j k<2n telle que

Lix = 0sil<j<2n—21<k<2n
n—1
Lijx = Z(af’kzl +El’k’?l), af’k €C,sij=2n—12netk=1,...,2n— 2.

=1

La complexification Jc d’une structure modele s’écrit comme une matrice complexe 2n X 2n

7 0 0 0 ... 0 0
0 —1 0 0 ... 0 0
0 0 i 0 ... 0 0
Jc = 0 0 0 —1 0 0
B 0 E2n71,2(z7§) ~ 0 E2n71,4(z,§) e 7 0
L2n71(27§) 0 LQn,S(Z,E) 0 .o 0 =
avec Lap2i-1(2,2) = Y15 (ajz + Bi71), on af’ Bi € Cet Lonoi—1 = Lon—12i.
- Une structure modeéle est dite simple lorsque o = 0 pour tous 1,1 =1,...,n — 1.

- Soit J est une structure modele sur C", et D = {z € C", Re(zy,) + P(2',2') < 0}, oit P est un
polyndéme homogene du second degré sur C"~1 a valeurs réelles. Le couple (D, J) est dit domaine
modele si D est strictement J-pseudoconvexe au voisinage de ’origine.

Remarquons qu’une structure modele est nécessairement analytique réelle.
Une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité des structures modeles est donnée dans
[GS06].

Proposition 1.3.1. Une structure modéle J est intégrable si et seulement si les Zgn_m vérifient les
relations de compatibilité suivantes, pour 1 < j,k <n—1:

OLop—12k  OLop—12;

(1.3) = =
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1l existe alors un difféomorphisme global de R*™ qui est (.J, Jst)-holomorphe.

Nous remarquons que dans C?, la condition (1.3) est toujours vérifiée, donc que toutes les struc-
tures modeles sont intégrables.
On dit qu’un domaine D admet une orbite d’automorphismes s’accumulant en un point ¢ de sa
frontiere lorsqu’il existe une suite (¢, )nen de Aut(D, J) et un point p de D telle que ¢, (p) tend
vers ¢ lorsque n tend vers 1’infini. Dans une variété complexe, un domaine strictement pseudocon-
vexe qui admet une orbite d’accumulation s’accumulant en un point de stricte pseudoconvexité de
sa frontiere est biholomorphe a la boule unité ((GKKO02]). Ce résultat fait défaut dans une variété
presque complexe, d’apres la proposition suivante.

Proposition 1.3.2. [Lee06],[Lee08]

1. Soit (M, J) une variété presque complexe telle que la structure presque complexe J est de classe
Che, Soit D un domaine de M qui admet une orbite d’automorphismes s’accumulant en un point
de stricte J-pseudoconvexité de sa frontiére. Alors, (D, J) est biholomorphe a un domaine modéle.
2. Soit (M, J) une variété presque complexe telle que la structure presque complexe J est de classe
cle. Soit D un domaine de M, strictement J -pseudoconvexe et homogene. Alors, (D, J) est bi-
holomorphe a un domaine modéle.

Les domaines modeles (que H. K. Lee appelle *Pseudo-Siegel domains’) constituent ainsi des
domaines de référence pour les domaines qui admettent une orbite d’automorphismes s’accumulant
en un point de stricte J-pseudoconvexité de leur frontiere, et par conséquent, pour les domaines
strictement .JJ-pseudoconvexes homogenes.

Remarque 1.3.1. H. K. Lee a classifié de facon plus précise les domaines strictement J-
pseudoconvexes et homogenes dans [LeeO8] (Th. A). Nous donnerons plus de détails au Chapitre
3.

Les domaines modeles ont aussi permis de démontrer que le Théoreme de Wong-Rosay, qui
stipule que dans une variété complexe, a biholomorphisme pres, le seul domaine strictement pseudo-
convexe a groupe d’automorphisme non compact est la boule unité ([Won77], [Ros79], [GKKO02]),
est toujours vérifié pour un domaine relativement compact dans une variété presque complexe
(IBGL09], Th 1.1), mais n’est plus vérifié pour les domaines modeles de la forme (H, J B ), avec
JB non intégrable puisqu’il n’existe pas de biholomorphisme entre un domaine modgle de la forme
(H, .J2) non intégrable et un domaine strictement pseudoconvexe relativement compact. ((BGL09],
Th 3.7).

Les structures modeles ont notamment été utilisées par Gaussier et Sukhov ([GS06]) pour
démontrer la version presque complexe du Théoréme de Fefferman : un difféomorphisme lisse en-
tre deux domaines D et D’ lisses et relativement compacts dans des variétés réelles s’étend en un
difféomorphisme lisse a la frontiere a condition que D admette une structure presque-complexe
lisse sur D telle que (D, J) soit strictement pseudoconvexe et que la structure f,(J) admette une
extension lisse sur D’ avec (D', f,(.J)) strictement pseudoconvexe.
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1.3.1 Structure modele définie par une matrice antisymétrique

Pour une matrice complexe antisymétrique B = (bj);k=1,. n—1, on définit une structure
presque complexe modgle simple, .JZ, par sa complexification Jg :

d g d
B Y |\ _;, = § . .
JC (62j> ZaZj + — b]’ka afn’

0
Jg(azj>:_2+2b]kzk ,pourj=1,...,n—1, et

0 0
B( 9 \_.9
Jc <8zn> "0z

0 0
p( Y9 \__ .9
Jc <azn> Z@zn

Soit OH I’hypersurface définie par OH = {z € C*,Re(z,) + |#/|?> = 0}, 00 2" = (21, , 2n—1).
En utilisant les résultats des Théoréemes 3.4, 5.2, et 5.3 de [Lee08], nous obtenons :

Proposition 1.3.3. Soit (D, .J) un domaine modeéle dans C". Alors, il existe une matrice anti-
symétrique B telle que (D, J) est biholomorphe a (H, J?). De plus, le biholomorphisme construit
est un biholomorphisme global de C™.

1.4 Homéomorphismes et fonctions quasiconformes

Nous donnons ici la définition analytique d’un homéomorphisme quasiconforme. Se reporter a
[LV73] pour la définition géométrique. La notion d’absolue continuité est nécessaire pour définir
les homéomorphismes et les fonctions quasiconformes.

Définition 1.4.1. - Soit I un intervalle de R. Une fonction g de I dans C est absolument continue
sur I si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute suite finie d’intervalles disjoints |aj, b|
inclus dans 1, ", (b, — ar) <0 =>4 |g(bi) — glag)| < e

- Soit U un domaine de C. Une fonction f de U dans C est absolument continue sur les lignes sur
U si, pour chaque rectangle R = {x +iy,a < v < b,c < y < d} tel que R C U, pour preque tout
y € [c,d], la fonction définie sur I'intervalle [a,b] par f,(x) = f(x + iy) est absolument continue
et pour preque tout T € [a,b], la fonction définie sur I'intervalle [c,d] par f(y) = f(z + iy) est
absolument continue.

Rappellons qu’une fonction absolument continue sur un intervalle I est dérivable presque
partout sur cet intervalle. Une fonction absolument continue sur les lignes sur un domaine U de
C admet des dérivées partielles finies presque partout sur U.

Définition 1.4.2. Un homéomorphisme f de U préservant I’orientation est dit K-quasiconforme
sur U si:
- f est absolument continu sur les lignes sur U.

| < gl
Un homéomorphisme f de U préservant I’orientation est dit quasiconforme sur U si [ est K-
quasiconforme pour un certain K.

- Pour presque tout z € U, | fz(2)
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Remarque 1.4.1. On peut montrer qu’un homéomorphisme défini sur un ouvert de C qui admet des
dérivées partielles finies presque partout est presque partout différentiable. C’est donc le cas pour
un homéomorphisme quasiconforme.

On peut aussi démontrer qu’un homéomorphisme quasiconforme f, sur un domaine U de C
vérifie f,(z) # 0 presque partout sur U. On peut alors définir la dilatation complexe de f presque
_ f=2(2)

f2(2)

homéomorphismes ayant une dilatation complexe donnée.

partout sur U par x(2)

. Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme d’existence des

Théoreme 1.4.1. Soit U un domaine de C et x une application mesurable de U dans C telle que
sup,cp |x(2)| < 1. Alors, il existe un homéomorphisme quasiconforme sur U dont la dilatation
complexe coincide avec x presque partout sur U.

Nous définissons maintenant la notion de fonction quasiconforme (ou fonction quasiréguliere)
pour une fonction qui n’est pas nécessairement un homéomorphisme.

Définition 1.4.3. Une fonction f définie sur U et a valeurs dans C est dite K-quasiconforme
s’il existe un homéomorphisme K-quasiconforme w de U dans U' = w(U) et une fonction ¢
holomorphe non constante sur U’ tels que

(1.4) f =pow.

Une fonction f définie sur U et a valeurs dans C est dite quasiconforme si f est K-quasiconforme
pour un certain K.

Soit x une fonction mesurable sur U. On considere 1’équation de Beltrami

of of
(1.5) oz X@z
Définition 1.4.4. Une fonction f définie sur U, est une L9 solution généralisée de I’équation de
Beltrami (1.5) sur U si
- [ est absolument continue sur les lignes sur U,
- les dérivées partielles de f, définies presque partout, appartiennent a L4(G), pour tout compact
GdeU,
- f vérifie I’équation de Beltrami (1.5) presque partout sur U.

Le théoreme suivant ([LV73]) donne une condition suffisante pour qu’une fonction soit quasi-
conforme. Le réel ¢(K') qui apparait croit de 1 vers 2 lorsque K croit de 1 vers +oo. On peut se
référer a [LV73] pour plus de détails.

K —
Théoreme 1.4.2. Si <
éoreme Si |x(2)] il

(1.5) sur U, avec q > q(K), alors f est une fonction K-quasiconforme sur U.

et si f une L1 solution généralisée de I’équation de Beltrami

Remarque 1.4.2. Une fonction quasiconforme vérifie la conclusion du Théoréme 1.4.2 pour q¢ = 2.
Le Théoreme 1.4.2 constitue donc une caractérisation des fonctions quasiconformes.
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Remarque 1.4.3. L’existence de I’homéomorphisme quasiconforme w dans le Théoreme 1.4.2 est
donnée par le Théoreme d’existence 1.4.1. La preuve de ce Théoréme d’existence montre en fait que
w est la restriction a U d’un homéomorphisme quasiconforme défini sur C. Puisque le Théoréme
1.4.2 est une caractérisation des fonctions quasiconformes, nous pourrons toujours supposer, quitte
a prendre une autre décomposition, que dans la décomposition d’une fonction quasiconforme sous
la forme @ o w, I’homéomorphisme quasiconforme w est la restriction d’un homéomorphisme qua-
siconforme défini sur C.

Nous donnons maintenant deux nouvelles conditions suffisantes, plus utilisables en pratique,
qui assurent qu’une fonction est quasiconforme.

Corollaire 1.4.3. - Si |x(2)| < qo < 1 et si f une fonction absolument continue sur les lignes
sur U qui vérifie I’équation de Beltrami (1.5) presque partout sur U et dont les dérivées partielles
appartiennent a LP(U) pour un certain p > 2, alors f est une fonction quasiconforme.

-Si |x(2)| < qo < 1etsi f une fonction de classe C* sur U qui vérifie I’équation de Beltrami (1.5)
sur U, alors f est une fonction quasiconforme.
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Chapitre 2

Analyticité des applications CR

Nous démontrons dans ce chapitre le Théoreme 1. L’idée clé est I'utilisation de la théorie des
systémes complets, qui permet, d’une part, de conclure qu’une application vérifiant un systeme
complet d’ordre k est uniquement déterminé par son jet d’ordre k en 0, et d’autre part, de conclure
a D’analyticité des applications vérifiant un tel systeéme, lorsque ce systeme est analytique réel.
Afin de démontrer que notre application vérifie un tel systéme complet, nous utilisons la technique
de prolongation des systemes d’équations au dérivées partielles : il s’agit de dériver le systeéme
d’équations aux dérivées partiellles inital autant de fois que nécessaire pour pouvoir “I’inverser”
et obtenir ainsi un systeme complet. Notre méthode se base sur celle donnée par C. K. Han dans
[Han97].

Le chapitre est organisé comme suit : dans la premiere partie nous donnons la définition
de systemes complets et leur lien avec I’analyticité des applications. Nous étudions aussi
I’espace tangent .J-holomorphe H}’O d(?]HI dans le cas ou I’hypersurface OH définie par

OH = {z € C",Re(2,) + |#/|> = 0}, 00 2" = (21, , 2n_1)-

La deuxieme partie est consacrée a la démonstration du Théoreme 1 dans le cas particulier
d’une application f définie et a valeurs dans 1’hypersurface OH, et lorsque les structures presque
complexes sont des structures modeles. Nous établissons dans le premier paragraphe le systeme
d’équations de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par 1’application f. Le deuxieme para-
graphe, tres calculatoire, est consacré a la démonstration d’une proposition clé : la proposition
2.2.1. 1l s’agit d’exprimer certaines dérivées de la fonction f comme des fonctions analytiques
réelles d’autres dérivées de la fonction f. A 1’aide de ce résultat, nous parvenons, dans le troisiéme
paragraphe, a expliciter un systeéme complet vérifié par la fonction f et ainsi terminer la preuve.
Les équations de Cauchy-Riemann tangentielles sont treés proches des équations dans le cas
complexe. La prolongation du systéme CR afin d’obtenir un systeme complet est essentiellement
une adaptation de celle réalisée par Han dans [Han97].

La troisieme partie contient la démonstration générale du Théoréme 1, pour les structures
modeles. Nous nous ramenons au cas traité dans la premiere partie d’une application f définie et
a valeurs dans 1’hypersurface OHI, et lorsque les structures presque complexes sont des structures
modeles.

La quatrieme partie contient la démonstration du Théoreme 2, qui est une généralisation du
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Théoreme 2.2.1. Les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont une petite perturbation de I’hy-
persurface OH et la structure presque complexe est plus générale qu’une structure modele. Nous
définissons dans le premier paragraphe les structures presque complexes vérifiant la condition (x).
Dans le deuxieme paragraphe, nous étudions 1’espace tangent J-holomorphe H }’OF, pour une hy-
persurface I" définie par I' = {z € C", p(z) = 0}, ou p est une fonction analytique réelle telle que
p(z) = Re(z,) +|2'|> +0(|2]?), et pour J une structure presque complexe vérifiant la condition (*).
Dans le troisieme paragraphe, nous montrons que le systeme d’équations de Cauchy-Riemann tan-
gentielles vérifiées par la fonction g permet d’appliquer la méme méthode que dans la démonstration
de la deuxieme partie pour obtenir I’analyticité de la fonction g. Nous donnons dans le quatrieme
paragraphe une interprétation géométrique pour les structures presque complexes vérifiant la con-
dition (). Les structures presques complexes vérifiant la condition () sont particulieres puisque le
défaut d’intégrabilité de T’ }’O(C” est porté par une seule direction. Les structures vérifiant la condi-
tion () constituent une généralisation des structures modeles. Dans le cas de la dimension réelle 4,
la seule structure modele est la structure standard. En revanche, la matrice complexe représentant
une structure presque complexe vérifiant la condition (x) est de la forme suivante :

i 0 0 0
0 —i 0 0

Je=1, i+c d
b a d —i+ec

Il existe donc des structures non standard qui vérifient la condition (x). Il est toujours possible, en
dimension réelle 4, d’obtenir une forme “normale* pour une structure presque-complexe ([Sik94]).
La matrice complexe d’une telle structure est une matrice diagonale par blocs :

= (Jlt(f) Jiz)) |

Nous verrons que, méme en dimension 2, il n’est pas toujours possible d’obtenir, aprés un
difféomorphisme local, une structure presque complexe vérifiant la condition ().

Les deux résultats obtenus, Théoreme 2 et Théoreme 1 sont différents, puisque pour le
Théoreme 2, les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont une petite perturbation de 1’hypersurface
OHI et la structure presque complexe est plus générale qu’une structure modele, et pour le Théoreme
1, les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont le bord d’un domaine modele, et la structure presque
complexe est une structure modele.

Enfin, la cinquieme partie contient un résultat de convergence des applications dilatées, util-
isant la technique de dilatation anisotrope des coordonnées. Ce résultat n’a pas permis d’obtenir le
théoréme général recherché sur 1’analyticité des applications CR, mais il mérite tout de méme d’étre
mentionné.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Systemes complets

La théorie des systemes complets permet de conclure a I’analyticité des applications vérifiant
un tel systéme. Dans ce paragraphe, nous définissons les systemes complets. Nous utilisons les
notations et nous rappellons les résultats de [HanO08].
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Soient U et V' des ouverts de R™ et R™. Soit f = (f1,...,fn) : U — V une appli-
cation de classe C¥, vérifiant un systéme d’équations différentielles d’ordre ¢ (¢ < k), pour
x=(x1,...,2m) €U :

(2.1) Ap(z,DPf 1B <q)=0,p=1,...,1,
ol les applications A, sont lisses.

Définition 2.1.1. On dit que f vérifie un systeme complet d’ordre k lorsque toutes les dérivées

partielles de f;, 7 = 1,...,n, d’ordre k peuvent étre exprimées comme des fonctions lisses des
derivées de f1, ..., fn d’ordre strictement inférieur a k :

Pour tout j = 1,...,n, pour tout multi-indice o tel que || = k, il existe HJO‘ lisse telle que :

(2.2) D*f; = HX(DPf, |B| < k)

D’apres [HanO8], nous avons :
Proposition 2.1.1. Soit f une application de classe C* vérifiant un systéme complet (2.2) d’ordre
k. Alors,
1. f est uniquement déterminée par son jet d’ordre (k — 1) en un point, et f est de classe C*.
2. Side plus, les applications A, et H?Y sont analytiques réelles (pourp = 1,...,1,j=1,...,n

et |a| = k), alors Uapplication f est aussi analytique réelle.

La proposition 2.1.1 a été utilisée par C. K. Han, en particulier dans [Han83] et [Han97]. Dans le
cas ou kg = 1, le théoréme suivant constitue le cas particulier du Théoréme 2.2.1 pour des structures
complexes.

Théoreme 2.1.1. (C.K. Han [Han97])
Soit M une variété analytique réelle CR, Levi non dégénérée, de dimension 2m + 1. Soit

{L1,..., Ly} une base du fibré V définissant la structure CR. Soit N une sous-variété analytique
réelle de C"*1, (n > m) définie par r(z,%) = 0 (ot r est normalisée).
Soit f : M — N une application CR telle que, pour un certain entier kg, les vecteurs

{L%f, |a| < ko} et (0,...,0,1) engendrent C**1,
Si f est de classe C3Fot1 alors f est analytique réelle.

Pour démontrer que les fonctions considérées vérifient un systeme complet, C. K. Han utilise
la théorie de la prolongation. Prolonger un systeme d’équations aux dérivées partielles consiste
a différencier ce systeme un certain nombre de fois. Génériquement, en différenciant le systeéme
d’équations vérifiées par la fonction autant de fois que nécessaire, il est possible d’inverser le
systeéme prolongé et d’exprimer les dérivées partielles d’un certain ordre £ comme des fonctions
lisses, ou analytiques réelles, des dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a k — 1.

2.1.2 [Etude de I’espace tangent .J-holomorphe H };Sodl“

Nous étudions maintenant les structures modeles et 1’espace tangent J-holomorphe pour 1’hy-
persurface I définie par I' = 0H = {z € C*,Re(z,) + |2/|> = 0}, 00 2’ = (21, -+ , 2,_1) et H est
le demi-espace de Siegel défini par H = {2 € C* , Re(2,) + |2/|> < 0}.
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Soit Jy,0q une structure modele sur C". Soit HY"OH = TOH N JTOH I’espace tangent .J-
holomorphe . Les (n — 1) champs de vecteurs

0 0 o .
forment une base de H'C9H, avec
. . n—1
1~ 1 ; i
(2.4) Bi(z) = —§L2n,2j71(2) =5 Z(a{z; + B8/7z1)
=1
et,
i~
(2.5) aj(z) = Lgn 2]_1(2’) — 22’]

J _ 1 J l
On pose 50 =4 et _iﬂl =b,.
Nous définissons un champ de vecteurs 7' comme étant la projection du champ de vecteurs [L1, L1]

dans TcOH/HYYOH @ H-99H. Nous avons alors

TeoH = HY Y OHED HYOoHED < T > .

Le calcul du crochet de Lie [L1, L] permet de calculer explicitement le champ 7'. Nous avons

0 0

Ainsi, {T, L;, fj, j=1,...,n — 1} est une base de TcJH, le complexifié de I’espace tangent de
OH.
En particulier, nous remarquons que

—2@+%(ﬂ§+6§) sij=k

2.7 [L;, Lg] = V5L, avecy; = 1 _
5 (5]’?+5k> sij k.
Ainsi,
(28) Zij = L]Zk - [LJ,Zk] = L]Zk — fyj,ET‘
On remarque en particulier que pour tout j = 1,...,n — 1,7, # 0. Nous avons aussi [Ly, L;] =
Vg lhavee Vg =~
11 faut noter que 7, €st constant. Enfin, nous remarquons que les champs T"et Ly, (k =1,...,n—
1) commutent, ainsi que les champs T et Ly, (k= 1,...,n — 1).

2.2 Démonstration dans le cas des structures modeles

Nous démontrons dans cette partie un cas particulier du Théoréme 1 lorsque I’hypersurface I'
est définie par I' = OH = {z € C",Re(z,) + |2/|*> = 0}, (ot 2’ = (21, -+ , 2n_1)), et lorsque les
structures presque complexes sont des structures modeles. Nous remarquons que d’apres la Propo-
sition 3.5 de [Lee08], si la structure modele est simple, (H, .J,,,4) est strictement pseudoconvexe en
0.
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Théoreme 2.2.1. Soient J,,,q et J oq deux structures modeles sur C™.

Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans C". Soit f : OHNU — OH une application CR
de classe C*. On suppose que [ est un difféomorphisme local en 0 et que f(0) = 0. Alors f est
uniquement déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et f est analytique réelle.

Pour prouver le Théoreme 2.2.1, nous utiliserons la Proposition 2.1.1 a propos des systemes
complets pour obtenir 1’analyticité de f. Il suffira de montrer que toutes ses dérivées d’ordre 3
s’expriment de fagon analytique réelle en fonction de ses dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2.

2.2.1 Systeme d’équations vérifiées par f.

Nous cherchons maintenant a écrire une condition nécessaire et suffisante pour que f soit CR
de (OH N U, Jynoq) dans (OH, J/. ) :
Soit (L1(z), ..., Lyp—1(2)) une base de H},’O JOHet (Z1(w), ..., Zn—1(w)) une base de H}}O OH.
mo mod
Si f est CR, pour chaque Ly(z), nous avons : f,{L,(z)} € H1 0 8H
Calculons d’abord f,.{Ly(2)} :

= 0 —= 0
(2.9 f*{Lp(z)} = J; (Lp(z)fj(z)awj + Lp(z)fj(z)awj) .
De plus, H 8H =< Z1(w),..., Zn—1(w) >, avec w = f(z).
fe{Lp(2)} s Pécrit donc :
(2.10) fedLp(2)} = a1(w) Z1(w) + ... + ap—1(w) Zp—1(w).
D’apres (2.3), nous avons Z; ( )—i+ﬁ (w)=— 0 + aj(w)=— 0 Ainsi, dans les égalités (2.9)
pres (2.5), nous avons Z;(w) = 5 aw, T G0 s
et (2.10), les termes en i et —— doivent étre égaux. On obtient donc
8wj wy

aj(w) = Lp(2) fj(z), pourj =1,....,n—1,
(2.11) Ly(2)f;(z) =0, pour j,p=1,...,n — 1.

De plus,

n—1

FlLp(2)) =3 Ly(2)i250)

" Zag W22 | 2

own,

+ Z/BJ f](z) 2 .

ow,,
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Nous avons donc, pourp=1,....,n—1:
n—1

(2.12) Lyp(2) fu(2) = > i (f(2)) Lp(2) £5(2) = 0,
j=1
n—1

(2.13) Lp(2)Jn(2) = ) Bi(F () Lp(2) fi(2) = 0.
j=1

Avec les égalités (2.11), (2.12) et (2.13), nous obtenons :
f={(f1,-.., fn) estune application CR de 9HNU dans OH si et seulement si les égalités suivantes
sont vérifiées sur OHN U :

(2.14) Lyf;=0,pourjp=1,...,n—1,
- n—1

(2.15) Lpf,=> Bi(f)Lpfj, pourp=1,...,n -1,

j=1

n—1
(2.16) Lpfn =Y a;(f)Lpfj, pourp=1,...,n—1,

j=1

f +? n—1 -
(2.17) ”2 t 4> fif=0.
j=1

ol (2.17) est I'écriture de f(OH N U) C OH.
Nous remarquons que si J! oq = Jsts alors Bj(z) = 0 pour j = 1,...,n — 1. L’équation (2.15)
devient donc L, f, = 0, pour p = 1,...,n — 1, et nous retrouvons les équations dans le cas

complexe de [Han97].

2.2.2 Prolongation du systeme CR
Soit C,, 4 I’espace des fonctions analytiques réelles en les variables
{TtLO‘fj cttlal<p,t<qg j=1,...,n—1, LYf, : |a| < p}.

L’introduction de cet espace, qui apparait naturellement dans les calculs, permet d’alléger les nota-
tions. Nous noterons C,, , I’espace des fonctions analytiques réelles en les variables

{T'Lf; t+|al<p.t<q j=1,....n—1, L°F, : o] < p}.
Nous allons prouver dans cette partie la proposition suivante :
Proposition 2.2.1. Pourp=1,...,n,

(7) Pour tous t, o tels que t + |a| < 3, T'L®f, € C14+.1.
(1) Pour tous t, o tels que t + |a| < 4, ett <1, T'LOf, € Ca 1.
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C’est I’étape clé dans la démonstration du Théoreme 2.2.1 puisque I’utilisation de 1’assertion
(i) de ce résultat et du conjugué de I’assertion (ii) permettront d’obtenir, avec des calculs
supplémentaires, un systéme complet vérifié par f. La preuve de cette proposition est adaptée de
la démonstration de [Han97]. Elle est scindée en quatre propositions, les Propositions 2.2.3, 2.2.6,
2.2.7 et 2.2.8, correspondant chacune aux valeurs de ¢ égales a2 0, 1, 2 et 3.

Nous commencons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. La matrice (Ly, f;)r j=1,. n—1 est inversible en 0.

PREUVE DU LEMME 2.2.2 : Puisque f est un difféomorphisme CR local en 0, nous avons <
FL1)(0), ..., fu(Ln-1)(0) >= H;"9H. Or,

RISy (Lp<o>fj<o>fwj n Lp<o>fj<o>8) |

ow;
j=1 J

De plus, d’apres (2.14), (2.15) et (2.16), on a,

LL{O)T0) =0 pour = Loson
Zﬂ] (0)£;(0) =0, car f(0) = 0 etd’apres (2.4), 5;(0) = 0,
Z a;(f (0)£;(0) = 0, car f(0) = 0 et d’aprés (2.5), a;(0) = 0.

_ 0
Ainsi, les (n — 1) vecteurs f.(L)(0) = Z?le L,(0)f; (O)a— engendrent H}’O(?H qui est de
wj
dimension (n — 1). La matrice (Ly, f;) j=1,..n—1 est donc inversible en 0.C]

Appliquons le champ L;, & I’égalité (2.17). Avec (2.14), il vient :

- - = -1
Lifn+Lifn | ™ 7
j=1
Considérons alors le systeme linéaire d’équations (2.18) (pour £k = 1,...,n — 1) et (2.17)
Llf 1 Lifpq 0
d’inconnues (f1,..., f,). La matrice I 1?1 : Zn_l.?n_l (1) étant inversible en 0, elle
T A
est inversible sur un voisinage de 0. Nous pouvons résoudre ce systeéme pour (f1,..., f,) sur un

voisinage de 0 en fonction de {f;, Ly f;;j = 1,...,n, Lgfusk =1,...,n — 1}. Ainsi,

fp:Hp(fj,fkfj;j: L...,n,Lpfo k= 1,...,n—1), pourp=1,...,n,
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ou H,, est une fonction analytique des termes a I’intérieur de la parenthése.
En prenant le conjugué de 1’égalité (2.15), nous observons que Ly f,, peut s’écrire en fonction de

{?j, Zk?j, j=1,...,n—1}. Ainsi,
(219) fp = Hp(?],Zk?]’j = ]_, o ,n’ k} = 17 ... ’n — ]_)7

ou H,, est une autre fonction analytique des termes a I'intérieur de la parenthese. Nous pouvons
réecrire 1’égalité (2.19) sous la forme :

(2.20) fp = Hy(f, Lf).

Cette écriture est le point de départ de la démonstration de la Proposition 2.2.1.
Démontrons maintenant la Proposition 2.2.3, qui constitue la premiere étape de la démonstration
de la Proposition 2.2.1 :

Proposition 2.2.3. Pourp=1,...,n,pourk=1,...,n—1,

(2.21) (i) Lifp € C11
(i) Li(C11) CCia
(2.22) En particulier, L f, € C1 1 pour tout multi-indice o avec |a| < 4

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.3 : (i) Fixons kg et appliquons Ly, a I’égalité (2.20) :

Lkofp = LkoHp(T7 Llf)

La fonction H), étant analytique réelle (en les n? variables ?j, fk?j, j=1....n,k=1,...,n—1)
, nous pouvons I’écrire sous la forme

T _ p 7L TOn T Flntl T T2 _n41 T T2
Hp( ,Lf) = E ab fi . Lafy ---Ln—1f1 e L1 f7,
(e
< L. (0% . . .
ou la série ) ahrit ... rng‘Q converge pour 7; < rg, 1 < j < n2. Ainsi,

Lkofp = Z ango (7?1 R Zn_lfznz).
a

Lorsque le champ Ly, s applique a 1'un des facteurs du terme £, ... L, _1f,"°, il faut distinguer
quatre cas :
— Le champ Ly, s’applique a f;, j # n : d’apres (2.14), nous avons Ly, f; = 0.
— Lorsque le champ Ly, s applique & f,,, écrivons I’égalité (2.15) et remplagons 3;(f) par sa
valeur donnée dans (2.4) :

n—1
Licfn = D BNkt
j=1

n—1n—1

(2.23) = >3 (aé-fz - bﬁ-?z) Li, f-

j=11=1

Ce cas se produit pour les multi-indices « tels que o, # 0.
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— Le champ Ly, s’applique a mej, J # n. Nous utilisons d’abord (2.8) :

Ly, L f Ly, f - [Zﬂ%Lko]?j-

D’apres (2.14), nous avons Lkofj = (. Nous pouvons de plus utiliser I’égalité (2.7) et rem-
placer [Lyy, Ly, ] par sa valeur.

(2.24) LigLinf = 0 — vmr, TS

Ce cas se produit pour les multi-indices « tels que apmj # 0, m,j =1,...,n — 1.
— Lorsque le champ Ly, s’applique a L,, f,,, nous utilisons le conjugué de 1’égalité (2.16) :

n—1
Lkomen = Lko Za](f)fm?
j=1

Nous remplacons @;( f) par sa valeur, donnée par le conjugué de 1’égalité (2.5) :

n—1
LigLmfn = Lk, ((Za fi+0; fz) - f') Linf;
j =

=1
1

n—1 n—
— Z ( Z _ Lo fi — 2Lkof3> L f;

j=1 =1

((zi +b§-fl> - 2;3-) LkOmej> |

Nous avons vu en (2.24) que Ly, Ly, f; = =V ke T’ f. ;- Nous avons donc :

Lkomen = <<Z Lkofl 2Lkofj> Im?]

(2.25) <<Z ifi+b; fl) —2f; > ’Ym,konj> :

Ce cas se produit pour les multi-indices « tels que am £ 0, m=1,...,n.
Nous pouvons donc écrire 1’égalité suivante :

Lkofp hk0+280k() flvfl? qfl7q_1 n_lalzlv"‘7n)Lkofk7 pourp:]-a"'an)

avec

(D VD D D VD UL

j»m 17 Y 1a|anm+j7é0 """ na‘am”#o
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et,
pvk — 7p7k 5,]),]6
<7Oko - Z wanko_'_z Z wamnkko Z ¢a,kz 0’
Ot'Oén#O m= 106‘067”717&0 Oél()é(k+1)n7£0
ou,
Lpko Tﬁ P FY —Fan—1 z —O0nm+j—1 z 0,2
¢a,m,j = —mko fjanm—l-jaafl ce fn . mfj cee n—lfn ;
n—1
2.p.k 17 7 7 7 Zamn—1 = oo
apko = andB (Y@ +0,0) = 2f)vmke TE T Tf™ T
=1
n—1 L
3.,p,k - | 7o — 0y, — = <,
¢Q’Z7k0 = Oénag (Z aifl + bkfl> fl ! e fn ce Ln—lfn LQ,
=1
g 1
4,p,k T 7 TR 7 Tl T 3 T2
1/’@5,17%716 - (_2mek- + Z _bj Lm'f])amnagfl .. mfnmn e Ln_lfn s
j=1
5.0,k — = a1 - S n—1 - 7,2
VR = 2Lpfragpmalfy - Ly f, 0 L Ly fy
1,1 1n 1
1-— gOkO e —(,Dko Lkofl hk’o
Ainsi, en notant Ay, = : : ,ona (Ako) : = :
71 K
—QOZO .1 = QOZOTL Lk‘ofn ZO

Nous remarquons que hio appartient a I’espace Cy 1, ainsi que gpﬁf.
Soit dy tel que si une matrice B = (b; j)1<i j<n Vérifie |b; j| < dp pour 1 < 4,5 < n, alors la matrice
A = I,, — B est inversible.
ag—1 a2

Nous savons que » _ Zq:,lc""’"g aglanlryt ...yt Ly = M < oo.

. 1 7
Soit b =sup{2+ 37" [b;[, k=1,...,n —1}.
Soit € = min(r

( 07 bM)

Lemme 2.2.4.

1. Apres dilatation, nous pouvons supposer que : ¥ j,k =1,...,n—1 : |L;f;(0)] < e

2. La matrice Ay, (0) est alors inversible.

PREUVE DU LEMME 2.2.4 : (i) : Soit z = (2/,2,) € C"~1 x C.

Soit \s : OH — OH I’application définie par \s(2', z,,) = (vV/02',02y).

Soit O = A5 o f. L’application A est (.J, J')-holomorphe sur C" et \s(0H) = OH, donc d’aprés
la remarque ??), I’application \s étant un automorphisme CR de OH. L’ application f? vérifie donc
aussi les hypothéses du Théoréme 2.2.1. Ainsi, f° est analytique réelle si et seulement si f 1’est.
De plus, sij # n : kaf =Lp(Aso f); = \/ngfj.

De méme, Ly f3(0) = 6Ly f,,. Ainsi, pour d assez petit, nous avons bien |ka]‘5 0)] <e.

(ii) : Nous avons la majoration suivante :

(2.26) o Z DN S S (T

m=1 a| amn#0 a|a(k’+l)n7£0
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Or,

Yammikol < 2Lefe(0)lagsnyalabl[f1(0)[* ... [Lif,(0)|*+0n ™t Ly £, (0)]2

Ainsi, puisque | L f;(0)] < € = min(ro, bM) nous avons :
5 Q(k+1)n—1 a2
|¢o¢,m,n,k,ko| < 260{(k+1)n‘(12|7“8[1 s T0< i ---To
-1
2.27) < eba aP|po1 . poHDnTE a2
(k+1)nl1%a ("o 0

De méme, nous obtenons

0,k -k Qt1)n—1 n
WJ PRl < (264—2]bj|e)a(m+1)n|ag\r8‘1...7"0( +) ...rg 2

o (mt1)n 1 0,2
(2.28) < eba(mpnynlab|rgt g T g™

En replacant les majorations obtenues en (2.27) et (2.28) dans I’inégalité (2.26), nous obtenons :

\gp < ebZZaq|a7’|r gt 1...rg”2

a g=1
< EbM<5o

La matrice Ay, (0) est donc inversible.[]

Li f1 Py
—1 X

La matrice Ay, est donc inversible sur un voisinage de 0. Ainsi, : = (Ak,) :
Lko fn hz()
Ona Ay, =1, — B,avec B = (‘pif)p,k 1,....n- Rappellons que les <p£’k appartiennent a l’espace
C1,1. D’apres la formule (I,, — B)~! ;Og( B)P, les coefficients de la matrice (Ag,)~! sont
dans 1’espace C1,1- Puisque hko € Cl,l pour p = 1,...,n, nous avons Ly, f, € C171, pour p =
1,...,n.

(ii) Montrons que pourm = 1,...,n —1; L, (C11) C C11.
11 suffit de voir que les termes Lm?j, mekfj, LT ?j, Lm?n, mek?n sont dans I’espace 5171
(pourm,j,k=1,...,n—1):
— D’apres (2.14), nous avons Lm?j =0.
— D’apres 1’égalité (2.24), nous avons :

mek?j = _’YE,mT?j S 6171.

— Les champs 7' et L,,, commutent, donc LmT?j = TLm?j = 0.
— D’apreés Iégalité (2.15), nous avons : Ly, f,, = Z;L;ll Bi(f)Lm f;-
Or, nous avons démontré au (i) que L,,f; € Ci1, et d’apres (2.4), nous avons 3;(f) =
nt (a fi+ vt fl) € Cy.1. Nous avons donc Ly, f,, € Cy.1.
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zeN 2

— Pour le terme mekfn, le calcul a déja été fait en (2.25) :

n—1 n—1 n—1
= 5 ( (St 200t 53, e, (5 (@7 45) - 25| 77,

j=1 =1 =1,

Nous avons déja démontré que L,, f; € 51,1 etque f; € @171. Ainsi, mekjn S 61,1-
Par récurrence, nous obtenons immédiatemment que pour tout multi-indice «, || < 4, L*f, €
C1,1. Ceci termine la preuve de la Proposition 2.2.3.[]

Le Lemme 2.2.5 sera utilisé régulierement dans les prochains calculs :

Lemme 2.2.5. Pourm =1,....n— 1, pourt=1,2,3:
Em<ét,1) C E1+1t,1-

PREUVE DU LEMME 2.2.5 : La démonstration se fait par récurrence sur ¢ :
Pour ¢t =1 : 1l suffit de voir que les termes fmfj, fmf;jj, fmTfj, L fpn» LiLm f, sont dans
5271 (pourm,j,k=1,...,n—1):

— Par définition, nous avons : fm?j € 61,1.

— Par définition encore, nous avons : Ly, Ly f; € Ca,1.

— Puisque les champs 7" et L,, commutent, nous avons : Ly, Tf; = TLyf; € Ca1 par

définition.
— D’apres le conjugué de I’égalité (2.16), nous avons :

Lofn =255 @(f) k.
Nous remplacons @;( f) par sa valeur, donnée par le conjugué de (2.5) :
— — _ _ = -1 — —
(229) Lofn =-Y500 (S85 (@ F+56) +265) T
€ 6171 car fj € 6171.

— Appliquons maintenant le champ L;, a 1’égalité (2.29) :
o . n—1 o
LyLmfn = L Zaj(f)l/mfj
j=1
B n—1 /n—1 - 4 o
=Ly <Z (ag-f, +bjfl) - 2fj> Linf;
n—1 n—1 - 4 L n—1 -
==y ((Z (@fz + bjfl) + 2fj> LiLmf; + Y @ LefiLm j>

=1
S 6271 car fj S 6171.
t—1=>1t:
11 suffit de voir que L,,T'L;, ... L;, | f ; € C1++,1 (les autres termes sont donnés par I’hypothese de
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récurrence ou par la définition).
Puisque les champs 7" et L,,, commutent, nous avons :
fmTf“ .. ‘Zit—lfj = szz“ .. 'fit—1?j € Et-{-l,l-

g
Démontrons maintenant la Proposition 2.2.6, qui constitue la deuxieme étape de la
démonstration de la Proposition 2.2.1 :

Proposition 2.2.6. Pourp=1,...,n, pourk,m=1,....,.n—1,:

(1) Tf, € 6271
(ZZ) Tkap S C271
(iii)  TLgLyf, € Coa
(iv) TLyLmLjf, € Can
PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.6 : (i) Appliquons le champ L; a 1’égalité (2.21). D’aprés le
Lemme 2.2.5, nous avons L (@171) C @271. Ainsi, L1 L, fr € @271.
Utilisons I’égalité (2.8) :

LiLif, = LiLif,—[L1,L]f,

(2.30) = LiLifp—1.Tfp
— Sip # n: D’apres (2.14), nous avons L1 f, = 0. Ainsi,
2.31) LiLify =-v1,Tf

—1

1,1

Ainsi, puisque v, 1 7# 0, T'f, = LiLyf, € C21 (puisque 71,1 est constant).

- Sip=n:
LiLify, =LiLifn— Y1171 fn

Or, d’apres le conjugué de I’égalité (2.15), nous avons :
LiLifn, =1L (Z;:ll Bj(f)flfj)
Nous remplagons Bj (f) par sa valeur, donnée par le conjugué de (2.4) :

n—1n—1
— 1 — 7l PR —
LiLifn = Li| Y)Y (aé'fl + bjfl) Lif;
j=11=1
n—1n—1 .
= >3 (bj (LlflLlfj + fil1L1 f; +5§sz1L1fj>>
j=11=1
D’apres le conjugué de 1’égalité (2.31), nous avons Llflfj = _T,TT?j- Ainsi,
n—1n—1 .
@32 Llifo = Y3 (5 (LALT, - wifTT;) - i@ FiTT))
j=11=1
€ CoqcarLifietfi€Cay
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Nous avons donc L1 L1 f, — L1 L1 f, € 52,1.

. . 1 — — _
Ainsi, puisque v, 1 # 0, T'f,, = P (LlLlfn — LlLlfn) € Ca.
1,1

(ii) Montrons que T'Ly, f,, € 62,1
Nous avons démontré en (2.22) que LpLyf, € 6171. Grace au Lemme 2.2.5, nous avons
szkkap S 6271. B
Nous chercons a calculer le terme T'Ly, f,,, pour cela, dans le terme Ly, Ly Ly f,,, nous faisons com-
muter deux fois les champs Ly, et Ly, en utilisant 1’égalité (2.8) :

LyLyLif, = LyLgLkfy — [Lk, L)Lk fp
= LiLpLify — (v 1 1) fp — vk TLicfp

Le terme ’)’E k étant Constant, nous avons :
LiLiyLify = LiLiLifo — v Lo T fo — vpTLifp

Les champs 7' et L, commutent. Nous avons donc :

LyLyLyf, = LypLiLif,— Yex L Liefp — Ve p T Lo
= LyLipLify — 27, TLifp

— Sip # n: D’apres (2.14), nous avons Ly f, = 0. Ainsi,

(2.33) LiLiLify = —2v,TLify

-1

Puisque puisque -, % # 0, nous obtenons T'Ly f, = 5 LyLgLyf, € Ca1, puisque Vik

V&
est constant.

— Sip = n: Reprenons le calcul en (2.33) :
LyLyLifn = Li Ly Ly fn — 295, T L f-

Le terme LjL; Ly f, est non nul. Pour le calculer, appliquons L;, dans I’égalité (2.32) (en
remplacant 1 par k) :

n—1n—1
— 7l R — 71— —
LiLpLifn = Le (D> <bj(kalkaj - ’Yk;flej)) — 05 G 1 TT,
i=1i=1,
n—1n-—1 .
= > (bj(Lk:kalkaj + LifilkLif;
=1 1=1

i LeiTf; + ALETf;)) — ’Yk,gaé'Lk(szfj)>
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Les champs T et L, commutent puis le terme L;Jj est nul. Nous avons donc :

n—1n-—1
J— 7l [ — — —
LiLiLpfa = YD b (Lkkalkaj — Yo xLeiTf; — ngkalej)
=1 =1
n—1 nil,l B o
(2.34) = 338 (LkLfiLif; — 29 Lk T, ) -
=1 =1
€ Can

)

.. . 1 _ _ _
Ainsi, puisque Yk #0,TLfn = 5 (LkLkkan — LkLkkan) €Ca1.

Trok
(iii) Montrons que T Ly Ly, f,, € C21

Nous avons démontré en (2.22) que LyLyL,,f, € 51,1. Grace au Lemme 2.2.5, nous avons

LiLiLyLy fp € Ca 1.

Pour calculer le terme T'Ly, Ly, f,, nous partons de Ly Ly Ly, Ly, f,, et nous utilisons trois fois 1’égalité

2.8).
LyLyLxLyf, = LyLgLyLyfp— [Li, L)Lk Lm fp
- LkLkszmfp - Lk [kafk][/mfp - ’Yk’ETLkmep

= LyLgLmLyfp — LiLk(V,, 57) fp — L 50 Linfp = 5T Lk L f

Les termes v, 7 et 7,z €tant constants, il vient :

LyLyLgLofy = LiLiLoLifp — vz loLiT fp — VgL TLinfp — v 5T L Lin fp
Les champs T et L; commutant, nous obtenons :

LyLyLkLyfy = LiLkLoLifp — v 5T LeLnfp — 27 5T Lk Lin fp-

- Sip#n:
D’apres (2.14), nous avons L fp = 0, et nous obtenons :
(235) ZkLkLkmep = —’)/mETLkkap — 27k,ETLkmep
—LiLiLiL —
-Sim =k : Nous avons : T' Ly Ly f, = M € Cop,pourp =1,...,n—1.-
Vi

Sim # k : Nous venons de démontrer que T' Ly Ly, f,, € C2 1. Ainsi, puisque N 7 0,
—LyLgLyLy, fp — YL L Lk fp

TLkmep = 2y,
k.E

652,1,p0urp:1,...,n—1.

- Sip=n.
Nous avons :

Ly Ly L L fp = L L Lin L, fr, — YL L L fn — 27 5T Lic L fp-

Calculons le terme Ly, Ly, Ly, Ly, f,,. Appliquons les champs Ly, Ly, L,, A I’égalité (2.23). Nous

obtenons :

n—1
LiLiLmLpfn = LiLpLm | > B;(f)Lif;
j=1
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Remplacons Bj par sa valeur donnée dans (2.4) :

n—1 n—1

— — 1= 7l —_
LiLiLmLifn = LiLiLm | Y O @ifi+b;f1)Lrf;

j=1 1=1
n—1 n—lil o o - o
= LiLg | D b (Lmfilwfj + filmLif;) + @ fiLmLif,
j=11=1

Or, Ly Ly f; = 7,, 51 f ;- Nous avons donc :

n—1ln—1

J— 71 —_— — 71— —
LiLiLoLifa = Leli | S0 S8 (Lo + 2, gfiTT5) + bi@ FiTT,
j=11=1

n—1ln—1

= L Z Z 5; (Lkmelzk?j + Lin il L f 5+ Yo (Lo AT fj + AILET f ;) + 0)
=1 1=1

Or, LyLif; = —v; , T f;- Ainsi,

n—1n—1
J— 7l [ — —
LiLiLimLefo = Li [ > ) b (Lkszflkaj + (%n,; - ’Vzk) melej)
=1 1=1
n—1n—1

71 —_ —_—
= Z Z bj (LkLkLm lkaj + LkLm lLkkaj
j=11=1

+ (Vm,é - Wk) (LkLm i+ melLkT?j)) '

Or, les champs 7' et L commutent et ka;jj = - kaj. Ainsi,

n—1ln—1
LiliLnLifn = 30 300y (LeLiLo iy = Y InEniTT; + (1 = Tx) DI fiTT)
=1 =1
731—1 n—1 4 o B
= >N B (L bk LTy + (Vg = 200) DL fTT;)
j=11=1
€ 62 1-

)

- Sim = k : Reprenons le calcul en (2.35) : puisque v, 7 # 0,

1

N (LgLkLm Ly fn — Lk Ly Lk L fn) € Can.
kR

TLyLyfn = 3

- Sim # k : Nous avons, toujours d’apres 1’égalité (2.35) :
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1
TLpLyfn = T

5 (Li Lk Lin L fo — Lk L Lk L fo + 7, 5T LiLi fa) € Ca1.
kR

(iv) Nous pouvons démontrer que T'L; L, L;f, € 52’1 en utilisant la méme technique que
précédemment.
Ceci acheve la démonstration de la Proposition 2.2.6.0]

Remarque 2.2.1. A ce stade, nous avons démontré I’assertion (ii) de la Proposition 2.2.1. Il reste
a traiter les cas t = 2 et t = 3 pour lassertion (1).

Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 2.2.7, qui constitue la troisieme étape de la
démonstration de la Proposition 2.2.1 :

Proposition 2.2.7. Pourp=1,...,n,pourk=1,...,n—1:

(Z) T2fp € 6371,
(1) T?Lyf, € Cs1.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.7 : Le calcul est similaire a celui du (iii) de la Proposition 2.2.6 :
(i) Montrons que T*f, € C31 :

Nous avons déja démontré que T'Lif, € Ca;. D’aprés le Lemme 2.2.5, nous obtenons que
ZlTLlfp € 6371.

Les champs 7' et L; commutant, nous pouvons écrire :

L\TL\f, = TLiL.f,.
Nous avons déja calculé Ly Ly f,, a I'égalité (2.30) :

L\TL\f, = T(LiLif,— Y1171 fp)
= TLLif,— 71,1T2fp'

- Sip#n:
Nous avons L; fp = 0. Ainsi,

LiTLif, = — %11 fp-

1 _
Ainsi, puisque v, 7 # 0, T?f, = — L1 T L1 f, € C31.
1,1
- Sip=n:
Nous avons

ZlTLlfp = TLlflfn + T(*VI,TTfn)
= Tlelfn — ’Yle2fn-
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Or, en remplacant L L1 f,, par sa valeur donnée dans (2.32), nous obtenons :

n—1 /n-1
J— 7l [ — — 71— —
TLiLvf, = T Z < b; (LlflLlfj - 71jflej> - 71,1aé‘flej)

j=1 \I=1
n—1ln—1
- Z Z <5§ (Thfzfl?j + LlflTZJj - M1 (TflT?j + flT27j))
j=1 i=1
(2.36) ~y1@ (TT.TF; + TT7T5))

Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite de I’égalité (2.36) sont dans
I’espace 6271, sauf T’ 2%. Or nous venons de démontrer que le terme 72 fj appartient a
I’espace 53,1. Par conjugaison, nous avons : T2?j € C3.1.
Le terme TQTJ- s’écrit donc comme une fonction analytique réelle de { T*Lf; : t + |a| <
3,;t < 1,7 =1,...,n—1, L*f, : |a| < 3}. Mais nous avons démontré dans les
Propositions 2.2.3 et 2.2.6 que ces termes sont dans I’espace Cs 1. Nous pouvons donc
conclure que le terme 7 f ; appartient a I'espace Ca1 .
Ainsi, puisque 7, 7 # 0, T f,, = ;1(L1TL1 fn—TL1L1fy) €C31.
1,1
(ii) Montrons que TQkap € 53,1 :
Nous avons démontré que T'L;Lif, € @271. D’apres le Lemme 2.2.5, nous obtenons que
ZkTLkkap S 6371.
Les champs T' et L;, commutant, nous pouvons écrire :

fkTLkkap = Tkakkap.
Or, nous avons déja calculé Ly Ly Ly, fpen(2.33):

fkTLkkap = T(Lkkakfp — 27E,kTkap)
= TLyLyLif, — QwaTQLk for

- Sip#n:

_ -1
Nous avons Ly f,, = 0. Ainsi, puisque 7, 7 # 0, TQkap =3

7szLkkap € 6371.

k.k
— Sip =n: Appliquons le champ T a I’égalité (2.34).

n—1ln—1
J— 7l —_ —_
Tty = T | S8 (LIufiTef; — 2v s InfiTH,)
j=1 1=1
n—1ln—1

= Y30, (TLkkalmj + LiLi iTLyf; — 29, 5 (TLe T F; + kazT27j)> :

=1 1=1

Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite sont dans 1’espace Cs ;. Ainsi,
-1 _ _ _
(LpT Ly Ly fr, — TLyLi Ly fr) € C31.

puisque v, z # 0, T?Lyfn = 5

V&
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Nous obtenons ainsi que T'LYf,, € Ci4¢1 pourp = 1,....n,t + |a] < 3ett < 2, ce qui
termine la démonstration de la Proposition 2.2.7.[]
Pour compléter la démonstration de la Proposition 2.2.3, il reste & démontrer que :

Proposition 2.2.8. Pourp=1,...,n:
Tgfp S 6471.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.8 : Nous avons déja démontré que T2L1fp € C31. D’apres le
Lemme 2.2.5, nous obtenons que LT%L, fp € 6471. Les champs 7" et L1 commutant, nous pouvons
écrire :
LiT?Lyf, = T?LiL:f,.
Nous avons déja calculé Ly L1 f, en (2.30) :
LiT’Lify, = T*(LiLify — 11T fp)
= T°LiL1fy — 71T fp-

- Sip#n:
_ -1_ _
Nous avons L1 f,, = 0. Ainsi, puisque v, 7 # 0, T3fp = —L1T2L1fp € Cyq,1.
’ N
- Sip=n:
Appliquons le champ T dans I’égalité (2.36) :
B n—1 n—lil o o o B
TLilify = TS0 (TLALT, + L ATTF, — 5 (TRTT, + AT°F;))
j=1 1=1
A (TFTF. L F2F
18 (THTf;+ [T fj))
n—1n—1 - B B o
= 3 (5 (TP f; + 2T L T + LT
j=11=1

~n1 (TATF; + THT*f; + flT371)>
(2.37) 1@ (TR + 2T T2, + TT°T)))

Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite de 1’égalité (2.37) sont dans 1’es-
pace Cs.1, sauf T' 3@. Or nous venons de démontrer que le terme que 7 f;j appartient a I’es-
pace Cy4,1. Par conjugaison, nous avons : T3fj €Cu.

Le terme T3fj s’écrit donc comme une fonction analytique réelle de { T'Lf; : t + |a| <
4,t<1,5=1,....,n—1, L*f, : |a| < 4}. Mais nous avons démontré dans les Proposi-
tions 2.2.3 et 2.2.6 que ces termes sont dans I’espace C3 1. Nous pouvons donc conclure donc
que le terme T3fj appartient a I’espace Ca 1.
mmmmwmﬂ¢aﬂh:Zﬁﬁﬂhh—ﬂmﬂhméu

M1
]

Ceci termine la preuve de la Proposition 2.2.1 .
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2.2.3 Démonstration du Théoréme 2.2.1.

Pour obtenir un systeme complet vérifié par la fonction f, et ainsi terminer la démonstration du
Théoreme 2.2.1, nous procédons en trois étapes. Nous commencons d’abord, dans le Lemme 2.2.9,
par exprimer les dérivées d’ordre 3 de f de la forme T"L®f; comme des fonctions analytiques
réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2. Nous utilisons pour cela le résultat obtenu dans la

Proposition 2.2.1. Puis, dans le Lemme 2.2.10, nous exprimons les dérivées de la forme TtLafﬁ fj-
Enfin, nous exprimons toutes les dérivées dans la Proposition 2.2.11.
Démontrons maintenant le lemme correspondant a la premiere étape :

Lemme 2.2.9. Pourt + |o| =3, pourj=1,...,n—1,

TtLafj € 62,1 .

PREUVE DU LEMME 2.2.9 : La preuve de ce lemme est encore basée sur [Han97]. La Proposition
2.2.1 signifie que pour ¢ + || < p,pourt < g,pourj =1,...,n —1,

(2.38) T'Lf; € Cr4qa, sig< p < 3.
Or, Iassertion (ii) de la Proposition 2.2.1 implique I’inclusion suivante :
(2.39) C41 CCay.
En prenant le conjugué (2.39), nous obtenons :
(2.40) Ca1 CCap.
En prenant p = ¢ = 3 dans (2.38), et en utilisant I’inclusion (2.40), nous avons :

T'Lf; € Ca.

Ceci termine la démonstration du Lemme 2.2.9.0J
En particulier, nous avons aussi
C373 C Cgvl.

Nous pouvons maintenant obtenir les dérivées d’ordre 3 de la forme Tt LT’ fj comme des
fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a deux :

Lemme 2.2.10. Les dérivées de la forme TtLafﬂfj, (o t + |a| + |B| = 3) appartiennent &
I’espace Ca 1 et s’expriment donc comme une fonction analytique réelle des dérivées d’ordre
inférieur ou égal a 2.

PREUVE DU LEMME 2.2.10 : Les deux éléments importants de la preuve de ce lemme sont le
résultat du Lemme 2.2.9 ainsi que la relation (2.15).
— Si|8| = 0, d’apres la Proposition 2.2.9, nous savons que 7% L f; est une fonction analytique
réelle de {T°LPf, s + B8] < 2, s < 1}.
— Si|B| # Oetj # n, alors TtLO‘fﬁfj = 0 d’apres (2.14).
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— Si|B] # 0 et j = n, alors nous avons six formes de termes possibles : 2Ly, fn, T Ly Ly, frs
TLmLifn, LyLy Ly fr, LpLy Ly fr €t Ly Ly, Ly f.
— En appliquant les champs 72 & 1’égalité (2.23), nous obtenons :

n—1ln—1

TLify = 1Y (BT +TTR) Tf; + (B + @01 TLT,)

= S (B2 h+ a7 T, + 2 (5,74 + a7, ) TS,

j=11=1
71 1= —_— —
+ (5 fi+a 1) T°LF;)
€ (32 CC31 C Ca d’apres le conjugué de (2.38) et (2.39).

Nous avons donc T2 Ly f,, € Ca1.

— En appliquant le champ L,,, a I’égalité (2.23), nous obtenons :

LaTide = S5 (eaTd, + (B4 @7,) 2Tl

j=1 I=1
(2.41) S (B3 LmiTeT; = A (i + @5 F) T )
j=11=1

Donc, en appliquant le champ 7" a I’égalité précédente :

n—1n—1

TLoLifn = Y3 (B (TLwfLif; + LufiTLiT)
7j=11=1

l = f—
i (BT @TH) TF; + (5 i+ @) T°F;))
€ Ca2 CCay.
Enfin, en appliquant le champ L,, a I’égalité (2.41), nous obtenons :

n—1ln—1
LoLwDifn = 303 (Bl T + LSl TiF;) = 7 b Lo fT'T )
7j=11=1
n—1n—1 -
= 3 (BB L iTkT; = 5 L iTT ) = Y by Lo FTT )
=1

j=1
S CQJ.

— En appliquant le champ L,, a 1’égalité (2.23), nous obtenons :

n—1n—1
@4 Lnlifa = D3 (@Lufilif; + (Bifi+ @ F) TnLif;)

j=11=1
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Donc, en appliquant le champ 7" a I’égalité précédente :

n—1n—1
TLnLifn = Y3 (@ @OTnfiLef; + LafiTLef;) + (BT6 +@TF) LuLef,

7j=11=1
7l 71— J— P
+ (bjfl +a§fl) TLmkaj)
€ C31 CCay.

De plus, appliquons le champ L, a I’égalité (2.42) :

LyLmLifn = z; lz; (ag (LoLnfiTuf; + T Fy Lo Tnf ;) + 5Ly film LT
e
+ (B + 7)) LT Iad)
_ 21?;1( (’y T FiLef; + Y5 mszfj) + 8. Ly T Ii S
i
+ (B + @) (T LpLad; + pmTLeT) )
) ilij (3 (3T T LT+ 2 e TT, ) + By Ly L L
P
+ (fé-fl +6§-75) ( il T T+ Yom T LS ))
- nz;ljz;( (wmTFiLkT; + 2 s i TT; ) + By Lp il L]
e
(b fi v fl) (’ykame] + 9, mTkaJ)>
€ C21 CCay.

Enfin, appliquons le champ L,, a I'égalité (2.42) :

n—1n—1
LiLmLifn = >3 (ag. (ZpLinfiLif; + L fiLpLif;) + @5 Ly fiLm Ly f;
j=11=1
(bfl—i—a fz)Z 7]')
S @70 C 6271.

Ceci termine la démonstration du Lemme 2.2.10. OJ

Enfin, nous pouvons maintenant exprimer toutes les dérivées d’ordre 3 de f comme des fonc-
tions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a deux :

Proposition 2.2.11. Toutes les dérivées d’ordre 3 de [ = (f1,..., fn) $’expriment comme des
fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2.
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PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.11 : D’apres le Lemme 2.2.10, il s’agit de démontrer que les

dérivées d’ordre 3 qui ne sont pas de la forme TtLoT’ fj s’expriment comme des fonctions analy-
tiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2.

Pour une telle dérivée, soit ¢ le nombre de fois ol le champ de vecteurs 1" apparait, a le nombre de
fois ou un champ L ; apparait, et b le nombre de fois ol un champ fj apparait. Il s’agit essentielle-
ment d’effectuer des crochets de Lie pour se ramener a des dérivées qui ont déja été exprimées dans
le Lemme 2.2.10.

—Sit=2eta=1ousit=1eta = 2, les champs T et L;, commutant, la dérivée est égale a
une dérivée de la forme T2 Ly, f; ou T Ly, Ly, f;, qui s’expriment comme des fonctions analy-
tiques réelles des dérivées d’ordre < 2.

— Sit=2etb=1ousit=1etb=2,les champs T et L; commutant, la dérivée est égale a
une dérivée de la forme T2 Ly, fj ou TLyL,,f; qui s’expriment comme des fonctions analy-
tiques réelles des dérivées d’ordre < 2.

— Sia=2etb=1:ily adeux formes de termes possibles : kamLpfj et mekLpfj.

Or, d’apres ’égalité (2.8), nous avons :

LinLiLy fj = Lin(LpL fj — [LpLi]f;) = LmLpLifj — ’ijLmTfj-

Nous pouvons donc exprimer Ly, Ly, Ly, fj comme une fonction analytique réelle des dérivées
d’ordre < 2.

Nous avons aussi,

LyLyLyfj = Ly Ly Ly fj — [Lm, L)Ly fj = Lin L Ly fj — fym’ETLpfj.

Nous pouvons donc exprimer Ly, Ly, L, fj comme une fonction analytique réelle des dérivées
d’ordre < 2.

— Sia=1etb=2:ilyaencore deux formes de termes possibles : LyLy,, L, f; et Ly, Ly Ly f;.

Or, d’apres 1’égalité (2.8), nous avons :

Ly Ly Ly fj = Ly L Ly fj — Yk T Lp f-

Nous pouvons donc exprimer L,, Lj L, f; comme une fonction analytique réelle des dérivées
d’ordre < 2.

Nous avons aussi, toujours d’apres 1’égalité (2.8),

LyLymLypfj = LinLi Ly fj — 'Ym,kaIQij-

Nous pouvons donc exprimer Ly, L, L, f; comme une fonction analytique réelle des dérivées
d’ordre < 2.

—Sit=1,a=1etb=1:ilyacinq formes de termes possibles :

Les termes L,, T Ly, fjet L, Li.T f;j sont tous deux égaux a TL,,L; f; et s’expriment comme
des fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre < 2.

De plus, TLyLy,f; = TLyLifj — fym’ETz fj s’exprime comme une fonction analytique
réelle des dérivées d’ordre < 2.

Enfin, les termes LyT' Ly, f; et Ly L,, T f; sont tous deux égaux a T'LyL,, f;. Ce qui termine
la preuve de la Proposition 2.2.11.01

Ainsi, ’application f vérifie un systéeme complet d’ordre 3 avec des applications analy-
tiques réelles. D’apres la Proposition 2.1.1, I’application f est analytique réelle. Ceci termine la
démonstration du Théoreme 2.2.1.01
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2.3 Démonstration du Théoreme 1 : pour les domaines modeles

Théoréme (1). Soient (D, J) et (D', J") deux domaines modéles dans C". Soient T' = 9D et
IV = dD'. Soient p € T et U un voisinage de p dans C". Soit g : T N U — T une application
CR de classe C*. On suppose que g est un difféomorphisme local en p. Alors g est uniquement
déterminée par son jet d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

D’apres la Proposition 1.3.3, il existe un biholomorphisme de C", ¢ qui envoie (D, J) sur un do-
maine de la forme (H, J?). La démonstration de H. K. Lee montre en fait que ce biholomorphisme
est analytique réel. De plus, si p’ = ¢(p), le biholomorphisme de H wf, envoie p’ sur 0. Ainsi, en
posant ¢ = wﬁ o ¢, on obtient un biholomorphisme analytique réel entre (D, .J) et (H, J?) qui
envoie p sur 0.

De méme, si ¢ = f(p), il existe un biholomorphisme de C", ¢’ qui envoie (D', J’) sur un domaine
de la forme (H, J2’). De plus, si ¢ = ¢'(q), le biholomorphisme de H wf envoie ¢’ sur 0. Ainsi,
en posant ' = 1/15, "o ¢, on obtient un biholomorphisme analytique réel entre (D', J') et (H, J5')
qui envoie g sur 0.

On consideére maintenant I’application G : p(U) — C™ définie par G = ¢’ 0 go o~ L. L’application
G vérifie les hypotheses du Théoreme 2. Elle est donc analytique réelle et uniquement déterminée
par son jet d’ordre 2 en 0. Par composition, I’application g est analytique réelle et uniquement
déterminée par son jet d’ordre 2 en p. J

Nous retrouvons donc un résultat obtenu par K. H. Lee ([Lee08]) :

Corollaire 2.3.1. Soit (D, J) un domaine modele dans C" et I' = OD. Alors, le groupe des auto-
morphismes CR de (T, .J) est de dimension finie et dimg Aut(T', J) < (2n)3.

2.4 Démonstration du Théoreme 2

Nous définissons, dans le premier paragraphe les structures presque complexes vérifiant la con-
dition (). Dans le deuxiéme paragraphe, nous étudions I’espace tangent .J-holomorphe H }’OF, pour
une hypersurface I' définie par I' = {z € C", p(z) = 0}, ou p est une fonction analytique réelle
telle que p(z) = Re(z,) +|2'|2 +o0(]z|?), et pour J une structure presque complexe vérifiant la con-
dition (*). Dans le troisieme paragraphe, nous démontrons le Théoréme 2, qui est une généralisation
du Théoreme 2.2.1. Les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont une petite perturbation de I’hy-
persurface OH et la structure presque complexe est plus générale qu’une structure modele. Les
équations de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par 1’application g sont identiques a celles
obtenues dans le cas modele. Nous pouvons donc conclure la démonstration avec la méme méthode
que dans le cas modele. Dans le quatrieme paragraphe, nous donnons une interprétation géométrique
pour les structures presque complexes vérifiant la condition ().

2.4.1 Structures presque complexes vérifiant la condition (x)

Définition 2.4.1. Une structure presque complexe J sur C" vérifie la condition (x) si J(z) =
Jst + L(2), oit L est une matrice L = (L; j;)1<jk<on telle que L, = 0si1 < j,k <2n — 2.
La complexification Jc d’une structure presque complexe vérifiant la condition (x) s’écrit comme



2.4 Démonstration du Théoreme 2 55

une matrice complexe 2n X 2n :

) 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 0 0
Jo = 0 0 0 0
E2n71,1(27§) IN/anl,Z(Z,Z) cee 1t 1321171,27171(2,5) E2n71,2n(272)
Lop—12(2,Z) Lop—11(2,%2) ... Lon—12n(2,%) —i+ Lop—12n-1(2,2)
La condition J(% = — Iy, implique que, pour j =1,...,n — 1,

(2.4 Lay—12j-1(2,%) + Lan—12j-1(2,Z) Lon—1.2n-1(2,2) + Lan—12;(2,Z) Lan—1.20(2,2) = 0,
(24482, —12(2,Z) Lan—1.2n-1(2,2) + Lon—12j-1(2,Z) Lan—1.20(2,Z) = 0.

Et aussi,
(2.45) 2iLon_19n-1(2,%) + (Lan—1.2n-1(2,2))? + | Lan—1.20(2,Z)|* = 0,
(2.46) Re(Lan-12n-1(2,%)) = 0.

En particulier, d’apres (2.43), le développement limité a I’ordre 1 en O de Egn,lygi,l est nul pour
t=1,...,n—1

Nous étudions maintenant I’espace tangent .J-holomorphe pour une structure vérifiant la condi-
tion ().

Lemme 2.4.1. Soit J une structure presque complexe sur C™ vérifiant la condition (). Les champs
de vecteurs

0 0 0

0 0
2.4 Xn = a_ n e
(2.48) 07 +b (Z)azn

forment une base de I’espace tangent J-holomorphe H }’O(C”, avec

—i -

(2.49) a;i(z) = 7L2n—1,2z‘—1(275),
e

(2.50) bi(2) = 7L2n71,2i(372)7

(2.51) bo(z) = Lwi)

2i — Lop—12n-1(2, %)

PREUVE DU LEMME 2.4.1 : On a:
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0 0 0
JX; J ((9% + a](z)azn + bj(z)azn>
0 ~ 0 =—— 0
~— + Lon 125 ¥ Lop—12; ¥
Zazj + Lon—1,2; 1(2,2) oz + Lo 1,2;(2 Z) oz
ra;(2) G+ L (5,2)) e + Lon-120(2: 7)
aj(z ? 2n—1,2n—1\%, 2 oz 2n—1,2n\%; 2 07,
+b;(2) ( L (z ?)i+(—i+l~/ (z E))i
J 2n—1,2n\~<, 3271 2n—1,2n—1\~, OEn
0 0 0
9 () b))
: (azj TaEg t J(z)azn>
~ _ - _ - _N\ 0
+ <L2n71,2j71(27 Z) + aj(z)Lon—1,2n—1(2,%) + b;j(2) Lan—1,20(%, Z)) a
+ (Lon-12i(2.2) + a5(2) Lan-1.20(2:2) + b;(2) (<20 + Lon-120-1(2.2))) ) 2
34] ) ] ) ? J s bl azn
iX; en remplagant a;(z) et b;(z) par leurs valeurs données dans (2.49) et (2.50)
et en utilisant (2.43) et (2.44).
De plus,
0 0
. jd _ a == 7 < a
(2 + Lon—12n-1(%, Z)) p + Lop—1,2n(z, Z)a
tbn(2) (Famrom(z,2) 2 + (=i + T )2
n 2n—1,2n\~<, azn 2n—1,2n—1\ %, c?En
(0 0
~ ~ 0
+ <L2n71,2n71(z>2) + bn(z)Lanl,Qn(zaz)> 9o
_— ) = — 0
+ <L2n71,2n(27§) + bn(z) <—2Z + L2n71,2n71(27 Z)))) 87571
i X, en remplagant b, (z) par sa valeur donnée dans (2.51) et en utilisant (2.45), (2.46).
O

2.4.2 Etude de I’espace tangent ./-holomorphe H }’OF.

Nous nous intéressons maintenant a 1’espace tangent .J-holomorphe pour une hypersurface I'
définie par I' = {z € C™, p(z) = 0}, ou p est une fonction analytique réelle telle que p(z) =
Re(zn) + |2)? + o(|2]?).
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0
Soit (L1(2),...,Ly,—1(2)) une base de H},’OF telle que, pouri = 1,...,n — 1, L;(0) = p Les
2

champs L; sont des combinaisons linéaires des champs X, 7 = 1,...,n. On a donc :

0
(2.52) Li(z) = 5 +Zam 2,%) +6m<z Doz

De plus, on a les développements limités suivants :
a;j(0) = 0,pourj=1,,n—1
ain(,2) = —(bi+2%) +o(2]),
Bin(2,2) = bi+o(lz]),

ou b; désigne le développement limité a I’ordre 1 de b; (définition (2.50)).
Nous définissons un champ de vecteurs 7' comme étant la projection du champ de vecteurs

[L1, L] dans CTT/H'T @ H'°T. Nous avons alors CIT = H''T' @ HT' @ < T >. Ainsi,
{T, L;, Lj;i=1,...,n — 1} est une base de CTT, le complexifié de I’espace tangent de I".

0 0
Nous avons T = z(a— — af) a Pordre 1. Les regles de calcul ((2.7), ... ) utilisées dans le cas
z Z
modele ne sont plus vérifiées. Nous pouvons cependant écrire :
n
(2.53) L, L) = 75T+ al () L+ 0. (2) L,
=1
(2.54) TL, = LT+ (2)T+ Z ab (z)Ly + 0L (2) I

avec les développements limités suivants,

: Lok i
= 2+ 5 (85 + L) +o(1),

)

I
o o0 o o

On vérifie en particulier que I'on a encore, pour j = 1,...,n —1,7,2(0) # 0.

2.4.3 Démonstration du Théoreme 2.

Théoréme (2). Soient T et I deux hypersurfaces dans C™ telles que T' = {z € C", p(z) = 0}, out
p est une fonction analytique réelle telle que telle que p(z) = Re(z,) +|2'|? +0(|2]?) et T' = {w €
C™, o' (w) = 0}, oit p est une fonction analytique réelle telle que p'(w) = Re(wy,)+|w'|*+o(|w|?).
Soient J et J' deux structures presque complexes analytiques réelles sur C", avec J' une structure
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vérifiant la condition (x).

Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans C". Soit g : I N U — I" une application CR de classe
C*. On suppose que g est un difféomorphisme local en 0 et que g(0) = 0. Alors g est uniquement
déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

0 0
Soit (Z1(w), ..., Zn—1(w)) une base de H}}OF', avec Z; = 30 > i1 ai,j(w)% +
1 J
0
Bm(w)at, t = 1,...,n — 1. Les équations de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par la
w
fonction g sont les suivantes, pour z € I :
(2.55) L,g; =0pourp=1,....n—1letj=1,...,n—1,
_ — Bl n(g)
(2.56) L =St S pogpourp=1,....,n—1,
pgn Zl—l 1 + sDl(g) pg p
— aq n(g)
(2.57) L =St W p g, pourp=1,...,n—1,
pn == T4 oi(g) P9 P
9n +Gn -1 _
(2.58) SR + 3071 955 + Soap apg’gE =0.

ot (2.58) est I'écriture de g(T') C IV, avec p/(w) = Re(wn) + [w'|* + 3, 5 C’ABwAEB et o
pr(w) = Y252 am(w)-

Ces équations sont similaires aux équations (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17) obtenues dans le cas
modele. Nous pouvons donc appliquer le procédé utilisé dans le cas des structures modeles. Les
calculs sont plus techniques puisque les régles de calcul (2.53) et (2.54) entre les champs font
intervenir des termes supplémentaires. Cependant, les termes supplémentaires qui apparaissent sont
toujours de degré inférieur et ne constituent que des difficultés d’écriture. [J

2.4.4 Interprétation géométrique des structures presque complexes vérifiant la con-
dition (x)

Soit .J une structure presque complexe sur C" vérifiant la condition (), et soient (X7, ..., X,,)
0
les champs (1, 0) tels que X;(0) = o D’apres (2.47) et (2.48), nous avons :
Zj
0 0 0
X, = — (2)=— +bi(z)—,1=1,....,n—1
I3 622 +al(z)62n + z(z)azna 1 y , )
0 0
X, = — 4b (2)—
A
Le calcul des crochets de Lie donne, pour j,k =1,...,n—1:
0 0
X5, Xkl = ajil(2) 5~ +bin(2) 5
0 0

(X, Xn] = aj’”(z)@ + bj,n(z)aizna
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ou,pour jk=1,...,n—1:

Oay,  Oaj oay. % Oay, Oa;

ajp(z) = 90 om  Yom  "om bja—% - bk%7
bin(2) = %‘ZZ+%$—%§Z+M$—M§Z,
ajn(z) = —gji ajgzz - bngzi’

bjn(z) = gij - gﬁi - jgz’; - bngﬁi,

Nous avons donc :

Lemme 2.4.2. Pour j = 1,....,n —letk = 1,...,n, les crochets de Lie [X;, Xy] vérifient
(X, Xi| = Aj X + B X, avec

a-k—Eb-k
A‘ — 75 Js
Jsk 1_|bn‘2 )

bk — bnajy
B' — 7> 7>
Tl

Si IT désigne la projection de TC™ sur TC"/T10C", on a II([X;, X}]) = B;xXn. Le terme
B; x X p, précise donc le défaut d’intégrabilité de la structure : ce défaut est porté uniquement par la
direction du champ de vecteurs X,,.
Pour démontrer un résultat général concernant I’analyticité des applications CR, il est naturel de
chercher a “redresser* les structures presque complexes, ¢’est-a-dire, de trouver un difféomorphisme
local ¢ tel que ¢,(J) soit une structure presque complexe vérifiant la condition (x). L’analyse
précédente indique que ceci n’est pas toujours possible. En effet, le fait que le défaut d’intégrabilité
soit porté par une seule direction est stable par difféomorphisme. Une structure presque-complexe
qui ne vérifie pas cette condition ne pourra donc pas €tre redressée par un changement de coor-
données en une structure vérifiant la condition ().
Par exemple, dans le cas oi n = 2, soit C* = (21, 22), avec z; = x; + iy, j = 1,2. Soit J la
structure presque complexe définie sur C? par :

avec,
a 223/57 b :yQ\/2+y%7
c =yV2+yl, d =iyl

0 0 0 0
Les champs (1,0) sont donnés par X; = o7 + 0‘677 et Xo = P + 56772’ avec
b d
“=oia PTaie
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Ona
98 0 0da d
X, Xy = 222 a9
[ b 2] 821 872 822 871’
a oo 1 da— B 0B 1 98—
- @ day L dex P Wy - Py
T—JaPom ' T—|aPom ' 1-|pfon 2 1= gPon ">
D’ou,
1 oo — 1 0p —
(X, X)) =——— %4~ _Px
(X, X)) 1 — |a|? 0z 1+1—\B|2821 2
Or,
1 B _ 1
L—|al?0z  2\/2442
1 88 1

1= [BRox 22+

La projection II([ X7, X2]) n’est pas portée par une direction constante. On ne peut donc pas re-
dresser la structure J en une structure vérifiant la condition (x) par un difféomorphisme local.

2.5 Un résultat de convergence

2.5.1 La technique des dilatations

Nous décrivons dans ce paragraphe la technique de dilatation anisotrope des coordonnées
([Pin91], [CGSO05], [GS06]). Soit J une structure presque complexe sur C" telle que Jy = Jg.
Soit I' une hypersurface strictement pseudoconvexe dans C”, telle que I" est de la forme I' = {z €
C"™, |Re(zn) + |#/|> + H(2,%) = 0}, avec H(2,%) = D AB,|A|+|B|>3 capzizb.

Soit As : I' — T's la dilatation définie par

Ns(Z,2n) = (=72, =zn).

Pour alléger les notations, nous noterons (As)~! = A(S_l. Lhypersurface I's est définie par I's =
{ps(w, @) = 0}, avec ps(w, @) = po As ' (w,w). Soit Js = (As)xJ = dAso JodAj* la structure
presque complexe dilatée.

Le lemme suivant décrit le comportement de la structure dilatée Js lorsque d tend vers O : elle
converge vers une structure modele.

Lemme 2.5.1. 1. Lorsque § tend vers 0, ps converge vers py uniformément sur tout compact,
avec po(z,%Z) = Re(z,) + ||~

2. Lorsque 6 tend vers 0, Js converge vers une structure modéle J,,,q uniformément sur tout
compact.

3. L’hypersurface I'® est Js-pseudoconvexe en 0.
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PREUVE DU LEMME 2.5.1 : Détaillons la démonstration donnée dans [GS06] pour les items (2) et

3):

(n—1)
(2) Ecrivons J = Ja +A(Z) B(z)

cz)  JY +D(z))’ avec A(0) = 0, B(0) = 0, C(0) = Oet

D(0) =0.
Ainsi, pour z € F5,

b= (I(Mo)/\/g 1(1?/5> T(A51(2)) (ﬁj(”‘” 0 )

_ (IS A=) VEB(AGY(2))
C(A;H(2)/ V6 J£3>+D<Ag ()

Or, A(S_1 (z) converge vers 0 uniformément sur tout compact. Ainsi,
lim 7Y+ AN =) = Ty
lim VOB(A;(z)) = 0

6—0
. 1 — 1
lim /i) + DA (=) = ).

Enfin, nous avons C(w) = > 7, (Cj'LUj + C'j@]) + @(w) ot C;, C; et p(w) sont des matrices
2 x (n—1) avec p(w) :0(\w|)
Ainsi, (A5 (2))/V/8 = X2 (c 5+ G zj) +f(c o+ Gy zn> +o(ATY(2))/VG.

On a donc, lims_,o C(A; ' (2))/V0 = PO (C’ Z; Cﬁj).

~ g 0
Nous avons donc limg_,g Js = J = _ y ~ n |-
- i (Cjzj + Cjzj) 7
11 suffit ensuite d’écrire que J? =] pour obtenir que

Z;L:_ll (Cj?j + C’j?j) =
( 0 i 11 (al Zi+ 6, zl) . 0 ?:_11 (071”274- B?&))
L (

1 - -1 ~
T (afz + szl) 0 . = (aftz + B1'z1) 0
La structure limite J est donc une structure modele que 1’on notera désormais J,,,04.

(3) Par invariance de la forme de Lévi sous les applications (.J, J?)-holomorphes, nous avons :
E%E (X)) = E%(dAgl(Xg )) > 0. L’hypersurface I'? est bien .J°-pseudoconvexe en 0. Ceci termine
la démonstration du Lemme 2.5.1.01

Nous noterons Egn,gj_l(z,é) = Z?:_ll (aézl + Blj §l>, comme dans la définition 1.3.1.

Soit (L1, ..., Ly—1) une base de H;fodH définie comme dans 1’égalité (2.3).

Dans le lemme suivant, nous calculons un développement limité de champs constituant une base
de 'espace H }’OI‘, puis nous donnons une base de ’espace H };OF‘S.
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Lemme 2.5.2. Soit (X1,...,X,—1) une base de H}’OF avec X,(0) = pourp=1,....n—1

02

Ecrivons

o
l l
(2.59) X,(2) aszrE: hL( —+k (2 )az,’

avec h(z) = hl)(z) = 0. Alors,

1. Nous avons les développements limités en O suivants :
. 1_ B .
-k)(z) = ZL%’IJ(Z’ z) +o(|z]) (pourj =1,...,n),
1-— _
-hy(2) =2z, — ZLQn’p(Z’Z) + o(|z|). (Les L2j (2, Z) sont définis dans la preuve).

2. Les champs Lg définis par

LS = Ved(As)X

p

pourp=1,... n — 1, forment une base de H}(;OF‘S.

3. Soient 2° € H et (2)s une suite d’éléments de T convergeant vers 2° lorsque & tend vers 0.
Alors Lg(z‘s) converge vers L,(2°) lorsque & tend vers 0.

PREUVE DU LEMME 2.5.2 : (1) Calculons d’abord un développement limité a I’ordre 1 en 0 d’une
base (X1(2),...,Xp—1(2)) de H}’OF . Ecrivons J(z) = Jg + L(2,%Z) + H(2,2),

Ll,l(zj) @(Z,f) ... Lg,n(z,f)
oil L(Z,?) _ Lg}l(z,z) LI,I(Z7Z) LLn(Z,Z) ’
Lon1(2,2) Lop—1,1(2,2) ... Lop—1n(2,%)

avec L; j(Z) = > 1 af’jzl +b§’jEl, et H(z,Z) estune matrice 2n x 2n telle que H; ;(z,%) = o(|z|).

Les champs X, (z) doivent vérifier J(z)X,(z) = iX,(2). Or,

R .
J(2)Xp(2) = la%JFjEl:L%—Lp(Zyz) +L2JP(Z7Z)87—]
fjhl § jL 8 L 9
+ < p(2) + 21-1,p(2,Z) + atp(2, Z)Ozj
2.60 K ( § jL 8 L 0
(2.60) +k,(2) —’L—-i- 21-1,p(2, Z) + Loip(2, 2)82’]

0
Les coefficients des termes en e dans (2.60) et dans i(2.59) doivent étre égaux a 'ordre 1 . C’est
Zj
. 1_
adire k) (2) = ?ng,p(z,i) + o(]z]).
1

d dzn
Les champs X, vérifient aussi dp(X,(z)) = 0.Ordp = n + +Z ! 2idz 2 dz+o(|2]).
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hy(2) + k5 (2)

ATordre 1, nous obtenons 1’ égalité —2 5

o(|z]).

(2) Nous avons :

1_
+2p = 0. Ainsi, h(2) = 22y — - Lon p(2, %) +
1

dp’ (L) = dpA_l(wEd(A_l)\/gd(Ag)X

= \/>dl0A Yw,w)
JOLY) = dAgoJod( s HVod(As) X,
= 4L}
Les champs LS, pour p = 1,.. — 1, forment une base de H ; ! 0F5 en 0. Ils forment donc aussi
une base de H }:SOF‘S sur un Voisinage de 0.
. 0 5 0 5 0
E LO(2%) = = + S0 W0 (20) == + kPO (20) =.
crivons L9 (z°) 523 + D h (2 )6 5 + (z )8zl5

Soient 2V € H et (2%)5 une suite d’éléments de I convergeant vers z” lorsque 6 tend vers 0. Il suffit
de montrer que si # n, alors hY ’5(25) et k7 ’5(25) convergent vers 0 lorsque 0 tend vers 0, puis que
i (29) et kB (29) convergent respectivement vers a,(2°) et 8,(2°) (cf. 2.5) :

Sit £ w9 = VEtBs G e o16)) o, Timg o A=) — 0, d
- Sil#n: (%) = G L (As7(2%)). Or, lims_,o Ay " (2°) = 0, donc
lims_o hY 0(F) = hy(0) = 0. De la méme fagon, nous pouvons montrer que le terme

kY ’é(z‘s) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0.

- Sil=mn:
wieh) = Vi ()
" o
ATED)
Ve
1— _ -
ZLQn,p(Ag 1(26)7 A5 1(26))
B Vo
X @A E) (A (D))
2iv/§
5( %L”:p 5 —|—b2n’p 5) +\/>Z ( 2n,p 6+b2n,PZ )
B 2@\/3 .
n—1 2n,p 0 an,p 0 T 0
Ainsi, lims_q kﬁ’a(z‘s) = L1 % 5 “ LQn’zg_,l(z ) = B,(2°). De la méme
i i

facon, nous pouvons montrer que le terme hf;é(z‘s) tend vers a,,(2Y) lorsque § tend vers 0. O

2.5.2 Convergence d’une suite d’applications dilatées’ ¢° lorsque J tend vers 0.

Soient .J et J’ deux structures presque complexes sur C™.
Soient I' et I deux hypersurfaces de la forme I' = {z € C*, Re(z,) + |#/|> + H(z,%Z) = 0}, avec
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H(2,2) = Yo p s mos cAn=A77 (resp. I' = {w € C", Re(w,) + [w[? + H(w,w) = 0},
avec H(w, W) =>4 p|aj+|B|>3 CA, pwiw®.)

Soit g : (T',J) — (I, J') une application CR de classe C* vérifiant g(0) = 0.
1 1
Soit Ay : I — T'; I'application définie par A§(w',w,) = (%w’, gwn). D’apres
le Lemme 2.5.1, la structure J5 = (Aj).J’ converge vers une structure modele .J/ . uni-
formément sur tout compact lorsque 0 tend vers 0. Soit (Xi,...,X,) (resp. (Y1,...,Y,))
une base de HOT (resp. de H'OT") comme dans le Lemme 2.5.2. Soit L‘ls, .. ,thl (resp.

L, .. L’5 |) une base de HO(I'%) (resp. de H'°T’%) donnée par le Lemme 2.5.2. Ecrivons

5 _ p,éa pEa p5 p,0 _
Ly = ——I—ZJ 1B o, + k; i ,avec h"(0) = k"°(0) = 0.

Soit g° : T's — I''s I'application définie par ¢° = Ajogo Agl.
Lemme 2.5.3. La fonction g° : T's — '} est CR.

PREUVE DU LEMME 2.5.3 : Puisque H};OF(; = A(;(H}’OI‘), on vérifie facilement que
g2(H;'Ts) C Hy, OF’ 0

En écrivant g*(L‘S) € Hj, ! OF’ on obtient les équations suivantes (pour z € %) :

Z k(9" 9) ;
(2.61) Lpg T y; Lgl pourp=1,....n—1letj=1,....n
’ =1 1 +Zn hm ( 9,9 )
n-1 Lo 5 3
hi(9°, 9
(2.62) Lhgo =Y (g, 9") Log}, pourp=1,...,n— 1.

=1 1+Zn ! hmé( 795)

/

gn + gn CA,B
(2.63) St Zgjg] + ; YA(A; g% = 0.
7j=1 AB

oll (2.63) est I"écriture de ¢°(T°) C I'°.
Réecrivons 1’égalité (2.61) sous la forme :

(2.64) pgj ng g?pourpzl,...,n—letj:1,...,n,
k(g 9)

1+ (g, g)
Réecrivons aussi 1’égalité (2. 63) sous la forme :

15, 5§ =5
avec ;" (g%, 9°) =

n+n
(2.65) In 9 +Zg]gj+Gg 9°) =0,

avec G(¢°, ¢%) = doAB %B (A51g%)A (A5 1g%)B, et G est d’ordre supérieur ou égal a 3.

Le lemme suivant décrit le comportement de ’application ¢° lorsque 4 tend vers 0.
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Lemme 2.5.4. 1. La fonction ¢° a une limite go : H — H lorsque & tend vers 0. i.e. Soient
20 € H et (2°)s une suite d’éléments de T convergeant vers 2° lorsque § tend vers 0. Alors

lims_,0 g°(2°) = g°(2°). De plus, la fonction ¢° est quadratique en (z,%).

2. Les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal & 3 de ¢° convergent vers les dérivées
partielles d’ordre inférieur ou égal a 3 de ¢°. i.e. Soient 2° € H et (25)5 une suite
d’éléments de T convergeant vers 20 lorsque ¢ tend vers 0. Alors, pour tout «, |a| < 3,

limg_,0 D¥¢%(2%) = D¢%(2).
3. La fonction gy est CR de (H, J,0q) dans (H, J! ).

» “mod

PREUVE DU LEMME 2.5.4 : (1) Afin de trouver un développement limité de g en 0, cherchons a

écrire une condition nécessaire pour que g soit CR de (T, J) dans (I, J').
Puisque ¢g(0) = 0, nous pouvons écrire la fonction g = (g1, . . ., gn) sous la forme

G =3 (%om n 6gj(o>zl) L H 2 4 (=2,

8zl azl
=1

ol H; est quadratique en z et Z et ¢;(z,z) = O(|z]3).
Pour z € T, nous avons g(z) € I, ¢’est a dire :

__ n—1
2.66) PTG 5 g2 + 3 asa2) 6@ =0
j=1 A,B

L’application g étant CR, pour chaque X,(z), nous avons ¢,{X,(2)} € H Lop,
Calculons d’abord g, {X,(2)} :

n

(2.67) REACIEDY <Xp(2)9j aawj + Xp(2)g; aawj> ‘

J=1

De plus, H},}OI” =< Yi(w),...,Yn_1(w) >, avec w = f(z).
9x{Xp(2)} s’écrit donc :

(2.68) 94 Xp(2)} = dl(w)Yi(w) + ...+ ab_(w)Yp—1(w).

Ecrivons les égalités (2.67) et (2.68)en z =0 :

(99 0y 0 4 99500 2\ _ )2 0
;<azp(0)awj+azp(0)awj = a1(0) 8w1+...+an_1(0)

Nous avons donc,

dg;j
—(0
8zp< )

9gn
0%p

= 0O,pourj=1,....n—1, p=1,...,n,

(0) = 0,pourp=1,...,n—1.

Owp—1 '
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Ainsi,pour j =1,...,n,ona:

Z % 21+ Hj(2,2) + ¢j(2,%).

En écrivant I’égalité (2.66) a I’ordre 1, nous obtenons :

g @92? ‘39(0) ) + Re (giz (O)Zn> + Re (ggz(om> 0.

D’ou,
Ign B B
87@(0) = 0,pourl=1,....,n—1,
gn . Ogn
Re <azn(0)) = Re (&zn (0)) .
Ce qui implique que gy, (z) = 5(0) + g(O)Zn + Hp(2,Z) + pn(2,2).

Calculons maintenant la valeur de g? afin de déterminer sa limite lorsque ¢ tend vers 0.

Soient 20 € H et (2%); une suite d’éléments de T'® convergeant vers z° lorsque ¢ tend vers 0.

-Sij#n:

1 .
g = %gy‘ o A5 1(2")

= (Z agﬂ 0)Vd2) 4+ H;(As1(2%), A5 (29)) +<pj(Agl(z5),Agl(z5))>

= Z?Z 7 (H (VB 620). (VB 020) + oy (VB 620). (V. 6)) ).

La fonction H; étant quadratique en (z, Z), nous avons :

}g%\f ((\/525',522),(\/5y,5ﬂ))=0.

La fonction ¢; étant un grand O de |z|3, nous avons aussi :

gé\[ 0i(V82Y,620), (V2% ,529)) =

1 0
Ainsi, ¢°(2%) converge vers 97 0)z? lorsque 6 tend vers 0. On pose donc
J g l 1 9z 0 l q p

< dg;
Z Gzl]
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— Sij = n, écrivons Hy(2,2) = 3 ) 4 (

Nous avons donc :
5.6 1 1,5
B = ggnoA ()

agn agn — _
= = <8zn( )82 + 87( )28 4+ Hy (A1 (2%), A

La fonction ¢,, étant un grand O de ||, nous avons :

lim < (V527 620), (VE2,635)) =

+ 200 (0 Ry T () )
o507, ) \FpE) E e
-Sipetq#n:
1, _ 1
E(A(sl(zd))p(Aal(zé))q = *\/525\/523
0.0
“pq-
Ainsi, 1 0 (0)(A51(29)),p (A5 (2%)), converge vers O Gn (0)2z) 2] lorsque 4 tend vers
d 02p0%4 0 pie 1 02,074 N
0.
Nous démontrons de la méme fagon que (1; 52 gn (0)(Agl(z‘s))p(Ag)_l(z‘s))q converge vers
Zq
82gn 1 82 = o?

92,07 (0)2020 et que — 5 02,07, (0)(A51(25))p(A5 (29)),4 converge vers ang;q (O)Ep?g
—Slp;énetq—n(oublenp—netq;én):

ST AT O = Va0
= VA

1 92
Ainsi, = 9" —(0) (A5 (22))p(A5 1 (2)),, converge vers 0 lorsque § tend vers 0.
0 02p02zy,

1 9
Nous pouvons démontrer de la méme fagon que — In (0) (A5 (2%)n (A5 1 (2°)) g, ainsi

0 02,024

que les autres termes vérifiant p # n et ¢ = n, ou bien p = n et ¢ # n, convergent vers 0
lorsque ¢ tend vers 0.

> |
—
—~
~—
~—
~—
_|_
AS)
3
—~
-
> |
—
—~
N
~—
=
el
—
—~
N
>
~—
~—
~
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-Sip=q=n:
L1, 1,5 Leses
E(Ad (Z°))n(Ay 7 (2°)n = 362 oz
= 5z ) 5
1 9%gn

Ainsi, 350202 (0)(A51(2%))n (A5 1 (2%)),, converge vers O lorsque § tend vers 0.

Nous pouvons démontrer de la méme facon que les termes

2 e ) e
(15aig’;n(0)(A31(Z5))n((A§1(z5)) (1588 g’i (0) (A5 (22))n((Ag)~1(20))n convergent

vers 0 lorsque 0 tend vers 0.

Ainsi, lorsque 6 tend vers 0, g (2) converge vers

n—1
8971 8971 0 829n 0,0 829” 0.0 82971
) 0 0,0) .
B (0)zp + 5 n(O)zn+p§;1 < 5o ny (0)2920 + 8%8%(0)%% + zpaa(O)zpz

On pose donc

Ign, 8911 0 gn a2gn 82971,
00,0y _ 0, 50,0 0 0,0
gn(27) = 92, (0)z, 20+ g (8zp82 % +28z N (0)2pz0 + (0)2929 ) .

Nous avons bien montré que g°(2%) converge vers ¢°(z") lorsque § tend vers 0.

)
(2) Convergence des dérivées partielles. Calculons maintenant —fs afin de trouver sa limite.

Soient 2° € Heet (2°)s une suite d’éléments de T'® convergeant vers 2 lorsque & tend vers 0.
-Sij#netp#n:
02 gi 82

. _ n d%g; s, P9 .

V6
i (VO:,820), (Vo7 627)) ))

) n—1 )
ag( ) = O (Z aiﬂ (0) + — (H (V6" 620), (Vo7 623))
=1

= T00) 4 o (HH(VE",020), (VBT 620) + (V= 620), (VG 55) )

_ 0g; 1 = 9%g; 0%g s d%g; R
_ azp(0)+ S (2 azpazq(0)5 +2 azpazq(o)‘szq +azpazn(°)5”“

d%g;
02,07y,

(0)827 + égégoj((xf ”,62)), (V627,62 )))

P

La fonction ¢, étant un grand O de |23, le terme —=

f@ 5%((\[ 91 629), (V625 523)) tend vers
5

3}
0 lorsque ¢ tend vers 0. Le terme agfs (2%) converge donc Versi(O) lorsque 6 tend vers 0.

Zp Zp
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-Sij#netp=n:

dg} o [ 0g; 1 , - —
) = o (E o0t s (0. (5.0
(V3. 020), (VO:7,62)) ))

1 0

- (Hj((\f 0 6529, (V25 ,628)) + 0 (V82" 820), (V627 526)))

»
n—1

9°g; 9% 5 9%g; 2 5
( > (0)5 + 2827137(0)5% + 9207, (0)622z,

+232%(0)5§zi+£6%((\f ¥, 82p), (V02,02 ))>‘

n

0
La fonction ¢; étant un grand O de |z|°, 6g0]((\f 01§20, (v/6297,529)) tend vers

f 0z
é
0 lorsque ¢ tend vers 0. Le terme 8795( 5) converge donc vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Puisque
8a° J 0
aii (2%) = 0, le terme 822(26 ) converge bien vers a—i(zo).

-Sij=netp#n:

0? 0? 2gn
Rappellons que Hy(2,2) = >0 _; <8zg72(0)zpzq + 2797;7(0)21,2,1 + g(O)zpzq>.
p9%q

Nous avons donc :

f)g”( ) = g (BOF1CO BTN + a5 (), A7)

n—1

gn gn gn

( In_(0)620 +2 5 gz (0)5zg) + 29 ()53 20
P~ ~q

" (0)8278 + ;5%((\/ 8.529), (V62%,823)) )

P

10
La fonction ¢, étant un grand O de |z|3, le terme ~ 59, 6gon((\f 01.520), (v/629,623)) tend vers 0

lorsque ¢ tend vers 0. On a donc :

% gn

lim (ng(zﬁ) =3yl gn (020 + 2 (0)zY
-0 029 = 92,0z, 71 T02,07;
agn gO 0
Alinsi, (29) converge vers —(2°) lorsque & tend vers 0.

0z ‘5 0z
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-Sij = netp=n,nous avons :

92 10 _ ST ST
92 ) = 5—5(Hn<A51<z5>,A51< )+ en(A51 (), A5 ()
B (Z azn(?zq 522 +28zn8zq (00922 | + 02p0zp (0)%zn

o Lon (0)5°2), + (;j(scpn((\[ o.625), (V20 62)) ))

n

La fonction ¢,, étant un grand O de |z

(15885(%((\[ 8 520), (fz‘s’ 525))tendvers0
Z’n

lorsque § tend vers 0. On a donc :

_gd 5
i 5 (1) =0

Puisque —
e 9z, 028 Dz,

0

(2) converge vers —= (29).

8zg 9zp

Enfin, des calculs similaires aux précédents permettraient aussi de démontrer que dérivées partielles

d’ordre 2 et 3 de g° convergent vers les dérivées partielles d’ordre 2 et 3 correspondantes de ¢°.

ng (2°) = 0, on a bien, lims_, 89”( ) 89n( 0y,
"5
“I5

Un calcul du méme type permettrait de démontrer que

(3) Montrons que g° est une application CR de (H, .J,,4) dans (H, J! ).

Il faut vérifier que g vérifie les équations (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17) pour z € H.

- Montrons I’égalité (2.17) : Soit z° € H. On fixe une suite z° de points de T vérifiant
lims_0 2° = 2°. Puisque ¢°(2%) € I, nous avons : p(g°(2°)) = 0. De plus, lims_0 p5(g°(2°)) =
ph(g°(2?)), on a donc bien pj(g°(2%)) = 0. L’égalité (2.17) est bien vérifiée.

- Montrons 1I’égalité (2.14) : Si j, p 1,...,n—1,ona:

L) = (5 + onle) g + ol )(Z?fg"”() ) =0

- Pour démontrer les egahtes (2. 15) et (2. 16) il s’agit de prouver que :
Lpgt = 32521 Bi(9°)Lypgl, pourp =1,. -1,
L,gd = Z;lzll a;(g° )Lpg]7 pour p = 1, coo,n—1.
Or, ¢° vérifie I’équation (2.64) (pour j = n), pour 2% € T :

LAV
Lg = ~ Lglpourp—l n—letj=1,...,n.
o ;1+Z” L R0, g0 T
Ainsi que 1’équation (2.62), pour 2% € TV :
n—1 1,6, 6§ 5
hn
Lpgn— g (g, 9") L‘Sgl,pourp—l...,n—l.

=1 1+Zn ! hm5( »9)

Or, nous avons démontré au Lemme 2.5.2 que :
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— pour [ # n : limg_o b (g7, ¢°) = 0,
— limg_q k‘J’ (g g ) (90)’
— limg_,0 hn" (g g ) = a]( O)

kj‘s 7 hj’(s 5 5
Donc, les termes — 1( po 5) — et — 1(9 mgé) —— ont pour limite 5]-(90) et
L+ 30 (9%, 9°) 1+ 320 1y (9%, 9°)
a;(g°) lorsque d tend vers 0.

Nous obtenons bien les équations (2.15) et (2.16) pour ¢°. Ceci termine la démonstration du Lemme
254.0
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Chapitre 3

Théoreme de Poincaré-Alexander pour
les domaines modeles

Introduction

Ce chapitre est consacré a la démonstration du Théoréme de Poincaré-Alexander pour les do-
maines modeles (Th. 4). La démonstration utilise de facon essentielle le Théoréeme 2 démontré dans
le chapitre 2, ainsi que les résultats de K. H. Lee ([LeeO8]).

Dans la premiere partie du chapitre, nous donnons deux résultats nécessaires pour la
démonstration du Théoréme 4. Dans le premier paragraphe, nous donnons la forme des applica-
tions pseudo-holomorphes entre deux domaines modeles. Puis, nous étudions les automorphismes
dans le cas ou la structure presque complexe est une structure modele J” définie & partir d’une
matrice antisymétrique B (cf. 1.3.1) et ou le domaine est le demi-espace de Siegel H. Les domaines
de cette forme permettent de représenter tous les domaines modeles, au sens ol, pour tout domaine
modeles (D, J), il existe une matrice antisymétrique B tel que le domaine (D, J) est biholomor-
phe a (H, J?) (Prop. 1.3.3). Nous donnons dans le deuxiéme paragraphe une représentation des
automorphismes de (H, J?) (Prop 3.1.2) due a K. H. Lee ([Lee08])).

La deuxieme partie est consacrée a la démonstration du théoréme 4. Dans les cas n = 2 ou
n > 3 et J intégrable, nous nous ramenons au Théoreme de Poincaré-Alexander classique. Dans le
cas n > 3 avec J non intégrable, nous utilisons la représentation donnée par la Proposition 1.3.3
pour les domaines modgles, pour nous ramener 2 un domaine de la forme (H, .J?). Par un calcul
de développement limité de I’application initiale F' définie sur un ouvert U, nous construisons une
nouvelle application G. Cette application G est de la forme donnée dans la Proposition 3.1.2, elle est
donc un biholomorphisme de (H, J?). Nous utilisons ensuite le Théoréme 2 pour démontrer que les
applications F' et GG coincident sur U, donc que I’application F' se prolonge en un biholomorphisme
de (H, JB).
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3.1 Préliminaires

3.1.1 Forme des applications pseudo-holomorphes locales entre deux domaines
modeles

Nous donnons ici une version locale des résultats sur la forme des applications pseudo-
holomorphes entre deux domaines modeles obtenus dans [Lee08] et [BC08a]. La preuve donnée
dans [Lee08] et [BC08a] est identique lorsque 1’application est définie localement, nous ne I’inclu-
ons pas ici.

Proposition 3.1.1. Soir U une boule ouverte dans C", centrée en 0. Soient J5 et J. deux structures
modeles simples et non intégrables sur C™.

Soit F' : U — C™ une application (Js, J.)-holomorphe, telle que F(U N 0H) C OH et F(0) = 0.
Alors, il existe une constante réelle c, telle que

3.1 Ve=(,2,) €U, F(z,2) = (F'(2), czn + ¢(2')),

ol ¢ est une application antiholomorphe (au sens standard) de U dans C et F' est une application
holomorphe (au sens standard) de U dans C" 1.

3.1.2 Automorphismes de (H, J?)

Les dilatations A sont les automorphismes de H définis sur C”, pour 7 > 0, par
E Zny
N
Pour ¢ € 0H, \Ilg est I’automorphisme de H défini sur C" par
(3.3) U(2) = (¢ + ',z + (u —2< 2, >¢ +iReB(, ().

ol B(2',¢") = YL  binziGeet < 2/, ¢ >o= Y121 2.
Pour ¢ = (', () et (€ = (¢, &,) dans C™, nous définissons le produit g par

Cxp &= (¢ +& G+ & —2< (€ >c +iReB((, ).
L’hypersurface OH est stable par le produit *p, ainsi, (OH, xp) est un groupe de Lie. De plus,
puisque, pour z € C", \II? o \I/g(z) = \PJCB*BE(Z)’ le groupe (OH, xp) peut étre identifié avec le
sous groupe H” de Aut(H, J”) défini par H” = {¥[, ¢ € T'}. Lorsque B = 0 (J = Jy), HO est
le groupe de Heisenberg.
Nous pouvons caractériser les automorphismes de (H, J?) a 1’aide de la Proposition suivante :

(3.2) Ar(2) = (

Proposition 3.1.2. [Lee0S] Le groupe des automorphismes de (H, J?) admet la décomposition
suivante :

Aut(H, JP) = Aut_; (H, J®) o Do HB
o Aut_q (H, JB) est le groupe d’isotropie de —1 = (0, ...,0,—1), D = {A,, 7 > 0}.
Si JB est non intégrable, on a de plus,
Aut_1(H, JP) = {®4(2) = (A(Y),2,), AA BA=Bet Ac U(n—1)}.
De plus, I’action de D o H” sur H est transitive. Nous en déduisons I’homogénéité de (H, J5).

D’apres la Proposition 1.3.3, nous déduisons que tous les domaines modeles (D, .J) sont ho-
mogenes.
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3.2 Démonstration du Théoreme 4

3.2.1 Lescasn =2oun > 3avec J intégrable

Sin = 2, nous savons d’apres [GS06] que toutes les structures modeles sont intégrables. Ainsi,
dans les cas o n = 2 ou n est supérieur ou égal a 3 et la structure J est intégrable, il existe, d’apres
[GS06] (Prop. 2.3), un (J, Js)-biholomorphisme global de C™. Soit ¢ une telle application, et
soient D' = ¢(D), p’ = ¢(p). Le domaine D’ étant strictement pseudoconvexe et homogene, le
Théoreme de Wong-Rosay ([GKK02]) assure qu’il existe un biholomorphisme v de D’ sur B". La
version locale du Théoreme de Fefferman ([Fef74]) assure que 1’on peut prolonger le biholomor-
phisme 1 en une application lisse sur un voisinage U de p’ dans dD’. Les domaines D’ et B" étant
strictement pseudoconvexes a bords analytiques réels, la version locale du principe de réflexion
de Lewy-Pinchuk ([Pin75],[Lew77]), permet maintenant de prolonger 1’application ¢ en une
application holomorphe sur un voisinage U’ de p’ dans C™. Nous effectuons le méme prolongement
sur un voisinage du point ¢ = f(p), avec ¢’ = ¢(q). L’application 1 se prolonge en une application
holomorphe sur un voisinage V' de ¢’ dans C™. Quitte a rétrécir les ouverts U et V = f(U), nous
définissons I’application F' sur U” = 1o¢(U) par F(z) = popo fop~torp~1(z). L’application F
vérifie les hypotheéses du Théoreme de Poincaré-Alexander, sur une boule contentant p” = 1 o ¢(p)
dans U”. Par composition, nous pouvons prolonger l’apphcatlon f en un automorphisme de (D, J

B
Vv
D o D
¢
V/

3.2.2 Lecasn > 3 avec J non intégrable

Nous nous plagons maintenant dans le cas ou n est supérieur ou égal a 3 et ou la structure
J n’est pas intégrable. Nous démontrons d’abord, grice a la Proposition 1.3.3, que I’on peut se
ramener au cas particulier d’'un domaine modgle de la forme (H, .J?), ot la structure .J? est définie

=
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par une matrice antisymétrique. Nous démontrons ensuite le Théoréme 4 dans ce cas particulier.

Soit (D, J) un domaine modele dans C™. Soit p € 9D. Soit U une boule ouverte dans C™,
centrée en p. Soit f : U — C" une application de classe C* et pseudo-holomorphe sur U, telle que
f(UNOD) C dD, f(p) = q. On suppose que f est un difféomorphisme local en p.

D’aprés la Proposition 1.3.3, (D, J) est biholomorphe a (H, J?). Le biholomorphisme entre (D, .J)
et (H, .J?) est en fait un biholomorphisme global ¢ de C" dans C™. Soient p’ = ¢(p) et ¢’ = ¢(q).
Les points p’ et ¢’ appartiennent a I". De plus, \115(0) =pet \115 (0)=¢.

~1
On considere ’application F' : U’ = (\Ilﬁ) o ¢(U) — C™ définie par

(3.4) F(z)=Uhogofodo(15) (2).

L application F est de classe C* et pseudo-holomorphe sur U’, vérifie F(0) = 0et F(U'NT) C T.
L’ application F' est un difféomorphisme local en 0.

Nous allons montrer que I’application F' s’étend en un automorphisme de (H, J?). L’application
\Ilf, (resp. ¢) étant un JB-biholomorphisme global de C" (resp. un (JZ, .J)-biholomorphisme
global), nous obtiendrons, par composition, que I’application f se prolonge en un automorphisme

de (D, J).
m
f
U
D
D
[0}
o)
H
H d
U/
H

—
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Nous allons d’abord calculer le jet d’ordre 2 en 0 de 1’application F'. Nous verrons ensuite que
ce jet d’ordre 2 en 0 coincide avec le jet d’ordre 2 en 0 d’un automorphisme de (H, .J?). Nous
obtiendrons le résultat recherché en utilisant le Théoréme 2.

La structure J n’étant pas intégrable, d’apres la Proposition 3.1.1, il existe une constante réelle c,
telle que

(3.5) Vz=(2,) €U, F(2,2) = (F'(), czn + ¢(2')),

ol ¢ est une application antiholomorphe (au sens standard) de U dans C et F” est une application
holomorphe (au sens standard) de U dans C"~!. Puisque F'(0) = 0, le développement limité de F’
en 0 est de la forme

n—1
(3.6) Fj(z) = a{zl + ... a{l_lznfl + Z ai,lzkzl +o(]z]*) pourj=1,...,n—1,
k=1
n—1 n—1
(3.7) Fo(z,2) = czn + Z azZy + Z ar 2Kz + o(|z)?).
k=1 ki=1
or  on
azl N 87%
. _ ) . ) _ [A(2) B(z)
Soit dF, = F L= (C(z) D(z) )’ avec
oF, oF,
0x1 0z,
or  oh or,  om
0z, " 0z Ozn 0Zn
Az) = : : 3 , B(z) = : : ,
8‘Fn—l aFn—l 8‘Fn—l 8‘Fn—l
0z1  0Zp—1 Oz 0z,
OF, OF, OF, OF,
_ | 0a 0 0z _ | Oz Oz
Cla) = | o, or, | PG =\ o oF.
01 0z, 0z, Oz,
De plus, d’apres (3.5),
oF,
3721 0 e 0 0 0
Alz)=| : : : , Blz)=1: ],
0 aFn—l 8an—l 0 O
e
0 OF, OF,
| D mm o s (e 0
)= | i o) = ()
0
821

J=
D’apres (2.5.1), nous pouvons écrire Jc(z) = st ,
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avec E(z) = - 0 I~/2n71(z,§) . 0 I~J2n,3(z) I:2n,2n73(z) i
Lgn’l(z) 0 LQn’S(Z) 0 e 0

et,pour!=1,...,n—1,

(3.8) Lona1-1( Zblkzk

Puisque F' vérifie les équations de pseudo-holomorphie (1.1), on obtient,
(3.9 J <A(z) 0 )Z(A(z) 0 ) Jr
‘ L(F(z)) JP)\C(2) D() C(z) D))\ Lz) JP)°
C’est a dire,
(3.10) TGV Az) 0\ _ A=) 0
7 \LEE)AR) +I0¢) Ty'DR))  \CE)JITY + D)) D)y

Les systemes d’équations Js(tn_l)A(z) = A(z)Js(?_l) et Js(tl)D(z) = D(Z)Js(tl) sont vérifiés d’apres
(3.5). De plus,

L(F(2))A(z) =
8Fl nflf aﬁl
0 ZLQn 2[— 1 aZl oo ZZ;L2TL’2Z_1(F(Z))8Z,”_1
8F .
ZLM 21-1( 8z1l 0 . 0
OF, . OF,
1) 0 ZTZ . Zaz -
ORI et
—1 921 0 0
OF, . OF,
n—l) 0 —ZTZI . _Zaz -
ClIy V=1 T =
1 21 0 .. 0
D(z)f/(z) = IN/ 0 LGyl(Z)C s L2n72n—3(z)c .
2n,1(2)c 0 0

Ainsi, I’écriture des équations composant le systeme

L(F(2))A(z) + JC(2) = C(2)JG D + D(2)L(2)

S

donne, pourj =1,...,n — 1, pour z € U’,

8Fl OF, =
(3.11) ZLG u1(F() g () = 207575 (2) + Lanaja (2)e:
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D’ou, d’apres (3.8),

(3.12) > (i bk Fi(2 ) ‘9Fl( )= '%Z <Z bjkzk>
_ J

=1

Puisque F'(0) = 0, les termes constants sont nuls dans le membre de gauche de (3.12). On obtient

doncajﬁ =0,pourj=1,...,n—1.
De plus, puisque F(U'NT) C T, ona, pour z € T,
(3.13) p(F(z)) =0.

C’est adire, pour z e N U/,
(3.14) Re(Fn(2,2)) + > _ Fj(2)F;(z) = 0.
D’apres (3.6) et (3.7), pour k,l = 1,. — 1, les seuls termes en zz; dans le membre de gauche

de I’égalité (3.14) sont af 7z;€zl On obtlent donc am =0.
Ecrivons le developpement limité de F,, a I’ordre 3 :

n—1
Fo(z,2) = czp + Z agﬁjEpEkil +o(|z3).
pk,l=1

L’égalité (3.14) donne, pour z € TN U’ :

n—1
(3.15) cRe(z,) + Re Z agﬁjépfﬁl + o(|2?)

p,k,l=1
+ Z Zalzl + Z aklzkzl —i—o(\z[ ) Zalzl + Z aklzkzl +o0 ]z\ )| =0.
j=1 \I=1 k,l=1 k=1

En écrivant le terme en Zj,2,2; dans 1’équation (3.15), pour k,p,l = 1,...,n — 1, on obtient :
(3.16) azljjlai,lC + a;laii +...+ay; lap~t = 0.

Etant donné la forme de F' donnée en (3.6) et (3.7), F' étant un difféomorphisme local en 0, la
matrice A = (a};)i7k:17_,,,n_1 est inversible. En inversant le systéme composé des équations (3.16)
pour k =1,...,n— 1, apet! fixés, nous obtenons donc a;l =0,pour j,p,l =1,...,n— 1. Le
développement limité de F' en 0 est donc de la forme

Fj(2,z) = a{zl +... afl_lzn_1 +o(|z[*) pourj=1,...,n—1,

Fo(2,%) = czn + o(|2]?).
L’égalité (3.15) devient, pour z € T NU’ :

n—1

(3.17) cRe(z,) + Re Z ag,E,ZEPEkZl + o(|z]?)
p,k, =1

+:§§<z—:alzl+o|z )(Zalzz+olzl )
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De plus, si z € 'NU’, Re(2,) = —|2’|. Lorsque nous écrivons 1’égalité des coefficients des termes
en 2,7z, dans I’égalité (3.17), nous obtenons, pourp = 1,...,n — 1,

n—1 _
(3.18) —c+ > alaj =0.

j=1

Lorsque nous écrivons 1’égalité des coefficients des termes en z,z; dans I’égalité (3.17), nous
obtenons, pour p,k =1,...,n—1,p # k,

(3.19) > ajal =0.

Les équations (3.18) et (3.19) signifient que A'A = cl,, 4.
Définissons I’application G = (G, ..., Gy,) sur C™ par

(3.20) Gj(z,%z) = a{zl + ... azl_lzn_l pourj=1,...,n—1,
(3.21) Gn(2,2) = czp.

En posant A" = (d/;;)ij=1,.n-1 = <aw> ,onaG(z) = x4 0 A1 o UF. Ainsi,
\ﬁ ij=1,....,n—1 ¢

d’apres la Proposition 3.1.2, ’application G est un .JZ-automorphisme de H. Son jet d’ordre 2 en

0 coincide avec celui de F'. D’apres la Remarque 1.4.1, ’application F, restriction de I’application

FaT NU est CR, vérifie les hypothéses du Théoréme 2 : I’application F est donc uniquement

déterminée par son jet d’ordre 2 en 0. Les applications F et G sont donc égales sur U’ N T. Ainsi,

I"application F' se prolonge en un automorphisme de (I, J 7).

Montrons maintenant que 1’application F' se prolonge en un automorphisme de (H,.J?).
D’apres 1’écriture (3.5), ’application F' est analytique réelle sur U’. Nous allons démontrer que
ses dérivées en 0 coincident avec celles de I’application (G, qui est aussi analytique réelle. Les ap-
plications F' et G seront donc égales sur U’, et nous obtiendrons que I’application F’ se prolonge en
un automorphisme de (H, J 7).

D’apres 1’écriture (3.5) et la définition de I’application G donnée dans (3.20) et (3.21), nous
obtenons directement que :

ok Fi okGI
0200z 920078

(O)pourj=1,....,.n—1, k>2, a=(a1,...,an), = (81,...,5n),
la] + 8] = k, etay # 0oul’undes 3; # 0.

o 0) = okGn

020078 9z007°

(0)pour k > 2, o = (a1, ..., ), B=(B1,---,5n),
la| + |B| = k, et By # 0oul’undes a; # 0.

Nous rappelons que les champs {7’, Ly, Ly, k=1,....,n— 1} définis en (2.3) et (2.6) constituent
une base du complexifié de I’espace tangent T¢I Les applications F' et G étant égales sur U’ N T,
nous avons, pour tout p € U’ N T, pour tout j = 1,...,n, pour tout ¢ € N, pour tous multi-indices

a=(a,...,an)etB=(B1,.-.,06n),
a7 B
ﬁ%%ﬂ@z&
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En particulier, pourp = 0,5 =1,....,n—1,t =0, = (a1,...,a,-1,0) et 5 = (0,...,0), on
obtient,
ok Fi okGI
0) =
0z% 0z%

(O)pourj=1,....,n—1, k>2, a=(a1,...,an_1,0), |a| = k.

De méme, pourp=0,j =n,t=0,a = (0,...,0) et 3= (5,-..,Bn-1,0), on obtient,

——(0) = ——=(0)pourk > 2, g = yeooy Pn=1,0), =k.

Ainsi, toutes les dérivées partielles en 0 de I’application F' coincident avec celles de 1’application
G, qui est aussi analytique réelle. Les applications F' et G sont donc égales sur U’, et 1’application
F se prolonge en un automorphisme de (H, .J?). Ceci termine la démonstration.
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Chapitre 4

Ensembles d’unicité pour les fonctions
J-quasiconformes

Un ensemble F inclus dans 1’ensemble de définition U d’une fonction f est un ensemble
d’unicité pour cette fonction s’il suffit que f s’annule sur E pour que f s’annule sur U tout entier.
Dans ce chapitre, nous définissons les fonctions J-quasiconformes et étudions leurs ensembles
d’unicité. Pour cela, nous utilisons les disques analytiques, qui permettent de se ramener a 1’étude
de fonctions quasiconformes définies sur des ouverts de C, pour lesquelles nous avons de bonnes
représentations (cf. Théoreme 1.4.3).

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la premiére partie, nous donnons une définition des
applications J-quasiconformes.

Nous démontrons dans la deuxiéme partie que les ouverts nons vides constituent des ensembles
d’unicité pour les applications J-quasiconforme. La démonstration utilise le feuilletage d’une boule
par des disques pseudo-holomorphes donnée dans la Proposition 1.2.5, ainsi que les propriétés des
applications quasiconformes rappellées dans la derniere partie du chapitre 1.

Dans la troisieme partie, nous démontrons, en utilisant le feuilletage d’un wedge par des disques
pseudo-holomorphes (Lemme 1.2.2), que les sous-variétés totalement réelles incluses dans le bord
constituent des ensembles d’unicité pour les applications J-quasiconformes.

Enfin, dans la quatrieéme partie, nous démontrons un dernier résultat d’unicité, pour une appli-
cation J-quasiconforme bornée admettant des limites nulles en tout point d’une sous-variété totale-
ment réelle incluse dans le bord.

4.1 Fonctions J-quasiconformes

Soit (M, J) une variété presque complexe et 2 un ouvert de M. Soit f : € — C une application
presque partout différentiable. Nous rappelons que les opérateurs 0 y et 97 sont définis pour presque
tout z € M sur T, M par

dif = —Ji oDfol,
a;f = Df—i—JS(tQ) oDfolJ.

Nous pouvons définir la notion d’application absolument continue sur les lignes sur un domaine de
C™ de 1a méme facon que sur un domaine de C (cf. [Car74]). Comme dans le cas de la dimension
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1, une fonction absolument continue sur les lignes sur un domaine admet des dérivées partielles
presque partout sur ce domaine.

Définition 4.1.1. Une fonction f presque partout différentiable sur () est dite J-quasiconforme sur
Q si

- f est absolument continue sur les lignes sur Q.

- Les dérivées partielles de f, définies presque partout sur ), appartiennent a L1(G), pour chaque
compact G de ), pour un q > 2.

- Il existe un réel 1o, 0 < pg < 1, tel que, pour presque tout z € ), pour presque tout h € T, M,

4.1) 05 f+-h] < 10|y f2-h.

Etant donné une fonction J-quasiconforme définie sur un ouvert €2 d’une variété presque com-
plexe (M, J), nous pouvons définir I’application jy pour tous (z,h) tels que z € Q, h € T, M
par :

pg(z,h) = 0sidsf(z).h =0,

W sidyf(z).h # 0.

La fonction f étant de classe C! sur € et la variété presque complexe étant lisse de classe C*°,
I’application pi ¢ est mesurable.

Remarque : 19 = ||jt¢]|oc est la meilleure constante dans 1’inégalité (4.1).

Remarque : Dans le casoun = 1 et J = Jg, grice a la condition donnée dans le Corollaire
1.4.3, nous retrouvons bien la définition d’une fonction quasiconforme. De plus, d’apres la Remar-
que 1.4.1, dans le cas d’un homéomorphisme quasiconforme f pourn = 1 et J = Jg, il est inutile
de supposer que f est presque partout différentiable .

4.2 Les ouverts non vides sont des ensembles d’unicité.

Nous démontrons dans cette section que les ouverts non vides sont des ensemble d’unicité pour
les fonctions .J-quasiconformes de classe C'.

Théoreme (5 Partie 1). Soit (M, J) une variété presque complexe lisse de classe C* et connexe
par arcs. Soit 2 un domaine relativement compact de M.

Soit f : 0 — C une fonction de classe C*, J-quasiconforme sur Q.

Si f s’annule sur un ouvert non vide U de (), alors f est identiquement nulle sur €.

PREUVE DE LA PREMIERE PARTIE DU THEOREME 5 : Soitz € Qetp € U. Il existe un
chemin de classe 1, : [0,1] — € tel que y(0) = pety(1) = z.
Nous commengons par démontrer que nous pouvons recouvrir ([0, 1]) par un nombre fini de boules
“feuilletées‘ par des disques pseudo-holomorphes.

Lemme 4.2.1. Il existe t; = 0 < to < --- < tx < 1, U;, des voisinages U; de v(t;) = ;
relativement compacts dans ), (1 < i < k) et des coordonnées z; : U; — B tels que (pour
1<i<k):

- Yi+1 € U;
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- ([0,1]) C Uiz1..sUi
— Il existe une famille a 2n parametres de disques J-holomorphes, @} : A — U, centrés en vy;,
avec U C Ugepan i (A).

PREUVE DU LEMME 4.2.1.

D’apres la Proposition 1.2.5, il existe €y tel que si J' est une structure presque complexe définie
au voisinage de B vérifiant ||J" — Jg/|q @ < ¢o, alors B est “feuilletée” par une famille a 2n
parametres de disques J'-holomorphes centrés en 0.

Remarque : Nous avons choisi d’utiliser les disques stationnaires pour feuilleter la boule unité
par des disques pseudo-holomorphes car nous pensons que cette technique peut &tre utile pour des
applications futures. Nous aurions aussi pu utiliser le Théoreme de Nijenhuis-Woolf ([NW63]) et le
fait que la taille” des disques pseudo-holomorphes est uniformément minorée sur tout compact du
domaine.

D’aprés le Lemme 1.1.1, pour chaque ~(t), il existe un voisinage U; de ~(t) et un
difféomorphisme z; : U; — B tel que z(v(t)) = 0, dz(y(t)) o J(y(t)) o dz; 1(0) = Jo, et
Jt = zF(J) vérifie ||J* — Istlle2(m) < €o-

Les ouverts U, recouvrent le compact ([0, 1]) : il existe 0 = ¢1 < to < -+ <t} < 1 tels que
~([0,1]) C U;j=1...£U;. Quitte a ajouter un nombre fini d’ouverts U;, nous pouvons supposer que
Yit+1 € U, pour — Jollc2 @ < €o et B est feuilletée par une famille
2n paramétres de disques J'i-holomorphes ¥k : A — B.

Ainsi, la famille 2 2n paramétres ¢! = ¥l o z; ' A — Uj est une famille de disques J-
holomorphes, centrés en ~;, tels que U; C U cgzngf (A). O

Continuons la preuve de la premiere partie du Théoreme 5.
Nous montrons d’abord que fj7, =0 :
SiU; C U, il n’y arien a prouver et nous pouvons remplacer 1 par le premiers des indices i tel que
U, ¢ U.

Puisque U est feuilleté par les disques J-holomorphes ¢, il suffit de montrer que, pour tout s,
fiera) =

Puisque v; € U, f s’annule sur un voisinage V' de ~;. Ainsi, ¥f = fo¢] : A — C s’annule
sur I’ouvert non vide (5) " (V). De plus, nous avons,

Lemme 4.2.2. La fonction 15 est quasiconforme.

PREUVE DU LEMME 4.2.2 : Nous allons montrer que la fonction v est solution d’une équation
de Beltrami gz = xg..
On a,

(¥1)z = 0vi(2)

= Dyi(2) + J§ o DY (2) o Jé”
= Df(¢5(2)) o Dgi(2) + J§” o Df (5 (2)) 0 D () 0 I
= Df(5(2)) o Dgi(2) + J§” o Df (3 (2)) o J 0 Dy (2)

; )

= (Df(#5(2)) + IS o DF(¢5(2)) 0 J) 0 Dy (2)
)
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De méme, nous avons, (¢7), = 0v{(z) puis 0¢{(2) = 01 f(¢](2)) o Dei(z).

Si 9, f(¢i(2)) 0 Dii(2) # 0, on a:

( f)? = Xf (wf)z ’
()=
(¥9).
Sinon, si 97 f(¢5(z)) o Dyi(z) =0,0na:

ol xi(z) =

W)z = xi(i),,
ot x§(z) =0.

La fonction 9] est donc solution de I’équation de Beltrami gz = x{g. presque partout sur A,
o X7 = ps(¢i(2), Dpi(2)).

X; est une fonction mesurable sur A et |x5(z)| < o < 1. De plus, puisque 1’application f et
le disque pseudo-holomorphe ¢ sont de classe C*, la fonction 15 est de classe C! sur A. D’apres
le Corollaire 1.4.3, 1a fonction 9§ est quasiconforme. []

Uy

A/
Ainsi, la fonction v¢{ admet une représentation ¢ = ¢ o W odt W : A — A’ est un
homéomorphisme quasiconforme et ¢ une fonction holomorphe non constante sur A’ = W(A).

La fonction holomorphe ¢ s’annule sur I’ouvert non vide de A/, W ((5)~" (V). Ainsi, ¢ est
identiquement nulle sur A’ et f est identiquement nulle sur 5 (A).
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Par récurrence, nous obtenons que fj;;, = 0 pour 1 < i < k. Puisque, z = (1) € Uy, et
f(2) = 0. f est donc identiquement nulle sur 2.]

4.3 Les sous-variétés totallement réelles sont des ensembles d’unicité.
Nous démontrons dans cette section la deuxieme partie du Théoréeme 5 :

Théoreme (5 Deuxieme partie ). Soit (M, J) une variété presque complexe lisse de classe C* et
connexe par arcs. Soit ) un domaine relativement compact de M et E C 0S) une sous-variété
totalement réelle.

Soit f : Q — C une fonction continue, de classe C et J-quasiconforme sur Q.

Si f s’annule sur E, alors f est identiquement nulle sur ).

Nous obtenons alors le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.1. Soit (M, J) une variété presque complexe lisse de classe C* et connexe par arcs.
Soit Q2 un domaine relativement compact de M.

Soit f : Q — C une fonction continue, de classe C* et J-quasiconforme sur Q.

Si f s’annule sur 0X), alors f est identiquement nulle sur ).

Nous allons montrer que 1’application f s’annule sur un wedge, qui est un ouvert non vide
de Q (c¢f. 1.2.1). D’apres la premiere partie du Théoréme 5, nous obtiendrons que f n’annule sur
). Pour montrer que f s’annule sur un wedge, nous attachons des disques pseudo-holomorphes a
la sous-variété totalement réelle E' grace a la Proposition 1.2.2. Ces disques pseudo-holomorphes
recouvrent un wedge. Pour montrer que f s’annule sur chaque disque, nous utilisons, comme dans
la partie précédente, la représentation des fonctions quasiconformes donnée par le Corollaire 1.4.3
puis nous prolongeons les applications jusqu’au bord.

PREUVE DU THEOREME 5 : Nous démontrons d’abord le lemme suivant :
Lemme 4.3.1. Soit p : A — Q un disque J-holomorphe attaché a E. Alors fi,a) =0

PREUVE DU LEMME 4.3.1 : Soit ¢y = f o ¢ : A — C. Nous pouvons démontrer comme dans

le Lemme 1.4.3 que 1) est une fonction quasiconforme. Ainsi, 1) admet une resprésentation de la
forme ¢ = oW ou W : A — A’ est un homéomorphisme quasiconforme et ¢ une fonction
holomorphe non constante sur le domaine A" = W(A).
Le disque pseudo-holomorphe ¢ est continu sur A, attaché a E, et I’application f est continue
jusqu’au bord, nulle sur E. Ainsi, la fonction ¢ se prolonge a A et s’annule sur JAT. D’apres
la remarque 1.4.3, nous pouvons supposer que W est la restriction 2 A d’un homéomorphisme
quasiconforme défini sur C. Nous pouvons donc prolonger W en un homéomorphisme de A sur
A/, Ainsi, A’ est une courbe de Jordan. De plus, puisque ¢ = f o ¢ o W1, nous pouvons aussi
prolonger la fonction holomorphe ¢ sur A’ sur ¢(A’) (cf. [Rud80] th 14.19). La fonction ¢ s’ annule
sur W(9A™T) C 9(A").
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D’apres le théoreme de représentation conforme, il existe un biholomorphisme h : A — A
OA et OA' étant des s courbes de Jordan, le biholomorphisme /i peut aussi étre prolongé en un
homéomorphisme de A sur A’ (cf. [Rud80] th 14.19). On considere maintenan@ le biholomorphisme

g du demi-plan supérieur H* vers le disque unité défini par h(z) = L_T_Z Soit & la fonction
zZ+1

holomorphe définie sur le demi-plan supérieur par h = ¢pohog.

Soit F' = h Y W(OAT)) C 0A, et soit G = g }(F). Nous pouvons écrire
G = {]a,b[x0} c {Im(z) = 0}, et nous pouvons prolonger la fonction h par continuité 2
G en posant ﬁ(z) = 0 sur (. Grace au principe de réflexion, nous pouvons prolonger la fonction h
en une fonction holomorphe sur {Re(z) €]a, b[}, qui s’annule sur G, ensemble qui admet un point
d’accumulation dans {Re(z) €]a,b[}. La fonction holomorphe h est donc identiquement nulle.
Ainsi, la fonction ¢ est aussi identiquement nulle. Par conséquent, la fonction ¢ est identiquement
nulle sur A, et f s’annule sur p(A). O

Fixons § > 0.

Lemme 4.3.2. La fonction f s’annule sur le wedge Wys($2, E).

PREUVE DU LEMME 4.3.2 : D’apres le Lemme 1.2.2, il existe une famille de disques
J-holomorphes ¢; : A — € dependant d’un paramétre ¢ € R?", attachés a la sous-variété F, et
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tels que W5(Q2, E) C Uer2n@i(A).
D’aprés le Lemme 4.3.1, pour tout ¢t € R?", on a Jige(a) = 0. Ainsi, fiw,o,p) =0. U

Lemme 4.3.3. Le wedge W5(2, E) est un ouvert non vide de ).

PREUVE DU LEMME 4.3.3 : Soient p;, (1 < j < n) les fonctions définies sur {2 par
pj(z) = 1j(2) — 63 )., rk(2). Soit p I'application définie sur Q par p(2) = (p1(2), .- -, pn(2)).
L application p étant de classe C', on a W5(Q, E) = p~!(] — 00,0[") est un ouvert de €. La
famille drq, ..., dr, étant libre en tout point de €2 par hypothese, le rang de dp est constant égal
a n. Soit a € E. D’aprés le Théoréme du rang constant, il existe un ouvert U de R?" contenant
0, un ouvert U’ de €2 contenant a, un ouvert W de R™ contenant p(¢(U)), un ouvert W’ de R™
et des C! difféomorphismes ¢ : U — U’ ety : W — W’ tels que p(0) = a, et pour tout
z=(x,y) €U, Yopop(Ti,...,Tn,Y1,---sYn) = (T1,...,2y). Puisque p(a) = 0, il existe
b= (bi,...,bn) € YP(] —00,0["NW), alors p(b1,...,b,,0,...,0) € Ws(Q, E). O

Pour conclure la démonstration de la deuxieme partie Théoreme 5, puisque la fonction f
s’annule sur I’ouvert non vide Wy(£2, E), nous pouvons utiliser la premiére partie du Théoréme 5
et nous obtenons que la fonction f s’annule sur 2.0

Dans la démonstration précédente, nous avons prouvé le résultat suivant concernant les fonctions
quasiconformes :

Corollaire 4.3.2. Soit 1) une fonction quasiconforme définie sur le disque unité /\, continue sur A.
Si 1) s’annule sur un ouvert non vide de O/, alors 1) s’ annule sur tout A.

4.4 Condition d’annulation sur les limites sur une sous-variété totale-
ment réelle.

Nous démontrons un analogue du Théoréme 5 dans lequel on ne suppose pas la fonction f
continue jusqu’au bord. Nous supposons que la fonction f a des limites nulles en tout point de
FE et nous avons besoin de I’hypothése supplémentaire que la fonction f est bornée sur €2. La
démonstration est tres semblable a celle du Théoreme 5.

Définition 4.4.1. Soit (M, J) une variété presque complexe. Soient Q2 un domaine de M et E un
ouvert de 0S). Soit f : 0 — C une fonction continue. On dira que f admet des limites nulles en
tout point de E si pour tout z € E, pour tout chemin continu vy, [0, 1[— Q tel que limy_,; y(t) = z,

on alimy_; f(y(t)) = 0.

Théoreme (6). Soit (M, J) une variété presque complexe lisse de classe C* et connexe par arcs.
Soient ) un domaine relativement compact de M et E C 0S) une sous-variété totalement réelle.
Soit f : Q — C une fonction continue, de classe C* et J-quasiconforme sur Q.

Si f est bornée sur () et admet des limites nulles en tout point de F, alors [ est identiquement nulle
sur ).

PREUVE DU THEOREME 6 : Nous démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.4.1. Soit p : A — Q un disque J-holomorphe attaché a E. Alors fi,a) =0
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PREUVE DU LEMME 4.4.1 : Soit ) = f o ¢ : A — C. Nous pouvons démontrer comme dans

le Lemme 1.4.3 que %) est une fonction quasiconforme. Ainsi, 1) admet une resprésentation de la
forme p = oW ou W : A — A’ est un homéomorphisme quasiconforme et ¢ une fonction
holomorphe non constante sur le domaine A’ = W(A).
D’aprés la remarque 1.4.3, nous pouvons supposer que W est la restriction a A d’un
homéomorphisme quasiconforme défini sur C. Nous pouvons donc prolonger W en un
homéomorphisme de A sur A’. Ainsi, A’ est une courbe de Jordan. D’aprés le théoréme
de représentation conforme, il existe un biholomorphisme h : A — A’. A et A’ étant des courbes
de Jordan, le biholomorphisme h peut aussi étre prolongé en un homéomorphisme de A sur A’ (cf.
[Rud80] th 14.19).

Soit & la fonction définie sur A par h = ¢ o h. La fonction h est holomorphe et bornée sur A.
D’apres le Théoreme de Fatou, la fonction h admet des limites radiales en presque tout point de OA.
On note h* la fonction bornée définie presque partout sur A par h* (') = lim,_,; h(re'). Soit
F = h~'(W(dA™)) C HA. Montrons que h* s’annule en tout point de F'. Soit z = ¢’ € F. On a,

h(re) = ¢oh(ret).

Or h(ret) € A’ donc il existe un unique ¢; € A tel que h(re) = W((). On a donc, ¢; =
W=L(h(ret)). Ainsi,

h(re) = ¢oW(()
= fop(&)

At © f

A

Les applications W et h se prolongeant jusqu’a la frontiecre en des homéomorphismes,
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G = WL(h(re)) converge vers W~1(h(z)) lorsque ¢ tend vers 1. Soit ¢ = W~1(h(2)).
On a, p(¢;) =11 ©(¢) € E. On a supposé que f a des limites nulles en tout point de E. Donc,
f o p(¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 1. Ainsi, ﬁ(re”) tend vers O lorsque ¢ tend vers 1. On a
bien h*(z) = 0.

La fonction h* s’annule donc sur un ensemble F' de mesure de Lebesgue non nulle. La fonction
holomorphe h est donc identiquement nulle (cf [Rud80] th 15.19). Ainsi, la fonction ¢ est aussi
identiquement nulle. Par conséquent, la fonction ) est identiquement nulle sur A, et f s’annule sur
e(A).O

Fixons 6 > 0. D’apres le Lemme 4.3.2, la fonction f s’annule sur le wedge Ws(€2, ) qui est un
ouvert non vide d’apres le Lemme 4.3.3. D’apres la premiere partie du Théoréme 5, nous obtenons
que la fonction f s’annule sur €2.0]
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Résumé.

Nous étudions d’abord I’analyticité des applications CR entre deux hypersurfaces dans des
variétés presque complexes. Nous démontrons I’analyticité d’une telle application dans deux cas :
premierement dans le cas ou les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont le bord d’un domaine
modele et la structure presque complexe est une structure modele, deuxiemement dans le cas ou
la structure presque complexe d’arrivée est une déformation d’une structure modele et lorsque
les hypersurfaces sont des petites perturbations de 1’hypersurface OH définie par OH = {z €
C", Re(z,) + |2'|* = 0}. La preuve utilise la méthode de prolongation des systemes d’équations
aux dérivées partielles ainsi que la théorie des systémes complets.

Nous appliquons ensuite ces résultats pour généraliser le Théoreme de Poincaré-Alexander au
cas presque complexe. Le Théoreme de Poincaré-Alexander stipule qu’une application holomorphe
définie sur un ouvert de la boule unité de C" peut, sous certaines conditions, étre prolongée en
un biholomorphisme de la boule unité. Dans le cadre presque complexe, la boule unité n’est plus,
a biholomorphisme pres, le seul domaine strictement pseudoconvexe et homogeéne. Un domaine
strictement pseudoconvexe et homogene est biholomorphe a un domaine modele. Nous donnons
ainsi une genéralisation du Théoreme de Poincaré-Alexander pour les domaines modeles.

Enfin, nous définissons les applications .J-quasiconformes et démontrons que les ouverts et
les sous variétés totalement réelles incluses dans le bord du domaine constituent des ensembles
d’unicité pour les applications J-quasiconformes. Nous démontrons aussi qu’une application J-
quasiconforme qui admet des limites nulles en tout point d’une sous-variété totatemement réelle
incluse dans le bord du domaine est identiquement nulle.

Abstract.

We study the real analyticity of a CR mapping between two hypersurfaces in almost complex
manifolds. We prove that a CR mapping defined on the boundary of a model domain is real analytic.
We also prove that a CR mapping is real analytic when the almost complex structure of the codomain
is a deformation of a model structure and when the hypersurfaces are small deformation of the
hypersurface OH defined by 0H = {z € C" Re(z,) + |2/|*> = 0}. We make use of a method of
prolongation for the tangential Cauchy-Riemann equations and a result about complete systems.

Then, we use the previous result to extend the Poincaré-Alexander Theorem in the almost com-
plex case. The Poincaré-Alexander Theorem states that holomorphic mappings defined on an open
subset of the unit ball of C™ may, under certain conditions, be extended to a biholomorphism of the
unit ball. In a complex manifold, every strongly pseudoconvex homogeneous domain is biholomor-
phic to the unit ball. In an almost complex manifold, the unit ball is not the only strongly pseudo-
convex homogeneous domain. A strongly pseudoconvex homogeneous domain is biholomorphic to
a model domain. We extend the Poincaré-Alexander Theorem theorem to model domains.

Finally, we define J-quasiconformal mappings and we prove that open sets and totally real
submanifolds of the boundary are unicity sets for .J-quasiconformal mappings. We also prove that a
J-quasiconformal mapping admitting zero limits at every point of a totally real submanifold of the
boundary is identically zero.



