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Thèse dirigée par Hervé Gaussier et Alexandre Sukhov
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2



Remerciements
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2.4.1 Structures presque complexes vérifiant la condition (∗) . . . . . . . . . . . 54

2.4.2 Etude de l’espace tangent J-holomorphe H1,0
J Γ. . . . . . . . . . . . . . . 56
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Introduction (English version)

Since the fundamental work of A. Newlander and L. Nirenberg ([NN57]), we know that

complex structures is a particular class among the almost complex structures : a necessary

and sufficient condition for an almost complex structure to be complex is the vanishing of

the Nijenhuis tensor. A natural question considered by numerous papers consists in determin-

ing which fundamental properties of complex structures are preserved in the almost complex setting.

Some holomorphic fundamental tools, such as holomorphic functions, don’t exist for generic

almost complex structures, even locally. The analysis in almost complex manifolds is essentially

based on pseudo-holomorphic discs and on flexible tools as plurisubharmonic functions. A. Nijen-

huis and W. Woolf [NW63] proved the local existence of pseudo-holomorphic discs. As a result,

it becomes possible to introduce and to study an essential tool for almost complex manifolds : the

Kobayashi metric.

Tools as holomorphic functions exist in the almost complex setting only when the structures

possess enough symetries. Model structures belong to this category and it seems natural to study

them since they play a similar role compared to the Heisenberg group in complex analysis. The

main result of this thesis is the theorem about the characterisation of local biholomorphisms of

model domains, which generalizes the classical Poincaré-Alexander Theorem to the almost com-

plex setting. Model domains, introduced by Gaussier and Sukhov in [GS06], are almost complex

strictly pseudoconvex domains with noncompact automorphism groups which naturally appear af-

ter a non-isotropic scaling process, inspired by the classical scaling method of Pinchuk ([Pin91])

in the complex setting. The classification of model domains was obtained by K.H.Lee, in [Lee06],

in real dimension 4 and 6, and in [Lee08] in general dimension. Model domains in almost com-

plex manifolds play the role of the unit ball in complex manifolds since, for instance, every strictly

J-pseudoconvex homogeneous domain in an almost complex manifold is biholomorphically equiv-

alent to a model domain ([Lee08]). Hence, it seems natural to try to understand classical results,

valid for the unit ball in complex manifolds, in model domains. In that vein, that will be the con-

tent of the Poincaré-Alexander Theorem. The proof uses a real analytic regularity theorem for CR

mappings between two real analytic hypersurfaces proved in the first part of this thesis using the

prolongation method for systems of partial differential equations.

The second result deals with the study of generic almost complex structures. Since holomorphic

functions do not exist, we replace them by more flexible mappings, satisfying a “∂ type“ inequality.

This type of mappings can be interpreted as an analogue of quasiconformal mappings. In the last

part of the thesis, we prove a boundary uniqueness theorem for these mappings, which generalizes

classical results for holomorphic functions in several complex variables.
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The manuscript is organized as follows.

1. Classical results in almost complex geometry.

In the first chapter, we give classical definitions and results in almost complex geometry, and

we state some technical properties that will be used in the next chapters.

2. Analyticity of CR mappings.

In chapter 2, we are interested in real analyticity of CR mappings between strictly pseudo-

convex hypersurfaces in real analytic almost complex manifolds. The study of analyticity of CR

mappings started with the work of S. Pinčuk ([Pin75]) and H. Lewy ([Lew76]), based on a reflexion

principle. A C∞ CR diffeomorphism between two strictly pseudoconvex real analytic manifolds M
and M ′ can be extended as a holomorphic function to one side of M . F. Forstneric ([For89]) and J.

Faran ([Far90]) also used the reflexion principle. In the seminal work ([CM74]), Chern and Moser

gave a local normal form for Levi nondegenerate real analytic hypersurfaces in Cn+1. They also

gave invariants for real hypersurfaces.

Using a method of prolongation for systems of partial differential equations and the theory of com-

plete systems, C. K. Han proved a real analytic regularity theorem for smooth CR mappings between

two hypersurfaces (see [Han97] and [Han83]). He showed that the CR mapping satisfies a complete

system of PDEs differenciating the tangential Cauchy-Riemann equations.

In the almost complex setting, we can make use of the method of prolongation and the theory of

complete systems. The theory of complete systems gives a sufficient condition for real analyticity

of a function f which satisfies a system of partial differential equations. If f satisfies a real analytic

complete system, then f is real analytic. (see 2.1.1)

We give two results that are partial generalizations of [Han97] to the almost complex case.

The first result deals with the case where the almost complex structures are model structures, and

the hypersurfaces are the boundary of a model domain. The second result refers to the case where

the hypersurfaces are small deformations of the hypersurface ∂H and the target almost complex

structure satisfies (*). An almost complex structure satisfying (∗) is more general than a model

structure (see Def 2.4.1 ).

Theorem 1. Let (D, J) and (D′, J ′) be model domains in Cn. Let Γ = ∂D and Γ′ = ∂D′. Let

p ∈ Γ and U be a neighborhood of p in Cn. Let g : Γ ∩ U → Γ′ be a CR mapping of class C4.

Suppose that g is a local difeomorphism at p. Then g is uniquely determined by its 2 jet at a point

and g is real analytic.

Theorem 2. Let Γ and Γ′ be two hypersurfaces in Cn with Γ = {z ∈ Cn, ρ(z) = 0}, where ρ is a

real analytic function such that ρ(z) = Re(zn) + |z′|2 + o(|z|2) and Γ′ = {w ∈ Cn, ρ′(w) = 0},

where ρ′ is a real analytic function such that ρ′(w) = Re(wn) + |w′|2 + o(|w|). Let J and J ′ be

two almost comple structures on Cn, such that J ′ satisfies (∗).
Let U be an open ball centered at 0 in Cn. Let g : Γ ∩ U → Γ′ be a CR mapping of class C4.

Suppose that g is a local diffeomorphism at 0 and g(0) = 0. Then g is uniquely determined by its 2

jet at a point and g is real analytic.

Thus, we have the following corollary :
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Corollary 3. Let Γ be an hypersurface in Cn defined by Γ = {w ∈ Cn, ρ(w) = 0}, where ρ is

a real analytic function such that ρ(w) = Re(wn) + |w′|2 + o(|w|2). Let J be an almost complex

structure in Cn satisfying (∗). Then, the group of CR automorphisms of (Γ, J) is finite dimensional

and dimRAut(Γ, J) 6 (2n)3.

Note that the estimate on the dimension is not optimal.

The proof of theorems 1 and 2 is a first step towards a general real analytic regularity theorem

for CR mappings between two strictly pseudoconvex real analytic hypersurfaces in real analytic

complex manifolds.

3. Poincaré-Alexander Theorem for model domains.

We prove in chapter 3 a generalization of the Poincaré-Alexander Theorem for model domains.

In Cn, (n > 1), the Poincaré-Alexander Theorem states that if U is an open ball in Cn such that

U ∩ ∂Bn 6= ∅ and if f : U ∩ Bn → Cn is a C1 non constant mapping, holomorphic on U ∩ Bn,

such that f(U ∩ ∂Bn) ⊂ ∂Bn, (where Bn is the unit ball in Cn), then, f can be extended to a

biholomorphism of Bn.

This theorem was proved by H. Alexander in [Ale74] for a smooth mapping, and by S. Pinčuk

([Pin75], [Pin77]) for a C1 mapping whose target set is strictly pseudoconvex with a connex and

real analytic boundary. (see also [Rud08], th 15.3.8). For more results, we mention the work of W.

Rudin ([Rud81]), D. Burns et G. Krantz ([BK94]).

In a complex manifold, every strictly pseudoconvex homogeneous domain is biholomorphically

equivalent to the unit ball. This property is not satisfied in an almost complex manifold : every

strictly pseudoconvex homogeneous domain is biholomorphically equivalent to a model domain

(see [CGS05], [GS06],[GKK02], [Lee06], [Lee08], [BGL09]). Thus, we shall give in the Theorem

4 a generalization of the Poincaré-Alexander Theorem to model domains.

Theorem 4. Let n ≥ 1 be an integer. Let (D, J) be a domain model in Cn. Let p ∈ ∂D. Let U be

an open ball in Cn, centered at p.

Let f : U → Cn be a C4 mapping, pseudo-holomorphic on U , such that f(U ∩ ∂D) ⊂ ∂D. If f is

a local diffeomorphism at p, then, f extends to an automorphism of (D, J).

To prove this theorem, we may assume that (D, J) is a model domain of type (H, JB), where

∂H is the hypersurface defined by ∂H = {z ∈ Cn,Re(zn) + |z′|2 = 0}, with z′ = (z1, · · · , zn−1)
and JB is a model almost complex structure defined from a skew-symmetric complex matrix B
(see 1.3.1.). The hypersurface ∂H can be endowed with a Lie group structure, which depends on

the almost complex structure JB (see 3.1.2.). In the standard case, this groupe is the Heisenberg

group.

From the mapping f defined on an open set U and satisfying f(U ∩ ∂H) ⊂ ∂H, we construct

an automorphism G of H. Then we use the Theorem 1 to prove that the mappings F and G coı̈ncide

on U .

We mention the recent result obtained by F. Bertrand and L. Blanc-Centi ([BBC12]) who prove

that, given two C3 almost complex structures, J and J ′ on R2n+2, given Γ and Γ′ two C4 real hyper-

surfaces such that Γ is (J-)Levi nondegenerate at p, then the germs at p of (J, J ′)-biholomorphisms



10 TABLE DES MATIÈRES

f satisfying f(Γ) ⊂ Γ′ are uniquely determined by their two jet at p, when the almost complex

structure J is sufficiently close to the standard structure in C1 norm for real dimension more than

4, and without restriction on the almost complex structure J for real dimension 4. We cannot use

this result in the proof of Theorem 4 since, in every dimension, it only deals with almost complex

structures J which are small deformations of the standard structure.

We also point out the result obtained by D. Zaitsev ([Zai12]) which proves that if Γ and

Γ′ are strongly non degenerate smooth hypersurfaces of same dimension, every smooth CR

local diffeomorphism from Γ to Γ′ is uniquely determined by its 2 jets at a point. A strongly

pseudoconvex hypersurface is automatically strongly nondegenerate. Strong non degeneracy is a

stronger property than Levi-nondegeneracy but the two notions are equivalent if the structure is

integrable. We could give a proof of Theorem 4 using the almost complex version of the Feffeman

Theorem ([CGS08]) and Zaitsev’s result ([Zai12]). The proof of Coupet, Gaussier and Sukhov is

based on several techniques such that elliptic regularity, estimates of the Kobayashi metric, normal

families. Zaitsev’s result is based on the generalisation to the almost complex setting of the formal

part of Chern-Moser’s normal forms theory. The proof given here is direct and self contained,

without using the tools previously quoted.

4. Uniqueness sets for J-quasiconformal mappings.

In chapter 4, we study uniqueness sets for J-quasiconformal mappings. A set E included in

the domain U over which a function f is defined is said to be a uniqueness set for this function

if the vanishing of f on E implies the vanishing of f on U . In order to study the uniqueness sets

for J-quasiconformal mappings, we use pseudo-holomorphic discs, which allows to come down

to the study of classical quasiconformal functions (ie defined on open sets in C) for which good

representations exist (see Theorem 1.4.3).

Theorem 5. Let (M,J) be a smooth C∞ and arcwise connected almost complex manifold. Let Ω
be a relatively compact domain in M .

Let f : Ω → C be a C1 function, J-quasiconformal on Ω.

- If f vanishes on a non empty open set U in Ω, then f is identically zero on Ω.

- If f is continuous on Ω and vanishes on E ⊂ ∂Ω a totally real submanifold, then f is identi-

cally zero on Ω.

The first part of the Theorem 5 is obtained using the fact that if an almost complex structure

is close enough (in C2 norm on the closure of the unit ball) to the standard structure, then we can

foliate the unit ball by a family of stationary J-holomorphic discs ([CGS03]). Then we prove that the

function f vanishes on the image of each pseudo-holomorphic disc using the representation property

for quasiconformal functions and the analytic continuation principle for holomorphic functions in

one complex variable.

Similarly, we use a foliation of a wedge with edge E with pseudo-holomorphic discs ([CGS05])

to prove the second part of the Theorem 5. We prove that the mapping f vanishes on the image of

each pseudo-holomorphic disc using the representation property for quasiconformal functions and

the analytic continuation principle for holomorphic function in one complex variable. To conclude

the proof, we use the first part of the Theorem.

After defining the term ”having zero limit at every point”, we give a proof of the following

uniqueness theorem. Note that we don’t need the hypothesis that f is continuous at the boundary.
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By contrast, we need to suppose that the function f is bounded.

Theorem 6. Let (M,J) be a smooth C∞ and arcwise connected almost complex manifold. Let Ω
be a relatively compact domain in M and E ⊂ ∂Ω a totally real submanifold.

Let f : Ω → C be a continuous function, which is C1 and J-quasiconformal on Ω.

If f is bounded on Ω and has zero limits at every point of E, then f is identically zero Ω.

The sketch of the proof is the same as the sketch of the last two proofs. We first foliate a wedge

with edge E with pseudo-holomorphic discs. Then we prove that the function f vanishes on the

image of each pseudo-holomorphic disc using the representation property for quasiconformal func-

tions and the Fatou’s Theorem for holomorphic functions in one variable, which gives the existence

of radial limits.
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Introduction (Version en Français)

Depuis le travail fondamental de A. Newlander et L. Nirenberg ([NN57]), on sait que les struc-

tures complexes forment une classe particulière parmi les structures presque complexes : une con-

dition nécessaire et suffisante pour qu’une structure presque complexe soit complexe est l’annula-

tion du tenseur de Nijenhuis. Une question naturelle faisant l’objet de nombreux travaux consiste

à déterminer quelles propriétés essentielles des structures complexes restent vraies dans le cadre

presque complexe.

D’autres objets holomorphes fondamentaux, tels que les fonctions holomorphes, n’existent pas

pour des structures presque complexes génériques, même localement. L’analyse dans les variétés

presque complexes repose donc essentiellement sur les disques pseudo-holomorphes et sur des ob-

jets souples comme les fonctions plurisousharmoniques. A. Nijenhuis et W. Woolf [NW63] ont

démontré l’existence locale de disques pseudo-holomorphes. Cela permet notamment d’introduire

et d’étudier un objet essentiel pour les variétés presque complexes : la métrique de Kobayashi.

Les objets tels que les applications holomorphes apparaissent en catégorie presque complexe

seulement dans le cas de structures possédant suffisament de symétries. La classe des structures

modèles rentre dans ce cadre et son étude est naturelle car elles jouent un rôle analogue à celui

du groupe de Heisenberg en analyse complexe. Ces structures représentent un modèle local pour

les domaines strictement pseudoconvexes. Le résultat principal de cette thèse est le théorème sur

la caractérisation des biholomorphismes locaux des domaines modèles qui généralise au cadre

presque complexe le théorème classique de Poincaré-Alexander. Les domaines modèles, introduits

par Gaussier et Sukhov dans [GS06], sont des domaines strictement pseudoconvexes à groupes

d’automorphismes non compacts qui apparaissent naturellement comme limite d’un processus de

dilatation anisotrope des coordonnées inspiré de la technique des dilatations introduite par Pinčuk

([Pin91]) dans le cadre complexe. La classification des domaines modèles a été réalisée par H. K.

Lee, dans[Lee06] pour le cas de la dimension réelle 4 et 6, et dans [Lee08] pour le cas général. Les

domaines modèles dans une variété presque complexe jouent un rôle équivalent à celui de la boule

unité dans une variété complexe, puisqu’un domaine strictement J-pseudoconvexe et homogène

dans une variété presque complexe est biholomorphe à un domaine modèle ([Lee08]). Il est donc

naturel de chercher à comprendre comment les résultats classiques valables pour la boule unité

dans une variété complexe se généralisent pour les domaines modèles dans une variété presque

complexe. C’est dans ce cadre que nous donnons une generalisation du Théorème de Poincaré-

Alexander pour les domaines modèles. Notre démonstration utilise un résultat d’analyticité des

applications CR entre deux hypersurfaces dans des variétés presque complexes, démontré dans

la première partie de cette thèse par la méthode de prolongement des systèmes d’équations aux

dérivée partielles.

Le deuxième résultat porte sur l’étude des structures presque complexes génériques. Les
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applications holomorphes n’existant pas, on les remplace par des applications plus souples

vérifiant une inégalité de type ∂. Elles peuvent être vues comme des analogues des applications

quasiconformes. On démontre dans la dernière partie de la thèse une théorème d’unicité au bord

pour ces applications qui généralise des résultats classiques des fonctions holomorphes de plusieurs

variables.

fondamental en géométrie presque complexe. Nous utilisons dans cette thèse les disques pseudo-

holomorphes pour démontrer plusieurs propriétés d’unicité pour des fonctions J-quasiconformes

définies sur une variété presque complexe (M,J).
Le manuscrit est organisé comme suit.

1. Notions de base en géométrie presque complexe.

Dans le chapitre 1, nous rappelons les résultats de base en géométrie presque complexe, et

nous énonçons des propriétés techniques qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

2. Analyticité des applications CR.

Nous nous intéressons dans le chapitre 2 à l’analyticité des applications CR entre deux variétés

presque-complexes strictement pseudoconvexes. Dans le cadre complexe, un tel résultat concernant

l’analyticité d’une application CR entre deux variétés a été établi pour la première fois par S. Pinčuk

dans [Pin75] et H. Lewy dans [Lew76] en utilisant un principe de réflexion : si les variétés M et

M ′ sont strictement pseudoconvexes et analytiques réelles, un difféomorphisme CR de classe C∞

entre M et M ′ s’étend en une application holomorphe. Le principe de réflexion est aussi utilisé par

F. Forstneric dans [For89] et par J. Faran dans [Far90]. Dans leur travail de référence ([CM74]),

Chern et Moser ont donné une “forme normale“ locale pour les hypersurfaces analytiques réelles de

Cn+1 Lévi non dégénérées ainsi que des invariants pour les hypersurfaces réelles.

C. K. Han obtient des résultats d’analyticité d’applications CR entre deux hypersurfaces en util-

isant la théorie de la prolongation et des systèmes complets, dans [Han97] et [Han83] notamment. Il

s’agit d’obtenir un système complet dont la fonction CR f est solution en différençiant les équations

de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par cette fonction f .

Dans le cas presque complexe, nous pouvons utiliser la théorie de la prolongation et la théorie

des systèmes complets. La théorie des systèmes complets ([Han08]) permet de démontrer que cer-

taines applications sont analytiques réelles. Il suffit d’exprimer toutes les dérivées d’un certain ordre

k d’une fonction f vérifiant un système d’équations différentielles comme des fonctions analytiques

réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal à k − 1 de cette fonction pour conclure à l’analyticité

de la fonction f . (cf. 2.1.1).

Nous donnons deux théorèmes disctincts qui généralisent au cas presque-complexe un théorème

dû à C. K. Han ([Han97]). Le premier concerne le cas où les structures presque complexes sont des

structures modèles et où les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont le bord d’un domaine modèle.

Le deuxième concerne le cas où les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont une petite perturbation

de l’hypersurface ∂H et la structure presque complexe d’arrivée vérifie la condition (*), structure

presque complexe plus générale qu’une structure modèle (cf. Définition 2.4.1 ).

Théorème 1. Soient (D, J) et (D′, J ′) deux domaines modèles dans Cn. Soient Γ = ∂D et Γ′ =
∂D′. Soient p ∈ Γ et U un voisinage de p dans Cn. Soit g : Γ ∩ U → Γ′ une application CR de
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classe C4. On suppose que g un difféomorphisme local en p. Alors g est uniquement déterminée par

son jet d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

Théorème 2. Soient Γ et Γ′ deux hypersurfaces dans Cn telles que Γ = {z ∈ Cn, ρ(z) = 0},

où ρ est une fonction analytique réelle telle que ρ(z) = Re(zn) + |z′|2 + o(|z|2) et Γ′ = {w ∈
Cn, ρ′(w) = 0}, où ρ′ est une fonction analytique réelle telle que ρ′(w) = Re(wn)+|w′|2+o(|w|2).
Soient J et J ′ deux structures presque complexes analytiques réelles sur Cn, avec J ′ une structure

vérifiant la condition (∗).
Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans Cn. Soit g : Γ ∩ U → Γ′ une application CR de classe

C4. On suppose que g est un difféomorphisme local en 0 et que g(0) = 0. Alors g est uniquement

déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

Nous en déduisons :

Corollaire 3. Soit Γ une hypersurface définie sur Cn par Γ = {w ∈ Cn, ρ(w) = 0}, où ρ est une

fonction analytique réelle telle que ρ(w) = Re(wn) + |w′|2 + o(|w|). Soit J une structure presque

complexe sur Cn vérifiant la condition (∗). Alors, le groupe des automorphismes CR de (Γ, J) est

de dimension finie et dimRAut(Γ, J) 6 (2n)3.

Remarquons que cette estimée sur la dimension n’est pas précise.

La preuve des Théorèmes 1 et 2 constitue un premier pas vers la démonstration d’un résultat

plus général concernant l’analyticité des applications CR entre deux hypersurfaces strictement

pseudoconvexes dans des variétés presque-complexes analytiques réelles.

3. Théorème de Poincaré-Alexander pour les domaines modèles.

Nous donnons dans le chapitre 3 une généralisation du théorème de Poincaré-Alexander pour

les domaines modèles.

Dans Cn, (n > 1), le Théorème de Poincaré-Alexander stipule que si U est une boule ouverte

de Cn vérifiant U ∩ ∂Bn 6= ∅ et si f : U ∩ Bn → Cn est une application non constante, de classe

C1 et holomorphe sur U ∩Bn, telle que f(U ∩ ∂Bn) ⊂ ∂Bn, où Bn désigne la boule unité dans Cn,

alors, f s’étend en un biholomorphisme de Bn.

Ce Théorème a été démontré par H. Alexander dans [Ale74] pour une application lisse, puis par

S. Pinčuk ([Pin75], [Pin77]) pour une application C1 dont le domaine d’arrivée est strictement

pseudoconvexe à frontière connexe et analytique réelle. (cf. aussi [Rud08], th 15.3.8). Pour d’autres

généralisations, nous mentionnons les travaux de W. Rudin ([Rud81]), D. Burns et G. Krantz

([BK94]).

Dans une variété complexe, tout domaine strictement pseudoconvexe homogène est équivalent,

à biholomorphisme près, à la boule unité. Ce n’est plus le cas dans une variété presque complexe :

tout domaine strictement pseudoconvexe homogène est équivalent à un domaine modèle. (cf.

[CGS05], [GS06],[GKK02], [Lee06], [Lee08], [BGL09]). Ainsi, il est naturel de chercher à

généraliser le Théorème de Poincaré-Alexander aux domaines modèles, ce qui est fait dans le

Théorème 4.

Théorème 4. Soit n un entier strictement supérieur à 1. Soit (D, J) un domaine modèle dans Cn.

Soit p ∈ ∂D. Soit U une boule ouverte dans Cn, centrée en p.
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Soit f : U → Cn une application de classe C4, pseudo-holomorphe sur U , telle que f(U ∩ ∂D) ⊂
∂D. Si f est un difféomorphisme local en p, alors, f s’étend en un automorphisme de (D, J).

Nous démontrons ce théorème en nous ramenant à des domaines du type (H, JB), où ∂H est

l’hypersurface définie par ∂H = {z ∈ Cn,Re(zn)+ |z′|2 = 0}, avec z′ = (z1, · · · , zn−1) et JB est

une structure presque complexe modèle définie à partie d’une matrice antisymétriqueB (cf. 1.3.1.).

L’hypersurface ∂H peut être munie d’une structure de groupe de Lie qui dépend de la structure

presque complexe JB (cf. 3.1.2.). Dans le cas standard, ce groupe est le groupe de Heisenberg.

A partir de l’application de départ F définie sur un ouvert U et vérifiant F (U ∩ ∂H) ⊂ ∂H,

nous construisons un automorphisme G de H, puis nous utilisons le Théorème 1 pour montrer que

les applications F et G coı̈ncident sur U .

Nous signalons le résultat récent obtenu par F. Bertrand et L. Blanc-Centi ([BBC12]) qui

démontrent que, étant donné deux structures presque complexes de classe C3, J et J ′ sur R2n+2,

deux hypersurfaces réelles de classe C4, Γ et Γ′, telles que l’hypersurface Γ est (J-)Lévi non

dégénérée en un point p, alors les germes en p des (J, J ′)-biholomorphismes f vérifiant f(Γ) ⊂ Γ′

sont uniquement déterminées par leur jet d’ordre 2 en p, dans le cas où la structures J est proche

de la structure standard en norme C1 en dimension réelle strictement supérieure à 4, et sans restric-

tion sur la structure en dimension réelle 4. Ce résultat ne peut pas être utilisé pour la démonstration

du Théorème 4 puisqu’il ne concerne, en dimension réelle quelconque, que les structures presque

complexes J qui sont de petites déformations de la structure standard.

Nous mentionnons aussi le résultat obtenu par D. Zaitsev ([Zai12]) qui stipule que si Γ et Γ′ sont

deux hypersurfaces lisses de même dimension, strictement non dégénérées, tout difféomorphisme

local CR lisse de Γ dans Γ′ est uniquement déterminé par ses jets d’ordre 2 en un point. La condition

“strictement non dégénérée“ est plus forte que “Lévi non dégénérée“ dans le cas non intégrable,

et plus faible que “strictement pseudoconvexe“. Nous pourrions donner une démonstration du

Théorème 4 qui utilise la version presque complexe du Théorème de Fefferman ([CGS08]) puis

le résultat de D. Zaitsev ([Zai12]). La démonstration de Coupet, Gaussier et Sukhov est basée

sur de nombreuses techniques telles que la régularité elliptique, les estimées de la métrique de

Kobayashi, les familles normales. Le résultat de Zaitsev s’appuie sur la généralisation au cadre

presque complexe de la partie formelle de la théorie des formes normales de Chern-Moser. Nous

proposons ici une démonstration directe, complète et élémentaire du point de vue des outils.

4. Ensembles d’unicité pour les applications J-quasiconformes.

Dans le chapitre 4, nous étudions les ensembles d’unicité pour les applications J-

quasiconformes. Un ensemble E inclus dans l’ensemble de définition U d’une fonction f est un

ensemble d’unicité pour cette fonction s’il suffit que f s’annule sur E pour que f s’annule sur

U tout entier. Pour étudier les ensembles d’unicités pour les applications J-quasiconforme, nous

utilisons les disques pseudo-holomorphes, qui permettent de se ramener à l’étude de fonctions qua-

siconformes définies sur des ouverts de C, pour lesquelles nous avons de bonnes représentations (cf.

Théorème 1.4.3).

Théorème 5. Soit (M,J) une variété presque complexe lisse de classe C∞et connexe par arcs.

Soit Ω un domaine relativement compact de M .

Soit f : Ω → C une fonction de classe C1, J-quasiconforme sur Ω.

- Si f s’annule sur un ouvert non vide U de Ω, alors f est identiquement nulle sur Ω.
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- Si f est continue sur Ω et si f s’annule sur E ⊂ ∂Ω une sous-variété totalement réelle, alors

f est identiquement nulle sur Ω.

La première partie du Théorème 5 est démontrée en utilisant le fait que, lorsque la structure

presque complexe est assez proche de la structure standard sur la boule unité, il est possible de

feuilleter la boule unité par une famille de disques pseudo-holomorphes stationnaires ( [CGS03]).

Nous démontrons que l’application f est nulle sur l’image de chaque disque pseudo-holomorphe

en utilisant la propriété de représentation des applications quasiconformes et le principe du pro-

longement analytique pour les fonctions holomorphes à une variable. Un argument de connexité est

nécessaire pour conclure.

De même, nous utilisons le feuilletage d’un ”wedge” le long d’une sous-variété totalement

réelle par des disques pseudo-holomorphes ([CGS05]) pour démontrer la deuxième partie du

Théorème 5. Nous démontrons que l’application f est nulle sur l’image de chaque disque

pseudo-holomorphe en utilisant la propriété de représentation des applications quasiconformes et le

principe du prolongement analytique pour les fonctions holomorphes à une variable. Pour conclure,

nous utilisons la première partie du théorème.

Après avoir donné un sens à la phrase ”avoir des limites nulles en tout point”, nous donnons une

démonstration du théorème d’unicité suivant, pour lequel nous n’avons plus besoin de continuité

jusqu’au bord. En revanche, nous devons supposer que l’application est bornée.

Théorème 6. Soit (M,J) une variété presque complexe lisse de classe C∞et connexe par arcs.

Soient Ω un domaine relativement compact de M et E ⊂ ∂Ω une sous-variété totalement réelle.

Soit f : Ω → C une fonction continue, de classe C1 et J-quasiconforme sur Ω.

Si f est bornée sur Ω et admet des limites nulles en tout point de E, alors f est identiquement nulle

sur Ω.

Le schéma de la preuve est similaire aux deux démonstrations précédentes. Nous feuilletons

un “wedge“ le long d’une sous-variété totalement réelle par des disques pseudo-holomorphes. Pour

démontrer que l’application f est nulle sur l’image de chaque disque pseudo-holomorphe, nous

utilisons la propriété de représentation des fonctions quasiconformes, ainsi que le Théorème de

Fatou pour les fonctions holomorphes à une variable, qui donne l’existence de limites radiales.
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Chapitre 1

Notions de base en géométrie presque

complexe

Le but de ce chapitre est de définir les notions de base en géométrie presque complexe ainsi

que d’énoncer les résultats essentiels dans ce domaine. Nous donnons aussi des lemmes techniques

nécessaires dans les prochains chapitres.

La première partie est consacrée aux définitions et résultats de base. La deuxième partie con-

cerne les disques pseudo holomorphes, disques stationnaires et disques attachés à une sous-variété.

En particulier, dans certains cas, (Propositions 1.2.2 et 1.2.5), il est possible de feuilleter un voisi-

nage d’un point par des disques pseudo-holomorphes. Dans la troisième partie, nous définissons

les structures modèles et donnons un aperçu de ces structures presque complexes de référence in-

troduites par H. Gaussier et A. Sukhov dans [GS06]. Enfin, la quatrième partie est consacrée aux

applications quasiconformes et à leurs propriétés analytiques.

∆ désigne le disque unité de C, ∆+ désigne l’intersection du disque unité de C avec le demi-

plan supérieur. B désigne la boule unité de Cn.

1.1 Variétés presque complexes

1.1.1 Définitions

Soit M une variété différentielle de dimension réelle 2n de classe C∞, et T (M) son espace

tangent. Une structure presque complexe J sur M est la donnée d’un isomorphisme de fibrés

vectoriels de classe C∞, J : T (M) → T (M) vérifiant J2 = −I . On appelle variété presque

complexe une variété différentielle M munie d’une structure presque complexe J .

Une variété complexe induit une structure presque complexe sur sa variété différentiable sous-

jacente : si zj = xj + iyj , j = 1 . . . n sont des coordonnées sur M , on définit sur M la structure

presque complexe standard, Jst par

Jst

(

∂

∂xj

)

=
∂

∂yj
et Jst

(

∂

∂yj

)

= − ∂

∂xj
, j = 1 . . . n.

Nous désignerons par J
(2)
st la structure presque complexe standard sur C. Une variété presque com-

plexe est nécessairement orientable. Localement, une variété presque complexe peut toujours être

vue comme une petite déformation de la structure standard :
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Lemme 1.1.1. ([CGS05]) Soit (M,J) une variété presque complexe. Pour tout p ∈M , tout λ0 > 0
et tout k ∈ N, il existe un voisinage U de p et un système de coordonnées z : U → B tel que z(p) =
0, dzp ◦Jp ◦dz−1

0 = Jst et tel que l’image de la structure J définie par z∗(J)z(q) = dzq ◦Jq ◦dz−1
q

vérifie ||z∗(J)− Jst||Ck(B) 6 λ0.

La norme ||.||Ck(B) est la norme usuelle.

1.1.2 Champs de vecteurs, formes différentielles, opérateurs ∂J et ∂J

Soit (M,J) une variété presque complexe. La structure presque complexe J s’étend au com-

plexifié de l’espace tangent TC(M), par J((a+ ib).v) = (a+ ib).J(v). La structure J vérifie, pour

tout z ∈ TC(M), J(Z) = J(Z̄), et on a toujours J2 = −I . Le complexifié de l’espace tangent se

décompose en somme directe des espaces propres associés aux valeurs propres +i et −i :

T (1,0)M = {Z ∈ TC(M) | J(Z) = iZ} = {X − iJ(X), X ∈ T (M)},
T (0,1)M = {Z ∈ TC(M) | J(Z) = −iZ} = {X + iJ(X), X ∈ T (M)}.

On appellera champ de vecteurs de type (1, 0) un élément de T (1,0)M et champ de vecteurs de type

(0, 1) un élément de T (0,1)M .

Soit T ∗M l’espace des 1-formes différentielles réelles surM (fibré cotangent), et soit T ∗
C
(M) =

C⊗T ∗M l’espace des 1-formes différentielles complexes sur M . On définit les espaces des formes

de bidegré (1, 0) et (0, 1) :

T ∗
(1,0)M = {w ∈ T ∗

C
(M) | ∀Z ∈ T (0,1)M, w(Z) = 0},

T ∗
(0,1)M = {w ∈ T ∗

C
(M) | ∀Z ∈ T (1,0)M, w(Z) = 0}.

Soit w une application différentiable de M dans C. On notera ∂Jw la composante de degré (1, 0)
de la différentielle extérieure dw de w, et ∂̄Jw sa composante de degré (0, 1).

S. Ishihara et K. Yano ont démontré que le fibré cotangent d’une variété presque complexe

peut être muni d’une structure presque complexe naturelle J, le relevé canonique (cf. [IY73]). Ses

principales propriétés sont données dans la proposition suivante ([SS07], [PS10]).

Proposition 1.1.2. Pour toute variété presque complexe (M,J), il existe une structure presque

complexe J sur le fibré cotangent T ∗M vérifiant les propriétés suivantes :

1. La projection π : T ∗M →M est (J, J)-holomorphe,

2. Pour tout (J, J ′)-biholomorphisme f : M → N entre deux variétés presque complexes

(M,J) et (N, J ′), le relevé ĥ : T ∗N → T ∗M de l’application f est (J′, J)-holomorphe,

3. Si la structure J est intégrable, la structure J coı̈ncide avec la structure complexe naturelle

sur T ∗M ,

4. Pour tout système de coordonnées (x1, . . . , x2n, p1, . . . , p2n) : π−1(U) ⊂ T ∗M → R4n,

si J i
j désigne les composantes de J dans le système de coordonnées (x1, . . . , x2n) (J =

J i
j

∂

∂xi
⊗ dxj), et J i

j,l =
∂J i

j

∂xl
, on a :

J = Ja
i dx

i ⊗ ∂

∂xa
+ Ja

i dpa ⊗
∂

∂pi

+
1

2
pa

(

−Ja
i,j + Ja

j,i + Ja
l

(

J l
i,mJ

m
j − J l

j,mJ
m
i

))

dxi ⊗ ∂

∂pi
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Le relevé canonique d’une structure presque-complexe est utilisé dans la définition des disques

stationnaires (Définition 1.2.3). Il existe d’autres structures presques complexes sur le fibré cotan-

gent, citons le relevé complet ([Sat65]), le relevé horizontal ([IY73]) ainsi que le relevé horizontal

généralisé, qui contient les deux précedents ([Ber07]).

1.1.3 Intégrabilité

Une structure presque complexe J sur une variété M est dite intégrable lorsque (M,J) est une

variété complexe. Le terme ’formellement intégrable’ a été introduit afin de donner une condition

nécessaire pour qu’une structure presque complexe provienne d’une structure complexe. Une struc-

ture presque complexe est dite formellement intégrable lorsque le tenseur de Nijenhuis est nul. Le

tenseur de Nijenhuis, N , est défini par

N : T (M)× T (M) → T (M)

(X,Y ) 7→ [X,Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ].

Le tenseur de Nijenhuis d’une variété complexe M est nul. Deux conditions équivalentes pour

l’annulation du tenseur de Nijenhuis d’une structure presque complexe sont :

1. Si X,Y ∈ T (0,1)M , alors [X,Y ] ∈ T (0,1)M ,

2. d = ∂J + ∂̄J ,

Newlander et Nirenberg ([NN57]) ont montré en 1957 qu’une structure presque complexe

formellement intégrable est intégrable lorsque J est de classe C2n et M de classe C2n+1. Nijenhuis

et Woolf ([NW63]) améliorent la régularité (J et M de classe C1+α) en 1963.

En particulier, pour n = 1, le tenseur de Niejnhuis est toujours nul : toute variété presque

complexe est intégrable.

1.1.4 Stricte pseudoconvexité

Soit (M,J) une variété presque complexe. Si ϕ est une 1-forme sur M , alors J⋆ϕ est la forme

définie sur l’espace tangent de M par, (J⋆ϕ)X = ϕ(JX), pour X ∈ TM . Le crochet de Lie de

deux champs de vecteurs X et Y est le champ de vecteurs [X,Y ] tel que pour toute fonction f de

classe C∞ sur M , on ait : [X,Y ]f = X(Y f)− Y (Xf). Soit Γ une hypersurface réelle lisse de M
définie par Γ = {r = 0}, où r est de classe C2. Soit p ∈ Γ. Le fibré tangent J-holomorphe de Γ est

défini par HJ
p Γ = TpΓ ∩ JTpΓ. C’est sur cet espace qu’est définie la forme de Lévi :

Définition 1.1.1. 1. La forme de Lévi de Γ en p est l’application définie surHJ
p Γ par LJ

Γ(Xp) =

J⋆dr[X, JX]p, où X est un champ de vecteurs de HJ
p Γ tel que X(p) = Xp. (La définition

ne dépend pas du choix d’un tel X).

2. L’hypersurface Γ est dite strictement J-pseudoconvexe en p si, pour tout champ de vecteurs

non nul Xp de HJ
p Γ, LJ

Γ(Xp) > 0. L’hypersurface Γ est dite strictement J-pseudoconvexe si

elle l’est en tout point.

Comme dans les variétés complexes, un domaine D relativement compact à bord de classe C3

dans M , avec M qui admet une fonction strictement plurisousharmonique, est strictement pseudo-

convexe si et seulement si D admet une fonction d’exhaustion bornée et strictement plurisoushar-

monique. (cf. [DS08] Th 5.4)
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1.1.5 Applications CR

Soit (M,J) une variété presque complexe. Soit Γ une sous-variété de (M,J). Nous noterons

TCΓ le complexifié de l’espace tangent de Γ : TCΓ = C ⊗ TΓ. On définit l’espace tangent J-

holomorphe de Γ par H1,0Γ = {Z ∈ TCΓ, JZ = iZ}.

Il intervient dans la définition d’une application CR entre deux variétés presque complexes :

Définition 1.1.2. Soient (M,J) et (M ′, J ′) deux variétés presque complexes. Soient Γ et Γ′ deux

sous-variétés de M et M ′. Une application C1, f : Γ → Γ′ est dite CR si f⋆{H1,0Γ} ⊂ H1,0Γ′.

Remarque 1.1.1. Ainsi, si f : (M,J) 7→ (M ′, J ′) est une bijection pseudo-holomorphe et Γ une

sous-variété de M , alors l’application f̃ = f|Γ définie sur Γ et à valeurs dans f(Γ) = Γ′ est CR.

De même, si Ω et Ω′ sont des ouverts de M et M ′, tels que Γ ∩ Ω est non vide, et f : (Ω, J) 7→
(Ω′, J ′) est une bijection pseudo-holomorphe, alors l’application f̃ = f|Γ∩Ω définie sur Γ ∩ Ω et à

valeurs dans f(Γ ∩ Ω) est CR.

1.2 Applications pseudo-holomorphes, disques pseudo-holomorphes

Définition 1.2.1. Soient (M,J) et (M ′, J ′) deux variétés presque complexes. Une application f :
M →M ′ de classe C1 est dite (J, J ′)-holomorphe, ou pseudo-holomorphe, si

∀z ∈M, dfz ◦ Jz = J ′
f(z) ◦ dfz.(1.1)

Si (M ′, J ′) = (Cn, Jst), f est dite J-holomorphe.

On note Aut(M,J) le groupe des automorphismes pseudo-holomorphes de M . Lorsque l’action

de Aut(M,J) sur M est transitive, on dit que (M,J) est homogène.

Lorsque (M,J) = (∆, J
(2)
st ), on dit que f est un disque J-holomorphe, ou disque pseudo-

holomorphe. Un disque pseudo-holomorphe est dit centré en p ∈M si f(0) = p.

Les disques pseudo-holomorphes, introduits dans le cas intégrable notamment par E. Bishop

([Bis65]), fournissent un outil qui se transpose bien au cadre presque complexe. En utilisant le

fait que Jst

(

∂

∂x

)

=
∂

∂y
, nous pouvons écrire l’équation de J-holomorphie (1.1) pour un disque

pseudo-holomorphe sous la forme

∂f

∂y
= J(f)

∂f

∂x
.

En notant ζ = x+ iy ∈ C, nous obtenons,

∂f

∂ζ
+QJ(f)

∂f

∂ζ
= 0, avec QJ = (J + Jst)

−1(Jst − J).(1.2)

Le système d’équations (1.1) étant généralement surdéterminé, il n’existe pas génériquement d’ap-

plications (J, J ′)-holomorphes. En revanche, d’après les travaux de Nijenhuis et Woolf ([NW63]),

nous savons qu’il existe toujours localement des disques holomorphes avec une dérivée prescrite en

un point. Une généralisation de ce résultat est donnée par Ivashkovich et Rosay :
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Proposition 1.2.1. ([IR04]) Soient k ∈ N, k > 1 et 0 < α < 1. Soit J une structure presque

complexe de classe Ck−1,α définie sur un voisinage de 0 dans R2n. Pour tout p ∈ R2n assez proche

de 0, et tout vecteur V = (v1, . . . , vk) ∈ (R2n)k assez petit, il existe un disque J-holomorphe up,V

de classe Ck,α à valeurs dans R2n tel que up,V (0) = p et
∂up,V
∂xl

(0) = vl, pour l = 1, . . . , k. Si la

structure J est de classe Ck,α, les disques up,V peuvent être choisis avec une dépendance C1 en les

paramètres (p, V ) ∈ R2n × (R2n)k.

La régularité des disques pseudo-holomorphes provient de la régularité de la structure J
([NW63], [Sik94]). Si J est de classe Cα, (0 < α < 1), alors un disque pseudo-holomorphe est

de classe C1,α.

1.2.1 Disques pseudo-holomorphes attachés à une sous-variété totalement réelle

Soit E une sous-variété réelle lisse de M . On note HJE = TE ∩ JTE l’espace tangent J-

holomorphe de E. Nous définissons maintenant les sous-variétés totalement réelles.

Définition 1.2.2. Une sous-variété réelle lisse de M , E est dite totalement réelle si HJE = {0}.

Un disque pseudo-holomorphe ϕ : ∆ → M , continu sur ∆ est dit attaché à la sous-variété totale-

ment réelle E si ϕ(∂∆+) ⊂ E.

Soit Ω un domaine dans (M,J) et E ⊂ Ω une sous-variété lisse de dimension n définie comme

l’ensemble des zéros des fonctions rj , 1 6 j 6 n, avec ∂Jr1 ∧ . . . ∧ ∂Jrn 6= 0 sur Ω.

Soit W (Ω, E) = {z ∈ Ω, rj(z) < 0, j = 1, . . . , n}.

Pour δ > 0, soit Wδ(Ω, E) = {z ∈ Ω, rj(z) − δ
∑

k 6=j rk(z) < 0, 1 6 j 6 n}. La proposition

suivante indique que l’on peut, au voisinage d’un point, feuilleter un wedge par des disques pseudo-

holomorphes attachés à la sous-variété.

Proposition 1.2.2. ([CGS05]) Pour tout δ > 0, il existe une famille de disques pseudo-holomorphes

h(τ, t) = ht(τ) dépendant de façon lisse du paramètre t ∈ R2n vérifiant ht(∂∆
+) ⊂ E, ht(∆) ⊂

W (Ω, E), Wδ(Ω, E) ⊂ ∪tht(∆) et C1(1 − |τ |) 6 dist(ht(τ), E) 6 C2(1 − |τ |) pour tous t, τ ∈
∆+, avec des constantes C1 et C2 strictement positives et indépendantes de t.

Les disques pseudo-holomorphes attachés à une sous-variété totalement réelle admettent de

bonnes propriétés de régularité au bord, déjà étudiées dans le cadre des variétés complexes

([CCS99]). Dans une variété presque complexe, la régularité au bord d’un disque pseudo-

holomorphe dépend essentiellement de la régularité de la sous-variété et de celle de la structure

presque complexe (cf. [CGS05], [GS06] pour des résultats de régularité C∞, [BC08b] pour un

résultat de régularité Cr dans la cas d’une sous-variété totalement réelle maximale, [IS02] pour

un principe de réflexion, [IS10] pour un principe de réflexion lorsque la structure presque complexe

et la sous-variété totalement réelle sont analytiques réelles).

Ces propriétés de régularité au bord ont des conséquences intéressantes, notamment pour

démontrer la régularité au bord d’applications pseudo-holomorphes (cf. [BC08b] pour une appli-

cation définie sur un wedge, [BC08a] pour une application propre entre deux domaines strictement

pseudoconvexes), ou bien pour démontrer un théorème de compacité de Gromov pour les disques

pseudo-holomorphes ([IS02]).

Nous mentionnons enfin une série de travaux consacrés aux disques pseudo-holomorphes (on

parle de disques de Bishop) attachés à une sous-variété dont on ne suppose pas qu’elle est totalement

réelle. [KS05] [ST08a] [ST08b]
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1.2.2 Disques stationnaires

Les disques stationnaires ont été étudiés dans Cn par L. Lempert qui a démontré dans [Lem81]

qu’ils coı̈ncident avec les disques extrémaux pour la métrique de Kobayashi dans les domaines

strictement convexes. A. Tumanov a donné dans [Tum01] une définition géométrique qui a été

généralisée au cadre presque complexe dans [CGS03] (Définition 1.2.3).

Soit N une sous-variété réelle, lisse et générique (ie. ∀x ∈ N, TxN + iTxN = TxM ) dans une

variété presque complexe (M,J). Le fibré conormal Σ(N) de N est le sous-fibré de T ∗
(1,0)M

défini, pour z ∈ N , par

Σz(N) = {ψ ∈ T ∗
(1,0)zM, Re(ψ)

|T
(1,0)
z N

= 0}.

On note π la projection canonique de Σ(N) sur N . Rappellons que le fibré cotangent admet une

structure presque complexe J, le relevé canonique de J , défini dans la Proposition 1.1.2.

Proposition 1.2.3. [Spi06] Soit Γ une hypersurface strictement pseudoconvexe dans une variété

presque complexe (M,J). Alors Σ(N)r {0} est une sous-variété totalement réelle de (T ∗M, J).

Cette proposition généralise le résultat obtenu par A. Tumanov dans Cn ([Tum01]). Noter que

l’on trouve une preuve différente de la Proposition 1.2.3 dans [CGS08].

Définition 1.2.3. Soit D un domaine à bord lisse borné dans Cn. Soit Γ = ∂D. Une application

continue f : ∆r{0} → D, non nulle, pseudo-holomorphe sur ∆r{0} est dite disque stationnaire

pour D (ou pour Γ) s’il existe une application pseudo-holomorphe f̂ : ∆r {0} → T ∗
(1,0)C

n, dite

relevé de f au fibré conormal de Γ, vérifiant :

– π ◦ f̂ = f ,

– ζ 7→ ζf̂(ζ) est (Jst, J)-holomorphe sur ∆,

– f̂(ζ) ∈ Σf(ζ)(Γ) pour tout ζ ∈ ∂∆.

S’il existe de nombreux disques J-holomorphes attachés au bord d’un domaine borné lisse

strictement pseudoconvexe D, il existe naturellement beaucoup moins de disques stationnaires pour

D. Ainsi, on a ([SS07])

Proposition 1.2.4. Soit D une domaine borné lisse strictement pseudoconvexe dans une variété

presque complexe (M,J). Alors, il existe un voisinage U de la frontière Γ = ∂D tel que pour tout

q ∈ U ∩ D et tout vecteur v dans un certain voisinage ouvert d’un sous espace Vq de TqM de

codimension 1, il existe un unique disque stationnaire f : ∆ → U ∩ D, lisse sur ∆, vérifiant

f(0) = q, f(∂∆) ⊂ Γ, et
∂f

∂x
(0) ∈ Rv.

De plus, il est toujours possible, lorsque la structure presque complexe est assez proche de la

structure standard sur la boule unité, de feuilleter la boule unité par une famille de disques pseudo-

holomorphes stationnaires :

Proposition 1.2.5. ([CGS03]) Il existe λ0 << 1 tel que si J est une structure presque complexe

définie au voisinage de la boule unité B vérifiant ||Jst − J ||C2(B) < λ0, alors la boule unité est

feuilletée par des disques J-holomorphes stationnaires.

La Proposition 1.2.5 sera utilisée dans le chapitre 4, pour démontrer que les ouverts non vides

constituent des ensembles d’unicité pour les applications J-quasiconformes.
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Pour d’autres constructions de feuilletages par des disques stationnaires, voir [PS10]. Les dis-

ques stationnaires permettent en particulier la construction de l’application de Riemann ([Lem81],

[CGS03] dans le cas presque complexe) et constituent une technique prometteuse, utilisée par ex-

emple par F. Bertrand et L. Blanc-Centi dans [BBC12].

Nous signalons enfin que, contrairement au cas intégrable, il existe des disques extrémaux qui ne

sont pas stationnaires. Un contre-exemple est donné dans [GJ10], ainsi qu’une condition suffisante

pour qu’un disque extrémal f soit stationnaire, lorsque la structure presque complexe est proche (en

norme Cα) de la structure standard sur f(∆).

1.3 Structures modèles

Les structures modèles, introduites dans [CGS05] et étudiées dans [GS06], jouent un rôle de

référence dans l’étude des propriétés des domaines strictement pseudoconvexes. Elles apparaissent

naturellement comme limite d’un processus de dilatation anisotrope des coordonnées, inspiré de

la technique des dilatations introduite par Pinchuk ([Pin91]) dans le cadre complexe. (cf. Lemme

2.5.1).

Définition 1.3.1. - Une structure presque complexe J sur Cn est dite structure modèle si J(z) =
Jst + L(z), où L est une matrice L = (Lj,k)16j,k62n telle que

Lj,k = 0 si 1 6 j 6 2n− 2, 1 6 k 6 2n

Lj,k =
n−1
∑

l=1

(aj,kl zl + aj,kl zl), a
j,k
l ∈ C, si j = 2n− 1, 2n et k = 1, . . . , 2n− 2.

La complexification JC d’une structure modèle s’écrit comme une matrice complexe 2n× 2n

JC =





















i 0 0 0 . . . 0 0
0 −i 0 0 . . . 0 0
0 0 i 0 . . . 0 0
0 0 0 −i . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 L̃2n−1,2(z, z) 0 L̃2n−1,4(z, z) . . . i 0

L̃2n,1(z, z) 0 L̃2n,3(z, z) 0 . . . 0 −i





















avec L̃2n,2i−1(z, z) =
∑n−1

l=1 (α
i
lzl + βilzl), où αi

l, β
i
l ∈ C et L̃2n,2i−1 = L̃2n−1,2i.

- Une structure modèle est dite simple lorsque αi
l = 0 pour tous i, l = 1, . . . , n− 1.

- Soit J est une structure modèle sur Cn, et D = {z ∈ Cn, Re(zn) + P (z′, z′) < 0}, où P est un

polynôme homogène du second degré sur Cn−1 à valeurs réelles. Le couple (D, J) est dit domaine

modèle si D est strictement J-pseudoconvexe au voisinage de l’origine.

Remarquons qu’une structure modèle est nécessairement analytique réelle.

Une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité des structures modèles est donnée dans

[GS06].

Proposition 1.3.1. Une structure modèle J est intégrable si et seulement si les L̃2n−1,j vérifient les

relations de compatibilité suivantes, pour 1 ≤ j, k ≤ n− 1 :

∂L̃2n−1,2k

∂zj
=
∂L̃2n−1,2j

∂zk
(1.3)
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Il existe alors un difféomorphisme global de R2n qui est (J, Jst)-holomorphe.

Nous remarquons que dans C2, la condition (1.3) est toujours vérifiée, donc que toutes les struc-

tures modèles sont intégrables.

On dit qu’un domaine D admet une orbite d’automorphismes s’accumulant en un point q de sa

frontière lorsqu’il existe une suite (ϕn)n∈N de Aut(D, J) et un point p de D telle que ϕn(p) tend

vers q lorsque n tend vers l’infini. Dans une variété complexe, un domaine strictement pseudocon-

vexe qui admet une orbite d’accumulation s’accumulant en un point de stricte pseudoconvexité de

sa frontière est biholomorphe à la boule unité ([GKK02]). Ce résultat fait défaut dans une variété

presque complexe, d’après la proposition suivante.

Proposition 1.3.2. [Lee06],[Lee08]

1. Soit (M,J) une variété presque complexe telle que la structure presque complexe J est de classe

C1,α. Soit D un domaine de M qui admet une orbite d’automorphismes s’accumulant en un point

de stricte J-pseudoconvexité de sa frontière. Alors, (D, J) est biholomorphe à un domaine modèle.

2. Soit (M,J) une variété presque complexe telle que la structure presque complexe J est de classe

C1,α. Soit D un domaine de M , strictement J-pseudoconvexe et homogène. Alors, (D, J) est bi-

holomorphe à un domaine modèle.

Les domaines modèles (que H. K. Lee appelle ’Pseudo-Siegel domains’) constituent ainsi des

domaines de référence pour les domaines qui admettent une orbite d’automorphismes s’accumulant

en un point de stricte J-pseudoconvexité de leur frontière, et par conséquent, pour les domaines

strictement J-pseudoconvexes homogènes.

Remarque 1.3.1. H. K. Lee a classifié de façon plus précise les domaines strictement J-

pseudoconvexes et homogènes dans [Lee08] (Th. A). Nous donnerons plus de détails au Chapitre

3.

Les domaines modèles ont aussi permis de démontrer que le Théorème de Wong-Rosay, qui

stipule que dans une variété complexe, à biholomorphisme près, le seul domaine strictement pseudo-

convexe à groupe d’automorphisme non compact est la boule unité ([Won77], [Ros79], [GKK02]),

est toujours vérifié pour un domaine relativement compact dans une variété presque complexe

([BGL09], Th 1.1), mais n’est plus vérifié pour les domaines modèles de la forme (H, JB), avec

JB non intégrable puisqu’il n’existe pas de biholomorphisme entre un domaine modèle de la forme

(H, JB) non intégrable et un domaine strictement pseudoconvexe relativement compact. ([BGL09],

Th 3.7).

Les structures modèles ont notamment été utilisées par Gaussier et Sukhov ([GS06]) pour

démontrer la version presque complexe du Théorème de Fefferman : un difféomorphisme lisse en-

tre deux domaines D et D′ lisses et relativement compacts dans des variétés réelles s’étend en un

difféomorphisme lisse à la frontière à condition que D admette une structure presque-complexe

lisse sur D telle que (D, J) soit strictement pseudoconvexe et que la structure f⋆(J) admette une

extension lisse sur D′ avec (D′, f⋆(J)) strictement pseudoconvexe.
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1.3.1 Structure modèle définie par une matrice antisymétrique

Pour une matrice complexe antisymétrique B = (bj,k)j,k=1,...,n−1, on définit une structure

presque complexe modèle simple, JB , par sa complexification JB
C

:

JB
C

(

∂

∂zj

)

= i
∂

∂zj
+

n−1
∑

k=1

bj,kzk
∂

∂zn
,

JB
C

(

∂

∂zj

)

= −i ∂
∂zj

+

n−1
∑

k=1

bj,kzk
∂

∂zn
, pour j = 1, . . . , n− 1, et

JB
C

(

∂

∂zn

)

= i
∂

∂zn
,

JB
C

(

∂

∂zn

)

= −i ∂
∂zn

.

Soit ∂H l’hypersurface définie par ∂H = {z ∈ Cn,Re(zn) + |z′|2 = 0}, où z′ = (z1, · · · , zn−1).
En utilisant les résultats des Théorèmes 3.4, 5.2, et 5.3 de [Lee08], nous obtenons :

Proposition 1.3.3. Soit (D, J) un domaine modèle dans Cn. Alors, il existe une matrice anti-

symétrique B telle que (D, J) est biholomorphe à (H, JB). De plus, le biholomorphisme construit

est un biholomorphisme global de Cn.

1.4 Homéomorphismes et fonctions quasiconformes

Nous donnons ici la définition analytique d’un homéomorphisme quasiconforme. Se reporter à

[LV73] pour la définition géométrique. La notion d’absolue continuité est nécessaire pour définir

les homéomorphismes et les fonctions quasiconformes.

Définition 1.4.1. - Soit I un intervalle de R. Une fonction g de I dans C est absolument continue

sur I si, pour tout ǫ > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute suite finie d’intervalles disjoints [ak, bk]
inclus dans I ,

∑

k(bk − ak) < δ ⇒
∑

k |g(bk)− g(ak)| < ǫ.
- Soit U un domaine de C. Une fonction f de U dans C est absolument continue sur les lignes sur

U si, pour chaque rectangle R = {x+ iy, a < x < b, c < y < d} tel que R ⊂ U , pour preque tout

y ∈ [c, d], la fonction définie sur l’intervalle [a, b] par fy(x) = f(x+ iy) est absolument continue

et pour preque tout x ∈ [a, b], la fonction définie sur l’intervalle [c, d] par fx(y) = f(x + iy) est

absolument continue.

Rappellons qu’une fonction absolument continue sur un intervalle I est dérivable presque

partout sur cet intervalle. Une fonction absolument continue sur les lignes sur un domaine U de

C admet des dérivées partielles finies presque partout sur U .

Définition 1.4.2. Un homéomorphisme f de U préservant l’orientation est dit K-quasiconforme

sur U si :

- f est absolument continu sur les lignes sur U .

- Pour presque tout z ∈ U , |fz(z)| 6
K − 1

K + 1
|fz(z)|.

Un homéomorphisme f de U préservant l’orientation est dit quasiconforme sur U si f est K-

quasiconforme pour un certain K.
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Remarque 1.4.1. On peut montrer qu’un homéomorphisme défini sur un ouvert de C qui admet des

dérivées partielles finies presque partout est presque partout différentiable. C’est donc le cas pour

un homéomorphisme quasiconforme.

On peut aussi démontrer qu’un homéomorphisme quasiconforme f , sur un domaine U de C

vérifie fz(z) 6= 0 presque partout sur U . On peut alors définir la dilatation complexe de f presque

partout sur U par χ(z) =
fz(z)

fz(z)
. Nous pouvons maintenant énoncer le théorème d’existence des

homéomorphismes ayant une dilatation complexe donnée.

Théorème 1.4.1. Soit U un domaine de C et χ une application mesurable de U dans C telle que

supz∈U |χ(z)| < 1. Alors, il existe un homéomorphisme quasiconforme sur U dont la dilatation

complexe coı̈ncide avec χ presque partout sur U .

Nous définissons maintenant la notion de fonction quasiconforme (ou fonction quasirégulière)

pour une fonction qui n’est pas nécessairement un homéomorphisme.

Définition 1.4.3. Une fonction f définie sur U et à valeurs dans C est dite K-quasiconforme

s’il existe un homéomorphisme K-quasiconforme w de U dans U ′ = w(U) et une fonction ϕ
holomorphe non constante sur U ′ tels que

f = ϕ ◦ w.(1.4)

Une fonction f définie sur U et à valeurs dans C est dite quasiconforme si f est K-quasiconforme

pour un certain K.

Soit χ une fonction mesurable sur U . On considère l’équation de Beltrami

∂f

∂z
= χ

∂f

∂z
(1.5)

Définition 1.4.4. Une fonction f définie sur U , est une Lq solution généralisée de l’équation de

Beltrami (1.5) sur U si

- f est absolument continue sur les lignes sur U ,

- les dérivées partielles de f , définies presque partout, appartiennent à Lq(G), pour tout compact

G de U ,

- f vérifie l’équation de Beltrami (1.5) presque partout sur U .

Le théorème suivant ([LV73]) donne une condition suffisante pour qu’une fonction soit quasi-

conforme. Le réel q(K) qui apparaı̂t croı̂t de 1 vers 2 lorsque K croı̂t de 1 vers +∞. On peut se

référer à [LV73] pour plus de détails.

Théorème 1.4.2. Si |χ(z)| 6 K − 1

K + 1
et si f une Lq solution généralisée de l’équation de Beltrami

(1.5) sur U , avec q > q(K), alors f est une fonction K-quasiconforme sur U .

Remarque 1.4.2. Une fonction quasiconforme vérifie la conclusion du Théorème 1.4.2 pour q = 2.

Le Théorème 1.4.2 constitue donc une caractérisation des fonctions quasiconformes.
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Remarque 1.4.3. L’existence de l’homéomorphisme quasiconforme w dans le Théorème 1.4.2 est

donnée par le Théorème d’existence 1.4.1. La preuve de ce Théorème d’existence montre en fait que

w est la restriction à U d’un homéomorphisme quasiconforme défini sur C. Puisque le Théorème

1.4.2 est une caractérisation des fonctions quasiconformes, nous pourrons toujours supposer, quitte

à prendre une autre décomposition, que dans la décomposition d’une fonction quasiconforme sous

la forme ϕ ◦w, l’homéomorphisme quasiconforme w est la restriction d’un homéomorphisme qua-

siconforme défini sur C.

Nous donnons maintenant deux nouvelles conditions suffisantes, plus utilisables en pratique,

qui assurent qu’une fonction est quasiconforme.

Corollaire 1.4.3. - Si |χ(z)| 6 q0 < 1 et si f une fonction absolument continue sur les lignes

sur U qui vérifie l’équation de Beltrami (1.5) presque partout sur U et dont les dérivées partielles

appartiennent à Lp(U) pour un certain p > 2, alors f est une fonction quasiconforme.

- Si |χ(z)| 6 q0 < 1 et si f une fonction de classe C1 sur U qui vérifie l’équation de Beltrami (1.5)

sur U , alors f est une fonction quasiconforme.



30 CHAPITRE 1: NOTIONS DE BASE EN GÉOMÉTRIE PRESQUE COMPLEXE



Chapitre 2

Analyticité des applications CR

Nous démontrons dans ce chapitre le Théorème 1. L’idée clé est l’utilisation de la théorie des

systèmes complets, qui permet, d’une part, de conclure qu’une application vérifiant un système

complet d’ordre k est uniquement déterminé par son jet d’ordre k en 0, et d’autre part, de conclure

à l’analyticité des applications vérifiant un tel système, lorsque ce système est analytique réel.

Afin de démontrer que notre application vérifie un tel système complet, nous utilisons la technique

de prolongation des systèmes d’équations au dérivées partielles : il s’agit de dériver le système

d’équations aux dérivées partiellles inital autant de fois que nécessaire pour pouvoir “l’inverser”

et obtenir ainsi un système complet. Notre méthode se base sur celle donnée par C. K. Han dans

[Han97].

Le chapitre est organisé comme suit : dans la première partie nous donnons la définition

de systèmes complets et leur lien avec l’analyticité des applications. Nous étudions aussi

l’espace tangent J-holomorphe H1,0
Jmod

∂H dans le cas où l’hypersurface ∂H définie par

∂H = {z ∈ Cn,Re(zn) + |z′|2 = 0}, où z′ = (z1, · · · , zn−1).

La deuxième partie est consacrée à la démonstration du Théorème 1 dans le cas particulier

d’une application f définie et à valeurs dans l’hypersurface ∂H, et lorsque les structures presque

complexes sont des structures modèles. Nous établissons dans le premier paragraphe le système

d’équations de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par l’application f . Le deuxième para-

graphe, très calculatoire, est consacré à la démonstration d’une proposition clé : la proposition

2.2.1. Il s’agit d’exprimer certaines dérivées de la fonction f comme des fonctions analytiques

réelles d’autres dérivées de la fonction f . A l’aide de ce résultat, nous parvenons, dans le troisième

paragraphe, à expliciter un système complet vérifié par la fonction f et ainsi terminer la preuve.

Les équations de Cauchy-Riemann tangentielles sont très proches des équations dans le cas

complexe. La prolongation du système CR afin d’obtenir un système complet est essentiellement

une adaptation de celle réalisée par Han dans [Han97].

La troisième partie contient la démonstration générale du Théorème 1, pour les structures

modèles. Nous nous ramenons au cas traité dans la première partie d’une application f définie et

à valeurs dans l’hypersurface ∂H, et lorsque les structures presque complexes sont des structures

modèles.

La quatrième partie contient la démonstration du Théorème 2, qui est une généralisation du
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Théorème 2.2.1. Les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont une petite perturbation de l’hy-

persurface ∂H et la structure presque complexe est plus générale qu’une structure modèle. Nous

définissons dans le premier paragraphe les structures presque complexes vérifiant la condition (∗).
Dans le deuxième paragraphe, nous étudions l’espace tangent J-holomorphe H1,0

J Γ, pour une hy-

persurface Γ définie par Γ = {z ∈ Cn, ρ(z) = 0}, où ρ est une fonction analytique réelle telle que

ρ(z) = Re(zn)+ |z′|2+o(|z|2), et pour J une structure presque complexe vérifiant la condition (*).

Dans le troisième paragraphe, nous montrons que le système d’équations de Cauchy-Riemann tan-

gentielles vérifiées par la fonction g permet d’appliquer la même méthode que dans la démonstration

de la deuxième partie pour obtenir l’analyticité de la fonction g. Nous donnons dans le quatrième

paragraphe une interprétation géométrique pour les structures presque complexes vérifiant la con-

dition (∗). Les structures presques complexes vérifiant la condition (∗) sont particulières puisque le

défaut d’intégrabilité de T 1,0
J Cn est porté par une seule direction. Les structures vérifiant la condi-

tion (∗) constituent une généralisation des structures modèles. Dans le cas de la dimension réelle 4,

la seule structure modèle est la structure standard. En revanche, la matrice complexe représentant

une structure presque complexe vérifiant la condition (∗) est de la forme suivante :

JC =









i 0 0 0
0 −i 0 0
a b i+ c d

b a d −i+ c









.

Il existe donc des structures non standard qui vérifient la condition (∗). Il est toujours possible, en

dimension réelle 4, d’obtenir une forme “normale“ pour une structure presque-complexe ([Sik94]).

La matrice complexe d’une telle structure est une matrice diagonale par blocs :

JC =

(

J1(z) 0
0 J2(z)

)

.

Nous verrons que, même en dimension 2, il n’est pas toujours possible d’obtenir, après un

difféomorphisme local, une structure presque complexe vérifiant la condition (∗).

Les deux résultats obtenus, Théorème 2 et Théorème 1 sont différents, puisque pour le

Théorème 2, les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont une petite perturbation de l’hypersurface

∂H et la structure presque complexe est plus générale qu’une structure modèle, et pour le Théorème

1, les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont le bord d’un domaine modèle, et la structure presque

complexe est une structure modèle.

Enfin, la cinquième partie contient un résultat de convergence des applications dilatées, util-

isant la technique de dilatation anisotrope des coordonnées. Ce résultat n’a pas permis d’obtenir le

théorème général recherché sur l’analyticité des applications CR, mais il mérite tout de même d’être

mentionné.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Systèmes complets

La théorie des systèmes complets permet de conclure à l’analyticité des applications vérifiant

un tel système. Dans ce paragraphe, nous définissons les systèmes complets. Nous utilisons les

notations et nous rappellons les résultats de [Han08].
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Soient U et V des ouverts de Rm et Rn. Soit f = (f1, . . . , fn) : U → V une appli-

cation de classe Ck, vérifiant un système d’équations différentielles d’ordre q (q ≤ k), pour

x = (x1, . . . , xm) ∈ U :

∆p(x,D
βf, |β| ≤ q) = 0, p = 1, . . . , l,(2.1)

où les applications ∆p sont lisses.

Définition 2.1.1. On dit que f vérifie un système complet d’ordre k lorsque toutes les dérivées

partielles de fj , j = 1, . . . , n, d’ordre k peuvent être exprimées comme des fonctions lisses des

derivées de f1, . . . , fn d’ordre strictement inférieur à k :

Pour tout j = 1, . . . , n, pour tout multi-indice α tel que |α| = k, il existe Hα
j lisse telle que :

(2.2) Dαfj = Hα
j (D

βf, |β| < k)

D’après [Han08], nous avons :

Proposition 2.1.1. Soit f une application de classe Ck vérifiant un système complet (2.2) d’ordre

k. Alors,

1. f est uniquement déterminée par son jet d’ordre (k − 1) en un point, et f est de classe C∞.

2. Si de plus, les applications ∆p etHα
j sont analytiques réelles (pour p = 1, . . . , l, j = 1, . . . , n

et |α| = k ), alors l’application f est aussi analytique réelle.

La proposition 2.1.1 a été utilisée par C. K. Han, en particulier dans [Han83] et [Han97]. Dans le

cas où k0 = 1, le théorème suivant constitue le cas particulier du Théorème 2.2.1 pour des structures

complexes.

Théorème 2.1.1. (C.K. Han [Han97])

Soit M une variété analytique réelle CR, Levi non dégénérée, de dimension 2m + 1. Soit

{L1, . . . , Lm} une base du fibré V définissant la structure CR. Soit N une sous-variété analytique

réelle de Cn+1, (n > m) définie par r(z, z) = 0 (où r est normalisée).

Soit f : M → N une application CR telle que, pour un certain entier k0, les vecteurs

{Lαf, |α| 6 k0} et (0, . . . , 0, 1) engendrent Cn+1.

Si f est de classe C3k0+1, alors f est analytique réelle.

Pour démontrer que les fonctions considérées vérifient un système complet, C. K. Han utilise

la théorie de la prolongation. Prolonger un système d’équations aux dérivées partielles consiste

à différencier ce système un certain nombre de fois. Génériquement, en différençiant le système

d’équations vérifiées par la fonction autant de fois que nécessaire, il est possible d’inverser le

système prolongé et d’exprimer les dérivées partielles d’un certain ordre k comme des fonctions

lisses, ou analytiques réelles, des dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à k − 1.

2.1.2 Etude de l’espace tangent J-holomorphe H
1,0
Jmod

Γ

Nous étudions maintenant les structures modèles et l’espace tangent J-holomorphe pour l’hy-

persurface Γ définie par Γ = ∂H = {z ∈ Cn,Re(zn)+ |z′|2 = 0}, où z′ = (z1, · · · , zn−1) et H est

le demi-espace de Siegel défini par H = {z ∈ Cn,Re(zn) + |z′|2 < 0}.
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Soit Jmod une structure modèle sur Cn. Soit H1,0∂H = T∂H ∩ JT∂H l’espace tangent J-

holomorphe . Les (n− 1) champs de vecteurs

(2.3) Lj =
∂

∂zj
+ αj(z)

∂

∂zn
+ βj(z)

∂

∂zn
, j = 1, . . . , n− 1,

forment une base de H1,0∂H, avec

(2.4) βj(z) = − i

2
L̃2n,2j−1(z) = − i

2

n−1
∑

l=1

(αj
l zl + βjl zl)

et,

(2.5) αj(z) =
i

2
L̃2n,2j−1(z)− 2zj .

On pose − i

2
αj
l = alj et − i

2
βjl = blj .

Nous définissons un champ de vecteurs T comme étant la projection du champ de vecteurs [L1, L1]
dans TC∂H/H

1,0∂H
⊕

H1,0∂H. Nous avons alors

TC∂H = H1,0∂H
⊕

H1,0∂H
⊕

< T > .

Le calcul du crochet de Lie [L1, L1] permet de calculer explicitement le champ T . Nous avons

(2.6) T = i(
∂

∂zn
− ∂

∂zn
).

Ainsi, {T, Lj , Lj , j = 1, . . . , n− 1} est une base de TC∂H, le complexifié de l’espace tangent de

∂H.

En particulier, nous remarquons que

(2.7) [Lj , Lk] = γj,kT, avec γj,k =











−2i+
1

2

(

βjj + β
j

j

)

si j = k

1

2

(

βkj + β
j

k

)

si j 6= k.

Ainsi,

(2.8) LkLj = LjLk − [Lj , Lk] = LjLk − γj,kT.

On remarque en particulier que pour tout j = 1, . . . , n − 1, γj,j 6= 0. Nous avons aussi [Lk, Lj ] =
γk,jT , avec γk,j = −γj,k.

Il faut noter que γj,k est constant. Enfin, nous remarquons que les champs T et Lk, (k = 1, . . . , n−
1) commutent, ainsi que les champs T et Lk, (k = 1, . . . , n− 1).

2.2 Démonstration dans le cas des structures modèles

Nous démontrons dans cette partie un cas particulier du Théorème 1 lorsque l’hypersurface Γ
est définie par Γ = ∂H = {z ∈ Cn,Re(zn) + |z′|2 = 0}, (où z′ = (z1, · · · , zn−1)), et lorsque les

structures presque complexes sont des structures modèles. Nous remarquons que d’après la Propo-

sition 3.5 de [Lee08], si la structure modèle est simple, (H, Jmod) est strictement pseudoconvexe en

0.
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Théorème 2.2.1. Soient Jmod et J ′
mod deux structures modèles sur Cn.

Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans Cn. Soit f : ∂H ∩ U → ∂H une application CR

de classe C4. On suppose que f est un difféomorphisme local en 0 et que f(0) = 0. Alors f est

uniquement déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et f est analytique réelle.

Pour prouver le Théorème 2.2.1, nous utiliserons la Proposition 2.1.1 à propos des systèmes

complets pour obtenir l’analyticité de f . Il suffira de montrer que toutes ses dérivées d’ordre 3

s’expriment de façon analytique réelle en fonction de ses dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2.

2.2.1 Système d’équations vérifiées par f .

Nous cherchons maintenant à écrire une condition nécessaire et suffisante pour que f soit CR

de (∂H ∩ U, Jmod) dans (∂H, J ′
mod) :

Soit (L1(z), . . . , Ln−1(z)) une base deH1,0
Jmod

∂H et (Z1(w), . . . , Zn−1(w)) une base deH1,0
J ′

mod

∂H.

Si f est CR, pour chaque Lp(z), nous avons : f⋆{Lp(z)} ∈ H1,0
J ′

mod

∂H.

Calculons d’abord f⋆{Lp(z)} :

(2.9) f⋆{Lp(z)} =
n
∑

j=1

(

Lp(z)fj(z)
∂

∂wj
+ Lp(z)f j(z)

∂

∂wj

)

.

De plus, H1,0
J ′

mod

∂H =< Z1(w), . . . , Zn−1(w) >, avec w = f(z).

f⋆{Lp(z)} s’écrit donc :

f⋆{Lp(z)} = a1(w)Z1(w) + . . .+ an−1(w)Zn−1(w).(2.10)

D’après (2.3), nous avons Zj(w) =
∂

∂wj
+ βj(w)

∂

∂wn
+ αj(w)

∂

∂wn
. Ainsi, dans les égalités (2.9)

et (2.10), les termes en
∂

∂wj
et

∂

∂wj
doivent être égaux. On obtient donc

aj(w) = Lp(z)fj(z), pour j = 1, . . . , n− 1,

Lp(z)f j(z) = 0, pour j, p = 1, . . . , n− 1.(2.11)

De plus,

f⋆{Lp(z)} =

n−1
∑

j=1

Lp(z)fjZj(w)

+



Lp(z)fn(z)−
n−1
∑

j=1

αj(f(z))Lp(z)fj(z)





∂

∂wn

+



Lp(z)fn(z)−
n−1
∑

j=1

βj(f(z))Lp(z)fj(z)





∂

∂wn
.
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Nous avons donc, pour p = 1, . . . , n− 1 :

Lp(z)fn(z)−
n−1
∑

j=1

αj(f(z))Lp(z)fj(z) = 0,(2.12)

Lp(z)fn(z)−
n−1
∑

j=1

βj(f(z))Lp(z)fj(z) = 0.(2.13)

Avec les égalités (2.11), (2.12) et (2.13), nous obtenons :

f = (f1, . . . , fn) est une application CR de ∂H∩U dans ∂H si et seulement si les égalités suivantes

sont vérifiées sur ∂H ∩ U :

(2.14) Lpf j = 0, pour j, p = 1, . . . , n− 1,

(2.15) Lpfn =
n−1
∑

j=1

βj(f)Lpfj , pour p = 1, . . . , n− 1,

(2.16) Lpfn =
n−1
∑

j=1

αj(f)Lpfj , pour p = 1, . . . , n− 1,

(2.17)
fn + fn

2
+

n−1
∑

j=1

fjf j = 0.

où (2.17) est l’écriture de f(∂H ∩ U) ⊂ ∂H.

Nous remarquons que si J ′
mod = Jst, alors βj(z) = 0 pour j = 1, . . . , n − 1. L’équation (2.15)

devient donc Lpfn = 0, pour p = 1, . . . , n − 1, et nous retrouvons les équations dans le cas

complexe de [Han97].

2.2.2 Prolongation du système CR

Soit Cp,q l’espace des fonctions analytiques réelles en les variables

{T tLαfj : t+ |α| 6 p , t 6 q, j = 1, . . . , n− 1, Lαfn : |α| 6 p}.

L’introduction de cet espace, qui apparaı̂t naturellement dans les calculs, permet d’alléger les nota-

tions. Nous noterons Cp,q l’espace des fonctions analytiques réelles en les variables

{T tL
α
f j : t+ |α| 6 p , t 6 q, j = 1, . . . , n− 1, L

α
fn : |α| 6 p}.

Nous allons prouver dans cette partie la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Pour p = 1, . . . , n,

(i) Pour tous t, α tels que t+ |α| 6 3, T tLαfp ∈ C1+t,1.

(ii) Pour tous t, α tels que t+ |α| 6 4, et t 6 1, T tLαfp ∈ C2,1.
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C’est l’étape clé dans la démonstration du Théorème 2.2.1 puisque l’utilisation de l’assertion

(i) de ce résultat et du conjugué de l’assertion (ii) permettront d’obtenir, avec des calculs

supplémentaires, un système complet vérifié par f . La preuve de cette proposition est adaptée de

la démonstration de [Han97]. Elle est scindée en quatre propositions, les Propositions 2.2.3, 2.2.6,

2.2.7 et 2.2.8, correspondant chacune aux valeurs de t égales à 0, 1, 2 et 3.

Nous commençons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. La matrice (Lkfj)k,j=1,...,n−1 est inversible en 0.

PREUVE DU LEMME 2.2.2 : Puisque f est un difféomorphisme CR local en 0, nous avons <
f∗(L1)(0), . . . , f∗(Ln−1)(0) >= H1,0

J ∂H. Or,

f⋆(Lk)(0) =

n
∑

j=1

(

Lp(0)fj(0)
∂

∂wj
+ Lp(0)f j(0)

∂

∂wj

)

.

De plus, d’après (2.14), (2.15) et (2.16), on a,

Lk(0)f j(0) = 0, pour j = 1, . . . , n− 1,

Lk(0)fn(0) =

n−1
∑

j=1

βj(f(0))Lk(0)fj(0) = 0, car f(0) = 0 et d’après (2.4), βj(0) = 0,

Lk(0)fn(0) =
n−1
∑

j=1

αj(f(0))Lp(0)fj(0) = 0, car f(0) = 0 et d’après (2.5), αj(0) = 0.

Ainsi, les (n − 1) vecteurs f∗(Lk)(0) =
∑n−1

j=1 Lp(0)fj(0)
∂

∂wj
engendrent H1,0

J ∂H qui est de

dimension (n− 1). La matrice (Lkfj)k,j=1,...,n−1 est donc inversible en 0.�

Appliquons le champ Lk à l’égalité (2.17). Avec (2.14), il vient :

(2.18)
Lkfn + Lkfn

2
+

n−1
∑

j=1

fjLkf j = 0

Considérons alors le système linéaire d’équations (2.18) (pour k = 1, . . . , n − 1) et (2.17)

d’inconnues (f1, . . . , fn). La matrice













L1f1 . . . L1fn−1 0
...

...
...

...

Ln−1f1 . . . Ln−1fn−1 0

f1 . . . fn−1

1

2













étant inversible en 0, elle

est inversible sur un voisinage de 0. Nous pouvons résoudre ce système pour (f1, . . . , fn) sur un

voisinage de 0 en fonction de {f j , Lkf j ; j = 1, . . . , n, Lkfn; k = 1, . . . , n− 1}. Ainsi,

fp = Hp(f j , Lkf j ; j = 1, . . . , n, Lkfn; k = 1, . . . , n− 1), pour p = 1, . . . , n,
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où Hp est une fonction analytique des termes à l’intérieur de la parenthèse.

En prenant le conjugué de l’égalité (2.15), nous observons que Lkfn peut s’écrire en fonction de

{f j , Lkf j , j = 1, . . . , n− 1}. Ainsi,

(2.19) fp = Hp(f j , Lkf j ; j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , n− 1),

où Hp est une autre fonction analytique des termes à l’intérieur de la parenthèse. Nous pouvons

réecrire l’égalité (2.19) sous la forme :

(2.20) fp = Hp(f, Lf).

Cette écriture est le point de départ de la démonstration de la Proposition 2.2.1.

Démontrons maintenant la Proposition 2.2.3, qui constitue la première étape de la démonstration

de la Proposition 2.2.1 :

Proposition 2.2.3. Pour p = 1, . . . , n, pour k = 1, . . . , n− 1,

(i) Lkfp ∈ C1,1(2.21)

(ii) Lk(C1,1) ⊂ C1,1

En particulier, Lαfp ∈ C1,1 pour tout multi-indice α avec |α| 6 4(2.22)

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.3 : (i) Fixons k0 et appliquons Lk0 à l’égalité (2.20) :

Lk0fp = Lk0Hp(f, Lf).

La fonctionHp étant analytique réelle (en les n2 variables f j , Lkf j , j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , n−1)

, nous pouvons l’écrire sous la forme

Hp(f, Lf) =
∑

α

apαf
α1

1 . . . f
αn

n L1f
αn+1

1 . . . Ln−1f
α
n2

−n+1

1 . . . Ln−1f
α
n2

n ,

où la série
∑

α a
p
αr

α1
1 . . . r

α
n2

n2 converge pour rj < r0, 1 6 j 6 n2. Ainsi,

Lk0fp =
∑

α

apαLk0(f
α1

1 . . . Ln−1f
α
n2

n ).

Lorsque le champ Lk0 s’applique à l’un des facteurs du terme f
α1

1 . . . Ln−1f
α
n2

n , il faut distinguer

quatre cas :

– Le champ Lk0 s’applique à f j , j 6= n : d’après (2.14), nous avons Lk0f j = 0.

– Lorsque le champ Lk0 s’applique à fn, écrivons l’égalité (2.15) et remplaçons βj(f) par sa

valeur donnée dans (2.4) :

Lk0fn =

n−1
∑

j=1

βj(f)Lk0fj

=

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

aljfl + bljf l

)

Lk0fj .(2.23)

Ce cas se produit pour les multi-indices α tels que αn 6= 0.
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– Le champ Lk0 s’applique à Lmf j , j 6= n. Nous utilisons d’abord (2.8) :

Lk0Lmf j = LmLk0f j − [Lm, Lk0 ]f j .

D’après (2.14), nous avons Lk0f j = 0. Nous pouvons de plus utiliser l’égalité (2.7) et rem-

placer [Lm, Lk0 ] par sa valeur.

Lk0Lmf j = 0− γm,k0Tf j(2.24)

Ce cas se produit pour les multi-indices α tels que αnm+j 6= 0, m, j = 1, . . . , n− 1.

– Lorsque le champ Lk0 s’applique à Lmfn, nous utilisons le conjugué de l’égalité (2.16) :

Lk0Lmfn = Lk0





n−1
∑

j=1

αj(f)Lmf j



 .

Nous remplaçons αj(f) par sa valeur, donnée par le conjugué de l’égalité (2.5) :

Lk0Lmfn = Lk0





n−1
∑

j=1

−
((

n−1
∑

l=1

aljf l + b
l

jfl

)

− 2fj

)

Lmf j





=
n−1
∑

j=1

((

n−1
∑

l=1

−bljLk0fl − 2Lk0fj

)

Lmf j

−
((

n−1
∑

l=1

aljf l + b
l

jfl

)

− 2fj

)

Lk0Lmf j

)

.

Nous avons vu en (2.24) que Lk0Lmf j = −γm,k0Tf j . Nous avons donc :

Lk0Lmfn =

n−1
∑

j=1

((

n−1
∑

l=1

−bljLk0fl − 2Lk0fj

)

Lmf j

+

((

n−1
∑

l=1

aljf l + b
l

jfl

)

− 2fj

)

γm,k0Tf j

)

.(2.25)

Ce cas se produit pour les multi-indices α tels que αnm 6= 0, m = 1, . . . , n.

Nous pouvons donc écrire l’égalité suivante :

Lk0fp = hpk0 +

n−1
∑

k=1

ϕp,k
k0

(

f l, fl, Lqf l, q = 1, . . . , n− 1, l = 1, . . . , n
)

Lk0fk, pour p = 1, . . . , n,

avec

hpk0 =
∑

j,m=1,...,n−1

∑

α |αnm+j 6=0

ψ1,p,k0
α,m,j +

∑

m=1,...,n

∑

α |αmn 6=0

ψ2,p,k0
α,m
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et,

ϕp,k
k0

=
∑

α |αn 6=0

ψ3,p,k0
α,n,k +

n−1
∑

m=1

∑

α |αmn 6=0

ψ4
α,m,n,k,k0

+
∑

α |α(k+1)n 6=0

ψ5,p,k0
α,k ,

où,

ψ1,p,k0
α,m,j = −γm,k0Tf jαnm+ja

p
αf

α1

1 . . . f
αn−1
n . . . Lmf

αnm+j−1
j . . . Ln−1f

α
n2

n ,

ψ2,p,k0
α,m = αmna

p
α((

n−1
∑

l=1

aljf l + b
l

jfl)− 2fj)γm,k0Tf jf
α1

1 . . . Lmf
αmn−1
n . . . Ln−1f

α
n2

n ,

ψ3,p,k0
α,n,k = αna

p
α

(

n−1
∑

l=1

alkfl + blkf l

)

f
α1

1 . . . f
αn−1
n . . . Ln−1f

α
n2

n ,

ψ4,p,k0
α,m,n,k = (−2Lmfk +

n−1
∑

j=1

−bkjLmf j)αmna
p
αf

α1

1 . . . Lmf
αmn−1
n . . . Ln−1f

α
n2

n ,

ψ5,p,k0
α,k = −2Lkfkα(k+1)na

p
αf

α1

1 . . . Lkf
α(k+1)n−1
n . . . Ln−1f

α
n2

n .

Ainsi, en notant Ak0 =







1− ϕ1,1
k0

. . . −ϕ1,n
k0

...
...

−ϕn,1
k0

. . . 1− ϕn,n
k0






, on a

(

Ak0

)







Lk0f1
...

Lk0fn






=







h1k0
...

hnk0






.

Nous remarquons que hpk0 appartient à l’espace C1,1, ainsi que ϕp,k
k0

.

Soit δ0 tel que si une matriceB = (bi,j)16i,j6n vérifie |bi,j | < δ0 pour 1 6 i, j 6 n, alors la matrice

A = In −B est inversible.

Nous savons que
∑

α

∑

q=1,...,n2 αq|apα|rα1
0 . . . r

αq−1
0 . . . r

α
n2

0 =M <∞.

Soit b = sup{2 +
∑n−1

j=1 |b
k

j |, k = 1, . . . , n− 1}.

Soit ǫ = min(r0,
δ0
bM

).

Lemme 2.2.4.

1. Après dilatation, nous pouvons supposer que : ∀ j, k = 1, . . . , n− 1 : |Lkfj(0)| < ǫ.

2. La matrice Ak0(0) est alors inversible.

PREUVE DU LEMME 2.2.4 : (i) : Soit z = (z′, zn) ∈ Cn−1 × C.

Soit λδ : ∂H → ∂H l’application définie par λδ(z
′, zn) = (

√
δz′, δzn).

Soit f δ = λδ ◦ f . L’application λδ est (J, J ′)-holomorphe sur Cn et λδ(∂H) = ∂H, donc d’après

la remarque ??), l’application λδ étant un automorphisme CR de ∂H. L’application f δ vérifie donc

aussi les hypothèses du Théorème 2.2.1. Ainsi, f δ est analytique réelle si et seulement si f l’est.

De plus, si j 6= n : Lkf
δ
j = Lk(λδ ◦ f)j =

√
δLkfj .

De même, Lkf
δ
n(0) = δLkfn. Ainsi, pour δ assez petit, nous avons bien |Lkf

δ
j (0)| < ǫ.

(ii) : Nous avons la majoration suivante :

|ϕp,k
k0

(0)| 6

n−1
∑

m=1

∑

α |αmn 6=0

|ψ4
α,m,n,k,k0

|+
∑

α |α(k+1)n 6=0

|ψ5,p,k0
α,k |(2.26)



2.2 Démonstration dans le cas des structures modèles 41

Or,

|ψ4
α,m,n,k,k0

| 6 2|Lkfk(0)|α(k+1)n|apα||f1(0)|α1 . . . |Lkfn(0)|α(k+1)n−1 . . . |Ln−1fn(0)|αn2

Ainsi, puisque |Lkfj(0)| < ǫ = min(r0,
δ0
bM

), nous avons :

|ψ5
α,m,n,k,k0

| 6 2ǫα(k+1)n|apα|rα1
0 . . . r

α(k+1)n−1

0 . . . r
α
n2

0

6 ǫbα(k+1)n|apα|rα1
0 . . . r

α(k+1)n−1

0 . . . r
α
n2

0 .(2.27)

De même, nous obtenons

|ψ4,p,k0
α,k | 6 (2ǫ+

n−1
∑

j=1

|bkj |ǫ)α(m+1)n|apα|rα1
0 . . . r

α(m+1)n−1

0 . . . r
α
n2

0

6 ǫbα(m+1)n|apα|rα1
0 . . . r

α(m+1)n−1

0 . . . r
α
n2

0 .(2.28)

En replaçant les majorations obtenues en (2.27) et (2.28) dans l’inégalité (2.26), nous obtenons :

|ϕp,k
k0

(0)| 6 ǫb
∑

α

n2
∑

q=1

αq|apα|rα1
0 . . . r

αq−1
0 . . . r

α
n2

0

6 ǫbM 6 δ0.

La matrice Ak0(0) est donc inversible.�

La matriceAk0 est donc inversible sur un voisinage de 0. Ainsi,







Lk0f1
...

Lk0fn






=
(

Ak0

)−1







h1k0
...

hnk0






.

On a Ak0 = In − B, avec B = (ϕp,k
k0

)p,k=1,...,n. Rappellons que les ϕp,k
k0

appartiennent à l’espace

C1,1. D’après la formule (In − B)−1 =
∑+∞

p=0(−B)p, les coefficients de la matrice (Ak0)
−1 sont

dans l’espace C1,1. Puisque hpk0 ∈ C1,1 pour p = 1, . . . , n, nous avons Lk0fp ∈ C1,1, pour p =
1, . . . , n.

(ii) Montrons que pour m = 1, . . . , n− 1 ; Lm(C1,1) ⊂ C1,1.

Il suffit de voir que les termes Lmf j , LmLkf j , LmTf j , Lmfn, LmLkfn sont dans l’espace C1,1

(pour m, j, k = 1, . . . , n− 1) :

– D’après (2.14), nous avons Lmf j = 0.

– D’après l’égalité (2.24), nous avons :

LmLkf j = −γk,mTf j ∈ C1,1.

– Les champs T et Lm commutent, donc LmTf j = TLmf j = 0.

– D’après l’égalité (2.15), nous avons : Lmfn =
∑n−1

j=1 βj(f)Lmfj .

Or, nous avons démontré au (i) que Lmfj ∈ C1,1, et d’après (2.4), nous avons βj(f) =
∑n−1

l=1

(

aljfl + bljf l

)

∈ C1,1. Nous avons donc Lmfn ∈ C1,1.
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– Pour le terme LmLkfn, le calcul a déjà été fait en (2.25) :

LmLkfn =
n−1
∑

j=1





(

n−1
∑

l=1

−bljLmfl − 2Lmfj

)

Lkf j + γk,m





n−1
∑

l=1,

(

aljf l + b
l

jfl

)

− 2fj



Tf j



 .

Nous avons déjà démontré que Lmfl ∈ C1,1 et que fj ∈ C1,1. Ainsi, LmLkfn ∈ C1,1.

Par récurrence, nous obtenons immédiatemment que pour tout multi-indice α, |α| 6 4, Lαfp ∈
C1,1. Ceci termine la preuve de la Proposition 2.2.3.�

Le Lemme 2.2.5 sera utilisé régulièrement dans les prochains calculs :

Lemme 2.2.5. Pour m = 1, . . . , n− 1, pour t = 1, 2, 3 :

Lm(Ct,1) ⊂ C1+t,1.

PREUVE DU LEMME 2.2.5 : La démonstration se fait par récurrence sur t :

Pour t = 1 : Il suffit de voir que les termes Lmf j , LmLkf j , LmTf j , Lmfn, LkLmfn sont dans

C2,1 (pour m, j, k = 1, . . . , n− 1) :

– Par définition, nous avons : Lmf j ∈ C1,1.

– Par définition encore, nous avons : LmLkf j ∈ C2,1.

– Puisque les champs T et Lm commutent, nous avons : LmTf j = TLmf j ∈ C2,1 par

définition.

– D’après le conjugué de l’égalité (2.16), nous avons :

Lmfn =
∑n−1

j=1 αj(f)Lmf j .

Nous remplaçons αj(f) par sa valeur, donnée par le conjugué de (2.5) :

Lmfn = −
∑n−1

j=1

(

∑n−1
l=1

(

aljf l + b
l

jfl

)

+ 2fj

)

Lmf j(2.29)

∈ C1,1 car fj ∈ C1,1.

– Appliquons maintenant le champ Lk à l’égalité (2.29) :

LkLmfn = Lk





n−1
∑

j=1

αj(f)Lmf j





= −Lk

n−1
∑

j=1

(

n−1
∑

l=1

(

aljf l + b
l

jfl

)

+ 2fj

)

Lmf j

= −
n−1
∑

j=1

((

n−1
∑

l=1

(

aljf l + b
l

jfl

)

+ 2fj

)

LkLmf j +
n−1
∑

l=1

aljLkf lLmf j

)

∈ C2,1 car fj ∈ C1,1.

t− 1 ⇒ t :

Il suffit de voir que LmTLi1 . . . Lit−1f j ∈ C1+t,1 (les autres termes sont donnés par l’hypothèse de
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récurrence ou par la définition).

Puisque les champs T et Lm commutent, nous avons :

LmTLi1 . . . Lit−1f j = TLmLi1 . . . Lit−1f j ∈ Ct+1,1.

�

Démontrons maintenant la Proposition 2.2.6, qui constitue la deuxième étape de la

démonstration de la Proposition 2.2.1 :

Proposition 2.2.6. Pour p = 1, . . . , n, pour k,m = 1, . . . , n− 1, :

(i) Tfp ∈ C2,1

(ii) TLkfp ∈ C2,1

(iii) TLkLmfp ∈ C2,1

(iv) TLkLmLjfp ∈ C2,1

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.6 : (i) Appliquons le champ L1 à l’égalité (2.21). D’après le

Lemme 2.2.5, nous avons L1(C1,1) ⊂ C2,1. Ainsi, L1L1fp ∈ C2,1.

Utilisons l’égalité (2.8) :

L1L1fp = L1L1fp − [L1, L1]fp

= L1L1fp − γ1,1Tfp(2.30)

– Si p 6= n : D’après (2.14), nous avons L1fp = 0. Ainsi,

L1L1fp = −γ1,1Tfp(2.31)

Ainsi, puisque γ1,1 6= 0, Tfp =
−1

γ1,1
L1L1fp ∈ C2,1 (puisque γ1,1 est constant).

– Si p = n :

L1L1fn = L1L1fn − γ1,1Tfn

Or, d’après le conjugué de l’égalité (2.15), nous avons :

L1L1fn = L1

(

∑n−1
j=1 βj(f)L1f j

)

Nous remplaçons βj(f) par sa valeur, donnée par le conjugué de (2.4) :

L1L1fn = L1





n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

aljf l + b
l

jfl

)

L1f j





=

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

j

(

L1flL1f j + flL1L1f j + aljf lL1L1f j

))

D’après le conjugué de l’égalité (2.31), nous avons L1L1f j = −γ1,1Tf j . Ainsi,

L1L1fn =
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

j

(

L1flL1f j − γ1,1flTf j

)

− γ1,1a
l
jf lTf j

)

(2.32)

∈ C2,1 car L1fl et fl ∈ C2,1
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Nous avons donc L1L1fn − L1L1fn ∈ C2,1.

Ainsi, puisque γ1,1 6= 0, Tfn =
1

γ1,1

(

L1L1fn − L1L1fn
)

∈ C2,1.

(ii) Montrons que TLkfp ∈ C2,1

Nous avons démontré en (2.22) que LkLkfp ∈ C1,1. Grâce au Lemme 2.2.5, nous avons

LkLkLkfp ∈ C2,1.

Nous chercons à calculer le terme TLkfp, pour cela, dans le terme LkLkLkfp, nous faisons com-

muter deux fois les champs Lk et Lk en utilisant l’égalité (2.8) :

LkLkLkfp = LkLkLkfp − [Lk, Lk]Lkfp

= LkLkLkfp − Lk[Lk, Lk]fp − γk,kTLkfp

= LkLkLkfp − Lk(γk,kT )fp − γk,kTLkfp

Le terme γk,k étant constant, nous avons :

LkLkLkfp = LkLkLkfp − γk,kLkTfp − γk,kTLkfp

Les champs T et Lk commutent. Nous avons donc :

LkLkLkfp = LkLkLkfp − γk,kTLkfp − γk,kTLkfp

= LkLkLkfp − 2γk,kTLkfp

– Si p 6= n : D’après (2.14), nous avons Lkfp = 0. Ainsi,

LkLkLkfp = −2γk,kTLkfp(2.33)

Puisque puisque γk,k 6= 0, nous obtenons TLkfp =
−1

2γk,k
LkLkLkfp ∈ C2,1, puisque γk,k

est constant.

– Si p = n : Reprenons le calcul en (2.33) :

LkLkLkfn = LkLkLkfn − 2γk,kTLkfn.

Le terme LkLkLkfn est non nul. Pour le calculer, appliquons Lk dans l’égalité (2.32) (en

remplaçant 1 par k) :

LkLkLkfn = Lk





n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1,

(

b
l

j(LkflLkf j − γk,kflTf j)
)

− γk,ka
l
jf lTf j





=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

j(LkLkflLkf j + LkflLkLkf j

−γk,k(LkflTf j + flLkTf j))− γk,ka
l
jLk(f lTf j)

)
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Les champs T et Lk commutent puis le terme Lkf j est nul. Nous avons donc :

LkLkLkfn =

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LkLkflLkf j − γk,kLkflTf j − γk,kLkflTf j

)

=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LkLkflLkf j − 2γk,kLkflTf j

)

.(2.34)

∈ C2,1

Ainsi, puisque γk,k 6= 0, TLkfn =
1

2γk,k

(

LkLkLkfn − LkLkLkfn
)

∈ C2,1.

(iii) Montrons que TLkLmfp ∈ C2,1

Nous avons démontré en (2.22) que LkLkLmfp ∈ C1,1. Grâce au Lemme 2.2.5, nous avons

LkLkLkLmfp ∈ C2,1.

Pour calculer le terme TLkLmfp, nous partons de LkLkLkLmfp et nous utilisons trois fois l’égalité

(2.8).

LkLkLkLmfp = LkLkLkLmfp − [Lk, Lk]LkLmfp

= LkLkLkLmfp − Lk[Lk, Lk]Lmfp − γk,kTLkLmfp

= LkLkLmLkfp − LkLk(γm,kT )fp − Lk(γk,kT )Lmfp − γk,kTLkLmfp

Les termes γm,k et γk,k étant constants, il vient :

LkLkLkLmfp = LkLkLmLkfp − γm,kLkLkTfp − γk,kLkTLmfp − γk,kTLkLmfp

Les champs T et Lk commutant, nous obtenons :

LkLkLkLmfp = LkLkLmLkfp − γm,kTLkLkfp − 2γk,kTLkLmfp.

– Si p 6= n :

D’après (2.14), nous avons Lkfp = 0, et nous obtenons :

LkLkLkLmfp = −γm,kTLkLkfp − 2γk,kTLkLmfp.(2.35)

- Si m = k : Nous avons : TLkLkfp =
−LkLkLkLkfp

3γk,k
∈ C2,1, pour p = 1, . . . , n − 1. -

Si m 6= k : Nous venons de démontrer que TLkLkfp ∈ C2,1. Ainsi, puisque γk,k 6= 0,

TLkLmfp =
−LkLkLkLmfp − γm,kTLkLkfp

2γk,k
∈ C2,1, pour p = 1, . . . , n− 1.

– Si p = n.

Nous avons :

LkLkLkLmfp = LkLkLmLkfn − γm,kTLkLkfn − 2γk,kTLkLmfp.

Calculons le terme LkLkLmLkfn. Appliquons les champs LkLkLm à l’égalité (2.23). Nous

obtenons :

LkLkLmLkfn = LkLkLm





n−1
∑

j=1

βj(f)Lkf j
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Remplaçons βj par sa valeur donnée dans (2.4) :

LkLkLmLkfn = LkLkLm





n−1
∑

j=1

(

n−1
∑

l=1

aljf l + b
l

jfl)Lkf j





= LkLk





n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LmflLkf j + flLmLkf j
)

+ aljf lLmLkf j



 .

Or, LmLkf j = γm,kTf j . Nous avons donc :

LkLkLmLkfn = LkLk





n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LmflLkf j + γm,kflTf j

)

+ γm,ka
l
jf lTf j





= Lk





n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LkLmflLkf j + LmflLkLkf j + γm,k

(

LmflTf j + flLkTf j
)

+ 0
)



 .

Or, LkLkf j = −γk,kTf j . Ainsi,

LkLkLmLkfn = Lk





n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LkLmflLkf j +
(

γm,k − γk,k

)

LmflTf j

)





=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LkLkLmflLkf j + LkLmflLkLkf j

+
(

γm,k − γk,k

)

(

LkLmflTf j + LmflLkTf j
)

)

.

Or, les champs T et Lk commutent et LkLkf j = −γk,kTf j . Ainsi,

LkLkLmLkfn =

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LkLkLmflLkf j − γk,kLkLmflTf j +
(

γm,k − γk,k

)

LkLmflTf j

)

=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LkLkLmflLkf j +
(

γm,k − 2γk,k

)

LkLmflTf j

)

∈ C2,1.

- Si m = k : Reprenons le calcul en (2.35) : puisque γk,k 6= 0,

TLkLkfn =
1

3γk,k
(LkLkLmLkfn − LkLkLkLmfn) ∈ C2,1.

- Si m 6= k : Nous avons, toujours d’après l’égalité (2.35) :
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TLkLkfn =
1

2γk,k
(LkLkLmLkfn − LkLkLkLmfn + γm,kTLkLkfn) ∈ C2,1.

(iv) Nous pouvons démontrer que TLkLmLjfp ∈ C2,1 en utilisant la même technique que

précédemment.

Ceci achève la démonstration de la Proposition 2.2.6.�

Remarque 2.2.1. A ce stade, nous avons démontré l’assertion (ii) de la Proposition 2.2.1. Il reste

à traiter les cas t = 2 et t = 3 pour l’assertion (i).

Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 2.2.7, qui constitue la troisième étape de la

démonstration de la Proposition 2.2.1 :

Proposition 2.2.7. Pour p = 1, . . . , n, pour k = 1, . . . , n− 1 :

(i) T 2fp ∈ C3,1,

(ii) T 2Lkfp ∈ C3,1.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.7 : Le calcul est similaire à celui du (iii) de la Proposition 2.2.6 :

(i) Montrons que T 2fp ∈ C3,1 :

Nous avons déjà démontré que TL1fp ∈ C2,1. D’après le Lemme 2.2.5, nous obtenons que

L1TL1fp ∈ C3,1.

Les champs T et L1 commutant, nous pouvons écrire :

L1TL1fp = TL1L1fp.

Nous avons déjà calculé L1L1fp à l’égalité (2.30) :

L1TL1fp = T (L1L1fp − γ1,1Tfp)

= TL1L1fp − γ1,1T
2fp.

– Si p 6= n :

Nous avons L1fp = 0. Ainsi,

L1TL1fp = −γ1,1T 2fp.

Ainsi, puisque γ1,1 6= 0, T 2fp =
−1

γ1,1
L1TL1fp ∈ C3,1.

– Si p = n :

Nous avons

L1TL1fp = TL1L1fn + T (−γ1,1Tfn)
= TL1L1fn − γ1,1T

2fn.
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Or, en remplaçant L1L1fn par sa valeur donnée dans (2.32), nous obtenons :

TL1L1fn = T





n−1
∑

j=1

(

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

L1flL1f j − γ1,1flTf j

)

− γ1,1a
l
jf lTf j

)





=

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

j

(

TL1flL1f j + L1flTL1f j − γ1,1
(

TflTf j + flT
2f j
)

)

−γ1,1alj
(

Tf lTf j + f lT
2f j
)

)

.(2.36)

Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite de l’égalité (2.36) sont dans

l’espace C2,1, sauf T 2f j . Or nous venons de démontrer que le terme T 2fj appartient à

l’espace C3,1. Par conjugaison, nous avons : T 2f j ∈ C3,1.

Le terme T 2f j s’écrit donc comme une fonction analytique réelle de {T tLαfj : t + |α| 6
3 , t 6 1, j = 1, . . . , n − 1, Lαfn : |α| 6 3}. Mais nous avons démontré dans les

Propositions 2.2.3 et 2.2.6 que ces termes sont dans l’espace C2,1. Nous pouvons donc

conclure que le terme T 2f j appartient à l’espace C2,1.

Ainsi, puisque γ1,1 6= 0, T 2fn =
−1

γ1,1
(L1TL1fn − TL1L1fn) ∈ C3,1.

(ii) Montrons que T 2Lkfp ∈ C3,1 :

Nous avons démontré que TLkLkfp ∈ C2,1. D’après le Lemme 2.2.5, nous obtenons que

LkTLkLkfp ∈ C3,1.

Les champs T et Lk commutant, nous pouvons écrire :

LkTLkLkfp = TLkLkLkfp.

Or, nous avons déjà calculé LkLkLkfp en (2.33) :

LkTLkLkfp = T (LkLkLkfp − 2γk,kTLkfp)

= TLkLkLkfp − 2γk,kT
2Lkfp.

– Si p 6= n :

Nous avons Lkfp = 0. Ainsi, puisque γk,k 6= 0, T 2Lkfp =
−1

2γk,k
LkTLkLkfp ∈ C3,1.

– Si p = n : Appliquons le champ T à l’égalité (2.34).

TLkLkLkfn = T





n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

LkLkflLkf j − 2γk,kLkflTf j

)





=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

TLkLkflLkf j + LkLkflTLkf j − 2γk,k
(

TLkflTf j + LkflT
2f j
)

)

.

Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite sont dans l’espace C2,1. Ainsi,

puisque γk,k 6= 0, T 2Lkfn =
−1

2γk,k
(LkTLkLkfn − TLkLkLkfn) ∈ C3,1.
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Nous obtenons ainsi que T tLαfp ∈ C1+t,1 pour p = 1, . . . , n, t + |α| 6 3 et t 6 2, ce qui

termine la démonstration de la Proposition 2.2.7.�

Pour compléter la démonstration de la Proposition 2.2.3, il reste à démontrer que :

Proposition 2.2.8. Pour p = 1, . . . , n :

T 3fp ∈ C4,1.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.8 : Nous avons déjà démontré que T 2L1fp ∈ C3,1. D’après le

Lemme 2.2.5, nous obtenons que L1T
2L1fp ∈ C4,1. Les champs T et L1 commutant, nous pouvons

écrire :

L1T
2L1fp = T 2L1L1fp.

Nous avons déjà calculé L1L1fp en (2.30) :

L1T
2L1fp = T 2(L1L1fp − γ1,1Tfp)

= T 2L1L1fp − γ1,1T
3fp.

– Si p 6= n :

Nous avons L1fp = 0. Ainsi, puisque γ1,1 6= 0, T 3fp =
−1

γ1,1
L1T

2L1fp ∈ C4,1.

– Si p = n :

Appliquons le champ T dans l’égalité (2.36) :

T 2L1L1fn = T





n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

b
l

j

(

TL1flL1f j + L1flTL1f j − γ1,1
(

TflTf j + flT
2f j
)

)

−γ1,1alj
(

Tf lTf j + f lT
2f j
)

)

=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

j

(

T 2L1flL1f j + 2TL1flTL1f j + L1flT
2L1f j

−γ1,1
(

T 2flTf j + TflT
2f j + flT

3f j
)

)

−γ1,1alj
(

T 2f lTf j + 2Tf lT
2f j + f lT

3f j
)

)

.(2.37)

Tous les termes qui apparaissent dans le membre de droite de l’égalité (2.37) sont dans l’es-

pace C3,1, sauf T 3f j . Or nous venons de démontrer que le terme que T 3fj appartient à l’es-

pace C4,1. Par conjugaison, nous avons : T 3f j ∈ C4,1.

Le terme T 3f j s’écrit donc comme une fonction analytique réelle de {T tLαfj : t + |α| 6
4 , t 6 1, j = 1, . . . , n − 1, Lαfn : |α| 6 4}. Mais nous avons démontré dans les Proposi-

tions 2.2.3 et 2.2.6 que ces termes sont dans l’espace C2,1. Nous pouvons donc conclure donc

que le terme T 3f j appartient à l’espace C2,1.

Ainsi, puisque γ1,1 6= 0, T 3fn =
−1

γ1,1
(L1T

2L1fn − T 2L1L1fn) ∈ C4,1.

�

Ceci termine la preuve de la Proposition 2.2.1 �.
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2.2.3 Démonstration du Théorème 2.2.1.

Pour obtenir un système complet vérifié par la fonction f , et ainsi terminer la démonstration du

Théorème 2.2.1, nous procédons en trois étapes. Nous commençons d’abord, dans le Lemme 2.2.9,

par exprimer les dérivées d’ordre 3 de f de la forme T tLαfj comme des fonctions analytiques

réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2. Nous utilisons pour cela le résultat obtenu dans la

Proposition 2.2.1. Puis, dans le Lemme 2.2.10, nous exprimons les dérivées de la forme T tLαL
β
fj .

Enfin, nous exprimons toutes les dérivées dans la Proposition 2.2.11.

Démontrons maintenant le lemme correspondant à la première étape :

Lemme 2.2.9. Pour t+ |α| = 3, pour j = 1, . . . , n− 1,

T tLαfj ∈ C2,1.

PREUVE DU LEMME 2.2.9 : La preuve de ce lemme est encore basée sur [Han97]. La Proposition

2.2.1 signifie que pour t+ |α| 6 p, pour t 6 q, pour j = 1, . . . , n− 1,

(2.38) T tLαfj ∈ C1+q,1, si q 6 p 6 3.

Or, l’assertion (ii) de la Proposition 2.2.1 implique l’inclusion suivante :

(2.39) C4,1 ⊂ C2,1.

En prenant le conjugué (2.39), nous obtenons :

(2.40) C4,1 ⊂ C2,1.

En prenant p = q = 3 dans (2.38), et en utilisant l’inclusion (2.40), nous avons :

T tLαfj ∈ C2,1.

Ceci termine la démonstration du Lemme 2.2.9.�

En particulier, nous avons aussi

C3,3 ⊂ C2,1.

Nous pouvons maintenant obtenir les dérivées d’ordre 3 de la forme T tLαL
β
fj comme des

fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal à deux :

Lemme 2.2.10. Les dérivées de la forme T tLαL
β
fj , (où t + |α| + |β| = 3) appartiennent à

l’espace C2,1 et s’expriment donc comme une fonction analytique réelle des dérivées d’ordre

inférieur ou égal à 2.

PREUVE DU LEMME 2.2.10 : Les deux éléments importants de la preuve de ce lemme sont le

résultat du Lemme 2.2.9 ainsi que la relation (2.15).

– Si |β| = 0, d’après la Proposition 2.2.9, nous savons que T tLαfj est une fonction analytique

réelle de {T sLβf, s+ |β| 6 2, s 6 1}.

– Si |β| 6= 0 et j 6= n, alors T tLαL
β
fj = 0 d’après (2.14).
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– Si |β| 6= 0 et j = n, alors nous avons six formes de termes possibles : T 2Lkfn, TLmLkfn,

TLmLkfn, LpLmLkfn, LpLmLkfn et LpLmLkfn.

– En appliquant les champs T 2 à l’égalité (2.23), nous obtenons :

T 2Lkfn = T
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

((

b
l

jTfl + aljTf l

)

Lkf j +
(

b
l

jfl + aljf l

)

TLkf j

)

=

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

((

b
l

jT
2fl + aljT

2f l

)

Lkf j + 2
(

b
l

jTfl + aljTf l

)

TLkf j

+
(

b
l

jfl + aljf l

)

T 2Lkf j

)

∈ C3,2 ⊂ C3,1 ⊂ C2,1 d’après le conjugué de (2.38) et (2.39).

Nous avons donc T 2Lkfn ∈ C2,1.

– En appliquant le champ Lm à l’égalité (2.23), nous obtenons :

LmLkfn =

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

jLmflLkf j +
(

b
l

jfl + aljf l

)

LmLkf j

)

=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

jLmflLkf j − γk,m

(

b
l

jfl + aljf l

)

Tf j

)

.(2.41)

Donc, en appliquant le champ T à l’égalité précédente :

TLmLkfn =
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

j

(

TLmflLkf j + LmflTLkf j
)

−γk,m
((

b
l

jTfl + aljTf l

)

Tf j +
(

b
l

jfl + aljf l

)

T 2f j

))

∈ C2,2 ⊂ C2,1.

Enfin, en appliquant le champ Lp à l’égalité (2.41), nous obtenons :

LpLmLkfn =

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

j(LpLmflLkf j + LmflLpLkf j)− γk,mb
l

jLpflTf j

)

=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

b
l

j(LpLmflLkf j − γk,pLmflTf j)− γk,mb
l

jLpflTf j

)

∈ C2,1.

– En appliquant le champ Lm à l’égalité (2.23), nous obtenons :

LmLkfn =
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

aljLmf lLkf j +
(

b
l

jfl + aljf l

)

LmLkf j

)

.(2.42)
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Donc, en appliquant le champ T à l’égalité précédente :

TLmLkfn =
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

alj
(

TLmf lLkf j + Lmf lTLkf j
)

+
(

b
l

jTfl + aljTf l

)

LmLkf j

+
(

b
l

jfl + aljf l

)

TLmLkf j

)

∈ C3,1 ⊂ C2,1.

De plus, appliquons le champ Lp à l’égalité (2.42) :

LpLmLkfn =
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

alj
(

LpLmf lLkf j + Lmf lLpLkf j
)

+ b
l

jLpflLmLkf j

+
(

b
l

jfl + aljf l

)

LpLmLkf j

)

=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

alj

(

γp,mTf lLkf j + γp,kLmf lTf j

)

+ b
l

jLpflLmLkf j

+
(

b
l

jfl + aljf l

)

(

LmLpLkf j + γp,mTLkf j
)

)

=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

alj

(

γp,mTf lLkf j + γp,kLmf lTf j

)

+ b
l

jLpflLmLkf j

+
(

b
l

jfl + aljf l

)(

γp,kLmTf j + γp,mTLkf j

))

=
n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

alj

(

γp,mTf lLkf j + γp,kLmf lTf j

)

+ b
l

jLpflLmLkf j

+
(

b
l

jfl + aljf l

)(

γp,kTLmf j + γp,mTLkf j

))

∈ C2,1 ⊂ C2,1.

Enfin, appliquons le champ Lp à l’égalité (2.42) :

LpLmLkfn =

n−1
∑

j=1

n−1
∑

l=1

(

alj
(

LpLmf lLkf j + Lmf lLpLkf j
)

+ aljLpf lLmLkf j

+
(

b
l

jfl + aljf l

)

LpLmLkf j

)

∈ C3,0 ⊂ C2,1.

Ceci termine la démonstration du Lemme 2.2.10. �

Enfin, nous pouvons maintenant exprimer toutes les dérivées d’ordre 3 de f comme des fonc-

tions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal à deux :

Proposition 2.2.11. Toutes les dérivées d’ordre 3 de f = (f1, . . . , fn) s’expriment comme des

fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2.
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PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.11 : D’après le Lemme 2.2.10, il s’agit de démontrer que les

dérivées d’ordre 3 qui ne sont pas de la forme T tLαL
β
fj s’expriment comme des fonctions analy-

tiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2.

Pour une telle dérivée, soit t le nombre de fois où le champ de vecteurs T apparaı̂t, a le nombre de

fois où un champ Lj apparaı̂t, et b le nombre de fois où un champ Lj apparaı̂t. Il s’agit essentielle-

ment d’effectuer des crochets de Lie pour se ramener à des dérivées qui ont déjà été exprimées dans

le Lemme 2.2.10.

– Si t = 2 et a = 1 ou si t = 1 et a = 2, les champs T et Lk commutant, la dérivée est égale à

une dérivée de la forme T 2Lkfj ou TLkLmfj , qui s’expriment comme des fonctions analy-

tiques réelles des dérivées d’ordre 6 2.

– Si t = 2 et b = 1 ou si t = 1 et b = 2, les champs T et Lk commutant, la dérivée est égale à

une dérivée de la forme T 2Lkfj ou TLkLmfj qui s’expriment comme des fonctions analy-

tiques réelles des dérivées d’ordre 6 2.

– Si a = 2 et b = 1 : il y a deux formes de termes possibles : LkLmLpfj et LmLkLpfj .
Or, d’après l’égalité (2.8), nous avons :

LmLkLpfj = Lm(LpLkfj − [LpLk]fj) = LmLpLkfj − γp,kLmTfj .

Nous pouvons donc exprimer LmLkLpfj comme une fonction analytique réelle des dérivées

d’ordre 6 2.

Nous avons aussi,

LkLmLpfj = LmLkLpfj − [Lm, Lk]Lpfj = LmLkLpfj − γm,kTLpfj .

Nous pouvons donc exprimer LkLmLpfj comme une fonction analytique réelle des dérivées

d’ordre 6 2.

– Si a = 1 et b = 2 : il y a encore deux formes de termes possibles : LkLmLpfj et LmLkLpfj .
Or, d’après l’égalité (2.8), nous avons :

LmLkLpfj = LkLmLpfj − γk,mTLpfj .
Nous pouvons donc exprimer LmLkLpfj comme une fonction analytique réelle des dérivées

d’ordre 6 2.

Nous avons aussi, toujours d’après l’égalité (2.8),

LkLmLpfj = LmLkLpfj − γm,kTLpfj .
Nous pouvons donc exprimer LkLmLpfj comme une fonction analytique réelle des dérivées

d’ordre 6 2.

– Si t = 1, a = 1 et b = 1 : il y a cinq formes de termes possibles :

Les termes LmTLkfj et LmLkTfj sont tous deux égaux à TLmLkfj et s’expriment comme

des fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre 6 2.

De plus, TLkLmfj = TLmLkfj − γm,kT
2fj s’exprime comme une fonction analytique

réelle des dérivées d’ordre 6 2 .

Enfin, les termes LkTLmfj et LkLmTfj sont tous deux égaux à TLkLmfj . Ce qui termine

la preuve de la Proposition 2.2.11.�

Ainsi, l’application f vérifie un système complet d’ordre 3 avec des applications analy-

tiques réelles. D’après la Proposition 2.1.1, l’application f est analytique réelle. Ceci termine la

démonstration du Théorème 2.2.1.�
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2.3 Démonstration du Théorème 1 : pour les domaines modèles

Théorème (1). Soient (D, J) et (D′, J ′) deux domaines modèles dans Cn. Soient Γ = ∂D et

Γ′ = ∂D′. Soient p ∈ Γ et U un voisinage de p dans Cn. Soit g : Γ ∩ U → Γ′ une application

CR de classe C4. On suppose que g est un difféomorphisme local en p. Alors g est uniquement

déterminée par son jet d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

D’après la Proposition 1.3.3, il existe un biholomorphisme de Cn, φ qui envoie (D, J) sur un do-

maine de la forme (H, JB). La démonstration de H. K. Lee montre en fait que ce biholomorphisme

est analytique réel. De plus, si p′ = φ(p), le biholomorphisme de H ψB
p′ envoie p′ sur 0. Ainsi, en

posant ϕ = ψB
p′ ◦ φ, on obtient un biholomorphisme analytique réel entre (D, J) et (H, JB) qui

envoie p sur 0.

De même, si q = f(p), il existe un biholomorphisme de Cn, φ′ qui envoie (D′, J ′) sur un domaine

de la forme (H, JB ′). De plus, si q′ = φ′(q), le biholomorphisme de H ψB
q′ envoie q′ sur 0. Ainsi,

en posant ϕ′ = ψB
q′
′ ◦ φ′, on obtient un biholomorphisme analytique réel entre (D′, J ′) et (H, JB ′)

qui envoie q sur 0.

On considère maintenant l’application G : ϕ(U) → Cn définie par G = ϕ′ ◦ g ◦ϕ−1. L’application

G vérifie les hypothèses du Théorème 2. Elle est donc analytique réelle et uniquement déterminée

par son jet d’ordre 2 en 0. Par composition, l’application g est analytique réelle et uniquement

déterminée par son jet d’ordre 2 en p. �

Nous retrouvons donc un résultat obtenu par K. H. Lee ([Lee08]) :

Corollaire 2.3.1. Soit (D, J) un domaine modèle dans Cn et Γ = ∂D. Alors, le groupe des auto-

morphismes CR de (Γ, J) est de dimension finie et dimRAut(Γ, J) 6 (2n)3.

2.4 Démonstration du Théorème 2

Nous définissons, dans le premier paragraphe les structures presque complexes vérifiant la con-

dition (∗). Dans le deuxième paragraphe, nous étudions l’espace tangent J-holomorpheH1,0
J Γ, pour

une hypersurface Γ définie par Γ = {z ∈ Cn, ρ(z) = 0}, où ρ est une fonction analytique réelle

telle que ρ(z) = Re(zn)+ |z′|2+o(|z|2), et pour J une structure presque complexe vérifiant la con-

dition (*). Dans le troisième paragraphe, nous démontrons le Théorème 2, qui est une généralisation

du Théorème 2.2.1. Les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont une petite perturbation de l’hy-

persurface ∂H et la structure presque complexe est plus générale qu’une structure modèle. Les

équations de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par l’application g sont identiques à celles

obtenues dans le cas modèle. Nous pouvons donc conclure la démonstration avec la même méthode

que dans le cas modèle. Dans le quatrième paragraphe, nous donnons une interprétation géométrique

pour les structures presque complexes vérifiant la condition (∗).

2.4.1 Structures presque complexes vérifiant la condition (∗)

Définition 2.4.1. Une structure presque complexe J sur Cn vérifie la condition (∗) si J(z) =
Jst + L(z), où L est une matrice L = (Lj,k)16j,k62n telle que Lj,k = 0 si 1 6 j, k 6 2n− 2.

La complexification JC d’une structure presque complexe vérifiant la condition (∗) s’écrit comme
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une matrice complexe 2n× 2n :

JC =























i 0 . . . 0 0
0 −i . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

L̃2n−1,1(z, z) L̃2n−1,2(z, z) . . . i+ L̃2n−1,2n−1(z, z) L̃2n−1,2n(z, z)

L̃2n−1,2(z, z) L̃2n−1,1(z, z) . . . L̃2n−1,2n(z, z) −i+ L̃2n−1,2n−1(z, z)























.

La condition J2
C
= −I2n implique que, pour j = 1, . . . , n− 1,

2iL̃2n−1,2j−1(z, z) + L̃2n−1,2j−1(z, z)L̃2n−1,2n−1(z, z) + L̃2n−1,2j(z, z)L̃2n−1,2n(z, z) = 0,(2.43)

L̃2n−1,2j(z, z)L̃2n−1,2n−1(z, z) + L̃2n−1,2j−1(z, z)L̃2n−1,2n(z, z) = 0.(2.44)

Et aussi,

2iL̃2n−1,2n−1(z, z) + (L̃2n−1,2n−1(z, z))
2 + |L̃2n−1,2n(z, z)|2 = 0,(2.45)

Re(L̃2n−1,2n−1(z, z)) = 0.(2.46)

En particulier, d’après (2.43), le développement limité à l’ordre 1 en 0 de L̃2n−1,2i−1 est nul pour

i = 1, . . . , n− 1.

Nous étudions maintenant l’espace tangent J-holomorphe pour une structure vérifiant la condi-

tion (∗).

Lemme 2.4.1. Soit J une structure presque complexe sur Cn vérifiant la condition (∗). Les champs

de vecteurs

Xi =
∂

∂zi
+ ai(z)

∂

∂zn
+ bi(z)

∂

∂zn
, i = 1, . . . , n− 1,(2.47)

Xn =
∂

∂zn
+ bn(z)

∂

∂zn
,(2.48)

forment une base de l’espace tangent J-holomorphe H1,0
J Cn, avec

ai(z) =
−i
2
L̃2n−1,2i−1(z, z),(2.49)

bi(z) =
−i
2
L̃2n−1,2i(z, z),(2.50)

bn(z) =
L̃2n−1,2n(z, z)

2i− L̃2n−1,2n−1(z, z)
.(2.51)

PREUVE DU LEMME 2.4.1 : On a :
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JXj = J

(

∂

∂zi
+ aj(z)

∂

∂zn
+ bj(z)

∂

∂zn

)

= i
∂

∂zj
+ L̃2n−1,2j−1(z, z)

∂

∂zn
+ L̃2n−1,2j(z, z)

∂

∂zn

+aj(z)

(

(i+ L̃2n−1,2n−1(z, z))
∂

∂zn
+ L̃2n−1,2n(z, z)

∂

∂zn

)

+bj(z)

(

L̃2n−1,2n(z, z)
∂

∂zn
+ (−i+ L̃2n−1,2n−1(z, z))

∂

∂zn

)

= i

(

∂

∂zj
+ aj(z)

∂

∂zn
+ bj(z)

∂

∂zn

)

+
(

L̃2n−1,2j−1(z, z) + aj(z)L̃2n−1,2n−1(z, z) + bj(z)L̃2n−1,2n(z, z)
) ∂

∂zn

+
(

L̃2n−1,2j(z, z) + aj(z)L̃2n−1,2n(z, z) + bj(z)
(

−2i+ L̃2n−1,2n−1(z, z))
)) ∂

∂zn
= iXj en remplaçant aj(z) et bj(z) par leurs valeurs données dans (2.49) et (2.50)

et en utilisant (2.43) et (2.44).

De plus,

JXn = J

(

∂

∂zn
+ bn(z)

∂

∂zn

)

=
(

i+ L̃2n−1,2n−1(z, z)
) ∂

∂zn
+ L̃2n−1,2n(z, z)

∂

∂zn

+bn(z)

(

L̃2n−1,2n(z, z)
∂

∂zn
+

(

−i+ L̃2n−1,2n−1(z, z))
∂

∂zn

))

= i

(

∂

∂zn
+ bn(z)

∂

∂zn

)

+
(

L̃2n−1,2n−1(z, z) + bn(z)L̃2n−1,2n(z, z)
) ∂

∂zn

+
(

L̃2n−1,2n(z, z) + bn(z)
(

−2i+ L̃2n−1,2n−1(z, z))
)) ∂

∂zn
= iXn en remplaçant bn(z) par sa valeur donnée dans (2.51) et en utilisant (2.45), (2.46).

�

2.4.2 Etude de l’espace tangent J-holomorphe H
1,0
J Γ.

Nous nous intéressons maintenant à l’espace tangent J-holomorphe pour une hypersurface Γ
définie par Γ = {z ∈ Cn, ρ(z) = 0}, où ρ est une fonction analytique réelle telle que ρ(z) =
Re(zn) + |z′|2 + o(|z|2).
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Soit (L1(z), . . . , Ln−1(z)) une base de H1,0
J Γ telle que, pour i = 1, . . . , n − 1, Li(0) =

∂

∂zi
. Les

champs Li sont des combinaisons linéaires des champs Xj , j = 1, . . . , n. On a donc :

Li(z) =
∂

∂zi
+

n
∑

j=1

αi,j(z, z)
∂

∂zj
+ βi,n(z, z)

∂

∂zn
.(2.52)

De plus, on a les développements limités suivants :

αi,j(0) = 0, pour j = 1, , n− 1

αi,n(z, z) = −(b̃i + 2zi) + o(|z|),
βi,n(z, z) = b̃i + o(|z|),

où b̃i désigne le développement limité à l’ordre 1 de bi (définition (2.50)).

Nous définissons un champ de vecteurs T comme étant la projection du champ de vecteurs

[L1, L1] dans CTΓ/H1,0Γ
⊕

H1,0Γ. Nous avons alors CTΓ = H1,0Γ
⊕

H1,0Γ
⊕

< T >. Ainsi,

{T, Li, Li, i = 1, . . . , n− 1} est une base de CTΓ, le complexifié de l’espace tangent de Γ.

Nous avons T = i(
∂

∂zn
− ∂

∂zn
) à l’ordre 1. Les règles de calcul ((2.7), ... ) utilisées dans le cas

modèle ne sont plus vérifiées. Nous pouvons cependant écrire :

[Lj , Lk] = γj,k(z)T +

n
∑

l=1

alj,k(z)Ll + blj,k(z)Ll,(2.53)

TLk = LkT + γk(z)T +

n
∑

l=1

alk(z)Ll + blk(z)Ll.(2.54)

avec les développements limités suivants,

γj,k(z) = −2iδj,k +
1

2

(

βkj + β
j

k

)

+ o(1),

alj,k(0) = 0,

blj,k(0) = 0,

γk(0) = 0,

alk(0) = 0,

blk(0) = 0,

On vérifie en particulier que l’on a encore, pour j = 1, . . . , n− 1, γj,j(0) 6= 0.

2.4.3 Démonstration du Théorème 2.

Théorème (2). Soient Γ et Γ′ deux hypersurfaces dans Cn telles que Γ = {z ∈ Cn, ρ(z) = 0}, où

ρ est une fonction analytique réelle telle que telle que ρ(z) = Re(zn)+ |z′|2+o(|z|2) et Γ′ = {w ∈
Cn, ρ′(w) = 0}, où ρ′ est une fonction analytique réelle telle que ρ′(w) = Re(wn)+|w′|2+o(|w|2).
Soient J et J ′ deux structures presque complexes analytiques réelles sur Cn, avec J ′ une structure
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vérifiant la condition (∗).
Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans Cn. Soit g : Γ ∩ U → Γ′ une application CR de classe

C4. On suppose que g est un difféomorphisme local en 0 et que g(0) = 0. Alors g est uniquement

déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et g est analytique réelle.

Soit (Z1(w), . . . , Zn−1(w)) une base de H1,0
J ′ Γ′, avec Zi =

∂

∂wi
+
∑n

j=1 αi,j(w)
∂

∂wj
+

βi,n(w)
∂

∂wn
, i = 1, . . . , n − 1. Les équations de Cauchy-Riemann tangentielles vérifiées par la

fonction g sont les suivantes, pour z ∈ Γ :

Lpgj = 0 pour p = 1, . . . , n− 1 et j = 1, . . . , n− 1,(2.55)

Lpgn =
∑n−1

l=1

βl,n(g)

1 + ϕl(g)
Lpgl pour p = 1, . . . , n− 1,(2.56)

Lpgn =
∑n−1

l=1

αl,n(g)

1 + ϕl(g)
Lpgl, pour p = 1, . . . , n− 1,(2.57)

gn + gn
2

+
∑n−1

j=1 gjgj +
∑

A,B c
′
A,Bg

AgB = 0.(2.58)

où (2.58) est l’écriture de g(Γ) ⊂ Γ′, avec ρ′(w) = Re(wn) + |w′|2 +
∑

A,B c
′
A,Bw

AwB et où

ϕl(w) =
∑n−1

m=1 αm,l(w).
Ces équations sont similaires aux équations (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17) obtenues dans le cas

modèle. Nous pouvons donc appliquer le procédé utilisé dans le cas des structures modèles. Les

calculs sont plus techniques puisque les règles de calcul (2.53) et (2.54) entre les champs font

intervenir des termes supplémentaires. Cependant, les termes supplémentaires qui apparaissent sont

toujours de degré inférieur et ne constituent que des difficultés d’écriture. �

2.4.4 Interprétation géométrique des structures presque complexes vérifiant la con-

dition (∗)

Soit J une structure presque complexe sur Cn vérifiant la condition (∗), et soient (X1, . . . , Xn)

les champs (1, 0) tels que Xj(0) =
∂

∂zj
. D’après (2.47) et (2.48), nous avons :

Xi =
∂

∂zi
+ ai(z)

∂

∂zn
+ bi(z)

∂

∂zn
, i = 1, . . . , n− 1,

Xn =
∂

∂zn
+ bn(z)

∂

∂zn
,

Le calcul des crochets de Lie donne, pour j, k = 1, . . . , n− 1 :

[Xj , Xk] = aj,k(z)
∂

∂zn
+ bj,k(z)

∂

∂zn
,

[Xj , Xn] = aj,n(z)
∂

∂zn
+ bj,n(z)

∂

∂zn
,
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où, pour j, k = 1, . . . , n− 1 :

aj,k(z) =
∂ak
∂zj

− ∂aj
∂zk

+ aj
∂ak
∂zn

− ak
∂aj
∂zn

+ bj
∂ak
∂zn

− bk
∂aj
∂zn

,

bj,k(z) =
∂bk
∂zj

− ∂bj
∂zk

+ aj
∂bk
∂zn

− ak
∂bj
∂zn

+ bj
∂bk
∂zn

− bk
∂bj
∂zn

,

aj,n(z) = −∂aj
∂zn

+ aj
∂bn
∂zn

− bn
∂aj
∂zn

,

bj,n(z) =
∂bn
∂zj

− ∂bj
∂zn

+ bj
∂bn
∂zn

− bn
∂bj
∂zn

.

Nous avons donc :

Lemme 2.4.2. Pour j = 1, . . . , n − 1 et k = 1, . . . , n, les crochets de Lie [Xj , Xk] vérifient

[Xj , Xk] = Aj,kXn +Bj,kXn, avec

Aj,k =
aj,k − bnbj,k
1− |bn|2

,

Bj,k =
bj,k − bnaj,k
1− |bn|2

.

Si Π désigne la projection de TCn sur TCn/T 1,0Cn, on a Π([Xj , Xk]) = Bj,kXn. Le terme

Bj,kXn précise donc le défaut d’intégrabilité de la structure : ce défaut est porté uniquement par la

direction du champ de vecteurs Xn.

Pour démontrer un résultat général concernant l’analyticité des applications CR, il est naturel de

chercher à ”redresser“ les structures presque complexes, c’est-à-dire, de trouver un difféomorphisme

local φ tel que φ⋆(J) soit une structure presque complexe vérifiant la condition (∗). L’analyse

précédente indique que ceci n’est pas toujours possible. En effet, le fait que le défaut d’intégrabilité

soit porté par une seule direction est stable par difféomorphisme. Une structure presque-complexe

qui ne vérifie pas cette condition ne pourra donc pas être redressée par un changement de coor-

données en une structure vérifiant la condition (∗).
Par exemple, dans le cas où n = 2, soit C2 = (z1, z2), avec zj = xj + iyj , j = 1, 2. Soit J la

structure presque complexe définie sur C2 par :

JC =









i+ a b 0 0

b −i+ a 0 0
0 0 i+ c d

0 0 d −i+ c









,

avec,

a = iy22, b = y2
√

2 + y22,

c = y1
√

2 + y21, d = iy21.

Les champs (1, 0) sont donnés par X1 =
∂

∂z1
+ α

∂

∂z1
et X2 =

∂

∂z2
+ β

∂

∂z2
, avec

α =
b

2i− a
, β =

d

2i− c
.
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On a

[X1, X2] =
∂β

∂z1

∂

∂z2
− ∂α

∂z2

∂

∂z1
,

=
α

1− |α|2
∂α

∂z2
X1 −

1

1− |α|2
∂α

∂z2
X1 −

β

1− |β|2
∂β

∂z1
X2 +

1

1− |β|2
∂β

∂z1
X2.

D’où,

Π([X1, X2]) = − 1

1− |α|2
∂α

∂z2
X1 +

1

1− |β|2
∂β

∂z1
X2.

Or,

− 1

1− |α|2
∂α

∂z2
=

1

2
√

2 + y22
,

1

1− |β|2
∂β

∂z1
=

−1

2
√

2 + y21
.

La projection Π([X1, X2]) n’est pas portée par une direction constante. On ne peut donc pas re-

dresser la structure J en une structure vérifiant la condition (∗) par un difféomorphisme local.

2.5 Un résultat de convergence

2.5.1 La technique des dilatations

Nous décrivons dans ce paragraphe la technique de dilatation anisotrope des coordonnées

([Pin91], [CGS05], [GS06]). Soit J une structure presque complexe sur Cn telle que J0 = Jst.
Soit Γ une hypersurface strictement pseudoconvexe dans Cn, telle que Γ est de la forme Γ = {z ∈
Cn, |Re(zn) + |z′|2 +H(z, z) = 0}, avec H(z, z) =

∑

A,B,|A|+|B|>3 cA,Bz
AzB .

Soit Λδ : Γ → Γδ la dilatation définie par

Λδ(z
′, zn) = (

1√
δ
z′,

1

δ
zn).

Pour alléger les notations, nous noterons (Λδ)
−1 = Λ−1

δ . L’hypersurface Γδ est définie par Γδ =
{ρδ(w,w) = 0}, avec ρδ(w,w) = ρ ◦Λ−1

δ (w,w). Soit Jδ = (Λδ)⋆J = dΛδ ◦J ◦dΛ−1
δ la structure

presque complexe dilatée.

Le lemme suivant décrit le comportement de la structure dilatée Jδ lorsque δ tend vers 0 : elle

converge vers une structure modèle.

Lemme 2.5.1. 1. Lorsque δ tend vers 0, ρδ converge vers ρ0 uniformément sur tout compact,

avec ρ0(z, z) = Re(zn) + |z′|2.

2. Lorsque δ tend vers 0, Jδ converge vers une structure modèle Jmod uniformément sur tout

compact.

3. L’hypersurface Γδ est Jδ-pseudoconvexe en 0.
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PREUVE DU LEMME 2.5.1 : Détaillons la démonstration donnée dans [GS06] pour les items (2) et

(3) :

(2) Ecrivons J =

(

J
(n−1)
st +A(z) B(z)

C(z) J
(1)
st +D(z)

)

, avec A(0) = 0, B(0) = 0, C(0) = 0 et

D(0) = 0.

Ainsi, pour z ∈ Γδ,

Jδ =

(

I(n−1)/
√
δ 0

0 I(1)/δ

)

J(Λ−1
δ (z))

(√
δI(n−1) 0

0 δI(1)

)

=

(

J
(n−1)
st +A(Λ−1

δ (z))
√
δB(Λ−1

δ (z))

C(Λ−1
δ (z))/

√
δ J

(1)
st +D(Λ−1

δ (z))

)

.

Or, Λ−1
δ (z) converge vers 0 uniformément sur tout compact. Ainsi,

lim
δ→0

J
(n−1)
st +A(Λ−1

δ (z)) = J
(n−1)
st

lim
δ→0

√
δB(Λ−1

δ (z)) = 0

lim
δ→0

J
(1)
st +D(Λ−1

δ (z)) = J
(1)
st .

Enfin, nous avons C(w) =
∑n

j=1

(

Cjwj + C̃jwj

)

+ ϕ(w) où Cj , C̃j et ϕ(w) sont des matrices

2× (n− 1) avec ϕ(w) = o(|w|).
Ainsi, C(Λ−1

δ (z))/
√
δ =

∑n−1
j=1

(

Cjzj + C̃jzj

)

+
√
δ
(

Cnzn + C̃nzn

)

+ ϕ(Λ−1
δ (z))/

√
δ.

On a donc, limδ→0C(Λ
−1
δ (z))/

√
δ =

∑n−1
j=1

(

Cjzj + C̃jzj

)

.

Nous avons donc limδ→0 Jδ = J̃ =

(

J
(n−1)
st 0

∑n−1
j=1

(

Cjzj + C̃jzj

)

J
(1)
st

)

.

Il suffit ensuite d’écrire que J̃2 = −I pour obtenir que
∑n−1

j=1

(

Cjzj + C̃jzj

)

=
(

0
∑n−1

l=1

(

α1
l zl + β

1
l zl

)

. . . 0
∑n−1

l=1

(

αn
l zl + β

n

l zl

)

∑n−1
l=1

(

α1
l zl + β1l zl

)

0 . . .
∑n−1

l=1 (αn
l zl + βnl zl) 0

)

La structure limite J̃ est donc une structure modèle que l’on notera désormais Jmod.

(3) Par invariance de la forme de Lévi sous les applications (J, Jδ)-holomorphes, nous avons :

LJδ

Γδ (X
δ
0) = LJ

Γ(dΛ
−1
δ (Xδ

0)) > 0. L’hypersurface Γδ est bien Jδ-pseudoconvexe en 0. Ceci termine

la démonstration du Lemme 2.5.1.�

Nous noterons L̃2n,2j−1(z, z) =
∑n−1

l=1

(

αl
jzl + βjl zl

)

, comme dans la définition 1.3.1.

Soit (L1, . . . , Ln−1) une base de H1,0
Jmod

H définie comme dans l’égalité (2.3).

Dans le lemme suivant, nous calculons un développement limité de champs constituant une base

de l’espace H1,0
J Γ, puis nous donnons une base de l’espace H1,0

Jδ
Γδ.
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Lemme 2.5.2. Soit (X1, . . . , Xn−1) une base de H1,0
J Γ avec Xp(0) =

∂

∂zp
pour p = 1, . . . , n− 1.

Ecrivons

Xp(z) =
∂

∂zp
+

n
∑

l=1

hlp(z)
∂

∂zl
+ klp(z)

∂

∂zl
,(2.59)

avec hjp(z) = hjp(z) = 0. Alors,

1. Nous avons les développements limités en 0 suivants :

- kjp(z) =
1

2i
L2j,p(z, z) + o(|z|) (pour j = 1, . . . , n),

- hnp (z) = 2zp −
1

2i
L2n,p(z, z) + o(|z|). (Les L2j,p(z, z) sont définis dans la preuve).

2. Les champs Lδ
p définis par

Lδ
p =

√
δd(Λδ)Xp,

pour p = 1, . . . , n− 1, forment une base de H1,0
Jδ

Γδ.

3. Soient z0 ∈ H et (zδ)δ une suite d’éléments de Γδ convergeant vers z0 lorsque δ tend vers 0.

Alors Lδ
p(z

δ) converge vers Lp(z
0) lorsque δ tend vers 0.

PREUVE DU LEMME 2.5.2 : (1) Calculons d’abord un développement limité à l’ordre 1 en 0 d’une

base (X1(z), . . . , Xn−1(z)) de H1,0
J Γ . Ecrivons J(z) = Jst + L(z, z) +H(z, z),

où L(z, z) =









L1,1(z, z) L2,1(z, z) . . . L2,n(z, z)

L2,1(z, z) L1,1(z, z) . . . L1,n(z, z)
. . . . . . . . . . . .

L2n,1(z, z) L2n−1,1(z, z) . . . L2n−1,n(z, z)









,

avec Li,j(z) =
∑n

l=1 a
i,j
l zl+b

i,j
l zl, etH(z, z) est une matrice 2n×2n telle queHi,j(z, z) = o(|z|).

Les champs Xp(z) doivent vérifier J(z)Xp(z) = iXp(z). Or,

J(z)Xp(z) = i
∂

∂zp
+

n
∑

j=1

L2j−1,p(z, z)
∂

∂zj
+ L2j,p(z, z)

∂

∂zj

+

n
∑

l=1

hlp(z)



i
∂

∂zl
+

n
∑

j=1

L2l−1,p(z, z)
∂

∂zj
+ L2l,p(z, z)

∂

∂zj





+klp(z)



−i ∂
∂zl

+

n
∑

j=1

L2l−1,p(z, z)
∂

∂zj
+ L2l,p(z, z)

∂

∂zj



 .(2.60)

Les coefficients des termes en
∂

∂zj
dans (2.60) et dans i(2.59) doivent être égaux à l’ordre 1 . C’est

à dire kjp(z) =
1

2i
L2j,p(z, z) + o(|z|).

Les champsXp vérifient aussi dρ(Xp(z)) = 0. Or dρ =
dzn + dzn

2
+
∑n−1

j=1 zjdzj+zjdzj+o(|z|).
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A l’ordre 1, nous obtenons l’égalité
hnp (z) + knp (z)

2
+zp = 0. Ainsi, hnp (z) = 2zp−

1

2i
L2n,p(z, z)+

o(|z|).
(2) Nous avons :

dρδ(Lδ
p) = dρΛ−1

δ
(w,w)d(Λ

−1
δ )

√
δd(Λδ)Xp

=
√
δdρΛ−1

δ
(w,w)Xp

= 0.

Jδ(Lδ
p) = dΛδ ◦ J ◦ d(Λ−1

δ )
√
δd(Λδ)Xp

= iLδ
p

Les champs Lδ
p, pour p = 1, . . . , n − 1, forment une base de H1,0

Jδ
Γδ en 0. Ils forment donc aussi

une base de H1,0
Jδ

Γδ sur un voisinage de 0.

Ecrivons Lδ
p(z

δ) =
∂

∂zδp
+
∑n

l=1 h
p,δ
l (zδ)

∂

∂zδl
+ kp,δl (zδ)

∂

∂zδl

.

Soient z0 ∈ H et (zδ)δ une suite d’éléments de Γδ convergeant vers z0 lorsque δ tend vers 0. Il suffit

de montrer que si l 6= n, alors hp,δl (zδ) et kp,δl (zδ) convergent vers 0 lorsque δ tend vers 0, puis que

hp,δn (zδ) et kp,δn (zδ) convergent respectivement vers αp(z
0) et βp(z

0) (cf. 2.5) :

– Si l 6= n : hp,δl (zδ) =
√
δ
hpl (Λ

−1
δ (zδ))√
δ

= hpl (Λ
−1
δ (zδ)). Or, limδ→0 Λ

−1
δ (zδ) = 0, donc

limδ→0 h
p,δ
l (zδ) = hpl (0) = 0. De la même façon, nous pouvons montrer que le terme

kp,δl (zδ) tend vers 0 lorsque δ tend vers 0.

– Si l = n :

kp,δn (zδ) =
√
δ
kpn(Λ

−1
δ (zδ))

δ

=
hpn(Λ

−1
δ (zδ))√
δ

=

1

2i
L2n,p(Λ

−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ))
√
δ

=

∑n
l=1 a

2n,p
l (Λ−1

δ (zδ))l + b2n,pl (Λ−1
δ (zδ))l

2i
√
δ

=
δ
(

a2n,pn zδn + b2n,pn zδn

)

+
√
δ
∑n−1

l=1

(

a2n,pl zδl + b2n,pzδl

)

2i
√
δ

.

Ainsi, limδ→0 k
p,δ
n (zδ) =

∑n−1
l=1 a

2n,p
l z0l + b2n,pz0l

2i
=
L̃2n,2p−1(z

0)

2i
= βp(z

0). De la même

façon, nous pouvons montrer que le terme hp,δn (zδ) tend vers αp(z
0) lorsque δ tend vers 0. �

2.5.2 Convergence d’une suite d’applications ’dilatées’ gδ lorsque δ tend vers 0.

Soient J et J ′ deux structures presque complexes sur Cn.

Soient Γ et Γ′ deux hypersurfaces de la forme Γ = {z ∈ Cn, Re(zn) + |z′|2 +H(z, z) = 0}, avec
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H(z, z) =
∑

A,B,|A|+|B|>3 cA,Bz
AzB (resp. Γ′ = {w ∈ Cn, Re(wn) + |w′|2 + H(w,w) = 0},

avec H(w,w) =
∑

A,B,|A|+|B|>3 cA,Bw
AwB . )

Soit g : (Γ, J) → (Γ′, J ′) une application CR de classe C3 vérifiant g(0) = 0.

Soit Λ′
δ : Γ′ → Γ′

δ l’application définie par Λ′
δ(w

′, wn) = (
1√
δ
w′,

1

δ
wn). D’après

le Lemme 2.5.1, la structure J ′
δ = (Λ′

δ)⋆J
′ converge vers une structure modèle J ′

mod uni-

formément sur tout compact lorsque δ tend vers 0. Soit (X1, . . . , Xn) (resp. (Y1, . . . , Yn))
une base de H1,0Γ (resp. de H1,0Γ′) comme dans le Lemme 2.5.2. Soit Lδ

1, . . . , L
δ
n−1 (resp.

L′δ
1 , . . . , L

′δ
n−1) une base de H1,0(Γδ) (resp. de H1,0Γ′δ) donnée par le Lemme 2.5.2. Ecrivons

L′δ
p =

∂

∂zp
+
∑n

j=1 h
p,δ
j

∂

∂zj
+ kp,δj

∂

∂zj
, avec hp,δj (0) = kp,δj (0) = 0.

Soit gδ : Γδ → Γ′
δ l’application définie par gδ = Λ′

δ ◦ g ◦ Λ−1
δ .

Lemme 2.5.3. La fonction gδ : Γδ → Γ′
δ est CR.

PREUVE DU LEMME 2.5.3 : Puisque H1,0
Jδ

Γδ = Λδ(H
1,0
J Γ), on vérifie facilement que

gδ⋆(H
1,0
Jδ

Γδ) ⊂ H1,0
J ′

δ

Γ′
δ.�

En écrivant gδ⋆(L
δ
p) ∈ H1,0

J ′

δ

Γ′
δ, on obtient les équations suivantes (pour z ∈ Γδ) :

(2.61) Lδ
pg

δ
j =

n−1
∑

l=1

kl,δj (gδ, gδ)

1 +
∑n−1

m=1 h
m,δ
l (gδ, gδ)

Lδ
pg

δ
l pour p = 1, . . . , n− 1 et j = 1, . . . , n.

(2.62) Lδ
pg

δ
n =

n−1
∑

l=1

hl,δn (gδ, gδ)

1 +
∑n−1

m=1 h
m,δ
l (gδ, gδ)

Lδ
pg

δ
l , pour p = 1, . . . , n− 1.

(2.63)
gδn + gδn

2
+

n−1
∑

j=1

gδjg
δ
j +

∑

A,B

c′A,B

δ
(Λ−1

δ gδ)A(Λ−1
δ gδ)B = 0.

où (2.63) est l’écriture de gδ(Γδ) ⊂ Γ′δ.

Réecrivons l’égalité (2.61) sous la forme :

(2.64) Lδ
pg

δ
j =

n−1
∑

l=1

ϕl,δ
j (gδ, gδ)Lδ

pg
δ
l pour p = 1, . . . , n− 1 et j = 1, . . . , n,

avec ϕl,δ
j (gδ, gδ) =

kl,δj (gδ, gδ)

1 +
∑n−1

m=1 h
m,δ
l (gδ, gδ)

.

Réecrivons aussi l’égalité (2.63) sous la forme :

(2.65)
gδn + gδn

2
+

n−1
∑

j=1

gδjg
δ
j +G(gδ, gδ) = 0,

avec G(gδ, gδ) =
∑

A,B

c′A,B

δ
(Λ−1

δ gδ)A(Λ−1
δ gδ)B , et G est d’ordre supérieur ou égal à 3.

Le lemme suivant décrit le comportement de l’application gδ lorsque δ tend vers 0.
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Lemme 2.5.4. 1. La fonction gδ a une limite g0 : H → H lorsque δ tend vers 0. i.e. Soient

z0 ∈ H et (zδ)δ une suite d’éléments de Γδ convergeant vers z0 lorsque δ tend vers 0. Alors

limδ→0 g
δ(zδ) = g0(z0). De plus, la fonction g0 est quadratique en (z, z).

2. Les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal à 3 de gδ convergent vers les dérivées

partielles d’ordre inférieur ou égal à 3 de g0. i.e. Soient z0 ∈ H et (zδ)δ une suite

d’éléments de Γδ convergeant vers z0 lorsque δ tend vers 0. Alors, pour tout α, |α| 6 3,

limδ→0D
αgδ(zδ) = Dαg0(z0).

3. La fonction g0 est CR de (H, Jmod) dans (H, J ′
mod).

PREUVE DU LEMME 2.5.4 : (1) Afin de trouver un développement limité de g en 0, cherchons à

écrire une condition nécessaire pour que g soit CR de (Γ, J) dans (Γ′, J ′).
Puisque g(0) = 0, nous pouvons écrire la fonction g = (g1, . . . , gn) sous la forme

gj(z) =

n
∑

l=1

(

∂gj
∂zl

(0)zl +
∂gj
∂zl

(0)zl

)

+Hj(z, z) + ϕj(z, z),

où Hj est quadratique en z et z et ϕj(z, z) = O(|z|3).
Pour z ∈ Γ, nous avons g(z) ∈ Γ′, c’est à dire :

gn(z) + gn(z)

2
+

n−1
∑

j=1

gj(z)gj(z) +
∑

A,B

c′A,Bg(z)
Ag(z)

B
= 0.(2.66)

L’application g étant CR, pour chaque Xp(z), nous avons g⋆{Xp(z)} ∈ H1,0
J ′ Γ′.

Calculons d’abord g⋆{Xp(z)} :

(2.67) g⋆{Xp(z)} =

n
∑

j=1

(

Xp(z)gj
∂

∂wj
+Xp(z)gj

∂

∂wj

)

.

De plus, H1,0
J ′ Γ′ =< Y1(w), . . . , Yn−1(w) >, avec w = f(z).

g⋆{Xp(z)} s’écrit donc :

g⋆{Xp(z)} = ap1(w)Y1(w) + . . .+ apn−1(w)Yn−1(w).(2.68)

Ecrivons les égalités (2.67) et (2.68) en z = 0 :

n
∑

j=1

(

∂gj
∂zp

(0)
∂

∂wj
+
∂gj
∂zp

(0)
∂

∂wj

)

= a1(0)
∂

∂w1
+ . . .+ an−1(0)

∂

∂wn−1
.

Nous avons donc,

∂gj
∂zp

(0) = 0, pour j = 1, . . . , n− 1, p = 1, . . . , n,

∂gn
∂zp

(0) = 0, pour p = 1, . . . , n− 1.
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Ainsi, pour j = 1, . . . , n, on a :

gj(z) =

n−1
∑

l=1

∂gj
∂zl

(0)zl +Hj(z, z) + ϕj(z, z).

En écrivant l’égalité (2.66) à l’ordre 1, nous obtenons :

n−1
∑

l=1

2

(

∂gn
∂zl

(0)zl +
∂gn
∂zl

(0)zl

)

+Re

(

∂gn
∂zn

(0)zn

)

+Re

(

∂gn
∂zn

(0)zn

)

= 0.

D’où,

∂gn
∂zl

(0) = 0, pour l = 1, . . . , n− 1,

Re

(

∂gn
∂zn

(0)

)

= Re

(

∂gn
∂zn

(0)

)

.

Ce qui implique que gn(z) =
∂gn
∂zn

(0)zn +
∂gn
∂zn

(0)zn +Hn(z, z) + ϕn(z, z).

Calculons maintenant la valeur de gδj afin de déterminer sa limite lorsque δ tend vers 0.

Soient z0 ∈ H et (zδ)δ une suite d’éléments de Γδ convergeant vers z0 lorsque δ tend vers 0.

– Si j 6= n :

gδj (z
δ) =

1√
δ
gj ◦ Λ−1

δ (zδ)

=
1√
δ

(

n−1
∑

l=1

∂gj
∂zl

(0)
√
δzδl +Hj(Λ

−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ)) + ϕj(Λ
−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ))

)

=

n−1
∑

l=1

∂gj
∂zl

(0)zδl +
1√
δ

(

Hj((
√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) + ϕj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

)

.

La fonction Hj étant quadratique en (z, z), nous avons :

lim
δ→0

1√
δ
Hj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ

′
, δznδ)) = 0.

La fonction ϕj étant un grand O de |z|3, nous avons aussi :

lim
δ→0

1√
δ
ϕj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) = 0.

Ainsi, gδj (z
δ) converge vers

∑n−1
l=1

∂gj
∂z0l

(0)z0l lorsque δ tend vers 0. On pose donc

g0j (z
0) =

n−1
∑

l=1

∂gj
∂z0l

(0)z0l .
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– Si j = n, écrivonsHn(z, z) =
∑n

p,q=1

(

∂2gn
∂zp∂zq

(0)zpzq + 2
∂2gn
∂zp∂zq

(0)zpzq +
∂2gn
∂zp∂zq

(0)zpzq

)

.

Nous avons donc :

gδn(z
δ) =

1

δ
gn ◦ Λ−1

δ (zδ)

=
1

δ

(

∂gn
∂zn

(0)δzδn +
∂gn
∂zn

(0)δzδn +Hn(Λ
−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ))) + ϕn(Λ
−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ)))

)

.

La fonction ϕn étant un grand O de |z|3, nous avons :

lim
δ→0

1

δ
ϕn((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) = 0.

De plus :

1

δ
Hn(Λ

−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ)) =
1

δ

n
∑

p,q=1

(

∂2gn
∂zp∂zq

(0)(Λ−1
δ (zδ))p(Λ

−1
δ (zδ))q

+2
∂2gn
∂zp∂zq

(0)(Λ−1
δ (zδ))p(Λ

−1
δ (zδ))q

+
∂2gn
∂zp∂zq

(0)(Λδ)−1(zδ))p(Λδ)−1(zδ))q

)

.

- Si p et q 6= n :

1

δ
(Λ−1

δ (zδ))p(Λ
−1
δ (zδ))q =

1

δ

√
δzδp

√
δzδq

= zδpz
δ
q .

Ainsi,
1

δ

∂2gn
∂zp∂zq

(0)(Λ−1
δ (zδ))p(Λ

−1
δ (zδ))q converge vers

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz
0
q lorsque δ tend vers

0.

Nous démontrons de la même façon que
1

δ

∂2gn
∂zp∂zq

(0)(Λ−1
δ (zδ))p(Λδ)−1(zδ))q converge vers

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz
0
q et que

1

δ

∂2gn
∂zp∂zq

(0)(Λ−1
δ (zδ))p(Λ

−1
δ (zδ))q converge vers

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz0q .

- Si p 6= n et q = n (ou bien p = n et q 6= n) :

1

δ
(Λ−1

δ (zδ))p(Λ
−1
δ (zδ))n =

1

δ

√
δzδpδz

δ
n

=
√
δzδpz

δ
n.

Ainsi,
1

δ

∂2gn
∂zp∂zn

(0)(Λ−1
δ (zδ))p(Λ

−1
δ (zδ))n converge vers 0 lorsque δ tend vers 0.

Nous pouvons démontrer de la même façon que
1

δ

∂2gn
∂zn∂zq

(0)(Λ−1
δ (zδ))n(Λ

−1
δ (zδ))q, ainsi

que les autres termes vérifiant p 6= n et q = n, ou bien p = n et q 6= n, convergent vers 0
lorsque δ tend vers 0.
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- Si p = q = n :

1

δ
(Λ−1

δ (zδ))n(Λ
−1
δ (zδ))n =

1

δ
δzδnδz

δ
n

= δzδnz
δ
n.

Ainsi,
1

δ

∂2gn
∂zn∂zn

(0)(Λ−1
δ (zδ))n(Λ

−1
δ (zδ))n converge vers 0 lorsque δ tend vers 0.

Nous pouvons démontrer de la même façon que les termes

1

δ

∂2gn
∂zn∂zn

(0)(Λ−1
δ (zδ))n((Λ

−1
δ (zδ))n et

1

δ

∂2gn
∂zn∂zn

(0)(Λ−1
δ (zδ))n((Λδ)−1(zδ))n convergent

vers 0 lorsque δ tend vers 0.

Ainsi, lorsque δ tend vers 0, gδn(z
δ) converge vers

∂gn
∂zn

(0)z0n +
∂gn
∂zn

(0)z0n +
n−1
∑

p,q=1

(

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz
0
q + 2

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz
0
q +

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz
0
q

)

.

On pose donc

g0n(z
0) =

∂gn
∂zn

(0)z0n +
∂gn
∂zn

(0)z0n +
n−1
∑

p,q=1

(

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz
0
q + 2

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz
0
q +

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0pz
0
q

)

.

Nous avons bien montré que gδ(zδ) converge vers g0(z0) lorsque δ tend vers 0.

(2) Convergence des dérivées partielles. Calculons maintenant
∂gδj
∂zδp

afin de trouver sa limite.

Soient z0 ∈ H et (zδ)δ une suite d’éléments de Γδ convergeant vers z0 lorsque δ tend vers 0.

- Si j 6= n et p 6= n :

Ecrivons Hj(z, z) =
∑n

p,q=1

(

∂2gj
∂zp∂zq

(0)zpzq + 2
∂2gj
∂zp∂zq

(0)zpzq +
∂2gj
∂zp∂zq

(0)zpzq

)

. Ainsi,

∂gδj
∂zδp

(zδ) =
∂

∂zδp

(

n−1
∑

l=1

∂gj
∂zl

(0)zδl +
1√
δ

(

Hj((
√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

+ϕj((
√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

))

=
∂gj
∂zp

(0) +
1√
δ

∂

∂zδp

(

Hj((
√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) + ϕj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

)

=
∂gj
∂zp

(0) +
1√
δ









n−1
∑

q=1

∂2gj
∂zp∂zq

(0)δzδq + 2
∂2gj
∂zp∂zq

(0)δzδq



+
∂2gj
∂zp∂zn

(0)δ
3
2 zδn

+2
∂2gj
∂zp∂zn

(0)δ
3
2 zδn +

∂

∂zδp
ϕj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

)

.

La fonction ϕj étant un grand O de |z|3, le terme
1√
δ

∂

∂zδp
ϕj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) tend vers

0 lorsque δ tend vers 0. Le terme
∂gδj
∂zδp

(zδ) converge donc vers
∂gj
∂zp

(0) lorsque δ tend vers 0.
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- Si j 6= n et p = n :

∂gδj
∂zδn

(zδ) =
∂

∂zδn

(

n−1
∑

l=1

∂gj
∂zl

(0)zδl +
1√
δ

(

Hj((
√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

+ϕj((
√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

))

=
1√
δ

∂

∂zδn

(

Hj((
√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) + ϕj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

)

=
1√
δ









n−1
∑

q=1

∂2gj
∂zn∂zq

(0)δzδq + 2
∂2gj
∂zn∂zq

(0)δzδq



+
∂2gj
∂zn∂zn

(0)δ
3
2 zδn

+2
∂2gj
∂zn∂zn

(0)δ
3
2 zδn +

∂

∂zδn
ϕj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

)

.

La fonction ϕj étant un grand O de |z|3, le terme
1√
δ

∂

∂zδp
ϕj((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) tend vers

0 lorsque δ tend vers 0. Le terme
∂gδj
∂zδn

(zδ) converge donc vers 0 lorsque δ tend vers 0. Puisque

∂g0j
∂zn

(z0) = 0, le terme
∂gδj
∂zδn

(zδ) converge bien vers
∂g0j
∂zn

(z0).

- Si j = n et p 6= n :

Rappellons que Hn(z, z) =
∑n

p,q=1

(

∂2gn
∂zp∂zq

(0)zpzq + 2
∂2gn
∂zp∂zq

(0)zpzq +
∂2gn
∂zp∂zq

(0)zpzq

)

.

Nous avons donc :

∂gδn
∂zδp

(zδ) =
1

δ

∂

∂zδp

(

Hn(Λ
−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ)) + ϕn(Λ
−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ))
)

=
1

δ









n−1
∑

q=1

∂2gn
∂zp∂zq

(0)δzδq + 2
∂2gn
∂zp∂zq

(0)δzδq



+
∂2gn
∂zp∂zn

(0)δ
3
2 zδn

+2
∂2gn
∂zp∂zn

(0)δ
3
2 zδn +

∂

∂zδp
ϕn((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

)

.

La fonction ϕn étant un grand O de |z|3, le terme
1

δ

∂

∂zδp
ϕn((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) tend vers 0

lorsque δ tend vers 0. On a donc :

lim
δ→0

∂gδn
∂zδp

(zδ) =
∑n−1

q=1

∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0q + 2
∂2gn
∂zp∂zq

(0)z0q .

Ainsi,
∂gδn
∂zδp

(zδ) converge vers
∂g0n
∂zp

(z0) lorsque δ tend vers 0.
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- Si j = n et p = n, nous avons :

∂gδn
∂zδn

(zδ) =
1

δ

∂

∂zδn

(

Hn(Λ
−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ)) + ϕn(Λ
−1
δ (zδ),Λ−1

δ (zδ))
)

=
1

δ









n−1
∑

q=1

∂2gn
∂zn∂zq

(0)δ
3
2 zδq + 2

∂2gn
∂zn∂zq

(0)δ
3
2 zδq



+
∂2gn
∂zp∂zn

(0)δ2zδn

+2
∂2gn
∂zp∂zn

(0)δ2zδn +
∂

∂zδn
ϕn((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn))

)

.

La fonction ϕn étant un grand O de |z|3, le terme
1

δ

∂

∂zδn
ϕn((

√
δzδ ′, δzδn), (

√
δzδ ′, δzδn)) tend vers 0

lorsque δ tend vers 0. On a donc :

lim
δ→0

∂gδn
∂zδn

(zδ) = 0.

Puisque
∂g0n
∂zn

(z0) = 0, on a bien, limδ→0
∂gδn
∂zδn

(zδ) =
∂g0n
∂zn

(z0).

Un calcul du même type permettrait de démontrer que
∂gδj

∂zδp
(zδ) converge vers

∂g0j
∂zp

(z0).

Enfin, des calculs similaires aux précédents permettraient aussi de démontrer que dérivées partielles

d’ordre 2 et 3 de gδ convergent vers les dérivées partielles d’ordre 2 et 3 correspondantes de g0.

(3) Montrons que g0 est une application CR de (H, Jmod) dans (H, J ′
mod).

Il faut vérifier que g0 vérifie les équations (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17) pour z ∈ H.

- Montrons l’égalité (2.17) : Soit z0 ∈ H. On fixe une suite zδ de points de Γδ vérifiant

limδ→0 z
δ = z0. Puisque gδ(zδ) ∈ Γ′δ, nous avons : ρ′δ(g

δ(zδ)) = 0. De plus, limδ→0 ρ
′
δ(g

δ(zδ)) =
ρ′0(g

0(z0)), on a donc bien ρ′0(g
0(z0)) = 0. L’égalité (2.17) est bien vérifiée.

- Montrons l’égalité (2.14) : Si j, p = 1, . . . , n− 1, on a :

Lpg0j =

(

∂

∂zp
+ αp(z)

∂

∂zn
+ βp(z)

∂

∂zn

)(

∑n−1
l=1

∂gj
∂zl

(0)zl

)

= 0.

- Pour démontrer les égalités (2.15) et (2.16), il s’agit de prouver que :
{

Lpg0n =
∑n−1

j=1 βj(g
0)Lpg

0
j , pour p = 1, . . . , n− 1,

Lpg
0
n =

∑n−1
j=1 αj(g

0)Lpg
0
j , pour p = 1, . . . , n− 1.

Or, gδ vérifie l’équation (2.64) (pour j = n), pour zδ ∈ Γδ :

Lδ
pg

δ
n =

n−1
∑

l=1

kl,δn (gδ, gδ)

1 +
∑n−1

m=1 h
m,δ
l (gδ, gδ)

Lδ
pg

δ
l pour p = 1, . . . , n− 1 et j = 1, . . . , n.

Ainsi que l’équation (2.62), pour zδ ∈ Γδ :

Lδ
pg

δ
n =

n−1
∑

l=1

hl,δn (gδ, gδ)

1 +
∑n−1

m=1 h
m,δ
l (gδ, gδ)

Lδ
pg

δ
l , pour p = 1, . . . , n− 1.

Or, nous avons démontré au Lemme 2.5.2 que :
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– pour l 6= n : limδ→0 h
m,δ
l (gδ, gδ) = 0,

– limδ→0 k
j,δ
n (gδ, gδ) = βj(g

0),

– limδ→0 h
m,δ
n (gδ, gδ) = αj(g

0).

Donc, les termes
kj,δn (gδ, gδ)

1 +
∑n−1

m=1 h
m,δ
l (gδ, gδ)

et
hj,δn (gδ, gδ)

1 +
∑n−1

m=1 h
m,δ
l (gδ, gδ)

ont pour limite βj(g
0) et

αj(g
0) lorsque δ tend vers 0.

Nous obtenons bien les équations (2.15) et (2.16) pour g0. Ceci termine la démonstration du Lemme

2.5.4.�
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Chapitre 3

Théorème de Poincaré-Alexander pour

les domaines modèles

Introduction

Ce chapitre est consacré à la démonstration du Théorème de Poincaré-Alexander pour les do-

maines modèles (Th. 4). La démonstration utilise de façon essentielle le Théorème 2 démontré dans

le chapitre 2, ainsi que les résultats de K. H. Lee ([Lee08]).

Dans la première partie du chapitre, nous donnons deux résultats nécessaires pour la

démonstration du Théorème 4. Dans le premier paragraphe, nous donnons la forme des applica-

tions pseudo-holomorphes entre deux domaines modèles. Puis, nous étudions les automorphismes

dans le cas où la structure presque complexe est une structure modèle JB définie à partir d’une

matrice antisymétrique B (cf. 1.3.1) et où le domaine est le demi-espace de Siegel H. Les domaines

de cette forme permettent de représenter tous les domaines modèles, au sens où, pour tout domaine

modèles (D, J), il existe une matrice antisymétrique B tel que le domaine (D, J) est biholomor-

phe à (H, JB) (Prop. 1.3.3). Nous donnons dans le deuxième paragraphe une représentation des

automorphismes de (H, JB) (Prop 3.1.2) due à K. H. Lee ([Lee08]).

La deuxième partie est consacrée à la démonstration du théorème 4. Dans les cas n = 2 ou

n > 3 et J intégrable, nous nous ramenons au Théorème de Poincaré-Alexander classique. Dans le

cas n > 3 avec J non intégrable, nous utilisons la représentation donnée par la Proposition 1.3.3

pour les domaines modèles, pour nous ramener à un domaine de la forme (H, JB). Par un calcul

de développement limité de l’application initiale F définie sur un ouvert U , nous construisons une

nouvelle applicationG. Cette applicationG est de la forme donnée dans la Proposition 3.1.2, elle est

donc un biholomorphisme de (H, JB). Nous utilisons ensuite le Théorème 2 pour démontrer que les

applications F et G coı̈ncident sur U , donc que l’application F se prolonge en un biholomorphisme

de (H, JB).
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3.1 Préliminaires

3.1.1 Forme des applications pseudo-holomorphes locales entre deux domaines

modèles

Nous donnons ici une version locale des résultats sur la forme des applications pseudo-

holomorphes entre deux domaines modèles obtenus dans [Lee08] et [BC08a]. La preuve donnée

dans [Lee08] et [BC08a] est identique lorsque l’application est définie localement, nous ne l’inclu-

ons pas ici.

Proposition 3.1.1. Soit U une boule ouverte dans Cn, centrée en 0. Soient Js et J ′
s deux structures

modèles simples et non intégrables sur Cn.

Soit F : U → Cn une application (Js, J
′
s)-holomorphe, telle que F (U ∩ ∂H) ⊂ ∂H et F (0) = 0.

Alors, il existe une constante réelle c, telle que

∀z = (z′, zn) ∈ U, F (z, z) = (F ′(z′), czn + φ(z′)),(3.1)

où φ est une application antiholomorphe (au sens standard) de U dans C et F ′ est une application

holomorphe (au sens standard) de U dans Cn−1.

3.1.2 Automorphismes de (H, JB)

Les dilatations Λτ sont les automorphismes de H définis sur Cn, pour τ > 0, par

Λτ (z) = (
z′√
τ
,
zn
τ
).(3.2)

Pour ζ ∈ ∂H, ΨB
ζ est l’automorphisme de H défini sur Cn par

ΨB
ζ (z) = (z′ + ζ ′, zn + ζn − 2 < z′, ζ ′ >C +iReB(z′, ζ ′)).(3.3)

où B(z′, ζ ′) =
∑n−1

j,k=1 bj,kzjζk et < z′, ζ ′ >C=
∑n−1

j=1 zjζj .
Pour ζ = (ζ ′, ζn) et (ξ = (ξ′, ξn) dans Cn, nous définissons le produit ∗B par

ζ ∗B ξ = (ζ ′ + ξ′, ζn + ξn − 2 < ζ ′, ξ′ >C +iReB(ζ ′, ξ′)).

L’hypersurface ∂H est stable par le produit ∗B , ainsi, (∂H, ∗B) est un groupe de Lie. De plus,

puisque, pour z ∈ Cn, ΨB
ζ ◦ ΨB

ξ (z) = ΨB
ζ∗Bξ(z), le groupe (∂H, ∗B) peut être identifié avec le

sous groupe HB de Aut(H, JB) défini par HB = {ΨB
ζ , ζ ∈ Γ}. Lorsque B = 0 (J = Jst), H

0 est

le groupe de Heisenberg.

Nous pouvons caractériser les automorphismes de (H, JB) à l’aide de la Proposition suivante :

Proposition 3.1.2. [Lee08] Le groupe des automorphismes de (H, JB) admet la décomposition

suivante :

Aut(H, JB) = Aut−1(H, J
B) ◦ D ◦HB

où Aut−1(H, J
B) est le groupe d’isotropie de −1 = (0, . . . , 0,−1), D = {Λτ , τ > 0}.

Si JB est non intégrable, on a de plus,

Aut−1(H, J
B) = {ΦA(z

′) = (A(z′), zn), A
tBA = B et A ∈ U(n− 1)}.

De plus, l’action de D ◦HB sur H est transitive. Nous en déduisons l’homogénéité de (H, JB).
D’après la Proposition 1.3.3, nous déduisons que tous les domaines modèles (D, J) sont ho-

mogènes.
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3.2 Démonstration du Théorème 4

3.2.1 Les cas n = 2 ou n ≥ 3 avec J intégrable

Si n = 2, nous savons d’après [GS06] que toutes les structures modèles sont intégrables. Ainsi,

dans les cas où n = 2 ou n est supérieur ou égal à 3 et la structure J est intégrable, il existe, d’après

[GS06] (Prop. 2.3), un (J, Jst)-biholomorphisme global de Cn. Soit φ une telle application, et

soient D′ = φ(D), p′ = φ(p). Le domaine D′ étant strictement pseudoconvexe et homogène, le

Théorème de Wong-Rosay ([GKK02]) assure qu’il existe un biholomorphisme ψ de D′ sur Bn. La

version locale du Théorème de Fefferman ([Fef74]) assure que l’on peut prolonger le biholomor-

phisme ψ en une application lisse sur un voisinage Ũ de p′ dans ∂D′. Les domaines D′ et Bn étant

strictement pseudoconvexes à bords analytiques réels, la version locale du principe de réflexion

de Lewy-Pinchuk ([Pin75],[Lew77]), permet maintenant de prolonger l’application ψ en une

application holomorphe sur un voisinage U ′ de p′ dans Cn. Nous effectuons le même prolongement

sur un voisinage du point q = f(p), avec q′ = φ(q). L’application ψ se prolonge en une application

holomorphe sur un voisinage V ′ de q′ dans Cn. Quitte à rétrécir les ouverts U et V = f(U), nous

définissons l’application F sur U ′′ = ψ◦φ(U) par F (z) = ψ◦φ◦f ◦φ−1◦ψ−1(z). L’application F
vérifie les hypothèses du Théorème de Poincaré-Alexander, sur une boule contentant p′′ = ψ ◦φ(p)
dans U ′′. Par composition, nous pouvons prolonger l’application f en un automorphisme de (D, J).

ψ

F

ψD

D

φ

φ

f

×
D′

D′

U ′′

U

U ′

V

×
V ′

q′

×

×

×

×

p

p′
p′′

q

Bn

Bn

3.2.2 Le cas n ≥ 3 avec J non intégrable

Nous nous plaçons maintenant dans le cas où n est supérieur ou égal à 3 et où la structure

J n’est pas intégrable. Nous démontrons d’abord, grâce à la Proposition 1.3.3, que l’on peut se

ramener au cas particulier d’un domaine modèle de la forme (H, JB), où la structure JB est définie
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par une matrice antisymétrique. Nous démontrons ensuite le Théorème 4 dans ce cas particulier.

Soit (D, J) un domaine modèle dans Cn. Soit p ∈ ∂D. Soit U une boule ouverte dans Cn,

centrée en p. Soit f : U → Cn une application de classe C4 et pseudo-holomorphe sur U , telle que

f(U ∩ ∂D) ⊂ ∂D, f(p) = q. On suppose que f est un difféomorphisme local en p.

D’après la Proposition 1.3.3, (D, J) est biholomorphe à (H, JB). Le biholomorphisme entre (D, J)
et (H, JB) est en fait un biholomorphisme global φ de Cn dans Cn. Soient p′ = φ(p) et q′ = φ(q).
Les points p′ et q′ appartiennent à Γ. De plus, ΨB

p′(0) = p′ et ΨB
q′(0) = q′.

On considère l’application F : U ′ =
(

ΨB
p′

)−1
◦ φ(U) 7→ Cn définie par

F (z) = ΨB
q′ ◦ φ ◦ f ◦ φ−1 ◦

(

ΨB
p′

)−1
(z).(3.4)

L’application F est de classe C4 et pseudo-holomorphe sur U ′, vérifie F (0) = 0 et F (U ′ ∩ Γ) ⊂ Γ.

L’application F est un difféomorphisme local en 0.

Nous allons montrer que l’application F s’étend en un automorphisme de (H, JB). L’application

ΨB
q′ (resp. φ) étant un JB-biholomorphisme global de Cn (resp. un (JB, J)-biholomorphisme

global), nous obtiendrons, par composition, que l’application f se prolonge en un automorphisme

de (D, J).

f

φ(U)

H

H

D

F

p

H

φ

ΨB
ζp′

×

φ

ΨB
ζq′

×

×

×

×

0 0

q′

p′

H

U ′

U

q

D ×
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Nous allons d’abord calculer le jet d’ordre 2 en 0 de l’application F . Nous verrons ensuite que

ce jet d’ordre 2 en 0 coı̈ncide avec le jet d’ordre 2 en 0 d’un automorphisme de (H, JB). Nous

obtiendrons le résultat recherché en utilisant le Théorème 2.

La structure J n’étant pas intégrable, d’après la Proposition 3.1.1, il existe une constante réelle c,
telle que

∀z = (z′, zn) ∈ U, F (z, z) = (F ′(z′), czn + φ(z′)),(3.5)

où φ est une application antiholomorphe (au sens standard) de U dans C et F ′ est une application

holomorphe (au sens standard) de U dans Cn−1. Puisque F (0) = 0, le développement limité de F
en 0 est de la forme

Fj(z) = aj1z1 + . . . ajn−1zn−1 +
n−1
∑

k,l=1

ajk,lzkzl + o(|z|2) pour j = 1, . . . , n− 1,(3.6)

Fn(z, z) = czn +

n−1
∑

k=1

an
k
zk +

n−1
∑

k,l=1

an
k,l
zkzl + o(|z|2).(3.7)

Soit dFz =













∂F1

∂z1
. . .

∂F1

∂zn
...

...
...

∂Fn

∂z1
. . .

∂Fn

∂zn













=

(

A(z) B(z)
C(z) D(z)

)

, avec

A(z) =















∂F1

∂z1
. . .

∂F1

∂zn−1
...

...
...

∂Fn−1

∂z1
. . .

∂Fn−1

∂zn−1















, B(z) =













∂F1

∂zn

∂F1

∂zn
...

...

∂Fn−1

∂zn

∂Fn−1

∂zn













,

C(z) =









∂Fn

∂z1
. . .

∂Fn

∂zn−1

∂Fn

∂z1
. . .

∂Fn

∂zn−1









, et D(z) =







∂Fn

∂zn

∂Fn

∂zn
∂Fn

∂zn

∂Fn

∂zn






.

De plus, d’après (3.5),

A(z) =













∂F1

∂z1
0 . . . 0

...
...

...
...

0
∂Fn−1

∂z1
. . .

∂Fn−1

∂zn−1













, B(z) =







0 0
...

...

0 0






,

C(z) =









0
∂Fn

∂z1
. . .

∂Fn

∂zn−1

∂Fn

∂z1
0 . . . 0









, D(z) =

(

c 0
0 c

)

D’après (2.5.1), nous pouvons écrire JC(z) =

(

J
(n−1)
st 0

L̃(z) J
(1)
st

)

,
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avec L̃(z) =

(

0 L̃2n,1(z, z) 0 L̃2n,3(z) . . . L̃2n,2n−3(z)

L̃2n,1(z) 0 L̃2n,3(z) 0 . . . 0

)

,

et, pour l = 1, . . . , n− 1,

L̃2n,2l−1(z) =
n−1
∑

k=1

bl,kzk.(3.8)

Puisque F vérifie les équations de pseudo-holomorphie (1.1), on obtient,

(

J
(n−1)
st 0

L̃(F (z)) J
(1)
st

)

(

A(z) 0
C(z) D(z)

)

=

(

A(z) 0
C(z) D(z)

)

(

J
(n−1)
st 0

L̃(z) J
(1)
st

)

.(3.9)

C’est à dire,

(

J
(n−1)
st A(z) 0

L̃(F (z))A(z) + J
(1)
st C(z) J

(1)
st D(z)

)

=

(

A(z)J
(n−1)
st 0

C(z)J
(n−1)
st +D(z)L̃(z) D(z)J

(1)
st

)

(3.10)

Les systèmes d’équations J
(n−1)
st A(z) = A(z)J

(n−1)
st et J

(1)
st D(z) = D(z)J

(1)
st sont vérifiés d’après

(3.5). De plus,

L̃(F (z))A(z) =












0
n−1
∑

l=1

L̃2n,2l−1(F (z))
∂Fl

∂z1
. . .

n−1
∑

l=1

L̃2n,2l−1(F (z))
∂Fl

∂zn−1

n−1
∑

l=1

L̃2n,2l−1(F (z))
∂Fl

∂z1
0 . . . 0













,

J
(1)
st C(z) =









0 i
∂Fn

∂z1
. . . i

∂Fn

∂zn−1

−i∂Fn

∂z1
0 . . . 0









,

C(z)J
(n−1)
st =









0 −i∂Fn

∂z1
. . . −i ∂Fn

∂zn−1

i
∂Fn

∂z1
0 . . . 0









,

D(z)L̃(z) =

(

0 L̃2n,1(z)c . . . L̃2n,2n−3(z)c

L̃2n,1(z)c 0 . . . 0

)

.

Ainsi, l’écriture des équations composant le système

L̃(F (z))A(z) + J
(1)
st C(z) = C(z)J

(n−1)
st +D(z)L̃(z)

donne, pour j = 1, . . . , n− 1, pour z ∈ U ′,

n−1
∑

l=1

L̃2n,2l−1(F (z))
∂Fl

∂zj
(z) = 2i

∂Fn

∂zj
(z) + L̃2n,2j−1(z)c.(3.11)
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D’où, d’après (3.8),

n−1
∑

l=1

(

n−1
∑

k=1

bl,kFk(z)

)

∂Fl

∂zj
(z) = 2i

∂Fn

∂zj
(z) + c

(

n−1
∑

k=1

bj,kzk

)

.(3.12)

Puisque F (0) = 0, les termes constants sont nuls dans le membre de gauche de (3.12). On obtient

donc an
j
= 0, pour j = 1, . . . , n− 1.

De plus, puisque F (U ′ ∩ Γ) ⊂ Γ, on a, pour z ∈ Γ,

ρ(F (z)) = 0.(3.13)

C’est à dire, pour z ∈ Γ ∩ U ′,

Re(Fn(z, z)) +
n−1
∑

j=1

Fj(z)Fj(z) = 0.(3.14)

D’après (3.6) et (3.7), pour k, l = 1, . . . n − 1, les seuls termes en zkzl dans le membre de gauche

de l’égalité (3.14) sont an
k,l
zkzl. On obtient donc an

k,l
= 0.

Ecrivons le développement limité de Fn à l’ordre 3 :

Fn(z, z) = czn +

n−1
∑

p,k,l=1

an
p,k,l

zpzkzl + o(|z|3).

L’égalité (3.14) donne, pour z ∈ Γ ∩ U ′ :

cRe(zn) + Re





n−1
∑

p,k,l=1

an
p,k,l

zpzkzl + o(|z|3)



(3.15)

+
n−1
∑

j=1





n−1
∑

l=1

ajl zl +
n−1
∑

k,l=1

ajk,lzkzl + o(|z|2)









n−1
∑

l=1

ajl zl +
n−1
∑

k,l=1

ajk,lzkzl + o(|z|2)



 = 0.

En écrivant le terme en zkzpzl dans l’équation (3.15), pour k, p, l = 1, . . . , n− 1, on obtient :

a1p,la
1
k + a2p,la

2
k + . . .+ an−1

p,l a
n−1
k = 0.(3.16)

Etant donné la forme de F donnée en (3.6) et (3.7), F étant un difféomorphisme local en 0, la

matrice A = (aik)i,k=1,...,n−1 est inversible. En inversant le système composé des équations (3.16)

pour k = 1, . . . , n − 1, à p et l fixés, nous obtenons donc ajp,l = 0, pour j, p, l = 1, . . . , n − 1. Le

développement limité de F en 0 est donc de la forme

Fj(z, z) = aj1z1 + . . . ajn−1zn−1 + o(|z|2) pour j = 1, . . . , n− 1,

Fn(z, z) = czn + o(|z|2).
L’égalité (3.15) devient, pour z ∈ Γ ∩ U ′ :

cRe(zn) + Re





n−1
∑

p,k,l=1

an
p,k,l

zpzkzl + o(|z|3)



(3.17)

+

n−1
∑

j=1

(

n−1
∑

l=1

ajl zl + o(|z|2)
)(

n−1
∑

l=1

ajl zl + o(|z|2)
)

= 0.
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De plus, si z ∈ Γ∩U ′, Re(zn) = −|z′|2. Lorsque nous écrivons l’égalité des coefficients des termes

en zpzp dans l’égalité (3.17), nous obtenons, pour p = 1, . . . , n− 1,

−c+
n−1
∑

j=1

ajpa
j
p = 0.(3.18)

Lorsque nous écrivons l’égalité des coefficients des termes en zpzk dans l’égalité (3.17), nous

obtenons, pour p, k = 1, . . . , n− 1, p 6= k,

n−1
∑

j=1

ajpa
j
k = 0.(3.19)

Les équations (3.18) et (3.19) signifient que AtA = cIn−1.

Définissons l’application G = (G1, . . . , Gn) sur Cn par

Gj(z, z) = aj1z1 + . . . ajn−1zn−1 pour j = 1, . . . , n− 1,(3.20)

Gn(z, z) = czn.(3.21)

En posant A′ = (a′i,j)i,j=1,...,n−1 =

(

ai,j√
c

)

i,j=1,...,n−1

, on a G(z) = ΦA′ ◦ Λ 1
c
◦ ΨB

0 . Ainsi,

d’après la Proposition 3.1.2, l’application G est un JB-automorphisme de H. Son jet d’ordre 2 en

0 coı̈ncide avec celui de F . D’après la Remarque 1.4.1, l’application F̃ , restriction de l’application

F à Γ ∩ U ′ est CR, vérifie les hypothèses du Théorème 2 : l’application F̃ est donc uniquement

déterminée par son jet d’ordre 2 en 0. Les applications F̃ et G sont donc égales sur U ′ ∩ Γ. Ainsi,

l’application F̃ se prolonge en un automorphisme de (H, JB).

Montrons maintenant que l’application F se prolonge en un automorphisme de (H, JB).
D’après l’écriture (3.5), l’application F est analytique réelle sur U ′. Nous allons démontrer que

ses dérivées en 0 coı̈ncident avec celles de l’application G, qui est aussi analytique réelle. Les ap-

plications F et G seront donc égales sur U ′, et nous obtiendrons que l’application F se prolonge en

un automorphisme de (H, JB).
D’après l’écriture (3.5) et la définition de l’application G donnée dans (3.20) et (3.21), nous

obtenons directement que :

∂kF j

∂zα∂zβ
(0) =

∂kGj

∂zα∂zβ
(0) pour j = 1, . . . , n− 1, k ≥ 2, α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn),

|α|+ |β| = k, et αn 6= 0 ou l’un des βi 6= 0.

∂kFn

∂zα∂zβ
(0) =

∂kGn

∂zα∂zβ
(0) pour k ≥ 2, α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn),

|α|+ |β| = k, et βn 6= 0 ou l’un des αi 6= 0.

Nous rappelons que les champs {T, Lk, Lk, k = 1, . . . , n− 1} définis en (2.3) et (2.6) constituent

une base du complexifié de l’espace tangent TCΓ. Les applications F et G étant égales sur U ′ ∩ Γ,

nous avons, pour tout p ∈ U ′ ∩ Γ, pour tout j = 1, . . . , n, pour tout t ∈ N, pour tous multi-indices

α = (α1, . . . , αn) et β = (β1, . . . , βn),

T t
pL

α
pL

β
pFj(p) = 0.
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En particulier, pour p = 0, j = 1, . . . , n − 1, t = 0, α = (α1, . . . , αn−1, 0) et β = (0, . . . , 0), on

obtient,

∂kF j

∂zα
(0) =

∂kGj

∂zα
(0) pour j = 1, . . . , n− 1, k ≥ 2, α = (α1, . . . , αn−1, 0), |α| = k.

De même, pour p = 0, j = n, t = 0, α = (0, . . . , 0) et β = (β1, . . . , βn−1, 0), on obtient,

∂kFn

∂zβ
(0) =

∂kGn

∂zβ
(0) pour k ≥ 2, β = (β1, . . . , βn−1, 0), |β| = k.

Ainsi, toutes les dérivées partielles en 0 de l’application F coı̈ncident avec celles de l’application

G, qui est aussi analytique réelle. Les applications F et G sont donc égales sur U ′, et l’application

F se prolonge en un automorphisme de (H, JB). Ceci termine la démonstration.
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Chapitre 4

Ensembles d’unicité pour les fonctions

J-quasiconformes

Un ensemble E inclus dans l’ensemble de définition U d’une fonction f est un ensemble

d’unicité pour cette fonction s’il suffit que f s’annule sur E pour que f s’annule sur U tout entier.

Dans ce chapitre, nous définissons les fonctions J-quasiconformes et étudions leurs ensembles

d’unicité. Pour cela, nous utilisons les disques analytiques, qui permettent de se ramener à l’étude

de fonctions quasiconformes définies sur des ouverts de C, pour lesquelles nous avons de bonnes

représentations (cf. Théorème 1.4.3).

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la première partie, nous donnons une définition des

applications J-quasiconformes.

Nous démontrons dans la deuxième partie que les ouverts nons vides constituent des ensembles

d’unicité pour les applications J-quasiconforme. La démonstration utilise le feuilletage d’une boule

par des disques pseudo-holomorphes donnée dans la Proposition 1.2.5, ainsi que les propriétés des

applications quasiconformes rappellées dans la dernière partie du chapitre 1.

Dans la troisième partie, nous démontrons, en utilisant le feuilletage d’un wedge par des disques

pseudo-holomorphes (Lemme 1.2.2), que les sous-variétés totalement réelles incluses dans le bord

constituent des ensembles d’unicité pour les applications J-quasiconformes.

Enfin, dans la quatrième partie, nous démontrons un dernier résultat d’unicité, pour une appli-

cation J-quasiconforme bornée admettant des limites nulles en tout point d’une sous-variété totale-

ment réelle incluse dans le bord.

4.1 Fonctions J-quasiconformes

Soit (M,J) une variété presque complexe et Ω un ouvert deM . Soit f : Ω → C une application

presque partout différentiable. Nous rappelons que les opérateurs ∂J et ∂J sont définis pour presque

tout z ∈M sur TzM par

∂Jf = −J (2)
st ◦Df ◦ J,

∂Jf = Df + J
(2)
st ◦Df ◦ J.

Nous pouvons définir la notion d’application absolument continue sur les lignes sur un domaine de

Cn de la même façon que sur un domaine de C (cf. [Car74]). Comme dans le cas de la dimension
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1, une fonction absolument continue sur les lignes sur un domaine admet des dérivées partielles

presque partout sur ce domaine.

Définition 4.1.1. Une fonction f presque partout différentiable sur Ω est dite J-quasiconforme sur

Ω si

- f est absolument continue sur les lignes sur Ω.

- Les dérivées partielles de f , définies presque partout sur Ω, appartiennent à Lq(G), pour chaque

compact G de Ω, pour un q > 2.

- Il existe un réel µ0, 0 ≤ µ0 < 1, tel que, pour presque tout z ∈ Ω, pour presque tout h ∈ TzM,

|∂Jfz.h| 6 µ0|∂Jfz.h|.(4.1)

Etant donné une fonction J-quasiconforme définie sur un ouvert Ω d’une variété presque com-

plexe (M,J), nous pouvons définir l’application µf pour tous (z, h) tels que z ∈ Ω, h ∈ TzM
par :

µf (z, h) = 0 si ∂Jf(z).h = 0,

=
|∂Jf(z).h|
|∂Jf(z).h|

si ∂Jf(z).h 6= 0.

La fonction f étant de classe C1 sur Ω et la variété presque complexe étant lisse de classe C∞,

l’application µf est mesurable.

Remarque : µ0 = ||µf ||∞ est la meilleure constante dans l’inégalité (4.1).

Remarque : Dans le cas où n = 1 et J = Jst, grâce à la condition donnée dans le Corollaire

1.4.3, nous retrouvons bien la définition d’une fonction quasiconforme. De plus, d’après la Remar-

que 1.4.1, dans le cas d’un homéomorphisme quasiconforme f pour n = 1 et J = Jst, il est inutile

de supposer que f est presque partout différentiable .

4.2 Les ouverts non vides sont des ensembles d’unicité.

Nous démontrons dans cette section que les ouverts non vides sont des ensemble d’unicité pour

les fonctions J-quasiconformes de classe C1.

Théorème (5 Partie 1). Soit (M,J) une variété presque complexe lisse de classe C∞ et connexe

par arcs. Soit Ω un domaine relativement compact de M .

Soit f : Ω → C une fonction de classe C1, J-quasiconforme sur Ω.

Si f s’annule sur un ouvert non vide U de Ω, alors f est identiquement nulle sur Ω.

PREUVE DE LA PREMIÈRE PARTIE DU THÉORÈME 5 : Soit z ∈ Ω et p ∈ U . Il existe un

chemin de classe C1, γ : [0, 1] → Ω tel que γ(0) = p et γ(1) = z.

Nous commençons par démontrer que nous pouvons recouvrir γ([0, 1]) par un nombre fini de boules

“feuilletées“ par des disques pseudo-holomorphes.

Lemme 4.2.1. Il existe t1 = 0 < t2 < · · · < tk < 1, Ui, des voisinages Ui de γ(ti) = γi
relativement compacts dans Ω, (1 6 i 6 k) et des coordonnées zi : Ui → B tels que (pour

1 6 i 6 k) :

– γi+1 ∈ Ui
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– γ([0, 1]) ⊂ ∪i=1···kUi

– Il existe une famille à 2n paramètres de disques J-holomorphes, ϕs
i : ∆ → Ui, centrés en γi,

avec Ui ⊂ ∪s∈R2nϕs
i (∆).

PREUVE DU LEMME 4.2.1.

D’après la Proposition 1.2.5, il existe ǫ0 tel que si J ′ est une structure presque complexe définie

au voisinage de B vérifiant ||J ′ − Jst||C2(B) < ǫ0, alors B est “feuilletée“ par une famille à 2n

paramètres de disques J ′-holomorphes centrés en 0.

Remarque : Nous avons choisi d’utiliser les disques stationnaires pour feuilleter la boule unité

par des disques pseudo-holomorphes car nous pensons que cette technique peut être utile pour des

applications futures. Nous aurions aussi pu utiliser le Théorème de Nijenhuis-Woolf ([NW63]) et le

fait que la ”taille” des disques pseudo-holomorphes est uniformément minorée sur tout compact du

domaine.

D’après le Lemme 1.1.1, pour chaque γ(t), il existe un voisinage Ut de γ(t) et un

difféomorphisme zt : Ut → B tel que zt(γ(t)) = 0, dzt(γ(t)) ◦ J(γ(t)) ◦ dz−1
t (0) = J0, et

J t = z⋆t (J) vérifie ||J t − Jst||C2(B) < ǫ0.

Les ouverts Ut recouvrent le compact γ([0, 1]) : il existe 0 = t1 < t2 < · · · < tk < 1 tels que

γ([0, 1]) ⊂ ∪i=1···kUi. Quitte à ajouter un nombre fini d’ouverts Ut, nous pouvons supposer que

γi+1 ∈ Ui, pour 1 6 i 6 k. Pour tout i, ||J ti − J0||C2(B) < ǫ0 et B est feuilletée par une famille à

2n paramètres de disques J ti-holomorphes ψti
s : ∆ → B.

Ainsi, la famille à 2n paramètres ϕi
s = ψti

s ◦ z−1
i : ∆ → Ui est une famille de disques J-

holomorphes, centrés en γi, tels que Ui ⊂ ∪s∈R2nϕs
i (∆). �

Continuons la preuve de la première partie du Théorème 5.

Nous montrons d’abord que f|U1
≡ 0 :

Si U1 ⊂ U , il n’y a rien à prouver et nous pouvons remplacer 1 par le premiers des indices i tel que

Ui 6⊂ U .

Puisque U1 est feuilleté par les disques J-holomorphes ϕs
1, il suffit de montrer que, pour tout s,

f|ϕs
1(∆) ≡ 0.

Puisque γ1 ∈ U , f s’annule sur un voisinage V de γ1. Ainsi, ψs
1 = f ◦ ϕs

1 : ∆ → C s’annule

sur l’ouvert non vide (ϕs
1)

−1 (V ). De plus, nous avons,

Lemme 4.2.2. La fonction ψs
1 est quasiconforme.

PREUVE DU LEMME 4.2.2 : Nous allons montrer que la fonction ψs
1 est solution d’une équation

de Beltrami gz = χgz .

On a,

(ψs
1)z = ∂ψs

1(z)

= Dψs
1(z) + J

(2)
0 ◦Dψs

1(z) ◦ J
(2)
0

= Df(ϕs
1(z)) ◦Dϕs

1(z) + J
(2)
0 ◦Df(ϕs

1(z)) ◦Dϕs
1(z) ◦ J

(2)
0

= Df(ϕs
1(z)) ◦Dϕs

1(z) + J
(2)
0 ◦Df(ϕs

1(z)) ◦ J ◦Dϕs
1(z)

= (Df(ϕs
1(z)) + J

(2)
0 ◦Df(ϕs

1(z)) ◦ J) ◦Dϕs
1(z)

= ∂Jf(ϕ
s
1(z)) ◦Dϕs

1(z).
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De même, nous avons, (ψs
1)z = ∂ψs

1(z) puis ∂ψs
1(z) = ∂Jf(ϕ

s
1(z)) ◦Dϕs

1(z).

Si ∂Jf(ϕ
s
1(z)) ◦Dϕs

1(z) 6= 0, on a :

(ψs
1)z = χs

1 (ψ
s
1)z ,

où χs
1(z) =

(ψs
1)z

(ψs
1)z

.

Sinon, si ∂Jf(ϕ
s
1(z)) ◦Dϕs

1(z) = 0, on a :

(ψs
1)z = χs

1 (ψ
s
1)z ,

où χs
1(z) = 0.

La fonction ψs
1 est donc solution de l’équation de Beltrami gz = χs

1gz presque partout sur ∆,

où χs
1 = µf (ϕ

s
1(z),Dϕ

s
1(z)).

χs
1 est une fonction mesurable sur ∆ et |χs

1(z)| 6 µ0 < 1. De plus, puisque l’application f et

le disque pseudo-holomorphe ϕs
1 sont de classe C1, la fonction ψs

1 est de classe C1 sur ∆. D’après

le Corollaire 1.4.3, la fonction ψs
1 est quasiconforme. �

fϕs1

ψs1

C

W
φ

V

∆
′

(ϕs1)
−1(V )

∆

W ((ϕs1)
−1(V ))

Ainsi, la fonction ψs
1 admet une représentation ψs

1 = φ ◦ W où W : ∆ → ∆′ est un

homéomorphisme quasiconforme et φ une fonction holomorphe non constante sur ∆′ = W (∆).
La fonction holomorphe φ s’annule sur l’ouvert non vide de ∆′, W ((ϕs

1)
−1 (V )). Ainsi, φ est

identiquement nulle sur ∆′ et f est identiquement nulle sur ϕs
1(∆).
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Par récurrence, nous obtenons que f|Ui
≡ 0 pour 1 6 i 6 k. Puisque, z = γ(1) ∈ Uk, et

f(z) = 0. f est donc identiquement nulle sur Ω.�

4.3 Les sous-variétés totallement réelles sont des ensembles d’unicité.

Nous démontrons dans cette section la deuxième partie du Théorème 5 :

Théorème (5 Deuxième partie ). Soit (M,J) une variété presque complexe lisse de classe C∞ et

connexe par arcs. Soit Ω un domaine relativement compact de M et E ⊂ ∂Ω une sous-variété

totalement réelle.

Soit f : Ω → C une fonction continue, de classe C1 et J-quasiconforme sur Ω.

Si f s’annule sur E, alors f est identiquement nulle sur Ω.

Nous obtenons alors le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.1. Soit (M,J) une variété presque complexe lisse de classe C∞ et connexe par arcs.

Soit Ω un domaine relativement compact de M .

Soit f : Ω → C une fonction continue, de classe C1 et J-quasiconforme sur Ω.

Si f s’annule sur ∂Ω, alors f est identiquement nulle sur Ω.

Nous allons montrer que l’application f s’annule sur un wedge, qui est un ouvert non vide

de Ω (cf. 1.2.1). D’après la première partie du Théorème 5, nous obtiendrons que f n’annule sur

Ω. Pour montrer que f s’annule sur un wedge, nous attachons des disques pseudo-holomorphes à

la sous-variété totalement réelle E grâce à la Proposition 1.2.2. Ces disques pseudo-holomorphes

recouvrent un wedge. Pour montrer que f s’annule sur chaque disque, nous utilisons, comme dans

la partie précédente, la représentation des fonctions quasiconformes donnée par le Corollaire 1.4.3

puis nous prolongeons les applications jusqu’au bord.

PREUVE DU THÉORÈME 5 : Nous démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.3.1. Soit ϕ : ∆ → Ω un disque J-holomorphe attaché à E. Alors f|ϕ(∆) ≡ 0

PREUVE DU LEMME 4.3.1 : Soit ψ = f ◦ ϕ : ∆ → C. Nous pouvons démontrer comme dans

le Lemme 1.4.3 que ψ est une fonction quasiconforme. Ainsi, ψ admet une resprésentation de la

forme ψ = φ ◦ W où W : ∆ → ∆′ est un homéomorphisme quasiconforme et φ une fonction

holomorphe non constante sur le domaine ∆′ =W (∆).
Le disque pseudo-holomorphe ϕ est continu sur ∆, attaché à E, et l’application f est continue

jusqu’au bord, nulle sur E. Ainsi, la fonction ψ se prolonge à ∆ et s’annule sur ∂∆+. D’après

la remarque 1.4.3, nous pouvons supposer que W est la restriction à ∆ d’un homéomorphisme

quasiconforme défini sur C. Nous pouvons donc prolonger W en un homéomorphisme de ∆ sur

∆′. Ainsi, ∂∆′ est une courbe de Jordan. De plus, puisque φ = f ◦ ϕ ◦W−1, nous pouvons aussi

prolonger la fonction holomorphe φ sur ∆′ sur φ(∆′) (cf. [Rud80] th 14.19). La fonction φ s’annule

sur W (∂∆+) ⊂ ∂(∆′).
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f
C

ψ

∆
′

W

ϕ

h̃

a

h

b

h−1(F )

∆

∂∆+

W (∂∆+)

F

∆

g

H+

φ

E

D’après le théorème de représentation conforme, il existe un biholomorphisme h : ∆ → ∆′.

∂∆ et ∂∆′ étant des courbes de Jordan, le biholomorphisme h peut aussi être prolongé en un

homéomorphisme de ∆ sur ∆′ (cf. [Rud80] th 14.19). On considère maintenant le biholomorphisme

g du demi-plan supérieur H+ vers le disque unité défini par h(z) =
z − i

z + i
. Soit h̃ la fonction

holomorphe définie sur le demi-plan supérieur par h̃ = φ ◦ h ◦ g.

Soit F = h−1(W (∂∆+)) ⊂ ∂∆, et soit G = g−1(F ). Nous pouvons écrire

G = {]a, b[×0} ⊂ {Im(z) = 0}, et nous pouvons prolonger la fonction h̃ par continuité à

G en posant h̃(z) = 0 sur G. Grâce au principe de réflexion, nous pouvons prolonger la fonction h̃
en une fonction holomorphe sur {Re(z) ∈]a, b[}, qui s’annule sur G, ensemble qui admet un point

d’accumulation dans {Re(z) ∈]a, b[}. La fonction holomorphe h̃ est donc identiquement nulle.

Ainsi, la fonction φ est aussi identiquement nulle. Par conséquent, la fonction ψ est identiquement

nulle sur ∆, et f s’annule sur ϕ(∆). �

Fixons δ > 0.

Lemme 4.3.2. La fonction f s’annule sur le wedge Wδ(Ω, E).

PREUVE DU LEMME 4.3.2 : D’après le Lemme 1.2.2, il existe une famille de disques

J-holomorphes ϕt : ∆ → Ω dependant d’un paramètre t ∈ R2n, attachés à la sous-variété E, et
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tels que Wδ(Ω, E) ⊂ ∪t∈R2nϕt(∆).
D’après le Lemme 4.3.1, pour tout t ∈ R2n, on a f|ϕt(∆) ≡ 0. Ainsi, f|Wδ(Ω,E) ≡ 0. �

Lemme 4.3.3. Le wedge Wδ(Ω, E) est un ouvert non vide de Ω.

PREUVE DU LEMME 4.3.3 : Soient ρj , (1 6 j 6 n) les fonctions définies sur Ω par

ρj(z) = rj(z) − δ
∑

k 6=j rk(z). Soit ρ l’application définie sur Ω par ρ(z) = (ρ1(z), . . . , ρn(z)).

L’application ρ étant de classe C1, on a Wδ(Ω, E) = ρ−1(] − ∞, 0[n) est un ouvert de Ω. La

famille dr1, . . . , drn étant libre en tout point de Ω par hypothèse, le rang de dρ est constant égal

à n. Soit a ∈ E. D’après le Théorème du rang constant, il existe un ouvert U de R2n contenant

0, un ouvert U ′ de Ω contenant a, un ouvert W de Rn contenant ρ(ϕ(U)), un ouvert W ′ de Rn

et des C1 difféomorphismes ϕ : U → U ′ et ψ : W → W ′ tels que ϕ(0) = a, et pour tout

z = (x, y) ∈ U , ψ ◦ ρ ◦ ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn). Puisque ρ(a) = 0, il existe

b = (b1, . . . , bn) ∈ ψ(]−∞, 0[n∩W ), alors ϕ(b1, . . . , bn, 0, . . . , 0) ∈Wδ(Ω, E). �

Pour conclure la démonstration de la deuxième partie Théorème 5, puisque la fonction f
s’annule sur l’ouvert non vide Wδ(Ω, E), nous pouvons utiliser la première partie du Théorème 5

et nous obtenons que la fonction f s’annule sur Ω.�

Dans la démonstration précédente, nous avons prouvé le résultat suivant concernant les fonctions

quasiconformes :

Corollaire 4.3.2. Soit ψ une fonction quasiconforme définie sur le disque unité ∆, continue sur ∆.

Si ψ s’annule sur un ouvert non vide de ∂∆, alors ψ s’annule sur tout ∆.

4.4 Condition d’annulation sur les limites sur une sous-variété totale-

ment réelle.

Nous démontrons un analogue du Théorème 5 dans lequel on ne suppose pas la fonction f
continue jusqu’au bord. Nous supposons que la fonction f a des limites nulles en tout point de

E et nous avons besoin de l’hypothèse supplémentaire que la fonction f est bornée sur Ω. La

démonstration est très semblable à celle du Théorème 5.

Définition 4.4.1. Soit (M,J) une variété presque complexe. Soient Ω un domaine de M et E un

ouvert de ∂Ω. Soit f : Ω → C une fonction continue. On dira que f admet des limites nulles en

tout point de E si pour tout z ∈ E, pour tout chemin continu γ, [0, 1[→ Ω tel que limt→1 γ(t) = z,

on a limt→1 f(γ(t)) = 0.

Théorème (6). Soit (M,J) une variété presque complexe lisse de classe C∞ et connexe par arcs.

Soient Ω un domaine relativement compact de M et E ⊂ ∂Ω une sous-variété totalement réelle.

Soit f : Ω → C une fonction continue, de classe C1 et J-quasiconforme sur Ω.

Si f est bornée sur Ω et admet des limites nulles en tout point de E, alors f est identiquement nulle

sur Ω.

PREUVE DU THÉORÈME 6 : Nous démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.4.1. Soit ϕ : ∆ → Ω un disque J-holomorphe attaché à E. Alors f|ϕ(∆) ≡ 0
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PREUVE DU LEMME 4.4.1 : Soit ψ = f ◦ ϕ : ∆ → C. Nous pouvons démontrer comme dans

le Lemme 1.4.3 que ψ est une fonction quasiconforme. Ainsi, ψ admet une resprésentation de la

forme ψ = φ ◦ W où W : ∆ → ∆′ est un homéomorphisme quasiconforme et φ une fonction

holomorphe non constante sur le domaine ∆′ =W (∆).
D’après la remarque 1.4.3, nous pouvons supposer que W est la restriction à ∆ d’un

homéomorphisme quasiconforme défini sur C. Nous pouvons donc prolonger W en un

homéomorphisme de ∆ sur ∆′. Ainsi, ∂∆′ est une courbe de Jordan. D’après le théorème

de représentation conforme, il existe un biholomorphisme h : ∆ → ∆′. ∆ et ∆′ étant des courbes

de Jordan, le biholomorphisme h peut aussi être prolongé en un homéomorphisme de ∆ sur ∆′ (cf.

[Rud80] th 14.19).

Soit h̃ la fonction définie sur ∆ par h̃ = φ ◦ h. La fonction h̃ est holomorphe et bornée sur ∆.

D’après le Théorème de Fatou, la fonction h̃ admet des limites radiales en presque tout point de ∂∆.

On note h̃∗ la fonction bornée définie presque partout sur ∂∆ par h̃∗(eit) = limr→1 h̃(re
it). Soit

F = h−1(W (∂∆+)) ⊂ ∂∆. Montrons que h̃∗ s’annule en tout point de F . Soit z = eit ∈ F . On a,

h̃(reit) = φ ◦ h(reit).

Or h(reit) ∈ ∆′ donc il existe un unique ζt ∈ ∆ tel que h(reit) = W (ζt). On a donc, ζt =
W−1(h(reit)). Ainsi,

h̃(reit) = φ ◦W (ζt)

= f ◦ ϕ(ζt).

f
C

ψ

∆
′

W

ϕ

h

∆

∂∆+

W (∂∆+)

F

∆

φ

E

h̃

Les applications W et h se prolongeant jusqu’à la frontière en des homéomorphismes,



4.4 Condition d’annulation sur les limites sur une sous-variété totalement réelle. 91

ζt = W−1(h(reit)) converge vers W−1(h(z)) lorsque t tend vers 1. Soit ζ = W−1(h(z)).
On a, ϕ(ζt) →t→1 ϕ(ζ) ∈ E. On a supposé que f a des limites nulles en tout point de E. Donc,

f ◦ ϕ(ζt) tend vers 0 lorsque t tend vers 1. Ainsi, h̃(reit) tend vers 0 lorsque t tend vers 1. On a

bien h̃∗(z) = 0.

La fonction h̃∗ s’annule donc sur un ensemble F de mesure de Lebesgue non nulle. La fonction

holomorphe h̃ est donc identiquement nulle (cf [Rud80] th 15.19). Ainsi, la fonction φ est aussi

identiquement nulle. Par conséquent, la fonction ψ est identiquement nulle sur ∆, et f s’annule sur

ϕ(∆).�
Fixons δ > 0. D’après le Lemme 4.3.2, la fonction f s’annule sur le wedge Wδ(Ω, E) qui est un

ouvert non vide d’après le Lemme 4.3.3. D’après la première partie du Théorème 5, nous obtenons

que la fonction f s’annule sur Ω.�
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Résumé.

Nous étudions d’abord l’analyticité des applications CR entre deux hypersurfaces dans des

variétés presque complexes. Nous démontrons l’analyticité d’une telle application dans deux cas :

premièrement dans le cas où les hypersurfaces de départ et d’arrivée sont le bord d’un domaine

modèle et la structure presque complexe est une structure modèle, deuxièmement dans le cas où

la structure presque complexe d’arrivée est une déformation d’une structure modèle et lorsque

les hypersurfaces sont des petites perturbations de l’hypersurface ∂H définie par ∂H = {z ∈
Cn,Re(zn) + |z′|2 = 0}. La preuve utilise la méthode de prolongation des systèmes d’équations

aux dérivées partielles ainsi que la théorie des systèmes complets.

Nous appliquons ensuite ces résultats pour généraliser le Théorème de Poincaré-Alexander au

cas presque complexe. Le Théorème de Poincaré-Alexander stipule qu’une application holomorphe

définie sur un ouvert de la boule unité de Cn peut, sous certaines conditions, être prolongée en

un biholomorphisme de la boule unité. Dans le cadre presque complexe, la boule unité n’est plus,

à biholomorphisme près, le seul domaine strictement pseudoconvexe et homogène. Un domaine

strictement pseudoconvexe et homogène est biholomorphe à un domaine modèle. Nous donnons

ainsi une genéralisation du Théorème de Poincaré-Alexander pour les domaines modèles.

Enfin, nous définissons les applications J-quasiconformes et démontrons que les ouverts et

les sous variétés totalement réelles incluses dans le bord du domaine constituent des ensembles

d’unicité pour les applications J-quasiconformes. Nous démontrons aussi qu’une application J-

quasiconforme qui admet des limites nulles en tout point d’une sous-variété totatemement réelle

incluse dans le bord du domaine est identiquement nulle.

Abstract.

We study the real analyticity of a CR mapping between two hypersurfaces in almost complex

manifolds. We prove that a CR mapping defined on the boundary of a model domain is real analytic.

We also prove that a CR mapping is real analytic when the almost complex structure of the codomain

is a deformation of a model structure and when the hypersurfaces are small deformation of the

hypersurface ∂H defined by ∂H = {z ∈ Cn,Re(zn) + |z′|2 = 0}. We make use of a method of

prolongation for the tangential Cauchy-Riemann equations and a result about complete systems.

Then, we use the previous result to extend the Poincaré-Alexander Theorem in the almost com-

plex case. The Poincaré-Alexander Theorem states that holomorphic mappings defined on an open

subset of the unit ball of Cn may, under certain conditions, be extended to a biholomorphism of the

unit ball. In a complex manifold, every strongly pseudoconvex homogeneous domain is biholomor-

phic to the unit ball. In an almost complex manifold, the unit ball is not the only strongly pseudo-

convex homogeneous domain. A strongly pseudoconvex homogeneous domain is biholomorphic to

a model domain. We extend the Poincaré-Alexander Theorem theorem to model domains.

Finally, we define J-quasiconformal mappings and we prove that open sets and totally real

submanifolds of the boundary are unicity sets for J-quasiconformal mappings. We also prove that a

J-quasiconformal mapping admitting zero limits at every point of a totally real submanifold of the

boundary is identically zero.


