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✺✳✶✶ ❚❤❡ ▼❊❆ ❝❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✺✳✶✷ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✺✳✶✸ ❙♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✺✳✶✹ ❙♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ st❡♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✺✳✶✺ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✺✳✶✻ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✺✳✶✼ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
✺✳✶✽ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✺✳✶✾ ❘❡s✉❧t ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✺✳✷✵ ❘❡s✉❧t ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✺✳✷✶ ❘❡s✉❧t ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✺✳✷✷ ❘❡s✉❧t ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✺✳✷✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❢t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✉♣❞❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✻✳✶ ❈❤❛♥❣❡s ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❜✐♥♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✻✳✷ ❚❤❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥✉♠❜❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
✻✳✸ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✻✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✲st✐♠✉❧✉s r❡❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✻✳✺ ❚❤❡ st❛rt✉♣ ♣r✐③❡ ❛tt❡st❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✶✷





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

✏●r❛t✐t✉❞❡ ✐s ✇❤❡♥ ♠❡♠♦r② ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛rt ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♠✐♥❞✳✑

▲✐♦♥❡❧ ❍❛♠♣t♦♥✳

❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st ■ ❡①♣r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r✱
Pr♦❢✳ ❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝✱ ✇❤♦ ❤❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❤✐s
♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ■ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠② P❤❉ t♦ ❤✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡✲
♠❡♥t ❛♥❞ ❡✛♦rt ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❤✐♠ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞
♦r ✇r✐tt❡♥✳ ❖♥❡ s✐♠♣❧② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✇✐s❤ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ♦r ❢r✐❡♥❞❧✐❡r s✉♣❡r✈✐s♦r✳
❇r✉♥♦✱ t❤❡ ❜♦ss✱ t❤❡ ❢r✐❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❛❝❤✳

❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❊①❛♠✐♥❡rs✱ Pr♦❢✳ ❙✐♠♦♥❛ ❈♦❝❝♦ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❙t❡❢❛♥♦
P❛♥③❡r✐✱ ✇❤♦ ♥♦t ♦♥❧② ❤♦♥♦r❡❞ ♠❡ t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❥✉r②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡
t✐♠❡ t❤❡② ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ r❡❛❞ ♠② t❤❡s✐s✱ ❣✐✈❡ ♠❡ ♣r❡❝✐♦✉s ❝♦♠♠❡♥ts✱ ❛❞✈✐❝❡s
❛♥❞ s✉♣♣♦rt✳

■ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ Pr♦❢ ❆❞r✐❛♥ P❛❧❛❝✐♦s✱ ❉r✳ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡ ❛♥❞
❉r✳ ▼❛tt❤✐❛s ❍ ❍❡♥♥✐❣ ✇❤♦ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❥✉r②✳ ■ t❤❛♥❦ t❤❡♠
❛❧s♦ ❢♦r t❤❡✐r ❛❞✈✐❝❡✱ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts ❛t s❡✈❡r❛❧ st❛❣❡s ♦❢ ♠② t❤❡s✐s✳

❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦❢✳ ❖❧✐✈❡r ❋❛✉❣❡r❛s ✇❤♦ ✇❡❧❝♦♠❡❞ ♠❡ ✐♥ ❤✐s t❡❛♠✳
■ ❣r❡❛t❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤✐s ❧❡❛❞❡rs❤✐♣ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛tt✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡
❢r✐❡♥❞❧② ✈✐❜❡s ❤❡ ❡♠✐ts ✇❤❡♥❡✈❡r ❤❡ ✐s✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❛❧s♦ t❤❡ s♣♦♥s♦rs ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✿ ❑❊❖P❙ ❛♥❞ ❘❊◆✲
❱■❙■❖◆ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r♦❥❡❝ts ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣ ♦✈❡r ✸✳✺ ②❡❛rs✱ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛✈❡❧s ❢❡❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡s ❛♥❞ ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ❈■◆❱ ✭❈❤✐❧❡✮ ❢♦r ✸ ✇❡❡❦s✳

◆♦ ✇❛② t♦ ♣❛ss t❤✐s ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t s❡♥❞✐♥❣ ❣r❡❛t t❤❛♥❦s t♦
Pr♦❢✳ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st ✇❤♦ ❛❝❝❡♣t❡❞ ♠② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❜✐♦❧♦❣② ♣r♦❣r❛♠ ✹ ②❡❛rs ❛❣♦✳ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♠② ❝❛r❡❡r ❧✐❢❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❞r❛♠❛t✲

✶



✐❝❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛st❡r ♣r♦❣r❛♠✳ ◆♦t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❜✉t
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♠❛st❡r ♠❛❞❡ ♠❡ ❞✐s❝♦✈❡r ♥❡✇ ❝✐t②✱ ♥❡✇ ❧✐❢❡✱ ♥❡✇ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✿ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ♠② ❧✐❢❡✳ Pr♦❢✳ ❑♦r♥♣r♦❜st ❛❧s♦ ✇❛s t❤❡ ♣r❡s✐❞❡♥t ♦❢ ♠②
❏✉r② ❛♥❞ ■ ❣r❡❛t❧② t❤❛♥❦ ❤✐♠ ❢♦r ❤✐s ♣r❡❝✐♦✉s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts
♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❛❧s♦ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆✐❝❡ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ✇❤♦♠
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ■◆❘■❆ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■ t❤❛♥❦ ❡s✲
♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♣r❡s✐❞❡♥t ▼♠❡ ❋ré❞ér✐q✉❡ ❱✐❞❛❧✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❛❧s♦ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡
t❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❯◆■❈❊ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✇❤♦ ❤♦♥♦r❡❞ ♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♣r✐③❡ ✐♥ t❤❡
■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❙t❛rt✉♣ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✭✷✵✶✸ ❡❞✐t✐♦♥✮✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝✲
t♦r ▼♠❡ ❈❛t② ❈♦♥r❛✉① ✇❤♦ ♥❡✈❡r ❤❡s✐t❛t❡❞ t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ♠❡ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞
❛❧✇❛②s ❤❡r ✐♥t❡r❡sts ✐♥ ♠② ♣r♦❥❡❝t✳

■ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦s ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✇❤♦ ❜❡❝❛♠❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❢r✐❡♥❞s✳ ❆❧❧ t❤❡
♣❡♦♣❧❡ ■ ♠❡t ❞✉r✐♥❣ ♠② st❛② ❛t ■◆❘■❆✱ t❤♦s❡ ✇❤♦ ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ■◆❘■❆ ❛♥❞
t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ st✐❧❧ t❤❡r❡✳ ■ ✇♦♥✬t t❛❦❡ t❤❡ r✐s❦ t♦ ♥❛♠❡ t❤❡♠ ❛❧❧✿ ■ ❛❧r❡❛❞②
✇r♦t❡ t❤❡✐r ♥❛♠❡s ✐♥ ♠② ❤❡❛rt✳

▼② ✈❡r② ❝❧♦s❡❞ ❢r✐❡♥❞s✱ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ t❤❡ ❣❧♦❜❡✿ ▼❛♥❛❧✱ ❉✐❛❜✱ ❈❛r✲
♦❧✐♥❡✱ ❍♦✉ss❡✐♥✱ ❘❛♠✐✱ ❆❧✐✱ ❙❛♠❡r✱ ❙❛♠✐✱ ■❜r❛❤✐♠✳ ■❢ ②♦✉ ❛r❡ ♥♦t ✇✐t❤ ♠❡
♥♦✇✱ ■ ❦♥♦✇ t❤❛t ■ ❛♠ ✐♥ ②♦✉r ❤❡❛rt✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❢♦r ②♦✉r s✉♣♣♦rt✳

▼② ♣❛r❡♥ts✱ ❍❛♥❛ ❛♥❞ ❈❤❛r✐❢✱ ❛♥❞ ♠② s✐st❡rs ❛♥❞ ❜r♦t❤❡rs✿ t❤❡ ❣r❡❛t❡st
t❤❛♥❦s ❡✈❡r✳ ❨♦✉r ❧♦✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠② ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛s ♠② ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✳
■ ♦✇❡ ②♦✉ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐s❤ ■ ❝♦✉❧❞ s❤♦✇ ②♦✉ ❥✉st ❤♦✇ ♠✉❝❤ ■ ❧♦✈❡ ❛♥❞
❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ②♦✉✳ ■ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤✐s ✇♦r❦ ♠❛❦❡s ②♦✉ ♣r♦✉❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ t❤❡ ♠❛rt②rs ✇❤♦ ♣❛ss❡❞ ❛✇❛② ✐♥ ♠② ♥❛t✐✈❡ ❝♦✉♥tr②✱ ✐♥ s♦✉t❤
▲❡❜❛♥♦♥✿ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ❞❡❢❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ✉s ❛❣❛✐♥st t❡rr♦r✳ ❲❡ ❛❧❧
♦✇❡ ②♦✉ ♦✉r ❧✐✈❡s❀ ✇✐t❤♦✉t ②♦✉✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞♥✬t ❜❡ st✐❧❧ ❛❧✐✈❡✳ ❨♦✉ ✭♠❛rt②rs✮ ❛r❡
r❡❛❧❧② t❤❡ ❝❛♥❞❧❡s t❤❛t ❜✉r♥s ✐ts❡❧❢ t♦ ❧✐❣❤t t❤❡ ✇❛② ♦❢ ♦t❤❡rs ✭✉s✮✳ ■ ❡①❝❧✉✲
s✐✈❡❧② ♦✛❡r ♠② ✇♦r❦ ❢♦r ②♦✉✳

✷
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❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

▼❊P ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② Pr✐♥❝✐♣❧❡
▼❛①❊♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣②
▼❊❆ ▼✉❧t✐ ❊❧❡❝tr♦❞❡ ❆rr❛②
◆t✐♠❡s ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s❛♠♣❧❡s
◆✢✐♣s ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ✇❡ t♦❣❣❧❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ ●✐❜❜s ❙❛♠♣❧❡
❑▲❉ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡
❈▲❚ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t ❚❤❡♦r❡♠

✺



✻



▲✐st ♦❢ s②♠❜♦❧s

ωi(n) ❙♣✐❦❡ ❡✈❡♥t
ω(n) ❙♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥
ωn2

n1
❙♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦

ω ❙♣✐❦❡ tr❛✐♥
T ▲❡♥❣t❤ ✭✐♥ t✐♠❡✮ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥
N ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s
R ▼♦❞❡❧ r❛♥❣❡
D ▼♦❞❡❧ ♠❡♠♦r② ✭R = D − 1✮
ml(ω) ▼♦♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r l
♠ ❱❡❝t♦r ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s
L ❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♠♦♥♦♠✐❛❧s✮ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
λl P❛r❛♠❡t❡r ♥✉♠❜❡r l
λ P❛r❛♠❡t❡rs ✈❡❝t♦r
H ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧
Zλ P❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
S ❊♥tr♦♣②
P ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡

π
(T )
ω ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ ω✱ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T

µλ ●✐❜❜s ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ

M ❙❡t ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
δl = λ′

l − λl ▲❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ λl

δ ❱❡❝t♦r ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡s
dKL ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
Cjk ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ j ❛♥❞ k
χ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ✭s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✮
∆ ❘♦♦t s✉♠ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡s
β ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s
ǫ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭r❡❧❛①❛t✐♦♥✮

✼
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❆❜str❛❝t ✭❊♥❣❧✐s❤✮

❘❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦r❞ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧
❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦rt❡① ♦r ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛✳ ❆♥❛✲
❧②③✐♥❣ s✉❝❤ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
t❤❛♥❦s t♦ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠❡t❤♦❞✳ ❍❡r❡✱ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❞✲
✉❝t N × R ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ R t❤❡ ♠❡♠♦r② ❞❡♣t❤ ♦❢
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭❤♦✇ ❢❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❞♦❡s t❤❡ s♣✐❦❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡✮✳ ❙t❛♥❞❛r❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♣❛t✐❛❧ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ R = 1 ✭❡✳❣✳ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✮ ✇❤❡r❡❛s ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞
♦♥ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱
❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ NR ≤ 20✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞✲
✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❣♦ t♦ NR ≈ 100✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
♣❛rt ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❊♥❛❙✱ ❛ ❈✰✰ ❧✐❜r❛r② ✇✐t❤ ❛ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❯s❡r ■♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐sts✳ ❊♥❛❙ ♦✛❡rs ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t♦♦❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇
✉s❡rs t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❞❛t❛✱ ♣❡r❢♦r♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣
r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt✱ ✇❡ t❡st ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧
❞❛t❛ s❡ts ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ r❡t✐♥❛ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐sts ♣❛rt♥❡rs✳ ❖✉r
♥♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡t✐♥❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡
❧✐♠✐ts ♦❢ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠❡t❤♦❞s✳

✾



✶✵



❘és✉♠é ✭❋r❛♥ç❛✐s✮

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ♥❡✉r♦♥❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞é✲
s♦r♠❛✐s ❞✬❡♥r❡❣✐str❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦rt❡① ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ rét✐♥❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡✉r♦♥❛❧❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t N×R✱
♦ù N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡t R ❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s✱ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✉❝✐❛❧✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡
✉s✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s ❛✉① ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❛✈❡❝ R = 1 ✭■s✐♥❣✮ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭R > 1✮✱ s♦♥t ❧✐♠✐té❡s à N × R ≤ 20✳
❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣❛r❛❧✲
❧è❧❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à NR ≈ 100✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈✰✰ ❊♥❛s✱ ❞♦té❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥❡✉r♦❜✐♦❧♦❣✐st❡s✳ ❊♥❛s ♦✛r❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❤❛✉t❡✲
♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡✛❡❝t✉❡r
❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ✐♥t❡r♣♦❧❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s
rés✉❧t❛ts✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s ✭rét✐♥❡✱ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ♥♦s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❜✐♦❧✲
♦❣✐st❡s✮✳ ◆♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s rét✐♥✐❡♥♥❡s❀ ♠❛✐s
❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳

✶✶



✶✷



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✷ ◆❡✉r♦♥s s♣❡❛❦ ✏s♣✐❦❡s✑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸ ◆❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸✳✶ S|R r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✸✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✹ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ ▼❛①✐♠✉♠

❊♥tr♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✺ ●♦❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✻ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡rs s✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✏◆❡✉r♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❡❧❧s t❤❛t ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✳✑ ❙❛♥t✐❛❣♦
❘❛♠ó♥ ❨ ❈❛❥❛❧✱ ✶✾✵✻✳

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤
❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❛❝t✐✈✐t② ❛t ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✭✐♦♥s ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ♠❡♠❜r❛♥❡
♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❡t❝ ✳✳✳✮ ❜✉t ♦♥❧② ❛t ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❧❡✈❡❧ ✭❞✐❞ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ s♣✐❦❡ ♦r ♥♦t✦✮✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡❝✐s❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥✐❝❤❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✜ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❣♦❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳

✶✸



✶✳✷ ◆❡✉r♦♥s s♣❡❛❦ ✏s♣✐❦❡s✑

❙❡♥s♦r② ♥❡✉r♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❛✮✮ r❡s♣♦♥❞ t♦ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐t ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❆ st✐♠✉❧✉s ✐♥❞✉❝❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡
❛❝r♦ss t❤❡ ♥❡✉r♦♥✬s ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱
✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s✐❣♥❛❧✿ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s ❛❧✇❛②s t❤❡
s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡✉r♦♥✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ♠❛❞❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs s✉❜st✐t✉t❡ ❛♥
❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ✏s♣✐❦❡✑✱ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤ t❤❛t ❡①♣r❡ss❡s ✐❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✜r❡s
♦r ♥♦t✳

◆❡✉r♦♥s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ s♣✐❦❡s✳ ❙♦✱ t❤✐s ✐s t❤❡✐r ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② ♥❡✉r♦♥s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ st✉❞② t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
s♣✐❦❡s ❡♠✐tt❡❞ ❜② ♥❡✉r♦♥s✿ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡♠❡r❣❡♥t ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐t✉❛t❡
♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛✐♥ ❛①✐s ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡t✐♥❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❜✮✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ st✉❞✐❡❞ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s ❛ s❡♥s♦r② ♦r❣❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭r❡t✐♥❛❧ ♣r♦st❤❡t✐❝✱ r♦❜♦t✐❝s✱ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✮ t❤❛t
❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣✳

✶✳✸ ◆❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ s②st❡♠s ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ s♣✐❦❡ r❡s♣♦♥s❡s
♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✏♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✑✳ ■t ✐s
❧✐❦❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✏st✐♠✉❧✉s✭S✮ ⇄ r❡s♣♦♥s❡✭R✮✑✳ ◆❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ❡①✐sts ✐♥ t✇♦
♠♦❞❡s✿ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ st✐♠✉❧✉s t♦ r❡✲
s♣♦♥s❡✳ ❉❡❝♦❞✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ✇❤❛t ✐s t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❣✐✈❡♥ s♦♠❡
r❡s♣♦♥s❡❄ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬●♦❧❧✐s❝❤ ❛♥❞ ▼❡✐st❡r✱ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ st✐♠✉❧✉s t❤❛t ❛ r❡t✐♥❛ r❡❝❡✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ❣❛♥❣❧✐♦♥
❝❡❧❧s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✭❤❡r❡ ❛ ❣r❛t✐♥❣s
✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s♣❛t✐❛❧ ♣❤❛s❡s✮ ❛♥❞ t✇♦ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
♦❢ t❤♦s❡ ❝❡❧❧s ✭❤❡r❡ s♣✐❦❡ ❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ r❡t✐♥❛ tr❛♥s✲
❧❛t❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ✐♥t♦ s♣✐❦❡ ❝♦✉♥t ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② ❝♦❞❡✳ ❚❤❡
♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ❡①✐sts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s❝❤❡♠❡s✿

❼ ❘❛t❡ ❝♦❞✐♥❣✿ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐s ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜r✐♥❣ r❛t❡s✳

✶✹
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❼ ❙♣✐❦❡ ❝♦✉♥t r❛t❡✿ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦✉♥t✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐❦❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐❛❧ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✭✉s✉❛❧❧② ♦❢
❧❡♥❣t❤ ✺✵✵✲✶✵✵✵ ♠s✮✳

❼ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜r✐♥❣ r❛t❡✿ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦♥ st✉❞②✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ✜r✐♥❣ r❛t❡
❡✈♦❧✈❡s ♦✈❡r t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ ❞❛t❛✳

❼ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❝♦❞✐♥❣✿ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ t✐♠❡ ♦❢ s♣✐❦❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ✜rst s♣✐❦❡ ❛❢t❡r st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❝❡❧❧s✳

❼ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞✐♥❣✿ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❥♦✐♥t ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥
❬❆❧❞✇♦rt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ P❛♥③❡r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② Pr✐♥❝✐♣❧❡✳

✶✳✸✳✶ S|R r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②

◆♦t❤✐♥❣ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ R ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐❢ t❤❡ st✐♠✉❧✉s S
✐s r❡♣❡❛t❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ tr✐❛❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛t ❡❛❝❤ tr✐❛❧✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥ ❘●❈ ♦✈❡r ✶✽
tr✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ st✐♠✉❧✉s ✭❞❛t❛ D11✱ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ tr✐❛❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❛❧s♦ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ tr✐❛❧s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥♦✐s❡
❛rt✐❢❛❝ts✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s s②st❡♠s r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ✳ ✳ ✳ ✳ ❙♦♠❡
st✉❞✐❡s ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s
t❤❡♠s❡❧✈❡s ❬❈r♦♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛t ❡❛❝❤
tr✐❛❧ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ st✐♠✉❧✉s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s t❤❛t
✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❧✐❡❢✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉r ✇♦r❦✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ s❛♠♣❧❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❞❞❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ r❡✢❡❝t✐♥❣
s♦♠❡ ❤✐❞❞❡♥ ❧❛✇s ❛♥❞ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ t❤❛t ✇❡ tr② t♦ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❛
❦❡② st❡♣ t♦✇❛r❞ ❞❡❝✐♣❤❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞❡✿ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧
P [S|R]✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✏❞✐❝t✐♦♥❛r②✑ ❢♦r t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❇❛②❡s ❝♦♥❝❡♣t✿
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ●❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧ r❡s♣♦♥s❡s t♦ ✢❛s❤❡❞ ❣r❛t✐♥❣s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧
♣❤❛s❡s✳ ✭❆✮ ❘❛st❡r ♣❧♦ts ♦❢ s♣✐❦❡ r❡s♣♦♥s❡s ❢r♦♠ ❢♦✉r ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s t♦ s❡✈✲
❡r❛❧ ✶✺✵ ♠s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ❡✐❣❤t ❣r❛t✐♥❣s✳ ❚✐♠❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠
st✐♠✉❧✉s ♦♥s❡t✳✭▲❡❢t✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t st✐♠✉❧✐ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❛t✐❛❧ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s s❤♦✇ ✶✲❙❉ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡❝❡♣t✐✈❡
✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝❡❧❧s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
st✐♠✉❧✐✳ ✭❇✮ ❚✉♥✐♥❣ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧✐❝✐t❡❞ s♣✐❦❡ ❝♦✉♥t✳ ❍❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t ✜❣✉r❡s✱ ❛❧❧ ❡rr♦r ❜❛rs s❤♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss tr✐❛❧s ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ st✐♠✉❧✉s✳ ✭❈✮ ❚✉♥✐♥❣ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst✲s♣✐❦❡ ❧❛t❡♥❝②✳ ✏❋❛st ❖❋❋✑
❛♥❞ ✏❜✐♣❤❛s✐❝ ❖❋❋✑ ❝❡❧❧s t②♣✐❝❛❧❧② s❤♦✇❡❞ str♦♥❣ t✉♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞
♦♥❧② ♠✐❧❞ t✉♥✐♥❣ ✐♥ s♣✐❦❡ ❝♦✉♥t❀ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ♥❛♠❡s✱ t❤❡s❡ ❝❡❧❧ t②♣❡s r❡❝❡✐✈❡
✐♥♣✉t ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❖◆ ❛♥❞ ❖❋❋ ♣❛t❤✇❛②s ✭✶✾✮✳ ✏❙❧♦✇ ❖❋❋✑ ❛♥❞ ✏❖◆✑ ❝❡❧❧s✱ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❣♦♦❞ t✉♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ ❝♦✉♥t ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❞✐❞ ♥♦t
r❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ s♣✐❦❡s t♦ ❛❧❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ❧❛t❡♥❝✐❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧
❢♦r ❝♦❧❞✲❜❧♦♦❞❡❞ ❛♥✐♠❛❧s✳ ❋r♦♠ ❬●♦❧❧✐s❝❤ ❛♥❞ ▼❡✐st❡r✱ ✷✵✵✽❪✳



❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✶ ♥❡✉r♦♥ ♦✈❡r ✶✽ tr✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✐s ❛ ❣❛♥❣❧✐♦♥
❝❡❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ s❛❧❛♠❛♥❞❛r r❡t✐♥❛ ❛♥❞ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐s ❛ r❡❛❧ ♠♦✈✐❡ ✭❞❛t❛ s❡t
D11 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳

P [R|S]× P [S] = P [S|R]× P [R], ✭✶✳✶✮

P [R|S] =
P [S|R]

P [S]
× P [R].

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ P [R|S]✿ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡s♣♦♥s❡ R ✐❢ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ st✐♠✉❧✉s S✳

✶✳✸✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✿

❼ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✿ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥✐s✲
t✐❝ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✇❛②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢✉t✉r❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ✐s ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠❛② ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳
❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠❡❛♥
❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✐s ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❼ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✿ ❉❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st❛t❡

✶✽



♦❢ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♦t❤❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡✭s✮✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♠❛✐♥ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s✿ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ✭▼❘❋✮✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❢❛s❤✲
✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ▼❘❋ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡
s♣✐❦✐♥❣ ❡✈❡♥ts✮✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ P [S|R]

❲❡ ✇❛♥t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✜ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿

❼ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✿ ✐t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♦r ♠♦r❡ ♥❡✉r♦♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✲✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥
❢❛❝t✱ ♥❡✉r♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛❝t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛✛❡❝t t❤❡ st❛t✐s✲
t✐❝s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐✈✲
✐t② ✭❬❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ●❛♥♠♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❪✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ✇❡ t❡st ❤♦✇ ✐t ♣r❡❞✐❝ts ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❧❛✇✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

❼ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✿ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♦r ♠♦r❡ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❧❛②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❡t✐♥❛❧
❛❝t✐✈✐t② ❛t ❛♥ ✐♥st❛♥t t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛st ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥✲
❝❡♣t✱ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❤♦✇ ❧♦♥❣ t❤❡ r❡t✐♥❛ ✉s❡s ❢r♦♠ ✐ts ♣❛st ❛❝t✐✈✐t②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ♦✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥
t♦ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r s♣✐❦❡ tr❛✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❬❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱
❱❛sq✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

❚❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② P [R|S]

❚❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡✳ ■t ✇❛s ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬❏❛②♥❡s✱ ✶✾✺✼❪ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❢❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡s ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♠♣♦s❡s ✐ts❡❧❢ ❛s ❛

✶✾



♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
q✉❛♥t✐t② ✭❛s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ ❢r♦♠ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s
❛♥❞ s❡❡ ✇❤❡t❤❡r ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ♣r❡❞✐❝t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛❝t✐✈✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ②❡t ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ❬❱❛sq✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❢r❛♠❡✇♦r❦
t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧
♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡
t♦ st✉❞② ✷✵ ♥❡✉r♦♥s ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✺✲✶✵ ♥❡✉r♦♥s ❢♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ✶✲✷ t✐♠❡ ✉♥✐ts✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡r ♥❡t✇♦r❦s✳

✶✳✹ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ ▼❛①✐✲

♠✉♠ ❊♥tr♦♣②

❍❡r❡ ✇❡ s❤♦rt❧② r❡✈✐❡✇ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❞❡❝✐♣❤❡r
t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳

❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲✐♥❡❛r✲◆♦♥❧✐♥❡❛r ✭▲◆✮ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s ✭●▲▼✮ ❬❇r✐❧❧✐♥❣❡r✱ ✶✾✽✽✱ ▼❝❈✉❧❧❛❣❤ ❛♥❞ ◆❡❧❞❡r✱ ✶✾✽✾✱
P❛♥✐♥s❦✐✱ ✷✵✵✹✱ ❚r✉❝❝♦❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱ P✐❧❧♦✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱ P✐❧❧♦✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱
❆❤♠❛❞✐❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ P✐❧❧♦✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ s♣✐❦❡ st❛t✐s✲
t✐❝s ❜② ❛ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✜r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✐s ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛st ♥❡t✇♦r❦ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ❬❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s ❬❇r✐❧❧✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✷✱ ❈❤✐❝❤✐❧♥✐s❦②✱ ✷✵✵✶✱
❚❤❡✉♥✐ss❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ P❛♥✐♥s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❚r✉❝❝♦❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱
P✐❧❧♦✇ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❍❡r❡✱ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣✐❦❡✲r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ st✐♠✉❧✉s✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ r❡❛❞s ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✜r✐♥❣ r❛t❡s
✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❡q✳ ✷✳✹ ✐♥ ❬❆❤♠❛❞✐❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪❪✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss
✇❤❡r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ●▲▼
❛r❡✿ ✭✐✮ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❦♥♦✇♥ ✭♣♦st✉❧❛t❡❞✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❤❡❛✈② ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥❀ ✭✐✐✮ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡
❛ ♥❡✉r♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ❣r♦✇s ❛t ♠♦st ❛s ❛
♣♦✇❡r ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✭❛s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣②✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡❧✐❝❛t❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡✲
❝♦♠❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦
♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉✲
r♦♥s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ▼❛❝❦❡ ❡t ❛❧✳ ❬▼❛❝❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ●▲▼ ♠♦❞❡❧

✷✵



t♦ ✜① t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ●▲▼✳
❚❤❡② ❛❞❞❡❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛ ❧✐♥❡❛r t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t ✐ts ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s
♥♦t ✉♥✐♠♦❞❛❧✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✿ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ▼❛①✲
✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ●▲▼ ♠♦❞❡❧ ✐s
✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ t❤❡ st✐♠✉❧✉s✲r❡s♣♦♥s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s ✉s✉❛❧❧②
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✭❜✉t s❡❡ ❬❚❦❛❝✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❈♦❝❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❈♦❝❝♦
❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❝♦♥s✐❞❡r r❡t✐♥❛❧ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s s♣✐❦✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❞✉❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✿ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s♣❛t✐❛❧
t❡r♠s✮ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥
t♦ ✜♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❞❛t❛❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s②♥❛♣t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✮ ✐♥
❛ ■♥t❡❣r❛t❡ ❛♥❞ ❋✐r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡✱ ❢r♦♠ ✐ts s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳ ■♥ t❤❡ ✇❡❛❦
♥♦✐s❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s♣✐❦✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❧❡❛st ❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇❤♦s❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐♦ t❡♠♣♦r❛❧
❡✈❡♥ts✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐t ❣✐✈❡s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✜t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧♦❣r❛♠s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❬❘♦✉❞✐ ❛♥❞ ❍❡rt③✱ ✷✵✶✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♦♥❡ st❡♣ ♠❡♠♦r② ▼❛r❦♦✈
❝❤❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢
■s✐♥❣ t②♣❡✳ ❆❞❛♣t✐♥❣ ❛ ❚❤♦✉❧❡ss ❆♥❞❡rs♦♥✲P❛❧♠❡r ❬❚❤♦✉❧❡ss ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼❪
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❢♦r♠❡r❧② ✐♥ t❤❡ ❙❤❡rr✐♥❣t♦♥✲❑✐r❦♣❛tr✐❝❦ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
s♣✐♥ ❣❧❛ss❡s ❬❙❤❡rr✐♥❣t♦♥ ❛♥❞ ❑✐r❦♣❛tr✐❝❦✱ ✶✾✼✺❪ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ●▲▼ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛st✳

✶✳✺ ●♦❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜❥❡❝t ✐♥ t♦❞❛②✬s ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞❡
❛t ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❞❡❝✐♣❤❡r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦
✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✶✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡
▼✉❧t✐✲❊❧❡❝tr♦❞❡ ❛rr❛② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

✶❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t N×(D+1)✱ ✇❤❡r❡ ◆ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s
❛♥❞ D ✐s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✇❡ ❛r❡
✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ N × (D + 1) > 20✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❆ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦✈❡r ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛❝q✉✐r❡❞ ♥❡✉r♦♥s ❞♦✉❜❧❡ ❡✈❡r② ✽ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❧❛st ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ▼❊❆ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❋❡rr❡❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ■♥ ✷✵✷✵✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ✽✶✵✵ ❝❤❛♥♥❡❧s
▼❊❆ s②st❡♠s✳ ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❙t❡✈❡♥s♦♥ ❛♥❞ ❑♦r❞✐♥❣✱ ✷✵✶✶❪✳

♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❛❝q✉✐r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐s ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ✽ ②❡❛rs ✭❋✐❣✉r❡
✶✳✹✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛ss ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢
♥❡✉r♦♥s ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♠❛❦❡ ♦♥❡ st❡♣ t♦✇❛r❞ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r t❤✐s ✐ss✉❡✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❜✉t ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳
❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ❛ s✉❜❥❡❝t ♦❢ st✉❞② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐t✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ❛✐♠s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛❧s♦ t♦ ♣r❡❝✐s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛♥❞ ❣✐✈❡ r♦❛❞♠❛♣s ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❛st ❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝✉r✐♦✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣✳
❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ s✉❜❥❡❝t
♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐ts❡❧❢✳ ■♥ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s✉❣❣❡st ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❛❞❞ ✐♥ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡✳
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✶✳✻ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡rs s✉♠♠❛r②

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✺ ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ■s✐♥❣
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✐ts❡❧❢ ✐s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✳

❈❤❛♣t❡r ✸ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧
r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ♠✉❧t✐ ♣r♦❝❡ss♦rs
❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛
♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♠✐♥✲
✐♠✐③❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡
❛♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠
❬❉✉❞í❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡
❝❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ✸ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❊♥❛❙ ❧✐❜r❛r② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t♦♦❧s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦♥ s♣✐❦❡
tr❛✐♥s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ✉s❡❞
t♦ ♠❛♥❛❣❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❞❛t❛✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❧✐❜r❛r②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❤✐❣❤❧②
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭●❯■✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♥♦♥✲♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦
♣❡r❢♦r♠s st❛t✐st✐❝s ♦♥ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ●❯■ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ t❛s❦ t❤❛t ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ s❤♦✇ r❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❊♥❛❙✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❜r✐❡✢② t❤❡ ▼✉❧t✐✲❊❧❡❝tr♦❞❡ ❛❝✲
q✉✐s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ r❡t✐♥❛ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts t❤❛t ♦✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✳ ❲❡ s❤♦✇ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤♦s❡ ❞❛t❛ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❆❢t❡r
❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ s✉❣❣❡st s❡✈❡r❛❧
♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦❥❡❝ts✳

✷✸





❈❤❛♣t❡r ✷

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s

✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧

❝♦♥str❛✐♥ts✿ ❛ r❡✈✐❡✇

❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✶✳✶ ❙♣✐❦✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✶✳✷ ▼♦♥♦♠✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✶✳✸ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✶✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✶✳✺ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✶✳✻ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✷✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✷✳✸ ❖♥❡ t✐♠❡ st❡♣ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✷✳✹ ●❡♥❡r❛❧ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✷✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✸ ■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λl ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✹ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✳ ✹✽

✷✳✹✳✶ P♦t❡♥t✐❛❧✬s t②♣✐❝❛❧ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✹✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✺ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ♦❢ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ✺✶

✷✺



✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s
✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❞❛t❛ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛
♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✮✳

✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

✷✳✶✳✶ ❙♣✐❦✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts

❚❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡
✹ t②♣❡s ♦❢ s♣✐❦✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✿

❼ ❊✈❡♥t✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥ i ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ t✳ ■t
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ωi(t) =

{

1, ✐❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ i ✜r❡s ❛t t✐♠❡ t,
0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✭✷✳✶✮

❼ ❙♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥✱ {ωi(t)}i=1,N ✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦
❛t ❛ ♣r❡❝✐s❡ t✐♠❡ t✳

❼ ❙♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦✱ ωt2
t1

= {ω(t)t1≤t≤t2}✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♥❡t✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t✐♠❡s t1 ❛♥❞ t2✳

❼ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ ω✱ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦ ♦❢ s✐③❡ N ♦✈❡r ❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T t✐♠❡✲st❡♣s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✳

❙♣✐❦❡ tr❛✐♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ♦❢ ▼✉❧t✐✲❊❧❡❝tr♦❞❡ ❛❝q✉✐s✐✲
t✐♦♥s ✭▼❊❆✮ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▼❊❆ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② s✐❣♥❛❧s
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ▼❊❆ ❛♥❞ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡
❝❤❛♣t❡r ✺ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✲
✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❜❧♦❝❦s ♦♥ ❛
s❡t ♦❢ ✸ ♥❡✉r♦♥s✿

❼
0
0
1
✐s ❛ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥ ✭ ♦❢ ❞❡♣t❤ 1 ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

♥❡✉r♦♥ 0 ✜r❡s ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ s✐❧❡♥t✳
1
0
1
✐s ❛❧s♦ ❛ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥

❛♥❞ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ♥❡✉r♦♥s ✵ ❛♥❞ ✷ ✜r❡ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ♥❡✉r♦♥ ✶ ✐s s✐❧❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t✐♠❡ ✭✉s✉✲
❛❧❧② ✐♥ ♠s✮ ❛♥❞ ♥❡✉r♦♥ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✶ t✐♠❡✲st❡♣
✭❣r❡❡♥ ❜♦①✮✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡✲st❡♣s ✭r❡❞ ❜♦①✮✳ ❆♥
❡✈❡♥t ✭❊q✳ ✷✳✶✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♥❡✉r♦♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❛ t✐♠❡✲st❛♠♣ ✱ (i, t) ✭❜❧❛❝❦
✈❡rt✐❝❛❧ st✐❝❦s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦✉♥t✐♥❣ ♥❡✉✲
r♦♥s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡
tr❛✐♥ ❣r❛♣❤✳ ❆s ✇❡ ❣♦ ✉♣✱ ✇❡ ♣❧♦t ♥❡✉r♦♥s ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
✐♥❞❡①❡s✳

❼
0 1
1 0
0 1

✐s ❛ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❞❡♣t❤ 2✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥❡✉r♦♥s

✵ ❛♥❞ ✷ ✜r❡ t♦❣❡t❤❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✶ ✐s s✐❧❡♥t✱ r✐❣❤t ❛❢t❡r t❤❡ ♥❡✉r♦♥
✶ ✜r❡s ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ s✐❧❡♥t✳

❲❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ 2N×R ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t✐♠❡ r❛♥❣❡ R ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ N
♥❡✉r♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✸ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 23×1 = 8 ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛tt❡r♥s ♦❢ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ✶ ❛♥❞ 22×3 = 64 ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❡♣t❤ ✷✳

✷✳✶✳✷ ▼♦♥♦♠✐❛❧s

❆ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❆◆❉ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 ♦r 1 t♦
❛ r❛st❡r✳ ■t r❡❛❞s✱

✷✼



ml(ω) =
r=k
∏

r=1

ωir(tr)

= ωi1(t1)ωi2(t2) . . . ωik(tk) ✭✷✳✷✮

❚❤✉s✱ ml(ω) = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ♥❡✉r♦♥ i1 ✜r❡s ❛t t✐♠❡ t1 ✳ ✳ ✳ ♥❡✉r♦♥ ik ✜r❡s
❛t t✐♠❡ tk ✐♥ t❤❡ r❛st❡r ω✱ ❛♥❞ ml(ω) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✿ ❚❤❡ ❡✈❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧❡ P = {(0, 1), (2, 0), (4, 2)} ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ml = ω0(1)ω2(0)ω4(2)✳
❚❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧✬s ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢
♣❛✐rs P ✭✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ✐s✿ ✭✵✱✶✮✱ ✭✷✱✵✮ ❛♥❞ ✭✹✱✷✮✮✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧✱ R✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❛♥❞
t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✐♠❡✲st❛♠♣s ✐♥ P ✭max|ti− tj|✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ D = R− 1 ✭D ✇✐❧❧ ❜❡
❝❛❧❧❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ✏♠❡♠♦r② ❞❡♣t❤✑✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♦❢ r❛♥❣❡ R✱ ml(ω

D
0 )✱ ✐s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ωD
0 t❤❡ ✈❛❧✉❡s {0, 1}✳ ■t ✐s 1 ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ P ❛r❡ 1 ✐♥ ωD
0 ✳ ■t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧

❜② ❛ ♠❛s❦✿









x x 1
1 x x
x x x
x 1 x









❚❤❡ ♠❛s❦ ✐s ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ s✐③❡ N × R ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ P
❛r❡ s❡t t♦ 1 ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ x✮✳ ❍❡♥❝❡✱
ml = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ 1s ✐♥ t❤❡ ♠❛s❦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ 1s ✐♥ t❤❡
s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦ ωR−1

0 ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ml

✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s✿

■❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ω ✐s

0 0 1
1 0 0
0 0 0
0 1 0

0 0 1
0 0 0
1 0 0
1 1 0

0 0 1
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 1
1 1 0
0 1 0
0 0 0

t❤❡♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧
ml = ω0(1)ω2(0)ω3(2) = ✶ ✵ ✵ ✵

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✏❜❧♦❝❦✑ ❛♥❞ ✏♠♦♥♦♠✐❛❧✑ t❤❛t ♠❡r✐ts t♦ ❜❡
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②
♦❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ ♥❡✉r♦♥s r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s✳ ❋♦r

✷✽



❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
0
0
1
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✵ ✜r❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡

t✇♦ ♦t❤❡r ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ s✐❧❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧
x
x
1

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
♥❡✉r♦♥ ✵ ✜r❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ♠❛② ❜❡ s✐❧❡♥t ♦r ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐t t❛❦❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✿

0
0
1
,

0
1
1
,

1
0
1
❛♥❞

1
1
1

✷✳✶✳✸ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s

❆♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r ✭R ≥ 1✮ s✉❝❤ t❤❛t f(ω) =
f(ωR−1

0 )✳ ❆♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦❢ r❛♥❣❡ R ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ r❛♥❣❡ R✳

f(ωR−1
0 ) =

2NR−1
∑

l=0

flml(ω
R−1
0 ) ✭✷✳✸✮

❆ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s s✉❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ✐t r❡❛❞s✿

H(ω) =
L
∑

l=0

λlml(ω), ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ λls ❛r❡ ❢r❡❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦♥s✐❞❡rs ✐♥✜♥✐t❡ r❛♥❣❡s✱ ✇❡ r❡str✐❝t
❤❡r❡ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ R✳

✷✳✶✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s

❊♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ✭♦r ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s✮ ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ q✉❛♥✲
t✐t✐❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❞❛t❛ s❡ts✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ❤❡❧♣s ✉s t♦
✈✐s✉❛❧✐③❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ω ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ ♦❜❥❡❝ts ✭❡✈❡♥ts✱ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦s✱ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥s✮ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠
♦♥ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳

❲❡ ♠♦st❧② ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ✏❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✑ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
❛ s♣✐❦❡ ♦❜❥❡❝t ♦✈❡r s♦♠❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❛
♥❡✉r♦♥ i ✐s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t ωi(0) ✭✐♥ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥❡✉r♦♥
i ✜r❡s✮ ❛♥❞ ✐t r❡❛❞s✱

π(T )
ω [ ωi ] =

1

T

T−1
∑

t=0

ωi(t) ✭✷✳✺✮

✷✾



❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❞❡♣t❤ D r❡❛❞s✿

π(T )
ω

[

ωD
0

]

=
1

T −D

T−D
∑

t=0

δ(t) ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡

δ(t) =

{

1, ✐❢ ωt+D
t = ωD

0

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ r❡❛❞s✿

π(T )
ω [ ml ] =

1

T −D

T−D
∑

t=0

γ(t) ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡

γ(t) =

{

1, ✐❢ Eml
⊆ Eωt+D

t

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

Eml
❛♥❞ Eωt+D

t
❛r❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡

♠♦♥♦♠✐❛❧ ml ❛♥❞ t❤❡ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥✴❜❧♦❝❦ ωt+D
t ✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧
1
x
1
✇❤♦s❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts Eml

✐s {(0, 0), (2, 0)}
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♣❛tt❡r♥

1
0
1
❛♥❞

1
1
1
❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s

0
0
1
✱

0
0
0
❛♥❞

❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛tt❡r♥s ✇❤♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✵ ❛♥❞ ✶ s✐❧❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s ❛ r❡❛❧ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s♦♠❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

st❛t✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥ ❡✈❡♥ts✱ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❜❧♦❝❦s✳
❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛st❡r ω✱

❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■t ❤❛s ●❛✉ss✐❛♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✇❤♦s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❡♥❞s t♦ 0✱ ❛s T → +∞✱ ❧✐❦❡ 1√

T
✭❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✮✳

✷✳✶✳✺ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❛ ❝♦♠♣❧❡①✮ r❡❛❧✐t②✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐st ✐♥ ✭✐✮ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✮ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦s✮
✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦r ❛ s②st❡♠ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❝❤♦✐❝❡ ❛✛❡❝ts t❤❡
❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠♦❞❡❧ ✭✇❤❡r❡
❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛ s♣✐❦❡
tr❛✐♥ ✇❤❡r❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ t❤❡♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❣♦♦❞✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✸✵



✭❛✮ ❆ r❡❛❧ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ♦❢ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s✮

✭❜✮ ❚❤❡ ❝♦✉♥ts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥s ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭❝✮ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ✶

✭❞✮ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ✷ ✭❡✮ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ s♣✐❦❡
tr❛✐♥ ♦❢ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s ✭❛✮✳ ✭❜✮ t❤❡ ❝♦✉♥ts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥s ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ✭❝✮✱ ✭❞✮✱
❛♥❞ ✭❡✮ s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❡♣t❤ ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✳



❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ✭t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❑▲❉✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
♣❧♦ts✮✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ ✇❡
✐♥❢❡r µ ❢r♦♠ π✳

❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

❚❤❡ ❑▲❉ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡❛❞s✿

dkl(π
(T )
ω , µλ) = lim

n→+∞

1

n

∑

ωn
0

π(T )
ω [ ωn

0 ] log
(π

(T )
ω [ ωn

0 ]

µλ[ωn
0 ]

)

✭✷✳✽✮

■♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❑▲❉ r❡❛❞s✿

dkl(π
(T )
ω , µλ) =

∑

ω(0)

π(T )
ω [ ω(0) ] log

(π
(T )
ω [ ω(0) ]

µλ[ω(0)]

)

✭✷✳✾✮

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❑▲❉ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❑▲❉✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts

❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❡①♣❡❝t✐♥❣
❛♥ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❧♦❝❦s✱ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❡rr♦r s❤♦✉❧❞
❜❡ ✜①❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✲
✈❛❧ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ± s♦♠❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✑❡①♣❡❝t❡❞✏ ❛♥❞ ✑tr✉❡✏ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t
t❤❡♦r❡♠ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡
❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧

❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ σ =
√

π(ωn
0 )×(1−π(ωn

0 ))

T
✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸

s❤♦✇ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ 68 − 95 − 99.7 r✉❧❡✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢
π(ωn

0 )± σ ❝♦✈❡rs ✻✽✪ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❝❤♦s❡♥ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✇❡ ❝♦✈❡r ✾✾✳✼✪ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s✳ ❋♦r t❤❛t✱ ♦✉r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s r❡❛❞✿

Cp = π(ωn
0 )± 3

√

π(ωn
0 )× (1− π(ωn

0 ))

T
. ✭✷✳✶✵✮

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

✸✷



0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

−2σ −1σ 1σ−3σ 3σ2σ

34.1% 34.1%

13.6%
2.1%

13.6% 0.1%0.1% 2.1%

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ 68−95−99.7 r✉❧❡✳ ■t st❛t❡s t❤❛t ✻✽✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥
[π − σ, π + σ]✱ ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ [π − 2σ, π + 2σ] ❛♥❞ ✾✼✳✸✪ ♦❢ t❤❡
✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ [π − 3σ, π + 3σ]✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✱ Cm ❛♥❞ Cp ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✐❞❡♥t✐t②
y = x✳



1

0

1

0

0

1

1

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

0

0

1

1

1

0

0

Time (ms)

N
e
u
ro

n
 

}}
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ωD−1

0

✭❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❤❡r❡ D = 3✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ω(D)✳

✷✳✶✳✻ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❜② ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ❞❡♣t❤ D✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P [ω(D)|ωD−1

0 ] ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✱ t❤♦s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t✐♠❡✱ ❜✉t ✇❡ ❢♦❝✉s
❤❡r❡ ♦♥ t✐♠❡✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❝❡ss❡s ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✮✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
P [ω(D)|ωD−1

0 ] ✭✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pn[ω(n)|ωn−1

n−D]✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡

t✐♠❡ ✐♥❞❡① n✮✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ(ωD−1
0 ) ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✐❢✱ ❢♦r ❛♥② ❜❧♦❝❦ ωD
0 ✿

µ[ωD
1 ] =

∑

ω(0)

P [ω(D)|ωD−1
0 ]µ(ωD−1

0 ) ✭✷✳✶✶✮

µ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡
❤❡r❡ t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ P [ω(D)|ωD−1

0 ] > 0✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡t
♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❜❧♦❝❦s ♦❢ ❞❡♣t❤ n + 1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❈❤❛♣♠❛♥✲❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥✿
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µ[ωn
0 ] = µ[ω0(n), ωn−1

0 ]

= µ[ω(n)|ωn−1
0 ]µ(ωn−1

0 ),

= µ[ω(n)|ωn−1
0 ]µ[ω(n− 1)|ωn−2

0 ]µ(ωn−2
0 )

=
n
∏

r=D

P [ω(r)|ωr−1
r−D])µ[ωD−1

0 ] ✭✷✳✶✷✮

❊q✳✭✷✳✶✷✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ωn
0 ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ µ−♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ωD−1
0 ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ ❤♦✇ ❧✐❦❡❧② ✐t ✐s t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ω(r) ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ωr−1

r−D✳
❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✐❢ D = 0✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥

ω(D) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛st ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s t❤❡
♠❡♠♦r②✲❧❡ss ❝❛s❡✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ P [ω(r)|ωr−1

r−D] = µ[ω(r)] ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✭❊q✳✷✳✶✷✮ ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ❜❡❝♦♠❡s✿

µ[ωn
0 ] =

n
∏

l=0

µ[ω(l)] ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧❡ss ❝❛s❡✱ s♣✐❦❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❞❡❡♣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ D = 0
❛♥❞ D > 0✳

✷✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② Pr✐♥❝✐♣❧❡

❚❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✭▼❊P✮ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❢r♦♠ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛t ❜❡st t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿
t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❤❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
s♦♠❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬Pr❡ssé ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t✐♠❡✳

❆ss✐❣♥✐♥❣ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ t♦ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭❬●❛r✐❜❛❧❞✐ ❛♥❞ P❡♥❝♦✱ ✶✾✽✺❪✮
✭✧Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t r❡❛s♦♥✧✮✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤✲
♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛❜♦✉t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ t❤❡s❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡
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♦❢ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✿ t❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥tr♦♣② ❣✐✈❡♥ t❤♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❢❛r
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛s ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦ ✜t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
s♣✐❦❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝
♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♥❡✉✲
r♦♥ ✜r❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✭✜r✐♥❣ r❛t❡✮ ♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t✇♦ ♥❡✉r♦♥s ✜r❡
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

✷✳✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❚❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ▼❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❢❡r ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥
♦❢ ❞❡♣t❤ D✱ t❤❛t ✜ts ❜❡st t♦ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ D ✐s ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ✐✳❡✳✱
✇❡ ❤❛✈❡♥ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❣✉❡ss D ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✭❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬●❛❧✈❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❬❈s✐s③ár ❛♥❞ ❚❛❧❛t❛✱ ✷✵✵✻❪✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ µ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❛st❡r ω✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♦❢ r❛♥❣❡ R = D+1✳ ❖♥❡ ❛s❦s
t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ml ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ s❛t✐s✜❡s✿

µ [ ml ] = π(T )
ω [ ml ] , l = 1, . . . , L. ✭✷✳✶✹✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ml✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② µ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛st❡r✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ml ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ µ✳

❼ µ ❤❛s t♦ ❜❡ ✏❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✑✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛
♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣②
♣❛r❛❞✐❣♠ ✭❬❏❛②♥❡s✱ ✶✾✺✼❪✮ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ ✭♣❛rt❧②✮ s♦❧✈❡❞ ❜② s❡❡❦✐♥❣
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✉♥❞❡r t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✭❊q✳✷✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜❡❧♦✇ ✭s❡❡ ❊q✳
✷✳✶✺ ❛♥❞ ✷✳✸✺✮ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳

❼ ❋r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ µ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛r❜✐tr❛r②
❜❧♦❝❦s ✭✈✐❛ ❊q✳✷✳✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧s t❤❛♥ t❤❡ mls✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♥❢❡r✲
r✐♥❣ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❆s

✸✻



✇❡ ❛❞❞ ♠♦r❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣❡t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❞❞✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✛❡❝ts ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡st
❢♦r♠s ♦❢ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣②✱ s✉❝❤ ❛s ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♥❞ ■s✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛r❡
♦♥❧② s♣❛t✐❛❧✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣②
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✇❡
✉s❡ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❜♦t❤ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✷✳✷✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s

❙♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✇✐❞❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❬❖❤✐♦r❤❡♥✉❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱
❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❚❦❛↔✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ●❛♥♠♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❪✳ ❋♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡✱ ❬❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❛✐♠❡❞ ❛t ✉♥r❛✈❡❧✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛✲
♥❡♦✉s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ r❡t✐♥❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ✇❡❛❦✱ t❤❡s❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ♣❧❛② ❛ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ st❛t✐st✐❝s t❤❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s
✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❛t❡s ❛♥❞ n − uplets ✐♥st❛♥✲
t❛♥❡♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣❛✐r✇✐s❡✱ tr✐♣❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ❋✐r✐♥❣ r❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ωi(0), i = 0, . . . , N − 1 ✭t❤❡ t✐♠❡
✐♥❞❡① 0 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ t✐♠❡✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥st❛♥t❛✲
♥❡♦✉s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
ωi(0)ωj(0), 0 ≤ i < j ≤ N − 1✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ♥♦ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ µ ✐s✿

S [ µ ] = −
∑

ω(0)

µ [ ω(0) ] log µ [ ω(0) ] , ✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ 2N ♣♦ss✐❜❧❡ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥s ω(0)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
t✐♠❡ ✐♥❞❡① ✭❤❡r❡ 0✮ ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ µ t♦ ❜❡ st❛✲
t✐♦♥❛r②✳

❚❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦✇ st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐♥❞ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✭❊q✳✷✳✶✺✮ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭❊q✳✷✳✶✹✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✿

∑

ω(0)

µ [ ω(0) ] = 1. ✭✷✳✶✻✮
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❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

µ = arg max
ν∈M



S [ ν ] + λ0





∑

ω(0)

ν [ ω(0) ]− 1



+
L
∑

l=1

λl

(

ν [ ml ]− π(T )
ω [ ml ]

)



 ,

✭✷✳✶✼✮
✇❤❡r❡M ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✭st❛t✐♦♥❛r②✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ r❛st❡rs✳

❙t❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✱ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ✐s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❚❤❡ s♦✉❣❤t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

µλ [ ω(0) ] =
1

Zλ

eH[ ω ], ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡

Zλ =
∑

ω(0)

eH[ ω ], ✭✷✳✶✾✮

✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ H =
∑L

l=1 λlml✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐✲
♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r L(N, R) = 2NR✳
❚❤✉s✱ ❤❡r❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ③❡r♦ λls ✐s ✜①❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✿

µ [ ml ] =
∂ log Zλ

∂λl

= π(T )
ω [ ml ] , l = 1 . . . L. ✭✷✳✷✵✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ∂2 log Zλ

∂λl ∂λl′
✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥✲

✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t log Zλ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■❢ ❛ r❛st❡r ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❊q✳✷✳✶✽✮✱ t❤❡♥✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❤❛s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❈❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✮✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ π
(T )
ω [ ml ]✱ l = 1, . . . , L ✐s ●❛✉ss✐❛♥✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ [ ml ] ❣✐✈❡♥ ❜②

❊q✳ ✷✳✷✵ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ
T
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Σ ❤❛s ❡♥tr✐❡s✿

Σjk =
∂2 log Zλ

∂λj∂λk

. ✭✷✳✷✶✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❛t µ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✭❤✐❞❞❡♥✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❝❧♦s❡st ♦♥❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✭❊q✳ ✷✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡♥❡ss ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✸✽



▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss ✇❤❛t t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡s ✐♥ t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞✿

✭✐✮ ❖♥❧② ✜r✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥✿

H(ω(0)) =
N−1
∑

i=0

λiωi(0). ✭✷✳✷✷✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ ✐s✿

µ [ ω(0) ] =
N−1
∏

i=0

eλi ωi(0)

1 + eλi
.

❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉❝❤ t❤❛t s♣✐❦❡s ❡♠✐tt❡❞ ❜②
❞✐st✐♥❝t ♥❡✉r♦♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λi

✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜r✐♥❣ r❛t❡ ri s✐♥❝❡ ri = µ [ ωi(0) = 1 ] = eλi

1+eλi
✱

s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✿

µ [ ωn
0 ] =

n
∏

l=0

N−1
∏

i=0

r
ωi(l)
i (1− ri)

1−ωi(l),

t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦✐♥ t♦ss✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
✭❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤✉s✱ ✜①✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ r❛t❡s ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ▼❛①✲
✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥❛❧②③❡ s♣✐❦❡ st❛t✐st✐❝s ❛s ✐❢ ❡❛❝❤ s♣✐❦❡
✇❡r❡ t❤r♦✇♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❛s ✇✐t❤ ❝♦✐♥ t♦ss✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ✏♠♦st r❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧✑✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❛s ❢❡✇
❤②♣♦t❤❡s✐s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✜r✲
✐♥❣ r❛t❡s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛ ✇❛s ♥♦t
s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❚❤✐s ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ✇r♦♥❣ ✐♥ ❡❛r❧✐❡r
st✉❞✐❡s ✭❡✳❣✳ ❬P✉❝❤❛❧❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✮✳

✭✐✐✮ ❋✐r✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡✳❣✳ ❜② ❬❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮✱ ❚❤❡ ▼❛①✲
✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ ✜r✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

H(ω(0)) =
N−1
∑

i=0

λi ωi(0) +
N−1
∑

i,j=0

λij ωi(0) ωj(0). ✭✷✳✷✸✮

✸✾



❍❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② s♣✐♥s✳ ■t ✐s t❤✉s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✏■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✑ ✐♥ t❤❡
s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❤❛s
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ❬●❡♦r❣✐✐✱ ✶✾✽✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❧❡❛st str✉❝t✉r❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ✜rst
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✶ ♦❢ N2✱ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ 2N ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛tt❡r♥s✳

❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♠♦❞❡❧ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r❡✲
❞✐❝ts s♣❛t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❬❙❤❧❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪
✭s❡❡ ❬◆✐r❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❱✐❝t♦r✱ ✷✵✵✼❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮✳ ❖t❤❡r ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡
s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛❧s♦ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥✲✈✐tr♦✱
❬❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ✐♥ ✈✐✈♦✱ ❬❨✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❛t❡r
♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s st✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ D = 0
✭❬❖❤✐♦r❤❡♥✉❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❚❦❛↔✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ●❛♥♠♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❪✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢
♥❡✉r♦♥s ✭✉s✉❛❧❧② ❣r♦✉♣s ♦❢ ✶✵✮✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ t❡st ❤♦✇ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r s✉❜s❡ts ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ❛♥❞ ✐❢ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❛❞❞❡❞✱ ❬●❛♥♠♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜❪✳

✷✳✷✳✸ ❖♥❡ t✐♠❡ st❡♣ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s

❋r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r❛st❡rs Ω ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡
✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ✧s♣❛❝❡✧ ✭♥❡✉r♦♥s ✐♥❞❡①✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s t✐♠❡✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ st✐❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✹✮ ❜✉t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛tH ❤❛s r❛♥❣❡
R = D + 1✱ 0 ≤ D < +∞✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦ ωn

0 ✱ n ≥ D ✐s✿

H ( ωn
0 ) =

n−D
∑

l=0

H
(

ωD+l
l

)

✭✷✳✷✹✮

❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ r❡str✐❝t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ D = 1 ✭♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ♠❡♠✲
♦r② ❞❡♣t❤✮ ▼❛rr❡ ❡t ❛❧ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▼❛rr❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s P [ ω(l + 1) |ω(l) ] ❛r❡ ♣r♦✲

♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ eH(ωl+1
l

)✳ ■❢ µ ✐s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❛t ❝❤❛✐♥✱ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✶✷✮ ❧❡❛❞s t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❧♦❝❦s µ [ ωn

0 ]✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ eH(ωn
0 )✿ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢

✶▼♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ss✉♠❡ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ λkl =
λlk ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② 2✳

✹✵



✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✧❡♥❡r❣②✧✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r♦♠ t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ✧✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❄✧
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬▼❛rr❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t✐❡s ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ♠❡r❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ✐ts❡❧❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛st ❛❝t✐✈✐t②✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ▼❛rr❡ ❡t ❛❧ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② r❡✲
s♣❡❝t❡❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❜❡❝♦♠❡s✱ ❛❣❛✐♥✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✿ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢
❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧♦❣r❛♠s✳

✷✳✷✳✹ ●❡♥❡r❛❧ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ✧♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ✉♥❞❡r s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✧✳ ❚❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s r✐❣♦r♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✲
✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝✲
t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ st❛t✐s✲
t✐❝s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✹✮✳

▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ❢♦r s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇❤❡r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ eH(ωl+D

l
)✱ ❢♦r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ✭s❡❡
❡✳❣✳ ❬●❡♦r❣✐✐✱ ✶✾✽✽❪ ❢♦r ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s❀
❬P❛rr② ❛♥❞ P♦❧❧✐❝♦tt✱ ✶✾✾✵❪ ❢♦r ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡r❣♦❞✐❝ t❤❡♦r②
❛♥❞ ❬❱❛sq✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❢♦r ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s
❛♥❛❧②s✐s✮✳

❚❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦s w1, w2 ♦❢
r❛♥❣❡ D ≥ 1✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ w1 → w2 ✐s ❧❡❣❛❧ ✐❢ w1 ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ω(0)ωD−1

1

❛♥❞ w2 ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ωD−1
1 ω(D)✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs ω(0), ω(D) ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t

t❤❡ ❜❧♦❝❦ ωD−1
1 ✐s ❝♦♠♠♦♥✳ ❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧❡❣❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿

w1 =
[

0 0 1
0 1 1

]

; w2 =
[

0 1 1
1 1 0

]

.

❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥

w1 =
[

0 0 1
0 1 1

]

; w2 =
[

0 1 1
0 1 0

]

.
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❆♥② ❜❧♦❝❦ ωD
0 ♦❢ r❛♥❣❡ R = D + 1 ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❧❡❣❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❜❧♦❝❦ w1 = ωD−1
0 t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦ w2 = ωD

1 ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✇r✐t❡
ωD

0 ∼ w1w2✳

❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① L ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Lw1,w2 =

{

eH(ωD
0 ) ✐❢ w1, w2 ✐s ❧❡❣❛❧ ✇✐t❤ ωD

0 ∼ w1w2

0, ♦t❤❡r✇✐s❡.
. ✭✷✳✷✺✮

❋r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐① L t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲
str✉❝t❡❞✱ ❛s ✇❡ ♥♦✇ s❤♦✇✳ ❙✐♥❝❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ H(ωD

0 ) > −∞✱ t❤✉s eH(ωD
0 ) > 0 ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡❣❛❧ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s t❤❡♦r❡♠ ❬●❛♥t♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✽✱
❙❡♥❡t❛✱ ✷✵✵✻❪✱ L ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ sλ✱ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣❛♣✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ r✐❣❤t✱
R✱ ❛♥❞ ❧❡❢t✱ L✱ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✿ LR = sλR, LL = sλL✱ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✷✿

∑

ω(D)∈{ 0,1 }N

eH(ωD
0 )R

(

ωD
1

)

= sλR
(

ωD−1
0

)

;

∑

ω(0)∈{ 0,1 }N

L
(

ωD−1
0

)

eH(ωD
0 ) = sλL

(

ωD
1

)

.

❚❤❡s❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr✐❡s R ( . ) > 0✱ L ( . ) > 0✱
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ r❛♥❣❡ D✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
〈L, R| = 〉1✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡✿

P(H) = log sλ, ✭✷✳✷✻✮

❝❛❧❧❡❞ ✧t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✧✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s
t❡r♠ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡❧♦✇✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① L ✭❊q✳ ✷✳✷✺ ✮ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✿

φ(ωD
0 ) = H(ωD

0 )− Gλ(ωD
0 ) ✭✷✳✷✼✮

✷❚❤❡ r✐❣❤t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r R ❤❛s 2ND ❡♥tr✐❡s Rw ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜❧♦❝❦s ♦❢ r❛♥❣❡ D✳ ■t
♦❜❡②s

∑

w2
Lw1w2

Rw2
= sβRw1

✱ ✇❤❡r❡ w1 = ωD−1
0 ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ r✉♥s ♦✈❡r ❜❧♦❝❦s

w2 = ωD
1 ✳ ❙✐♥❝❡ Lw1w2

✐s ♥♦♥ ③❡r♦ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s w1, w2 ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ωD−1
1 ✐♥

❝♦♠♠♦♥✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭sβRw1
✮ ✜①❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ w1✱ t❤✐s s✉♠ ❤♦❧❞s ✐♥

❢❛❝t ♦♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ω(D)✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Rw✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥❛t✉r❛❧✱ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡
❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s✉❝❤
❛s ❊q✳ ✷✳✸✷✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ R ( block ) t♦ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t
t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦ ❤♦❧❞s ♠✉t❛t✐s ♠✉t❛♥❞✐s ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✳

✹✷
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❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ♦♥❡ ✐s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈❡♥ts
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡
♠❡r❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜②✿

Zn =
∑

ωn
0

eH(ωn
0 ), ✭✷✳✸✸✮

❛s ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✷✮✳

✷✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ♦❜❡②s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✿

P(H) = lim
n→+∞

1

n
log Zn, ✭✷✳✸✹✮

❛♥❞ ✐s ❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✱ ❢r❡❡
❡♥t❤❛❧♣②✱ ♣r❡ss✉r❡✮✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧♦❣② ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡ ✭❊q✳ ✷✳✸✼✮ ❜❡❧♦✇✳ ❚♦ ♦✉r ❜❡st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ t❡r♠ ✧t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r❡ss✉r❡✧ ❤❛s ✐ts r♦♦ts ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
✭❝❤❛♦t✐❝✮ ♠❛♣s ❬❘✉❡❧❧❡✱ ✶✾✼✽✱ P❛rr② ❛♥❞ P♦❧❧✐❝♦tt✱ ✶✾✾✵✱ ❇❡❝❦ ❛♥❞ ❙❝❤❧♦❡❣❧✱ ✶✾✾✺❪✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦❢ t❤❡ ❣r❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛s ❛ ❝②❝❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦✈❡r ✉♥st❛❜❧❡
♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐ts✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡✸ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐ts✮✳

✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ D = 0 t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ ✭❊q✳ ✷✳✶✽✮✳ ❖♥❡
❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t✿

expGλ = sλ =
∑

ω(0)

eH(ω(0)) = Zλ,

✇❤❡r❡ Zλ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❊q✳ ✷✳✶✾✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ s♣✐❦❡
♣❛tt❡r♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ❞✐st✐♥❝t t✐♠❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ D = 0 ❝❛s❡✱
Zn ✐♥ ❊q✳ ✷✳✸✸ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s Zn = Zn

λ s♦ t❤❛t P(H) = log Zλ✳

✹✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Gλ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧
♦♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ωD

0 ✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ H ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✭D = 0✮ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Gλ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

✸❚❤❡ ❣r❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Φ ♦❜❡②s Φ = −PV ✱ ✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ V t❤❡
✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣r❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ✭♠✐♥✉s✮ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡✳

✹✹



✷✳✷✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ t❤✐s ✇❛② s♦❧✈❡s t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✏♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ✉♥❞❡r s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✑✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② r❛t❡ ✭♦r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙✐♥❛✐ ❡♥tr♦♣②✮✿

S [ µ ] = − lim sup
n→∞

1

n + 1

∑

ωn
0

µ [ ωn
0 ] log µ [ ωn

0 ] , ✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ❤♦❧❞s ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❧♦❝❦s ωn
0 ✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ S [ µ ] ❛❧s♦ r❡❛❞s ❬❈♦r♥❢❡❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✷❪✿

S [ µ ] = −
∑

ωD
0

µ
[

ωD
0

]

P
[

ω(D)
∣

∣ωD−1
0

]

log P
[

ω(D)
∣

∣ωD−1
0

]

, ✭✷✳✸✻✮

✇❤❡r❡❛s✱ ✇❤❡♥ D = 0✱ s [ µ ] r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❊q✳ ✷✳✶✺✮✳

❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❡r❣♦❞✐❝ t❤❡♦r② ❬❘✉❡❧❧❡✱ ✶✾✼✽✱ ❑❡❧❧❡r✱ ✶✾✾✽✱ ❈❤❛③♦tt❡s ❛♥❞ ❑❡❧❧❡r✱ ✷✵✵✽❪
❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❬●❡♦r❣✐✐✱ ✶✾✽✽❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡✹ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ s✉❝❤ t❤❛t ❬❘✉❡❧❧❡✱ ✶✾✼✽✱ ❑❡❧❧❡r✱ ✶✾✾✽✱ ❈❤❛③♦tt❡s ❛♥❞ ❑❡❧❧❡r✱ ✷✵✵✽❪✿

P [H ] = sup
ν∈Minv

( h [ ν ] + ν [H) ] ) = S [ µ ] + µ [H ] , ✭✷✳✸✼✮

✇❤❡r❡ P [H ] ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✷✳✷✻✳ Minv ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡✲
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ r❛st❡rs ✇✐t❤ N ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞
ν [H ] =

∑

ωD
0
H(ωD

0 ) ν(ωD
0 ) ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ H ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ν✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❊q✳ ✷✳✸✼✮ s❡❧❡❝ts✱
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ν✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♥❡ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠✳
❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ✐s t❤❡
s♦✉❣❤t ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❊q✳ ✷✳✸✼ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r❡ss✉r❡ ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡
H s♦♠❡✇❤❛t ✜①❡s t❤❡ ✧❡♥s❡♠❜❧❡✧✿ ν [H ] =

∑K

k=1 λlν [ ml ] ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡
♦❢ λE ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✮✱ λE − µN ✭❣r❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✮✱ . . . ✐♥
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❬❇❡❝❦ ❛♥❞ ❙❝❤❧♦❡❣❧✱ ✶✾✾✺❪✳

✹❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❤❡r❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡
r❛♥❣❡✳

✹✺



✷✳✸ ■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λl

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λls ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛✈✲
❡r❛❣❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♥♦ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s t❤❡ ✇✐s❞♦♠✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ s♣✐♥✲❣❧❛ss❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉✲
♥✐t②✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ s❡✈❡r❛❧ str❛t❡❣✐❡s
✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆❝❦❧❡② ❡t ❛❧ ❬❆❝❦❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s ❜✉t ✐t ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ t✐♠❡
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ✉♥✐ts✳ ❚♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs λl ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ✭s❡❡
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❚❛♥❛❦❛✱ ✶✾✾✽✱ ❘♦✉❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱ ❙❡ss❛❦ ❛♥❞ ▼♦♥❛ss♦♥✱ ✷✵✵✾✱
❆❝❦❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼✱ ❘♦✉❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✱ ❆❝❦❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺✱ ❍✐❣✉❝❤✐ ❛♥❞ ▼❡③❛r❞✱ ✷✵✵✾✱
❑❛♣♣❡♥ ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✾✽❪✳

❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t r❡s✉❧t✱ ❜✉t ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❛st✳
❲❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡t❡♥❞ t♦ r❡✈✐❡✇ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❤❡r❡✱ ❜✉t ✇❡ q✉♦t❡ ❛ ❢❡✇ ♣r♦♠✐♥❡♥t
❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❬❙❡ss❛❦ ❛♥❞ ▼♦♥❛ss♦♥✱ ✷✵✵✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s②st❡♠✲
❛t✐❝ s♠❛❧❧✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ■s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡② ✇❡r❡
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✉♣ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❡✈❡♥t❤ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥s✳
❚❤❡✐r r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ t❤❡ ❙❤❡rr✐♥❣t♦♥
❑✐r❦♣❛tr✐❝❦ s♣✐♥✲❣❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❬❙❤❡rr✐♥❣t♦♥ ❛♥❞ ❑✐r❦♣❛tr✐❝❦✱ ✶✾✼✺❪✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤✲✜❡❧❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■s✐♥❣ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱
❈♦❝❝♦ ❡t ❛❧ ❬❈♦❝❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛ t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ◆✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ♦❜t❛✐♥❡❞
❛ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ r✉♥ ✐♥ ❛ t✐♠❡ t❤❛t
✇❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳

❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❤♦✉❧❡ss✲❆♥❞❡rs♦♥✲P❛❧♠❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❬❚❤♦✉❧❡ss ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼❪
❛♥❞ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❬❑❛♣♣❡♥ ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✾✽❪✱ ♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♦♠❡✲
tr② ❬❚❛♥❛❦❛✱ ✶✾✾✽❪✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s♣✐♥✲❣❧❛ss❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② ❘♦✉❞✐
❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ❬❘♦✉❞✐ ❛♥❞ ❍❡rt③✱ ✷✵✶✶❪✮✳

❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❣❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❡❡❞

✹✻



♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ✐❢ t❛❦✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳
◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❡①❝❡♣t ❬❈♦❝❝♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱
❘♦✉❞✐ ❛♥❞ ❍❡rt③✱ ✷✵✶✶❪ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✳ ◆♦✇✱ ✇❡
❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧
♠♦❞❡❧s✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λls ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❼ P [H ] ✐s ❛ ❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛♥ts✳ ❋✐rst✿

∂P [H ]

∂λl

= µ [ ml ] . ✭✷✳✸✽✮

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✷✵ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛s❡✳

❼ ❙❡❝♦♥❞✿
∂2P [H ]

∂λl∂λk

=
∂µ [ ml ]

∂λk

=
+∞
∑

n=−∞
Cmlmk

(n), ✭✷✳✸✾✮

✇❤❡r❡ Cml mk
(n) ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦♥♦♠✐❛❧s

ml ❛♥❞ mk ❛t t✐♠❡ n✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧❧② ❢❛st ✇❤❡♥❡✈❡r H ❤❛s ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡✳ ❙♦ t❤❛t

∑+∞
n=−∞ Cml♠l

(n) <
+∞✳

❊q✳ ✷✳✸✾ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ml ✇❤❡♥
✈❛r②✐♥❣ λl ✭❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❛ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✲
✐t② ♠❛tr✐①✳ ■t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r♦✉♥❞
t❤❡✐r ♠❡❛♥ ✭❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✮ ❬❘✉❡❧❧❡✱ ✶✾✼✽✱ P❛rr② ❛♥❞ P♦❧❧✐❝♦tt✱ ✶✾✾✵✱
❈❤❛③♦tt❡s ❛♥❞ ❑❡❧❧❡r✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✷✳✷✶ t♦
t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛s❡✳ ❆s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ π

(T )
ω [ ml ] ω ♦❢ ml ❛r♦✉♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ µ [ ml ] ❛r❡ ●❛✉s✲

s✐❛♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

√
µ[ ml ](1−µ[ ml ]√

T
✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛t✐♦✲
t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s q✉✐t❡ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ D = 0
✭s❡❡ ❊q✳ ✭✷✳✷✶✮✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❢♦r D = 0✱ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cml mk

(n) ✈❛♥✐s❤
❢♦r n > 0 ✭❞✐st✐♥❝t t✐♠❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮✳

❼ P(H) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢
λ ✈❛❧✉❡✱ λ∗✱ s✉❝❤ t❤❛t ✳

∂P [H ]

∂λ∗
l

= µ [ ml ] = Cl, ✭✷✳✹✵✮

✹✼



t❤❡♥ t❤✐s s❡t ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
✭❊q✳ ✷✳✸✼✮ ✐s ✉♥✐q✉❡✳

❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❊q✳ ✷✳✸✽✱ ✷✳✸✾ ❛♥❞ ✷✳✹✵✱ t❡❧❧ ✉s t❤❛t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❡❡ ❡♥✲
❡r❣② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛s ✇❡❧❧ t♦ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧
❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡✳ ❖❜✈✐✲
♦✉s❧②✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✭♥♦t t♦ s♣❡❛❦ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✮ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥
❜❡ ❛ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ t❛s❦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ N
✐s ❤♦♣❡❧❡ss ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐t ❡①✲
♣❛♥s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❬❈♦❢ré ❛♥❞ ❈❡ss❛❝✱ ✷✵✶✸❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❊q✳ ✷✳✸✽ ❛♥❞ ✷✳✸✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ✜rst
♦r❞❡rs✱ s✉❣❣❡st t❤❛t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣❛♥s✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇♦r❦s q✉♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ▼é③❛r❞ ❛♥❞ ▼♦r❛ ❬▼é③❛r❞ ❛♥❞ ▼♦r❛✱ ✷✵✵✾❪
❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❡t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❬❲❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❚❡❤✱ ✷✵✵✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❛s ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦
❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡ ✐♥
❬❉✉❞í❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❇r♦❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ t♦ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✭✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✳

✷✳✹ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♣r❛❝✲

t✐❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❢r♦♠ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✉♥t✐❧ ♠♦❞❡❧s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ❣✐✈❡
✜rst ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧s✴♣♦t❡♥t✐❛❧s s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦♥ s♦♠❡
❡①❛♠♣❧❡s✳

✷✳✹✳✶ P♦t❡♥t✐❛❧✬s t②♣✐❝❛❧ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ s❤❛♣❡ t②♣✐❝❛❧ ▼❛①✲
✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s✳ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♥❞ ■s✐♥❣ ❛r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛❞✲❤♦❝ ♠♦❞✲
❡❧s ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✷✷ ❛♥❞ ✷✳✷✸✳ ❚❤❡
tr✐♣❧❡ts ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜②
❬●❛♥♠♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❪✳ ■ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛❞s✿

H =
∑

i

λiωi(0) +
∑

i,j

λijωi(0)ωj(0) +
∑

i,j,k

λijkωi(0)ωj(0)ωk(0) ✭✷✳✹✶✮

✹✽



✇❤❡r❡ ωijk ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr✐♣❧❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✸ ♥❡✉r♦♥s i✱ j ❛♥❞
k ✜r❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞❡❧❛②✱ ✇❤❡r❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ r❡❛❞s✿

H =
∑

l

λiωi +
∑

i,j,δ

λδ
ijωi(0)ωj(δ), ✭✷✳✹✷✮

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t r✐s❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦♥♦✲
♠✐❛❧ ✭ωi(0)ωj(1)✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥❡✉r♦♥ i ✜r❡s ✶ t✐♠❡✲❜✐♥
❛❢t❡r t❤❡ ♥❡✉r♦♥ j✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ δ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❘❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✐✳❡✳✱ δ ∈ {0, R− 1 = D}✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

■♥ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❑▲❉ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✽ ✐s ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r tr❛❝t❛❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥✿

dKL ( ν, µλ ) = P [ λ ] − ν [H ] − S [ ν ]. ✭✷✳✹✸✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ν ❜② π
(T )
ω ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

dKL

(

π(T )
ω , µλ

)

= P [ λ ] − π(T )
ω [H ] − S

[

π(T )
ω

]

. ✭✷✳✹✹✮

❋♦r s♠❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s✳
❚❤❡ ❡♥tr♦♣② S[π

(T )
ω ] ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ r❛st❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

♦❢ ❙tr♦♥❣ ✭❬❙tr♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✮✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r NR > 20 ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ✇❡

❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s✳
❋♦r t❤❛t✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑▲❉
❢♦r ❧❛r❣❡r ♥❡t✇♦r❦s✳

✷✳✹✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❝♦♥s✐sts
♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮✿

❼ ❉❛t❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✿ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣✳

❼ ▼♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡✿ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✲❤♦❝ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❛♥❦s t♦ ❊♥❛❙ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❝❤♦♦s❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡✜♥❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

✹✾



❼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤✐s ✇✐❧❧ s❡t ✉♣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✮✳

❼ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ✿ ❤❡r❡ ✇❡ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❑▲❉ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❱❛sq✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r
❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♥❡t✇♦r❦s✳

❼ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ❛♥❞ ❑▲❉✳

✷✳✺ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ♦❢ tr❛♥s❢❡r ♠❛✲

tr✐① ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①❛❝t✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧H✱ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❢♦r♠ ✭❊q✳ ✷✳✹✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λks ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭✏❧❡❛r♥❡❞✑✮✱
✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❡rr♦r ❜❡✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t
t❤❡♦r❡♠✳ ■ts ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① L ❤❛s 2NR ❡♥tr✐❡s ✦
❆❧t❤♦✉❣❤✱ ♠♦st ♦❢ t❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ③❡r♦ ✭2N ♥♦♥ ③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♣❡r r♦✇✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✐t ✐s s✐♠♣❧② t♦♦ ❤✉❣❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡
NR > 24✳

❋♦❝✉s✐♥❣ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❧♦❝❦s✱ ✐t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥② ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡
❢❛✐❧s ❛s NR ❣r♦✇s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐s ❤✉❣❡✱ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✭❡✳❣✳ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛st❡r✮ ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧✳ ❙❡✈❡r❛❧
str❛t❡❣✐❡s ❡①✐st t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ H ✇❡ ✜♥❞ ❛ str❛t❡❣② t♦ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ µ [ ml ] ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ml ✉♥❞❡r t❤❡ ●✐❜❜s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ✱ ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳
❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ r❛st❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ H✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦♥ t❤✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧
r❛st❡r✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✭λks✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧
r❛st❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣✳ P♦✇❡r❢✉❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st ❢♦r t❤❛t✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❡♠✲
♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s r✉❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ✭❬❉✉❞í❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞

✺✵



Spik❥ tr❡inMo❤❥l ❣hoi❣❥Comput❥ Empiri❣❡l❤istri❢ution
✭ Customiz❥❤ mo❤❥ls (❉sin❧,p❡irwis❥ ✮✮✮)✮
✭ P❥rson❡liz❥❤ mo❤❥ls✮

Th❥ hi❧h❥st ❦irin❧ r❡t❥
Th❥ low❥st hi❧h✭or❤❥r❦❥❡tur❥

(❡)(❢)(❣)

WithTr❡ns❦❥r M❡trix (this ❣h❡pt❥r)
OR
withMont❥❣❡rlo(n❥xt ❣h❡pt❥r)

❆ittin❧ th❥ p❡r❡m❥t❥rs
Pr❥❤i❣tin❧ p❡tt❥rnspro❢❡❢iliti❥s

(❤) (❥)

❉niti❡l s❥t o❦ p❡r❡m❥t❥rs

Comput❥ ❡ n❥ws❥t th❡t minimiz❥sth❥ D❋L

Comput❥ ❡ n❥w ❇i❢❢s ❤istri❢ution❢❡s❥❤ ❦rom th❥ up❤❡t❥❤p❡r❡m❥t❥rs
❆in❡l s❥t o❦ p❡r❡m❥t❥rs

Ev❡lu❡tion

Computin❧ th❥ ❋ull❢❡❣k✭L❥i❢l❥r ❤iv❥r❧❥n❣❥

● ♣ ♠ ♣
♠ ♠ ♣ ♠♣ ♠♣
♠ ♠ ♣ ♠♣ ♣ ♠
♣ ♠ ♠

♣ ♣ ♠ ♣ ♣ ❖ ♣ ♣ ♠
♠ ♠♣ ♣

♣ ♣ ♠ ♠♣ ♣
♣ ♠ ♠ ♣ ♣
▼ ♣ ♣ ♣

❲ ♠♣ ♣ ♣ ♣
♠ ♣ ♠ ♣ ♣ ♠♣

♣ ♠ ♠♣ ♠



❬❇r♦❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮✮✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❝❛s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ✉s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✲
✐t❛t✐♦♥s✿

✶✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ♣✉r❡❧② s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s ❬❚❦❛↔✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

✷✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❍❡♥❝❡✱ ♥♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥✲
tr♦♣② ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❞❡✜♥❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛s t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ N × R ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✷✵✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ t♦✿

❼ ❆♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✶✮✳

❼ ❚❛❦❡ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✷✮✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✳

✺✷





✺✹



❈❤❛♣t❡r ✸

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s♣✐❦✐♥❣ ❞❛t❛

s❡ts ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧

❝♦♥str❛✐♥ts ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦

♠❡t❤♦❞

❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✇✐t❤ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✷✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✸ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✸✳✶ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤ ❖♣❡♥▼P ✻✹

✸✳✸✳✷ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢✐♣s ✇✐t❤ ❖♣❡♥▼P ✻✻

✸✳✸✳✸ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼P■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✸✳✹ ❖♣❡♥▼P ♦♥ ❝❧✉st❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✺✳✶ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✻ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✻✳✶ ❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✼✸

✺✺



✸✳✻✳✷ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❝❤❛♥❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✻✳✸ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✻✳✹ ❉❡♠♦✿ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✼ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✼✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✼✳✷ ❚✉♥✐♥❣ ∆c ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✼✳✸ ❚❡st ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣
t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ NR > 20✳
■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮
♦♥ ♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss♦rs ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇❡ s❤♦✇ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ❢♦r
t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜tt✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts
♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼ ❛♥❞ ✜♥✐s❤ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡
♠❡t❤♦❞✳

✸✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛

✸✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s ✇✐t❤ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✲❍❛st✐♥❣s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✇❤♦s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
µ ❬❍❛st✐♥❣s✱ ✶✾✼✵❪✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ st❛t❡s ω(1) ❛♥❞ ω(2) ✐s✿

P [ω(1)|ω(2)] = max(
Q(ω(1)|ω(2))

Q(ω(2)|ω(1))

µ
[

ω(2)
]

µ [ ω(1) ]
, 1). ✭✸✳✶✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Q() ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❜♦♦st
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✉❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ H✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝✐♣❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ Q✱ ❣✐✈❡♥

✺✻



H✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Q ❝❛♥❝❡❧s ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶ ✇❤❡♥❡✈❡r Q ✐s s②♠♠❡tr✐❝
✭Q(ω|ω′) = Q(ω′|ω✮✮✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱
✇❡ t❛❦❡ Q ❛s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✢✐♣♣✐♥❣ ♦♥❡ s♣✐❦❡ ❛t
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s
❡✳❣✳ ❝❧✉st❡rs ✉♣❞❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❇✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t ❛♥②
❝❧✉st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳

■♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛♥❝❡❧s ✇❤❡♥

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✇♦ ❜❧♦❝❦s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
µ[ω(2) ]
µ[ω(1) ]

✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♣❛t✐♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✸✷✿
✏❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠s✑ L

(

ωD−1
0

)

✱ R
(

ωn
n−D+1

)

r❡♠❛✐♥✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ✇♦✉❧❞
❤♦❧❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐❢ ♦♥❡ ✇❡r❡ t♦
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✉❧❦ s♣✐♥✲❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡✲
♠❛r❦s✿

✶✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦ ❜❧♦❝❦s ω(1), ω(2) ♦❢ r❛♥❣❡ n ≥
2D + 1✱ ✇✐t❤ ω

D−1,(1)
0 = ω

D−1,(2)
0 ❛♥❞ ω

n,(1)
n−D+1 = ω

n,(2)
n−D+1 t❤❡♥ ❊q✳ ✷✳✸✷

r❡❛❞s✿

µ
[

ω
n,(2)
0

]

µ
[

ω
n,(1)
0

] =

e
H(ω

n,(1)
0 )

sn−D+1
β

R
(

ω
n,(1)
n−D+1

)

L
(

ω
D−1,(1)
0

)

e
H(ω

n,(2)
0 )

sn−D+1
β

R
(

ω
n,(2)
n−D+1

)

L
(

ω
D−1,(2)
0

)

✭✸✳✷✮

sn−D+1
β ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥✉♠❡r❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

R
(

ω
n,(2)
n−D+1

)

❛♥❞ R
(

ω
n,(1)
n−D+1

)

❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳ ◆♦r L
(

ω
n,(2)
n−D+1

)

❛♥❞ L
(

ω
n,(1)
n−D+1

)

❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■❢ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤♦s❡ ✹ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ tr✐❝❦s ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❦❡❡♣ ❜❧♦❝❦s ωD−1

0

❛♥❞ ωn
n−D+1 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦

s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡✿

R
(

ω
n,(1)
n−D+1

)

= R
(

ω
n,(2)
n−D+1

)

L
(

ω
n,(1)
n−D+1

)

= L
(

ω
n,(2)
n−D+1

)

✺✼



µ ωn,(✲)✰

µ ωn,(✱)✰
✽ ❥❈ ωn,(✱)✰

❥❈ ωn,(✲)✰

✽ ❥∆❈(ω(✱),ω(✲),✰,n)

∆❈(ω(✱),ω(✲),✰,n)✽❈ ωn,(✱)✰ −❈ ωn,(✲)✰ ✮
▼ ♣ ♣

♣
∆❈(ω(✱),ω(✲),✰,n)✽ ❋

k✽✱λk∆ml(ω(✱),ω(✲),✰,n)

∆ml(ω(✱),ω(✲),✰,n)✽
n−D

l✽✰
ml ωD+l,(✲)l −ml ωD+l,(✱)l ✮

ml ♠ ♠ ♠ ♠ ml(ωl+Dl )−ml(ωl+Dl )
♠ ♣ ♣ ♣ (k,t)k∈{✱,✮✮✮,N}t∈

{D,n−D}

∆ml(ω(✱),ω(✲),✰,n)✽
t

l✽t−D
ml ωD+l,(✲)l −ml ωD+l,(✱)l

ml ωD+l,(✲)l −ml ωD+l,(✱)l ∈{−✱,✰,✱}
♠♣ ∆ml(ω(✱),ω(✲),✰,n) ♠ ♠ ♠
♠ ♠ ♣ ♣ (k,r)r✽✰,✮✮✮D

♠♣ ♣
▼ ♠ ❲ ♠♣ N

Ntim❥s ♠ ♣ ❲ ♠
❛R,T−R❝ ♣ ♠

♠ ♣
♠ ♠ ♣

♠♣ ♣ ❲ ♠♣
µ ωn,(✲)✰
µ ωn,(✱)✰

■ ♠ ♠ ❛✰,✱❝ ♣
❲ ♣ ♣N❦lip ♠



flip a random 
neuron  

Compute the difference
of potential between
the last and the new

raster

Yes

No

Save the change 
in the raster

Cancel the
event flip

Start:
Generate a random

spike train 

Size = N neurons 
Ntimes = length 
of the Montecarlo

spike train

Choose a neuron between
t=R-1 and t = T-R

T = Ntimes.

Send 
new/old
spike
train

Do this Nflip times

Nflip = k x N x Ntimes

k is a tunable constante.

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳



✸✳✷✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✳✶✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ r❛st❡r ωT−1

0 ✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ●✐❜❜s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ✳ ❈❛❧❧ Nflip t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✏✢✐♣s✑ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ ♦❢ t❤❡
▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆s Nflip → +∞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❣❡♥❡r❛t❡s ❛ r❛st❡r ωT−1

0 t❡♥❞s t♦ µ
[

ωT−1
0

]

✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐❢ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡s

Nseed r❛st❡rs ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ #
(

ωT−1
0

)

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝

❜❧♦❝ ωT−1
0 ✱ t❤❡♥✿

lim
Nseed→+∞

lim
Nflip→+∞

#
(

ωT−1
0

)

Nseed

= µ
[

ωT−1
0

]

.

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ H✳
◆♦✇✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ r❛st❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ µ [ ml ] ❜②

♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ π
(T )
ω [ ml ] ω ♦♥ t❤❛t r❛st❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r❛st❡r ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ µ
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤✉s t♦ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t Nflip → +∞✮ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r✲

❛❣❡ π
(T )
ω [ ml ] ω ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ µ [ ml ]✱ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ µ [ ml ] ❛s T → +∞✱

✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛t❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
∣

∣

∣ π
(T )
ω [ ml ] ω − µ [ ml ]

∣

∣

∣ ❡①❝❡❡❞s s♦♠❡ ǫ > 0 ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ exp(−T×I(ǫ)) ✇❤❡r❡

I(ǫ)✱ ❝❛❧❧❡❞ ❧❛r❣❡✲❞❡✈✐❛t✐♦♥s r❛t❡✱ ✐s t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r❡ss✉r❡ ❬❈❤❛③♦tt❡s ❛♥❞ ❑❡❧❧❡r✱ ✷✵✵✽❪✳

❲❤❡♥ T ✐s ❧❛r❣❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

µ
[ ∣

∣ π(T )
ω [ ml ] ω − µ [ ml ]

∣

∣ > ǫ
]

≃ exp(
−T × ǫ2

σ(ml)
) ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ σ(ml) =
√

µ [ ml ] (1− µ [ ml ]) ✐s t❤❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ml✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛✈❡r❛❣❡ µ [ ml ] ❢r♦♠ ♦✉r ▼♦♥t❡❝❛r❧♦

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts✿

lim
T→+∞

lim
Nseed→+∞

lim
Nflip→+∞

#
(

ωT−1
0

)

Nseed

, ✭✸✳✺✮

✐♥ t❤❛t ♦r❞❡r ✿ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✳ ❆ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✇❡ ♥♦t❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ T − 1 ≡ Ntimes ❢♦r t❤❡
r❛st❡r ❧❡♥❣t❤✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥
❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ǫ✱ ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢✿

✻✵



✭❛✮ ✸ ♥❡✉r♦♥s

✭❜✮ ✺ ♥❡✉r♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ◆t✐♠❡s✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ◆✢✐♣ ✭✶✵✵✵✱
✶✵✵✵✵✱ ✶✵✵✵✵✵✮✳ ✭❛✮ ◆ ❂ ✸❀ ✭❜✮ ◆ ❂ ✼✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ◆t✐♠❡s ✈❛❧✉❡✱ t❤❡
❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ◆✢✐♣ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ♦♥❡ ❝✉r✈❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s
❛s ◆t✐♠❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ◆✢✐♣ ✈❛❧✉❡✱ t❤✐s ✐s ❜✉t ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆✢✐♣ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r s✉❝❤ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳ ❋r♦♠ ❬◆❛ss❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳



❼ ❚❤❡ r❛st❡r ❧❡♥❣t❤✿ T − 1 = Ntimes✳

❼ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢✐♣s✿ Nflip✳

❼ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❡❞✿ Nseed✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❢❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐rst✱ ✐t
✐s s♦♠❡✇❤❛t ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t Nflip ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ N ×Ntimes

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❛❧❧ s♣✐❦❡s ✐♥ t❤❡ r❛st❡r t♦ ❜❡ ✢✐♣♣❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✳
❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡s♣❡❝ts t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❧✐♠✐ts ✐♥ ❊q✳ ✸✳✺✳

❙✐♥❝❡ µ ✐s ❡r❣♦❞✐❝ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❜② t❛❦✐♥❣ Nseed = 1 ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ Ntimes ❧❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r Ntimes t❤❡
❧❛r❣❡r Nflip ❛♥❞ t♦♦ ❜✐❣ Ntimes ❧❡❛❞s t♦ t♦♦ ❧♦♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r Nseed ♦❢ r❛st❡r ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ Ntimes✳ ❚❤✐s
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ Nflip ❛s ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡rr♦r ✭❊q✳
✸✳✹✮ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❙♦✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✿ Ntimes

❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ ●❛✉ss✐❛♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭❊q✳ ✸✳✹✮ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❧✐♠✐t Nflip✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ Nseed✱ ♦♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞
♦♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✸✳✹✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢✐♣s ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

Nflip = k ×N ×Ntimes ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ k
t♦ ❜❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✸✵✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ k✱ ✇❡ ❞✐❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣❡r✐❡♥❝❡✿ ✇❡ ✜tt❡❞ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ r❛♥❣❡ R = 2 ♦♥ ❛ r❡❛❧ s♣✐❦❡
tr❛✐♥ ♦❢ ✺ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ❡①❛❝t
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s
s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✭✇❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ Ntimes = 105 ❛♥❞ 106✮✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❡rr♦r✶✭❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ k✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✭❡①❛❝t✮ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s ✭t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐①✮ ❛♥❞ t❤❡
♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t❤✐s ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s k ✐♥❝r❡❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳

■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ k = 1✱ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦❣❣❧❡❞
✉♥✐❢♦r♠❧② s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② N ×Ntimes t♦❣❣❧❡s ✐♥ ❛ ♠❛tr✐①
♦❢ s✐③❡ N × Ntimes✳ ●✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts t♦ ❜❡ t♦❣❣❧❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡
t✐♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts s❤♦✉❧❞
❜❡ t♦❣❣❧❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② t✐♠❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r st❛t❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡s
♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ωi(a) ✇❛s t♦❣❣❧❡❞ ❛♥❞

✶❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❉✐st❛♥❝❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✸✳✻✳✸ ❛s ❛♥ ❡rr♦r ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✻✷



✭❛✮ Ntimes ❂ ✶✵✵ ✵✵✵

✭❜✮ Ntimes ❂ ✶✵✵✵ ✵✵✵

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✲
❢❡r ♠❛tr✐① ❛♥❞ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ k✳ ❖♥ ❛ s❡t ♦❢ ✺ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♣r♦❝❡ss✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t
s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❢♦r
k = 1 . . . 75 ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✭❛✮ Ntimes ❂ ✶✵✵ ✵✵✵ ❛♥❞ ✭❜✮ Ntimes ❂ ✶✵✵✵ ✵✵✵✳
❚❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆❢t❡r k = 40 ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✱
❡✳❣✳✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ k ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❇② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s
✉s❡❧❡ss t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ k > 40✳



✐ts ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦t❤❡r t✇♦ ❡✈❡♥ts ωj(b) ❛♥❞ ωk(c)❀
✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❡✈❡♥ts ❝❤❛♥❣❡s ❛❢t❡r✇❛r❞s ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡
t♦❣❣❧❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ωi(a) ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❍❡♥❝❡✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ t♦❣❣❧❡ ✐t ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣✳
■❞❡❛❧❧②✱ ✐❢ k −→∞✱ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❛t k = 30 ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤✳

✸✳✸ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❤❡❛✈② ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥✲
s✉♠✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♦❜st❛❝❧❡ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❖♣❡♥▼P ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss♦rs ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♦♥ ♦♥❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❖♣❡♥▼P ♦r
❖♣❡♥ ▼✉❧t✐✲Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❛♥ ❆P■ ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ t❤❛t
s✉♣♣♦rts ♠✉❧t✐✲♣❧❛t❢♦r♠ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❈✱
❈✰✰✱ ❛♥❞ ❋♦rtr❛♥✱ ♦♥ ♠♦st ♣r♦❝❡ss♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s✳
❆♥♦t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡①✐sts✱ t❤❡ ▼P■ ✭▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r✲
❢❛❝❡✮ t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ♦♥ ❝❧✉st❡rs✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❧✉st❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣✉t❡rs t❤❛t ✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r s♦ t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② r❡s♣❡❝ts t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ▼P■ ✐s ❧❡ss ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s
t❤❛♥ t❤❡ ❖♣❡♥▼P✱ ❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✳

✸✳✸✳✶ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤ ❖♣❡♥▼P

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ t♦ Np ♣❛rts✱
✇❤❡r❡ Np ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ●✐✈❡♥
t❤❛t t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Ntimes✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐❧❧ ❜❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ r❛st❡r ♦✈❡r Ntimes

Np
t✐♠❡ st❡♣s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧

❤❛✈❡ Np t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs λl✳ ❇②
❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✐♥t♦ Np ♣❛rts✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧t❤♦✉❣❤ s❤❛r❡❞✱ ❜✉t ❡❛❝❤
♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛s t❤❡ r✐❣❤t t♦ ❛❝❝❡ss ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳
❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ✉♣❞❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥ ✐ts ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣✐❡❝❡ ♦❢ r❛st❡r✳

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✢✐♣s ❉✉r✐♥❣ ✢✐♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✐s r❛♥❞♦♠✱
✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣r♦❝❡ss♦rs t♦❣❣❧❡ ❡✈❡♥ts ❛t t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❯♣❞❛t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t ❝❤❛♥❣✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✐s ✇r♦♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✉♣❞❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ♥♦t

✻✹



Spike train of T time steps

{ { { { { { { {

N
 n
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R time steps

Processor 1 Processor 2 Processor 3 Processor 4 Processor 5 Processor 6 Processor 7 Processor 8

Part 7 of the 
spike train

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✈❡r ❖♣❡♥▼P ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r
♦❢ ✽ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛❝❝❡ss❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ t❤❛t ✐s st♦❝❦❡❞ ✐♥ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ❛❞❞ R t✐♠❡ st❡♣ ✭r❛♥❞♦♠ ❡✈❡♥ts✮ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ t❤♦s❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s♣✐❦❡
tr❛✐♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳



{ {

Processor i Processor i+1

R time 
steps blocks

x
x

By the i-th
processor

By the (i+1)-th
processor

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚♦❣❣❧✐♥❣ ❡✈❡♥t ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❛rts
♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❣✐✈❡s ✇r♦♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ ✐ts ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❣ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐t
❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ t♦❣❣❧❡ ❛ ♥❡✉r♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ✭❊q✳ ✸✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ■❢
t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❊q✳
✸✳✶ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇r♦♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ ❤❛♣♣❡♥s ✐s
❧♦✇ 1

(NT )2
✳ ■t ❝❛♥ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡s✉❧ts ✐❢ T ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✳

✸✳✸✳✷ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢✐♣s ✇✐t❤ ❖♣❡♥▼P

P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦✈❡r Nflip ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss
t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✭✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦✈❡r Ntimes

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✮ ❜✉t t❤❡② s❤❛r❡
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦❣❣❧✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ❙♦✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ t♦❣❣❧✐♥❣ k×N×Ntimes

Np
t✐♠❡s t❤❡ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ Np ♣r♦❝❡ss♦rs ✇✐❧❧ ✢✐♣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ❡✈❡♥ts ❛♥❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡♣t✴♦r ♥♦t t❤❡ t♦❣❣❧✐♥❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t
tr✉❡✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛♥② ♦❢ t❤❡ Np ♣r♦❝❡ss♦rs t♦ ✭s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s❧②✮ t♦❣❣❧❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② ❡✈❡♥t ✐s p = 1

NT
✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✻✻



✐t② t❤❛t t✇♦ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭♦r ♥❡✐❣❤❜♦r✮ ❡✈❡♥t✭s✮ ✐s t❤❡♥ p2✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ✭♦r ♥❡✐❣❤❜♦r✮ ❡✈❡♥t✭s✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡r❡
❛r❡ ✸ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s p3 +C2

3p
2 ✳ ✳ ✳ ♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✐s pNp + C
Np−1
Np

pNp + . . . ✳ ❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t t♦❣❣❧✐♥❣ ✐♥st❛♥t❛✲
♥❡♦✉s❧② t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r ❡✈❡♥ts ❣✐✈❡s ✇r♦♥❣ r❡s✉❧t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ✇r♦♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣
▼♦♥t❡❝❛r❧♦✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✇r♦♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ✶✳

✸✳✸✳✸ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼P■

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ♦✉r ❝❧✉st❡r ✉s✐♥❣ ▼P■✱ ✇❤❡r❡ ✇❡
❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❜✐❣❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛♥ ♦♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡rs
✭✷✱ ✹ ♦r ✽ ♣r♦❝❡ss♦rs✮✳ ❖✉r ❝❧✉st❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ◆❡❢ ❚♦rq✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✮ ❤tt♣s✿
✴✴♥❡❢✲s❡r✈✐❝❡s✳✐♥r✐❛✳❢r✴ ❛t ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s r❡s❡❛r❝❤ ❝❡♥t❡r✳ ■t
❝♦♥t❛✐♥s ✸✼ ♥♦❞❡s t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✽✼✻ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ♦✉t
t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡❣✐♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r
✐s ♥♦t ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♠❡s✲
s❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs s♣❡♥❞ ♠♦r❡ t✐♠❡
t♦ s❡♥❞ ♠❡ss❛❣❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

✸✳✸✳✹ ❖♣❡♥▼P ♦♥ ❝❧✉st❡rs

❲❡ ♦♣t❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② t❛❦✐♥❣ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❖♣❡♥▼P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s s❤❛r❡❞ ❛♥❞
♣r♦❝❡ss♦rs ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✳ ❆s ✇❡ ♣r❡❝✐s❡❞ ❧❛t❡❧②✱ r✉♥✲
♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡rs ✇✐t❤ ❖♣❡♥▼P ✐s r❡str✐❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✉s✐♥❣ ❖♣❡♥▼P✳

✸✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤❡ ♠♦♥♦✲
♠✐❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡
♠♦♥♦♠✐❛❧ s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❛t❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r

✻✼

https://nef-services.inria.fr/
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ ◆❡❢ ❚♦rq✉❡ ❝❧✉st❡r✱ ❛t ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s r❡s❡❛r❝❤
❝❡♥t❡r✳ ❆ ❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ✸✼ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✽✼✻ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

♦r❞❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛s❦s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐s s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✭✇❡ ✉s❡❞ ✉s✉❛❧❧② 5×R ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛♥❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✱ ✇❡ ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st✿
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞
✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡①❛❝t t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❧✐♠✐ts ✉s t♦
❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛✈❡r❛❣❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✭t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛♥✐s❤❡s ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ ❈▲❚ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼♦♥✲
t❡❝❛r❧♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ t❡st ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡♥s❡ ❛♥❞
s♣❛rs❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❉❡♥s❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ s❤♦✇ ❤✐❣❤❡r ✜r✐♥❣ r❛t❡ t❤❛♥ s♣❛rs❡ ♦♥❡s✱
❜♦t❤ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶✳

✻✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❛♥❞♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳
❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞
✭♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✭♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥
t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✶✵ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡
♦r❞✐♥❛t❡ ❛①✐s s❤♦✇ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✶✵
t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ y = x ❛①✐s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✸✳✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡

▲❡t ✉s ❝❛❧❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ tt ❛♥❞ tmc✱ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ t❛r❣❡t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ❛♥❞ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❤♦✇ tt ❛♥❞ tmc ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ N ✱ ✇❡ ❞✐❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿
❣✐✈❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s N ✭❢r♦♠ N ❂ ✸ ✉♥t✐❧ N ❂ ✽✮✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ L
r❛♥❞♦♠ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♦❢ r❛♥❣❡ ✸ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ L ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡t✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡
N r❛t❡s ♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ N(N−1)

2
♣❛✐r✇✐s❡ ❛♥❞ N(N−1)(R−1)

2
♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❞❡❧❛②✳

❋r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ N ❛ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✳ ❲❡ ♣❧♦t t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥✬s s❡t ✐♥ ❛ ❧♦❣ s❝❛❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳

■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ❛ ❧♦❣ s❝❛❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✮✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t tmc ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞ tt ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛s N ❣❡ts
❧❛r❣❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ ❛❧s♦✱ t❤❛t tt ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✻✾
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✭❜✮ ❙♣❛rs❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❑▲❉ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳ ✭❛✮
❉❡♥s❡✳ ✭❜✮ ❙♣❛rs❡ ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶✮✳ ❚❤❡ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥
❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❉❑▲ ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ❛♥❞
▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ✶✵ r❛♥❞♦♠s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♦✈❡r t❤❡ ✶✵
s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r ❞❡❝❛② ♦❢ ❉❑▲ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛♥❞ t❤❡ ❚r❛♥s❢❡r
♠❛tr✐① s❤♦✇s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡
t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳



❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❣❡ts ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r N ✳ ❆s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ✼ ♥❡✉r♦♥s✱ tt ❜❡❣✐♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳ tmc

✐s ❛❧s♦ st✐❧❧ ❣r♦✇✐♥❣✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r s♣❡❡❞✳
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ tmc ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s N, Ntimes, Nflip ✳ ✳ ✳ ✳ ❆s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦♣ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r r✉♥s✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❧♦♦♣ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ k×N ×Ntimes✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ e∆H✱ ❝❛❧❧ ✐t t∆H✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐s✿

tmc = k ×N ×Ntimes × t∆H ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ t∆H ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s L✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦
❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ❢♦r t∆H = f(L)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t f(L) ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r
✐♥ L ♥♦r ✐♥ N ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❙✐♥❝❡ k ❛♥❞ Ntimes

❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣r❡ss t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛s✿ O(f(N, L))✳ ❚❤❡ ✷
r❡❛s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ f(L) ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r ✐♥ N ♥♦r ✐♥ L✿

❼ L ✐s ♥♦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ N ✿ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
s❤❛♣❡s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣N ❡①♣❡❝t ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ✹ t②♣✐❝❛❧
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✿

P♦t❡♥t✐❛❧ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ♥✉♠❜❡r L O(f(N, L))
❇❡r♥♦✉❧❧✐ N O(N, N)

■s✐♥❣ N + N(N−1)
2

O(N, 1
2
(N + N2))

❚r✐♣❧❡ts N + N(N−1)
2

+ N(N−1)(N−2)
2

O(N, N + N3

6
)

P❛✐r✇✐s❡ R N + N(N−1)(2R−1)
2

O(N, N(R + 3
2
) + N2(R− 1

2
))

❼ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ e∆H ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r ✐♥ L✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ ✉♣❞❛t✐♥❣
t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ e∆H ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ ✐t ✇❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦
❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s
t❤❛t s♦♠❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❝♦♥t❛✐♥ ✶ ❡✈❡♥ts ✭t❤♦s❡ ♦❢ r❛t❡s✮✱ s♦♠❡ ❝♦♥t❛✐♥ ✷
❡✈❡♥ts ✭♣❛✐r✇✐s❡✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❝♦♥t❛✐♥ ✸ ❡✈❡♥ts ✭tr✐♣❧❡ts✮ ❛♥❞ ✇❡ ♠✐❣❤t
❤❛✈❡ ♠♦r❡✳

❚❤♦s❡ t✇♦ ❢❛❝ts ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡
✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ✐s ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧❛✇
✐♥ t❤❡ ❧♦❣s❝❛❧❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✮✳

✼✶
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ t✐♠❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ +/×
s✐❣♥s s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ✜t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✉r♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐①✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳

✸✳✺✳✶ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

❆s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞
♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s✱ t❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❑▲❉ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✷✳✹✹✱ ✇❡ ❝❛♥
✇r✐t❡✿

D
(E)
kl (π(T )

ω , µλ) = µλ [H ] + S [ µλ ]− π(T )
ω [H ]− S

[

π(T )
ω

]

✭✸✳✽✮

= µλ [H ]− π(T )
ω [H ] + S [ µλ ]− S

[

π(T )
ω

]

=
∑

l

λl

(

µλ[ml]− π(T )
ω [ ml ]

)

+ S [ µλ ]− S
[

π(T )
ω

]

❋r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s λ ✉s✐♥❣
t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✳ ❋r♦♠ t❤✐s s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐✲
❛❧s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡s µλ[ml] ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr♦♣② S [ µλ ] ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ str♦♥❣

✭❬❙tr♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✮✳ π
(T )
ω [ ml ] ❛♥❞ S[π

(T )
ω ] ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡

✼✷



❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳

✸✳✻ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λs

❊q✳ ✷✳✷✵ ♦r ✷✳✸✽ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s r❛♣✐❞❧②
✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✉s✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❛t✲
t❡♠♣t❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❧✐❛❜❧② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡
λls✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉✉❞í❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ t♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✐♥ ❬❇r♦❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❛r❡
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✶✽✮ ✭♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ♠❡♠♦r②✮
✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ●✐❜❜s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✸✳✻✳✶ ❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❉✉❞í❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❜② ❉✉❞✐❦ ❡t ❛❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✈❡① ❞✉❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳
❉✉❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱
♦♥❡ ❧♦♦❦s ❢♦r ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡❛s✐❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✳ ❉✉❞✐❦ ❡t ❛❧ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱
❢♦r s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▼❛①❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♠♦✉♥ts t♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✷✿

L
π

(T )
ω

(λ) = −π(T )
ω [ log µλ ] . ✭✸✳✾✮

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ π

(T )
ω ❛♥❞ t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t µλ ✐s✿

dKL(π(T )
ω , µλ) = π(T )

ω

[

log π
(T )
ω

log µλ

]

= π(T )
ω

[

log π(T )
ω

]

− π(T )
ω [ log µλ ] , ✭✸✳✶✵✮

s♦ t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✷✳✹✸✿

L
π

(T )
ω

(λ) = P [ λ ]− π(T )
ω [H ]

✷❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❬❉✉❞í❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ t♦ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ π
(T )
ω

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥ ❛ r❛st❡r ω ✇❤❡r❡❛s π ✐♥ ❬❉✉❞í❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s✳

✼✸



❙✐♥❝❡ P ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ π
(T )
ω [H ] ❧✐♥❡❛r ✐♥ λ✱ L

π
(T )
ω

(λ) ✐s ❝♦♥✈❡①✳ ■ts ✉♥✐q✉❡
♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✷✳✷✵✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

L
π

(T )
ω

(λ′)− L
π

(T )
ω

(λ) = P [ λ′ ]− P [ λ ]− π(T )
ω [ ∆H ] , ✭✸✳✶✶✮

✇✐t❤ ∆H = Hλ′ −H✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✷✳✶✽✿

Z [ λ′ ]

Z [ λ ]
=

1

Z [ λ ]

∑

ω(0)

eHλ′ (ω(0))

=
∑

ω(0)

e∆H(ω(0))µλ [ ω(0)) ]

= µλ

[

e∆Hλ
]

✭✸✳✶✷✮

❛♥❞ s✐♥❝❡ P [λ] = log Z[λ] ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡✿

P [ λ′ ]− P [ λ ] = log µλ

[

e∆H ] . ✭✸✳✶✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✿

L
π

(T )
ω

(λ′)− L
π

(T )
ω

(λ) = log µλ

[

e∆H ]− π(T )
ω [ ∆H ] . ✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✉❞✐❦ ❡t ❛❧ ✐s t❤❡♥ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜② ❛♥
❡❛s✐❡r✲t♦✲❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♥✈❡① q✉❛♥t✐t②✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛s L

π
(T )
ω

(λ)✱ ❛♥❞
t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❜② ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ λ✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞
❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❡t❤♦❞✳ ▲❡t ✉s s✉♠♠❛r✐③❡ ✜rst t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧
❤❡r❡ ✐s ♥♦t t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡✐r ♣❛♣❡r ❬❉✉❞í❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❜✉t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡
❝r✉❝✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ♦♥❡ ✉♣❞❛t❡s λ ❛s λ′ = λ + δel✱ ❢♦r s♦♠❡ l✱ ✇❤❡r❡
el ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ l✱ s♦ t❤❛t ∆H = δml✱ ❛♥❞

L
π

(T )
ω

(λ′)− L
π

(T )
ω

(λ) = log µλ

[

eδml
]

− δπ(T )
ω [ ml ] .

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

eδx ≤ 1 + (eδ − 1)x, ✭✸✳✶✺✮

❢♦r x ∈ [0, 1] ❛♥❞ s✐♥❝❡ ml ∈ {0, 1}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

log µλ

[

eδml
]

≤ log
(

1 + (eδ − 1)µλ[ml]
)

. ✭✸✳✶✻✮

✼✹



♣ ♣ ♠ ■ ♣
♠♣ µλ ❥δml ♠♣
♠♣ µλ❛ml❝ ♠♣

Lπ(T)ω (λ)−Lπ(T)ω (λ) −δπ(T)ω ❛ml❝+lo❧✱+(❥δ−✱)µλ❛ml❝✮

■ ♣ ♠♣ ❖ ♣
λ λ✽λ+ L

l✽✱δl❥l ▼ ♠ ml ml✽mlL
❲ ∆❈✽ L

l✽✱δlml

Lπ(T)ω (λ)−Lπ(T)ω (λ)✽lo❧µλ ❥
Ll✽✱δlml −

L

l✽✱
δlπ(T)ω ❛ml❝✮

❯ ♣ ♣ ❬ ❪

❥ Ll✽✱δlml ✱+
L

l✽✱
ml ❥δl−✱,

δl∈ ml ✰ L
l✽✱ml ✱

lo❧µλ ❥ Ll✽✱δlml lo❧ ✱+
L

l✽✱
❥δl−✱ µλ❛ml❝ ✮

lo❧(✱+x) x x✾−✱

lo❧µλ ❥ Ll✽✱δlml
L

l✽✱
❥δl−✱ µλ❛ml❝,

♣ L
l✽✱ ❥δl−✱ µλ❛ml❝✾−✱ ml

Lπ(T)ω (λ)−Lπ(T)ω (λ)
✱
L −

L

l✽✱
δlπ(T)ω ❛ml❝+

L

l✽✱
❥δl−✱ µλ❛ml❝✮

♠♣ ♠
♠ l ♠ λl
♣ ♠



■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✼ ✭s❡q✉❡♥t✐❛❧
❝❛s❡✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

Fl(λ, δ) = −δπ(T )
ω [ ml ] + log

(

1 + (eδ − 1)µλ [ ml ]
)

+ ǫl ( |λl + δ | − |λl | ) .
✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡❛s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✾ ❜❡❝♦♠❡s
∑L

l=1 Gl(λ, δ) ✇✐t❤✿

Gl(λ, δ) =
1

L

[

−δlπ
(T )
ω [ ml ] +

(

eδl − 1
)

µλ[ml]
]

+ ǫl ( |λl + δ | − |λl | ) ,

✭✸✳✷✶✮
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❡❛s② t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
λ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ δ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦t❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛
s❡q✉❡♥❝❡ λ(k) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ L

π
(T )
ω

❛s k → +∞✳

❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✱
♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥❡ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L

π
(T )
ω

❜② t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ✭❊q✳ ✷✳✹✸✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ eH

Z
✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤✉s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲

▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ✐t ♠✐♥✐♠✉♠✱ π
(T )
ω ✳

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ν ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✸✮ ❜② π
(T )
ω ✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

dKL(π(T )
ω , µλ′)− dKL(π(T )

ω , µλ) = P [ λ′ ] − P [ λ ] − π(T )
ω [ ∆H ] , ✭✸✳✷✷✮

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② S
[

π
(T )
ω

]

❝❛♥❝❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✶✶✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♥♦✇ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ P [ λ′ ] − P [ λ ]✳
●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜❡②s ✭❬❇♦✇❡♥✱ ✷✵✵✽❪✮✿

A ≤ µλ

[

ωn−1
0

]

e−(n−D)P[λ ]eH(ωn−1
0 )
≤ B, ✭✸✳✷✸✮

❚❤❡♥✱

Ae−(n−D)P[λ ]
∑

ωn−1
0

eH(ωn−1
0 )e∆H(ωn−1

0 )

≤
∑

ωn−1
0

µλ

[

ωn−1
0

]

e∆H(ωn−1
0 )

≤ Be−(n−D)P[λ ]
∑

ωn−1
0

eH(ωn−1
0 )e∆H(ωn−1

0 )

✼✻



s♦ t❤❛t✿

lim
n→∞

1

n



 log A− (n−D)P [ λ ] + log

(

∑

ωn−1
0

eH(ωn−1
0 )e∆H(ωn−1

0 )

)





≤ lim
n→∞

1

n
log

(

∑

ωn−1
0

µλ

[

ωn−1
0

]

e∆H(ωn−1
0 )

)

≤ lim
n→∞

1

n



 log B − (n−D)P [ λ ] + log

(

∑

ωn−1
0

eH(ωn−1
0 )e∆H(ωn−1

0 )

)



 .

✭✸✳✷✹✮

❙✐♥❝❡ Hλ′(ωn−1
0 ) = H(ωn−1

0 ) + ∆H(ωn−1
0 )✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✷✳✸✹✿

lim
n→∞

1

n
log
∑

ωn−1
0

eH(ωn−1
0 )e∆H(ωn−1

0 ) = P [ λ′ ] .

❚❤❡r❡❢♦r❡✿

P [ λ′ ]− P [ λ ] = lim
n→∞

1

n
log
∑

ωn−1
0

µλ

[

ωn−1
0

]

e∆H(ωn−1
0 ). ✭✸✳✷✺✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✸ t♦ t❤❡ s♣❛t✐♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❝❛s❡ ✐t r❡❞✉❝❡s t♦ ❊q✳ ✸✳✶✸ ❢r♦♠ ❊q✳ ✷✳✶✸✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❜✉t ✐t ❤❛s t✇♦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✭❊q✳ ✸✳✶✼✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡✮ ❛♥❞ ✭❊q✳ ✸✳✶✾✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛s❡✮✱ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❛ δ✲♣♦✇❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ P [ λ′ ]−P [ λ ]✳
❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✳

❚♦ ❣❡t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✼ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ∆H(ωn−1
0 ) =

δ
∑n−D−1

r=0 ml(ω
r+D
r )✱ ♦♥❡ ♠❛② st✐❧❧ ❛♣♣❧② ❊q✳ ✸✳✶✺ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ♣r♦✈✐❞❡❞✿

ml(ω
n−1
0 ) ≡

n−1−D
∑

r=0

ml(ω
r+D
r ) < 1 ✭✸✳✷✻✮

❙♦✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ml ❜②
ml

n−D
✐♥ ∆H(ωn−1

0 )✳ ❲❡
❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡✿

✼✼



∑

ωn−1
0

µλ[ωn−1
0 ]e∆H(ωn−1

0 ) =
∑

ωn−1
0

µλ

[

ωn−1
0

]

eδ 1
n−D

ml(ω
n−1
0 )

≤ 1 + (eδ − 1)
1

n−D

∑

ωn−1
0

µλ

[

ωn−1
0

]

ml(ω
n−1
0 ).

❋r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ µλ ✇❡ ❤❛✈❡✿

1

n−D

∑

ωn−1
0

µλ[ωn−1
0 ]ml(ω

n−1
0 ) =

1

n−D

n−D−1
∑

r=0

∑

ωn−1
0

µλ[ωn−1
0 ]ml(ω

r+D
r )

=
1

n−D

n−D−1
∑

r=0

µλ[ml]

= µλ[ml]

s♦ t❤❛t✿
∑

ωn−1
0

µλ

[

ωn−1
0

]

eδ 1
n−D

ml(ω
n−1
0 ) ≤ 1 + (eδ − 1)µλ [ ml ] .

❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ✉s❡❢✉❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✷✺ ✇❡
♦❜t❛✐♥✿

P [ λ′ ]− P [ λ ] ≤ lim
n→∞

1

n
log
(

1 + (eδ − 1)µλ [ ml ]
)

= 0.

❙✐♥❝❡ t❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② δ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s P [ λ′ ] = P [ λ ]✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s
✐s ❡✈✐❞❡♥t✳ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ml ❛s ✇❡ ❞✐❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❜②
❜♦✉♥❞ ✭❊q✳ ✸✳✶✺✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ r❡♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ δ ❜② δ

n−D
✳ ❆s n→ +∞ t❤✐s

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ 0 ❛♥❞ λ′ = λ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❧❡✈❡r ❜♦✉♥❞ ✭❊q✳ ✸✳✶✺✮
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♥♦ ✐♥t❡r❡st ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ s❡❡❦✐♥❣ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣♦❛❧
❤❡r❡ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤❡r❡✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② n ✐s ✜♥✐t❡✳ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t n→∞ ❜② ❛ ✜①❡❞ n ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ P [ λ′ ]−P [ λ ]✳

❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ml ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ π
(T )
ω [ ∆H ] ❛♥❞ ✉s✐♥❣

1
n

< 1
n−D

t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❊q✳ ✸✳✷✷✮ ♦❜❡②s✿

dKL(π(T )
ω , µλ′)−dKL(π(T )

ω , µλ) ≤ 1

n−D

[

−δπ(T )
ω [ ml ] + log

(

1 + (eδ − 1)µλ [ ml ]
) ]

,

✭✸✳✷✼✮
t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✼✳

■♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛s❡✱ s✐♠✐❧❛r r❡♠❛r❦s ❤♦❧❞s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞
✭❊q✳ ✸✳✶✽✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ mls ✐♥ m′

l = 1
L(n−D)

✳ ❆s ❢♦r t❤❡

✼✽



s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t
∑L

l=1

(

eδl − 1
)

µλ[m′
l] > −1✳ ✭❚❤✐s

❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳ ❖♥❡
♦❜t❛✐♥s ✜♥❛❧❧②✿

dKL(π(T )
ω , µλ′)−dKL(π(T )

ω , µλ) ≤ 1

L(n−D)

[

−
L
∑

l=1

δlπ
(T )
ω [ ml ] +

L
∑

l=1

(

eδl − 1
)

µλ[ml]

]

,

✭✸✳✷✽✮
t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✾✳

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t n ♠✉st♥✬t ❜❡ t♦♦
❧❛r❣❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■t ♠✉st♥✬t
❜❡ t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❣❡t ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡s✲
s✉r❡✳

✸✳✻✳✷ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❝❤❛♥❣❡

❲❤❡♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡s µλ [ ml ] s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µλ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛ ❤✉❣❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❢r♦♠ ❊q✳ ✷✳✷✵ ❛♥❞ ✷✳✸✽✮
✐s ♥♦t tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ N s♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❧✐❦❡
▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ✭❬◆❛ss❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✮✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❈P❯ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✲
✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♦♥❡ r❡❝♦♠♣✉t❡s ✐t ❛❣❛✐♥ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛t ❧❡❛st ✐t ✐s
tr❛❝t❛❜❧❡✳

■♥ t❤✐s s♣✐r✐t✱ ❇r♦❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧ ❬❇r♦❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❛ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ r❛st❡r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ µλ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ ✐t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ µλ′

✇❤❡♥ ‖λ′ − λ‖ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❲❡ ❡①♣♦s❡ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞✱ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✐t ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳

✼✾



❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ml ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡
P [ λ ]✳ ■♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ P(λ) = log Zλ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

µλ′ [ ml ] =
∂P(λ′)

∂λ′
j

=
1

Z [ λ′ ]

∑

ω(0)

ml(ω(0))eHλ′ (ω(0))

=
Z [ λ ]

Z [ λ′ ]

∑

ω(0)

ml(ω(0))e∆H(ω(0))µλ [ ω(0)) ] ✭✸✳✷✾✮

❯s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✶✷✱ ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥s✿

µλ′ [ ml ] =
µλ

[

ml(ω(0)) e∆H(ω(0))
]

µλ [ e∆H(ω(0)) ]
, ✭✸✳✸✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✳ ✭✶✽✮ ✐♥ ❬❇r♦❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥❡ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ml ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µλ′ ♦♥❧②
✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡✱ µλ✳

❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡

❲❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ❇r♦❞❡r✐❝❦ ❡t ❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡
s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ❊q✳ ✸✳✸✵ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

A

B
µλ′ [ ml ] ≤ lim

n→∞

1

n

µλ

[

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )

]

µλ

[

e∆H(ωn−1
0 )

] ≤ B

A
µλ′ [ ml ] , ✭✸✳✸✶✮

✇❤❡r❡ A, B ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ❊q✳ ✸✳✷✸✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✭t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

❝❛s❡ A = B = 1 ✇❤❡r❡❛s µλ

[

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )

]

= µλ

[

ml ( ω(0) ) e∆H(ω(0))
]

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s r❛♥❣❡ 1✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡rs ❊q✳ ✸✳✸✵✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇
❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❊q✳ ✸✳✸✶✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r❡ss✉r❡ ✭❊q✳ ✭✷✳✸✽✮✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

µλ′ [ ml ] =
∂P
∂λ′

l

=
∂ limn→∞

1
n

log Zn [ λ′ ]

∂λ′
l

. ✭✸✳✸✷✮
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❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♠♠✉t❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬▼❛②❡r ❛♥❞ ❯r❜❛➠s❦✐✱ ✷✵✶✵❪✮✱
❣✐✈❡s✿

µλ′ [ ml ] = lim
n→∞

1

n

1

Zn [ λ′ ]

∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

eHλ′ (ω
n−1
0 )

= lim
n→∞

1

n

1

Zn [ λ′ ]

∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

= lim
n→∞

1

n

∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

∑

ωn−1
0

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

. ✭✸✳✸✸✮

❋r♦♠ ❊q✳ ✸✳✷✸✿

A e−(n−D)P[λ ]
∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

≤
∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )µλ

[

ωn−1
0

]

≤ B e−(n−D)P[λ ]
∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

✭✸✳✸✹✮

❛♥❞✿

A e−(n−D)P[λ ]
∑

ωn−1
0

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

≤
∑

ωn−1
0

e∆H(ωn−1
0 )µλ

[

ωn−1
0

]

≤ B e−(n−D)P[λ ]
∑

ωn−1
0

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 ).

❚❤❡r❡❢♦r❡✿

A

B

∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

∑

ωn−1
0

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

≤
∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )µλ

[

ωn−1
0

]

∑

ωn−1
0

e∆H(ωn−1
0 )µλ

[

ωn−1
0

]

✽✶



≤ B

A

∑

ωn−1
0

ml

(

ωn−1
0

)

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )

∑

ωn−1
0

e∆H(ωn−1
0 )eH(ωn−1

0 )
.

◆♦✇✱ ❢r♦♠ ❬❈❤❛③♦tt❡s ❛♥❞ ❑❡❧❧❡r✱ ✷✵✵✽✱ ❑❡❧❧❡r✱ ✶✾✾✽❪✱ ❊q✳ ✸✳✸✸✮ ❣✐✈❡s ✸✳✸✶✳

❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ❤❡r❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ♠✉❝❤ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬❑❛♣♣❡♥ ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ✶✾✾✽❪✱ ❜✉t
❡①t❡♥❞❡❞ ❤❡r❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ λ′ = λ + δ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

µλ′ [ ml ] = µλ [ ml ] +
L
∑

j=1

∂µλ [ ml ]

∂λj

δj +
1

2

L
∑

j,k=1

∂2µλ [ ml ]

∂λj∂λk

δjδk + . . .

= µλ [ ml ] +
L
∑

j=1

∂2P [ λ ]

∂λj∂λl

δj +
1

2

L
∑

j,k=1

∂3P [ λ ]

∂λj∂λk∂λl

δjδk + . . .✭✸✳✸✺✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❘✉❡❧❧❡✱ ✶✾✼✽✱ ❇♦✇❡♥✱ ✶✾✼✺✱
●❡♦r❣✐✐✱ ✶✾✽✽✱ ❈❤❛③♦tt❡s ❛♥❞ ❑❡❧❧❡r✱ ✷✵✵✽❪✿

∂2P [ λ ]

∂λj∂λl

=
+∞
∑

n=−∞
Cjl(n) ≡ χjl [ λ ] , ✭✸✳✸✻✮

✇❤❡r❡✿
Cjl(n) = µλ [ mj ml ◦ σn ]− µλ [ mj ] µλ [ ml ] , ✭✸✳✸✼✮

✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ml, mk ❛t t✐♠❡ n✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ µλ✳ ✭✸✳✸✻✮ ✐s ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐♥
t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✳ σn ✐s t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❛♣♣❧✐❡❞ n t✐♠❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭✸✳✸✻✮ ❛♥❞ ✉s✲
✐♥❣ ✭✸✳✸✷✮✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s t❡r♠s ✇✐t❤ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♦ ♦♥
❬▼❛②❡r ❛♥❞ ❯r❜❛➠s❦✐✱ ✷✵✶✵❪✳ ❯♣ t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✇❡ ❤❛✈❡✿

µλ′ [ ml ] = µλ [ ml ] +
L
∑

j=1

χjl [ λ ] δj + . . . ✭✸✳✸✽✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛r❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s t❤❡② ♦♥❧② t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✵ ♦r ✶ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ χjl ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t♦ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡ ♣❛✐rs t, t + n s✉❝❤ t❤❛t mj(t) = 1 ❛♥❞ ml(t + n) = 1✳

❖♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆ = ‖λ′ − λ‖ ✇❤✐❝❤
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❢t❡r ✉♣❞❛t❡✳ ■❢ ∆ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤

✽✷



✭s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ∆c✮✱ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ♦r❞❡r 3 ✐♥ t❤❡ ❚❛②♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❡
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✭✸✳✸✽✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ∆ ✐s ❜✐❣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
♥❡✇ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ µ′

λ ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬◆❛ss❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✮✳ ❲❡
❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✷ ❤♦✇ ∆c ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✐❝❦✳ ■❢ ‖δ‖ > ∆c ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ µλ′ [ mj ]✳ ■❢ ∆c >
‖δ‖ > ∆c

10
✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✽✮ ♦❢ µλ′ ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✐❢ ‖δ‖ < ∆c

10
✇❡ ✉s❡ µλ [ ml ] ✐♥st❡❛❞ ♦❢ µλ′ [ ml ] ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡✱ ‖δ‖ < ∆c✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ st❡♣✱ s❛② n✱ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
■❢ ✇❡ ❞♦ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡
λn ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙♦ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦r♠ ‖λn − λn+k‖ ❛t
❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ k✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ r❛st❡r ✉♥t✐❧ t❤✐s ♥♦r♠ ✐s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ∆c✳

✸✳✻✳✸ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦
❉✉❞✐❦ ❡❧ ❛❧✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡✐r
♣❛♣❡r✱ ❡①t❡♥❞s t♦ ♦✉r ❝❛s❡ s✐♥❝❡ ✐t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❊q✳ ✸✳✷✵ ❛♥❞ ✸✳✷✶✮✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧

✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ✐t❡r❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ǫ = d
(

µλ, π
(T )
ω

)

✐s

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ǫc✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡✿

d
(

µλ, π(T )
ω

)

=
1√
2

√

√

√

√

L
∑

l=1

(
√

π
(T )
ω (ml)−

√

µλ(ml)

)2

✭✸✳✸✾✮

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❛❜❧❡ ✶ ❛♥❞
✷✳

✸✳✻✳✹ ❉❡♠♦✿ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s

❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇✱ ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✵ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ R = 3✱ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❡✈♦❧✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ❜② s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛t s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✽✸



■♥♣✉t✿ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s π
(T )
ω [ ml ]

❖✉t♣✉t✿ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ

✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ λl = 0 ❢♦r ❡✈❡r② l✱ ∆ = 0
✇❤✐❧❡ ǫ > ǫc ❞♦

(δ, l) = arg minl,δ Fl(λ, δ)
λl ← λl + δ
∆← ∆ + | δ |
✐❢ ∆ > ∆c t❤❡♥

❈♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞
❬◆❛ss❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪

❡❧s❡
❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥
✭❊q✳ ✸✳✸✽✮

❡♥❞

❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ δ ✐s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r λl✳ ǫ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❊q✳
✸✳✸✾✮✮✳ ∆ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛♥❣❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡ ♦r ❜② t❤❡ ❚❛②❧♦r
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ Fj ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✸✳✷✵✳

■♥♣✉t✿ ❢❡❛t✉r❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s π
(T )
ω [ ml ]

❖✉t♣✉t✿ ♣❛r❛♠❡t❡rs λl

✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ λl = 0 ❢♦r ❡✈❡r② l✱ ∆ = 0
✇❤✐❧❡ ǫ > ǫc ❞♦

❢♦r l← 1 t♦ L ❞♦
δl = arg minδ Gl(λ, δ)

❡♥❞
λ← λ + δ

∆←
√

∆2 +
∑L

l=1 δ2
l

✐❢ ∆ > ∆c t❤❡♥
❈♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞
❬◆❛ss❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪

❡❧s❡
❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥
✭❊q✳ ✸✳✸✽✮

❡♥❞

❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ Gl ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✸✳✷✶✳



Initial condition After the first parallel iteration

After the 40-th parallel iteration After the 40 sequential iterations

After the 80 sequential iterations / convergence Error during parallel (red) and sequential (bleu) update

(a)

(b)

(c) (d)

(e) (f)

(a)
(b)

(c)

(d) (e)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❆ ❞❡♠♦ ❢♦r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ str❛t❡❣②
♦❢ ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡
❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❢♦r s♠❛❧❧ s❝❛❧❡✱ ✺✵ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✶✵✵ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❛r❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛s
♠✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✭❛✮✲✭❞✮ s❤♦✇
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s ❛♥❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✭✇✐t❤ ❡rr♦rs ❜❛rs✮ ❛t s♦♠❡ st❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✭❢✮ s❤♦✇s t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ✺ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡
❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✭D2✮ ❛♥❞ ❜✐♥♥❡❞ ✇✐t❤ ✷✵ ♠s✳



✸✳✼ ❘❡s✉❧ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ t❡sts ♦♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r
s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r ✐ts ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s st❡♣ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆c ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠
✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳

✸✳✼✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ r❛st❡r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✷✳✹✮ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s
♦❢ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② t❤❡r❡ ❛r❡ L > N ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇❤♦s❡
r❛♥❣❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ { 1, . . . , R }✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ N ✧r❛t❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✧
ωi(D), i = 1 . . . N ✱ ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ✜r✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ♥❡✉r♦♥ i✱ ❞❡♥♦t❡❞ ri

❀ t❤❡ L−N ♦t❤❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ k > 1✱ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ✇✐t❤
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ ∼ e−k ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
λl✳

✶✳ ✧❉❡♥s❡✧ r❛st❡rs ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ 1

L
t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦rr❡❝t s❝❛❧✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s L ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✭❛✮✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✲
❞✉❝❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❞❡♥s❡ r❛st❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✭❜✮✮ ✇✐t❤ str♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

✷✳ ✧❙♣❛rs❡✧ r❛st❡rs ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡
✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡✿ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t hi ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ωi(D) ✐s hi =

log
(

ri

1−ri

)

✇❤❡r❡ ri ∈ [0 : 0.01] ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❖t❤❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥
0.8 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ 1 ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✭❛✮❛✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s♣❛rs❡ r❛st❡r
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✭❜✮❜✮ ✇✐t❤ str♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

✽✻



✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s❡ r❛st❡rs ❢❛♠✐❧②✿ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ●❛✉ss✐❛♥✳

✭❜✮ ❉❡♥s❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❉❡♥s❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❢❛♠✐❧②✳



✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛rs❡ r❛st❡rs ❢❛♠✐❧②✿ r❛t❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ●❛✉ss✐❛♥✳

✭❜✮ ❙♣❛rs❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❙♣❛rs❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❢❛♠✐❧②✳



✸✳✼✳✷ ❚✉♥✐♥❣ ∆c

❋♦r s♠❛❧❧ N, R ✭NR ≤ 20✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r❡ss✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬❱❛sq✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❊q✳ ✸✳✸✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t
✈❛❧✉❡✳

■❢ ✇❡ ♣❡rt✉r❜ λ ❜② ❛♥ ❛♠♦✉♥t δ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ j✱ t❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦♥ µλ [ mj ]✱ j = 1 . . . L✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❊q✳ ✸✳✸✽✮✳ ❚♦ t❤❡
❧♦✇❡st ♦r❞❡r µλ′ [ mj ] = µλ [ mj ] + O(1)✱ s♦ t❤❛t✿

ǫ(1) =
1

L

L
∑

j=1

|µλ′ [ mj ]− µλ [ mj ] |
|µλ′ [ mj ] |

✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✿

µλ′ [ mj ] = µλ [ mj ] + χjk [ λ ] δk + O(2),

s♦ t❤❛t✿

ǫ(2) =
1

L

L
∑

j=1

|µλ′ [ mj ]− µλ [ mj ]− χjk [ λ ] δk |
|µλ′ [ mj ] | ,

✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ǫ(1), ǫ(2) ✭✐♥ %✮✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

δ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ 25 ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✇✐t❤ N = 5, R = 3, L = 12✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣❡rt✉r❜ t❤❡ λjs✱ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥✱
s♦ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ‖δ‖ ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ χ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛st❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T = 100000✳

❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❛ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❝❛s❡✳ ■♥
t❤❡ ❞❡♥s❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡rr♦r ✐s ❛❜♦✉t 5% ❢♦r ∆c = 1 ✇❤❡r❡❛s ✇❡
♥❡❡❞ ❛ ∆c ∼ 0.03 t♦ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ 5% ✐♥ t❤❡ s♣❛rs❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❛❧✐❣♥
♦♥ t❤❡ s♣❛rs❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐♥ t②♣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ t❛❦❡ ∆c = 0.1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛❜♦✉t 10% ♦❢ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳

✸✳✼✳✸ ❚❡st ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s

❍❡r❡✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉❣❤t
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❦♥♦✇♥✿ ♦♥❧② t❤❡ λls ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

❼ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Hλ∗ =
∑

l∈L λ∗
l ml✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡s λ∗
l ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡t L ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s s♣❛♥♥✐♥❣ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧✳

✽✾
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❊rr♦r ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ µλ′ [ mj ] ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ δ✳ ❋✐rst ♦r❞❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ǫ(1) ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t♦ ǫ(2) ✭s❡❡
t❡①t✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ N = 5, R = 3, L = 12✳ ▲❡❢t✿ ❉❡♥s❡ ❝❛s❡❀
❘✐❣❤t✿ ❙♣❛rs❡ ❝❛s❡✳

❼ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✭ωs✮ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Hλ∗ ✳

❼ ❲❡ t❛❦❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Hλ =
∑

l∈L λlml ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

λl✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✜t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λl t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ω
(T )
s ✳

❼ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✳

❋♦r t❤❡ ❧❛st st❡♣ ✭❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ✜rst

♦♥❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ L1 ❡rr♦r d1 = 1
L

∑L

l=1

∣

∣

∣
λ∗

l − λ
(est)
l

∣

∣

∣

✇❤❡r❡ λ
(est)
k ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡✳ d1 ✐s t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ 10 r❛♥❞♦♠

♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ❛♥❞
❞❡♥s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❛❝t
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■ts ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ r❛st❡r✿ t❤✐s
✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥②♠♦r❡ ❢♦r r❡❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇❡❞
❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ N ×R ∼ 60✳

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭♦♥ s❡ts ♦❢ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ ■s✐♥❣ ❛♥❞
♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧s✮✿ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦ ωD

0 ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡
r❛st❡r ωs ✇❡ ❞r❛✇ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤✱ ♦♥ ❛❜s❝✐ss❛✱
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π

(T )
ωs

[

ωD
0

]

❛♥❞✱ ♦♥ ♦r❞✐♥❛t❡✱ t❤❡ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µλ

[

ωD
0

]

✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❛❧✐❣♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
y = x ✭❡q✉❛❧✐t② ❧✐♥❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛st❡r ✐s ✜♥✐t❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥✐t❡✲s✐③❡

✾✵



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ▼❛① ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ 10 r❛♥❞♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r NR = 60✳
✭❛✮ ❉❡♥s❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✭❜✮ ❙♣❛rs❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳



♠ ♠ ωD✰● µλ ♣ µλ ωD✰
♠♣ ♣ π(T)ωs ωD✰ ● ♠ ♠
µλ ωD✰ ♠ σ✽ µλ❛ωD✰❝×(✱−µλ❛ωD✰❝)√T ♣

π(T)ωs ωD✰ ∈ µλ ωD✰ −✳σ,µλ ωD✰ +✳σ
✹✹,✶% ♣ ♣
❲

♣ NR✽✴✰ ■ ♠

▼ ♠ ♣

♣ ♣

■
■ ♠ ♠♣

♣ ♣ ♠ ♠ ♠♣
♣ ♣ ♣ ♣
♣ ■ ♣ ♣

♣ ♣ ♣ ♠
❑ ✕▲



✷✳ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧✱ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s✱ R = 2 ✭NR = 80✮✿ P❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❞❡❧❛②s ✭❊q✳ ✷✳✹✷✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻

✭❛✮ ▼♦♥♦♠✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s✳ ✭❜✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❡♣t❤ ✶✳

✭❝✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❡♣t❤ ✷✳ ✭❞✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❡♣t❤ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❉❛t❛ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❣❡
R = 2✳ ❆❢t❡r ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛♥❣❡ R = 2✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s
✐♥ ✭❛✮✳ ✭❜✱❝✱❞✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❡♣t❤s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉r ♣❧♦ts✱ t❤❡ ①✲
❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ②✲❛①✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✵✳✵✶✼✹✳

❆❢t❡r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ t♦ ❧♦♦❦ ❛t ✐s t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈✲
❡r❛❣❡s✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✭❛✮ ❛♥❞ ✸✳✶✺✭❛✮ s❤♦✇ t❤❛t ♠♦♥♦✲
♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤
✹✵ ♥❡✉r♦♥s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇❡❧❧ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ✶✱✷
❛♥❞ ✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛♥♦t❤❡r ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✾✸



✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❢♦✉r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠② t❤❡s✐s✿

✶✳ ❆ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❛r❣❡t ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛
❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✳ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✳

✸✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✲❞✉❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✹✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦
❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜tt✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡s ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡s✉❧ts ♦♥ ❜♦t❤ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✱
✸✳✶✹✱ ✸✳✶✺ ❛♥❞ ✸✳✶✻✮✳

■♥ t❡r♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❧♦♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
❞❡s♣✐t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ✇✐t❤ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s N ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs L✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✻✹ ❝♦r❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✺ ♠✐♥✉t❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ✷✵ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ r ❂ ✷ ♠♦❞❡❧✱ ❛r♦✉♥❞ ✶✵
♠✐♥✉t❡s ❢♦r ✹✵ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ ■s✐♥❣ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r ✹✵ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤
♣❛✐r✇✐s❡ ❘ ❂ ✷✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ r✉♥ ✶✵✵✲✷✵✵
♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✷✵✵✲✸✵✵ s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❖✈❡r❛❧❧✱
✇❡ ♥❡❡❞ ✶ ❞❛② ❢♦r ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❘❂✷ ♦♥ ✷✵ ♥❡✉r♦♥s✱ ✸✳✺ ❞❛②s ❢♦r ❛♥ ■s✐♥❣ ♦♥ ✹✵
♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ✻ ❞❛②s ❢♦r ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❘ ❂ ✷ ♦♥ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s✳

❆s ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ k = 30− 50 ❛♥❞ Ntimes = 106✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ②♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ■♥ t❤✐s s♣♦t✱
✜❧t❡r✐♥❣ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t✇♦❢♦❧❞✿

❼ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❼ ❘❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✾✹





✾✻



❈❤❛♣t❡r ✹

❊♥❛❙✿ ❛ ♥❡✇ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❧❛r❣❡

s❝❛❧❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s

❈♦♥t❡♥ts
✹✳✶ ❊♥❛❙✿ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✷ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❊♥❛❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✷✳✶ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✷✳✷ ●r❛♠♠❛r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✹✳✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s ✫ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✹✳✸ ❈♦❞❡s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✇❛r❡♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✸✳✶ ◆❛♠✐♥❣ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✸✳✷ ❈♦❞✐♥❣ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✹ ❊♥❛❙✿ ❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✹✳✶ ❙♣✐❦❡ tr❛✐♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇✐♥❞♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹✳✹✳✷ P❛tt❡r♥ ❍✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹✳✹✳✸ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✹✳✹✳✹ ❚❤❡ s♣✐❦❡✴st✐♠✉❧✉s ❞✐s♣❧❛② ✇✐♥❞♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❊♥❛❙ ✭❊✈❡♥t ◆❡✉r❛❧ ❆ss❡♠❜❧② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ❛ s♦❢t✲
✇❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳ ❊♥❛❙ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
t♦♦❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥② ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❡s✳
❊♥❛❙ ❡①✐sts ❛s ❛ ❈✰✰ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭●❯■✮✳ ❚❤❡ ●❯■
✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛s② ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❊♥❞✲✉s❡rs✱ s✉❝❤
❛s ❜✐♦❧♦❣✐sts✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ▲✐♥✉①✱ ❲✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ▼❛❝

✾✼



♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ▼❛t❧❛❜✳ ❊♥❛❙ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ♦♥
t❤✐s ✇❡❜✲♣❛❣❡ ❤tt♣✿✴✴❡♥❛s✳❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r✴✳

❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✼ ✇✐t❤ ❛ ✜rst ✈❡rs✐♦♥✱
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ Pr♦❢✳ ❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝ ❛♥❞ ❚❤✐❡rr② ❱✐é✈✐❧❧❡✳ ❆s ♦❢
t♦❞❛②✱ ✷✵✶✹✱ ✇❡ ❛r❡ ❛t ✈❡rs✐♦♥ ✸ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✳ ▼② ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s
s♦❢t✇❛r❡ ❛r❡✿

❼ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛♥❞ P❛r❛❧❧❡❧ ▼♦♥t❡✲
❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✳

❼ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❡sts✳

❼ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✭t❡st✐♥❣✱ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✱ ❡t❝ ✳✳✳✮✳

❊♥❛❙ ♣❡r❢♦r♠s ❜♦t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐s✲
t✐❝s ♠♦❞✉❧❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✱ ❧♦❛❞ ❞❛t❛✱ s❡❧❡❝t ♥❡✉✲
r♦♥s✱ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ♣❧♦ts ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞
♠♦❞❡❧✱ ✜t ✐t t♦ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t♦♦❧s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts✳ ❊♥❛❙ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t♦♦❧
t♦ ❝r❡❛t❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝✉st♦♠✐③❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❬◆❛ss❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ ❊♥❛❙ ✐s ❛❜❧❡ t♦
♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❊♥❛❙
❝❛♥ ❜❡ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❖♣❡♥▼P ❛♥❞ ▼P■✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥
❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✿ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ✭❢♦r s♠❛❧❧ s✐③❡ ♥❡t✇♦r❦✱
NR < 20✮ ♦r ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ✭❢♦r ❧❛r❣❡r ♥❡t✇♦r❦s✮✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t②♣❡ ✭❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ■s✐♥❣✱ P❛✐r✇✐s❡✱ tr✐♣❧❡ts ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝✉st♦♠✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ✜❧❡ ✶✮✳ ❚❤❡s❡
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳

✹✳✶ ❊♥❛❙✿ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥

❊♥❛❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❞❛t❛✱ ♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞
❞✐s♣❧❛② r❡s✉❧ts ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s
t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ❝♦r❡s ♦❢ ❊♥❛❙ ✿

✶❚❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧

✾✽

http://enas.gforge.inria.fr/


Data

MEA / Synthetic / Retina models

Empirical statistics

Theoretical statistics

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❊♥❛❙✳ ❊♥❛❙ r❡❛❞s ❞❛t❛ ✐♥ ✸ ❢♦r♠❛ts ✭❞❡t❛✐❧s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✜r✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✳

❼ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ♦♥ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳

❼ ❋✐tt✐♥❣ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

❼ ❉✐s♣❧❛② r❡s✉❧ts ♦❢ st❛t✐st✐❝s✳

❚❤❡ ❊♥❛❙ ❧✐❜r❛r② ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✹✵ ❝❧❛ss❡s ❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ ❈✰✰✳ ❙♦♠❡
❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❖t❤❡rs ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✜t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡
❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♣✉r❡❧② t❡❝❤♥✐❝❛❧ t❛s❦s✱ ❧✐❦❡ t❤♦s❡
✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤✐❝s ✭●♥✉♣❧♦t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ♦r ♦t❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❢♦r ♣r✐♥t✐♥❣
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❲❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ❈✰✰ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ♠❛♥②
♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✿

✶✳ ❙♣❡❡❞✿ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❡✈❡❧✱ ❈✰✰ ❡♥s✉r❡s
❛ s♣❡❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣
❡❛s✐♥❡ss✳

✷✳ ■♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✷✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜② ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss❡s ✭♦r s✉❜✲❝❧❛ss❡s✮ ❝❛♥
✐♥❤❡r✐t ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❢r♦♠ s✉♣❡r ✭♦r ♣❛r❡♥t✮ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s

✷■♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ❝❧❛ss❡s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠

✾✾



❝♦♥❝❡♣t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✐ts r❡✉s❛❜✐❧✐t② ✭❢r♦♠
♣❛r❡♥t t♦ s✉❜ ❝❧❛ss❡s✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s s❛✈✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✛♦rt✱ ❦❡❡♣✲
✐♥❣ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❛❞❞✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥t
❝♦❞❡s ❛t ♠❛♥② ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳

✸✳ P♦♣✉❧❛r✐t②✿ ❈✰✰ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ✐s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ♣❧❛t❢♦r♠s✳
■♥st❛❧❧✐♥❣ ❊♥❛❙ r❡q✉✐r❡s ✐♥st❛❧❧✐♥❣ ❢r❡❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥✲
❧✐♥❡ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ■❉❊ ✸ s✉❝❤ ❛s ▼❛t❧❛❜✱ ❱✐s✉❛❧ st✉❞✐♦✱ ❡t❝
✳ ✳ ✳

✹✳ P♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
✭✐✳❡✳✱ ♣②t❤♦♥ ❛♥❞ ❥❛✈❛✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ■❉❊s✳

◆♦t❡ ♦♥ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ❚❤❡ ❖❜❥❡❝t ❖r✐❡♥t❡❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❖PP✮
♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝r❡❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿ t❤❡ r❡✉s❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❛♥❞
t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ■♥ ❊♥❛❙✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛s
s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆ttr✐❜✉t❡s ❢♦r s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡✿

❼ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳

❼ ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳

❼ ❇✐♥♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳

❼ ✳ ✳ ✳

❋✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡✿

❼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✜r✐♥❣ r❛t❡✳

❼ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳

❼ ❊①tr❛❝t✐♥❣ s✉❜s❡ts ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳

❼ ✳ ✳ ✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♠♦♥♦✲
♠✐❛❧s ❛s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❡①✐st✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ❝❛❧❧❡❞ ✏❜❛s❡ ❝❧❛ss❡s✑✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡
❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞
❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss✳

✸■❉❊✿ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✶✵✵



Cont❡in❥r

R❡st❥rBlo❣k

O❢s❥rv❡❢l❥
❇r❡mm❡r

❇i❢❢s Pot❥nti❡l
Utiliti❥s

Plot

✭ R❥❡❤in❧✭ Co❤in❧✭ Con❣❡t❥n❡tion✭ Shi❦ts

✭ S❡vin❧ only r❥l❥v❡nt spik❥ ❢lo❣ks
✭ Co❤in❧ o❢s❥rv❡❢l❥s ❡n❤ monomi❡ls

✭ Pot❥nti❡l typ❥✮✭ Computin❧ m❥tho❤s✮

✭ Displ❡y on s❣r❥❥n✭ D❥t❥❣tin❧ w❡rnin❧✭ Plotin❧ r❥sults

O❢t❡inin❧ ❥mpiri❣❡l m❥❡sur❥s✺✭ ❆irin❧ r❡t❥s✭ Blo❣k pro❢❡❢iliti❥s✭ P❡tt❥rn O❣❣ur❥n❣❥s

O❢t❡inin❧ th❥or❥ti❣❡lm❥❡sur❥s✺✭ ❆r❥❥ p❡r❡m❥t❥rs✭ ❉nv❡ri❡nt pro❢❡❢iliti❥s✭ Entropy✭ ❋ull❢❡❣k–L❥i❢l❥r

(❡) (❢) (❣)

(❥)(❤)

♠ ♠
♠ ❖ ❯

♣
❍ ♣ ♠

♣
♠

● ♠♠ ♠ ♠
♣

♣ ♣ ♣♣ ♠ ♣
♠♣ ♠ ♠♣

♣ ♣ ♠ ♣
♣ ♣ ♠

❖ ● ♣



✹✳✷ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❊♥❛❙

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❊♥❛❙✿

❼ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ✭❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss ●r❛♠♠❛r✮✳

❼ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✳

❼ ❯t✐❧✐t✐❡s ✭❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss P❧♦t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s tr❡❡ ✭✇❤❡r❡ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡
♣r♦♣❡rt②✮✱ t❤❡✐r ♠❛✐♥ r♦❧❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡♠✳

✹✳✷✳✶ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦

❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ✐s t❤❡ ❊♥❛❙ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡r✳ ❉❛t❛ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥t✲
❜❛s❡❞✳ ❊✈❡♥ts ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✜r❡s ❛ s♣✐❦❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡✈❡♥t
♣❛✐r (neuron, time)✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥t✲❜❛s❡❞ ❞❛t❛ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ✜r✐♥❣ ❡✈❡♥t ♣❛✐rs✳
❚❤❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❞❛t❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮ ❢♦r♠❛t ❛r❡✿

❼ ❯♥✐t✲t✐♠❡ ✭t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✜r✐♥❣ ❝❡❧❧ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣s✮✳

❼ ❚✐♠❡✲✉♥✐t ✭❧✐❦❡ ✉♥✐t✲t✐♠❡✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡
st❛♠♣ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥❞❡①✮✳

❼ ❯♥✐t✲❜②✲❧✐♥❡ ✭❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣s ♦❢ ♦♥❡ ♥❡✉r♦♥✮❀ ❝❧❡❛r❧②✱
❞❛t❛ ❛r❡ ❡✈❡♥t✲❜❛s❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ♦♥❧② t✐♠❡ st❛♠♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✜r❡ ❡①✐sts✳

❼ ◆❡✉r♦♥✲♣❡r✲❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ ▼❊❆ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥✲
t❛✐♥s t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ ✶ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ ✐ts ▼❊❆ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✮✳

❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣②✿ ❲❡ ✉s❡❞ ❈✰✰ s❡ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st♦r❡
t❤❡ s♣✐❦❡s ❞❛t❛✳ ❙❡ts ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡rs t❤❛t st♦r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❡✈❡♥ts✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r❞❡r✳ ❲❡ ✉s❡❞ s❡ts ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t
❛❧❧♦✇s ❢❛st ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ st♦r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙❡ts ❛r❡ t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥t❛✐♥❡rs
t❤❛t ❈✰✰ ♣r♦✈✐❞❡✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞② ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡ts ✐s ♦❢ ❤✐❣❤
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✉s✉❛❧❧② s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡❛✈② ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐t
❝♦♠❡s t♦ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ s❡t✱ ♦♥❡
♥❡❡❞s t♦ tr❛✈❡rs❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝❡❧❧s✳

❊♥❛❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐t❡r❛t♦r✳ ▲✐❦❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ r❡❛❧ ✐♥t❡❣❡r
♥✉♠❜❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t②♣❡ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹
❣✐✈❡s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ♦❢ s✐③❡ ✸ ♥❡✉r♦♥s

✶✵✷



    ✵✮✰✰  ✰✶✮✸✰  ✱✶✮✹✰  ✰✷✮✶✰  ✲✸✮✰✰  ✰✹✮✱✰  ✲✹✮✶✰  ✲✹✮✸✰  ✱✱✰✮✴  ✰✱✱✮✰  ✲✱✱✮✲  ✱✱✱✮✷  ✰

✰ ✵ ✱✰ ✱✵
Tim❥ (s)

N❥uron
s❥t p❡ir✼int tim❥, int n❥uron✾

(✵✰✰✰,✰) (✶✹✰✰,✰)
(✸✰✰✰,✰) (✱✰✴✰✰,✰)
(✱✱✷✰✰,✰) (✶✸✰✰,✱)
(✹✸✰✰,✱) (✱✱✲✰✰,✱)
(✷✶✰✰,✲) (✹✱✰✰✰,✲)
(✹✶✰✰,✲) (✱✱✰✰✰,✲)

Tim❥✭Unit

(❡) (❢)

    ✰ ✵✮✰✰✱ ✶✮✸✰✰ ✶✮✹✰✲ ✷✮✶✰✰ ✸✮✰✰✲ ✹✮✱✰✲ ✹✮✶✰✱ ✹✮✸✰✰ ✱✰✮✴✲ ✱✱✮✰✱ ✱✱✮✲✰ ✱✱✮✷

Unit✭Tim❥

(❣)

    ✰✣ ✵✮✰✰ ✶✮✹✰ ✸✮✰✰ ✱✰✮✴✰ ✱✱✮✷✰✱✣ ✶✮✸✰ ✹✮✸✰ ✱✱✮✲✰✲✣ ✷✮✶✰ ✹✮✱✰ ✹✮✶✰ ✱✱✮✰✰

Unit✭By✭Lin❥

♠ ♠ ♣
♠ ♠ ♠

❲ ♠ ♣ ♠ ♠
♠♠ ❲ ♠♣ ♣

♣ ♠
♣ ♠ ♠

♣ ♠ ♠♣ ♠
♠♣ ♣ ♣ ♠♣ ♣
♠ ♠ ♣
♣ ♠ ♠♣ ♠ ♠♣
♠♣ ♣ ♣

❍ ♠ ♠ ♣
♣ ♣



✰✰✰ ✰✰✱ ✰✱✰✰✱✱✱✰✰

✱✰✱

✱✱✰

✱✱✱

✰
✱

✲

✳
✴

✵

✶

✷

■ ♣ ■
♠♣ ♠ ♠

▲ ♠ ✰→
✱→ ✲→ ✳→ ✴→ ✵→ ✶→ ✷ ♣ ♠ ♠

✰✰✰→ ✰✰✱→ ✰✱✰→ ✱✰✰→
✱✰✱→ ✱✱✰→ ✱✱✱ ■ ■♣ ♠
♠♣ ♠ ♣

♠ ♣ ♣
❲ ♣ ♣

♠♣ ♣

♣ ♠
♠

❼ ♣ ♣
♣ ♠

♣
❼ ♠ ♠ ♣ t✱✽

♠ t✲✽ ♠ ♣
♣ ♣ ♣

❼ ♠ ♠♣
♣ ♠ ♠

♠ ♣ ♣ ♠
❼ ♠♣ ♣ ♣ ♣

♠♣ ♣ ♠



t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤✐s s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ❞❡s✐r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺
❣✐✈❡s t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❼ ❈r❡❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ✭t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐①✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r
s♠❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦r s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳

❼ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ r❛st❡r ❜❧♦❝❦s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❡✈❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤
r❛st❡r ❜❧♦❝❦s✳

❼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❛t❛ s❡ts✿ ♠❡❛s✉r✐♥❣
❤♦✇ ❞✐ss✐♠✐❧❛r t❤❡② ❛r❡✳

D(ω, ω′) =
t=T−1
∑

t=0

i=N−1
∑

i=0

|ωi(t)− ω′
i(t)| ✭✹✳✶✮

❼ ❘❡❛❞ ❛♥❞✴♦r ❝❤❛♥❣❡ ❛ ♥❡✉r♦♥ st❛t❡ ❛t ❛♥② t✐♠❡✿ t❡❧❧s ✐❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ✜r❡
♦r ♥♦t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t♦❣❣❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✳

❼ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❤✐❢ts ♦♥ t❤❡ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡
s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦ ωR−1

0 ♦❢ s✐③❡ R ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ R s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥s ✭ω(0)✱
ω(1) ✳ ✳ ✳ω(R)✮✳ ❚❤❡ s❤✐❢t ❝♦♥s✐sts ♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥s
t♦✇❛r❞ t❤❡ ❧❡❢t✳ ω(1) r❡♣❧❛❝❡s ω(0)✱ ω(2) r❡♣❧❛❝❡s ω(1) ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ♥♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❤✐t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✐♥
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ω(0) ❣❡ts s❤✐❢t❡❞✱ ✐t r❡♣❧❛❝❡s ω(R)✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡ ω(R) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ω(R + 1) ❛♥❞ ω(0) ❣♦❡s
❛✇❛②✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✭❡✳❣✳✱ ❬❈♦❢ré ❛♥❞ ❈❡ss❛❝✱ ✷✵✶✸❪✮✳

✹✳✷✳✷ ●r❛♠♠❛r

❚❤❡ ●r❛♠♠❛r s✉❜✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦✳ ■t ✐s ❛♥ ❛♥❛❧✲
♦❣② ✇✐t❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❣r❛♠♠❛r✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❛❦✐♥❣ ♦r ✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡s✳
▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❢♦r ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ 2NR ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱
t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✐s ❛ t♦♦❧ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❢r♦♠ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞
❧❡❣❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r s❝❛♥s ❛❧❧ t❤❡
s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛♥❞ ♠❛♣s ♦♥❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❧♦❝❦s✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛ ❈✰✰ ♠❛♣✳

✶✵✺



Bin ✽✱ ms

Bin ✽✲✰ ms

Bin ✽ ✱✰ ms

Bin ✽✱ ms

(❡)

(❢)

✰ ✱✰ ✲✰ ✳✰ ✴✰ ✵✰ ✶✰ ✷✰ ms

♣ ♣
♠♣ ♣ ♠♣ ♣

❯ ♠
♠ ♣ ♠ ♠

♣ ♠
♣ ■ ♠ ♣

♠ ♠ ♠
♠



❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛t t✇♦
❛❞❥❛❝❡♥t t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✿ t❤❡ ♣❛st ✭♦❢ s✐③❡ ❉✮ ❝❛❧❧❡❞ ♣r❡✜① ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♣❛tt❡r♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭♦❢ s✐③❡ ✶✮✱ ❝❛❧❧❡❞ s✉✣①✳
Pr❡✜① ❛♥❞ s✉✣① t♦❣❡t❤❡r ♠❛❦❡ ❛ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ♦❢ s✐③❡ ❉✰✶ ❂ ❘✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡
❧♦♦❦ ❛t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❛t ❜❧♦❝❦s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ r❛♥❣❡ R✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ D = 3✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❜❧♦❝❦s

♦❢ s✐③❡ 3✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦
( 0 1 1

1 0 0
0 0 1

)

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠
( 0 1

1 0
0 0

)

t♦
( 1

0
1

)

✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ●r❛♠♠❛r st♦r❡s t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❆s ❢♦r
s❡ts✱ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❦❡② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❆ ❦❡②
✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r❡✜① ♦❢ s✐③❡ ❉✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
s❡t ♦❢ s✉✣①❡s ♦❢ s✐③❡ ✶✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ s✉✣①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❡❣❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥
t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❛st❡r ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ tr❡❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳

❋♦r N ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ R t✐♠❡ st❡♣s t❤❡r❡ ❛r❡ 2NR ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡❛s
✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛st❡r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❚ t❤❡r❡ ❛r❡ T −R tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱
T = 106−7 ✇❤❡r❡❛s NR = 100✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✶✵✵ ♥❡✉r♦♥s✱
✇✐t❤✐♥❣ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✸ t✐♠❡ st❡♣s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 2300 ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ r❡❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❚❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s❤♦rt s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶ ✇✐t❤ ✸ ♥❡✉r♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ③❡r♦s ❛♥❞ ♦♥❡s ♦❢ t❤✐s s♣✐❦❡
tr❛✐♥✳ ■t r❡❛❞s✿

Neuron#0 : 0001000001100
Neuron#1 : 0000001001001
Neuron#2 : 0000101010110

❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✉r♦♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✶ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥
512 ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❜❧♦❝❦s
000
000
000

000
000
100

000
100
000

000
100
100

. . .
111
111
111

■♥t❡❣❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✵ ✶ ✷ ✸ ✳ ✳ ✳ ✺✶✷

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s r❛st❡r ❜❧♦❝❦✱ ✇❡ ✜♥❞ ♦♥❧② ✽ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❜❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡✿

000
000
000

001
000
000

010
000
001

100
000
010

000
001
101

000
010
010

000
100
101

001
001
010

011
010
101

110
100
011

100
001
110

✶✵✼



Tree

00
00
00

0
0
0

0
1
0

1
1
1

|10

|9

|1

00
00
10

0
0
1

0
1
1

1
1
0

|18

|11

|3

10
00
00

0
0
0

0
0
1

1
0
1

|15

|10

|2

01
11
10

0
0
0

0
1
0

1
0
0

|9

|5

|1

Suffix

Prefix

Number of occurence of the suffix such that prefix

Prefixes sorted in increasing order

Suffixes sorted in increasing order

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❈✰✰ s❡t ❢♦r s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❣r❛♠♠❛r✳ ❚❤❡ ●r❛♠♠❛r ❢❛❝✐❧✐t② ❣❡♥❡r✲
❛t❡s ❛ ❈✰✰ s❡t t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥
❜❧♦❝❦ ✐s ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣r❡✜① ❛♥❞ ❛ s✉✣①✳ ❚❤❡ s✉✣① ✐s ❛❧✇❛②s
❛ s♣✐❦❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ s✐③❡ ✶ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♣r❡✜① s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②
♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ D = R− 1✳ ❚❤❡ ●r❛♠♠❛r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ tr❡❡ ✇❤❡r❡ ❦❡②s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✜①❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❦❡② ✴ ♣r❡✜①✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛♣♣❡❞
✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s✉✣①❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇✱ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ❡❛s✐❧②✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❝♦✉♥t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❧♦❝❦
( 0 0 0

0 0 0
0 0 0

)

✱ t❤❡ ●r❛♠♠❛r ✜♥❞s t❤❡

♣r❡✜①
( 0 0

0 0
0 0

)

❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦✉♥t ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡✐r
( 0

0
0

)

❤❛♣♣❡♥s✳ ❉♦✐♥❣ t❤✐s

✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❧♦♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞s✳



✰ ✵ ✱✰ ✱✵ Tim❥

N❥
ur
on

✰✰✰

✰✰✱
✰✱✰
✰✱✱
✱✰✰
✱✰✱
✱✱✰
✱✱✱

✰✰✰
✰✰✰

✰✰✰

✱✰✰
✰✰✱
✰✰✰
✰✰✰
✰✰✱

✰✰✱
✰✰✱
✰✱✰

✰✱✰
✰✱✱

❈isto❧r❡mBlo❣k ❣ounts

Blo❣k

(❡) (❢)

Thr❥shol❤ ✽ ✱

♠♣ ● ♠♠ ♠♣
♠ ♣ ♣ ● ♠♠

♣ ♠ ♣
♣

❂ ♠♣
♣

◆ ♣
♣ D✽R−✱✽✲ ✱

● ♠♠ ♣
♣♣ ♣ ♣ ♣

♠♣ ♣ ♣
■

♠♣ ♠♣ ♣
♠♣ ♠♣♣

♣ ♠

♠ ● ♠♠
♣ ♠ ♠

♣ ♣
♠♠ ♠ ● ♠♠ ♣

♣ ♠♣ ♠♣
♠ ♣ ♣



✹✳✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s ✫ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦✛❡rs t♦♦❧s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ●✐❜❜s P♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❤❡r✐ts s♦♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❝❧❛ss✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇ ❤♦✇ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧s t❤❛t ●✐❜❜s P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦✛❡r ❛r❡✿

❼ ▼❛♥❛❣✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✿ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥
❡①♣❧✐❝✐t ✇❛② ✭((ω1(0)− 1)ω2(0)ω1(2) ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳

❼ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧✿

✕ P❛r❛♠❡tr✐❝ ✿ ❆ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ❡❞✐t❡❞
❜② t❤❡ ✉s❡r ✭H =

∑

l λlml✮✳

✕ ❙♣❛t✐❛❧✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✿ ❊♥❛❙ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r✐♥❣
♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ ♣r❡✲✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s❤❛♣❡s✱ s✉❝❤ ❛s✿

✯ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✲ ✇❤❡r❡ ♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✜r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✿
❊q✳ ✷✳✷✷✳

✯ ■s✐♥❣ ✲ ❖♥❧② ✜r✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❊q✳ ✷✳✷✸

✯ ❚r✐♣❧❡t ✲ tr✐♣❧❡ts ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
❊q✳ ✷✳✹✶

✕ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ s✉❝❤ ❛s✿

✯ P❛✐r✇✐s❡ ✇✐t❤ ❞❡❧❛②s ✲ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ ❊q✳ ✷✳✹✷✳

✯ ❚r✐♣❧❡ts ✇✐t❤ ❞❡❧❛②s ✲ tr✐♣❧❡ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ s♦
♦♥✳

❼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

❼ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❢r♦♠ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✳

❼ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λl✳

✶✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ●✐❜❜s P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❊❛❝❤ ●✐❜❜s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λls✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛s ♠❛s❦s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② ❤♦✇ t❤♦s❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s
❛r❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ●✐❜❜s P♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ s✉❝❤ ♠♦♥♦♠✐❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜r✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❧❡ss ❛❝t✐✈❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐s✳



✹✳✸ ❈♦❞❡s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✇❛r❡♥❡ss

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♥❛♠✐♥❣ r✉❧❡s✱
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡
❝♦❞❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ✐t t❛❦❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ r✉♥s ❛
t❛s❦ ✉s✐♥❣ ❊♥❛❙✳ ❙✐♥❝❡ ❊♥❛❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♠❛♥② s❝✐❡♥t✐sts✱ ✇❡ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♥❛♠✐♥❣ r✉❧❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦✲❞❡✈❡❧♦♣❡r s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇✳ ❲❡
❛❧s♦ ❝r❡❛t❡❞ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✭s✉❜✈❡rs✐♦♥ r❡♣♦s✐t♦r②✮ ✇❤❡r❡ ❝♦✲❞❡✈❡❧♦♣❡rs
❝❛♥ ❛❞❞ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❝♦❞❡s✳

✹✳✸✳✶ ◆❛♠✐♥❣ r✉❧❡s

❚❤❡ ♥❛♠✐♥❣ r✉❧❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡✱ ✇r✐t❡ ❛♥❞
❛❞♠✐♥✐st❡r ♥❛♠❡s ❢♦r ❛❧❧ ❡♥t✐t✐❡s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❤❛s ❝♦♥tr♦❧✳
❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ r❡❛❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✳
❚❤❡ r✉❧❡s ❛r❡✿

❼ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss
✐t ❞❡✜♥❡s✱ ✇✐t❤ ❛ s✉✣① ✧✳❤✧ ❛♣♣❡♥❞❡❞✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✿ ❚❤❡ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❝❧❛ss ❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦✳❤✳

❼ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t ❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉✣① ❛♣♣❡♥❞❡❞✳ ❊①✲
❛♠♣❧❡ ✿ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t❤❡ ♥❛♠❡ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦✳❝♣♣✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜❧❡ ✭✐❢ ❡①✲
✐sts✮ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥❛♠❡❘❛st❡r❇❧♦❝❦✳t♣♣✳

❼ ❈♦✲❞❡✈❡❧♦♣❡r s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❛❜❧❡ ♥❛♠❡s✱ ♦r ❛❝r♦♥②♠s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❼ ❯s✐♥❣ ♥❛♠❡s t❤❛t ❛r❡ ❊♥❣❧✐s❤ ❛♥❞ s❡❧❢✲❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✳

❼ ◆❛♠❡s ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥
✇✐t❤ ❝❛r❡✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱
❡①❝❡♣t ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✳

❼ ❉♦ ♥♦t ✉s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t❤❛t ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡rs❝♦r❡✳

✶✶✷



✹✳✸✳✷ ❈♦❞✐♥❣ r✉❧❡s

❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❞✐♥❣ r✉❧❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t
♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ✹✱ ♦❜❥❡❝t ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ✺✱
❝♦♥✈❡rs✐♦♥s✱ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❡rr♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣✱ ♣❛rts ♦❢ ❈✰✰ t♦
❛✈♦✐❞✱ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱ ❛r❡ ❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐ss✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥❣ t❤❡
❝♦❞✐♥❣ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ✐s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧
✇❛②s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡rr♦rs t♦ ❛✈♦✐❞✿

❼ ❊❛❝❤ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✿ ■❢ ❛ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ ✐s s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✱
♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦
✉s❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❞❡✜♥❡❞✳

❼ ❆✈♦✐❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❝❧✉s✐♦♥✿ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② t❤♦s❡ ❢♦r❡s❡❡♥ ✐♥
t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✿ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡✳

❢ ✐ ❧ ❡ ❆✳ ❤ ✿
★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧❇✳ ❤✧

❢ ✐ ❧ ❡ ❈✳ ❤ ✿
★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧❇✳ ❤✧ ✴✴ ◆❖❚ ♥❡❝❡ss❛r② ✱ ❛✈♦✐❞
★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧❆✳ ❤✧

❼ ❍❡❛❞❡r ✜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡❣✐♥ ❛♥❞ ❡♥❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳

★✐ ❢ ♥ ❞ ❡ ❢ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴❤
★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴❤
✴✴ ❚❤❡ t ❡ ① t ♦ ❢ t❤❡ ❤❡❛❞❡r ❣♦❡s ✐♥ ❤❡r❡ ✳ ✳ ✳
★❡♥❞ ✐ ❢ ✴✴ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴❤

❼ ❯s❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡✱ ✐❢ t❤✐s ✐s
s✉✣❝✐❡♥t

❝❧❛ss ▲✐♥❡
❝❧❛ss P♦✐♥t ④
♣✉❜❧✐❝ ✿
✴✴ ♠❡t❤♦❞ ❞ ❡ ❢ ✐ ♥ ✐ t ✐ ♦ ♥
⑥
❍❡r❡ ✐ t ✐ s s ✉ ❢ ❢ ✐ ❝ ✐ ❡ ♥ t t♦ s❛② t❤❛t ▲✐♥❡ ✐ s ❛ ❝❧❛ss ✱ ✇✐t❤♦✉t
❣ ✐ ✈ ✐♥❣ ❞ ❡ t ❛ ✐ ❧ s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐ ♥ s ✐ ❞ ❡ ✐ t s ❤❡❛❞❡r ✳ ❚❤✐s s❛✈❡s
t✐♠❡ ✐♥ ❝♦♠♣✐ ❧❛ t ✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦ ✐❞s ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
✉♣♦♥ t❤❡ ▲✐♥❡ ❤❡❛❞❡r ❢ ✐ ❧ ❡ ✳

✹❚❤❡ ❈✴❈✰✰ ❝♦♥tr♦❧ st❛t❡♠❡♥ts✿ ■❢✱ ❡❧s❡✐❢✱ s✇✐t❝❤✱ ❜r❡❛❦✱ ✇❤✐❧❡✱ ❢♦r
✺❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ st❛t❡s t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞

✐♥str✉❝t♦r✱ ❞❡str✉❝t♦r✱ ❛♥❞ ❜② ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♣②✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts

✶✶✸



❼ ❊❛❝❤ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ❝❧❛ss ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦♥❧②✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s
❡❛s✐❡r t♦ r❡❛❞ ②♦✉r s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ✜❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥✲
tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✜❧❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ❝❧❛ss ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥②♠♦r❡

❼ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ t❤❡ ♠❡♠❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❛
s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r t❤❡
s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛s ❛❜♦✈❡✳

❼ ❊❛❝❤ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ s❤♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❝♦♥t❛✐♥ ❶✉s✐♥❣ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❶❞✐r❡❝t✐✈❡✳

❼ ❊❛❝❤ t❡♠♣❧❛t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡✳

❈❧❛ss◆❛♠❡ ✳ ❤ ✿
★✐ ❢ ♥ ❞ ❡ ❢ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴❤
★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴❤
✴✴ ❚❤❡ t ❡ ① t ♦ ❢ t❤❡ ❤❡❛❞❡r ❣♦❡s ✐♥ ❤❡r❡ ✳ ✳ ✳
★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧❈❧❛ss◆❛♠❡ ✳ t♣♣✧
★❡♥❞ ✐ ❢ ✴✴ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴❤
❈❧❛ss◆❛♠❡ ✳ t♣♣ ✿
★✐ ❢ ♥ ❞ ❡ ❢ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴t♣♣
★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴t♣♣
✴✴ ❚❤❡ t ❡ ① t ♦ ❢ t❤❡ t❡♠♣ ❧❛ t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t ✐♦♥ ❣♦❡s ✐♥
❤❡r❡ ✳ ✳ ✳
★❡♥❞ ✐ ❢ ✴✴ ❡♥❛s❴❈❧❛ss◆❛♠❡❴t♣♣

❼ ❊♥❛s ✉s❡s ♦♥❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❍❡❛❞❡r ✜❧❡ ✭✳❤✮
❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜❧❡ ✭✳❝♣♣✮ ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ s❤♦✉❧❞
❛♣♣❡❛r ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ✜❧❡ ✸ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❧❛ss ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✳ ❚♦
❡①♣♦rt ❢r♦♠ ❛ ❉▲▲ ✭✇✐♥❞♦✇s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛ ♠❡♠✲
❜❡rs ❛♥❞ ♠❡♠❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ ❊◆❆❙❴❊❳P❖❘❚
♠✉st ❛♣♣❡❛r t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♥❛♠❡✳ ❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
❶❘❛st❡r❇❧♦❝❦✳❤ ❷✿

★✐ ❢ ♥ ❞ ❡ ❢ ❡♥❛s❴❘❛st❡r❇❧♦❝❦❴❤
★❞❡ ❢ ✐ ♥ ❡ ❡♥❛s❴❘❛st❡r❇❧♦❝❦❴❤
★✐♥❝ ❧✉❞❡ ✧ s②s ✳ ❤✧
✳
✳
★✐ ❢ ❞ ❡ ❢ ◆❆▼❊❙P❆❈❊
♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❡♥❛s ④
★❡♥❞ ✐ ❢
❝❧❛ss ❊◆❆❙❴❊❳P❖❘❚ ❘❛st❡r❇❧♦❝❦ ④
✴✴ ❚❤❡ t ❡ ① t ♦ ❢ t❤❡ ❝ ❧ ❛ s s ❣♦❡s ✐♥ ❤❡r❡ ✳ ✳ ✳
⑥
★✐ ❢ ❞ ❡ ❢ ◆❆▼❊❙P❆❈❊

✶✶✹



⑥
★❡♥❞ ✐ ❢
★❡♥❞ ✐ ❢ ✴✴ ❡♥❛s❴❘❛st❡r❇❧♦❝❦❴❤

❼ ❈♦♠♠❡♥t ❡❛❝❤ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ ✉s✐♥❣ ❉♦①②❣❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s②♥t❛①✳

✹✳✹ ❊♥❛❙✿ ❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦♦❧s ✐♥ ❈✰✰ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❛♥② ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✇❤♦ ❞❡✲
s✐r❡s t♦ ❛♥❛❧②③❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❧✐❜r❛r②✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛
❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭●❯■✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t ❛❧❧ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥
❊♥❛❙ ✇✐t❤♦✉t ✇r✐t✐♥❣ ❈✰✰ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡
●❯■ ❛r❡✿

✶✳ ▼❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❡❛s✐❡r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ●❯■✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝❧✐❝❦ ♦♥
❜✉tt♦♥s ❛♥❞ ❡❞✐t ❜♦①❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
s✐❞❡✱ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❈✰✰ ❝♦❞❡s ❛r❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s ❞❡❜✉❣❣✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✳

✷✳ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ t♦♦❧ ❢♦r ♥♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs✳ ❇✐♦❧♦❣✐sts ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts
✇❤♦ ❞❡s✐r❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s♣✐❦✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❤❛✈❡ ❛ t♦♦❧ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡♠
❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❲❡ ❞✐❞ ❛❧s♦
❛♥ ❡✛♦rt ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ●❯■ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② s❝✐❡♥t✐st✳

✸✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ t♦♦❧ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②✿ t❤❡ ●❯■ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❲❡
❝❛♥ ❧♦❛❞ ❞❛t❛✱ r✉♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❞✐s♣❧❛② ❞❛t❛ ❛♥❞ s❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ ●❯■ ❛r❡✿

❼ ❙♣✐❦❡ tr❛✐♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇✐♥❞♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳

❼ P❛tt❡r♥ ❍✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳

❼ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✳

❼ ❚❤❡ s♣✐❦❡✴st✐♠✉❧✉s ❞✐s♣❧❛② ✇✐♥❞♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳

❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❊♥❛❙ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞
❢r♦♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❡❛s✐❧② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t♦♦❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r
t♦ s❛✈❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ s❛✈❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❥❡❝t ✐♥ ❛ ✜❧❡ ♦❢
❡①t❡♥s✐♦♥ ✳❡♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❯s❡r ■♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♠❡ ❢r♦♠
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♦✉r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐sts t♦
❛♥❛❧②③❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❆ ✈❡r② ❛♠❜✐t✐♦✉s ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❤❡r❡ ♠❡t❤♦❞s ♥♦✇ ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ ▼❛①❊♥t ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱ ✏❚❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❊♥❛❙✑ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✐s
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss ❛ ❢✉t✉r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ✇✐t❤ t❤✐s s♦❢t✇❛r❡✳

✹✳✹✳✶ ❙♣✐❦❡ tr❛✐♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇✐♥❞♦✇

❚❤✐s ✇✐♥❞♦✇ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡
s❛✈❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♦r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊♥❛❙✳ ❚❤❡ t❛s❦s t❤❛t t❤✐s ✇✐♥❞♦✇
✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛r❡✿

❼ ❘❡❛❞✐♥❣ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠❛t✳

❼ ❉✐s♣❧❛②✐♥❣ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜✐♥♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳

❼ ❙♦rt✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❜② ✐♥❞❡① ♦r ✜r✐♥❣ r❛t❡s ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❛✈✐♥❣ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♥❡✉r♦♥s ❞❛t❛ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✜❧❡✮✳

❼ P♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡
✇❤♦❧❡ r❛st❡r✮✳

❼ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❛st❡r ✇✐t❤ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✹✳✹✳✷ P❛tt❡r♥ ❍✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇

❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ s♣✐❦❡
❜❧♦❝❦s✳ ■t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✜❧t❡r ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇
❛❧❧♦✇s ✉s t♦✿

❼ ❉✐s♣❧❛② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣✐❦❡ ❜❧♦❝❦ ✉♥t✐❧
❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ s✐③❡ t❤❛t ✐s ♣r❡❝✐s❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❼ ❉✐s♣❧❛② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ❝❤♦♦s❡s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ t❤❡♥ ❊♥❛❙ ✇✐❧❧
❞✐s♣❧❛② ♦♥❧② ✜r✐♥❣ r❛t❡s✳ ▲✐❦❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ❝❤♦♦s❡s ■s✐♥❣✱ ❊♥❛❙ ❞✐s♣❧❛②s
t❤❡ r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❼ ❋✐❧t❡r t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ■❢ t❤❡ ✉s❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t
❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ r❛st❡r✱ ❤❡ ❤❛s
t♦ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❊♥❛❙ ✇✐❧❧ ✜❧t❡r t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ✉s❡r
❝❛♥ ✉s❡ t❤♦s❡ ♥♦♥✲✜❧t❡r❡❞ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛s ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛

✶✶✻



❉mport ❤❡t❡ fil❥ ❆irin❧ p❡n❥l

Spik❥ tr❡in ❤ispl❡y

Spik❥ ❤❡t❡ m❡n❡❧❥r
D❡t❡ ❧❥n❥r❡tion p❡n❥l

Plot s❥ttin❧s p❡n❥l

N❥urons p❡n❥l

(❡)

(❢)

♠♣ ♠ ♠ ♠
♣ ■ ♠♣ ♣ ♣

♣ ♠ ♠♣ ♠
♣ ♣ ■

♠
♠ ♣ ♣

♠ ♣ ♠
♠ ♠ ♠ ♠ ♣

♣ ♣ ♣
♣ ♣

♣ ■ ♣
♠ ♣ ♠ ♣

♣ ♣ ♣
♣ ♣
♣ ♣

♣ ♠ ■
♠♣ ♣ ♠



♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✜tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✭❋✐❣✉r❡
✹✳✶✶

✹✳✹✳✸ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛
❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✜t ✐t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐s✲
t✐❝s ♠♦❞✉❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❙❤❛♣❡✱ r❛♥❣❡✱ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❝❤❛✐♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r
t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♦r tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐①✮✳ ■❢ t❤❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ t✉♥❡
♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜tt✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❤❛s
❛❧s♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝✉st♦♠✐③❡ ❤✐s ♦✇♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧
✜❧❡ ✈✐❛ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ♣❛♥❡❧✳

■♥ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇✱ ❊♥❛❙ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥
❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❜♦✉♥❞s ✭t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♣❡r♠✐tt❡❞✮✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ✸ t♦♦❧s ❤❡❧♣s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❥✉❞❣❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧s
✜ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦♥♦♠✐❛❧✳ ■❢ ✇❡ ❝❧✐❝❦ ♦♥
❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤✐s ❤✐st♦❣r❛♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ r✐❣❤t t♦ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ t❤❡ ❜✐♥❛r②
❢♦r♠ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s✉❝❤ ♠♦♥♦♠✐❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢
♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛♣♣❡❛rs ♦♥ t❤❡ t♦♣✲r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ❡rr♦r✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
r❡❞✱ ✐s t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✻ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✜tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦✳

✹✳✹✳✹ ❚❤❡ s♣✐❦❡✴st✐♠✉❧✉s ❞✐s♣❧❛② ✇✐♥❞♦✇

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ ❊♥❛❙✱ ✇❡ ❛s❦❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ■s ✐t
❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❡❧❧ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ♥♦✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛♥♦t❤❡r
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ ❊♥❛❙ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ s❤♦✇ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❝❡❧❧s r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ❢r♦♠
t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❝❡❧❧ t②♣❡ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❡st ♠♦❞❡❧s ✭♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ▼❛①❊♥t
♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦t❤❡r✳ ❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

✻❋♦r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❉✐st❛♥❝❡✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸

✶✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤✐s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✜tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝♦♥✜❣✉r❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❛t ❧❡❢t ♦❢ t❤❡
✇✐♥❞♦✇✮ ❛♥❞ s❡❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜tt✐♥❣ ❛t t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❊♥❛❙
❞✐s♣❧❛② t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✇❛②✿ ❚❤❡ ❡rr♦r ✭r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s✮ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐❢ ❤❡ s❡❡s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡rr♦r✳
▼♦♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛❧s♦✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ t♦ ❞✐s♣❧❛②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣❛tt❡r♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐s♣❧❛②❡❞✳



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❚❤❡ r❡t✐♥❛ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡
✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ♦♥ t❤❡ r❡t✐♥❛✳ ❉❛t❛ ❝♦✉rt❡s②✿ ❆❞r✐❛♥
P❛❧❛❝✐♦s ❛♥❞ ▼❛r✐❛✲❏♦s❡ ❊s❝♦❜❛r ✭❈❡♥tr♦ ❞❡ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡ ❱❛❧♣❛r❛✐s♦✮✳



a11 a18

a41

a88

MEA
Data File 

(neuron-per-column)

a11 a12 a13 ................................a88

aij = ligne i / column j
spike events for each neuron

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✜❧❡ ✇✐t❤ ▼❊❆ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭♥❡✉r♦♥✲♣❡r✲
❝♦❧✉♠♥✮✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐ts ▼❊❆ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳

❋♦r ♥♦✇✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈s st✐♠✉❧✉s✳ ❚❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ❤❛s t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡s✿ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ■♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
♥❡✉r♦♥s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ▼❊❆✳ ❇✉t✱ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐t ✐♥ t❤❡
♥❡①t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊♥❛❙✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦
❛❝t✐✈✐t② ❞✐s♣❧❛② ✐s ❛ss✉r❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✜❧❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r✉♥
t❤❡ ❛♥✐♠❛t✐♦♥✿

❼ ❆ ✜❧❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡❧❧s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
▼❊❆ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳✮

❼ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡s✿ t❤❡ ❢r❛♠❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❛♠❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ✸✵✵ ❢r❛♠❡s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
♥❛♠❡❞ ■▼●✵✵✶✳❥♣❣✱ ■▼●✵✵✷✳❥♣❣ ✳ ✳ ✳ ■▼●✸✵✵✳❥♣❣✳

❼ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✜❧❡✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❝♦❧✉♠♥✿ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✐♥❞❡① ■▼●①①①✳❥♣❣ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡✳

✶✷✷



✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❧✐❜r❛r② t❤❛t ■ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✉✐ts ♦❢ ♠②
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛rr✐✈❡❞ ✜♥❛❧❧② t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ✇❛♥t t❤✐s s♦❢t✇❛r❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❜✐❣❣❡r✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜② t❤❡
♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐sts ❢♦r t❡st✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡✐r s♣✐❦❡ tr❛✐♥s
❢r♦♠ ▼❊❆ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ♠❛♥② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉s❡r
❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❆t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❞✐❞ ❛ ❜✐❣ ❡✛♦rt t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ t❤❡
▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❜✉t st✐❧❧✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❜✐❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ ✜t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❣❡t ❧❛r❣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✳

❆t t❤❡ ✉s❡r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊♥❛❙ ❛s
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐sts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts✳ ❇♦t❤ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧✳ ❋♦r t❤❛t✱ ♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✱ ✇❡
❝✐t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❡r❡✿

❼ ❆❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s st✐♠✉❧✉s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥✳

❼ ❈r❡❛t✐♥❣ t♦♦❧s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❖❋❋ ♦r
❖◆✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❡❧♣ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤❡ ❞❛t❛✳

❼ ❆❞❞✐♥❣ t♦♦❧s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s P❤❉
❛❧❧♦✇ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛❞❞ ❜✐❛s
t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✮✳

✶✷✸





❈❤❛♣t❡r ✺

❆♥❛❧②③✐♥❣ r❡❛❧ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✇✐t❤

❊♥❛❙

❈♦♥t❡♥ts
✺✳✶ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✶✳✶ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✶✳✷ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✺✳✶✳✸ ❉✐ss❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✺✳✶✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠✶✸✶

✺✳✶✳✺ Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✺✳✷ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛
❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ▼❊❆✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ▼❊❆ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛♥❞
✐t ✇❛s✱ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧②✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ ✇❤✐❝❤
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ t♦ ❝❤♦♦s❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠
❊♥tr♦♣② ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧r❡❛❞②
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❧✉❡ ❛❜♦✉t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❞❛t❛ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t♦
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❆❢t❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
st❛t✐st✐❝s ✐♥ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ✐t ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛✱ ♦✉r ❛✐♠
✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
t❤❛t ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦
♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✭ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▼❊❆ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❢r♦♠

✶✷✺



❞✐ss❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛ ✉♥t✐❧ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ■ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠
♠② ✸ ✇❡❡❦s ✈✐s✐t t♦ t❤❡❈❡♥tr♦ ❞❡ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡ ❱❛❧♣❛r❛✐s♦✶ ✐♥ ❈❤✐❧❡✱
✇❤❡r❡ ■ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❑❡♦♣s✷✱ ❛ ❋r❛♥❝♦✲❈❤✐❧✐❛♥ ♣r♦❥❡❝t ✭❆◆❘ ✲
❈❖◆❨❈■❚✮ ✇❤❡r❡ r❡t✐♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐s ♦❢ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ ■ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r
▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
♦♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✺✳✶ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❋r♦♠ r❡t✐♥❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ t♦ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✺ ♠❛✐♥ st❡♣s✿

❼ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ st✐♠✉❧✉s✳

❼ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❼ ❉✐ss❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛✳

❼ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠✳

❼ ▲❛✉♥❝❤✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✺✳✶✳✶ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ st✐♠✉❧✉s

❲❡ ❛r❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ st✐♠✉❧✉s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❧❛st ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
t✐♠❡ ✭✶ ❤♦✉r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ♣✐❣♠❡♥ts ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛❧♦♥❣ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡t✐♥❛ ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ❜♦❞②✱ ♥♦ ♣✐❣♠❡♥t ❝♦✉❧❞
❜❡ r❡❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡s♣❡❝t s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ♦r❞❡r
♥♦t t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ♦✈❡r✲❡①♣♦s✉r❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ t✐ss✉❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧❛st t✇♦
♣♦✐♥ts✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❝♦♥t❡♥t✱ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ❛♥
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t st✐♠✉❧✉s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡①♣♦s✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛s ♠✉❝❤ r❡s♣♦♥s❡s s❛♠♣❧❡s ❛s ✇❡
❝❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st✐♠✉❧✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
❚❤❡ ❈❤✐❧❡❛♥ t❡❛♠ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✸✵ ❢♣s ✭▼❛①✐♠✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦❥❡❝t♦r✮✳ ✶✷✵ ❢♣s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② ❬❋❛✐r❤❛❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❜✉t
✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡ st✐♠✉❧✐✳ ❋♦r t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡② ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❛❧ st✐♠✉❧✐ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇ t✇♦ s❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡

✶❤tt♣✿✴✴❝✐♥✈✳✉✈✳❝❧✴❡♥✴
✷❤tt♣s✿✴✴♣r♦❥❡❝t✳✐♥r✐❛✳❢r✴❦❡♦♣s✴
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http://cinv.uv.cl/en/
https://project.inria.fr/keops/


✭❛✮ ❙❛♠♣❧❡ ✶✳ ✭❜✮ ❙❛♠♣❧❡ ✷✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚✇♦ s❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r♦❜♦t ❝❛♠❡r❛ t❤❛t ♠♦✈❡s
❧✐❦❡ ❛ ❉❡❣✉✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
✈✐❞❡♦s ✇❡r❡ t❛❦❡♥✳

❢r❛♠❡s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✱ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ r♦❜♦t ❝❛♠❡r❛ t❤❛t ✇❛❧❦s ❛r♦✉♥❞ ♦♥ ❛
❜❛rr❡♥ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❣✉ ♠♦✈❡♠❡♥t✮✿

❼ ❚♦✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ✭t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ✇❛❧❦s ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳

❼ ❊①✐t ♠♦t✐♦♥ ✭t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ✇❛❧❦s ❜❛❝❦✇❛r❞✮✳

❼ ❈✐r❝✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ ✭t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ♠♦✈❡s ✐ts ❤❡❛❞ ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r②✮✳

❼ ❆tt❡♥t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ✭t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡✱ ❜✉t ✐t ♠♦✈❡s ♦♥❧② ❤✐s ❡②❡s
r❛♥❞♦♠❧② ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ s❛❝❝❛❞❡ ♠♦t✐♦♥✳

❍❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡rs✿

❼ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s ❛ s②♥t❤❡t✐❝ st✐♠✉❧✉s✱ ❝♦♥t❛✐♥s ✺✵✪ ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ✺✵✪ ❜❧❛❝❦
sq✉❛r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❝❡♣t✐✈❡ ✜❡❧❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✭❛✮✮✳

❼ ❙t✐♠✉❧✉s 400× 400 ♣✐①❡❧s s✐③❡ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 800× 800
♣✐①❡❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✭❜✮✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❛r✱
✇❤♦ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❢r❛♠❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✭✷✹ t❤❡♥ ✻✹ t❤❡♥ ✶✷✽
t❤❡♥ ✷✺✻ t❤❡♥ ✷✹ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❚❤✐s ❝♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ t✐♠❡ st❛♠♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❦♥♦✇ ❛t ✇❤✐❝❤ t✐♠❡ ❡❛❝❤ st✐♠✉❧✉s ✇❛s ❡①♣♦s❡❞✳

❼ ❊①♣♦s✉r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✿ ✸✵ ❢♣s✳

❚❤❡ ❝❤r♦♥♦❣r❛♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s
♦❢ ❜❧❛❝❦✴✇❤✐t❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❜❧❛❝❦✴✇❤✐t❡ sq✉❛r❡s ❝❤❛♥❣❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✷✵ ♠✐♥✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ❡q✉❛❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ sq✉❛r❡s✳ ❚❤❡

✶✷✼
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❝♦♥t❛✐♥s✿

❼ ❙t❡r✐❧✐③❡❞ ✇❛t❡r✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❛✮✳

❼ ❆♠❡s ❙♦❧✉t✐♦♥ ✭❆ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜st❛♥❝❡s✱ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r ✐♥✲✈✐tr♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❜✮✳

❲❡ ✉s❡ ❛ ❧♦✇✲s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❝✮✮✳

✭❛✮ ❙t❡r✐❧✐③❡❞ ✇❛t❡r✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❆♠❡s s♦❧✉t✐♦♥✳ ✭❝✮ ❍✐❣❤✲s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜❛❧❛♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❋✐rst st❡♣s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✿ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ st❡r✐❧✐③❡❞ ✇❛t❡r
✇✐t❤ ❆♠❡s ❙♦❧✉t✐♦♥✳

❖♥❝❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤✐s ♠✐①t✉r❡✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐ts P❍ ✭❆❝✐❞✐t② ❧❡✈❡❧✮ ✲✇✐t❤ ❛ P❍
s❡♥s♦r ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✭❛✮✮✲ ❛♥❞ ✇❡ r❡❣✉❧❛t❡ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✇❤❡t❤❡r ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛❝✐❞✐❝
s♦❧✉t✐♦♥ ✭❍❈▲ ✲ ❍②❞r♦❣❡♥ ❝❤❧♦r✐❞❡✮ ♦r ❛ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✭◆❆❖❍ ✲ ❙♦❞✐✉♠
❤②❞r♦①✐❞❡✮✳ ❚❤❡ P❍ ❧❡✈❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✼✳✺✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛✈❡❞ ❛t ❛ ✸✵ ❞❡❣r❡❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❡✈❡❧✱ ✉s✐♥❣ ❛
❤❡❛t❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✭❜✮✮✳

✺✳✶✳✸ ❉✐ss❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛

❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❉❡❣✉ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✭❛✮✮✳ ■t ✐s ❛ ♠❛♠✲
♠❛❧✐❛♥ ❛♥✐♠❛❧ ✇❤♦s❡ r❡t✐♥❛ ❝♦♥❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✱ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ❛♥✐♠❛❧ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡ ✐♥ t❤❡ r❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝✐❛♥ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ ❛♥❞ s✉♣❡r✈✐s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
❞✐ss❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐❣❤t ❛♥❞ tr②
t♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥② ♦t❤❡r ❧✐❣❤t t♦ ❝♦♠❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ r♦♦♠✳ ❚❤❡
❉❡❣✉ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ✺ ♠✐♥✉t❡s ✐♥ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜♦①✱ ✇❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② s♣r❛②❡❞ ❛♥❡st❤❡t✐❝
✇❡r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ❢❛❧❧ ❛s❧❡❡♣✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳

✶✷✾



✭❛✮ ❚❤❡ P❍ s❡♥s♦r✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❡❛t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❘❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❝✐❞✴❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛t✐♥❣ ✉♥t✐❧
✸✵ ❞❡❣r❡❡s✳

✭❛✮ ❚❤❡ ❞❡❣✉ ✭❖❝t♦❞♦♥ ❞❡❣✉s✮✳ ✭❜✮ ❚❛❦✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡②❡ ❢r♦♠ t❤❡
❛♥✐♠❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❚❤❡ ❞❡❣✉✬s ❡②❡✳

❯s✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ t♦♦❧s✱ ♦♥❡ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ t❤❡ ❡②❡
❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r r❡❞ ❧✐❣❤t✱ ❛♥ ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵ ❞❡❣r❡❡s ✭❋✐❣✉r❡
✺✳✻✭❜✮✮✳

❖♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❡②❡s ❛r❡ ♦✉t✱ ♦♥❡ ♣✉ts ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞
❦❡❡♣s ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♥✐♠❛❧ ❜♦❞② ♠❡❞✐✉♠✳
❖♥❡ ♥♦✇ t❛❦❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡②❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐ss❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❞
♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ✐♥❥✉r② t♦ t❤❡ r❡t✐♥❛ t✐ss✉❡✿

❼ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❤♦❧❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙❝❧❡r❛ ✭t❤❡ t✐ss✉❡
t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s r❡t✐♥❛ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡②❡ ❝✉♣✮✳

❼ ❲✐t❤ ❛ s❝✐ss♦rs✱ ♦♥❡ ❜❡❣✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦❧❡ t♦ ❝✉t ❛❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡②❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ♦✉t t❤❡ ❡②❡ ❝✉♣✳

✶✸✵



❼ ❖♥❡ s❡♣❛r❛t❡s r❡t✐♥❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❝❧❡r❛✳

❼ ❇♦t❤ r❡t✐♥❛s ❛r❡ ♣✉t ❛❢t❡r✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ s❤♦✇s ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ st❡♣s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡②❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳

✺✳✶✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②s✲
t❡♠

❖♥❝❡ t❤❡ r❡t✐♥❛ ✐s r❡❛❞②✱ ♦♥❡ ♣✉ts ✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❊❆ ❛♥❞ ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✭t❡❝❤♥✐q✉❡ ❦♥♦✇♥ ❛s s❛♥❞✇✐❝❤ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡t✐♥❛ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rts✮✳ ❖❜✲
✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥ t❤❡ ▼❊❆ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❤❛s
t✇♦ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ r❡t✐♥❛ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱
✐t ✐s ❛ ♣❛t❤✇❛② ✇❤❡r❡ ♦①②❣❡♥❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✢♦✇s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✭❛✮ ❛♥❞ ✺✳✽✭❜✮ s❤♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ▼❊❆ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ t✉❜❡ ❝❛rr✐❡s t❤❡ ♦①②❣❡♥❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠

❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢✿

❼ ❚❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ■t s❡♥❞s t❤❡ st✐♠✉❧✉s t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❝♦♥♥❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳

❼ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ♦♣t✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛rr✐✈❡ ❛♥❞ ✜t ✐♥ t❤❡ ▼❊❆✳

❼ ❚❤❡ ▼❊❆ ❝❛❣❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ▼❊❆ ✐ts❡❧❢✱ t❤❡ r❡t✐♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✮✳

❼ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣ t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s ♣r❡✲✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rts ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡♠ t♦ t❤❡
❝♦♠♣✉t❡r✱ ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❛♥❞ s❛✈❡❞✳

❼ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛② ❛♥❞ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ■t ❞✐s♣❧❛②s r❛✇ ❞❛t❛ ✐♥
r❡❛❧ t✐♠❡✳ ■t ❛❧s♦ st♦❝❦s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r ❛
♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❡r ♦r ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✭❛✮ s❤♦✇s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ t❛❦❡s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❉❡❣✉ r❡t✐♥❛ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣✉t ✐♥ ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡ ❛ r❡❞✲❜❛r✱ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ st✐♠✉❧✉s✱ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢
t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ st✐♠✉❧✉s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❧✐❣❤t s❡♣❛r❛t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤✮✳

✶✸✶



❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❘❡t✐♥❛ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ r♦❛❞ ♠❛♣✳ ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬▼✉❧t✐ ❈❤❛♥♥❡❧ ❙②st❡♠s✱ ✷✵✶✸❪



✭❛✮ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛rr❛②✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ t✉❜❡s ❝❛rr②✲
✐♥❣ t❤❡ ♦①②❣❡♥❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛rr❛② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳

❚❤❡ ▼❊❆ ❝❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ♥♦✐s❡✱ ❛s
♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■s♦❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♠❡t❛❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
▼❊❆✳ ❚❤✐s ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ ▼❊❆ s❛❢❡ ❢r♦♠ ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝
♥♦✐s❡✳ ❖①②❣❡♥ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ s✉♣♣❧✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✇❛②s ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠

❇❡❢♦r❡ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡s✱ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✶✲
t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ✷✲ t❤❡ ❧✐❣❤t st✐♠✉❧✉s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣♦s❡❞
❛t t❤❡ r❡t✐♥❛❧ t✐ss✉❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜✉r♥ t❤❡ t✐ss✉❡✳ ❋♦r t❤❡ s②st❡♠ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱
♦♥❡ ♠♦♥✐t♦rs t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭▲❋P✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✮✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡t✐♥❛❧ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♦♥❡ ❡①♣♦s❡s✱ ❣r❛❞✉❛❧❧②✱
❛ ✉♥✐❢♦r♠ st✐♠✉❧✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ ▲❋P ✐s ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐♥t❡♥s✐t②✱ ♦♥❡ ♠♦♥✐t♦rs t❤❡
r❡t✐♥❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✭✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥✲
s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r✮✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✺✳✶✳✺ Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣

❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❝❛rr② t❤❡ s♣✐❦❡s✱ t❤♦s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐✲
t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❤❡t❤❡r t♦ tr❛♥s♠✐t t❤❡ ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ✜rst
♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ♣r♦❝❡❡❞s t❤❡ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣✳

✶✸✸



❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤✇❛②✳ ❘❡❞ ❧✐❣❤t ♣❛t❤ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st✐♠✲
✉❧✉s ♣❛t❤✳



♠ ♠

♠♠ ▼

♠ ▼



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❚❤❡ ▼❊❆ ❝❛❣❡✳ ❆ ❋❛r❛❞❛② ❝❛❣❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♥♦✐s❡✳

❊❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ▼❊❆ ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ♠❛♥② s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❝❡❧❧s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧s ❝❛♥ s❡♥❞ s✐❣♥❛❧s t♦ ♠❛♥② s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥s
s❡♥s❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉r♦♥ s♣✐❦❡s
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✮✳ ❚❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❧❡①♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳

❚❤❡ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ♠❛♥② s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹
s❤♦✇s ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ♥♦t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡
s♦rt✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ❜✉t ❥✉st t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ s♣✐❦❡ s♦rt❡r r❡❝❡✐✈❡s
t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❲❡
❡♥s✉r❡ ✜rst t❤❡ ❞❛t❛ ❜❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜❛♥❞ ♣❛ss ✜❧t❡r ❬✸✵✵✲✸✵✵✵❪ ❍③✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐❣♥❛❧ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ t❤❡ r❛✇ ✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬◗✉✐r♦❣❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✿

thr = 5σn σn = median{ |x|
0.6745

} ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ x ✐s t❤❡ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ σn ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ s♣✐❦❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✱ ✇❡
st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ s♣✐❦❡ s✐❣♥❛❧ ✭✷ ♠s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♣✐❦❡ ♣❡❛❦✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t❡❞
s♣✐❦❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ st❛♠♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇
✉s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤❛t ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❖♥❡ ✉s❡s ♥♦✇ t❤♦s❡ ❞❛t❛✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡✴s♣✐❦❡ ♥♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭✇✐t❤ ✺ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ♦♥❧②

✶✸✻



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱
✇❡ ♠✉st s❡❡ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ ❜❡❣✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤✐s s✐❣♥❛❧ t♦ ❞r❛✇
t❤❡ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ✭✐♥t❡♥s✐t②✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥
♣♦✐♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❊❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❝❛♣t✉r❡s s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ♠❛♥② ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡
s✐❣♥❛❧ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞

t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✸
♥❡✉r♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳

◆♦✇✱ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ t✐♠❡ st❛♠♣ ✈❡❝t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥❡✉r♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t
t❤❡ s❛♠❡ ♥❡✉r♦♥ ✜r❡s ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡✉r♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t✇✐❝❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❛♠♣ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤♦s❡ ✈❡❝t♦rs
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ♥✉❧❧ ✐♥t❡r✲s♣✐❦❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦r
♠❛♥✉❛❧❧② ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ t✐♠❡ st❛♠♣ ✈❡❝t♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❛st❡r ♣❧♦ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❈■◆❱✳

✶✸✼



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❆ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣ st❡♣s ✭❢r♦♠
❬◗✉✐r♦❣❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✮✳

✺✳✷ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐sts ♦♥✿

✶✳ ❙✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✇✐❞❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ♣❛✐r✇✐s❡✱ tr✐♣❧❡t✳ q✉❛❞r✉♣❧❡t✳
❚❤❛♥❦s t♦ ❊♥❛❙✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❞✐t ♦✉r ♦✇♥ ♠♦❞❡❧✳

✷✳ P❛r❛♠❡t❡rs ✜tt✐♥❣✳ ❚❤✐s st❡♣ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✸ ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛s ❝❧♦s❡
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮✳

✸✳ ▼♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ✐s t❤❡ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t♦♦❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤♦s❡ t♦♦❧s ❛r❡✿
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ❛♥❞ ❑▲❉✱ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✮✳

❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✇❡ ✉s❡❞ ✐s ❛ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ♦❢ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✮ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs✿ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❇❡rr② ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐✈❡r✲
s✐t② ♦❢ Pr✐♥❝❡t♦♥✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ❬❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪

✶✸✽



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ■❈❆✱ t❤r❡❡ ❝❡❧❧s ❛r❡
r❡s✉❧t✐♥❣✳ ❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬◗✉✐r♦❣❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❛st❡r ♣❧♦ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❈■◆❱✳ ❚❤✐s s♣✐❦❡
tr❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣✐❦❡ s♦rt❡❞ ❢r♦♠ r❡t✐♥❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❉❡❣✉✳ ❚❤❡ r❡t✐♥❛
✇❛s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♠♦✈✐❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

❜✉t ♦♥ ✶✵ ♥❡✉r♦♥s ♦♥❧② ❢♦r ✜tt✐♥❣ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✜tt❡❞ ❛♥ ■s✐♥❣ ❛♥❞ ❛
♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛♥❣❡ ✷ ♦♥ ✷✵ ❛♥❞ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s ✉s✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t✳ ❲❡
s❤♦✇ ✭✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ ✜❣✉r❡s✮ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞✮ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛♥ ❡①✲
❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡rr♦r ✭❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡✮ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ R = 2✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❜✐♥♥❡❞ ❛t ✷✵ ♠s s✐♠✐❧❛r❧② t♦

✶✸✾



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❆ s❡t ♦❢ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ♦♥ s❛❧❛♠❛❞❡r r❡t✐♥❛✳ ❙♣✐❦❡
tr❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❂ ✸✶✼✾✺✺✶ ♠s✳ ❈♦✉rt❡s②✿ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡✳

❬❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✉♣❞❛t❡ ♣r♦❝❡ss✳

❆❢t❡r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ■s✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛♥❣❡
R = 2 ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ✷✵ ♥❡✉r♦♥s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts✳ ❋✐❣✉r❡s
✺✳✶✾ ❛♥❞ ✺✳✷✵ s❤♦✇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡s
✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❛❢t❡r ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
r❛♥❣❡ R = 2✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ✷✵ ♥❡✉r♦♥s ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡
✐♥ ❬❱❛sq✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❢♦r N = 5, R = 2✿ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠❡♠✲
♦r② ♣❡r❢♦r♠s q✉✐t❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧
♣❛tt❡r♥s✳

✶✹✵
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✭❛✮ ▼♦♥♦♠✐❛❧s✳ ✭❜✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✶✳

✭❝✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✷✳ ✭❞✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❆ ✷✵✲♥❡✉r♦♥ ❞❛t❛ s❡t ❜✐♥♥❡❞ ❛t ✷✵ ♠s ✇✐t❤ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆❢t❡r
✜tt✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭✐♥ t❤❡ r❡❛❧ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✮
❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ✭❛✮✳ ✭❜✱❝✱❞✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ①✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ②✲❛①✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✽ ❤♦✉rs ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✻✹ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭❛r♦✉♥❞ ✺ ♠✐♥
♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✕▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✵✳✸✵✼✳

✶✹✷



✭❛✮ ▼♦♥♦♠✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s✳ ✭❜✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✶✳

✭❝✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✷✳ ✭❞✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❆ ✷✵✲♥❡✉r♦♥ ❞❛t❛ s❡t ❜✐♥♥❡❞ ❛t ✷✵ ♠s ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❘❛♥❣❡ ✷✳ ❆❢t❡r ✜tt✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭✐♥ t❤❡ r❡❛❧
s♣✐❦❡ tr❛✐♥✮ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ✭❛✮✳ ✭❜✱❝✱❞✮ ❚❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡s ✶✱ ✷
❛♥❞ ✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ①✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ②✲❛①✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✹✵ ❤♦✉rs ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✻✹ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭❛r♦✉♥❞ ✶✷ ♠✐♥
♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✕▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✵✳✷✽✶✳

❲❡ t❤❡♥ ♠❛❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✹✵ ♥❡✉r♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✶ ❛♥❞ ✺✳✷✷
s❤♦✇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸
❛❢t❡r ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛♥❣❡ R = 2✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r N = 40, R = 2✳
❚❤✐s ✐s ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤✐s
❛s♣❡❝t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✶✹✸



✭❛✮ ▼♦♥♦♠✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s✳ ✭❜✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✶✳

✭❝✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✷✳ ✭❞✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❆ ✹✵✲♥❡✉r♦♥ ❞❛t❛ s❡t ❜✐♥♥❡❞ ❛t ✷✵ ♠s ✇✐t❤ ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆❢t❡r
✜tt✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭✐♥ t❤❡ r❡❛❧ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✮
❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ✭❛✮✳ ✭❜✱❝✱❞✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ①✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ②✲❛①✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤r❡❡ ❞❛②s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✻✹ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭❛r♦✉♥❞ ✷✶
♠✐♥ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✕▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✵✳✾✸✵✳

✶✹✹



✭❛✮ ▼♦♥♦♠✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s✳ ✭❜✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✶✳

✭❝✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✷✳ ✭❞✮ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❆ ✹✵✲♥❡✉r♦♥ ❞❛t❛ s❡t ❜✐♥♥❡❞ ❛t ✷✵ ♠s ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❘❛♥❣❡ ✷✳ ❆❢t❡r ✜tt✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭✐♥ t❤❡ r❡❛❧
s♣✐❦❡ tr❛✐♥✮ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ ✭❛✮✳ ✭❜✱❝✱❞✮ ❚❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❘❛♥❣❡s ✶✱ ✷
❛♥❞ ✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ①✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ②✲❛①✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ s❡✈❡♥ ❞❛②s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✻✹ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭❛r♦✉♥❞ ✹✼
♠✐♥ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✕▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✵✳✾✽✸✳

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❣❛✈❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇♦r❦✢♦✇ ❢r♦♠ r❡t✐♥❛❧ ❞✐ss❡❝t✐♦♥
✉♥t✐❧ ✜tt✐♥❣ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✐❦❡
s♦rt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❉❡❣✉ ❛♥✐♠❛❧ ✇❡r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❡♥tr♦ ❞❡
◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡ ❱❛❧♣❛r❛✐s♦ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ Pr✳ ❆❞r✐á♥ P❛❧❛❝✐♦s✳
P❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t♦ t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ❡♥r✐❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐t s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧②
❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ s❤❛♣❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ t❤❛t ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t✇♦

✶✹✺



❢❛❝❡s✿ t❤❡ ❜✐❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs L✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ✜t ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❜✐❣ ♦❜st❛❝❧❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❛♥❣❧❡s✿

❼ ❚❤❡ ❜✐❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛❝✐♥❣✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛
❝❧✉st❡r ♦❢ ✻✹ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ✶ ❞❛② t♦ ✜t ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✷
❞❛②s t♦ ✜t ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✳

❼ ❚❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✿ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s❡t ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♠♦♥♦♠✐❛❧s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤♦s❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ❝❛✉s❡
❛♥ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧ t♦ −∞ ❢♦r ♠♦♥♦♠✐❛❧s
t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❧❡ss t❤❛♥ ✷ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡
♣r♦❝❡ss t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❧✐t❡r❛t❡❧② t❤❛t t❤♦s❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♣❛r❛❞✐❣♠
✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛✮✳

❼ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐ss✉❡✿ t❤✐s ✐s ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✳ ■❢ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
s♦♠❡ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ■s✐♥❣ ❧❛✇ ❛♥❞ ✇❡ ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥❧② t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❣♦❡s ✈❡r② ♥✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❛❧
❞❛t❛ ✇❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❧❡✈❡❧ ✭♥♦♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮
❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s✳

❋r♦♠ t❤❡ ❧❛st ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛♥❛❧②③✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ❛
❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠ ✐s ❜❡tt❡r ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ♠❛❦❡ ✉s ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ❞❛t❛✱ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❛t❛ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛r❡ ♥♦t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❛♥
■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❡♣t❤ ✶✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t
❝❛♥♥♦t ♣r❡❞✐❝t ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❞❡♣t❤ ✷✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✇❛s
t✉♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② k ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❡❞❡❞
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■❢ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✉s❡ ❊♥❛❙ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛✿

❼ ❆❢t❡r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♣✉t❡ ✶✵✵ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ k = 5
❢♦r ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ k = 10 ❢♦r ❛ tr✐♣❧❡ts ♦r s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧✳

✶✹✻



❚❤✐s ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜✐❣❣❡r
t❤❡ k t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ k ✐s
♥♦t t❤❛t s❡♥s✐t✐✈❡✳

❼ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✐❢ ②♦✉ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛r t♦ ❜❡
❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛①✐s✱ r✉♥ ♠♦r❡ ✺✵ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚♦
❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ✇❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✏❢❛r t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞✑✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✭❛✮✳
■❢ ②♦✉ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❛✈❡ s♦♠❡✇❤❛t ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥
✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✺✳✷✸✭❜✮✮ ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ ②♦✉ ❝❛♥
❣♦ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳

❼ ❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ r❡♠❛r❦✿ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✉♣❞❛t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✉♣❞❛t❡✳ ❋♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡rr♦r ✇❡ ❛❧❧♦✇ ♦♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐s s♠❛❧❧❡r ✇❤❡♥
t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r✉♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ✉♣❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞♦ s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t ♦♥❝❡✳

❼ ◆♦✇✱ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❈❤♦♦s❡ Nflipp = 30 ❛♥❞
r✉♥ ✷✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❡♥♦✉❣❤✳ ❨♦✉
♠✐❣❤t ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ ♠♦r❡✱ ❜✉t ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛t ✷ r✉♥s ♦❢ ✺✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❼ ❖♥❝❡ ②♦✉ ❛rr✐✈❡ t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✱ ②♦✉
❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦t✳
❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❝❤♦♦s❡ ❛ ❜✐❣ k✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✺✵✲✶✵✵ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ r❛st❡r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛t ❜❡st t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥ t❤✐s ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✱ ❊♥❛❙ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❑▲❉
❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❼ ■t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ r✉♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✶✻ ♣r♦❝❡ss♦rs
❢♦r ✶✵✲✷✵ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ✻✹ ♣r♦❝❡ss♦rs ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✲✹✵ ♥❡✉r♦♥s✳

✶✹✼



✭❛✮ ❋❛r t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞

✭❜✮ ❆❧♠♦st ❛❧✐❣♥❡❞

✭❝✮ ●♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s ❛❢t❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✉♣❞❛t❡✳ ✭❛✮
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ ✭❜✮
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ st♦♣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❣♦ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧ ✉♣❞❛t❡s✳ ✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✈❡r❛❣❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳





✶✺✵



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥t❡♥ts
✻✳✶ ❖♥ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✻✳✷ ❖♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✶✺✷

✻✳✷✳✶ ■s t❤❡r❡ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✻✳✸ ❲❤❛t t♦ ❞♦ ❛❢t❡r ✜tt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✻✳✹ ❚❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❊♥❛❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✻✳✹✳✶ ❈♦♠♣❡t✐t♦rs ❛♥❞ ❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✻✳✹✳✷ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✻✳✺ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✻✳✻ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✻✳✻✳✶ P❛♣❡rs ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✻✳✻✳✷ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs✴♣♦st❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡st✐♦♥s r❛✐s❡❞ ✉♣ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♦✉r ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉♥❝♦✈❡r t❤♦s❡ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r✱ ❞✐s❝✉ss t❤❡♠ ❛♥❞ s✉❣❣❡st r♦❛❞ ♠❛♣s ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✻✳✶ ❖♥ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s

❚❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮ ✐s ❛♥ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❛♥❛❧②③✲
✐♥❣ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r✐❣♦r♦✉s❧②✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ✶✵ ♦r ✷✵ t✐♠❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥ ✭✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡
tr❛✐♥ ❜❡❢♦r❡ ❜✐♥♥✐♥❣✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✶ t✐♠❡ st❡♣ ✭✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛❢t❡r

✶✺✶



❜✐♥♥✐♥❣✮ ✐s✱ ❞❡✜♥✐t❡❧②✱ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ r❡✲
s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ✉s❡❞ ❜✐♥♥❡❞ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s t♦ ✜t ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♠♦❞✲
❡❧s ✭❬❙❝❤♥❡✐❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ●❛♥♠♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱ ❱❛sq✉❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠
❜✐♥♥✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ t❡st ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t
D2✳ ❲❡ ♣❧♦t t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❜✐♥ ❛t ✶✱ ✺✱
✶✵ ❛♥❞ ✷✵✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ s❤♦✇s t❤❛t ❛s ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣✱ ♠♦r❡ ♣❛tt❡r♥s
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ✐s ✷✵✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛tt❡r♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✼✵✵✪ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❜✐♥♥✐♥❣ ✐s ✶✦

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❜✐♥♥✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② Pr✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ✐s
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ❇② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
✇❡ ❛r❡ ✜♥❛❧❧② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥♥❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦t
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛t t❤❡✐r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ♠❛② r❡s✉❧t
❢r♦♠ ❜✐♥♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❧❡ss ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❡ss
r✐s❦ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞✐✈❡r❣❡ ✭✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❤② ♥♦♥✲
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡
♠✐❣❤t ❜❡ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ✐♥ t❤❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥✳ ❆❧s♦ ❛♥♦t❤❡r
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ❜✐♥♥✐♥❣ ❛t ✶ ♠❛② r❡s✉❧t s❤❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♥♦♥✲❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♠♦♥♦♠✐❛❧s t❤❛♥ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥❡s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐s ❛ ❢❡❛t✉r❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✷ ❖♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦♥♦✲

♠✐❛❧s

❲✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ✹✵ ♥❡✉r♦♥s✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♦❢
▼❊❆ s②st❡♠s✱ ✇❡ ✜♥❞ ♦✉rs❡❧✈❡s ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r ❞♦③❡♥s ♦❢ ♥❡✉r♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s✱ ❢♦r ✹✵ ♥❡✉r♦♥s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭L✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠♦❞❡❧s ✐s✿

❼ LIsing = N + N×(N−1)
2

= 820

❼ LTriplets = N + N×(N−1)
2

+ N×(N−1)×(N−2)
6

= 10700

❼ P❛✐r✇✐s❡ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ❉✿ LTriplets = N+ N×(N−1)
2

+(R−1)×N×(N−1)

✶✳ ❋♦r R = 2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ L = 2380 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✶✺✷



✭❛✮ ❇✐♥♥✐♥❣ ❂ ✶ ✲ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦✉♥❞ ♣❛tt❡r♥s ❂ ✶✸✷✹

✭❜✮ ❇✐♥♥✐♥❣ ❂ ✺ ✲ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦✉♥❞ ♣❛tt❡r♥s ❂ ✹✾✵✵

✭❝✮ ❇✐♥♥✐♥❣ ❂ ✶✵ ✲ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦✉♥❞ ♣❛tt❡r♥s ❂ ✼✼✷✺

✭❞✮ ❇✐♥♥✐♥❣ ❂ ✷✵ ✲ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦✉♥❞ ♣❛tt❡r♥s ❂ ✶✵✵✹✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❤✐st♦❣r❛♠ ✐♥
t❡r♠ ♦❢ ❜✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r✐♥❣ ♥❡✉r♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
♣❛tt❡r♥✳
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Number of features (monomials)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✷✳ ❋♦r R = 3✱ ✇❡ ❤❛✈❡ L = 3940 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■t ❤❛s ❞❡✜♥✐t❡❧② ♥♦ s❡♥s❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ t❤✐s ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ♠❛② ✐♠♣❧② ❤✉❣❡ ❡rr♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡rr♦r
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ♥♦♥ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡
♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✜♥✐t❡ r❛st❡r ωT

0 ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µλ∗ ✇✐t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✷✳✹✳ ❉❡♥♦t❡ µλ∗ [♠ ] t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s µλ∗ [ ml ] ❛♥❞ π
(T )
ω [♠ ]

t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s π
(T )
ω [ ml ]✳ ❋r♦♠✭✷✳✸✽✮ ✇❡ ❤❛✈❡ µλ∗ [♠ ] = ∇λ∗P ✳

❚❤✐s ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µλ∗ ❝❛♥ ❜❡
❡①❛❝t❧② s❛♠♣❧❡❞✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❛st❡r✳ ❋♦r ❛ ✜♥✐t❡ r❛st❡r✱ ✐❢ T
✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ π

(T )
ω [♠ ] ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µλ [♠ ] ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ 1

T
χ ❣✐✈❡♥ ❜②

✭✸✳✸✻✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ π
(T )
ω [♠ ] = µλ∗ [♠ ] + η ✇❤❡r❡ η ✐s ❝❡♥t❡r❡❞

●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ 1
T
χ✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✭✷✳✸✽✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

µλ∗ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦♥❡ π
(T )
ω ✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦✲

❧✉t✐♦♥ ♦❢ λ✱ λ∗ ✇✐t❤ ✿ λ = λ∗ + ǫ✱ ✇❤❡r❡ ∇λP = π
(T )
ω [♠ ] . ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

✶✺✹



∇λP = µλ∗ [♠ ] + η = ∇λ∗+ǫP = ∇λ∗P + ǫχ + O(‖ǫ‖2)✳ ❍❡♥❝❡✱ ǫ = χ−1η✳
χ ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ s✐♥❝❡ P ✐s ❝♦♥✈❡①✳

❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ λ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ λ∗

❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ ❝❡♥t❡r❡❞✱ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ E [ ǫ.ǫ̃ ] = E [ χ−1.η.η̃.χ̃−1 ]✳
❙✐♥❝❡ χ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇❡ ❤❛✈❡ E [ ǫ.ǫ̃ ] = χ−1.E [ η.η̃ ] .χ−1 = 1

T
χ−1✳ ❲❡ ❛rr✐✈❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ❛t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts λ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❣♦❡s ♥✐❝❡❧② s✐♥❝❡ P ✐s ❝♦♥✈❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t P ✐s q✉✐t❡ ✢❛t ✐♥
s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✴♠♦♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤✐s ❛r✐s❡s ❛ ❢♦rt✐♦r✐ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❤❛♥❞❧✐♥❣
t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ❜✉t ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✹✮ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t s♦♠❡ t❡r♠s ✭♠♦♥♦♠✐❛❧s✮ ♥♦t ♦♥❧② ❛r❡ ✐rr❡❧✲
❡✈❛♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❛❧♠♦st ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ χ✳
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 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

j/L

i/L

 0

 0.1

 0.2

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① χ✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✸✻✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛r
❛t r✐❣❤t s❤♦✇s t❤❡ ❝♦❧♦r✲✈❛❧✉❡ ♠❛♣ ♦❢ χ✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥ts
♦♥❡ χij ❡♥tr②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
♦❢ χ ❢♦r t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✸✳✼✳✶✮✱ ✇✐t❤

✶✺✺



✺ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ R = 2 ✳❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ χ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ 1000
♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s ♦♥❧② NR ♥♦♥ ③❡r♦
♠♦♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ d = 2NR − 2N(R−1)

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥tr✐❡s ✇❤❡r❡ ♠♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ 0✳ ❚❤✉s✱ χ ❤❛s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
d✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ χ ❛♥❞ ✐ts s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡
❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♠❛tr✐① χ ♦✈❡r t❤❡ 1000 s❛♠♣❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❜✐❣ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ♦r ❡✈❡♥ ③❡r♦✳

✻✳✷✳✶ ■s t❤❡r❡ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥❄

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛s❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✜rst✿
■s ✐t ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✹✵✵✵ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✹✵ ♥❡✉r♦♥s❄ ❲❡ ❜❡✲
❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦ s❡♥s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ ❣❡t s✉❝❤
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ ♥❡✉r♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
♦r❞❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠✲
♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛✈♦r ♦❢
t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞
✭❬❘♦s❡♥❢❡❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✱ ❑♦❡❧✐♥❣✱ ✷✵✵✵❪✮✱ ✉s✐♥❣ ❛ χ2 ♠❡t❤♦❞ ✭❬❈❤❡♥ ❛♥❞ ❘♦s❡♥❢❡❧❞✱ ✶✾✾✾❪✮
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❬❇❡r❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✱ ❬❩❤♦✉ ❛♥❞ ❲✉✱ ✷✵✵✸❪✮✳
❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐t s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❬❈❡ss❛❝ ❛♥❞ ❈♦❢r❡✱ ✷✵✶✸❪✮
❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✭❬◆❛❦❛❤❛r❛ ❛♥❞ ❆♠❛r✐✱ ✷✵✵✶✱ ❆♠❛r✐✱ ✷✵✵✶❪✮ ✇♦✉❧❞
❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❞❛♣t t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❧r❡❛❞② ❛❜♦✉t t❤❡ r❡t✐♥❛ ❢r♦♠ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ t❤❛t tr✐❡❞
t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠
❬❇❧♦♦♠✜❡❧❞ ❛♥❞ ❱ö❧❣②✐✱ ✷✵✵✾❪✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❛t ♥❡✐❣❤❜♦r ♥❡✉r♦♥s ❛r❡
♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✜r❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❞✐st❛♥t ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜✐❣❣❡r ❞❡❧❛②✳
❚❤✐s ❣✐✈❡ ✉s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✻✳✸ ❲❤❛t t♦ ❞♦ ❛❢t❡r ✜tt✐♥❣

❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✐t ♣❧❛②s ❛ ❜✐❣ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥② ✇♦r❦ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♥❡✉r❛❧ ❞❛t❛✳ ❍♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥✈❡st t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❄ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t
❝❛s❡✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ R = 2
t❤❛t ✜ts ♣❡r❢❡❝t❧② t♦ t❤♦s❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✿

❼ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✶ ❛♥❞ ✷
t✐♠❡ st❡♣ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

✶✺✻



❼ ❖t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s tr✐♣❧❡ts ❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ✇✐t❤✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷
t✐♠❡ st❡♣s ❛r❡ ✉s❡❧❡ss✳

❼ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ✐s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦♥♦♠✐❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡
✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦✇✿ ✇❤❛t ❝❛♥ ✇❡ ❞♦ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs❄ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳

❼ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛ t♦♦❧ ❛♥❞ ♥♦t ❛♥ ❛✐♠✿ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❝❡ ✇❡ ♦❜✲
t❛✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ❛♥❞ ❡♥❥♦② t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝
tr✉t❤ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t
❡♥♦✉❣❤✳

❼ ❋♦r t❤❛t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛✐♠ ❛♥❞ ♥♦t ❛ t♦♦❧✿ ♥♦t ♦♥❧② ✉s❡
t❤❡♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑▲❉ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣❧♦ts ❜✉t ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡♠
❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ♥♦✇ t✇♦ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✳

▼✐①✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ✇✐t❤ ●▲▼✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ●▲▼ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✉✲
r♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r
♥❡✉r♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❬▼❛❝❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❛❞❞❡❞ s❤❛r❡❞ ✐♥♣✉t t♦ ♣❛rt❧②
❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛❞❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝♦♠❡s t❤❡♥ ❢r♦♠
t❤❡ s❤❛r❡❞ ✐♥♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝♦♠❡s ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ●▲▼ ♠♦❞❡❧s ✐s t♦ ❛❞❞ ▼❛①✐♠✉♠
❊♥tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s st❛t✐st✐❝❛❧ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ st✐♠✉❧✉s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦♥s✮✳

P❛r❛♠❡t❡rs✴❙t✐♠✉❧✉s r❡❧❛t✐♦♥

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ t♦ ✉♥❝♦✈❡r ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞
t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts D11✱ D12✱ D13 ❛♥❞
D14 ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t st✐♠✉❧✐ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡t✐♥❛✱ ✐❢ ✇❡ ✜t ❛
♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❛♥❣❡ R = 2 ✭❢♦r ♦♥❧② ✺ ♥❡✉r♦♥s✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ st✐♠✉❧✉s t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P [R|S] r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦
✐♥❢❡r t❤❡ P [S|R]✳

✶✺✼



✭❛✮ ❋✐t ♦♥ D11

✭❜✮ ❋✐t ♦♥ D12

✭❝✮ ❋✐t ♦♥ D13

✭❞✮ ❋✐t ♦♥ D14

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ s❤♦✇s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛
♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❛♥❣❡ ✷ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t st✐♠✉❧✐✳



✻✳✹ ❚❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❊♥❛❙

❊♥❛❙ ✇❛s ❜♦r♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡t✐♥❛ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡✐r
❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇❛♥t t♦ ❝r❡❛t❡ r❡t✐♥❛❧ ✐♠♣❧❛♥ts
❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

❆s ❛ ❝♦✲❞❡✈❡❧♦♣❡r ♦❢ ❊♥❛❙✱ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧
♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ❢✉t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■ ✇❛♥t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❢r♦♠ t❤✐s
s♦❢t✇❛r❡ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ ❢✉t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤✐s ❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ✇✐t❤♦✉t ♠② ✇✐❧❧ ❛♥❞ ❡♥t❤✉s✐❛s♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② tr❛♥s❢❡r
❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ✐♥❞✉str②✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✐s ❛♥ ❛tt❡st❛t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✇s t❤❡
♣r✐③❡ ■ ❣♦t ❢r♦♠ t❤❡ ✏❯◆■❈❊ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✑ ❛♥❞ ✐t ✇❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐③❡ ✐♥ ❛♥
✏❛♥♥✉❛❧ ❡♥t❡r♣r✐s❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✑✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ❛♥ ❊♥❛❙✲❧✐❦❡ ♣r♦❥❡❝t ✭✇❤❡t❤❡r ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❊♥❛❙
♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞✐s❝✉ss ❛♥ ❊♥❛❙ ❜❛s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♦✛❡r✳

❲❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t❤❛t ❊♥❛❙ ♣r❡s❡♥ts ❢r♦♠ t✇♦ ❛♥❣❧❡s✱
✐♠♣❧②✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧s✿

❼ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧✿ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❜② ❛ ♣r✐✈❛t❡
❝♦♠♣❛♥②✱ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐t ❛♥❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐③❡ ✐t✳

❼ ❖♣❡♥✲s♦✉r❝❡✿ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛r♦✉♥❞ ✐t ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♦♣❡♥
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♥❡✇ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ♠❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✐①❡s t❤❡ t✇♦ ❜✉s✐♥❡ss
♠♦❞❡❧s✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❢r❡❡♠✐✉♠✶ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❜❛s❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐③✐♥❣ s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✜rst
♦♣t✐♦♥ ✭♣✉r❡❧② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ✐t✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦♦❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❛r❣❡t ❝❧✐❡♥ts✷✳

✶❋r❡❡♠✐✉♠ ✐s ❛ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣② ❜② ✇❤✐❝❤ ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ♣r♦❞✉❝t ♦r s❡r✈✐❝❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛
❞✐❣✐t❛❧ ♦✛❡r✐♥❣ s✉❝❤ ❛s s♦❢t✇❛r❡✱ ♠❡❞✐❛✱ ❣❛♠❡s ♦r ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡s✮ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢r❡❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱
❜✉t ♠♦♥❡② ✭♣r❡♠✐✉♠✮ ✐s ❝❤❛r❣❡❞ ❢♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦r ✈✐rt✉❛❧ ❣♦♦❞s✳ ❙♦✉r❝❡✿
❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✳

✷❉✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡r✈✐❝❡✳ ■♥❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❛r❡
t❤♦s❡ ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠✐❧❛r s❡r✈✐❝❡✳

✶✺✾

http://en.wikipedia.org


❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❚❤❡ ❛tt❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐③❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❯◆■❈❊✳



✻✳✹✳✶ ❈♦♠♣❡t✐t♦rs ❛♥❞ ❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s

❲✐t❤♦✉t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ✐s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♦r ❝♦♠♠✉♥✐t② ❜❛s❡❞✱
✇❡ s❤♦✇ ❛ ✭♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡✮ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r
❛♥❛❧②③✐♥❣ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✭❚❛❜❧❡ ✻✳✶✮✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ✻✳✶ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡
♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✿ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❤❛r❞✇❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦
s✉♣♣❧② s♦❢t✇❛r❡ t♦ t❤❡✐r ❝❧✐❡♥ts s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❞❛t❛ ❛♥❞
t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ ♦♥❧② s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡✿ ◆❡① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ◆❡✉r♦❊①♣❧♦r❡r ✐s s♦❧❞ ❜② ♠❛♥② ▼❊❆ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs s✉❝❤ ❛s
▼✉❧t✐ ❈❤❛♥❡❧ s②st❡♠s ❛♥❞ P❧❡①♦♥✳

❈♦♠♣❛♥② ★ ❊❧❡❝tr♦❞❡s s♦❢t✇❛r❡

❆❧♣❤❛ ▼❊❉ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ■♥❝✳ ✻✹
▼♦❜✐✉s ◗t
❙♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣

❆①✐♦♥ ❜✐♦s②st❡♠s ✻✹ ❛♥❞ ✼✻✽
❆①✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ st✉❞✐♦
❘❡❛❧ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠♦❞✉❧❡

✸❇r❛✐♥ ✹✵✾✻
❇r❛✐♥✇❛✈❡
❘❡❛❧ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠♦❞✉❧❡

▼✉❧t✐ ❈❤❛♥❡❧ s②st❡♠s
✸✷✱ ✻✵
✶✷✵✱ ✷✹✵

◆❡✉r❙❤❛r❡ ✫ ◆❡✉r♦❊①♣❧♦r❡r
❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s

P❧❡①♦♥ ✶✻ t♦ ✷✺✻

❖✤✐♥❡ s♦rt❡r
❙♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣
◆❡✉r♦❊①♣❧♦r❡r
❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s

❇✐♦♥✐❝ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ◆❡✉r♦❙❤❛r❡
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s
❉❡s✐❣♥

◆❡① ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s
❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s
◆❡✉r♦❊①♣❧♦r❡r

❇❡r♥st❡✐♥ ❈❡♥t❡r ❢♦r
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡

❙♣②❦❡ ❱✐❡✇❡r

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❆ t❛❜❧❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✭♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡✮ ❧✐st ♦❢ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦♠✲
♣❡t✐t♦rs✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ✭❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❛❧s♦ s❡❧❧ t❤❡✐r ♦✇♥ ♦r t❤❡✐r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs s♦❢t✇❛r❡✮✳

✻✳✹✳✷ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

❚❤❡ ♠❛r❦❡t ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❝❡♥t❡rs ✐♥ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ▼❊❆ ❞❛t❛✳ ❚❤❡

✶✻✶



❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❊♥❛❙ ✐s ❢♦r r❡t✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ ♦♣❡♥s
t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ▼❊❆ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛r❦❡t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r ♥✐❝❤❡
♠❛r❦❡t s✉❝❤ ❛s✿ r❡t✐♥❛❧ ♣r♦st❤❡t✐❝ ❛♥❞ ✈✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ r♦❜♦t✐❝s✳

❊♥❛❙ ✐♥ ✐t ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦✛❡rs ❛ ❢r✐❡♥❞❧② ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✳ ■ts ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡
❜② t❤❡s✐s✱ ✏❆♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✑✳ ❚❤✐s ✐s
s✉r❡❧② ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛ ♠❛r❦❡t ❡♥tr②✱ ♥♦r ❢♦r ❛ ❧❡❛♥ ✭❣♦ t♦ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② ♠❛♥②
s✉♣♣❧✐❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦rt❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ■❢ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛
✇❛② t♦ s❡r✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✜tt✐♥❣✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛♥s✇❡r t❤❡
✏s♦ ✇❤❛t✑ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡✳

❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♥❡❡❞s s♦♠❡ ♠♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t ❢♦r ❝❧✐❡♥ts
♥❡❡❞s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r✲
❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿

❼ ❙♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣✳

❼ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ✭s✉❝❤
t❤♦s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ◆❡✉r♦❊①♣❧♦r❡r✮✳

❼ ❙t✉❞②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ✭t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝♦❞✐♥❣✱ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✮✳

❼ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛ r❡t✐♥❛❧ s✐♠✉❧❛t♦r ✭❱✐rt✉❛❧❘❡t✐♥❛ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳

❼ P♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛❧ s✐♠✉❧❛t♦r✳

❼ ❉❛t❛ ❛❞❛♣t❡r t❤❛t ♦✛❡rs ❛ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ r❡❛❞✴✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥
❞❛t❛ t②♣❡s ✐♥ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡❡❞s ❝✐t❡❞ ✉♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❢✉t✉r❡ ♣r♦❞✉❝t
t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ♥❡❡❞s ❛❢t❡r ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②sts ♦❢t❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐s ✇❤❡♥ t❤❡② ✉s❡ ♠❛♥② s♦❢t✇❛r❡
✭♦♥❡ ❢♦r s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥
❢♦r♠❛ts✳ ❆ ❢✉❧❧ ♣❛❝❦❛❣❡ s♦❢t✇❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❆✲❩ ♥❡❡❞s ❜✉t ❝✐r❝✉♠✈❡♥t
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢♦r♠❛ts✳

✻✳✺ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s✿

❼ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ t❛r❣❡t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶✻✷



❼ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss♦rs
❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs✳

❼ ❆ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ♠♦❞❡❧s✳

❼ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t s✉❝❤ ❛s ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✳

❼ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❊♥❛❙ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❛♥❞ ❢r✐❡♥❞❧② t♦♦❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❛t❛✳

❼ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❛t❛ s❡t ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss❡t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t♦♦❧ t♦ ❛❧❧♦✇
❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✇✐t❤ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❛❞❞s ✐s ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
♥❡✉r♦♥s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦
❣♦ ❢✉rt❤❡r ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛♥② ♣r♦❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❧✐st ❤❡r❡✿

❼ ❲♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐ts❡❧❢✿

✕ ❖♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞✐❞ ♦✉r ❜❡st
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ▼♦♥t❡❝❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✇❡
st✐❧❧ ❝❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡ ♠♦r❡✳

✕ ❘❡t❤✐♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤❛♣❡✿ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❢♦r♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❝❛✉s❡ s♦♠❡ tr♦✉❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ♥♦t ✉s✐♥❣
✜❧t❡r✐♥❣✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✉❝❤ t❤❛t ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s
s❡❧❡❝t✐♦♥✳

✕ ❙t✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✐♥♥✐♥❣✿ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❜✐♥♥✐♥❣
s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞ r✐❣♦r♦✉s❧② ❛♥❞ ✐t ♠✐❣❤t ❛✛❡❝t ❛❧s♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s
❧❡ss ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇❤❡♥ ✇❡ t❛❦❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳

❼ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ✇❛② t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ✇❡✐❣❤t t❤❛t ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ●▲▼ ♠♦❞❡❧ ♦r ❛s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❱✐rt✉❛❧❘❡t✐♥❛✳

❼ ■♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳ ❊♥❛❙ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ ♠♦r❡ ❢❡❛t✉r❡s
s✉❝❤ ❛s t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦t❤❡r ♥❡✉r❛❧ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡✱ s♣✐❦❡ s♦rt✐♥❣✱ r❡t✐♥❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❧✉❣✐♥s ✭s✉❝❤ ❛s ❱✐rt✉❛❧❘❡t✐♥❛✮✱
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝❡❧❧ t②♣❡s✱ st✐♠✉❧✉s ❞❡s✐❣♥ ❛❞❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ■♥ t❤✐s

✶✻✸



✇❛②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ ✭❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❧❛❝❡✮ t♦ st✉❞②
t❤❡ r❡t✐♥❛✳

❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ❝❧❡❛r ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♦✉r ✐❞❡❛s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛♥❞
✇❡ ✇✐s❤ t❤❛t t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ ✐♥s♣✐r✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❢❡❧❧♦✇ ♣r♦❥❡❝ts✳

✻✳✻ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❇❡❧♦✇ ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♦✣❝✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧s✱ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❛♥❞ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✳

✻✳✻✳✶ P❛♣❡rs ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧s

❼ ◆❛ss❡r ❍✱ ❈❡ss❛❝ ❇ ❛♥❞ ❑r❛r✐❛ ❙✳ ❊♥❛❙✿ ❛ ♥❡✇ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ♥❡✉r❛❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s♣✐❦✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱
❙❡❧✐♠ ❑r❛r✐❛ ❛♥❞ ❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝✳ ■♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❼ ◆❛ss❡r ❍✱ ❈❡ss❛❝ ❇✳ P❛r❛♠❡t❡r ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❙♣❛t✐♦✲❚❡♠♣♦r❛❧ ▼❛①✐✲
♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ◆❡✉r❛❧ ❙♣✐❦❡ ❚r❛✐♥s✳ ❊♥✲
tr♦♣②✳ ✷✵✶✹❀ ✶✻✭✹✮✿✷✷✹✹✲✷✷✼✼✳

❼ ◆❛ss❡r ❍✱ ❈❡ss❛❝ ❇ ❛♥❞ ▼❛rr❡ ❖✳ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ ❛♥❛❧②✲
s✐s ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr♦♣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❊①♣❡r✐♠❡♥t✳ ✷✵✶✸❀ ✵✸✵✵✻✳

✻✳✻✳✷ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs✴♣♦st❡rs

❼ ❚♦✇❛r❞ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥♣✉t ❢♦r ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ♠♦❞❡❧s✱ ❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱ ❇r✉♥♦
❈❡ss❛❝✱ ❇♦❞❣❛♥ ❑♦❧♦♠✐❡ts✱ P✐❡rr❡ ❑♦r♥♣r♦❜st✱ ❙❡r❣❡ P✐❝❛✉❞✱ ❚❆❯❈
✷✵✶✵✳

❼ ❙♣✐❦❡ tr❛✐♥s st❛t✐st✐❝s ✐♥ ■♥t❡❣r❛t❡ ❛♥❞ ❋✐r❡ ▼♦❞❡❧s✿ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts✱
❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝✱ ❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱ ❏✉❛♥✲❈❛r❧♦s ❱❛sq✉❡③✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ◆❡✉r♦❈♦♠♣✷✵✶✵ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳

❼ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❙♣✐❦❡ tr❛✐♥ st❛t✐st✐❝s ❜② ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿
❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❏✉❛♥✲❈❛r❧♦s ❱❛sq✉❡③✱
❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱ ❆❞r✐❛♥ P❛❧❛❝✐♦s✱ ❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝✱ ❚❤✐❡rr② ❱✐é✈✐❧❧❡✱ ❍♦r❛✲
❝✐♦ ❘♦str♦✲●♦♥③❛❧❡③✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ◆❡✉r♦❝♦♠♣ ✷✵✶✵ ✭▲②♦♥✮✳

✶✻✹



❼ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ❞❛t❛ ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡✱ ❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝✱ ❙❈◆❊ ✷✵✶✷✳ ❲✐❡♥✱ ❆✉s✲
tr✐❛✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✷✳ ❙❡♥s♦r② ❈♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❼ ❙♣❛t✐♦ t❡♠♣♦r❛❧ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱ ❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❏✳ ❇❡rr② ■■✱
❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝✱ ❆❘❊❆❉◆❊ ✷✵✶✷ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ❆♥❞ ❉❡❝♦❞✐♥❣
♦❢ ◆❡✉r❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✳

❼ ❙♣❛t✐♦✲❚❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡t✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡✱ ❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝✱ ■♥❛✉❣✉✲
r❛t✐♦♥ ■◆❚✱ ✷✵✶✷✳

❼ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s♣✐❦❡ tr❛✐♥s ❞❛t❛ ✇✐t❤ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛rr❡✱ ❇r✉♥♦ ❈❡ss❛❝✱ ◆❊❯❘❖❈❖▼P ✷✵✶✷✳
❇♦r❞❡❛✉①✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❖❝t♦❜❡r✱ ✷✵✶✷✳ ❚❤❡ ◆❡✉r♦❈♦♠♣✴❑❊❖♣❙ ✶✷ ✇♦r❦✲
s❤♦♣✳

❼ ❖♥ t❤❡ ✉❜✐q✉✐t② ♦❢ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ s♣✐❦❡ tr❛✐♥ st❛t✐st✐❝s✱ ❇r✉♥♦
❈❡ss❛❝✱ ❘♦❞r✐❣♦ ❈♦❢ré✱ ❍❛ss❛♥ ◆❛ss❡r✱ ✸r❞ ❛♥♥✉❛❧ ♠❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ●❉❘
✷✾✵✹ ✏▼✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡s s②st❡♠s ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ st✉❞② ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s✑✱ ✷✵✶✷✱ ▼❛rs❡✐❧❧❡✳

✶✻✺





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❆❝❦❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✺❪ ❆❝❦❧❡②✱ ❍✳✱ ❍✐♥t♦♥✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❙❡❥♥♦✇s❦✐✱ ❏✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❆
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜♦❧t③♠❛♥♥ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✾✭✶✮✿✶✹✼✕
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