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Introdution
Dans ette thèse nous nous intéressons à l'étude de deux problèmes degéodésie physique. Ils sont traités dans deux parties séparées. La premièreporte sur le alul d'un géoïde loal. Dans la deuxième partie, un problèmeinverse pour la reherhe des points-masses est résolu. Pour bien identi�er legéoïde loal, il faut imaginer la Terre sans marées ni intempéries, ave desoéans au même niveau. Le géoïde est dé�ni omme une surfae d'équipoten-tiel du hamp de pesanteur. D'après Gauss [22℄, 'est la surfae mathématiqueapprohant la forme réelle de la Terre, oéans ompris. et dont les oéans fontpartie. La reherhe du géoïde terrestre est un problème lassique de la géo-désie physique �la siene qui traite des questions relatives à la forme de laTerre. Déterminer un géoïde de haute préision est un objetif majeur dansla ommunauté des herheurs en géodésie physique, au vu de l'intérêt qu'il aaquis depuis sa première dé�nition. Du point de vue sienti�que, le r�le dugéoïde est entral. En e�et, il donne la forme globale de notre planète et rendpossible la navigation inertielle qui permet de aluler la vitesse et l'altitudede l'avion (et don sa trajetoire) [57℄. Il est indispensable aussi pour resti-tuer les trajetoires des satellites, qui permettent de onstituer des réseauxmondiaux de stations de référene, de suivre la inématique de la Terre etles déformations de sa surfae, et d'étudier les oéans par altimétrie spatiale[7℄. D'autre part, le géoïde, en tant qu'information géographique, onstitue



6 Table des matièresun outil de travail performant pour se loaliser sur la Terre et onstruire desartes illustrant les aratéristiques des régions et des pays. Du point de vueéonomique, le géoïde est une information très utilisée dans la déterminationdes hauteurs orthométriques (appelées souvent les hauteurs par rapport à lasurfae de la mer). Ces dernières sont néessaires pour atteindre la préisionnéessaire à des opérations d'ingénierie (par exemple pour la fondation desbarrages et perement des tunnels) qui font intervenir des éoulements de�uide.Déterminer un géoïde aurait était plus faile si la Terre était une sphèrehomogène. Dans e as la pesanteur en un point serait entièrement déter-minée à partir de sa distane au entre de la Terre. Comme la Terre n'estni sphérique ni homogène, la pesanteur doit être alulée en tout point. Legéoïde est par onséquent une surfae omplexe qui ne peut pas être détermi-née expliitement. Plusieurs méthodes ont été utilisées pour approher ettesurfae. Notamment la méthode intégrale de Stokes et la méthode de ollo-ation par moindres arrés appelée enore méthode de moindres arrés géné-ralisée. La méthode de Stokes est utilisée pour le alul de plusieurs géoïdes,en partiulier le géoïde Français ave Henri Duquenne [19℄. Cette méthodesuppose que les valeurs de gravité sont onnues sur l'ensemble de la Terre,e qui n'est pas le as (notamment sur les oéans) même ave le développe-ment des instruments de mesure ave l'arrivée de l'ère spatiale. La méthodede olloation par moindres arrés est la méthode que nous adoptons dansla présente étude. Son prinipe est d'approher, tout d'abord, la Terre parune surfae mathématique plus simple qui néessite très peu de paramètres.Cette surfae est un ellipsoïde de révolution. Il est hoisi par onvention demême masse et de même vitesse de rotation que la Terre, aplati aux p�leset légèrement gon�é à l'équateur. L'ellipsoïde est une équipotentielle de son



Table des matières 7potentiel propre, appelé le potentiel normal.La valeur du potentiel de pesanteur au géoïde et la valeur du potentielnormal à l'ellipsoïde sont onstants. En un point quelonque de l'espae,la di�érene entre es deux potentiels est appelée le potentiel perturbateur,
T . Le géoïde osille autour de l'ellipsoïde, tant�t au dessus tant�t au des-sous. Ces osillations �de quelques mètres de longueur� sont appelées lesondulations du géoïde et sont notées par N . Elles sont liées au potentielperturbateur par la formule de Brun : N = T/γ, où γ est la gravité par rap-port à l'ellipsoïde de référene. Ainsi, la reherhe des ondulations du géoïdepar rapport à l'ellipsoïde revient à aluler le potentiel perturbateur T . Laméthode de olloation sert à exploiter des mesures du type gravimétriqueomme l'aélération de pesanteur et les mesures des angles entre la vertialeau géoïde et la vertiale à l'ellipsoïde, ou bien des mesures d'autres typesomme elles fournies par le GPS (Global Positioning System) ou la pho-togrammétrie (une tehnique qui permet d'e�etuer des mesures spatiales àpartir de photos), pour déterminer le potentiel T . Les mesures sont reliées à
T par des expressions qui résultent d'un proessus de linárisation se basantsur des développement de Taylor du premier ordre. Ces expressions sont ras-semblées après dans un même modèle. Notre problème est ramené don àrésoudre un problème de moindres arrés généralisé d'inonnue T .La méthode de olloation a un aspet probabiliste vu que les mesuresutilisées sont toujours bruitées. Et 'est pour exprimer les orrélations liantes mesures que l'on introduit la notion de fontion de ovariane. Cette fon-tion a été approhée par plusieurs modèles dans d'autres travaux, notammentle modèle de Markov, le modèle exponentiel et elui de Rapp et Tsherning[38℄. Dans ette thèse 'est e dernier modèle que nous adoptons.Dans la deuxième partie de e travail nous nous intéressons à déterminer



8 Table des matièresune distribution de points-masses (aratérisés par leur intensités et leur po-sitions) de telle manière qu'elle génère un potentiel qui approhe au mieux unpotentiel donné. On dé�nit ainsi un problème (inverse) au sens des moindresarrés. Sur la sphère unité, e problème est résolu en identi�ant les termesdes développements en harmoniques sphériques des deux potentiels [3℄. Dansle as où seulement une région de la sphère unité est onsidérée, l'estimationdes paramètres des points-masses utilisant la base des harmoniques sphé-riques est suseptible d'erreurs, puisque la propriété d'orthogonalité des élé-ments de la base n'est plus véri�ée. Cette ambiguité nous a poussé à penserà onstruire une base loale orthogonale sur laquelle nous allons résoudrenotre problème inverse. Cette tehnique a été introduite dans des travaux deSlepian et Pollak [50, 51℄, et utilisée essentiellement dans le traitement dusignal [17, 40℄. Les fontions de base loale, ou fontions de Slepian, sont desfontions à bande limitée qui onentrent la majorité de leur énergie dansla région onsidérée. Cette base est déterminée en résolvant un problème deonentration de Slepian sur une géométrie sphérique. Les fontions de ettebase sont orthogonales sur la sphère unité ainsi que sur la région étudiée.
Plan de la thèseNous struturons e rapport sur deux parties. Nous présentons dans lapremière partie nos travaux autour de la détermination du géoïde loal avela méthode de olloation par moindres arrés. Cette partie omporte troishapitres. Dans le premier nous présentons un bref aperçu sur la gravimétrieet la modélisation mathématique de ses di�érents axes, en partiulier la théo-rie du potentiel terrestre. Le deuxième hapitre est onsaré à la présentationde la méthode de olloation par moindres arrés et de son historique. Cette



Table des matières 9méthode a été proposée en géodésie physique par Moritz et implémentée parTsherning dans le paquet de programmes �GRAVSOFT� érit en langageFortran. Dans le troisième hapitre nous testons nos odes Matlab qui tra-duisent plusieurs odes du paquet �GRAVSOFT� de Tsherning, notammenteux du alul de la ovariane empirique et eux utilisés pour le alul desfontions de ovarianes. A la �n de e hapitre nous présentons des résultatsnumériques sur le alul d'un géoïde loal via la méthode de olloation parmoindres arrés.La deuxième partie de ette thèse traite la résolution d'un problème in-verse en géodésie physique. Il s'agit de de déterminer une distribution depoints-masses qui génère un potentiel équivalent au potentiel gravitationnelterrestre. Cette partie omporte trois hapitres. Dans le premier nous dé-taillons la mise en ontexte du problème inverse des points-masses sur laTerre entière et sur une région limitée de la Terre. Dans le deuxième ha-pitre nous présentons une étude de la solvabilité du problème. Un algorithmepermettant la loalisation des points-masses sur une région de la Terre estproposé. Les résultats de es deux derniers hapitres ont été publiés dans CA-RI'08. La validation numérique de notre méthode de résolution est présentéedans le troisième hapitre et soumise pour une publiation dans �InverseProblems in Siene and engeneering Journal �.





Première partie
Détermination d'un géoïde loalave la méthode de olloation





Chapitre 1
Ce qu'il faut onnaître de lagravimétrie
1.1 IntrodutionLe terme de gravimétrie désigne une méthode en géophysique qui a pourbut l'étude du potentiel de gravitation terrestre. La gravitation est un phé-nomène qui a longtemps été onsidéré par l'Homme omme étant un phé-nomène aquis sans besoin d'expliations. Quatre sièles avant Jésus-Christ,le philosophe Aristote a onsidéré que la gravitation est une partiulariténaturelle des objets qui ause leur hute sur la Terre, et plus la taille del'objet est grande plus e phénomène est important. Deux milles ans plustard, Galileo Galilée avait mis au monde une expliation de la gravitationbasée sur l'observation et la théorie. Il était le premier qui a expliqué quela gravité est l'aélération de toute masse en hute libre. Tous les objetstombent sur la Terre ave la même aélération, niant par suite l'in�uene dela masse sur la vitesse de hute d'un objet. Cette loi a donné une expliationdu omportement d'objet in�uené par la gravitation. Kepler (1571− 1630)



14 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétriea pu, ensuite grâe à ses études des orbites planétaires, déouvrir d'autreslois qui préparaient le terrain pour Isaa Newton. Ce dernier a rassemblétoutes les lois, trouvées préédemment, dans une seule loi exhaustive plussimple. L'in�uene de la masse d'un objet est de nouveau présente, non pasomme étant auto in�uente seulement mais aussi omme soure d'attrationd'autres objets (sans avoir des expliations pour e phénomène). La loi deNewton a permis aussi de reprendre le problème du pendule qui hange deomportement selon sa position sur la Terre. Par onséquent, on a pu dé-duire que l'aélération gravitationnelle hange de valeur selon la positiongéographique et l'altitude. Ainsi la gravitation a joué un r�le important dansl'apparition et l'évolution des sienes qui étudient la forme, les dimensionset l'entourage de la Terre, notamment l'astronomie et la géodésie physique.Pendant le 20ème sièle, la mesure de la gravité est devenu un outil im-portant pour l'exploitation des hydroarbures et des minéraux. Les investis-sements dans es domaines ont poussé l'humanité à reuser dans la théoriede Newton qui sert omme point de départ pour toute interprétation de lagravité. Ce fait a favorisé aussi des progrès dans le traitement de plusieursnouveaux modèles en géodésie et en géophysique. Ces modèles ont rélamédes systèmes de repérage des mesures et des positions sur la Terre, tels qu'uneréférene pour les hauteurs, des oordonnées géodésiques, et. Aujourd'hui,un système de repérage sophistiqué est utilisé grâe à la onsidération d'unesurfae mathématique (ellipsoïde de référene) omme surfae de référenedes hauteurs. Les oordonnées d'un point de la Terre relativement à ettesurfae sont la latitude, la longitude et la hauteur. De telles notions n'au-raient pas pu voir le jour sans le développement industriel des instruments demesures, tels que les télesopes, les gravimètres et les gradio-mètres de hautesensibilité. Ave le lanement des satellites arti�iels tels que les satellites ra-



1.2 : Champ de gravité terrestre 15dar et les GPS (Global Positioning System) un nouvel air d'observations degravité est apparu. L'interprétation est devenue plus préise grâe à l'exploi-tation de plusieurs observations pour étudier un seul phénomène. Il est aussidevenu possible d'observer indiretement le potentiel gravitationnel terrestreen observant la topographie des oéans qui est une surfae équipotentielle dupotentiel terrestre appelée aussi géoïde et qui onstitue enore une réserved'informations utiles [12℄. Parmi les méthodes utilisées dans le alul de ettesurfae on peut iter la méthode intégrale, la transformation de Fourier ra-pide (FFT) et la méthode de olloation par moindres arrés.Ce hapitre est struturé trois setions, la première dérit la gravité ter-restre. La deuxième setion est réservée pour présenter le hamp normal.Dans la troisième setion nous présentons le hamp perturbateur, qui est leparamètre en fontion duquel nous allons érire les relations entre les di�é-rents paramètres des deux hamps terrestre et normal.1.2 Champ de gravité terrestre1.2.1 La loi de l'attration et potentiel gravitationnelLa loi de l'attration universelle était publiée en 1687 par Isaa Newton.C'est un réapitulatif des observations de Galilée sur la hute libre des orpset de Kepler sur les orbites des planètes. Selon ette loi : l'attration gravi-tationnelle entre deux points matériels P et P ′ de masses respetives m et
m′, est proportionnelle à la masse de haun des deux points et inversementproportionnelle au arré de la distane qui les sépare ; ℓ :

F = G
mm′

ℓ2
, (1.1)où G = 6.6742.10−11 m 3 kg −1 s −2 est la onstante universelle de gravitation.



16 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétrieOn remarque que l'attration exerée par le premier point sur le seonddérive du potentiel :
V (P ′) = G

m

ℓ
et F (P ′) = m′∇V (P ′).1.2.2 Prinipe de superpositionLa loi d'attration de Newton (1.1) a été énonée dans le as de deuxpoints masses seulement. La formule du potentiel gravitationnel a été obtenuegrae à une propriété importante de la gravitation qui est le prinipe desuperposition.Cas disret : Ce prinipe dit que le potentiel d'attration engendré par unensemble de N masses est égal à la somme des potentiels des masses, i.e.,

V (P ) =

N∑

k=1

Vk =

N∑

k=1

Gmk

ℓkoù mk est la masse du point-masse, et les ℓk est la distane entre le point Pet le k-ème point masse Pk, k = 1 . . .N .La fore d'attration engendrée par et ensemble de points est alors don-née par :
f = ∇V =

N∑

k=1

∇Vk = −G
N∑

k=1

mk

ℓ3k
ℓk.Supposons que relativement au repère géoentrique les oordonnées sphé-riques des points P et Pk sont respetivement (r, θ, φ) et (rk, θk, φk).Dé�nition 1 (Distane sphérique) La distane sphérique ψk séparant lesdeux points P et Pk, est dé�nie par :

cosψk = cos θ cos θk + sin θ sin θk cos(φ− φk).
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Figure 1.1 : Prinipe de superposition : à gauhe, as d'une distributiondisrète ; à droite, as d'une distribution ontinue de points.Remarque 1. La distane Eulidienne ℓk entre P et Pk, s'érit :
ℓk =

√
r2 − 2rrk cosψk + r2k. (1.2)Lorsque les points Pk sont des points masses de la Terre, on a rk < r pour

1 ≤ k ≤ N . Par onséquent l'inverse de la distane ℓk est une fontion har-monique. Son développement en termes de séries d'harmoniques sphériquesest établi omme suit : Posons par αk = rk/r. Nous avons alors :
ℓk = r

√
1− 2αk cosψk + α2

k. (1.3)Par onséquent r/ℓk peut se développer en une série d'harmoniques sphé-riques par rapport à αk [27℄ :
r

ℓk
=

+∞∑

n=0

αn
k P̄n(cosψk), (1.4)où P̄n est le polyn�me de Legendre de degrè n normalisé (A.16).Il en résulte que



18 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétrie
1

ℓk
=

1

r

+∞∑

n=0

αn
k P̄n(cosψk), (1.5)et en utilisant le théorème d'addition des harmoniques sphériques (voirA.22)

1

ℓk
=

1

r

+∞∑

n=0

n∑

m=−n

αn
k

4π

2n+ 1
Ȳnm(θk, φk)Ȳnm(θ, φ). (1.6)Finalement, l'expression du potentiel élémentaire Vk est donnée en un point

P de l'espae par :
Vk(r, θ, φ) =

Gmk

r

+∞∑

n=0

n∑

m=−n

αn
k

4π

2n+ 1
Ȳnm(θk, φk)Ȳnm(θ, φ), (1.7)et par le prinipe de superposition :

V (P ) =

N∑

k=1

Vk =

N∑

k=1

Gmk

r

+∞∑

n=0

n∑

m=−n

αn
k

4π

2n+ 1
Ȳnm(θk, φk)Ȳnm(θ, φ). (1.8)Cas ontinu : Dans le as où le potentiel est généré par une distributionontinu de points Ω (un réseau in�ni de points ) de densité ρ, son expressionen ontinu est donnée par

V (P ) = G

∫∫∫

Ω

dm

r
= G

∫∫∫

Ω

ρ(x, y, z)

r
dxdydz,où r est la distane entre le point P et l'élément de masse dm. L'attrationgénérée par Ω dans e as est donnée par

f = ∇V = −G
∫∫∫

Ω

r

r3
dm,où r est le rayon veteur assoié au point P .
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Figure 1.2 : Attration gravitationnelle1.2.3 Attration gravitationnelle terrestreLa diretion de ette fore est portée par la droite passant par les deuxentres de masse des deux points matériels.Considèrons un point matériel de la Terre P ′ de masse élémentaire dm etde oordonnées (x′, y′, z′) relativement à un repère artésien. P est un pointde l'espae externe à la Terre, de masse unitaire (m = 1) et de oordonnées
(x, y, z). La fore d'attration, F , exerée par le point matériel P ′ sur le pointmatériel P peut s'érire :

F = −G dm

ℓ2
uP ′ ,où ℓ =√(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 et uP ′ =

1

ℓ




x− x′

y − y′

z − z′


 .Le hamp F dérive du potentiel V =

Gdm

ℓ
. En e�et, on a :

grad
1

ℓ
= − 1

ℓ3




x− x′

y − y′

z − z′,






20 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétrieet la démonstration en déoule. V est le potentiel gravitationnel généré par lepoint matériel P ′. Le potentiel gravitationnel terrestre est obtenu en sommantsur tous les potentiels élémentaires générés par des points matériels de laTerre de masse M dont une distribution de masse est ρ. On a alors :
V =

GM

ℓ
= G

∫

T

dm

ℓ
= G

∫

T

ρ

ℓ
dv,ave T représente ii le volume de la Terre et ℓ désigne la distane entre lepoint P ′ et le point potentié P .1.2.4 Potentiel entrifugeSous l'e�et de la rotation diurne de la Terre, un point matériel P demasse unitaire subit une fore dite entrifuge qui est exprimée en fontion desa distane à l'axe de rotation de la Terre et de diretion orthogonale à l'axede rotation de la Terre :

f = ω2(x2 + y2)uϕ,où ω est la vitesse de rotation de la Terre ; ω = 7, 29210−5rad/s. La foreentrifuge f dérive d'un potentiel Φ, dit potentiel entrifuge ;
Φ(P ) =

1

2
ω2 (x2 + y2).1.2.5 Potentiel de pesanteurLe potentiel de pesanteur terrestre, noté W , est la somme du potentielgravitationnel V et du potentiel entrifuge Φ, i.e., W = V +Φ.



1.2 : Champ de gravité terrestre 211.2.6 Aélération de pesanteur et oordonnées astro-nomiquesPar dé�nition, on appelle aélération de pesanteur terrestre, onvention-nellement notée g, le veteur égal à gradW sur la surfae terrestre.L'aélération de pesanteur en un point matériel P est réée par l'attra-tion gravitationnelle de la Terre et par l'aélération entrifuge :
g = gradW = G

∫∫∫

T

ρ

ℓ2
uP ′dv + ω2

√
x2 + y2 u.où uP′ =

−−→
P ′P

‖
−−→
P ′P‖

et u =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

, 0

).
g est exprimée en m/s2, ou en gal (1gal = 1cm/s2). La norme du veteurd'aélération de pesanteur g est appelée la gravité de pesanteur, notée g.Numériquement, la gravité n'est pas onstante, elle hange d'un lieu à unautre à ause de plusieurs fateurs mesurables, tels que les fores de marée,par exemple à l'équateur ‖ge‖ ≈ 9.78m/s2 et aux p�les ‖gp‖ ≈ 9.83m/s2.Les mesures de gravité g sont faites ave deux types de gravimètres. Lepremier alule la gravité du lieu en mesurant la vitesse de hute, à l'aide d'unrayon laser. Bien que e type de gravimètre fournit des mesures de préisionde 0.01 à 0.001mgal, il est très her, lourd, et enombrant. Le deuxièmetype de gravimètre mesure les hangements relatifs à la gravité g entre deuxendroits. Cet instrument utilise une masse sur l'extrémité d'un ressort quis'étire où la gravité g est plus forte. Il fournit une préision de 0.01mgalen environ 5 minutes. Des mesures de gravité peuvent aussi être prélevées àpartir d'une station de gravité.Le veteur unitaire normal au point P est porté par la diretion de g, i.e.,

n = −g
g
. On l'appelle aussi �l à plomb. Le signe moins est pour orienter lesens de la normale vers l'extérieur. Dans le système géoentrique (d'origine



22 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétriele entre de la Terre) artésien, n se déompose :
n =




cos Λ cosΦ

cos Λ sinΦ

sin Λ


 . (1.9)Les angles Λ et Φ sont appelés les oordonnées astronomiques : Λ est lalatitude astronomique, et Φ est la longitude astronomique.
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Figure 1.3 : Coordonnées astronomiques ; Λ et Φ sur une sphère unitéentrée au point P . Ainsi le repère (P, ‖x, ‖ y, ‖ z) est loal. Les symboles
‖x, ‖y, ‖z indiquent les parallèles aux axes du repère artésien géoentrique.1.2.7 Surfae équipotentielle et géoïdeUne surfae équipotentielle est l'ensemble des points ayant la même valeurdu potentiel W . Les lignes de hamp de pesanteur (ou les �ls à plomb) sontles ourbes perpendiulaires aux surfaes équipotentielles en tout point.En géodésie physique, un grand intérêt est donné à la surfae équipoten-tielle partiulière ; qui oinide ave le niveau moyen des mers sur la Terre.



1.2 : Champ de gravité terrestre 23Cette surfae est appelée le géoïde. Elle est onsidérée très prohe de la formede la Terre. Au niveau du géoïde le potentiel de pesanteur W = W0 = cte.Le géoïde est aussi, une surfae omplexe à ause de l'irrégularité dela distribution de la masse terrestre. Il est par onséquent impossible dele déterminer expliitement. Dans la géophysique ette surfae partiulièreprésente des ondulations qui sont quanti�ées au moyen des variations de sahauteur N par rapport à une surfae de référene arbitrairement hoisie. Onhoisit en général pour ette surfae un ellipsoïde de révolution.
g

W=W 0

P

Surfaces equipotentielles, W= constante

geoide

Fils a plomb

Figure 1.4 : Surfae équipotentielle du hamp de pesanteur. La diretiondu veteur gravité qui est perpendiulaire à l'équipotentielle et tangent au�l à plomb.



24 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétrie1.2.8 Propriétés du potentiel gravitationnel1.2.8.1 Potentiel extérieur et équation de LaplaeLorsque le point potentié est extérieur à la Terre, 'est à dire lorsque ℓ nes'annule pas, la fontion 1

ℓ
est ontinue et admet des dérivées premières etseondes ontinues. On peut par suite aluler les dérivées partielles seondesde 1

ℓ
et montrer que le potentiel V véri�e l'équation de Laplae △V = 0, ouenore V est harmonique. En e�et, si ℓ ne s'annule pas alors 1

ℓ
est harmonique,et on a :

∂

∂x

(
1

ℓ

)
= −x− x

′

ℓ3
,

∂2

∂x2

(
1

ℓ

)
=
−ℓ2 + 3(x− x′)2

ℓ5

∂

∂y

(
1

ℓ

)
= −y − y

′

ℓ3
,

∂2

∂y2

(
1

ℓ

)
=
−ℓ2 + 3(y − y′)2

ℓ5

∂

∂z

(
1

ℓ

)
= −z − z

′

ℓ3
,

∂2

∂z2

(
1

ℓ

)
=
−ℓ2 + 3(z − z′)2

ℓ5
,ainsi,

∆

(
1

ℓ

)
=

∂2

∂x2

(
1

ℓ

)
+

∂2

∂y2

(
1

ℓ

)
+

∂2

∂z2

(
1

ℓ

)
= 0.Par onséquent, le potentiel gravitationnel V peut être représenté à l'aided'un développement en harmoniques sphériques [38℄. Dans un repère géo-entrique où l'origine O oïnide ave le entre de gravité de la Terre et enintroduisant l'ellipsoïde de référene, on peut érire :

V =
GM

r

(
1 +

+∞∑

n=1

(a
r

)n n∑

m=0

(
C̄nm cosmϕ+ S̄nm sinmϕ

)
P̄nm(cos θ)

)

=
GM

r

(
1 +

+∞∑

n=1

n∑

m=−n

anm

(a
r

)n
Ȳnm(θ, ϕ)

)
, (1.10)où

r, θ et ϕ sont les oordonnées sphériques du point de alul,
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Ȳnm(θ, ϕ) sont les harmoniques sphériques surfaiques normalisées (A.16),
ānm =




C̄nm si m ≥ 0

S̄nm si m ≤ 0,

sont les oe�ients du potentiel gravitation-nel normalisées,
M est la masse de la Terre,
a est le rayon équatorial de l'ellipsoïde de référene,
P̄nm sont des fontions de Legendre de première espèe et normalisées.Dans l'expression du potentiel gravitationnel, la quantité onstante GM

r(qui est aussi le terme d'ordre n = 0 dans le développement) représente lavaleur moyenne du potentiel V . Cette valeur orrespond au modèle d'unemasse pontuelle en O. Chaque terme de l'expression du potentiel, présenteune déviation par rapport à ette valeur moyenne. Lorsque le potentiel estsupérieur à la valeur moyenne, il y a un exès de masse, et lorsque le potentielest inférieur à ette valeur, il y a un défaut de masse.Remarque 2 (Modèle géopotentiel) L'étude des perturbations des tra-jetoires des satellites sous l'in�uene de l'attration terrestre, a permis d'éla-borer des modèles géopotentiels qui représentent le hamp gravitationnel ter-restre. Ces modèles sont présentés sous la forme d'un développement en har-moniques sphériques dont les oe�ients sont déterminés grâe aux missionsspatiales. Soit :
V =

GM

r

(
Nmax∑

n=0

(a
r

)n n∑

m=0

(
C̄nm cosmϕ + S̄nm sinmϕ

)
P̄nm(cos θ)

)
,(1.11)où Nmax est l'ordre maximal des termes du modèle, par exemple, pour le mo-dèle EGM96, obtenu par les reherhes en géodésie spatiale, Nmax = 360 [2℄.



26 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétrieAtuellement il existe le modèle EGM08 qui est plus préis et dont l'ordremaximal est Nmax = 2160 [1℄. C̄nm et S̄nm sont des oe�ients sans dimen-sion qui aratérisent la répartition des masses dans le volume de la Terre.Ils sont obtenus prinipalement par des mesures de pesanteur, des études desperturbations des mouvements des satellites arti�iels et des mesures d'alti-métrie par satellite.1.2.8.2 Potentiel intérieur et équation de PoissonLorsque le point potentié P est à l'intérieur de la Terre, la fontion 1

ℓn'est plus ontinue en P . Dans e as les dérivées partielles au voisinage de
P ne peuvent pas être alulées diretement et V n'est plus une fontion har-monique [56℄. Soit B(P, ε) la boule de entre P et de rayon ε. Déomposonsle volume de la Terre sous la forme [29℄ :

T = [T \B(P, ε)] ∪ B(P, ε).Ainsi le potentiel V s'érit :
V (x, y, z) = G

∫∫∫

T

̺(x′, y′, z′)√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

dx′dy′dz′

= G

∫∫∫

T \B(P, ε)

̺(x′, y′, z′)√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

dx′dy′dz′

+ G

∫∫∫

B(P, ε)

̺(x′, y′, z′)√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

dx′dy′dz′.Notons par Iε la première intégrale, i.e., elle sur T \B(P, ε) et par Jε ladeuxième intégrale, i.e., elle sur B(P, ε). Nous herhons maintenant àdéterminer les limites de ∆Iε et de ∆Jε lorsque ε tend vers zéro.Pour la première on a
lim
ε→0

∆Iε = G∆

(∫∫∫

T

̺(x′, y′, z′)

ℓ
dx′dy′dz′

)

= G

∫∫∫

T
̺(x′, y′, z′)∆

(
1

ℓ

)
dx′dy′dz′ = 0.
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∆Jε = G

∫∫∫

B(P, ε)

∆

(
̺(x′, y′, z′)

ℓ

)
dx′dy′dz′

= G

∫∫∫

B(P, ε)

̺(x′, y′, z′)∆

(
1

ℓ

)
dx′dy′dz′.De plus on a ∆

(
1

ℓ

)
= div

(
grad

(
1

ℓ

))
.Rappelons la formule de la divergene

∫∫∫

Ω

divFdv =

∫∫

S
Fnds,où Ω est le volume enfermé par la surfae S et Fn est la projetion du veteur

F sur la normale extérieure à la surfae S (i.e., omposante normale de F ).Si F est la fore d'éoulement d'un �uide, alors ∫∫
S
Fnds est le �ux du �uideà travers S par unité de surfae. La quantité divF représente la quantité de�uide par unité de volume. En appliquant ette formule dans notre as nousobtenons :

∆Jε = G

∫∫∫

B(P,ε)

̺(x′, y′, z′)∆

(
1

ℓ

)
dv

= G

∫∫

S(P,ε)

̺(x′, y′, z′)
∂

∂n

(
1

ℓ

)
ds+G

∫∫

S(P,ε)

1

ℓ

∂

∂n
(̺(x′, y′, z′))ds.Sur la sphère S(P, ε) on a :





∂

∂n
=

d

dr
et l = r = ε,

ds = r2 sin θdθdϕ
∫∫

S(P,ε)

ds =

∫

0

2π∫

0

π

r2 sin θdθdϕ.Par onséquent,
∆Jε = G

∫∫

S(P,ε)

̺(x′, y′, z′)

(
d

dr

(
1

r

))

r=ε

ε2 sin θdθdϕ

+ G

∫∫

S(P,ε)

1

ε

d

dr
(̺(x′, y′, z′))ε2 sin θdθdϕ

= −G
∫∫

S(P,ε)

̺(x′, y′, z′) sin θdθdϕ+G

∫∫

S(P,ε)

ε
d

dr
(̺(x′, y′, z′)) sin θdθdϕ.



28 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétrieEn outre,
lim
ε→0

̺(x′, y′, z′) = ̺(x, y, z).Ainsi,
lim
ε→0

∆Jε = −G̺
∫∫

S(P,ε)

sin θdθdϕ

︸ ︷︷ ︸
↓4π

= −4G̺π.Théorème 1. A l'intérieur de la Terre, V satisfait l'équation de Poisson
∆V (x, y, z) = −4G̺π.1.3 Champ normal1.3.1 Ellipsoïde de référene et potentiel normalLa rotation de la Terre autour de son axe, entraîne une déformation auniveau des p�les (aplatissement) et au niveau de l'équateur (gon�ement).L'approximation mathématique la plus �dèle à la forme de la Terre est, paronséquent, l'ellipsoïde de révolution qui est une surfae engendrée par larotation d'une ellipse autour de l'axe des p�les. Il aratérisé par son demi�grand axe a, son demi�petit axe b et son aplatissement f = (a − b)/b. Ils'éarte d'une distane du géoïde qui ne dépasse pas ±100m. En outre, l'el-lipsoïde hoisi a la même masse, le même entre, le même rayon équatorial, lamême vitesse de rotation, le même axe des p�les, et le même fateur d'apla-tissement que la Terre. D'après Clairault (1743) [29℄, l'ellipsoïde dérit laforme d'équilibre d'un �uide en rotation. Parmi les ellipsoïdes de référenesutilisés, nous itons :



1.3 : Champ normal 29Ellipsoïde Année a b f eClarke 1880 6378249.2 6356515.0 0.00340755 0.08248325676Hayford 1909 6378388.0 6356911.9461 0,003367003 0.08199188998IAG GRS 1980 6378137.0 6356752.314 0,003352811 0.08181919106L'ellipsoïde de référene ainsi dé�ni, génère un hamp, appelé hamp nor-mal et noté U , qui approhe le hamp du pesanteur terrestre W . L'ellipsoïdeest une surfae équipotentielle du hamp U , et e dernier est égal, sur l'ellip-soïde, au potentiel de pesanteur sur le géoïde, W0 (�g.1.5). Le hamp normal
U est une fontion harmonique à l'extérieur de l'ellipsoïde de référene asso-ié. Il se déompose en la somme du potentiel gravitationnel V et du potentielentrifuge Φ (le même que elui de la Terre), i.e., U = V + Φ. Comme lepotentiel de pesanteur, le potentiel normal U admet un développement enharmoniques sphériques qui sérit :

V =
GM

r

[
1 +

∞∑

n=1

(a
r

)2n
J2nP2n(cos θ)

]
,ave m =

ω2a2b

GM
, e =

√
a2 − b2
a

, e′ =

√
a2 − b2
b

, q0 =
1

2

(
1 +

3

e′2

)
arctg e′−

3

2e′
.et

J2n = (−1)n+1 3 e2n

(2n+ 1)(2n+ 3)

(
1− n+ 5n

J2
e2

)
,

J2 =
1

3
e2
(
1− 2

15

me′

q0

) : l'aplatissement dynamique de l'ellipsoïde :
J2 = 108263.0000064 . 10−8 pour GRS80
J2 = 108263.000424 . 10−8 pour WGS84.La valeur du potentiel normal sur la surfae de l'ellipsoïde GRS80 parexemple est :
UGRS80 = 6.263686085004697.107m2s−2.



30 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétrieDans Fig. 1.5, nous présentons l'erreur relative sur le potentiel de l'ellispoïdedé�nie par :
Erel =

|U − UGRS80|
|UGRS80|

,et l'erreur absolue par rapport à la valeur du potentiel gravitationnel sur lal'ellipsoïde dé�nie par :
Eabs = |U − UGRS80|.
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Figure 1.5 : L'erreur relative et l'erreur absolue sur le potentiel normalalulée à la surfae de l'ellispoïde de référene GRS80. C'est la variation dudéveloppement en harmoniques sphériques du hamp normal autour de savaleur réelle sur l'ellipsoïde.



1.3 : Champ normal 311.3.2 Gravité normale et oordonnées géodésiquesLe veteur gravité normale, noté γ, est un analogue de l'aélération depesanteur g. En fait, on peut érire
γ = gradU =




∂U
∂x

∂U
∂y

∂U
∂z


 .La formule de Somigliana donne le module de la gravité normale sur l'el-lipsoïde de référene en fontion de la latitude géographique géodésique λ,l'angle que fait la noramle à l'ellipsoïde ave le plan equatorial [38℄.

γ =
aγe cos

2 λ+ bγp sin
2 λ

(a2 cos2 λ+ b2 sin2 λ)
1

2

, (1.12)où γe et γp sont respetivement les valeurs de la gravité normale à l'équateuret aux p�les de l'ellipsoïde. Elles sont alulées à l'aide des expressions :
γa =

GM

ab
(1−m− me′q′0

6q0
), (1.13)

γb =
GM

a2
(1 +

me′q′0
3q0

), (1.14)ave
q′0 = 3

(
1 +

1

e′2

)(
1− 1

e′
arctge′

)
− 1.A une hauteur h au-dessus de l'ellipsoïde, le module de la gravité normale sealule à partir de :

γh = γ

(
1− 2

a

(
1 + f +m− 2f sin2 λ

)
h +

3h2

a2

)
,où f =

a− b
a

, est l'aplatissement de l'ellipsoïde onsidéré.Par analogie au as de la gravité de pesanteur (1.9), les oordonnéesgéodésiques (λ, φ) sont introduites dans l'expression du veteur de gravité
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γx = −γ cosλ cosφ,
γy = −γ cosλ sinφ,
γz = −γ sinλ,

(1.15)et dé�nies par :
λ = arcsin(−γz

γ
),

φ = arctg(
γy
γx

).
(1.16)
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Figure 1.6 : Coordonnées géodésiques. λ est la latitude, et φ est la longi-tude.Ces oordonnées servent à loaliser un point sur la Terre. Un point audessus de l'équateur a une latitude positive et réiproquement. Les valeursdes latitudes varient entre −90◦ et 90◦. Les lignes de latitudes égales sontappelées les parallèles. La parallèle la plus importante est la parallèle originequi est l'équateur. Les longitudes varient entre −180◦ et 180◦. Les lignes delongitudes égales sont appelées les méridiens. Le méridien le plus importantest le méridien origine des longitudes appelé aussi la ligne de Greenwith.



1.4 : Relations entre hamp réel et hamp approhé 331.4 Relations entre hamp réel et hamp ap-prohé1.4.1 Anomalie de gravitéSoient M un point quelonque de la surfae topographique et P l'inter-setion du �l à plomb passant par e point ave le géoïde. Notons par Qle projeté orthogonal de M sur l'ellipsoïde (Fig.1.7). L'anomalie de gravité,notée ∆g, est la di�érene entre les modules de la gravité mesurée en P et lagravité normale en Q, i.e.,
∆g = gP − γQ. (1.17)Les anomalies orrespondant au modèle géopotentiel EGM96, admettent undéveloppement en harmoniques sphériques qui s'érit :

∆g =
GM

r2

Nmax∑

n=2

(n− 1)
(a
r

)n n∑

m=0

(
∆C̄nm cosmϕ +∆S̄nm sinmϕ

)
P̄nm(cos θ),(1.18)où ∆C̄nm et ∆S̄nm sont les di�érenes entre les oe�ients du potentiel ter-restre et les oe�ients du potentiel normal relativement au modèle géopo-tentiel EGM96.1.4.2 Déviation de la vertialeL'angle entre la normale au géoïde ou le �l à plomb -support de g- etla normale à l'ellipsoïde -support de γ- est appelé déviation de la vertiale.Il a deux omposantes, une dans la diretion nord-sud ξ et l'autre dans la



34 Chapitre 1 : Ce qu'il faut onnaître de la gravimétriediretion Est-Ouest η (�g.1.7). Nous avons les formules suivantes :
ξ := Λ− λ, (1.19)
η := (Φ− φ) cosλ, (1.20)où (Λ,Φ) sont les oordonnées astronomiques, et (λ, φ) sont les oordonnéesgéodésiques.1.4.3 Potentiel perturbateurLa di�érene entre le potentiel de pesanteur réelW et le potentiel normal

U est appelée le potentiel perturbateur :
T =W − U.Le potentiel T est harmonique omme étant di�érene de deux fontionsharmoniques (W et U). Il possède alors un développement en harmoniquessphériques [27℄. La forme du développement assoiée au modèle EGM96 estdonnée par :

T =
GM

r

Nmax∑

n=2

(a
r

)n n∑

m=0

(
∆C̄nm cosmϕ+∆S̄nm sinmϕ

)
P̄nm(cos θ). (1.21)1.4.4 Relation entre potentiel perturbateur et la dévia-tion de la vertialeLes omposantes de la déviation de la vertiale s'expriment en fontiondu potentiel perturbateur T en un point extérieur à la Terre P sous la forme[38℄ :

ξP = − 1

γQrP

∂T

∂θ
, (1.22)

νP =
1

γQrP cos θP

∂T

∂ϕ
. (1.23)
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Figure 1.7 : Veteur aélération de pesanteur g, veteur aélérationnormal γ, ondulation du géoïde N et les omposantes Nord-Sud et Est-Ouestde la déviation de la vertiale.Notons aussi que W (P ), la valeur du potentielde pesanteur au point P, est égale à U(Q), la valeur du potentiel normal aupoint Q.
1.4.5 Hauteur du géoïde et relation ave potentiel per-turbateur

La distane entre P et Q suivant le �l à plomb s'appelle la hauteur dugéoïde N (Fig.1.8). La distane entre M et P suivant le �l à plomb estappelée la hauteur orthométrique du point M . La hauteur du géoïde est liéeau potentiel perturbateur T par la formule de Brun [27℄ :
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Figure 1.8 : Hauteur du géoïde N , hauteur orthométrique H.
N(P ) =

T (P )

γ
. (1.24)Par onséquent il est possible de aluler la hauteur du géoïde dès que lepotentiel perturbateur T est onnu.La valeur de la hauteur du géoïde assoié au modèle EGM96, s'érit sousla forme :

N =
T

γ
=
GM

r

Nmax∑

n=2

(a
r

)n n∑

m=0

(
∆C̄nm cosmϕ +∆S̄nm sinmϕ

)
P̄nm(cos θ).1.4.6 Relation fondamentale de gravimétrieA l'aide des formules (1.17) et (1.24) nous avons la relation fondamentalede gravimétrie qui relie l'anomalie de gravité ∆g, la hauteur du géoïde N etle potentiel perturbateur T [27℄ :

∆g = −2
r
T − ∂T

∂r
. (1.25)1.5 ConlusionLes relations entre les paramètres des deux hamps de gravité terrestre ethamp normal, s'expriment toutes en fontion du hamp perturbateur. Par



1.5 : Conlusion 37onséquent, déterminer e hamp perturbateur permet de déterminer plu-sieurs informations sur le hamp de gravité terrestre à partir des mesurese�etuées. Dans le hapitre suivant nous détaillons la méthode de de ollo-ation par moindres arrés pour la détermination du potentiel perturbateur,qui sert à son tours pour la détermination d'un géoïde.





Chapitre 2
Méthode de olloation parmoindres arrées
2.1 IntrodutionLa méthode de olloation par moindres arrés (CMC) est une méthode,basée sur le prinipe de Wiener-Kolmogoro�, qui sert à donner une estimationlinéaire d'un proessus stohastique en minimisant les arrés des erreurs.En géodésie ette méthode permet de faire le lien entre le sens physique etl'interprétation statistique des di�érentes fontions du hamp gravitationnelterrestre. Elle a été proposée pour la première fois en 1969 par Krarup danssa publiation �A Contribution to the Mathematial Foundation of PhysialGeodesy�, puis illustrée ave détails dans [12, 38℄. C'est une méthode qui aété utilisée ave suès dans plusieurs problèmes de géodésie physique. Enpartiulier dans plusieurs appliations liées aux missions spatiales telles quel'altimétrie par satellite [42℄, la prédition des anomalies de gravité, et lealul des ondulations du géoïde [44℄.La méthode CMC est en outre, un as partiulier de méthodes utilisées en



40 Chapitre 2 : Méthode de olloation par moindres arréesgéostatistique (disipline qui permet l'interprétation statistique de donnéesspatiales et temporelles) pour l'exploitation des observations disponibles surun site de la terre ou une région donnée. Cette méthode néessite, par onsé-quent, la aratérisation des orrélations entres les di�érentes observations,et e fait néessite, tout d'abord, la onstrution d'un variogramme. Il s'agitd'une fontion qui dépend seulement de la distane qui sépare deux points demesures, et non pas de leurs oordonnées. La détermination de ette fontionpermet la dédution de la fontion ovariane empirique (qui est de grandeimportane dans la méthode de CMC) et réiproquement. On introduit en-suite une fontion ovariane analytique noyau qui peut être modélisée àpartir de la fontion ovariane empirique des observations. Les autres o-varianes pourront être déduites grâe au ouplage du modèle analytique dela ovariane noyau et ertaines lois physiques reliant les quantités étudiéesdans le problème à résoudre.Parmi les appliations les plus intéressantes de la méthode CMC nousitons le alul du potentiel perturbateur T [38℄. Les relations linéaires aved'autres quantités géodésiques telles que les anomalies de gravité ∆g et lesomposantes de la déviation de la vertiale ξ et η, permettent une détermi-nation préise du géoïde loal ou régional, parmi d'autres informations duterrain étudié.Parmi les avantages de la méthode CMC, on remarque sa apaité à ex-ploiter des observations non seulement homogènes mais aussi hétérogènespour la détermination d'une quantité inonnue. Les résultats trouvés sontompétitifs même lorsque le nombre d'observations est limité. L'inonvé-nient le plus important de la méthode est numérique. En e�et, les taillesdes matries à inverser sont d'autant plus grandes que le nombre d'observa-tions augmente. Ave l'avanement des méthodes numériques et du materiel



2.2 : Prédition par la méthode des moindres arrés 41informatique et inonvenient s'avère de moins en moins inquiétant [44℄.Nous struturons e hapitre sur quatre setions. Dans la première nousprésentons la méthode de prédition par moindres arrés et son utilisationpour résoudre ertains problèmes en géodésie physique est abordée dans ledeuxième setion. Nous onsarons ensuite la troisième setion pour les dé-tails de la fontion ovariane qui joue un r�le fondamental dans l'applia-tion de la méthode de olloation. Dans la dernière setion nous dérivons latehnique de �retrait-restauration� qui permet de déterminer les hauteurs dugéoïde en tenant ompte de la répartition des masses à l'intérieur de la terre.2.2 Prédition par la méthode des moindres ar-résLa méthode de moindres arrés (MMC) permet d'ajuster un modèle ma-thématique a�n d'interpréter un ensemble de mesures expérimentales. Consi-dérons le problème général suivant :Disposant du veteur de mesures l = (l1, l2, . . . , lq)t , on veut déterminerle veteur signal s =
(
s1, s2, . . . , sp

)t qui en déoule. l et s sont des veteursentrés, i.e., E(l) = 0 et E(s) = 0, où E(.) désigne la fontion espérane dansle sens probabiliste. On suppose que la méthode MMC est la meilleure quipermette de prédire e signal. Elle onduit à la meilleure ombinaison possibledes observations quelque soit le omportement des erreurs. La résolution dee problème fait intervenir la onstrution des fontions auto-ovariane desveteurs s et l dé�nies par :
Cll = cov(l, l) = E(l lt), (2.1)
Css = cov(s, s) = E(s st), (2.2)



42 Chapitre 2 : Méthode de olloation par moindres arréeset la fontion ross-ovariane des veteurs s et l dé�nies par :
Csl = cov(s, l) = E(s lt) = E(l st)t. (2.3)Ce sont des matries de plein rang, symétriques et dé�nies positives.Ainsi, trouver le meilleur préditeur linéaire ŝ de s, revient à déterminerla matrie H qui permet d'avoir ŝ = Hl. Notons par ǫ = ŝ − s le veteurd'erreurs sur s. La matrie de ovariane de ǫ, Cǫǫ = cov(ǫ, ǫ) = E(ǫ ǫt) =

E((ŝ− s)(ŝ− s)t). Les termes diagonaux de ette matrie sont les varianes
σ2
k des erreurs ŝk− sk. Dans le sens probabiliste les σ2

k sont aussi appelées leserreurs quadratiques. La matrie de ovariane de l'erreur ǫ pour une matrie
H arbitraire est établie omme suit :En érivant

ǫǫt = (Hl− s)(Hl− s)t = Hl ltH t − s ltH tHlst + s st,on établit que :
Cǫǫ = E(ǫ ǫt) = HE(l lt)H t −E(s lt)H t −HE(l st) + E(s st)

= HCllH
t − CslH

t −HCls + Css,or Csl = Ct
ls.Par onséquent,

Cǫǫ = Css − CslC
−1
ll Cls + (H − CslC

−1
ll )Cll(H − CslC

−1
ll )t.La matrie Cǫǫ est la somme d'une matrie indépendante de H , notée

I = Css − CslC
−1
ll Cls et d'une matrie qui dépend de H notée D = (H −

CslC
−1
ll )Cll(H − CslC

−1
ll )t.

Cll est une matrie dé�nie positive et D est une matrie positive qui peuts'annuler [38℄. Ce fait implique que pour trouver une meilleure estimationlinéaire du veteur signal s (i.e., véri�ant une variane d'erreur minimale) il



2.3 : Appliation de la méthode de moindres arrés en géodésie physique43su�t de prendre D égale à la matrie nulle, en mettant H = CslC
−1
ll [38℄.Ainsi,

ŝ = CslC
−1
ll l.

2.3 Appliation de la méthode de moindres ar-rés en géodésie physique2.3.1 Prédition de signaux à partir de mesures homo-gènes : Cas de la gravitéPlusieurs problèmes de géodésie et en partiulier de gravimétrie nées-sitent l'intervention de la méthode de moindres arrés. Parmi es problèmes,on peut iter la prédition (.a.d, l'interpolation ou l'extrapolation) des ano-malies de gravité ; il s'agit de déterminer en un point P de l'espae uneestimation de la valeur d'anomalie de gravité ∆gP , à partir de q mesures
∆g1, . . . ,∆gq en q points P1, . . . , Pq au voisinage du point P .L'objetif est de ompléter les observations de gravité par interpolationou par extrapolation : par interpolation, lorsque les points de mesure sonttrès éloignés les uns des autres, il s'agit don de densi�er les valeurs degravité ou des anomalies de gravité pour une étude plus �ne de la zone ;par extrapolation, lorsque le point P est loin des points de mesure. Cettedernière situation est très fréquente en géodésie physique, surtout lorsqu'ily a des zones non aessibles pour des mesures. Il est à noter que es deuxtypes de prédition ont la même formulation mathématique.Pour résoudre e problème il su�t de déterminer une fontion F desanomalies de gravité ∆g1, . . . ,∆gq telle que la valeur inonnue ∆gP au point
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P , peut s'érire ;

∆gP = F(∆g1, . . . ,∆gq).Dans la pratique, la fontion F est souvent hoisie linéaire par rapport auxmesures des anomalies de gravité [38℄ et don il existe q salaires α1, . . . , αqtels que
∆gP =

q∑

i=1

αi∆gi.La résolution de e problème est réduite à la détermination de la fontion
F et par suite, à la détermination des salaires αi par la méthode de moindresarrés.Soient CP i = cov(dist(P, Pi)) et Cij = cov(dist(Pi, Pj)) les valeurs desovarianes des distanes linéaires entre les points de mesure. Pour alu-ler es deux fontions il su�t de aluler la fontion Cij, l'autre ovarianeest déduite de ette dernière. Cij est un modèle analytique qui approhe lafontion ovariane empirique issue des mesures de gravité.Les anomalies de gravité sont alors données par l'expression [38℄ ;

∆gP = (CP1CP2 . . . CPn)




C11 . . . C1n... . . .
...

Cn1 . . . Cnn




−1


∆g1...
∆gn


 .2.3.2 Méthode de olloation par moindres arrés � Pré-dition de signaux à partir de mesures hétérogèneset alul du géoïdeLa méthode de moindres arrés peut servir à l'estimation de signaux àpartir de mesures hétérogènes. Dans e as la méthode est appelée olloationpar moindres arrés [38℄. Les statistiiens l'appellent krigeaje simple. Un pro-blème lassique en géodésie physique est elui de la détermination d'un géoïde



2.3 : Appliation de la méthode de moindres arrés en géodésie physique45loal. Cette surfae, approhant le niveau moyen des mers, osille autour dela surfae de l'ellipsoïde de référene. On parle alors des osillations du géoïdeautour de l'ellipsoïde, ou des hauteurs du géoïde par rapport à l'ellispoïde,notées par N . Les valeurs de N sont liées au potentiel perturbateur T parla formule de Brun (1.24). La détermination de la hauteur géoïdale en toutpoint d'une région donnée revient essentiellement à déterminer le potentielperturbateur T en tout point. Cei fut le sujet d'un travail formulé et résolupar Krarup en 1969 en utilisant la méthode de prédition par moindres arrésà partir de mesures de types di�érents (exemple : les anomalies de gravitéou les valeurs de la gravité et les omposantes de la déviation de la vertialequi sont des angles) [38℄. Les mesures dépendent linéairement du potentielperturbateur par des expréssions trouvées grâe à des développements deTaylor du premier ordre de quelques lois de la géodésie physique. En e�et,en oordonnées sphériques l'anomalie de gravité est donnée par :
∆g = −∂T

∂r
− 2

r
T = (− ∂

∂r
− 2

r
)T =: L1T, (2.4)la omposante Nord-Sud de la déviation de la vertiale est

ξ =
1

γr

∂T

∂θ
= (

1

γr

∂

∂θ
)T =: L2T, (2.5)et la omposante Est-Ouest de la déviation de la vertiale est

η = − 1

γr sin θ

∂T

∂λ
= (− 1

γr sin θ

∂

∂φ
)T =: L3T. (2.6)Les Li désignent dans les équations préédentes des formes linéaires (ou lalinéarisations de proessus non linéaires), et elles représentent les aspetsphysiques des quantités mesurées. Supposons que le veteur des mesures lontient q mesures d'anomalies de gravité, q mesures de la omposante Nord-Sud de la déviation de la vertiale et q mesures de la omposantes Est-Ouest



46 Chapitre 2 : Méthode de olloation par moindres arréesde la déviation de la vertiale : l = (∆g1, . . . ,∆gq, ξ1, . . . , ξq, η1, . . . , ηq)
t. Paronséquent, on peut érire :

l = BT , (2.7)ave
T = (T (P1), . . . , T (Pq)) = (T1, . . . , Tq), (2.8)
B =




L1 0 0

0 L2 0

0 0 L3


 , est une matrie diagonale par blo, (2.9)

Li = diag(Li(P1), . . . , Li(Pq)), i = 1 . . . 3. (2.10)Comme l ontient des mesures e�etuées par l'homme et ave des instru-ments de di�érents niveaux de préision, il est essentiel de modi�er l'équation(2.7) pour tenir ompte des erreurs de mesures. Elle devient alors :
l = BT + n, (2.11)où n est le veteur des erreurs de mesure qui sont onsidérées en générald'espéranes nulles, et indépendantes les unes des autres.Lorsque les données X, relatives aux oordonnées des points de mesureou erreurs systématiques, sont à déterminer, une formulation plus généraledu problème de olloation par moindres arrés est présentée [38℄. Elle s'éritomme suit :

l = AX +BT + n, (2.12)où le terme AX représente la partie déterministe des mesures l. La matrie
A est appelée la matrie de sensitivité.



2.3 : Appliation de la méthode de moindres arrés en géodésie physique47La détermination du potentiel perturbateur T et du veteur X néessitetout d'abord, la onstrution des matries de ovariane des di�érentes quan-tités mises en jeu. Ce travail est basé sur le alul de la fontion ovarianeempirique intrinsèque aux mesures et le hoix d'un modèle analytique adé-quat qui l'approhe. Nous verrons dans la suite de e hapitre les démarhesà suivre pour déduire les autres fontions ovarianes (auto-ovariane etross-ovariane).Dans le problème de olloation par moindres arrés les fontions auto-ovarianes sont notées :
cov(∆g(P ),∆g(Q)) = C∆g∆g

PQ ,

cov(ξ(P ), ξ(Q)) = Cξξ
PQ,

cov(η(P ), η(Q)) = Cηη
PQ,

cov(T (P ), T (Q)) = CTT
PQ,

cov(n, n) = Cnn.Les ross-ovarianes dans notre problème sont :
cov(∆g(P ), T (Q)) = C∆gT

PQ , (2.13)
cov(∆g(P ), ξ(Q)) = C∆gξ

PQ , (2.14)
cov(∆g(P ), η(Q)) = C∆gη

PQ , (2.15)
cov(T (P ), ξ(Q)) = CTξ

PQ, (2.16)
cov(T (P ), η(Q)) = CTη

PQ. (2.17)Solution du problème :Ainsi, l'estimateur linéaire entré de T et véri�ant le prinipe du minimumde la méthode de olloation i.e.,
T̂ = argmin(T tCTT

−1T + ntCnn
−1n),



48 Chapitre 2 : Méthode de olloation par moindres arréesest donné par l'expression :
T̂ (P ) = CT (P )l(C ll +Cnn)

−1l,et
X̂ = (At(C ll +Cnn)

−1A)−1AtC ll
−1lave

l =




∆g1...
∆gq

ξ1...
ξq

η1...
ηq




, CT (P )l =




CT∆g
PP1...

CT∆g
PPq

CTξ
PP1...

CTξ
PPq

CTη
PP1...

CTη
PPq




t

,

Cnn = diag
(
σ2
∆g, . . . , σ

2
∆g, σ

2
ξ , . . . , σ

2
ξ , σ

2
η , . . . , σ

2
η

)
,et

Cll =




C∆g∆g
P1P1

. . . C∆g∆g
P1Pq

C∆gξ
P1P1

. . . C∆gξ
P1Pq

C∆gη
P1P1

. . . C∆gη
P1Pq... ... ... ... ... ...

C∆g∆g
P1Pq

. . . C∆g∆g
PqPq

C∆gξ
P1Pq

. . . C∆gξ
PqPq

C∆gη
P1Pq

. . . C∆gη
PqPq

Cξ∆g
P1P1

. . . Cξ∆g
P1Pq

Cξξ
P1P1

. . . Cξξ
P1Pq

Cξη
P1P1

. . . Cξη
P1Pq... ... ... ... ... ...

Cξ∆g
P1Pq

. . . Cξ∆g
PqPq

Cξξ
P1Pq

. . . Cξξ
PqPq

Cξη
P1Pq

. . . Cξη
PqPq

Cη∆g
P1P1

. . . Cη∆g
P1Pq

Cηξ
P1P1

. . . Cηξ
P1Pq

Cηη
P1P1

. . . Cηη
P1Pq... ... ... ... ... ...

Cη∆g
P1Pq

. . . Cη∆g
PqPq

Cηξ
P1Pq

. . . Cηξ
PqPq

Cηη
P1Pq

. . . Cηη
PqPq




.



2.4 : Fontion ovariane 492.4 Fontion ovariane2.4.1 La fontion ovariane empiriqueDans la méthode de olloation par moindres arrés la présentation d'uneovariane empirique a un r�le fondamental pour l'étude statistique des me-sures fournies et le signal à déterminer. Pour déterminer un géoïde loal,ette fontion est alulée à partir des mesures de gravité ou d'anomalies degravité e�etuées. D'autre part, elle a un aratère fondamental grâe auxinformations qu'elle peut fournir, notamment les variations du hamp poten-tiel et l'aplatissement de la région. Elle dépend uniquement de la distaneséparant les points d'observation et non pas de leur loalisation. Sur un planla distane onsidérée entre deux points est la distane linéaire. Lorsqu'ils'agit d'une sphère la distane est l'angle de l'ar sphérique reliant les deuxpoints.
Q

P

Ψ

Figure 2.1 : La distane sphérique ψPQ entre deux points P (r, θ, φ) et
Q(r′, θ′, φ′).



50 Chapitre 2 : Méthode de olloation par moindres arréesSur la sphère unité, la fontion de ovariane empirique des mesures desanomalies de gravité, C(ψ), est donnée par :
C(ψ) =

1

4π

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

1

2π

∫ 2π

α=0

∆g(θ, φ)∆g(θ′, φ′) sin θdθdφdα,où θ est l'angle polaire (θ = 0 au p�le nord), φ est la longitude et α estl'azimut [26℄. Cependant, en pratique on ne dispose que d'un nombre limitéde mesures des anomalies de gravité. Par onséquent la fontion ovarianepeut être alulée grâe aux formules de Kaula [55℄ :� Si le domaine étudié est partagé en des sous domaines d'aires Ai or-respondant haun à une observation ∆gi, alors la fontion ovarianeempirique est donnée par :
C(ψ) =

∑
i,j AiAj∆gi∆gj∑

i,j AiAj

. (2.18)� Si le domaine est partagé en des petits sous domaines d'aires iden-tiques et si à haun orrespond une observation ∆gi, alors la fontionovariane empirique s'érit :
C(ψ) =

1

Nc

∑

i,j

∆gi∆gj . (2.19)Notons que la somme est e�etuée pour toutes les ombinaisons des pointsd'observations Pi et Pj (orrespondant respetivement aux observations ∆giet ∆gj) dont la distane sphérique ψij est omprise entre ψ−∆ψ et ψ+∆ψ.La valeur de ∆ψ dépend du pas de la grille utilisée et Nc est le nombre deombinaisons des points Pi et Pj.2.4.2 Modèle analytique global de la fontion ovarianeLa fontion ovariane des anomalies de gravité est onsidérée station-naire et isotrope. Par onséquent, sa matrie est symétrique, dé�nie positive.



2.4 : Fontion ovariane 51La fontion ovariane empirique telle qu'elle est trouvée ne satisfait pas àes onditions, il s'en suit qu'il est impossible de l'utiliser dans les aluls.Un modèle analytique adapté aux observations et qui garantit la régularitédes fontions ovarianes est à déterminer. Selon un travail de Parzen [41℄,la détermination du potentiel perturbateur T aboutit à de bons résultatsd'approximation lorsque sa ovariane est déterminée empiriquement.Dans la litérature, plusieurs modèles analytiques approhant la fontion
C(ψ) ont été proposés. Nous itons par exemple :� La fontion ovariane Gaussienne : C1(ρ) = C0e

−A2ρ2� La fontion ovariane de Hirvonen : C2(ρ) =
C0

(1 +B2ρ2)2� La fontion ovariane de Tsherning et Rapp [55℄ :
C3(ψ) =

+∞∑

n=0

cn

(
R2

B

rP rQ

)n+2

Pn(cos(ψ)), ave cn =
A(n− 1)

(n− 2)(n+B)
.

ψ est la distane sphérique entre les deux points P (r, θ, φ) et Q(r′, θ′, φ′),
Pn est le polyn�me de Legendre (f. annexe A.5.2), ρ = RBψPQ et RB estle rayon de la sphère de Bjerhammar qui est la plus grande insrite dans laterre. Sur ette sphère la onvergene des séries d'harmoniques sphériquesest garantie [38℄. Les paramètres C0, A et B sont liés au terrain étudié etpeuvent être déterminés empiriquement.Dans notre travail nous avons hoisi la fontion C3 omme modèle analy-tique. Dans la suite nous noterons par C(P,Q) la ovariane analytique desanomalies de gravité, au lieu de C3(ψ), et par K(P,Q) la fontion ovarianedu potentiel perturbateur T , appelée aussi la fontion de ovariane noyau.Cette dernière est plus utile que la ovariane des anomalies de gravité. Ona

K(P,Q) =
+∞∑

n=0

kn

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ)). (2.20)



52 Chapitre 2 : Méthode de olloation par moindres arréesLa orrespondane entre les varianes de degré kn et cn est donnée par :
cn =

(
n− 1

RB

)2

kn.2.4.3 Le prinipe de propagation de la ovarianeRappelons qu'au début de e hapitre, nous avons dé�ni la dépendanelinéaire des quantités mesurées (les anomalies de gravité ∆g et les ompo-santes de la déviation de la vertiale ξ et η) du potentiel perturbateur T , dela manière suivante :
∆g = L1T = (− ∂

∂r
− 2

r
)T, (2.21)

ξ = L2T = (
1

γr

∂

∂θ
)T ≈ (

1

γ0r

∂

∂θ
)T, (2.22)

η = L3T = (− 1

γr sin θ

∂

∂φ
)T ≈ (− 1

γ0r sin θ

∂

∂φ
)T. (2.23)où γ0 est la gravité normale moyenne.Les matries de ovariane peuvent être, selon Moritz [38℄, alulées enutilisant le prinipe de propagation des ovarianes basé sur les deux propré-tés suivantes :� la linéarité de la fontion ovariane du potentiel perturbateur K.� les relations linéaires entre les quantités mesurées et le potentiel per-turbateur.En deux points de mesures P (r, θ, φ) et P ′(r′, θ′, φ′), e prinipe permetd'érire les auto-ovarianes omme :

C(∆gP ,∆gQ) = C(L1TP , L1TQ)

= L1L1K(P,Q)

= (− ∂

∂r
− 2

r
)(− ∂

∂r′
− 2

r′
)K(P,Q),
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C(ξP , ξQ) = C(L2TP , L2TQ)

= L2L2K(P,Q)

=
1

γ20
(
1

r

∂

∂θ
)(
1

r′
∂K(P,Q)

∂θ′
),

C(ηP , ηQ) = C(L3TP , L3TQ)

= L3L3K(P,Q)

=
1

γ20
(

1

r sin θ

∂

∂φ
)(

1

r′ sin θ′
∂K(P,Q)

∂φ′ ),

C(NP , NQ) =
1

γ20
K(P,Q)(grâe à la formule de Brun),et les ross-ovarianes omme :

C(TP ,∆gQ) = C(TP , L1TQ)

= L1K(P,Q)

= −∂K(P,Q)

∂r
− 2

r
K(P,Q),

C(TP , ξQ) = C(TP , L2TQ)

= L2K(P,Q)

=
1

γ0r′
∂K(P,Q)

∂θ′

C(TP , ηQ) = C(TP , L3TQ)

= L3K(P,Q)

= − 1

γ0r′ sin θ′
∂K(P,Q)

∂φ′ ,

C(∆gP , ξQ) = C(L1TP , L2TQ)

= L1L2K(P,Q)

= 1
γ0
(− ∂

∂r
− 2

r
)(
1

r′
∂K(P,Q)

∂θ′
),

C(∆gP , ηQ) = C(L1TP , L3TQ)

= L1L3K(P,Q)

=
1

γ0
(
∂

∂r
+

2

r
)(

1

r′ sin θ′
∂K(P,Q)

∂φ′ ),
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C(ξP , ηQ) = C(L2TP , L3TQ)

= L2L3K(P,Q)

= − 1

γ20r

∂

∂θ
(

1

r′ sin θ′
∂K(P,Q)

∂φ′ ),

C(NP ,∆gQ) =
1

γ0
C(TP ,∆gQ),

C(NP , ξQ) =
1

γ0
C(TP , ξQ),

C(NP , ηQ) =
1

γ0
C(TP , ηQ).Remarque 3. La fontion ovarianeK(P,Q) dépend diretement de r, r′ et ψet indiretement de θ, θ′, φ et φ′. Ses dérivées sont e�etuées de la manièresuivantes :
∂K

∂θ
=
∂K

∂ψ

∂ψ

∂θ
,

∂K

∂φ
=
∂K

∂ψ

∂ψ

∂φ
, (2.24)

∂K

∂θ′
=
∂K

∂ψ

∂ψ

∂θ′
,

∂K

∂φ′ =
∂K

∂ψ

∂ψ

∂φ′ . (2.25)2.4.4 Covariane loaleLes fontions C(P,Q) et K(P,Q) données préédemment dans (2.20),orrespondent aux formes globales (sur toute la sphère) des fontions ova-rianes analytiques. Du fait que notre étude n'est e�etuée que sur une zonelimitée de la terre, il indispensable d'utiliser un modèle loal. D'après lestravaux de Tsherning dans [55℄, les fontions ovarianes des anomalies degravité et du potentiel perturbateur peuvent être déomposées omme suit :
C(P,Q) = α

nmax∑

n=0

c(1)n

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ))+

+∞∑

n=nmax+1

c(2)n

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ)),
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K(P,Q) = α

nmax∑

n=0

k(1)n

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ))+

+∞∑

n=nmax+1

k(2)n

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ)).ave
c
(2)
n =

A(n− 1)

(n− 2)(n+B)
,

c
(1)
n =

(
GM

Rm

)2 nmax∑

m=0

(
σ2(∆Cnm) + σ2(∆Snm)

) qui sont les varianes des er-reurs assoiées au modèle du géoïde terrestre EGM96 [2℄ ; Elles sont dispo-nibles jusqu'à l'ordre 360,
k
(.)
n =

(
RB

n− 1

)2

c(.)n ,
α est une onstante positive inférieure à 1,
A est une onstante positive en mgal2,et nmax est un entier qui sert ave les onstantes A et B pour adapterle modèle de ovariane hoisi à la région étudiée. Les ovarianes loales(orrespondant au terrain étudié) des anomalies de gravité et du potentielperturbateur sont données par les restes des deux séries C(P,Q) et K(P,Q).
2.5 La tehnique de �retrait-restauration�2.5.1 RetraitDans les appliations numériques de la méthode de olloation, il estnéessaire de �réduire� les mesures des anomalies de gravité pour qu'elles aientun aratère loal. La rédution est e�etuée en soustrayant les anomalies dumodèle EGM96 donnée par l'équation (1.18) et les e�ets de topographie, desanomalies de gravité observées [18, 30℄. Ainsi :
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∆g = ∆gobs −∆gEGM96 −∆gtop.2.5.2 RestaurationLa restauration est e�etuée au niveau des hauteurs du géoïde trouvées àpartir des anomalies de gravité réduites. Il s'agit de rajouter les valeurs deshauteurs du géoïde assoiées au modèle EGM96 aux hauteurs trouvées parla méthode de de olloation [30℄. Ainsi
N = Npredit +NEGM96 +Ntop.2.6 ConlusionDans e hapitre nous avons présenté les étapes de l'appliation de laméthode de olloation par moindres arrés pour aluler un signal stohas-tique entièrement déterminé par sa ovariane (le potentiel perturbateur T ),à partir d'un mélange d'observations hétérogènes dépendant de e signal. Lehapitre suivant serait onsaré à l'étude d'un exemple numérique permet-tant la visualisation de la théorie de moindres arrés pour la déterminationdes hauteurs d'un géoïde.



Chapitre 3
Résultats numériques
3.1 IntrodutionDans e hapitre nous essayons de aluler les hauteurs du géoïde par rap-port à l'ellipsoïde de référene GRS80 d'une région donnée. Nous utilisons laméthode de olloation par moindres arrés présentée dans le hapitre préé-dent. Les mesures que nous exploitons sont elles des anomalies de gravité quiorrespondent au Liban. Tout d'abord, nous onstruisons la ovariane em-pirique assoiée à es mesures. Ensuite, nous approhons ette fontion parle modèle présenté par Tsherning et Rapp dans [55℄. Puis, nous onstruisonsles matries des ross-ovariane et d'auto-ovariane du problème, qui per-mettent de donner �nalement un veteur résultat ontenant les hauteurs dugéoïde. Cependant, il est important de signaler que les tests que nous menonsont l'objetif de valider nos odes numériques érits en langage Matlab [36℄,et peuvent être di�érents des résultats réels du géoïde libanais. Cei est dûau nombre limité des observations et des informations fournies. Les résultatsque nous trouvons montrent néanmoins que la méthode donnerait de trèsbons résultats ave un ensemble d'observations réelles et plus omplet.



58 Chapitre 3 : Résultats numériques3.2 Fontion ovariane3.2.1 Fontion ovariane empiriqueLa première étape de la méthode de olloation par moindres arrés estle alul de la fontion ovariane empirique à partir des mesures de gravitédisponibles. La formule que nous avons utilisée est (2.19), ave ∆ψ = 5minutes d'ars.3.2.2 Fontion ovariane analytiqueLa deuxième étape, lors de l'appliation de la méthode de olloation parmoindres arrés, est la détermination de l'auto-ovariane des anomalies degravité. Ensuite, la fontion de ross-ovariane entre les anomalies de gravitéet les hauteurs du géoïde est déterminée. La fontion auto-ovariane globaledes anomalies de gravité est donnée par :
C(P,Q) = α

nmax∑

n=0

c1n

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ))+

+∞∑

n=nmax+1

σn

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ)),où R est le rayon moyen de la Terre, ψ est la distane sphérique entre P et Q,
r et r′ sont les distanes radiales de P et Q respetivement, et σn est donnépar :

σn =
A

(n− 1)(n− 2)(n− 3)

(
RB

R

)2

,ave RB est le rayon de la sphère de Bjerhammer à l'intérieur de laquelle lafontion ovariane est harmonique, A est une onstante en (m/s)4, et B estun entier. Les paramètres A,B, α,RB et nmax sont ajustés de manière quela ovariane analytique hoisie approhe bien la ovariane empirique. Lesoe�ients σn désignent les oe�ients du modèle géopotentiel qui approhe



3.2 : Fontion ovariane 59d'une manière optimale le hamp de gravité du Liban. Dans le adre de etravail, le modèle EGM96, développé jusqu'à l'ordre 360, est utilisé. Pour re-trouver les paramètres reherhés, nous avons utilisé le programme COVFITde la olletion GRAVSOFT érit par Tsherning. Il est basé sur l'ajuste-ment des paramètres par moindres arrés pour que le modèle analytique et lemodèle empirique s'aordent sur les trois quantités fondamentales suivantes[38℄ :� La valeur de la variane des observations de gravité donnée par :
C0 = C(ψ = 0),� La distane sphérique τ assoiée à la moitié de la variane, appeléedistane de orrelation :
C(τ) =

C0

2
,� Le paramètre relié à la ourbure de la fontion de ovariane κ, en

ψ = 0 et donné par :
χ = κ

τ 2

C0
,et si on note par G0 la variane du gradient horizontal des observations,on peut érire

χ = τ 2
G0

C0

.En pratique, lorsque le domaine étudié est petit (relativement à la dimen-sion de la Terre) les premiers termes d'un développement en harmoniquessphériques sont identiques en tout point du domaine et par suite ils n'ontpas d'in�uene sur le problème. On onsidère seulement les termes de petiteslongueurs d'ondes dans le développement à partir d'un ertain rang nmax.Cei explique l'expression de la ovariane analytique loale qui ne ontientque la deuxième partie de e développement en harmoniques sphériques dumodèle de ovariane hoisi.



60 Chapitre 3 : Résultats numériquesPour simpli�er le alul de la ovariane on proède omme suit :
• On reformule la fontion ovariane analytique de la façon suivante :

C(P,Q) =

nmax∑

n=0

(αc(1)n − σn)sn+1Pn(cosψ) +

+∞∑

n=0

σns
n+1Pn(cosψ),

• On alule séparément les deux nouvelles parties de la fontion ova-riane.La première partie de la ovariane est une somme �nie des termes d'unesérie de Legendre. Nous utilisons une méthode générale pour le alul desommes �nies de polyn�mes orthogonaux dont les termes sont reliés par uneformule de réurrene, omme le sont les polyn�mes de Chebyshev, de Le-gendre, et [55℄. C'est la méthode de Clenshaw introduite en 1955 dans [15℄.Les détails de l'appliation de ette méthode pour les sommes �nies des sériesde Legendre et leurs dérivées sont dans A.5.1.La deuxième quantité, qui est une somme in�nie, est déduite à partir dela déomposition de la fontion σn en éléments simples de la façon suivante :
σn =

1

(B + 1)(B + 2)

(
B + 1

n− 2
− B + 2

n− 1
+

1

n+B

)L'expression de la fontion ovariane analytique peut se déomposer ensommes de séries plus simples à aluler. En fait, notons par :
F (t) =

+∞∑

n=0

sn+1Pn(t) = s

+∞∑

n=0

snPn(t) =
s√

1− 2st+ s2
(3.1)

Fi(t) =





+∞∑

n=0

1

n+ i
sn+1Pn(t) pour i > 0

+∞∑

n=−i+1

1

n+ i
sn+1Pn(t) pour i ≤ 0

(3.2)
L =
√
1− 2st+ s2, M = 1− L− st, et N = 1 +M − st. (3.3)



3.2 : Fontion ovariane 61ave s = RB

rP rQ
et t = cosψ.Il en déoule les résultats suivants :

F−2 = s

(
M

(
3ts+ 1

2

)
+ s2

(
P2(t) ln

2

N
+

1− t2
4

))
, (3.4)

F−1 = s

(
M + ts ln

2

N

)
, (3.5)

F0 = s ln
2

N
, (3.6)

F1 = ln

(
1 +

2s

1− s+ L

)
. (3.7)Par onséquent, nous pouvons érire

C(P,Q) =
As

(B + 2)

(
(B + 1)FB −

s

B
− s2t

B + 1
− s3P2(t)

B + 2
+ F−2

)
.Les paramètres de C(P,Q) sont estimés selon le hoix des valeurs nmax =

360, et B = 4. Le programme COVFIT de la olletion GRAVSOFT deTsherning a abouti aux résultats suivants :
A 411 mgal2

α 0.000917
RB − Rm -405.679 m

s 0,999936324Dans Fig. 3.1 nous représentons la ovariane empirique et le modèleanalytique de la ovariane. Nous pouvons remarquer que la ovariane ana-lytique approhe bien la fontion empirique sauf en quelques points où lafontion empirique est négative.
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Figure 3.1 : Approximation de la fontion ovariane empirique par lemodèle analytique de Tsherning. La valeur de B est hoisie égale à 4, etles autres paramètres sont respetivement A = 411, α = 0.000917 et RB =

6370, 594e03.



3.2 : Fontion ovariane 633.2.3 Prinipe de propagation des ovarianesLa prinipe de propagation de ovarianes (2.21) est utilisé pour déter-miner les autres fontions ovarianes néessaires pour la résolution du pro-blème. Dans l'exemple que nous traitons dans e hapitre, une fois trouvéela fontion ovariane des anomalies de gravité il nous reste à déterminer lafontion ovariane du potentiel perturbateur (auto-ovariane) et la ross-ovariane �potentiel perturbateur�anomalies de gravité�. Ce sont en géné-ral des séries du polyn�me de Legendre Pn, de P ′
n et de P ′′

n . La fontionauto-ovariane du potentiel perturbateur est donnée par les expressions sui-vantes :
K(P,Q) = C(TP , TQ) = α

nmax∑

n=0

k(1)n

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ))+

+∞∑

n=nmax+1

(
RB

n− 1

)2

σn

(
R2

B

rP rQ

)n+1

Pn(cos(ψ)),

(3.8)
K(P,Q) =

AR2

(B + 1)(B + 2)
[(B + 1)F−2 − (B + 2)(F−1−

s3P2(t)) + FB −
s

B
− −s

2t

B + 1
− s3P2(t)

B + 2
].

(3.9)Par onséquent,
C(NP , NQ) =

1

γ20
K(P,Q).La fontion ross-ovariane est donnée par :

C(NP ,∆gQ) = −
∂K(P,Q)

∂r
− 2

r
K(P,Q).Les fontions de ross-ovariane et d'auto-ovariane du problème sontdonnées dans Fig. 3.2 et 3.3Remarque 4.



64 Chapitre 3 : Résultats numériques

0 0.5 1 1.5 2
0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

0.05

0.055

0.06

ψ en degré (la distance spherique)

cr
os

s−
co

va
ria

nc
e 

po
te

nt
ie

l T
 e

t ∆
 g

cross−covariance potentiel T et ∆ g

cross−covariance T/∆ g

Figure 3.2 : La fontion ross-ovariane �anomalies de gravité-hauteurdu géoïde�.� Pare que nous ignorons si les mesures que nous traitons sont réduitesou non, nous n'appliquons pas la tehnique du �retrait-restauration� quenous avons dé�nie dans le hapitre préédent.� Dans le as où les mesures étudiées sont non réduites, les anomaliesde gravité et les hauteurs du géoïde assoiées au modèle EGM96 sontalulées par la méthode de Clenshaw (voir A.5.1).� Les e�ets de topographie néessitent la onnaissane du modèle numé-rique du terrain (MNT).3.3 ConlusionDans e hapitre nous avons étudié un exemple de alul du géoïde loaldisposant de quelques mesures d'anomalies de gravité. Nous rappelons que
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Figure 3.3 : La fontion auto-ovariane �hauteur du géoïde-hauteur dugéoïde�.ette première partie a été onsarée à la réalisation du géoïde Tunisien, maisla non disponibilité de �hiers de mesures de gravité, d'erreur de mesures etd'informations géodésiques su�santes nous a poussé à étudier un exemplesimple de mesures d'anomalies de gravité (elui du Liban) fournies sur leweb pour prédire les hauteurs orrespondantes du géoïde.Malgrè le problème de manque de mesures pour nos tests sur ette par-tie, il est important d'indiquer que ette partie nous a permis de onstruireune plate-forme de onnaissanes en géodésie physique permettant d'étudiern'importe quel problème de mathématiques appliquées dans e domaine. Enpartiulier, le problème de alul du géoïde loal dès qu'une ou plusieurstypes de mesures sont disponibles.Dans la deuxième partie de ette thèse, nous étudions un autre problèmelassique de géodésie physique. C'est elui de la détermination d'un ensemble
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Figure 3.4 : Les hauteurs du géoïde du Liban trouvées par la méthode deolloation. L'erreur onsidérée sur les mesures des anomalies de gravité estégale à 2 mgal.disret de points-masses enterrés générant un potentiel équivalent au poten-tiel gravitationnel terrestre.



Deuxième partie
Résolution d'un problème inverseloal en géodésie physique





Chapitre 4
Position du problème
4.1 IntrodutionCe hapitre est onsaré à l'analyse théorique du problème de points-masses en géodésie. Il s'agit de déterminer une distribution de points-massesenterrés qui génèrent un potentiel donné. L'étude de e problème est d'im-portane marquante en géodésie. Elle aide à identi�er failement les zonesoù il y a de grands éarts de densité de masses topographiques. Par onsé-quent, elle peut servir omme évaluation de aluls de géoïdes via d'autresméthodes. Ce problème a été étudié par Barthelmes dans [6, 14, 28℄. Deuxlasses partiulières de e problème ont fait ouler beauoup d'enre dans lalittérature.� Les points-masses distribués sur une grille régulière : Dansette approhe les positions des points-masses sont �xes. Les seulesinonnues sont les valeurs des masses. Dans e as l'avantage est quele problème mathématique à résoudre est linéaire. Par onséquent soninversion omporte peu de di�ultés numériques. Parmi les travaux quiutilisent ette approhe, on ite elui Ihde [28℄.



70 Chapitre 4 : Position du problème� Les points-masses sont à positions inonnues : Cette lasse onsisteà résoudre un problème non linéaire qui se résoud itérativement sousontraintes. C'est un problème plus ompliqué que le premier et qui aplus d'importane dans la pratique. Dans la littérature e problème aété étudié par Barthelmes dans [8℄.D'autre part la détermination des points-masses est un problème inverse engéodésie physique assoié au problème diret qui se formule par : Étant don-née une densité ontinue ou disrète de masse, aluler le potentiel résultant.Le problème inverse est dérit par Stokes omme étant un problème inversemal posé dans le sens de Hadamard à ause de la non uniité de la solu-tion [26℄. Cependant, sous des ontraintes supplémentaires, il est possible detrouver une distribution équivalente de masses pontuelles disrètes plaéessous la surfae de la Terre dont le potentiel qu'elle génère approhe le hampgravitationnel mésuré dans la région d'intérêt.Nous rappelons que le problème inverse est dit bien posé au sens de Ha-damard quand il véri�e les trois onditions suivantes :� il existe au moins une solution.� la solution est unique.� la solution dépend ontinûment des données.Les stratégies utilisées pour résoudre le problème de points-masses va-rient d'une étude à une autre. Dans notre travail, nous nous intéressons àla détermination d'une distribution de points-masses répartie sur une grillerégulière en surfae. Les inonnues du problème sont les masses et les pro-fondeurs. Si la région étudiée est la Terre entière, la base des harmoniquessphériques peut être utilisée pour représenter les potentiels (réel et elui despoints-masses) pour formuler le problème inverse. Tandis que, si seule unezone limitée de la Terre est onsidérée, la base des harmoniques sphériques



4.1 : Introdution 71n'est plus orthogonale. Par onséquent, ette base n'est pas appropriée pourle problème loal de la détermination des points-masses. L'issue de e pro-blème onsiste, tout d'abord, à trouver une autre base loalisée dans la régionétudiée. Ensuite, les potentiels (gravitationnel et approhé) seront représen-tés relativement à ette base, a�n que le problème de détermination de ladistribution de points-masses soit formulé omme un problème inverse. Nousnotons que la reherhe d'une base loale était étudiée pour la première foispar Slepian, Pollak et Landau pour un intervalle de la droite réelle et pourune zone retangulaire du plan [31, 32, 49, 50℄. Sur la sphère, la onstrutiond'une base loalisée de Slepian est ensuite e�etuée en résolvant un problèmede onentration spatio-spetral sur la sphère unité. C'est un problème devaleurs propres, où haque valeur exprime une mesure de la onentrationsur la région onsidérée. Dans le as où ette région est une alotte sphé-rique axisymétrique ou formée de deux alottes polaires [16℄, l'opérateur deprojetion spatio-spetrale ommute ave l'opérateur de Sturm-Liouville. Paronséquent, le problème est ramené à trouver les veteurs propres d'une ma-trie tridiagonale. Ce hemin permettra une préision extrème des résultatstrouvés, même si l'aire de la région en question ou le nombre de Shannon, esttrès grand. Cependant lorsque la région étudiée possède une géométrie ar-bitraire, le problème de valeur propre est résolu diretement ar l'opérateurspatio-spetral et l'opérateur de Sturm-Liouville ne ommutent pas. Ainsiune famille de fontions orthogonales et à bande limitée dont leurs énergiessont onentrées sur une région de la sphère unité est onstruite.La onstrution de la base de Slepian a favorisé la résolution de plusieursproblèmes dans de nombreux domaines des mathématiques appliquées etde physique, notamment la géophysique [5, 16, 34℄, la osmologie [23℄, letraitement d'image [13, 35℄, et le traitement du signal [17, 40℄.



72 Chapitre 4 : Position du problèmeL'originalité de notre approhe onsiste en l'appliation de la théorie desfontions loalisées dans la résolution de notre problème inverse, a�n de sim-pli�er les aluls et étudier des domaines limités de la sphère.Ce hapitre omporte trois paragraphes. Dans le premier nous abordonsla formulation de notre problème inverse sur la Terre entière. Nous utilisonsles développements en harmoniques sphériques des deux potentiels -mesuréet approhé- pour aboutir vers la �n de e paragraphe à érire le problèmede minimisation de l'erreur au sens des moindres arrés non linéaire. Dans leseond paragraphe nous proposons une formulation du problème assoiée àune zone limitée de la Terre. Dans le troisième paragraphe nous présentons leproblème de onentration spatio-spetral l'origine de la onstrution d'unebase loalisée sur un sous domaine de la sphère.
4.2 Formulation du problème inverse sur la TerreentièreLa détermination de la densité de masse à l'intérieur de la Terre, ρ, estun problème inverse en gravimétrie mal posé au sens de Hadamard à ausede la non uniité de sa solution. En fait, il orrespond à un opérateur intégralde Fredholm de première espèe dont le noyau est l'orthogonal de Harm(E)dans L2(E). E est la boule unité et Harm(E) est l'ensemble de fontionsharmoniques sur E [37℄. Le aratère mal posé de notre problème inversepersiste, même si nous restreignons notre opérateur sur l'espae Harm(E).En e�et, son inverse reste disontinue et e fait peut inhiber la stabilité dela solution.Dans le problème des points-masses, la densité à l'intérieur de la Terre, ρ



4.2 : Formulation du problème inverse sur la Terre entière 73est approhée par la somme �nie,
ρ̃ =

N∑

k=1

mkδxk
, (4.1)où mk et xk sont respetivement la masse et la position du k-ième pointmasse. δ est la distribution de Dira.Le problème inverse sur l'ensemble de la Terre est de déterminer lesmasses m = (m1, . . . , mN)

t et les positions ξ = (r1, θ1, φ1, . . . , rN , θN , φN)
tdes points-masses qui génèrent un potentiel équivalent au potentiel gravita-tionnel terrestre. C'est à dire, l'éart entre les deux potentiels soit minimal.
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Figure 4.1 : Les deux problèmes, diret et inverse.



74 Chapitre 4 : Position du problèmeOn suppose que les o-latitudes et longitudes des points-masses (θk, φk) sontdistribuées régulièrement sur une grille �xe de la sphère unité. Les inon-nues du problème sont, par suite, les masses m = (m1, . . . , mN) de rayons
r = (r1, . . . , rN). L'approhe la plus direte est de �xer le nombre des points-masses et d'utiliser un algorithme de minimisation non linéaire pour minimi-ser l'éart entre les deux potentiels (gravitationnel et omposite) qui s'éritsous la forme d'une fontion réelle dé�nie sur R3N × RN par :

F (ξ,m) = 1
2

∫

S

|V (R̃, θ, φ)− Ṽ (R̃, θ, φ)|2 dσ,Rappelons que relativement à la base orthonormée des harmoniques sphé-riques, les deux potentiels (gravitationnel et elui des points-masses) sontdeux fontions harmoniques à l'extérieur de la Terre et ils s'érivent (respe-tivement) sous les formes et (1.10) (1.8), 'est à dire sous les formes suivantes :
V (P ) =

GM

r

(
1 +

+∞∑

n=1

n∑

m=−n

anm

(a
r

)n
Ȳnm(θ, ϕ)

)
, (4.2)

Ṽ (P ) =
N∑

k=1

Gmk

r

+∞∑

n=0

n∑

m=−n

αn
k

4π

2n + 1
Ȳnm(θk, φk)Ȳnm(θ, φ). (4.3)La formulation du problème de minimisation peut s'érire sous la forme :

min
ξ∈R3N ,m∈RN

1
2
‖b− A(ξ)m‖2, (4.4)Les inonnues du problème sont alors les masses m et les positions ξ quiminimisent F (ξ,m). b est un veteur de taille in�nie et A(ξ) est une matriefontion de ξ à N olonnes et une in�nité de lignes.Les oe�ients de b et A(ξ) sont :



4.2 : Formulation du problème inverse sur la Terre entière 75
bI(n,m) =Mcnm

(
a

R̃

)n

, I(n,m) = 1, 2, . . . , (4.5)
AI(n,m)k(ξ) =

4π

(2n+ 1)

(
rk

R̃

)n

Ynm(θk, φk), I(n,m) = 1, 2, . . . , k = 1, . . . , N,(4.6)ave I(n,m) = n(n + 1) +m+ 1.Les positions des masses sont hoisies de façons que la matrie A(ξ) soitde plein rang. Nous verrons plus tard qu'il existe une distane minimale àrespeter entre deux points-masses voisins pour que la matrie A soit deplein rang. A�n de résoudre le problème de minimisation (5.7), nous utili-sons un algorithme qui résoud itérativement et en alternane, un problèmelinéaire (Pm), dont les inonnues sont les masses m (supposées positives) etun problème non linéaire (Pξ), dont les inonnues sont les positions ξ.Ainsi, nous dé�nissons(i) Le premier problème (Pm), dans lequel nous supposons que les positions
ξ sont �xées et les masses sont inonnues, i.e.,

(Pm) min
mk≥0,k=1,...,N

1
2
‖b− A(ξ)m‖2.C'est un problème de moindres arrés, linéaire et ave des ontraintesde positivité sur les masses. La résolution de e problème peut êtree�etuée en utilisant l'algorithme de Lawson et Hanson (NNLS) pourla résolution des problèmes aux moindres arrées à ontraintes de po-sitivité [33℄. Notons par m̂ la solution de e problème.(ii) Le deuxième problème (Pξ), où nous réupérons les masses solutions

m̂ de (Pm). Les inonnues sont les positions ξ, i. e.,
(Pξ) min

ξ∈RN

1
2
‖b− A(ξ)m̂‖2.



76 Chapitre 4 : Position du problèmeCe problème est non linéaire en ξ. La solution satisfait les onditions d'opti-malité suivantes,
(∇F (ξ))i = 0où, (∇F (ξ))i = −(b− A(ξ)m̂)T
∂A(ξ)

∂ξi
m̂.4.3 Formulation du problème inverse sur unezone limitée de la TerreSur une zone limitée de la Terre Ω, dé�nissons le produit salaire,

〈f, g〉 :=
∫

Ω

f(θ, φ)g(θ, φ)dσ.Les fontions de la base des harmoniques sphériques ne sont plus L2-orthogonalespour e produit. Par onséquent, le alul des oe�ient de la matrie A(ξ) etdu veteur b devient plus ompliqué. Pour ontourner e problème, nous nousproposons d'e�etuer la résolution de notre problème loalement par analogieau problème global sur toute la sphère. Notre tehnique est appliquée en estrois étapes :� Détermination de la base loalisée ou de Slepian assoiée au domainegéographique étudié. Sur la sphère la détermination de ette base né-essite la résolution du problème de onentration spatio-spetral.� Formuler le problème des points-masses relativement à ette base. Ils'agit de projeter le potentiel gravitationnel terrestre représenté initia-lement dans la base des harmoniques sphériques dans la nouvelle baseonentrée dans le domaine étudié.� Minimiser l'éart entre les deux potentiels : le potentiel réel et le po-tentiel généré par les points-masses.



4.3 : Formulation du problème inverse sur une zone limitée de la Terre 774.3.1 Problème de onentration de SlepianA�n d'aquérir une bonne ompréhension du problème de onentrationspatio-spetral sur la sphère, nous allons ommener par introduire le pro-blème de onentration unidimensionnel temps-fréquene ontinu-ontinu.4.3.2 PréliminairesLa relation entre une fontion de temps f(t) et sa transformée de Fourierest donnée par [46℄ :
f(t) =

1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωtdω, f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωtdt (4.7)Dé�nition 2 (Fontion à bande limitée) Soit f une fontion de L2(R).Si la transformée de Fourrier f̂ est nulle en dehors de l'intervalle [−W,W ]on dit que f est à bande limitéeW . L'ensemble SW = {f ∈ L2(R); Supp(f̂) ⊂

[−W,W ]} des fontions à bande limitée, est appelé l'espae de Paley-Wiener[54℄.Dé�nition 3 (Fontion limitée en espae) Une fontion h est limitée enespae s'il existe un intervalle I à l'extérieur duquel elle est nulle.L'ensemble de toutes les fontions limitées en espae ontenues stritementdans l'intervalle I est noté SI = {h ; h = 0 sur Rr {I}}.4.3.3 Problème de onentration de Slepian unidimen-sionnelLa théorie a démaré ave le problème proposé par Slepian et Pollak [51℄,qui onsiste à onentrer d'une manière optimale, un signal g(t) à bandelimitée, dans un intervalle de temps |t| ≤ T , et dont une transformée deFourier G(ω) qui s'annule pour |ω| > W . Il s'avère que d'après le prinipe



78 Chapitre 4 : Position du problèmed'inertitude de Heisenberg, auun signal à bande limitée g(t) ne peut êtreomplètement onentré sur un intervalle �ni. Un tel signal est hoisi de façonqu'il admette le minimum d'énergie à l'extérieur de l'intervalle hoisi. C'està dire, il véri�e :
λ =

∫ T

−T
g2(t)dt∫∞

−∞ g2(t)dt
= maximum. (4.8)En remplaçant g(t) par son expression en fontion de sa transformée deFourier (4.7), on établit le problème variationnel équivalent au problème (4.8)et d'inonnue G(w) �la transformée de Fourier de g(t)� et donné par :Trouver la fontion G(w) véri�ant l'équation intégrale suivante :

∫ W

−W

sinW (ω − ω′)

π(ω − ω′)
G(ω′)dω′ = λG(ω), |ω| ≤W. (4.9)Ce problème peut être énoné autrement. En e�et, nous pouvons essayerde herher les fontions h(t) limitées en espae, dont la transformée de Fou-rier est onentrée dans un intervalle [−W,W ]. Ainsi, le problème de onen-tration de Slepian équivalent peut s'érire :Trouver la fontion H(w) véri�ant

λ =

∫W

−W
H2(ω)dω

∫ +∞
−∞ H2(ω)dω

= maximum. (4.10)La solution de e problème est la transformée de Fourier assoiée aux fon-tions h(t) qui sont solutions de l'équation aux valeurs propres :
∫ T

−T

sinW (t− t′)
π(t− t′) h(t′)dt′ = λh(t), |t| ≤ T. (4.11)Notons que les deux équations (4.8) et (4.10) possèdent les mêmes valeurspropres 1 > λ1 ≥ λ2 ≥ . . . > 0, assoiées aux mêmes fontions propres enespae a1(t), a2(t), . . . et h1(t), h2(t), . . . qui oïnident sur l'intervalle |t| ≤ T .Les transformées de Fourier (dites aussi spetres) propres assoiées à es



4.3 : Formulation du problème inverse sur une zone limitée de la Terre 79fontions propres notées G1(ω), G2(ω), . . . et H1(ω), H2(ω), . . . oïnident àleurs tours sur l'intervalle |ω| ≤W.En e�etuant les hangements de variables :
ω =Wx ω′ = Wx′ G(Wx) = κ(x) G(Wx′) = κ(x′) c = TW,nous pouvons aboutir à un problème sans dimension équivalent aux deuxproblèmes (4.11) et (4.9) qui s'érit :

∫ 1

−1

sin c(x− x′)
π(x− x′) κ(x′)dx′ = λκ(x), |x| ≤ 1. (4.12)C'est un problème qui admet des solutions dans L2([−1, 1]) seulementpour un ensemble disret de valeurs réelles positives λ telles que 1 > λ1 ≥

λ2 ≥ . . . ≥ λn > 0, où λn −−−−→
n→+∞

0 [47, 50℄. Les solutions orrespondantesou les fontions propres sont réelles et simultanément, orthogonales sur [−1, 1]et orthonormées sur tout R, i. e.,
∫ 1

−1

κn(x)κm(x)dx = λnδnm,

∫ +∞

−∞
κn(x)κm(x)dx = δnm.En outre, de l'équation (4.12) on peut voir que les valeurs propres λi ainsique leurs fontions propres assoiées dépendent seulement du produit temps-bande limite ; c = TW [48℄. En partiulier la somme des valeurs propresvéri�e :

N =
+∞∑

i=1

λi =
2c

π
. (4.13)

N est appelé le nombre de Shannon [50℄. Il représente une bonne estimationdu nombre des valeurs propres signi�atives qui sont assoiées aux fontionspropres les mieux onentrées sur la région étudiée [46℄. Par suite, parmi lesfontions propres trouvées nous pouvons dé�nir une base formée par les Npremières fontions propres de l'espae des signaux qui sont à bande limitéesur un intervalle de temps |t| ≤ T . Soit F = {a1(t), a2(t), . . . , aN(t)} ette



80 Chapitre 4 : Position du problèmebase. Tout signal f(t) à bande limitée sur l'intervalle de temps |t| ≤ T peutêtre exprimé relativement à F à un ε près. i. e.,
∃γ1, γ2, . . . , γN tels que ∫ T

−T

[
f(t)−

N∑

j=1

γjaj(t)

]2
dt < ε, (4.14)et le nombre de Shanon N désigne aussi le plus petit nombre de fontionspropres à onsidérer dans une base de Slepian pour atteindre l'approximation(4.14).4.3.4 L'opérateur di�érentiel ommutant ave l'opéra-teur de SlepianL'opérateur intégralK(x) = sin c(x−x′)

π(x−x′)
ommute ave l'opérateur du seond-ordre,

P =
d

dx
(1− x2) d

dx
+ (χ− c2x2),qui surgit dans les problèmes de séparations de variables dans l'équationtridimensionnelle des ondes salaires [46, 11℄. Grâe à ette déouverte, lesfontions κ, solutions du problème (4.12), sont aussi solutions de l'équationde Sturm-Liouville :

dκ

dx
(1− x2)dκ

dx
+ (χ− c2x2) = 0. (4.15)Cette équation n'admet des solutions partout bornées que dans le as devaleurs réelles et positives disrètes du paramètre χ, i. e., 0 < χ0 < χ1 <

χ2 < . . .. Les solutions orrespondantes κ0, κ1, κ2, . . . sont appelées les fon-tions d'ondes ellipsoïdales allongées (�prolate spheroidal wave funtions�). Cesont des solutions de l'équation (4.12) aussi mais ordonnées dans le sens in-verse au sens que nous avons adopté pour ses solutions. La résolution diretedu problème de valeurs propres (4.12) ne fournit pas su�samment d'infor-mations sur les fontions κ. Cependant, la résolution de (4.15) permet de



4.3 : Formulation du problème inverse sur une zone limitée de la Terre 81déduire plusieurs propriétés des fontions propres κn et des valeurs propres
λn, notamment :

λ0 > λ1 > λ2 > . . . , (4.16)
κn(x) est paire ou impaire, selon n, (4.17)
κn(x) est non nulle sur ]− 1, 1[, (4.18)
κn(x) ∼ kn

sin cx

x
, lorsque x→ +∞, (4.19)

∫ 1

−1

e2iπxtκn(t)dt = αnκn(2πx/c),−∞ < x < +∞, (4.20)où αn et kn sont indépendantes de x. La dernière équation peut être ériteaussi sous la forme :
κn(x) =

1

αn

∫ c
2π

− c
2π

e2iπxtκ(2πt/c)dt,et e fait montre que κn(x) est une fontion à bande-limitée de largeur-bande
c/2π.Par analogie à que e que nous avons introduit dans e paragraphe, nousérivons le problème de Slepian pour des fontions sur la sphère unité, ouproblème de onentration spatio-spetrale.4.3.5 Problème de onentration spatio-spetraleDans e paragraphe il s'agit de résoudre le problème de onentrationspatio-spetrale de Slepian pour une région R de la sphère unité, qui estun problème bidimensionnel. Le problème est résolu par analogie au asunidimensionnel introduit préédamment [46℄. La di�érene entre les deuxproblèmes est que dans le as bidimensionnel, on peut renontrer plus detypes de domaines � par onséquent plus de problèmes intéressants à étudier� que dans le as unidimensionnel. e.g., une alotte sphérique, polaire ou



82 Chapitre 4 : Position du problèmenon polaire, une région R de forme arbitraire onnexe ou non onnexe i. e.,
R = R1 ∪R2 ∪ . . . ., et.Soient S2 la sphère unité de R3 et r̂ = (θ, φ) un point générique de S2.
0 ≤ θ ≤ π et 0 ≤ φ ≤ 2π désignent respetivement la olatitude et lalongitude du point r̂.
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Figure 4.2 : Di�érentes géométries des régions étudiées sur la sphère unité4.3.6 Fontions sur la sphèreSoit f(r̂) une fontion réelle de L2(S2). f admet don un développementen harmoniques sphériques [17℄ :
f(r̂) =

∞∑

n=0

n∑

m=−n

fmnȲnm(r̂), fnm =
1

4π

∫

S2

f(r̂)Ȳnm(r̂)dσ (4.21)Notons par f le veteur des oe�ients du développement de f en harmo-niques sphériques, i. e., f = (. . . , fnm, . . .). La norme spatiale et son équiva-lente spetrale de la fontion f sont données respetivement par :
‖f‖2S2 =

1

4π

∫

S2

f(θ, φ)2 dσ, ‖f‖22 =
∞∑

n=0

n∑

m=−n

f 2
nm. (4.22)



4.3 : Formulation du problème inverse sur une zone limitée de la Terre 83Théorème 2 (Parseval sur la sphère) Soit f(r̂) une fontion réelle de
L2(S2) dont le veteur de ses oe�ients de son développement en harmo-niques sphériques est f = (. . . , fnm, . . .). La formule de Parseval pour lesséries d'harmoniques sphériques s'érit :

‖f‖2S2 = ‖f‖22 (4.23)dite formule de Parseval.4.3.7 Fontions à bandes limitées et fontions limitéesen espaeDé�nition 4 (Fontion à bande limitée) Soit une fontion g ∈ L2(S2).
g est dite à bande limitée s'il existe un entier L tel que

g(r̂) =

L∑

n=0

n∑

m=−n

gnmȲnm(r̂).

L est appelée la bande de la fontion g.Dans la suite nous notons par
SL = {g ∈ L2(S2) telle que Sgg(n) = 0 pour L < n ≤ +∞}l'ensemble des fontions à bandes limitées sur la sphère unité, où

Sgg(n) =
1

2n+ 1

n∑

m=−n

g2nm, (4.24)est la densité spetrale de la fontion g par degré n. Ainsi,
g ∈ SL ⇐⇒ g(r̂) =

L∑

n=0

n∑

m=−n

gnmȲnm(r̂). (4.25)Notons aussi par SR l'espae des fontions ayant leur support dans la région
R,

SR = {h ∈ L2(S2) telle que h = 0 dans S2
r {R}}.



84 Chapitre 4 : Position du problèmeRemarque 5.
• L'espae SR est de dimension in�nie.
• L'espae SL est de dimension (L + 1)2. En e�et, si g ∈ SL alors sesoordonnées dans la base des harmoniques sphériques sont données par
g = (g00, . . . , gLL)

T ((L+ 1)2 éléments).Par analogie aux expressions des normes (4.22), on dé�nit sur les deuxsous espaes SL et SR, les deux (semi) normes par :
‖f‖2R =

1

4π

∫

R

f(θ, φ)2 dσ, ‖f‖2L =
L∑

n=0

n∑

m=−n

f 2
nm. (4.26)

4.4 Conentration dans une région de forme ar-bitraireD'après le prinipe d'indétermination de Heisenberg, il n'existe pas defontion qui est en même temps à bande limitée L et stritement limitéedans une portion R de la sphère unité. i. e., SL ∩ SR = ∅. Notre but danse paragraphe est de déterminer un ensemble de fontions à bande limitée
g(r̂) ∈ SL telles que le maximum de leur énergie est onentré dans unerégion hoisie R. Il s'agit également de trouver les fontions h limitées enespae dans une région R, i. e., h(r̂) ∈ SR, et qui admettent des spetres
H onentrés dans un intervalle [0, L]. Comme dans le problème de temps-fréquene (1D) traité dans le premier paragraphe, es deux problèmes sontéquivalents.



4.4 : Conentration dans une région de forme arbitraire 854.4.1 Conentration spatiale d'une fontion à bande li-mitéeA�n de maximiser la onentration spatiale d'une fontion à bande limitée
g(r̂), nous allons essayer, par analogie au as unidimensionnel, de résoudrele problème de maximisation du quotient de Rayleigh des (semi) normes :

λ =
‖g‖2R
‖g‖2

S2

=

∫
R
g2(θ, φ)dσ∫

S2 g2(θ, φ) dσ
= maximum, (4.27)où 0 < λ < 1 désigne la onentration spatiale. Remplaçons g maintenantdans l'expression de λ, par son expression dans (4.25) et intervertissons lesigne somme et intégral. λ devient don :

λ =

L∑

n=0

n∑

m=−n

gnm

L∑

n′=0

n′∑

m′=−n′

Dnm,n′m′gn′m′

L∑

n=0

n∑

m=−n

g2nm

(4.28)où
Dnm,n′m′ =

∫

R

YnmYn′m′dσ, ave 0 ≤ n, n′ ≤ L et − n ≤ m,m′ ≤ n. (4.29)Les valeurs de Dnm,n′m′ peuvent être arrangées dans une matrie, notée Dde la façon suivante :
D =




D00,00 . . . D00,LL... ...
DLL,00 . . . DLL,LL


 . (4.30)Par suite, nous pouvons réérire le problème (4.27) sous la forme d'un pro-blème variationnel :trouver les fontions g ∈ SL telles que ,

λ =
gTDg

gTg
= maximum

(4.31)



86 Chapitre 4 : Position du problèmeLes veteurs g véri�ant (4.31) sont les solutions du problème de valeurspropres :
Dg = λg, (4.32)qui est analogue au problème de valeurs propres de Fredholm (4.12). Lamatrie D est symétrique dé�nie positive (gTDg > 0 pour tout g non nul).Par onséquent, ses (L + 1)2 valeurs propres sont réelles et leurs veteurspropres assoiés sont deux à deux orthogonaux et veri�ent :

gT
i gj = δij , gT

i Dgj = λiδij .Dans la suite, les valeurs propres de D sont onsidérées ordonnées de sorteque :
1 > λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λ(L+1)2 > 0.Cet ordre sera onsidéré pour les veteurs propres assoiés à es valeurspropres. Notons en outre que haque veteur propre gi représente une fon-tion à bande limitée gi(r̂) dé�nie par (4.25). L'ensemble de es fontionsforme une base de SL. Elles sont orthonormales sur toute la sphère unité S2et orthogonales sur la région étudiée R,

∫

S2

gi(r̂)gi(r̂) dσ = δij ,

∫

R

gi(r̂)gj(r̂) dσ = λiδij . (4.33)La fontion propre g1(r̂) assoiée à la plus grande valeur propre λ1, est l'élé-ment de SL dont l'énergie est la plus onentrée dans la région R. g2(r̂) estla deuxième fontion propre ayant un maximum d'énergie onentré dans larégion R et qui est orthogonale à g1(r̂) sur S2 et sur R.Le problème aux valeurs propres (4.32) peut s'érire autrement. En e�etonsidérons g un veteur propre de D assoié à la valeur propre λ. Nouspouvons érire alors :
L∑

n′=0

n′∑

m′=−n′

Dnm,n′m′gn′m′ = λgnm (4.34)



4.4 : Conentration dans une région de forme arbitraire 87En multipliant (4.34) par Ȳnm(r̂) et en sommant sur tous les n tels que 0 ≤
n ≤ L et lesm tels que −n ≤ m ≤ n, nous obtenons, ompte-tenu de (4.25) :

∫

R

D(r̂, r̂′)g(r̂′)dσ′ = λg(r̂), r̂ ∈ S2, (4.35)où
D(r̂, r̂′) =

L∑

n=0

n∑

m=−n

Ynm(r̂)Ȳnm(r̂′) =
L∑

n=0

2n+ 1

4π
Pn(cosψ), (4.36)et ψ désigne la distane sphérique entre les deux points de la sphère r̂ et r̂′donnée par :

cosψ = cos θ′ cos θ + sin θ′ sin θ cos(φ′ − φ). (4.37)Le problème (4.35) est un problème de valeurs propres de Fredholm de se-ond ordre dont le noyau est symétrique, séparable et de rang �ni. C'estaussi appelé le problème de onentration spetrale des fontions limitées enespae dans la région R. La orrespondane que nous venons d'érire, prouvel'équivalene entre les deux problèmes de onentration spatiale des fontionsà bande limitée et le problème de onentration spetrale des fontions limi-tées en espae dans la région R.
4.4.2 Valeurs propres signi�ativesLes valeurs propres des équations (4.32) et (4.35),

1 > λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn > 0,mesurent la qualité de la onentration spatio-spetrale. Les fontions propresdont le maximum de leurs énergies est onentré dans la région R, sont ellesqui sont assoiées aux valeurs propres les plus prohes de 1. Plus la bande



88 Chapitre 4 : Position du problèmelimite L est grande, plus les premières valeurs propres sont prohes de 1 et parsuite leurs fontions propres assoiées possèdent des énergies plus onentréesdans la région R.La somme des valeurs propres ou nombre de Shannon, égale à la trae de
D, est donnée par :
N =

(L+1)2∑

k=1

λk = trD =

L∑

n=0

n∑

m=−n

Dnm,nm =

∫

R

D(r̂, r̂′)dσ = (L+ 1)2
A

4π
,(4.38)où A désigne l'aire de la région R. N est analogue au nombre de Shannon(4.13) dans le as unidimensionnel. Ce nombre présente une bonne approxi-mation du nombre de valeurs propres signi�atives. Autrement dit, N est ladimension de l'espae des fontions f(r̂) limitées dans un domaine spetralpour des harmoniques sphériques de degrés 0 ≤ n ≤ L et approximative-ment limité en espae dans une région de forme arbitraire R et d'aire A.L'idée d'exlure les fontions propres qui sont faiblement onentrées dansla région R, provient du fait qu'elles sont a fortiori des fontions à bandelimitées et qui sont onentrées sur S2 r R, le omplémentaire de la région

R sur la sphère unité. C'est à dire que si λi est la onentration de fontionspropres gi dans la région R alors 1−λi est sa onentration dans S2rR [46℄.Lorsque l'aire A de la région R est très petite par rapport à elui de la sphère,
A ≪ 4π, le nombre de fontions propres à exlure est plus important, i. e.,
N ≪ (L+1)2. Dans le as où l'aire A de la région R est prohe de elle de lasphère, A ≈ 4π, le nombre des fontions propres à garder est plus intéressant,i. e., N ≈ (L+ 1)2.



4.4 : Conentration dans une région de forme arbitraire 894.4.3 Problème de onentration ontinentalA�n de visualiser la théorie de Slepian pour des régions de formes arbi-traires de la sphère unité, nous avons hoisi de onsidérer la onentrationspatio-spetrale sur une région ontinentale de la Terre : le ontinent Afriain.Table 4.1 : Deuxième olonne : rapport de l'aire de la régionR et de elui dela sphère unité. Troisième olonne : nombre de Shannon N = (L+1)2A/(4π)assoiés à haque hoix de la bande-limite dans le problème de onentrationsur le ontinent Afriain. N est arrondi en sa valeur entière.Région R A/4π en % Nombre de Shannon
L = 7 L = 11 L = 14 L = 18 L = 20 L = 25Afrique 5.78 3 8 13 20 25 39Dans la �gure (�g.4.4) nous pouvons voir l'e�et de l'augmentation de labande-limite L sur l'evolution des valeurs propres. En e�et, plus la bande-limite est grande, plus le nombre de valeurs propres signi�atives est im-portant, et par suite les fontions propres onentrées au maximum sur leontinent Afriain sont plus nombreuses. Ensuite nous représentons dans les�gures (�g.4.5, �g.4.6) les répartitions des énergies des fontions propres surla arte de l'Afrique. Ce qui permettra de voir l'importane des unes (ou les

N premières) par rapport aux autres. Nous remarquons également à traverses �gures omment une fontion �mal� onentrée sur la région R pourraitêtre par ontre �bien� onentrée sur le omplémentaire de R ; S2 rR.Remarque 6 (Régions de formes non onnexes) Dans l'introdution dee hapitre nous avons évoqué la pertinene de la méthode même pour étu-
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Figure 4.3 : Changement du spetre selon les valeurs de la bande limite
L.dier des domaines non onnexes. Soit par exemple R = R1 ∪ R2 une ré-gion de la sphère unité formée par deux parties non onnexes R1 et R2. e.g.,
R1 = Afrique et R2 = Europe. Supposons que D1 est la matrie de onentra-tion assoiée au domaine R1 et que D2 elle qui est assoiée au domaine R2.Alors la somme D12 = D1+D2 est la matrie assoiée aux deux domaines R1et R2 réunis. Les veteurs de la base de Slepian assoiée au domaine R1∪R2,sont les N12 (nombre de Shannon de D12) premières fontions propres de lamatrie D12 [46℄.
Remarque 7 (Calotte sphérique axisymétrique)Dans le as où le domaine de onentration est une alotte sphérique polaire
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Figure 4.4 : Evolution de la valeur propre maximale en fontion de labande limite L.symétrique, i.e.,
R = {r̂ = (θ, φ) ; cosα ≤ cos θ ≤ 1} ,la résolution du problème de Slepian est plus simple, en vertu de l'idée deGrünbaum et al. [24℄. Ils ont déouvert un opérateur di�érentiel du seondordre P qui ommute ave l'opérateur de onentration D.

P =
d

dx

[
(1− x2)(α− x) d

dx

]
− L(L+ 2)x− m2(α− x)

1− x2 , ∀ 0 ≤ m ≤ L,ave x = cos θ. Comme nous l'avons déja signalé pour le as unidimensionneldans le paragraphe (4.3.4), les opérateurs P et D ont le même ensemble deveteurs propres. De plus, de point de vue numérique il est plus simple de dia-gonaliser P qui admet une matrie tridiagonale que d'essayer de diagonaliserl'opérateur D diretement.
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Figure 4.5 : Réprésentation de douze, parmi vingt, fontions propres quisont bien onentrées sur le ontinent Afriain. La bande-limite ii est L = 18.
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Figure 4.6 : Quelques fontions propres �mal� onentrées sur le ontinentAfriain pour la même bande-limite L = 18.
Θ

calotte

Angle de 
 la calotte

epicentre

Figure 4.7 : Calotte sphérique.
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Figure 4.8 : Les fontions de base de Slepian pour une bande-limite L = 30et un domaine sous la forme d'une alotte sphérique dont l'angle est de mesure
Θ ≤ 45◦. La première ligne ontient les fontions propres de Slepian les plusonentrées dans le domaine. La dernière ligne ontient les fontions propresde la base de Slepian qui orrespondent aux plus petites valeurs propres etpar suite les moins onentrées dans le domaine. Les ouleurs bleu et rougeorrespondent respetivement aux valeurs positive et négative.
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Figure 4.9 : Les valeurs propres du problème spatio-spetral de Slepian surla alotte sphérique d'angle de mesure Θ ≤ 45◦ et L = 18, 20, 25, 30, 35, 40.Sur l'axe des X nous mettons les ordres des valeurs propres, et sur l'axe des
Y nous mettons les valeurs propres.





Chapitre 5
Étude de la solvabilité duproblème inverse despoints-masses
5.1 Introdution

La résolution pratique du problème inverse des points-masses, qui est malposé au sens de Hadamard, ne peut être envisagée que dans le as où ertainesonditions sur l'existene, la stabilité et l'identi�abilité sont élairies. Danse hapitre nous étudions es thèmes et nous présentons le plan que nousadoptons dans la résolution de notre problème.



98 Chapitre 5 : Étude de la solvabilité du problème inverse des points-masses5.2 Problème inverse et existene de la solutionRappelons que notre problème inverse gravimétrique onsiste à trouverune distribution de points-masses,
ρ̃ =

N∑

k=1

mkδξk ,qui génère un potentiel approhant le potentiel gravitationnel terrestre. Leproblème est formulé ainsi : trouver la distribution de points-masses Pk(ξk, mk)(ave ξk etmk désignent respetivement la position et la masse du point-masse
Pk) qui minimise la fontionnelle

F (ξ,m) = 1
2

∫

S

|V (R̃, θ, φ)− Ṽ (R̃, θ, φ)|2 dσ,où V et Ṽ sont respetivement le potentiel gravitationnel terrestre et le po-tentiel généré par les points-masses. Nous rappelons que es deux potentielsvéri�ent les équations suivantes :




∆V = 0 sur R3 \ E

∆V = −4πρ dans E, 



∆Ṽ = 0 sur R3 \ E

∆Ṽ = −4πρ̃ dans E. (5.1)D'autre part, d'après la loi de Newton les deux potentiels V et Ṽ s'exprimenten fontion de ρ et ρ̃,
V (ξ′) = G

∫

E

ρ(ξ)dξ

|ξ − ξ′| , Ṽ (ξ′) = G

∫

E

ρ̃(ξ)dξ

|ξ − ξ′| . (5.2)Considèrons l'opérateur :
T : L2(E) −→ T (L2(E)) (5.3)

F 7→ T (F )(x) :=

∫

E

F (y)

|x− y| . (5.4)Nous avons alors le résultat suivant [37℄,



5.2 : Problème inverse et existene de la solution 99Théorème 3.L'espae de Hilbert L2(E) se déompose en deux espaes orthogonaux,
L2(E) = Harm(E)⊕Anharm(E)où

Harm(E) := {H ∈ C2(E)/ ∆H = 0} (5.5)
Anharm(E) := {F ∈ L2(E)/ 〈F,H〉L2(E) = 0 ∀H ∈ Harm(E)}. (5.6)Le noyau de l'opérateur T est donné par :

ker T = Anharm(E)Il en résulte du théorème la non uniité de la solution du problèmeinverse des points-masses ar le potentiel gravitationnel V est dû à la densitéterrestre qui est une fontion de l'espae L2(E), 'est à dire qu'elle est forméed'une partie harmonique et d'une partie anharmonique. Cei implique quedeux densités de parties harmoniques égales et de parties anharmoniquesdi�érentes sont assoiées au même potentiel [20℄.Existene de la solution :L'existene de la solution du problème des points-masses est satisfaite grâe àla ontinuité sur EN× [0,M ]N de la fontion F (ξ,m), donnée préédemmentdans (4.2) par :
F (ξ,m) = 1

2

∫

S

|V (R̃, θ, φ)− Ṽ (R̃, θ, φ)|2 dσ,En e�et, le fait que V et Ṽ véri�ent les expressions (4.2) :
V (P ) =

GM

r

(
1 +

+∞∑

n=1

n∑

m=−n

anm

(a
r

)n
Ȳnm(θ, ϕ)

)
,

Ṽ (P ) =
N∑

k=1

Gmk

r

+∞∑

n=0

n∑

m=−n

αn
k

4π

2n+ 1
Ȳnm(θk, φk)Ȳnm(θ, φ),



100 Chapitre 5 : Étude de la solvabilité du problème inverse des points-massesla fontionnelle F (ξ,m) peut s'érire,
F (ξ,m) = 1

2
‖b− A(ξ)m‖2, (5.7)qui est ontinue sur EN×[0,M ]N . Nous rappelons que b et A(ξ) sont donnéesdans (4.5).5.3 Détermination d'une distribution de points-masses sur une grille5.3.1 Distane minimale séparant deux points-massessur une grilleA�n de onsolider notre approhe nous étudions la sensibilité de l'identi�-ation de deux points-masses (Pk(rk, θk, φk), mk), k = 1, 2 (ave m1 et m2 nonnéessairement égales) en fontion de la distane sphérique qui les sépare etdu quotient α =

rk
r
. Dans nos aluls nous hoisissons r = R̃ = (Rm+30)kmomme rayon d'une sphère d'observation onentrique ave la Terre (Rm estle rayon moyen de la Terre).Nous supposons que les deux points-masses (P1, m1) et (P2, m2) sont si-tués sur une grille régulière enterrée à une profondeur onstante ξ0, et notonspar V12 potentiel engendré par les deux points-masses en un point P (R̃, θ, φ)de la sphère d'observation. Nous limitons l'étude sur le as de point P ap-partenant à la même setion plane ontenant P1, P2 et le géoentre. On aalors,

V12(R̃, θ, φ) =
Gm1

ℓ1
+
Gm1

ℓ1
(5.8)où ℓk est dé�nie dans (1.2) par ℓk = PPk = R̃

√
1− 2α cosψk + α2 pour

k = 1, 2. Comme ℓk dépend seulement de la distane sphérique entre P et



5.3 : Détermination d'une distribution de points-masses sur une grille 101
Pk, nous supposons, sans perte de généralité, que les deux points-masses sontou bien situés sur le même méridien, -à-d ave φ �xe, ou bien situés sur lamême parallèle, -à-d ave θ �xe. Si par exemple, on se plae dans le premieras, nous pouvons érire V12 omme suit :
V12(R̃, θ, φ) =

G

R̃

(
m1√

1− 2α cos(θ − θ1) + α2
+

m2√
1− 2α cos(θ − θ2) + α2

)
.Il est possible enore de simpli�er l'expression de V12 en translatant l'originedes latitudes au milieu des deux points-masses. En notant par δ =

θ1 − θ2
2

,on a ψ12 = 2δ et V12 devient :
V12(R̃, θ, φ) =

G

R̃
(m1W (θ − δ) +m2W (θ + δ)) ,où

W (η) =
1√

1− 2α cos η + α2
.

Figure 5.1 : Shéma des positions deux points-masses.Pour α = 0.969 ('est à dire pour des masses hoisies disposées à 168kmde profondeur), nous onsidérons les deux expérienes suivantes. Dans la pre-mière, les deux points-masses sont onsidérés avoir la même longitude (�xée)



102 Chapitre 5 : Étude de la solvabilité du problème inverse des points-masses
φ (-à-d, qu'ils sont positionnés sur le même méridien) et de latitudes dif-férentes θ1etθ2 qui varient dans l'intervalle [1◦, 10◦]. Dans la deuxième expé-riene, les deux points-masses sont onsidérés avoir la même latitude (�xée)
θ (-à-d, qu'ils sont positionnés sur la même parallèle) et de longitudes di�é-rentes qui varient dans l'intervalle [1◦, 10◦].Dans la �gure 5.2 nous représentons, pour des masses égales et des massesdi�érentes, les �gures du potentiel omposite sur l'ar qui résulte de l'inter-setion de la sphère d'observation et du plan ontenant les deux points-masseset le géoentre.
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(a) (b)Figure 5.2 : Courbe du potentiel sur la sphère d'observation (R̃ = Rm +

30 km, Rm = 6378 km) omme fontion de la distane entre les deux points-masses. Les oordonnées sont données par ψi = ψ0±ni∆ψ où ∆ψ = 0.2308◦.La �gure 5.2 montre que lorsque la distane entre les points-masses déroitla ourbe du potentiel généré par deux points-masses passe de la forme ourbeà deux bosses à une ourbe à une seule bosse. Ce résultat est vrai dans leas de points-masses de masses égales ou di�érentes. En outre, il existe unedistane minimale ritique, au dessous de laquelle le potentiel généré par



5.3 : Détermination d'une distribution de points-masses sur une grille 103deux points-masses apparaît omme étant le potentiel généré par un seulpoint-masse situé au milieu et de masse égale à la somme des masses desdeux points-masses.
Ce phénomène a été observé dans d'autres domaines tels que l'optique etles signaux radar. En e�et la onfusion entre un signal généré par plusieurspoints soures voisins et elui généré par un seul point soure est toujourspossible.
Le ritère de Rayleigh [10℄ nous aide à trouver une distane minimaleentre les points soures permettant d'identi�er les points à partir de leurs si-gnaux. Ainsi, pour une valeur �xée du quotient α, nous utiliserons le ritèrede Rayleigh pour trouver la distane minimale δmin à onsidérer a�n que lespoints-masses puissent être distingués. Dans la �gure 5.3 nous représentonsla dérivée seonde du potentiel au point d'observation par rapport à la dis-tane sphérique entre les deux points-masses. Nous remarquons que lorsquela distane entre les deux points-masses (dans les deux as : masses égales oumasses di�érentes) est inférieure à 2δ = 2.29◦ ≈ 255 km, la dérivée seondeest négative et le potentiel atteint un maximum loal au point milieu. Danse as, le proessus d'identi�ation devient instable.
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(a) (b)Figure 5.3 : Courbure Gaussienne du potentiel omme fontion de la dis-tane sphérique entre les points-masses. (a) orrespond au as des points-masses de même masse. (b) représente le as de deux points-masses de massesdi�érentes.
5.3.2 Stabilité du proessus d'identi�ationEn général, les erreurs de alul peuvent aboutir à une instabilité solutiond'un problème inverse. Puisque notre but est de trouver une solution stablepour notre problème, il est important d'étudier la stabilité à part. Pour elanous proédons omme suit. Nous supposons, tout d'abord, que le seondmembre b de notre problème est le potentiel généré par une distributionde points-masses de paramètres (masses et positions) préalablement onnus,et nous essayons de retrouver es paramètres. Ensuite, nous ajoutons auterme b un bruit blan distribué selon la loi normale et nous omparons,pour plusieurs niveaux du bruit ajouté, les résultats retrouvés à partir duproblème perturbé ave eux du problème non perturbé. Notons par b̃ leseond membre perturbé ave un bruit d'amplitude κ :

b̃ = b+ κmoy(b)a,



5.3 : Détermination d'une distribution de points-masses sur une grille 105où a est un veteur aléatoire de réels normalement distribués.Les expérienes dont nous venons de présenter le adre, sont e�etuées surune grille régulière de pas 2.5◦ (qui respete le ritère de la distane minimaleentre deux points) de la manière suivante :1er as : un seul point-masse où le veteur b ontient les oe�ientsdu potentiel généré par le point-masse (P (r0, θ0, φ0), m0). Cette expérieneonsiste à retrouver le point-masse P pour un seond membre ave et sansbruit ajouté.Nous remarquons que, sans bruit ajouté aux données, nous retrouvonsave préision le point-masse. Dans le as où nous ajoutons du bruit auseond membre nous retrouvons une masse prinipale située au point P 0,et d'autres masses très petites par rapport à m0, et dans son voisinage. Lasomme de toutes les masses trouvées est égale à m0.2ème as : deux points-masses où le veteur b ontient les oef-�ients du potentiel généré par les deux points-masses (P (r1, θ1, φ1), m1)et (P (r1, θ2, φ2), m2). Sans bruit ajouté, nous retrouvons bien nos points-masses. Pour un bruit ajouté d'amplitude 5%, nous retrouvons deux massesprinipales aux mêmes positions de nos masses initiales, et d'autres massesdans leurs voisinages. Tandis que, dans le as de 10% de bruit ajouté, nousne retrouvons plus nos masses. Dans le tableau 5.3.2 nous illustrons les pro-portions des masses prinipales retrouvées par rapport aux masses initialesdans les deux as étudiés (la valeur 1 dans le tableau veux dire que nousretrouvons le point-masse initial ave préision) Les valeurs inférieures à 1montrent la présene d'autres masses autour des masses initiales. Le tableau5.3.2 montre en outre que pour un grand niveau de bruit nous éhouons àretrouver les points-masses initiaux.
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△ points-masses retrouvés ave un bruit de 10%.Figure 5.4 : Shéma des deux as étudiés dans le paragraphe 5.3.Dans (a) nous montrons le point-masse prinipal retrouvé (P 0, m0) et lesmasses identi�ées après l'ajout d'un bruit. Dans (b) nous shématisonsla deuxième expériene portant sur l'identi�ation de deux points-masses
(P 1, m1) and (P 2, m2), et nous montrons les masses qui apparaissent à leursvoisinages. Dans les deux as les di�érenes entre les masses sont onsidérées.Table 5.1 : In�uene du niveau de bruit ajouté sur les valeurs des massesretrouvées. Dans la deuxième et la troisième olonne nous donnons les rap-ports des masses prinipales retrouvées par les masses initiales.Bruit Un seul point-masse Deux points-masses0% 1 (1, 1)5% 0.966 (0.962, 1.016)10% 1.012 (0.869, 0.982)



5.4 : Réapitulatif global et algorithme orrespondant 1075.4 Réapitulatif global et algorithme orres-pondantA titre de réapitulation sur l'étude e�etuée dans les paragraphes pré-édentes de e hapitre, nous nous proposons d'itérer les di�érents axes àonsidérer dans l'algorithme de résolution du problème loalisé des points-masses.Nous rappelons que notre problème loal s'érit
min

ξ∈RN ,mk≥0

1
2
‖A(ξ)m− b‖2, (5.9)Dans une première étape nous hoisissons la région de la Terre à étudier etnous déterminons la base de Slepian et la grille qui lui sont assoiées. Ensuite,pour éviter la onfusion entre un potentiel généré par plusieurs points-massesvoisins ave le potentiel généré par leur somme, nous mettons en ÷uvre leritère de Rayleigh pour le hoix d'un pas minimal de la grille de alul(≥ 2.29◦ ≈ 255 km). Une fois trouvée la base de Slepian et �xée la grille,nous proédons à la résolution alternative des deux problèmes (Pm), donnépar (4.2), et (Pξ), donné par (4.2), relativement à ette base.Pour résoudre le problème (Pm) nous utilisons une régularisation entro-pique. C'est une méthode utilisée surtout dans les problèmes de reonstru-tion d'images et ses appliations. Il s'agit en fait d'ajouter de l'information auproblème (4.2) a�n d'améliorer la stabilité. Plus préisément, nous herhonsà déterminer le veteur m̂ qui minimise

Fe(ξ,m) = 1
2
‖A(ξ)m− b‖L2(S) + µ2

N∑

k=1

mk log(mk), (5.10)ave µ est le oe�ient de régularisation. L'ajout de la fontionnelle régu-larisante est utilisé dans le as où l'on reherhe une solution positive. En



108 Chapitre 5 : Étude de la solvabilité du problème inverse des points-massese�et, ette fontionnelle (appelée aussi la fontion d'entropie) se omporteomme une fontion barrière, e qui assure la positivité de la solution. Enoutre, la régularisation entropique est implémentée dans la fontion maxentqui utilise un algorithme de gradient onjugué non linéaire [21℄. Les solutionsdu problème de minimisation de la fontionnelle Fe sont trouvées grâe àette étape d'algorithme :
m(k+1) ←−m(k) + αkp

(k), (5.11)
p(k+1) ←− −∇Fe(ξ0,m

(k+1)) + βkp
(k), (5.12)où ξ0 est le veteur des positions initiales des points-masses et le gradient de

Fe est donné par
∇Fe(ξ0,m) = A(ξ0)

T (A(ξ0)m− b) + µ2




1 + logm1...
1 + logmK


 .Dans (5.12), le paramètre de régularisation αk est alulé ave un algorithmede ligne de reherhe inexate de manière qu'il minimise la fontionnelle

Fe(ξ0,m
(k) + αkp

(k)) sous les ontraintes m(k) + αkp
(k) sont positifs. Paronséquent, βk est donnée par

βk =

(
∇Fe(ξ0,m

(k+1))−∇Fe(ξ0,m
(k))
)T ∇Fe(ξ0,m

(k+1))

‖∇Fe(ξ0,m
(k+1))‖22

.Ce hoix de βk a l'avantage de faire un redémarage �automatique� dans ladiretion de la desente dans le as d'une onvergene lente [52℄. Le problème
(Pξ) est résolu itérativement en utilisant la méthode de point intérieur. Leprinipe de ette méthode onsiste à onstruire une suite d'itérés dont lestermes appartiennent à la zone admissible des solutions du problème (qui or-respond dans notre as à l'intérieur de la Terre) et qui onverge vers la solu-tion optimale. Dans notre problème, l'algorithme de point intérieur est initia-lisé aux paramètres suivants : les points-masses sont de masses m̂ (solutions



5.4 : Réapitulatif global et algorithme orrespondant 109du problème (Pm)) et positionnés sur une sphère de rayon r0 = (Rm−30)km.Nous herhons à trouver les points-masses enterrés (ave la possibilité de lesonsidérer positionnés dans une enveloppe sphérique) et solution optimaledu problème (Pξ). Nous boulons ensuite les deux problèmes a�n de trouverune solution optimale du problème global (5.9).
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Constantes
Rm : réel ; le rayon moyen de la Terre en mètre
N : entier ; nombre de veteurs de la base de Slepian
K : entier ; nombre de points-masses
ǫ : réel ; toléraneVariables m : tableau de réels [1 . . .K] ;
r : tableau de réels [1 . . .K] ;
b : tableau de réels [1 . . .N ] ;
A : tableau de réels [1 . . .N ][1 . . .K] ;Fontion Maillage(Domaine) : réelhoix du domaine d'étude et maillageFinFontion Slepian(Domaine) : tableau de réel [1..(N + 1)2][1..N ]Détermination de la base de Slepian assoiée au domained'étudeFinPour k de 1 à K faire

rk ← Rm − 30 ;Fin Pourerr← 10 ;Tant que (err> ǫ) faire
• Calul de A et de b Projetion de A et de b dans la base deSlepian ;

m̂← maxent 1
2
‖A(r)m− b‖L2(S);

r ← fmincon 1
2
‖A(r)m̂− b‖L2(S);

A(r) au lieu de A(ξ) ar les latitudes et leslongitudes sont fixées
• Calul des potentiels réel et approhé (V et Ṽ ) ;err← ‖V − Ṽ ‖‖V ‖ ;Fait Algorithme 1: Loalisation des points-masses



Chapitre 6
Validation numérique

Ce hapitre vient après l'étude de la solvabilité du problème et l'essai deplusieurs types d'algorithmes pour la résolution des problèmes aux moindresarrés linéaires et non linéaires ave ontraintes de positivité. Nous �nissonspar présenter une étude numérique de la résolution du problème loalisé despoints-masses relativement à la base de Slepian. C'est aussi la validationnumérique de l'algorithme mis au point dans le hapitre préédent. Nousprésentons en partiulier, une étude numérique de la qualité de la solutionrelativement à la position du domaine d'étude (relativement aux p�les). Ladernière partie de e hapitre est onsarée à la résolution d'un nouveau pro-blème de points masses. Nous ommençons par supposer que le potentiel despoints masses est généré par un point masse prinipal situé au entre de laTerre (noyau) et d'une distribution de points masses de taille plus petite pouraratériser les variations du potentiel à approher. Le but de ette partieest d'étudier l'éart relatif entre les deux potentiels selon l'importane a�e-tée au noyau (omparé ave elle de la Terre). Nos expérienes numériquessont implémentées sous MATLAB [36℄. Plusieurs boites à outils ont été utili-sées notamment elle de l'optimisation "Optimization toolbox" et elle de la



112 Chapitre 6 : Validation numériqueartographie "Mapping toolbox".

6.1 Choix du domaine et maillage
Du fait que notre étude est e�etuée sur une petite sphère englobant laTerre, nous supposons que toute région étudiée peut être à l'intérieur d'unealotte sphérique de entre Γ et de distane épientrique d. La distane ddépend de la super�ie du domaine étudié. Le domaine que nous hoisissonsdans nos exemples est entré sur la Tunisie (voir �gure 6.1). Les points massessont supposés initialement à une distane r = 6341 km du entre de la Terre.Ils sont disposés à la surfae sur une grille régulière. Les n÷uds du maillagesont les intersetions entre les erles partageant la alotte transversalementet les seteurs d'origine l'épientre (voir �gure 6.1). Ce maillage respete laondition que nous avons présentée dans le hapitre préédent onernant ladistane minimale qu'il faut onsidérer entre deux points-masses voisins a�nqu'ils soient disernables.
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Figure 6.1 : Domaine hoisi.
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Figure 6.2 : Maillage irulaire du domaine étudié.6.2 Étude d'un exempleNous rappelons que le problème Pm est un problème de minimisationave ontrainte de positivité. Nous utilisons la méthode de régularisationentropique dans L2(S), qui est proposée par Hansen dans [25℄. Nous résolvonsà haque itération j le problème
min
m

1

2
‖A(ξ(j))m− b‖2L2(S) + α2

j

K∑

k=1

mk log(mk),où αj est le paramètre de régularisation. Le terme d'entropiemk logmk assurela positivité des valeurs des masses. Dans [25℄, Hansen explique que etteméthode de régulartisation est pareille à elle de Tikhonov ave ontraintesde positivité. La résolution de e problème néessite la détermination du



6.2 : Étude d'un exemple 115paramètre αj approprié à partir des données. Dans nos aluls nous utilisonsla méthode de �la ourbe en L� (L-urve) pour la détermination d'une valeuroptimale du paramètre de régularisation.

Dans les �gures suivantes nous présentons pour des itérations onséutives
j = 1, . . . , 27, la norme de la solution en fontion de la norme du résidu. Nousonstatons qu'à haque itération j nous réupérons une ourbe de forme�L�. D'après Hansen dans [25℄, ette ourbe fournit le paramètre optimal derégularisation pour haque itération j [4℄.
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Figure 6.3 : Les ourbes en L et les valeurs du paramètre de régularisationorrespondant à quelques itérations.L'évaluation de l'e�aité de notre étude numérique est exprimée par le



6.2 : Étude d'un exemple 121alul de l'erreur relative pontuelle, entre le potentiel gravitationnel réel, V ,et le potentiel approhé Ṽ donnée par la formule suivante :
ǫ(i, j) =

|V (i, j)− Ṽ (i, j)|
|V (i, j)| .Le graphe de ǫ représenté dans la �gure 6.2 permet d'observer que les résultatsde détermination des points-masses et qui sont trouvés à l'itération j = 27,sont aeptables [4℄. En e�et, les erreurs relatives pontuelles ǫ(i, j) sontinférieures à 5% sur une petite partie du domaine étudié et inférieures à 3%sur le reste.

Figure 6.4 : Erreur relative, entre le potentiel gravitationnel et le potentielgénéré par les points-masses trouvés.



122 Chapitre 6 : Validation numérique6.2.1 Dépendane des résultats en fontion de la dis-tane au p�lesEn vertu du manque de données satellitaires aux p�les, la qualité de l'in-version peut devenir plus mauvaise. Nous étudions la qualité de l'erreur rela-tive en faisant varier les latitudes. Dans la �gure 6.2.1 nous présentons ettevariation et nous onstatons que plus on s'approhe du p�le nord plus grandeest l'erreur relative. Cei montre qu'en augmentant les latitudes l'inversiondevient mauvaise.
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6.3 Considération d'un point-masse au géoentreRappelons nous que l'expression du potentiel gravitationnel terrestre s'éritrelativement à la base des harmoniques sphériques est donnée par (1.10).Cette expression pourrait être onsidérée omme étant la somme d'une valeur



6.3 : Considération d'un point-masse au géoentre 123moyenne du potentiel gravitationnel et d'autres valeurs qui orrespondent àdes déviations par rapport à ette valeur moyenne. Nous avons noté, en outre,que ette valeur moyenne du potentiel pourrait être onsidérée omme elledûe au potentiel d'une masse pontuelle située au géoentre de masse M �lamasse de la Terre.Dans e paragraphe nous avons pensé à faire varier la valeur de la massede e point-masse au noyau et d'interpréter les résultats. Nous rappelonsque la masse physique du noyau terrestre est Mc = 1
3
M [53℄. Dans notreexpériene, ette masse peut prendre des valeurs inférieures à la masse dela Terre. Le potentiel généré par le point-masse au noyau en un point del'espae P est donné par Vc(r, θ, φ) =

GMc

r
. Par onséquent, le potentielgravitationnel terrestre V (r, θ, φ) s'érit omme somme du potentiel du point-mass au noyau et d'une partie orretive assoiée au potentiel généré par despoints-masses situés à la route terrestre. C'est à dire V (P ) = Vc(P )+ Ṽ (P ).Dans la �gure 6.3 nous représentons pour une masse du noyau qui varie surl'intervalle [0, 0.9M ], les normes des erreurs relatives orrespondantes et quisont données par la relation suivante :

err =
‖V − Ṽ ‖
‖V ‖ .Nous onstatons que malgrè les résultats aeptables que nous pourrionsavoir pour ertaines valeurs de Mc (voir les �gures 6.6, 6.7, 6.8 et 6.9 illus-trant les résidus pontuels pour haque valeur de la masse du noyau), nousn'aboutissons pas à des résultats meilleures que le as d'une masse entralenulle.
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Figure 6.5 : Variation de l'erreur relative en fontion de la valeur de lamasse du noyau. Les valeurs des masses sont : [0.2, 0.9M ].

Figure 6.6 : Le résidus pontuels pour plusieurs dimensions du noyau. Lamasse du noyau est exprimée en fontion de la masse de la Terre (M). Danses deux as Mc = 0.2M et Mc = 0.3M .
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Figure 6.7 : Le résidus pontuels pour plusieurs dimensions du noyau. Lamasse du noyau est exprimée en fontion de la masse de la Terre (M). Danses deux as Mc = 0.4M et Mc = 0.5M .

Figure 6.8 : Le résidus pontuels pour plusieurs dimensions du noyau. Lamasse du noyau est exprimée en fontion de la masse de la Terre (M). Danses deux as Mc = 0.6M et Mc = 0.7M .
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Figure 6.9 : Le résidus pontuels pour plusieurs dimensions du noyau. Lamasse du noyau Mc est exprimée en fontion de la masse de la Terre (M).Dans es deux as Mc = 0.8M et Mc = 0.9M .



Chapitre 7
Conlusion

Deux problèmes de géodésie physique ont été étudiés. Le premier portesur la détermination d'un géoïde loal ave la méthode de olloation parmoindres arrés. Le deuxième problème étudié dans ette thèse porte sur ladétermination d'une distribution de points-masses enterrés a�n d'approherle potentiel terrestre. Dans e hapitre de onlusion nous exposons un bilande notre travail en mettant en évidene ses résultats, ses limitations ainsi queses perspetives.7.1 Étude bibliographique et apport à l'état del'art7.1.1 Calul du géoïdeLe but de la première partie de ette thèse était de déterminer le géoïded'une région donnée, qui est de grande importane. En e�et, il intervientdans plusieurs domaines notamment en génie ivil, en aéronautique et endes travaux militaires. L'étude bibliographique de e problème a permis de



128 Chapitre 7 : Conlusionmettre en lumière la gravimétrie terrestre et la méthode de olloation parmoindres arrés, qui est de grand intérêt lorsqu'il s'agit de la déterminationd'un signal stohastique à partir de mesures hétérogènes. Cette méthodeest utilisée en géodésie physique pour la détermination d'un géoïde loal oupour l'extrapolation de ertaines mesures. D'autre part, la détermination dugéoïde en utilisant la méthode de olloation par moindres arrés néessite ladétermination des orrélations entre les di�érentes quantités mesurées. Dansla littérature il existe un logiiel en Fortran �GRAVSOFT� qui permet dealuler es orrélations et de déterminer un géoïde. Notre ontribution dansette partie est la reprodution de es travaux (érits en Fortran) ave desodes érits ave MATLAB.L'importane de e travail est la onstrution d'une boite à outils MAT-LAB qui permet d'appliquer la méthode de olloation par moindres arrésdans la résolution d'autres problèmes dans d'autres domaines mais qui res-semblent à la détermination d'un géoïde.7.1.2 Problème inverse en gravimétrieLa deuxième partie de ette thèse a été onsarée à la résolution du pro-blème inverse qui onsiste à déterminer une distribution de points-massesgénérant un potentiel équivalent à un potentiel donné. Nous nous sommesintéressés en partiulier au problème loal où nous ne disposons que des don-nées sur une région limitée de la Terre. Ce problème est de grand intérêtdans les sienes de l'ingénieur et existe sous plusieurs formes dans la litté-rature. En géodésie, il permet de répondre à des questions relatives à l'étudede la densité de la masse terrestre. En imagerie médiale e problème permetd'étudier l'intérieur du erveau humain à partir de mesures de surfae.A e propos, nous itons le problème inverse de la M/EEG (Magnéto /



7.1 : Étude bibliographique et apport à l'état de l'art 129Eletro Enéphalographie) qui a été étudié dans la thèse de Ana-Maria Niu[39℄. Elle a résolu les problèmes : transmissions des données et loalisationde soures à l'intérieur de la boule (modélisant la tête humaine). Dans esproblèmes, les mesures sont supposées disponibles seulement sur des partiesde la sphère (alotte sphérique ou hémisphère nord de la sphère). Pour bienreprésenter les mesures, A-M. Niu a utilisé la base de Slepian qui a de bonnespropriétés sur les régions étudiées. Ce fait a été en faveur de l'appliation dela méthode d'approximation rationnelle dans des setions planes de domainesen 3D, pour résoudre les problèmes qu'elle a posés dans sa thèse. Lors de larésolution de notre problème (en géodésie) nous avons renontré deux sousproblèmes essentiels. Le premier est que les points-masses sont supposés avoirdes positions libres et des masses positives omme inonnues. Cei permetde lassi�er notre problème inverse de points-masses, parmi les problèmes lesplus di�iles à résoudre dans e thème de géodésie [14℄. Dans e ontexte,nous avons remarqué la sensibilité de la résolution aux distanes entre lespoints-masses (et par onséquene sur le nombre de points-masses onsidé-rés). Cei nous a fait penser à imposer une ontrainte sur es distanes pouréviter le problème de stabilité de l'algorithme. Le deuxième sous problèmerenontré lors de la résolution du problème des points-masses, est elui dela base relativement à laquelle nous allons e�etuer nos aluls. Nous avonsvu que lorsqu'on restreint l'étude de notre problème inverse sur une régionlimitée de la Terre, la base des harmoniques sphériques ne peut plus êtrediretement utilisée, ar elle n'est plus orthonormée sur la région hoisie.Nous avons hoisi d'utiliser les bases de Slepian qui ont l'avantage d'être àla fois orthogonales sur leur régions assoiées et orthonormées sur toute lasphère [3℄. Dans ette partie nous avons exposé en partiulier l'originalité etl'e�aité de e hoix. La résolution du problème inverse des points-masses



130 Chapitre 7 : Conlusionen étudiant simultanément les deux derniers sous problèmes a permis unenouvelle formulation mathématique du problème global. Le problème de mi-nimisation assoié, a été formulé sous la forme d'un problème aux moindresarrés non linéaire à ontrainte de positivité.L'algorithme que nous avons développé pour nos expérienes numériquesrésoud alternativement les deux problèmes d'inonnues les masses (positives)et les positions des points-masses. Les résultats des expérienes numériquessur un exemple de domaine hoisi ont été très bonnes. A la �n de ette par-tie nous avons imaginé que le potentiel terrestre pourrait être généré par unpoint masse prinipal situé au entre de la Terre (-à-d : oinidant ave lenoyau ou une partie du noyau de la Terre) auquel nous lui assoions une dis-tribution d'autres points-masses de tailles plus petites et dont les potentielsorrespondent à des orretions ajoutées au potentiel du noyau (a�n d'appro-her le potentiel gravitationnel terrestre). Malheureusement, ette approhen'a pas apporté d'amélioration notable à la préision de la solution.7.2 PerspetivesNotre manière pour résoudre le problème des points-masses peut égale-ment s'appliquer pour résoudre d'autres problèmes inverses sur la sphère.Il su�t d'adapter les deux parties ; théorique et algorithmique au ontexteétudié. En partiulier nous avons remarqué que ette méthode a bien résolunotre problème inverse de reherhe des points-masses et ontribué à la réso-lution d'un problème d'imagerie médiale [39℄. Cette appliation s'avère êtreprometteuse et mérite plus de développement.



Annexe : Harmoniques sphériques



132 Chapitre 7 : ConlusionA.1 IntrodutionL'étude du potentiel terrestre nous a amené à résoudre l'équation de La-plae ∆V = 0. Les solutions de ette équation sont appelées les harmoniquessphériques. Dans e hapitre nous introduisons les di�érents théorèmes etformules véri�és par es fontions en partiulier sur la sphère.
A.2 Equation de Laplae et fontions harmo-niquesA.2.1 Opérateur de LaplaeL'opérateur de Laplae s'érit en oordonnées artésiennes :

∆V =
∂V

∂x2
+
∂V

∂y2
+
∂V

∂z2
,et en oordonnées sphériques :

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂V

∂

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2V

∂φ2
. (A.1)

A.2.2 Fontions harmoniquesDé�nition 5. Une fontion V est harmonique sur un domaine Ω si ses dé-rivées seondes sont ontinues et ∆V = 0 (équation de Laplae) en tout pointde Ω.



A.3 : Harmoniques sphériques 133A.3 Harmoniques sphériquesA.3.1 Résolution de l'équation de LaplaeUne solution à l'extérieur d'une sphère de rayon R et de entre l'originedu repère, peut être trouvée grâe à la tehnique de séparation des variables.Ainsi ette solution peut s'érire sous la forme :
V (r, θ, φ) = f(r)g(θ)h(φ).Ensuite, l'injetion de ette forme de la solution dans l'équation (A.2), onobtient :

1

r2
1

f

∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

1

g

∂

∂θ

(
sin θ

∂g

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

1

h

∂2h

∂φ2
= 0 (A.2)La première partie est indépendante de θ et φ, et la deuxième partie estindépendante de r. Les deux termes sont égaux à des onstantes opposées.On suppose que ette onstante est de la forme q(q + 1). Par onséquent,nous pouvons érire :
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= q(q + 1) soit enore 1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
= q(q + 1)f(A.3)Si f est hoisie de la forme f(r) = ra, on trouve des solutions de l'équation(A.3) de la forme :

f(r) = q(q + 1)
(
rq + r−(q+1)

)
.La deuxième partie de l'équation (A.2) s'érit,
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= −q(q + 1)ou enore
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sin2 θ
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h(φ)

∂2h(φ)

∂φ2
= −q(q + 1)f(θ)g(φ)



134 Chapitre 7 : ConlusionEn multipliant toute l'équation par g(θ)h(φ), on obtient :
h(φ)

(
∂2g(θ)

∂θ2
+ cot θ

∂g(θ)

∂θ

)
g(θ)

sin2 θ

∂2h(φ)

∂2φ
= −q(q + 1)f(θ)g(φ),ou enore,

sin2 θ

g(θ)

(
∂2g(θ)

∂θ2
+ cot θ

∂g(θ)

∂θ

)
+ q(q + 1) sin2 θ = − 1

h(φ)

∂2h(φ)

∂2φ
= m2.On retire le système :





sin2 θ

g(θ)

(
∂2g(θ)

∂θ2
+ cot θ

∂g(θ)

∂θ

)
+ q(q + 1) sin2 θ −m2 = 0

∂2h(φ)

∂2φ
+m2h(φ) = 0

(A.4)Les solutions de la deuxième équation du système (A.4) sont de la forme :
h(φ) = B1 cosφ+B2 sinφ (A.5)La première équation du système (A.4) s'érit enore,

sin2 θ
d2g(θ)

dθ2
+ sin θ cos θ

dg(θ)

dθ
+
(
q(q + 1) sin2 θ −m2

)
g(θ) = 0 (A.6)Posons t = cos θ, il en résulte que :

dg(θ)

dθ
= − sin θ

dg(θ)

dt
et (A.7)

d2g(θ)

dθ2
= − cos θ

dg(θ)

dt
+ sin2 θ

d2g(θ)

dt2
. (A.8)Par onséquent, la première équation du système (A.4) devient,

d

dt

[
(1− t2)dh(t)

dt

]
+

[
q(q + 1)− p2

1− t2
]
= 0 (A.9)Les seules solutions physiquement admissibles de l'équation (A.9) sont ellesqui orrespondent à q = n ∈ N. Elles sont appelées les fontions sphériquesde Laplae ou enore les fontions de Legendre et pour |m| ≤ n on les note :

Pnm(t) =
1

2nn!
(1− t2)m

2

dn+m

dn+m
(t2 − 1)n (A.10)



A.4 : Constrution d'une base 135et
Pn(−m)(t) = (−1)m (n−m)!

(n+m)!
Pnm(t). (A.11)L'entier n est appelé le degré de es fontions et m est leur ordre.Posons par,

Ynm(θ, φ) =





sin |m|φPn|m|(t), −n ≤ m ≤ −1,
1√
2
Pn0(t), m = 0,

cos |m|φPn|m|(t) 1 ≤ m ≤ n

(A.12)La fontion Ynm est appelée harmonique sphérique réelle de degré n et d'ordre
m. Notons en outre que les fontions harmoniques sphériques sont les fon-tions propres du Laplaien surfaique, i.e.,

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ynm
∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ynm
∂φ2

= n(n+ 1)Ynm. (A.13)et à haque n �xé (ou à haque valeur propre n(n + 1) �xée) on a 2n + 1fontions Ynm.A.4 Constrution d'une baseNotons par L2(S2) l'espae des fontions à arrés intégrables sur la sphèreunité. Le produit salaire assoié à et espae est dé�nie par :
∀f, g ∈ L2(S2) on a 〈f, g〉 = ∫ 2π

0

∫ π

0

f(θ, φ)g(θ, φ)dσ(θ, φ)où, dσ(θ, φ) est la mesure de Lebegue assoiée à l'espae L2(S2). Relativementà e produit salaire les fontions harmoniques sphériques véri�ent la relation



136 Chapitre 7 : Conlusiond'orthogonalité suivante :
∫

S2

Yij(t)Ykl(t)dσ = δikδjl, (A.14)oú t = (θ, φ) et δik est le symbol de Kroneker. En outre nous pouvons érire :
‖Yij(t)‖2 =

∫

S2

Yij(t)Yij(t)dσ =
4π

2i+ 1

(i+ |j|)!
(i− |j|)! . (A.15)Notons par

Ȳij =

√
2i+ 1

4π

(i− |j|)!
(i+ |j|)!Yij. (A.16)L'ensemble des fontions harmoniques sphériques normalisées Ȳij onsti-tuent une base orthonormée omplète de l'espae L2(S2).Polynomes de Legendre :Les harmoniques sphériques d'ordres nulles sont appelées les polyn�mesde Legendre.Base omplète : Les polyn�mes de Legendre forment une base orthogonaleomplète de l'espae L2([−1, 1]). C'est à dire que pour t = cos θ ∈ [−1, 1]on peut érire le développement d'une fontion f de t omme suit [43℄ :

f(t) =

+∞∑

n=0

fnPn(t), ave fn =

∫ 1

−1

f(t)Pn(t)dt.Exemple A.4.1.
f(t) =

1√
1− 2αt+ α2

=

+∞∑

n=0

αnPn(t). (A.17)Formules de réurrenes :
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Pn+1(t)−

2n + 1

n+ 1
tPn(t) +

n

n+ 1
Pn−1(t) = 0, (A.18)

dPnm(t)

dθ
=

1

2
[(n−m+ 1)(n+m)Pnm−1(t)− Pnm+1(t)] , (A.19)

cos θPnm(t) =
1

2n+ 1
[(n−m+ 1)Pn+1m + (n+m)Pn−1m] , (A.20)

sin θPnm(t) =
1

2n+ 1
[Pn+1m+1 − Pn−1m+1] . (A.21)Le théorème d'addition :

Pn(cosψ12) =
4π

2n+ 1

m=n∑

m=−n

Ynm(θ1, φ1)Ynm(θ2, φ2). (A.22)où ψ12 est la distane sphérique entre les points (θ1, φ1) et (θ2, φ2).Classes des harmoniques sphériques :Les harmoniques sphériques sont partagées en trois lasses [9, 45℄ :� les harmoniques sphériques zonales : elles sont les harmoniques sphé-riques d'ordre m = 0. Elles sont indépendantes de la variables φ. Sur lasphère, elles ont une symétrie de révolution (l'axe est elui des p�les).Représentées sur la sphère, elles la partagent en des zones. D'où le nom�zonales�.� les harmoniques sphériques setorielles : Elles orrspondent aux har-moniques sphériques du type Y|m|m, e.g., Y00, Y1−1, Y11, Y2−2, Y22, et.� les harmoniques sphériques tesserales : ette lasse omprend le restedes harmoniques sphériques.Exemple A.4.2. Polyn�mes de LegendreLes polyn�mes de Legendre du degré n = 0 jusqu'au degré n = 5 pour lavariable t = cos θ telle que θ ∈ [0, 2π] sont :
P0(t) = 1
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Figure A.1 : Les di�érentes lasses des harmoniques sphériques.

P1(t) = t

P2(t) =
1

2
(3t2 − 1)
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1

2
(5t3 − 3t)

P4(t) =
1

8
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1

8
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Figure A.2 : Représentation graphique de quelques exemples de polyn�mesde Legendre.
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Figure A.3 : Harmoniques sphériques zonales.
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Figure A.4 : Harmoniques sphériques setorielles.Tesserales
Figure A.5 : Harmoniques sphériques tesserales.A.4.1 Développement harmoniqueOn onsidère le sous espae Hk de L2(S2), tel que,

Hk =

{
k∑

n=0

n∑

m=−n

αnmYnm; αnm ∈ R

}
.

Hk est engendré par les harmoniques sphériques de degrés n ≤ k. Paronséquent, l'estimation par la méthode de moindres arrés d'une fontion
f ∈ L2(S2) dans le sous espae Hk que nous notons f̂ , est donnée par :

f̂(t) =

k∑

n=0

n∑

m=−n

〈f, Ynm〉Ynm(t). (A.23)Il en déoule de résultat suivant :Théorème 4.
k∑

n=0

n∑

m=−n

〈f, Ynm〉Ynm(t) = arg min
h∈Hk

∫

S2

[f(t)− h(t)]2 dσ.



A.5 : Sommes de quelques séries harmoniques �nies et in�nies 141Ce théorème est onnu dans l'analyse de Fourrier. Il dérit le développementd'une fontion de L2(S2) en série d'harmoniques sphériques [13℄.
A.5 Sommes de quelques séries harmoniques �-nies et in�niesA.5.1 Sommes de séries harmoniques �nies : algorithmede ClenshawL'algorithme de Clenshaw est utilisé en général pour la sommation destermes de suites qui véri�ent une relation de réurrene linéaire. En par-tiulier, et algorithme permet détudier les sommes de séries de polyn�mesorthogonaux très fréquentes dans les problèmes de mathématiques appliquéeset en physique. Considérons une suite de fontion, φk véri�ant la relation deréurrene suivante :

φk+1(x) + αk(x)φk(x) + βk(x)φk−1(x) = 0 (A.24)où αk et βk sont des oe�ients dont on onnaient en avane. Pour toutesuite c0, c1, . . . , cN , onsidéront les suites bk véri�ant :
bN+1(x) = bN+2(x) = 0, (A.25)
bk(x) = ck − αk(x) bk+1(x)− βk+1(x) bk+2(x). (A.26)Il en résulte que la somme :

n∑

k=0

ckφk(x) = b0(x)φ0(x) + b1(x) [φ1(x) + α0(x)φ0(x)] . (A.27)



142 Chapitre 7 : ConlusionA.5.2 Sommes de quelques séries harmoniques in�niesLes développement en harmoniques sphériques d'une fontion onverge àl'extérieur d'une boule B. En géodésie physique, la boule est représentée parla sphère de Bjerhammer. Notons par F (t) = +∞∑

n=0

s(n+1)Pn(t) où t ∈ [−1; 1]et s ∈]0; 1[.
F (t) =

s√
1− 2st+ s2

.
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RésuméCe travail traite de deux problèmes de grande importanes en géodésiephysique.Le premier porte sur la détermination du géoïde sur une zone terrestredonnée. Si la terre était une sphère homogène, la gravitation en un point,serait entièrement déterminée à partir de sa distane au entre de la terre,ou de manière équivalente, en fontion de son altitude. Comme la terre n'estni sphérique ni homogène, il faut aluler en tout point la gravitation. Apartir d'un ellipsoïde de référene, on herhe la orretion à apporter à unepremière approximation du hamp de gravitation a�n d'obtenir un géoïde,'est-à-dire une surfae sur laquelle la gravitation est onstante. En fait, laméthode utilisée est la méthode de olloation par moindres arrés qui sertà résoudre des grands problèmes aux moindres arrés généralisés.Le seonde partie de ette thèse onerne un problème inverse géodésiquequi onsiste à trouver une répartition de masses pontuelles (aratériséespar leurs intensités et positions), de sorte que le potentiel généré par eux, serapprohe au maximum d'un potentiel donné. Sur la terre entière une fontionpotentielle est généralement exprimée en termes d'harmoniques sphériquesqui sont des fontions de base à support global la sphère. L'identi�ationdu potentiel herhé se fait en résolvant un problème aux moindres arrés.Lorsque seulement une zone limitée de la Terre est étudiée, l'estimation desparamètres des points masses à l'aide des harmoniques sphériques est sujetteà l'erreur, ar es fontions de base ne sont plus orthogonales sur un domainepartiel de la sphère. Le problème de la détermination des points masses surune zone limitée est traitée par la onstrution d'une base de Slepian quiest orthogonale sur le domaine limité spéi�é de la sphère. Nous proposonsun algorithme itératif pour la résolution numérique du problème loal de



détermination des masses pontuelles et nous donnons quelques résultats surla robustesse de e proessus de reonstrution. Nous étudions égalementla stabilité de e problème relativement au bruit ajouté. Nous présentonsquelques résultats numériques ainsi que leurs interprétations.
AbstratThis work fouses on the study of two well-known problems in physialgeodesy.The �rst problem onerns the determination of the geoid on a given areaon the earth. If the Earth were a homogeneous sphere, the gravity at a pointwould be entirely determined from its distane to the enter of the earth or interms of its altitude. As the earth is neither spherial nor homogeneous, wemust alulate gravity at any point. From a referene ellipsoid, we searh to�nd the orretion to a mathematial approximation of the gravitational �eldin order to obtain a geoid, i.e. a surfae on whih gravitational potential isonstant. The method used is the method of least squares olloation whihis the best for solving large generalized least squares problems.In the seond problem, We are interested in a geodeti inverse problemthat onsists in �nding a distribution of point masses (haraterized by theirintensities and positions), suh that the potential generated by them bestapproximates a given potential �eld. On the whole Earth a potential funtionis usually expressed in terms of spherial harmonis whih are basis funtionswith global support. The identi�ation of the two potentials is done by solvinga least-squares problem. When only a limited area of the Earth is studied,the estimation of the point-mass parameters by means of spherial harmonisis prone to error, sine they are no longer orthogonal over a partial domain



of the sphere. The point-mass determination problem on a limited region istreated by the onstrution of a Slepian basis that is orthogonal over thespei�ed limited domain of the sphere. We propose an iterative algorithm forthe numerial solution of the loal point mass determination problem andgive some results on the robustness of this reonstrution proess. We alsostudy the stability of this problem against added noise. Some numerial testsare presented and ommented.


