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Introduction générale

L’Intelligence Artificielle, champ de recherche dont on peut situer les origines dans les années
1950, vise & permettre & un systéme informatique d’effectuer des téches intelligentes, ou plu-
tot réputées intelligentes : élaborer un plan pour arriver & un certain but, s’exprimer en langue
naturelle, reconnaitre un visage sur une image, jouer aux échecs, prouver des théorémes, etc.
Les problémes a résoudre pour permettre & un ordinateur de réaliser de telles taches sont nom-
breux. Nous en traitons deux grands groupes : les problémes d’acquisition de connaissances et
les problémes de raisonnement.

Sujet et motivations

Il est naturel, lorsque 1’on cherche & concevoir des machines ou des programmes capables
d’effectuer des taches réputées intelligentes, d’essayer de leur donner les moyens de gérer des
connaissances. Un mécanisme de gestion de connaissances peut en effet permettre a une machine
de s’adapter & son environnement en lui donnant les moyens d’acquérir et de mémoriser des
informations a son propos ; il peut lui permettre d’apprendre de nouveaux concepts, de les décrire,
ou encore de «comprendre» comment fonctionne 'univers dans lequel il évolue. La machine en
question pourra alors utiliser ces connaissances pour raisonner, pour répondre & des questions.

On peut raisonnablement attendre, par exemple, d'un robot destiné a explorer Mars de fagon
autonome qu’il ne tombe pas deux fois dans le méme ravin, et ce méme si ce dernier semble avoir
été placé 1a exprés pour le piéger. On peut également attendre qu’il retienne la maniére dont il
s’en est sorti, afin de ne pas essayer & nouveau toute sa panoplie d’outils s’il se retrouve dans la
méme situation. S’il rencontre, contre toute attente, un groupe d’étres vivants qu’il estime faire
partie d’'une méme espéce, on peut encore espérer qu’a son retour sur Terre, il sera capable de
raconter son aventure en expliquant : «Ils sont verts et mesurent entre quatre-vingt-douze et cent
vingt-trois centimétres», plutot qu’en ramenant des images montrant indifféremment un coucher
de soleil, un de ces petits végétaux verts et un ravin.

On attend donc d’un tel robot qu’il soit capable a la fois d’acquérir et d’utiliser des connais-
sances ; acquérir, par exemple, la connaissance des caractéristiques du ravin, ou encore le concept
de «végétal martien» ; utiliser ces connaissances, par exemple, pour ne pas tomber & nouveau
dans le méme ravin, ou pour retrouver l'outil qui s’est montré le plus utile la derniére fois qu’il
y est tombé. Notons qu'une telle machine posséde également des connaissances qu’on pourrait
qualifier d’«innéesy : le programme qui lui permet de se déplacer, le but de sa mission si elle
n’a été congue que pour ’accomplir, etc. Ces connaissances sont cependant d’un autre type, en
ce sens qu’elles ont été programmeées, et non acquises. Elles sont néanmoins susceptibles d’étre
utilisées au méme titre que les autres.

Mais on ne peut parler de connaissances sans parler de leur représentation : le robot se
souvient-il du ravin en en conservant une image, se souvient-il de sa profondeur et de ses coor-
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Fi1G. 1 — Les grandes problématiques étudiées dans ce mémoire (en majuscules)

données géographiques ou simplement de son existence ? Représente-t-il le concept de «végétal
martien» comme un nouveau concept, le décrit-il par analogie aux végétaux terrestres, peut-il
exprimer des généralités & son sujet ou doit-il s’en souvenir individu par individu? Les infor-
mations qu’il transmet & son propos sont-elles compréhensibles, ou ne sont-elles que suites de
chiffres ?

Nous nous intéressons donc dans ce mémoire & ces trois problématiques : acquisition, utili-
sation et représentation de connaissances. Nous considérerons toujours un systéme «intelligent,
comme notre robot, muni d’une certaine base de connaissances, et nous nous demanderons com-
ment il peut enrichir cette base en observant son univers, ou & partir d’exemples d’'un concept
(les végétaux qu’il observe, par exemple), et comment il peut 'utiliser pour déduire d’autres
connaissances, ou encore pour expliquer des faits observés.

Ces processus sont replacés dans un contexte plus général sur la figure 1. Bien entendu,
leur étude n’est absolument pas nouvelle, et ils sont au coeur de la plupart des ouvrages trai-
tant de D'Intelligence Artificielle en général (voir par exemple |[RN95, RK91, UPS01]). Leur
étude conjointe est tout particuliérement motivée par le cadre général proposé par Khardon
et Roth [KR94, KR97]|, ou il s’agit d’apprendre a raisonner ; nous reviendrons sur cette approche
tout au long de ce mémoire.

Pour ce qui est du langage de représentation de ces connaissances, nous considérons dans ce
mémoire le langage de la logique propositionnelle, c’est-a-dire 'ensemble des formules construites
a partir de descripteurs, tels que «L’objet en question est profond», «Cet exemple du concept
en question est un feuillu» ou encore «Je suis tombé dans un raviny, et de connecteurs, tels
que «ety», «non» ou encore «si et seulement si». Ce langage, bien entendu, est loin d’étre le
plus expressif des langages de représentation de connaissances. Parmi les concepts dont il ne
peut exprimer toute la subtilité, on trouve par exemple la phrase «Tous les ravins sont des
piéges», qui n’est réellement accessible & la logique propositionnelle que s’il y a un nombre fini
de ravins envisageables et que le robot les connait tous; dans le cas contraire, il faudrait par
exemple utiliser la logique du premier ordre, la logique propositionnelle correspondant & 1’ordre
0. Il existe également de nombreux autres langages de représentation, non nécessairement basés



sur la logique : les «frames», par exemple, ou encore la langue naturelle, etc.; nous renvoyons
le lecteur a l'ouvrage de Rich et Knight [RK91, partie II| ou & celui de Bertino et al. [BCZ01,
partie 3| pour plus de détails.

Nous choisissons néanmoins la logique propositionnelle car, méme en se restreignant a ce lan-
gage, il reste de nombreux problémes qu’on ne sait pas traiter ; or, plus le langage de représenta-
tion de connaissances choisi est riche, plus les problémes deviennent difficiles, voire impossibles &
résoudre; ainsi, on ne peut pas écrire un programme qui, pour toute assertion de la logique du pre-
mier ordre, décide si cette assertion est vraie ou fausse en un temps fini; on le peut, en revanche,
pour la logique propositionnelle. Nous choisissons donc d’étudier un langage peu expressif mais
pour lequel on peut espérer écrire des programmes qui réalisent des tiches naturelles. L’étude de
la logique propositionnelle pour la représentation de connaissances et le raisonnement s’inscrit
également dans une longue lignée de travaux commencés dans les années 1990, parmi lesquels les
travaux de Selman, Kautz [KKS95, SK96], Khardon, Roth [KR96], Gottlob, Eiter [EG95a], Iba-
raki, Makino [EIM98a, IKM99, MHI99, EMO02], del Val [dV95, dV96, dV00b, dV00a] ou encore
Marquis [Mar00, DM02].

Nous nous intéressons principalement dans ce mémoire aux aspects algorithmiques des pro-
cessus. Ce point de vue s’intéresse a des problémes, comme par exemple la déduction, et aux
algorithmes qui les résolvent, c’est-a-dire & des programmes abstraits. Nous nous intéressons
également, bien sir, & la rapidité de ces programmes, afin de déterminer s’ils sont utilisables
en pratique; c’est le but des études de complerité en temps, qui s’intéressent & une notion de
rapidité des algorithmes indépendante de la rapidité de calcul des ordinateurs.

Point de vue et objectifs précis

Comme nous I’avons dit, nous étudions principalement la complezité en temps des problémes.
Nous cherchons des algorithmes efficaces pour résoudre les problémes qui nous intéressent, ou
essayons de montrer que le probléme en question est difficile, c’est-a-dire certainement impossible
& résoudre efficacement.

Nous traitons principalement six familles de problémes avec ce point de vue : parmi les pro-
blemes d’acquisition de connaissances, tous a partir d’observations ou d’exemples, nous traitons
I'acquisition exacte, I’acquisition approchée et 'apprentissage ; parmi les problémes d’utilisation
de connaissances (raisonnement), nous traitons la vérification de cohérence, la déduction et ’ab-
duction. Mais dans le cas général de la logique propositionnelle, c’est-a-dire en s’autorisant toutes
les formules de cette logique, la plupart de ces problémes sont difficiles. De fait, nous nous in-
téressons & des restrictions de ce langage, sous la forme de classes de formules dans lesquelles
nous supposons représentées les bases de connaissances. Nous étudions (partie I du mémoire) les
classes intéressantes et justifions nos choix ; ceux-ci sont notamment guidés par la possibilité de
traiter efficacement les problémes d’acquisition et de raisonnement correspondants, et définissent
en retour autant de problémes distincts pour chaque processus, selon la classe dans laquelle on
suppose les bases de connaissances représentées.

Une partie de ces problémes ont déja été étudiés dans la littérature. Nous n’introduisons ni
nouvelle classe de formules ni nouvelle problématique; néanmoins, nous considérons certaines
classes et certains problémes sous un jour nouveau, dans un contexte différent des autres tra-
vaux. Notre but est donc de compléter et d’améliorer les résultats déja connus, afin de constituer
une sorte de «catalogue» de ce qui est possible et/ou intéressant lorsqu’on utilise la logique
propositionnelle dans un contexte d’'Intelligence Artificielle. En ce sens, on peut voir ce tra-
vail comme assez similaire en esprit au travail de Darwiche et Marquis sur la compilation de
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connaissances [DM02].

Résultats

Les principales contributions de cette thése sont les suivantes. Tout d’abord (partie I), nous
synthétisons les définitions et propriétés des classes de formules classiques de la logique propo-
sitionnelle : notamment les classes des formules en Forme Normale Conjonctive de Horn, Horn
définies positives, bijonctives, Horn-renommables, monotones, la classe des formules affines et les
classes de formules duales, en Forme Normale Disjonctive. Nous discutons, dans le contexte des
problémes d’acquisition de connaissances et de raisonnement, des critéres qui nous aménent &
considérer ces classes comme les seules réellement intéressantes.

Ensuite (partie II), nous nous intéressons aux problémes d’acquisition de connaissances a
partir d’exemples dans ces classes de formules. Nous donnons, tout d’abord (chapitre 7), un al-
gorithme général et efficace pour les problémes de description et d’identification [DP92, AFP92]
relatifs & ces classes [ZH02]. Puis, nous donnons des optimisations de cet algorithme pour cer-
taines de ces classes, parmi lesquelles la classe des formules de Horn, pour laquelle nous donnons
un algorithme meilleur que tous ceux connus auparavant [HZ03]. Nous traitons ensuite (cha-
pitre 8) le calcul d’approximations faibles et fortes d’ensembles d’exemples [SK96], et donnons
en particulier un algorithme glouton efficace pour le calcul d’approximations fortes maximales
dans toutes les classes de formules qui nous intéressent, et des algorithmes efficaces pour le calcul
d’approximations affines (résultats publiés partiellement [Zan02a, Zan02b]). Enfin, nous traitons
(chapitre 9) le probléme du PAC-apprentissage [Val84, Ang92|, et donnons un algorithme efficace
pour la classe des formules affines [Zan02al.

Puis, nous étudions (partie III) trois grandes problématiques de raisonnement, toujours pour
les classes de formules présentées dans la partie I. Tout d’abord, nous synthétisons (chapitre 10)
les résultats connus concernant la vérification de cohérence et la déduction. Ensuite, nous donnons
(chapitre 11) un modele d’algorithme trés général pour ’abduction [EG95a], et montrons qu’il
permet d’obtenir des algorithmes efficaces pour les classes de formules en Forme Disjonctive
Normale qui nous intéressent ainsi que pour la classe des formules affines [Zan02c, Zan03b].
Enfin, nous étudions (chapitre 12) les problémes de vérification de cohérence, de déduction et
d’abduction lorsque la base de connaissances utilisée ne représente qu’une approximation de la
réalité qu’elle est censée décrire, dans la méme acception que dans le chapitre 8; ce chapitre ne
s’intéresse donc plus & l'algorithmique de ces processus, mais & leur signification dans ce cadre.
A nouveau nous synthétisons les résultats connus concernant la vérification de cohérence et la
déduction, puis nous posons de premiéres pierres pour ’étude de 'abduction dans ce cadre, cette
problématique n’étant pas réellement étudiée dans la littérature [Zan02b, Zan02c].

Enfin, une contribution de ce travail, transversale aux autres, est 1’étude des formules af-
fines pour la représentation de connaissances. Cette classe de formules était en effet déja connue
depuis longtemps, mais n’avait jamais réellement été considérée dans le contexte des problé-
matiques d’Intelligence Artificielle. Nous ’étudions donc au méme titre que les autres classes,
plus souvent considérées dans ce cadre, et montrons qu’elles possédent de nombreuses propriétés
intéressantes [Zan02a, Zan03a].

Organisation du mémoire

Le mémoire est organisé en trois grandes parties. La premiére présente les classes de formules
auxquelles nous nous intéressons et motive nos choix. Le chapitre 1 introduit et motive les critéres



que nous jugeons importants, les chapitres 2, 3 et 4 présentent les différentes classes de formules,
et le chapitre 5 les considére dans leur globalité.

La deuxiéme partie, quant & elle, est consacrée a ’acquisition de connaissances. Le chapitre 6
introduit informellement et motive les problématiques. Le chapitre 7 traite de ’acquisition ezacte
de connaissances, le chapitre 8 de ’acquisition approximative, et le chapitre 9 de ’acquisition par
apprentissage.

Enfin, la troisiéme partie traite des processus de raisonnement. Le chapitre 10 présente les
problématiques, et traite rapidement les problémes de vérification de cohérence et de déduction
avec des bases de connaissances ezactes; ces problémes admettent en effet des résultats trés
généraux, déja intensivement étudiés dans la littérature. Puis le chapitre 11 traite 1’abduction
avec une base de connaissances exacte, et enfin le chapitre 12 les problématiques de vérification
de cohérence, de déduction et d’abduction avec une base de connaissances approzimative.

Nous terminons par une conclusion générale, oli nous résumons les résultats obtenus, les
discutons ainsi que les problémes encore ouverts, et identifions des perspectives intéressantes
pour prolonger ce travail.

Chaque partie débute par une introduction informelle ol sont présentés et motivés les objectifs
des chapitres suivants. Chaque chapitre des parties II et III propose une présentation détaillée
et formelle des problémes qu’il traite ainsi qu’un rappel des travaux précédents sur le sujet, et se
termine par un résumé des résultats connus pour les classes de formules qui nous intéressent. Dans
ces résumés, nous indiquons les références bibliographiques correspondantes, ou des références
pertinentes lorsque la paternité d’un résultat est difficile & attribuer ; nous distinguons les apports
de cette thése d'une étoile (*). Pour ce qui est des outils techniques, ils sont rassemblés dans les
préliminaires généraux (pages 7 et suivantes) lorsqu’ils servent dans plusieurs chapitres, les autres
passages techniques étant encapsulés dans les définitions et les preuves des propositions afin de
permettre différents niveaux de lecture. D’autre part, nous avons choisi de donner de nouvelles
preuves de résultats connus, ou de rappeler comment on peut en montrer certains, lorsque cela
peut en permettre une compréhension plus profonde ; dans tous les cas, nous citons les références
bibliographiques ol peuvent étre trouvées les preuves originales. Enfin, toujours afin d’alléger
et de faciliter la lecture, deux exemples jouets, présentés dans les préliminaires généraux, nous
suivront tout au long du mémoire pour illustrer les concepts et les algorithmes.
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Préliminaires généraux

Nous présentons dans ce chapitre les notions techniques de logique propositionnelle et de
complexité utiles pour le reste du mémoire ; toutes ces notions sont relativement élémentaires, et
volontairement présentées en détail. Les classes de formules qui nous intéressent seront présentées
dans la partie I, et les problématiques précises seront définies au fil des chapitres. Pour terminer,
nous présentons, au travers notamment de deux exemples jouets, la maniére dont nous conce-
vons la représentation de connaissances en logique propositionnelle ; nous utiliserons ensuite ces
exemples de fagon récurrente dans le mémoire, pour illustrer les concepts et les algorithmes.

1 Notions de logique propositionnelle et notations

Nos objets d’étude étant des connaissances représentées en logique propositionnelle, nous
présentons tout d’abord les notions de formules et d’affectations, ainsi que les relations et opé-
rations que nous utiliserons sur ces objets. Toutes ces notions sont classiques et simples, et nous
renvoyons le lecteur & 'ouvrage d’Enderton [End72| (ou la logique propositionnelle est appelée
«sentential logic» ) ou encore & celui de Russell et Norvig [RN95, chapitre 6] pour plus de détails.

1.1 Formules et affectations

Formules Le langage de la logique propositionnelle sur un ensemble V', fini, de variables boo-
léennes est ’ensemble des formules bien formées sur un sous-ensemble de V', le connecteur unaire
- (négation), les connecteurs binaires — (implication) et <> (équivalence logique) et les connec-
teurs d’arité quelconque (éventuellement 0) A (conjonction), V (disjonction) et & (ou exclusif).
Pour désigner les formules, nous utilisons la lettre ¢, éventuellement primée ou indicée. Par
exemple, la formule :

(]51 = ((171 — 1‘2) D ("(.’I)Q V x4 V J,‘5) A (.’L‘l ~ 1‘4))) D (‘!J)Q — ("5(71 DTy D .'L‘5))

est une formule de la logique propositionnelle sur I’ensemble de variables Vi = {z1, %9, 24,5}
(mais également sur 'ensemble V] = {z1,z9, 23, 24,25}, etc.). Afin de simplifier les définitions,
nous n’autorisons pas les constantes 0 et 1 & apparaitre dans les formules, mais cette convention
est sans perte de généralité puisqu’on peut les représenter par, respectivement, la disjonction et
la conjonction vides (voir le paragraphe «Modélesy page 8).

Dans tout le mémoire, les ensembles de variables que nous considérons sont des sous-ensembles
finis de ’ensemble dénombrable V = {z;|i € N}. Tous ces ensembles sont donc naturellement
totalement ordonnés par la relation z; < z; <= 4 < j. Nous utilisons la lettre z, éventuellement
indicée ou primée, pour désigner les variables booléennes, et la lettre V pour les ensembles de
telles variables. Si ¢ est une formule propositionnelle, I’ensemble des variables apparaissant dans
¢ est noté Var(¢). Ainsi, on a Var(¢1) = Vi pour la formule ci-dessus. Pour un ensemble F,
fini, d’objets quelconques, nous notons |E| le nombre d’éléments dans F, et on a ainsi |Vi| = 4.

7



8 Préliminaires généraux

Affectations Une affectation m & un ensemble fini de variables V' est une application de V'
dans {0,1}, ot 0 code intuitivement le Faux et 1 le Vrai; nous notons m[z] la valeur affectée par
m & une variable z € V. Par exemple, ’application m; définie par :

mi[z1] = 1,my[ze] = 0,mq[z4] = 1,mq[z5] =0

est une affectation a I’ensemble de variables V7 ci-dessus. Etant donné un ensemble de variables
V, nous notons {0,1}" '’ensemble des affectations & V, et nous en distinguons deux éléments
particuliers : laffectation de 0 (resp. 1) a tous les éléments de V' ; nous les notons Oy et 1y,
respectivement. Enfin, si V est un ensemble de variables, m une affectation & V et V' un sur-
ensemble de V', nous appelons prolongement de m sur V' toute affectation m' a V' vérifiant
Vz € V,m'[z] = m[z]; par abus de langage, nous considérons également une affectation m’ a V'
comme une affectation & V', en restreignant implicitement son domaine de définition & V. Par
exemple, affectation m} a V] définie par :

mh[z1] = 1,m}[z2] = 0,m] [z3] = 0,m)[z4] = 1,m][z5] =0

est un prolongement de mq sur V{, et est également considérée comme une affectation a Vj.

Remarquons qu’on définit habituellement une affectation comme une application dans {0,1},
définie sur I’ensemble de toutes les variables du langage propositionnel considéré ; notre définition
comme une application définie sur un ensemble de variables donné a pour but de simplifier la
présentation des notions et algorithmes dans le reste du mémoire.

Modéles Etant donnée une formule propositionnelle ¢, une affectation m a Var(¢) est appelée
un modéle de ¢ si elle satisfait ¢ ; on note alors m = ¢. La satisfaction d’une formule ¢ est définie
inductivement par les régles suivantes, oil z est une variable quelconque, ¢1, ¢2,...,¢n (n > 0)
sont des formules et m est une affectation & Var(¢) :

—sigp=ux,alorsm | ¢ < mlz] =1

- si ¢ = ¢y, alors m = ¢ <= m = ¢y

— sl ¢ = ¢1 = ¢, alors m | ¢ <= m [£E 1 ou m | ¢

— Sl =¢1 > o, alors m = ¢ <= (m |= ¢1 et m = ¢2) ou (m = ¢1 et m = ¢2)

—Sig=¢1 Ao A--- ANy, alorsm |E=¢p <= Vie{1,2,...,n},m [E ¢

—Ssig=¢1VdaV---Vy,alorsm|=¢<= Fie€{l,2,...,n},m [ ¢

—Sig=¢1 DB+ DB by, alors m = ¢ <= |{i € {1,2,...,n}|m [ ¢;}| est impair.
Remarquons en particulier que la disjonction et le ou exclusif d’aucune variable ne sont jamais
satisfaits, tandis que la conjonction d’aucune variable ’est toujours. Remarquons également que
le connecteur V est distributif sur le connecteur A, et inversement ; de fait, pour ¢1, ¢o2, ¢3 trois
formules et m une affectation a Var(é1) UVar(de) UVar(ps), m satisfait la formule ¢1 V (2 A ¢3)
si et seulement s’il satisfait la formule (¢1 V ¢2) A (41 V ¢3), et de méme en inversant les roles de
la disjonction et de la conjonction.

Pour ¢ une formule, nous notons M(¢) C {0,1}V(®) 'ensemble des modéles de ¢ ; nous
disons que ¢ décrit M(¢), ou encore que M(¢p) est descriptible par ¢. Plus généralement, si M
est un ensemble d’affectations & un méme ensemble de variables V, et si ¢ est une formule, on dit
que ¢ décrit M, ou est une description de M, si M est exactement ’ensemble des affectations &
V' qui satisfont ¢.

Notons que pour deux formules ¢ et ¢’ sur le méme ensemble de variables, on a :

M(PA ) =M@ NM(F), M($V¢)=M(P)UM(), M(ad)=M(@AM()
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ou A représente la différence symétrique. L’ensemble M(—¢), quant & lui, est le complémentaire
de M(4) dans I'ensemble {0,1}Vo"(#),

Nous utilisons toujours la lettre m (resp. M) pour désigner des affectations (resp. des en-
sembles d’affectations), et lorsque I’ensemble de variables V = {z;,, Zi5, ..., %, }, 01 < i2 <
o < gy, est clairement donné par le contexte, nous représentons une affectation m de facon
compacte, comme un mot de longueur V sur l'alphabet {0,1} dont la j**¢ lettre est la valeur
m[z;;]. Ainsi, affectation m; a V1 est notée 1010, et I'ensemble des modeéles de la formule ¢;
est ’ensemble :

M(¢1) = {0,1}"1\{0001, 0010, 1001}

Lorsque nous parlons d’un ensemble d’affectations M, nous sous-entendons toujours que tous les
éléments de M sont des affectations au méme ensemble de variables.

Affectations partielles Enfin, nous utilisons dans le mémoire la notion d’affectation partielle
4 un ensemble de variables V. Nous introduisons le symbole '?’, qui signifie intuitivement «0
ou 1», et nous appelons affectation partielle ¢ V' une application p de V' dans {0,1,7}; nous
utilisons les mémes (abus de) notations que pour les affectations, et nous introduisons la notion
d’extension.

Pour V un ensemble de variables et p une affectation partielle & V', nous appelons extension
de p, et notons ext(p), 'ensemble d’affectations a V' :

{m € {0,1}V |Va € V, plz] #7 = m[z] = p[z]}

Similairement, si P est un ensemble d’affectations partielles a V', nous appelons extension de P,
et notons ext(P), I'ensemble d’affectations a V' |J,cp ezt(p). Ainsi, I'affectation p; & Vi définie
par :

pilz1] =7, pi[zo] = 0,p1[z4] = 1, p1[z5] =7

est une affectation partielle & V. Nous la notons également 7017, et son extension est I’ensemble
d’affectations & Vi :
ext(p1) = {0010,0011,1010,1011}

1.2 Relations et propriétés sémantiques

Nous qualifions de sémantique une notion définie, soit pour des ensembles d’affectations,
soit pour des formules, mais dans ce dernier cas qui ne dépendent que de leurs ensembles de
modéles ; notons en effet que 'application ¢ — M(¢) associe de fagon canonique un ensemble
d’affectations a Var(¢) a une formule ¢.

Une notion sémantique essentielle est la notion d’équivalence logique : deux formules ¢ et ¢’
sont dites logiquement équivalentes, et on note ¢ = ¢’, si les ensembles des prolongements de M ()
et de M(¢') sur Var($) UVar(¢') sont égaux. Notons que dans le cas ou Var(¢) = Var(¢d'),
on a ¢ = ¢ si et seulement si M($) = M(¢'). Notons également que ¢ et ¢' peuvent étre
logiquement équivalentes méme si les ensembles de variables Var(¢) et Var(¢') sont différents.
Ainsi, la formule ¢1 sur Vi = {z1, z9, 24, 75} est logiquement équivalente a la formule :

¢ = (r1 Vo Vg Vas)A(za Va3 VgV —zs) Ay V—x3VzyV-zs)

puisque les prolongements de M(¢1) et M(¢) sur V{ = {z1, 29,3, 4, 25} sont égaux.
Similairement, on dit que ¢ implique ¢', et on note ¢ |= ¢', si ’ensemble des prolongements de
M(¢) sur Var(¢) UVar(4') est inclus dans I’ensemble des prolongements de M(¢') sur le méme
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ensemble de variables; on dit également que ¢ est logiquement plus forte que ¢, et que ¢ est
logiqguement plus faible que ¢. Notons encore une fois que cette définition autorise les ensembles
Var(¢) et Var(¢4') a étre différents, et que dans le cas contraire elle revient a 'inclusion entre
ensembles de modéles. Ainsi, la formule ¢; implique la formule ¢} V z1. Remarquons que pour
deux formules ¢ et ¢', on a ¢ = ¢’ si et seulement si on a ¢ = ¢ et ¢ | ¢.

Enfin, une formule ¢ est dite satisfaisable si ’ensemble d’affectations M(¢) est non vide, et
tautologique s’il est égal a {0, l}V“r(¢). Ainsi, ¢ est satisfaisable si et seulement si la formule —¢
n’est pas tautologique.

1.3 Formes normales

Il est facile de voir qu’étant donnée une formule ¢, il existe un nombre infini de formules,
arbitrairement complexes, logiquement équivalentes a ¢ ; en effet, il suffit de considérer I’ensemble
des formules :

¢a¢I:(-'L'V¢)/\(_'xv¢)a¢”:($V¢I)A(ﬂxv¢l)

ol z € V est une variable quelconque. Il est donc utile de définir des formes (pseudo-)normales
pour les formules. Nous utilisons dans ce mémoire la Forme Normale Conjonctive et la Forme
Normale Disjonctive.

Un littéral positif est une formule réduite a une variable, et un littéral négatif est la négation
d’une variable; nous disons que les littéraux x et —x sont formés sur la variable z, et qu’ils
sont opposés. Une clause est une disjonction finie de littéraux formés sur des variables toutes
différentes, par exemple (z1Vz2V -4V z5) ; nous notons également une clause comme 1’ensemble
de ses littéraux, ici {z1,x2, ~z4, 25}, et utilisons de fait les notions d’union de deux clauses, de
cardinal d’une clause, d’appartenance d’un littéral & une clause etc.; tirant parti de la commu-
tativité de la disjonction, nous ne tenons pas compte de ’ordre des littéraux dans une clause.
Dualement, un terme est une conjonction finie de littéraux formés sur des variables différentes,
que nous notons également comme un ensemble; ainsi, la conjonction (z1 A =z A x4) est un
terme. Notons qu’étant donnée une formule ¢, il n’existe pas en général un littéral (resp. une
clause, un terme) logiquement équivalent & ¢. En revanche, pour toute formule propositionnelle
¢ il existe une formule logiquement équivalente & ¢ et en Forme Normale Conjonctive (FNC) :
on appelle ainsi une conjonction de clauses toutes différentes. Ainsi, la formule :

¢11:(IlV.%‘Q\/—'£I,‘4\/£L‘5)/\(372\/£L‘3V.’I,‘4\/—|I5)/\(.’E2Vﬁ.’133V.’E4V—|.’B5)

du paragraphe 1.2 est en Forme Normale Conjonctive, et logiquement équivalente, comme nous
I’avons vu, a la formule ¢;. Nous notons également une telle formule comme ’ensemble de ses
clauses, en utilisant les notions d’union, d’appartenance etc. Notons que si ¢ est une formule en
FNC et m une affectation & Var(¢$), m satisfait ¢ si et seulement si m satisfait au moins un
littéral par clause de ¢. Remarquons enfin que le fait d’imposer que les variables apparaissant
dans une méme clause, ou les clauses apparaissant dans une méme formule FNC, soient toutes
différentes n’est pas standard ; il nous permet de parler de ces objets comme d’ensembles.

Dualement, une formule en Forme Normale Disjonctive (FND) est une disjonction de termes
tous différents, éventuellement notée comme leur ensemble. Ainsi, la formule :

Pl = (mza A —xs5) V(34 Axs) V (32) V (21 A 29 A 24)

est en Forme Normale Disjonctive, et logiquement équivalente & la formule ¢ du paragraphe 1.1.
Si ¢ est une formule en FND, une affectation m a Var(¢) satisfait donc ¢ si et seulement si elle
satisfait tous les littéraux d’au moins un terme de ¢.



1. Notions de logique propositionnelle et notations 11

Nous notons VARS (resp. LiTs, CLAUSES, TERMES) la classe de toutes les formules réduites
a une variable (resp. & un littéral, & une clause, & un terme). De méme, nous notons FNC (resp.
FND) la classe de toutes les formules en Forme Normale Conjonctive (resp. en Forme Normale
Disjonctive).

Notons que, puisque nous n’autorisons que des littéraux formés sur des variables toutes
différentes dans une clause, et des clauses toutes différentes dans une formule FNC, la seule
formule FNC tautologique est la formule ne contenant aucune clause (formée sur I’ensemble de
variables ), et dualement la seule formule FND insatisfaisable est la formule ne contenant aucun
terme. A l'inverse, pour tout ensemble de variables V' # () il existe en général plusieurs formules
FNC insatisfaisables sur V' : par exemple, les formules ((z1) A (mz1 V z2) A (mz1 V —z2)) et
((z2) A (1 V —z2) A (21 V —2)) sont deux formules FNC insatisfaisables sur V = {z1,z2};
dualement, il existe en général plusieurs formules FND tautologiques sur un méme ensemble de
variables.

Il est important de remarquer qu’étant donnée une formule ¢ en FNC, on peut facilement
calculer une formule FND ¢ logiquement équivalente a la formule propositionnelle —¢ (qui n’est
ni en FNC, ni en FND) : il suffit en effet de remplacer la conjonction entre les clauses de ¢
par la disjonction, la disjonction entre les littéraux d’une clause par la conjonction, et tous les
littéraux par leur opposé. Nous notons ¢ = Neg(¢). Dualement, on peut calculer facilement une
formule FNC ¢’ logiquement équivalente & —¢ pour ¢ une formule FND, et nous notons de méme
¢' = Neg(¢) ; notons que 'on a Neg(Neg($)) = ¢ pour toute formule ¢ en FNC ou en FND.
Par exemple, pour la formule ¢} ci-dessus on a :

Neg(d)) = (x4 V z5) A (mz4 V =x5) A (222) A (21 V T2 V —T4)

Pour terminer, remarquons que les Formes Normales Conjonctive et Disjonctive ne sont pas
& proprement parler normales. En effet, comme nous ’avons vu pour les formules FNC insa-
tisfaisables, il est facile de construire plusieurs formules FNC formées sur le méme ensemble de
variables V et logiquement équivalentes ; ces formules représentent donc la méme fonction boo-
lénne de {0,1}V dans {0, 1}. Néanmoins, nous conservons la qualification de forme normale car
elle est standard.

1.4 Opérations et notions syntaxiques

Par opposition aux notions sémantiques, nous qualifions de syntazique une notion définie pour
une formule, et qu’on ne peut définir pour un ensemble d’affectations indépendamment d’une
formule I'admettant pour ensemble de modéles. Nous présenterons par exemple dans la partie I
des classes de formules, et nous verrons que deux formules ¢1, ¢o peuvent vérifier ¢p1 = o mais
¢1 € C, 2 ¢ C pour une telle classe C; I'appartenance a C est donc une notion syntaxique.

Propagation La premiére opération syntaxique que nous utilisons dans le mémoire est la pro-
pagation d’une affectation (opération également appelée «conditionnementy lorsqu’elle est vue
sous un angle sémantique [DM02]). Nous définissons tout d’abord l’opération de simplification
des constantes dans une ezrpression propositionnelle E, c’est-a-dire une formule propositionnelle
dans laquelle certaines variables sont remplacées par 'une des constantes 0 ou 1. Cette opération
consiste & appliquer inductivement les transformations décrites dans la table 1, tant que 0 ou
1 apparaissent dans E (dans la table 1, E' désigne une expression propositionnelle). Tous les
connecteurs, sauf celui d’implication —, étant commutatifs et associatifs, au moins 'une des
transformations listées dans la table 1 peut bien é&tre appliquée & toute expression proposition-
nelle dans laquelle apparait au moins une constante. D’autre part, la simplification termine bien,
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H si F est de la forme. .. ‘ remplacer F par... H si F est de la forme. .. ‘ remplacer F par... H
0 () (v d’arité 0) 1 () (A d’arité 0)
-0 1 -1 0
E'VO E' E'V1 1
E'AO 0 E'A1 E'
E'®0 E E ol T
E' -0 -F' E —1 1
0— E 1 1— FE E'
0« E —E' 1< E' E'

TAB. 1 — Simplification des constantes dans une expression propositionnelle

puisque a chaque étape, soit on diminue le nombre de constantes apparaissant dans 1’expression,
soit on diminue le nombre de connecteurs binaires sans augmenter le nombre de constantes, soit
on supprime une occurrence du connecteur unaire — sans augmenter les nombres de connec-
teurs binaires et de constantes. Enfin, il est aisé de voir que le résultat de la simplification est
indépendant de I'ordre dans lequel sont considérées les expressions composant F.

Cette opération nous permet de définir la propagation d’une affectation dans une formule
propositionnelle. Soient ¢ une formule propositionnelle et m une affectation & un sous-ensemble
V de Var(¢). Nous définissons la formule ¢[V : m] comme la formule sur Var(¢)\V obtenue en
remplacant dans ¢ chaque occurrence d’une variable z € V par la valeur m[z], puis en simplifiant
les constantes ; nous disons que ¢[V : m] est la formule obtenue par propagation de m dans ¢.
Par exemple, si 'on considére la restriction m/ de m; a l’ensemble de variables V{" = {z1,z4}
(paragraphe 1.1), on a m{[z;] = mY[z4] =1 et on obtient :

o1V = mi] = (22 ® (22 V 25)) > (m2 = —a5)

11 est facile de voir, enfin, que la propagation d’affectations préserve la Forme Normale Conjonc-
tive ou Disjonctive si ’on élimine les doublons (clauses ou termes) aprés la simplification.

Impliqués et impliquants premiers Une deuxiéme notion syntaxique, trés importante éga-
lement pour ce mémoire, est la notion de formule premiére. Si ¢ est une formule propositionnelle,
et C une clause, on dit que C est un impliqué de ¢ si ¢ implique C'. Si de plus, aucune sous-clause
propre de C n’est un impliqué de ¢, on dit que C est un impliqué premier de ¢. Cette notion
de primalité est particuliérement importante lorsque ¢ est une formule en FNC et que C' est une
clause de ¢ ; par construction, C est alors un impliqué de ¢, mais ce n’en est pas nécessairement
un impliqué premier. Remarquons ainsi que pour la formule du paragraphe 1.2 :

¢’1=(.771V$2V‘|.’L'4V$5)/\(.’IIQV.’L‘?,V.’L‘4V—|$5)/\(.’132V—|LE3V.’E4V—|.’II5)

la derniére clause n’est pas un impliqué premier de ¢!, puisque sa sous-clause propre (z2Vz4V-1z5)
est un impliqué de ¢.

Par abus de langage, et lorsque la formule ¢ de référence est clairement donnée par le contexte,
nous disons qu’une clause C d’une formule en FNC ¢ est premiére si C est un impliqué premier
de ¢; nous disons alors qu’'une formule FNC est premiére si toutes ses clauses sont premiéres.
C’est principalement cette notion de primalité que nous utilisons dans le mémoire. Par exemple,
la formule :

(xl VxoV x4V .’L‘5) A (372 VxaV —1335)
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est premiére et logiquement équivalente a ¢/.

De fagon générale, nous disons qu'une clause C' subsume une clause C si c¢’en est une sous-
clause ; nous utilisons la notation ensembliste C' C C. Il est alors facile de voir que C' C C
implique C’' |= C. Mais remarquons également que pour une formule FNC ¢ = C1 ACaA---ACy,
ou les C; sont des clauses, si ¢' = C] A Cy A --- A C}, est une formule premiére obtenue en
remplagant, pour i = 1,2, ...k, la clause C; € ¢ par un impliqué premier C] de ¢ avec Ci C Cj,
alors les formules ¢ et ¢’ sont logiquement équivalentes. En effet, pour tout 7 on a par construction
C! = Ci, et on en déduit facilement ¢’ |= ¢; réciproquement, puisque pour tout i la clause C}
est un impliqué (premier) de ¢, on a par définition Vi € {1,2,...,k},¢ = C;, et on en déduit
¢ = ¢'; finalement, on a bien ¢ = ¢'. Toute clause C' d’une formule en FNC ¢ étant un impliqué
de ¢, on peut de plus toujours trouver pour une telle clause une clause premiére C' subsumant
C, et on en déduit finalement que pour toute formule en FNC ¢, on peut trouver une formule
en FNC premiére logiquement équivalente & ¢ et dont les clauses sont obtenues en minimisant
celles de ¢.

Les notions d’impliquants d’une formule sont duales aux notions d’impliqués. Un terme T est
ainsi appelé un impliquant d’une formule ¢ si on a T |= ¢, et il est appelé un impliqué premier
de ¢ si aucun sous-terme propre 17" de T ne vérifie T' |= ¢. Si ¢ est une formule FND et T est un
terme de ¢, T' est par construction un impliquant de ¢, et par abus de langage il est qualifié de
premier s'il en est un impliquant premier ; ¢ est dite premiére si tous ses termes sont premiers.
Comme pour les formules en FNC premiéres, il est facile de voir qu’on peut toujours trouver une
formule en FND premiére, logiquement équivalente a une formule en FND donnée et obtenue en
minimisant les termes de cette derniére. Par exemple, la formule en FND :

(_L’L'4 A —|.775) V (.’124 A .’L'5) V (.’132) \Y (.’131 A .7,‘4)

est premiére et logiquement équivalente a la formule ¢/ du paragraphe 1.3.

Enfin, il est facile de voir qu’une clause C est un impliqué (resp. un impliqué premier) d’une
formule en FNC ¢ si et seulement si le terme Neg(C) est un impliquant (resp. un impliquant
premier) de la formule en FND Neg(¢). Notons également que la clause vide (), dont I’ensemble
de modéles est vide, est 'unique impliqué premier d’une formule ¢ si et seulement si ¢ est
insatisfaisable ; en effet, on a alors ¢ |= (), et ainsi aucun autre impliqué de ¢ n’est premier. Cette
remarque rend particuliérement importante la génération de I’ensemble des impliqués premiers
d’une formule FNC, génération intensivement étudiée dans la littérature (voir l’état de l'art
récent de Marquis [Mar00]).

Résolution Une propriété importante de I’ensemble des impliqués premiers d’une formule FNC
est qu'il peut étre obtenu par résolution des clauses de la formule [Qui59, CL73]. Tout d’abord,
on dit que deux clauses C et C’ sont résolubles s'il existe une variable z avec z € C et -~z € C',
et si pour toute variable ' # z on n’a, ni '’ € C et =2’ € C', ni =2’ € C et 2’ € C'. On
appelle alors résolvant de C et C' la clause (C\{z}) U (C'\{—z}). Par exemple, le résolvant des
clauses C' = (21 V z2 V —z3) et C' = (o V z4) est la clause (z1 V —z3 V z4). 11 est facile de voir
que la conjonction de deux clauses résolubles implique leur résolvant, puisque, avec les mémes
notations que ci-dessus, tout modele de C' A C' affectant 0 a z doit satisfaire C\{z}, et tout
modeéle affectant 1 & z doit satisfaire C'\{—z} ; finalement, tout modeéle de C' A C" doit satisfaire
C\{z} ou C"\{-z}.

Etant donnée une formule FNC ¢, 'opération qui ajoute a ¢ le résolvant de deux de ses
clauses est appelée un pas de résolution ; la remarque précédente nous dit que la formule ainsi
obtenue est logiquement équivalente & ¢. Le résultat suivant est alors fondamental.
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Théoréme ([Quib9]) Soit ¢ une formule FNC. Alors tout impliqué premier de ¢ est ajouté a
¢ apres un nombre fini de pas de résolutions.

Ainsi, en reprenant la formule du paragraphe 1.2 :
d = (x1VIoV-zgVas)A(maVasVoyV-zs)A(zaV-z3 VgV -zs)

on voit que les seules clauses résolubles de ¢/ sont les deux derniéres, et en ajoutant leur résolvant
a ¢} on obtient la formule :

(.731 V x9 V 2y V.’II5) A (:EQ VzsVzyV —|.’175) A (.’L‘2 V-x3VayV —|:I?5) A (.’122 VgV —|.’175)

dans laquelle on ne peut pas trouver deux nouvelles clauses résolubles. On en déduit donc qu’elle
contient tous les impliqués premiers de ¢}. Par construction, elle est également logiquement
équivalente & ¢/, et le reste si on retire celles de ses clauses qui sont subsumées par d’autres, ce
qui donne la formule :

(£1 VoV zy Vas) A (z2 VgV —5)

La résolution unitaire est un cas particulier de résolution, celui ou 'une des deux clauses résolues
ne contient qu’un littéral.

2 Rappels de complexité

Nous abordons la plupart des problémes de ce mémoire d'un point de vue algorithmique ;
nous nous intéressons donc a la complexité en temps des problémes et des algorithmes qui les
résolvent. Nous rappelons ici les notions, encore une fois toutes classiques, que nous utiliserons ;
pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a l’ouvrage trés complet de Papadimitriou [Pap94|
(chapitres 2, 8 et 10 principalement).

Nous supposerons toujours le modéle de calcul classique des machines RAM (voir par exemple
louvrage d’Aho et al. [AHUT4, chapitre 1]).

2.1 Problémes et complexité

Les problémes que nous étudions sont de deux types : problémes de décision et problémes
avec sortie. Les problémes de décision sont ceux attendant la réponse «Oui» ou «Nony, et les
problémes avec sortie sont ceux impliquant le calcul d'une réponse non booléenne. Une partie
des notions de complexité sont différentes pour ces deux types de problémes.

Etant donné un probléme P, de décision ou avec sortie, la complezité en temps (dans le pire
cas) d’un algorithme résolvant P est une fonction de la taille de la donnée du probléme, éventuelle-
ment mesurée par plusieurs paramétres, qui donne le nombre maximum d’opérations élémentaires
effectuées par I'algorithme sur une entrée de cette taille, & une constante multiplicative prés; nous
considérons comme élémentaire une opération qui requiert un temps constant d’exécution, comme
I’accés a4 un élément d’un tableau par son indice ou encore la négation d’une valeur booléenne.
Nous disons alors qu’un algorithme est de complexité en temps O(f(n1, ng,...,nk)), ou f est une
fonction définie sur les k-uplets d’entiers naturels, s’il existe une constante C telle que pour toute
donnée de taille mesurée par les paramétres entiers ni,no, ..., ng, ’algorithme effectue moins de
Cf(ny,ne,...,ni) opérations élémentaires avant de terminer. En particulier, une complexité en
O(n) est dite linéaire, une complexité en O(n?), quadratique, et une complexité en O(p(n)) pour
un certain polynoéme p est dite polynomiale. Nous disons d’un algorithme de complexité en temps
polynomiale (ou simplement polynomial) qu’il est efficace, et d’un probléme admettant un tel
algorithme qu’il est traitable ; ces termes seront motivés plus loin.
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2.2 Problémes de décision

Les problémes de décision que nous étudions font quasiment tous partie de la classe P ou
de la classe NP. La classe P est la classe des problémes de décision admettant un algorithme
polynomial. Pour ce qui est de la classe NP, nous avons besoin de la notion de témoin. Qualifions
de positive (resp. négative) une donnée d’un probléme de décision P pour laquelle la réponse
est «Oui» (resp. «Non»). Etant donné un tel probléme, on dit qu’une fonction 7p associe un
témoin & toute donnée positive de P §'il existe un algorithme Vp qui vérifie le témoin Tp (D) pour
toute donnée D du probléme, c’est-a-dire qui répond «Oui» sur une donnée (D, T) si D est une
instance positive du probléme et T' = Tp(D), et «Non» dans tous les autres cas. La classe NP est
alors la classe des problémes pour lesquels il existe, d’'une part une fonction associant un témoin
de taille polynomiale en la taille de D & toute donnée positive D du probléme, et d’autre part
un algorithme de complexité en temps polynomiale qui vérifie ces témoins. Intuitivement, c’est
donc la classe des problémes pour lesquels il «suffity de deviner un témoin, le reste du travail
pouvant étre effectué en temps polynomial. Bien évidemment, la classe P est incluse dans la
classe NP, puisque pour un probléme de P la réponse «Oui» est pour toute donnée positive un
témoin convenable, vérifiable en temps polynomial par un algorithme qui résout le probléme.

En revanche, on ne sait pas si, réciproquement, la classe NP est incluse dans la classe P ; il
est cependant largement conjecturé que ce n’est pas le cas, et donc qu’il existe des problémes
dans NP\P, qui sont plus difficiles que ceux de P : c’est la fameuse hypothése P#NP, que nous
admettons dans ce mémoire.

Parmi les problémes de NP, les plus difficiles sont les problémes NP-complets : on appelle
ainsi un probléme P de NP auquel on peut réduire tout probléme Q de NP en temps polynomial,
c’est-a-dire tel que, si on trouvait un algorithme polynomial pour P, on pourrait 1'utiliser pour
résoudre en temps polynomial tout probléme Q de NP ; en effet, une réduction (fonctionnelle) de
Q & P est un algorithme R transformant toute donnée D pour Q en une donnée R(D) pour P de
sorte que R(D) soit une donnée positive pour P si et seulement si D est une donnée positive pour
Q.

Plus généralement, on qualifie de NP-difficile un probléme de décision auquel on peut réduire
en temps polynomial tout probléme de NP ; les problémes NP-complets sont donc les problémes
NP-difficiles de NP. Pour montrer qu’un probléme P est NP-difficile, il est facile de voir qu’il suffit
par exemple d’exhiber une réduction polynomiale d’un probléme NP-complet & P. Le premier
probléme montré NP-complet [Coo71] est le probléme SAT, que nous redonnons ci-dessous.

Probléme (SAT)

Donnée : Une formule propositionnelle ¢
Question : ¢ est-elle satisfaisable ?

Pour les problémes NP-complets, les meilleurs algorithmes connus sont de complexité en temps
exponentielle dans le pire cas; c’est pourquoi nous qualifions les algorithmes polynomiaux d’effi-
caces. On utilise donc souvent des heuristiques pour résoudre des problémes NP-complets, c’est-
a-dire des algorithmes qui sont expérimentalement montrés efficaces dans certaines situations
pratiques, mais dont la complexité en temps dans le pire cas n’est pas polynomiale. Nous n’abor-
derons cependant pas ce sujet dans ce mémoire.

Enfin, la classe duale de la classe NP est la classe coNP des problémes dont la mégation
est dans NP, c’est-a-dire les problémes dont les témoins attestent d’une réponse négative; les
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notions de réduction, de difficulté et de complétude sont les mémes que pour la classe NP, et le
probléme coNP-complet typique est le probléme TAUT, qui consiste & déterminer si une formule
FND donnée est tautologique; la négation de ce probléme est en effet le probléme SAT pour les
formules FNC, via la transformation ¢ — Neg(¢) (voir paragraphe 1.3).

2.3 Problémes avec sortie

Les classes de complexité des problémes avec sortie ne sont pas définies de la méme maniére
que celles des problémes de décision, méme si la notion de témoin a toujours un sens dans le cas
des problémes de comptage par exemple (voir la définition de ces problémes par Kozen [Koz92|).
Nous disons toujours d’un algorithme résolvant un tel probléme qu'’il est efficace, et le probléme
associé traitable, s’il est de complexité en temps polynomiale, mais pour montrer des résultats
de difficulté nous utilisons deux méthodes.

Tout d’abord, si la réponse & calculer est de taille exponentielle (dans le pire cas) en la
taille de la donnée, nous considérons que le probléme est intraitable; en effet, tout algorithme
résolvant un tel probléme doit au moins écrire sa réponse, et donc ne peut étre de complexité en
temps polynomiale. Notons qu’il existe des notions de complexité en fonction de la taille de la
réponse, ou encore d’énumération (toutes introduites par Johnson et al. [JYP88]), pour étudier
ces problémes plus finement, mais nous ne nous en servirons presque pas dans ce mémoire, et les
repréciserons en temps utile.

I’autre méthode pour montrer qu’un probléme avec sortie est difficile consiste & exhiber un
probléme de décision associé, c’est-a-dire admettant les mémes données et dont la réponse puisse
étre calculée efficacement & partir de la réponse au probléme avec sortie; on voit alors aisément
que si le probléeme de décision est difficile, le probléme avec sortie ’est au moins autant. Par
exemple, le probléme consistant & calculer, s’il en existe un, un modéle d’une formule proposi-
tionnelle donnée, est évidemment au moins aussi difficile que le probléme SAT, puisque si ’on a
résolu ce probléme, on sait que la formule donnée est satisfaisable si et seulement si on a réussi
& en calculer un modéle.

2.4 Représentation des objets

Pour terminer, nous discutons rapidement la représentation des objets qui nous intéressent.
De cette représentation dépend en effet la complexité des algorithmes.

Formules Pour aucun des objets qui nous intéressent nous ne supposons une représentation
particuliére, mais simplement une représentation raisonnable. Pour une formule ¢ de la logique
propositionnelle, nous supposons simplement que la représentation de ¢ permet de déterminer le
connecteur de plus haut niveau de ¢ (par exemple, le connecteur A pour une formule en FNC, ou
le connecteur V pour une formule en FND) en temps constant, et d’itérer sur les opérandes de ce
connecteur (les clauses de ¢ si ¢ est en FNC, ses termes si elle est en FND) avec un délai constant.
Ainsi, une représentation d’une formule par un arbre, dont la racine est étiquetée par I'opérateur
de plus haut niveau de ¢, les sous-arbres représentent les formules qui sont ses opérandes, et les
feuilles sont étiquetées par les variables, est une représentation raisonnable (voir la figure 2 pour
la représentation sous cette forme de la formule ¢; du paragraphe 1.1).

La taille (au sens de la complexité) d’une formule ¢ est mesurée par le nombre d’occurrences
de variables dans ¢ la taille de ¢1, par exemple, est donc 11.

Enfin, il est important de noter que le modéle RAM nous permet de trier les clauses (resp.
les termes) d’une formule FNC (resp. FND) en temps linéaire en la taille de la formule, et ainsi
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FI1G. 2 — Représentation par un arbre de la formule ¢1 = ((x1 — z2) ® (=(x2 V —z4 V z5) A (21 >
z4))) ¢ (mzy = (mz1 ® T4 D T5))

d’obéir facilement & ’hypothése selon laquelle les clauses (resp. les termes) d'une méme formule
sont toutes différentes. Pour plus de précisions sur les machines RAM et les opérations dans ce
modéle, nous renvoyons encore une fois le lecteur a 'ouvrage d’Aho et al. [AHUT4].

Affectations Pour ce qui est de la représentation d’une affectation m a un ensemble de va-
riables V, notre seule hypothése sera que 1’on peut accéder a la valeur m[z] en temps constant
pour une variable £ € V donnée. Ainsi, la représentation d’une affectation m a V par un ta-
bleau des valeurs m[z;], indicé par ’ensemble {i € N|z; € V}, est adéquate. Cette hypothése
sur la représentation des affectations est un peu plus restrictive que celle sur la représentation
des formules, puisqu’elle interdit par exemple la représentation par une liste de couples de la
forme {(zi, m[z;]) | z; € V'}, mais elle est néanmoins naturelle. La taille d’une affectation m a un
ensemble de variables V' est simplement le cardinal |V| de V.

Ensembles d’affectations Enfin, concernant la représentation d’'un ensemble d’affectations
a4 un méme ensemble de variables, nous demandons simplement qu’elle permette d’itérer sur
les affectations de ’ensemble avec un temps constant pour passer de I'une & 'autre, et qu’elle
permette d’ajouter une nouvelle affectation en temps constant. Une liste d’affectations est donc
une représentation convenable.

Néanmoins, nous utiliserons a plusieurs reprises la représentation d’un tel ensemble par un
arbre de décision. Etant donné un ensemble d’affectations M & un ensemble de variables V', un tel
arbre est construit en associant une profondeur & chaque variable de V, et un chemin de la racine
a une feuille (toutes de profondeur maximale) & chaque affectation m de M ; si m[z] vaut 0 on
ajoute un fils gauche au noeud courant (de profondeur correspondant & x), et sinon on lui ajoute
un fils droit. Une fois 'ordre (total strict) sur les variables fixé, cet arbre représente donc M de
fagon canonique. Par exemple, I'arbre de la figure 3 représente ’ensemble d’affectations M (1)
a l'ensemble de variables {z1,z2,z4,z5}. L'intérét de cette représentation est qu’elle peut étre
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FIG. 3 — Arbre de décision associé 3 M($1) = {0,1}"1\{0001, 0010, 1001}

construite en temps O(|M||V|) pour un ensemble d’affectations M & un ensemble de variables
V, et qu’elle permet de décider en temps O(|V]) si une affectation & V' donnée est dans M. Ces
deux assertions étant trés intuitives, nous n’en redonnons pas la preuve ici. Pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage d’Aho et al. [AHUS83, paragraphe 5.3]|.

3 Représentation de connaissances en logique propositionnelle

Nous présentons, pour terminer ce chapitre, notre conception de la représentation de connais-
sances en logique propositionnelle. Nous terminons par deux exemples jouets, que nous utiliserons
ensuite de fagon récurrente a des fins d’illustration.

3.1 Ensembles d’observations et bases de connaissances

Nous considérons qu’un systéme capable de manipuler des connaissances a & sa disposition
un ensemble fini de variables booléennes, aussi appelées variables d’état, descripteurs, ou encore
attributs. Nous appelons petit monde la réalité a propos de laquelle il manipule des connaissances
par le biais de ces variables. Ainsi, un systéme manipulant des connaissances a propos de la piéce
dans laquelle il évolue pourrait avoir & sa disposition des variables indiquant si la lumiére est
allumée, si la porte est ouverte, si de Iair entre dans la piéce, si au moins un tableau est accroché
au mur situé au nord, etc. Son petit monde est alors I’ensemble des informations relatives & la
piéce qui peuvent étre décrites par ces variables. Un état (ou situation) précis de la piéce peut
donc étre formalisé par une affectation aux variables.

Nous voyons la connaissance que notre systéme peut alors avoir & propos de son petit monde
comme un ensemble de situations envisageables, décrivant implicitement la facon dont peuvent
interagir les variables. Ainsi, si une situation dans laquelle la porte est ouverte mais ’air n’entre
pas dans la piéce n’est pas envisageable, les variables correspondantes sont implicitement liées
par la relation «Si la porte est ouverte, alors l’air entre dans la piécey.

Cette connaissance peut étre représentée de différentes maniéres. Ainsi, ’ensemble des situa-
tions envisageables dans le petit monde de référence représente de maniére non ambigué une
connaissance i son propos; une situation étant formalisée par une affectation aux variables du
systéme, on peut voir un ensemble d’affectations & ces variables comme une connaissance ; nous
disons qu'un tel ensemble représente une connaissance en ertension. Mais une telle connaissance
peut également étre représentée en intension : une formule est en effet une telle représentation,



3. Représentation de connaissances en logique propositionnelle 19

situations

envisageables

formalisation interprétation

requete solution

observation
demaqde@\ /QAISONNEMENT
résolution

] ACQUISITION DE
affectations formule

CONNAISSANCES

REPRESENTATION DE
CONNAISSANCES

PETIT MONDE

Fi1G. 4 — Problématiques et objets liés aux systémes a base de connaissances

non ambigué, si elle admet ’ensemble des affectations représentant les situations envisageables
pour ensemble de modéles. De facon générale, nous appelons base de connaissances sur V une
formule propositionnelle sur V. Nous disons alors d’un systéme capable de manipuler de tels
objets qu’il est @ base de comnaissances. La figure 4 reprend la figure 1 de l'introduction, en
ajoutant aux problémes et aux concepts auxquels nous nous intéressons dans ce mémoire les
objets précis que nous manipulons.

Ainsi, un systéme & base de connaissances peut utiliser ses connaissances pour raisonner a
propos de son petit monde. Sur ’exemple, il peut ainsi se demander si la porte peut étre ouverte,
et la lumiére allumée, en méme temps. Il peut alors calculer la réponse (positive!) a cette question
en demandant & sa base de connaissances s’il existe une situation envisageable dans laquelle la
lumiére est allumée et la porte, ouverte.

Si la logique propositionnelle n’est pas trés expressive, la vision de la représentation des
connaissances que nous adoptons est toutefois classique, et adoptée dans de nombreux travaux.
Ce point de vue est notamment celui de travaux de Khardon et Roth [KR94, Kha95, KR96| ou
de Selman et Kautz [KKS95, SK96]. Un exemple similaire & ceux que nous présentons dans les
paragraphes 3.2 et 3.3 est décrit par Russell et Norvig [RN95, chapitre 6]. Pour des descriptions
d’autres formalismes de représentation de connaissances, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages
généraux déja cités [RK91, RN95, BCZ01].

Bien entendu, une base de connaissances décrit une certaine réalité dans la limite, notamment,
de la pertinence des variables choisies, et donc de la pertinence du petit monde choisi pour
formaliser cette réalité; ainsi, des variables inutiles (par exemple, une variable indiquant s’il y a
des ravins sur Mars) ne remettent pas en cause la pertinence du petit monde, mais a U'inverse il
peut manquer des variables importantes & cette modélisation. Nous ne discutons cependant pas
ces aspects dans ce mémoire, et supposons simplement un ensemble de variables définissant un
petit monde.
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TAB. 2 — Les situations envisageables dans le petit monde du carrefour

Notons enfin qu’une base de connaissances, si elle est associée par un systéme & une autre
notion (un concept), peut étre vue, non plus comme une représentation des situations envisa-
geables dans un petit monde, mais comme une représentation des exemples de ce concept. Par
exemple, dans un petit monde décrit par deux variables, ;g et zyy, indiquant respectivement
si un rayonnement est dans le domaine de l'infrarouge ou dans celui de l'ultraviolet, une base de
connaissances peut étre associée au concept «visible» : alors ’affectation de 0 aux deux variables
est un eremple de ce concept, tandis que celle de 0 & zyr et de 1 & xzyy en est un contre-
eremple. Une telle base de connaissances est alors celle représentée en intension par la formule
(mzrr A —zyy). Notons qu’alors il existe en réalité trois types de situations : celles correspondant
& des exemples du concept, celles correspondant & des contre-exemples, et enfin celles qui sont ab-
surdes (I’affectation de 1 aux deux variables, dans ce cas). Néanmoins, ceci est transparent pour
un systéme utilisant une telle base de connaissances ; la seule conséquence du fait que certaines
situations sont absurdes est que le systéme ne peut jamais les observer. Notons enfin que pour
de telles bases de connaissances, la représentation par une formule peut logiquement recevoir la
dénomination de définition du concept.

3.2 Un probléme de carrefour

Notre premier exemple jouet consiste en ’expression en logique propositionnelle de la connais-
sance liée au petit monde d’un carrefour et a la traversée de ce carrefour par un piéton. Quatre
variables paraissent pertinentes pour décrire ce petit monde (pour simplifier, nous supposons que
les feux ne sont jamais oranges) :

— Une variable indiquant la présence (ou non) de véhicules aux abords du carrefour

— Une variable représentant la couleur du feu pour piétons (vert ou rouge)

— Une variable représentant la couleur du feu pour véhicules (vert ou rouge)

— Une variable représentant le droit (ou non) de traverser.

Nous introduisons donc les quatre variables propositionnelles zpy (Présence de Véhicules), zyp
(Vert Piéton), zyy (Vert Véhicules) et zpp (Droit de Traverser). Notons qu’exceptionnellement,
et afin de laisser disponible leur signification intuitive, nous n’indigons pas ces variables par des
entiers, c’est-a-dire que ce ne sont pas des éléments de V; lorsqu’il sera nécessaire de les considérer
comme totalement ordonnées, nous utiliserons 1’ordre :

zpy <zyp <zZyy < ZpDT

On voit alors aisément que toutes les situations envisageables sont celles représentées dans la
table 2. Par exemple, la deuxiéme ligne de la table 2 représente la situation dans laquelle il n’y
a pas de véhicules aux abords du feu (zpy < 0), le feu pour piétons est rouge (zyp < 0), le feu
pour véhicules est vert et ot on n’a (donc) pas le droit de traverser le carrefour & pied.
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Le table 2 représente donc une connaissance en extension, et, dans le formalisme de la logique
propositionnelle, est représentée par ’ensemble d’affectations :

Mg = {0000, 0010, 0101, 1000, 1010, 1101}

a lensemble de variables Vo = {zpy,zyvp,zyvyv,zpr}. En conséquence, un systéme muni de
cette connaissance peut 'utiliser pour raisonner dans le petit monde du carrefour, par exemple
pour déduire que dés que le feu pour piétons est vert, celui pour véhicules est rouge.

Mais, comme nous ’avons vu dans le paragraphe précédent, un systéme muni de cette connais-
sance peut aussi la représenter en intension, par une formule admettant M pour ensemble de
modeéles. Ainsi, la formule en FNC :

éc = (mzpr Vave) A(~zvp Vzpr) A (—zpy V -zyy V- zpr) A (mzye V ~zyy)

vérifie Mo = M(pc), et Mo et ¢¢o représentent donc différemment les mémes connaissances.
Intuitivement, la formule ¢¢ représente la base de connaissances comme un ensemble de régles :
— Soit il est interdit de traverser, soit le feu pour piétons est vert, autrement dit : si on a le
droit de traverser, c’est que le feu pour piétons est vert, et
— Si le feu pour piétons est vert, on a le droit de traverser, et
— Il n’est pas envisageable qu’il y ait des véhicules aux abords du carrefour, que le feu pour
véhicules soit vert et qu’on ait le droit de traverser (en méme temps), et
— Il n’est pas envisageable que les feux pour piétons et pour véhicules soient verts (en méme
temps).
Mais nous avons vu que plusieurs formules pouvaient étre logiquement équivalentes. En effet, la
formule en FND :

b = (~zpyA—zypA—zpr)V(—zypATYY AT pT)V(TY PA-TVY AT DT)V (mTYy PA-TYY AT DT)

représente la méme base de connaissances que ¢¢, puisque l'on a Mc = M(¢f) (et donc
$c = ¢¢). Intuitivement, on peut voir une telle formule comme une énumération des situations
envisageables, de méme qu’un ensemble d’affectations, mais décrites de fagon plus compacte :
— Il n’y a pas de véhicules aux abords du carrefour, le feu pour piétons est rouge et il est
interdit de traverser, ou
— Le feu pour piétons est rouge, celui pour véhicules est vert et il est interdit de traverser, ou
— Le feu pour piétons est vert, celui pour véhicules est rouge et on a le droit de traverser, ou
— Le feu pour piétons est rouge ainsi que celui pour véhicules, et il est interdit de traverser.
Dans tout le mémoire, lorsque nous utiliserons cet exemple nous y ferons référence comme
«l’exemple du carrefoury.

3.3 A propos de théses...

Le deuxiéme exemple jouet que nous présentons concerne la lecture d’une thése (d’informa-
tique). Notre but est de décrire en logique propositionnelle les conditions de lecture, la qualité
du travail et le souvenir que peut laisser cette lecture. Nous introduisons les variables suivantes :

~ Tme, qui indique si la lecture est mémorable (ou non)

~ Tgqu, qui indique si le document est de qualité

— Ipe, qui indique si le travail est baclé

— Zin, qui indique si le lecteur est intéressé par le sujet

— ., qui indique si le lecteur est chercheur en informatique.
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TAB. 3 — Les situations envisageables dans le petit monde de la thése

Encore une fois nous listons les différentes situations envisageables dans la table 3. Ainsi, la
troisiéme ligne de cette table, par exemple, représente la situation ou la lecture de la these est
(tristement) mémorable, le document est médiocre, le travail baclé, et on le lecteur n’est pas
intéressé par le sujet, ni chercheur en informatique.

Encore une fois nous faisons confiance & la modélisation du petit monde, et nous considérons
que la table 3 représente une connaissance lorsqu’elle est vue comme ’ensemble d’affectations sui-
vant (& 'ensemble de variables Vi = {Z e, Tqu, Tba> Tin, Ten }, totalement ordonné par la relation
Tme < Ty < Tpa < Tin < Tep)

M, = {00111, 01000, 10100, 11011}

Cependant, cette connaissance peut encore une fois étre tout autant représentée par des formules.
Ainsi, la formule en FNC :

(Zgu V Tba) N (mZgu V Tpg)

b = A ($me V —Zpg V iUm) A ($me V Tpq V _“Tin) A (ﬁxme V Tpg V me)

A (_'wme V Zpg V _‘Iin)

A (_'min \ -'Bch) A (w'm \ _‘xch)
admet M; pour ensemble de modéles, et représente donc la méme connaissance. Quant a la
représentation de cette derniére en FND, elle est unique, et c’est la réécriture comme disjonction
de termes de I'ensemble de modeéles M; :

¢ Vo (Zme N gy A Tpg A Zin A Zen) Vo (Tme A Tgy N Zpg A Tin A Tep)

C’est donc essentiellement la méme chose de représenter les connaissances relatives & ce petit
monde par l’ensemble d’affectations M; ou par la formule en FND ¢} ; insistons néanmoins
sur le fait que c’est vrai sur cet exemple, mais pas dans le cas général, ou il existe plusieurs
formules FND logiquement équivalentes. En revanche, nous verrons au chapitre 3 que cette base
de connaissances admet encore une autre représentation, proche de la FNC mais plus compacte
que ¢, sous la forme d’une formule affine.

Dans tout le mémoire, nous ferons référence & cet exemple comme «’exemple de la thése».
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Nous nous intéressons dans cette premiére partie aux classes de formules propositionnelles
dans lesquelles il est intéressant de représenter des connaissances. Dans ce chapitre, nous justifions
tout d’abord notre choix des Formes Normales Conjonctive et Disjonctive comme langage général
de représentation, puis nous présentons nos motivations et notre approche pour étudier des sous-
classes de la classe de toutes les formules FNC (resp. FND), et enfin nous présentons rapidement
celles de ces sous-classes que nous avons choisi d’étudier; leurs définitions précises ainsi que des
motivations plus riches seront présentées dans les chapitres suivants.

1.1 Quelle forme normale pour les formules propositionnelles ?

Comme nous ’avons vu, les représentations par une formule d’'une méme base de connais-
sances relative & un petit monde peuvent étre nombreuses, trés différentes et arbitrairement com-
plexes. Le choix de formes normales, ou pseudo-normales, pour ces formules est donc nécessaire.
Nous avons présenté, dans les préliminaires généraux, la Forme Normale Conjonctive (FNC)
et la Forme Normale Disjonctive (FND), mais de nombreuses autres représentations existent.
Mentionnons par exemple la Forme Normale Algébrique (voir [CG99| par exemple), ou exclusif
de termes (ou mondmes), couramment utilisée pour I’étude des codes correcteurs d’erreurs ou
pour la cryptographie ; la représentation de la base de connaissances du petit monde du carrefour
sous cette forme, par exemple, est :

10 (-TDT) D (ZEVP) D (JJVP ANzyy N wDT)

Mentionnons également la Forme Normale Négative (voir [DMO02] par exemple), dans laquelle la
seule restriction est que le connecteur — ne porte que sur des variables, et qui généralise donc la
FNC et la FND. Par exemple, la formule :

(mzvp A —zpT) V ((2VP) A (ZDT) A (m2VP V ~TVV))

admet aussi pour ensemble de modeéles ’ensemble M correspondant au petit monde du car-
refour; elle est en Forme Normale Négative, mais ni en FNC ni en FND. Enfin, d’autres re-
présentations que les formules existent, comme par exemple la représentation par un Arbre de

25
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Décision, par un Diagramme de Décision Binaire [Bry86, HI02]|, etc. Le récent article de Darwiche
et Marquis [DMO02] étudie de nombreuses formes normales ou pseudo-normales pour les formules
propositionnelles du point de vue de la représentation de connaissances.

Si notre choix de représenter une base de connaissances par une formule plutdét que par un
ensemble d’affectations est motivé par la taille de ces différentes représentations, notre choix des
Formes Normales Conjonctive et Disjonctive est motivé par 'optique de ’acquisition et de la
représentation de connaissances ainsi que par celle de I'utilisation de ces connaissances pour le
raisonnement.

Forme Normale Conjonctive Nous considérons tout d’abord la Forme Normale Conjonctive
comme un langage de représentation adéquat. Nos principales motivations sont la stabilité de ce
langage par conjonction et sa lisibilité.

La stabilité de la FNC par conjonction, tout d’abord, c’est-a-dire le fait que si ¢1 et ¢o
sont deux formules en FNC, alors la formule ¢; A ¢2 'est également (modulo I’élimination des
répétitions de clauses), permet d’intégrer aisément de nouvelles connaissances & une base déja
existante. Reprenons par exemple les petits mondes du carrefour et de la thése; la base de
connaissances relative au premier est représentée, entre autres, par la formule en FNC ¢¢ (voir
les préliminaires généraux, paragraphe 3.2), et celle relative au second par la formule en FNC
¢¢. 11 est alors facile de voir que la formule ¢ A ¢; représente les connaissances relatives au
petit monde réunissant celui du carrefour et celui de la thése (c’est-a-dire le petit monde défini
par l’ensemble de variables Vi U V;), puisque intuitivement une situation est envisageable dans
ce monde si et seulement si elle ’est dans les deux a la fois; de fait, a l'inverse la disjonction
¢c V ¢ de ces deux formules ne représente pas la base de connaissances relative a la réunion
des deux petits mondes, puisqu’elle considére également comme envisageables les situations qui
ne sont envisageables que dans 1'un des deux. Notons que la conjonction de deux formules ¢
et ¢o admet pour ensemble de modéles exactement la jointure, au sens des bases de données
relationnelles [AHV95, chapitre 8|, des ensembles M(¢1) et M(¢2) vus comme des bases de
données booléennes sur les ensembles d’attributs Var(¢1) et Var(¢2), respectivement.

La stabilité de la Forme Normale Conjonctive par conjonction permet donc l'intégration
de nouvelles connaissances a d’anciennes tout en gardant le méme langage de représentation.
Notons que tous les langages de représentations mentionnés dans le paragraphe 1.1 contiennent
des formules logiquement équivalentes & la conjonction de deux quelconques de leurs formules;
néanmoins, pour la plupart d’entre eux cette opération, méme lorsqu’elle est de complexité
polynomiale, nécessite un remaniement syntaxique de la connaissance initiale, tandis que pour la
FNC elle est triviale. Nous renvoyons le lecteur & [DM02] pour la complexité de cette opération
dans les divers langages de représentation.

Notre deuxiéme motivation pour considérer la Forme Normale Conjonctive comme un bon
langage de représentation de connaissances est sa lisibilité. En effet, via 1’équivalence logique,
pour toutes formules propositionnelles ¢; et ¢o, entre la disjonction (—¢1) V ¢o et implication
¢1 — ¢2, d’une part, et entre la disjonction (—¢1)V (—d2) et la négation —(¢p1 A ¢2), d’autre part,
on peut voir une clause comme un ensemble d’implications et d’ensembles de variables interdits :
par exemple, on peut reformuler la formule en FNC ¢¢ représentant la base de connaissances du
petit monde du carrefour (préliminaires généraux, paragraphe 3.2) comme suit :

¢c = (zpr = zvp) N (zve = zpr) A (-(zpv Azvy Azpr)) A (=(ZvP A Tyy))

Cette formule peut alors étre lue de maniére trés intuitive :
— Si on a le droit de traverser, alors le feu pour piétons est vert, et



1.2. Classes de formules 27

Si le feu pour piétons est vert, alors on a le droit de traverser, et

— Il ne peut pas se produire en méme temps qu'il y ait des véhicules aux abords du carrefour,

que le feu pour véhicules soit vert et qu’on ait le droit de traverser, et

— Le feu pour piétons et le feu pour véhicules ne peuvent pas étre verts en méme temps.
Ainsi, la syntaxe des formules en Forme Normale Conjonctive est relativement intuitive, et lisible,
pour I'étre humain ; il nous est également relativement naturel d’exprimer ainsi nos connaissances
par des ensembles de régles et d’ensembles interdits.

Plus généralement, la Forme Normale Conjonctive est un cas particulier de langage de
contraintes, lesquels langages sont utilisés pour modéliser naturellement de nombreux problémes
concrets. Informellement, une contrainte est une fonction que ’on utilise pour contraindre un
ensemble de variables (non nécessairement booléennes) ; ainsi, I’équation x1 = zo peut étre vue
comme 'application de la contrainte «étre égales» aux variables x; et £2. Un réseau de contraintes
est une conjonction de telles contraintes, toutes ne portant pas nécessairement sur les mémes
variables. Ainsi, la conjonction (z1 = 2+ 7) A (71 > z3) A (10 < 27 < 20) est un réseau de
contraintes sur ’ensemble de variables {1, 2, z3,z4}. On peut donc voir une formule en Forme
Normale Conjonctive comme un réseau de contraintes sur ’ensemble de ses variables, la seule
contrainte autorisée étant la disjonction.

Notons dés maintenant que, outre des classes de formules en Forme Normale Conjonctive,
nous étudions dans ce mémoire la classe des formules affines (présentées dans le chapitre 3), qui ne
sont ni en FNC ni en FND, mais qui sont des cas particuliers, toujours propositionnels, de réseaux
de contraintes, ce qui motive leur étude. Nous reviendrons sur nos motivations particuliéres pour
étudier cette classe de formules au chapitre 3.

Forme Normale Disjonctive La Forme Normale Disjonctive n’est pas stable par conjonction
dans le sens défini pour la Forme Normale Conjonctive. De plus, elle permet d’encoder les pro-
blémes moins intuitivement, car les connaissances s’expriment en général moins naturellement
comme des réunions d’ensembles de situations envisageables que comme des conjonctions de
contraintes sur des variables. Néanmoins, ces formules permettent par exemple d’encoder facile-
ment des préférences, ou des critéres de sélection, et elles restent dans tous les cas relativement
lisibles, comme le montre, par exemple, I'explicitation de la formule ¢{, du paragraphe 3.2 des
préliminaires généraux.

Notre principale motivation pour étudier cette représentation est sa dualité avec la Forme
Normale Conjonctive. Nous avons en effet vu que grace a la transformation ¢ — Neg(¢$), on
pouvait calculer facilement une formule en FND logiquement équivalente a la négation —¢ d’une
formule en FNC ¢ donnée. Par conséquent, si la base de connaissances relative 4 un petit monde
est représentée par une formule FNC, la négation de cette base est implicitement représentée par
une formule FND. On peut alors utiliser cette représentation si, par exemple, on doit raisonner
& propos des états défectueux d’un systéme électrique, alors que notre base de connaissances
représente ses états normaux, ou encore, pour reprendre l’exemple des préliminaires généraux
(paragraphe 3.1), si I’'on doit raisonner & propos des rayonnements ne faisant pas partie du do-
maine visible, alors que notre base de connaissances représente les exemples du concept «visibley.

1.2 Classes de formules

Malheureusement, la plupart des problémes algorithmiques qui se posent en Intelligence Ar-
tificielle sont trés difficiles si ’on n’impose pas de restriction sur les représentations des bases de
connaissances. Ainsi, nous avons vu que le probléme SAT est NP-complet ; mais on sait aussi qu’il
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le reste, méme si on n’autorise comme données que des formules en FNC [Coo71|. Or, nous ver-
rons par la suite que ce probléme est fondamental en Intelligence Artificielle, et que sa traitabilité
est une condition nécessaire a la traitabilité de nombreuses autres tiches, notamment de raison-
nement (voir partie IIT). Similairement, nous verrons que 1’abduction est un probléme intraitable
pour la classe des formules FND dans sa globalité. Nous considérons donc que la classe de toutes
les formules FNC, ou celle de toutes les formules FND, ne sont pas intéressantes pour représen-
ter des connaissances, car elles ne permettent pas en général d’utiliser ensuite efficacement ces
connaissances.

Nous devons donc rechercher des compromis entre ’expressivité des langages de représenta-
tion de connaissances et leur traitabilité pour des problémes d’Intelligence Artificielle. C’est pour-
quoi nous nous intéressons a des restrictions supplémentaires sur les Formes Normales Conjonc-
tive et Disjonctive. Nous perdrons donc leur ezpressivité, puisque toute base de connaissances
relative & un petit monde peut étre représentée en FNC ou en FND, alors que ce ne sera pas le
cas pour les sous-langages présentés dans cette partie. En revanche, nous gagnerons en traitabi-
lité, en ce sens que des téches non traitables pour la classe entiére des formules en FNC (resp.
en FND) deviendront traitables pour ces sous-langages. La partie II abordera le probléme de
représenter, ou d’acquérir, des connaissances quelconques dans un tel sous-langage alors qu’il
n’est pas & méme d’exprimer n’importe quelle connaissance.

Le probléme SAT étant fondamental pour les problématiques d’Intelligence Artificielle, puisque
sa traitabilité pour une classe de formules est la plupart du temps nécessaire pour la traitabilité
des autres taches de raisonnement, nous choisissons d’écarter tout d’abord les classes de formules
pour lesquelles il n’est pas traitable (nous noterons SAT|C]| le probléme SAT dont on restreint les
données aux formules de la classe C).

Une autre propriété importante d’une sous-classe de formules est sa reconnaissabilité : nous
dirons d’une classe de formules qu’elle est reconnaissable s’il existe un algorithme polynomial
permettant de décider si une formule propositionnelle donnée en fait partie. Les restrictions sur
les représentations des formules imposées au paragraphe 2.4 des préliminaires généraux assurent
qu’essentiellement, une lecture de la formule suffit pour déterminer si elle est en FNC ou en FND,
mais reconnaitre si elle appartient & une classe plus précise n’est pas toujours facile; ainsi, le
probléme de reconnaitre les formules FNC renommables en une formule de Horn définie positive
est NP-complet (chapitre 4).

Classes de formules en FNC Pour ce qui est des classes de formules en FNC, nous choisissons
également d’étudier des classes de formules stables par conjonction, comme 1’est la classe des
formules en FNC dans son ensemble ; nos motivations sont les mémes que celles exposées dans
le paragraphe 1.1 concernant l'intégration de nouvelles connaissances a une base préexistante.
Plus généralement, nous étudierons des classes de formules en FNC définies par la nature de
leurs clauses, et non par leur structure. Cette distinction, qui provient de la littérature sur les
Problémes de Satisfaction de Contraintes, oppose deux types de classes de formules :

— les classes définies par des propriétés locales : ce sont les classes de formules en FNC C
telles que par définition, une formule en FNC appartient & C si et seulement si chacune
de ses clauses vérifie une certaine propriété (est d’une certaine nature); par exemple, la
classe des formules 3FNC, c’est-a-dire la classe des formules en FNC dont chaque clause
contient au plus trois littéraux, est définie par la nature des clauses de ses formules. On
parle également de classes de formules clausales [dV96]

— les classes définies par des propriétés globales, c’est-a-dire les classes C telles qu'une formule
en FNC appartient a C si et seulement 1’ensemble de ses clauses vérifie une certaine propriété
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(posséde une certaine structure) ; par exemple, la classe des formules contenant moins de &

clauses, pour une constante k, est définie par la structure de ses formules, et non par leur

nature.
Si la classe de formules FNC choisie pour représenter des connaissances est définie par la nature
de ses clauses, on peut donc intégrer de nouvelles connaissances & une base clause par clause,
en n’ayant & vérifier que la nature de la clause ajoutée. En revanche, si cette classe est définie
par la structure de ses formules, chaque ajout de connaissances demande la vérification de la
structure de toute la nouvelle base de connaissances ainsi constituée. Notons également qu’une
classe définie en nature est par définition stable par conjonction. Cette propriété peut également
étre vérifiée par une classe définie en structure, comme c’est le cas pour la classe des formules en
FNC contenant au moins k clauses, pour une constante k, mais en général ce n’est pas le cas.

Pour résumer nos critéres, nous nous intéressons & des langages de représentation qui per-
mettent & un systéme & base de connaissances de garantir & ’avance, si on ne lui ajoute que
des connaissances satisfaisant certaines contraintes relatives & la nature des clauses, que le rai-
sonnement avec sa base de connaissances, ou avec sa «négation», sera efficace. Notons que c’est
par exemple le principe du langage Prolog, au premier ordre (voir [BCZ01, chapitre 3.1| par
exemple) ; ce langage garantit en effet une procédure de raisonnement «efficace» en n’autorisant
que des clauses de Horn.

Nous étudierons malgré tout quelques classes de formules en FNC définies en structure et
non stables par conjonction, les classes des formules renommables dans C, lorsque C est I'une des
classes précédentes. En effet, malgré les moins bonnes propriétés de ces classes pour la repré-
sentation et 'intégration de connaissances, elles possedent en général de bonnes propriétés pour
les taches d’Intelligence Artificielle, propriétés fortement liées & celles des classes précédentes;
la plupart du temps, elles généralisent ces classes tout en conservant leurs bonnes propriétés
algorithmiques. Des motivations plus riches pour étudier ces classes seront présentées dans le
chapitre 4.

Nous considérons également comme une bonne propriété d’une classe de formules C sa sta-
bilité par propagation d’affectations (voir les préliminaires généraux, paragraphe 1.4). Outre ses
conséquences bénéfiques sur ’algorithmique de la classe, cette propriété permet de restreindre
une base de connaissances relative & un petit monde en fixant des variables, tout en préservant
son appartenance & la classe. Par exemple, on peut vouloir restreindre la base de connaissances
de Iexemple du carrefour au cas ou le feu pour piétons est vert, ce qui se traduit sur la repré-
sentation en FNC ¢ de cette base par la propagation de 'affectation de 1 & la variable zvyp,
donnant la formule :

(zpr) A (mzPYV V ~ZVV V —2DT) A (mTVV)

On retrouve cette forme de restrictions dans le cadre du «reasoning within context» de Khardon
et Roth [KR94].

Enfin, rappelons que notre étude porte également sur les formules affines, bien que ces for-
mules ne soient ni en FNC, ni en FND. Ce choix, quant & lui, sera longuement motivé dans le
chapitre 3.

Classes de formules en FND Pour ce qui est des sous-classes de formules en FND, la
traitabilité du probléme SAT est assurée, puisqu’elle I’est pour la classe de toutes les formules
en FND. Motivé par la discussion du paragraphe 1.1, nous choisissons cependant d’étudier des
sous-classes de telles formules. Puisque nous considérons les formules en FND dans 'optique
de représenter implicitement la négation de bases de connaissances, notre étude concerne les
«négationsy des sous-classes de formules en FNC qui nous intéressent. Ainsi, pour chaque classe
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C de formules en FNC que nous choisissons d’étudier, nous étudions également la classe de
formules en FND définie comme la classe des formules ¢ telles que la formule en FNC Neg(¢)
est dans C.

1.3 Classes étudiées dans le mémoire

Les critéres présentés dans le paragraphe 1.2 nous aménent & nous intéresser dans ce mémoire
aux classes de formules suivantes :

— formules FNC de Horn, négatives et Horn définies positives

— formules FNC anti-Horn, positives et anti-Horn définies positives

— formules FNC bijonctives (2FNC)

— formules affines

— formules Horn-renommables et Horn définies positives renommables

— formules monotones (négatives-renommables)

— pour chacune des classes C précédentes, la classe des formules ¢ en FND telles que Neg(¢)

est une formule de C.

Les classes des formules FNC (anti-)Horn, (anti-)Horn définies positives, négatives, positives et
bijonctives satisfont tous les critéres mentionnés dans le paragraphe 1.2 (définition en nature,
stabilité par conjonction, traitabilité pour SAT et reconnaissabilité), ainsi que les formules af-
fines, méme si ces formules ne sont ni en FNC, ni en FND. Le choix des autres classes est
déja motivé dans le paragraphe 1.2. De plus, I’étude des formules FNC (anti-)Horn, (anti-)Horn
définies positives, négatives, positives, bijonctives et affines est motivée par un résultat de dicho-
tomie pour une variante du probléme SAT [Sch78], et par un résultat similaire pour le probléme
Inv-SAT[S] [KS98], montrant que ces classes (et leurs sous-classes) sont essentiellement les seules
définies en nature et traitables; nous reviendrons sur ces deux résultats au chapitre 5.

La partie est organisée comme suit. Nous présentons tout d’abord les classes de formules
FNC qui nous intéressent et qui sont définies en nature (chapitre 2), puis la classe des formules
affines (chapitre 3). Nous présentons ensuite les autres classes de formules qui nous intéressent,
les classes de formules C-renommables et les classes de formules FND (chapitre 4), et enfin nous
résumons les propriétés de toutes ces classes, les considérons les unes par rapport aux autres et
donnons des motivations supplémentaires pour nos choix, a la lueur des définitions (chapitre 5).

Pour terminer, précisons que le but de cette partie n’est pas tant de donner des résultats
nouveaux que de synthétiser et de discuter les propriétés connues des classes de formules, et ce
de maniére uniforme.
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Nous commencons par présenter les classes de formules FNC définies par la nature de leurs
clauses, et donc stables par conjonction. Pour toutes ces classes, nous exhibons les propriétés
syntaxiques, algorithmiques et sémantiques qui nous semblent utiles. Les classes présentées ici
possédant toutes, & quelques détails prés, les mémes propriétés, nous nous attardons plus lon-
guement sur celle des formules de Horn, puis nous présentons les autres plus laconiquement.

2.1 Formules FNC de Horn

La classe des formules FNC de Horn, que nous notons HORN, est certainement la plus classique
de toutes. Intuitivement, les formules de Horn sont des ensembles de régles que I'on peut utiliser
pour déduire des littéraux positifs (faits) a partir d’autres littéraux positifs, processus souvent
appelé «chainage avanty [HK93, HK95]|, sans jamais avoir & essayer deux possibilités différentes;
en revanche, contrairement aux formules de Horn définies positives que nous présenterons plus
loin, on peut étre confronté lors d’un tel processus & un ensemble de variables interdits. En effet,
les formules de Horn sont définies par la propriété syntaxique suivante.

Définition 2.1 (formule FNC de Horn) Une clause de Horn est une clause dont au plus un
littéral est positif. Une formule FNC de Horn est une conjonction de clauses de Horn.

Notons que certains auteurs réservent ’appellation clause de Horn aux clauses dont exactement
un littéral est positif, et dénomment clauses négatives celles dont tous les littéraux sont négatifs.
Nous préférons cependant unifier les dénominations pour les clauses et les formules afin d’éviter
les confusions.

On peut donc voir une clause de Horn comme, selon les cas, une régle, logiquement équivalente
a une implication sans disjonction en partie droite, de la forme ((z;; A s, A+ Ax;,) = ), ou
un ensemble de variables interdits (cf. chapitre 1, paragraphe 1.1). Ainsi, la formule représentant
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la base de connaissances de I’exemple du carrefour :

¢c = (~zpr Vazyp) A(-zyp Vzpr) A (—zpy Vzyy Vzpr) A (mzyp V ~zyy)

est une formule FNC de Horn.

Parmi les clauses de Horn, on peut remarquer les clauses unitaires, qui peuvent étre positives
ou négatives : ce sont les clauses ne contenant qu'un littéral (positif ou négatif, respectivement).
Remarquons également que la clause vide () est une clause de Horn, et donc que la formule en
FNC insatisfaisable réduite a cette clause, (()), est de Horn. Enfin, il est facile de voir que la
conjonction de deux formules en FNC de Horn est de Horn, d’une part, et que cette classe est
stable par propagation d’affectations, d’autre part.

Les bonnes propriétés algorithmiques des formules de Horn, quant & elles, sont nombreuses.
Remarquons tout d’abord qu’il est facile de décider si une formule FNC donnée est de Horn; il
suffit de lire la formule et de compter le nombre de littéraux positifs par clause. I’autre propriété
fondamentale de cette classe de formules est sa traitabilité pour le probléme SAT; nous donnons
simplement 1'idée de 1’algorithme dans la preuve de la proposition suivante.

Proposition 2.1 (SAT[HORN] [DG84]) On peut décider si une formule FNC de Horn donnée
est satisfaisable en temps linéaire, en en exhibant un modéle le cas échéant.

Idée de la preuve L’algorithme consiste & construire une affectation aux variables a partir
des clauses unitaires de la formule. Supposons que cette derniére contient une telle clause C, et
supposons par symétrie C = (x), ol z est une variable. On augmente alors 'affectation courante
en affectant 1 & z, en supprimant C de la formule et en y propageant la nouvelle affectation ; si
C est de la forme (—z), on affecte 0 & x. Si en propageant ’affectation on obtient la clause vide,
alors la formule est insatisfaisable, et sinon on recommence tant qu’elle contient au moins une
clause unitaire. Lorsque la formule ne contient plus de telle clause, alors elle ne contient que des
clauses de longueur 2 ou plus, qui contiennent donc chacune au moins un littéral négatif. Il suffit
alors d’affecter 0 & toutes les variables restantes pour obtenir un modéle de la formule initiale.

Des algorithmes linéaires sont donnés par Dowling et Gallier [DG84] ou par Minoux [Min88].
d

Mais au-dela de ses propriétés syntaxiques et algorithmiques, la classe HORN posséde également
des propriétés sémantiques trés fortes. Celle que nous utiliserons le plus souvent est la suivante;
pour deux affectations m, m’ & un méme ensemble de variables V', nous notons mAm/' I'affectation
a 'V définie par Vz € V, (mAm')[z] = m[z] Am/[z] ; rappelons qu'un ensemble d’affectations (a un
méme ensemble de variables) est dit descriptible dans une classe de formules C s’il est I’ensemble
des modéles d’au moins une formule de C.

Proposition 2.2 (HORN-cléture [McK43, DP92]|) Un ensemble d’affectations M est des-
criptible dans HORN si et seulement si pour tous m,m' € M, on a m Am' € M.

Preuve Supposons que M est descriptible dans HORN, et soit ¢ € HORN avec M = M(¢).
Soient m,m’ € M ; nous montrons que I’affectation m A m' satisfait toutes les clauses de ¢. Soit
donc C' une telle clause ; on a donc m |= C et m' |= C. Si C ne contient que des littéraux négatifs,
puisque m satisfait C' il existe au moins une variable z € Var(C) avec -z € C et m[z] = 0;
or 0 est absorbant pour 'opération A, donc on a (m Am/)[z] =0 et donc mAm' = C.Si C
contient un littéral positif, nous distinguons deux cas. S’il existe une variable z € Var(C) avec
-z € C et, soit m[z] = 0, soit m/[z] = 0, on est ramené au cas précédent. Supposons donc
Vz € Var(C),—~z € C = m|z] = m/[z] = 0. Alors, puisque m et m' satisfont C, en notant = €
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Var(C) le littéral positif de C on a m[z] = m/[z] = 1; on a donc (m Am/)[z] = m[z] Am/[z] = 1,
donc l'affectation m A m’ satisfait C. Finalement, on a m A 'm’ = C pour toute clause C de ¢,
donc m Am' |= ¢ et donc, m Am' € M(¢) = M.

Pour la réciproque, nous renvoyons a [DP92], ou au chapitre 7 de ce mémoire, ot sont données
des constructions (la construction du chapitre 7 dépend seulement du sens direct de ’énoncé, via
la proposition 2.3). O

Pour un ensemble M, quelconque, d’affectations & un méme ensemble de variables V', nous
définissons donc la HORN-cloture de M comme l'ensemble d’affectations a V' :

Cliiorn (M) = {m Am'|m,m’ € M}
Par exemple, la HORN-cl6ture de ’ensemble d’affectations :
M, = {00111, 01000, 10100, 11011}
de I'exemple de la thése est ’ensemble d’affectations :
Clgorn (M:) = {00111, 01000, 10100, 11011, 00000, 00100, 00011, 10000 }

au méme ensemble de variables.

Ainsi, un ensemble d’affectations M & V est I'ensemble de modéles d’au moins une formule
de Horn si et seulement si on a Clypqp (M) = M. On peut ainsi vérifier que 'ensemble d’affec-
tations M¢ représentant la base de connaissances de I’exemple du carrefour est bien descriptible
dans HORN (par exemple par ¢¢). En revanche, celui représentant la connaissance du petit
monde de la these, M;, ne vérifie pas cette propriété, puisque 'on a My # Clyyogy(My). De fait,
non seulement la formule ¢; (paragraphe 3.3 des préliminaires généraux) n’est pas en FNC de
Horn, mais il n’existe aucune formule en FNC de Horn sur le méme ensemble de variables et
pouvant représenter la méme connaissance, c’est-a-dire logiquement équivalente & ¢;.

Cette propriété sémantique, enfin, permet d’obtenir une caractérisation trés importante de
cette classe en termes de formules FNC premiéres ; notons cependant que cette propriété peut
également étre obtenue en raisonnant sur la syntaze de ces formules, comme le font Hammer et
Kogan [HK92].

Proposition 2.3 (FNC premiére de Horn [HK92]) Un ensemble d’affectations M est des-
criptible dans HORN si et seulement si toute formule en FNC et premiére décrivant M est de
Horn.

Preuve Si toute formule en FNC et premiére décrivant M est de Horn, tout d’abord, alors par
définition de la descriptibilité M est descriptible dans HORN. Supposons donc, réciproquement,
que M est descriptible dans HORN. Alors (proposition 2.2) on a Vm,m' € M,m Am' € M;
nous montrons que tout impliqué premier d'une description de M est une clause de Horn. Soit
C une telle clause, et soient par ’absurde z,z’ € Var(C) deux littéraux positifs différents de C.
Puisque C est premiére, il existe une affectation m € M (resp. m' € M) qui ne satisfait pas la
clause C\{z} (resp. C\{z'}). Donc m affecte 1 & z, mais ne satisfait aucun autre littéral de C';
en particulier, on a m[z'] = 0, et symétriquement on a m/[z'] = 1, mais m’ ne satisfait aucun
autre littéral de C. On en déduit que I'affectation m Am’ affecte 0 & z et ', et ne satisfait aucun
littéral de C formé sur une variable différente de z et z’, donc qu’elle ne satisfait pas C, ce qui
est absurde puisqu’elle est dans M. Finalement, tout impliqué premier d’'une description de M
est de Horn, et donc toute description de M en FNC et premiére est de Horn. O
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Ainsi, il est facile de vérifier que la formule en FNC ¢; du petit monde de la thése est premiére,
et puisqu’elle n’est pas de Horn on peut a nouveau déduire qu’il n’existe aucune formule de Horn
logiquement équivalente & ¢;.

Les formules FNC de Horn sont certainement les formules de la logique propositionnelle les
plus étudiées. Citons par exemple les travaux de Hammer et Kogan [HK92, HK93, HK94, HK95|
sur la minimisation de ces formules, ainsi que ceux d’Ibaraki et Makino [EIM98b, IKM99]. La
notion de clause de Horn est également a la base des langages PROLOG [RK91, chapitre 6] ou
DATALOG [AHV95, chapitre 12|. Enfin, on la retrouve pour des formules baties sur des variables
multivaluées plutdt que booléennes [BHM99|.

2.2 Formules FNC de Horn définies positives

Nous présentons maintenant la classe des formules FNC de Horn définies positives, que nous
notons HDP. Cette classe est une sous-classe de HORN, celle des formules ne contenant pas
d’ensembles de variables interdits. Intuitivement, avec une formule de la classe HDP on peut donc
déduire des faits & partir d’autres faits sans jamais avoir & essayer deux possibilités différentes,
comme pour HORN, mais sans jamais non plus étre confronté a un ensemble de variables interdits
(voir par exemple les travaux d’'Hammer et Kogan [HK93, HK95]). Précisément, ces formules sont
définies comme suit.

Définition 2.2 (formule FNC de Horn définie positive) Une clause de Horn définie posi-
tive est une clause dont exactement un littéral est positif. Une formule FNC de Horn définie
positive est une conjonction de clauses de Horn définies positives.

Par exemple, la formule en FNC de ’exemple du carrefour :

¢c = (~zpr Vzyp) A(—zyvp Vzpr) A (—zpy V -zyy V —zpT) A (mzyp V ~zyvy)

dont nous avons vu dans le paragraphe 2.1 qu’elle est de Horn, n’est en revanche pas de Horn
définie positive, puisque la derniére de ses clauses, (mzyp V —zyy), ne contient aucun littéral
positif. Pour ce qui est de l’exemple de la thése, nous avons vu (paragraphe 2.1) qu’aucune
formule FNC de Horn ne pouvait représenter la base de connaissances correspondante, et donc
a fortiori aucune formule FNC de Horn définie positive.

Bien que la classe plus générale des formules de Horn posséde, dans toute sa généralité, de
nombreuses bonnes propriétés algorithmiques dont hérite la classe des formules de Horn définies
positives, cette derniére classe mérite attention ; en effet, nous verrons par exemple au chapitre 11
que ’on peut faire du raisonnement abductif efficace avec les formules de Horn définies positives,
mais pas avec les formules de Horn en général. Comme HORN, la classe HDP est stable par
conjonction, mais seules les clauses unitaires positives sont de Horn définies positives; ni la
clause vide, ni les clauses unitaires négatives ne le sont. Enfin, cette classe n’est en général stable
que par propagation d’affectations positives, c’est-a-dire d’affectations de la forme 1y pour un
certain ensemble de variables V' ; en effet, la propagation de I'affectation de 0 & z; dans la formule
FNC ((z1 V ~z2)) € HDP, par exemple, donne la formule ((—z2)) ¢ HDP.

Remarquons encore que, comme pour HORN, la reconnaissance des formules FNC de Horn
définies positives est linéaire; il suffit d’'un parcours de la formule. En revanche, le probléme
SAT est encore plus facile pour la classe HDP que pour HORN ; la proposition suivante découle
directement de la présence d’un littéral positif par clause de Horn définie positive.
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Proposition 2.4 (SAT[HDP]) Toute formule FNC de Horn définie positive ¢ admet ly,.(g)
comme modéle.

Enfin, nous terminons ce paragraphe par les propriétés sémantiques de la classe HDP. Elles sont
fortement liées a celles de la classe HORN, en vertu des deux propositions suivantes.

Proposition 2.5 (HORN vs. HDP, affectations) Un ensemble d’affectations M a un méme

ensemble de variables V' descriptible dans HORN est descriptible dans HDP si et seulement si
Paffectation 1y est dans M.

Preuve La proposition 2.4 montre "implication dans le sens direct. Supposons maintenant
1y € M. Puisque M est descriptible dans HORN, il existe une formule FNC de Horn ¢ décrivant
M, et comme 1y est dans M, c’est un modéle de ¢, et on en déduit que ¢ ne contient pas de
clause négative. Donc ¢ est une formule FNC de Horn définie positive. O

Proposition 2.6 (HORN vs. HDP, formules) Soit ¢ une formule FNC de Horn. Alors il
existe une formule FNC de Horn définie positive logiquement équivalente a ¢ si et seulement si
¢ elle-méme est Horn définie positive.

Preuve S’il existe une formule de HDP ¢’ logiquement équivalente & ¢, alors la proposition 2.4
nous dit que affectation 1y .4 satisfait @', et donc que tous ses prolongements a Var(¢') U
Var(¢) satisfont ¢. En particulier, 'affectation 1y 4, (¢)uvar(s) Satisfait ¢, donc ¢ ne contient pas
de clause négative, et comme elle est de Horn elle est de Horn définie positive. La réciproque est
triviale. O

En d’autres termes, la proposition 2.6 nous dit qu’on ne peut pas reformuler une formule de HDP
en une formule FNC de Horn non définie positive logiquement équivalente. Plus généralement,
on peut méme voir avec la méme preuve que l’on ne peut pas reformuler une telle formule en
une formule FNC dont une des clauses ne contient que des littéraux négatifs. Ainsi, pour le petit
monde du carrefour, le fait que la formule FNC ¢¢ contienne la clause négative (—zyp V —zyy),
par exemple, montre qu’il n’existe aucune formule de HDP logiquement équivalente & ¢¢.

Nous terminons ce paragraphe en précisant le paralléle des propositions 2.2 et 2.3 pour la
classe HDP. La proposition suivante, tout d’abord, est un simple corollaire des propositions 2.2
et 2.5.

Proposition 2.7 (HDP-cléture) Un ensemble d’affectations M & un méme ensemble de va-
riables V est descriptible dans HDP si et seulement sion aly € M et Vm,m' € M,mAm' € M.

Nous définissons donc la HDP-cléture d’un ensemble d’affectations M, quelconque, & un ensemble
de variables V' comme 1’ensemble :

Clypp(M) = Clyopy (M) U{lv}
Le paralléle de la proposition 2.3, enfin, est également un corollaire des résultats précédents.
Proposition 2.8 (FNC premiére de Horn définie positive) Soit M un ensemble d’affec-

tations. Alors M est descriptible dans HDP si et seulement si toute formule en FNC et premiére
décrivant M est de Horn définie positive.



36 Chapitre 2. Bonnes formules FNC

Preuve Si M est descriptible dans HDP, alors en particulier il est descriptible dans HORN,
donc (proposition 2.3) toute formule en FNC et premiére le décrivant est de Horn, et par la
proposition 2.6 de Horn définie positive. La réciproque est triviale. O

2.3 Formules FNC négatives

La classe des formules négatives, que nous notons NEG, est également une sous-classe de la
classe des formules de Horn, par définition disjointe de son autre sous-classe HDP si on excepte
les formules tautologiques, mais comme celle-ci elle mérite une attention particuliére car, par
exemple, 'abduction est traitable pour les formules de cette classe, mais pas pour les formules
de Horn (voir chapitre 11). Les formules de Horn définies positives sont les formules de Horn
sans clause négative ; les formules négatives sont les formules de Horn sans clause de Horn définie
positive.

Définition 2.3 (formule FNC négative) Une clause négative est une clause dont tous les
littéraux sont négatifs. Une formule FNC négative est une conjonction de clauses négatives.

On peut donc voir une formule en FNC négative comme une formule dont la satisfaisabilité
est une fonction décroissante en chacune des variables, en ce sens que, informellement, si une
affectation m est un modéle d’une formule FNC négative, en remplagant dans m des affectations
a 1 par des affectations & 0 on est assuré que 'affectation obtenue sera toujours un modéle de
la formule. Ainsi, une formule FNC négative représente par exemple naturellement le concept de
la défaite au tennis, si 'on décrit ce petit monde via, pour chacun des (trois) sets d’une partie,
une variable z; indiquant si le set a été gagné; en effet, la formule FNC négative :

btennis = (_‘331 \ _‘-T2) A (_‘-’171 \ _'333) A (—L’BQ \ —|:I:3)

est satisfaite par exactement les affectations & {z1,z2,z3} qui représentent des exemples de
défaite (pour simplifier I’'exemple, nous considérons que les trois sets d’une partie sont toujours
joués). Intuitivement, le fait que cette formule soit négative correspond au fait que moins ’on
gagne de sets (plus nombreuses sont les variables affectées a 0), plus 1'on perd la partie (plus la
formule est satisfaite).

On remarque que les clauses unitaires négatives, évidemment, mais aussi la clause vide sont
des clauses négatives, et que la classe des formules FNC négatives est stable par conjonction.
Cette classe est également stable par propagation d’affectations quelconques. Mais remarquons
également qu’il existe toujours une formule FNC négative logiquement équivalente & la disjonction
de deux formules FNC négatives; en effet, si ¢ et ¢' sont deux formules négatives, alors elles ne
contiennent que des littéraux négatifs, et donc la formule FNC ¢, logiquement équivalente a la
formule ¢V ¢' et obtenue en y distribuant la disjonction sur la conjonction, ne contient elle aussi
que des littéraux négatifs.

Enfin, comme pour la classe HDP, la reconnaissance syntaxique est triviale, ainsi que le
probléme SAT.

Proposition 2.9 (SAT[NEG]|) Soit ¢ une formule FNC négative. Si ¢ contient une clause vide,
alors elle est insatisfaisable, sinon elle admet Oy 4,4y comme modeéle.
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En revanche, le lien sémantique avec la classe HORN est moins évident que pour HDP. On dit
qu’une affectation m’ a un ensemble de variables V est inférieure a une affectation m aux mémes
variables, et on note m' X m, si on a Vz € V,m[z] =0 = m/[z] = 0.

Proposition 2.10 (NEG-cléture) Un ensemble d’affectations M a un méme ensemble de va-
riables V est descriptible dans NEG si et seulement si pour tout m € M et pour toute affectation
m' a V vérifiant m' < m, on am' € M.
Preuve Si M est descriptible dans NEG, alors il existe une formule FNC négative ¢ le décrivant.
Soit m € M une affectation ; par définition m satisfait ¢, et donc satisfait au moins un littéral
(négatif) par clause de ¢, et comme pour toute affectation m’ & V avec m' < m on a par définition
Vz € V,m[z] = 0 = m/[z] = 0, m’ satisfait au moins les mémes littéraux négatifs de ¢ que m,
donc m' satisfait ¢ et par conséquent m' est dans M.

Réciproquement, si on a Ym € M,m' € {0,1}¥V,m' < m = m' € M, on peut construire
une formule FNC négative décrivant M comme suit. Soit Maxz(M) Pensemble des affectations
maximales de M (pour l'ordre partiel <), soit ¢ la formule définie par :

o=V N =

meMaz(M) zeV,m[z]=0

Il est facile de voir que I’ensemble des modeéles de ¢ est exactement M. Soit alors ¢’ la formule
FNC obtenue en distribuant dans ¢ la disjonction sur la conjonction; par construction ¢’ est
logiquement équivalente & ¢, et comme elle est en FNC négative on a le résultat. O

Nous définissons donc la NEG-cléture d’un ensemble d’affectations M, quelconque, & un méme
ensemble de variables comme ’ensemble d’affectations

Clnpg(M) = {m'|3Im € M, m' < m}

Ainsi, on voit que la base de connaissances de I’exemple du carrefour ne peut pas étre représentée
par une formule négative, puisque 1’on a :

0101 € M¢,0001 < 0101 mais 0001 ¢ M¢

Pour terminer, la proposition suivante caractérise les connaissances que l’on peut représenter par
une formule de NEG en termes de formules FNC premiéres. Remarquons que cette proposition
est beaucoup plus forte que la proposition correspondante pour les classes HORN et HDP.

Proposition 2.11 (FNC premiére négative) Un ensemble d’affectations M a un ensemble
de variables V' est descriptible dans NEG si et seulement s’il existe une formule premiére négative
décrivant M ; dans ce cas, cette formule est la seule formule premiére décrivant M, et elle contient
tous ses impliqués premiers.

Preuve Le sens indirect découle encore une fois de la définition méme de la descriptibilité. Nous
montrons donc le sens direct.

[existence] Nous montrons tout d’abord que si M est descriptible dans NEG, alors il I’est par
une formule premiére. Comme pour HORN (proposition 2.3), soit C' un impliqué premier d’une
description de ¢, et supposons par ’absurde que C contient un littéral positif z. Puisque C est
premiére, il existe une affectation m € M qui ne satisfait pas la clause C\{z}, mais comme m
est dans M elle satisfait C. On en déduit que le seul littéral de C' satisfait par m est le littéral
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z, et donc m[z] = 1. Soit alors m' I'affectation & V définie par m'[z] =0 et Vz' € V,2' # z —
m/[z] = m[z]; on a par construction m’ < m mais m’ [~ C, donc m' ¢ M, ce qui contredit la
proposition 2.10.

[unicité et impliqués premiers] Pour montrer que la formule FNC premiére décrivant M est
unique, il suffit d’utiliser le théoréme de Quine (préliminaires généraux, page 14). Soit ¢ une
formule FNC premiére décrivant M. Puisque ¢ est négative, on ne peut pas trouver deux de
ses clauses qui soient résolubles. Le théoréme de Quine nous dit donc que ¢ contient tous ses
impliqués premiers. Si ¢’ est une autre formule FNC décrivant M, et C une clause de ¢' non
présente dans ¢, alors C peut étre minimisée en une clause premiére, donc en une clause de ¢,
et de fait C n’est pas premiére, donc ¢ n’est pas premiére. Si & l'inverse il existe une clause C
dans ¢ non présente dans ¢’, alors ¢’ ne contient pas tous ses impliqués premiers, donc ¢’ n’est
pas premiére. Finalement, il n’existe pas de formule FNC premiére différente de ¢ et décrivant
M. O

On voit ainsi aisément que la formule FNC négative ¢sennis du début de ce paragraphe est la
seule formule FNC premiére représentant le concept de la défaite au tennis (sur ’ensemble de
variables {z1, z2,z3}).

2.4 Formules 2FNC

Nous présentons maintenant la classe B1J des formules 2F'NC, aussi appelées formules FNC
bijonctives. Contrairement aux deux classes précédentes, cette classe n’est pas incluse dans celle
des formules de Horn; elle n’en posséde pas moins d’aussi bonnes propriétés algorithmiques.
Informellement, c’est la classe des formules qui ne lient les variables que deux par deux.

Définition 2.4 (formule 2FNC) Une 2clause, ou clause bijonctive, est une clause contenant
deuz littérauxr ou moins. Une formule 2FNC, ou formule FNC bijonctive, est une conjonction de
2clauses.

Remarquons que les 2clauses sont parfois appelées clauses quadratiques [HK95].

On voit donc que les formules FNC ¢¢ et ¢; des exemples du carrefour et de la thése ne sont
pas en 2FNC, mais qu’en revanche la formule ¢¢ennis du paragraphe 2.3 est.

Remarquons tout de suite que les clauses unitaires ainsi que la clause vide sont des 2clauses,
et que la classe B1J est stable par conjonction comme par propagation d’affectations quelconques.
Remarquons également que la reconnaissance syntaxique de ces formules est triviale.

On peut voir une 2clause (£V#') comme 'implication (¢ — #'), ou encore comme sa contraposée
(¢ — £); si la clause ne contient qu’un littéral £, on peut la voir comme I'implication (£ — 0),
ou (1 — £). Ainsi, en supposant une formule 2FNC donnée ¢ ne contenant pas la clause vide, et
en introduisant les littéraux constants 0 et 1, on peut voir ¢ comme un graphe d’implications,
c'est-a-dire un graphe orienté dont les sommets sont les littéraux formés sur Var(¢), et dont
deux sommets sont liés par un arc (£,#') si et seulement si la formule contient la clause (£V £')
ou, de fagon équivalente, I'implication (¢ — £'); notons que pour deux littéraux £,¢', on a Iarc
(¢,¢') dans ce graphe si et seulement si on a I’arc (#,£). Cette construction permet de montrer
la proposition suivante.

Proposition 2.12 (SAT[B13] [APT79]) On peut décider si une formule 2FNC donnée ¢ est
satisfaisable en temps linéaire, en en erhibant un modéle le cas échéant.
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Idée de la preuve L’idée est de calculer les composantes fortement connexes du graphe d’im-
plications de ¢ (qui peut étre construit en temps linéaire de fagon directe), c’est-a-dire les sous-
ensembles CFC maximaux de sommets du graphe tels que pour tous sommets £,¢ de CFC
il existe un chemin de £ vers #' et un chemin de ¢’ vers £. Supposons qu'’il existe une variable
z € Var(¢) telle que les sommets associés aux littéraux = et —z dans le graphe soient dans la
méme composante fortement connexe. Si I’on voit les clauses de ¢ comme des implications, cela
signifie qu’affecter 0 & = implique de lui affecter également 1, et inversement. On conclut donc
que ¢ est insatisfaisable. Dans le cas contraire, on peut calculer un modéle de ¢ avec une va-
riante de tri topologique. L’algorithme linéaire de Tarjan pour calculer les composantes fortement
connexes d’un graphe donné termine la preuve [Tar72, APT79]. O

Quant aux propriétés sémantiques des formules 2FNC, elles sont de la méme nature que celles
des formules FNC de Horn. La cloture de ’ensemble de modéles d’une telle formule, en revanche,
implique trois modeles au lieu de deux. Pour m,m’, m"” trois affectations & un méme ensemble
de variables V', nous notons maj(m,m',m") laffectation & V définie par :

Vz € V, (maj(m,m',m"))[z] = (m[z] Am'[z]) V (m[z] Am"[z]) V (m/[z] A m"[z])

Autrement dit, la fonction maj renvoie, pour chaque variable, ’affectation majoritaire parmi
celles de ses trois arguments.

Proposition 2.13 (B1J-cléture [Pos41, Sch78]) Un ensemble d’affectations M & un ensem-
ble de variables V est descriptible dans B1J si et seulement si pour tous m,m',m" € M, on a
maj(m,m',m") € M.
Preuve Supposons tout d’abord M descriptible dans B1J, et soit ¢ une formule 2FNC le décri-
vant. Soient m,m',m" € M, et soit C une clause de ¢. Alors m, m' et m” satisfont C, et comme
C contient au plus deux littéraux il en existe au moins un qui est satisfait par deux affecta-
tions parmi m, m’ et m” ; il est donc également satisfait par affectation maj(m,m’,m"), donc
maj(m,m', m") satisfait C. Ceci étant vrai pour une clause C € ¢ quelconque, maj(m,m', m")
satisfait ¢, et donc est dans M.

Pour la réciproque, comme pour la proposition 2.2 nous renvoyons au chapitre 7, oll une
construction est donnée (de méme que pour la proposition 2.2, cette construction ne dépend que
du sens direct de ’énoncé). O

Nous posons donc, comme pour les autres classes et pour un ensemble d’affectations M quel-
conque :
ClBIJ(M) = {maj(ma m,a m”) | m, m,7 m" € M}

On voit donc que la base de connaissances de ’exemple du carrefour peut étre représentée par
une formule 2FNC, puisque I'on a Clg;;(M¢) = Mc. En effet, la formule FNC :

(mzpr Vayp) A (mzve Vzpr) A (—zyy V —zpr) A (—zyp V —zyy)

admet bien M¢ pour ensemble de modeéles. En revanche, I’ensemble M; d’affectations de ’exemple
de la these vérifie

00111,01000,10100 € M; mais maj(00111,01000,10100) = 00100 ¢ M;

et cette base de connaissances ne peut donc étre représentée par une formule 2FNC sur les mémes
variables.
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Nous terminons encore une fois par la caractérisation de cette classe par les formules FNC
premiéres, similaire & celle des autres classes.

Proposition 2.14 (formule 2FNC premiére) Un ensemble d’affectations M est descriptible
dans B1J si et seulement si toute formule en FNC et premiére décrivant M est en 2FNC.

Preuve La preuve est similaire a celle de la proposition 2.3. Le sens indirect est trivial, et
nous supposons donc M descriptible dans B1J. Soit C' un impliqué premier d’une description
de M, et par absurde soient £, ¢',£" trois littéraux différents de C. Puisque C est premiére, il
existe une affectation m (resp. m/, m") satisfaisant £ (resp. £/, £") mais pas les autres littéraux
de C. De fait, pour chaque littéral £y € {£,£',£"} il existe deux affectations ne satisfaisant pas
£y parmi m,m',m" ; comme aucune des trois ne satisfait les autres littéraux de C, on en déduit
que Daffectation maj(m,m', m") ne satisfait pas C, donc qu’elle ne satisfait pas ¢ ; or, d’aprés
la proposition 2.13 elle est dans M, ce qui est absurde puisque ¢ décrit M. O

2.5 Classes duales

Dans ce dernier paragraphe, nous présentons rapidement les classes «duales» des classes
HorN, HDP et NEG. Ces trois derniéres classes sont en effet définies par le signe des littéraux
qui composent leurs clauses. Si I’on inverse alors les restrictions sur les signes, en imposant par
exemple un littéral négatif au plus par clause, on obtient ainsi la classe des formules FNC anti-
Horn, notée ANTI-HORN. Cette classe posséde exactement les mémes propriétés que la classe
HORN, du moment que l’on traite les problémes eux aussi «opposés». Ainsi, on peut calculer
efficacement le (seul) modeéle minimal d’une formule de Horn, c’est-a-dire celui qui affecte 1 au
moins de variables; on peut donc calculer efficacement le (seul) modeéle mazimal d’une formule
anti-Horn avec l’algorithme «symétrique». En revanche, la génération efficace des modéles mini-
mauz d’une formule anti-Horn est un probléme ouvert (nous renvoyons a l'article de Kavvadias
et al. [KSS00] pour plus de détails sur la génération des modéles minimaux/maximaux).

Nous obtenons ainsi & partir des classes HORN, HDP et NEG les classes de formules suivantes :

— ANTI-HORN, la classe des formules FNC anti-Horn, dont chaque clause posséde au plus

un littéral négatif

— ANTI-HDP, la classe des formules FNC anti-Horn définies positives, dont chaque clause

contient exactement un littéral négatif (pour que la dénomination de cette classe soit
cohérente, lire «anti-(Horn définie positive)» plutét que «(anti-Horn) définie positivey )

— Pos, la classe des formules FNC positives, dont chaque clause ne contient que des littéraux

positifs.
Bien entendu, la classe duale de la classe B1J est elle-méme, puisque la définition de cette classe
ne prend pas en compte le signe des littéraux dans les clauses. Notons que les propriétés de
cloture des ensembles de modéles sont également duales; ainsi, ’ensemble des modéles d’une
formule de ANTI-HORN est clos par V entre affectations, celui d’une formule ANTI-HDP, par Vv
et il contient ’affectation de toutes les variables & 0, et enfin, si une affectation est un modéle
d’une formule de Pos, alors toute affectation supérieure en est également un.

Par souci de complétude, nous mentionnerons ces classes dans les résultats des différents cha-
pitres de ce mémoire, mais, puisque ce sera toujours possible, omettrons les preuves en invoquant
les raisonnements symétriques.
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Nous présentons maintenant les formules affines. Comme nous ’avons dit dans le chapitre 1,
ces formules ne sont ni en FNC ni en FND, mais nous avons choisi de les étudier au méme titre
que les autres classes de formules FNC car on peut les voir comme des réseaux de contraintes.
Cette classe étant trés peu étudiée, dans la littérature, dans 'optique de la représentation de
connaissances, nous nous attardons plus longuement sur elle que sur les autres, plus classiques.

3.1 Définition et exemples

Les formules affines, aussi appelées formules XOR-SAT, ou encore biconditionnelles, sont en
fait les systémes d’équations linéaires sur le corps {0,1} [Cur84]; elles ne sont donc absolument
pas nouvelles. On les retrouve dans la littérature d’Algorithmique ou d’Intelligence Artificielle
principalement en tant que classe polynomiale pour des problémes difficiles, envisagée la plupart
du temps pour montrer des résultats de dichotomie (montrant qu’un probléme devient soit po-
lynomial, soit NP-complet lorsque ’on restreint ses données, par exemple). Le premier résultat
de dichotomie établi est celui de Schaefer [Sch78] pour le probléme SAT-Généralisé (nous repar-
lerons de ce résultat dans le chapitre 5). Depuis, d’autres résultats de dichotomie ont pu étre
établis (parmi lesquels [CH96, KS98, KK01, BHRV02|, voir aussi [CKS01]), tous impliquant les
formules affines. Néanmoins, peu de travaux les concernent dans le contexte de I'Intelligence
Artificielle [KK01, DHO03|, et un de nos objectifs est de montrer qu’elles peuvent pourtant étre
considérées pour la représentation de connaissances, au méme titre que d’autres classes de for-
mules que ’on utilise pour leurs bonnes propriétés algorithmiques.

La classe des formules affines, que nous notons AFFINE, n’étant pas une classe de formules
FNC, sa définition passe, non par celle de clauses particuliéres, mais par celle d’'une équation
linéaire. Pour les notions (élémentaires) d’algébre linéaire que nous utilisons, nous renvoyons
le lecteur aux ouvrages de Curtis [Cur84] (chapitre 8 principalement) ou de Schrijver [Sch86]
(chapitre 3), par exemple.

41
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Définition 3.1 (formule affine) Une équation linéaire est une équation de la forme (z;, ®
Ti, - Dz, = a), ot les zi; sont des variables toutes différentes et od a vaut 0 ou 1. Une
formule affine est une conjonction d’équations linéaires toutes différentes, c’est-a-dire formées
sur des variables différentes ou de membres droits différents.

Ainsi, la formule :

:5, = (wqu D xp = 1) A (wme D Tpy @ Tin = 0) A (xm D xch, = 0)

est une formule affine sur ’ensemble de variables Vi = {Zme, Tqu, Toa, Tin, Ten }, €t elle est logi-
quement équivalente & la formule ¢; représentant la connaissance relative au petit monde de la
theése (préliminaires généraux, paragraphe 3.3).

Nous disons qu’une variable = appartient & une équation linéaire F, ou que F contient x, si
x apparait dans la partie gauche de E. Nous voyons également, comme pour les formules FNC,
une formule affine comme 1’ensemble de ses équations. Enfin, si (z;, @ z;, ® -+ ® z;, = a) est
une équation linéaire, a est appelé son membre droit.

Remarquons que, avec la définition 3.1, une formule affine n’est pas & proprement parler
une formule de la logique propositionnelle, mais que de fagon équivalente, on peut définir une
équation linéaire comme le ou exclusif (somme modulo 2) d’un ensemble de littéraux : ainsi
léquation (Tme ® Tpg ® Tin = 0) de @} a-t-elle la méme table de vérité que la formule (—zme ®
Zpa D Tin), puisque pour toute variable z on a =z = x @ 1; pour ce qui est de ’équation (0 = 0),
qui ne contient aucune variable, on peut la représenter par la mnégation d’une somme vide de
littéraux, —(). Nous choisissons cependant de conserver la notation sous forme d’équation, car
la notation comme ensemble de littéraux laisse penser que les signes de ces derniers ont une
influence sur les affectations satisfaisantes, alors que c’est seulement la parité du nombre de
littéraux négatifs qui en a une, et car nous utilisons des outils d’algébre linéaire, comme le pivot
de Gauss, qui s’expriment plus classiquement avec cette notation. Remarquons tout de méme
qu’avec la notation ensembliste, on peut voir les formules affines comme des formules FNC dans
lesquelles on aurait substitué le connecteur @ au connecteur V. Remarquons également, méme
si nous n’utilisons pas directement cette transformation, qu'une équation linéaire (z;, ® z;, ®

- @ z;, = a) peut étre représentée de fagon canonique par la conjonction de toutes les clauses
sur {z;,, Zi,, . .., Z;, } contenant un nombre pair de littéraux négatifs (si a vaut 0, impair sinon) :
ainsi, la formule ¢} ci-dessus est logiquement équivalente & la formule FNC ¢; de I'exemple de
la these :

($qu \ 37ba) N (_‘37qu V ~Tpg)
b= A (Tme V " Tbg V Tin) A (Tme V Tpg V "Zin) A (Zme V Tog V Tin)
A (_'mme T Tpg V _‘xm)
A (_'~77m \ -'If'ch) A (Jf'm \ _‘xch)
Remarquons que la formule affine ¢} est plus concise que la formule FNC ¢, ; nous verrons dans
le paragraphe 3.2 que les formules affines peuvent toujours étre rendues trés concises.

Notons enfin qu’il existe une équation linéaire insatisfaisable ((0 = 1), autrement dit le ou
exclusif d’aucun littéral) et une équation linéaire tautologique ((0 = 0)); pour toute clause
unitaire (z) (resp. (—z)), il existe également une équation linéaire logiquement équivalente, (z =
1) (resp. (z = 0)). Notons également que les deux seules formules affines ¢ tautologiques sont la
formule sans équation ¢ = () et la formule réduite a une équation ((0 = 0)), et que la formule
¢ = ((0 = 1)) est insatisfaisable. Remarquons enfin que la classe des formules affines est stable
par conjonction ainsi que par propagation d’affectations quelconques.
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3.2 Propriétés algorithmiques

Nous présentons maintenant les principales propriétés algorithmiques des formules affines.
Notons tout d’abord qu’essentiellement, un parcours suffit pour reconnaitre si une formule pro-
positionnelle donnée est affine. Toutes les autres propriétés découlent de l’efficacité du méme
outil, le pivot de Gauss [Sch86, chapitre 3.3|, destiné a la résolution des systémes d’équations
linéaires. Nous rappelons briévement son mécanisme et ses propriétés.

L’algorithme du pivot de Gauss permet de minimiser le nombre d’équations d’une formule
affine donnée ¢, en ce sens qu’il permet d’obtenir une formule affine logiquement équivalente
a ¢ et telle qu’aucune autre telle formule n’a strictement moins d’équations. En particulier, la
seule formule affine insatisfaisable minimale (en ce sens) étant la formule ((0 = 1)), le pivot de
Gauss permet de décider la satisfaisabilité de ¢. De plus, la formule qu’il calcule contient au
plus |Var(¢)| équations. Nous redonnons cet algorithme sur la figure 3.1; rappelons que son
principe consiste & trianguler la formule donnée selon un certain ordre total sur les variables,
c’est-a-dire, en supposant également un ordre total sur les équations de la formule, & faire en
sorte que la premiére équation contienne une certaine variable, que la seconde contienne une
variable supérieure mais pas la premiére, et ainsi de suite. Par exemple, la formule affine ¢ :

(xqu D xpe = 1) A (Jf'me D Tpg O Tin = O) A (mm D xcp = 0)

est triangulaire en considérant I’ordre (Z4y, Zme, Tin, Toas Ten) SUr les variables, puisque la premiére
équation contient x4, la deuxiéme, z,,, mais pas x4y, et la troisiéme, x;, mais ni g, Ni Tye.
On peut de fait la représenter sous la forme d’une matrice triangulaire :

Tqu Tpq 1
Tme Lin TLba 0
0

Tin Zch

Etant données deux équations linéaires E et E’, nous notons E @ E’ Iéquation obtenue en
additionnant (modulo 2) E et E' membre & membre, et en simplifiant ; par exemple, pour E =
(z1@zo®z3=1)et B' = (21 ®23D x4 =1),0na EPE = (22 ® x4 = 0). Remarquons que si
E et E' contiennent une méme variable, alors E @ E' ne la contient plus. Notons aussi que nous
supposons fixé un ordre total sur les variables apparaissant dans ¢ ; nous utiliserons cet ordre
plus loin (chapitre 11), mais quel qu'il soit I’algorithme reste correct, avec la méme complexité.

Nous illustrons le fonctionnement de cet algorithme sur ’exemple de la formule ¢}'. Supposons
que ’on veuille appliquer I'algorithme du pivot de Gauss a cette formule, sur I’ordre de variables
(%bas Tin» Tqu, Tmes Tep) ; pour simplifier la présentation, nous utilisons la notation sous forme
d’une matrice, comme ci-dessus, selon ’ordre de variables considéré, et représentons les variables
¢ et ¢’ de lalgorithme dans la méme matrice (version «sur placey de l’algorithme). Nous avons
donc :

Tha Lqu 1 (Ela € ¢)
f‘,l = Toha Tin Tme 0 (E2, € ¢)
Zin Zep | 0 (ESa € ¢)

Le pivot z de l'algorithme est donc xp,, et nous choisissons 1’équation Fq pour la variable E de
Palgorithme. Nous obtenons alors les formules ¢ et ¢’ suivantes :

Tpa, Tqu 1 (Ei = Ela € ¢I)
Y= Tin Tqu Tme 1 (Ey = Ey @ E1, € ¢)
Tin Zep |0 (E:IS = F3, € ¢)
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Entrée : Une formule affine ¢
Sortie : Une formule affine ¢’ = ¢ contenant un nombre minimal d’équations.

Début
¢+ 0;
Tant Que ¢ n’est pas vide Faire
x < la plus petite variable apparaissant dans ¢; /* le pivot */
FE < une équation de ¢ contenant z;
¢« ¢ U{E};
¢ O\{E};
Pour toute équation E' € ¢ contenant x avec E' # E Faire
remplacer E' par E' @ E dans ¢;
Fin Pour;
Fin Tant Que;
retourner ¢';
Fin

FiG. 3.1 — Algorithme PivotGauss

Le pivot devient alors la variable z;,, et pour la variable E nous choisissons 1’équation E. Nous
obtenons alors les formules :

Tpa Zqu 1 (EH = Eia € ¢I)
QS;:I = Tin Tqu Tme 1 (E” = Eéa € ¢I)
Tqu Tme Teh |1 (E” = E:,’, D Eéa € ¢)

Comme il ne reste plus qu’une équation dans ¢, I’algorithme la déplace dans ¢, et nous obtenons
finalement la formule affine :

(b @ Tgu = 1) A (Tin ® Tgu ® Tme = 1) A (Zgu @ Tme @ Tep, = 1)

qui est par construction logiquement équivalente a ¢} et minimale dans le sens défini plus haut.

Nous ne donnons pas ici la preuve de la correction de ’algorithme du pivot de Gauss, qui est
extrémement classique; nous énongons simplement le résultat (rappelons que nous voyons une
formule affine comme ’ensemble de ses équations, et donc que la notation |¢| désigne le nombre
d’équations qui composent une formule affine ¢).

Proposition 3.1 (pivot de Gauss [Cur84, Sch86]) Soit ¢ une formule affine. L’algorithme
PivotGauss calcule une formule affine ¢' logiquement équivalente a ¢, triangulaire et (donc)
contenant un nombre minimal d’équations en temps O(|¢|?|Var(¢)|) ; de plus, ce nombre d’équa-
tions est au plus |Var(¢)|.

Comme nous l’avons remarqué précédemment, quel que soit le nombre de variables la seule
formule affine minimale insatisfaisable est la formule ((0 = 1)), et donc le pivot de Gauss résout
le probléme SAT pour les formules affines. Si une formule affine est satisfaisable, on peut de plus
calculer un de ses modéles & partir de la formule triangulaire obtenue, en procédant de fagon
gloutonne & partir de la derniére équation ; en effet, puisque chaque équation contient au moins
une variable que ne contient pas la suivante, en procédant ainsi il suffit d’affecter une valeur a
cette variable en fonction de ’équation courante. Par exemple, pour la formule ¢, la derniére
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équation étant (z;, @z = 0), nous pouvons affecter 0 aux variables z;y, et x.p, ; aprés propagation
de ces valeurs dans le reste de la formule, la deuxiéme équation devient (z,e @ zp, = 0), et nous
pouvouns affecter 0 aux variables x,,. et Ty, ; enfin, la premiére équation devient aprés propagation
(zqu = 1), et nous avons finalement calculé laffectation m; définie par :

mi[zq] =1 et Vo € Vi, & # gy, mu[z] =0

dont on peut vérifier (table 3 page 22) que c’est un modéle de la formule affine ¢} = ¢;.

Proposition 3.2 (SAT[AFFINE]) On peut décider si une formule affine ¢ donnée est satisfai-
sable en temps O(|¢?|[Var(d)|), en en ezhibant un modéle le cas échéant.

Il est intéressant de remarquer que, tout comme la procédure de résolution (voir les préliminaires
généraux) le fait avec les clauses d'une formule FNC, le Pivot de Gauss procéde en éliminant
une variable commune entre deux équations linéaires d’une formule affine. Néanmoins, remar-
quons également que la nouvelle équation ainsi calculée peut remplacer I’'une des deux équations
sommeées dans la formule en préservant 1’équivalence logique, tandis que ce n’est pas le cas en
général avec le résolvant de deux clauses d’une formule FNC.

Enfin, les formules affines possédent une propriété importante, que ne vérifient pas les autres
classes de formules présentées dans ce mémoire; c’est méme la seule classe de formules définie
localement et mazimale pour 'inclusion qui la vérifie [CH96].

Proposition 3.3 (comptage des modéles) On peut calculer le nombre de modéles d’une for-
mule affine ¢ donnée en temps O(|¢|?|Var(g)]).

Preuve Soit ¢ une formule affine, et soit ¢4 une formule affine triangulaire logiquement équi-
valente & ¢. Une telle formule peut étre calculée en temps O(|¢|?|Var(4)|) avec 'algorithme
PivotGauss, et elle admet 2/Vor(9e)l=¢| modeles. Or lensemble des modéles de ¢ est par
construction l'ensemble des prolongements des modéles de ¢y & Var(¢), ces modéles sont donc
au nombre de 2/Var(¢r)—ldu| i olVar(®)—Var(éer)l = olVar(d)l~I¢e|  Ce nombre peut donc bien
étre calculé en temps O(|¢|?|Var(¢)|) au total. O

3.3 Fonctions affines et espaces vectoriels

Les formules affines sont bien entendu fortement liées & 1’algébre linéaire, et plus particulié-
rement aux espaces vectoriels. Le but de ce paragraphe est de présenter ce lien et les notions
d’algebre utiles. Ces notions concernent principalement la sémantique des formules affines.

En tant que systéme d’équations linéaires, une formule affine admet un ensemble de solutions,
que I'on peut identifier & ses modéles : il suffit de voir une affectation m & un ensemble de variables
V = Ay, Ty, .-, Tipy }5 81 < iz < ... <y comme le [V]-uplet (m[z;,], m[zi,], ..., m[zi,])
de l’espace {0, 1}|V|. Il est bien connu que cet ensemble de solutions est un espace vectoriel sur
le corps {0,1} si (et seulement si) le systéme est homogeéne, c’est-a-dire si tous les membres
droits des équations valent (. Sinon, on obtient un tel espace vectoriel en remplacant chacune de
ces solutions par sa somme, modulo 2 et composante par composante, avec une méme solution
particuliére du systéme:; on retrouve ainsi le cas particulier des systémes homogénes, puisque
l’affectation Oy est alors une telle solution. Nous formalisons ce lien dans la proposition suivante ;
nous identifions les affectations a un ensemble de variables V et les éléments de {0, 1}V comme
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ci-dessus, et, pour deux affectations m,m’ & V, nous notons m & m' I’affectation & V définie par
Ve € V,(m @ m')[z] = m[z] & m'[z].

Proposition 3.4 (espaces vectoriels [Cur84]) Soient ¢ une formule affine satisfaisable et m
un modéle de ¢. Alors U'ensemble d’affectations a Var(¢) défini comme l’ensemble {me@m'|m' =
@} est un espace vectoriel sur le corps {0,1}.

Par exemple, si nous considérons 1’ensemble d’affectations My de I’exemple de la thése (cf. pré-
liminaires généraux, paragraphe 3.3) :

M, = {00111,01000, 10100, 11011}
en distinguant ’affectation m = 00111, I’ensemble d’affectations :
{mom'|m' € M;} ={00000,01111,10011, 11100}

est un espace vectoriel sur {0, 1}.

De fagon générale, nous nous ramenerons donc toujours au cas o l'affectation Oy 4,(¢) est un
modéle de la formule affine ¢ considérée, afin de simplifier les calculs et les preuves. Pour cela,
il suffit donc de choisir un modéle particulier m de ¢ et de considérer I’ensemble M(d)em =
{m @& m'|m' € M(¢)} au lieu de lensemble M(¢); quant & la formule ¢, on voit aisément
que la formule ¢g,, obtenue en remplacant = par z @ 1 dans ¢ pour toute variable z € Var(¢)
avec m[z] = 1, et en simplifiant les constantes, admet exactement M(¢)gm, comme ensemble de
modéles et peut étre calculée en un seul parcours de ¢. D’autre part, on voit aisément que ’on
a (M(D)om)em = M(d) et (dgm)em = ¢- Par exemple, si 'on distingue a nouveau affectation
m = 00111 de M;, on obtient la formule :

( Q’)@m = (-’Equ D Tpe = 0) A (xme D Tpy @ Tin = 0) A (mm D xeh, = 0)

Via cette reformulation, nous pouvons donc utiliser la notion de base d’un espace vectoriel.
Rappelons qu’un sous-ensemble B de {0,1}" est dit linéairement indépendant si aucun vecteur
b € B n’est égal & la somme, modulo 2 et composante par composante, d’autres vecteurs de B.
Rappelons également qu’un espace vectoriel sur {0,1} contient toujours 2™ vecteurs pour un
certain m € N.

Définition 3.2 (base) Soit E C {0,1}" un espace vectoriel sur {0,1}, et soit m € N tel que
|E| = 2™. Un sous-ensemble B de E tel que |B| = m et que B est linéairement indépendant est
appelé une base de E.

Notons que cette définition est habituellement considérée comme un théoréme, corollaire direct
de la définition d’une base comme ensemble générateur minimal ; nous avons cependant choisi
de simplifier la présentation, car cette notion est trés classique.

Une base B d’un espace vectoriel F caractérise complétement E, puisque E est par définition
d’une base I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de B. Cette notion nous sera donc
trés utile. Par exemple, une base de l’espace vectoriel (M;)gm, = {00000,01111,10011,11100} ci-
dessus est ’ensemble (de cardinal log | M;| = 2) {01111,10011}, dont ’ensemble des combinaisons
linéaires sur {0, 1} est bien :

(My)@m = {0 x (01111 & 10011) = 00000,01111,10011,1 x (01111 & 10011) = 11100}
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11 est également important de rappeler que ’algorithme du pivot de Gauss permet de trouver un
sous-ensemble linéairement indépendant d’affectations dans un ensemble d’affectations donné.
Nous ne détaillons pas ce point ici, mais notons qu’on peut donc en particulier calculer une
base d'un espace vectoriel donné M, sur un ensemble de variables V, en temps O(|M|?|V|). Par
exemple, pour I'espace vectoriel (My)gy, ci-dessus, un calcul possible est le suivant :

100 1 1\ (m) 1001 1\ (m)
M)em=| 1110 0| (m) 01111 (mo @ m1)
0111 1) (ms) 0111 1) (ms)

Aprés suppression de la redondance, on obtient une matrice triangulaire, et on a donc calculé la
base {10011,01111} de (M) gm.

Nous terminons ce paragraphe en montrant comment on peut calculer une formule affine,
admettant pour ensemble de modéles un espace vectoriel donné par une de ses bases B, en temps
polynomial en la taille de B. Le calcul, bien que simple, est un peu technique, et est encapsulé
dans la preuve de la proposition suivante.

Proposition 3.5 (base en formule) Soient V un ensemble de variables et B C {0,1}V] un
ensemble linéairement indépendant. On peut calculer une formule affine décrivant I’espace vecto-
riel de base B en temps O(|V]3).

Preuve Nous décrivons tout d’abord le calcul, puis prouvons qu’il est correct. Notons B =
{m1,ma,...,mp}, et notons M l'espace vectoriel de base B.

[construction]| La premiére étape du calcul consiste & compléter B avec |V| — |B| affectations
M| B|4+1, ™| B|+2, - - - »My| &V, de sorte que I'ensemble {1, my, ..., my|} soit une base de I’espace
vectoriel {0,1}V]; ces affectations peuvent étre calculées en temps O(|BJ?|V| 4 |V[?) en trian-
gulant ’ensemble B (en temps O(|B|?|V|) avec le pivot de Gauss) puis en le complétant tout en
maintenant la triangularité (en temps O(|V[?)). Notons maintenant V = {1, zy,...,Zy|}, sans
perte de généralité. Il s’agit alors d’associer ’équation linéaire E; = (@ie{l,Q,.._,\vH cijz; = 0) a
mj pour tout j € {|B|+1,|B|+2,...,|V|}, ot pour un j fixé les coefficients c;; sont déterminés
par le systéme d’équations :

(mafz1] ey @ -0 @ mafzy] oy = 0
mj_i[z1] cij @ & mjiafzy] cv; = 0
Sj=q mjlz] e @ - @ mylmy] ey = 1
mji1lr1] e © ® mijplry] cv; = 0
L myy[z1] aj ® - @ mylzy] v = 0

Pour un j fixé, ce systéme peut étre construit en temps O(|V|?) ; comme il est triangulaire (par
construction) et contient |V| équations, il admet une unique solution, qui peut étre calculée
en temps O(]V|?). Notons ¢ la formule affine /\‘j‘;“ pl+1 s ¢ peut étre construite en temps
O(|BP|V|+ (V] = |B])|V]?), et donc en temps O(|V|?) puisque I’on a nécessairement |B| < |V|.

[correction] Nous montrons maintenant que ¢ décrit M. Par construction de Sj, on a tout
d’abord m; |= Ej pour tout ¢ € {1,2,...,|B|}; comme ¢ est une formule homogene, on en
déduit que les combinaisons linéaires d’affectations de {m1,ma,..., m p } satisfont E;, et donc
que M est inclus dans M(¢).
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Réciproquement, soit m ¢ M une affectation. Puisque, par construction, ’ensemble B’ =
BU{mg|41,mMB|42,- - -, My} est une base de I'espace vectoriel {0, 1}V, il existe des coefficients

A1, A2, -+, Ay € {0,1} tels que l'on ait m = ‘]‘;‘1 Ajm;j; de m ¢ M on déduit alors qu'il existe
Jj €{|B|+1,|B|+2,...,|V|} avec \j = 1, et il est facile de voir que m ne satisfait pas 1'équation
Ej, et donc que m ne satisfait pas ¢. O

Nous illustrons enfin cette construction sur ’exemple précédent ; il s’agit donc de calculer une
description affine de I’espace vectoriel (My)gm étant donnée sa base {m; = 10011, mg = 01111}.
Nous complétons tout d’abord cette base avec les affectations mz = 00100, mys = 00010 et
mg = 00001. Nous devons ensuite résoudre les systémes d’équations :

(13 D cu3 @ c53 = 0

o3 @ c33 © 3 © c53 = 0

S3 = < C33 = 1
C43 =0

L cs3 = 0

[ ci4 D cuu P c5u = 0

cas @D €34 D cuu D czw = 0

Sy = < C34 =0
C44 = 1

\ csa = 0

[ ci5 @ c5 D cs5 = 0

cs @D c33 D 5 D 55 = 0

S5 = < 35 = 0
C45 = 0

\ css = 1

On obtient ainsi les équations E3 = (244 @ ZTpg = 0), B4 = (Tyme @ Tgu @ Tin = 0), et E5 =
(Tme ® Tqu ® Tcn = 0), et donc la formule affine ¢ = (E3 A E4 A Es) décrit (My)gm.

3.4 Propriétés sémantiques

Le lien entre les formules affines et les espaces vectoriels confére aux premiéres de trés fortes
propriétés sémantiques, que nous formulons ici dans les mémes termes que pour les classes de
formules du chapitre 2. Rappelons que pour deux affectations m,m’ & un méme ensemble de
variables V', nous notons m @ m’ I’affectation & V' qui pour toute variable z € V, affecte la valeur
mlz] ® m'[z] & z.

Proposition 3.6 (AFFINE-cloture [Pos41, Sch78]) Un ensemble d’affectations M a un en-
semble de variables V est descriptible dans AFFINE si et seulement si on a Ym,m',m" €
M,mem'em" e M.

Preuve Supposons M descriptible dans AFFINE. Si M est vide, la proposition est triviale.
Sinon, soit ¢ une formule affine décrivant M. D’aprés la proposition 3.4 il existe un modeéle mg
de ¢ tel que I'ensemble d’affectations M(¢)am, = {mo®m’|m’ € M(4)} est un espace vectoriel.
Par définition d’un espace vectoriel, on a donc pour tous m,m',m” € M(¢), (mo ®m) ® (mo ®
m') @ (mo@®m") = (me&m' @m") dmy € M(¢)om,, et donc m & m’ @ m" € M(¢). Puisque ¢
décrit M, M est 'ensemble des prolongements des modéles de ¢ & V', et on a le résultat.
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Pour la réciproque, encore une fois le cas M = () est trivial. Si M n’est pas vide, soit m une
affectation de M. L’ensemble d’affectations Mg, contient 0y, et pour tous My Migy € Mam
on a donc mp,, ®my, =m' @medm”" dm=m'®dm"” =m' dm" &0y € M ; on en déduit que
Mg, est un espace vectoriel sur {0,1}, et par la proposition 3.5 qu’il est descriptible par une
formule affine ¢ ; donc la formule affine ¢gy,, décrit M. O

L’AFFINE-cloture d’un ensemble d’affectations M quelconque sera donc définie par :
ClpappingM) = {m @ m' @ m" |m,m',m" € M}

Quant & la caractérisation des formules affines en termes de formules premiéres, elle ne peut
étre donnée comme pour les formules (FNC) du chapitre 2. Nous montrons en revanche que
les formules affines et les formules FNC premiéres décrivant un méme ensemble d’affectations
sont trés fortement liées. Soit en effet M un ensemble d’affectations, et soit ¢ une formule FNC
premiére décrivant M. Nous montrons que 1’on peut obtenir une formule affine ¢’ décrivant M
(et donc ¢ = ¢) & partir de ¢ uniquement par des transformations syntaxiques. Pour C une
clause, soit af f(C) ’équation linéaire obtenue & partir de C' en posant la somme des littéraux
de C égale a 1, en remplagant les littéraux négatifs de la forme —z par £ @ 1 et en simplifiant les
constantes ; essentiellement, il s’agit donc de remplacer la disjonction V & 'intérieur de C' par le
ou exclusif @. Pour ¢ une formule FNC, soit af f(¢) la formule affine {aff(C)|C € ¢}. Alors
on a la propriété suivante.

Proposition 3.7 (formules affines et FNC premiéres) Soit M un ensemble d’affectations
a un ensemble de variables V' descriptible dans AFFINE, et soit ¢ une formule FNC premiére

décrivant M. Alors la formule affine af f($) décrit M.

Preuve Nous montrons tout d’abord que toute affectation a V satisfaisant af f(¢) satisfait ¢,
et donc est dans M ; en effet, si C est une clause de ¢ alors toute affectation & V satisfaisant
af f(C) satisfait par construction un nombre impair de littéraux de C, donc en particulier au
moins 1.

Réciproquement, soient m € M une affectation a V' et C une clause de ¢, et supposons par
labsurde m [~ af f(C). Alors par construction m satisfait un nombre pair de littéraux de C,
que nous notons 41, 4s, ... ,¢a,. Puisque C est premiére, pour tout i € {1,2,...,2n} il existe une
affectation m; € M qui ne satisfait par C\{¢;}, mais qui satisfait C puisque ¢ décrit M. Donc m;
satisfait £;, mais aucun autre littéral de C. Considérons alors l’affectation & V m/ = mEBEBZ 1Mis
puisque pour tout ¢ € {1,2,...,2n} onam |=4;, m; =4 et V5 € {1,2,...,2n},j #i = m; [~
£;, on voit que pour tout ¢ € {1,2,...,2n} on a m' [~ ¢;, et finalement on a m' = C. Donc m/
n’est pas dans M, or m’ est la somme modulo 2 d'un nombre impair d’affectations de M, donc
on obtient une contradiction avec la proposition 3.6. O

Par exemple, la formule FNC :

(Zqu V Tba) N (~Zqu V ~Tba)
A (-Tme “Zpg V xm) A (-Tme V Tpg V _‘xin) A (_'~Tme V Zpg V wm)
A (_'-'Eme Tpg V _‘wm)
A (_'~77m Vv mch) A (xm \ _‘xch)

¢y =

de 'exemple de la thése est une formule premiére, et la formule af f(¢;) est exactement la formule
du paragraphe 3.1 :

n

t — (a"qu D Ty = 1) A (37me D Tpg D Tin = 0) A (mm D xeh, = 0)
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Comme l'ensemble M; des modéles de ¢; vérifie My = Clp ppinp(Mt), on peut en déduire que
les formules ¢; et ¢} sont logiquement équivalentes, et donc que on a My = M(4Y).

Remarquons que dans le cas général ol ’ensemble d’affectations M n’est pas nécessairement
descriptible dans AFFINE, la formule af f(¢) est logiquement plus forte que ¢; en effet, comme
le montre la preuve de la proposition 3.7, pour une clause C € ¢ quelconque tout modéle de
aff(C) affecte 1 & un nombre impair de littéraux de ¢, en particulier & au moins 1, et donc
satisfait C également.

3.5 Les formules affines pour la représentation de connaissances

Nous terminons ce chapitre en discutant les types de connaissances que peuvent intuitivement
représenter les formules affines.

Remarquons tout d’abord que, si une clause exprime une implication, par exemple I'im-
plication «Si le feu pour piétons est vert, alors on a le droit de traverser» pour la clause
(mzyp V xzpr) de 'exemple du carrefour, une équation linéaire exprime une équivalence : ainsi
léquation (z, @ zo, = 0) de 'exemple de la thése exprime-t-elle 1’équivalence «le lecteur est
intéressé si et seulement s’il est chercheur en informatique», et I'équation (zq, @ zp, = 1), I'équi-
valence «le document est de qualité si et seulement s’il n’est pas baclé». Plus complexe, I’équation
(Zme D Tpg @ Tin = 0) exprime I'équivalence «pour que la lecture soit mémorable, il faut et il
suffit que le travail soit baclé si et seulement si le lecteur n’est pas intéressé par le sujet». Une
équation linéaire peut ainsi spécifier qu’une variable est le témoin de ’égalité, ou de la différence,
entre deux autres variables. Plus généralement, les équations linéaires peuvent étre vues comme
des contraintes de parité ou d’imparité.

Des propriétés plus générales peuvent cependant étre énoncées concernant les connaissances
que peuvent représenter les formules affines. Les deux premiers résultats concernent la sensibilité
de ces formules aux modifications de leurs modéles, autrement dit leur dépendance en leurs
variables [LLMO02].

Proposition 3.8 (sensibilité & un bit) Soient ¢ une formule affine satisfaisable, z € Var(¢)
et m € M(¢). Alors Uaffectation m' a Var(¢) définie par m'[z] = m[z]®1 et Vz' € Var(¢),z’ #
z = m/[z'] = m[z'] ne satisfait pas .

Preuve Puisque z est dans Var(¢), ¢ contient au moins une équation E de la forme (z;, ®
DTy, DT DT, D DTi, = a) avec T;y, ..., T;, € Var(¢) et a € {0,1}. Puisque m satisfait
¢ on a mfz; | @ ©mlz; | @ ml[z]®m[z ] ®---®m[z;,] = a, et donc m/[z;, ]S O m'[z;] D
m'[z] ® m/[z;, ] ® - ®m/[z;,] = a® 1 et par conséquent m' [ E, donc m' |~ ¢. O

Corollaire 3.1 (variables utiles) Soient ¢ une formule affine satisfaisable et x € Var(p).
Alors il n’existe aucune formule propositionnelle logiquement équivalente & ¢ et dans laquelle
n’apparait pas.

Un dernier résultat concerne la répartition des affectations de 0 et de 1 aux variables par les
modéles d’une formule affine.

Proposition 3.9 (symétrie des affectations) Soit ¢ une formule affine, et x € Var(¢p) une
variable telle que ¢ n’implique ni x, ni —~x. Alors il y a autant de modéles de ¢ qui affectent 1 a
z que de modéles qui lui affectent 0.
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Preuve Soient mg,m1 deux modéles de ¢ avec mo[z] = 0 et m1[x] = 1. Alors pour tout modeéle
my # mo de ¢ avec my[z] = 0, on a par la proposition 3.6 m} = my ® mo & my € M(4); or
on a par construction m)[z] = 1 et m| # my. On en déduit [{m € M(¢) |m[z] =1} > [{m €
M($) | m[z] = 0}, et par le raisonnement symétrique qu’il y a égalité. O

Remarquons enfin, pour terminer ce chapitre, que la classe des formules affines posséde de nom-
breuses autres bonnes propriétés, que nous ne détaillons cependant pas ici car elles seraient hors-
sujet. Mentionnons simplement qu’on peut définir, paralléelement & la notion d’impliqué premier
des formules FNC, une notion d’impliqué linéaire premier d’'une formule affine ¢, c’est-a-dire,
intuitivement, une équation linéaire F impliquée par ¢ mais dont on ne peut retirer aucune va-
riable, méme en inversant le membre droit, en conservant la propriété ¢ = E. Le pivot de Gauss
permet encore une fois de décider efficacement si une équation linéaire est un impliqué linéaire
premier d’une formule affine donnée. De plus, pour une formule affine ¢ cette notion d’impli-
qué premier caractérise totalement les dépendances fonctionnelles que satisfait I’ensemble M(¢),
vu comme une base de données sur ’ensemble d’attributs Var(¢) : en effet, les dépendances
fonctionnelles minimales vérifiées par M(¢) sont exactement les (X — z), avec X C Var(¢) et
z € Var(¢), telles que I'équation (z ® @,y ¢’ = 0) ou I'équation (z @ @,/ x ¢’ = 1) est un
impliqué linéaire premier de ¢.

Ainsi, si 'on reprend l’exemple de la thése, 'équation (e @ Tpg @ xin = 0) est un impliqué
linéaire premier de la formule ¢ ; en effet, puisque c’en est une équation, elle est bien impliquée
par ¢}, mais aucune des équations

($me@wba = 0)7 (-'Eme DTpa = 1); (wme DTip = 0)7 (mme DTin = 1), (J;ba DTip = 0)7 ($ba DTin = 1)
n’est impliquée par ¢}. En conséquence, les dépendances fonctionnelles

({x'mea xba} — win)a ({-'L'me; mzn} — mba), ({wbaa mzn} — mme)

sont toutes des dépendances fonctionnelles minimales vérifices par My = M ().

Pour terminer, mentionnons au sujet des dépendances fonctionnelles le travail d’Ibaraki et
al. [IKM99|, qui s’y sont intéressés pour les formules de Horn, montrant notamment que le
probléme de la vérification est polynomial pour ces formules.

Dans le reste du mémoire, nous accordons une place particuliére aux formules affines, car elles
n’ont jamais été réellement étudiées dans l'optique de la représentation de connaissances. Nous
verrons en particulier qu’elles se prétent tout particuliérement & 1’approzimation de connaissances
et au raisonnement.
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Nous présentons maintenant les classes de formules que nous considérons dans ce mémoire,
mais qui ne satisfont pas tous les critéres présentés au chapitre 1. Ces classes différent en effet
de celles présentées dans les chapitres 2 et 3 en particulier car elles ne sont pas stables par
conjonction, et plus généralement car on ne peut pas les voir comme des réseaux de contraintes.
Néanmoins, elles ont toutes de bonnes propriétés algorithmiques. Nous présentons tout d’abord
les classes des formules FNC renommables dans I'une des classes précédentes, puis les classes de
formules FND exprimant les «négations» de ces classes.

4.1 Renommages

Nous présentons tout d’abord les définitions et principaux outils concernant la notion de
renommage, qui est indépendante des classes de formules concernées.

4.1.1 Définitions

Les classes de formules «renommablesy, que nous présentons maintenant, sont par définition
des généralisations d’autres classes. Etant donnée une classe C, une formule est en effet dite C-
renommable si on peut la transformer en une formule de C en remplacant certains de ses littéraux
par leur négation. Par exemple, la formule de ’exemple du carrefour :

¢c = (mzpr Vayp) A (~zyvp Vzpr) A (—zpy V —zyy V -zpr) A (mzyp V ~zyy)

est HDP-renommable, puisqu’en y remplacant les littéraux formés sur les variables zyp et zpr
par leurs littéraux opposés respectifs, on obtient la formule :

(,ZSIC’v = (.’EDT \Y —1£L'VP) 74\ (:L‘VP V _‘37DT) A (—I.’EPV Vzyy V .’EDT) A (xvp \Y —wvv)
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qui est bien de Horn définie positive.

Ainsi, en particulier, les formules de C sont C-renommables ; de méme, les formules de 1’éven-
tuelle classe duale de C (voir paragraphe 2.5) sont C-renommables : il suffit de remplacer tous
les littéraux par leurs opposés. Plus formellement, nous définissons tout d’abord la notion de
renommage et ’opération associée.

Définition 4.1 (renommage) Soit V' un ensemble de variables. Un renommage de V est une
application de V dans {0, 1}.

Définition 4.2 (renommer) Soit ¢ une formule propositionnelle, et soit p un renommage de
Var(¢). Le renommé de ¢ par p, noté dg,, est la formule obtenue en remplagant, pour toute
variable © € Var(¢) avec p(x) = 1, toute occurrence de —x dans ¢ par x, et toute occurrence
de x par —z, simultanément; on dit que l’on renomme z dans ¢. Similairement, si V est un
ensemble de variables, le renommé d’un ensemble d’affectations M &V par un renommage p de
V, noté Mg,, est lensemble d’affectations a V obtenu de M en remplagant m[z] par m[z] ® 1
pour tous m € M et x € V avec p(z) = 1.

Ainsi, on convient que p(z) vaut 1 si z doit étre renommeé, et 0 sinon. Remarquons que les renom-
mages d’un ensemble de variables V' sont définis de méme que les affectations & V', comme des
applications ; lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, nous identifierons donc ces deux objets,
et utiliserons indifféremment la notation p(x) ou p[z] pour les renommages, ou encore parlerons
du renommé d’une formule par une affectation a ses variables. Comme pour les affectations, nous
considérons également comme renommage d’un ensemble de variables V un renommage d’un sur-
ensemble de V, en restreignant implicitement son domaine de définition. Enfin, remarquons que
les notations ¢g, et Mg, sont cohérentes avec les notations ¢ay, et M(¢)gnm introduites pour
les formules affines (chapitre 3, paragraphe 3.3). De fagon générale, nous utilisons la lettre p,
éventuellement primée ou indicée, pour désigner les renommages.

La formule ¢f, ci-dessus est donc le renommé de la formule ¢¢ par le renommage pc de
I’ensemble de variables Vo = {zpy,zyvp,zvv,zpr} défini par polzyvp] = pelzpr] = 1 et
pclzpyv] = pclzyy] = 0. Similairement, si 'on renomme par pc ’ensemble des modéles de ¢¢ :

M¢ = {0000, 0010, 0101, 1000, 1010,1101}
on obtient ’ensemble d’affectations

(M¢)ap = {0101,0111,0000,1101, 1111, 1000}

Il est facile de voir que pour toute formule ¢ et tout renommage p de Var(¢), on a (¢gp)gp =
¢, et de méme pour les ensembles d’affectations; ainsi, les formules ¢¢ et ¢ vérifient ¢f, =
(9c)ape et dc = (9¢)@pc-

Enfin, si C est une classe de formules, nous disons qu’une formule ¢ est C-renommable s’il
existe un renommage p de Var(¢) tel que la formule ¢g, est dans C; nous disons alors que p est
un renommage de ¢ dans C. La formule ¢¢, par exemple, est HDP-renommable, et pc est un
renommage de ¢¢ dans HDP. Remarquons également que ¢¢ est HORN-renommable, puisqu’elle
est HDP-renommable, d’une part, mais aussi parce qu’elle est de Horn; le renommage 0Oy, est
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donc un renommage de ¢c dans HORN. A l'inverse, la formule de I’exemple de la thése :

(Zgu V Tha) N (CZgy V Tpg)
A (Zme V Zpg V Tin) A (Tme V Tpg V Zin) A (0Zme V Tog V Tin)
A (_‘mme Tpg V _wm)
AN (2Zin V Ten) A (Tin V —Tcn)

¢ =

n’est pas HORN-renommable. En effet, pour la renommer en une formule de Horn il faudrait
renommer au moins deux des trois variables Z,e, Zpg, Tin, afin de transformer chacune des clauses
de la deuxiéme ligne, (Zme V =Zpa V Zin), (Tme V Toa V "Zin) €t (mZme V Tpg V Tin ), €n une clause
de Horn; or, renommer deux de ces variables introduit deux littéraux positifs dans la clause
(_'~Tme V T V _‘xi'n)-

Pour terminer, rappelons que contrairement aux classes de formules présentées dans les cha-
pitres 2 et 3, la classe des formules C-renommables, pour une classe de formules FNC C, n’est
en général pas stable par conjonction. En effet, si ¢1 et ¢o sont deux formules C-renommables,
la formule ¢; A ¢ n’est en général pas C-renommable si ¢; et ¢2 ne le sont pas par le méme
renommage de Var(¢1)UVar(¢e). Néanmoins, ces classes de formules peuvent étre intéressantes
pour la représentation de connaissances. En effet, soit C une classe de formules FNC définies
par la nature de leurs clauses, et soit un systéme manipulant des connaissances représentées par
des formules de C. Si le systéme doit renommer certaines variables pour intégrer de nouvelles
connaissances, utilisant ainsi implicitement la classe des formules C-renommables, il reste par la
suite & méme de spécifier la nature des clauses qui peuvent étre ajoutées par conjonction a la
base : c’est simplement la nature des clauses des formules de la classe C, modifiée en fonction du
renommage utilisé.

4.1.2 Renommages et satisfaisabilité

On voit aisément que renommer une formule ou un ensemble d’affectations se fait en temps
linéaire. La principale propriété du renommage est qu’il conserve la satisfaisabilité, et méme le
nombre de modéles; donc, si on peut décider la satisfaisabilité des formules d’une classe C en
temps polynomial, on peut décider efficacement la satisfaisabilité d’une classe C' de formules C-
renommables dés que 'on peut calculer efficacement, pour toute formule ¢ de C’, un renommage
de ¢ dans C.

Plus généralement, le renommage ne change en rien la signification des formules, et consiste
intuitivement & accorder la signification opposée aux variables renommées. Par exemple, lorsque
I'on renomme la variable zyp dans la formule ¢¢o de ’exemple du carrefour, sa signification
intuitive n’est plus «Le feu pour piétons est vert», mais «Le feu pour piétons est rouge» ; de
méme, renommer pr revient & changer sa signification en «Il est interdit de traverser». Ainsi,
le renommé ¢, de ¢¢ par pc se lit :

— Si le feu pour piétons est rouge, alors il est interdit de traverser

— S’il est interdit de traverser, alors le feu pour piétons est rouge

— S’il y a des véhicules aux abords du carrefour et si le feu pour véhicules est vert, alors il

est interdit de traverser

— Si le feu pour véhicules est vert, alors le feu pour piétons est rouge.

La conservation de la satisfaisabilité par ’opération de renommage est alors une conséquence de
la proposition suivante, plus générale et dont la preuve est immédiate.

Proposition 4.1 (renommage et modéles) Soient ¢ une formule propositionnelle et p un
renommage de Var(¢). Alors on a M(¢gp) = M(9)ap-
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L’ensemble des modeles de la formule ¢, est donc bien ensemble (M¢) g, . On déduit également
de la proposition que 'opération de renommage conserve le nombre de modéles d’une formule,
ainsi que l'implication et la primalité, en ce sens que si une formule ¢ implique une formule
¢', et si p est un renommage de Var(¢) U Var(¢'), alors ¢g, implique ¢f,, et de méme pour
un impliqué premier C' de ¢. Ainsi, la clause Cc = (—zyy V —zpr) («Si le feu pour véhicules
est vert, on n’a pas le droit de traverser») est un impliqué (premier) de ¢¢, donc la clause
(Cc)ape = (mzyy Vapr) («Sile feu pour véhicules est vert, il est interdit de traverser») est un
impliqué (premier) de la formule (¢¢c)gp. = ¢

Nous déduisons notamment de ces remarques la proposition suivante, que nous formulons de
fagon générale, mais qui nous intéresse particuliérement pour les classes de formules introduites
dans ce chapitre.

Proposition 4.2 (descriptions premiéres et renommage) Soit C une classe de formules
FNC telle que pour tout ensemble d’affectations M, M est descriptible dans C si et seulement si
toute formule en FNC et premiére décrivant M est une formule de C. Alors la classe C-REN des
formules C-renommables vérifie la méme propriété.

Bien entendu, de facon générale il est important qu’il existe un algorithme efficace pour décider si
une formule donnée est bien C-renommable, c’est-a-dire que la classe des formules C-renommables
soit reconnaissable (efficacement). Mais il est également important qu’il existe un algorithme
efficace pour, le cas échéant, calculer un renommage de cette formule dans la classe C. C’est &
ces conditions seulement que ’on peut exploiter toutes les propriétés des renommages, et nous
verrons dans le paragraphe 4.2.2 qu’elle ne sont pas toujours remplies.

4.2 Classes de formules C-renommables

Nous présentons maintenant les classes des formules FNC renommables dans les classes pré-
sentées dans le chapitre 2. Notons que les classes B1J et AFFINE sont invariantes par renommage,
et que les classes des formules BlJ-renommables et AFFINE-renommables n’ont donc pas réelle-
ment de sens.

4.2.1 Formules FNC Horn-renommables

La classe des formules FNC HORN-renommables [Asp80, Héb94|, que nous notons HORN-
REN, est donc la classe des formules FNC renommables en une formule de Horn. Remarquons
tout de suite que la formule FNC insatisfaisable (()) est dans HORN-REN, et que cette classe est
stable par propagation d’affectations.

La propriété importante de cette classe est qu’on peut la reconnaitre en temps polynomial,
et méme linéaire, en calculant un renommage adéquat le cas échéant (c’est-a-dire un renommage
de la formule considérée dans HORN). De fait, le probléme SAT est également linéaire pour cette
classe.

Proposition 4.3 (HORN-renommabilité [Asp80, Héb94]) On peut décider si une formule
FNC donnée ¢ est HORN-renommable en temps linéaire, en calculant un renommage de ¢ dans
HORN le cas échéant.
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Corollaire 4.1 (SATJHORN-REN]) On peut décider si une formule FNC HORN-renommable
donnée est satisfaisable en temps linéaire, en en exhibant un modéle le cas échéant.

A l'inverse, on sait dire peu de choses sur ’ensemble des modéles d’une formule Horn-renommable,
sinon en reformulant les propriétés de cloture de la classe HORN modulo le renommage. Toute-
fois, le résultat suivant est du plus haut intérét, puisqu’il affirme en particulier qu’étant donné
un ensemble d’affectations M descriptible dans HORN-REN, on peut chercher un renommage
de M en un ensemble descriptible dans HORN parmi seulement |M| renommages «candidats»
(Boufkhad [Bou98] montre cette propriété dans un cadre différent).

Proposition 4.4 (HORN-renommages [Bou98]) Un ensemble d’affectations M # 0 a un
ensemble de variables V est descriptible dans HORN-REN si et seulement s’il existe un renommage
m € M tel que l'ensemble d’affectations Mgy, est descriptible dans HORN.

Preuve Supposons que M est descriptible dans HORN-REN. Alors il existe un renommage p
de V tel que I’ensemble d’affectations Mg, est descriptible dans HORN. Supposons tout d’abord
que pour toute variable z € V il existe une affectation m € Mg, avec m[z] = 0; alors par la
proposition 2.2 (chapitre 2) 'affectation Oy est dans Mg,, donc il existe une affectation m € M
avec m @ p = Oy, c’est-a-dire m = p. Dans le cas général, si V! C V est I’ensemble des variables
z avec Ym € Mg,, m[z] = 1, soit p' le renommage de V défini par :

Vo € VAV, p'[z] = p[z] et Vo € V', p'[z] = p[z] ® 1

Alors il est facile de voir que I'ensemble d’affectations Mg, est descriptible dans HORN et contient
l'affectation Oy, et on en déduit comme précédemment que p’ est dans M. La réciproque est
triviale. 0

Cette proposition nous permet par exemple de montrer facilement que ’ensemble d’affectations
M, de l'exemple de la theése :

M, = {00111, 01000, 10100, 11011}

n’est pas descriptible dans HORN-REN ; en effet, il suffit de constater qu’aucun renommé de M;
par 'un de ses éléments n’est descriptible dans HORN. En particulier, on peut en déduire que la
formule ¢; n’est pas HORN-renommable.

Remarquons toutefois que la proposition 4.4 ne caractérise pas tous les renommages de M
dans HORN. Par exemple, tout ensemble d’affectations M de cardinal 1 est descriptible dans
HORN, donc son renommé par 1’affectation de 0 & toutes les variables est descriptible dans
HORN, mais cette affectation n’est en général pas dans M.

4.2.2 Formules Horn définies positives renommables

Contrairement & la classe HORN-REN, et bien qu’elle en soit par définition une sous-classe,
la classe HDP-REN des formules FNC renommables en une formule de Horn définie positive
n’admet pas d’algorithme de reconnaissance polynomial (sous I’hypothése P#NP). Ceci est une
conséquence de la proposition suivante.

Proposition 4.5 (HDP-renommabilité) La reconnaissance des formules FNC HDP-renom-
mables est un probléme NP-complet, méme si on restreint les données du probléme auz formules
dont toutes les clauses sont de longueur 3 ou moins.
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Preuve Le probléme est dans NP car un renommage de la formule donnée dans HDP est un
témoin convenable. Pour montrer sa complétude, nous lui réduisons le probléme NP-complet
1-Parmi-3-SAT [Sch78], qui consiste & déterminer, étant donnée une formule dont toutes les
clauses contiennent trois littéraux ou moins, si elle admet un modéle qui satisfait exactement un
littéral dans chacune de ses clauses. Soient ¢ une telle formule et m une affectation a Var(¢),
et soit p le renommage de Var(¢$) défini par Vz € Var(¢), p(z) = m[z] & 1; nous montrons que
p est un renommage de ¢ dans HDP si et seulement si m satisfait exactement un littéral par
clause de ¢. En effet, p renomme un littéral négatif =z dans ¢ si et seulement m affecte 0 & z,
autrement dit si m satisfait ce littéral, et de méme p ne renomme pas un littéral positif x dans
¢ si et seulement si m affecte 1 & z, autrement dit si m satisfait z. Finalement, p renomme en
des littéraux positifs les littéraux satisfaits par m, et en des littéraux négatifs ceux non satisfaits
par m ; finalement, p renomme ¢ dans HDP si et seulement si m satisfait exactement un littéral
par clause de ¢, donc ¢ est renommable dans HDP si et seulement si c’est une donnée positive
pour 1-Parmi-3-SAT, et la NP-complétude de ce dernier probléme conclut [Sch78]. O

Nous étudions donc cette classe par souci de complétude principalement. En effet, comme nous
I’avons déja remarqué dans le chapitre 1, du point de vue de la représentation de connaissances il
est peu intéressant d’utiliser une classe de formules non reconnaissable. Notons tout de méme que
le probléme SAT restreint & cette classe est trivial, méme si ce résultat n’a de fait pas beaucoup
d’applications.

Proposition 4.6 (SATTHDP-REN]) Toute formule HDP-renommable admet au moins un mo-
déle.

Du point de vue sémantique, nous pouvons formuler la propriété suivante, paralléle & la propo-
sition 4.4.

Proposition 4.7 (HDP-renommages) Soit M # () un ensemble d’affectations a un méme
ensemble de variables V. Alors M est descriptible dans HDP-REN si et seulement s’il existe une
affectation m € M telle que ’ensemble d’affectations M@(m@ﬁ) soit descriptible dans HDP.

Preuve Le sens indirect est trivial. Supposons donc M descriptible dans HDP-REN, et soit p
un renommage de V tel que Mg, est descriptible dans HDP. Alors Mg, contient I’affectation
1y,donconaly @p€ M;ennotant Iy @ p=m € M, on a bien p=m & 1y. O

Ainsi, puisque la formule ¢¢ de ’exemple du carrefour est HDP-renommable (paragraphe 4.1.1),
on sait qu'un de ses modeéles m € ¢¢ est tel que le renommage m @ 1y, la renomme dans HDP ;
en effet, le renommage pc exhibé au paragraphe 4.1.1 vérifie pc = 0101 = 1010 @ 1111, et 1010
est bien un modéle de ¢¢.

Remarquons donc en particulier que les renommages candidats de M en un ensemble des-
criptible dans HDP ne sont pas plus nombreux que les affectations dans M, puisque a chaque
affectation m € M correspond au plus un tel renommage. C’est principalement cette propriété
que nous utiliserons par la suite.

4.2.3 Formules monotones

Nous présentons enfin la classe des formules NEG-renommables, plus couramment appelées
monotones ; nous notons cette classe MONOT. La plupart des propriétés de cette classe sont
similaires & celles de la classe HORN-REN, dont elle est par ailleurs une sous-classe ; néanmoins,
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encore une fois cette sous-classe mérite une attention particuliére, par exemple parce qu’elle
permet une abduction polynomiale alors que la classe HORN-REN, non (cf. chapitre 11). Comme
la classe HORN-REN, cette classe admet un algorithme de reconnaissance linéaire. En effet, une
formule FNC ¢ est par définition NEG-renommable si et seulement si on peut la renommer en
une formule négative, c’est-a-dire en une formule ne contenant que des littéraux négatifs. Il suffit
donc, pour décider si ¢ est NEG-renommable, de la parcourir une fois et de décider si chacune de
ses variables apparait toujours avec le méme signe. Si c’est le cas, ¢ est bien NEG-renommable, et
il suffit de renommer toutes les variables qui y apparaissent toujours positivement pour obtenir
une formule négative. Dans le cas contraire, ¢ n’est pas monotone.

Ainsi, on peut voir que la formule ¢¢o de 'exemple du carrefour n’est pas monotone; en effet,
les littéraux positif et négatif formés sur la variable zy p, par exemple, y apparaissent.

Proposition 4.8 (NEG-renommabilité) On peut décider si une formule FNC donnée ¢ est
NEG-renommable (monotone) en temps linéaire, en calculant un renommage de ¢ dans NEG le
cas échéant.

Corollaire 4.2 (SAT[MONOT|) On peut décider si une formule monotone donnée est satisfai-
sable en temps linéaire, en en exhibant un modéle le cas échéant.

De fagon générale, nous utilisons le terme monotone, plutét que NEG-renommable, car c’est le
plus courant!. Notons que la classe MONOT est stable par propagation d’affectations, et que la
formule FNC insatisfaisable (()) est monotone.

Encore une fois, les propriétés sémantiques connues de cette classe ne sont pas nombreuses,
mais nous pouvons formuler la suivante, toujours similaire & celle de la classe HORN-REN, et
donc la preuve découle directement du fait qu’une formule négative ¢ satisfaisable admet néces-
sairement 'affectation Oy qy(4) pour modéle.

Proposition 4.9 (NEG-renommages) Soit M # 0 un ensemble d’affectations. Alors M est
descriptible dans MONOT si et seulement s’il existe un renommage m € M tel que l’ensemble
d’affectations Mgy, est descriptible dans NEG.

Encore une fois, nous pouvons donc vérifier avec cette proposition que ’ensemble d’affectations
M¢ de ’exemple du carrefour n’est pas descriptible dans MONOT.

Enfin, remarquons que cette classe, a I'instar de la classe NEG, vérifie une propriété particu-
liere. En effet, il est facile de voir, en copiant la preuve de la proposition 2.11 du chapitre 2, qu’il
existe une unique formule FNC premiére décrivant un ensemble d’affectations donné descriptible
dans MONOT ; cette formule est monotone et contient tous ses impliqués premiers.

4.3 Formules FND

Nous présentons enfin les classes de formules FND que nous étudions dans ce mémoire.
Comme nous 'avons annoncé dans le chapitre 1, nous nous intéressons aux classes de formules
FND définies en fonction d'une des classes C de formules FNC présentées dans les chapitres 2 et

!Certains auteurs utilisent toutefois ce terme pour désigner les formules positives [Bsh95, DMP99]; si on ne
veut vraiment pas appeler ces derniéres «formules positives», une meilleure solution serait peut-étre de les qualifier
de «croissantesy. Hammer et Kogan, par exemple, utilisent la méme terminologie que nous [HK93, HK95].
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3 et dans le paragraphe 4.2 de ce chapitre, car nous considérons 'utilité des formules FND dans
la représentation implicite de la négation de bases de connaissances.

Rappelons tout d’abord que la classe entieére des formules FND admet un algorithme poly-
nomial pour SAT; le probléme est méme trivial, puisque la seule formule FND insatisfaisable est
celle ne contenant aucun terme (voir les préliminaires généraux).

Proposition 4.10 (SAT[FND]) On peut décider si une formule FND donnée est satisfaisable
en temps constant, et on peut exhiber un de ses modéles, le cas échéant, en temps linéaire.

Ainsi, la formule FND de ’exemple du carrefour :

¢,C = (_'xPV/\_‘xVP/\_‘fL'DT)V(_‘xVP/\SUVV/\_‘.'I»'DT)V(.'IJVP/\ﬂ.Tvv/\J,‘DT)V(—|.’L‘Vp/\—|.7,‘VV/\—|;(;DT)

est satisfaisable, et pour calculer un de ses modéles, il suffit de considérer I'un quelconque
de ses termes, par exemple le second, de calculer son unique modéle, ici ’affectation 010 a
I'ensemble de variables {zyp,zvv,zpr}), puis de le prolonger a Var(¢f,) en affectant une
valeur quelconque aux autres variables. On obtient ainsi, par exemple, l'affectation 0010 a
Ve =A{zpv,zvp,zvv, D7}

En fait, pour les formules FND le probléme correspondant au probléme SAT des formules FNC
est le probléme TAUT, qui consiste & décider si une formule donnée ¢ est tautologique, autrement
dit si 'on a M(¢) = {0,1}V (@) En effet, on voit aisément qu'une formule est tautologique
si et seulement si sa négation est insatisfaisable; or, on peut passer d’une formule FND ¢ &
une formule FNC logiquement équivalente & sa négation en temps linéaire via la transformation
¢ — Neg(p), et de fait le probléme TAUT est coNP-complet pour la classe des formules FND (et
trivial pour la classe des formules FNC).

Les classes de formules FND de la forme C-FND, pour C 'une des classes de formules FNC
présentées précédemment, admettront donc par construction un algorithme polynomial pour
TAUT. Nous définissons tout d’abord formellement les telles classes, puis nous les listons ainsi
que leurs principales propriétés. Notons que nous ne définissons pas la classe C-FND comme la
«négationy» de la classe C, mais comme la négation de la classe duale de C ; nous reviendrons sur
ce point plus loin.

Définition 4.3 (C-FND) Soit C une classe de formules FNC. La classe des formules C-FND
est la classe des formules FND ¢ telles que la formule FNC obtenue de ¢ en inversant la conjonc-
tion et la disjonction est dans C.

Nous considérons ainsi les classes de formules FND suivantes :

— la classe HORN-FND des formules FND de Horn, dont chaque terme contient au plus un

littéral positif, et sa classe duale ANTI-HORN-FND

— la classe HDP-FND des formules FND Horn définies positives, dont chaque terme contient
exactement un littéral positif, et sa classe duale ANTI-HDP-FND
la classe NEG-FND des formules FND négatives, dont chaque terme ne contient que des
littéraux négatifs, et sa classe duale Pos-FND
la classe B1J-FND des formules FND bijonctives, ou 2FND, dont chaque terme contient
au plus deux littéraux
— la classe HORN-REN-FND des formules FND renommables dans la classe HORN-FND
— la classe HDP-REN-FND des formules FND renommables dans la classe HDP-FND
— la classe MONOT-FND des formules FND renommables dans la classe NEG-FND.
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Enfin, nous noterons DISJAFFINE la classe des disjonctions d’équations affines, pendant des
formules affines ; notons que ces derniéres ne sont pas des formules FND.

Ainsi, si I’on considére a nouveau la formule en FNC ¢¢ de 'exemple du carrefour, la formule
Neg(¢pc) est la formule suivante :

(xpr N —zyp)V (zyp A—zpr) V (zpy Azyy Azpr) V (zvp Azyy)

qui est une formule de la classe ANTI-HORN-FND ainsi que de la classe HDP-REN-FND (via
le renommage de xpy et zyy ), mais pas, par exemple, de la classe B1J-FND.

Signalons que les définitions différent dans la littérature; ainsi, certains auteurs qualifient
de «FND de Horn» une formule FND dont chaque terme contient au plus un littéral négatif,
signifiant ainsi qu’une formule FND ¢ est de Horn si et seulement si la formule FNC Neg(¢) est
de Horn [MHI99]; nous ne suivons pas cette nomenclature, principalement parce qu’elle est peu
intuitive si on la copie pour les formules négatives : une formule FND négative serait alors une
formule FND dont chaque terme ne contient que des littéraux positifs! Notons néanmoins que
ces classes sont bien celles correspondant aux négations des classes de formules FNC présentées,
puisque la classe des négations des formules FNC de Horn, par exemple, est la classe ANTI-
HORN-FND, et ainsi de suite.

Pour la plupart des problémes traités dans la partie II, consacrée a 1’acquisition de connais-
sances, nous ne nous attarderons pas sur les classes de formules FND, puisque nous n’envisageons
pas de représenter explicitement des connaissances en FND, mais plutdt de raisonner avec des
formules en FND, lorsqu’un probléme doit étre résolu en fonction de la négation d’une base
de connaissances. Nous mentionnerons tout de méme quelques résultats intéressants, mais nous
reviendrons principalement sur ces classes de formules dans la partie 111, consacrée au raisonne-
ment.
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Les classes dans leur globalité
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Nous terminons cette partie en considérant les classes de formules présentées dans les chapitres
précédents par rapport & ’ensemble des classes de formules que ’on peut définir. A la lumiére des
définitions des classes et de deux résultats de dichotomie trés importants, nous renforcons ainsi
nos motivations pour étudier ces classes en particulier. Nous étudions également les intersections
de ces classes, afin de les situer les unes par rapport aux autres, et enfin nous résumons leurs
principales propriétés.

5.1 Classes de Schaefer

Les deux résultats de dichotomie qui motivent notre choix de classes de formules, ainsi
d’ailleurs que, souvent, leur étude dans la littérature, proviennent de [Sch78] et [KS98]. Pour
les présenter, nous avons besoin de la notion de S-formule, introduite par Schaefer [Sch78] et
trés proche de la notion de réseau de contraintes présentée briévement dans le chapitre 1. Plus pré-
cisément, les S-formules peuvent étre vues comme des Problémes de Satisfaction de Contraintes
booléens (ou les contraintes sont choisies dans ’ensemble S). De fagon générale, nous renvoyons le
lecteur a I’ouvrage de Creignou et al. [CKS01] pour plus de détails sur les résultats de dichotomie
& propos des Problémes de Satisfaction de Contraintes booléens.

Etant donné un entier £ € N, on appelle relation d’arité k un ensemble de k-uplets R C
{0,1}*; intuitivement, un tel ensemble représente le support d’une fonction booléenne de {0, 1}*
dans {0,1}, c’est-a-dire ’ensemble des valeurs en lesquelles elle vaut 1 : par exemple, la rela-
tion Rey = {00,11}, d’arité 2, représente la fonction «égalité». Etant donnés une relation R
d’arité k et un ensemble ordonné V = (z;,,2,,...,2;,) de k variables toutes différentes, le
couple (R,V) est appelé une contrainte ; intuitivement, c’est un ensemble d’affectations a V' :
par exemple, la contrainte (Reg, (zv P, Zpr)) correspond a I’ensemble d’affectations {00,11} aux
variables (zy p, zpr) ; notons que l'ordre des variables est important si la relation n’est pas symé-
trique (par exemple, la relation {000,010}). Enfin, étant donné un ensemble S fini de relations,
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d’arités non nécessairement égales, et un ensemble fini de variables V', on appelle S-formule for-
mée sur V tout ensemble ¢ de contraintes de la forme (R;, V;) ou pour tout 4, R; € S est une
relation d’arité k; et V;, un sous-ensemble ordonné de V' de cardinal k;. Par exemple, en notant
R34 la relation d’arité 3 :

{000,001, 010,011, 100,101,110}
la formule :

¢Ié'l = {(Rega (‘TDTa -TVP))a (RS,neg, (‘TPV’ rvv, 'TDT))a ({007 01, 10}a (‘TVP7 ‘TVV))}

est une Sg-formule formée sur ’ensemble de variables Vo = {zpv,zvp,zvyv,zpr}, avec S¢ =
{Rey, R3 neg,{00,01,10}}.

Etant donnés un ensemble S de relations et un ensemble V' de variables, on dit alors qu’une
affectation m a V satisfait une S-formule ¢ = {(R;,V;)|i = 1,2,...,|¢|} formée sur V si, pour
tout 1 = 1,2,...,|¢| il existe un k;-uplet m; € R;, vu comme une affectation a V;, dont m est
un prolongement sur V. Par exemple, l'ensemble des affectations satisfaisant la S-formule ¢
ci-dessus est exactement ’ensemble d’affectations Mo de ’exemple du carrefour.

Comme on peut le voir, les S-formules donnent donc une maniére de coder, en particulier, les
classes de formules FNC définies par la nature de leurs clauses, lorsque les «natures» autorisées
sont en nombre fini. Ainsi, la contrainte (R3 peq, (zpv,Zvv,zpr)) code la clause (~zpy V-zyy V
—zpr), en ce sens que les affectations & {xpv,zvv,zpr} satisfaisant 'une et l'autre sont les
mémes. Similairement, la formule ¢} ci-dessus code dans ce formalisme la formule ¢¢ de I’exemple
du carrefour.

Modulo cet encodage, la classe des formules FNC de Horn dont les clauses sont de cardinal
au plus k, pour un entier k fixé, est la classe des S, jyogn-formules, oi S, rory €st par exemple
I’ensemble :

{0, Ry hap = {1}, Rineg = {0}, Ry pap = {00,01, 11}, Ry neg = {00,01,10}, ..., Ry haps Rineg }

contenant la relation vide (qui code la clause vide) et, pour tout ¢ € {1,2,...,k} non nul, deux
relations d’arité ¢ servant de «modélesy, I'une pour les clauses de Horn définies positives contenant
i littéraux (R; phap), et I'autre pour les clauses négatives de méme cardinal (R; peq). La S¢ formule

¢ ci-dessus admet alors les mémes affectations (a Vi) satisfaisantes que la S;pyopy-formule :

{(Ro,hdp; (xpT, 2V P)), (R2hdps (VP> ZDT))s (R3 009y (TPV, TV YV, ZDT))s (R2jneq, (Tv e, Tvy))}

Similairement, la classe B1J est la classe des Sp;j-formules, ou Sp;; est par exemple I’ensemble
de relations :

Spr; = 10,{0},{1}, {00, 01,10}, {00,01, 11}, {00,10, 11}, {01, 10, 11} }

Remarquons que le formalisme des S-formules ne permet pas d’encoder les formules C-
renommables pour une classe donnée C, par exemple; mais puisque nous nous intéressons aux
formules C-renommables parce qu’elles possédent des propriétés proches de celles de la classe C,
nous étudions 'intérét de la classe des formules C-renommables en fonction de l'intérét de la
classe C.
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5.1.1 Dichotomie du probléme SAT-généralisé

Nous pouvons maintenant rappeler les deux résultats de dichotomie annoncés. Nous com-
mencons par le premier dans 1’ordre chronologique, qui motive notamment notre choix de classes
vis-a-vis du raisonnement.

Ce résultat concerne le probléme SAT dans le formalisme des S-formules, nommé probléeme
SAT-généralisé par Schaefer. Pour S un ensemble (toujours fini) de relations, le probléme
SAT-Gen[S] est le suivant.

Probléme 5.1 (SAT-Gen[S])

Donnée : Une S-formule ¢ formée sur un ensemble de variables V
Question : FEziste-t-il une affectation a V satisfaisant ¢ ¢

Notons que cette définition fournit un probléme différent pour chaque ensemble S de relations.
En conséquence, la taille de 'ensemble S est considérée comme constante lorsque ’on étudie la
complexité du probléme SAT-Gen[S] ; cette complexité est donc mesurée en fonction de la taille
de la S-formule donnée ¢.

Le résultat de dichotomie de Schaefer est alors le suivant ; pour R une relation, nous disons
que R est de Horn si toute contrainte formée avec R, vue comme un ensemble d’affectations,
est descriptible dans HORN, et de méme pour les autres classes de formules; par exemple, la
relation {000,010,100,101,111} est de Horn, car la contrainte qu’elle permet de former sur un
ensemble ordonné (z,z’,z"), quelconque, de variables est ’ensemble des modéles de la formule
FNC de Horn (z V —z") A (-mz V =z’ V 2"), tandis que la relation {01,10} n’est pas de Horn,
puisqu’une contrainte C' formée avec elle, vue comme un ensemble d’affectations, ne vérifie pas
C = Clyporn(C) (cf. chapitre 2, proposition 2.2).

Proposition 5.1 ([Sch78]) Soit S un ensemble fini de relations. Le probléme SAT-Gen[S] est
polynomial si :
— toutes les relations de S contiennent le vecteur tout a 0, ou si
— toutes les relations de S contiennent le vecteur tout a 1, ou si
— toutes les relations de S sont de Horn, ou si
— toutes les relations de S sont anti-Horn, ou si
— toutes les relations de S sont 2FNC, ou si
toutes les relations de S sont affines.
Dans tous les autres cas, le probléme SAT-Gen[S] est NP-complet.

Cette premiére proposition est notre principale motivation pour considérer que les classes de
formules FNC définies par la nature de leurs clauses et présentées dans les chapitres précédents
sont les seules réellement intéressantes pour le raisonnement. En effet, la traitabilité du probléme
SAT pour une classe de formules donnée C est, comme nous ’avons évoqué dans le chapitre 1,
une condition nécessaire a la traitabilité de la plupart des problémes de raisonnement pour C;
nous reviendrons longuement sur ce fait dans la partie III.

Notons également que les deux premiéres classes de S-formules de la proposition 5.1 sont tri-
viales : on sait que dans ces deux cas, une S-formule donnée, formée sur un ensemble de variables
V, est satisfaisable parce que 'affectation Oy (resp. 1y/) la satisfait ; nous n’avons pas d’autre in-
dication sur la structure des formules de ces classes. Ainsi, un récent résultat de dichotomie pour
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le probléme consistant & décider 1’égquivalence logique entre deux S-formules [BHRV02| montre
que ce probléme est coNP-complet pour tout ensemble S fini, sauf pour les cas ou les relations
de S sont toutes de Horn, toutes anti-Horn, toutes 2FNC ou toutes affines. Les deux premiers
cas du résultat de Schaefer ne sont plus polynomiaux en général; nous verrons de méme qu’ils
ne sont pas polynomiaux en général pour le probléme Inv-SAT[S] (paragraphe 5.1.2).

En revanche, concernant les autres classes, la proposition 5.1 nous dit essentiellement que
les classes de formules définies par la nature de leurs clauses, traitables pour SAT et mazimales
(au sens de linclusion de classes) sont les classes HORN (incluant les classes HDP et NEG),
ANTI-HORN, B1J et AFFINE.

Bien entendu, la proposition n’est formulée que pour des ensembles finis de relations, et ne
concerne donc pas, a priori, toutes les classes de formules FNC définies en nature. Néammoins,
nous savons déja que les classes de formules HORN, ANTI-HORN, B1J et AFFINE admettent des
algorithmes polynomiaux pour SAT; il en va de méme pour les classes des formules dont chaque
clause contient au moins un littéral positif (resp. négatif), et bien entendu pour les sous-classes
de toutes ces classes de formules, puisque étant donnée une formule d’une telle sous-classe, on
peut reconnaitre efficacement qu’elle fait partie de la sur-classe correspondante (toutes étant
reconnaissables) et utiliser un algorithme efficace pour cette derniére. Notons plus généralement
que les cas polynomiaux de la proposition de Schaefer s’uniformisent, c’est-a-dire qu’ils restent
polynomiaux si S n’est plus un paramétre du probléme, mais fait partie de la donnée [KV00]; cela
provient principalement du fait que ’on peut décrire efficacement une relation de Horn donnée
en une formule de Horn, et de méme pour les autres classes (nous reviendrons sur ce point dans
le paragraphe 5.1.2, mais surtout dans le chapitre 7).

A Tinverse, soit C une classe de formules définie en nature et non incluse dans 1'une des classes
précédentes. Alors, en restreignant les «modeélesy de clauses autorisés par C & un nombre fini
d’entre eux, on peut obtenir un ensemble S de relations (les ensembles de k-uplets «satisfaisant»
ces modeles de clauses) pour lequel le probléme SAT-Gen[S] est NP-complet. Le probléme SAT
pour la classe C étant par construction d’autant plus difficile, il est également NP-complet, et
finalement on voit que la proposition de Schaefer est valable dans le formalisme des formules
FNC.

5.1.2 Dichotomie du probléme Inverse-SAT

Le deuxiéme résultat de dichotomie [KS98] que nous rappelons fournit quant a lui notre
principale motivation pour considérer que les classes de formules FNC, définies par la nature de
leurs clauses, présentées auparavant sont les seules réellement intéressantes pour 1’acquisition de
€OMNAISSances.

Cette proposition concerne en effet la dichotomie du probléme Inverse-SAT; pour S un
ensemble fini de relations, le probléme Inv-SAT[S] est le suivant.

Probléme 5.2 (Inv-SAT[S])

Donnée : Un ensemble M d’affectations a un ensemble de variables V
Question : FEriste-t-il une S-formule dont M soit exactement 'ensemble d’affectations satis-
faisantes ?

Encore une fois, cette définition fournit un probléme différent pour chaque ensemble de relations,
et sa complexité sera mesurée en fonction de la taille de la donnée M, en considérant la taille de
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S comme constante. Le résultat de dichotomie de Kavvadias et Sideri est alors le suivant.

Proposition 5.2 ([KS98]) Soit S un ensemble fini de relations. Le probléme Inv-SAT[S] est
polynomial si :

— toutes les relations de S sont de Horn, ou si

— toutes les relations de S sont anti-Horn, ou si

— toutes les relations de S sont 2FNC, ou si

— toutes les relations de S sont affines.
Dans tous les autres cas, il est coNP-complet.

Cette proposition détermine donc les seules classes de S-formules dans lesquelles on peut décrire
efficacement un ensemble d’affectations. Méme si cette problématique de description ne couvre
pas tous les problémes étudiés dans la partie II, elle nous parait centrale, puisqu’elle correspond
a la téche la plus naturelle de I'acquisition de connaissances dans un langage de représentation
donné, celle consistant & acquérir des connaissances ezactement.

En revanche, contrairement & la proposition 5.1, la proposition 5.2 n’est plus forcément valide
dans le formalisme des classes de formules définies en nature. En effet, si S et S’ sont deux
ensembles de relations avec S C S’, le probléme Inv-SAT[S'] n’est pas plus général que le
probléme Inv-SAT[S], puisque S n'impose pas de restriction sur la donnée du probléme, mais
parameétre sa sortie ; ceci empéche d’utiliser pour une classe C un algorithme pour une sur-classe
de C. Nous pensons néanmoins que le résultat pour les S-formules motive I'étude des classes
présentées précédemment, et seulement de celles-1a. De plus, de facon générale il est naturel de
considérer qu'un bon langage de représentation de connaissances est un langage permettant et
un raisonnement et une acquisition de connaissances efficaces.

5.2 Intersections des classes

Nous donnons enfin plusieurs caractérisations des intersections entre les classes de formules
qui nous intéressent. Ces caractérisations permettent en particulier de mesurer ce qu’apporte
chaque classe de formules par rapport aux autres, autrement dit 1’ensemble des connaissances
qu’elle seule permet de représenter.

La proposition suivante est classique, et montre que la classe des formules FNC Horn-
renommables généralise toutes les autres classes de formules FNC qui nous intéressent ; rappelons
néanmoins que nous étudions malgré tout certaines de ses sous-classes car elles possédent des
propriétés que ne posséde pas la classe HORN-REN dans sa globalité.

Proposition 5.3 (B1J vs. HORN-REN [Asp80, corollaire 1]) Soit M un ensemble d’affec-
tations & un ensemble de variables V. Si M est descriptible dans B1J, alors M est descriptible
dans HORN-REN.

Preuve Si M est vide le résultat est trivial. Supposons donc M # (3, et soient ¢ une description
de M dans B1J et m € M. Alors m satisfait au moins un littéral par clause de ¢. Considérons
m comme un renommage de V', et soit £ un littéral de ¢ satisfait par m ; alors par construction
m renomme £ si et seulement si £ est positif, donc la formule ¢g,, contient au moins un littéral
négatif par clause. Puisque toutes les clauses de ¢ contiennent au plus deux littéraux, ¢ contient
au plus un littéral positif par clause et est donc de Horn. O
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Notons que, comme le montre la preuve de cette proposition, cette relation est méme plus pré-
cise, puisque toute formule 2FNC satisfaisable est HORN-renommable. Nous ne nous attardons
cependant pas sur ce fait, puisque nous nous intéressons dans ce paragraphe a la sémantique des
classes, plusieurs formules pouvant représenter la méme connaissance.

Donc, toutes les classes de formules FNC qui nous intéressent sont des sous-classes de la classe
HORN-REN (c’est vrai pour les autres classes par définition) ; seule la classe AFFINE, parmi les
classes qui nous intéressent pour représenter ezplicitement des connaissances, n’est pas concernée
par cette proposition. Nous montrons maintenant que cette classe permet en effet de représenter
des connaissances que la classe HORN-REN ne permet pas de représenter.

Proposition 5.4 (AFFINE N HORN-REN) Soit M un ensemble d’affectations a un ensemble
de variables V. Si M est descriptible dans HORN-REN et dans AFFINE, alors M est également
descriptible dans B1J.

Preuve Soit p un renommage de V tel que ’ensemble d’affectations pgasr soit descriptible dans
HoRN. Comme la classe des formules affines est invariante par renommage, cet ensemble est
également descriptible dans AFFINE. En vertu des propositions 2.2 (chapitre 2) et 3.6 (chapitre 3),
on a donc :

Vm,m' e M,mAm' € M et Vm,m'm" e M, mem'em" e M
En combinant ces deux propriétés, on obtient :
Vm,m',m" € M,(m Am')® (m Am")® (m' Am") e M
Or il est facile de voir que 'on a :
Vo, b 6" € {0,1},(bAY) @ (bAD") ® (0 AY") = maj(b, b, b")
et la proposition 2.13 (chapitre 2) conclut. O

Cette proposition nous apprend donc que toute connaissance représentable par une formule
affine n’est représentable que par des formules affines (parmi les classes de formules qui nous
intéressent), sauf si elle est représentable par une formule 2FNC. Or, il est facile de trouver des
formules affines auxquelles il n’existe aucune formule 2FNC logiquement équivalente. Il suffit
par exemple de considérer les formules réduites & une équation linéaire impliquant au moins
trois variables, celles réduites a deux équations sur trois variables chacune et impliquant des
ensembles de variables disjoints, ou possédant une seule variable en commun, et ainsi de suite.
Plus anecdotiquement, nous avons vu (chapitre 4, paragraphe 4.2.1) que ’ensemble d’affectations
M; de ’exemple de la thése n’était pas descriptible dans HORN-REN.

Nous terminons ce paragraphe en discutant le lien entre la classe des formules de Horn et
celle des formules de Horn définies positives. Nous avons en effet remarqué au chapitre 2 que les
classes HDP et NEG étaient des sous-classes de la classe HORN, mais dans le cas de la classe
HDP nous pouvons préciser cette inclusion.

Proposition 5.5 (HORN vs. HDP) Pour tout ensemble de variables V', les ensembles d’af-

fectations a 'V qui sont descriptibles dans HDP sont en bijection avec ceuz qui sont descriptibles
dans HORN\HDP.
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HORN-REN AFFINE

HDP- RN HDRN MONOT ANTI- HORN B1J

POos ANTI- HDP HORN-REN( AFFINE

Fi1G. 5.1 — Les relations d’inclusion entre les classes d’ensembles d’affectations descriptibles dans
les différentes classes de formules

Preuve La proposition 2.5 (chapitre 2) montre que la fonction qui associe & un ensemble
d’affectations M descriptible dans HDP I’ensemble M\{1y } est bien une telle bijection. O

Rappelons enfin que pour un ensemble de variables V, seul ’ensemble d’affectations {0,1}V
est descriptible & la fois dans HDP et dans NEG, et donc que ces deux classes permettent de
représenter des bases de connaissances différentes.

Pour résumer ce paragraphe, les relations d’inclusion entre les classes d’ensembles d’affecta-
tions descriptibles dans chacune des classes de formules FNC (et affines) qui nous intéressent sont
représentées graphiquement sur la figure 5.1 (les arétes reliant les classes liées par une relation
d’inclusion). En d’autres termes, la figure 5.1 compare ’ezpressivité des différentes classes.

5.3 Résumé des propriétés des classes

Nous récapitulons les propriétés des classes de formules FNC présentées dans cette partie
dans la table 5.1. Cette table résume la complexité du probléme SAT pour chacune de ces classes
C, ainsi que les propriétés de cloture des ensembles de modéles. Rappelons également que toutes
ces classes, sauf la classe HDP-REN, sont reconnaissables en temps linéaire, c’est-a-dire que 1’on
peut décider en temps linéaire si une formule donnée en fait partie. Notons méme que, sauf
pour la classe HORN-REN, cette reconnaissance nécessite un seul parcours de la formule. Enfin,
rappelons que pour toutes les classes C de formules FNC présentées, une formule premiére est
dans C si et seulement si 'ensemble de ses modeéles y est descriptible. Nous utiliserons cette
propriété a maintes reprises dans la suite du mémoire.

Nous ne résumons pas ici les propriétés des classes de formules FND présentées dans le
chapitre 4. Rappelons simplement que le probléme SAT est trivial pour la classe entiére des
formules FND ; pour les autres propriétés, toutes sont duales de celles des formules FNC de la
classe correspondante. Ainsi, la classe HORN-FND a pour TAUT la méme complexité (linéaire)
que la classe de formules FNC ANTI-HORN a pour SAT, puisque & partir d’une formule ¢ €
HORN-FND on peut calculer en temps linéaire la formule Neg(¢) € ANTI-HORN, logiquement
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H Classe C H SATIC] Cloture Cle(.) ‘
HORN linéaire m,m' e M =>mAm'e M
HDP Ly ar(g) € M(9) lyeMet (mym' e M =>mAm' € M)
NEa un parcours (meM,m'<m)=m'e M
Bu linéaire m,m',m" € M = maj(m,m',m") e M
ANTI-HORN linéaire m,m' e M = mVm'eM
ANTI-HDP Oy ar(p) € M(9) Oy € M et (mym' e M =>mVm'eM)
Pos un parcours (meM,m'=m)=m'e M
AFFINE O(|¢?|Var(9)|) m,m',m"e M =>maem'em”" e M
HORN-REN linéaire Im € M, Mgy = Cligorn(Mom)
HDP-REN || au moins un modéle | Im € M, My ,.01,) = ClHDP Mg (meiy))
MonNoT un parcours Im € M, Mgy = Clnge(Mom)

TAB. 5.1 — Resumé des propriétés des classes de formules FNC et affines

équivalente a la négation de ¢, et réciproquement. De méme, cette classe est caractérisée par
la propriété de cloture «dualey de celle qui caractérise la classe ANTI-HORN, autrement dit un
ensemble M d’affectations est descriptible dans HORN-F'ND si et seulement si on a :

m,m' ¢ M=>mvVm' ¢ M

ce qu’on voit aisément en considérant le complémentaire de M dans {0,1}V. Les résultats cor-
respondants pour les autres classes de formules FND ainsi que pour la classe DISJTAFFINE se
déduisent de méme. Enfin, notons qu’en considérant une description en FNC du complémentaire
de M, on voit facilement qu'une formule FND premiére est dans I'une des classes de formules
FND présentées si et seulement si I’ensemble de ses modéles y est descriptible.
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Nous nous intéressons dans cette seconde partie aux problématiques d’acquisition de connais-
sances dans les classes de formules présentées dans la partie I. Les problématiques précises que
nous étudions sont définies dans chaque chapitre, mais nous en donnons ici un apergu global.
Nous motivons tout d’abord leur étude, puis donnons une définition informelle de chacune.

6.1 Présentation et motivations

D’une fagon générale, les problématiques que nous traitons dans cette partie sont relatives a
l’acquisition de connaissances a partir d’ezemples [RK91, chapitre 17], [RN95, chapitre 18]. Nous
serons donc toujours dans une situation ou la donnée est un ensemble d’affectations & un méme
ensemble de variables, diversement présenté ou accessible, ayant également des significations
diverses, mais formalisant des exemples d’un concept ou des situations envisageables dans un
petit monde donné. Nous chercherons alors & intégrer ces exemples & une base de connaissances,
sous la forme d’une formule d’une certaine classe; cette formule formalisera donc la définition
du concept concerné, ou la représentation en intension de ’ensemble des situations envisageables
dans le petit monde, et admettra de fait ’ensemble d’affectations donné, ou un ensemble proche,
comme ensemble de modéles. Nous étudierons les problémes pour chacune des classes de formules
qui nous intéressent.

L’acquisition de connaissances & partir d’exemples est le cadre le plus courant des problé-
matiques d’apprentissage : c’est celui de la forme la plus «pure» du PAC-apprentissage de Va-
liant [Val84|, celui de la Programmation Logique Inductive [DLO1]|, celui encore des problémes
plus généraux de classification (on parle également d’apprentissage supervisé) ou de clustering
(apprentissage non supervisé) [HTF01|. La présentation de connaissances sous forme d’exemples
survient en effet toujours naturellement. Dans le cadre de la classification par exemple, ot il s’agit
de calculer un classifieur (une fonction) attribuant une certaine classe a des affectations, on sup-
pose qu’'un expert du domaine a étiqueté un certain nombre d’objets, en leur attribuant leur
vraie classe. Mais on peut aussi voir les exemples comme des situations envisageables observées
dans un petit monde, par le biais de capteurs par exemple. On peut encore les voir comme les
enregistrements d’une base de données (booléenne) dont les attributs sont les variables décrivant
le petit monde de référence.
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Si l'on considére & nouveau I'exemple du carrefour (préliminaires généraux, paragraphe 3.2),
I’acquisition de connaissances est la problématique qui s’y dessine naturellement si ’on considére
un extra-terrestre arrivant sur Terre, et voulant apprendre le fonctionnement de ce petit monde
en ’observant. Au travers de capteurs par exemple, lui indiquant les couleurs des feux, la présence
de véhicules & leur abord et décelant les coups de sifflet de gendarmes & l'intention de piétons,
il peut ainsi découvrir un certain nombre de situations envisageables. Les processus que nous
étudions dans cette partie prennent alors place lorsqu’il veut convertir cette liste de situations
envisageables en des connaissances & propos de ce petit monde, dans le formalisme qu’accepte
son systéme de gestion de connaissances. Rappelons (voir la discussion du paragraphe 3.1 des
préliminaires généraux) que nous n’étudions pas la pertinence des variables pour décrire ’en-
semble de situations en question, ni les processus de sélection des observations pertinentes. Nous
supposons simplement donné un ensemble d’observations sur un certain ensemble de variables.

Pour ce qui est du petit monde de la thése (paragraphe 3.3 des préliminaires généraux),
les situations envisageables peuvent par exemple étre découvertes en recoupant les souvenirs
de vieux chercheurs et les informations d’'une base de données sommaire des théses qu’ils ont
rapportées, et les connaissances acquises & partir de ces exemples pourraient ainsi servir & un
jeune doctorant...

6.2 Problématiques étudiées

Comme nous ’avons dit, le probléme général dont nous étudions ’algorithmique est le sui-
vant :

Etant donné un ensemble d’affectations M et une classe de formules C, calculer une
formule ¢ de la classe C représentant M.

Bien entendu, le terme «représentery sera entendu différemment pour chaque problématique, et
I’ensemble d’affectations M sera également diversement accessible. Notons que pour les problémes
algorithmiques de ce type, la classe C paramétre la sortie des algorithmes; en conséquence, ces
problémes ne seront en général pas plus faciles pour une classe C que pour une sur-classe C' de

C.

Description et identification Les premiéres problématiques précises auxquelles nous nous in-
téressons (chapitre 7) sont celle de la description dans une classe C et celle de l'identification d'une
telle classe [DP92]. Dans les deux cas, il s’agit de représenter ezactement 1’ensemble d’exemples
donné par une formule de C : en supposant que c’est possible pour la problématique de la des-
cription, et en ajoutant au probléme la vérification que c’est possible pour l'identification. Ces
deux problémes représentent donc une acquisition de connaissances sans généralisation (induc-
tion). Il s’agit plutot de reformuler des connaissances dans la forme qui nous intéresse, ou encore
d’essayer de détecter sous quelle forme un ensemble d’exemples peut étre représenté.

Ces problématiques correspondent par exemple au cas ol 'extra-terrestre du paragraphe 6.1
observe le petit monde du carrefour pendant longtemps, et conclut qu’il y a recueilli toutes les
situations envisageables. Il a donc la connaissance ezacte de son fonctionnement, et n’a plus
qu’a reformuler cette connaissance dans le langage que comprend son systéme de gestion de
connaissances, afin de pouvoir la réutiliser par la suite, d'une part, et de pouvoir l'intégrer a ce
systéme, ol préexistent éventuellement d’autres connaissances, d’autre part.

Approximation Nous étudions ensuite le probléme consistant & approzrimer un ensemble
d’exemples par une formule d’une classe C donnée (chapitre 8), avec des notions d’approxi-
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mation que nous préciserons [SK96|. Il s’agit donc d’intégrer des connaissances dans un langage
précis, par exemple parce que c’est le seul que comprend notre systéme de gestion de connais-
sances, ou encore afin de pouvoir raisonner efficacement avec ces connaissances par la suite ; tout
cela, au besoin en s’autorisant une perte d’information, I’ensemble initial d’exemples n’étant plus
nécessairement ’ensemble des modéles de la formule calculée.

Cette situation correspond par exemple au cas ol notre extra-terrestre ne peut retenir que
des connaissances représentées par des formules affines. Aprés avoir détecté (problématique de
Iidentification) que ses observations ne peuvent pas étre représentées par une telle formule (en
Poccurrence, car le nombre de ces observations n’est pas une puissance de 2), I’extra-terrestre
peut alors procéder & l'approzimation de cet ensemble d’observations, afin d’intégrer & sa base
de connaissances une formule du langage adéquat aussi proche que possible des observations.

PAC-apprentissage Enfin, nous étudierons le probléme du PAC-apprentissage (chapitre 9),
proche de celui de l'approximation mais avec un accés limité a l’ensemble d’exemples [Val84],
le but étant d’étre capable d’apprendre une bonne approximation d’un ensemble d’exemples en
prenant connaissance du moins possible d’entre eux, puis de mettre a jour cette connaissance
au fur et & mesure que sont disponibles de nouveaux exemples. Cette problématique est la plus
proche de la notion d’apprentissage (ou induction) la plus couramment considérée et la plus
naturelle. C’est en fait une formalisation pour la logique propositionnelle du probléme de la
classification lorsque le nombre de classes est limité a deux : la classe des exemples et celle des
contre-ezemples. Cette problématique fait également entrer en scéne des notions de probabilité,
qui formalisent les chances que ’on a d’observer tel ou tel exemple.

Cette problématique permet de formaliser, par exemple, le cas ol notre extra-terrestre ne
peut observer le carrefour que de facon sporadique, puisqu’il a mille autres choses & apprendre
sur la Terre et que chaque venue & ce carrefour gaspille une partie précieuse de son temps.
Il peut se passer longtemps entre deux observations, et dés les premiéres il veut acquérir un
maximum de connaissances, qu’il mettra a jour lorsqu’il reviendra, pour tendre finalement vers
une connaissance exacte.

Nous étudions donc dans cette partie ’algorithmique de ces quatre processus : descrip-
tion, identification, approximation et PAC-apprentissage, lorsque le langage de représentation
de connaissances est I'un de ceux présentés dans la partie I. Dans tous les cas, nous nous intéres-
sons également & la taille des formules calculées, cherchant & la minimiser; en effet, d’une part
cette taille correspond & ’espace requis pour stocker la nouvelle connaissance, et d’autre part, plus
elle est petite, plus le raisonnement sera rapide avec de telles formules (car elles constituent les
données des algorithmes de raisonnement). Rappelons également du chapitre 4, paragraphe 4.3
que nous n’envisageons pas les classes de formules FND comme des langages de représentation
de connaissances & proprement parler ; nous ne les étudions donc que ponctuellement dans cette
partie. Remarquons enfin que la difficulté des problémes que nous étudions va crescendo avec
l'ordre ci-dessus, car ’ensemble d’exemples ou d’observations donné représente la connaissance
moins exactement pour ’approximation que pour la description ou l'identification, et parce qu’il
la représente tout aussi exactement, mais est moins accessible pour le PAC-apprentissage que
pour 'approximation.

A quelques exceptions prés, toutes signalées, les résultats donnés dans le corps des chapitres
sont des contributions originales de cette thése. Nous rappelons de plus, dans le premier pa-
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ragraphe de chaque chapitre, les travaux précédents sur le méme sujet; toutefois, nous nous
limitons principalement aux résultats concernant les classes de formules présentées dans la pre-
miére partie, car ces problémes ont en général été étudiés pour un trop large spectre de langages
pour que tous les résultats puissent étre évoqués.
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Nous étudions tout d’abord les problématiques de description et d’identification [DP92],
c’est-a-dire & la conversion d’un ensemble d’observations en une formule sans perte d’informa-
tion. Nous donnons tout d’abord un algorithme polynomial pour la description d’'un ensemble
d’affectations donné par une formule en FNC, puis un algorithme nouveau, général et efficace,
pour la description d’un tel ensemble par une formule en FNC premiére et pour l'identification
de toutes les classes de formules qui nous intéressent. Nous donnons enfin deux algorithmes,
nouveaux et trés efficaces, pour la description d’un ensemble d’affectations par une formule FNC
monotone ou de Horn, lorsque c’est possible, et pour I'identification de ces classes. Enfin, nous
concluons par la présentation rapide d’algorithmes similaires pour la description par des formules
en FND.

7.1 Présentation et travaux précédents

Nous présentons dans ce paragraphe les formalisations que nous adoptons pour les probléma-
tiques de description et d’identification, puis nos motivations pour les étudier, et enfin un bref
état de ’art sur le sujet.

7.1.1 Formalisation des problématiques

Description Nous commencons par présenter formellement la problématique de la description.
Ce probléme est paramétré par la classe de formules dans laquelle on veut décrire, et de fait chaque

7
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telle classe définit un probléme différent. Soit donc C une classe de formules propositionnelles ;
le probléme de la description dans C est le probléme avec sortie suivant.

Probléme 7.1 (Description[(C])

Donnée : Un ensemble d’affectations M, descriptible dans C, a un ensemble de variables V
Sortie : Une formule ¢ € C décrivant M.

Ainsi, la formule ¢¢ de 'exemple du carrefour est une description de l’ensemble d’affectations
M dans la classe HORN, mais pas dans la classe B1J, méme s§’il existe une formule de cette
derniére classe logiquement équivalente & ¢¢ (voir le chapitre 2, paragraphe 2.4). La formule
¢c est donc une réponse correcte au probléme Description[HORN] pour la donnée My, mais
pas au probléme Description[B1J] pour la méme donnée. Enfin, Mc n’est pas une donnée
acceptable pour le probléme Description[AFFINE], puisqu’il n’existe pas de description affine
de cet ensemble (son cardinal n’étant pas une puissance de 2).

De fagon générale, la donnée du probléme étant un ensemble d’affectations M (et implicite-
ment ’ensemble de variables V'), la complexité d’un algorithme pour ce probléme sera mesurée
en fonction du nombre |M| d’affectations et du nombre |V| de variables. Pour toutes les classes
de formules C qui nous intéressent et pour tout ensemble d’affectations M, lorsqu’il existe au
moins une description de M dans C il en existe toujours une de taille polynomiale en |M| et |V,
comme nous le verrons plus loin, et de fait nous n’avons pas besoin des notions de complexité qui
prennent en compte la taille de la sortie de 1’algorithme évoquées dans les préliminaires généraux
(paragraphe 2.3). Remarquons cependant que ce pourrait étre le cas pour d’autres classes de
formules, comme par exemple la classe des formules ¢ dont chaque clause contient exactement
|Var(¢4)| littéraux, comme nous le verrons plus loin.

Identification Pour une classe de formules C, les données du probléme Description[C] sont
supposées descriptibles dans C; en revanche, celles du probléme Identification[C] peuvent
étre quelconques. Ce probléme ajoute donc & celui de la description la reconnaissance des en-
sembles d’affectations M descriptibles dans C. Formellement, ce probléme peut étre énoncé
comme suit ; soit C une classe de formules propositionnelles (comme pour la description, chaque
classe C définit un probléme différent).

Probléme 7.2 (Identification[C])

Donnée : Un ensemble d’affectations M & un ensemble de variables V
Sortie : «Nonsy si M n’est pas descriptible dans C, et sinon une description de M dans C.

Ce probléme est donc plus difficile que celui de la description dans la méme classe de formules.
Mentionnons par exemple que si ’on sait qu'un ensemble d’affectations M & un ensemble de
variables V est descriptible par une formule FNC contenant trois littéraux ou moins par clause,
il est facile de calculer une telle formule en temps polynomial : il suffit de «projeter» M sur tous
les triplets de variables de V' et de calculer les clauses correspondantes [DP92]; en revanche, le
probléme consistant & décider si un tel ensemble M peut étre décrit par une telle formule est
coNP-complet [KS98|.

La formule ¢¢ de 'exemple du carrefour est donc une réponse correcte au probléme Identi-
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fication[HorN] pour la donnée M¢. Pour ce qui est du probléme Identification[B1J] sur la
méme donnée, la formule ¢¢ n’est pas une réponse correcte, mais la formule 2FNC logiquement
équivalente du chapitre 2, paragraphe 2.4 en est une, et enfin, la seule réponse correcte au
probléme Identification[AFFINE] sur la donnée M¢ est «Nony.

7.1.2 Motivations

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 6, le processus consistant & décrire un ensemble
d’affectations par une formule d’une classe C formalise par exemple la conversion ezacte d’un
ensemble d’observations, ou d’exemples, en une connaissance exprimée dans un langage requis.
Ce processus peut également étre vu comme un processus de compilation d’une base d’exemples,
ou la compilation [CD97, Lib98, DM02] a pour but de réduire la taille de la représentation, une
liste d’exemples étant souvent une représentation coiiteuse en espace, tout en calculant une repré-
sentation exploitable efficacement, comme le sont, pour les principales taches de raisonnement,
les formules des classes qui nous intéressent. On peut aussi voir ce processus comme le calcul
d’une représentation en intension d’'une connaissance donnée en extension : par exemple, & des
fins de communication avec un étre humain, lorsqu’il s’agit de ’informer du fonctionnement d’un
petit monde observé ou de lui définir un concept (voir la discussion sur la lisibilité des représen-
tations dans le chapitre 1, paragraphe 1.1). Encore une fois, lorsque 1'on parle de formules FNC
ou affines définies par la nature de leurs clauses, ce processus permet également d’obtenir une
représentation d’une nouvelle connaissance qui pourra étre ajoutée par conjonction & une base
préexistante.

Pour ce qui est de la problématique de ’identification, son intérét est plus général que celui de
la description. Les utilisations d’un algorithme efficace résolvant ce probléme pour une classe de
formules C sont en effet les mémes que celle d'un algorithme pour la description dans C, mais un tel
algorithme permet de plus de vérifier que I’on peut effectivement décrire I’ensemble d’observations
ou d’exemples considéré dans C. L’algorithme que nous présentons dans le paragraphe 7.3 permet
de plus de déterminer en résolvant le probléme une seule fois toutes les classes de formules, parmi
celles qui nous intéressent, dans lesquelles ’ensemble d’affectations donné peut étre décrit.

Enfin, comme nous ’avons vu dans les préliminaires généraux (paragraphe 3.1), une base
de connaissances définit des liens entre les variables du petit monde ou du concept considéré :
par exemple, des implications, ou encore des ensembles interdits. On voit qu’une représentation
d’une telle base de connaissances par ’ensemble des exemples ou des situations envisageables
décrit ce type de liens de facon implicite, tandis qu’une représentation par une formule (FNC ou
affine en particulier) en représente une partie de maniére ezplicite. On peut méme voir une telle
formule comme une couverture (non nécessairement minimale) de tous les liens de ce type entre
les variables considérées, en ce sens que tous peuvent étre engendrés (par résolution de clauses,
ou par addition membre & membre d’équations) & partir de cette couverture. Alors, méme s’il
n’y a pas a proprement parler de découverte de nouvelles connaissances, on peut tout de méme
voir la description comme un processus permettant d’exhiber des liens entre variables.

7.1.3 Travaux précédents

Origine des problématiques Le probléme de la description est un cas particulier du probléme
de la conversion d’une représentation des fonctions booléennes en une autre, et est & ce titre
un probléme classique. Néanmoins, le probléme de l'identification, et implicitement celui de la
description, ont été formalisés comme des problémes algorithmiques d’Intelligence Artificielle
par Dechter et Pearl [DP92]. Les auteurs voient ce processus comme un processus de découverte
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d’une structure («structure identification») dans une base de données relationnelles donnée, ou
encore comme un processus de compilation de connaissances. Notons que leur formalisation est
plus générale que la notre, pour deux raisons : d’une part, elle prend en compte une classe de
formules C' dans laquelle I’ensemble d’affectations donné est supposé descriptible, définissant ainsi
un probléme différent pour chaque paire de classes (C,C’) ; dans notre formalisation, la classe C’
est toujours la classe de toutes les formules FNC, dans laquelle tout ensemble d’affectations est
descriptible ; d’autre part, leur formalisation se place dans le cadre ol le domaine des variables
n’est pas nécessairement {0, 1}.

Classes de formules Pour ce qui est des résultats correspondant & notre formalisation du
probléme, Dechter et Pearl montrent tout d’abord que les problémes Description[HORN] et
Identification[HORN] peuvent étre résolus en temps O(|M ||V |?) pour une donnée (M, V), en
calculant le cas échéant une formule contenant O(|M||V'|?) clauses. Leur algorithme est basé sur
la notion d’enveloppe, et mentionné également par Kavvadias, Papadimitriou et Sideri [KPS93].
Dechter et Pearl montrent également, de facon générale, que pour une constante k € N le pro-
bléme de la description dans la classe des formules kFNC (c’est-a-dire les formules FNC dont
chaque clause contient au plus k littéraux) peut étre résolu en temps O(|M ||V |¥), en calculant une
formule contenant O(|M||V|¥) clauses; en revanche, le probléme d’identification correspondant
n’y est montré polynomial que dans le cas k < 2 (avec la méme complexité), et le probléme de dé-
cision associé y est conjecturé NP-difficile pour k > 3; cette conjecture est prouvée dans [KS98].
Cependant, la classe des formules kHorn, c’est-a-dire les formules FNC de Horn contenant au
plus k littéraux par clauses, admet un algorithme de description de complexité O(|M||V|F+1),
calculant une formule contenant O(|M ||V |¥+1) clauses, et peut étre identifiée avec la méme com-
plexité. Enfin, Dechter et Pear]l montrent que le probléme consistant & décrire dans les classes des
formules FNC ayant une structure d’arbre (voir aussi l’article plus ancien de Dechter [Dec90])
ou d’étoile, ou a identifier ces classes, est polynomial (nous renvoyons aux articles pour les défi-
nitions, mais notons que ces classes sont définies par la structure de leurs formules).

Un résultat précéde néanmoins cet article. Angluin et al. [AFP92| montrent dans un for-
malisme différent (voir le chapitre 9) que le probléme Description[HoRN] peut étre résolu en
temps O(u?|M||V'|?), ot u est le nombre minimal de clauses dans une description de M, la for-
mule calculée contenant au plus p(|V|+1) clauses ; puisque nous montrons (paragraphe 7.3) que
p vaut toujours au plus |M||V|, la complexité de leur algorithme est également en O(|M |}|V|?);
notons que le fait que cet algorithme, bien qu’exhibé dans un formalisme différent, résout bien
le probléme Identification[HORN] est remarqué par Dechter et Pearl dans leur article.

Les problémes Description[AFFINE] et Identification[AFFINE], quant & eux, admettent
des algorithmes polynomiaux, qui & notre connaissance ne sont pas mentionnés tels quels dans
la littérature, mais découlent de résultats extrémement classiques d’algébre linéaire. Ainsi, la
description polynomiale dans cette classe est assurée par le fait que I’on peut décrire un espace
vectoriel par une formule affine étant donnée simplement une de ses bases (cf. chapitre 3, proposi-
tion 3.5), et qu'une base d’un ensemble d’affectations donné peut étre calculée efficacement avec
un algorithme glouton (de la méme maniére que pour l’approximation, voir la proposition 8.5 du
chapitre 8).

Résultats généraux Si les résultats cités concernant la description exploitent la plupart du
temps des propriétés particuliéres de chaque classe de formules, les résultats concernant 1’iden-
tification utilisent tous un algorithme de description polynomiale, d’une part, et 1'une ou ’autre
de deux méthodes pour décider la descriptibilité de ’ensemble d’affectations M donné, d’autre
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part : la premiére méthode consiste & décider si M est clos par 'opération correspondant a la
classe, lorsqu’elle existe (voir résumé de ces opérations dans le chapitre 5), toutes étant calcu-
lables en temps polynomial de facon évidente; la deuxiéme méthode, quant a elle, consiste a
calculer une formule de la classe susceptible de décrire M, puis de tester qu’elle le décrit bien,
en générant ses modéles. Cette deuxiéme méthode est notamment celle utilisée par Dechter et
Pearl pour la classe B1y [DP92].

Rappelons également que Kavvadias et Sideri [KS98] montrent un résultat de dichotomie
pour le probléme de l'identification dans le formalisme des classes de S-formules (probléme
Inv-SAT[S]), résultat que nous redonnons dans le chapitre 5. Enfin, & notre connaissance ni
la description ni 'identification n’ont été étudiées dans la littérature pour les classes de formules
renommables ou pour les classes de formules en FND.

Notre apport Notre contribution & cet état de ’art est la suivante. Nous unifions les résultats
concernant la description et l'identification pour toutes les classes de formules FNC qui nous
intéressent (que ce soit celles définies en nature ou les classes de formules renommables) et
pour la classe des formules AFFINE, via un algorithme efficace basé sur la notion d’impliqué
premier [ZH02]. Nous donnons ensuite des algorithmes plus efficaces que ceux connus jusqu’alors
pour la description dans les classes HORN, NEG et MONOT, et pour 'identification de ces mémes
classes [HZ03]. Enfin, nous montrons que tous ces algorithmes peuvent étre adaptés, avec la
méme complexité, pour les classes de formules FND qui nous intéressent, sauf pour les classes
HDP-REN-FND et HORN-FND.

7.2 Description en FNC

Nous présentons tout d’abord un algorithme polynomial pour décrire un ensemble d’affecta-
tions M donné en une formule FNC ; cet algorithme servira de base aux autres algorithmes pré-
sentés dans ce chapitre. Notons que comme les formules FNC peuvent décrire tous les ensembles
d’affectations & un méme ensemble de variables, nous n’avons pas d’hypothése particuliére sur la
donnée M. Néanmoins, puisque la formule FNC réduite a la clause vide, (()), est insatisfaisable,
nous pouvons écarter le cas M = () comme trivial. Nous supposons donc, pour tout le chapitre,
que les ensembles d’affectations sont non vides.

Représentation par affectations partielles Si M est un ensemble d’affectations & un en-
semble de variables V', on peut calculer une formule FNC décrivant M en introduisant une clause
pour chaque affectation m du complémentaire de M dans {0, 1}V, de sorte que m soit la seule
affectation a V ne satisfaisant pas cette clause : il suffit de choisir la clause {z |z € V et m[z] =
0}U{—-z|z €V et m[z] =1} (Dechter et Pearl [DP92] appellent cette représentation la «repré-
sentation canonique» de M). Par exemple, pour décrire I’ensemble d’affectations

M¢ = {0000, 0010, 0101, 1000, 1010, 1101}

a l’ensemble de variables Vo = {zpy,zyvp,zvv,zpr} en FNC, on peut calculer la formule
contenant les dix clauses suivantes, correspondant aux dix affectations 0001,0011,...,1111 de
{0,1}Ve\M¢ :

(zpv VaypVayy V -zpr), (zpy Vayp V ~zyy V -zpr),...,(nzpy V "zyp V "zyy V 2T pT)

Mais cet algorithme introduit un nombre exponentiel de clauses dans le pire des cas, le nombre
total d’affectations a V étant [{0,1}V| = 2IV!. Pour éviter cette explosion, nous utilisons des
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affectations partielles & V pour représenter de fagon compacte les éléments du complémentaire
de M dans {0,1}V. Rappelons qu’une affectation partielle & V est une fonction de V dans
{0,1,7} (voir les préliminaires généraux). Celles que nous utilisons correspondent intuitivement
& des clauses, et ce via la définition suivante.

Définition 7.1 (clause/FNC interdisant p, P) Soient V un ensemble de variables, et p une
affectation partielle a V. On appelle clause interdisant p, et on note cl(p), la clause

{z|zeVetplz] =0} U{-z|z eV etpz] =1}

Si P est un ensemble d’affectations partielles a V', on appelle formule FNC interdisant P, et on
note fnc(P), la formule FNC ,¢p cl(p).

Considérons a nouveau ’ensemble de variables Vo = {zpy,zyp,zyy,zpr} de I'exemple du
carrefour. L’ensemble P = {7071,7170,1711,7117} est un ensemble d’affectations partielles a
Ve, son extension ext(Pc) est ’ensemble d’affectations a Vi :

{0,1}Ye\ M¢ = {0001, 0011,0100,0110,0111,1001,1011, 1100, 1110, 1111}
et la formule FNC interdisant P¢ est la formule :
éc = (zvp V ~zpr) A (—wve VZpT) A (mTPY V 22vy V —ZDT) A (mTVve V STvY)

Pour p une affectation partielle & V', on voit facilement que les affectations & V satisfaisant la
clause cl(p) sont exactement les affectations de {0,1}" \ext(p) ; similairement, pour un ensemble
P de telles affectations, on voit que les affectations & V satisfaisant la formule FNC fnc(P) sont
exactement les affectations de {0,1}Y\ezt(P). On a donc le lemme suivant.

Lemme 7.1 Soient V un ensemble de variables et M (resp. P) un ensemble d’affectations (resp.
d’affectations partielles) a V. Si Uestension de P est le complémentaire de M dans {0,1}V, alors
la formule FNC interdisant P, fnc(P), décrit M.

La traduction d’un ensemble d’affectations partielles P en la formule FNC l'interdisant, fnc(P),
nécessite simplement une lecture de P ; étant donné un ensemble d’affectations M & décrire en
FNC, nous cherchons donc & définir un ensemble P(M) d’affectations partielles & V' dont l’exten-
sion soit le complémentaire de M dans {0, 1}V, et pouvant étre construit en temps polynomial
en |[M| et |V|. Rappelons que nous supposons M # ().

Construction La construction que nous proposons peut étre vue comme le calcul du «complé-
mentaire» d’un arbre de décision représentant M (voir préliminaires généraux, paragraphe 2.4).
Nous donnons une intuition de cette construction sur la figure 7.1, dont la partie gauche représente
I'arbre de décision associé & l’ensemble d’affectations M = {0000, 0010, 0101, 1000, 1010,1101}
de I’exemple du carrefour.

On voit que ’ensemble des branches non présentes dans un tel arbre représente le complé-
mentaire de M dans {0,1}". Pour représenter ces branches de facon compacte, nous distinguons
les noeuds internes de ’arbre qui ne possédent qu’un fils, et considérons les racines des fils man-
quants ; ces racines sont marquées par un cercle sur la figure 7.1 (arbre de droite). Il est alors aisé
de voir que les chemins de la racine de l'arbre représentant M & ces racines codent le complé-
mentaire de M dans {0,1}" sous forme d’affectations partielles &4 V', comme indiqué sur I’arbre
de droite de la figure 7.1.
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0000 0010 0101 1000 1010 1101 0001 0011 0100 1001 1011 1100

FiG. 7.1 — L’arbre de décision associé & M¢ et son «complémentaire»

Formalisation C’est cette construction de I’ensemble d’affectations partielles P(M) que nous
formalisons maintenant, en fonction des éléments de M et de V ; nous prouvons ensuite que 1’ex-
tension ext(P(M)) de I’ensemble ainsi construit est bien le complémentaire de M dans {0,1}V,
et concluons avec le lemme 7.1.

Rappelons que nous supposons toujours un ordre total < sur les éléments de V ; nous no-
tons donc ces éléments z1, T2, ...,z de sorte que l'on ait 1 < z3 < ... < z}y|, sans perte
de généralité. Soit alors (mqy,ma,... , | M|) I’ensemble des éléments de M ordonnés par ordre
lexicographique croissant, c’est-a-dire :

m' <m < Fie{1,2,...,|V|},m[z;] = 1,m'[x;] = 0 et Vi' <i,m[zy] = m/[zy]

Intuitivement, l'ordre lexicographique croissant sur les affectations de M est donc 'ordre dans
lequel on lit ces affectations, de gauche a droite, dans l’arbre de décision associé a M (selon
le méme ordre sur les variables). Ainsi, pour ’ensemble d’affectations M¢ de l'exemple, 'ordre
lexicographique est (0000,0010,0101, 1000, 1010,1101). Pour un élément my de M (k > 2), soit
prec(my) le (seul) entier de {1,2,...,|V|} tel que l'on ait :

{ Vie{1,2,...,|V|},i < prec(my) = mp_1[x;] = mg[z;]
mk—l[‘z‘prec(mk)] =0et mk[xprec(mk)] =1

On convient de plus que prec(mi) vaut 0 (dans tous les cas, nous omettons la référence & M
pour alléger les notations) ; intuitivement, prec(my) est donc la profondeur a laquelle la branche
représentant my, dans 'arbre associé & M se «sépare» de la branche immédiatement a sa gauche
(1 pour la racine). Ainsi, sur 'arbre de gauche de la figure 7.1 on voit que l'on a prec(0010) = 3,
prec(1000) = 1 et prec(0000) = 0. Symétriquement, pour un élément my de M (k < |M| — 1),

soit succ(my) le (seul) entier de {1,2,...,|V|} tel que l'on ait :
{ Vie{1,2,...,|V|},i < succ(my) = mg[zi] = mpi1[zi]
mk[wsucc(mk)] =0et mk-l—l[xsucc(mk)] =1
On convient succ(m|pr) = 0. Ainsi, on voit sur la figure 7.1 que l'on a succ(0101) = 1,
succ(1010) = 2 et succ(1101) = 0. Les valeurs prec(m) et succ(m) nous serviront & déter-

miner, intuitivement, la profondeur & partir de laquelle on peut trouver des noeuds internes avec
un seul fils sur la branche représentant my dans 'arbre. On voit en effet aisément que si I'on a
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Entrée : Un ensemble d’affectations M # ) & un ensemble de variables V = {z1,z2,..., 7y}
Sortie : Une formule FNC ¢ décrivant M.
Début
Trier M par ordre lexicographique; /* M = (m1,...,ma) */
P(M) + 0;

Pour k =1,...,|M| Faire
calculer prec(my) et succ(my) ;
Pour i =1,...,|V| Faire
Si on a soit mg[z;] = 1 et i > prec(my), soit mg[z;] = 0 et i > succ(my) Alors
p(my, i)[z}] < my[z;] pour tout i’ < i;
p(mg,i)[x;] < mglz] D 1;
p(my, i)[z}] <7 pour tout ¢’ > i;
P(M) + P(M) U {p(ms,i)}
Fin Si;
Fin Pour;
Fin Pour;
retourner fnc(P(M));
Fin

Fi1G. 7.2 — Algorithme DecrFNC

i > prec(my) et my[i] = 1 (resp. i > succ(my) et mg[i] = 0), alors le noeud représentant z; sur
la branche représentant my n’a qu’un fils.

Pour un tel my et un tel 4, nous introduisons donc ’affectation partielle & V' correspondant
au fils manquant du noeud représentant z;, notée p(my,i) (encore une fois nous omettons la
référence & M pour alléger les notations) ; cette affectation est définie par :

p(mg,1)[z;] = my[z;] pour z; € V,j <1
p(my, i) [z;] = myfz;] 1
p(my,1)[z;] =7 pour z; € V,j >

Considérons ainsi, par exemple, I'affectation 0101 € M¢ ; nous avons vu que succ(0101) vaut
1, donc on a 3 > succ(0101), et comme 0101[3] vaut 0 on introduit laffectation partielle & Vi
p(0101,3) = 0117

Nous définissons enfin I’ensemble d’affectations partielles & V noté P(M), et égal a I’ensemble :

{p(m,i)|m e M,1 <i<|V]et (i>prec(m) et m[z;] =1) ou (i > succ(m) et m[z;] = 0)}

dont I’extension est égale au complémentaire de M dans {0,1}V. Ainsi, pour I’ensemble d’affec-
tations Mg on a :

P(M¢) = {0001,0011,0100,0117,1001, 1011, 1100, 1117}

comme reporté sur la figure 7.1.

Nous sommes finalement en mesure de prouver que ’ensemble P(M) ainsi défini convient
bien, puis que l'on peut décrire un ensemble affectations M en une formule FNC en temps
polynomial ; I’algorithme est résumé sur la figure 7.2.
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Lemme 7.2 Soient V un ensemble de variables et M # () un ensemble d’affectations a V.
L’ensemble P(M) d’affectations partielles a V vérifie ext(P(M)) = {0,1}V\ M.

Preuve Nous montrons tout d’abord que pour tout m € M, on a m ¢ ext(P(M)). Pour tout

i€ {1,2,...,|V|} tel que p(m,i) est défini on a m ¢ ext(p(m,1)), puisque par construction on
a p(m,1)[z;] # m[z;]. Soit maintenant m’' € M avec m' # m, et soit p(m/,), pour un certain
i € {1,2,...,|V|}, un élément de P(M). Par symétrie, supposons que m est plus petit que m’

dans l'ordre lexicographique, et soit ig le plus petit indice avec m[z;,] = 0 et m/[z;,] = 1. Si on
a i > 4p alors on a p(m/,1)[zi,] = m'[zi,] = 1, donc m ¢ ext(p(m’,4)). On ne peut avoir i = ig
car, du fait de la présence de m dans M, on a prec(m’) > ig. Reste donc le cas i < ip. Comme
nous ’avons remarqué on a prec(m') > i, donc p(m’,%) est dans le cas i > succ(m'), et donc
m'[z;] = 0 et p(m/,4)[z;] = 1. Or, par minimalité de ig on a m[z;] = m'[z;] = 0, et finalement on
am ¢ ext(p(m',i)).

Nous montrons maintenant que pour tout m € {0,1}Y\M, on a m € ext(P(M)). Nous
notons encore (my,mo,... M| M‘) les éléments de M triés par ordre lexicographique croissant. Si
m est plus petit que my pour cet ordre, soit ig le plus petit indice avec m[z;,] = 0 et m1[z;,] = 1;
alors par construction on a m € ext(p(m1,ip)). Le cas ot m est plus grand que m, 57| pour lordre
lexicographique est symétrique. Supposons enfin que m est plus grand que m; et plus petit que
mj4+1 pour un certain j € {1,2,...,|M| — 1}, et notons i(j),4(j + 1) les plus petits indices tels
que l'on ait mj[z;;)] = 0, m[zy;)] = 1, m[z;j11)] = 0 et mji1[z(j41)] = 1. Par définition de
prec(m;ji1) et de succ(mj) on a succ(m;) = prec(mji1), et par définition de i(j) et de i(j+1) on
a soit i(j) > succ(m;) (et i(j+1) = prec(mjt1)), soit i(j+1) > prec(m;ji1) (et i(j) = succ(m;)).
Dans le premier cas, on a m € ext(p(m;,i(j))), et dans le second, m € ext(p(m;t1,i(j + 1))).
Finalement, on a bien m € ext(P(M)) dans tous les cas. O

Proposition 7.1 (Description[FNC]) Soit V' un ensemble de variables, et soit M # () un
ensemble d’affectations a V. L’algorithme DecrFNC de la figure 7.2 calcule une description de M
en FNC en temps O(|M||V'|?), et cette description contient au plus |M||V| clauses.

Preuve Clairement, I’algorithme calcule la formule fnc(P(M)). L’ensemble M peut étre trié par
ordre lexicographique en temps O(|M||V]) en utilisant un arbre de décision ; en effet, cet arbre
peut étre construit en temps O(|M||V]) (préliminaires généraux, paragraphe 2.4), et ’ensemble
des branches peut étre lu par un parcours en profondeur, en temps linéaire en la taille de 1’arbre.
La boucle principale de I’algorithme est ensuite exécutée |M| fois. A chaque exécution, les valeurs
prec(my) et succ(my) peuvent étre calculées en temps O(|V]) en lisant mg_1 et my41. Puis la
boucle interne est exécutée |V| fois, avec & chaque fois au plus I'écriture d’une clause, en temps
O(|V|). On obtient donc une complexité en O(|M||V|+|M|(|V|+|V]||V])) = O(|M||V|?). Enfin, le
nombre de clauses est borné par le nombre de couples (mg, 1) avec my € M et i € {1,2,...,|V|},
soit au plus |M||V| clauses. O

Remarque 7.1 (généralisation) Ce calcul est également possible, avec la méme complezité,
si la donnée n’est pas une relation, mais une formule FND associable & un arbre binaire ; nous
entendons par la une formule FND ¢ sur les variables de laquelle on puisse trouver un ordre
total, de sorte que chaque terme de ¢ contenant un littéral formé sur une variable x contienne
également un littéral formé sur chacune des variables plus petites que x. Nous ne détaillons
pas plus ce point ici, mais la construction a partir d’un arbre binaire donne l’intuition, puisqu’on
peut représenter une telle formule FND par un arbre de la méme maniére qu’une relation. Notons
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gu’on peut reconnaitre efficacement ces formules, et calculer un ordre adéquat, en procédant de
facon gloutonne.

7.3 Identification

Nous nous intéressons maintenant & la problématique de 1’identification. Rappelons qu’étant
donnés une classe C de formules propositionnelles et un ensemble d’affectations M, il s’agit de
décider si M a au moins une description dans C et, le cas échéant, d’en calculer une. Nous donnons
ici un nouvel algorithme, basé sur ’algorithme DecrFNC, qui résout ce probléme efficacement et
de facon unifiée pour presque toutes les classes de formules FNC qui nous intéressent ; seule la
classe des formules Horn définies positives renommables échappe & la régle, mais nous verrons
cependant que le probléme peut étre contourné.

7.3.1 Description en FNC premiére

Idée de P’algorithme Notre algorithme est basé sur la notion d’impliqué premier ; nous avons
vu (voir le paragraphe 5.3 page 69) que pour toutes les classes C de formules FNC qui nous
intéressent, une formule FNC premiére est dans C si et seulement si ’ensemble de ses modéles est
descriptible dans C. L’idée de I'algorithme est donc, étant donné M, de calculer une formule FNC
premiére ¢ décrivant M, puis de décider 'appartenance de ¢ a la classe C; si ¢ est une formule
de C, on peut retourner ¢, et sinon on peut conclure que M n’a pas de description dans C, et
donc retourner «Non». C’est la NP-complétude du test de renommabilité d’une formule FNC en
une formule de Horn définie positive qui explique que cet algorithme n’est pas applicable aussi
simplement pour la classe HDP-REN; nous verrons également que les formules affines, du fait
qu’elles ne sont pas des formules FNC, nécessitent un traitement supplémentaire, qui n’altére
cependant pas fondamentalement le principe de 1’algorithme.

Pour calculer une formule FNC premiére décrivant M, nous rendons premiére chaque clause
d’une description de M en FNC, indépendamment; nous avons vu (préliminaires généraux,
paragraphe 1.4) que cette opération préservait I’équivalence logique. Etant donnée une clause
C d’une description de M, nous supprimons de C un nombre maximum de littéraux tout en
maintenant la propriété Vm € M, m = C. On peut le faire de fagon gloutonne, en parcourant
une fois la clause et en décidant pour chaque littéral £ € C et pour chaque affectation m € M si
m empéche de supprimer £ de C, c’est-a-dire si m £ C\{¢} ; mais cela conduit & une complexité
en O(|M||V]) pour chaque littéral de C, et donc en O(|M||V|?) pour chaque clause C. Nous
montrons qu’on peut obtenir une complexité en O(|M||V]), en ne parcourant M qu'une fois
pour une clause C donnée.

Formalisation Pour atteindre cette complexité, pour une clause C fixée nous résumons M en
un tableau T indicé par les littéraux de C' et les affectations m € M. Pour un littéral £ € C et
une affectation m € M, nous mettons T'[¢,m] & 1 si m |= ¢, et & 0 dans le cas contraire.

Par exemple, la figure 7.3 donne le tableau T pour la clause (zpy V —zyp V —zyy) calculée
par l’algorithme DecrFNC pour l'ensemble d’affectations M (clause provenant de affectation
partielle 0117).

Nous devons donc garder un ensemble minimal (pour l'inclusion) de littéraux de C tel que
pour chaque m € M, on ait gardé un littéral £ avec T'[¢,m] = 1. Nous utilisons un ordre total
sur les littéraux, par exemple celui des variables sur lesquelles ils sont formés, et pour chaque
m € M nous distinguons le plus grand littéral £ € C avec T'[¢,m] = 1 : nous notons T'[{,m] = 2.
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| | 0000 | 0010 | 0101 | 1000 | 1010 | 1101 ||
zpv | 0 | 0 | O 1 1 1
—zyp || 1 1 ] 0 1 1 ] 0
avavs 1 0 1 1 0 1

F1a. 7.3 — Le tableau T pour la clause (zpy V —zyp V —zyy) et Uensemble d’affectations M¢

Par exemple, pour l'exemple précédent nous remplacons par 2 les valeurs en gras de la figure 7.3.
Le tableau T' se remplit en une passe, et nous utilisons finalement un algorithme glouton pour
minimiser C sans relire M. Le processus est résumé sur la figure 7.4 ; nous supposons que 1’ordre
choisi sur les littéraux est celui de leurs variables, avec 1 < z2 < --- < z)y|, et que la formule
FNC que l'on rend premiére est la formule calculée par ’algorithme DecrFNC. Ainsi, pour la clause
(zpy V —zyp V —zyy) de Pexemple précédent, 'algorithme retire de la clause le littéral zpy,
car le tableau de la figure 7.3 indique que pour aucune affectation m € Mg ce n’est le dernier
littéral ’assurant d’étre un modeéle de la clause; la liste modeles reste vide. Ensuite, comme on
a T[-zyvp,0010] = 2 (1 sur la figure), l’algorithme garde ce littéral dans la clause, et ajoute les
affectations 0000, 0010, 1000 et 1010 & la liste modeles; en effet, en gardant le littéral ~zyp on
est assuré que ces affectations seront des modéles de la clause. Enfin, ’algorithme considére le
littéral —zy v, et puisque on a T'[-zyy,0101] = 2 et que 0101 n’est pas encore assuré d’étre un
modéle de la clause (il n’est pas dans la liste modeles), on garde également ce littéral. Finalement,
l’algorithme a minimisé la clause (zpy V ~zyp V —zyy) en la clause (mzyp V —zyy). Si on fait
complétement tourner ’algorithme sur ’ensemble d’affectations M¢, on obtient la formule FNC
premiére décrivant Mc¢ :

(zvp V —zpr) A (mzvy V ~zpT) A (2VP V 2DT) A (mTVP V SZVY)

La preuve de la correction et de la complexité de 1’algorithme DecrIP est simple, et énoncée dans
la proposition suivante.

Proposition 7.2 (Description en FNC premiére) Soient V un ensemble de variables, et
M # () un ensemble d’affectations a V. L’algorithme DecrIP calcule une description de M en
FNC et premiére en temps O(|M|?|V|?), et cette description contient au plus |M||V| clauses.

Preuve Le temps d’exécution et le nombre de clauses se lisent directement sur ’algorithme.
Le seul point difficile est la correction de la procédure de minimisation des clauses. Soit donc C
une clause de la formule DecrFNC(M), et notons C’ la clause obtenue de C' aprés minimisation
par l'algorithme. Puisque DecrFNC(M) décrit M, on a Vm € M, m = C, et puisque la procédure
de minimisation garde au moins un littéral £ de C avec T'[¢,m] =1 ou 2 pour tout m € M, par
construction toutes les affectations m € M satisfont bien la clause C’. Reste & montrer que C’
est premiére. Soit £ un littéral de C'; puisque la procédure de minimisation n’a pas retiré £ de
C, on sait que lorsqu’elle a considéré £ il existait m € M avec T[¢,m] = 2 et m ¢ modeles. On
en déduit que m ne satisfait pas la clause C"\{£}, et comme il existe un tel m € M pour chaque
littéral £ € C, que C' est premiére. O

Remarque 7.2 (suite de la remarque 7.1) Le passage a une formule premiére ne fonctionne
plus tel quel avec une formule FND ¢ associable o un arbre binaire comme donnée. En effet, dans
ce cas on ne peut pas maintenir la liste modeles de l’algorithme a jour en temps polynomial. 1
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Entrée : Un ensemble d’affectations M # () a un ensemble de variables V = {z1, 22, ..., 2y}
Sortie : Une formule FNC premiére ¢ décrivant M.
Début

¢ < DecrFNC(M);

Pour chaque clause C € ¢ Faire
/* Création et remplissage du tableau T : */
T < un tableau d’entiers, indicé par les éléments de C et de M ;
Pour chaque m € M Faire

der + 1;

Pour chaque £ € C dans 'ordre décroissant Faire
Sim =L et der=1 Alors [ T[¢,m] + 2; der< 0; |
Sinon Sim |= ¢ Alors T[¢,m] < 1;

Sinon T[¢,m] < 0;
Fin Si;
Fin Pour;
Fin Pour;
/* Minimisation de C : */
modeles < 0;
Pour chaque ¢ € C dans l'ordre croissant Faire

Si 3m € M\modeles avec T/, m| = 2 Alors
/* on garde £ dans C */
modeles < modeles U{m' € M |T[¢,m'] =1 ou 2};

Sinon
C « C\{4};

Fin Si;

Fin Pour;
Fin Pour;
retourner ¢;

Fin

FiG. 7.4 — Algorithme DecrIP
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faut donc employer pour chaque clause C un algorithme glouton, qui décide pour chaque littéral
£ sion aVm € M,m = C\{£}; ce test peut étre réalisé en temps linéaire en la taille |M||V| de

M, mais la complexité totale du processus est alors en O(|M||V|?) pour chaque clause, et donc
en O(|[M|2|V|3) au total.

Une autre remarque importante concernant cet algorithme est qu’il permet de détecter d’éven-
tuels ensembles de variables indépendants dans M, c’est-a-dire une partition {V1,V5,...,Vi} de
V telle que M, vue comme une base de données relationnelle sur I’ensemble d’attributs V', puisse
étre projetée sur les V; sans perte d’information. Par exemple, I’ensemble d’affectations Mo de
I'exemple du carrefour peut étre décomposée sans perte d’information sur les sous-ensembles
{zpv} et {zvp,zvy,zpr} de V. Notons qu'une telle partition maximalement fine est unique.
Pour la calculer, la description ¢ de M calculée par l'algorithme DecrIP étant premiére, il suffit
de calculer les composantes connexes de la relation binaire R sur V' x V définie par : Rz’ si et
seulement s’il existe une clause de ¢ contenant un littéral formé sur x et un littéral formé sur z’.

Enfin, le fait que la description calculée soit premiére garantit que n’y apparaissent que
les variables de V' dont M dépend réellement, c’est-a-dire l'unique sous-ensemble minimal de
variables V! C V tel que M soit I’ensemble des prolongements des éléments de sa projection
sur V a V'. Par exemple, ’ensemble d’affectations M de I’exemple du carrefour ne dépend
réellement que des variables zyp, xyy et zpr, et la variable z py n’apparait pas dans la formule
calculée par I’algorithme DecrIP.

Pour une présentation détaillée des notions d’indépendance, nous renvoyons le lecteur & 1’ar-
ticle de Lang et al. [LLMO02] (la notion du paragraphe précédent y est appelée «V-indépendance
sémantiquey ).

7.3.2 Identification avec les impliqués premiers

Nous pouvons désormais énoncer nos résultats pour le probléme de I’identification d’une classe
C. Rappelons qu’étant donné un ensemble d’affectations M, I'idée est de calculer une description
¢ de M, en FNC et premiére, puis de tester ’appartenance de ¢ a C.

Proposition 7.3 (Identification[C]) Les classes de formules :
HORN,ANTI-HORN,HDP,ANTI-HDP ,NEG,P0s,B1J,HORN-REN, MONOT
sont identifiables dans un ensemble d’affectations M donné a un ensemble de variables V en

temps O(|M|?|V'|?) ; pour toutes les classes, I’éventuelle formule calculée contient au plus |M||V|
clauses.

Preuve L’algorithme DecrIP calcule une formule FNC premiére ¢, contenant au plus |M||V]|
clauses et décrivant M, en temps O(|M|?|V|?) (proposition 7.2). Pour chaque classe de formules
C de I’énoncé on peut tester si ¢ est dans C en temps linéaire en sa taille, c’est-a-dire en temps
O(IM||V'|?) (cf. chapitre 5, paragraphe 5.3). Or, pour chacune de ces classes C, ¢ est dans C si
et seulement si M y est descriptible (paragraphe 5.3 du chapitre 5), ce qui conclut la preuve. O

Ainsi, sur 'exemple du carrefour la formule calculée dans le paragraphe 7.3.1 est une réponse
correcte aux problémes :

Identification[HoRN], Identification[B1J], Identification[HORN-REN]
pour la donnée M¢. En revanche, on voit que la réponse aux problémes :

Identification[HDP], Identification[NEG], Identification[ANTI-HORN] etc.
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pour la méme donnée est «Nony.

La classe des formules Horn définies positives renommables ne peut pas étre montrée identi-
fiable de la méme maniére, puisque décider si une formule FNC donnée appartient & cette classe
est un probléme NP-complet. Nous avons cependant vu (proposition 4.7 du chapitre 2) que les
renommages candidats formaient un sous-ensemble de ’ensemble des renommeés des modéles de
la formule par ’affectation de 1 & toutes les variables. L’ensemble des modeles de la formule
faisant partie de la donnée du probléme, nous pouvons donc tout de méme utiliser le résultat
pour la classe HDP pour montrer que la classe HDP-REN est également identifiable.

Proposition 7.4 (Identification[HDP-REN]) La classe HDP-REN est identifiable dans un
ensemble d’affectations M & un ensemble de variables V en temps O(|M?|V|?); I'éventuelle
formule calculée contient au plus |M||V| clauses.

Preuve Etant donné M, nous calculons tout d’abord une description ¢ de M, en FNC et pre-
miére, avec 1’algorithme DecrIP; ce calcul a une complexité en O(|M|?|V|?), et ¢ contient au
plus O(|M||V]) clauses (proposition 7.2). D’aprés la proposition 4.2 du chapitre 4 et la proposi-
tion 2.8 du chapitre 2, on sait que M est descriptible dans HDP-REN si et seulement si ’on a
¢ € HDP-REN. Pour décider cette appartenance, nous utilisons la proposition 4.7 du chapitre 4,
et décidons donc ¢g, € HDP pour tout p € Mg ; par la proposition, on a ¢ € HDP-REN si et
seulement si l’un de ces renommés est dans HDP. Nous devons donc calculer au plus |M| renom-
més de ¢, chacun en temps linéaire en la taille de ¢, soit en temps O(|M||V|?), et décider pour
chacun ¢’il appartient & HDP, encore une fois en temps O(|M||V|?), et nous avons le résultat. O

Notons que cette idée peut également étre exploitée pour les classes HORN-REN et MONOT, mais
cela donne la méme complexité qu’en utilisant notre procédure. Notons également que pour les
classes HORN-REN, HDP-REN et MONOT, les algorithmes que nous proposons permettent de
réaliser mieuxr que la tache d’identification elle-méme. Elles permettent également de calculer un
renommage adéquat, et méme de décider si ’ensemble M peut étre décrit par une formule, disons
HoORN-renommable, grdice au méme renommage qu’une formule donnée, par exemple une autre
base de connaissances. Il suffit en effet de tester si la conjonction de cette base de connaissances
et de la formule FNC premiére calculée est bien HORN-renommable.

Nous terminons ce paragraphe avec le probléme Identification[AFFINE]. Cette classe ne
peut pas non plus étre montrée identifiable dans le cadre de la proposition 7.3, puisque la notion
de formule affine ne concerne pas les formules FNC ; nous avons cependant vu (chapitre 3) que
les formules FNC premiéres représentant des théories affines avaient une propriété purement
syntaxique particuliére. C’est cette propriété que nous utilisons pour montrer le résultat suivant
dans notre cadre.

Proposition 7.5 (Identification[AFFINE]) La classe AFFINE est identifiable dans un en-
semble d’affectations M & un ensemble de variables V en temps O(|M 2|V |?).

Preuve Nous utilisons le lien syntaxique entre les formules affines et les formules FNC pre-
miéres logiquement équivalentes (proposition 3.7 du chapitre 3). Nous calculons tout d’abord
une description ¢ de M en FNC et premiére avec 'algorithme DecrIP (en temps O(|M|?|V]?),
¢ contenant au plus |M||V| clauses). Nous calculons ensuite la formule af f(¢) (voir chapitre 3),
en temps linéaire en la taille de ¢, soit en temps O(|M||V]?). On sait (voir la remarque aprés
la proposition 3.7 du chapitre 3) que aff(¢$) est logiquement plus forte que ¢, et donc que
les affectations a V' qui la satisfont sont dans M. Il ne reste qu’a vérifier qu’a l'inverse, toutes
les affectations de M la satisfont, en temps linéaire en sa taille pour chacune, soit en temps
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O(|M?|V|?) au total. Si c’est le cas, alors af f(¢) est bien une description affine de M, et dans le
cas contraire la proposition 3.7 du chapitre 3 nous dit que M n’est pas descriptible dans AFFINE.
O

Ainsi, si 'on considére ’exemple du carrefour, on calcule tout d’abord, & partir de la formule
FNC premiére calculée dans le paragraphe 7.3.1, la formule affine :

(.’EVP D rpr = 0) A (.’EVV @ zpr = 1) A ($VP Sryy = 1)

Or, on voit que 'affectation 0000 € M ne satisfait pas la deuxiéme équation de cette formule,
et on en déduit que M¢ n’est pas descriptible dans AFFINE (remarquons cependant que lorsque,
comme dans ce cas, le cardinal de M n’est pas une puissance de 2, on peut obtenir cette conclusion
sans calculer une description de M). En revanche, pour ’exemple de la thése, sur la donnée M,
I’algorithme DecrIP calcule la formule FNC premiére :

Tqu V Tpa) A (ﬁxqu V —Zpg)

Tme V 7Zpg V -Tm) A (mme V Tpg V _‘xin) A (_'xme V Tpg V mm)
Zme V TTpg V ﬁ-'E'L'n)

“Zin V xch) A (xm \ ﬂ-77ch,)

(
h="n
A

La formule A(¢;) est donc la formule :
:f, = ($qu D Ty = 1) A (J;me D Tpg D Tin = 0) A (xm DTchp = 0)

qui est satisfaite par toutes les affectations de M;; on en déduit que M; est descriptible dans
AFFINE, et que ¢} est une description convenable dans cette classe.
Comme nous ’avons annoncé, cet algorithme permet donc en une seule exécution :
— de repérer les variables indépendantes les unes des autres
— de repérer les variables dont M ne dépend pas réellement
— d’obtenir une description de M dans toutes les classes de formules (parmi celles qui nous
intéressent) dans lesquelles il est descriptible
— dans tous les cas, y compris celui ou M n’est descriptible dans aucune classe «intéressantey,
d’obtenir tout de méme une formule premiére le décrivant et de taille comparable ou plus
petite.

7.4 Description et identification optimisées

Nous revenons maintenant au probléme de la description, et montrons que pour certaines
classes, 'idée du paragraphe 7.3 peut bénéficier de 'hypothése que la relation admet une des-
cription dans C. L’idée générale reste la réduction des clauses d’une description en FNC de la
relation initiale, mais guidée par la syntaxe de la classe C. Pour ce qui est des classes NEG et
MoNoOT (paragraphe 7.4.1), & notre connaissance le probléme n’avait jamais été étudié dans la
littérature, et pour ce qui est de la classe HORN (paragraphe 7.4.2), déja largement étudiée (voir
paragraphe 7.1.3), 'algorithme que nous donnons est plus efficace que tous ceux connus jusqu’ici.
Dans les deux cas, puisque 1’on peut tester efficacement si un ensemble d’affectations donné est
dans la classe, les optimisations décrites permettent également d’améliorer la complexité de
I'identification.
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7.4.1 Description en FNC négative ou monotone

Nous nous intéressons tout d’abord a la classe NEG. On sait que la (seule) formule premiére
décrivant un ensemble d’affectations descriptible dans cette classe est formée uniquement de
clauses négatives.

Soient donc un ensemble de variables V' et un ensemble d’affectations M & V', descriptible
dans NEG, et soit ¢ une formule FNC décrivant M. Si on retire des littéraux des clauses de ¢,
on obtient une formule logiquement plus forte, ¢’est-a-dire une formule FNC ¢’ avec ¢' = ¢.
Mais on sait également qu’il existe une formule FNC premiére ¢” logiquement équivalente a ¢
et que ’on peut obtenir a partir de ¢ en minimisant ses clauses, par exemple avec la procédure
du paragraphe précédent ; ¢” étant premiére, on sait qu’on a retiré au moins tous les littéraux
positifs de ¢ pour obtenir ¢"”. Supposons alors qu’on retire ezactement les littéraux positifs de ¢
pour obtenir ¢, on voit que ¢” = ¢'. On obtient donc ¢" = ¢' = ¢, et comme on a ¢" = ¢, on a
bien I’équivalence ¢’ = ¢, ¢’ étant négative. On obtient donc le résultat suivant ; pour résumer,
I’hypothése que M admet une description dans NEG nous permet de réduire les clauses d’une
description de M en FNC sans consulter M a nouveau.

Par exemple, si Viennis est 'ensemble de variables {z1,z2,z3} du chapitre 2 (paragraphe 2.3),
et Miennis 'ensemble d’affectations & Viennis :

{000, 001,010, 100}

représentant tous les matches perdus, l'algorithme DecrFNC calcule sur la donnée Miepnis la
formule FNC :

(11,‘1 \Y ) V —|.7,‘3) A (—|£I,‘1 \Y Z9 V —|.’L‘3) A (ﬂ.’El V —|12)

Puisque l’ensemble My est descriptible dans NEG (voir & nouveau le chapitre 2, para-
graphe 2.3), la formule obtenue de celle-ci en retirant tous les littéraux positifs des clauses :

Gtennis = (T2 V 1x3) A (mz1 V —x3) A (—zg V oxg)

est bien une formule FNC négative décrivant Miennis. Notons en revanche que, méme si c’est le
cas ici, la formule ainsi obtenue n’est pas nécessairement premiére.

Proposition 7.6 (Description[NEc]) Soient V un ensemble de variables et M # () un en-
semble d’affectations & V descriptible dans NEG. On peut calculer une description de M dans
NEG en temps O(|M||V|?), et cette description contient au plus |M||V| clauses. Le probléme
Identification[NEGc] admet la méme complexité.

Preuve La procédure consiste & calculer tout d’abord une description ¢ de M en FNC avec
I’algorithme DecrFNC (en temps O(|M||V|?), ¢ contenant au plus |M||V| clauses), puis & retourner
la formule ¢’ obtenue de ¢ en supprimant toutes les occurrences de littéraux positifs (en temps
linéaire en la taille de ¢, soit O(|M||V|?)). Les remarques du début de ce paragraphe montrant
que ¢’ est bien une description de M, et puisque ¢’ est par construction dans NEG, on a le
résultat pour la description.

Pour montrer le résultat pour lidentification, il faut montrer qu’on peut décider en temps
O(|M||V'|?) si M est descriptible dans NEG ; si la réponse est positive, il suffira de calculer une
description convenable comme ci-dessus. Nous avons vu (proposition 2.10 du chapitre 2) que M
est descriptible dans NEG si et seulement si pour toutes affectations m € M et m' € {0,1}", si
on a m' < m alors m' est également dans M. La transitivité de la relation < nous permet de
vérifier seulement que pour toute affectation m € M et toute affectation m' a V affectant 1 a
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une variable de moins que m on a m' € M, soit au plus |V| tests pour un m € M fixé, et donc
|M||V| tests au final. Nous concluons alors en rappelant qu'un arbre de décision représentant M
permet de tester m’ € M en temps O(|V|), et qu’un tel arbre peut étre construit une fois pour
toutes en temps O(|M||V]) (voir la preuve de la proposition 7.1). O

Evidemment, le résultat dual, pour la classe P0S, est également vrai. Nous montrons que c’est
également vrai pour la classe MONOT, avec une légére modification de la procédure. 11 s’agit en
effet de savoir avec quel signe chaque variable doit apparaitre ; une fois cette information connue,
on peut retirer d'une description en FNC de M les littéraux ayant le «mauvais» signe exactement
comme on retire les littéraux positifs pour la classe NEG.

Soient donc V' un ensemble de variables et M un ensemble d’affectations & V' descriptible
dans MONOT. Soit € V une variable. On voit facilement que z doit apparaitre positivement
dans une description de M si et seulement §'il existe une affectation m € M avec m[z] = 1
et telle que ’affectation m' ne différant de m qu’en z ne soit pas dans M ; le cas ot = doit
apparaitre négativement est dual. Etant donné z, il faut donc vérifier pour tout m € M si
laffectation correspondante m’ est ou non dans M. Afin que ces tests n’augmentent pas la
complexité asymptotique de la description dans NEG, il faut donc étre capable de les réaliser
tous en temps O(|M||V|?), et donc de rechercher m' dans M en temps O(]V|) pour un m donné.
I1 suffit donc a nouveau de représenter M par un arbre de décision (voir le paragraphe 7.2 et la
preuve de la proposition 7.6). Pour ce qui est de l'identification, les mémes tests permettent de
déterminer si un ensemble M, quelconque, d’affectations est descriptible dans MONOT (répondre
«Non» si et seulement s'il existe une variable qui doit apparaitre positivement et négativement).
Finalement, nous obtenons donc le résultat suivant.

Proposition 7.7 (Description[MonoT]) Soient V un ensemble de variables et M # 0 un en-
semble d’affectations a V descriptible dans MONOT. On peut calculer une telle description en
temps O(|M||V|?), et cette description contient au plus |[M||V| clauses. Le probléme Identifi-
cation[MonoT] admet la méme complexité.

7.4.2 Description en FNC de Horn

Nous présentons enfin un algorithme réalisant la description dans la classe HORN d’un en-
semble d’affectations M, supposé descriptible dans cette classe, & un ensemble de variables V'
en temps O(|M||V|(|M]| + |V])). Cet algorithme est de fait plus efficace que tous ceux connus
jusqu’a maintenant. Afin de simplifier la présentation, nous définissons tout d’abord la formule
calculée, et discutons les aspects algorithmiques ensuite.

Formule calculée

L’idée est, comme pour les classes NEG et MONOT, d’obtenir des clauses (de Horn) subsumant
celles de la formule calculée par 1’algorithme DecrFNC, mais cette fois la description en FNC et la
réduction des clauses sont menés en méme temps. On sait tout d’abord que I'on peut garder tous
les littéraux négatifs des clauses; I'objectif est de garder au plus un littéral positif par clause.

Nous réutilisons les notions et les notations du paragraphe 7.2. Soient V' = {z1, o, . .. ,xM}
un ensemble de variables et M # () un ensemble d’affectations & V. De méme que nous avions
deéfini, pour tous m € M et i € {1,2,...,|V|} convenables, I’affectation partielle p(m,i) a V,
nous définissons, pour les mémes m et 4, 'affectation partielle h(m,7) & V'; par construction,
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h(m,1) affectera 0 & au plus une variable de V, et la clause l'interdisant (de Horn) subsumera la
clause interdisant p(m,1).

Pour la définition de h(m, 1), nous distinguons trois cas.

Cas i > prec(m) et m[z;] =1 : Dans ce cas, par construction de p(m,i) on sait que l'on a
p(m,i)[z;] = 0, et donc que la clause cl(p(m,i)) contient le littéral positif z; ; nous montrons que
c’est le littéral positif qu’il faut garder. On sait en effet, toujours par construction de p(m, i), que
lon a Vi’ < i,m[zy] = p(m,i)[zy]; on en déduit que la clause cl(p(m,i))\{z;} n’est pas satisfaite
par m. Or, puisque M est descriptible dans HORN, et puisque la clause cl(p(m,1)) est satisfaite
par tout m € M, on sait qu'il existe une clause de Horn subsumant cl(p(m,)) et satisfaite par
tout m € M ; des remarques précédentes, on conclut que c’est le littéral positif x; qu’il faut
garder dans la clause cl(p(m,i)), et donc que la clause cl(p(m,i)) privée de tous ses littéraux
positifs, sauf x;, convient.

Formellement, nous définissons donc affectation h(m, %) comme suit :

Vi' < i avec m[zy] = 1, h(m,i)[zy] =1
Bm,i)[s] = 0
sinon, h(m,i)[zy] =7

Par exemple, considérons a nouveau ’ensemble d’affectations & Vo = {zpv,zvp,zvy,zpr} de
I’exemple du carrefour :

Mg = {0000, 0010, 0101, 1000, 1010, 1101}

On a prec(0101) = 2, donc on a 4 > prec(0101) et 0101[4] = 1. On a donc h(0101,4) =?170,
interdit par la clause ¢l(?170) = (-zyp V zpr).

Il nous reste a traiter le cas i > succ(m), m[z;] = 0. Nous distinguons & nouveau deux cas;
intuitivement, cette distinction sépare les clauses cl(p(m,i)) dans lesquelles nous garderons un
littéral positif de celles dans lesquelles nous n’en garderons pas.

Pour cela, nous considérons les affectations de M qui ne satisfont aucun des littéraux négatifs
de cl(p(m,1)), autrement dit I’ensemble :

I(m,i) ={m' € M|m/[z;] =1 et Vi' <i,m[zy] =1= m[zy] =1}

Par exemple, considérons a nouveau l’ensemble M¢. On a I(0000,4) = {0101,1101} (avec
p(0000,4) = 0001) et 1(0010,4) = @ (avec p(0010,4) = 0011).

Cet ensemble I(m,4) va nous permettre de calculer 'indice sim(m, i) de ’éventuelle variable
a laquelle garder I'affectation & 0 dans p(m,i). Si I(m,i) est vide, par convention nous posons
sim(m,i) = 0, et sinon nous posons :

sim(m,i) = max{i’ € {1,2,...,|V|}|3Im' € I(m,q),Vi" <i',m/[zy] = m[z:]}

Sur l'exemple, on a donc sim(0000,4) = 2 et sim(0010,4) = 0. Nous pouvons alors traiter les
deux derniers cas.
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Cas sim(m,i) =0 : Si sim(m,i) = 0, tout d’abord, par définition de I(m,1) cela signifie que
toutes les affectations de M satisfont au moins un littéral négatif de ¢l(p(m, 1)) ; on n’a donc pas
besoin de garder un littéral positif dans cette clause, et nous posons donc :

Vi' < i avec m[zy] =1, h(m,i)[zy] =1
h(m,i)[z;] =1
sinon, h(m,i)[zy] =7

Sur l’exemple, on obtient donc V'affectation partielle h(0010,4) =7711, interdit par la clause
Cl(??ll) = (—|:L‘VV \Y% _‘IDT)-

Cas sim(m,i) # 0 : En revanche, si ’ensemble I(m,4) est non vide, cela signifie qu'’il faut
garder une valeur a 0 dans l'affectation partielle p(m,i); rappelons que nous savons, car M a
une description dans HORN, que nous pouvons n’en garder qu’une. Nous choisissons de garder
celle d’indice sim(m,1) :

Vi' < i avec mfzy] =1, h(m,i)[zy] =1

h(m,i)[z;] =1

h(m’i)[xsim(m,i)] =0

sinon, h(m,i)[zy] =7
Sur ’exemple, nous obtenons donc 'affectation partielle A(0000,4) =7071, interdite par la clause
Cl(?O?l) = (.’EVP \Y —|£IIDT)).

Nous devons cependant vérifier que cette définition n’est pas ambigué, c’est-a-dire que l'on

a M[Tgimm,i)] = 0, afin que les différents cas de la définition ne soient pas en conflit pour cet
indice. C’est l'objet du lemme suivant.

Lemme 7.3 Soient V un ensemble de variables et M un ensemble d’affectations a V' descriptible
dans HORN. Soient m € M et i € {1,2,...,|V|} avec i > succ(m) et m[z;] = 0. Si on a
sim(m, i) # 0, alors on a M[T g (m 5] = 0.

Preuve Supposons par 'absurde m[Tsm(m,q)] = 1. Soit alors m’ € I(m,i) une affectation
a V vérifiant Vi’ < sim(m,1),m'[z;] = m[z;]. Par définition de I(m,1), et puisque l'on a, par
définition de succ(m), sim(m, i) < succ(m) <4, on a m'[Tgimm)] = 1, et donc Vi’ < sim(m, i)+
1,m/[zy] = m[zy], ce qui contredit la maximalité de sim(m, ). O

La définition n’est donc pas ambigué. Nous prouvons maintenant qu’elle correspond bien & notre
objectif.

Lemme 7.4 Soient V un ensemble de variables et M un ensemble d’affectations a V' descriptible
dans HORN. Soient m € M et i € {1,2,...,|V|} avec i > succ(m) et m[z;] = 0. Si on a
sim(m,1) # 0, alors on a ¥Ym' € M,m' |= cl(h(m,1)).

Preuve Supposons par I'absurde qu’il existe une affectation m’ € M ne satisfaisant pas la clause
cl(h(m,1)). On a donc par définition de cette clause m' € ext(h(m,1)). Soit alors une affectation
m" € I(m,1) avec Vi’ < sim(m,i),m"[zy] = m[zy]. Puisque M est descriptible dans HORN,
Vaffectation mg = m' Am” est dans M (proposition 2.2 du chapitre 2). Mais on a Vi’ < i, m[z;] =
1= m/[zy] =1 et m"[zy] =1, Aot mg[zy] = 1; d’autre part, on a Vi’ < sim(m,i), m[zy] =
0 = m'"[zy] = 0 = myg[zy] = 0. Finalement, on a Vi’ < sim(m,1), mo[zy] = m[zy]. Mais
comme on a m' € ext(h(m, 1)), on a également m/'[Z g ()] = 0, et donc mg[Zipm(m,5] = 0. On
a donc Vi’ < sim(m,i) + 1, mo[zy] = m[zy], ce qui contredit la maximalité de sim(m, ). O
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La formule DescH(M) Nous pouvons donc désormais définir la formule
DescH(R) = fnc({h(m,1) |soit i > prec(m) et m[z;] =1, soit i > succ(m) et m[z;] = 0})

Ainsi, pour ’exemple du carrefour nous obtenons la formule :

(zvp V —zpr) A (mzvv V -zpr)

DescH (M) = A (—zypVzpr) A (—zypV -zyy)
¢ N (mzpy VazypV-zpr) A (-zpyV-zyy V -zpr)
A (—zpy V-zypVzpr) AN (-zpyV-zypV-zyy)

qui est bien de Horn, et décrit bien I'ensemble d’affectations M. Notons encore une fois que la

formule ainsi obtenue n’est pas nécessairement premiére; ainsi, la formule ci-dessus est logique-
7 7

ment équivalente & la formule :

(xyp V —zpr) A (mzvy V ~zpr) A (—zype V zpr) A (—zype V zyy)

obtenue de la formule DescH (M) en retirant les clauses subsumées par d’autres.
Finalement, nous avons donc le résultat suivant.

Proposition 7.8 (DescH(R)) Soient V' un ensemble de variables, et M un ensemble d’affec-
tations a V' descriptible dans HORN. La formule FNC DescH (M) est une telle description, et
contient au plus |M||V| clauses.

Calcul de la formule

Nous prouvons maintenant qu’étant donné M, la formule DescH(M) peut étre calculée en
temps O(|M||V|(|]M| + |V])). Notons tout d’abord que si prec(m), succ(m) et sim(m,i) sont
connus pour tous m € M et tous i € {1,2,...,|V|} convenables, le calcul de cette formule
requiert un temps O(|M||V'|?) en appliquant directement les définitions. Nous avons vu pour
l’algorithme DecrFNC que le calcul de prec(m) et succ(m) ne posait pas de probléme; le seul
point difficile est donc le calcul de sim(m,1).

Remarquons qu’en calculant cette quantité naivement, on obtient une complexité O(|M||V|)
pour m et 4 fixés, et donc une complexité O(|M|?|V'|?) pour tous les sim(m,4). Nous montrons
que pour m € M fixée, on peut calculer en temps O(|M||V]) la valeur de sim(m,i) pour tous
les i convenables, et donc que 'on peut calculer la valeur de tous les sim(m,i) en temps total

O(IM2|V)).

Nous proposons en effet ’algorithme SIM présenté sur la figure 7.5. Le principe de cet algo-
rithme est d’identifier, pour m € M et i € {1,2,...,|V|} fixés, si un m' € M donné est dans
I'ensemble I(m, ).

En effet, par définition de cet ensemble, si pour la valeur courante de ¢ on a m[z;] = 1 et
m/[z;] = 0, alors on a bien Vi’ > 4,m' ¢ I(m,i'); on peut donc laisser la valeur de sim(m, 1)

inchangée pour tous ' > 7. Sinon, on est sir que m’ est dans ’ensemble I(m,1), et on peut
mettre la valeur de sim(m,i) & jour en fonction de m’. Notons que l’algorithme SIM retourne
une valeur sim(m, %) pour tout ¢ € {1,2,...,|V|}, mais que cela n’a un sens que pour % vérifiant
i > succ(m) et mlz;] = 0.

Nous pouvons finalement établir la complexité totale de ’algorithme, qui est résumé dans la
proposition suivante.
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Entrée : Un ensemble d’affectations M, descriptible dans HORN, & un ensemble de variables V,
et une affectation m € M

Sortie : La valeur de sim(m,4) pour tout ¢ € {1,2,...,|V[} avec i > succ(m) et m[z;] = 0.
Début
Pour i =1,2,...,|V| Faire sim(m,) < 0 Fin Pour;
Pour tout m' € M Faire
ip + max{i € {1,2,...,|V|}|Vi' <i,m'[z}] = m[z]];
1 4 19 ;

Tant Que m'[z;] = 1 ou m[z;] = 0 Faire

Si i > suce(m), m[z;] =0 et m'[z;] =1 Alors
sim(m,i) < max(sim(m,1),10);

Fin Si;
14+ 1+1;

Fin Tant Que;

Fin Pour;
Fin

FiG. 7.5 — Algorithme SIM

Proposition 7.9 (Description[HorN]) Soient V' un ensembles de variables, et M # () un en-
semble d’affectations a M descriptible dans HORN. On peut calculer une telle description en
temps O(|M||V|(|M| + |V])), et cette description contient au plus O(|M||V|) clauses. Le pro-
bléme Identification[HoRN] admet la méme complexité.

Preuve Il suffit de montrer que ’algorithme SIM est correct; en effet, sa complexité est en
O(IM||V]) (c’est direct sur la figure 7.5), et la discussion du début de ce paragraphe conclut. Or,
pour montrer que l'algorithme SIM est correct, par définition de la valeur sim(m,1) il suffit de
montrer que l'instruction :

sim(m, 1) < max(sim(m,1),%9);

est exécutée si et seulement si on a m' € I(m,i), puisque la valeur donnée a iy par I’algorithme
est bien max{i € {1,2,...,|V|}|Vi' < i,m/[z}] = m[z;]}. Mais cette condition est assurée par la
condition de la boucle Tant Que de l'algorithme, et nous avons le résultat. O

Corollaire 7.1 (Description[HDP]) Soient V un ensembles de variables, et M # 0 un en-
semble d’affectations & M descriptible dans HDP. On peut calculer une telle description en
temps O(|M||V|(|M]| + |V|)), et cette description contient au plus O(|M||V|) clauses. Le pro-
bléme Identification[HDP] admet la méme complexité.

Bien évidemment, les résultats duaux, pour les classes ANTI-HORN et ANTI-HDP, sont tout
aussi vrais.

Pour terminer, il est bien slr trés intéressant, en plus d’étre capable de décrire un ensemble
d’affectations en une formule FNC d’une certaine classe, d’étre capable de calculer une telle
description de taille minimale parmi toutes (voir chapitre 6). Pour la classe des formules FNC
négatives (ou celle des formules positives), nous avons vu dans le chapitre 2 qu’il existait une seule
représentation en FNC premiére d’une théorie représentable dans cette classe. On peut donc en
déduire que la formule calculée par l'algorithme DecrIP, lorsqu’elle est négative (resp. positive)



98 Chapitre 7. Description et identification

est minimale. Pour ce qui est de la classe HORN, les résultats de [HK92, HK95| permettent de
réduire une formule FNC de Horn ¢ en une autre formule FNC de Horn, comportant au plus
|V|—1 fois plus de clauses que la plus petite formule de Horn équivalente, en temps quadratique ;
cette «minimisation» passe notamment par la suppression, une & une, des clauses redondantes de
la formule, c’est-a-dire des clauses qui sont impliquées par la conjonction des autres clauses de
la formule courante. [’algorithme DecrIP, comme celui présenté dans ce paragraphe, calculant
une formule contenant moins de |M||V| clauses, on peut dans les deux cas obtenir une formule
«quasi-minimale» (dans le sens évoqué plus haut) en temps O(|M ||V |*). Notons qu’on obtient
ainsi un algorithme plus efficace, mais aussi calculant une formule au moins aussi courte, que tous
les algorithmes connus jusqu’ici. Remarquons enfin qu’en revanche, Hammer et Kogan [HK93|
montrent que le probléme consistant & minimiser une formule de Horn (c’est-a-dire & trouver la
plus courte formule de Horn logiquement équivalente) admet un probléme de décision associé
NP-complet.

7.5 Autres classes de formules et résumé des résultats connus

Nous discutons enfin la description et ’identification pour les classes de formules FND qui
nous intéressent. Nous prenons ’exemple de la classe HORN-FND pour montrer le lien entre les
problémes pour les classes de formules FND et pour celles de formules FNC; le raisonnement
similaire pourra étre appliqué a toutes les autres classes de formules FND, sauf les classes HDP-
REN-FND et DISJAFFINE, présentées dans la partie I.

Considérons donc la classe HORN-FND. Nous avons remarqué (chapitre 5, paragraphe 5.3)
qu’un ensemble d’affectations & un ensemble de variables V' était descriptible dans cette classe
si et seulement si son complémentaire dans {0,1}" était descriptible dans la classe de formules
FNC ANTI-HORN. Soient donc un ensemble de variables V et un ensemble d’affectations M &
V. On peut tout d’abord calculer une formule FNC décrivant {0,1}Y\M en temps linéaire : la
formule FNC interdisant M est en effet une telle formule, et elle contient exactement |M| clauses.
Ainsi, pour ’exemple du carrefour, le complémentaire de I’ensemble d’affectations :

M¢ = {0000,0010,0101, 1000, 1010, 1101}
dans I’ensemble {0,1}Y¢ est décrit par la formule FNC interdisant M :

(zpy VoypVzyy VIpr) AN (zpy VazypV -zyy VIpT)
A\ (J)pv V-zypVazyy V _‘55DT) A (‘!iEpV VzypVayy V ~77DT)
A (_‘37PV VzypV zyy V :IIDT) A (_‘va V-zypVzyy V _‘iL'DT)

Cependant, on ne peut pas transformer cette formule en une formule premiére de la méme
maniére qu’avec l’algorithme DecrIP; en effet, ’ensemble d’affectations & décrire, autrement
dit {0,1}V\M, ne nous est pas donné. Nous devons donc, comme pour la construction de la
remarque 7.2, décider si on supprime chaque littéral de la clause courante en reconsultant M a
chaque fois, et en vérifiant qu’il contient bien, et donc que son complémentaire ne contient pas,
les affectations qui interdiraient la suppression de ce littéral ; il faut donc compter des affectations
de M, en temps O(|M||V]) pour chaque littéral de chaque clause.

Ainsi, en reprenant la formule de I’exemple ci-dessus, on doit tout d’abord compter combien
d’affectations de M empécheraient la suppression du littéral zpy de la premiére clause. Ce sont
les affectations qui ne satisfont pas la clause (zyp V vy V zpr), c’'est-a-dire cette clause privée
du littéral zpy, et on trouve les affectations 0000 et 1000 dans M ; M contient donc toutes les
affectations & Vi qui empécheraient de supprimer zpy de la clause, et donc son complémentaire
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n’en contient aucune : comme c’est lui que nous décrivons, nous pouvons ainsi retirer zpy de
la premiére clause ci-dessus. En revanche, nous ne pouvons pas retirer ensuite son littéral zy p,
car parmi les affectations ne satisfaisant pas la clause (zyy V xpr), M ne contient que les deux
affectations 0000 et 1000 ; son complémentaire contient donc deux affectations ne satisfaisant pas
cette clause. Aprés avoir effectué ce calcul pour tous les littéraux de chaque clause, on obtient la
formule en FNC :

(zvep Vepr) A (—zvp Vayy V -zpr)

qui décrit bien {0,1}Ve\ Mg, et qui est premiére (par construction), et donc la formule en FND
obtenue de celle-ci par la transformation Neg(.) :

(mzvp A—zpr)V (zve A vy AZpr)

est premiére et décrit M. On voit ainsi que M n’est pas descriptible dans HORN-FND, car
cette formule est premiére mais ne fait pas partie de cette classe, mais qu’il est descriptible dans
HORN-REN-FND (renommer zpg par exemple).

Finalement, une formule FND premiére décrivant M peut étre calculée en temps O(|M 2|V |?),
puisque la formule fne(M) ne contient que |M| clauses. Ces remarques montrent que I’algorithme
DecrIP, légérement modifié, permet de décrire et d’identifier pour les classes de formules FND :

HORN-FND, ANTI-HORN-FND, HDP-FND, ANTI-HDP-FND
NEG-FND, Pos-FND, B1ij-FND, HORN-REN-FND, MoNOT-FND

dans un ensemble d’affectations M & un ensemble de variables V en temps O(| M ||V |?), 1’éven-
tuelle formule calculée contenant au plus |M| termes.

Pour la classe DISJAFFINE, en revanche, nous devons encore une fois modifier cette pro-
cédure générale. Nous venons de montrer qu’étant donné un ensemble d’affectations M & un
ensemble de variables V', on pouvait calculer en temps O(|M|?|V|?) une formule FNC premiére
¢ décrivant {0,1}Y\M. Nous considérons alors la formule affine af f(¢), qui peut étre obtenue
en temps linéaire. Puisque l'ensemble des modeéles de af f(¢$) n’est pas accessible directement
a l'algorithme, nous ne pouvons tester Ym € M, m = af f(¢). Nous utilisons alors la proposi-
tion 3.3 du chapitre 3 pour compter en temps O(|$|2|Var(#)|) le nombre d’affectations & V' qui
satisfont ¢, et il ne reste qu’a vérifier que ce nombre est bien égal a 2Vl — |M|; en effet, c’est le
cas si et seulement si la formule af f(¢) décrit {0,1}"'\M (comme pour la proposition 7.5). Il ne
reste plus, le cas échéant, qu’a remplacer dans af f(¢$) la conjonction par la disjonction et & y
inverser les membres droits des équations pour obtenir une description de M dans DISJAFFINE.
De plus, le calcul supplémentaire requiert un temps O(|¢|?|Var(¢)|), et donc O(|M|?|V|) puisque
l'on a |¢| < |M]|. Finalement, on peut bien décrire et identifier pour la classe DISJAFFINE en
temps O(|M|?|V'|?). Notons cependant que pour la description, la derniére étape (celle consis-
tant & compter les modéles) n’est pas nécessaire, puisque par hypothése M est descriptible dans
DISJAFFINE.

Quant aux optimisations du paragraphe 7.4 pour la description, il est clair que la méme
complexité est valable pour les classes de formules FND Pos-FND, NEG-FND et MONOT-FND
(le signe de chaque variable, pour le cas monotone, étant recherché sur M puis inversé pour la
description de {0,1}V\M). En revanche, il ne semble pas que le calcul d'une formule FND de
Horn (ou anti-Horn) décrivant M puisse étre optimisé de méme. Enfin, nous avons laissé de coté
la classe HDP-REN-FND ; pour la description, par hypothése il suffit de calculer une formule
FND premiére, comme ci-dessus, mais il ne semble pas que ’on puisse adapter les procédures

décrites dans ce chapitre pour l'identification de cette classe?.

2C’est cependant un moindre mal, la NP-complétude du test de reconnaissance des formules de cette classe
nous l'ayant fait considérer comme peu intéressante.
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H Classe H Description/Identification ‘ Nombre de clauses H Reéférence H
HORN, ANTI-HORN O(IM||V|(|1M]+|V])) < |M||V]| *
HDP, ANTI-HDP O(|M||V|(|IM|+|V]) < |M||V| *
NEG, Pos, MONOT O(IM||V]?) < |MJ|V| *
Bl O(M||V]?) <3SIVP [DP92]
AFFINE O(IM||V]3) <|V]| * (folklore)
HORN-REN, HDP-REN O(IM[V?) < |MJ|V| *

TaAB. 7.1 — Complexité de la description et de I’identification

Nous résumons les meilleures complexités (en temps) connues pour la description et ’identi-
fication des classes de formules qui nous intéressent dans la table 7.1 : puisque pour toutes ces
classes les complexités de la description et de l'identification sont les mémes, nous ne les différen-
cions pas ; nous indiquons également le nombre de clauses (ou d’équations linéaires) de la formule
produite par l'algorithme de cette complexité. Nous omettons les classes de formules FND, en

renvoyant & la discussion ci-dessus, puisque ces classes ne nous intéressent pas réellement pour
représenter explicitement des connaissances.
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Que faire pour intégrer des connaissances non représentables dans une certaine classe de for-
mules & un systéme de gestion de connaissances n’acceptant que des formules de cette classe?
Selman et Kautz [SK96]| proposent deux notions d’approzimation dans une classe de formules
donnée (duales I'une de l'autre) ; nous nous intéressons dans ce chapitre & ces notions et a leur
algorithmique lorsque la connaissance & intégrer est donnée par un ensemble d’exemples ou de
situations envisageables. Nous rappelons et complétons les résultats déja connus concernant les
approximations faibles, puis ceux concernant les approximations fortes; nous donnons notam-
ment, pour ces derniéres, un algorithme nouveau et efficace pour les classes de formules «re-
nommables» qui nous intéressent. Nous montrons également que les approximations d’ensembles
d’affectations dans la classe des formules affines peuvent étre calculées plus efficacement que pour
les autres classes qui nous intéressent.

8.1 Présentation et travaux précédents
Nous présentons tout d’abord les formalisations des problématiques d’approximation propo-
sées par Selman et Kautz, puis les principales motivations de ces notions, et enfin un bref état

de ’art sur ce sujet.

101
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8.1.1 Formalisation des notions d’approximation

Les notions proposées par Selman et Kautz, quoiqu’initialement présentées en termes de
formules, sont des notions sémantiques. Flles concernent donc principalement des ensembles
d’affectations. Etant donnée une classe de formules C, 1'idée est d’approximer un ensemble d’af-
fectations M par une formule ¢ € C dont I’ensemble de modéles soit aussi proche que possible
de M. 1l s’agit donc d’ajouter (virtuellement) un nombre minimum d’affectations & M pour
obtenir un ensemble descriptible dans C : on parle alors d’approzximation faible de M dans C,
la formule obtenue étant logiquement plus faible qu’une description de I’ensemble d’affectations
donné; dualement, il peut s’agir également de supprimer un nombre minimal d’affectations de
M, et on parle alors d’approzimation forte de M dans C.

Formellement, nous définissons les approximations faibles et fortes d’un ensemble d’affecta-
tions dans une classe de formules comme suit. Nous gardons les abbréviations anglaises (L)UB
(«(Least) Upper Boundy) et (G)LB («(Greatest) Lower Bound») car elles sont devenues clas-
siques.

Définition 8.1 (approximation faible, LUB [SK96]) Soient M un ensemble d’affectations
et C une classe de formules. Une formule ¢ € C est appelée une C-approximation faible (C-UB) de
M si toutes les affectations de M la satisfont. Si, de plus, M n’admet aucune C-UB logiquement

plus forte (strictement) que ¢, on dit que ¢ est une C-approrimation faible minimale (C-LUB)
de M.

Définition 8.2 (approximation forte, GLB [SK96]) Soient M un ensemble d’affectations
a un ensemble de variables V' et C une classe de formules. Une formule ¢ € C est appelée une
C-approximation forte (C-LB) de M si toutes les affectations a V satisfaisant ¢ sont dans M.
Si, de plus, M n’admet aucune C-LB logiquement plus faible (strictement) que ¢, on dit que ¢
est une C-approximation forte maximale (C-GLB) de M.

Dans le cas ou les approximations sont formées sur le méme ensemble de variables que M, une
C-UB ¢ de M est donc une formule de C vérifiant M C M(¢); c’est une C-LUB de M si pour
aucune formule ¢’ de C on n’a M C M(¢') C M(¢). Pour les approximations fortes les notions
sont duales.

Ainsi, pour ’exemple de la thése, on voit que la formule FNC de Horn :

(xin \ _‘xch) A (_“Tin \ $ch)
V=N (TmeV Ly V Zen) A (TZme V Zgy V Zen) A (FZme V gy A Tep)
AN (TmeV Zgy V Tpg) A (TZgy V " Zpg V Zep)

est une HORN-UB de I’ensemble d’affectations M;. En effet, c’est bien une formule FNC de Horn,
et son ensemble de modéles :

M;" = {00111,01000, 10100, 11011, 00000, 00100, 00011, 10000}

inclut M;. C’est méme une HORN-LUB de M;, car on ne peut trouver aucun sous-ensemble
propre de M}" qui 4 la fois inclue M; et soit descriptible dans HORN, comme nous le verrons plus

loin. Dualement, la formule FNC de Horn :

(Zgu) N (mZba) A (5Zin V Zen) A (Zin V Zen) A (Zme V Ten) A (Tme V —Zen)
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dont I'ensemble de modéles {01000,11011} est inclus dans My, est une HORN-LB (et méme une
HORN-GLB) de M. Pour ce qui est de I’exemple du carrefour, la formule affine réduite a une
équation :

(zvp ® zpr = 0)

dont ’ensemble de modeéles est 1'ensemble {00, 11} (sur ’ensemble de ses variables {zvp,zpr}),
est une AFFINE-LUB de M, et la formule affine :

(zvp ® zyv = 1) A (zvp ® zpr = 0)

dont l'ensemble de modeéles est {010,101} en est une AFFINE-GLB.

On voit facilement que les approximations réellement intéressantes du point de vue de I'ac-
quisition de connaissances sont les approximations faibles minimales et les approximations fortes
mazximales. A titre d’illustration, notons par exemple que la formule FNC insatisfaisable (()) est
notamment une HORN-, B1J- et HORN-REN-approximation forte de tout ensemble d’affectations
a un ensemble quelconque de variables ; dualement, la formule FNC tautologique () est, de méme,
notamment une HORN-, B1J- et HORN-REN-approximation faible de tout ensemble d’affectations.
Or, on voit que ces approximations ont peu d’intérét, ne préservant que trés peu la sémantique
des connaissances de départ. Au contraire, nous verrons au chapitre 12 que les C-approximations
faibles minimales et fortes marimales préservent de nombreuses propriétés sémantiques.

8.1.2 Motivations

Comme nous l’avons dit, I’approximation dans une classe de formules prend naturellement
place lorsque ’on veut intégrer une connaissance 4 un systéme n’acceptant des formules que d’une
certaine classe, dans laquelle on ne peut pas représenter cette connaissance exactement, et ol
I’on s’autorise donc une perte d’information afin de pouvoir l'intégrer tout de méme. Dans notre
cadre, nous nous intéressons donc au cas ou les classes de formules dans lesquelles on approxime
sont celles présentées et motivées dans la partie .

Pour ce qui est des motivations de ces notions, elles résident principalement dans les utilisa-
tions possibles de bases de connaissances approximatives ; elles sont au nombre de trois, et nous
les exposons une par une dans la suite.

Vision «confiante» La premiére approche consiste & «oubliery que la base de connaissances
que 'on a acquise par approximation ne représente pas exactement 1’ensemble d’exemples de
départ, et ainsi & faire confiance, en quelque sorte, & ’approximation calculée; cette approche
est notamment discutée par Valiant [Val84] et Khardon et Roth [KR94, KR97]. On considére
alors que cette base de connaissances représente exactement la réalité qu’elle est censée décrire,
ou tout du moins on 'utilise comme si c’était le cas. Cette vision de ’approximation ne nécessite
donc pas de remise en cause des processus de raisonnement ou, plus généralement, d’utilisation
des connaissances. C’est en particulier une approche couramment utilisée en apprentissage (ou
il s’agit également, en général, d’apprendre une approximation de la réalité), ou l'on considére
notamment qu’un (contre-)exemple que l’on n’a pas rencontré, ou pas pris en compte, en ap-
prenant n’impliquera pas d’erreurs significatives de raisonnement, car cela signifie qu’il n’est pas
lui-méme trés représentatif du petit monde auquel il appartient. Plus concrétement, une distri-
bution de probabilités est supposée sur les exemples, et cette méme distribution est utilisée pour
a la fois :

— Formaliser la fréquence des exemples, c’est-a-dire la probabilité qu’ils soient rencontrés, ou

observés, durant ’apprentissage



104 Chapitre 8. Approximation

— Mesurer la qualité de 'approximation calculée en acquérant les connaissances, admettant
ainsi qu’on prenne peu en compte les exemples de faible probabilité
— Mesurer la qualité du raisonnement effectué avec la base de connaissances approximative,
accordant ainsi peu d’importance aux erreurs commises & cause des exemples de faible
probabilité.
Cette distribution de probabilités supposée n’est, bien entendu, qu’un outil pour étudier la qualité
des algorithmes d’approximation ou d’apprentissage; elle n’a pas de représentation dans la base
de connaissances.
A titre d’exemple, considérons 'approximation de I’ensemble d’affectations M¢ de I'exemple
du carrefour par la formule affine (zyp ® zyy = 1) A (zyp @ zpr = 0) (voir paragraphe 8.1.1).
Nous avons vu que I’ensemble de modéles de cette formule était ’ensemble {010,101} (sur l'en-
semble de variables {zyp,zyy,zpr}). L'information perdue par le processus d’approximation
est donc le fait que les situations ou ni le feu pour piétons, ni le feu pour voitures ne sont verts,
et ol 'on n’a pas le droit de traverser, sont envisageables. Remarquons que cette situation repré-
sente intuitivement la période de latence avant le passage de I'un des deux feux au verts, et est
donc la situation la moins fréquente dans la réalité. On peut alors déduire de la base de connais-
sances approximative, si on la considére comme décrivant exactement la réalité, qu’il y a toujours
un et un seul des deux feux au vert. Ce n’est pas vrai, puisque ’ensemble initial de situations
envisageables montre le contraire, mais ’erreur commise en raisonnant ainsi n’a de conséquences
que dans peu de cas : la plupart du temps, c’est vrai. A l'inverse, si en approximant on perd,
par exemple, l'information que des situations dans lesquelles le feu pour voitures est vert sont
envisageables, on pourra alors déduire de la base de connaissances approximative qu’il ne I'est
jamais. L’erreur ainsi commise aura donc des conséquences significatives dans de nombreux cas,
a la mesure de I'importance des informations perdues.
Nous reviendrons sur cette vision des approximations dans le chapitre 9, mais renvoyons
également le lecteur aux discussions trés intéressantes sur le sujet de Valiant [Val84] et Khardon
et Roth [KR94, KR97|.

Vision «méfiante» La deuxiéme approche pour utiliser des connaissances acquises par ap-
proximation consiste a «se souveniry du fait que la base de connaissances ne représente pas
exactement la réalité qu’elle est censée décrire, et & se souvenir des liens qu’elle a avec elle;
par exemple, que c’en est une approximation faible. C’est la piste qu’explorent, tout d’abord,
Selman et Kautz, en exemplifiant ce principe pour la déduction. Nous rappelons ici briévement
ce principe.

Soit M un ensemble d’affectations représentant un ensemble d’exemples, ou de situations
envisageables dans un petit monde donné, soit C une classe de formules, et soit ¢p (resp. ¢p)
une C-approximation faible (resp. forte) de M. Soit une requéte « (une formule propositionnelle),
et soit la question : «a-t-on VYm € M,m = a?». Autrement dit, on veut décider si la formule
a est toujours vraie dans notre petit monde de référence, tout en ne connaissant cette réalité
que par le biais des deux approximations ¢y, et ¢g. En supposant la classe C traitable pour la
déduction, et les approximations de taille raisonnable, on peut décider si ¢y et/ou ¢y, impliquent
a efficacement. En fonction des réponses obtenues, on peut alors déduire les réponses suivantes.

Si ¢y implique «, tout d’abord, cela signifie par définition de I'implication que tous les mo-
déles de ¢, satisfont « ; puisque, par définition d’une approximation faible, toutes les affectations
de M sont des modeéles de ¢yp, on en déduit donc que toutes satisfont a, et donc que la réponse a
notre question est positive. Dualement, si ¢y, n’implique pas o, on peut en déduire que la réponse
a notre question est négative. Restent donc les cas ol ¢, n'implique pas «, mais ¢y, si. Dans
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ce cas, on peut étre amené a répondre «Je ne sais pas», ou encore & reprendre le calcul avec une
description exacte de M, si on a pu en stocker une, éventuellement en utilisant plus de ressources.
Si l’on choisit de répondre «Je ne sais pas», on a donc un processus de raisonnement cohérent,
non complet mais efficace (en supposant, bien entendu, la classe d’approximation traitable pour
la déduction, et les tailles de ¢y et ¢y raisonnables), et si ’on choisit de reprendre le calcul avec
une description exacte de M, un processus cohérent, complet, mais efficace dans une partie des
cas seulement. Pour résumer, dans cette approche on décide donc de la validité d’une réponse
calculée avec une approximation aprés le calcul, en fonction de son résultat.

Pour illustrer ce principe, reprenons ’exemple du carrefour et ses AFFINE-approximations
du paragraphe 8.1.1. Supposons que 'on veuille savoir si dans ce petit monde, la requéte a =
(mzyvpVzpr) («Sile feu pour piétons est vert, on a le droit de traverser» ) est toujours satisfaite.
On voit que tous les modéles de ’AFFINE-LUB ((zyvp @ zpr = 0)) de M satisfont cette
requéte, et on peut donc en déduire que la réponse est également positive pour la «vraie» base
de connaissances que représente M. Dualement, on voit que méme dans les situations envisagées
par la base de connaissances représentée par AFFINE-GLB ((zy p®zyy = D)A(zyp®xpr = 0))
de M, la requéte (—zyy V zpr) («Si le feu pour voitures est vert, on a le droit de traverser )
n’est pas satisfaite, et on peut en déduire que la vraie base de connaissances ne I'implique pas.
Enfin, la requéte —=(zyp A zyy) (les deux feux ne peuvent pas étre verts en méme temps) n’est
pas impliquée par 'approximation faible de M, mais ’est par son approximation forte; on
ne peut donc rien conclure. Intuitivement, on ne peut pas savoir si la situation, envisagée par
l’approximation faible de M¢, dans laquelle les deux feux sont verts a été ajoutée (virtuellement)
4 M¢ afin de pouvoir calculer I’approximation, ou si elle fait réellement partie des situations
envisageées par Mc.

Vision «restrictive» La troisiéme approche, enfin, pour l'utilisation d’une base de connais-
sances acquise par approximation, permet des processus de raisonnement complets, cohérents
et efficaces, mais en restreignant les questions qui peuvent étre posées a la base de connais-
sances approximative. Cette vision a été développée principalement par Kautz, Kearns et Sel-
man [KKS95, SK96] et Khardon et Roth [KR96], mais elle a été également beaucoup étudiée par
del Val [dV95, dV96]. Elle fera ’objet du chapitre 12, mais & titre d’exemple rappelons que si
M est un ensemble d’affectations, ¢, est une HORN-LUB de M et a est une formule FNC de
Horn, alors toutes les affectations de M satisfont « si et seulement si ¢y, implique a [dV95]. Si
la base de connaissances n’est destinée qu’a répondre a des requétes déductives de Horn, on peut
donc y intégrer seulement une HORN-LUB de M sans réelle perte d’information.

Reprenons alors l'exemple de la thése, et la HORN-LUB ¢}’ de M; exhibée dans le para-
graphe 8.1.1. La requéte (e V " Zgy V —Zcp) («Si le document est de qualité et si le lecteur est
chercheur en informatique, la lecture est mémorabley) est impliquée par ¢}”, et comme c’est une
formule FNC de Horn (réduite a une clause), on peut en déduire que toutes les affectations de
M; la satisfont. En revanche, la requéte (x4, V %p,) («Soit le document est de qualité, soit le
travail est baclé», autrement dit «Si le travail n’est pas baclé, le document est de qualité» ), qui
n’est pas en FNC de Horn, n’est pas impliquée par ¢} alors que toutes les affectations de My la
satisfont.

Bonnes approximations Bien évidemment, rien n’empéche de combiner ces deux derniéres
visions de ’approximation, par exemple en intégrant a une base de connaissances une HORN-
approximation faible minimale et une HORN-approximation forte maximale de I’ensemble d’ex-
emples de départ, et en interprétant les réponses aux requétes obtenues avec ces approximations
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de facon différente suivant que la requéte est en FNC de Horn ou non. Rien n’empéche non plus
de privilégier, lorsqu’aucune des deux deniéres approches ne fournit une réponse, I'une des deux
approximations et de lui faire «confiance», comme dans la premiére approche.

Néanmoins, dans tous les cas les approximations ne peuvent étre utiles que si elles satisfont
certains critéres. En effet, pour que ’approximation d’un ensemble d’exemples soit plus intéres-
sant que sa description, le raisonnement doit étre plus facile avec une approximation qu’avec
une description. Nous nous intéressons donc aux classes de formules présentées dans la partie I.
Mais ces approximations doivent également étre de taille comparable ou inférieure & celle de la
connaissance initiale (I’ensemble d’affectations), sans quoi, d’une part 1’espace nécessaire a leur
stockage serait prohibitif, et d’autre part le processus de raisonnement ne serait finalement pas
plus efficace. Ces deux points sont les qualités requises pour la compilation [CD97, Lib98, DMO02].
Enfin, si ’approximation dans une classe de formules est vue comme un processus de compilation
de connaissances, on peut estimer que la complexité de la compilation, c’est-a-dire du calcul des
approximations, est peu importante, car elle est supposée menée «hors-ligne» (voir la thése de
Liberatore [Lib98]); il est cependant bien str important de développer des algorithmes de com-
plexité raisonnable pour ces calculs, afin que la compilation soit au moins possible. C’est donc a
tous ces aspects que nous nous intéressons dans ce chapitre.

8.1.3 D’autres approches pour approximer

Notons que d’autres notions d’approximations sont proposées dans la littérature pour des
bases de connaissances représentées en logique propositionnelle. Mentionnons ainsi la notion
d’approximation d’une fonction booléenne partiellement définie (pdBf), qui donne lieu aux mémes
problématiques que la notion qui nous intéresse, mais ol il s’agit d’approximer un ensemble
d’exemples et un ensemble de contre-exemples donnés; tous les exemples, mais aucun contre-
exemple ne doivent satisfaire la formule calculée. Il est alors intéressant d’étudier le calcul de
I’approximation la plus proche de ’ensemble d’exemples, le calcul de 'approximation la plus
lointaine, et ainsi de suite. Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur au travail de Makino
et al. [MHI99].

Une autre approche de l'approximation est 'approche par modéles caractéristiques |[KKS95,
KR96, EIM98a] : cette notion coincide avec celle d’approximation faible minimale dans certains
cas (comme le cas HORN), mais pas dans le cas général (formules affines par exemple) ; il s’agit
14 de calculer, étant donné un ensemble d’exemples, non plus une formule mais un ensemble
d’affectations qui, vis-a-vis d’une certaine base, caractérise en intension ’ensemble des modéles
de 'approximation calculée. Ces approximations sont surtout utiles lorsque I’on veut représenter
les approximations de fagon plus compacte que par des formules, et lorsque 1’on restreint les
requétes posées 4 la base de connaissances & celles correspondant & la base vis-a-vis de laquelle
est calculée "approximation.

Enfin, mentionnons 1’approche disjonctive DS94, BGM™97|, qui consiste & approximer ol
& décrire un ensemble d’exemples par une disjonction de formules d’une certaine classe C. Si le
nombre de formules participant & la disjonction est raisonnable, on peut alors ramener les requétes
posées & la base de connaissances a cette disjonction, et donc, dans le cas de la déduction par
exemple, & un ensemble de requétes posées & des formules de C.

8.1.4 Travaux précédents

Origine des notions Les notions d’approximations faibles et fortes ont été formalisées par
Selman et Kautz dans leur article fondateur [SK96], dans lequel ils motivent principalement
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ces notions par l'utilisation «méfiante» des approximations pour le raisonnement (l’article traite
principalement 'approximation dans la classe HORN). Les principaux résultats «évidentsy» y
sont présentés et discutés. Notons qu’ils envisagent la notion d’approximation d’une fonction
booléenne (avec nos notations, de {0,1}" dans {0,1}) par une autre, indépendamment de la
représentation de ces fonctions, mais qu’en ce qui concerne les calculs, ils discutent principalement
I'approximation d’une formule FNC par une autre, en donnant deux algorithmes pour calculer
des approximations faibles et fortes.

La notion d’approximation faible minimale d’un ensemble d’affectations, cependant, est déja
présentée dans I'article antérieur de Dechter et Pearl [DP92] qui formalise les problémes de des-
cription et d’identification. En effet, la notion d’identifiabilité forte d’une classe de formules C
y est introduite ; elle formalise la possibilité de calculer efficacement une C-approximation faible
minimale (sous la forme d’une formule) d’un ensemble d’affectations M donné, et de décider
efficacement si cette approximation décrit, ou approxime seulement, M. Cette notion est égale-
ment présente dans la notion de modéles caractéristiques [KKS95, Kha95, KR96|, comme nous
I'avons déja vu. Dans tous les cas, ’approximation est principalement vue comme un processus
de compilation de connaissances.

Classes de formules Ce sont principalement Dechter et Pearl [DP92| et Kavvadias, Papadi-
mitriou et Sideri [KPS93| qui se sont intéressés a 'approximation d’ensembles d’affectations par
des formules (ce qui est notre cadre). Les premiers montrent que la HORN-LUB d’un ensemble
d’affectations M donné est unique & équivalence logique prés, mais que sa taille peut étre ex-
ponentielle en la taille de M. Ils montrent la méme propriété d’unicité «sémantique» pour la
B1-LUB de M, mais montrent également qu’une telle formule peut étre calculée efficacement.
Les seconds, quant & eux, traitent exclusivement le cas de la classe HORN ; ils montrent que le
probléme consitant & calculer une HORN-LUB de M est plus difficile que le probléme consistant
a engendrer toutes les transversales minimales d'un hypergraphe donné (nous reviendrons sur
ce point dans le paragraphe 8.2.2). Pour ce qui est des approximations fortes, pour lesquelles
I'unicité n’est plus de mise, ils montrent qu'une HORN-GLB de M peut étre calculée efficacement
avec un algorithme glouton. Ils introduisent et motivent également la notion de maz-HORN-GLB
de M, c’est-a-dire une HORN-GLB de M avec le nombre maximal de modeéles parmi toutes; ils
montrent que le calcul d’une telle formule admet un probléme de décision associé NP-complet
(la preuve de article est fausse, mais nous en redonnons une dans ce chapitre).

D’autres résultats concernant notre cadre peuvent également étre trouvés dans la littéra-
ture, méme s’il ne sont pas formulés dans les mémes termes. Ainsi, Selman et Kautz [SK96]
et del Val [dV95, dV96] donnent des caractérisations sémantiques des approximations, indépen-
dantes par définition des représentations des connaissances approximée et approximante. Les
premiers montrent que la HORN-LUB d’un ensemble d’affectations est logiquement équivalente
4 la conjonction de toutes les clauses de Horn satisfaites par toutes les affectations, et le se-
cond généralise cette proposition au cas de toutes les classes de formules définies en nature et
stables par subsomption. Selman et Kautz [SK96| donnent également quelques résultats expéri-
mentaux sur la qualité des approximations (en termes du nombre des requétes auxquelles elles
permettent de répondre), et del Val discute également ce point [dV96, paragraphe 6]. Enfin,
mentionnons que del Val [dV96] discute la généralisation des notions d’approximation pour des
bases de connaissances représentées au premier ordre.

Notre apport Notre contribution & cet état de I’art est la suivante. Pour ce qui est des ap-
proximations faibles, nous exhibons des exemples pour lesquels la taille d'une HDP- ou d’une
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NEG-approximation faible minimale est exponentiellement plus grande que la taille de I’ensemble
d’affectations approximé, et nous montrons que pour les classes de formules C-renommables il
existe en général plusieurs approximations faibles minimales de M non logiquement équivalentes
les unes aux autres, dont les nombres de modéles peuvent de plus étre exponentiellement dif-
férents; nous discutons des pistes de recherche pour étudier ces approximations. Pour ce qui
est des approximations fortes, nous traitons tout d’abord le calcul d’une C-GLB quelconque, et
montrons que ’algorithme glouton proposé pour la classe HORN par Kavvadias et al. [KPS93|
peut étre adapté a toutes les classes de formules qui nous intéressent ; si la généralisation est di-
recte pour les classes définies en nature, le résultat est moins trivial pour les classes de formules
C-renommables. Enfin, nous traitons le calcul d’une C-GLB d’un ensemble d’affectations donné
avec le nombre maximal de modéles. Nous donnons une nouvelle preuve de l'intraitabilité de ce
calcul pour la classe HORN (celle de Kavvadias et al. étant fausse), et montrons que ce calcul est
également intraitable, avec une preuve similaire, pour la classe B1J; nous montrons en revanche
qu’il peut étre effectué en temps subexponentiel pour la classe AFFINE. Ces résultats ont été
publiés partiellement [Zan02a, Zan02b|.

8.2 Approximations faibles

Nous traitons tout d’abord le calcul de C-approximations faibles d’un ensemble d’affectations
M donné, ou C est 'une des classes de formules qui nous intéressent pour représenter expli-
citement des connaissances. Rappelons qu’il s’agit intuitivement d’ajouter (virtuellement) un
ensemble minimal d’affectations & M afin d’obtenir un ensemble descriptible dans C.

8.2.1 Caractérisations

Nous verrons dans ce paragraphe que, contrairement aux problémes de description ou d’iden-
tification, les résultats de traitabilité sont trés différents d’une classe C & ’autre pour le calcul
d’approximations faibles. Néanmoins, le résultat suivant est commun a toutes les classes définies
en nature qui nous intéressent.

Proposition 8.1 (unicité sémantique de la LUB) Soit C l'une des classes de formules :
HorN, ANTI-HORN, HDP, ANTI-HDP, Pos, NEG, B1J, AFFINE

et soit M un ensemble d’affectations a un ensemble de variables V. Une C-LUB ¢y de M existe
et est unique a l’équivalence logique prés. L’ensemble des affectations a V' qui la satisfont est la
cloture Cle(M) de M par lopération correspondant a la classe C.

Preuve Pour toutes les classes C de 1’énoncé nous avons vu dans la partie I qu’un ensemble
d’affectations M est descriptible dans C si et seulement si on a M = Cl¢(M). De fait, tout
ensemble d’affectations descriptible dans C et incluant M contient Cl¢(M); c’est donc vrai
en particulier pour ’ensemble de modéles de toute C-LUB de M (formée sur V, sans perte
de généralité). Mais comme Cl¢(M) est descriptible dans C, il inclut également 1’ensemble de
modéles d’'une C-LUB de M. C’est donc bien ’ensemble de modéles d’une C-LUB de M, et
comme il est inclus dans tous les autres il est bien unique. O
Ainsi, on voit que la formule FNC de Horn ¢}” exhibée dans le paragraphe 8.1.1 est bien une
HORN-LUB de 'ensemble d’affectations M;, puisque 'on a M(¢}") = Clygopn(Mi); de plus,

toutes les HORN-LUB de M; sont logiquement équivalentes a ¢}’
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De facon plus générale, remarquons qu’une condition suffisante pour 'unicité sémantique de
la C-LUB de M est la stabilité de la classe C par conjonction. En effet, on voit alors que la
conjonction de toutes les C-approximations faibles de M est encore une C-approximation faible
de M, et que ’ensemble de ses modéles est inclus dans celui de toutes les autres.

Le cas est différent pour les classes de formules C-renommables : l'existence est toujours
garantie, mais pas 1'unicité. De plus, dans ce cas plusieurs LUBs non logiquement équivalentes
peuvent avoir des nombres exponentiellement différents de modéles.

Proposition 8.2 (HORN-REN-, HDP-REN-, MONOT-LUB) Si C est l'une des classes de
formules :

HorN-REN, HDP-REN, MONOT

alors il existe une famille d’ensembles d’affectations (My)nen et deuz familles de formules de
C, (¢n)nen et (8, )nen, telles que pour tout n € N, ¢, et ¢, soient deur C-LUBs de M, non
logiguement équivalentes et que le nombre de modéles de ¢y, exprimé en fonction de n, soit
exponentiellement plus grand que celui de ¢l,.

Preuve Nous considérons le méme ensemble d’affectations M, pour les trois cas. Pour n €
N,n > 4 (cette derniére hypothése ne changeant pas le résultat), nous définissons M, comme
Iensemble de toutes les affectations a V,, = {x1,z9,...,z,} affectant 0 & exactement deux
variables :

M, ={0011...111,0101...111,...,111...100}

Pour i,j € {1,2,...,n},i < j, nous notons m; ; 'affectation qui affecte 0 & z; et z;, et 1 &
x pour tout k € {1,2,...,n},k # i,j. Nous définissons alors ¢, et ¢/, par leurs ensembles de
modeles My, et My (il suffit ensuite de considérer des descriptions dans C de ces ensembles).

[cas HORN-renommable] Pour C = HORN-REN, nous posons :

My, = Clgrorn (Mn)

Cet ensemble est par construction I’ensemble de modéles d’'une HORN-REN-UB de M,,, et contient
toutes les affectations de {0,1}"» hormis celles qui affectent 0 & une seule, ou & aucune variable.
Nous montrons que My, est I’ensemble de modéles d’'une HORN-REN-LUB de M,,.

Pour cela, nous montrons que I’ensemble de modéles d’aucune autre HORN-REN-LUB de M,
n’est strictement inclus dans My, . Soit donc M), 'ensemble de modéles d’une HORN-REN-LUB
de M. Alors il existe un renommage p de V;, tel que (M],)g, est descriptible dans HORN, c’est-
a-dire clos par 'opérateur A (proposition 2.2 page 32). Les variables jouant des roles symétriques
dans M,,, on peut supposer sans perte de généralité que p renomme exactement les variables
Z1,Z2,...,ZTr pour un entier k € {0,...,n}. Si k = 0, tout d’abord, alors on a M} = M,,. Si
k = 1, nous montrons My, C M, (on a méme I'égalité, mais cela n’apporte rien a la preuve) ; en
effet, si m est une affectation de My, nous avons vu que m affecte 0 & au moins deux variables
de Vj, ; de fait, si m affecte 0 & z1, alors mg, est égal au produit :

/\ (m1,5)ep
j€4{2,3,...,n},m[j]=0

qui est dans (M) @, puisque ce dernier inclut nécessairement Clyyogy ((Mn)ap) et que le produit
n’est pas vide (m affecte 0 & au moins deux variables) ; si m affecte 1 & 1, alors mg, est égal

au produit :
/\ (mij)ap
1,€{2,3,...,n},m[i]=m[j]=0
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qui est dans (M},)e, pour les mémes raisons. Donc on a (My)e, C (M,)a,, et donc M, C M;,.
Dans le cas général (k > 2), nous montrons que M, contient au moins une affectation que
M, ne contient pas. En effet, on voit qu’alors ’affectation :

m = (ml,n)@p A (mZ,n)GBp

qui est par construction dans (M,)e,, affecte 0 & la variable z; € V;, si et seulement sion ai < k
ou i = n, et de fait on a mg, = 1y, ,0 (Iaffectation de 1 & toutes les variables de V,, sauf a
T), d’ott on déduit 1y, ,0 € M}, ; or, nous avons vu que toute affectation de My, affectait 0 a
au moins deux variables, d’ou M), Z My, .

Finalement, My, est bien I’ensemble de modeles d'une HORN-REN-LUB de M,,. Mais par
construction, I’ensemble d’affectations My défini par :

M;, = CIHORN((MH)@H)GBE

est également I’ensemble de modeles d'une HORN-REN-UB de M, ; or My, n’est pas inclus dans

M],, puisque pour n > 4, I'affectation m avec m[zi] = 1 et Vz € V,,z # 1 = m[z] = 0 est

dans My, mais pas dans M, ; donc il existe un ensemble d’affectations My C M), My # M,

tel que My est 'ensemble de modeles d'une HORN-REN-LUB de M, Or, il est facile de voir
n(n—1)

que l'on a [My, | = 2" —n — 1 mais [My | < =5~ +n+ 1.

[cas HDP-renommable et monotone] Pour le cas des HDP-REN-LUB, il suffit de considérer les
ensembles My, U {1y, } et My U{0Oy,} (voir la proposition 2.5 du chapitre 2) ; les affectations Ty,
et Oy, n’étant pas impliquées dans la preuve pour les HORN-REN-LUBS, et la classe HDP-REN
étant incluse dans la classe HORN-REN, on a le résultat. Enfin, pour le cas monotone il suffit de
remarquer que les ensembles My, et My du cas HORN-renommable sont monotones (avec les
mémes renommages dans NEG que dans HORN), et encore une fois de conclure avec l'inclusion
MONOT C HORN-REN. O

8.2.2 Calcul d’une approximation faible

Nous nous intéressons maintenant au calcul d’'une C-approximation faible minimale d’une
relation donnée. Formellement, le probléme (avec sortie) que nous traitons est donc le suivant.
Soit C une classe de formules.

Probléme 8.1 (LUB[C])

Donnée : Un ensemble d’affectations M
Sortie : Une C-approzimation faible minimale de M.

Approximations faibles minimales de taille exponentielle Comme nous l'avons dit,
Kautz, Kearns et Selman [KKS95] montrent (dans un but différent du notre) que la taille (nombre
d’occurrences de littéraux) de la plus petite HORN-LUB d’un ensemble d’affectations M & un
ensemble de variables V' est potentiellement exponentiellement plus grande que la taille |M||V|
de M. Nous rappelons ce résultat ci-dessous, et montrons qu’il vaut également pour les classes
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HDP et NEG. Bien entendu, si 'on considére les exemples duaux (obtenus de ceux-ci en re-
nommant toutes les variables), on voit qu’ils montrent le méme résultat pour les classes duales
ANTI-HORN, ANTI-HDP et Pos. De fait, nous considérons que les problémes :

LUB[Horn], LUB[ANTI-HORN], LUB[HDP], LUB[ANTI-HDP], LUB[NEG], LUB[Pos]

sont intraitables (voir la discussion des préliminaires généraux, paragraphe 2.3 sur l'intraitabilité
des problémes avec sortie). De plus, ce résultat montre qu'’il n’est pas nécessairement avantageux
de stocker systématiquement dans une base de connaissances de telles approximations plutot que
I’ensemble d’affectations de départ : d’une part I’espace nécessaire est potentiellement prohibitif,
et d’autre part les algorithmes de raisonnement ont alors & traiter des données de grande taille.

Proposition 8.3 (LUB exponentielle [KKS95, théoréme 6]) Soit C ['une des classes de
formules :

HorN, ANTI-HORN, NEG, Pos, HDP, ANTI-HDP

Alors il existe une famille (My,)nen d’ensembles d’affectations et une famille (¢n,)nen de formules
de C telles que pour tout n € N, ¢, est une C-LUB de M, il n’existe aucune formule de C
logiguement équivalente & ¢, et de taille inférieure, et la taille de ¢y, exprimée en fonction de n,
est exponentiellement plus grande que la taille de M,.

Preuve Les auteurs traitent le cas Horn, et considérent pour un n € N ’ensemble de variables
Vo = {zi,z;|i € {1,2,...,n}} et 'ensemble d’affectations M, qui contient, pour tout i €
{1,2,...,n}, toutes les affectations m a V;, avec m[z;] = m[z}] =0 et 35 € {1,2,...,n},j #1
tel que Vk € {1,2,...,n}, k # 0,5 = m[zx] = m[z}] = 1 et, soit m[z;] = 1, soit m[z}] =1 (soit
les deux). Si on suppose que 'ordre sur les variables est z; <z < 13 < 7, < -+ <z, < z,, on
a donc :

M, = {00111111...11,00011111...11,00101111... 11}
U {00111111...11,00110111...11,00111011...11}
g ---

U {001111...1111,001111...1101,001111...1110}
U {11001111...11,01001111...11,10001111...11}
U {11001111...11,11000111...11,11001011...11}
y ---

U {110011...1111,110011...1101,110011...1110}
U

U {111111...1100,011111...1100,101111...1100}
U {111111...1100,110111...1100,111011...1100}
U

U {1111...111100,1111...110100,1111...111000}

Les auteurs montrent alors que la formule FNC de Horn :

bn = A\ (my1 V-ya Ve Voyy)
Vie{1,2,...,n},y;€{z;,}}

est une HORN-LUB de M, et qu’il n’existe pas de formule FNC logiquement équivalente et plus
petite. Or, la taille de M, est |M,||V,| < 6n%(n — 1), et celle de ¢ est n2".
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Le résultat dual vaut pour la classe ANTI-HORN. Mais remarquons également que pour tout
n € N la formule ¢, est en FNC négative; c’est donc une NEG-UB de M,,, mais comme c’est
une HORN-LUB de M,, c’est a fortiori une NEG-LUB de M,,. A nouveau le résultat dual vaut
pour la classe Pos.

Pour la classe HDP, remarquons que si ’énoncé n’était pas vrai, alors pour tout ensemble
d’affectations M & un ensemble de variables V il existerait une HDP-LUB ¢ de taille non
exponentiellement plus grande que celle de M. On pourrait alors construire une HORN-LUB ¢/
de M, de taille non exponentiellement plus grande que celle de M, en posant ¢' = ¢ si 1y, € M,
et ¢' = @A\ —x sinon; ceci contredit la premiére partie de I’énoncé. Bien entendu, le résultat
dual est valable pour la classe ANTI-HDP. O

Transversales d’un hypergraphe On peut cependant exprimer plus finement la complexité
de ces problémes, méme si nous les considérons comme intraitables. Ces problémes sont en effet
étroitement liés au probléme du calcul des transversales minimales d’un hypergraphe [EG95b].
Ce probléme peut étre formulé comme le probléme de dualisation d’une formule négative, c’est-
a-dire du calcul d’une formule FNC logiquement équivalente & une formule FND négative don-
née (voir 'article de Domingo et al. [DMP99] par exemple). Eiter et Gottlob [EG95b]| discutent
de nombreux problémes algorithmiques liés & ce calcul, et nous renvoyons a leur article pour les
définitions. Pour ce probléme, dont la sortie (nombre de clauses de la formule FNC) peut étre
exponentiellement plus grande que l’entrée, le meilleur algorithme connu est de complexité subex-
ponentielle en la taille de la sortie [FK96, KS03] (voir l'article de Johnson et al. [JYP88] pour les
notions de complexité en fonction de la taille de la sortie). Kavvadias et al. [KPS93] montrent que
si ’on peut calculer une HORN-LUB d’un ensemble d’affectations donné en temps polynomial en
la taille de la plus petite telle LUB, alors on peut également calculer les transversales minimales
d’un hypergraphe donné en temps polynomial (toujours en la taille de la sortie) [KPS93, théo-
réme 1], et de méme si on demande que les algorithmes énumérent les clauses de la HORN-LUB
(resp. les transversales de ’hypergraphe) en temps polynomial. Le calcul d’'une HORN-LUB est
donc plus difficile que le calcul des transversales. Les auteurs laissent la réciproque ouverte, mais
conjecturent qu’elle est vraie, et donc que les problémes sont équivalents. Khardon [Kha95] com-
pléte ces travaux en montrant que ce probléme est équivalent au probléme de décision associé,
consistant & décider si une formule de Horn donnée est ou non une HORN-LUB d’un ensemble
d’affectations donné, et en donnant d’autres résultats reliés.

Bien entendu, il en va de méme pour la classe HDP (voir la preuve de la proposition 8.3).
Enfin, le calcul d’'une NEG-LUB est, lui, équivalent au probléme des transversales d’hypergraphe,
puisqu’étant donné un ensemble d’affectations M & un ensemble de variables V', la formule FND :

AN

meMNm/'eM,m' <m zeV,m[z]=0

est logiquement équivalente & toute NEG-LUB de M.

Enfin, citons I’algorithme probabiliste de Kautz et al. [KKS95, théoréme 15|, qui calcule une
HORN-UB d’un ensemble d’affectations qui en est avec forte probabilité une bonne approxima-
tion (en termes de nombres de modéles) ; cet algorithme est basé sur 'algorithme d’Angluin et
al. [AFP92| pour PAC-apprendre une formule de Horn (voir chapitre 9).

Pour plus de détails sur le probléme des transversales d’hypergraphe, nous renvoyons le lecteur
au récent article de Kavvadias et Stavropoulos [KS03].
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Cas polynomiaux En fait, parmi les classes de formules qui nous intéressent, seules deux sont
traitables pour le calcul d’une approximation faible minimale : les classes B1J et AFFINE. Le cas
bijonctif étant traité dans [DP92, KS98] et le cas affine dans [KS98], nous rappelons simplement
les résultats et I'idée des algorithmes. Le cas bijonctif tire avantage du nombre quadratique (en
|V|) de 2clauses formées sur un ensemble de variables V', et le cas affine de la caractérisation
d’une approximation faible minimale par une base.

Proposition 8.4 (LUB[B1J]) Soit M un ensemble d’affectations & un méme ensemble de va-
riables V.. On peut calculer une BUI-LUB de M en temps O(|M||V|?), et la formule obtenue
contient moins de 3|V |* clauses.

Idée de la preuve Nous rappelons simplement la construction, et renvoyons a [DP92] pour
la preuve que la formule ¢ construite est bien une B1J-LUB de M. Considérons la formule ¢
définie comme la conjonction de toutes les 2clauses C' sur V' qui vérifient Ym € M,m = C.
On peut calculer cette formule en temps O(|M||V|?); en effet, il existe O(|V|?) 2clauses sur V,
que 'on peut facilement énumeérer, et pour chacune il suffit de décider si Vm € M, m |= C, en
temps O(|M|) pour chacune. Si M est vide, on peut de plus poser directement ¢ = (()). Dans
le cas contraire, pour une paire {z,z'} de variables de V, ¢ ne peut contenir les quatre clauses
de cardinal 2 formées sur {z,z'} (sinon elle serait insatisfaisable), donc elle en contient au plus
trois; de méme, pour une variable donnée z € V, ¢ ne peut contenir les deux clauses unitaires
(z) et (—z), et ¢ ne peut contenir la clause vide (). Donc ¢ contient au plus 3|V|(|V| — 1) +|V|
clauses, soit moins de 2|V|2. O

Considérons par exemple ’ensemble d’affectations M; du petit monde de la thése :
M, = {00111,01000, 10100, 11011}

sur I’ensemble de variables {Zme, Zqu; Toa, Tin, Ten}- On voit que les seules restrictions de My a
un couple de variables différentes de {00,01,10,11} sont ses restrictions aux couples (Zqu, Zbq)
et (Zin, Ten), qui sont {01,10} et {00, 11}, respectivement. De fait, la formule 2FNC :

(Zqu V Zpa) A (CZgu V 2Zbg) A (Tin V 7Zep) A (DZin V Zep)

est une B1J-LUB de M;.

Proposition 8.5 (LUB[AFFINE]) Soit M un ensemble d’affectations a un méme ensemble de
variables V. On peut calculer une AFFINE-LUB de M en temps O(|M||V[?).

Preuve Nous supposons Oy € M, sans perte de généralité (voir la proposition 3.4 page 46
et la discussion qui suit), afin de nous ramener au cadre des espaces vectoriels. Nous cherchons
donc une description de I’espace vectoriel Cl A pping (M). Par définition de I’ AFFINE-cloture, tout
ensemble linéairement indépendant d’affectations de M maximal pour ’inclusion est une base
de cet espace vectoriel. Nous cherchons donc & calculer un tel ensemble; or, ce calcul peut étre
effectué de fagon gloutonne, en testant pour chaque affectation candidate si elle est linéairement
indépendante de I’ensemble B courant, en temps O(|B|%|V|) avec le pivot de Gauss. On peut donc
calculer une base en temps O(|M||V|?), puisque 1'on a |B| < |V, et il suffit ensuite de calculer
une description affine de 1’espace admettant cette base, en temps O(|V|®) (proposition 3.5 du
chapitre 3). O

Ainsi, pour 'ensemble d’affectations M¢ de 'exemple du carrefour :

{0000, 0010, 0101, 1000, 1010, 1101}
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qui contient déja affectation Oy, on peut calculer la base {0010,0101,1000}, puis calculer la
formule affine :

(xyvp ®zpr =0)

qui, comme nous ’avons vu dans le paragraphe 8.1.1, est bien une AFFINE-LUB de M.

Pour ce qui est des classes des formules C-renommables, puisque en général il n’y a pas unicité
sémantique de la C-LUB, il serait pertinent de s’intéresser au calcul d’une C-LUB quelconque
et & celui d’'une C-LUB awvec le nombre minimal de modéles parmi toutes les C-LUBs. Nous ne
sommes pas en mesure de donner des résultats complets concernant ces problématiques, mais
nous pouvons formuler plusieurs remarques & propos de la classe des formules C-renommables,
pour une certaine classe de formules C.

De facon générale, on peut lier les approximations dans cette classe & celles dans la classe
C. En effet, on voit aisément qu’étant donnée une classe de formules C et un ensemble d’af-
fectations M, une formule ¢ est une approximation faible de M dans la classe des formules
C-renommables, renommable dans C par un renommage p, si et seulement si la formule ¢g, est
une C-approximation faible de I’ensemble Mg, ; en conséquence, si ¢ est une approximation faible
minimale de M dans la classe des formules C-renommables, alors ¢q, est une C-approximation
faible minimale de Mg,. On peut ainsi ramener le calcul d'une LUB de M dans la classe des
formules C-renommables & celui d’une C-LUB de certains ensembles d’affectations de la forme
Mg,. Malheureusement, nous avons vu que ce calcul est intraitable pour les classes C dans les-
quelles la renommabilité a un réel sens (HORN, HDP et NEG); on ne peut donc pas effectuer
une recherche exhaustive.

8.3 Approximations fortes

Nous nous intéressons maintenant aux C-approximations fortes maximales d’une relation.
Contrairement au cas des approximations faibles, 'unicité de la C-GLB, pour laquelle une condi-
tion suffisante est la stabilité de la classe C par disjonction, n’est garantie que pour les classes
NEG et Pos. Pour toutes les autres classes C, on peut méme trouver des familles de relations
avec des C-GLBs différentes et possédant des nombres de modeéles exponentiellement différents,
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 8.6 (GLBs multiples) Soit C l'une des classes de formules :

HorN, ANTI-HORN, HDP, ANTI-HDP, B1J, AFFINE, HORN-REN, HDP-REN, MoO-
NOT

Il existe une famille d’ensembles d’affectations (My)nen et deuz familles de formules de C,
(dn)nen et (@h)nen, telles que pour tout n € N, ¢y, et ¢, sont deur C-GLBs de M,, non logique-
ment équivalentes, et le nombre de modéles de ¢, exprimé en fonction de n, est exponentiellement
plus grand que celui de ¢,.

Preuve La construction est similaire pour toutes les classes, et nous détaillons donc principa-
lement le cas Horn.

[Cas HORN et ANTI-HORN/ Considérons tout d’abord la classe HORN. Pour un n € N nous
considérons ’ensemble de variables V,, = {z1,z9, ..., z,}, et définissons I’ensemble d’affectations
M, aV, (n>2) par:

M, = {100...0} U {m € {0,1}" | m[z1] = 0 et m[zs] = 1}
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Alors il est facile de voir que ’ensemble d’affectations {100...0} & V,, est 'ensemble de modéles
d’une HORN-GLB de M, puisque la conjonction (A) de son unique élément avec toute autre
affectation de M, est l'affectation Oy, qui n’est pas dans M, ; donc il est bien maximal. Pour
la méme raison, on voit que 'ensemble d’affectations {m € {0,1}V» | m[z1] = 0 et m[zy] = 1}
(de cardinal 2"~2) est I’ensemble de modéles d'une HORN-GLB de M,,. On a alors le résultat en
considérant des descriptions ¢, et ¢!, de ces ensembles dans HORN.

Le résultat pour la classe ANTI-HORN est dual.

[Cas HDP et ANTI-HDP/ Pour la classe HDP, il suffit de considérer I’ensemble M,, U 1y, et
d’ajouter de méme l'affectation 1y aux ensembles de modeéles de ¢, et de ¢!, considérés pour le
cas HORN. Pour la classe ANTI-HDP le résultat est dual.

[Cas Bl et AFFINE] Pour la classe B1J, étant donné n € N (n > 3) nous considérons l’ensemble :
M, = {01000...0,00100...0} U {m € {0,1}"" | m[z1] = 1 et m[zs] = m[x3] = 0}

Alors I'ensemble {01000...0,00100...0} est 'ensemble de modéles d'une B1J-LUB de M,, car il
ne peut étre augmenté par une affectation de M,, et de méme pour ’ensemble :

{m € {0,1}V" | m[z1] = 1 et m[zs] = m[z3] = 0} U {01000...0}

Le méme M,, montre également le résultat pour les AFFINE-GLBs, puisque les ensembles {m €
{0,1}V" | m[z1] = 1 et m[za] = m[z3] = 0} et {01000...0,00100...0} sont les ensembles de
modeéles de deux AFFINE-GLBs de M,,.

[Cas renommables] Pour la classe HORN-REN, étant donné n € N (n > 3) nous considérons en-
core I’ensemble M, des cas B1J et AFFINE, et les mémes ensembles de modeles de GLBs que pour
la classe B1J. Quel que soit le renommage choisi, on voit que I’ensemble {01000...0,00100...0}
ne peut pas étre augmenté en une HORN-REN-LB de M,, en considérant une troisiéme affecta-
tion quelconque de M, ; les variables x4, x5, ..., z, n’interviennent pas, et il suffit de considérer
les différents renommages de z1,z2,z3. La «grande» GLB étant renommable dans HORN par
10111...1 et la «petite» par 10111...1, on a donc le résultat.

Pour la classe HDP-REN la preuve est la méme, en considérant les mémes ensembles et les
mémes renommages.

Enfin, pour la classe MONOT on peut considérer la méme «grande» GLB que pour AFFINE
(renommable dans NEG par 01000...0), et il suffit de remarquer que I’ensemble réduit a un
élément {01000...0} est lui aussi maximal. O

Pour cette raison, étant donnée une classe de formules C et un ensemble d’affectations M, deux
problématiques sont pertinentes : le calcul d’'une C-GLB quelconque de M et le calcul d’une
C-GLB de M awvec le nombre mazimal de modéles parmi toutes. La premiére, plus facile algo-
rithmiquement, trouve sa place lorsque ’on cherche & préserver certaines propriétés sémantiques
(par exemple, la satisfaisabilité, voir le chapitre 12), sans pour autant avoir besoin d’une ap-
proximation trés proche de ’ensemble d’exemples; la seconde consiste en revanche a chercher
une approximation «maximalement proche» de ’ensemble d’exemples, but naturel lorsque, par
exemple, on compte utiliser la base de connaissances approximative en lui faisant confiance (voir
paragraphe 8.1.2).

Nous traitons maintenant ces deux problématiques, en complétant 1’état de ’art. Nous ne
traitons la classe NEG et sa classe duale POs que dans le premier paragraphe, puisque la NEG-
GLB et la Pos-GLB d’un ensemble d’affectations donné sont uniques, & 1’équivalence logique
pres.
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Entrée : Un ensemble d’affectations M
Sortie : Une C-GLB de M.

Début
modeles + 0;
Pour tout m € M\modeles Faire
tmp-modeles < Cl¢(modeles U {m});
Si tmp-modeles C M Alors modeles < tmp-modeles Fin Si;
Fin Pour;
retourner une description de modeles dans C;
Fin

F1G. 8.1 — Algorithme GLB[C] (modéle)

8.3.1 Calcul d’une approximation forte maximale quelconque

Nous nous intéressons tout d’abord au calcul d’'une C-approximation forte maximale quel-
conque d’un ensemble d’affectations donné. Formellement, nous traitons le probléme, toujours
avec sortie, suivant.

Probléme 8.2 (GLB[C])

Donnée : Un ensemble d’affectations M
Sortie : Une C-approximation forte mazimale de M.

Nous montrons dans ce paragraphe que ce calcul s’unifie pour toutes les classes qui nous inté-
ressent en un algorithme glouton, qui généralise celui proposé pour la classe HORN par Kavvadias
et al. [KPS93]; seule une étape supplémentaire devra étre ajoutée pour les classes de formules
C-renommables. L’idée est de calculer tout d’abord 1’ensemble de modéles d’une C-GLB de ’en-
semble d’affectations M donné, puis de décrire cet ensemble dans C. On tire donc avantage, du
point de vue de la complexité, d’une part du fait que ’ensemble de modéles calculé est par défini-
tion inclus, et en particulier plus petit, que la donnée M du probléme, et d’autre part du fait que
I’on peut décrire efficacement un ensemble d’affectations dans toutes les classes de formules qui
nous intéressent ; de plus, les résultats présentés au chapitre 7 montrent que la formule calculée
sera toujours de taille au plus polynomiale en la taille de M.

L’algorithme que nous proposons pour calculer ’ensemble de modéles d’une approximation
forte de M utilise les propriétés de cloture des classes. Comme celles-ci impliquent un nombre
constant de modeéles pour toutes les classes considérées, & chaque étape on peut tester la cloture
du sous-ensemble de M calculé jusqu’alors en temps polynomial. Notons que selon l'ordre dans
lequel on considére les affectations de M, le sous-ensemble calculé ne sera pas toujours le méme
(sinon pour les classes NEG et POs, puisqu'’il est alors unique) ; néanmoins, dans tous les cas sa
description sera une réponse correcte au probléme GLB[C].

Classes de formules non renommables Nous présentons tout d’abord sur la figure 8.1 le
modéle de ’algorithme pour les classes de formules définies en nature. Nous montrons ensuite
que ce modele est correct, et calculons la complexité exacte des algorithmes obtenus pour chaque
classe C, puis nous donnons un exemple d’exécution de l'algorithme dans le cas affine.
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Nous résumons les résultats pour chaque classe C dans la proposition suivante, en incluant
les optimisations possibles.

Proposition 8.7 (GLBIC1) Soit M un ensemble d’affectations a un méme ensemble de variables
V. On peut calculer une C-GLB de M :
en temps O(|M||V|(|]M]| +|V])) si C =HORN, ANTI-HORN

~ en temps O(|M||V|(|]M| +|V])) si C =HDP ou ANTI-HDP et une C-GLB eziste

— en temps O(|M||V'|?) si C =Pos ou NEG

— en temps O(|M 3|V |+ |M||V|?) si C =Bu

— en temps O(|M|*|V|?) si C =AFFINE.
Dans tous les cas, la formule calculée contient au plus |M||V| clauses (ou équations).

Preuve Pour toutes les classes C de 1’énoncé nous montrons tout d’abord que l’algorithme
GLB[C] calcule bien une C-GLB de M sur une donnée M. Seul le cas HDP est particulier :
nous supposons que M contient ’affectation 1y ; dans le cas contraire, nous savons en effet qu’il
n’existe pas de HDP-GLB de C.

[correction] Soit donc ¢ la formule retournée par 'algorithme ; par construction, ’ensemble M,
des affectations a V' qui satisfont ¢ vérifie My = Clc(My) (c’est un invariant de la variable
modeles de 'algorithme) ; donc My, est bien descriptible dans C, et par construction on a My C
M. Reste a montrer qu’il n’existe pas d’ensemble d’affectations M’ C M descriptible dans C et
incluant strictement My. Supposons donc M’ C M descriptible dans C et incluant My ; alors M’
vérifie M' = Cl¢(M'), et en particulier VM" C M',Ym € M',Clec(M" U{m}) C M' C M. Donc
'algorithme a bien ajouté toutes les affectations de M’ & ’ensemble modeles, et on a My = M'.

[complezité] Nous montrons maintenant que cet algorithme a bien la complexité annoncée pour
chacune des classes de I’énoncé. Pour la classe HORN, tout d’abord, le calcul de Cl¢(modeles U
{m}) peut étre effectué en temps O(|M||V'|) ; en effet, puisque modeles vérifie toujours modeles =
Clgogry(modeles), comme remarqué plus haut, on voit facilement que I'on a Clc(modeles U
{m}) = modelesU{mAm'|m' € modeles}. On peut ensuite tester I'inclusion tmp-modeles C M
en temps O(|M||V]) (par exemple en triant les deux ensembles avec un arbre de décision, voir
le chapitre 7), donc la boucle principale de l’algorithme requiert un temps O(|M|(|M||V] +
|[M||V])) = O(|M|?|V]). Enfin, la description de modeles dans HORN peut étre calculée en
temps O(|M||V|(|M]| + |V])) (chapitre 7, proposition 7.9), puisque l’on a modeles C M.

Le résultat est dual pour la classe ANTI-HORN, et similaire pour les classes HDP et ANTI-
HDP puisque en supposant 1y € M (pour HDP) on se raméne au cas HORN.

Pour la classe NEG, on peut améliorer la complexité de 1’algorithme en construisant I’ensemble
d’affectations modeles par ordre de poids croissant, ol le poids d’une affectation est le nombre
de variables auxquelles elle affecte 1; on peut alors vérifier que la cloture Clc(modeles U {m})
est incluse dans M sans la calculer, en vérifiant simplement que toutes les affectations de poids
inférieur de 1 & celui de m sont dans modeles, en temps total O(]V|?) pour un m donné si
modeles est représenté par un arbre de décision; si l'inclusion est vérifiée, alors le calcul de
la cloture se résume a l'ajout de m, en temps constant. La boucle principale a donc une com-
plexité en O(|M||V|?), et puisqu’on peut décrire dans NEG en temps O(|M||V'|?) (chapitre 7,
proposition 7.6), on a le résultat. A nouveau, pour la classe Pos le résultat est dual.

Les résultats pour les classes B1J et AFFINE sont similaires & ceux pour la classe HORN. Pour
la classe B1J, il suffit de remarquer que I'opération de cléture implique trois modéles au lieu de
deux, d’otl une complexité en O(|M|3|V|) pour la boucle principale, la description demandant
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un temps O(|M||V'|?) (voir chapitre 7).

Pour la classe AFFINE, on se raméne a un test de cléture impliquant seulement deux mo-
deéles en renommant M par un de ses modéles et en initialisant I’ensemble modeles & {0y }; on
recherche donc un espace vectoriel inclus dans M et maximal ; la boucle principale requiert donc
un temps O(|M|?|V]), et il suffit ensuite de renommer & nouveau I’ensemble calculé pour obtenir
une AFFINE-GLB de M ; pour terminer, on peut décrire cet ensemble en temps O(|M|?|V|?)
(chapitre 7, proposition 7.5), d’ou le résultat. O

A titre d’illustration, nous reprenons ’exemple du carrefour et montrons comment cet algorithme
peut calculer TAFFINE-GLB (zyp @ xyy = 1) A (xyp @ zpr = 0) de U'ensemble d’affectations
M = {0010, 0101, 1000, 1010, 1101,0000} (dont nous réordonnons la présentation pour les be-
soins de I’exposé) a ’ensemble de variables Vo = {zpy,zyvp,zvv, zpr}. La variable modeles de
lalgorithme est donc initialisée a (.

Supposons que la premiére affectation de Mg considérée est m = 0010 ; comme nous sommes
dans le cas affine, afin de se ramener au cadre des espaces vectoriels ’algorithme considére m
comme ’affectation 0000, en renommant donc la troisiéme variable, zy v, dans cette affectation
et les suivantes. L’ensemble M devient donc pour 1’algorithme 1’ensemble

(M¢)go010 = {0000,0111,1010, 1000, 1111, 0010}

et la variable modeles, ’ensemble {0000}. Supposons que l’algorithme considére ensuite ’af-
fectation m = 0111 de 'ensemble (M¢)goo10; la variable tmp-modeles recoit alors la valeur
{0000,0111}, et cet ensemble est clos par combinaisons linéaires. La variable modeles regoit donc
la valeur {0000,0111}, puis l'algorithme considére I’affectation 1010 de l'ensemble (M¢)goo1o0-
La cloture de ’ensemble {0000,0111,1010} par combinaisons linéaires étant ’ensemble d’affecta-
tions {0000,0111,1010,1101}, et comme on a 1101 ¢ (M¢)goo10, ’algorithme ne modifie pas la
valeur de la variable modeles. Est ensuite considérée I'affectation 1000 de I'ensemble (M¢)goo1o :
la variable tmp-modeles regoit donc la valeur {0000,0111, 1000}, et la cloture de cet ensemble
par combinaisons linéaires est ’ensemble {0000,0111,1000,1111}; puisque cet ensemble est in-
clus dans (M¢)goo10, il est affecté & la variable modeles. Il ne reste donc plus qu’a considérer
laffectation 0010, mais puisque 'on a 0111 € modeles et 0111 & 0010 = 0101 ¢ (M¢)eo010, la
valeur de la variable modeles reste inchangée. Finalement, ’algorithme a calculé I’ensemble de
modéeles {0000,0111,1000,1111} d’une AFFINE-GLB de (M¢)go010, donc sa description affine
(zvp ® zyy = 0) A (zyp @ zpr = 0) est une AFFINE-GLB de (M¢)go010, et finalement le
renommeé de cette formule par 0010 est bien ’AFFINE-GLB de M¢ annoncée.

Classes de formules renommables Nous passons maintenant aux classes des formules C-
renommables. Nous montrons que le principe d’'un algorithme glouton est toujours valable, mais
on doit déterminer un nouveau renommage 3 plusieurs reprises. L’idée générale consiste & calcu-
ler, pour la classe des formules C-renommables, I’ensemble de modéles d’une C-GLB de I’ensemble
d’affectations donné, puis a chercher un renommage p permettant d’augmenter cette approxima-
tion, a calculer alors une deuxiéme C-GLB, incluant la premiére, du renommé de la relation par
p, et ainsi de suite. Informellement, 1’algorithme est polynomial car pour toutes les classes consi-
dérées, d'une part le calcul d’'une C-GLB est polynomial, et d’autre part le choix d’un meilleur
renommage est guidé par les affectations de I’ensemble donné. Notons qu’un algorithme glouton
similaire est donné par Boufkhad [Bou98] pour le calcul d'une HORN-REN-GLB d’une formule
FNC(C'; les principes que nous utilisons sont les mémes.

A nouveau, la figure 8.2 présente un modéle d’algorithme, puis nous donnons les détails
relatifs a chaque classe C dans la preuve de la proposition 8.8, et enfin nous présentons un
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FEntrée : Un ensemble d’affectations M & un ensemble de variables V'
Sortie : Une C-REN-GLB de M.

Début
modeles « 0;
Pour tout renommage p de V' candidat Faire /* notion dépendante de C */
tmp-modeles «— Cl¢(modelesg,) ;
Si tmp-modeles C Mg, Alors
modeles < l’ensemble de modéles d’'une C-GLB de Mg, incluant tmp-modeles;
modeles < modelesg, ;
Fin Si;
Fin Pour;
retourner une description de modeles dans C-REN;
Fin

Fi1a. 8.2 — Algorithme GLB-Ren[C] (modéle)

exemple d’exécution. Rappelons simplement que la classe MONOT des formules FNC monotones
peut étre vue comme la classe des formules NEG-renommables.

Proposition 8.8 (GLB-Ren[C]) Soit M un ensemble d’affectations a un méme ensemble de
variables V. On peut calculer une C-REN-GLB quelconque de M :

~ en temps O(|M2|V|(|]M| + |V])) si C =HORN

~ en temps O(|M?|V|(|M| + |V|)) si C =HDP et M # {

~ en temps O(|M|?|V|?) si C =NEG.
Dans tous les cas, la formule calculée contient au plus |M||V| clauses.

Preuve Comme pour la proposition 8.7, nous montrons tout d’abord que le modéle d’algorithme
est correct, puis nous étudions sa complexité pour les différentes classes de formules.

[correction] Nous montrons tout d’abord que ’algorithme est correct si 'on considére comme
candidats tous les renommages de V, quelle que soit la classe C. Par construction, le fait que
I’ensemble modeles de l'algorithme soit inclus dans M et descriptible dans C est un invariant
de l’algorithme (pour C = HDP, a partir du moment ou une affectation lui a été ajoutée). Si
maintenant, par 'absurde, la description ¢ retournée n’est pas une C-REN-GLB de M, alors il
existe un renommage p de V' et un ensemble M’ d’affectations & V' tels que l'on ait (My)g, C
M' C Mg, ou My désigne I'ensemble des affectations & V' qui satisfont ¢. De fait, ni (My)g, ni
aucun de ses sous-ensembles n’est I’ensemble de modeles d'une C-GLB de Mg, et en particulier
I’ensemble modeles calculé par l'algorithme en considérant p, ce qui est absurde.

[complezité] Pour ce qui est de la complexité, nous utilisons les résultats du chapitre 4 (para-
graphe 4.2). Pour la classe HORN, tout d’abord, nous avons vu qu’un ensemble d’affectations
était renommable en un ensemble descriptible dans HORN si et seulement s’il 1’était par I'un
de ses modéles (chapitre 4, proposition 4.4). Nous pouvons donc considérer comme renommages
«candidatsy les seuls p € M ; la boucle principale de ’algorithme est donc exécutée |M| fois;
pour un renommage p fixé, on peut tester Clyyopy(modelesg,) C Mg, en calculant les éléments
de cette cloture un par un, et en testant pour chacun s’il est dans Mg, (en temps O(|V]) avec
une représentation de M sous forme d'un arbre de décision); dés que ce n’est pas le cas, on
peut arréter le calcul, et si on a bien 'inclusion au plus | M| affectations auront été énumérées.
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Pour I'énumeération, il suffit de considérer les produits m Am' pour m,m’ € modelesg, ou m,m’
déja énumérés, et finalement le test d’inclusion requiert un temps O(|M|?|V]); le calcul de 1'en-
semble de modéles d’'une HORN-GLB de Mg, requiert alors un temps O(|M||V|(|M]| + |V])) en
utilisant 1’algorithme GLB[HORN] avec son ensemble de modéles initialisé & modelesg,, et finale-
ment la boucle principale a une complexité en O(|M|(|M|?|V| + |M||V|(|M]| + |V]))), donc en
O(IMPPIV|(|M| +[V])).

La complexité est la méme pour la classe HDP-REN en vertu de la proposition 4.7 du cha-
pitre 2, qui montre que ’on peut se limiter aux renommages p tels que p @ 1y est dans M.

Pour le cas C = NEG, enfin, on peut tester Clyg(modelesg,) C Mg, en énumérant les
affectations inférieures & chaque m € modeles par ordre de poids décroissant (voir la preuve
de la proposition 8.7), en temps O(|M||V|) au total si 'on s’arréte dés qu’on sort de M, et le
calcul d'une NEG-GLB de Mg, requiert un temps O(|M||V|?) (proposition 8.7). Puisque l'on
peut se limiter aux renommages p € M (proposition 4.9 page 59), la boucle principale demande
un temps O(|M|?|V|?), et comme la description requiert un temps O(|M||V'|?) (proposition 7.6
du chapitre 7), on a le résultat. O

8.3.2 Calcul d’une approximation forte avec le nombre maximal de modéles

Nous nous intéressons maintenant au calcul d’'une C-GLB d’un ensemble d’affectations M
donné admettant un nombre mazimal de modéles parmi toutes les C-GLBs de M. Plus formelle-
ment, nous définissons la notion de maz-C-GLB.

Définition 8.3 (max-C-GLB) Soient C une classe de formules et M un ensemble d’affectations
a un méme ensemble de variables V. Une C-approximation forte maximale ¢ de M est appelée
une max-C-approximation forte maximale (max-C-GLB) de M si pour toute C-GLB ¢' de M,
les nombres n (resp. n') d’affectations a V satisfaisant ¢ (resp. ¢') vérifient n > n'.

Le probléme que nous étudions est donc, étant donnée une classe de formules C, celui du calcul
d’une max-C-GLB d’un ensemble d’affectations donné. Rappelons que ce probléme est le méme
que celui du calcul d’'une C-GLB guelcongue lorsque C est la classe NEG ou la classe P0S, puisque
alors la C-GLB d’un ensemble d’affectations donné est unique & I’équivalence logique prés.

Probléme 8.3 (Max-GLB[C])

Donnée : Un ensemble d’affectations M
Sortie : Une maz-C-approrimation forte mazimale de M.

Rappelons que I’étude de ce probléme est principalement motivée par le fait que, pour les classes
de formules considérées ici, il existe des familles de relations ayant plusieurs familles de C-GLBs,
éventuellement avec des nombres de modéles exponentiellement différents; il est donc naturel de
considérer comme meilleures celles dont le nombre de modéles est le plus élevé.

A notre connaissance, ce probléme n’a été étudié que pour la classe des formules de Horn,
dans [KPS93]. Les auteurs y montrent que ce calcul est intraitable, en montrant la NP-difficulté
du probléme de décision associé suivant.
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Probléme 8.4 (D-Max-GLB[(C])

Donnée : Un ensemble d’affectations M a4 un méme ensemble de wariables V et un entier
positif k < |M]|

Question : FEriste-t-il une C-GLB ¢ de M telle que le nombre n d’affectations a V satisfaisant
¢ vérifien >k ?

Clairement, si le calcul d’'une max-C-GLB est polynomial, alors ce probléme ’est également.
Nous rappelons le résultat de [KPS93] et en redonnons une preuve; celle de l'article est en effet
douteuse (leur réduction & partir du probléme CLIQUE donne un résultat faux méme avec un
triangle).

Proposition 8.9 (Max-GLB[Horn] [KPS93]) Les probléemes :
D-Max-GLB [HORN], D-Max-GLB[ANTI-HORN]
sont NP-complets.

Preuve Nous ne prouvons explicitement que le cas Horn; le cas anti-Horn est symétrique.
Pour l’appartenance & NP, il suffit de deviner I’ensemble de modéles d'une C-GLB ¢ de M :
par définition d’une (G)LB, le nombre de ces modéles est inférieur & |M|, et on peut donc
vérifier en temps polynomial (en la taille de M) que ce nombre est supérieur ou égal a k et que
Pensemble deviné forme une C-LB de M (avec la propriété de cloture par exemple). Pour la
NP-difficulté, nous réduisons le probléme Independent-Set au probléme D-Max-GLB[HORN] en
temps polynomial ; la NP-complétude de ce probléme [GJ79] conclura.

[ensembles indépendants/ Si G est un graphe non orienté, d’ensemble de sommets S, et S’ est
un sous-ensemble de S, S’ est appelé un ensemble indépendant pour G si aucune paire {z,z'}
de sommets de S’ n’est jointe par une aréte de G. Le probléme de décision Independent-Set
consiste alors & déterminer, étant donné un graphe non orienté G sur un ensemble de sommets
S et un entier positif k£ < |5/, s’il existe un ensemble indépendant pour G de cardinal au moins
k. Etant donnés un graphe non orienté G et un entier k, nous montrons comment construire en
temps polynomial un ensemble d’affectations M(G) & un certain ensemble de variables V(G),
qui admettra une HORN-GLB satisfaite par au moins k + 1 affectations & V(G) si et seulement
si G admet un ensemble indépendant de cardinal au moins k.

[réduction] Soit donc G un graphe non orienté sur un ensemble de sommets S. L’ensemble de
variables V(@) est défini comme suit : V(G) contient une variable z, pour chaque aréte a de
G, et une variable z; pour tout sommet s € S; intuitivement, les variables correspondant aux
sommets serviront & identifier uniquement les affectations de M(G). L'ensemble d’affectations
M (G) est défini comme l'ensemble Oy (q) U {m, € {0,1}V(?) |s € S}, oit m, est donné par :

mg[z,] = 0 si Varéte a de G n’est pas adjacente au sommet s
ms[ze] = 1 siVaréte a de G est adjacente au sommet s
mg[zs] =1

ms[zy] = 0 pour tout sommet s’ # s

Clairement, V(G) et M(G) peuvent étre construits en temps polynomial en la taille de G.

[correction] Supposons que G admet un ensemble indépendant S’ C S de taille |S’| > k, et soit
M’ Vensemble d’affectations & V(G) {Oy(g)} U {ms|s € S'}. Nous montrons que M’ est clos
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par l'opérateur A. Tout d’abord, on a Oy () A ms = Oy(g) € M' pour tout ms € M'. Soient
maintenant mg, my € M', ms; # my. Puisque S’ est indépendant, aucune aréte de G ne joint
s et §', donc pour aucune aréte a de G on n’a m[z,] = mg[z,] = 1; de plus, puisque m; et
mg sont différents, pour aucun sommet s” € S on n’a mg[zg] = mg[zg] = 1. Finalement, on a
ms ANmg = V(G) € M', et donc M’ est descriptible dans HORN, ce qui montre que M (G) admet
une HORN-GLB satisfaite par au moins |M'| = |S'| + 1 > k + 1 affectations a V(G).

Réciproquement, supposons que G n’admet pas d’ensemble indépendant de taille au moins
k. Cela signifie que pour tout sous-ensemble S’ de S de taille au moins k, il existe deux som-
mets s,s’ € S’ et une aréte a de G tels que a joint s et s'. De fait, pour tout sous-ensemble
M' de M(G) de taille au moins k + 1 (le +1 provenant de I'affectation Oy (qy), il existe deux
affectations mg, mg € M' et une variable z, € V(G) avec ms[z,] = mg[z,] = 1. On en déduit
(ms A mg)[zs] = 1, mais puisque ms et mgy sont différents on a pour tout sommet s” € S,
(ms A mg)[z¥] = 0. Une telle affectation n’existe pas dans M(G), donc M’ ne vérifie pas
M' = Cliyorn(M'), et comme cela est vrai pour tout M’ C M de taille au moins k£ + 1 on
en déduit que M’ n’admet pas de HORN-GLB satisfaite par au moins k + 1 affectations a V(G).
O

La sémantique des formules FNC de Horn définies positives étant trés proche de celle des formules
FNC de Horn, on déduit facilement de la proposition 8.9 le corollaire suivant.

Corollaire 8.1 (Max-GLB[HDP]) En supposant P # NP, une max-HDP-GLB d’un ensemble
d’affectations donné, M, a un ensemble de variables V avec 1y € M ne peut pas étre calculée en
temps polynomial. Le méme résultat est valable pour la classe duale ANTI-HDP.

Preuve Supposons par 'absurde que I'on peut calculer une max-HDP-GLB de tout ensemble
d’affectations & un ensemble de variables V contenant 1y en temps polynomial. Soit alors M
un ensemble d’affectations & V. Si M contient 1y, alors on peut calculer une max-HORN-GLB
de M en temps polynomial, puisque alors les HORN-GLBs et les HDP-GLBs de M sont les
mémes. Si & l'inverse M ne contient pas 1y, alors on peut calculer une max-HDP-GLB ¢ de
M U {Iy} en temps polynomial; il est alors facile de voir que la formule ¢' = ¢ A (V¢ —)
vérifie M(¢') = M(¢)\{1v} et est en FNC de Horn; ¢ est donc une max-HORN-GLB de M,
et finalement on peut toujours calculer une max-HORN-GLB de M en temps polynomial, ce qui
contredit la proposition 8.9. O

Nous montrons ci-dessous que le méme résultat est encore valable pour la classe des formules
2FNC, avec une preuve similaire, puis que, & I'inverse, le calcul d’'une max-AFFINE-GLB est de
complexité subexponentielle.

Proposition 8.10 (Max-GLB[B1J]) Le probléme D-Max-GLB[B1J] est NP-complet.

Preuve L’appartenance & NP se montre exactement comme pour la proposition 8.9. Pour la
difficulté, nous montrons que la méme construction convient également. Nous renvoyons donc &
la preuve de cette proposition pour la construction et les notations.

Soit donc G un graphe non orienté sur un ensemble de sommets S, et soit k < |S| un entier.
Soit tout d’abord S’ C S un ensemble indépendant de G avec |S'| > k, et soit M’ le sous-
ensemble de M(G) défini comme {Oy ()} U {m,|s € S'}. Remarquons tout d’abord que pour
ms,mg € M', on a maj(0y,ms,mg) = 0y € M', car pour une variable z, € V(G) associée
4 une aréte de G, m,s et my n’affectent pas tous deux 1 a z,, et de méme pour les variables
T, associées aux sommets. Pour la méme raison, si mgr est une troisiéme affectation de M’ on
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a maj(ms,mg,mg) = 0y € M'. Donc M' vérifie M' = Clg;(M'), et donc M admet une
B1J-GLB satisfaite par au moins |[M’'| = |S’| +1 > k + 1 affectations & V(G). La réciproque se
montre de méme que pour la proposition 8.9, en distinguant trois affectations mg, mg,myr et
une variable z, telles que 'aréte a joint les sommets s et s’ dans G. O

Nous montrons enfin le résultat pour la classe AFFINE. La preuve utilise toujours le fait qu’une
base d’un espace vectoriel le caractérise de facon unique tout en étant de taille logarithmique.
Nous utilisons également une recherche par dichotomie de la taille maximale d’une telle base
d’une AFFINE-GLB de I’ensemble d’affectations donné. Remarquons qu’une complexité subex-
ponentielle est en quelque sorte intermédiaire entre une complexité polynomiale et un résultat
de NP-complétude, puisqu’on estime généralement qu’en supposant P # NP, aucun probléme
NP-complet n’admet d’algorithme subexponentiel (voir [SHI90| par exemple).

Proposition 8.11 (Max-GLB[AFFINE]) Soit M un ensemble d’affectations a un méme ensemble
de variables V. Une maz-AFFINE-GLB de M peut étre calculée en temps subexponentiel

O((logy logy | M |) | M ||V|20082 1MD?)

Preuve Nous supposons toujours 0y € M, sans perte de généralité (proposition 3.4 page 46 et
discussion qui suit), afin de nous ramener au cas des espaces vectoriels.

Nous cherchons donc un sous-espace vectoriel de M de taille maximale; nous remarquons
qu’une base d’'un tel espace vectoriel est également de taille maximale parmi les bases des sous-
espaces vectoriels de M. Nous cherchons donc le plus grand entier k € {1,2,...,log |M|} tel qu’il
existe une base de taille £ d’un espace vectoriel inclus dans M.

Pour un tel entier & fixé, nous essayons les (M];[ ‘) sous-ensembles de M de taille k; pour B un
tel ensemble, nous testons si B est linéairement indépendant, en temps O(k?|V|) avec le pivot de
Gauss, et si ’espace vectoriel F de base B est inclus dans M ; ce dernier test peut étre effectué
en temps O(|M||V]) en générant une par une toutes les affectations de F, puisque le test peut
alors s’arréter dés que ’on trouve une affectation qui n’est pas dans M, et car les affectations
égales & des combinaisons linéaires différentes d’affectations linéairement indépendantes sont
nécessairement différentes.

Pour un entier k fixé, on peut donc déterminer s’il existe un sous-espace vectoriel de M
de taille 2¢ en temps O((lﬂlf‘)(k2|V| + |M||V]), et donc en temps O(|M[F(K2|V| + |M||V])).
Nous recherchons alors le plus grand k pour lequel la réponse est positive par dichotomie dans
lensemble {1,2,...,log, | M|}, et finalement on obtient une complexité totale en :

O((log, logy |M|)|M|'*82 MI((log, |[M)?|V| + |M||V]))

et donc en :
O((log, log, | M |)20082 MD* (| 01| v7]))

Il suffit alors de décrire la base obtenue par une formule affine, ce qui est possible en temps
O(|M||V|?) (proposition 3.5 du chapitre 3) ; nous considérons cette complexité négligeable devant
la précédente. O
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Probléme LUBI[C]

Classe C H Complexité ‘ Nb. clauses ‘ Référence
HORN, ANTI-HORN intraitable exponentiel | [KKS95], *
HDP, ANTI-HDP intraitable exponentiel *

NEG, Pos intraitable exponentiel *
B O(|M||V]?) < %\V|2 [DP92]
AFFINE O(|M||V]3) <|V]| [KS98], *
Probléme GLB[C]

Classe C H Complexité ‘ Nb. clauses ‘ Référence
HORN, ANTI-HORN O(IM||VI(|M]| +|V])) <|M||V| | [KPS93], *
HDP, ANTI-HDP O(IM||VI(|M| +|V])) < |M||V] *

NEG, Pos O(|M||V]?) < |M||V] *
Bl O(MPIV|+[M|[V]*) <3V *

AFFINE O(IM|V]?) <1V| *

HORN-REN, HDP-REN O(IMP?|V|(|M| + |V])) < |M||V| *

MoONOT O(|M?|V|?) < |M||V] *

Probléme Max-GLB[C] (ou D-Max-GLB[C])

Classe C H Complexité ‘ Nb. clauses ‘ Référence
HORN, ANTI-HORN intraitable — [KPS93], *
HDP, ANTI-HDP intraitable — *

Bl intraitable — *

AFFINE O((logy log, [M )| M|V [200e21MD") | < |V] *

TAB. 8.1 — Complexité de ’approximation

8.4 Résumé des résultats connus

Nous résumons les résultats connus pour la complexité du calcul des approximations faibles et
fortes d’un ensemble d’affectations M dans la table 8.1. Nous indiquons également, comme pour
la description et l'identification, le nombre de clauses (ou d’équations linéaires) de la formule
produite par l'algorithme correspondant, lorsqu’on en connait un de complexité polynomiale.
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Ce dernier chapitre consacré & 'acquisition de connaissances s’intéresse a l'apprentissage a
partir d’exemples, et plus précisément & la formalisation de cette problématique proposée par
Valiant, le PAC-apprentissage. Nous proposons un état de ’art sur le sujet, dans le cadre des
classes de formules qui nous intéressent, et montrons que celle des formules affines est PAC-
apprenable, résultat nouveau & notre connaissance.

9.1 Présentation et travaux précédents

Dans ce premier paragraphe, nous présentons tout d’abord la formalisation du probléme
d’apprentissage que propose Valiant [Val84|, puis nous motivons son étude dans notre cadre, et
enfin nous proposons un bref état de ’art sur le sujet.

9.1.1 Formalisation du probléme

Le probléme du PAC-apprentissage d’une classe de formules C peut étre vu comme un prolon-
gement naturel des problématiques d’acquisition de connaissances que nous avons étudiées dans
les chapitres précédents. En effet, la description et ’identification s’intéressent a la représentation
eracte d’un ensemble d’affectations donné dans une classe de formules C donnée, 1'approximation
& sa représentation approchée dans C; le PAC-apprentissage, lui, s’intéresse a la représentation
approchée dans C d’'un ensemble d’affectations qui n’est pas donné directement. Informellement,
étant donnée une classe de formules C, le PAC-apprentissage d’un ensemble d’affectations M
descriptible dans C est le probléme consistant & calculer une formule ¢ de C dont ’ensemble de
modéles soit proche de M, et ce sans que M soit donné a l’algorithme : seul un sous-ensemble
de M, tiré aléatoirement, est disponible.
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Points clefs de la formalisation La formalisation proposée par Valiant [Val84|, que nous
reprenons strictement, passe par trois points importants. Dans la suite, nous supposons fixée une
classe de formules C et un ensemble d’affectations M & un ensemble de variables V', descriptible
dans C (nous discuterons cette restriction dans le paragraphe 9.1.2).

Le premier point de la formalisation concerne le sous-ensemble de M accessible. On sup-
pose fixée une distribution de probabilités D sur M, et le sous-ensemble de M accessible & un
algorithme de PAC-apprentissage pour C est tiré aléatoirement, affectation par affectation et
indépendamment, selon cette distribution. Néanmoins, ’algorithme ne connait pas D ; en cela,
le modeéle de Valiant est indépendant de la distribution de probabilité sur les affectations. In-
tuitivement, le tirage aléatoire d’un sous-ensemble de M formalise I’'observation au hasard, et la
distribution D formalise la probabilité que ’on a d’observer chacun des exemples.

Le deuxiéme point concerne la qualité de la formule apprise. Etant donné le sous-ensemble
de M tiré aléatoirement (rappelons que les tirages sont effectués affectation par affectation et
indépendamment), un algorithme doit produire une formule ¢ de la classe C, telle que les affecta-
tions & V qui satisfont ¢ forment un sous-ensemble de M (¢ doit donc étre une C-approximation
forte de M) ; cette restriction est appelée one-sided errors, et on dit qu’on n’autorise que des
erreurs négatives. La qualité de la réponse ¢ de ’algorithme est alors mesurée par la divergence
entre M et ’ensemble des modeéles de ¢. Plus précisément, on utilise toujours la distribution
de probabilités D sur ’ensemble M, et, informellement, I’erreur de ¢ est mesurée par la somme
des probabilités des affectations de M\ M (¢). Plus cette erreur est importante, moins bonne est
I’approximation de M par ¢. Par exemple, si M est ’ensemble d’affectations de I’exemple de la
thése :

M, = {00111, 01000,10100,11011}

sur I’ensemble de variables V; = {Zme, Tqu; Toa> Tin, Ten b, muni de la distribution de probabilités
uniforme, la formule :
o N (.'I,‘ba V Zin V xch)

satisfaite par I’ensemble d’affectations a V; {00111, 01000,11011} réalise une erreur de 1/4.

Nous demanderons que le nombre minimum d’affectations de M qui doivent étre rendues
disponibles & ’algorithme pour obtenir une formule ¢ d’une qualité donnée croisse lentement
avec cette qualité. Intuitivement, la mesure de la qualité de la formule calculée formalise 1’idée
que 'on ne peut pas tout comprendre d’un concept, ou d’un petit monde, a partir de quelques
exemples, mais que ’on désire converger rapidement vers une compréhension exacte lorsque ’on
utilise plus de ressources pour obtenir des exemples.

Enfin, le troisieme point de la formalisation concerne le taux de réussite de 1’algorithme.
En effet, puisque les affectations accessibles sont tirées aléatoirement, on ne peut demander &
un algorithme de calculer une approximation de M de bonne qualité avec probabilité 1. On
demande donc qu’il calcule une approximation de bonne qualité avec une certaine probabilité,
mais que pour rendre cette probabilité plus forte on n’ait besoin que d’un petit nombre d’exemples
supplémentaires.

Notons que les deuxiéme et troisiéme points expliquent ’acronyme «PAC» : «Probablement
Approximativement Correct».

Définitions Nous pouvons finalement donner une formalisation compléte du probléme ; nous
la scindons en deux parties, la définition du probléme d’apprentissage, tout d’abord, puis celle de
la PAC-apprenabilité d’une classe de formules. Notons cependant que les formalisations de ces
notions sont nombreuses dans la littérature ; nous reviendrons sur certaines d’entre elles a la fin
de ce paragraphe.
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Probléme 9.1 (PAC-apprentissagel[C])

Donnée : Un sous-ensemble M' d’un ensemble d’affectations M a un ensemble de variables V
(M étant muni d’une distribution de probabilités D fizée), et un réel eg €]0,1[

Sortie : Une formule ¢ € C telle que la somme des probabilités D(m), pour toutes les affecta-
tions m a V qui sont dans M mais ne satisfont pas ¢, soit au plus eq.

Nous mesurons la complexité d’un algorithme qui résout ce probléme en fonction du nombre
|M'| d’affectations accessibles, du nombre |V| de variables et de l'inverse 1/eg du paramétre &g.
Nous nous intéressons de plus a la probabilité avec laquelle cet algorithme résout le probléme,
et comme nous ’avons dit, nous attendons de l’algorithme que le nombre minimal d’exemples
pour lequel il résout le probléme avec une bonne probabilité croisse lentement avec la qualité et
le taux de réussite demandés. Nous introduisons donc la définition suivante.

Définition 9.1 (support minimal) Soient C une classe de formules et A un algorithme pour
le probléme PAC-apprentissage[C]. Soient V un ensemble de variables, M un ensemble d’af-
fectations a V. muni d’une distribution de probabilités D et eg,ep €]0,1[ deuz réels. On appelle
support minimal de A pour (M,eq,cp) le plus petit entier k tel que sur une donnée (M',eq),
ot M' est un sous-ensemble de M de taille k tiré aléatoirement (selon D, affectation par af-
fectation et indépendamment), A résout le probléme PAC-apprentissage[C] avec une probabilité
supérieure ou égale & 1 — ep.

Nous sommes alors en mesure de définir la PAC-apprenabilité d’une classe de formules.

Définition 9.2 (PAC-apprenabilité) Soit C une classe de formules. On dit que C est PAC-
apprenable s’il existe un algorithme A pour le probléme PAC-apprentissagel[C] tel que, pour
tout ensemble d’affectations M a un ensemble de variables V' et pour tous réels eg,ep €]0,1] :
— le support minimal de A pour (M,eq,ep) est polynomial en 1/eq, 1/ep et |V|
— A est de complexité polynomiale.

Notons qu’on autorise en général le support de A & étre également polynomial en la taille de la
plus petite description de M dans C. Mais nous n’utilisons pas cette possibilité pour la classe des
formules affines.

9.1.2 Motivations et remarques

Classification Comme nous l'avons dit, le PAC-apprentissage d’une classe de formules for-
malise intuitivement ’apprentissage a partir d’exemples, ou de situations, observés au hasard.
Tel qu’il est formalisé dans le paragraphe 9.1.1, ce probléme correspond particuliérement & celui
de la classification supervisée : il s’agit d’apprendre une définition en intension d’un concept, ici
représenté par I’ensemble d’affectations M, & partir d’exemples et de contre-exemples fournis par
un expert du domaine (supposé infaillible) ; ici, le role de I’expert est donc formalisé par le tirage
aléatoire des affectations de M. Cet expert peut également étre vu comme un professeur, comme
le propose Valiant, et I'algorithme d’apprentissage est alors vu comme un éléve. Ce probléme de
classification survient naturellement dans de nombreuses applications pratiques; nous renvoyons
le lecteur a 'ouvrage de Hastie et al. [HTF01] pour plus de détails.
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Biais de langage Dans notre cadre de systémes & base de connaissances, la classe de for-
mules C représente la classe des formules acceptées par le systéme de gestion des connaissances.
L’ensemble d’affectations M «& intégrer», dont on requiert qu’il soit descriptible dans C, doit
intuitivement étre interprété, non comme la représentation exacte, en extension, du concept a
intégrer, mais plutot comme ’extension du concept descriptible dans C le plus proche de celui a
intégrer ; intuitivement, c’est donc «ce que 1’on peut apprendre de mieux», puisqu’on ne s’autorise
que des formules de C. Mais la plupart du temps, la classe C est également vue, en apprentissage,
comme un biais : on suppose alors que le «vrai» concept a intégrer peut étre représenté avec tres
peu d’erreur dans C, et cette classe permet alors & un algorithme de généraliser 1’ensemble des
exemples accessibles (on pourrait méme dire que le biais I’y «oblige» ) ; en effet, si 'on n’impose
pas de restrictions sur la classe de formules C, la stratégie d’apprentissage la plus stre est ’ap-
prentissage par coeur de ’ensemble d’exemples recu, tandis que si la classe C est peu expressive,
pour pouvoir apprendre une formule de C il faut généraliser cet ensemble ; ce processus est appelé
induction, et la classe C lui sert en quelque sorte de guide.

De fait, un algorithme d’apprentissage a d’autant plus de chances d’apprendre une définition
fidele d’un concept, et ce a partir de peu d’exemples, que son biais de langage C permet de
représenter le concept en intension, d’une part, et qu’il est peu expressif, d’autre part ; & 'extréme,
si la classe C ne contient qu’une formule, un algorithme biaisé par C peut induire la définition
dans C la plus proche d’un concept donné & partir d’aucun exemple; en revanche, il y a peu de
chances pour que la définition apprise soit fidéle.

L’article de Sebag [Seb96], par exemple, discute largement le probléme des biais d’apprentis-
sage.

PAC-apprentissage dynamique Mais revenons & notre exemple de I'extra-terrestre qui veut
apprendre le fonctionnement du petit monde du carrefour. Nous avons affirmé (chapitre 6) que
la problématique du PAC-apprentissage formalisait le cas ou l’extra-terrestre ne peut observer
le carrefour que de fagon sporadique. Cette interprétation du PAC-apprentissage est en fait
plus naturelle avec une version dynamique des définitions du paragraphe 9.1.1. En plus de ces
définitions, il s’agit alors d’imposer qu’un algorithme capable d’apprendre une formule ¢ & partir
d’un ensemble M’ d’exemples puisse également mettre ¢ a jour s’il regoit un nouvel exemple m €
M ; par mise a jour de ¢, nous entendons le calcul, & partir de ¢ et de m, d’une nouvelle formule
¢’ qui soit une réponse correcte au probléme PAC-apprentissage [C] pour la donnée (M'U{m} C
M,eq), avec £g le méme parameétre que celui selon lequel a été apprise ¢. Intuitivement, il ne
s’agit donc plus d’apprendre une définition & partir d’une base de données d’exemples, mais plutot
d’apprendre au hasard des observations. Notons que les algorithmes donnés par Valiant [Val84]
et par Angluin et al. [AFP92] sont dynamiques. Dans ce chapitre, nous montrons que la classe
des formules affines est PAC-apprenable avec ce rafinement de la problématique.

Utilisation des connaissances acquises Comme pour les autres problématiques que nous
étudions dans cette partie, nous avons en téte 'utilisation future de la base de connaissances
acquise pour des taches de raisonnement. Puisqu’une base de connaissances acquise par PAC-
apprentissage n’est qu'une approximation de la réalité qu’elle décrit, d’une part & cause du biais
de langage, et d’autre part & cause du tirage aléatoire d’exemples, son utilisation n’est pas di-
recte. Néanmoins, il apparait que la fagon la plus naturelle de raisonner avec une telle base
de connaissances est celle lui faisant «confiance», dans I'acception présentée dans le chapitre 8
(paragraphe 8.1.2). En effet, les deux autres visions du raisonnement & partir de connaissances
approximatives sont inadaptées, puisque les liens exacts entre la base de connaissances et 1’en-
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semble d’affectations M qu’elle est censée représenter au mieux ne sont pas connus; I’ensemble
M lui-méme n’est pas connu.

9.1.3 Travaux précédents

Le nombre de variantes de la problématique du PAC-apprentissage ainsi que le nombre de
résultats présents dans la littérature étant trés importants, nous ne présentons ici que les résul-
tats concernant les classes de formules qui nous intéressent pour représenter des connaissances
explicitement, et décrivons informellement les cadres dans lesquels ils ont été établis.

Origine et variantes de la problématique Comme nous ’avons dit, la problématique du
PAC-apprentissage a été formalisée par Valiant dans son article fondateur [Val84]. Il y propose les
définitions que nous avons reprises ici, mais propose également une notion d’apprentissage plus
active : il s’agit de donner & ’algorithme d’apprentissage la possibilité de demander & un «oracle»
si une affectation donnée est ou non dans ’ensemble d’affectations & apprendre; cette nouvelle
requéte (Valiant présente également le tirage aléatoire d’une affectation comme une requéte) est
appelée requéte d’appartenance («membership query»), et fournit donc une premiére variante de
la notion de PAC-apprenabilité.

Une autre forme de requéte est introduite par Angluin et al. dans leurs travaux sur la classe
HorN [AFP90, AFP92]. Il s’agit des requétes d’équivalence avec contre-eremples, qui permettent
a l'algorithme de demander si une formule donnée ¢ est ou non une description (exacte) de
I’ensemble d’affectations M & apprendre; si la réponse est négative, I’«oracle» retourne de plus
un contre-exemple, c’est-a-dire une affectation de la différence symétrique de M et M(¢p). Ces
requétes sont surtout utilisées dans le cadre de l'identification ezxacte, c’est-a-dire lorsque l'on
recherche une description de ’ensemble M & apprendre; c’est donc la problématique de la des-
cription (chapitre 7), mais avec un acces limité & M. Encore une fois, cette requéte propose une
vision plus active de ’apprentissage.

Nous renvoyons le lecteur a larticle d’Aizenstein et al. [AHHP9S8, introduction|, par exemple,
pour une discussion des différents formalismes proposés pour le PAC-apprentissage.

Classes de formules Valiant [Val84| donne de premiers résultats concernant certaines classes
de formules. Il montre principalement que la classe des formules kFNC, pour une constante k
fixée, est PAC-apprenable a partir d’exemples seulement et que la classe POs-FND est PAC-
apprenable a partir d’exemples et de requétes d’équivalence (avec une complexité mesurée en
fonction de la taille de la plus petite formule FND décrivant M).

La classe des formules FNC de Horn est montrée exactement identifiable par Angluin, Fra-
zier et Pitt [AFP92], si l'on autorise des requétes d’appartenance et d’équivalence (avec contre-
exemples). Bien entendu, cet algorithme permet de montrer le méme résultat pour la classe duale
ANTI-HORN, mais également pour les classes HDP et ANTI-HDP ; il suffit en effet (pour HDP)
de considérer dans tous les cas qu’on a regu ’affectation de toutes les variables a 1, puis d’uti-
liser un algorithme pour la classe HORN. Notons qu’un algorithme pour l’identification exacte
avec requétes d’appartenance et d’équivalence peut étre transformé en un algorithme pour le
PAC-apprentissage a partir d’exemples et de requétes d’appartenance; informellement, il s’agit
de remplacer les requétes d’équivalence par un test passif, en attendant de voir surgir un contre-
exemple parmi ceux tirés aléatoirement (voir I’explication d’Angluin [Ang90]).

La PAC-apprenabilité de la classe B1J, quant & elle, est un cas particulier de celle de la
classe des formules kFNC, celui ou k vaut 2. De fait, cette classe est PAC-apprenable & partir
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d’exemples seulement [Val84|. Enfin, la classe POS-FND des formules FND positives est exac-
tement identifiable avec des requétes d’appartenance et d’équivalence, et donc PAC-apprenable
a partir d’exemples et de requétes d’appartenance [Bsh95, DMP99|, et de méme pour la classe
Pos des formules FNC positives [DMP99, annexe] ; par dualité enfin, il en va de méme pour les
classes NEG et NEG-FND. On peut également voir que le méme algorithme permet d’identifier
les formules FNC ou FND monotones ; en effet, il suffit de déterminer le signe de chaque variable
comme nous ’avons proposé pour la description (chapitre 7, paragraphe 7.4.1) ; essentiellement,
ce probléme est le méme que pour les classes de formules négatives>.

Quelques résultats négatifs ont également été formulés ; en particulier, Angluin [Ang90] donne
de tels résultats absolus (qui ne dépendent pas de conjectures telles que P#NP, par exemple),
en montrant notamment que la classe des formules FNC positives n’est pas apprenable avec des
requétes d’équivalence seulement. On en déduit, les requétes d’équivalence étant symétriques,
que le méme résultat vaut pour les classes NEG, POsS-FND et NEG-FND, et pour les mémes
raisons que ci-dessus pour les classes MONOT et MONOT-FND. Enfin, & notre connaissance
aucun résultat, ni positif, ni négatif, n’a été donné dans la littérature pour les classes de formules
HoORN-REN et HDP-REN.

Notre apport Nous montrons dans le reste de ce chapitre que la classe des formules affines
est PAC-apprenable & partir d’exemples seulement [Zan02a]. L’algorithme que nous donnons est
de plus dynamique.

9.2 PAC-apprenabilité de la classe des formules affines

Nous montrons maintenant que la classe des formules affines est PAC-apprenable a partir
d’exemples, de maniére dynamique. Nous donnons tout d’abord l’algorithme polynomial qui
permet de mettre & jour une formule précédemment apprise en fonction de nouveaux exemples,
puis nous montrons que le support minimal de notre algorithme croit lentement avec les inverses
des parameétres d’erreur e¢ et ep.

9.2.1 Algorithme de mise a jour

L’algorithme d’apprentissage que nous proposons pour la classe AFFINE permet de mettre &
jour une formule affine en fonction d’un nouvel exemple. Plus précisément, soit M un ensemble
d’affectations & un ensemble de variables V', et soit ¢ une AFFINE-approximation forte de M ;
I’algorithme que nous proposons, étant donnés ¢ et un exemple m € M, calcule alors une
(nouvelle) approximation forte ¢’ de M, satisfaite par (au moins) toutes les affectations a V' qui
satisfont ¢ et par m.

Soit donc un ensemble M d’affectations & un ensemble de variables V, soit ¢ une AFFINE-
approximation forte de M, et soit m € M. Notons My I'ensemble des affectations & V' qui
satisfont ¢ (on a donc My C M). Si m satisfait ¢, ce qui est vérifiable en temps linéaire en
la taille de ¢, nous la laissons inchangée. Dans le cas contraire, puisque la formule ¢’ que nous
voulons calculer doit étre affine, I’ensemble des affectations & V qui la satisferont ne peut pas
en général étre '’ensemble My U {m} ; au mieux, c’est-a-dire avec le moins d’induction possible,
ce sera Cl A ppng(Mp U {m}). Nous montrons qu’on peut calculer une formule ¢ satisfaite par
eractement cet ensemble d’affectations & V' en supprimant de ¢ une de ses équations non satisfaite

3La littérature d’apprentissage, en particulier, nomme «monotones» les formules que nous nommons «posi-
tives» [Bsh95, DMP99).
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Entrée : Un ensemble de variables V', une formule affine ¢ et une affectation m a V'
Sortie : Une formule affine ¢’ satisfaite par les affectations de Clp ppnp({m’ € {0,1}V |m/ =
¢} U{m}), et par aucune autre affectation a V.

Début
Sim = ¢ Alors
¢ ¢;
Sinon

E + une équation de ¢ avec m (= E;

¢ 0;

Pour toute équation E' € ¢ avec E' # E Faire
Sim = E' Alors ¢' < ¢' U{E"}
Sinon ¢' «+ ¢' U{E' ® E}

Fin Si;

Fin Pour;

Fin Si;
retourner ¢';
Fin

F1G. 9.1 — Algorithme MAJAffine

par m, et en ’ajoutant membre & membre aux autres équations de ¢ non satisfaites par m. Plus
précisément, nous proposons ’algorithme de la figure 9.1.

Ainsi, soit M; ’ensemble d’affectations de I’exemple de la thése, et soit & mettre & jour son
AFFINE-approximation forte :

(Zme =0) A (Zgu = 0) A (Zgu ® Tbg = 1) A (Trne @ Tgu ® Tin, = 1) A (zep, = 1)

dont ’ensemble de modéles est {00111}, en fonction de l'affectation 01000 € M;. On voit que
la deuxiéme équation de la formule n’est pas satisfaite par cette affectation, nous la supprimons
donc de la formule et ’ajoutons membre & membre & la seule autre équation non satisfaite,
(zen, = 1). Nous obtenons ainsi la formule mise & jour :

(Tme =0) A (Tqu ® Toa = 1) A (Trme @ Tgu @ Tin = 1) A (Tgy @ Tep, = 1)

dont I’ensemble de modéles est bien I’ensemble {00111,01000} = Cl A ppng ({00111} U{01000}).

Lemme 9.1 Soient V un ensemble de variables, ¢ une formule affine et m une affectation
a V. L’algorithme MAJAffine calcule une formule affine ¢', satisfaite par les affectations de
Clapping({m' € {0,1}V |m/ = ¢}U{m}) et par aucune autre affectation a V, en temps linéaire
en la taille de ¢.

Preuve La complexité de ’algorithme est directe ; nous montrons donc qu’il est correct. Le cas
m |= ¢ étant trivial, nous supposons le contraire.

[sens direct] Soit tout d’abord mg une affectation a V satisfaisant ¢ ; alors pour toutes équations
linéaires E,E' € ¢, mg satisfait E et E', donc mg satisfait E' et F @ E', et finalement my
satisfait ¢’. Nous montrons maintenant que m satisfait ¢'. Soit F = (z;, ® z;, ® - -+ ® z;, = a),
avec Tj, Tiy,. .-, i, € V et a € {0,1}, 'équation linéaire de ¢ vérifiant m = E et sélectionnée



132 Chapitre 9. PAC-apprentissage

par l'algorithme. De m (= E on déduit m[z;, | @ m[zi,] ® - - - ® m[z;,| = a ® 1. Soit alors Ep une
équation de ¢'; si on a Ey = E' pour une équation E' € ¢, alors par construction on a m = Ey;
dans le cas contraire, on a Ey = E & E' pour une équation E' € ¢ avec m [~ E'. En notant
E'= (2}, ©x;, ®-- @ x;k, =a'), on a m[z] ] ©m[z],] - @m[mgk,] =a @1, et on en déduit
m[z;, | @m[z;,]|®- - Omlzi, | Om(z] |@m[z],]©---©m[z] | =a®1®d'®1 =add, cest-a-dire
m = E @ E' = Ey. Finalement, m satisfait ¢. Nous avons donc Vmg € {m' € {0,1}V |m’/ =
prU{m},mo = ¢, et comme ¢ est affine nous avons donc Vmg € Clp pping({™' € {0, 1}V m'
¢t U{m}),mo = ¢'.

[réciproque] Nous montrons maintenant la réciproque; soit donc m' une affectation & V satis-
faisant ¢'. Si on a m' = m ou m' |= ¢ c’est trivial. Nous supposons donc m' # m et m' £ ¢.
Soit alors mg une affectation a V satisfaisant ¢ (si ¢ est insatisfaisable, tout est trivial); nous
montrons que ’affectation mo & m @ m' satisfait ¢.

Soit E' une équation de ¢. Si on a m = E', alors on a mg,m,m’' | E', et donc on a bien
mo ®m @ m' = E'. Soit maintenant E' avec m (£ E'. Alors, par construction de ¢’ 1’équation
E" = E® E' est dans ¢’ (o0 E est I'équation sélectionnée par 1'algorithme), et on a donc
mo ®m & m' = E"”. D’autre part, puisque m' ne satisfait pas ¢ on a m' £ E; en effet, dans le
cas contraire m' satisferait toutes les équations de ¢’ et toutes leurs sommes modulo 2 avec E,
donc toutes les équations de ¢. Finalement, en notant £ = (z;, ® z;, ®--- Dz, =a) on a:

D molz,]) @ (D, mlzi]) ® (B, m'[z;))
)®(ad1) D (ad1)
)

donc mo@m@m' = E, et comme mog@m@&m' = E”" = E® E’ on a finalement mo®mem' =
E®E®FE =FE'.

On conclut finalement que Daffectation mqo & m @ m’ est égale & une affectation m” a V
avec m” = ¢, et on a donc m' = my & m & m', qui est par définition de " AFFINE-cloture dans

Clppping({m' € {0,1}V |m' = ¢} U {m}). O

@O (moomem)[z;] =

(
(
= (

a
a

9.2.2 Complexité

Nous montrons maintenant que l’algorithme présenté dans le paragraphe 9.2.1 permet de
prouver la PAC-apprenabilité de la classe AFFINE. L’algorithme d’apprentissage que nous uti-
lisons consiste tout d’abord en l'initialisation de la formule affine ¢ par la premiére affectation
m € M recue : nous posons alors ¢ = {(z = mz]) |z € V}, qui est satisfaite par une seule affec-
tation & V', m. Puis, tant que nous avons accés & de nouveaux exemples, nous mettons ¢ a jour
avec l'algorithme MAJAffine. Remarquons que ’adaptation non dynamique de cet algorithme
est directe : si toutes les affectations de M tirées aléatoirement sont disponibles & 'initialisation
de ¢, il suffit ensuite d’appliquer l'algorithme précédent en considérant ces affectations une par
une. Nous appelons ApprendreAffine cette version non dynamique.

Si nous reprenons ’exemple de la thése (paragraphe 9.2.1), avec M’ = {00111,01000}, Dal-
gorithme calcule donc tout d’abord la formule :

(@me = 0) A (@qu = 0) A (20 = 1) A (@in = 1) A (e = 1)

& partir de ’'affectation 00111, puis il met & jour cette formule en fonction de ’affectation 01000,
obtenant ainsi la formule :

(@me = 0) A (Tpa A Tgy = 1) A (Zin ANZgy = 1) A (e A Ty = 1)
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La complexité de 'algorithme ApprendreAffine est donc en O(|M'||V|?) pour une donnée
(M',eq), puisqu’il consiste en |M'| exécutions de 1’algorithme MAJAffine sur une formule conte-
nant toujours au plus |V| équations.

Nous montrons maintenant que le support minimal pour cet algorithme est polynomial en ses
paramétres. Afin de pouvoir utiliser des outils de probabilité classiques, nous considérons le tirage
aléatoire d’une affectation m € M dans le contexte de I’algorithme, en considérant la formule
¢ calculée avant la mise a jour qu’implique m. Nous associons alors & ce tirage 1’événement
probabiliste réalisé exactement lorsque m ne satisfait pas ¢; nous le considérons intuitivement
comme un succes car il nous permet de mettre réellement ¢ a jour, et donc de diminuer strictement
la divergence entre I’ensemble des affectations & V' qui satisfont ¢ et I’ensemble M. Rappelons
du paragraphe 9.1.1 que les tirages des affectations sont indépendants les uns des autres.

Nous pouvons alors montrer la proposition suivante.

Proposition 9.1 (support minimal) Soit M un ensemble d’affectations ¢ un ensemble de
variables V, avec M muni d’une distribution de probabilités fixée D, et soient deus réels eq,ep €
10,1[. Le support minimal de l’algorithme ApprendreAffine pour (M,eq,ep) est inférieur a
2max(1/eq,1/ep)(|V] + Inmax(1/eq,1/ep)).

Preuve Nous formalisons tout d’abord le probléme en termes d’événements probabilistes et de
réussite, puis nous concluons avec un outil de probabilité classique. Nous supposons, sans perte
de généralité, que la premiére affectation tirée aléatoirement dans M est l’affectation Oy, afin de
nous placer dans le cadre des espaces vectoriels.

[tirages et succés] Rappelons tout d’abord que ’espace vectoriel M est caractérisé par une base
de taille logy |[M|. Remarquons alors que si les tirages aléatoires retournent un ensemble M’
contenant un nombre maximum d’affectations linéairement indépendantes, puisque 1’algorithme
calcule un sur-ensemble affine de M’ il calcule une description affine de ¢. Nous considérons donc
le tirage aléatoire d’une affectation m de M comme un succés si m est linéairement indépendant
de 'ensemble d’affectations tiré auparavant.

Etant donnés un ensemble d’affectations M et la donnée (M’ C M,eq €]0,1[) d’un pro-
bleme d’apprentissage pour la classe AFFINE, nous considérons la situation ou l’algorithme
ApprendreAffine ne résout pas le probléme, et montrons qu’elle ne survient qu’avec une proba-
bilité au plus ep si la taille de M’ est supérieure & la valeur de ’énoncé.

Supposons donc que 'algorithme a échoué, et notons ¢ la formule calculée et My I’ensemble
d’affectations & V satisfaisant ¢. On a donc ZmeM\M¢ D(m) > eq. Or, ¢ étant une formule
affine (homogene), toutes les affectations de M\M, sont linéairement indépendantes de My,
et donc également de tout sous-ensemble de M. On en déduit que tous les tirages aléatoires
d’affectations avaient une probabilité de succes strictement supérieure a eg.

[conclusion] Nous supposons toujours que ’algorithme a échoué. Nous ne savons pas combien
de tirages aléatoires ont été un succés, mais nous savons qu’il y en a eu strictement moins de
logs | M|, car sinon l'algorithme aurait calculé une description de M. Donc, formellement, |M’|
tirages aléatoires indépendants ont été menés, tous avec une probabilité de succés strictement
supérieure & €@, mais strictement moins de log, | M| succés ont été obtenus (en particulier,
strictement moins que |V]). Or la premiére proposition de [Val84] (paragraphe 4, p.1137) nous
dit qu’il suffit de moins de 2max(1/eg,1/ep)(|V| + Inmax(1/eg, 1/ep)) tirages pour que cela
arrive avec une probabilité inférieure a ep. O

Nous en déduisons immédiatement la proposition suivante.
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H Classe H Requétes Cadre ‘ apprenable ‘ Références ‘

HORN, ANTI-HORN || équiv., appart. | identification oui [AFP92]
HDP,ANTI-HDP || équiv., appart. | identification oui [AFP92]

NEG,Pos équiv., appart. | identification oui [Bsh95, DMP99]
NEG,Pos équiv. identification non [Ang90]
Bu exemples PAC oui [Val84]

AFFINE exemples PAC oui *

MonNoT équiv., appart. | identification oui [Bsh95, DMP99]

MoNoT équiv. identification non [Ang90]

TaB. 9.1 — Complexité de I’apprentissage

Corollaire 9.1 (PAC-apprenabilité de AFFINE) La classe des formules affines est PAC-
apprenable a partir d’exemples seulement, et de maniére dynamique.

Remarque 9.1 (VC-dimension) Un autre outil classique en apprentissage est la dimension
de Vapnik-Chervonenkis (VC-dimension) d’une classe de formules. Cet outil permet lui aussi de
montrer que le nombre d’exemples suffisant pour apprendre un ensemble d’affectations affine est
petit, mais nous avons préféré la preuve plus directe donnée pour la proposition 9.1, par souci
de simplicité. Nous renvoyons cependant le lecteur a Uarticle de Floyd et Warmuth [FW95], par
exemple, pour plus de détails. Notons que la VC-dimension de la classe des formules affines sur
|V'| variables est |V| + 1 (intuitivement, c’est le cardinal mazimal d’un ensemble d’affectations
M a4V tel qu’aucune affectation m € M n’est dans I’ AFFINE-cloture de M\{m}).

9.3 Résumé des résultats connus

Nous terminons par un résumé des résultats connus concernant la PAC-apprenabilité des
classes de formules qui nous intéressent (FNC et affines). Pour chaque classe C, la table 9.1
indique si C est PAC-apprenable ou non, ainsi que les requétes autorisées et le cadre dans lequel
le résultat a été établi. Lorsque nous indiquons «équivalence», nous sous-entendons «avec contre-
exemplesy, et de méme nous sous-entendons «exactey» lorsque nous parlons d’«identificationy.
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Nous nous intéressons dans cette derniére partie aux problémes de raisonnement a partir
d’une base de connaissances représentée dans 1'une des classes de formules présentées dans la
partie I. Les problémes que nous abordons sont encore une fois définis formellement dans chaque
chapitre, mais nous les présentons ici briévement, de fagon globale.

10.1 Présentation et motivations

Traditionnellement, la dénomination «processus de raisonnement» englobe de nombreux pro-
blémes trés différents, autant dans leurs applications que dans leur algorithmique : certains sont
fondamentaux, comme c’est le cas du probléme SAT, d’autres correspondent & des problémes trés
naturels, & la formalisation souvent plus complexe, comme le diagnostic; certains sont des pro-
blémes de décision, comme la déduction, d’autres des problémes avec sortie, comme 1’abduction.
De fagon générale cependant, le raisonnement implique une partie fize, la base de connaissances,
qui sera utilisée pour répondre & de nombreuses requétes différentes. De fait, la donnée d’un
probléme de raisonnement comprend en général ces deux parties, une base de connaissances et
une requéte.

Considérons & nouveau ’exemple du carrefour, et I’extra-terrestre entré en scéne dans le
chapitre 6. Une fois qu’il a acquis une base de connaissances a propos de ce petit monde, par
exemple celle présentée dans les préliminaires généraux (paragraphe 3.2), il peut l'utiliser pour
répondre & de nombreuses requétes concernant ce méme petit monde. Par exemple, il peut lui
«demander» s’il est vrai qu’il a le droit de traverser des que le feu pour piétons est vert, ou s’il
v a toujours au moins un des deux feux au vert; il peut encore lui demander ce qui suffit & lui
interdire de traverser, ce qu'il devrait changer s’il voulait en reprendre le droit; ou encore, il
peut lui demander §’il est possible que le feu pour véhicules et le feu pour piétons soient verts
en méme temps, etc. Pour ce qui est de ’exemple de la thése, la base de connaissances présentée
dans les préliminaires généraux (paragraphe 3.3) peut par exemple étre utilisée pour répondre
& des questions comme «Que dois-je faire pour que la lecture de ma thése soit mémorable 7»,
«Puis-je produire un document de qualité tout en le baclant 7», etc.
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Encore une fois, nous supposons l’existence d’une base de connaissances, et ne discutons pas
la pertinence des variables sur lesquelles elle est formée pour modéliser la réalité qu’elle est censée
décrire, ni celle de ’ensemble des situations qu’elle envisage implicitement. Nous supposons de
plus que les bases de connaissances sont représentées par des formules des classes présentées dans
la partie I; nous nous intéressons au raisonnement & partir de ces bases elles-mémes, supposées
représentées de fait par des formules en FNC ou affines, mais également au raisonnement &
partir des négations de ces bases, représentées de fait par des formules en FND ou de la classe
DisJAFFINE. Nous ne revenons pas sur nos motivations pour considérer ces représentations,
motivations exposées notamment dans le chapitre 1. A nouveau, nous étudions autant de fois
chaque probleme qu’il y a de classes de formules, mais nous étudions également les classes des
requétes, puiqu’elles ont bien entendu une influence significative sur la complexité des problémes.

10.2 Problématiques étudiées

Nous nous intéressons plus précisément & trois problématiques de raisonnement, de natures
trés différentes, et nous considérons chacune d’elles sous deux angles différents. Ces probléma-
tiques sont classiques, et font ’objet de nombreux travaux dans la littérature. Notons que contrai-
rement aux problémes traités dans la partie II, pour ceux-ci la classe de formules C dans laquelle
est représentée la base de connaissances de référence paramétre la donnée des algorithmes; en
conséquence, si un probléme est facile pour une classe C, il ’est au moins autant pour toute
sous-classe C' de C.

Cohérence et déduction, point de vue «exact» Le premier angle sous lequel nous consi-
dérons les problématiques consiste & considérer que la base de connaissances & notre disposition
représente eractement la réalité qu’elle est censée décrire, comme c’est le cas, par exemple, pour
une base de connaissances acquise par description (voir le chapitre 7). Sous cet angle, a la fois le
plus naturel et le plus classique, nous abordons trois taches de raisonnement. Tout d’abord, nous
considérons la vérification de cohérence d’'une base de connaissances, plus formellement le pro-
bléme SAT pour cette base. Intuitivement, cette tache consiste & vérifier que notre connaissance
du monde n’est pas absurde, c’est-a-dire qu’elle envisage bien au moins une situation possible
dans le petit monde de référence, ou définit au moins un exemple du concept qu’elle représente.
Le contraire pourrait se produire, par exemple, aprés ’ajout de nouvelles contraintes & la base.

Cette problématique est particuliére, en ce sens qu’elle ne dépend pas d’une requéte. De fait,
pour une méme base de connaissances le probléme de vérification de cohérence n’a besoin d’étre
résolu qu’'une fois. Cette problématique est donc plus naturelle si la base est souvent mise &
jour. Bien siir, les bases de connaissances des exemples du carrefour et de la thése sont toutes
cohérentes.

La deuxiéme problématique que nous considérons avec le point de vue «exact» est celle
de la déduction : il s’agit 1a, étant donnée une requéte, c’est-a-dire une formule, formalisant
intuitivement une assertion & propos du petit monde de référence, de décider si cette requéte est
ou non impliquée par la base de connaissances.

Dans le petit monde du carrefour, un probléme de déduction doit par exemple étre résolu
lorsque l’extra-terrestre se demande s’il a le droit de traverser dés que le feu pour piétons est
vert. En effet, il s’agit alors de demander & sa base de connaissances si elle implique la requéte
«Si le feu est vert, on a le droit de traverser». C’est encore le probléme & résoudre lorsqu’il se
demande s’il y a toujours au moins I'un des deux feux au vert, puisqu’il s’agit alors de demander
a la base de connaissances si elle implique la requéte «Soit le feu pour piétons, soit le feu pour
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véhicules est verty.

Mais la déduction est également le probléme & résoudre pour répondre a des questions telles
que «Est-il possible que le feu pour piétons et celui pour véhicules soient verts en méme temps 7».
En effet, cela revient & «demander» & la base de connaissances si elle n'implique pas le contraire
de cette assertion, en l'occurrence 'assertion «Il y a toujours au moins un des deux feux qui
n’est pas au verty. De méme, c’est un probléme de déduction de ce type qui formalise la question
«Puis-je produire un document de qualité tout en le baclant 7» de ’exemple de la thése; il s’agit
en effet de savoir si la base de connaissances n’implique pas I'assertion «Si je produis un document
de qualité, c’est que je ne ’aurai pas baclé».

Néanmoins, les problématiques de vérification de cohérence et de déduction, sous le point
de vue exact, ne soulévent que peu de problémes intéressants dans notre cadre. En effet, par
hypothése les classes de formules dans lesquelles nous concevons la représentation de connais-
sances sont toutes traitables pour le probléme SAT, puisque c’est I'une de nos motivations pour
les étudier ; nous renvoyons donc 4 la partie I pour les algorithmes efficaces correspondants. Pour
ce qui est de la déduction, nous rappelons simplement des résultats classiques et trés généraux
dans le paragraphe 10.3.

Abduction, point de vue «exact» Toujours en considérant que la base de connaissances &
notre disposition représente ezactement la réalité qu’elle est censée décrire, nous étudions ensuite
la problématique de ’abduction (chapitre 11) : il s’agit désormais, étant donné un but, c’est-a-dire
une formule formalisant une assertion & propos du petit monde de référence, d’expliquer ce but
en essayant de lui trouver une cause plausible, cohérente avec la base de connaissances. C’est
donc un probléme avec sortie, contrairement & la vérification de cohérence ou & la déduction.
Le but, quant & lui, peut étre vu comme représentant un fait observé dans le petit monde et
que 'on veut expliquer, ou encore un objectif & atteindre, un fait dont on veut s’assurer, etc.
On demande également, en général, que les explications fassent partie d’un certain ensemble
d’hypothéses ; nous détaillerons ce point dans le chapitre 11, mais de fait, la requéte, pour un
probléme d’abduction, est constituée d'un but et d’'un ensemble d’hypothéses.

Si I’on considére le petit monde du carrefour, un probléme d’abduction doit par exemple étre
résolu lorsque notre extra-terrestre se demande ce qui suffit & lui interdire de traverser ; en effet,
il s’agit alors de trouver une explication plausible a la validité (imaginaire) du but «Il est interdit
de traversery. L’explication «Le feu pour véhicules est vert» est alors une réponse correcte a ce
probléme, puisque, conjointe & la base de connaissances, elle implique bien la requéte, et parce
qu’elle est cohérente avec la base. A l'inverse, ’assertion «Les deux feux sont verts» n’est pas
une réponse correcte a ce probléme, puisque sa conjonction avec la base de connaissances n’est
pas cohérente.

La problématique de ’abduction formalise également la question «Que dois-je faire pour que
la lecture de ma thése soit mémorable 7% de 'exemple de la thése. Le but «La lecture de ma
thése est mémorable» est alors plus naturellement compris comme un objectif & atteindre, et
I’éventuelle explication trouvée, comme un moyen d’atteindre cet objectif. Ainsi, une réponse
correcte & ce probléme est la formule «Bécler le travail et le faire lire & quelqu’un qui n’est pas
chercheur en informatique».

Remarquons qu’un probléme d’abduction n’admet pas toujours une réponse. Ainsi, le pro-
bléme «Que dois-je faire pour avoir le droit de traverser alors que le feu pour véhicules est vert 7»,
soumis & la base de connaissances de ’exemple du carrefour, n’en admet aucune. Remarquons
également que le processus d’abduction ne préserve pas la vérité. Cela signifie intuitivement
que I’éventuelle réponse trouvée n’est pas nécessairement la véritable cause du fait observé, par
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exemple. Ainsi, dans ’exemple du carrefour, si le fait que le feu pour voitures soit vert justifie
bien une interdiction de traverser, il y a des situations ou il n’est pas vert, mais ot 'on n’a pas
non plus le droit de traverser; par exemple, la situation ou les deux feux sont rouges.

Le processus d’abduction a également été beaucoup étudié dans la littérature, et sa complexité
est déja connue pour toutes les classes de formules FNC qui nous intéressent (avec des classes de
requétes naturelles). Nous complétons cet état de ’art dans le chapitre 11, en donnant un modéle
d’algorithme général, et en I’étudiant lorsque la base de connaissances de référence est représentée
par une formule affine ou par une formule FND. Rappelons que nous entendons cette derniére
situation comme le cas ou ’on veut raisonner avec la négation d’une base de connaissances (voir
le chapitre 1, paragraphe 1.1).

Point de vue «approximation» Nous abordons enfin & nouveau les trois mémes probléma-
tiques (chapitre 12), mais avec un point de vue différent. Il s’agit cette fois de considérer que la
base de connaissances dont nous disposons n’est qu’une approzimation de notre réelle connais-
sance du monde, par exemple acquise avec I’'un des algorithmes présentés dans le chapitre 8, et
d’essayer de comprendre quelle est la sémantique des processus de raisonnement dans ce cadre;
c’est donc 1’étude des utilisations «méfiante» et «restrictive» d’une base de connaissances ap-
proximative (voir la discussion du chapitre 8, paragraphe 8.1.2). Ainsi, la question générale que
nous nous posons est la suivante :

Supposons que nous répondions & un probléme de raisonnement avec une base de
connaissances approximative. Que pouvons-nous déduire, & partir de la réponse obte-
nue, sur celle que nous aurions obtenue avec une représentation exacte de la réalité?

Notons que, si la vérification de cohérence et la déduction sont déja bien étudiées dans la litté-
rature sous ce point de vue, ce n’est pas le cas pour ’abduction ; nos résultats pour ce probléme
sont de fait principalement de premiéres pierres dans ce domaine.

10.3 Déduction, point de vue «exacty»

Comme nous ’avons dit, les résultats pour la déduction, lorsque la base de connaissances de
référence est représentée dans I'une des classes de formules qui nous intéressent, sont & la fois
simples, classiques et généraux.

Rappelons tout d’abord que pour les questions du type «Est-il possible que le feu pour piétons
et celui pour véhicules soient verts en méme temps 7», on se raméne 4 une question du type «La
base de connaissances implique-t-elle une requéte donnée ?» en considérant la mégation de la
requéte précédente. Plus formellement, nous traitons la question «« est-il possible 7%, pour une
requéte o donnée, comme la question «¢ (n’)implique-t-elle (pas) —a?», ol ¢ est la base de
connaissances de référence. Remarquons que si « est en FNC ou en FND, on peut représenter
—a par la formule Neg(«) sans changer la réponse au probléme.

Nous nous intéressons donc au probléme de décision suivant ; puisque sa complexité dépend
de la forme syntaxique de la base de connaissances, mais aussi de celle de la requéte, nous le
paramétrons par deux classes de formules, Cy et C,.

Probléme 10.1 (Deduction[Cy,Cql)

Donnée : Deux formules ¢, avec ¢ € Cy et a € Cq
Question : A-t-on ¢ =a ?
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On voit tout d’abord aisément que la traitabilité du probléme de satisfaisabilité SAT|Cy|, pour une
classe de formules Cy4 donnée, est une condition presque suffisante a la traitabilité du probléme
Deduction[Cy,CLAUSES]. En effet, on voit que si ¢ est une formule quelconque, et a = (¢; V
LoV -+ V £), une clause quelconque, les ¢; étant des littéraux, alors on a ¢ = « si et seulement
si la formule ¢ A Neg(a) = ¢ Ay Alg A --- ALy, ot £; est le littéral opposé du littéral 4;, est
insatisfaisable. En considérant alors ’affectation m a Var(a) définie pour tous les littéraux £
de « et toutes les variables z de Var(a) par : £ = x = m[z] = 1 et £ = -~z = mlz] = 0,
on voit que ¢ implique « si et seulement si la formule obtenue en propageant m dans ¢ est
insatisfaisable. Comme toutes les classes de formules que nous avons vues dans la partie I sont
des sous-classes de l'une des classes HORN-REN (pour les formules 2FNC, seulement celles qui
sont satisfaisables, mais dans le cas contraire les problémes sont alors triviaux), AFFINE, FND ou
DiISJAFFINE, et comme ces trois classes sont stables par propagation d’affectations quelconques
et traitables pour SAT, on peut conclure que la déduction de clauses est traitable pour une base
de connaissances représentée dans I'une quelconque des classes qui nous intéressent. Pour ce qui
est de la déduction de formules FNC, le méme résultat est valable, puisqu’il suffit de remarquer
qu’une formule implique une conjonction d’autres formules si et seulement si elle implique chacune
d’elles. Le probléme de la déduction d'une formule FNC contenant k clauses se raméne donc a k
problémes de déduction de clauses.
A titre d’illustration, reprenons la base de connaissances de 1’exemple du carrefour :

¢c = (mzpr Vayp) A(—~zvp Vzpr) A (—zpy V —zyy V -zpr) A (mzyp V ~zyy)

et soit la requéte en FNC :

ac = (mzyp V ~zyy) A (zvp V zvy)

Le probléme de déduction pour (¢¢, o) revient donc a décider 'insatisfaisabilité de la formule
(pc N Neg(ag)), et donc & décider U'insatisfaisabilité des deux formules (¢c A zyp A zyy) et
(¢c A —zyp A mzyy). Or, en considérant la deuxiéme de ces formules, aprés la propagation de
laffectation «forcée» 00 & {zyp,zyy} dans ¢¢, on obtient la formule :

(=zpr)

qui est satisfaisable. On en déduit que la formule (¢c A ~zyvp A —zyy), et donc la formule
(¢c A Neg(ac)), est satisfaisable, et on peut donc donner la réponse ¢¢ [~ ac au probléme.

Proposition 10.1 (Deduction[Cy,Fnc]) Le probléme Deduction[Cy,FNC] est traitable pour
toutes les classes de formules présentées dans la partie 1.

En revanche, lorsque la requéte est une formule en FND, il est facile de voir que le probléme de
déduction est coNP-difficile dans toute sa généralité, et le reste méme si on se restreint aux bases
de connaissances représentées dans 'une des classes de formules FNC qui nous intéressent. En
effet, pour une formule FND ¢ donnée, une instance de ce probléme de déduction est la question :
la formule FNC sans clause, (), implique-t-elle ¢? Or, il est facile de voir que ce probléme est
exactement le probléme consistant & décider si ¢ est une tautologie; en revanche, le probléme est
bien dans coNP, puisqu’une affectation aux variables satisfaisant la formule qui représente la base
de connaissances, mais pas celle qui représente la requéte, est un témoin (négatif) convenable. Le
résultat pour les classes de formules qui nous intéressent découle ensuite du fait que la formule
FNC sans clauses fait partie de toutes ces classes, et que vue comme une conjonction vide elle
est également affine.
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H Classe Cg ‘ Classe C, H Deduction[Cy,C,] H
HORN-REN Fnc traitable
AFFINE Fne traitable
HORN-REN-FND Fnc traitable
DISJAFFINE FnNc traitable
HorN, HDP, NEG et duales FND coNP-complet
B1J, AFFINE FND coNP-complet
Horn-REN, HDP-REN, MONOT FnD coNP-complet
FnD HORN-REN traitable
FND AFFINE traitable
FnND HORN-REN-FND traitable
FND DISJAFFINE traitable

TaAB. 10.1 — Résumé des complexités des problémes de déduction

Proposition 10.2 (Deduction[Cy,FND]) Le probléme Deduction[Cy,FND] est coNP-complet
pour toutes les classes de formules présentées dans la partie I

Quant au probléme de la déduction avec des bases de connaissances en FND, il se raméne a la
déduction & partir de termes, puisque pour toutes formules ¢, ¢a,, on a ¢1 V ¢ = a si et
seulement si on a ¢; = a et ¢o = a. Or, par contraposition décider ¢ = « revient a décider
—a | —¢; de fait, lorsque ¢ est un terme le probléme revient a un probléme de déduction de
clauses.

Nous synthétisons toutes ces remarques dans la table 10.1. Rappelons que pour les problémes
de raisonnement, si une classe C de formules (celle de la base de connaissances) admet un algo-
rithme polynomial pour une certaine classe de requétes, alors toute sous-classe de C admet un
algorithme de méme complexité (le méme!) pour ces requétes; nous ne reportons donc dans la
table 10.1, et dans les autres résumés de cette partie, que les résultats pour les classes de formules
mazimales pour 'inclusion de classes.

Enfin, pour la déduction et 'abduction nous avons choisi de ne pas détailler la complexité
eracte des problémes; nous nous intéressons simplement a leur traitabilité, le probléme le plus
intéressant étant de déterminer des restrictions polynomiales. Néammoins, pour les deux pro-
blémes les restrictions polynomiales que nous discutons admettent des complexités de ’ordre du
temps linéaire ou quadratique.

Nous étudions donc dans cette partie la problématique de ’abduction avec un point de
vue exact (chapitre 11), puis les problématiques de vérification de cohérence, de déduction et
d’abduction avec un point de vue «approximationy» (chapitre 12). Notons que ce dernier chapitre
s'intéresse a la sémantique des processus de raisonnement, et non plus & leur algorithmique.

Encore une fois, les résultats présentés dans le corps des chapitres sont pour la plupart des
contributions originales de cette thése, et dans le cas contraire nous mentionnons l’origine des
travaux rapportés.
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Nous nous intéressons dans ce chapitre a 1’abduction, c’est-a-dire & la recherche d’une ex-
plication pour un «but» donné. Ce processus permet de formaliser de nombreux problémes de
raisonnement, comme la recherche de causes & des faits observés, de moyens d’atteindre un ob-
jectif etc.; le raisonnement «(J’observe que) je suis, donc (il est plausible que) je pense», par
exemple, peut étre vu comme un raisonnement abductif. Nous rappelons les résultats déja connus
concernant 'algorithmique de ce processus, puis nous donnons un modeéle d’algorithme général
pour résoudre le probléme; son principe est basé sur la notion de projection d’'une formule sur
un ensemble de littéraux. Nous étudions alors des algorithmes dérivés de ce modéle pour le cas
ou la base de connaissances de référence est représentée par une formule affine, puis pour les
cas ou elle est représentée par une formule en FND ; nous découvrons ainsi de nouvelles classes
traitables pour ce probléme, et complétons donc I’état de ’art sur le sujet pour les classes de
formules qui nous intéressent.

11.1 Présentation et travaux précédents

I’abduction est un processus de raisonnement avec sortie, qui fait intervenir trois données :
une base de connaissances, un but et un ensemble d’hypothéses. Nous formalisons tout d’abord
ces notions, ainsi que la notion d’ezplication, puis nous motivons 1’étude de ce probléme, et enfin
nous présentons un rapide état de l'art sur le sujet.

143



144 Chapitre 11. Abduction

11.1.1 Formalisation des notions

Hypothéses et explications Nous avons vu qu’un probléme d’abduction faisait intervenir
une base de connaissances et un but. Mais comme nous ’avons dit, on restreint également, en
général, ’ensemble d’hypothéses parmi lesquelles ’explication doit étre recherchée; suivant le
modele classique, nous imposons que les explications soient des conjonctions de littéraux (des
termes), formées sur un ensemble de littéraux distingués, ’ensemble des littéraux abductibles. La
requéte d’un probléme d’abduction est donc constituée de ces deux objets, le but et I’ensemble des
littéraux abductibles. La recherche d’une explication est enfin guidée par un critére de préférence
entre les explications, relativement auquel on doit rechercher une meilleure explication; nous
choisissons le critére le plus classique, celui privilégiant les explications logiquement les plus
faibles, c’est-a-dire les termes minimaux pour l'inclusion.

Toutes ces notions sont formalisées dans notre cadre par les deux définitions suivantes. Nous
définissons tout d’abord, afin de simplifier 'exposé, la notion de probléme d’abduction. Comme
pour la déduction, cette notion dépend de deux classes de formules Cy et Cq, celles de la base
de connaissances et celle du but ; notons que nous demandons que les formules représentant ces
deux objets soient satisfaisables, et que le probléme est trivial dans le cas contraire.

Définition 11.1 (probléme d’abduction pour Cy et C,) Soient ¢ et o deuz formules pro-
positionnelles satisfaisables avec ¢ € Cy et a € Cq, et soit L un ensemble de littérauz. Le triplet
(¢,a, L) est appelé un probléme d’abduction pour Cy et C,,.

Définition 11.2 (hypothése, explication) Soit IT = (¢, @, L) un probléeme d’abduction pour
deuz classes de formules quelconques. Un terme E C L est appelé une hypothése pour 11, et une
hypothése E pour I1 est appelée une explication pour II si on a ¢ A E = a (E justifie a sachant
@) et si ¢ N\ E est satisfaisable (E est cohérent avec ¢). Si de plus, aucun sous-terme propre de
E n’est une explication pour II, E est appelé une erplication minimale pour II.

Exemples Afin d’illustrer ces notions, considérons ’exemple du carrefour et la question «Com-
ment étre siir qu’on a le droit de traverser, en ne regardant que les feux 7». Cette question peut étre
formalisée dans notre cadre en définissant le probléme d’abduction II¢ = (¢¢, a¢, L¢) suivant.
La base de connaissances de ce probléme, tout d’abord, est la formule ¢¢ introduite dans les pré-
liminaires généraux (paragraphe 3.2). Le but «a¢, ensuite, est la formule réduite & une variable
zpr. Enfin, 'ensemble L¢ des littéraux abductibles est ’ensemble {zyp, zyp,zvv,zyv},
c’est-a-dire tous les littéraux représentant les couleurs des feux. Les hypothéses pour ce probléme
sont donc les neuf termes :

(), (zvp), (mzvp), (zvv), (mzvy), (Tve Azvy), (Tve A ~zyy), (n2yvp Azyy), (hzyp A ~zyy)

En effet, puisque nous définissons les hypothéses comme des termes, les conjonctions de littéraux
telles que (zy pA—zyp) ne sont pas des hypothéses ; remarquons que cela n’est pas une restriction,
puisque ces hypothéses ne peuvent étre cohérentes avec la base de connaissances (elles sont
insatisfaisables). Parmi les hypothéses pour II¢, on voit facilement que les deux seules explications
sont :

(zvp), (zvp A —zvy)

En effet, pour le deuxiéme terme, par exemple, la formule ¢cAzy pA—zyy est bien satisfaisable, et
implique le but zp7. A Uinverse, ’hypothése (—zy p) n’est pas une explication pour Il car on n’a
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pas ¢c A—zyvp = xpr, comme le montre affectation 0010 aux variables {xpv,zvp, xvv, DT},
et 'hypothése (zyp A zyy) n’est pas une explication car elle n’est pas cohérente avec ¢¢. Fi-
nalement, la seule explication minimale pour Il est (zyp) («Il suffit de vérifier que le feu pour
piétons est verty), puisque 'autre explication en est un sur-terme.

Pour ce qui est de ’exemple de la thése, la question «Comment faire pour que la lecture
de ma thése soit mémorable sans travailler 7» peut également étre formalisée dans notre cadre.
On peut en effet la formaliser par le probléme d’abduction II; = (¢, a, Lt) ou : ¢ est la
base de connaissances introduite dans les préliminaires généraux (paragraphe 3.3); oy est la
formule réduite & la variable x,.; Ly est I’ensemble de littéraux {Zpq, Tch, "Tcn }- Intuitivement,
I’'ensemble des abductibles peut étre vu comme ’ensemble des littéraux qui représentent des
actions possibles : ainsi, le doctorant ne veut pas se retrouver forcé & travailler, donc il considére
comme abductible le littéral xp, («Bacler le travaily), mais pas son opposé; en revanche, il
veut bien avoir & choisir un lecteur qui soit chercheur en informatique, ou un lecteur qui ne
le soit pas, et il considére donc comme abductibles les littéraux ., et -z, ; enfin, les autres
variables, intuitivement, représentent des faits que 1’on ne peut pas réaliser directement. De fait,
les hypothéses pour II; sont les termes :

()7 (‘rba)’ (‘Tch)a (_'xch)a (xba A xch)’ (‘Tba A _‘xch)

parmi lesquels seul le terme (zpq A —Zp) est une explication pour II;. Le terme (—xp, AZcp), quant
a lui, explique bien la requéte oy, mais il n’est pas formé sur ’ensemble de littéraux abductibles
L;, et n’est donc pas une explication pour II;.

Problémes algorithmiques Nous pouvons maintenant énoncer le probléme avec sortie que
nous traitons dans ce chapitre. Encore une fois, nous paramétrons ce probléme par deux classes
de formules, Cy et C,.

Probléme 11.1 (Abduction[Cy,Cal)

Donnée : Un probléme d’abduction IT pour Cy et C,
Sortie : Une explication minimale pour 11 s’il en existe une, et sinon «Pas d’explications.

Cette formalisation de la problématique est a la fois classique et générale. En effet, nous n’im-
posons aucune restriction sur la classe de formules C, dans laquelle sont représentés les buts,
ni sur les ensembles de littéraux abductibles. Notons également que nous autorisons un littéral
abductible & étre formé sur une variable apparaissant dans la requéte. Outre la généralité qu’elle
permet, cette possibilité peut étre justifiée en pratique. Ainsi, si I’on considére dans le petit
monde de la thése la question «Comment caractériser les théses a la fois mémorables et de qua-
lité décrites dans une base de données de rapporteurs 7», on peut la formaliser par le probléme
d’abduction (¢, (Zme A Tqu), {Tchs 7Zcn}). Mais ce probléme n’a pas d’explication. En revanche,
si 'on ajoute les littéraux abductibles &y, €t e (intuitivement, on s’autorise & demander aux
rapporteurs s’ils se souviennent de la thése), on peut obtenir 'explication (e A zcp) («Ce sont
celles qui ont été rapportées par un chercheur en informatique qui s’en souvienty ). Le littéral z,,.,
ici, non seulement participe & expliquer z,,. dans le but, mais il participe également & expliquer
Zqu, €1 ce sens que ¢; et x, seuls ne suffisent pas a ’expliquer.

Nous nous intéressons donc & la complexité du probléme Abduction[Cy,C,] pour les classes
Cy présentées dans la partie I, en recherchant les classes C, maximales pour lesquelles il est
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traitable. Suivant la littérature, nous calculons la complexité d’un algorithme traitant ce probléme
en fonction de la taille de la base de connaissances ¢ et du but «, ainsi que du nombre |L|
d’abductibles (nous ne considérons pas que ’ensemble des hypothéses fait partie de la donnée
du probléme). Pour montrer qu’un tel probléme est difficile, nous considérons le probléme de
décision associé suivant.

Probléme 11.2 (D-Abduction[Cy,Col)

Donnée : Un probléme d’abduction IT pour Cy et C,
Question : Eziste-t-il au moins une explication pour I 2

Clairement, si cette question est difficile, alors le calcul d’une explication 1’est au moins autant.

11.1.2 Motivations

Comme nous ’avons vu dans le chapitre 10, la problématique de 1’abduction permet de
formaliser de nombreux problémes de raisonnement. Si ’on voit le but comme un fait inattendu
que 'on a observé, ce processus formalise alors la recherche d’une explication plausible de ce
fait. On peut ainsi formaliser le probléme général du diagnostic, qui survient dans le domaine
meédical (diagnostic de maladies, le but formalisant les symptdmes observés), dans le domaine de
Pélectronique (diagnostic de pannes, les explications formalisant des ensembles de composants
possiblement défectueux) [CMM98, SWO01], etc. Si ’on voit le but comme un fait dont on veut
s’assurer, ce probléme formalise alors des problémes de wvérification, ou il s’agit de déterminer
ce qu’il suffit de vérifier pour s’assurer d’un fait donné. Si I'on voit le but comme un objectif a
atteindre, le processus d’abduction peut encore formaliser des problémes de planification [HLMO01]
(avec des restrictions). Ce processus, enfin, est au centre des systémes de raisonnement proposés
par de Kleer, les CMS («Clause Management Systems») et ATMS («Assumption-Based Truth
Maintenance Systems») [dK86, RAK87].

Plus concrétement, ’abduction est également une problématique centrale dans des problémes
de configuration : par exemple, dans le cas d’un client d’une entreprise, qui commande un produit
«sur mesure» en indiquant les composants qui I'intéressent un par un, des problémes d’abduction
surgissent lorsqu’il faut lui expliquer lesquels de ses choix précédents I’empéchent de choisir tel
nouveau composant, afin par exemple de lui permettre de revenir sur ces choix («restauration de
la cohérence» ) ; Amilhastre et al. [AFMO02, paragraphe 5| décrivent une telle application en détail,
pour la configuration de voitures. De fagon plus élaborée, I’abduction a été utilisée pour formaliser
la compréhension de langage naturel [HSAM93] : il s’agit d’expliquer la structure logique d'une
phrase & partir d'une base de connaissances concernant le sens commun («Si j’habite dans une
ville, alors j’habite dans le pays ou se situe cette villey, par exemple) et les régles du langage.
Les abductibles sont alors, par exemple, I’identification d’un pronom avec un nom cité dans le
texte. Cette application est décrite en détail par les auteurs [HSAMO93|.

11.1.3 Travaux précédents

Résultats généraux Le travail d’Eiter et Gottlob [EG95a] donne les principaux résultats
généraux concernant la complexité des problémes d’abduction formalisés dans un cadre proche
du noétre. Ils montrent notamment que le probléme D-Abduction[FNc,L1Ts] est trés difficile, et
plus précisément qu’il est %%’ -complet ; rappelons que la classe $¥ correspond intuitivement &
la classe des problémes pour lesquels la vérification d’un témoin est un probléme de NP [Pap94,
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chapitre 17|. Concernant encore les résultats généraux, il est facile de voir que le probléme
«descend» dans NP lorsque le probléme SAT et la déduction sont traitables pour les classes de
formules considérées, puisque alors un témoin (’explication) est vérifiable en temps polynomial.

Amilhastre et al. [AFMO02] donnent également des résultats généraux, pour des bases de
connaissances formées sur des variables multivaluées (cadre des Problémes de Satisfaction de
Contraintes) ; leurs résultats sont essentiellement les mémes que dans le cas propositionnel.

L’article de Bylander et al. [BATJ89] traite de nombreuses formalisations différentes pour
I’abduction, et notamment différents critéres de préférence entre les hypothéses. Les auteurs
montrent également les liens entre ’abduction et d’autres problémes de raisonnement, et donnent
un historique assez riche de 1’étude de I’abduction. Dans un cadre plus précis, 'article d’Eiter et
Gottlob [EG95a] traite également ces aspects. Pour le lien entre ’abduction et d’autres problémes,
on pourra également consulter ’article de Marquis sur les impliqués premiers et le «consequence-
finding» [Mar00].

Classes de formules Concernant des classes plus précises de formules, citons notamment le
travail de Selman et Levesque [SLI0| sur la complexité du probléme D-Abduction[HoRN,VARS].
La remarque précédente montre que ce probléme est dans NP si la requéte est en FNC (il faut
que la déduction soit traitable), mais les auteurs montrent qu'’il est NP-complet, et ce méme si on
se restreint aux formules FNC de Horn acycliques (nous renvoyons a l'article pour les définitions)
et si la requéte est une variable. Ils montrent cependant qu’en se restreignant au cas ou tous les
littéraux formés sur des variables qui n’apparaissent pas dans la requéte sont abductibles, on
obtient un probléme traitable; ce résultat, s’il n’est pas trés intéressant en pratique, leur permet
d’identifier le sous-probléme de «restriction» & un ensemble de variables («support set selectiony )
comme le cceur du probléme. Pour obtenir des problémes traitables avec des formules de Horn, il
faut se restreindre au cas des formules FNC de Horn définies positives, avec des buts donnés par
des termes positifs [EG95a, proposition 5.3]. Remarquons que la NP-complétude du probléme
pour la classe des formules de Horn dans toute sa généralité implique sa NP-difficulté pour la
classe plus générale des formules Horn-renommables, et donc sa NP-complétude, les problémes
de satisfaisabilité et de déduction restant polynomiaux.

En ce qui concerne les autres classes de formules qui nous intéressent dans ce mémoire, les
bases de connaissances représentées par des formules 2FNC ou FNC monotones (incluant les cas
négatif et positif) permettent une abduction polynomiale pour des classes de requétes naturelles.
Ces cas sont notamment traités par Marquis [Mar00] dans un cadre plus général, avec la notion
d’impliqué premier.

Mais le probléme d’abduction a également été montré polynomial pour des classes de for-
mules FNC définies en structure. C’est le cas pour les formules FNC de Horn acycliques dont le
probléeme SAT pour la pseudo-complétion peut étre traité par la résolution unitaire seule, lorsque le
but est donné par une variable [Esh93]. C’est également le cas pour les formules dont la structure
a une largeur de noyau induite bornée [dV00a| (voir aussi le travail expérimental correspon-
dant [SdV01]); encore une fois, nous renvoyons aux articles pour les définitions. Enfin, méme
si cette représentation n’est pas une formule de la logique propositionnelle, il est intéressant de
noter que ’abduction est traitable pour des bases de connaissances représentées par leurs mo-
deéles caractéristiques |[KKS95, KR96| (avec certaines restrictions, pour lesquelles nous renvoyons
toujours aux articles).

Enfin, un article récent d’Eiter et Makino [EMO02] traite le probléme du calcul de plusieurs
explications pour un méme probléme. A notre connaissance, c’est le premier réel travail dans ce
sens, et les auteurs donnent de premiers résultats pour les bases de connaissances de Horn.



148 Chapitre 11. Abduction

Notre apport Dans ce chapitre, nous complétons 1’état de I’art pour le probléme de 'abduction
tel que nous 'avons formalisé. Nous donnons un modéle d’algorithme pour ce probléme, général et
indépendant des classes de formules considérées; ce modéle est basé sur la notion de projection
d’une formule sur un ensemble de littéraux. Puis nous étudions les classes de formules pour
lesquelles ce modéle donne des algorithmes polynomiaux, et montrons ainsi que l’abduction est
traitable pour des bases de connaissances affines, ou représentées dans les classes de formules
FND qui nous intéressent [Zan02c, Zan03b]. Nous montrons également que ce modeéle unifie
plusieurs résultats de traitabilité déja connus.

11.2 Modéle général d’algorithme

Nous présentons dans ce paragraphe le modeéle d’algorithme que nous proposons pour résoudre
un probléme d’abduction. Ce modéle étant basé sur la notion de projection d’une formule sur un
ensemble de littéraux, nous commencons toutefois par présenter cette notion.

11.2.1 Projection

L’opération consistant & projeter une formule sur un ensemble de littéraux est présentée
dans [Mar00] sous ’appellation «oubli de littéraux». Intuitivement, si I’on considére les ensembles
de modéles, elle généralise 'opération de projection d’une base de données relationnelle sur un
sous-ensemble de ses attributs.

Nous définissons tout d’abord cette opération de maniére sémantique, c’est-a-dire en termes
d’ensembles de modéles ; néanmoins, nous I’appliquerons bien & des formules, et nous discuterons
le calcul associé dans le paragraphe 11.3. Notre définition différant de celle de [Mar00], nous
montrons ensuite 1’équivalence entre les deux.

Définitions Nous définissons tout d’abord la notion de projeté d’une affectation. Soient V' un
ensemble de variables et L un ensemble de littéraux formés sur V. Rappelons qu’une affectation
partielle 3 V est une application de V dans {0,1,7}. Si m est une affectation & V' et L un
ensemble de littéraux (non nécessairement tous formés sur V'), on appelle projeté de m sur L, et
on note myr, l'affectation partielle a V' définie pour toute variable z € V' par :

mp[z] =0 sim[z] =0 et -z € L
mip[z] =1sim[z]=1etz €L
mg[z] =7 sinon

Ainsi, si I’on considére ’exemple de la thése, le projeté de 'affectation 00111 € M; a V; =
{Zmes Tqu, Toay Tin, Ten b sur Uensemble de littéraux Ly = {—Zme, Lo, Tch, 7Ten} est affectation
partielle 07171 & V;; quant au projeté de 01000 sur L}, c’est I'affectation partielle 077770.

Nous pouvons alors définir la notion de projeté d’une formule sur un ensemble de littéraux.
Rappelons des préliminaires généraux (paragraphe 1.1) que extension ext(p) d'une affectation
partielle p & un ensemble de variables V est I’ensemble des affectations m a V telles que 1’on a :

Vz € V,plz] #7 = m|z] = p[z]
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Définition 11.3 (projeté) Soient ¢ une formule propositionnelle et L un ensemble de litté-
rauz. On appelle projeté de ¢ sur L toute formule propositionnelle ¢' telle que ’ensemble des
affectations & Var(¢) satisfaisant ¢' est Unmere) ext(mir).

Ainsi, une formule propositionnelle admet en général plusieurs projetés sur un méme ensemble
de littéraux, mais tous sont logiquement équivalents les uns aux autres. Si ’on reprend 'exemple
de la these, ’ensemble des modéles d’un projeté de ¢; sur Lj est donc 'ensemble :

ext(00111)7,) U ext(01000 1) U ext(10100,,) U ext(11011 1, )
c’est-a-dire 'ensemble :
ext(0?171) U ext(0?770) U ext(??170) U ext(???71) = {0,1}"*\ {10000, 10010, 11000, 11010}
De fait, un projeté de ¢ sur L; est par exemple la formule FNC réduite a une clause :

(_‘-Tme V Ty V :L'ch)

Propriétés de la projection Il est utile de lister dés maintenant quelques propriétés immé-
diates de 'opération de projection. Tout d’abord, la projection est distributive sur la disjonction,
autrement dit, si ¢ et ¢ sont deux formules, si L est un ensemble de littéraux et si ¢} (resp. ¢5)
est un projeté de ¢ (resp. ¢o) sur L, alors la formule ¢} V ¢}, est un projeté de la formule ¢1 V ¢
sur L. En revanche, dans le cas général la projection n’est pas distributive sur la conjonction;
elle ne 'est que si ¢ et ¢ dépendent réellement d’ensembles de variables disjoints (on dit qu'une
formule ¢ dépend réellement de ’ensemble de variables V' si V est I’(unique) ensemble minimal
pour linclusion tel que tout projeté de ¢ sur VU {—z |z € V} est logiquement équivalent a ¢).
Enfin, en régle générale la projection n’est pas distributive sur la négation.

Equivalence avec la notion d’oubli Nous montrons enfin que les projetés d'une formule
¢ sur un ensemble de littéraux L sont logiquement équivalents & la formule obtenue de ¢ en
oubliant les littéraux formeés sur Var($) qui ne sont pas dans L. On peut également trouver
cette équivalence dans le récent article de Lang et al. [LLMO03, proposition 15].

Cette notion d’oubli est définie inductivement comme suit.

Définition 11.4 (oubli de littéraux, [Mar00, définition 3.14]) Soient ¢ une formule pro-
positionnelle et L un ensemble de littérauz formés sur Var(¢). La formule fg(p, L) est la formule
définie inductivement par les régles suivantes :

=¢siL=10
=¢[{z}: 1]V (~z A p[{z} :0]) si L = {z} pour une variable z € Var(¢)
= ¢[{z}: 0]V (z A $[{z} : 1]) si L = {—z} pour une variable x € Var(p)

fg9(¢,L)
fa(,L)
fa(¢, L)
fa(o, L) = fg(fg(p,L"),{L}) si L=L"U{L} pour un littéral £ formé sur Var(p)

Nous sommes donc en mesure de montrer ’équivalence suivante entre les deux notions. Intui-
tivement, projeter une formule sur un ensemble de littéraux revient & oublier tous les autres.
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Proposition 11.1 (projection vs. oubli) Soient ¢ une formule propositionnelle et L un en-
semble de littérauz formés sur Var(p). Soit Ly 'ensemble de tous les littéraus formés sur Var(¢p).
Alors pour tout projeté ¢' de ¢ sur L on a ¢' = fg(é, Ly\L).
Preuve Nous montrons le résultat par induction sur Lg\L. Si L = Ly, tout d’abord, on a
Vm € M(¢),m|, = m et donc pour tout projeté ¢' de ¢, on a ¢/ = ¢; or on a fg(¢, Lg\L) =
fg(¢,0) = ¢.

Supposons ensuite L = Ly\{z} pour une variable z € Var(¢), et soit ¢’ un projeté de ¢ sur
L. Si m est une affectation a Var(¢) satisfaisant ¢', alors il existe m’' € M(¢) avec m € e:vt(mf K
si on a m/[z] = 1 alors m' satisfait ¢[{z} : 1] et on a Vz' € Var(¢),z’ # x = m[z] = m'[z] par
définition du projeté d'une affectation, donc m satisfait ¢[{z} : 1]; si & 'inverse on a m/[z] = 0,
alors on a m = m’ puisque —z est dans L, donc m satisfait ~zA@[{z} : 0]. Finalement, m satisfait
d[{z} : 1] ou =z A ¢[{x} : 0], donc satisfait fg(L, ). Réciproquement, soit m une affectation a
Var(¢) satisfaisant fg(L, @) ; si m satisfait ¢[z : 1], alors Vaffectation m' & Var(¢) définie par
m/[z] = 1 et V&' € Var(¢),s' # z = m/[z'] = m[z] vérifie mIL = m (puisque l'on a = ¢ L)
et m' = ¢ (puisque Pon a m = ¢[{z} : 1]); si a U'inverse m satisfait —~z A ¢[{z} : 0], alors m
satisfait ¢, donc a fortiori ¢'. Finalement, m satisfait ¢'.

Le cas L = {—z}, pour une variable z € Var(¢), est symétrique. Enfin, le cas L = Ly\(L' U
{£}), pour un littéral £ € Ly, se montre de méme que le cas L = Ly\{/}. O

Notons que toutes les notions présentées dans ce paragraphe s’étendent aisément au cas ol
I’ensemble de littéraux sur lequel on projette une formule ¢ contient un littéral formé sur une
variable z ¢ Var(¢) : il suffit alors d’ignorer ce littéral.

11.2.2 Modéle d’algorithme

Nous donnons maintenant le principe de notre modéle d’algorithme. Celui-ci a notamment
pour but de mettre en évidence les calculs difficiles, indépendamment des classes de formules.

Etant donné un probléme d’abduction II = (¢, a, L) pour deux classes de formules quel-
conques, nous caractérisons tout d’abord les explications pour II en fonction des modéles de ¢
et de ceux de la formule ¢ A —a. Afin de simplifier I’exposé, pour un ensemble de variables V
nous définissons le terme associé a une affectation partielle p & V', noté T'(p) (rappelons que nous
voyons les termes comme des ensembles de littéraux) :

T(p) ={z € V|plz] =1} U{~z|z €V et p[z] =0}

Ainsi, le terme associé a affectation partielle 0?7171 de ’exemple de la thése est T(07171) =
(" Zme A Tpg A Zep)-

Lemme 11.1 Soit IT = (¢, o, L) un probléme d’abduction pour deuz classes de formules quel-
conques, et soit ¢' un projeté de la formule ¢ A\ —a sur L. Alors pour toute explication E pour
I1, il existe une affectation m a Var(p) U Var(a) telle que :

— m satisfait la formule ¢ A —¢'

— E est un sous-terme du terme associé au projeté my, de m sur L.
Réciproquement, si m est une affectation a Var(¢) UVar(a) satisfaisant ¢ A —¢', alors le terme
T(m ) est une explication pour II.

Preuve Dans toute la preuve, ¢’ désigne un projeté de la formule ¢ A —a sur L, fixé.

[sens direct] Soit E une explication pour II, et soit m une affectation a Var(¢) U Var(a)
satisfaisant ¢ A E' A «; par définition d’une explication une telle affectation existe bien. En
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particulier m satisfait £, donc E est bien un sous-terme de T'(mr), et m satisfait ¢. Il ne reste
donc qu’a montrer que m satisfait —¢’, c’est-a-dire que m ne satisfait pas ¢'. Mais puisque F
est une explication pour II, on a ¢ A E |= a, donc la formule ¢ A E A -« est insatisfaisable ; en
particulier, aucune affectation m’ & Var(¢) U Var(a) avec m' = ¢ A —a ne vérifie E C T'(m/), et
donc aucune affectation m' & Var(¢) U Var(a) qui satisfait ¢ A -« ne vérifie m|;, = mi 1.» donc
par définition de la projection m ne satisfait pas (¢ A ~a))z.

[réciproque] Réciproquement, soit m une affectation a Var(¢) U Var(a) satisfaisant ¢ A —¢', et
notons F le terme T(m| ). Puisque m satisfait ¢ A ¢/, la formule ¢ A E est satisfaisable. D’autre
part, puisque m ne satisfait pas ¢’, il n’existe aucune affectation m' a Var(¢) U Var(a) avec
m' |= ¢ A —a et myp, = m{;, donc aucun m' satisfaisant & la fois # A ~a et E, et on en déduit
que la formule ¢ A ma A E est insatisfaisable, c’est-a-dire que la formule ¢ A E implique a. O

A titre d’illustration, considérons & nouveau ’exemple du carrefour, et le probléme d’abduction
II¢ = (¢¢,ac, Le) introduit dans le paragraphe 11.1.1, ou le but a¢ est réduit a la variable
zpr et avec Lo = {:I:Vp, —ZTyp,TVV, —wvv}. Nous avons vu que les explications pour IIo étaient
les termes (zyp) et (zyp A zyy). Rappelons également que ’ensemble des modéles de ¢¢ est
I’ensemble d’affectations & Vo = {zpv,zvp,zvy,ZpT} !

M = {0000,0010,0101, 1000,1010,1101}
De fait, I’ensemble des modéles de la formule ¢c A —ac = ¢c A —xpr est 'ensemble :
{0000, 0010, 1000, 1010}

L’ensemble des projetés sur L¢ des affectations de cet ensemble est donc I’ensemble d’affectations
partielles & Vi {7007,7017} ; intuitivement, ce sont donc les affectations a {zyp,zyy} qui sont
cohérentes avec ¢pc A —ac, et de fait les termes associés ne peuvent expliquer a¢. Ces «non-
explications» sont donc résumées par I’'un quelconque des projetés de ¢cA—a sur L¢, par exemple
la formule réduite & un littéral —zv p, satisfaite exactement par les extensions des affectations
généralisées ci-dessus. On remarque alors que ’affectation 0101 & Vi satisfait ¢ mais pas —zyp,
et on déduit donc du lemme 11.1 que le terme T'(0101 1) = T'(710?) = (zvp A ~zyv) est une
explication pour Il¢.

Etant donné un probléme d’abduction IT = (¢, a, L), nous avons donc une caractérisation
des explications pour II, mais pas des explications minimales; nous déléguons le probléme de
minimiser une explication F donnée pour II & notre modeéle d’algorithme, en lui intégrant la
phase de minimisation suivante, qui reprend le principe glouton donné dans [SL90]. Soit E une
explication pour II.

E' «+ FE;
Pour tout littéral £ € E' faire

Si ¢ A E'\{¢} E a Alors E' + E'\{¢} Fin Si;
Fin Pour;

Ainsi, si 'on reprend l'explication (zyp A —zyy) calculée plus haut pour Ile, cette phase teste
tout d’abord si on a ¢ A ~zyy = zpr, ce qui est contredit par le modéle 0000 de ¢¢, puis si
on a ¢c A xyp = zpr, ce qui est vrai; 'explication minimisée est donc le terme (zyp).

La correction de cette phase est évidente; il suffit des remarques suivantes concernant 1’hy-
pothése E' retournée par la procédure :
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Entrée : Un probléme d’abduction IT = (¢, o, L) pour deux classes de formules quelconques
Sortie : Une explication minimale pour II, s’il en existe une.

Début
¢' < un projeté de la formule ¢ A - sur L;
¢" < une formule logiquement équivalente a la formule ¢ A —¢';
Si ¢" est insatisfaisable Alors
retourner «Pas d’explicationy ;
Sinon
m < un modeéle de ¢";
E < T(mL);
minimiser F;
Fin Si;
retourner E;
Fin

Fi1a. 11.1 — Algorithme Expliquer (modéle)

— E' étant un sous-terme de F et la formule ¢ A E étant par hypothése satisfaisable, ¢ A E'

est satisfaisable

— puisque la formule ¢ A F implique «, par construction ¢ A E' 'implique également

— si on avait ¢ A E'\{£} E a pour un certain littéral £ € E’, alors on aurait ¢ A E"\{£} E «

pour tout sur-ensemble E” de E', donc £ aurait été supprimé de E’ par I’algorithme ; donc
E' est minimale.
Remarquons que, selon 'ordre dans lequel les littéraux de F sont considérés, I’explication mini-
male retournée peut étre différente ; néanmoins toutes sont bien des explications minimales pour
le probléme d’abduction considéré.

Nous pouvons donc finalement donner le modeéle d’algorithme de la figure 11.1, qui recherche
une explication minimale pour un probléme d’abduction donné. Sa correction est garantie par
le lemme 11.1 et par la correction de la procédure de minimisation. Nous considérons ce modéle
comme un algorithme pour donner le résultat, méme s’il n’explicite pas tous les calculs.

Proposition 11.2 (Expliquer) Soit IT un probléme d’abduction pour deuz classes de formules
quelconques. Sur la donnée de 11, l’algorithme Expliquer retourne une explication minimale pour
II s’il en existe une, et retourne «Pas d’explicationy sinon.

11.3 Classes polynomiales

Nous étudions dans ce paragraphe les classes Cy et C, de formules telles que le probleme
Abduction[Cy,C,] admette un algorithme polynomial sur le modéle de Expliquer. L’opération
de projection étant essentielle, notre étude s’appuie sur les classes C de formules telles que ’on
peut calculer efficacement, pour toute formule ¢ € C et tout ensemble de littéraux L, un projeté
¢' de ¢ sur L avec ¢’ € C; remarquons que cela suppose en particulier qu'un tel projeté existe
toujours. Rappelons que nous avons choisi de ne pas détailler la complexité des algorithmes, le
but principal étant d’identifier des restrictions traitables des problémes.
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11.3.1 Formules FND

Nous nous intéressons tout d’abord aux classes de formules FND présentées dans la partie I.
Remarquons tout d’abord que si le probléme SAT est trivial pour la classe de toutes les formules
FND, ce n’est pas le cas pour le probléme d’abduction, qui est difficile pour cette classe méme
en se restreignant & des buts donnés par une variable et & des ensembles de littéraux abductibles
trés particuliers, comme le montre le résultat suivant (nouveau & notre connaissance).

Proposition 11.3 (FND) Le probléme D-Abduction [FND,VARS] est NP-difficile, méme si l'on
n’autorise que les problémes de la forme (¢, a, L) ot L est l’ensemble de tous les littérauz formés

sur Var(¢)\Var(a).

Preuve Nous réduisons le probléme SAT pour les formules FNC & ce probléme. Soit ¢ une
formule FNC, et soit z € V\V ar(¢) une nouvelle variable. Nous montrons que ¢ est satisfaisable
si et seulement si le probléme d’abduction II = (Neg(¢) V (), z, Var(¢) U {-z' |z’ € Var(4)})
admet au moins une explication ; notons que la formule Neg(¢)V(x) est bien en FND, et peut étre
construite en temps linéaire en la taille de ¢. Supposons tout d’abord ¢ insatisfaisable ; alors pour
toute hypothése E pour II, E satisfait Neg(¢) et donc ’hypothése EU{—z} satisfait Neg(¢)V(z);
on en déduit que F n’est pas une explication pour II. Réciproquement, si ¢ est satisfaisable on
peut trouver une affectation m a Var(¢) avec m [~ Neg(¢p). En considérant m comme une
affectation partielle et en notant E = T'(m), on voit alors que la formule (Neg(¢) V (z)) AE Az
est insatisfaisable, donc que Neg(¢) A E implique z, et que la formule (Neg(¢) V (z)) A E est
satisfaisable (affecter 1 & z); finalement, E est une explication pour II. O

Il est donc important de déterminer des classes C4 de formules FND pour lesquelles ce probléme
devient traitable avec des classes C, intéressantes ; nous montrons que c’est possible pour toutes
les classes de formules FIND présentées dans la partie L.

Projection Nous remarquons tout d’abord que, de fagon générale, un projeté en FND d’une
formule ¢ donnée en FND sur un ensemble L de littéraux peut étre calculé en temps linéaire en
la taille de ¢, en supprimant simplement dans ¢ toutes les occurrences de littéraux qui ne sont
pas dans L; notons GS(L, ¢) («Garder Seulement L dans ¢») la formule ainsi obtenue.

Le résultat suivant, trés simple, est notamment donné par Marquis [Mar00].

Lemme 11.2 Soient ¢ une formule FND et L un ensemble de littérauz. Alors la formule FND
GS(L, ) est un projeté de ¢ sur L.

Preuve Puisque la projection est distributive sur la disjonction, il suffit de montrer 1’énoncé
pour les formules réduites a un terme. Mais puisque tous les littéraux d’un terme sont formés
sur des variables différentes, la projection est encore distributive sur la conjonction & l’intérieur
d’un terme, et on a le résultat. O

Considérons par exemple la formule FND de I’exemple du carrefour :
b = (mzpy A=zypA-zpr)V(~zvpATvYy AT pr)V(TYy pA-TYV Y AT DT)V (~Zy PA=TY Y AT DT)

La formule FND suivante est donc 'un de ses projetés sur ’ensemble {zpy,—zyvp, zpr, "Zpr}
de littéraux :

(mzvp A —zpr) V (zDT)
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Abduction Nous pouvons maintenant donner un premier résultat pour 'abduction. Nous le
formulons de fagon générale, mais discutons ensuite les classes de formules FND qui nous inté-
ressent et qui en satisfont les hypothéses.

Proposition 11.4 (classes de formules FND) Soit C une classe de formules FND telle que :
— C est stable par propagation d’affectations
— pour toute formule ¢ € C et tout ensemble L de littérauz, la formule GS(L, $) est dans C
— le probléme TAUT restreint aux formules de C est traitable.

Alors le modéle d’algorithme Expliquer fournit un algorithme polynomial pour le probléme

Abduction[C,CLAUSES].

Preuve Nous détaillons l'exécution de l'algorithme donné par le modéle Expliquer dans ce
cadre. Soit (¢, a, L) un probléme d’abduction pour C et CLAUSES.

[projection] Tout d’abord, on peut calculer calculer la formule ¢; = ¢ A Neg(a), qui est logi-
quement équivalente & ¢ A -, en temps linéaire en les tailles de ¢ et de a. Cette formule est
encore logiquement équivalente & la formule ¢o = ¢4 A Neg(a), on ¢} est la formule obtenue
en propageant dans ¢ affectation m a Var(a), définie pour toute variable z € Var(a) par
m[z] = 0 <= z € «a; cette formule peut toujours étre calculée efficacement. Par construction on
a de plus Var(#h) NVar(Neg(a)) = 0, et donc la formule ¢' = GS(L, ¢4) A GS(L, Neg(r)), qui
peut étre calculée efficacement, est un projeté de ¢o sur L, c’est-a-dire, de ¢ A -« sur L. Enfin,
on a par hypothése GS(L, ¢4) € C.

[calcul d’une ezplication] Nous devons donc maintenant calculer une formule ¢” logiquement
équivalente a la formule ¢ A—¢'. Nous posons ¢" = ¢A(Neg(GS(L, ¢4))V Neg(GS(L, Neg(w)))).
On a donc ¢" = (¢ A Neg(GS(L, ¢%))) V (¢ A Neg(GS(L, Neg(c)))). En notant ¢ = (Ty V1o V
-+-V T}), ot pour tout ¢ € {1,2,...,k}, T; est un terme, cette formule est encore logiquement
équivalente a la formule :

(Ty A Neg(GS(L, ¢5))) V -+ V (Ti, A Neg(GS(L, $3))) V (¢ A Neg(GS(L, Neg(c))))

Puisque la classe C est traitable pour TAUT, la classe des formules ¢ avec Neg(¢) € C est traitable
pour SAT. De fait, on peut décider efficacement la satisfaisabilité de la formule Neg(GS(L, ¢4))
(qui est dans C par construction); comme 77 est un terme, et comme C est stable par propa-
gation d’affectations, on peut décider efficacement la satisfaisabilité de la formule FNC (7; A
Neg(GS(L, ¢}))). D’autre part, on voit que Neg(GS(L, Neg(a))) est une clause, et donc on
peut déterminer efficacement la satisfaisabilité de la formule (¢ A Neg(GS(L, Neg(a)))), qui est
logiquement équivalente a la formule (pAL1)V (dALy) V-V (p ALy ), oit Neg(GS(L, Neg(a))) =
(61 V Ly V ---V £yr). Finalement, on peut déterminer efficacement la satisfaisabilité de la formule
¢", et on voit facilement que si elle est satisfaisable, on peut dans le méme temps en calculer un
modeéle. Soit donc m un tel modéle; il est facile de calculer £ = T(m| 7). Il ne reste donc qu’a
minimiser F, mais comme vérifier ¢ A E'\{{} E « revient a vérifier que ¢ A E'\{€} A Neg(a) est
insatisfaisable, que ¢ est en FND et que E'\{£} A Neg(a) est un terme, on peut effectuer ce test
efficacement. 0

Reprenons 'exemple du carrefour, et considérons par exemple le probléme d’abduction du pa-
ragraphe 11.1.1, en prenant la formule FND ¢, comme base de connaissances de référence.

Rappelons que ¢, est la formule :

¢ = (~zpy ATy pA-TpT)V (TV PATYVY AT D)V (TY PA-TVY AZDT)V (-Ty PA-TYY AT DT)
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et que la requéte a¢ et 'ensemble d’abductibles L¢ du probléme sont, respectivement, la variable
zpr et U'ensemble {zyp,zyp,zyy,Tyy}. Pour résoudre le probléme, nous calculons donc
tout d’abord la formule ¢1 = ¢z A mzpr (nous conservons les notations de la preuve de la
proposition 11.4), puis nous propageons l'affectation de 0 & zpr dans la formule ¢,, obtenant
ainsi la formule :

¢ = ((_‘va A _‘$VP) \ (_‘iL'VP A 37VV) V (_'iL'VP A ﬁiL'vv)) N ~ZpT
Nous pouvons alors calculer un projeté ¢’ de ¢ sur L¢, et nous obtenons la formule :
¢' = (mzvp) V (mzvp Azyy) V (mzyp A —zyy)

Enfin, nous pouvons calculer la formule ¢" = ¢, A =¢’, qui est logiquement équivalente a la
disjonction :

((mzpv A—zvPp A—zDT) A ((ZVP) A(ZVPV —ZVV) A (TZVP V TVYV)))
V. ((mrzvp Azvv A—zpr) A ((zvp) A (zvp V ozyy) A (zve V avy)))
V. ((zvp A -zvy AzDT) AN ((wvp) A (zyvp V —zyy) A (Tyve V zyy)))
V. ((mzvep A—zyy A=-zpr) A ((Zve) A(zve V -zvy) A (zve V zvy)))

On voit alors que la troisieme formule de cette disjonction est satisfaisable, puisqu’en affectant
lazyp, 0axzyy et 1 & zpr (pour satisfaire le terme (zyp A —zyy A xpr)) on satisfait toute
la formule ; on peut ensuite affecter une valeur quelconque & zpy. On projette alors cette affec-
tation sur l’ensemble d’abductibles, obtenant ’explication (zyp A —zyy) pour le probléme, et
finalement, aprés minimisation on obtient ’explication (zyp), ce qui termine le calcul.

Classes concernées La derniére hypothése de la proposition 11.4, la traitabilité du probléme
TAUT, est vérifiée par toutes les classes de formules FND que nous considérons dans ce mémoire
(cf. chapitre 4), puisque c’est 'un des critéres qui nous a fait choisir ces classes. Remarquons
également que toutes ces classes vérifient les deux premiéres hypothéses de la proposition, sauf les
classes HDP-FND et HDP-REN-FND. Nous pouvons donc établir la traitabilité de ’abduction
lorsque la base de connaissances est donnée par une formule de 'une des classes :

HORN-FND, ANTI-HORN-FND, NEG-FND, Pos-FND, B1J-FND
HorN-REN-FND, MoNOT-FND

et que le but est donné par une clause. Notons encore que, les classes HDP-FND et HDP-
REN-FND étant des sous-classes des classes HORN-FND et HORN-REN-FND, respectivement,
le résultat est le méme pour elles; rappelons méme que, plus généralement, toutes les classes
mentionnées sont des sous-classes de la classe HORN-REN-FND (si I’on omet les formules 2FND
tautologiques). Il ne reste donc que le cas de la classe DISJAFFINE, qui n’est pas une classe de
formules FND ; nous le traitons & la fin de ce paragraphe.

Dans la lignée des résultats précédents, nous sommes également en mesure d’en donner
d’autres pour les formules FND, en imposant des restrictions supplémentaires sur la classe de la
base de connaissances mais en autorisant des requétes plus générales.

Proposition 11.5 (HORN-FND, NEG-FND) Les problémes

Abduction [HoRN-FND,Pos], Abduction[ANTI-HORN-FND,NEG],
Abduction [NEG-FND,ANTI-HORN], Abduction[Pos-FND,HoRN]

sont traitables.
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Preuve Nous ne détaillons pas la preuve, qui est trés similaire & celle de la proposition 11.4.
Il s’agit seulement de remarquer (pour le cas HORN-FND) que la formule ¢ A Neg(a), ou ¢ €
HORN-FND et a € Pos, est logiquement équivalente & la formule obtenue en distribuant la
conjonction A dans ¢ et dans Neg(a), donc & une conjonction de termes de la forme T'UT” avec
T € ¢ et T € Neg(a); or, si T est un terme de Horn et T” un terme négatif, on voit que T'U T’
est un terme de Horn. O

Disjonctions d’équations linéaires Nous considérons enfin la classe DISJTAFFINE, et mon-
trons que ’on peut projeter les formules de cette classe en temps linéaire.

Lemme 11.3 Soient ¢ une disjonction d’équations linéaires et L un ensemble de littéraux formés
sur Var(¢). On peut calculer un projeté ¢' € DISJAFFINE de ¢ sur L en temps linéaire en la
taille de ¢.

Preuve L’opération de projection étant distributive sur la disjonction, il suffit de savoir projeter
une équation linéaire. Le cas L = Var(¢) est trivial. Nous traitons le cas L = Var(¢)\{z}, ou =
est une variable de Var(¢). Soit E une équation linéaire ; si F ne contient pas x alors F elle-méme
est un projeté convenable, et nous supposons donc que E est de la forme (z®z;, ®zi, ®- - -Dx;, =
a) avec Tj,,Ti,,-..,2; € Var(¢) et a € {0,1}. En reprenant la définition de Marquis [Mar00],
on a:

= E[z:1]V (-z A E[z :0])

= (2;, ®zi, ® Bz, =a®l)V (-zA(zi, ®zi @ Dz, =a))
Il est facile de voir que cette disjonction est équivalente & la disjonction (z = 0) V (z;, ® z;, D
«- @z = a®1), et que la construction est symétrique pour le cas L = Var(¢)\{—-z}. Nous
obtenons donc une disjonction d’équations linéaires logiquement équivalente & Ep, et dans le

cas général on peut donc itérer la construction. On voit alors facilement que 1’on peut obtenir
un algorithme linéaire (voir ’exemple ci-dessous). O

Ainsi, si l'on considére la «négation» de la base de connaissances ¢} de l'exemple de la these
(chapitre 3, paragraphe 3.2) :
(fIf'qu D Tpe = O) \ (xme D Tpg © Tin = 1) \ (xm D Teh = 1)

alors la formule suivante est l'un de ses projetés sur ’ensemble de littéraux V; U {-z |z €

Vit\{#sa} :

(@b =0) V (2gu = 1) V (Tme @ Tin = 0) V (Tin @ Tcp, = 1)

Si 'on projette ¢} sur ensemble de littéraux V; U {—z |z € Vi}\{Zps, 7Tme}, on obtient donc
par exemple la formule :

(‘Tba = O) v (‘Tqu = 1) v (wme = 1) v (:L'm = O) v (xm D Tep = 1)

Nous obtenons finalement le résultat suivant, dont la preuve est similaire & celle de la propo-
sition 11.4.

Proposition 11.6 (DISJAFFINE) Le probléme Abduction[DISJAFFINE,AFFINE] est traitable.
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Entrée : Une formule affine ¢ et un sous-ensemble V de Var(¢)
Sortie : Un projeté ¢/ € AFFINE de ¢ sur V.

Début
<« un ordre total sur Var(¢) tel que Vz € Var(¢p)\V,2' € V,z < z';
¢4r < PivotGauss(¢) selon <;
#  {E € gy, |Var(E) C V}:
retourner ¢';
Fin

F1G. 11.2 — Algorithme ProjAffine

11.3.2 Formules affines

Nous montrons maintenant que ’on peut trouver un algorithme polynomial sur le modéle de
Expliquer pour le probléme Abduction[AFFINE,DISJAFFINE] si on impose une restriction sur
I’ensemble des littéraux abductibles : nous demandons que si un littéral en fait partie, alors le
littéral opposé en fasse également partie ; nous dirons alors que ’ensemble est clos par négation,
et nous définissons donc le probléme d’abduction suivant.

Probléme 11.3 (Abduction-C [Cy,Cal )

Donnée : Un probleme d’abduction I1 = (¢, o, L) pour Cy4 et Co, avec L clos par négation
Sortie : Une explication minimale pour II.

Avec cette restriction, les opérations de projection de formules deviennent donc des opérations de
projection sur des ensembles de variables ; par abus de langage, nous parlons donc d’un projeté
d’une formule sur un ensemble de variables V' au lieu du projeté sur ’ensemble de littéraux clos
par négation {z |z € V}U{-z|z € V}.

Nous montrons en effet qu’en supposant cette restriction, on peut calculer efficacement un
projeté affine d’une formule affine donnée. L’algorithme que nous proposons consiste a appliquer
le pivot de Gauss (voir le chapitre 3) a la formule donnée en respectant un certain ordre sur ses
variables ; plus précisément, nous les ordonnons de sorte que celles sur lesquelles on projette soient
plus grandes que toutes les autres (voir chapitre 3, paragraphe 3.2). L’algorithme est reporté sur
la figure 11.2. Ainsi, nous avons vu (chapitre 3, paragraphe 3.2) que la formule :

;fl = ('Tqu D Tpq = 1) A (mme D ZTpa @ Tin = 0) A (‘Tm D Tep = 0)

de I'exemple de la these était triangulaire selon 'ordre x4y < Tme < Tin < Tpg < Tep SUT SES Va-
riables. Pour calculer un projeté de cette formule sur ’ensemble de variables {Zme, Zin, Tpa, Tch }s
Palgorithme calcule donc simplement la formule (2, @ Zpg D ZTin = 0) A (i, @ Ten = 0).

Lemme 11.4 Soient ¢ une formule affine et V un sous-ensemble de Var(¢). L’algorithme
ProjAffine calcule en temps O(|¢|?|Var($)|), sur la donnée (¢,V), un projeté ¢' € AFFINE
de ¢ sur'V.

Preuve Le fait que ¢' est une formule affine est évident. Soit m une affectation a Var(¢). Si
m satisfait ¢, alors m satisfait la formule triangulaire ¢y, calculée par 1’algorithme (puisque 'on
a ¢y = ¢ par construction), et donc en particulier toutes les équations de ¢y, ; ces derniéres
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équations n’étant formées que sur V, on a bien m’ |= ¢y, et donc m’ = ¢' pour toute affectation
m' a Var(¢) avec mi ., = mr- Réciproquement, si m satisfait ¢', soit m’ I'affectation partielle
M|y Uf-e|zev} ; il suffit donc de montrer qu’il existe une affectation m” € ext(m') avec m" |= ¢;
or ¢4 est triangulaire sur un ordre des variables pour lequel les variables de V sont les plus
grandes, donc toute affectation a V satisfaisant les équations de ¢, formées sur V' (intuitivement,
les «derniéresy équations de ¢y,) peut étre prolongée en une affectation m” & Var(¢) satisfaisant
¢ (pour plus de détails sur ce prolongement, voir le chapitre 3, paragraphe 3.2). O

Nous sommes donc en mesure de montrer le résultat suivant ; nous donnons une forme générale
pour la requéte «, mais remarquons qu’en particulier, une variable, un littéral ou une clause
peuvent étre donnés comme des disjonctions d’équations linéaires. La preuve de la proposition
est assez similaire & celle de la proposition 11.4, via la dualité entre la disjonction et la conjonction.

Proposition 11.7 (AFFINE) Le probléme Abduction-C[AFFINE,DISJAFFINE] est traitable.

Preuve Soit IT = (¢, a, L) un probléme d’abduction pour AFFINE et DISJAFFINE, et soit L un
ensemble de littéraux clos par négation. Nous explicitons rapidement les calculs de ’algorithme
Expliquer sur ce probleme.

[projection] Notons @ = FEy V Ey V ---V Ey, ou E; est une équation linéaire pour tout i €
{1,2,...,k}, et pour tout i € {1,2,...,k}, notons E; I’équation linéaire obtenue de E; en inver-
sant son membre droit. Alors la formule ¢ A By A E3 A -+ - A E}, est une formule affine logiquement
équivalente & A —a; on peut donc calculer efficacement un projeté ¢’ € AFFINE de cette formule
sur L (lemme 11.4).

[calcul d’une explication] Notons ¢' = E{ AEy A --- A Ej},, ot E] est une équation linéaire pour
tout i € {1,2,...,k'}. Alors la formule ¢" = ¢A(E|VELV-- -V E},) est logiquement équivalente &
dpN\—¢', et en distribuant la conjonction sur la disjonction, décider si elle est satisfaisable revient a
décider si I'une au moins de k' formules affines est satisfaisable, ce qui peut étre fait efficacement
ainsi que, le cas échéant, le calcul d’'un modéle. Pour terminer, la minimisation d’une explication
peut étre menée efficacement, puisque la formule ¢ A E'\{£} A -« est logiquement équivalente a
la conjonction de la formule affine ¢ A Ex A Ea A --- A Ej, et du terme E'\{£}. O

11.3.3 Classes retrouvées

Nous signalons finalement que notre cadre permet de retrouver des restrictions polynomiales
déja connues pour la recherche d’une explication minimale. Dans les deux cas, ceux des formules
FNC monotones et bijonctives, I’algorithme fonctionne de la méme maniére que le fait la méthode
présentée dans [Mar00]. Il s’agit principalement de remarquer qu’il est possible de lister en temps
polynomial tous les impliqués premiers d’une formule appartenant a I'une de ces deux classes, et
donc de construire un projeté de la base de connaissances en sélectionnant les impliqués premiers
formeés sur les littéraux concernés. Nous renvoyons a [Mar00] pour plus de détails sur ce point,
et nous rappelons simplement les résultats.

Proposition 11.8 (MoNoT, 2FNC) Les problémes
Abduction[MonOT,CLAUSES], Abduction[2FNC,2FND]

sont traitables.
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11.4 Discussion et résumé des résultats connus

Nous terminons ce chapitre en discutant rapidement le modéle d’algorithme Expliquer que
nous avons exposeé.

Tout d’abord, nous montrons que cet algorithme ne permet pas de retrouver toutes les classes
polynomiales connues pour I’abduction, tout du moins si I’on s’intéresse aux classes de formules
C telles que ’on puisse calculer efficacement un projeté ¢’ € C d’une formule ¢ € C, comme nous
Pavons fait dans le paragraphe 11.3. Rappelons en effet (voir paragraphe 11.1.3) que le probléme
Abduction [HDP,TERMESMNPOS] est traitable. Nous montrons en revanche que le calcul d’un projeté
comme ci-dessus n’est pas traitable pour cette classe. Remarquons toutefois que la traitabilité du
probléme Abduction [HDP,TERMESNPOS] tire parti d’'une propriété trés particuliére de cette classe,
contrairement aux classes «retrouvées» du paragraphe 11.3.3, qui s’inscrivent dans un cadre plus
général. Notons également que la proposition suivante montre également l’intraitabilité de la
projection a l'intérieur de la classe HORN (voir la preuve).

Proposition 11.9 (projection dans HORN/HDP) Il existe deux familles de formules FNC
de Horn définies positives, (¢n)nen €t (¢l )nen, et une famille (L,)nen d’ensembles de littéraus
telles que :
— pour tout n € N, ¢!, est un projeté de ¢y, sur L,
~ pour tout n € N, il nexiste aucun projeté ¢ € HDP de ¢, sur L, dont la taille est
inférieure a celle de ¢},
~ la taille de ¢l,, exprimée en fonction de n, est exponentiellement plus grande que celle de
b
Preuve Pour n € N, considérons l'ensemble de variables {z1,z9,...,z,} U {z],25,...,2,,} U
2, ..., zl} U{z}, et la formule de HDP :

(=21 V 27) A (-2 V 27)
(-2 V 25) A (25 V 5)

A
b= A

A (mzp VZl) A (mzh vV zl)

A (mz!V =zl V-V oz Vo)
Intuitivement, en regardant les clauses comme des régles on peut voir la variable £ comme un
but que la conjonction des (sous-buts) z permet d’atteindre, tandis que chaque z peut étre
atteint, soit & partir de z;, soit & partir de z}. Considérons alors I’ensemble de littéraux

! /! ! ! ! !
L, = {z1,~z1, T2, T2, ..., Tp, Tn} U{x], 27,25, Ty, ..., 2, Ty} U{z, "z}
Et la formule de HDP :

b = A\ (=41 V-y2 V.-V oy, Vi)
vie{1,2,....,n},y;€{w;,x}}

Il est facile de voir que ¢!, est un projeté de ¢y, sur Ly, ; intuitivement, on a supprimé les sous-buts
zi. D’autre part, on ne peut trouver deux de ses clauses qui soient résolubles, et comme aucune
de ses clauses n’en subsume une autre, on en déduit que ¢, est de taille minimale parmi toutes
les formules FNC (de HDP ou non) logiquement équivalentes. Or, on voit que ¢, est de taille
5n + 1, tandis que ¢, est de taille (n + 1)2".
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Puisque ¢, et ¢/, sont des formules FNC de Horn et que ¢!, est de taille minimale parmi
toutes les formules FNC logiquement équivalentes, 1’énoncé de la proposition reste vrai pour la
classe HORN. O

Un deuxiéme point que nous tenons 4 souligner est le fait que le modéle d’algorithme Expliquer
présenté dans ce chapitre est trés général, en ce sens qu’il fournit un algorithme pour toute
représentation de ses entrées si ’on suppose disponibles les opérateurs suivants sur ces repré-
sentations : projection, négation, conjonction. On peut raisonnablement supposer d’un systéme
de gestion de connaissances qu’il fournit ces opérateurs comme des boites noires pour les classes
de formules qu’il propose de manipuler, méme s’ils ne sont pas efficaces. Bien sir, il n’est pas
garanti que ’algorithme ainsi défini soit aussi efficace qu’un algorithme ad hoc pour une classe de
formules donnée, comme nous ’avons vu plus haut pour le cas de la classe HDP. Cet algorithme
peut cependant étre vu comme un moyen général de résoudre le probleme, & utiliser si aucun
algorithme plus spécialisé pour l'instance du probléme rencontrée n’est connu. Notons également
que ce modele d’algorithme est tout aussi correct pour des bases de connaissances multivaluées,
comme les Problémes de Satisfaction de Contraintes utilisés par Amilhastre et al. [AFMO02],
méme s’il n’y a toujours aucune garantie de complexité.

Notons enfin que ce modéle d’algorithme fournit en intension toutes les explications pour un
probléme d’abduction donné, sous la forme de la formule ¢” (voir figure 11.1). Enumérer toutes ces
explications revient alors & énumérer les impliquants premiers de cette formule formés de littéraux
abductibles. Notons cependant que cet algorithme ne permet pas d’énumérer les explications
minimales du probléme au sens de la complexité d’énumération, puisque plusieurs explications
sont susceptibles d’étre minimisées en la méme telle explication minimale. Une solution, dans le
cas général, pourrait consister & ajouter & la base de connaissances des contraintes empéchant de
générer une explication qui ne pourrait étre réduite qu’en une explication minimale déja calculée,
mais on ne conserverait pas, en procédant ainsi, la classe de formules de la base de connaissances,
et donc non plus, en général, la complexité du processus. Pour plus de détails sur la génération
de plusieurs explications, nous renvoyons le lecteur a l’article d’Eiter et Makino [EMO02].

Nous terminons enfin par un résumé des résultats connus pour les classes de formules qui
nous intéressent ; ce résumé est présenté dans la table 11.1.
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H Cy H Ca ‘ complexité ‘ Référence H

HORN, HORN-REN VARS NP-complet [SLI0|

ANTI-HORN littéraux négatifs | NP-complet [SLI0]

HDP terme positif traitable [EG95a]

ANTI-HDP terme négatif traitable [EG95a]

MoNoT CLAUSES traitable [Mar00]

B 2FND traitable [Mar00]

AFFINE DISJAFFINE traitable | * (L clos par négation)

HORN-REN-FND CLAUSES traitable *
HORN-FND Pos traitable *
ANTI-HORN-FND NEG traitable *
Pos-FND HORN traitable *
NEG-FND ANTI-HORN traitable *
DISJAFFINE AFFINE traitable *

TaB. 11.1 — Complexité de ’abduction
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Ce dernier chapitre est consacré au raisonnement, vu sous l'angle «approximation». Nous
nous intéressons donc au raisonnement & partir de bases de connaissances approzimatives, dans
la méme acception qu’au chapitre 8. De fait, nous n’étudions plus 1’ algorithmique des processus,
mais leur sémantique. Avec ce point de vue, nous nous intéressons encore a la vérification de
cohérence, a la déduction et a 'abduction. Ce dernier processus n’avait & notre connaissance
jamais été réellement étudié sous ce point de vue, et nous montrons quelques premiers résultats
intéressants.

12.1 Présentation

Nous rappelons dans ce paragraphe, rapidement, les problématiques qui nous intéressent.
Néanmoins, nous renvoyons au chapitre 8 pour des motivations plus précises et pour un état de
I'art sur la question.

Problématiques Nous nous intéressons donc aux bases de connaissances représentant des ap-
proximations faibles minimales ou fortes maximales de ’ensemble des situations envisageables
dans un petit monde donné. Comme nous ’avons déja discuté dans le chapitre 8, on peut envi-
sager au moins trois maniéres de raisonner avec de telles approximations. La premiére, la vision
«confiantey», consiste & oublier que notre base de connaissances n’est qu’approximative, et donc a
considérer les conclusions que 1’on peut en tirer comme des vérités sur le petit monde concerné.
Quelle que soit la tache de raisonnement a laquelle on ait affaire, la sémantique de cette maniére
de raisonner est principalement résumée dans l'idée que les éventuelles erreurs ainsi commises
sont d’importance inversement proportionnelle & la qualité de "approximation, du moment que
celle-ci est mesurée de la méme maniére que les erreurs.

Ce sont les deux autres maniéres de considérer le raisonnement dans ce cadre qui nous in-
téressent dans ce chapitre. Rappelons que 'on peut envisager un tel raisonnement de maniére
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«meéfiante» ou «restrictive». Dans le premier cas, il s’agit de décider de la signification du résultat
obtenu avec I'approximation aprés 'avoir calculé, et dans le deuxiéme cas il s’agit de restreindre
les taches de raisonnement, via des restrictions sur les requétes, & celles qui sont compatibles avec
I’approximation ; par 14, nous entendons des tiches pour lesquelles par construction, la réponse
obtenue avec la base de connaissances approximative est nécessairement la méme que celle qui
aurait été obtenue avec une représentation exacte de la réalité.

Nous étudions ici ces deux derniéres visions, en nous intéressant de facon générale a la ques-
tion :

Soient C une classe de formules, M un ensemble d’affectations et ¢(;),, une approxi-
mation faible (minimale) de M. Soit « une requéte pour une certaine tache de rai-
sonnement, et soit p(),, une réponse a cette requéte obtenue & partir de la base de
connaissances ¢(),5. Comment peut-on déduire de p(),; une réponse correcte pour
le méme probléme avec la connaissance M 7

Nous nous intéresserons également, bien entendu, & la méme question pour les approximations
fortes.

Motivations Rappelons que "approximation a principalement pour but, dans le contexte de
ce mémoire, de permettre d’intégrer des connaissances quelconques & des systémes de gestion
de connaissances n’acceptant que des formules de certaines classes. Rappelons également que
Iintérét de restreindre ainsi les formules qu’un tel systéme peut manipuler est pour nous la
traitabilité des tdches demandées aux bases de connaissances. Il est alors naturel de se demander
dans quelle mesure ce compromis expressivité/traitabilité est intéressant.

Nous avons vu que, selon la vision choisie du raisonnement avec des bases de connaissances
approximatives, on pouvait espérer un processus de raisonnement, soit cohérent, incomplet mais
efficace, soit cohérent, complet mais pas toujours efficace (dans les deux cas pour la vision «mé-
fiantey ), soit enfin un raisonnement cohérent, complet et efficace, mais en restreignant les requétes
possibles (vision «restrictivey). Bien entendu, selon les contraintes de I’application réelle de ces
processus (temps réel, besoin de réponses exactes etc.), 'une ou l'autre approche pourra étre
privilégiée, mais dans tous les cas il est nécessaire de déterminer la sémantique exacte de ces
processus ; par exemple, déterminer quelles requétes on peut autoriser, en fonction de la classe
de I'approximation et de sa nature (forte ou faible, minimale etc.), pour la vision «restrictives.

Enfin, ces problématiques s’inscrivent directement dans celle de la compilation de bases de
connaissances ; nous renvoyons le lecteur aux travaux déja cités concernant ce sujet [SK96, CD97,
Lib98, DMO02] ainsi qu’au chapitre 8 de ce mémoire.

Résultats connus Nous renvoyons au chapitre 8 pour un état de I’art. Néammoins, rappelons
que Selman et Kautz [SK96] montrent que le probléme SAT peut étre résolu avec une HORN-LUB
ou une HORN-GLB. Pour les LUBSs, ce résultat peut étre généralisé & toute classe de formules
dans laquelle il existe une formule insatisfaisable (car alors toute LUB de ’ensemble d’affectations
vide est insatisfaisable) ; c’est donc le cas pour toutes les classes de formules FNC (ou affines) qui
nous intéressent, sauf pour les classes HDP, ANTI-HDP et HDP-REN. Pour les GLBs, le résultat
peut étre généralisé a toute classe dans laquelle il existe, pour toute affectation a un ensemble
de variables, une formule admettant cette seule affectation pour modeéle (car alors il existe une
GLB satisfaisable de tout ensemble d’affectations non vide) ; c’est le cas pour les classes qui nous
intéressent, sauf pour les classes HDP, ANTI-HDP, NEG et P0s. Néammoins, pour les classes
HDP et ANTI-HDP la question ne se pose pas, puisqu’il n’existe pas de formule insatisfaisable
dans ces classes.
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Pour la déduction, rappelons que del Val [dV95| montre que la C-LUB d’un ensemble d’affec-
tations supporte une déduction restrictive pour les requétes de C dés que C (une classe de formules
définie en nature) est close par subsomption. C’est donc le cas pour toutes les classes de for-
mules FNC définies en nature qui nous intéressent, sauf pour les classes HDP et ANTI-HDP.
Néammoins, pour le cas HDP, étant donné qu'une HDP-LUB d’un ensemble d’affectations ne
difféere d’'une HORN-LUB que par un modéle, ’affectation & 1 de toutes les variables, et que ce
modele satisfait toute clause de Horn définie positive, on voit que la vision «restrictive» fonc-
tionne encore. Enfin, pour ce qui est de la classe AFFINE on voit aisément que le méme résultat
est valable, c’est-a-dire que les AFFINE-LUBs supportent une déduction sans perte d’information
pour des requétes données par des formules affines.

Notre apport La problématique de la déduction avec la vision «restrictive» n’a a notre
connaissance été étudiée que pour des approximations faibles minimales. S’il ne semble pas rai-
sonnable d’espérer des résultats similaires pour les approximations faibles quelconques, il semble
moins absurde de se poser cette question pour des approximations fortes mazrimales. Afin de
confirmer l'intuition selon laquelle la sémantique de ces approximations est moins «claire» que
celle des approximations faibles, nous donnons une liste d’exemples pour lesquels la réponse &
un requéte obtenue avec une telle base est sans lien avec la «vraie» réponse. Pour ce qui est
de ’abduction, la problématique n’ayant & notre connaissance jamais été étudiée, sinon pour la
classe HORN et dans un cadre différent (nous préciserons ce point dans le paragraphe 12.3), nous
donnons de premiers résultats qui montrent que la vision «restrictive» est intéressante pour ce
processus également. Ces résultats sont publiés partiellement [Zan02b, Zan02c|.

12.2 Déduction et abduction avec des approximations fortes

Comme nous ’avons dit, nous donnons dans ce paragraphe des exemples d’ensembles d’af-
fectations et d’approximations fortes maximales de ces ensembles & ’appui de l'intuition selon
laquelle la sémantique de la déduction et de ’abduction avec de telles approximations n’est pas
claire. Notons qu’un résultat dans ce sens est donné dans la littérature, qui s’applique dans notre
cadre pour le cas HORN : Khardon et Roth [KR96, théoréme 5.8] montrent en effet que la vision
restrictive de la déduction (avec des requétes de la classe HORN) demande au moins les modeéles
HORN-caractéristiques de ’ensemble d’affectations M que ’on approxime; or, il est facile de voir
qu'une HORN-approximation forte ¢ de M n’est en général pas satisfaite par tous les modeéles
HORN-caractéristiques de M (sinon ¢ serait, par cloture, une approximation faible de M); la
seule exception est le cas ot M est descriptible dans HORN, mais il est alors évident que raisonner
avec une de ses HORN-GLBs est correct.

Déduction Nous donnons des exemples pour la déduction ; ils sont résumés dans la table 12.1.
Pour chaque classe de formules C qui nous intéresse, nous y donnons un ensemble d’affectations
M (a un ensemble de variables {z1,z2,...}), 'ensemble de modéles d’une C-approximation forte
maximale ¢gp de M, et une requéte a tels que ¢y implique a alors qu’il existe une affectation
m € M ne satisfaisant pas «.

Tous les exemples de requétes donnés dans cette table sont des littéraux, qui sont des cas
particuliers de clauses, de termes, d’équations linéaires etc. Nous pensons donc que ces exemples
montrent qu’aucune restriction naturelle sur les requétes ne permet de raisonner avec des ap-
proximations fortes, méme maximales, de facon restrictive. Les cas des classes NEG et HDP, qui
sont «& part», sont traités aprés la proposition suivante.
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Classe C M M (dgip) e’
HORN {01, 10} {01} lal
HORN {01,10} {01} x9
HDP {01,10,11} | {o01,11} | 2
NEaG {00, 11} {00} i

By, AFFINE, HORN-REN, HDP-REN || {001,010,100} | {001,010} | -z
B1J, AFFINE, HORN-REN, HDP-REN || {011,110,101} | {011,110} | zo
MoNoT {00,11} {00} lal
MoNOT {00, 11} {11} x2

TAB. 12.1 — Contre-exemples pour la déduction avec des GLBs

Proposition 12.1 (déduction et GLBs) Pour chaque ligne de la table 12.1, la colonne in-
titulée «M(pgip)» donne l’ensemble de modéles d’une C-GLB de M, et on a ¢gp = o mais
Im € M, m [~ a.

Preuve Les assertions ¢gp = o et Im € M, m [£ « peuvent étre vérifiées sur les ensembles
d’affectations donnés dans la table. Pour vérifier que la colonne «M/(pq;p)» donne bien toujours
I’ensemble de modeéles d’'une C-GLB de M, on peut tout d’abord vérifier avec les opérations
de C-cloture et les restrictions sur les renommages candidats (voir chapitre 4, paragraphe 4.2)
qu’elle donne bien toujours I’ensemble de modeéles d’'une C-LLB de M. Pour la maximalité, on
peut vérifier que dans tous les cas, M n’est pas descriptible dans C, et il suffit alors de remarquer
que ensemble de modeéles donné est toujours de cardinal |M| — 1. O

Pour les seules classes NEG et HDP, la table 12.1 ne donne pas un littéral négatif et un littéral
positif pour la requéte a. Ceci est dii aux raisons suivantes, qui rendent le probléme trivial.

Lemme 12.1 Soient ¢ une formule FNC négative et x une variable. Alors on a ¢ = x si et
seulement si ¢ est insatisfaisable.

Preuve Si ¢ est insatisfaisable, alors on a bien ¢ = z. Réciproquement, si ¢ est satisfaisable,
alors M(¢) vérifie M(¢) = Clnpe(M(4)), et on a donc Oygr(g) € M(¢). Si z est dans Var(¢),
on a donc Oy 4(¢) = ¢A—z, ce qui contredit ¢ |= z, et si z n’est pas dans Var(¢) le prolongement
de Oyqr(g) & Var(¢) U{z} qui affecte 0 & x satisfait ¢ A -z, d’ott le résultat. O

Ainsi, pour la formule ¢ennis du chapitre 2, qui représente intuitivement le concept de la défaite
au tennis en fonction des sets gagnés, ce lemme correspond & l'intuition que pour perdre une
partie, le gain d’aucun set n’est obligatoire. . .

Pour des approximations en FNC négative et des requétes données par un littéral positif, la
situation de la proposition 12.1 ne peut donc jamais se produire, sinon avec une approximation
insatisfaisable.

Lemme 12.2 Soient ¢ une formule FNC de Horn définie positive et x une variable. Alors on a
b 1 .

Preuve La preuve est similaire & celle du lemme 12.1, en considérant I'affectation ly4p(gy. O



12.3. Abduction 167

Abduction Nous terminons ce paragraphe en remarquant qu’on peut encore moins espérer une
approche «restrictive» avec des approximations fortes pour I’abduction que pour la déduction. En
effet, remarquons que la table 12.1 fournit des exemples pour lesquels cette approche ne fonctionne
pas, méme avec des restrictions trés importantes ; il suffit de considérer les problémes de déduction
représentés dans cette table comme des problémes d’abduction de la forme II = (¢, «, L), ot ¢
est une description de M et L un ensemble de littéraux quelconques. Alors dans tous les cas listés
dans la table, le probléme (¢g, o, L) admet le terme vide () comme explication minimale, alors
que ce terme n’est pas une explication pour II. De fait, aucune restriction sur les hypothéses
autorisant le terme vide ne peut fonctionner dans tous ces cas.

12.3 Abduction

Nous étudions maintenant le processus d’abduction & partir de connaissances approximatives.
A notre connaissance, le seul autre travail & aborder ce sujet est celui de Khardon et Roth [KR96],
ou y est étudiée la possibilité de rechercher des explications positives a un littéral positif avec
I’ensemble des modéles «caractéristiques» d’une base de connaissances, vis-a-vis d’une certaine
base (nous renvoyons a l'article pour les définitions).

12.3.1 Vision «méfiante»

Les résultats que I'on peut énoncer & propos de la recherche d’une explication avec une base
de connaissances approximative sont plus restrictifs que leurs pendants pour la vérification de co-
hérence ou la déduction. Ceci est principalement 1ié aux conditions «opposées» que doit satisfaire
une explication, la justification de la requéte et la cohérence avec la base de connaissances.

Nous résumons simplement ce que ’on peut dire de I’abduction et de I’approche «méfiantey
dans la proposition suivante ; toutes les assertions sont faciles.

Proposition 12.2 (abduction méfiante) Soient C une classe de formules, M un ensemble
d’affectations a un ensemble de variables V' et ¢ (resp. ¢up, dip) une description (resp. une C-
approzimation faible, une C-approzimation forte) de M. Soient a une formule propositionnelle
et E un terme sur VU Var(a). Alors on a :

- Si ¢y N E est satisfaisable, alors ¢ N E est satisfaisable

- Si ¢y A E n'implique pas «, alors ¢ N E nimplique pas «

- Si ¢up A E n’est pas satisfaisable, alors ¢ AN E n’est pas satisfaisable

- St ¢up N E implique «, alors ¢ N E implique .

12.3.2 Vision «restrictive» avec des approximations faibles minimales

Nous étudions enfin, dans ce paragraphe, la vision «restrictive» de ’abduction avec des
approximations faibles minimales. Rappelons que l'approche restrictive consiste & imposer des
restrictions sur les requétes afin d’obtenir un raisonnement cohérent, complet et efficace.

HORN-Approximations Comme nous l’avons annoncé, nous commencons par étudier le cas
des HORN-approximations faibles minimales. Nous devons avant tout imposer une restriction sur
le but a.
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Lemme 12.3 (voir [RAK87, corollaire 4]) Soit Il = (¢, a, L) un probléme d’abduction pour
HORN et TERMES, avec o un terme positif. Alors toute explication minimale pour II est un
terme positif.

Preuve Soit E une explication pour II, et z une variable avec -z € E; nous montrons que
E\{—z} est une explication pour II. En effet, par définition d’une explication il existe une
affectation m a Var(¢) U Var(a) avec m |= E, donc en particulier m[z] = 0. Soit alors m’
une affectation a Var(¢) U Var(a) avec m' = ¢ A E\{—z}; nous montrons que m’ satisfait a.
En effet, puisque ¢ est de Horn, on a m A m' = ¢; par construction, on a m Am’ = E\{-z}
et (m Am')[z] =0, donc m Am' = E, et donc m A m' = a. Puisque a est un terme positif,
on doit donc avoir (m A m')[z'] = 1, et donc en particulier m/[z'] = 1, pour tout z’ € Var(a).
Finalement, m' satisfait o, donc on a bien ¢ A E\{-z} = a. Puisque m satisfait ¢ A E\{-z},
E\{—z} est bien une explication pour II. O

En utilisant ce lemme, nous pouvons montrer que rechercher une explication minimale avec une
base de connaissances ou avec une HORN-approximation faible minimale de cette base revient
au méme, du moment que I’on n’autorise que des buts donnés par des termes positifs et que ’on
restreint les hypothéses aux conjonctions de littéraux positifs.

Proposition 12.3 (abduction avec une HORN-LUB) Soit II = (¢, a, L) un probléeme d’ab-
duction, avec a un terme positif. Soit ¢, une HORN-LUB de M(¢). Si un terme E C L est
une explication minimale pour Iy, = (Gup, @, L), alors E est une explication minimale pour 1.
Réciproquement, si E est une explication minimale pour II constituée uniquement de littéraux
positifs, alors E est une explication minimale pour Ily,y.

Preuve Dans toute la preuve, nous supposons fixée la formule ¢j,; de ’énoncé.

[sens direct] Soit E une explication minimale pour II;,;. On sait d’aprés la proposition 12.2
que ¢ A E implique a. Soit m une affectation a Var(¢) U Var(a) satisfaisant ¢y A E; alors
par la proposition 8.1 (chapitre 8), soit m satisfait ¢, soit m est le produit (A) d’affectations
satisfaisant ¢, qui affectent donc 1 & toutes les variables auxquelles m affectent 1; puisque F
est un terme positif (lemme 12.3), on en déduit que toutes le satisfont, et donc que ¢ A E est
satisfaisable. Il reste seulement & montrer que F est minimale. Or, si ce n’était pas le cas, alors on
pourrait trouver une explication E' pour II avec E' C E. Mais alors ¢y, A E' serait satisfaisable
(m en serait un modele), mais par minimalité de FE pour II;,;, on n’aurait pas ¢ A E' = «,
donc on aurait un modeéle m' de ¢y A E' A —ar; & nouveau, on aurait donc un modele de ¢
affectant 1 & toutes les variables auxquelles m' affecte 1, et parmi ceux-ci au moins un affectant
0 a une variable de «a; ce modele satisferait donc ¢ A E' A =, contredisant le fait que E’ est une
explication pour II.

[réciprogque] Soit E une explication minimale positive pour II. D’aprés la proposition 12.2, ¢y s AE
est satisfaisable. La méme construction que pour E’ dans le paragraphe précédent montre que
drup N E implique @, et finalement F est minimale pour ¢y, car sinon il existerait une explication
E' C E pour I, et E ne serait pas minimale pour II par la premiére partie de 1’énoncé. O

Donc si 'on sait que les buts seront tous des termes positifs et que I’on n’aura besoin que d’ex-
plications positives, ou si l’on est prét a se restreindre & se cadre, on ne perd pas d’information &
utiliser une HORN-approximation faible minimale de notre connaissance plutot qu’une descrip-
tion de cette derniére. Notons que le jeu peut en valoir la chandelle, puisque alors la complexité
du probléme passe du deuxiéme au premier niveau de la hiérarchie polynomiale.
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Ainsi, si l'on reprend l’exemple de la thése (avec la base de connaissances ¢;), il est facile de
voir sur l’ensemble d’affectations M; = M(¢;) que les explications positives minimales pour le
but z,,. et I’ensemble d’abductibles constitué de tous les littéraux formés sur V; sont exactement
les trois termes :

($me)7 ($qu A win)a ($qu A CCch)

Si I'on reprend alors la HORN-LUB ¢}’ de M; (voir le chapitre 8, paragraphe 8.1.1), dont l’en-
semble de modéles est :

M;" = {00111, 01000, 10100, 11011, 00000, 00100, 00011, 10000}

il est encore facile de voir que les explications positives minimales pour z,e avec ¢’ comme base

de connaissances de référence (et toujours le méme ensemble d’abductibles) sont les mémes. En
revanche, le terme négatif (—zqy A —Zi,) est une explication minimale lorsque ¢; est la base de

référence, mais n’est méme pas une explication lorsque ’on se référe a ¢’ (considérer le modeéle

00000 de ¢;").

NEG-approximations Les formules négatives, quant a elles, admettent un résultat trés simi-
laire. Nous établissons & nouveau un lemme restreignant les explications, puis nous donnons le
paralléle de la proposition 12.3 pour cette classe.

Lemme 12.4 Soit II = (¢, o, L) un probléme d’abduction pour NEG et TERMES, avec a un
terme négatif. Alors toute explication minimale pour II est un terme positif.

Preuve Soit E une explication pour II. Si F contient un littéral négatif -z nous considérons
I'hypothése E' = E\{-z} pour II. Si E’ n’est pas une explication pour II, alors il existe une
affectation m a Var(¢) U Var(«) satisfaisant ¢ A E' A -, et puisque ¢ A E implique « on déduit
que m satisfait ¢ A E' A {z} A —a. Donc m affecte 1 & z, et de la proposition 2.10 (chapitre 2)
on déduit que I'affectation m’ obtenue de m en posant m’[z] = 0 et V2! € Var(¢)UVar(a),z’ #
x = m/[z'] = m[z'], qui vérifie m' < m, satisfait ¢ A E A -, ce qui est absurde puisque E est
une explication pour II. O

Proposition 12.4 (abduction avec une NEG-LUB) Soit II = (¢, «, L) un probléme d’ab-
duction, avec o un terme négatif. Soit ¢y une NEG-LUB de M(¢). Si un terme E C L est
une ezplication minimale pour Iy = (dup, @, L), alors E est une explication minimale pour II.
Réciproquement, si E est une explication minimale pour Il constituée uniquement de littéraux
positifs, alors E est une explication minimale pour Tly,y.

Preuve La preuve est similaire & celle de la proposition 12.3, en rappelant que pour une
affectation donnée satisfaisant ¢y, il en existe par construction une supérieure ou égale, pour
Pordre <, satisfaisant ¢ (proposition 2.10 du chapitre 2). O

Bij-approximations Nous terminons ce chapitre par un résultat, toujours similaire, pour
les approximations faibles minimales 2FNC. Comme pour les autres classes, nous devons tout
d’abord imposer des restrictions sur le but a et sur les hypothéses afin d’utiliser un lemme
similaire au lemme 12.3. Notons que ces restrictions sont nettement plus importantes, puisque
le but doit étre donné par une 2clause, et que les hypothéses sont restreintes & celles constituées
d’au plus un littéral ; mais il semble difficile de reldcher ces contraintes.
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Lemme 12.5 Soit II = (¢, a, L) un probléme d’abduction pour B1J et TERMES, avec a une
2clause. Alors toute explication minimale pour I1 est constituée d’au plus un littéral.

Preuve Soit E une explication minimale pour II, et notons E = (¢;; A€, A---A¥;, ), ol pour
tout p € {1,2,...,k} £;, est un littéral, et de facon similaire notons a = (¢;, V £;,). Puisque
E est une explication pour II, ¢ implique la formule Neg(E) V « (logiquement équivalente a la
formule £ — a), qui est une clause. Il existe donc un impliqué premier de ¢, donc une 2clause
(proposition 2.14 du chapitre 2), incluse dans Neg(F) V « ; notons C une telle clause. Alors nous
distinguons trois cas. Tout d’abord, si C' ne contient que des littéraux de Neg(E), alors cela
signifie que 'on a ¢ = Neg(FE), ce qui contredit le fait que ¢ A E est satisfaisable. Ensuite, si C
ne contient que des littéraux de «, alors on a ¢ = «, et donc, soit E est vide, soit E n’est pas
minimale. Enfin, si C' contient un littéral Neg(¢;,) € Neg(E) et un littéral £;, € «, alors on a
¢ = (Neg(4;,) V £4j,), donc on a ¢ A4, |= £j,, et comme ¢ A E, donc ¢ A 4;,, est satisfaisable,
cela signifie que E est réduit a (¢;,) (E n’est pas vide, car sinon la clause (¢;,) serait impliquée
par ¢, donc C ne serait pas premiére). O

On en déduit, de méme que pour les cas Horn et négatif, le résultat suivant.

Proposition 12.5 (abduction avec une B13-LUB) Soit Il = (¢, a, L) un probléme d’abduc-
tion, avec o une 2clause. Soit ¢y, une B1I-LUB de M (). Si un terme E C L est une explication
minimale pour My = (Prup, @, L), alors E est une explication minimale pour I1. Réciproquement,
si E est une explication minimale pour II constituée d’aucun ou d’un seul littéral, alors F est
une explication minimale pour Tlj,y.

Preuve Soit F une explication minimale pour II;,; ; on sait (proposition 12.2) que ¢ AE implique
a, et (lemme 12.5) que E contient au plus un littéral. Puisque ¢ est satisfaisable, si F est vide
alors ¢ A E est bien satisfaisable; supposons donc E = (£). Puisque ¢yup A E est satisfaisable,
la clause Neg(FE) n’est pas impliquée par ¢y, et comme ¢y, est logiquement équivalente a la
conjonction de toutes les 2clauses impliquées par ¢ [dV96], ¢ n’implique pas Neg(E), et donc
¢ N\ E est satisfaisable. Enfin, si F n’est pas minimale pour II cela signifie que ¢ implique «a;
on en déduit, puisque « est une 2clause, que ¢y, 'implique également, et donc que E n’est pas
minimale pour Il;,;, ce qui est absurde.

La réciproque, quant & elle, se montre exactement comme pour la proposition 12.3. [l

12.4 Discussion et résumé des résultats connus

Nous avons posé dans ce chapitre de premiéres pierres en direction de 1’étude du raison-
nement abductif avec une approximation d’'une base de connaissances. Nous avons vu que les
restrictions nécessaires étaient importantes, mais pouvaient permettre, comme pour la déduction
et la vérification de cohérence, de gagner en complexité.

Ces résultats peuvent également étre vus comme une reformulation de la caractérisation des
C-LUBs par la notion d’impliqué premier [SK96, dV96] (voir la preuve de la proposition 12.5
par exemple), lorsqu’il s’agit des B1J-LUBs ou des buts donnés par un littéral pour les classes
HORN et NEG. Néanmoins, il s’agissait ici de donner ces résultats dans un cadre sémantique,
d’une part, et d’autre part de montrer que d’autres taches que la déduction supportaient une
vision «restrictive» pour le raisonnement & partir d’approximations. Enfin, nos résultats sont
plus généraux, puisque la caractérisation par les impliqués premiers ne permet pas de les établir
lorsque les buts sont donnés par des termes (cas HORN et NEG).
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En revanche, nous ne sommes pas en mesure de donner des résultats positifs pour la classe
des formules affines. L’exemple suivant laisse méme peu d’espoir.

Exemple 12.1 (abduction avec une AFFINE-LUB) Soit M Uensemble d’affectations
{001,010, 100}

@ Uensemble de variables {x1,x2,23}. On voit aisément que la formule ¢ = (z1 ® T2 ® 3 = 1)
est une AFFINE-LUB de M. Or, si l’on considére ’ensemble d’abductibles {1, —x1, 22, T2}, on
voit que si la base de connaissances de référence est la formule ¢, alors le terme (x1 Ax2) est une
explication (minimale) du but x3 ; en revanche, il n’eriste aucune affectation satisfaisant (x4 Ax2)
dans M.

Nous considérons cet exemple comme particuliérement décourageant, car il n’y a en général
aucune influence des signes des littéraux lorsque 1’on considére la classe AFFINE. De fait, il semble
peu probable que 'on puisse obtenir des résultats sur la vision «restrictive» de I’abduction avec
des AFFINE-approximations faibles en imposant des restrictions liées aux signes des variables.
L’exemple impliquant un but, un ensemble d’abductibles et une explication par ailleurs trés
simples, il ne semble plus rester beaucoup de place pour envisager des restrictions. Nous pensons
que ces difficultés proviennent du fait que, intuitivement, les approximations affines préservent
les liens de «parité» entre les variables; or, les explications pour un probléme d’abduction sont
définies comme des termes, soit un lien «conjonctify entre des littéraux.

Pour terminer, nous résumons tous les résultats cités dans ce chapitre & propos de ’approche
«restrictive» dans la table 12.2. Cette table donne, pour une classe de formules et un type d’ap-
proximation donnés, les restrictions sur les requétes supportant cette approche (pour ’abduction,
nous notons E une explication quelconque pour le probléme en question).
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H SAT |
H Classe C H Approx. Restrictions ‘ Référence H
HorN, ANTI-HORN, B1J, AFFINE LUB, GLB — [SK96]

HDP, ANTI-HDP GLB (si existe) — *
NEg, Pos LUB — [SK96], *
HoORN-REN, HDP-REN, MONOT LUB, GLB — [SK96]
H Déduction H
H Classe C H Approx. Restrictions ‘ Référence H
HORN, ANTI-HORN, NEG, Pos, B1J LUB aelC [dV95]
HDP, ANTI-HDP LUB a€eC *
AFFINE LUB «a € AFFINE *
H Abduction H
H Classe C H Approx. Restrictions ‘ Référence H
HORN LUB a terme pos., F pos. | * ([KR96])
ANTI-HORN LUB « terme nég., E nég. | * (JKR96])
NEG LUB « terme nég., FE pos. *
Bu LUB a 2clause, |E| < 2 *

TAB. 12.2 — Résumé des classes et restrictions permettant un raisonnement avec approximations



Conclusion générale

Pour terminer le mémoire, nous présentons un résumé des résultats ainsi que certains pro-
blémes laissés ouverts par ce travail. Puis nous discutons les résultats obtenus, et enfin nous
proposons des perspectives de recherche qui prolongent les problématiques traitées.

Résultats et problémes ouverts

Nous avons étudié les principaux problémes algorithmiques relatifs & ’acquisition de connais-
sances et au raisonnement pour des bases de connaissances représentées en logique proposition-
nelle.

Résumé des résultats En raison de la diversité des formules de cette logique, nous avons
présenté et motivé des critéres pour choisir des formes normales (partie I). Nous avons ainsi
choisi de nous intéresser aux formules en Forme Normale Conjonctive, dont les principaux atouts
sont la stabilité par conjonction et la lisibilité, et aux formules en Forme Normale Disjonctive, qui
permettent notamment de représenter facilement leurs négations. Puis, la plupart des problémes
algorithmiques étant difficiles dans le cas général, nous avons présenté des sous-classes de formules
et discuté leur intérét pour la représentation de connaissances. Nous avons ainsi été amenés &
considérer comme intéressantes les classes des formules de Horn, négatives et de Horn définies
positives, ainsi que leurs classes duales et les classes des formules renommables dans ces classes,
et les classes des formules 2FNC et affines. Nous avons également introduit les classes de formules
FND qui permettent d’exprimer les négations des formules de ces classes ; nous ne les avons pas
considérées a proprement parler comme des langages de représentation, mais comme des langages
susceptibles d’étre utiles pour le raisonnement.

Une fois ces langages de représentation choisis, nous nous sommes ensuite intéressés a ’acqui-
sition de connaissances & partir d’exemples (partie IT). Pour toutes les problématiques étudiées,
il s’agit donc de représenter un ensemble d’exemples, formalisé par un ensemble d’affectations &
des variables, par une base de connaissances formulée dans I’'un des langages choisis. Nous avons
ainsi étudié les problémes de description et d’identification, c’est-a-dire d’acquisition exacte, et
avons présenté un algorithme efficace et unifié pour ces problématiques ; nous avons ensuite pré-
senté des optimisations de cet algorithme pour la classe des formules négatives, monotones et
de Horn, obtenant des complexités meilleures que celles connues auparavant. Puis nous avons
étudié la problématique de ’acquisition par approximation ; nous avons complété 1'état de I'art
sur le sujet, en montrant notamment que pour les classes des formules HORN-renommables,
Horn définies positives renommables et monotones, il existe en général plusieurs approximations
faibles minimales d’un méme ensemble d’affectations, non logiquement équivalentes et possédant
éventuellement des nombres exponentiellement différents de modéles ; puis nous avons montré le
méme résultat pour les approximations faibles maximales, pour toutes les classes qui nous inté-
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ressent ; nous avons alors donné un algorithme glouton efficace pour en calculer une quelconque,
algorithme qui fonctionne méme pour les classes de formules renommables ; enfin, pour la classe
des formules affines nous avons montré qu’une approximation faible minimale, ou forte maxi-
male avec un nombre maximal de modéles pouvaient étre calculées relativement efficacement.
Enfin, nous avons étudié le probléme du PAC-apprentissage d’une classe de formules, et avons
montré que la classe des formules affines était PAC-apprenable a partir d’exemples et de fagon
dynamique.

Enfin, nous nous sommes intéressé aux problémes de raisonnement (partie III), toujours en
supposant des bases de connaissances représentées dans les classes de formules choisies. Nous
avons considéré les processus de vérification de cohérence, de déduction et d’abduction, et avons
présenté pour ce dernier probléme un modéle d’algorithme général, dont nous avons dérivé des al-
gorithmes efficaces, principalement pour des bases de connaissances affines ou représentées dans
les classes de formules FND qui nous intéressent. Enfin, nous avons traité ces mémes problé-
matiques pour le cas oll la base de connaissances utilisée a été acquise par approximation, et
avons montré que ’abduction était possible dans ce cadre, en imposant toutefois des restrictions
importantes sur les requétes.

Tout au long du mémoire, nous avons accordé une place particuliére aux formules affines :
4 notre connaissance, cette étude est en effet la premiére réellement menée pour cette classe
dans un contexte de représentation de connaissances. Nous avons vu que cette classe possédait
de nombreuses bonnes propriétés, parmi lesquelles une définition en nature, des algorithmes
efficaces pour I’approximation et un probléme d’abduction traitable pour une large classe de buts.
A notre connaissance, le seul probléme lié & I'Intelligence Artificielle pour lequel on a montré
que les formules affines n’admettaient pas d’algorithme efficace est le probléme d’inférence par
circonscription [DHO03].

Problémes ouverts Quelques problémes sont malgré tout laissés ouverts dans ce mémoire,
concernant principalement ’approximation. Nous en discutons briévement deux, qui nous pa-
raissent particuliérement intéressants.

Nous avons tout d’abord laissé ouvert le probléme du calcul d’'une HORN-REN-, HDP-REN-
ou MONOT-approximation faible d’un ensemble d’affectations donné. Nous avons en effet montré
que pour ces trois classes, I’approximation faible minimale n’est pas unique, méme a 1’équiva-
lence logique prés, mais nous ne sommes pas en mesure de discuter le calcul de I'une d’elles,
quelconque ou avec le nombre minimal de modéles, comme nous ’avons fait pour les questions
duales concernant les approximations fortes. Une question préliminaire, pour les trois classes,
est celle du nombre de modéles de ces approximations. En effet, ce nombre étant en général
exponentiel en le nombre d’affectations de départ pour les classes HORN, HDP et NEG, on peut
penser que c’est également le cas pour ces classes, méme en considérant ’approximation faible
minimale avec le nombre minimal de modéles.

Nous ne sommes néanmoins pas en mesure de donner des exemples prouvant cette intuition,
et laissons de fait cette question, trés intéressante, ouverte. De méme, nous laissons ouverte la
question de la taille des approximations elles-mémes; nous avons en effet vu que le nombre de
modéles d’une BlJ-approximation faible minimale ¢ d’un ensemble d’affectations M pouvait étre
exponentiellement plus grand que le nombre d’affectations dans M, mais qu’il existait toujours
une formule 2FNC décrivant cet ensemble et de taille polynomiale en la taille de M. Quand
une classe de formules admet un algorithme polynomial pour la description, on sait que si les
formules sont potentiellement de taille au mieux exponentielle, alors c’est aussi le cas pour les
ensembles de modéles de ces formules, mais cet exemple montre que la réciproque n’est pas vraie.
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Questions ouvertes (approximations faibles renommables) Soit C ['une des classes de
formules :

HorN-REN, HDP-REN, MONOT

et soit M un ensemble d’affectations.

— FErxiste-t-il nécessairement une C-approzimation faible minimale de M dont ’ensemble de mo-
déles est de taille polynomiale en la taille de M ?

— Emiste-t-il nécessairement une C-approzimation faible minimale de M (une formule de C) de
taille polynomiale en la taille de M ?

— Si oui, peut-on calculer une telle formule efficacement ?

A notre connaissance, le seul travail consacré & ’approximation dans une classe de formules
renommables est 'article de Boufkhad [Bou98|. L’auteur y traite le calcul d’'une HORN-REN-
approximation forte d’'une formule FNC, et y aborde expérimentalement la question de la qualité
de telles approximations.

Concernant toujours ces classes «renommablesy, ainsi que la classe des formules affines, nous
avons laissé ouvert le probléme du raisonnement abductif avec de telles approximations. Nous
avons en effet vu que 'on pouvait résoudre des problémes d’abductions particuliers avec des
approximations dans les classes HORN, NEG et B1J (et dans leurs classes duales), mais nous
ne savons pas étendre ces résultats aux autres classes de formules. Les résultats pour les classes
HoRN, NEG et B1J laissent penser qu’on ne peut espérer des résultats que pour les approximations
faibles minimales; pour les classes «renommables», I’étude de ces approximations doit donc
certainement étre menée auparavant.

Question ouverte (abduction et approximation) Existe-t-il des restrictions naturelles per-
mettant de résoudre des problémes d’abduction avec des C-approximations faibles minimales d’une
base de connaissances, lorsque C est l'une des classes suivantes :

AFFINE, HORN-REN, HDP-REN, MONOT ?

Discussion

Nous replagons maintenant le travail présenté dans ce mémoire dans les contextes plus géné-
raux de 'Intelligence Artificielle et de la théorie de la Complexité.

De retour sur Mars Les résultats donnés ou rappelés dans ce mémoire (voir les résumés a la
fin de chaque chapitre) peuvent étre vus comme constituant un catalogue des possibilités offertes
par chaque langage considéré, la figure 5.1 (chapitre 5, page 69) comparant leur expressivité.
Le langage de représentation d’un systéme de gestion de connaissances peut alors étre choisi en
fonction de ce catalogue, comme celui qui présente I’expressivité maximale tout en permettant
d’effectuer efficacement les taches auxquelles est destiné le systéme.

Revenons ainsi sur le robot explorateur de l'introduction. Si son but principal n’est pas
d’acquérir de nombreuses informations, il peut choisir de représenter ses connaissances par des
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formules de Horn, bien que cette classe ne permette pas, par exemple, d’approximer efficacement
des observations. S’il doit néanmoins raisonner trés souvent avec sa base de connaissances, et
notamment chercher a expliquer, il a tout intérét a se limiter & des formules négatives ou de
Horn définies positives, car pour ces classes la plupart des tiches de raisonnement peuvent étre
menées efficacement. En revanche, si son but est simplement de déduire, il n’a pas besoin de se
limiter & ces classes, et peut utiliser la plus grande expressivité de la classe de toutes les formules
de Horn, et méme celle de la classe de toutes les formules HORN-renommables.

Si le robot, en revanche, est censé ramener sur Terre le maximum d’informations nouvelles,
et les présenter de fagon lisible, on a tout intérét a le munir d’un langage de représentation de
connaissances qui supporte une acquisition efficace, par exemple la classe des formules 2FNC ou
affines.

Intelligence Artificielle Cependant, comme nous I’avons dit en introduction, le langage de la
logique propositionnelle est souvent trop peu expressif pour suffire & des applications concrétes
de D'Intelligence Artificielle. Nous avons néanmoins vu au fil des chapitres que ce formalisme
permettait d’encoder un certain nombre de connaissances et de problémes naturels. De plus, il
peut étre considéré comme un formalisme «minimal», en ce sens qu'un formalisme logique utilisé
pour la représentation de connaissances doit posséder au moins son expressivité. Son importance
est également visible par exemple dans le fait que I’on peut obtenir directement une formule
propositionnelle & partir d’une formule du premier ordre lorsque les domaines des variables sont
finis. En un autre sens, la logique propositionnelle peut également étre vue comme une logique
centrale pour 'informatique car les propriétés de ses formules sont décidables, ce qui n’est pas
le cas en général des formalismes logiques plus expressifs. De fait, de nombreux problémes, tels
que celui consistant & décider si une formule est ou non toujours vraie, ne peuvent trouver de
solution algorithmique dans des formalismes logiques réellement plus expressifs.

Pour toutes ces raisons, nous considérons la compréhension des divers aspects de la logique
propositionnelle comme une question trés importante, ce qu’atteste par ailleurs la trés importante
activité de recherche qui la concerne & travers le monde. Nous pensons que ce mémoire contribue
a cette compréhension. Nous espérons également qu’au-dela des classes de formules étudiées,
les résultats anciens et nouveaux présentés seront une nouvelle étape vers la compréhension
profonde d’autres classes connues de formules propositionnelles, qui sont la plupart du temps des
extensions des classes étudiées dans ce mémoire, mais aussi vers celle des restrictions de certains
formalismes plus expressifs ; cet espoir est notamment fondé sur le fait que ’on retrouve la classe
des formules de Horn, trés importante en logique propositionnelle, avec la méme importance en
logique du premier ordre.

Théorie de la complexité La majorité des questions que nous avons étudiées étant de na-
ture algorithmique, ce travail s’inscrit également dans une lignée de travaux s’intéressant a la
complezité (en temps) des problémes. Le plus représentatif de ces travaux est certainement celui
de Schaefer [Sch78], qui a établi le premier résultat de dichotomie en montrant que le probléme
SAT-GEN[.] est soit facile, soit treés difficile (voir le chapitre 5). De tels résultats sont trés im-
portants pour la compréhension des classes de complexité (voir [CKS01] par exemple). Nous
pensons que les travaux présentés dans ce mémoire, en exhibant par exemple de nouvelles classes
traitables pour ’abduction, apportent une pierre & cette compréhension ; ainsi, il est notamment
conjecturé que I’abduction propositionnelle admet un théoréme de «trichotomie», c’est-a-dire que,
selon les classes de formules qui le paramétrent, il est de complexité polynomiale, NP-compléte
ou ¥¥-compléte.
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Perspectives

Pour terminer, nous présentons quelques perspectives de recherche qui pourraient permettre
d’étendre le travail présenté.

Problémes Tout d’abord, concernant les classes de formules étudiées dans ce mémoire, plu-
sieurs problémes non abordés par ce travail sont particuliérement pertinents. En premier lieu, il
serait intéressant de connaitre les «taillesy des différentes classes de formules étudiées, c’est-a-dire
le nombre d’ensembles d’affectations & un ensemble de variables donné qui y sont descriptibles.
Ces dénombrements permettraient en effet de mieux comprendre 'expressivité de chaque classe
de formules, et notamment la proportion des ensembles d’affectations & un ensemble de variables
fixé V qu’elle permet de représenter parmi les 22V existant. Un probléme moins général, mais
tout aussi intéressant, consiste a comparer les nombres d’ensembles d’affectations descriptibles
dans chacune des classes, par exemple en estimant leurs quotients. A notre connaissance, on ne
sait dénombrer que les ensembles d’affectations descriptibles dans la classe AFFINE (il suffit de
dénombrer les bases). Il serait également intéressant d’étudier ces problémes de dénombrement
en se restreignant aux ensembles d’affectations qui peuvent étre décrits par des formules de taille
polynomiale ; on sait en effet que la proportion des tels ensembles tend vers 0 lorsque le nombre
de variables tend vers l'infini.

Ensuite, il serait intéressant d’étudier d’éventuels résultats de dichotomie pour les problémes
de raisonnement que nous avons considérés, montrant par exemple que parmi toutes les classes
de requétes envisageables, pour un langage de représentation de connaissances donné il existe
des classes supportant un résultat polynomial, mais que toutes les autres donnent des résultats
de difficulté. Pour étudier de tels problémes, les auteurs se restreignent généralement au cadre
des S-formules de Schaefer [Sch78| (voir le chapitre 5); ces résultats concernent les différentes
classes de formules auxquelles appartiennent les bases de connaissances, mais il serait également
intéressant, pour la déduction et I’abduction, de fixer une telle classe et de faire varier les classes
des requétes.

Enfin, concernant les problémes d’acquisition de connaissances, il serait trés pertinent d’étu-
dier les versions dynamiques des problémes. Nous avons déja abordé ce point dans le chapitre 9,
concernant le PAC-apprentissage des formules affines. Etudier les problématiques de description
et d’approximation dans ce cadre, pour les classes de formules que nous avons traitées, serait
du plus haut intérét. Une discussion de cet aspect, ainsi qu’un panel d’opérateurs de révision
(indiquant la sémantique du changement a apporter a la base) peuvent étre trouvés dans ’article
de Gogic et al. [GPS98].

Langages Il serait également intéressant d’essayer d’étudier les mémes problématiques que
celles traitées dans ce mémoire, de fagon systématique, mais en s’intéressant a d’autres langages
de représentation des connaissances.

Tout d’abord, il serait pertinent d’étudier ces problématiques pour d’autres classes de for-
mules propositionnelles que celles étudiées dans ce mémoire ; nous nous sommes en effet restreint
a des classes de formules FNC définies en nature (ou renommables dans une telle classe), et
avons motivé ce choix, mais d’autres classes de formules peuvent étre intéressantes pour le rai-
sonnement. En imaginant en effet une base de connaissances en FNC, mais & laquelle on a ajouté
des clauses de natures différentes, une fois confronté & un probléme de raisonnement on peut
imaginer que la base de connaissances ne fait partie d’aucune «bonne» classe de formules définie
en nature (ou de formules renommables dans une telle classe). Il est alors intéressant d’avoir &
disposition un certain nombre d’autres classes de formules auxquelles on peut tester de fagon
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«opportuniste» (c’est-a-dire pour ce probléme de raisonnement précis et jusqu’a la prochaine
mise & jour «sauvage» de la base) I’appartenance de la base courante. Dans le cas ou cette der-
niére appartient & une telle classe, on peut alors utiliser un éventuel algorithme de raisonnement
efficace, et ce méme si on ne peut garantir qu’aprés ’ajout d’une nouvelle clause a la base elle
appartiendra toujours a cette classe. Plusieurs classes de formules définies en structure ont ainsi
été définies : ordonnées [Ben00], de largeur bornée [dV00a| etc. Toutes sont polynomiales pour
SAT (c’est ce qui motive en général I'introduction d’une nouvelle classe de formules), mais il serait
intéressant d’étudier leurs propriétés algorithmiques pour différentes taches de raisonnement. De
méme, il serait intéressant d’étudier d’autres représentations des fonctions booléennes, comme
par exemple la représentation par un Diagramme de Décision Binaire [Bry86] ou la représenta-
tion par un ensemble de modéles caractéristiques [KR96]. Mentionnons & ce sujet le récent travail
d’Horiyama et Ibaraki [HI02] sur des problémes algorithmiques liés & ces représentations.

Un autre prolongement de ce travail concernerait les classes de formules multivaluées, c’est-
a-dire pour lesquelles le domaine des variables n’est pas restreint a {0, 1}. Plusieurs formalismes
existent pour étudier de telles formules, ou des représentations équivalentes. Notons par exemple
qu’un Probléme de Satisfaction de Contraintes peut étre vu comme une base de connaissances,
I’ensemble des situations envisageables étant codé par ’ensemble de ses solutions (voir le travail
d’Amilhastre et al. [AFMO02| par exemple). Citons également les formules réguliéres [BHM99,
BHMO00], qui sont une généralisation de la Forme Normale Conjonctive & ce cadre.

Méme si les bases de connaissances multivaluées, lorsque les domaines des variables sont
finis, ne sont dans ’absolu pas plus expressives que les formules de la logique propositionnelle,
elles permettent toutefois de représenter des connaissances de facon plus concise, en incluant par
exemple dans la sémantique des formules (pour les formules réguliéres) le fait que plusieurs valeurs
peuvent étre mutuellement exclusives (si elles font partie du domaine de la méme variable), alors
qu’une base de connaissances propositionnelle doit exprimer elle-méme de tels liens. Ainsi, des
formules réguliéres pourraient permettre & un robot d’affecter simplement la valeur «Immense»
4 une variable représentant la profondeur d’un exemple du concept «Raviny, plutét que d’avoir
a affecter la valeur «Non» aux variables «Pas-Profond», «Un-Peu-Profond» et «Trés-Profondy,
et la valeur «Oui» & la variable. .. «Trop-Profondy.
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