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✼✳✼ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸
✼✳✽ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼

■■■ ❆♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❝✉r✈❡❧❡ts ✶✾✾

✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✷✵✶
✽✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶
✽✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷
✽✳✸ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ♦♣ér❛t❡✉rs ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺
✽✳✹ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼
✽✳✺ ❱❡rs ❞✬❛✉tr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

✾ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✷✶✶
✾✳✶ ❖❜❥❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶
✾✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶
✾✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼
✾✳✹ ❈✉r✈❡❧❡ts✱ ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖ ❡t éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼
✾✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾

✶✵ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✷✸✶
✶✵✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✶
✶✵✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷
✶✵✳✸ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✺
✶✵✳✹ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✷
✶✵✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✵

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✺✵

❆ ❆♥♥❡①❡ ✶ ✿ ◗✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✷✺✾

❇ ❆♥♥❡①❡ ✷ ✿ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ r✐❞❣❡ ✷✻✶

❈ ❆♥♥❡①❡✸ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ✷✻✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✳ ✷✻✼

✐✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈♦♥t❡①t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡①♣♦s❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ré❛❧✐sés ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏❡❛♥ ❑✉♥t③♠❛♥♥ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡
s✉r ❧❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s
♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✳

❯♥ ✢♦t ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ Ω(t) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡
♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✿

Vn = κ.

❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡

P (Ω) =

ˆ

∂Ω
1ds.

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡✳

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ s♦♥t ❞ûs à ❍✉✐s❦❡♥
❬✼✸❪✱ ●❛❣❡ ❡t ❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✻✸❪ ❡t ●r❛②s♦♥ ❬✻✹❪✳ ❈❡s ❛✉t❡✉rs ét✉❞✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
ré❣✉❧✐❡rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ■❧s ❞é♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s r❡st❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❡t s❡ ré❞✉✐s❡♥t à ✉♥ ♣♦✐♥t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ t♦✉t ❡♥
❞❡✈❡♥❛♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈ér✐✜é❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à tr♦✐s✱ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡r✲
t❛✐♥s ❝❛s ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❬✻✺❪✳ ▲❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
❛❧♦rs ❞é❧✐❝❛t❡s✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❬✾✷❪ ✿ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ∂Ω(t) ❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ✱
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕt = div

( ∇ϕ
|∇ϕ|

)

|∇ϕ|.

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❬✸✹✱ ✺✺❪ ♣♦✉r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ s❡♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té
❬✸✼❪ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡
s✐♥❣✉❧❛r✐tés✳ ❯♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❣é♥ér❛❧✐sés✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ q✉✐ s♦♥t ✉♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❧❡✈❡❧✲s❡t✱ ❡t q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ❆❧❧❡♥ ❡t ❈❛❤♥ ❬✼✻❪✱

✶



✷ ✵✳✵

❝❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡✈✐❡♥♥❡♥t à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

ut = △u− 1

ǫ2
W

′
(u).

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞✐✛✉s❡✱ ❡tW ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ♣♦s✐t✐❢✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉

Jǫ(u) =

ˆ

Rd

(

ǫ
|∇u|2

2
+

1

ǫ
W (u)

)

dx.

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✬ét❛❜❧✐t ❛❧♦rs ❛✈❡❝
✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ P ♣❛r Jǫ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st
❞é♠♦♥tré ♣❛r ▼♦❞✐❝❛ ❡t ▼♦rt♦❧❛ ❬✽✸❪✳

❖✉tr❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♦ù
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ é✈♦❧✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ Vn = κ + g✳ ▲❡s t❡r♠❡s g s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ q✉✐ ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

´

Ω g(x)dx à Jǫ✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ t❡r♠❡
❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ut = △u− 1

ǫ2

[

W
′
(u) − ǫcW g

]

,

❛✈❡❝ cW =
´ 1
0

√

2W (s)ds✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é ❬✻✷❪✱ ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈ér✐✜❡ Vn = κ−

ffl

∂Ω κds✳ ▲✬✐♥térêt ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s Ω(t) r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡
❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ét❛♥t q✉❡ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♥❡
✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ❬✶✻✱ ✾✼❪

ut = △u− 1

ǫ2
W ′(u) +

1

ǫ2

 

W ′(u)dx.

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ét✉❞✐és s❡r♦♥t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱
❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

Pγ(Ω) =

ˆ

Γ
γ(~n)ds,

♦ù γ : Sd−1 → R
+ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡s

✐♥t❡r❢❛❝❡s s✉✐✈❡♥t ❧❛ ❧♦✐
Vn = γ(~n)κγ ,

♦ù ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r κγ = κ (γ(~n) + γ′′(~n))✳ ❖♥ s❛✐t ♠♦♥tr❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s
❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s
❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✱ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ Pγ(Ω) ♥✬ét❛♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s❡♠✐✲
❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✶✸❪ ✿

ut = div
(

φo(∇u)φo
ξ(∇u)

)

− 1

ǫ2
W

′
(u),
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❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ R
d✱ φo(ξ) = |ξ|γ(arg(ξ))✳

P♦✉r t♦✉s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡
♣❤❛s❡ ❡st ét❛❜❧✐❡ ❬✽✺✱ ✸✶✱ ✶✷✱ ✶✶❪✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ O(ǫ2 log(ǫ)2)✳ ❉❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ uǫ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ♦✉ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦♥t
❞❡ ♣❧✉s été ét❛❜❧✐❡s ❬✸✸✱ ✾✸❪✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

▲❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é
Vn = κ−

ffl

∂Ω κds ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡

ut = △u− 1

ǫ2
W

′
(u) +

1

ǫ2

 

W
′
(u(t, x))dx.

▲❡ t❡r♠❡ 1
ǫ2

ffl

W
′
(u)dx ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ q✉✐ ♣rés❡r✈❡

❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱
´

uǫdx = C✳ ❇✐❡♥ q✉✬à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥ rés✉❧✲
t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ♥❡ s♦✐t ❞é♠♦♥tré✱ ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❛✐ss❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ O(ǫ) ♣♦✉r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥✲
séq✉❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❡rr❡✉r
❡♥ O(ǫ2 log(ǫ)2)✱ ♦❜s❡r✈é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s

▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜♦r♥é E =
[0, 1]d✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♠♣♦sé❡s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♦✉ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ◆♦✉s ❡ss❛②❡r♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✧♣❧✉s ♣❤②s✐q✉❡s✧✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

J(Ω) =

ˆ

ΓI

1ds+ σ

ˆ

ΓB

1ds,

♦ù ΓI r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s✐t✉é❡ str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ E✱ ΓB ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✐t✉é❡
s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ E✱ ❡t σ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▲✬✐♥térêt ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✬❛♥❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ♦❜s❡r✈és ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s
❞✬✉♥❡ ❣♦✉tt❡ ❞é♣♦sé❡ s✉r ✉♥ s✉❜str❛t✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r σ = 0✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ✿

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥

ut = div
(

φo(∇u)φo
ξ(∇u)

)

− 1

ǫ2
W

′
(u)

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r

div
(

φo(∇u)φo
ξ(∇u)

)

.



✹ ✵✳✵

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r div

(

φo(∇u)φo
ξ(∇u)

)

✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❡t q✉✐
❢❛❝✐❧✐t❡r❛ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐✣❝✉❧té ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ❝❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✧❢♦r✇❛r❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✧✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s à ré❣✉❧❛r✐s❡r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥
❛✜♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❜❛s❡s ❞✬❛♥❛❧✲
②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱
φo(x, ξ)✳

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐sé❡s s✉r
✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ǫ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧✲
②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳

❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s 80✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❬✼✼✱ ✽✶✱ ✽✷✱ ✹✵✱ ✸✻❪ ♦♥t s♦✉❧❡✈é ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥térêt
❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ▼♦r❧❡t
❡t ●r♦ss♠❛♥ ❬✻✼❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❡ss♦r
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ s✉✐t❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡s✱ ✈✐❛ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❧❧❛t ❬✼✼❪✳ ▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣r♦✲
♣r✐étés✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❬✸✻❪✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡
❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❬✼✺❪✳

❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s 2000✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❬✷✸✱ ✷✺✱ ✾✻✱ ✼✽❪ ♦♥t été
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❡♥❝♦r❡ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲✬✐❞é❡
❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s
❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❞❡ ❈❛♥❞ès ❡t ❉♦♥♦❤♦ ❬✶✾✱ ✶✽❪ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❊❧❧❡s ♣♦ssé❞❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①
❬✷✺❪✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s très ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❋■❖ ✭❋♦✉r✐❡r ■♥t❡❣r❛❧
❖♣❡r❛t♦r✮ ❡t ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s ❬✷✶✱ ✶✼❪✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳

❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ét❛✐❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s
♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ ❢r❛♠❡
❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡st q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲
❈❛❤♥ ❛❣✐t ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✮
❡t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❡♥❞✉s ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣
❡♥ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❡t
r❛♣✐❞❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à rés♦✉❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥❡ ❊❉❖✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥
✐♥térêt ♠♦✐♥❞r❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ét❛♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① q✉❡ ❝❡✉①
❛ss♦❝✐és à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣♦✉r
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♥✬❡st ♣❧✉s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡t
❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳



✵✳✵ ✺

P❧❛♥ ❞❡ t❤ès❡

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✐s♦tr♦♣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❬✹✽❪✱
❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❧❡✈❡❧ s❡t ❬✾✷✱ ✶✵✶✱ ✾✵❪✱ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❬✼✻❪ ❡t ❡♥✜♥ ❛✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❇▼❖ ✭❇❡♥❝❡✲▼❡rr✐♠❛♥✲❖s❤❡r✮❬✽✵❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❬✸✱ ✹✾❪ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✈❡rs ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t
❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
♣rés❡♥té❡s✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧♦✐ Vn = κ+g✳
❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ♣rés❡♥✲
té❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ✐♠♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ O(ǫ2 log(ǫ)) ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡s ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❝♦♥✲
s❡r✈é❡✳
◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❞❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❬✶✵✻❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♦✉ ◆❡✉♠❛♥♥✳ P✉✐s ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❛✜♥ ❞✬✐♠♣♦s❡r ♥✉♠ér✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝ts ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❡♥t ❡♥✜♥ ❝❡ ♣r♦❝é❞é✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❬✶✸❪✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

ut = div
(

φo(∇u)φo
ξ(∇u)

)

− 1

ǫ2
W

′
(u).

❈♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r div
(

φo(∇u)φo
ξ(∇u)

)

♣♦s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❞✉❡s à s❛

♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s✐①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✿

ut = △̃φu− 1

ǫ2
W

′
(u), ✭✶✮

♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φu ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ div
(

φo(∇u)φo
ξ(∇u)

)

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❜❛s❡

❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(ǫ) ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✳
▲❡ ❝❛s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ s❡♣t✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é

△̃φ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❞é✜♥✐ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ r❡st❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✧❢♦r❞✇❛r❞ ❜❛r❝❦✇❛r❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
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❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❡♥✜♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡s ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ❛✉① ❝✉r✈❡❧❡ts ✭❝❤❛♣✐tr❡s ❤✉✐t ❡t ♥❡✉❢✮✳ ◆♦tr❡ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts
rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ φo(x, ξ) ♦ù ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥
❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts✱ ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s♦tr♦♣❡

✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❡♥
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s t → Γt✱ é✈♦❧✉❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ ❧♦✐ Vn✱ ♦ù Vn r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

Γ0

Γt

V(x)n
����

��
��
��
��

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❯♥ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s

❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❝❡✉① ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✐s♦tr♦♣❡s✱ Vn(x) ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❛✈❡❝ Vn(x, ~n) ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ κ

(

x(t), t
)

❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Vn✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡
r❡❝✉❡✐❧ ❞✬❊❧❧✐♦t ❬✹✾❪ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❙❡t❤✐❛♥ ❬✶✵✶❪✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s
s♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡✈❡❧ s❡t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❡♥❝❡✲▼❡rr✐❛♥✲❖s❤❡r✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡①♣♦s❡r ❞❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡
s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

✾



✶✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✶✳✷

✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ P❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡

❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡st ❞❡
r❡♣rés❡♥t❡r Γt à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♥♦té X(s, t)✱ ♦ù s ∈
[0, 2π]✱ t ∈ [0, T ] ❡t X(s, t) =

(

x(s, t), y(s, t)
)

∈ R
2✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r X s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

Xt = Vn

(

X,
Xs

|Xs|
,

(

Xs

|Xs|

)

s

)

.

✶✳✷✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r ❡♥ ❞✐s❝rét✐s❛♥t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ X à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ♣♦✐♥ts Xn

i = X(iδs, nδt) = (xn
i , y

n
i ) é✈♦❧✉❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ δs ❡t δt r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s✳ ❉❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

~n(Xn
i ) =

1
(

(xn
i+1 − xn

i−1)
2 + (yn

i+1 − yn
i−1)

2
)1/2

(

yn
i+1 − yn

i−1

−xn
i+1 + xn

i−1

)

,

κ(Xn
i ) = 4

(yn
i+1 − 2yn

i + yn
i−1)(x

n
i+1 − xn

i−1) − (xn
i+1 − 2xn

i + xn
i−1)(y

n
i+1 − yn

i−1)
(

(xn
i+1 − xn

i−1)
2 + (yn

i+1 − yn
i−1)

2
)3/2

.

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts Xn+1

i à ❧✬✐♥st❛♥t tn+1 ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿

Xn+1
i = Xn

i + δt Vn

(

Xn
i , ~n(Xn

i ), κ(Xn
i )
)

~n(Xn
i ).

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① t❛♥t q✉❡ Γt r❡st❡ ré❣✉❧✐❡r ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ é❧❡✈é❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ st❛❜✐❧✐té q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♦ù ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ 1✳ ◆♦✉s
♦❜s❡r✈♦♥s q✉✬❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥st❛❜❧❡✳ ■❧
❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ❛✜♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❡①♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳



✶✳✷ ✶✳✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✶✶

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
♣❛r❛♠ètr✐q✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♦ù ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s δt ❡st é❣❛❧ à 1e−2 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✉t✐❧✐sés
❡st M = 27✳

✶✳✷✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ X ✈ér✐✜❡

{

Xt = 1
|Xs|

(

Xs
|Xs|

)

s
, s ∈ [0, 2π], t ∈ [0, T ],

X(s, t) = X(s+ 2π, t), X(., 0) = X0.

❙✐ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❡t s✐ |Xs| ≥ c0 > 0 ♣♦✉r t ∈ [0, T ]✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st

ˆ 2π

0
Xt|Xs|ηds+

ˆ 2π

0

Xs

|Xs|
ηsds = 0,

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st η ∈ H1
(

[0, 2π]
)

❡t ✈ér✐✜❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ η(0) = η(2π)✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ H1

2π ♣♦✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❊❉P ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ H1

2π ♥♦té SM ✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❜❛s❡ SM ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❛♥❣❧❡ {φj} ♣♦✉r j = 0...M ✱ ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, 2π]✳ ▲❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ X(s) ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r

X(t) =

M
∑

i=0

Xi(t)φi(s),

❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦s❡ q✉❡

1

2
∂t(Xi)(hi + hi+1) =

Xi+1 −Xi

hi+1
− Xi −Xi−1

hi
, ∀i = 1 : M − 1.

♦ù hi = |Xi −Xi−1|✳
❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ s✉✐✈❛♥t

1

2
(hn−1

i + hn−1
i+1 )

(

Xn
i −Xn−1

i

δt

)

=
Xn

i+1 −Xn
i

hn−1
i

− Xn
i −Xn

i−1

hn−1
i

, ∀i = 1 : M − 1.

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✉♥ ❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡ très ❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ tr✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ M × M à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s



✶✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✶✳✸

❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s à ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦♥t
été ét✉❞✐és ♣❛r ❉❡❝❦❡❧♥✐❝❦ ❡t ❉③✐✉❦ ❬✹✽✱ ✹✶✱ ✹✷✱ ✹✸❪✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✹ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st st❛❜❧❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜✉r❡s
✏✐♥✜♥✐❡s✑✳

−1 −0.5 0 0.5 1
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−1 −0.5 0 0.5 1
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0.8

1

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
♣❛r❛♠ètr✐q✉❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♦ù ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s δt ❡st é❣❛❧ à 1e−2 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✉t✐❧✐sés
❡st M = 27✳

✶✳✷✳✸ ❇✐❧❛♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st très st❛❜❧❡ ❡t ❛ ✉♥ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ très ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r
s✐♠✉❧❡r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡st q✉✬✐❧
❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉①
ré❝❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❇❛rr❡tt✱ ●❛r❝❦❡ ❡t ◆✉r♥❜❡r❣ ❬✼✱ ✻❪ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❜❛s❡s
❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❢♦♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ t❡❧s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ t❡❧ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛♣♣❛r❛ît✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡♥ ♣❡r❞❡♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❧❡✈❡❧ s❡t✳

✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ▲❡✈❡❧ s❡t

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❖s❤❡r ❡t ❙❡t❤✐❛♥ ❬✾✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦ù ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✿ Vn = f(κ)✳

✶✳✸✳✶ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γt à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ✿

Γt = {x ∈ [0, 1]d, ϕ(x, t) = 0}

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❞✬êtr❡ ❛❞❛♣té❡
❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳



✶✳✸ ✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ▲❡✈❡❧ s❡t ✶✸

❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡t✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ϕ(x, t) = dist(x,Γt)✳ ◆♦✉s
✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ✧❢❛st ♠❛r❝❤✐♥❣✧ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡
t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✶✳✸✳✷ P❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❡✈❡❧ s❡t ϕ

▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ét✉❞✐és ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♥♦r♠❛❧❡s Vn ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r✲
♠❛❧❡ ~n(x) ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ κ(x)✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡✱ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱

{

~n(x) = ∇dist(x,Γt),

κ(x) = −Tr
(

∇2dist(x,Γt)
)

= −△dist(x,Γt).

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r Γt ❡st ré❣✉❧✐❡r ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✮✱ ϕ ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡
s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ✈ér✐✜❡✱ s✉r Γt✱

{

~n(x) = ∇ϕ
|∇ϕ| ,

κ(x) = −div
(

∇ϕ
|∇ϕ|

)

.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

F (x,∇ϕ,∇2ϕ) = − Vn

(

x,
∇ϕ
|∇ϕ| ,−div

( ∇ϕ
|∇ϕ|

))

.

✶✳✸✳✸ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥ ❏❛❝♦❜✐ s✉r ϕ

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ϕ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲
❏❛❝♦❜✐ ✿

{

ϕt = F (x,∇ϕ,∇2ϕ)|∇ϕ|,
ϕ(x, 0) = ϕ0(x).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ϕt = div

( ∇ϕ
|∇ϕ|

)

|∇ϕ| = △ϕ− < ∇2ϕ∇ϕ,∇ϕ >
|∇ϕ|2 .

▲♦rsq✉❡ F ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωt ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ s✬❛❝❝r♦îtr❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t
✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ϕ(x, t) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ(x, t) = ψ(x) − t,



✶✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✶✳✸

♦ù ψ : R
d → R ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡✐❦♦♥❛❧❡

{

|∇ψ|F = 1,
ψ(x) = 0 ♣♦✉r x ∈ Γ0.

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γt ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Γt = {x ∈ R
d, ψ(x) = t}✳

✶✳✸✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té

P♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡✐❦♦♥❛❧❡s

❈❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♠❛✐s ❛❞♠❡tt❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù F = 1 ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ❛✈❡❝
Γ0 = {−1} ∪ {1}✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

{

1 − |ψ′ | = 0,

ψ(−1) = 0 ❡t ψ(1) = 0.

1

1

❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ P❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ |∇ψ| = 1 ❛✈❡❝ ψ(−1) = ψ(1) = 0

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ C
1([−1, 1])✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧

❡①✐st❡r❛✐t x∗ ∈] − 1, 1[ t❡❧ q✉❡ ψ
′
(x∗) = 0 ❝❛r ψ(−1) = 0 ❡t ψ(1) = 0✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❛❞♠❡t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té
♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r P✳ ▲♦✉✐s ▲✐♦♥s ❬✸✼❪ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐✳ ❊❧❧❡s ❝❤♦✐ss✐ss❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✈✐s❝♦s✐té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψǫ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❣✉❧❛r✐sé

{

1 − |ψ′
ǫ| = ǫ△ψǫ,

ψǫ(−1) = 0 ❡t ψǫ(1) = 0.

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[−1, 1]✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

ψ(x) = −(x+ 1)1❧[−∞,0](x) + (x− 1)1❧[0,+∞](x).

✳



✶✳✸ ✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ▲❡✈❡❧ s❡t ✶✺

Γt

Γ0

Γt

Γ0
Vn=1 Vn=1

❋✐❣✳ ✶✳✼ ✕ ❉❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ϕt = |∇ϕ|✳

P♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐

▲♦rsq✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✐rré❣✉❧❛r✐té✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s❡
♣r♦❞✉✐t✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ♦ù ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st
s✉♣♣♦sé❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ❧♦✐ Vn = 1✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s à ♣r✐♦r✐ ❛✉❝✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❡①♣♦sé❡s✳

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r✲
❢❛❝❡s ❛♣rès ❧✬❛♣♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✱ ❝✬❡st ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ r❡t❡♥✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ❡st ❞✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡ ut +H(x,∇u) = 0 s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st v ∈ C∞([0, T ], C∞(Rn)

)

✱
✶✮ s✐ u− v ❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ (x0, t0)✱ ❛❧♦rs

vt(x0, t0) +H(x0,∇v(x0, t0)) ≤ 0;

✷✮ s✐ u− v ❛❞♠❡t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ (x0, t0)✱ ❛❧♦rs

vt(x0, t0) +H(x0,∇v(x0, t0)) ≤ 0.

❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❞❡ ♣❧✉s êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

ut +H(x,∇u) = ǫ△u.

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●✳ ❇❛r❧❡s ❬✺❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ✈✐s❝♦s✐té✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❞é❣é♥éré❡s ❞❡ t②♣❡

ϕt = F (x,∇ϕ,∇2ϕ)|∇ϕ|

❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❊✈❛♥s ❡t ❙♣r✉❝❦ ❬✺✺✱ ✺✻✱ ✺✼✱ ✺✽❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❈❤❡♥✱ ●✐❣❛ ❡t ●♦t♦ ❬✸✹❪✳



✶✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✶✳✹

✶✳✸✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❙❡t❤✐❛♥ ❬✶✵✶❪✱ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❖s❤❡r ❬✾✵✱ ✾✶❪
♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✧❢❛st ♠❛r❝❤✐♥❣✧ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ q✉✐ rés♦✉❞ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡✐❦♦♥❛❧❡s
F |∇ϕ| = 1 ❧♦rsq✉❡ F ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐st❛♥❝❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♥♥é❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✧♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ ❧❡✈❡❧ s❡t✧ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ϕt = F (x, ϕ)|∇ϕ|✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ F (x, ϕ) ❡st tr❛✐té ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❞é♣❧❛❝é❡ ✈❡rs s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ tr❛♥s♣♦rt ❞é✲
❣r❛❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ϕ✱ ✐❧ ❡st ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧
s❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❯♥ ♠♦②❡♥ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✧❢❛st ♠❛r❝❤✐♥❣✧✳

❯♥ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❡t q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✐♥ ❡st ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡t ✉♥❡ ❢♦✐s
❧❡ t❡r♠❡ F (x, ϕ) ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❝❤é♠❛s
❲❡♥♦✱ très r♦❜✉st❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✾✵❪✳

✶✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛❜♦✉t✐t à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥

ut = △u− 1

ǫ2
W

′
(u). ✭✶✳✶✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢✉t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❆❧❧❡♥ ❡t ❈❛❤♥ ❬✼✻❪ ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬❛♥t✐❝✐♣❡r ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s✳

✶✳✹✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts W ❡t ❞❡ ♣r♦✜❧ ❛ss♦❝✐é q

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❣ré❞✐❡♥t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡
♣✉✐ts W ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W (s) = 1

2s
2(1− s)2✳ ❆ ❝❡

♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛ss♦❝✐é ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ q ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t W ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦✜❧ q ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

min

{
ˆ +∞

−∞

[

1

2

∣

∣

∣γ
′
(s)
∣

∣

∣

2
+W

(

γ(s)
)

]

ds, γ ∈ H1
loc(R), γ(−∞) = 1, γ(+∞) = 0, γ(0) = 1/2

}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t W ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦✜❧ q ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

min

{
ˆ +∞

−∞

[

1

2

∣

∣

∣γ
′
(s)
∣

∣

∣

2
+W

(

γ(s)
)

]

ds, γ ∈ H1
loc(R), γ(−∞) = 1, γ(+∞) = 0, γ(0) = 1/2

}

,
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W(t) = 1/2t2(1−t)2
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1
q(t) = 1/2 − 1/2th(t/2)

❋✐❣✳ ✶✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ❡t ❞❡ s♦♥ ♣r♦✜❧ ❛ss♦❝✐é✳

✈ér✐✜❡

q
′
(s) = −

√

2W ′(q(s)
)

, ∀s ∈ R, ✭✶✳✷✮

q
′′
(s) = W

′(
q(s)

)

, ∀s ∈ R. ✭✶✳✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ∀v ∈ H1
loc(R)✱

0 =

ˆ

R

(

−q′′(s) +W
′
(q(s))

)

v(s)dt

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té q
′′
(s) = W

′(
q(s)

)

♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t s ∈ R✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W ❡st ❞❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ q ❞❡✈✐❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts v ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ v = q

′
ṽ ❛✈❡❝ q

′
< 0✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀ṽ ∈ H1
loc(R)✱

ˆ

R

(

−q′′(s)q′(s) +W
′(
q(s)

)

q
′
(s)
)

ṽ(s)dt =

ˆ

R

d

ds

(

−1

2

(

q
′
(s)
)2

+W
(

q(s)
)

)

ṽ(s)dt

= −
ˆ

R

(

−1

2

(

q
′
(s)
)2

+W
(

q(s)
)

)

ṽ
′
ds

= 0.

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❡st ❥✉st✐✜é❡ ❝❛r q ∈ H1(R) ❡t q
′
(−∞) = q

′
(+∞) = 0✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té q
′
(s) = −

√

2W ′(q(s)
)

❡st ✈ér✐✜é❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳ ❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q

❡st ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t q✉❡ W
′
❡st ❝♦♥t✐♥✉✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ ∀s ∈ R ✳

◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ q ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W (s) =
1
2s

2(1 − s)2✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✷✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ q ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❖

{

q
′
(s) = −q(s)

(

1 − q(s)
)

,
q(0) = 1

2

❆✈❡❝ q̃ := q + 1/2✱ ✐❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡



✶✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✶✳✹

2q̃
′
(s)

1 −
(

2 ˜q(s)
)2 = −1

2
❡t q̃(0) = 0

❆✉ ✜♥❛❧✱

q̃(s) = −1

2
tanh

(s

2

)

❡t q(s) =
1

2
− 1

2
tanh

(s

2

)

✶✳✹✳✷ Pr❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ ♣r♦♣r✐été ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à
✕ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❊❉P ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à Ω s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ d(x, t) = dist(x,Ωt) ✈ér✐✜❡

dt = △d.

✕ ✐♥❥❡❝t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❊❉P ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

uǫ(x, t) = q

(

d(x,Γt)

ǫ

)

.

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ǫ ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ✧r❡ss❡♠❜❧❡✧ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧✐ssé❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ωt✱ ❡t s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Γǫ

t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ǫ
❛✉t♦✉r ❞❡ Γt✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Γǫ
t s❡r❛ ❛♣♣❡❧é✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✧❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡✧✳ ❙❛

❧❛r❣❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ǫ✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ uǫ(x, t) ♠♦♥tr❡♥t q✉❡

∇uǫ = q
′
(

d(x,Γt)

ǫ

) ∇d(x,Γt)

ǫ
,

∇2
i,juǫ = q

′′
(

d(x,Γt)

ǫ

) ∇id(x,Γt)∇jd(x,Γt)

ǫ2
+ q

′
(

d(x,Γt)

ǫ

) ∇2
i,jd(x,Γt)

ǫ
,

△uǫ −
1

ǫ2
W

′
(uǫ) =

1

ǫ
q
′
(

d(x,Γt)

ǫ

)

△d ❞✬❛♣rès (1.3),

(uǫ)t =
1

ǫ
q
′
(

d(x,Γt)

ǫ

)

dt,

♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ∇2
i,jf = ∂2f

∂xi∂xj
✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡

♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à Ω ✈ér✐✜❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ dt = △d✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ = q

(

d
ǫ

)

✈ér✐✜❡ ✧❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✧

(uǫ)t = △uǫ −
1

ǫ2
W

′
(uǫ).

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❡st ❛✐♥s✐ r❡tr♦✉✈é❡✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉✬❡❧❧❡
❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳
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✶✳✹✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉

Pr✐♥❝✐♣❡

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦✐t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✲
✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡s
é♥❡r❣✐❡s✱ ♥♦té❡s J(E)✱ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡t ❜♦r♥és ❞❡ R

n✱ ❡t
s✬❡①♣r✐♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

J(E) =

ˆ

∂E
f
(

x,∇dE ,∇2dE)
)

ds,

♦ù dE r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ♣❛r
Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❡s é♥❡r❣✐❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ♥♦té❡ Jǫ(u)✳
❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ✿

Jǫ(u
ǫ) =

ˆ

Rd

f

(

x,
∇uǫ

|∇uǫ| ,
1

|∇uǫ|2
(

Id −
∇uǫ

|∇uǫ| ⊗
∇uǫ

|∇uǫ|

)

∇2uǫ

)(

ǫ
|∇uǫ(x, t)|2

2
+

1

ǫ
W (uǫ(x, t))

)

dx,

♦ù Id r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿

ut = −1

ǫ
J

′
ǫ(u).

◆♦t✐♦♥ ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s Jǫ✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r
♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❇r❛✐❞❡s ❬✶✺❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s à ❝❡ s✉❥❡t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s Jǫ : X → R Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs J : X → R s✐ ∀u ∈ X✱
✕ s✐ uǫ → u✱ ❛❧♦rs

J(u) ≤ lim inf Jǫ(uǫ),

✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ uǫ → u t❡❧❧❡ q✉❡

lim supJǫ(uǫ) ≤ J(u)

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ J ǫ Γ−→ J ✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ uǫ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ Jǫ

✏❝♦♥✈❡r❣❡✑ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠❛ ❞❡ J ✳

❆✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ r❡❧✐❡♥t Jǫ à J ✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬é❝❧❛✐r❝✐r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡X ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ J(E) ❡st ❞é✜♥✐❡
s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ R

d ❛❧♦rs q✉❡ Jǫ(u) ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H1(Rd)✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡
2 ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❍❡♥r♦t ❡t P✐❡rr❡ ❬✼✷❪ tr❛✐t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s s✉r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ R

d✳
■❧ ❡♥ r❡ss♦rt ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ En → E ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✿ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ J ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
ét❡♥❞✉❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ L1(Rd) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿







J(u) =

ˆ

∂E
f
(

x,∇dE ,∇2dE

)

ds s✐ u = 1❧E ,

J(u) = +∞ s✐♥♦♥.



✷✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✶✳✹

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬❡①♣❧✐❝✐t❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Jǫ
Γ−→ cWJ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ L1(Rd)

♦ù J ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ J ♣♦✉r ❝❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t cW ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐
❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts W ✱

cW =

ˆ 1

0

√

2W (s)ds.

▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r f ✭❝♦♥✈❡①✐té
♣❛r r❛♣♣♦rt à ∇dE ❡t ❝♦❡r❝✐✈✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ∇2dE✮ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❡❧❧❡tt✐♥✐ ❬✾❪✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s q✉❡ s✐ Ω ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ré❣✉❧✐❡r ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✮✱ ❛❧♦rs
❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❞❡ Ω ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

P (Ω) =

ˆ

∂Ω
1ds

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω s♦♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❜♦r♥és ❡t ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❞❡ R
d✱ ♥♦✉s

❛♣♣❡❧♦♥s ✧♣ér✐♠ètr❡ ❞❡ Ω✧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

P (Ω) = sup

{
ˆ

Ω
div(ϕ)dx ; ϕ ∈ D(Rd; Rd)

}

,

♦ù D(Rd; Rd) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs C∞ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s R
d✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ Ω ❡st ré❣✉❧✐❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱

J(Ω) = P (Ω) ❡t Jǫ(u) =

ˆ

Rd

(

ǫ
|∇u(x, t)|2

2
+

1

ǫ
W
(

u(x, t)
)

)

dx.

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞✬❆❧❧❛✐r❡ ❬✶❪ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❙✐ Ωt,g = (Id + tg)(Ω) ♦ù g ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ R
d ❞❛♥s R

d ❡t Id✱
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳ ❆❧♦rs

d

dt
P (Ωt,g)|t=0 = −

ˆ

Γ
κ g.~n ds.

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ h∗ ∈ L2(Γ) q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡
♣ér✐♠ètr❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù

h∗ = arg min
h∈L2(Γ)

{

d

dt
P (Ωt,h~n)|t=0 ; ‖h‖L2(Ω) ≤ 1

}

❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✿

h∗(s) =
κ(s)

√

´

Γ κ(s)
2ds

.



✶✳✺ ✶✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❡♥❝❡ ▼❡rr✐♠❛♥ ❖s❤❡r ✷✶

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∀h ∈ L2(Γ)✱ ‖h‖L2(Ω) ≤ 1✱

ˆ

Γ
κ h ds ≤

√

ˆ

Γ
κ2ds

❊t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❛✈❡❝ h =
κ(s)

´

Γ κ(s)
2ds

✱

ˆ

Γ
κ h ds =

ˆ

Γ
κ(s)2ds

√

ˆ

Γ
κ(s)2ds

=

√

ˆ

Γ
κ(s)2ds

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞♦♥❝
ét❛❜❧✐✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ ❢✉t ❞é♠♦♥tré ♣❛r ▼♦❞✐❝❛
❡t ▼♦rt♦❧❛ ❬✽✸✱ ✽✹❪✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥❡❧❧❡ Jǫ ✿

〈

J
′
ǫ(u), v

〉

L2(Rd)
=

ˆ

Rd

(

−ǫ△u+
1

ǫ
W

′
(u)

)

v dx,

❊t✱

ut = −1

ǫ
J

′
ǫ(u) = △u− 1

ǫ2
W

′
(u)

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ Jǫ ♣❡r♠❡t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡
❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✶✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❡♥❝❡ ▼❡rr✐♠❛♥ ❖s❤❡r

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❡♥❝❡ ▼❡rr✐♠❛♥ ❖s❤❡r ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞é❣é♥éré ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✳

✶✳✺✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❡♥❝❡ ▼❡rr✐♠❛♥ ❖s❤❡r

❇❡♥❝❡✱ ▼❡rr✐♠❛♥ ❡t ❖s❤❡r ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❬✽✵❪ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ E✳ ■❧ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ E ❞❡ R
d ❡t h > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐ Th(E) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Th(E) =

{

x ∈ R
n, u(x, h) ≥ 1

2

}

,

♦ù u ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

{

ut = △u
u(., 0) = 1❧E

❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ E✱ ♥♦té Eh(t) ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t

Eh(t) = Tt−[t/h]

(

Eh([t/h])
)

,



✷✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts

❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✶✳✺

♦ù [t/h] ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ t/h✳
■❧s ♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♥❥❡❝t✉ré q✉❡ Eh(t) → E(t) ❧♦rsq✉❡ h t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ♦ù E(t) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ E✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ tn = t0 + n h✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿
✕ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

un+1/2 = Kh ∗ un;

✕ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ré❤❛✉ssé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 1❧Eh(tn) ✿

un = round(un+1/2).

▲❡ ♥♦②❛✉ Kh r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s h ✿

Kh(x) = F−1
[

e−4π2|ξ|2h
]

(x) =
1

(4πh)
d
2

e−
|x|2
4h

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠✲
♣❧❡✱ ❘✉✉t❤ ❡t ▼❡rr✐♠❛♥ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❬✶✵✵❪ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♥♦②❛✉① K ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r❛ ✈❡rs ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❡t ◆♦✈❛❣❛ ❬✷✽❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✭✈♦✐r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ■s❤❤✐✱ P✐r❡s ❡t
❙♦✉❣❛♥✐❞✐s ❬✼✹❪✳

✶✳✺✳✷ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ✿ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞é♣❧❛❝❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ W

′
r❡❞r❡ss❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r

♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ à ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ǫ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❡♥❝❡✲
▼❡rr✐♠❛♥✲❖s❤❡r ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞é❣é♥éré ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ♦ù
❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ✉t✐❧✐sé ✈ér✐✜❡r❛✐t

W̃ (t) =

{

0 s✐ t = 0 ♦✉ t = 1,
+∞ s✐♥♦♥.

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① ♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡
t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥

{

ut(x, t) = △u− 1
ǫ2
W

′
(u)

u(x, 0) = u0(x)

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t tr❛✐té ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡✉r ré❣✉✲
❧❛r✐té✱ ❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❄ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ tr❛✈❛✉①
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❡t ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡
❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ✈✐❡♥t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 15 ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❆♠✲
❜r♦s✐♦ ❬✸❪✳ ❈❡tt❡ s②♥t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❛✜♥
❞✬❛❞❛♣t❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡♥ q✉♦✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱

❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 = q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ Ω0 ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r
❧✬✐♥st❛♥t✱ ❧❡ s❡✉❧ ❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼♦❞✐❝❛✲▼♦rt♦❧❛ ❬✽✸✱ ✽✹❪✳

P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s♣❧✐t✲
t✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs
s❡r♦♥t tr❛✐tés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❧❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s s❡r♦♥t ✐♥✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛✐t❡r ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✐s❝r❡t ❛♣♣❧✐q✉é à ♥♦s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ r❡ss♦rt✐r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ st❛❜✐❧✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✸✱ ✸✸❪✮ ❞✉ t②♣❡

δt ≤ C ǫ2

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts W ✿ ✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❡r♦♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❡t
r❡tr♦✉✈❡r♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ǫ2ln(ǫ)2 ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

✷✸



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✷

✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥

◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

{

ut(x, t) = △u(x, t) −W
′
(u(x, t)) (x, t) ∈ R

d × [0, T ]

u(x, 0) = q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

∈ H1(Rd) ∩ L∞(Rd)

♦ù W ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2(R) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

W
′′ ∈ L∞

loc(R) ✭✷✳✶✮

W (t) ≥ αt2 + β ∀t ∈ R ✭✷✳✷✮

❛✈❡❝ α > 0✱ ❡t β ∈ R✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ W ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡
❞❡✉① ♠✐♥✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉① ✭str✐❝t❡♠❡♥t✮✱ ♣♦s✐t✐♦♥♥és ❡♥ x0 ❡t x1✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1

ǫ2
❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ❞❡✈❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ W

′
(u) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡✱ ❝❡ t❡r♠❡ ❡st ❝❛❝❤é ❞❛♥s ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts✱ W̃ = 1

ǫ2
W ✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ s✉r ❧❡ t♦r❡ x ∈ [0, τ ]d ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
u ∈ L∞([0,∞[, H1

τ ) ∩H1
loc([0,∞[, L2

τ )✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡ s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ u = q
(

zǫ(x,t)
ǫ

)

✱ ♦ù zǫ ✈ér✐✜❡ Lip(|zǫ|) ≤ 1✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

Lip(f) = sup
(x,y)∈(Rd)2

{ |f(x) − f(y)|
|x− y|

}

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐✲
♦❞✐q✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ s✉r R

d t♦✉t ❡♥t✐❡r ❞❛♥s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s

L∞([0,∞[, H1(BR)) ∩H1
loc([0,∞[, L2(BR)), ∀R > 0

♦ù ❧❛ ❜♦✉❧❡ BR :=
{

x ∈ R
d ; |x| ≤ R

}

✳

❊♥✜♥✱ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡s
s♦❧✉t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s [0, τ ]d

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s✉r [0, τ ]d✳

{

ut(x, t) = △u(x, t) −W
′
(u(x, t)) (x, t) ∈ [0, τ ]d × [0, T ]

u(x, 0) = u0 ∈ H1([0, τ ]d) ∩ L∞([0, τ ]d)

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

‖u‖2
L2

τ
:=

´

[0,τ ]d |u(x)|2dx
‖u‖2

H1
τ

:=
´

[0,τ ]d |u(x)|2dx+
´

[0,τ ]d ∇u(x).∇u(x)dx



✷✳✷ ✷✳✷✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✺

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙✐ u0 ∈ H1
τ ∩ L∞

τ ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

u ∈ L∞([0,∞[, H1
τ ) ∩H1

loc([0,∞[, L2
τ )

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u(x, 0) = u0(x)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s q✉❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✶ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡s ♥♦t❡s ❞✬❆♠❜r♦s✐♦ ❬✸❪✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧❡❢ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ❝♦♠♠❡ ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J(u) =

ˆ

(0,τ)d

(

1

2
|∇u|2 +W (u)

)

dx u ∈ H1
τ

♦ù J ′(u) ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ●❛t❡❛✉① ❞❡ J ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ L2
τ ✳

J ′(u)(v) =

ˆ

(0,τ)d

(−△u+W ′(u)) vdx =< J ′(u), v >L2
τ

❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✸ ét❛♣❡s ✿
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡♥ t❡♠♣s ❡st ❝♦♥str✉✐t❡
s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆❧♠❣r❡♥✲❚❛②❧♦r✲❲❛♥❣ ❬✷❪✳ ❉❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥s✉✐t❡
❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡
❡♥✜♥ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡
L∞([0,∞[, H1

τ ) ∩H1
loc([0,∞], L2

τ )✳

Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥

❙♦✐t h > 0✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t h r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uj
h ∈ L2

τ (R
d) ❛✈❡❝

u0
h = u0 ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t

uj+1
h := arg min

v∈H1
τ

{

J̃
uj

h
(v) = J(v) +

1

2h

ˆ

(0,τ)d

|v − uj
h|2dx

}

✭✷✳✸✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t

J ′(uj+1
h ) +

1

h
(uj+1

h − uj
h) = 0 ✭✷✳✹✮

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (uj
h)j∈N ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥

♣r♦✉✈❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s h ❛ss❡③
♣❡t✐t✳

✐✮ ❊①✐st❡♥❝❡



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✷

▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ H1
τ ♣✉✐q✉❡ s✐ v ∈ H1

τ t❡❧❧❡ q✉❡
J̃

uj
h
(v) ≤ J̃

uj
h
(uj

h)✱ ❛❧♦rs

J(uj
h) ≥ J(v) +

1

2h

ˆ

(0,τ)d

|v − uj
h|2dx

≥
ˆ

(0,τ)d

( |∇v|2
2

+W (v)

)

dx+
1

2h

ˆ

(0,τ)d

|v − uj
h|2dx

≥
ˆ

(0,τ)d

( |∇v|2
2

+ α|v|2
)

dx+

ˆ

(0,τ)d

βdx ❞✬❛♣rès (2.2)

≥ C ‖v‖H1
τ

+ βτd

❊t

‖v‖H1
τ
≤ 1

C

(

J(uj
h) − βτd

)

✭✷✳✺✮

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ J ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ H1
τ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✭✷✳✸✮✳

✐✐✮ ❯♥✐❝✐té ✿

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳
❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣✉✐ts ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ x0 ❡t x1✮✱ ❛❧♦rs ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ uj
h ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ∀j ∈ N✱

uj
h ❡st ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣✉✐ts✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ j∗ ∈ N t❡❧ q✉❡ uj∗

h ⊂ [x0, x1] ❡t

uj∗+1
h /∈ [x0, x1]✳ ❙♦✐t ũ

j∗+1
h ∈ H1

τ ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

ũj∗+1
h (x) = min{max{uj∗+1

h (x), x0}, x1}

❆❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ W ❛❞♠❡t ❞❡s ♠✐♥✐♠✉♠s str✐❝ts ❡♥ x0 ❡t x1✱

J(ũj∗+1
h ) ≤ J(uj∗+1

h )

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ uj∗

h ⊂ [x0, x1]✱

‖uj∗+1
h − uj∗

h ‖2
L2

τ
> ‖ũj∗+1

h − uj∗

h ‖2
L2

τ
.

❆✐♥s✐✱

J(uj∗+1) +
1

2h

ˆ

(0,τ)d

|uj∗+1 − uj∗

h |2dx > J(ũj∗+1) +
1

2h

ˆ

(0,τ)d

|ũj∗+1 − uj∗

h |2dx.

❊t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ uj∗+1
h s♦✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✲

✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❜♦r♥é❡✱ ‖u0‖L∞([0,τ ]d) ≤ R✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ R̃ ∈ R

t❡❧ q✉❡ ∀j ∈ N✱ uj
h ❡st ❜♦r♥é❡ ❡t

uj
h ⊂ [x0, x1] ∪ [−R,R] ⊂ [−R̃, R̃],

❝❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ W ❝r♦ît ❡♥ s✬é❧♦✐❣♥❛♥t ❞❡s ♣✉✐ts✳



✷✳✷ ✷✳✷✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✼

❆✐♥s✐ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ 1
h > M := ‖W ′′‖L∞([−R̃,R̃])✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✸✮ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ u ❡t ũ s♦✐❡♥t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹ ♠♦♥tr❡

〈J ′(u) − J ′(ũ), u− ũ〉L2
τ

= 〈△ũ−△u, u− ũ〉L2
τ

+ 〈(W ′(u) −W ′(ũ)), u− ũ〉L2
τ

≥ −M‖u− ũ‖2
L2

τ
,

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ✭✷✳✹✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

〈

J ′(u) − J ′(ũ) , u− ũ
〉

L2
τ

= −1

h
‖u− ũ‖2

L2
τ

■❧ s✬❡♥s✉✐t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés q✉❡ M b‖u − ũ‖2
L2

τ
≥ 1

h b‖u − ũ‖2
L2

τ
✱ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ 1

h > M
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ u = ũ✳

✐✐✐✮❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ uh(t, x) ✿

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uh(t, x)✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡♥ t❡♠♣s✱ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

uh(t, x) := u
[ t
h
]

h (x) +

(

t

h
−
[

t

h

])(

u
[ t
h
+1]

h (x) − u
[ t

h ]
h (x)

)

∀t ≥ 0. ✭✷✳✻✮

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ uh ∈ L2
loc([0,∞), H1

τ ) ❝❛r ∀j ∈ N✱ uj
h ∈ H1

τ ✳

❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (uh)h∈N ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

H1
loc([0,∞[, L2

τ ) ∩ L∞([0,∞[, H1
τ )

◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛❧♦rs ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ h(k) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u(t, x) t❡❧❧❡ q✉❡ uh(k)(t) ❝♦♥✲
✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs u(t) ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ H1

τ , ∀t ∈ [0,∞)✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t→ J(uh(t, x))) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ v → J(v) + 1

2h

´

(0,τ)d |v − uj
h|2dx ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r v = uj+1

h ❡t ❛❧♦rs

1

2h
‖uj+1

h − uj
h‖2

L2
τ
≤ J(uj

h) − J(uj+1
h )

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uh(t, x) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞([0,∞), H1
τ ) ✿

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✷✳✺✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡

‖uh(t, h)‖H1
τ
≤ 1

C

(

J(u0) − βτd
)

.

❊♥✜♥ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uh(t, x) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1
loc([0,∞), L2

τ )✳ ❊♥ ❡✛❡t✱



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✷

ˆ ∞

0
‖∂tu(t, x)‖2

L2
τ
dt =

1

h

∞
∑

j=0

‖uj+1
h − uj

h‖2
L2

τ

≤ 2

∞
∑

j=0

(

J(uj
h) − J(uj+1

h )
)

≤ 2J(u0)

❈❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ h(k) ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
u(t) ∈ L∞([0, T ], H1

τ ([0, τ ]d)) t❡❧s q✉❡ ∀t ∈ [0, T ]✱ ❧❛ s♦✉s✲s✉✐t❡ uh(k)(t) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs
u(t) ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ H1

τ ([0, τ ]d)✳ ❊t ❝♦♠♠❡✱ ∀h✱ uh(0) = u0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
u(0, x) = u0(x)✳

❚r♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ u ❡st ❜✐❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ∂tu(t, x) ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿ ∀φ ∈ C∞

c ([0,∞) × [0, τ ]d)✱

〈∂tu , φ〉 = −〈u , φt〉L2([0,T ]×Ω)

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uh(t, x)✱ ∀h > 0✱

∂tuh(t, x) =
1

h
(u

[ t
h
+1]

h (x) − u
[ t

h ]
h (x))

= −J ′(u
[ t

h
+1]

h )

= −J ′
(

uh

(

h

[

t

h
+ 1

]))

❙♦✐t φ ∈ C∞
c ([0,∞) × [0, τ ]d))✳ ❆❧♦rs

ˆ

R+× [0,τ ]d

[

△uh

(

h

[

t

h
+ 1

]

, x

)

− W ′
(

uh

(

h

[

t

h
+ 1

]

, x

))]

φ(t, x)dt dx

=

ˆ

R+×[0,τ ]d
−J ′

(

uh

(

h

[

t

h
+ 1

]

, x

))

φ(t, x)dt dx

=

ˆ

R+×[0,τ ]d
∂tuh(t, x) φ(t, x)dt dx

= −
ˆ

R+×[0,τ ]d
uh(t, x) φt(t, x)dt dx

❊t ❞♦♥❝✱

ˆ

R+×[0,τ ]d
uh(t, x)φt(t, x)dt dx

=

ˆ

R+× [0,τ ]d

[

W ′
(

uh

(

h

[

t

h
+ 1

]

, x

))

φ(t, x) + ∇uh

(

h

[

t

h
+ 1

]

, x

)

∇φ(t, x)

]

dt dx



✷✳✷ ✷✳✷✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✾

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uh(h[t/h+1], .)) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs u(t, .) ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ H1
τ q✉❛♥❞ h→ 0✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡
ˆ

R+×[0,τ ]d
u(t, x) φt(t, x) =

ˆ

R+× [0,τ ]d

[

W ′(u(t, x)) −△u(t, x)))
]

φ(t, x)dt dx

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✳

ut(t, x) = △u(t, x)) −W ′(u(t, x))

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✿
❙♦✐t W ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

W (s) =

{

1
2(1 − s2) si s ∈ [−1, 1]

∞ sinon

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞♠❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥✜♥✐❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−1, 1]✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡s {uj

h}j>0✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ ∀j > 0✱ uj
h ⊂ [−1, 1] ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [x0, x1]✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦❜t❡♥✉❡
❛❞♠❡ttr❛ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡♥ 0 ❡t ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
u ∈ H1

loc([0,∞], L2
τ (R

n))✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ u0 ⊂ [−1, 1]✱ u(t, x) s❡r❛ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ∀t > 0 ✭✈♦✐r r❡♠❛rq✉❡
✹✮✱ ❡t ✐❧ s❡♠❜❧❡ à ♣r✐♦r✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r ❝❛r ❧❡s
♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞♦✉❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡ s♦♥t ré❣✉❧✐❡rs ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−1, 1]✳

✷✳✷✳✷ ❘é❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❙♦✐t uǫ(t, x) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

{

ut(x, t) = △u(t, x) − 1
ǫ2
W

′
(u(t, x)) (x, t) ∈ [0, τ ]n × [0, T ]

u(0, x) = q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

∈ H1
τ

♦ù Γt ❡st s✉♣♣♦sé ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✳
▲❡ ❝❤♦✐① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ(t, x)
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣✉✐ts ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W ✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r
uǫ(t, x) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uǫ(t, x) = q

(

zǫ(t, x)

ǫ

)

♦ù zǫ(x, 0) = d(x,Ω0)✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r zǫ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✲
✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r uǫ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ zǫ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ d(Γt, x) ❡t q✉❡ |∇zǫ| ≃ 1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❆✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 = q(d(x,Γ0)/ǫ)✱ ❡t s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡✱

s→ W
′
(q(s))√

2W (q(s))
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ s✬❡①♣❧✐❝✐t❡

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ uǫ = q(zǫ/ǫ) ❡t zǫ(t, x) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ [0, T ] × [0, τ ]d → R q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été

Lip(|zǫ(t, .)|) ≤ 1, ∀t ∈ [0, T ]



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✷

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✵ ❞❡s ♥♦t❡s ❞✬❆♠❜r♦s✐♦ ❬✸❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❧❡♠♠❡✱

❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ❡st é❣❛❧ à W (s) = s2(1−s)2

4 ❡t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡t q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡

W
′
(q(s))

√

2W (q(s))
= −q(s)

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❧❡❢s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s→ W
′
(q(s))√

2W (q(s))
❞♦✐t êtr❡

str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W (s) = s2(1−s)2

4 ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ q(s)
❛ss♦❝✐é ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

f : s→ W
′
(q(s))

√

2W (q(s))

s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W (s) = s2(1−s)2

4 ✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t C∞ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣✉✐ts✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ q ❛ ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐té ✐♥✜♥✐❡✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❡

f
′
(s) =

(

W
′
(q(s))

√

2W (q(s))

)′

= −
(

q
′′
(s)

q′ (s)

)′

❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶,

=
(q

′′
(s))2 −W

′′
(q(s))(q

′
(s))2

(q′(s))2
,

=
(W

′
(q(s)))2 − 2W

′′
(q(s))W (q(s))

(q′(s))2
.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❛❧♦rs str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣✉✐ts s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s→ (W
′
(s))2 −

2W
′′
(s)W (s) ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r ]0, 1[ ✭♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ♣✉✐ts é❣❛✉① à 0 ❡t 1✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té s❡ s✐t✉❡ ❛❧♦rs

❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♣✉✐ts✱ ❝❛r W
′′
② ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ W ❛❞♠❡tt❡ ✉♥ ③ér♦ ❞✬♦r❞r❡ p

❡♥ 0✱ W (s) ≃ Csp ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦✱ ❛❧♦rs

W
′
(s))2 − 2W

′′
(s)W (s) ≃ C2(p2 − 2p(p− 1))s2p−2

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ s✬é❝r✐t p2 − 2p(p − 1) ≥ 0 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ p ≤ 2✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s ③ér♦s ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 2 ♣♦✉r
q✉❡ f s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s q✉✬✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✵
❞❡ ❬✸❪✳

▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ uǫ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ uǫ = q(zǫ/ǫ)✳ ❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t q(zǫ/ǫ) ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ✐❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ zǫ ❡st
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉P s✉✐✈❛♥t❡ ✿







zt −△z = W
′
(q(z/ǫ))

ǫ
√

2W (q(z/ǫ))
(1 − |∇z|2)

z(x, 0) = d(x,Ω0)



✷✳✷ ✷✳✷✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✸✶

❊t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ zǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❊❉P✱ ❛❧♦rs uǫ = q(zǫ/ǫ) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t (t0, x0, y0) t❡❧ q✉❡

z(t0, x0) − z(t0, y0) > |x0 − y0|

❙♦✐t wλ✱ ❛✈❡❝ λ > 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

wλ(t, x, y) := z(t, x) − z(t, y) −
√

1 + λ |x− y|

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ tr✐♣❧❡t (t0, x0, y0) ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ wλ✱ ❛tt❡✐♥t ❛✉ ♣♦✐♥t (t̄, x̄, ȳ)✱ ❡st
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r λ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ■❧ r❡ss♦rt ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ x̄ 6= ȳ ❡t t̄ > 0 ♣✉✐sq✉❡ ❝❡
♠❛①✐♠✉♠ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t q✉❡ z(0, x) = d(x,Γ0)✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿

∇z(t̄, x̄) = −∇z(t̄, ȳ) =
√

1 + λ
x̄− ȳ

|x̄− ȳ| ,

❡t
{

zt(t̄, x̄) ≥ zt(t̄, ȳ) s✐ t̄ = T
zt(t̄, x̄) = zt(t̄, ȳ) s✐ t̄ < T

.

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r zǫ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

△z(t̄, x̄) −△z(t̄, ȳ) ≥ λ

ǫ

[

W
′
(q(z(t̄, x̄)/ǫ))

√

2W (q(z(t̄, x̄)/ǫ))
− W

′
(q(z(t̄, ȳ)/ǫ))

√

2W (q(z(t̄, ȳ)/ǫ))

]

❊t ❝♦♠♠❡ z(t̄, x̄) > z(t̄, ȳ) ❡t q✉❡ s → W
′
(q(s))√

2W (q(s))
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

△z(t̄, x̄) > △z(t̄, ȳ)✳

❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

t→ w(t̄, x̄+ tξ, ȳ + tξ)

❛❞♠❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ ③ér♦✳ ❆❧♦rs ∀ξ ∈ R
d✱

〈

∇2z(t̄, x̄)ξ , ξ
〉

≤
〈

∇2z(t̄, ȳ)ξ , ξ
〉

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

△z(t̄, x̄) ≤ △z(t̄, ȳ)

▲❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✮
❡st t❡r♠✐♥é❡✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✷

✷✳✷✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s R
d

◆♦✉s ♣♦ssé❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ s✉r R

d t♦✉t ❡♥t✐❡r ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❙♦✐t E ⊂ R
d✱ E 6= R

d ❡t E ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❆❧♦rs ❧✬❊❉P ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0(x) = q( d̄(x,E)

ǫ ) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜♦r♥é❡

u ∈ L∞([0,∞], H1(BR)) ∩H1
loc([0,∞], L2(BR)), ∀R > 0

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷ ❞❡ ❬✸❪✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✧♣ér✐♦❞✐s❡r✧ E✳ ❙♦✐t Eτ ✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r Eτ = [E ∩ [0, τ ]d] + τZd✳
❆❧♦rs ♣♦✉r τ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ Eτ ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ uτ

0 ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡

uτ
0 = q

(

d̄(x,Eτ )

ǫ

)

.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ∀τ ∈ R✱ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uτ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r
[0, τ ]d✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ τ → ∞✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (uτ ) ❡st ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞([0,∞], H1(BR)) ∩H1

loc([0,∞], L2(BR))✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✱ uτ s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ uτ = q( zǫ
τ
ǫ )✱ ♦ù zǫ

τ ✈ér✐✜❡ |∇zǫ
τ | ≤ 1✳ ■❧ ❡♥

r❡ss♦rt q✉❡ uτ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞([0,∞], H1(BR))✳

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡

ˆ T

0

ˆ

Rd

(∂tuτ (t, x))
2φ(t, x)dtdx ≤ C(φ, T )

♦ù φ ∈ C2
c (Rd, [0,∞))✳

❙♦✐t Iτ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Iτ (t) :=

ˆ

Rd

(

1

2
|∇uτ |2 +

1

ǫ2
W (uτ )

)

φdx,

❛❧♦rs

I
′
τ (t) =

ˆ

Rd

(

∇uτ∂t(∇uτ ) +
1

ǫ2
W

′
(uτ )∂tuτ

)

φdx

=

ˆ

Rd

∂tuτ

(

−△uτ +
1

ǫ2
W

′
(uτ )

)

φdx−
ˆ

Rd

∇uτ .∇φ ∂tuτ dx

= −
ˆ

Rd

(∂tuτ )
2φdx−

ˆ

Rd

(∇uτ .∇φ√
φ

)

(

√

φ∂tuτ

)

dx

≤ −
ˆ

Rd

(∂tuτ )
2φdx+

1

2

[
ˆ

Rd

u2
τ,tφdx+

ˆ

φ>0

|∇φ|2
φ

|∇uτ |2
]

dx

≤ −1

2

ˆ

Rd

(∂tuτ )
2φdx+max|∇2φ|

ˆ

φ>0
|∇uτ |2dx car

|∇φ|2
2φ

≤ max|∇2φ|.
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▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uτ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1
loc([0,∞], L2(BR))✱ ❡♥ ❡✛❡t

ˆ T

0

1

2

ˆ

Rd

(∂tuτ )
2φdxdt ≤ T max|∇2φ| ‖uτ‖L∞([O,T ],H1

τ ) + Iτ (0) − Iτ (T ) ≤ C‖uτ‖L∞([O,T ],H1
τ )

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ τ(k) ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u t❡❧❧❡ q✉❡ ∀t ∈ [0, T ]✱ uτ(k)(t, .) ❝♦♥✲
✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs u(t, .) ❞❛♥s H1

loc(R
d)✳ ❊t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱

✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ❜✐❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ❡t

u ∈ L∞([0,∞], H1(BR)) ∩H1
loc([0,∞], L2(BR)), ∀R > 0

✷✳✷✳✹ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ✉♥✐❝✐té

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞é♠♦♥tré ❡st ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ ■❧ ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✐♥s✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❡t
s✬❡①♣❧✐❝✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐❡♥t u ❡t v✱ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❜♦r♥é❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té

L2
loc([0,∞);H1(BR)) ∪H1

loc([0,∞);L2(BR)) ∀R > 0

❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s u0 ❡t v0✳ ❙✐ u0 ≤ v0✱ ❛❧♦rs

u(t, x) ≤ v(t, x) ❞❛♥s [0,∞[×R
d

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✷ ❞❡ ❬✸❪✳

❙♦✐t ψ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ(s) = max(s, 0)✱ ❛❧♦rs (ψ2)
′
= 2ψψ

′
= 2ψ✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (φn)n≥1 s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

φn ∈ C2
c (Bn+1, [0, 1]), φn = 1 dans Bn, C := sup

x,h
|∇2φh(x)| ≤ ∞

♦ù Bn =
{

x ∈ R
d; |x| ≤ n

}

✳

❆✈❡❝

In(t) =

ˆ

Rd

[ψ (u(t, x) − v(t, x))]2 φn(x)dx,

♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

I
′
n(t) =

ˆ

Rd

2 [ψ(u− v)] (ut − vt)φndx

=

ˆ

Rd

2 [ψ(u− v)] (△u−△v)φndx−
ˆ

Rd

2 [ψ(u− v)] (W
′
(u) −W

′
(v))φndx

≤ −
ˆ

Et

2 < ∇φn,∇u−∇v > ψ(u− v)dx−
ˆ

Et

2|∇u−∇v|2φndx+ 2||W ′′ ||L∞(0,1)Ih(t)

♦ù Et = {u(., t) ≤ v(., t)}



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✷

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡✱

−
ˆ

Et

〈∇φn , ∇u−∇v〉ψ(u− v)dx ≤
ˆ

Et

|∇φn| |ψ(u− v)| |∇u−∇v|dx

≤
ˆ

{φn>0}∪Et

|∇φh| |ψ(u− v)|√
φn

√

φn|∇u−∇v|dx

≤ 1

2

(

ˆ

{φn>0}∪Et

|∇φn|2 |ψ(u− v)|2
φn

dx+

ˆ

Et

φn|∇u−∇v|2dx
)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

I
′
n(t) ≤

ˆ

Et∪φn>0

|∇φn|2|ψ(u− v)|2
φn

dx+ 2||W ′′ ||L∞In(t)

≤
ˆ

φn>0
2 C|ψ(u− v)|2dx+ 2||W ′′ ||L∞In(t) car

|∇φ|2
2φ

≤ max|∇2φ|

≤
ˆ

Rd

2C|ψ(u− v)|2φn+1dx+ 2||W ′′ ||L∞In(t)

≤ (2C + 2||W ′′ ||L∞)In+1(t) = C1In+1(t)

♦ù C = max|∇2φh| ❡t C1 = 2C + 2||W ′′ ||L∞ ✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

I(t) =
∞
∑

n∈N∗

1

2n
ω−1

d (n+ 1)−dIn(t)

❈♦♠♠❡ u ❡t v s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s [0, 1]✱ In(t) ≤ 2|Bn+1| ≃ 2ωd(n+ 1)d ♦ù wd ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡
❧❛ ❜♦✉❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♠♦♥tr❡ q✉❡ I(t) ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r
♣r❡sq✉❡ t♦✉s t

I
′
(t) =

∑

n∈N∗

1

2n
ω−1

d (n+ 1)−dI
′
n(t)

≤
∑

n∈N∗
2−nω−1

d (n+ 1)−dC1In+1

≤ 2d+1C1

∑

n∈N∗
ω−1

d 2−(n+1)(n+ 1)−dIn+1

≤ 2d+1C1I(t)

❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ I(0) = 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∀t ∈ R✱ I(t) = 0 ❡t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸
❡st t❡r♠✐♥é❡✳

▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ❛❞♠❡tt❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s u ❡t ũ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❛❧♦rs ❝❡
t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❛✣r♠❡ q✉❡

u ≤ ũ ❡t ũ ≤ u

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u = ũ✱ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳



✷✳✸ ✷✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✸✺

✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥

✷✳✸✳✶ ❍✐st♦r✐q✉❡

❯♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ǫ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❙♦✐t Γt

✉♥ ✢♦t ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r t ∈ [0, T ] ❡t uǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 = q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛❞♠❡t

s❡s ♣✉✐ts ❡♥ −1 ❡t 1✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γǫ
t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Γǫ
t =

{

x ∈ R
d;uǫ(x, t) = 0

}

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✈❡rs ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ✢♦t Γǫ

t ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ à ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
ǫ→0

sup
t∈[0,T ]

{dist(Γǫ
t,Γt)} = 0

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts r✐❣♦✉r❡✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✈❡rs
❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦♥t été ❞é♠♦♥trés ♣❛r ▼♦tt♦♥✐ ❡t ❙❝❤❛t③♠❛♥ ❬✽✺❪ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ u ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ✳ ❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♦♥t
❡♥s✉✐t❡ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❈❤❡♥ ❬✸✶❪
❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ O(ǫ|log(ǫ)|) ✱ ♣✉✐s ❝❡ rés✉❧t❛t ❛ été ❛♠é❧✐♦ré
❡♥ O(ǫ2|log(ǫ)|2) ♣❛r ❇❡❧❧❡tt✐♥✐ ❡t P❛♦❧✐♥✐ ❬✶✷❪✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❊✈❛♥s✱ ❙♦♥❡r ❡t ❙♦✉❣❛♥✐❞✐s
❬✺✹❪ ♦♥t ❞é♠♦♥tré ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✈❡rs ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡t✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✧❢❛tt❡♥✐♥❣✧✳

❉❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦♥t été ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r
rés✉❧t❛t ❞û à ❈❤❡♥ ❡t ❊❧❧✐♦tt ❬✸✷❪ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(ǫ)✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢✉t
❡♥s✉✐t❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ O(ǫ2) ♣❛r ◆♦❝❤❡tt♦✱ P❛♦❧✐♥✐ ❡t ❱❡r❞✐ ❬✽✽❪ ❬✽✼❪✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W ❞♦✉❜❧❡
♦❜st❛❝❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s q q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R✱ ❡t r❡♥❞ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♠♦✐♥s
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈❤❡♥ ❡t ❊❧❧✐♦tt ❬✸✷❪ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡❝✉❡✐❧ ❞✬❊❧❧✐♦tt ❬✹✾❪✳

✷✳✸✳✷ Pr♦♣r✐été ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡

❙♦✐t d(x, t) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γt✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ 10 ❞❡ ❬✸❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ ✈ér✐✜❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✬é❣❛❧✐té

dt(x, t) =
d−1
∑

i=1

µi

1 − dµi

♦ù µi s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ d✳ ❆✐♥s✐✱ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡

dt(x, t) = −κ =
∑

µi

µi = Tr(∇2d) = △d



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✸

▼❛✐s✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ s✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❞❡ Γt✱ d ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✲
✐té ✿

|dt −△d| ≤ |d|
∑

µ

µ2

1 − d(x, t)µ
≤ D0|d|, ♣♦✉r |d| ≤ δ ✭✷✳✼✮

♦ù D0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜✉r❡s −µ(t) ❡t ❞❡ δ✳

✷✳✸✳✸ ❊♥♦♥❝é ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❙♦✐t Γt ✉♥ ✢♦t ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r
t ∈ [0, T ] t❡❧ q✉❡

|dt −△d| ≤ D0|d| pour |d| ≤ δ, t ∈ [0, T ]

❆❧♦rs s✐ ǫ ✈ér✐✜❡
1

2
πǫ ≤ δ(1 + 2e2D0T )−1

∀t ∈ [0, T ]✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡

d(x, t) ≥ 1

2
πǫ(1 + 2e2D0t) ⇒ uǫ(x, t) = 1

d(x, t) ≤ −1

2
πǫ(1 + 2e2D0t) ⇒ uǫ(x, t) = −1

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
{

ut(x, t) = △u(x, t) − 1
ǫ2
W ′(u(x, t))

u(x, 0) = q
(

d(x,Γ0)
ǫ

)

❆✈❡❝ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W ❞♦✉❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡ s✉✐✈❛♥t

W (s) =

{

1
2(1 − s2) si s ∈ [−1, 1]

∞ sinon

❊t ❧❡ ♣r♦✜❧ q ❛ss♦❝✐é ✿

q(s) =







−1 s ≥ π
2

−sin(s) |s| ≤ π
2

+1 s ≤ −π
2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ ✷✶ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡s ♥♦t❡s ❞✬❊❧❧✐♦tt ❬✹✾❪✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦té❡ vǫ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ ❙♦✐t zǫ ❞é✜♥✐❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ d(x, t) = d̄(Γt, t) ✿

zǫ(x, t) = d(x, t) − πǫe2D0t

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡✱ ♥♦té❡ Γǫ
t✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t

Γǫ
t =

{

x ∈ R
d ; |zǫ(x, t)| < 1

2
ǫπ

}



✷✳✸ ✷✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✸✼

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 1
2πǫ ≤ δ(1 + 2e2D0T )−1 ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ∀x ∈ Γǫ

t✱ |d(x, t)| ≤ δ✳

❆✐♥s✐✱ ∀t ∈ [0, T ] ❡t ∀x ∈ Γǫ
t✱

zǫ
t −△zǫ = dt −△d− 2πD0ǫe

2D0t

≤ D0

(

|d| − 2πǫe2D0t
)

≤ D0

(

|z| − πǫe2D0t
)

≤ D0

(

1

2
ǫπ − πǫe2D0t

)

≤ D0ǫπ

(

1

2
− e2D0t

)

≤ 0

▲❛ s♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ s✬❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

vǫ(x, t) = q

(

zǫ(x, t)

ǫ

)

▲❛ ❝♦♥str✉t✐♦♥ ❞❡ vǫ(x, t) ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡

−1 ≤ vǫ(x, 0) ≤ uǫ(x, 0)

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉✐✈❛♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ∀x ∈ Γǫ
t ❡t ∀t ∈ [0, T ]✱

vǫ
t −△vǫ − 1

ǫ2
vǫ =

zǫ
t

ǫ
q
′ − △zǫ

ǫ
q
′ − |∇zǫ|2

ǫ2
q
′′ − 1

ǫ2
q

=
q
′

ǫ
(zǫ

t −△zǫ) − 1

ǫ2
(q

′′ − q) ❝❛r |∇zǫ|2 = 1

=
q
′

ǫ
(zǫ

t −△zǫ) ❝❛r q
′′
(

zǫ

ǫ

)

= −q
(

zǫ

ǫ

)

♣♦✉r x ∈ Γǫ
t

≤ 0

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ vǫ ✐♠♣❧✐q✉❡ −1 ≤ vǫ(x, t) ≤ 1✱ ❡t ❛❧♦rs W
′
(vǫ) = vǫ✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t

❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ vǫ(x, t) ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳

❙♦✐t ψ ∈ L2([0, T ], H1(Ω))✱ ❛❧♦rs

ˆ T

0

ˆ

Γǫ
t

[

vǫ
tψ + ∇vǫ∇ψ − 1

ǫ2
vǫψ

]

dxdt =

ˆ T

0

ˆ

Γǫ
t

[

vǫ
t −△vǫ − 1

ǫ2
vǫ

]

ψdxdt

❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ vǫ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ Γǫ
t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ψ = (vǫ − uǫ)+✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡
ˆ T

0

ˆ

Rd

[

vǫ
t(v

ǫ − uǫ)+ + ∇vǫ∇(vǫ − uǫ)+ − 1

ǫ2
vǫ(vǫ − uǫ)+

]

dxdt ≤ 0 ✭✷✳✽✮

❝❛r (vǫ − uǫ)+ ❡st ♥✉❧ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ Γǫ
t✳

❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ uǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✿

ut −△u− 1

ǫ2
u ∈ β(u)/ǫ2

♦ù

β(u) =







(−∞, 0] u = −1
0 |u| < 1

[0,∞) u = 1



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✸

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ uǫ ❡st ❜✐❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✿ u(., t) ∈ K

〈ut , η − u〉 + 〈∇ut , ∇η −∇u〉 ≥ 1

ǫ2
〈u , η − u〉 ∀η ∈ K

❛✈❡❝ K =
{

η ∈ H1(Rd) ; |η| < 1
}

✳ ▲❡ ❝❤♦✐① |η| < 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❢♦r❝❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ η ❡♥tr❡ ❧❡s
♣✉✐ts ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡✳
❆❧♦rs✱ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛✈❡❝ η = uǫ + (vǫ − uǫ)+ ∈ K ♠♦♥tr❡ q✉❡

ˆ T

0

ˆ

Rd

[

uǫ
t(v

ǫ − uǫ)+ + ∇uǫ∇(vǫ − uǫ)+ − 1

ǫ2
uǫ(vǫ − uǫ)+

]

dxdt ≥ 0 ✭✷✳✾✮

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ✷✳✾ ❛✈❡❝ ✷✳✽✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

ˆ T

0

1

2

d

dt
‖(vǫ − uǫ)+‖2 + ‖∇(vǫ − uǫ)+‖2 ≤

ˆ T

0

1

ǫ2
‖(vǫ − uǫ)+‖2

❊t ❝♦♠♠❡ vǫ(x, 0) ≤ uǫ(x, 0)✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té uǫ(x, t) ≥ vǫ(x, t) ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ∀x ∈ R
d ❡t ∀t ∈ [0, T ]✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ d(x, t) ≥ 1
2πǫ(1+2e2D0t) ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ zǫ ≥ 1

2πǫ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ vǫ = 1✳
❊t ❝♦♠♠❡ uǫ(x, t) ≥ vǫ(x, t)✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ✿

d(x, t) ≥ 1

2
πǫ(1 + 2e2D0t) ⇒ uǫ(x, t) = 1

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

zǫ(x, t) = d(x, t) + πǫe2D0t

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
t → Γt ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❞❡ uǫ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧♦rsq✉❡ ǫ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣rès
✉♥ ✐♥st❛♥t T ❡st ♠❛❥♦ré❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣❛r πǫe2D0T ✱ ♦ù ❡♥❝♦r❡ ❡♥ O(ǫ)✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ǫ|log(ǫ)|✱ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❡♥ O(ǫ|log(ǫ)|)✳



✷✳✹ ✷✳✹✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✸✾

✷✳✹ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣

◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ✈♦✐r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊❧❧✐♦tt ❬✹✾❪ ♣♦✉r ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ à ❝❡ s✉❥❡t✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ré❛❧✐sé ♣❛r
❈❤❡♥ ❞❛♥s ❬✸✸❪ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r P❛♦❧✐♥✐ ❞❛♥s❬✾✸❪✳

◆♦tr❡ str❛té❣✐❡ ❡st ✐❝✐ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ❞❡s s❝❤é♠❛s ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❡st rés♦❧✉t ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ✿

{

ut(x, t) = △u(x, t) − 1
ǫ2
W ′(u(x, t)), (x, t) ∈ [0, 1]d × [0, T ]

u(x, 0) = q
(

d(x,Γ0)
ǫ

)

❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ [0, 1]d✳ ❊t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ❛❞♠❡t ❞❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ Γǫ

t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✐♠♣♦s❡r ❞✬❛✉tr❡s
t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❝❡s ♠ê♠❡s st❛té❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✷✳✹✳✶ ❖r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ ▲✐❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥

{

ut = △u− 1
ǫ2
W

′
(u), x ∈ R

d, t > 0

u0(x) = q
(

d(x,Γ0)
ǫ

)

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W
′
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t M = ‖W ′′‖L∞([0,1]) < +∞ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡s u0 ∈W 1,∞(Rd)✳
❖♥ ♥♦t❡

S(t) ❧❡ ✢♦t t♦t❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥
et△ ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
Y (t) ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ ▲✐❡ L(t) = Y (t)et△✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈✲
❛♥t✳ ❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❇r✐❣✐tt❡ ❇✐❞é❣❛r❛② ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s✉❣❣éré ❝❡tt❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ P♦✉r t♦✉t u0 ∈ W 1,∞(Rd) ❡t ♣♦✉r T > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s C ❡t h0 t❡❧s
q✉❡ ∀h ∈]0, h0[ ❡t ♣♦✉r t♦✉t n t❡❧ q✉❡ nh ≤ T ✱

‖L(h)nu0 − S(nh)u0‖L∞(Rn) ≤
M

ǫ2

√
h‖∇u0‖L∞

▲✬♦r❞r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝ 1/2 ❡♥ t❡♠♣s✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✹

❊st✐♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✿ e△t

❙✐ w ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ e△tw s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✿

Kt(x) =
1

(4πt)d/2
exp

(

−|x|2
4t

)

, x ∈ R
d

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❙✐ w ∈ L∞(Rd) ❡t t ≥ 0✱ ❛❧♦rs

‖e△tw‖L∞(Rd) ≤ ‖w‖L∞(Rd)

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦s✐t✐❢ ❡t
❞✬✐♥té❣r❛❧❡ é❣❛❧❡ à 1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❙✐ w ∈W 1,∞(Rd)✱ ❛❧♦rs ∀t ≥ 0✱

‖e△tw − w‖L∞(Rd) ≤ C
√
t‖∇w‖L∞(Rd)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✺✳

■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡

e△tw − w =

ˆ t

0
∂s

[

e△s
]

wds =

ˆ t

0
∂s(Ks ∗ w)ds

=

ˆ t

0
△(Ks ∗ w)ds =

ˆ t

0

d
∑

i=1

∂xiKs ∗ ∂xiw ds

❖r

∂xiKs =
1√
4πs

[

−2
xi

4s
exp

(−x2
i

4s

)]

∏

j 6=i

[

1√
4πs

exp

(

−x2
j

4s

)]

■❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡

‖∂xiKs‖L1(Rd) =
2√
4πs

❊t ❡♥✜♥

‖e△tw − w‖L∞ ≤
d
∑

i=1

‖∂xiw‖L∞

ˆ t

0
‖∂xiKs‖L1ds

≤ d√
4π

√
t‖∇w‖L∞(Rd)

❊st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❨✭t✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❖ ut + 1
ǫ2
W

′
(u) = 0 s✬✐♥tè❣r❡ ❡♥

u(t) = u(0) − 1

ǫ2

ˆ t

0
W

′
(u(τ))dτ,

❡t ❛❧♦rs

Y (t)w = w − 1

ǫ2

ˆ t

0
W

′
(Y (τ)w)dτ.



✷✳✹ ✷✳✹✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✹✶

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❙✐ w ∈ L∞(Rd) ❡t t ≥ 0✱ ❛❧♦rs

‖Y (t)w‖L∞(Rd) ≤ exp

(

Mt

ǫ2

)

‖w‖L∞(Rd)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✻✳

❆✈❡❝ M = ‖W ′′‖L∞ ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ W
′
(0) = 0✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

‖W ′
(v)‖L∞(Rd) = ‖W ′

(v) −W
′
(0)‖L∞(Rd) ≤M‖v‖L∞(Rd)

❆✐♥s✐✱

‖Y (t)w‖L∞(Rd) ≤ ‖w‖L∞(Rd) +
1

ǫ2

ˆ t

0
‖W ′

(Y (τ)w)‖L∞(Rd)dτ

≤ ‖w‖L∞(Rd) +
M

ǫ2

ˆ t

0
‖Y (τ)w‖L∞(Rd)dτ

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

‖Y (t)w‖L∞(Rd) ≤ exp

(

Mt

ǫ2

)

‖w‖L∞(Rd)

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ w s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à [0, 1]✱ ❛❧♦rs

‖Y (t)w‖L∞(Rd) ≤ ‖w‖L∞(Rd)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❙✐ w1 ❡t w2 s♦♥t L∞(Rd) ✱ ❛❧♦rs ∀t ≥ 0

‖Y (t)w1 − Y (t)w2‖L∞(Rd) ≤ exp

(

Mt

ǫ2

)

‖w1 − w2‖L∞(Rd)

■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✻

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ❙✐ w ∈W 1,∞(Rd)✱ ❛❧♦rs ∀t > 0✱

‖∇Y (t)w‖L∞(Rd) ≤ exp

(

Mt

ǫ2

)

‖∇w‖L∞(Rd)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✽✳ ❊♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ Y (t)w = w− 1
ǫ2

´ t
0 W

′
(Y (τ)w)dτ ✱

♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

∂xiY (t)w = ∂xiw − 1

ǫ2

ˆ t

0
W

′′
(Y (τ)w) ∂xi (Y (τ)w) dτ,

❆✐♥s✐

‖∂xiY (t)w‖L∞(Rd) ≤ ‖∂xiY (0)w‖L∞(Rd) +
M

ǫ2

ˆ t

0
‖∂xiY (τ)w‖L∞(Rd)dτ

❊t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✹

❊st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✢♦t t♦t❛❧ ❙✭t✮

❙♦✐t uǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 = q
(

d(Ω,x)
ǫ

)

∈
W 1,∞(Rd)✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ∀t ∈ [0, T ]✱

u(t, x) ∈W 1,∞(Rd) ❡t ‖∇u(t, x)‖L∞ ≤ ‖∇u0(x)‖L∞

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡ ▲✐❡ s✉✐✈❛♥t ✿

L(t) = Y (t)et△

❆✐♥s✐✱ s✐ w ∈W 1,∞✱ L(t)w ✈ér✐✜❡

L(t)w = Y (t)(et△w) = et△w − 1

ǫ2

ˆ t

0
W

′
(

Y (τ)
(

et△w
))

dτ

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✉r L(t) ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❙✐ w1, w2 ∈ L∞(Rd)✱ ∀t ≥ 0✱

‖L(t)w1 − L(t)w2‖L∞(Rd) ≤ exp

(

Mt

ǫ2

)

‖w1 − w2‖L∞(Rd)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✾✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ L(t)✱

L(t)w1 − L(t)w2 = et△(w1 − w2) −
1

ǫ2

ˆ t

0

[

W
′
(

Y (τ)et△w1

)

−W
′
(

Y (τ)et△w2

)]

dτ

❊t ❛❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é♠♦♥tré❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱

‖L(t)w1 − L(t)w2‖L∞ ≤ ‖et△(w1 − w2)‖L∞(Rd) +
1

ǫ2

ˆ t

0

∥

∥

∥W
′
(

Y (τ)et△w1

)

−W
′
(

Y (τ)et△w2

)∥

∥

∥

L∞
dτ

≤ ‖w1 − w2‖L∞(Rd) +
M

ǫ2

ˆ t

0

∥

∥

∥Y (τ)et△w1 − Y (τ)et△w2

∥

∥

∥

L∞(Rd)
dτ

≤ ‖w1 − w2‖L∞(Rd) +
M

ǫ2

ˆ t

0
exp

(

Mτ

ǫ2

)

‖w1 − w2‖L∞(Rd) dτ

≤ exp

(

Mt

ǫ2

)

‖w1 − w2‖L∞(Rd)

◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ w0 ∈ W 1,∞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ α > 1 ❡t ✉♥ t❡♠♣s
t0 > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀t < t0✱

‖S(t)w0 − L(t)w0‖L∞ ≤ t
√
tα

2M

ǫ2
exp

(

Mt

ǫ2

)

‖∇w0‖L∞



✷✳✹ ✷✳✹✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✹✸

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✵✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✉❤❛♠❡❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ S(t)w0 s✉✐✈❛♥t❡ ✿

S(t)w0 = et△w0 −
1

ǫ2

ˆ t

0
e△(t−τ)W

′
(S(τ)w0) dτ

▲✬❡rr❡✉r ❧♦❝❛❧❡ L(t)w0 − S(t)w0 ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs

L(t)w0 − S(t)w0 =
1

ǫ2

ˆ t

0
e△(t−τ)W

′
(S(τ)w0) dτ −

ˆ t

0
W

′
(

Y (τ)et△w
)

dτ

=
1

ǫ2

ˆ t

0
e△(t−τ)

[

W
′
(S(τ)w0) −W

′
(L(τ)w0)

]

dτ

+
1

ǫ2

ˆ t

0

[

e△(t−τ)W
′
(

Y (τ)e△τw0

)

−W
′
(

Y (τ)e△τw0

)]

dτ

+
1

ǫ2

ˆ t

0

[

W
′
(

Y (τ)e△τw0

)

−W
′
(

Y (τ)e△tw0

)]

dτ

= (1) + (2) + (3).

▲❛ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r

(1) ≤ M

ǫ2

ˆ t

0
‖S(τ)w0 − L(τ)w0‖L∞ dτ

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡
∥

∥

∥e△(t−τ)W
′
(

Y (τ)e△τw0

)

−W
′
(

Y (τ)e△τw0

)∥

∥

∥

L∞
≤

√
t− τ

∥

∥

∥∇
[

W
′
(

Y (τ)e△τw0

)]∥

∥

∥

L∞

≤
√
t− τ M

∥

∥

∥∇
[(

Y (τ)e△τw0

)]∥

∥

∥

L∞

≤
√
t− τMexp

(

Mτ

ǫ2

)

‖∇w0‖L∞

❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r

(2) ≤ t3/2M

ǫ2
exp

(

Mt

ǫ2

)

‖∇w0‖L∞

❊♥✜♥✱ ❛✈❡❝
∥

∥

∥
W

′
(

Y (τ)e△τw0

)

−W
′
(

Y (τ)e△tw0

)∥

∥

∥

L∞
≤ M

∥

∥

∥
Y (τ)e△τw0 − Y (τ)e△tw0

∥

∥

∥

L∞

≤ Mexp

(

Mτ

ǫ2

)

∥

∥

∥e△τw0 − e△tw0

∥

∥

∥

L∞

≤ Mexp

(

Mτ

ǫ2

)√
t− τ

∥

∥

∥
∇
[

e△τw0

]∥

∥

∥

L∞

≤ Mexp

(

Mτ

ǫ2

)√
t− τ ‖∇w0‖L∞

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r

(3) ≤ t3/2M

ǫ2
exp

(

Mt

ǫ2

)

‖∇w0‖L∞



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✹

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

‖S(t)w0 − L(t)w0‖L∞ ≤ M

ǫ2

ˆ t

0
‖S(τ)w0 − L(τ)w0‖L∞ dτ +

2M

ǫ2
exp

(

Mt

ǫ2

)

t3/2 ‖∇w0‖L∞

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ 1 ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ α > 1 ❡t
✉♥ t❡♠♣s t0 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀t < t0✱

‖S(t)w0 − L(t)w0‖L∞ ≤ t
√
tα

2M

ǫ2
exp

(

Mt

ǫ2

)

‖∇w0‖L∞

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✜♥ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺

▲❛ q✉❛♥t✐té ‖L(h)nu0 − S(nh)u0‖L∞ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

‖L(h)nu0 − S(nh)u0‖L∞ ≤
n−1
∑

j=0

‖L(h)n−j−1L(h)S(jh)w0 − L(h)n−j−1S((j + 1)h)u0‖L∞

≤
n−1
∑

j=0

exp

(

Mh

ǫ2

)n−j−1

‖L(h)S(jh)u0 − S((j + 1)h)u0‖L∞

❊t

‖L(h)S(jh)u0 − S((j + 1)h)u0‖L∞ = ‖(L(h) − S(h))S(jh)u0‖L∞

≤ h
√
hα

M

ǫ2
exp

(

Mh

ǫ2

)

‖∇S(jh)u0‖L∞

≤ h
√
hα

M

ǫ2
exp

(

Mh

ǫ2

)

‖∇u0‖L∞

❊♥ s♦♠♠❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

‖L(h)nu0 − S(nh)u0‖L∞ ≤ M

ǫ2

√
h‖∇u0‖L∞

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ✐ss✉❡s ❞❡
✕ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿ et△u0

✕ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ✿ Y (t)u0

✷✳✹✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ et△u0

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r u s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❛ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✿

u(x, t) =
∑

k∈Zd

ck(t)e
2iπk.x



✷✳✹ ✷✳✹✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✹✺

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r cn s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❞✬❛♣rès ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s

ck(t) =

ˆ

x∈[0,1]d
u(x, t)e−2iπk.xdx

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ u ♥♦té❡s uN (x, t) ❡t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ u ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s Nd ♣r❡♠✐❡rs
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ u

uN (x, t) =

N/2−1
∑

k1,k2...,kd=−N/2

ck(t)e
2iπk.x

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ck s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞✐s❝rèt❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u s✉r [0, 1]d ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❚✳

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r e−4π2|k|2t ❡t

e△tuN =

N/2−1
∑

k1,k2...,kd=−N/2

e−4π2|k|2tck(t)e
2iπk.x

✷✳✹✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Y (t)u0

❙♦✐t ✉ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❖
{

ut = − 1
ǫ2
W

′
(u)

u0 ∈ H1(Rd)

❊①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ u(t)

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡✲♣✉✐ts W ❡st é❣❛❧ à

W (s) =
1

2
s2(1 − s)2

❊t ❝♦♠♠❡ W
′
(s) = s(1 − s)(1 − 2s)✱ ❝❡tt❡ ❊❉❖ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ut

u(1 − u)(1 − 2u)
=
ut

u
+

4ut

1 − 2u
− ut

1 − u
= − 1

ǫ2

❆♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱
{

u(x, t) = 1
2 s✐ u0(x) = 1/2

u(x,t)(1−u(x,t))
(1−2u(x,t))2

= e−
t

ǫ2
u0(x)(1−u0(x))

(1−2u0(x))2
s✐♥♦♥

❊t ❛✉ ✜♥❛❧✱ ❛✈❡❝ c(t, ǫ, u0(x)) = e−
t

ǫ2
u0(x)(1−u0(x))

(1−2u0(x))2



















u(x, t) = 1
2 s✐ u0(x) = 1/2

u(x, t) =

√
1+4 c(t,ǫ,u0)+1

2
√

1+4 c(t,ǫ,u0)
s✐ u0(x) > 1/2

u(x, t) = 1 −
√

1+4 c(t,ǫ,u0)+1

2
√

1+4 c(t,ǫ,u0)
s✐ u0(x) < 1/2

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✶✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t→ S(t)u0 ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡✳
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Resolution exact de l’operateur de reaction
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Resolution explicite de l’operateur de reaction

 

 

t=0

t=0.1

t=0.5

t=1

t=2

t=5

t=10

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t→ Y (t)u0 ❛✈❡❝ ǫ = 1✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿
❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✬♦r❞r❡ 1

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❚♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡✲♣✉✐ts W (s) = 1
2s

2(1 − s)2✱ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶
❞❡ Y (t)u0 ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥

u(t) = u0 −
t

ǫ2
(u0 (1 − u0) (1 − 2u0))

◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✶✮ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡
♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡st ✜①é à 1✱ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✶✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥st❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡
t > 1✳

✷✳✹✳✹ ❙❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ❊①❛❝t✲❊①❛❝t

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥











Un
Fourier = FFT [Un]

U
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2|k|2δtUn

Fourier[k]

Un+1/2 = IFFT [U
n+1/2
Fourier]

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥































C = e−
δt
ǫ2

un+1/2(1−un+1/2)

(1−2un+1/2)2


















un+1(x) = 1
2 s✐ un+1/2(x) = 1/2

un+1(x) =

√
1+4 C(x)+1

2
√

1+4 C(x)
s✐ un+1/2(x) > 1/2

un+1(x) = 1 −
√

1+4 C(x)+1

2
√

1+4 C(x)
s✐ un+1/2(x) < 1/2

✹✿ ✜♥

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ s♦♥t tr❛✐tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡
t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st tr❛✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳



✷✳✹ ✷✳✹✳ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✹✼

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ❊①❛❝t✲❊①♣❧✐❝✐t❡

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥











Un
Fourier = FFT [Un]

U
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2|k|2δtUn

Fourier[k]

Un+1/2 = IFFT [U
n+1/2
Fourier]

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

Un+1 = Un+1/2 − δt
ǫ2
W

′
(Un+1/2)

✹✿ ✜♥

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st tr❛✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ e△δt

❝♦♥s✐st❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ Ui ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡

σ(ξ) = e−4π2|ξ|2δt .

❙✐ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❛✉r❛✐t été

σ(ξ) =
1

1 + 4π2|ξ|2δt
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❈r❛♥❦✲◆✐❝❤♦❧s♦♥ ❡st é❣❛❧ à

σ(ξ) =
1 − 2π2|ξ|2δt
1 + 2π2|ξ|2δt

▲❡ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(Nd logN T/δt)✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ UN à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
ré❛❝t✐♦♥ ❡t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ét❛♥t ❡✛❡❝t✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡①❛❝t❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és s♦♥t ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✳

P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝✬❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{

ut(x, t) = △u(x, t) − 1
ǫ2
W ′(u(x, t)), (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ]

u(x, 0) = q
(

d(x,Γ0)
ǫ

)

❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧W ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ❛✈❡❝ ❞❡s ♣✉✐ts s✐t✉és ❡♥ 0 ❡t 1✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s ♣♦s✐t✐❢s✱ 0 ≤ U(x, t) ≤ 1✱ ∀x ∈ [0, 1]d✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✹

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❆✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ t❡r♠❡ W
′
✱ s✐ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧

❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ré❣✉❧✐❡r✱ ❡t q✉❡ M = sups∈[0,1]

{

W
′′
(s)
}

✳ ❆❧♦rs s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ δt < M−1ǫ2✱

∀n,∀x ∈ [0, 1]d Un(x) ∈ [0, 1]

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳

❙♦✐t g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

g : R → R, s→ s− δt
ǫ2
W

′
(s)

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ g([0, 1]) ⊂ [0, 1]✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ g ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t q✉❡ g(0) = 0 ❡t g(1) = 1✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t s∗ ∈ [0, 1] t❡❧ q✉❡ g

′
(s∗) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡ ♣✉✐sq✉❡ ✿

M ≥W
′′
(s∗) =

ǫ2

δt
> M

❆✉ ✜♥❛❧

∀s ∈ [0, 1] ,

(

s− δt
ǫ2
W

′
(s)

)

∈ [0, 1]

▲❛ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Un([0, 1]d) ✈ér✐✜❡ Un([0, 1]d) ⊂
[0, 1]✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ à 1✱ Un+1/2([0, 1]d) ⊂ [0, 1]✱ ❡t ❝♦♠♠❡
g([0, 1]) ⊂ [0, 1]✱ g(Un+1/2([0, 1]d)) ⊂ [0, 1]✱ ❡t

Un+1(x) ∈ [0, 1], ∀x ∈ [0, 1]d.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W (s) = 1
2(1− s)2 s2✱ W

′′
(s) = 1− 6s+ 6s2 ❡t M = 1✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡

st❛❜✐❧✐té ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❡st r❡tr♦✉✈é❡✳
δt ≤ ǫ2

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✶ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ st❛❜❧❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s
✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st tr❛✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

❊♥ rés✉♠é

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳
✕ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✶✮ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡

✕ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✷✮ ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

δt < M−1ǫ2 ❛✈❡❝ M = ‖W ′′‖L∞([0,1])

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✭✶✮ ♣rés❡♥t❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛
♣❛s s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❝♦♥s❡r✈é❡✮✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐té
❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳



✷✳✺ ✷✳✺✳ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✹✾

✷✳✺ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t❡st❡r ❧❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ♣❤❛s❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ré❣✉❧✐❡r

W (s) =
1

2
s2 (1 − s)2 ✭✷✳✶✵✮

♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té s✬é❝r✐t

δt ≤ ǫ2 ✭✷✳✶✶✮

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈❡r♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ Γǫ✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s t❡st❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭2.11✮ ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✐ss✉s ❞✬✉♥ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈❡r♦♥s q✉❡ ❝❡s ♠ê♠❡s s❝❤é✲
♠❛s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t st❛❜❧❡s ❣râ❝❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ W

′
✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡st✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❛✜♥
❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✳

✷✳✺✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(ǫln(ǫ))✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ✉t✐❧✐sé✳ ◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✷✮ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✜①és à N = 28 ❡t δt = 1

N2 ✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ré❡❧❧❡ ❞❡
❝❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ǫ✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ 1 à 2 ❢♦✐s ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts✳

❛✮
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❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ➱♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ✿ ✭❛✮ ❛✈❡❝ ǫ = 1/N ✱ ✭❜✮
❛✈❡❝ ǫ = 2/N ✱ ✭❝✮ ❛✈❡❝ ǫ = 4/N ❡t ✭❞✮ ❛✈❡❝ ǫ = 8/N

✷✳✺✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❆✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ W
′

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✷✳✶✶✮ ❛✈❛✐t été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✐s✲
❝r❡t à ♥♦s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■❧ s✉✣s❛✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ uǫ ét❛✐t ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] ♣♦✉r
r❡tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ δt ❡t ǫ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ♥♦s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ t❡st✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s
♣❧✉s✐❡✉rs rés♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s T ♦ù ♥♦✉s ✉t✐❧✐s✲
❡r♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ r❛♣♣♦rt δ

ǫ ✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ✿



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✺

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t✐❛❧❡ u0 ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ t❡♠♣s t = 0.015 ❛✈❡❝ ❧❡ r❛♣♣♦rt
δt = ǫ2✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ♣rés❡♥t❡ t♦✉s
❧❡s s✐❣♥❡s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛❜❧❡✳

✕ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ t❡♠♣s t = 0.015 ❛✈❡❝ ❧❡ r❛♣♣♦rt
δt = 2 ǫ2✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st st❛❜❧❡✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❧✉s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✐s❝r❡t✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞
❡♥ ❡✛❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ 0 ❡t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ 1 s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡✳

✕ ▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ t❡♠♣s t = 0.015 ❛✈❡❝ ❧❡ r❛♣♣♦rt
δt = 4 ǫ2✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ✿ ❊❧❧❡ ❣❛r❞❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ −0.2 ❡t 1.2 ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦♥q✉é ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✷✳✶✶✮ ❛♥❛❧②s❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳

❛✮ ε = 0.0039062,    δ
t
 = 6.1035e−05,    N=256

t = 0.014954
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❜✮ ε = 0.0039062,    δ
t
 = 1.5259e−05,    N=256

t = 0.014999
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❝✮ ε = 0.0039062,    δ
t
 = 3.0518e−05,    N=256

t = 0.014984
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❞✮ ε = 0.0039062,    δ
t
 = 6.1035e−05,    N=256

t = 0.014954
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❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
ré❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ N = 28 ❡t ǫ = 1/N ✳ ✭❛✮ ✕ u0✱ ✭❜✮ ✕ u(0.015) ❛✈❡❝ δt = ǫ2✱ ✭❝✮ ✕ u(0.015) ❛✈❡❝
δt = 2 ǫ2✱ ✭❞✮ ✕ u(0.015) ❛✈❡❝ δt = 4 ǫ2

❆✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ W
′

▲❡ ♠ê♠❡ t❡st ❡st ❡✛❡❝t✉é ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✹✮✳
❚♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] ❡t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t t♦✉t❡s st❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ t♦✉t
❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s δt ❡t q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st sûr❡♠❡♥t
✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
ré❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳

❛✮ ε = 0.0039062,    δ
t
 = 6.1035e−05,    N=256

t = 0.014954
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❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝✲
t✐♦♥✳ N = 28 ❡t ǫ = 1/N ✳ ✭❛✮ ✕ u0✱ ✭❜✮ ✕ u(0.015) ❛✈❡❝ δt = ǫ2✱ ✭❝✮ ✕ u(0.015) ❛✈❡❝ δt = 2 ǫ2 ❡t
✭❞✮ ✕ u(0.015) ❛✈❡❝ δt = 4 ǫ2



✷✳✺ ✷✳✺✳ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✺✶

✷✳✺✳✸ ❊rr❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✫ ❡rr❡✉rs ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s
✐ss✉❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

u0 = q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

✱ ♦ù Ω0 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R0✳ ▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

❡st q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γt à ❧✬✐♥st❛♥t
t ❡st ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R(t) ♦ù R ✈ér✐✜❡ ❧✬❊❉❖

{

dR
dt = − 1

R
R(0) = R0

,

♦✉ ❡♥❝♦r❡✱

R(t) =
√

R2
0 − 2t.

❯♥ ❝r✐tèr❡ ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡s✉r❡r ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ text = 1
2R

2
0 à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ Ω(t) ❡st ✈✐❞❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ̃(t) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
t❤é♦r✐q✉❡ Γt✱ ❡t ❝❡❧❛✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s δt✱ N ❡t ǫ✳

Γ̃(t) :=

{

x ∈ [0, 1]2; uǫ(t, x) =
1

2

}

▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✺✮ ♣rés❡♥t❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ̃(t) ♦❜t❡♥✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ à ❞❡s ❝❡r❝❧❡s q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♣❧✉s ✜♥❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝❡r❝❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s
❝❡r❝❧❡s ♥✬❡st ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❡t s❡✉❧ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ✈❛r✐❡
❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❝❡r❝❧❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s t→ πR̃(t)2 ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ǫ✳
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❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R0✳ ❙✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ Γ̃(t) ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❡♠♣s t✱ ❛✈❡❝ N = 28 ❡t δt = (1/N)2 ✿ ❛✮ ✕
ǫ = 2/N ✱ ❜✮ ✕ ǫ = 6/N

▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s N = 28✱ δt = (1/N)2✳ ◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s s✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡ ❞❡ ✭✷✳✻✮ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t → |Ω̃ǫ(t)| ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ǫ✳ ▲✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✺
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❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❆✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ✭❛✮ ✕ t→ |Ω̃ǫ(t)| ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ǫ✱ ✭❜✮ ✕ ǫ→ |text−tǫext|
❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡

s✉r ❧✬❛✐r❡ ❞❡ Ω̃ǫ ❞é❝r♦ît ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ǫ ❡t s✬❛✈èr❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜✉r❡s
s♦♥t é❧❡✈é❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ ✭✷✳✻✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡ Ω̃(t) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ✱ ❧❡ t♦✉t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐
✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ O(ǫ2ln(ǫ)2)✳

▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
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❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❆✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ σ(ξ, δt) = 1
1+4π2|ξ|2δt

✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ t → |Ω̃δt(t)| ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ δt✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ t → |Ω̃ǫ(t)| ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ǫ✳

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠❡s✉r❡r ❧❡ ré❡❧ ✐♠♣❛❝t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞✉
❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s②♠❜♦❧❡

σ(ξ, δt) =
1

1 + 4π|ξ|2δt

❊♥ ✜①❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ é❣❛❧ à 1
N ✱ ♥♦✉s ❛✣❝❤♦♥s s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✼✮✱

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g : t → |Ω̃δt(t)| ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s δt✳ ▲✬❡rr❡✉r s❡
ré♣❡r❝✉t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ g ❡t ❛♣♣❛r❛✐t à ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ O(δt) s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❛✈❡❝ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t



✷✳✻ ✷✳✻✳ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✺✸

✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ é❣❛❧❡
à 3 ♦✉ 4 ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡
♣✉✐ts ✉t✐❧✐sé✳ ❖r✱
✕ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✻✮✮ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ♣❤❛s❡✳

✕ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡st ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✭✷✳✼✮✮ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ t②♣❡
❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳

✕ ❈❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡rr❡✉rs ♦♥t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♦♣♣♦sé❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ǫ∗ ♦♣t✐♠❛❧ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✜❣✉r❡ ❞❡ ✭✷✳✼✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t→ |Ω̃ǫ(t)| ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ǫ ♦ù
✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ǫ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st é❣❛❧ à ǫ = 4δx = 4

N ✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❛✐t été tr❛✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ǫ ❛✉r❛✐t été ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ǫ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✐❝✐✱ ǫ = 1

N ✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ r❡♥❞r❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s❝❤é✲
♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

❖r ❧✬❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦♥❞✉✐s❛✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥ 0
(√

δt

ǫ2

)

✳ ❈❡tt❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r
s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1/2 ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ♥✉❧ s✉r ❝❡s ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡s W

′
(1/2) = 0✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ 0

(√
δt
)

✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ♥♦r♠❡ L∞✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ ǫ

√
δt s✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡

♥✐✈❡❛✉ 1
2 ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❡♥ O(ǫ2|ln(ǫ|2) ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡

❞✐❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ 0(ǫ
√
δt)✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ǫ2✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥

❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

❉❛♥s ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
ǫ ❞♦♥♥é✱ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s δt s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

δt = ǫ2

✷✳✻ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✽✮ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❡t té♠♦✐❣♥❡♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ♣❧✉s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✾✮ q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✉♥ t♦r❡
q✉✐ s❡ ré❞✉✐t ✈❡rs ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❜✐❡♥ q✉❡ s❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦✐t ré❣✉❧✐èr❡ ✭❝❡❝✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉
❧❛♣✐♥ ❞❡ ❙t❛♥❢♦r❞✳
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❋✐❣✳ ✷✳✽ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡



✷✳✻ ✷✳✻✳ ❚❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✺✺

❋✐❣✳ ✷✳✾ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ N = 27✱ ǫ = 1/N
❡t δt = ǫ2



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✷✳✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
✈♦❧✉♠❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ à
❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✈ér✐✜❡♥t

Vn = κ+ g

♦ù g : R
d → R ❡st s✉♣♣♦sé❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ◆♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡

❢♦r❝✐♥❣ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♦ù Vn = κ+ g + ~f.~n✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
♣❤❛s❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✷✱ ✷✼❪✮ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿







ut = △u− 1
ǫ2

(

W ′(u(x, t)) − ǫcW

[

~f.∇u
|∇u| + g

])

u(0, x) = q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

♦ù cW ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ✉t✐❧✐sé ✿

cW =

ˆ 1

0

√

2W (s)ds

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✳
P❛♦❧✐♥✐ ❡t ❇❡❧❧❡tt✐♥✐ ♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✷❪ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
uǫ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ✈❡rs ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦✉❤❛✐té❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥
O(ǫ2ln(ǫ)2)✳

✸✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f = 0 ❡t g = 1✱ ❝❡tt❡ ❊❉P ♣❡✉t s✬✐❞❡♥t✐✜❡r à ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts W1,ǫ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r s❛ ❞ér✐✈é❡

W
′
1,ǫ(s) = W ′(s) − ǫcW

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ♥❡ s✬❡①♣❧✐❝✐t❡♥t ♣❧✉s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ uǫ = q
(

zǫ

ǫ

)

✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W1,ǫ ❛❞♠❡t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣✉✐ts ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ W ✳

✺✼



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✶
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W
1
(x)=W(x) + ε C

W

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s W ❡t W1,ǫ

P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 = 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❧✉s u(∞, x) = 0 ♠❛✐s u(∞, x) = cǫ ♦ù cǫ ✈ér✐✜❡

cǫ =
cW
ǫ
W ′(cǫ)

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ 4 ❞❡ ❬✶✷❪✮ ✐♥❞✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡

uǫ(x) = q

(

d(x,Ωǫ)

ǫ

)

+O(ǫ), ❛✈❡❝ Ωǫ(t) =

{

x ∈ R
d ; uǫ(x, t) =

1

2

}

❆✐♥s✐✱ ❝❡ ❧é❣❡r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ts✱ q✉✐ ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ❣ê♥❛♥t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✱ ❛✉r❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦ù ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ |Ωǫ| ≃

´

Rd u
ǫdx✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ s♦♥t ♥✉❧s✱ ❝❡s ♠ê♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡

uǫ(x) = q

(

d(x,Ωǫ)

ǫ

)

+O(ǫ2)

✸✳✶✳✷ ❖❜❥❡❝t✐❢

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋✐❡rr♦ ❬✺✾❪✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥✱







ut = △u− 1
ǫ2

(

W ′(u(t, x)) − ǫ
[

~f.∇u
|∇u| + g

]

√

2W (u(x, t))
)

u(0, x) = q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ f = 0 ❡t s✐
g ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛♣♣❧✐q✉és
❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts W2,ǫ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r

W
′
2,ǫ(t) = W ′(t) − ǫg

√

2W (t)



✸✳✶ ✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺✾
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W(x)=1/2 x2(1−x)2

W
2
(x)=W(x) + ε (x2/2 − x3/3)

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s W ❡t W2,ǫ

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s W2,ǫ ❡t W ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣✉✐ts✱ ❡t ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ♣♦✉rr♦♥t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uǫ = q

(

zǫ

ǫ

)

.

❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ✱ ❞❡ ❝❡tt❡ ❊❉P
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uǫ(x) = q

(

d(x,Ωǫ)

ǫ

)

+O(ǫ2),

♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ♥♦♥ ♥✉❧s✳

✸✳✶✳✸ P❧❛♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥
❡t ♥♦✉s ❡ss❛②❡r♦♥s ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✐ ❧❡s ✉♥✐s ✈❡rs ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s
✈❡rs ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❢♦r❝é✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧q✉❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s❡r❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✿ ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t ♥♦✉s ❥✉st✐✜❡r♦♥s ❛✐♥s✐ t♦✉t
❧✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣rés❡♥t❡r❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✳



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✷

✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥

❆✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧✬é♥❡r❣✐❡ J(Ω) q✉✐ ré❣✐t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡

Vn = κ+ g

✸✳✷✳✶ ➱♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r

❉❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶❪ ❬✼✷❪✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
J1(Ω) =

´

Ω gdx ✈ér✐✜❡
d

dt
J1(Ωt,h~n)|t=0 = ∇J1(Ω)(h~n) =

ˆ

Γ
ghds

♦ù Ωt,h~n = (Id+ th~n)(Ω)✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ J(Ω) =

´

Γ 1ds−
´

Ω gdx ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ h~n ❡st é❣❛❧❡ à

∇J(Ω)(h~n) = −
ˆ

Γ
(κ+ g)hds

❖r ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱

∇J(Ω)(h~n) ≥ −
√

ˆ

Γ
(κ+ g)2ds

√

ˆ

Γ
h2ds ≥ −‖κ+ g‖L2(Γ)‖h‖L2(Γ)

▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ h∗ ∈ L2(Γ) q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ J ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù

h∗ = arg min
h

{

∇J(Ω)(h~n) ; ‖h‖L2(Γ) ≤ 1
}

❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r

h∗ =
κ+ g

‖κ+ g‖L2(Γ)
.

❊♥ ❡✛❡t✱

∇J(Ω)

(

κ+ g

‖κ+ g‖L2(Γ)
~n

)

= − 1

‖κ+ g‖L2(Γ)

ˆ

Γ
(κ+ g)2ds = −‖κ+ g‖L2(Γ).

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ J(Ω) q✉✐ ré❣✐t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝
✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ g ✈ér✐✜❡

Jg(Ω) =

ˆ

∂Ω
1ds−

ˆ

Ω
g(x)dx ✭✸✳✶✮

✸✳✷✳✷ Pr❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ss✉r❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ Jǫ
Γ−→ J ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f ✱

Jǫ + f
Γ−→ J + f.

▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❇r❛✐❞❡s ❬✶✺❪✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù















Jǫ(u) =

ˆ

Rd

[

ǫ
∇u2

2
+

1

ǫ
W

′
(u)

]

dx,

f(u) = −cW
ˆ

Rd

g(x)u(x)dx.



✸✳✷ ✸✳✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✻✶

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ L1(Rd) s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ g s♦✐t ❜♦r♥é❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡

Jǫ + f
Γ−→ cWJg ♦ù Jg ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✭✸✳✶✮.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ Jǫ + f

ut = − (∇Jǫ(u) + ∇f(u)) /ǫ = △u− 1

ǫ2
W

′
(u) +

cW
ǫ
g.

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ❧♦✐ VN = κ+ g + ~f.~n ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❊❉P



















ut = △u− 1

ǫ2

(

W
′
(u) − ǫ cW

(

g +
~f.∇u
|∇u|

))

,

u0 = q

(

d(Ω0, x)

ǫ

)

.

✸✳✷✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥

❆✈❡❝ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ d = dist(x,Ωt)✱ ✈ér✐✜❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γt ❧✬é❣❛❧✐té

∂tdt = △d− g(x),

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❞✉✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ = q

(

d
ǫ

)

❞❛♥s ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✳

△d− g(x) = − ǫ
√

2W (uǫ)

(

△uǫ −
W

′
(uǫ)

ǫ2

)

− g(x)

= − ǫ
√

2W (uǫ)

(

△uǫ −
W

′
(uǫ) − ǫg(x)

√

2W (uǫ)

ǫ2

)

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

∂tuǫ = −dt

√

2W (uǫ)

ǫ
= △uǫ −

1

ǫ2

[

W
′
(uǫ) − ǫg(x)

√

2W (uǫ)
]

✭✸✳✷✮

❆✈❡❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ t②♣❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬é♥✲
❡r❣✐❡ ✿

Fǫ(u) =

ˆ

Rd

[

ǫ
|∇u|2

2
+

1

ǫ
W (u)

]

dx−
ˆ

Rd

G(u) gdx,

♦ù G(s) =
´ s
0

√

2W (ℓ)dℓ✳
❆✐♥s✐✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ W s♦✐t ❜♦r♥é✱ G(s) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✉r R ❡t ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ‖g‖L∞ <∞✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ u→

´

Rd G(u) gdx ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ♣♦✉r
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ L1(Rd)✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ Jǫ ♥✬❡st ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t ❡♥✜♥ q✉❡ G(1❧Ω(x)) = cW 1❧Ω(x)✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ Fǫ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
cWJg✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✷

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧♦✐ VN = −κ+ g + ~f.~n✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❊❉P s✉✐✈❛♥t❡















ut = △u− 1

ǫ2

(

W
′
(u) − ǫ

(

g + ~f.
∇u
|∇u|

)

√

2W (u)

)

u0 = q

(

d(Ω0, x)

ǫ

)

.

✸✳✷✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s

❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖r ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s❡♠❜❧❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✛ér❡♥ts✳
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 Exemple derivee potentiel double puits avec g = −100 et ε = 0.01  
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❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s W ✱ W1,ǫ ❡t W2,ǫ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦r❝✐♥❣ g✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ g = C0✱ ❝❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t



✸✳✸ ✸✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✻✸

s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ut = △u− 1

ǫ
W

′
i,ǫ(u)

♦ù ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s W1,ǫ ❡t W2,ǫ ✭❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡✮ ✈ér✐✜❡♥t
{

W
′
1,ǫ(s) = W

′
(s) − ǫC0cW ❛✈❡❝ W1,ǫ(0) = W (0),

W
′
2,ǫ(s) = W

′
(s) − ǫC0

√

2W (s) ❛✈❡❝ W2,ǫ(0) = W (0).

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s W1,ǫ ❡t W2,ǫ r❡st❡♥t ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s
❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts✳
▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ts ❞❡ W1,ǫ ❡st ❛❧♦rs ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ W ❡t ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❡♥tr❡ ❝❡s ♣✉✐ts ❡st é❣❛❧❡ à

h1 = |W1,ǫ(x̃1) −W1,ǫ(x̃0)| ≃ ǫC0cW

▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ts ❞❡ W2,ǫ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à W ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r
❡♥tr❡ ❝❡s ♣✉✐ts ❡st é❣❛❧❡ à

h2 = |W1(x1) −W1(x0)| =

ˆ 1

0
C0ǫ
√

2W (s)ds = ǫC0cW

❆✐♥s✐✱ ❝❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♣✉✐ts ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞♦✉❜❧❡
♣✉✐ts ❛ss♦❝✐és✳ ◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ g✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ g = 1

ǫ ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧s W1,ǫ ❡t W2,ǫ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡
♣♦ssè❞❡♥t ♣❧✉s q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ str✐❝t✳

✸✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡

✸✳✸✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥

❙♦✐t uǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(P1)







ut = △u− 1
ǫ2
W

′
(u) + 1

ǫ

√

2 W (u)g

u(x, 0) = q

(

d(x, ∂Ω0)

ǫ

)

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P1) ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s r❛❞✐❛❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
❞❡ ❢♦rç❛❣❡ g s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ g(x) = g(r) ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ Ω0 ❡st ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡
r❛②♦♥ 1 ✿

◆♦t♦♥s Ω(t)✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ Ω0 ♦❜t❡♥✉ s✉✐✈❛♥t ❧❛
❧♦✐ Vn = κ + g✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω(t) ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R(t) ♦ù R(t) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉❖ s✉✐✈❛♥t❡

R′(t) +
1

R(t)
= g(R(t)), R(0) = 1.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ(x, t) ❞❡ (P1) ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉ss✐ r❛❞✐❛❧❡ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧✬❊❉P s✉✐✈❛♥t❡

∂tuǫ(r, t) −
∂r

r
(r∂ruǫ(r, t)) +

1

ǫ2
W

′
(uǫ(r, t)) −

1

ǫ

√

2W (uǫ(r, t))g(r) = 0 ✭✸✳✸✮



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✸

◆♦t♦♥s ❛❧♦rs Rǫ(t)✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞é✜♥✐ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1
2 ❞❡ uǫ(x, t)

Rǫ(0) = 1, uǫ(R
ǫ(t), t) =

1

2

▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐t❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y =
r −Rǫ(t)

ǫ
❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ U ǫ(y, t) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

U ǫ(y, t) = uǫ (Rǫ(t) + ǫy, t) , ∀y ∈ R,

❡t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

∂tU
ǫ − 1

ǫ
R′

ǫ∂yU
ǫ − 1

ǫr
∂yU

ǫ − 1

ǫ2
∂yyU

ǫ +
1

ǫ2
W

′
(U ǫ) − 1

ǫ

√

2W (U ǫ(r, t))g(r) = 0 ✭✸✳✹✮

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ U ǫ ❡t Rǫ s✉✐✈❛♥ts ✿

U ǫ(y, t) =
∞
∑

i=0

ǫiUi(y, t), Rǫ(y, t) =
∞
∑

i=0

ǫiRi(y, t),

♦ù U0(0, t) = 1
2 ✱ R0(0) = R(0) ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ Ui(0, t) = 0 ❡t Ri(0) = 0✳

❆✐♥s✐✱

∂tU
ǫ = ∂tU0 +O(ǫ), ✭✸✳✺✮

1

ǫ
R′

ǫ∂yU
ǫ =

1

ǫ

(

R′
0∂yU0

)

+
(

R′
1∂yU0 +R′

0∂yU1

)

+O(ǫ), ✭✸✳✻✮

1

ǫ2
∂yyU

ǫ =
1

ǫ2
∂yyU0 +

1

ǫ
∂yyU1 + ∂yyU2 +O(ǫ), ✭✸✳✼✮

❡t
1

ǫ2
W

′
(U ǫ) =

1

ǫ2
W

′
(U0) +

1

ǫ
W

′′
(U0) (U1) +

(

W
′′′

(U0)U1 +W
′′
(U0)U2

)

✭✸✳✽✮

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡

1

r
=

(

ǫy +
∞
∑

i=0

ǫiRi(t)

)−1

=
1

R0(t)
− ǫ

y +R1

R0(t)2
+O(ǫ2),

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

1

ǫr
∂yU

ǫ =
1

ǫ

(

1

R0(t)
∂yU0

)

+

(

1

R0(t)
∂yU1 −

y +R1

R0(t)2
∂yU0

)

+O(ǫ). ✭✸✳✾✮

❊♥✜♥✱ ❛✈❡❝

g(r) = g

(

ǫ y +
∞
∑

i=0

ǫiRi(t)

)

= g(R0(t)) + ǫ g′(R0(t))(y +R1(t)) +O(ǫ2),

✐❧ r❡ss♦rt q✉❡

1

ǫ

√

2W (U ǫ)g(r) =
1

ǫ
g(R0)

√

2W (U0)+

(

g′(R0)(y +R1)
√

2W (U0) +
W ′(U0)
√

2W (U0)
g(R0)U1

)

+O(ǫ)

✭✸✳✶✵✮



✸✳✸ ✸✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✻✺

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✸✳✺✮ ✭✸✳✻✮ ✭✸✳✼✮✱ ✭✸✳✽✮ ✭✸✳✾✮ ✭✸✳✶✵✮ ❞❛♥s ✭✸✳✹✮✱ ✐❧ r❡ss♦rt ❛✐♥s✐ q✉❡

0 =
1

ǫ2

[

∂yyU0 −W
′
(U0)

]

+
1

ǫ

[

∂yyU
1 −W

′′
(U0)U1 + ∂yU0

(

R
′
0(t) +

1

R0(t)

)

+
√

2W (U0)g(R0(t))

]

+

[

−∂tU0 +
(

R′
1(t)∂yU0 +R′

0(t)∂yU1

)

+ ∂yyU2 +

(

1

R0(t)
∂yU1 −

y +R1(t)

R0(t)2
∂yU0

)

−
(

W
′′′

(U0)U1 +W
′′
(U0)U2

)

+

(

g(R0(t))
W

′
(U0)

√

2W (U0)
U1 + g′(R0(t))(y +R1(t))

√

2W (U0)

)]

+O(ǫ)

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ǫ−2

▲❡ t❡r♠❡ U0(., t) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

∂yyU0 = W
′
(U0), ❛✈❡❝ U0(0) =

1

2
,

❡t s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ ♣r♦✜❧ q ✿
U0(y, t) = q(y), ∀t > 0

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ǫ−1

❈♦♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ U0(y, t) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à q(y)✱ ✐❧ r❡ss♦rt ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ∂yU0 = −
√

2W (U0) ❡t
❛❧♦rs U1 ❡t R0 s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡

∂yyU
1 −W

′′
(U0)U1 = −∂yU0

(

R
′
0(t) +

1

R0(t)
− g(R0(t))

)

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣❛r ∂yU0 ❡t ❡♥ ❧✬✐♥té❣r❛♥t s✉r R✱
(

R
′
0(t) +

1

R0(t)
− g(R0(t))

)
ˆ

R

(∂yU0)
2dy = −

ˆ

R

(

∂yyU
1 −W

′′
(U0)U1

)

∂yU0 = 0,

♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ R0(t) s❛t✐s❢❛✐t

R
′
0(t) = − 1

R0(t)
+ g(R0(t).

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s R0(t) ❡t R(t) s♦♥t ❛❧♦rs s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❊❉❖ ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ R(0) = R0(0) = 1✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡s ❡t

R0(t) = R(t), ∀t > 0

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ U1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉P

∂yyU
1 −W

′′
(U0)U1 = 0.

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t→ α(t) t❡❧ q✉❡ U1(y, t) = α(t)q′(y)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
L(v) = v′′ −W

′′
(q)v s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à V ec{q′} ❞❛♥s H2(R) ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ 3 ❞❡ ❬✶✷❪✮✳

▼❛✐s ❝♦♠♠❡ U1(0, t) = 0✱ ✐❧ r❡ss♦rt ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ α(t) = 0 ❡t U1(y, t) = 0, ∀t > 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à
❧✬é❣❛❧✐té

∂yyU
1 −W

′′
(U0)U1 = −∂yU0

(

R
′
0(t) +

1

R0(t)

)

+ CW g(R0(t))

= −∂yU0

(

R
′
0(t) +

1

R0(t)
− g(R0(t))

)

− g(R0(t)) (∂yU0 − cW )



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✸

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣❛r ∂yU0 ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r R✱ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s
q✉❡ R

′
0(t) + 1

R0(t) − g(R0(t)) = 0 ❝❛r

ˆ

R

∂yU0 [∂yU0 − CW ] dy =

ˆ

R

−q′(y)
√

2W (q(y))dy + cW

ˆ

R

q
′
(y)dy

=

ˆ 1

0

√

2W (s)ds− cW = 0

❆✐♥s✐ R0(t) = R(t)✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ U1 s❡r❛✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

∂yyU
1 −W

′′
(q)U1 = g(R0(t))

(

cW + q′
)

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t η✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

η
′′
(y) −W

′′
(q(y))η(y) =

(

cW + q′(y)
)

, η(0) = 0,

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ U1 s✬❡①♣r✐♠❡r❛✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ U1(y, t) = g(R0(t))η1(y)✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡

lim
y→−∞

η1(y) =
cW

W ′′(1)
, lim

y→+∞
η1(y) =

cW
W ′′(0)

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✹✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ η ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
W (s) = 1

2s
2(1 − s)2✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ♠♦❞✐✜é ❛ss♦❝✐é s → q(s) + ǫη(s) ❛❞♠❡ttr❛✐t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

1 + ǫ CW
W ′′(1) ❡t CW

W ′′(0) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ −∞ ❡t +∞✳ ❈❡s ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡♥ ❢❛✐t à ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ts ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W1,ǫ(s) = W (s) − ǫCW s✳
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❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ η1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W (s) = 1
2s

2(1− s)2✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ǫ0

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ U1 = 0 ❡t ∂tU0 = 0✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s U2 ❡t R1 ✈ér✐✜❡

∂yyU2 −W
′
(U0)U2 = ∂yU0

(

y +R1(t)

R0(t)2
−R′

1(t) + g′(R0(t))(y +R1(t))

)

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣❛r ∂yU0 ❡t ❡♥ ❧✬✐♥té❣r❛♥t s✉r R✱

(R′
1 −

R1(t)

R0(t)2
− g′(R0(t))R1(t))

ˆ

R

(∂yU0)
2dy

= −
ˆ

R

(

∂yyU
2 −W

′′
(U0)U2

)

∂yU0 +

(

1

R0(t)2
+ g′(R0(t))

)
ˆ

R

y(∂yU0)
2dy = 0,



✸✳✸ ✸✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✻✼

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ R1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

R′
1(t) =

R1(t)

R0(t)2
+ g′(R0(t))R1(t)

▼❛✐s ❝♦♠♠❡ R1(0) = 0✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱ R1(t) = 0✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ U2(y, t)
❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

∂yyU2 −W
′′
(U0)U2 = y ∂yU0

(

1

R0(t)2
+ g′(R0(t))

)

,

❡t ❛✈❡❝ ξ ∈ H1(R) ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

η
′′
(y) −W ′′(q(y))η(y) = yq

′
(y),

U2 s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à

U2(y, t) = ξ(y)

(

1

R0(t)2
+ g′(R0(t))

)

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❢♦r♠❡❧✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ O(ǫ2) ❡t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uǫ(x, t) = q

(

d(x,Ωǫ)

ǫ

)

+O(ǫ2)

✸✳✸✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❇❡❧❧❡tt✐♥✐ ❡t P❛♦❧✐♥✐ ❬✶✷❪ ♣♦✉r
❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ∂Ω(t) ❡t g(x, t)

❙♦✐t T > 0✳ P♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ✢♦t ∂Ω(t) ❡st ✉♥ ✢♦t ♣❛r ❝♦✉❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ VN = κ+ g ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ g ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

g(., t) ∈W 3,∞(Rd), ∂tg ∈W 1,∞(Rd × (0, T )); ✭✸✳✶✶✮

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ∂Ω(t) ❡st ❛❧♦rs s✉♣♣♦sé❡ ré❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ] ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r n(x, t) ❡st ❞é✜♥✐
♣♦✉r t♦✉t x ∈ ∂Ω(t) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à Ω(t)✱ q✉✐ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❡st ❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧✬❡①tér✐❡✉r
❞❡ Ω(t)✳ ▲❡ s✐❣♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦té❡s κ1(x, t)✱✳✳✳✱κd−1(x, t) ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡ ❝❡s ❝♦✉r❜✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦✐❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡s s✉r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω(t) ❝♦♥✈❡①❡s✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ
❡t h s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r

κ(x, t) =
d−1
∑

i=1

κi(x, t), h(x, t) =
d−1
∑

i=1

κ2
i (x, t)

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∂Ω(t) ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐

Vn(x, t) = κ(x, t) + g(x, t), ∀(x, t) ∈ ∂Ω(t) ✭✸✳✶✷✮

♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱ Vn r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ∂Ω(t)✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n(., t)✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ d : R

d × [0, T ] → T ❞❡ ∂Ω(t) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

d(x, t) =











dist(x, ∂Ω(t)) si t ∈ [0, T ], ❡t x ∈ Ωc(t)

0 si t ∈ [0, T ], ❡t x ∈ ∂Ω(t)

−dist(x, ∂Ω(t)) si t ∈ [0, T ], ❡t x ∈ Ω(t),



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✸

❡t✱
∇d(x, t) = n(x, t) ∀t ∈ [0, T ], ∀x ∈ ∂Ω(t)

❙♦✐t D > 0✱ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ ∂Ω(t) ♥♦té Λ(t) ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ] ♣❛r

Λ(t) =
{

x ∈ R
d ; |d(x, t)| ≤ D

}

❡t Λ = ∪t∈[0,T ]Λ(t) × {t}

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✢♦t ∂Ω(t) s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

d, ∂td, ∂t∂xxd,∈ C0(Λ̄) ✭✸✳✶✸✮

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s D ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x, t) ∈ Λ✱ ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s(x, t) s✉r ∂Ω(t) t❡❧ q✉❡

dist(s(x, t), x) = |d(x, t)|

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ♦✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ f ❞é✜♥✐❡ à ♣r✐♦r✐
s✉r ∂Ω(t)✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦té❡ f̄ ✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r Λ ♣❛r

f̄(x, t) = f(s(x, t), t).

❙✐ f ❡st s❝❛❧❛✐r❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ∇d · ∇f̄ = 0 s✉r Λ✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✸✳✶✸✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

‖h̄‖L∞(Λ), ‖∂th̄‖L∞(Λ), ‖∇h̄‖L∞(Λ), ‖△h̄‖L∞(Λ) < +∞

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ d ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡






△d(x, t) =
∑d−1

i=1

−κ̄i

1 − d(x, t)κ̄i
= −κ̄(x, t) − d(x, t)h̄(x, t) +O(d2(x, t))

∂td(x, t) = −V̄n(x, t) = −κ̄− ḡ(x, t)

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✢♦t ∂Ω(t) ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r d ✿

dt −△d = −ḡ(x, t) + d(x, t)h̄(x, t) +O(d2(x, t)), ∀(x, t) ∈ Λ. ✭✸✳✶✹✮

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

❙♦✐t W : R → [0,+∞[✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ❞é✜♥✐ ♣❛r W (s) = 1
2(1 − s2)2✳ P♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱

♦♥ ♥♦t❡ uǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(P1)











∂tuǫ = △uǫ − 1
ǫ2

[

W
′
(uǫ) −

√

2W (uǫ)g
]

, ❞❛♥s R
d × (0, T ),

uǫ(., 0) = q

(

d(x, 0)

ǫ

)

∈ H1(Rd) ∩ L∞(Rd), ❞❛♥s R
d

♦ù ❧❡ ♣r♦✜❧ q ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❞é✜♥✐ ♣❛r

q = arg min
ζ

{
ˆ

R

1

2
ζ ′(s)2 +W (ζ(s))ds ; ζ ∈ H1

loc(R), ζ(−∞) = 1, ζ(+∞) = −1, ζ(0) = 0

}

.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
{

q
′′
(s) = W

′
(q), ∀s ∈ R, q′(s) = −

√

2W (q(s)),∀s ∈ R,



✸✳✸ ✸✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✻✾

❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ q(s) = − tanh(s)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c t❡❧❧❡
q✉❡

|q(s) + 1| ≤ −cq′(s), ∀s ∈]0,+∞[

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♣❧✉s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ ∈ H2(R)
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

ξ
′′
(s) −W

′′
(q(s))ξ(s) = sq′(s), ξ(0) = 0

◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ 3 ❞❡ ❬✶✷❪ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

|ξ(s)| ≤ −c(1 + s2)q′(s), |ξ′(s)| ≤ −c(1 + s2)q′(s), ∀s ∈ R

▲❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st
✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙♦✐t ǫ > 0✱ ❡t u, v ∈ L2(0, T,H2(Rd)) ∩H1(0, T ;L2(Rd)) t❡❧s q✉❡
{

∂tu−△u+ 1
ǫ2
W ′(u) − 1

ǫ

√

2W (u)g ≥ ∂tv −△v + 1
ǫ2
W ′(v) − 1

ǫ

√

2W (v)g ❞❛♥s R
d × (0, T )

u(x, 0) ≥ v(x, 0), ♣♦✉r x ∈ R
d

❛❧♦rs
u ≥ v, ❞❛♥s R

d × (0, T )

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶ ✳
❙♦✐t e = max(v−u, 0)✳ ❛❧♦rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r R

d✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

d

dt
‖e(., t)‖2

L2(Rd) ≤ 2

ǫ2
〈

W ′(u) −W ′(v) , e
〉

L2(Rd)
− 2

ǫ

〈(

√

2W ′(u) −
√

2W (v)
)

g , e
〉

L2(Rd)

≤ 2

ǫ2

〈

W ′
g(x)(u) −W ′

g(x)(v) , e
〉

L2(Rd)

♦ù ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ Wg(x)(s) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

W ′
g(x),ǫ(s) = W ′(s) − ǫ

√

2W (s)g(x), W (0) = 0.

▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s W ′
g(x)(s) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

W ′
g(x),ǫ(s) = W ′

l,g(x),ǫ(s) +W ′
i,g(x),ǫ(s)

♦ù W ′
l,g(x),ǫ(s) ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉ s✉r R✱ ❡t W ′

i,g(x),ǫ(s) ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡
e(x, 0) = 0✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡

‖e(., t)‖2
L2(Rd) ≤ 2 ǫ−2

ˆ t

0
|
〈

W ′
g(x)(u) −W ′

g(x)(v) , e(., τ)
〉

L2(Rd)
|dτ

≤
(

2 supx∈Rd{lip(W ′
l,g(x),ǫ)}

ǫ2

)

ˆ t

0
‖e(., τ)‖2

L2(Rd)dτ.

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ g s♦✐t ❜♦r♥é❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ {lip(W ′
l,g(x),ǫ)} < +∞

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈ (0, T )✱ ‖e(., t)‖L2(Rd) = 0✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱
e = 0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s R

d × (0, T )



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✸

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P1)

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P1) ♥♦té❡ v−ǫ ❡♥ ❡①✲
♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✜❧s ♠♦❞✐✜és
❙♦✐t δ ≥ 3✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ sǫ = δ| log(ǫ)| q✉✐ ✈ér✐✜❡

{

q(sǫ) = −1 + 2ǫ2δ(1 + ǫ2δ)−1 = −1 +O(ǫ2δ), q′(sǫ) = −(1 − q2(sǫ)) = O(ǫ2δ)

|ξ(sǫ)| = | log(ǫ)|2O(ǫ2δ), |ξ′(sǫ)| = | log(ǫ)|2O(ǫ2δ)

▲❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s qǫ ❡t ξǫ s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

qǫ(s) =























q(s) 0 ≤ s ≤ sǫ

Pq(s) sǫ ≤ s ≤ 2sǫ

−1 s > 2sǫ

−qǫ(−s) s < 0

, ξǫ(s) =























ξ(s) 0 ≤ s ≤ sǫ

Pξ(s) sǫ ≤ s ≤ 2sǫ

0 s > 2sǫ

−ξǫ(−s) s < 0

♦ù Pq(s) ❡t Pξ(s) s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 3 ❞é✜♥✐❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s qǫ ❡t ξǫ
s♦✐❡♥t C1(R) ✿

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✷✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ Pq(s)✳ ◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés
Pq(2sǫ) = −1 ❡t P ′

q(2sǫ) = 0 ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t Pq(s) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Pq(s) = α

(

2sǫ − s

sǫ

)3

+ β

(

2sǫ − s

sǫ

)2

− 1.

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés Pq(sǫ) = q(sǫ) ❡t P ′
q(sǫ) = q′(sǫ) ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉ s②stè♠❡

{

α+ β − 1 = q(sǫ)

−3α− 2β = sǫq
′(sǫ)

⇔
{

α = −sǫq
′(sǫ) − 2q(sǫ) − 2

β = 2q(sǫ) + 3 + sǫq
′(sǫ),

❡t ❛❧♦rs✱

Pq(s) = −
(

2sǫ − s

sǫ

)3
[

2(1 + q(sǫ)) + sǫq
′(sǫ)

]

+

(

2sǫ − s

sǫ

)2
[

sǫq
′(sǫ) + 3(1 + q(sǫ))

]

− 1.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

Pξ(s) = −
(

2sǫ − s

sǫ

)3
[

2ξ(sǫ)) + sǫξ
′(sǫ)

]

+

(

2sǫ − s

sǫ

)2
[

sǫξ
′(sǫ) + 3ξ(sǫ))

]

.

■❧ r❡ss♦rt ❛✐♥s✐ q✉❡

‖Pq + 1‖L∞(sǫ,2sǫ) ≤ C(|q(sǫ) + 1| + sǫ|q′(sǫ)|), ‖Pξ‖L∞(sǫ,2sǫ) ≤ C(|q(sǫ)| + sǫ|q′(sǫ)|)

‖P ′
q‖L∞(sǫ,2sǫ) ≤

C

sǫ
(|q(sǫ) + 1| + sǫ|q′(sǫ)|), ‖P ′

ξ‖L∞(sǫ,2sǫ) ≤ C
sǫ

(|q(sǫ)| + sǫ|q′(sǫ)|)

‖P ′′
q ‖L∞(sǫ,2sǫ) ≤

C

s2ǫ
(|q(sǫ) + 1| + sǫ|q′(sǫ)|), ‖P ′′

ξ ‖L∞(sǫ,2sǫ) ≤ C
s2
ǫ
(|q(sǫ)| + sǫ|q′(sǫ)|).

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s q✉❡

‖qǫ − q‖L∞(R) = o
(

ǫ2δ−1
)

, ‖ξǫ − ξ‖L∞(R) = o
(

ǫ2δ−1
)

, ✭✸✳✶✺✮



✸✳✸ ✸✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✼✶

❡t

q′′ǫ −W ′(qǫ) = o
(

ǫ2δ−1
)

, q′ǫ +
√

2W (qǫ) = o
(

ǫ2δ−1
)

, ξ′′ǫ −W ′(qǫ)ξǫ − sqǫ = o
(

ǫ2δ−1
)

✭✸✳✶✻✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s♦❧✉t✐♦♥s v−ǫ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P1)

P♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦❞✐✜é❡ d−ǫ (x, t) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

d−ǫ (x, t) = d(x, t) + c1(t)ǫ
2|log(ǫ)|2, (x, t) ∈ R

d × [0, T ]

♦ù c1 : [0, T ] →]0,+∞[ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡r❛ ♣❧✉s
t❛r❞✳ P♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ]✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❞❡ ♣❧✉s✱

Λ−
ǫ (t) =

{

x ∈ R
d ; |d−ǫ | < 2δǫ| log(ǫ)|

}

,

❡t
Λ−

ǫ = ∪t∈[0,T ]Λ
−
ǫ (t) × {t}

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ǫ0 > 0 ✭q✉✐ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ δ, c1(.), D✮ t❡❧ q✉❡ Λ−
ǫ (t) ⊂ Λ(t) ♣♦✉r

t♦✉t ǫ ≤ ǫ0 ❡t t ∈ [0, T ]✳ ❆✐♥s✐✱

d(x, t) = O(ǫ|log(ǫ)|), ∀(x, t) ∈ Λ−
ǫ . ✭✸✳✶✼✮

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ∇d−ǫ = ∇d ❡t ∇d−ǫ · ∇h̄ = 0 ❞❛♥s Λǫ✱ ✐❧ r❡ss♦rt ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✭✸✳✶✹✮ q✉❡

∂td
−
ǫ −△d−ǫ = ∂td−△d+ c′1ǫ

2| log(ǫ)|2 ✭✸✳✶✽✮

= −ḡ + d−ǫ h̄+ ǫ2| log(ǫ)|2
(

−c1h̄+ c′1
)

+O(ǫ2| log(ǫ)|2) ✭✸✳✶✾✮

❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ y(x, t) = d−ǫ (x, t)/ǫ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ vǫ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s R
d × [0, T ] ♣❛r

v−ǫ (x, t) =











qǫ(y) + ǫ2(h̄+ ∇d · ∇g)ξǫ(y) − c2ǫ
3|log(ǫ)|2 ❞❛♥s Λǫ,

−1 − c2ǫ
3| log(ǫ)|2 ❞❛♥s {d−ǫ ≥ 2δǫ| log(ǫ)|},

+1 − c2ǫ
3| log(ǫ)|2 ❞❛♥s {d−ǫ ≤ −2δǫ| log(ǫ)|},

♦ù c2 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ǫ q✉✬♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡r❛ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ❆✉ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉✲
❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ d s✉r Λ✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ vǫ ∈ L2(0, T ;H1

loc(R
d)) ∩H1(0, T ;L2

loc(R
d))✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ uǫ(., 0) ❡t vǫ(., 0)

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✶ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s uǫ(., 0) ❡t v−ǫ (., 0)✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡

vǫ(x, 0) ≤ uǫ(x, 0), ∀x ∈ R
d ✭✸✳✷✵✮

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ wǫ(x) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

wǫ(x) = q(y(x, 0)) + ǫ2(h̄(x, 0) + ∇d(x, 0) · ∇g(x, 0))ξ(y(x, 0)) − c2
2
ǫ3| log(ǫ)|2

▲✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✵✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

wǫ(x) ≤ uǫ(x, 0), ∀x ∈ R
d.



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✸

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✸✳✶✺✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱

v−ǫ = (v−ǫ (x, 0) − wǫ(x)) + wǫ(x) ≤ wǫ(x) −
c2
2
ǫ3| log(ǫ)|2 + o

(

ǫ2δ−1
)

≤ uǫ(x, 0) − c2
2
ǫ3| log(ǫ)|2 + o(ǫ2δ−1) ≤ uǫ(x, 0),

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ wǫ(x) ❡st ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à uǫ(x, 0) ✿

wǫ(x) − uǫ(x, 0) =
[

q(d−ǫ (x, 0)/ǫ) − q(d(x, 0)/ǫ)
]

+ ǫ2(h̄(x, t) + ∇d(x, 0) · ∇g(x, 0))ξ(y(x, 0)) − c2
2
ǫ3| log(ǫ)|2

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳ ❆✈❡❝ z = d(x, 0)/ǫ ❡t y = d−ǫ (x, 0)/ǫ = z + c1(0)ǫ log(ǫ)2✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡

2q′(y) ≤ q′(s) ≤ 1

2
q′(y),

♣♦✉r t♦✉t s ∈ [z, y] ❡t ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ (log(q′))′ = q′′

q′ = W ′(q)

−
√

2W (q)
= 2q ∈ L∞(R)✱ ❛✐♥s✐✱

log(q′) ❡st 2 ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❡t
∣

∣

∣

∣

log

(

q′(t1)
q′(t2)

)∣

∣

∣

∣

=
∣

∣log(q′(t1)) − log(q′(t2))
∣

∣ ≤ 2|t2 − t1|

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❛✈❡❝ |t2 − t1| ≤ c1(0)ǫ log(ǫ)2✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱

q′(t1)
q′(t2)

≥ exp(−2|t2 − t1|) ≥ exp(−2c1(0)ǫ| log(ǫ)|2) ≥ 1

2
,

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
q′(t1)
q′(t2)

≤ exp(2|t2 − t1|) ≤ exp(2c1(0)ǫ| log(ǫ)|2) ≤ 2.

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

I1 = q(d−ǫ (x, 0)/ǫ) − q(d(x, 0)/ǫ) = q(d−ǫ (x, 0)/ǫ) − q

(

d−ǫ (x, 0) − c1(0)ǫ2|log(ǫ)|2
ǫ

)

≤ 1

2
q′(d−ǫ (x, 0)/ǫ)c1(0)ǫ|log(ǫ)|2

❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝

I2 = ǫ2(h̄(x, 0) + ∇d(x, 0) · ∇g(x, 0))ξ(y) ≤ −cǫ2(1 + |y|2)q′(y)

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ s✐ |y| = |dǫ/ǫ| > 2| log(ǫ)|✱ ❛❧♦rs |q′(y)| ≤ cǫ2 ❡t ❧❡ t❡r♠❡ I2 ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❡
t❡r♠❡ ♥é❣❛t✐❢ − c2

2 ǫ
3|log(ǫ)|2✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ |y| < 2| log(ǫ)|✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ❧❡ t❡r♠❡ I1 q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ ❝♦♥trô❧❡r I2✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c2 s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r
❧✬✐♥é❣❛❧✐té

vǫ(., 0) ≤ uǫ(., 0)
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▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v−ǫ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (P1) ✿

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

v−ǫ (x, t) =











qǫ(d
−
ǫ /ǫ) + ǫ2(h̄+ ∇d · ∇g)ξǫ(d−ǫ /ǫ) − c2ǫ

3|log(ǫ)|2 ❞❛♥s Λǫ,

−1 − c2ǫ
3| log(ǫ)|2 ❞❛♥s {d−ǫ ≥ 2δǫ| log(ǫ)|},

1 − c2ǫ
3| log(ǫ)|2 ❞❛♥s {d−ǫ ≤ −2δǫ| log(ǫ)|},

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡

∂tv
−
ǫ −△v−ǫ +

1

ǫ2
W ′(v−ǫ ) − 1

ǫ

√

2W (v−ǫ )g ≤ 0, ♣♦✉r (x, t) ∈ R
d × (0, T ) ✭✸✳✷✶✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ (x, t) ∈ Λǫ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

∂tv
−
ǫ =

1

ǫ
q′ǫ(y)∂td

−
ǫ + ǫ2(∂t

[

h̄+ ∇d · ∇g
]

)ξǫ(y) + ǫ(h̄+ ∇d · ∇g)ξ′ǫ(y)∂tdǫ ✭✸✳✷✷✮

=
1

ǫ
q′ǫ(y)∂td

−
ǫ +O(ǫ), ✭✸✳✷✸✮

∇v−ǫ =
1

ǫ
q′ǫ(y)∇d−ǫ + ǫ2(∇

[

h̄+ ∇d · ∇g
]

)ξǫ(y) + ǫ(h̄+ ∇d · ∇g)ξ′ǫ(y)∇d−ǫ

❡t

△v−ǫ =
1

ǫ2
q′′ǫ (y) +

1

ǫ
q′ǫ(y)△d−ǫ + (h̄+ ∇d · ∇g)ξ′′ǫ (y) +O(ǫ) ✭✸✳✷✹✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✸✳✷✸✮✱ ✭✸✳✷✹✮ ❡t ✭✸✳✶✽✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∂tv
−
ǫ −△v−ǫ = − 1

ǫ2
q′′ǫ (y) +

1

ǫ
q′ǫ(y)∂td

−
ǫ − 1

ǫ
q′ǫ(y)△dǫ − (h̄+ ∇d · ∇g)ξ′′ǫ (y)

= − 1

ǫ2
q′′ǫ (y) +

1

ǫ
q′ǫ(y)

[

∂td
−
ǫ −△d−ǫ

]

− (h̄+ ∇d · ∇g)ξ′′ǫ (y)

= − 1

ǫ2
q′′ǫ (y) +

1

ǫ
q′ǫ(y)

[

−ḡ + ǫyh̄− ǫ2| log(ǫ)|2
(

c1h̄− c′1
)]

− (h̄+ ∇d · ∇g)ξ′′ǫ (y) +O(ǫ log(ǫ)2)

❡t

∂tv
−
ǫ −△v−ǫ =

1

ǫ2
q′′ǫ (y) − 1

ǫ

[

q′ǫ(y)ḡ
]

+
[

q′ǫ(y)yh̄− (h̄+ ∇d · ∇g)ξ′′ǫ (y)
]

✭✸✳✷✺✮

− ǫ| log(ǫ)|2
[

q′ǫ(y)
(

c1h̄− c′1
)]

+O(ǫ| log(ǫ)|2) ✭✸✳✷✻✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s Λǫ✱

g(x, t) = g(s(x, t) + d∇d, t) = ḡ + d∇d · ∇̄g +O(d2)

= ḡ + ǫy∇dǫ · ∇̄g − c1ǫ
2| log(ǫ)|2∇dǫ · ∇̄g +O(ǫ2|log(ǫ)|2)

❆✐♥s✐

1

ǫ2
W ′(v−ǫ ) =

1

ǫ2
W ′(qǫ) +W ′′(qǫ)(h̄+ ∇d · ∇g)ξǫ −W ′′(qǫ)c2ǫ log(ǫ)2 +O (ǫ) , ✭✸✳✷✼✮



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✸

❊t

1

ǫ

√

2W (v−ǫ )g =
1

ǫ

√

2W (qǫ)g +O(ǫ)

=
1

ǫ

√

2W (qǫ)
[

ḡ + ǫy∇dǫ · ∇̄g − c1ǫ
2| log(ǫ)|2∇d−ǫ · ∇̄g

]

+O(ǫ log(ǫ)2)

= −1

ǫ
q′ǫ
[

ḡ + ǫy∇d−ǫ · ∇̄g − c1ǫ
2| log(ǫ)|2∇d−ǫ · ∇̄g

]

+O(ǫ log(ǫ)2)

= −1

ǫ
q′ǫ
[

ḡ + ǫy∇d−ǫ · ∇g − c1ǫ
2| log(ǫ)|2∇d−ǫ · ∇g

]

+O(ǫ log(ǫ)2)

❊♥ ❡✛❡t✱
{

q′ǫ +
√

2W (qǫ) = o(ǫ2δ−1)

yq′ǫ∇d · (∇g − ∇̄g) = O(ǫ|log(ǫ)|)
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❜✐❡♥ q✉❡

1

ǫ

√

2W (v−ǫ )g = −1

ǫ
q′ǫ
[

ḡ + ǫy∇d−ǫ · ∇g − c1ǫ
2| log(ǫ)|2∇dǫ · ∇g

]

+O(ǫ log(ǫ)2) ✭✸✳✷✽✮

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✸✳✷✻✮✱ ✭✸✳✷✻✮ ❡t ✭✸✳✷✽✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

∂tv
−
ǫ −△v−ǫ +

1

ǫ2
W ′(v−ǫ ) − 1

ǫ

√

2W (v−ǫ )g = I1 + I2 + I3 + I4 +O(ǫ log(ǫ)2)

❆✈❡❝✱






















I1 = − 1
ǫ2

[q′′ǫ (y) −W ′(qǫ(y))] = o(ǫ2δ−3),

I2 = 1
ǫ q

′
ǫ [ḡ − ḡ] = 0,

I3 = −(h̄+ ∇d · ∇g) [ξ′′ǫ (y) −W ′′(qǫ)ξǫ − yq′ǫ] = o(ǫ2δ−1)

I4 = ǫ log(ǫ)2
[

−q′ǫ(c1h̄− c′1 − c1∇d · ∇̄g) − c2W
′′(qǫ)

]

■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ c1 ❡t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c2 ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ I4 s♦✐t
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ O(ǫ log(ǫ)2)✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ K = ‖h‖L∞(∂Ω) +
‖∇g‖L∞(Rd×(0,T ))✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ c1(t) ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

c1(t) = c exp((1 +K)t),

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
−ǫ log(ǫ)2q′ǫ(c1h̄− c′1 −∇d · ∇̄gc1) ≤ c1(t)ǫ log(ǫ)2q′ǫ

❆✐♥s✐✱

I4 ≤ −ǫ log(ǫ)2c2

(

−c1(t)
c2

q′ǫ +W ′′(qǫ)

)

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t ❡♥✜♥ q✉❡ −c3q′ǫ + W ′′(qǫ) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c3 s✉✛✲
✐s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c ❡t c2✱ ♣♦✉r
q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t ❛ss✉ré❡ ✿

∂tvǫ −△vǫ +
1

ǫ

[

W ′(vǫ) − g
√

2W (vǫ)
]

≤ 0, ❞❛♥sΛǫ

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ (x, t) ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s Λǫ ✿

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ vǫ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

vǫ = ±1 − c2ǫ
3| log(ǫ)|2.



✸✳✸ ✸✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✼✺

❆✐♥s✐ ∂tvǫ = 0✱ △vǫ = 0 ❡t







1
ǫ2
W ′(vǫ) = 1

ǫ2

[

W ′(±1) −W ′′(±1)c2ǫ
3| log(ǫ)|2 +O(ǫ3)

]

= −W ′′(±1)c2ǫ| log(ǫ)|2 +O(ǫ)

1
ǫ

√

2W (vǫ)g = 1
ǫ

[

√

2W (±1)g −
(√

2W
)′

(±1)gc2ǫ
3| log(ǫ)|2 +O(ǫ3)

]

= O(ǫ2 log(ǫ)2)

❆✐♥s✐✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ W ′′(±1) > 0✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r c2 s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r
q✉❡

∂tvǫ −△vǫ +
1

ǫ

[

W ′(vǫ) − g
√

2W (vǫ)
]

≤ 0, ❞❛♥s R
d \ Λǫ

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

v−ǫ (x, t) ≤ uǫ(x, t), ∀(x, t) ∈ R
d × [0, T ]

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✸✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

v+
ǫ (x, t) =











qǫ(y) + ǫ2(h̄+ ∇d · ∇g)ξǫ(y) + c2ǫ
3| log(ǫ)|2 ❞❛♥s Λǫ,

−1 + c2ǫ
3| log(ǫ)|2 ❞❛♥s {dǫ ≥ 2δǫ| log(ǫ)|},

+1 + c2ǫ
3| log(ǫ)|2 ❞❛♥s {dǫ ≤ −2δǫ| log(ǫ)|},

❛✈❡❝ y = d+
ǫ /ǫ ❡t

d+
ǫ (x, t) = d(x, t) − c1(t)ǫ

2 log(ǫ)2.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐r❛ ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ q✉❡

v+
ǫ (x, t) ≥ uǫ(x, t), ∀(x, t) ∈ R

d × [0, T ]

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
♣❤❛s❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✬❡①♣❧✐❝✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❙♦✐t ∂Ω(t) ✉♥ ✢♦t ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ✭✸✳✶✸✮ ❛✈❡❝
❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ g s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✸✳✶✶✮✳ P♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ❙♦✐t uǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q

(

d(x, 0)

ǫ

)

✳ ❆✈❡❝ ∂Ωǫ =
{

x ∈ R
d ; uǫ(x, t) = 0

}

✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ǫ0 > 0 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ∂Ω✱
g ❡t T t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0 < ǫ ≤ ǫ0

∂Ωǫ(t) ⊆
{

x ∈ R
d ; dist(x, ∂Ω(t)) ≤ Cǫ2| log(ǫ)|2

}

, ∀t ∈ [0, T ] ✭✸✳✷✾✮

✭✸✳✸✵✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✻✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✸✳✷✾✮✳ ❙♦✐t t ∈ [0, T ] ❡t x ∈ ∂Ωǫ✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ x ∈ Λ(t)✳ ❊♥ ❡✛❡t uǫ(x, t) = 0 ❡t

v−ǫ (x, t) ≤ uǫ(x, t) = 0 ≤ v+
ǫ (x, t) ✭✸✳✸✶✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x 6∈ Λ(t)✳ ❆❧♦rs ❝♦♠♠❡ Λ±
ǫ (t) ⊆ Λ(t)✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ x 6∈ Λ±

ǫ (t)✱ ❡t ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r
ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ v−ǫ (x, t) ❡t v+

ǫ (x, t) ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ✿ ♦r ❝❡❝✐ ❡st ❡♥

❝♦♥tr❛❞✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✸✳✸✶✮✳ ❆✐♥s✐✱ x ∈ Λ(t)✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ v−ǫ (x, t) = qǫ

(

d−ǫ (x,t)
ǫ

)

+ O(ǫ2) ≤ 0 ❡t



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✹

❞♦♥❝ qǫ
(

d−ǫ (x,t)
ǫ

)

≤ O(ǫ2)✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ q′(0) = −1✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ d−ǫ (x, t)/ǫ ≥ O(ǫ2)✱ ❝❡ q✉✐

♠♦♥tr❡ q✉❡ d(x, t) ≥ O(ǫ2| log(ǫ)|2)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ v+
ǫ = qǫ

(

d+
ǫ (x,t)

ǫ

)

+O(ǫ2) ≥ 0✱

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ d+
ǫ (x, t)/ǫ ≤ O(ǫ2) ❡t q✉❡ d(x, t) ≤ O(ǫ2| log(ǫ)|2)✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱

|d(x, t)| ≤ O(ǫ2 log(ǫ)2).

▲✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✾✮ ❡st ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré❡✳

✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

✸✳✹✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à tr❛✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ △u✱ ❡t ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✱ W

′
1,ǫ(u) ♦✉ W

′
2,ǫ(u)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ➱q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❢♦r❝é❡

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥











Un
Fourier = FFT [Un]

U
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2|k|2δtUn

Fourier[k]

Un+1/2 = IFFT [U
n+1/2
Fourier]

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

Un+1 = Un+1/2 − δt
ǫ2

[

W
′
(Un+1/2) − ǫ CW

(

g + ~f.
∇Un+1/2

|∇Un+1/2|

)]

✹✿ ✜♥

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✭✻✮✱ ❛✈❡❝ C∞ = sup|g| + |∇f |✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ δt ❡t ǫ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✐s❝r❡t

∀s ∈ [0, 1] ,

(

s− δt
ǫ2

(

W
′
(s) + ǫ

√

2W (s)C∞
)

)

∈ [0, 1]

■❧ s✉✣t ❥✉st❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ g : s→ s−a
(

W
′
(s) + C∞ǫ

√

2W (s)
)

♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉

❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧

W (s) = 1
2s

2(1 − s)2✱ ❛❧♦rs W
′′
(s) = 6s2 − 6s+ 1✱

√

2W (s) = (1 − s)s ❡t
[

√

2W (s)
]′

= 1 − 2s✳

❆✐♥s✐✳

g
′
(s) = 1 − a(W

′′
(s) + C∞ǫ

√

2W (s)
′
)

= 1 − a
[

(6s2 − 6s+ 1) + C∞ǫ(1 − 2s)
]

= −6a

[

s2 − s

(

1 +
C∞ǫ

3

)

+

(

1

6
+
C∞ǫ

6
− 1

6a

)]



✸✳✹ ✸✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✼✼

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ➱q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❢♦r❝é❡

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥











Un
Fourier = FFT [Un]

U
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2|k|2δtUn

Fourier[k]

Un+1/2 = IFFT [U
n+1/2
Fourier]

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

Un+1 = Un+1/2 − δt
ǫ2

[

W
′
(Un+1/2) − ǫ

(

g + ~f.
∇Un+1/2

|∇Un+1/2|

)

√

2W (Un+1/2)

]

✹✿ ✜♥

▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ s♦♥t

x1 = 1/2 + C∞ǫ/6 −
√

1 + 2/a

12
+ (C∞ǫ/6)2

x2 = 1/2 + C∞ǫ/6 +

√

1 + 2/a

12
+ (C∞ǫ/6)2

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x1 ≤ 0 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

x1 ≤ 0 ⇐⇒ 1/2 + C∞ ǫ/6 ≤
√

1 + 2/a

12
+ (C0 ǫ/6)2

⇐⇒ (1/2 + C∞ ǫ/6)2 ≤ 1 + 2/a

12
+ (C∞ ǫ/6)2

⇐⇒ 1/4 + C∞ ǫ/6 ≤ 1 + 2/a

12
⇐⇒ 1 + C∞ǫ ≤ 1/a

⇐⇒ a ≤ 1

1 + C∞ ǫ
.

❊t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x2 ≥ 1 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

x2 ≥ 1 ⇐⇒ 1/2 − C∞ ǫ/6 ≤
√

1 + 2/a

12
+ (C0 ǫ/6)2

⇐⇒ (1/2 − C∞ ǫ/6)2 ≤ 1 + 2/a

12
+ (C∞ ǫ/6)2

⇐⇒ 1/4 − C∞ ǫ/6 ≤ 1 + 2/a

12
⇐⇒ 1 − C∞ǫ ≤ 1/a

⇐⇒ a ≤ 1

1 − C∞ ǫ

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té q✉✐ r❡ss♦rt ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

δt ≤
ǫ2

1 + |C∞| ǫ
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P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W ❡st ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ré❣✉❧✐❡r✱ ❡t

M = sup
s∈[0,1]

{

W
′′
(s) + |C∞|ǫ

√

W (s)
′
}

❆❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ δt < M−1ǫ2 ❞❡✈r❛✐t ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✹✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C∞ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1
ǫ ✱ ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts W1,ǫ ❡t W2,ǫ

♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❧✉s q✉✬✉♥ s❡✉❧
♣✉✐ts✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ♣❡t✐t ❞❡✈❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ−1✳

✸✳✹✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉✐t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡
❞❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à 1

c ✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R0✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γt ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡
❡t s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ✭❝❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡✮ ❞♦♥t ❧❡ r❛②♦♥ R(t) ✈ér✐✜❡ ❧✬❊❉❖

{

dR
dt = − 1

R + 1
c

R(0) = R0

❆♣rès rés♦❧✉t✐♦♥✱
R(t) + c ln(|c−R(t)|) = R0 + c ln(|c−R0|) + t/c

❊t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 1/c < 1/R0 ✮ ✈ér✐✜❡

text = −c
(

c ln

(

1 − R0

c

)

+R0

)

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✺✳ ❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ 2 s✉r C ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ∞ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r
❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R0✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st✐♠❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡t s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✺✮ ♣rés❡♥t❡ ❝❡tt❡
❡rr❡✉r ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ❞❡✉① ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡t ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧✬♦r❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ O(ǫ2|ln(ǫ)|2)✳

✸✳✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡s
❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧s

▲❡s ✜❣✉r❡s ✭✸✳✻✮✱ ✭✸✳✼✮ ❡t ✭✸✳✽✮ ♣rés❡♥t❡♥t q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ s❝❛❧❛✐r❡s ❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s N = 28✱ ǫ = 1

N ❡t δt = ǫ2 ❡t W (s) = 1
2s

2(1 − s)2✳
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✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✹

t = 3.0518e−05

ε = 0.0039062,    δ
t
 = 1.5259e−05,    N=256   ∇ f = ∇ (x2 + y2)
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256∇⊥‖x‖2
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❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦r❝✐♥❣ f(x) =
256∇⊥‖x‖ℓ2



✸✳✺ ✸✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✽✶

✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✜♥ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ✿

✸✳✺✳✶ ■❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ≃ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é✱ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ Ω(t) ❞♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γt s✉✐t ❧❛ ❧♦✐

VN = −κ(x) + κ̄ = −κ+

 

Γt

κ(s)ds

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ g(t) =
´

Γt
κ(s)ds ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❝♦♥s✐st❡r❛✐t à tr❛✐t❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡ t❡r♠❡✱ ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡
✐♥té❣r❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ uǫ(x, t)✳ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ g(t) =

´

Γt
κ(s)ds✳ ▲✬✐❞é❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rr❛♠♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡r ❡st q✉❡ s✐ ❧❡ ✢♦t Γt ❡st

s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ❛❧♦rs✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞❡ Ω(t) ❧♦rsq✉❡ ǫ ❡st ♣❡t✐t ❡t✱

|Ω(t)| ≃
ˆ

Rd

u(x, t)dx.

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❙♦✐t E✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R
d✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❞❡ ♣❧✉s uǫ = q

(

¯dist(x,E)
ǫ

)

✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐tsW ❛ss♦❝✐é à q ♣♦ssè❞❡ s❡s ♣✉✐ts ❡♥ 0 ❡t 1 ❡t ❡st s②♠étr✐q✉❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ {s = 1

2}✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ∀s ∈ R, q(s) = 1 − q(−s)✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦✜❧ q ❡st ❞❡
♣❧✉s à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ +∞✱ ❛❧♦rs✱

|E| =

ˆ

Rd

uǫdx+O(ǫ2)

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✻✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts W (s) = 1
2s

2(1 − s)2✱ ❧❡ ♣r♦✜❧
q ❡st é❣❛❧ à q(s) = 1

2 − 1
2 th

(

s
2

)

✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts✱
q(s) = 1 − q(s) ❡t q✉❡ q(s) ≃ e−s ❡♥ +∞✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✷✳
❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲❛✐r❡ ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱

ˆ

Rd

uǫdx =

ˆ

Rd

q

( ¯dist(x,E)

ǫ

)

dx =

ˆ

R
h(s)q

(s

ǫ

)

ds

=

ˆ

s<0
h(s)ds+

ˆ

s<0
h(s) (q(s/ǫ) − 1) ds+

ˆ

s>0
h(s) (q(s/ǫ)) ds

= |E| +
ˆ

s>0
−h(−s)q(s/ǫ)ds+

ˆ

s>0
h(s) (q(s/ǫ)) ds

= |E| +
ˆ

s>0
[h(s) − h(−s)] q(s/ǫ)ds

= |E| + ǫ

ˆ

s>0
[h(sǫ) − h(−sǫ)] q(s)ds,



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✺

♦ù h(s) = |Dχd̄≤s|(Rd)✳
▲❡ ♣r♦✜❧ q ❡st à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s→ h(s) ❡st à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ✭h(s) ≃
sd−1 q✉❛♥❞ s→ +∞ ✮✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱

ˆ

s>0
[h(sǫ) − h(−sǫ)] q(s)ds =

ˆ

s∈[0,|ln(ǫ)|]
[h(sǫ) − h(−sǫ)] q(s)ds+ 0(ǫ).

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ E ❡st s✉♣♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡st ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ③ér♦
❡t

ˆ

s∈[0,|ln(ǫ)|]
[h(sǫ) − h(−sǫ)] q(s)ds =

ˆ

s∈[0,|ln(ǫ)|]

[

2h
′
(0)sǫ+O(ǫ2s2)

]

q(s)ds = O(ǫ),

❝❛r
´

s>0 s
mq(s)ds <∞ ♣♦✉r m ∈ N✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
ˆ

Rd

uǫdx = |E| +O(ǫ2).

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ k(t) q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♠❛ss❡
❞❡ uǫ ✿

ˆ

Rd

uǫ(x, t)dx = V0

❈✬❡st ✐❝✐ q✉✬❛♣♣❛r❛ît ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡
♥♦♥ ♥✉❧✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s u1

ǫ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

u1
ǫ = q

(

d(x,Ωǫ
1)

ǫ

)

+O(ǫ), ❛✈❡❝ Ωǫ
1(t) =

{

x ∈ R
d ; u1

ǫ (x) =
1

2

}

,

❡t

|Ωǫ
1| =

ˆ

Rd

u1
ǫdx+O(ǫ).

P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s u2
ǫ ❞❡✈r❛✐❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡

u2
ǫ = q

(

d(x,Ωǫ
2)

ǫ

)

+O(ǫ2), ❛✈❡❝ Ωǫ
2(t) =

{

x ∈ R
d ; u2

ǫ (x) =
1

2

}

,

❡t

|Ωǫ
2| =

ˆ

Rd

u2
ǫdx+O(ǫ2).

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❞✬♦r❞r❡ O(ǫ) ♣♦✉r
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t
❝♦♠♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ O(ǫ2)✳

✸✳✺✳✷ ❆✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ k : t → k(t) q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛ss❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ uǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

{

ut = △u− 1
ǫ2

(W
′
(u) − ǫcWk(t))

u0 = q
(

d(x,Ω0

ǫ

)

, ❆✈❡❝ ❞❡s ❈▲ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t x ∈ [0, 1]d



✸✳✺ ✸✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✽✸

❆♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱

∂t

(

ˆ

[0,1]d
uǫ(x, t)dx

)

=
1

ǫ2

ˆ

[0,1]d
W

′
(uǫ)dx− 1

ǫ
k(t)cW ,

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

k(t) =
1

cW ǫ

ˆ

[0,1]d
W

′
(uǫ)dx.

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❝♦♥s❡r✈é❡ ✭✸✳✸✷✮

ut = △u− 1

ǫ2

(

W
′
(u) −

ˆ

[0,1]d
W

′
(u)dx

)

. ✭✸✳✸✷✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢✉t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ❡t ❙t❡r♥❜❡r❣ ❬✾✼❪✳ ■❧s ét✉❞✐èr❡♥t ❛✐♥s✐
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✸✷✮ ✈❡rs ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é✳ ❯♥❡
❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇r♦♥s❛r❞ ❡t
❙t♦t❤ ❬✶✻❪✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ Γt ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r t ∈ [0, T ] ♦ù ❧❡s ✈✐t❡ss❡s
♥♦r♠❛❧❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈ér✐✜❡♥t

VN = −κ+ g + ∇f.~n+

ˆ

Γt

[κ(s) − g(s) −∇f(s).~n(s)] ds,

❧❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s

ut = △u− 1

ǫ2

(

W
′
(u) − ǫcW g − ǫcW

~f.∇u
|∇u| + k(t)

)

,

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

k(t) =

ˆ

[0,1]d

[

ǫcW g + cW
~f.∇u
|∇u| −W

′
(u)

]

dx.

✸✳✺✳✸ ❆✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ k(t) q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ uǫ✱ ♦ù uǫ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿

ut = △u− 1

ǫ2
W

′
(u) +

1

ǫ

√

2W (u)g(t)

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré s✉r R
d t♦✉t ❡♥t✐❡r ❡t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡

ˆ

Rd

ut(x, t)dx = − 1

ǫ2

ˆ

Rd

[

W
′
(u(x, t)) − ǫ

√

2W (u(x, t))k(t)
]

dx.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs

k(t) = 1/ǫ

´

Rd W
′
(u(x, t))dx

´

Rd

√

2W (u(x, t))dx
.



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✺

❆✐♥s✐✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r



















uǫ
t(x, t) = △uǫ(x, t) − 1

ǫ2

[

W
′
(uǫ) −

´

Rd W
′
(uǫ(x, t))dx

´

Rd

√

2W (uǫ(x, t))dx

√

2W (uǫ)

]

uǫ(x, 0) = q

(

d(x,Γ0)

ǫ

)

.

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉✐t ❧❛ ❧♦✐

VN = −κ+ g + ∇f.~n+

ˆ

Γt

[κ(s) − g(s) −∇f(s).~n(s)] ds,

❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥

ut = △u− 1

ǫ2

(

W
′
(u) − ǫ

[

g + ~f.
∇u
|∇u| − k(t)

]

√

2W (u)

)

,

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ k q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✈ér✐✜❡

k(t) =

´

Rd

[

ǫg
√

2W (u) + ǫ
~f.∇u
|∇u|

√

2W (u) −W
′
(u)
]

dx

ǫ
´

Rd

√

2W (u)dx
.

✸✳✺✳✹ ❙❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

▲❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉r st❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s tr❛✐té❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ➱q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❢♦r❝é❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥











Un
Fourier = FFT [Un]

U
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2|k|2δtUn

Fourier[k]

Un+1/2 = IFFT [U
n+1/2
Fourier]

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

Un+1 = Un+1/2 − δt
ǫ2

[

W
′
(Un+1/2) − ǫ CW

(

g + ~f.
∇Un+1/2

|∇Un+1/2|

)]

✹✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡

Un+1 = Un+1 +

 

U0dx−
 

Un+1dx

✺✿ ✜♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ✧❧é❣❡r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣✉✐ts✧✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❡st ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts W (s) = 1

2s
2(1 − s)2✳



✸✳✺ ✸✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✽✺

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ➱q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❢♦r❝é❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥











Un
Fourier = FFT [Un]

U
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2|k|2δtUn

Fourier[k]

Un+1/2 = IFFT [U
n+1/2
Fourier]

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r à ♣r✐♦r✐ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

k = −
´

[

W
′
(Un+1/2) − ǫ

(

g + ~f. ∇Un+1/2

|∇Un+1/2|

)

√

W (Un+1/2)
]

dx

ǫ
´

[

√

W (Un+1/2)
]

dx

✹✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

Un+1 = Un+1/2 − δt
ǫ2

[

W
′
(Un+1/2) − ǫ

(

g + ~f.
∇Un+1/2

|∇Un+1/2| + k

)

√

W (Un+1/2)

]

✺✿ ✜♥

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡st✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ Ω0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R0 = 0.25✳ ▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Ω(t) = Ω0 ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❛✐♥s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs
rés♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳
◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✾✮✱ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωǫ(t) ❛✉ t❡♠♣s
t = 0.1✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t ✿ δx = 2−8 ❡t δt = δ2x✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❡♥ O(ǫ) ♣♦✉r ❧❡
♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❡t ❡♥ O(ǫ2) ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✳
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V
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Mean curvature flow with volume contraint

 

 

first model

second model

❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ❖r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ǫ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s

❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡st✱ ♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ g ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♣❡rt❡s
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✺

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❝❡♥tré ❡♥ ③ér♦✱ ❞❡ r❛②♦♥ R0 = 0.25 ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
❢♦rç❛❣❡ ✐s♦tr♦♣❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ g = cg cos(8π|x|)✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥✬é✈♦❧✉❡
♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ✈❛r✐❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ cg ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ♦❜t❡♥✉s
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❡r❝❧❡s ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ cg✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ r❛②♦♥ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡ ❞❡
✭✸✳✶✵✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
✜❣✉r❡ ❞❡ ✭✸✳✶✵✮ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡✳
❈❡ t❡st ♠❡t ❞♦♥❝ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ s♦♥t é❧❡✈és✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦ù ❧❡s ♣❡rt❡s
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡st❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳

ε = 0.0078125,    δ
t
 = 6.1035e−05,    N=128

 With the first model 
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With our model 
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❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ✕ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦r❝✐♥❣ ✿ à ❣❛✉❝❤❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ à ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡

❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❧❛r❣❡ ♣❛♥❡❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t t❡sté ❧❡s
♣❡rt❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é ♦ù ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ♥♦tés C0 ❡t C1 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r❡s♣❡❝t✐❢ R0 ❡t
R1 ❛✈❡❝ R1 > R0✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t✱
à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω(t) ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ R0(t) ❡t R1(t) ♦ù R0(t) ❡t
R1(t) s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬EDO ❝♦✉♣❧é s✉✐✈❛♥t

{

dR0
dt = − 1

R0
+ 2

R0+R1
dR1
dt = − 1

R1
+ 2

R0+R1

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✼✳ ❊♥ s♦♠♠❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r R0(t) ❛✈❡❝ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡
♣❛r R1(t)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡

dR0(t)

dt
R0(t) +

dR1(t)

dt
R1(t) =

1

2

d
(

R2
0(t) +R2

1(t)
)

dt
= 0

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ R2
0(t) +R2

1(t) ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❢♦rt❡ ❜✐❡♥ ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω(t) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❡st ❝♦♥st❛♥t✳



✸✳✺ ✸✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✽✼

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ♠✉❧t✐♣❧✐é❡s ♣❛r R0(t) +R1(t)✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡

d [R0(t)R1(t)]

dt
= 2 − R2

0 +R2
1

R0(t)R1(t)
,

❡t
1

2
(R0(t)R1(t) −R0R1) +

R2
0 +R2

1

2
ln

(

R1(t) −R0(t)

R1 −R0

)

= t.

❆✐♥s✐✱ ❧❡ r❛②♦♥ R0(t) ❞✐♠✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à s✬❛♥♥✉❧❡r ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥

text =
R2

0 +R2
1

4
ln

(

1 +
2R0R1

(R1 −R0)2

)

− R0R1

2
.

ε = 0.0039062,    δ
t
 = 1.5259e−05,    N=256
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ε = 0.0039062,    δ
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 = 5.2632e−05,    N=256

 

 

ε = 1/2

ε = 2/N

ε = 4/N

exact

❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ✿
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ R0 = 0.1 ❡t R1 = 0.15

ε = 0.0039062,    δ
t
 = 1.5259e−05,    N=256
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ε = 1/2

ε = 2/N

ε = 4/N

exact

❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞✲
è❧❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ R0 = 0.1 ❡t R1 = 0.15

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✶✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s
❛✣❝❤♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ∂Ωǫ(t) ♦❜t❡♥✉❡s à ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s
t✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ Ω(t) ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❡r❝❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✺

❥✉sq✉✬à ❞✐s♣❛r❛îtr❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦ss✐t ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Vmax =
π
(

R0(0)2 +R1(0)2
)

✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s r❛②♦♥s t → Rǫ
0(t) ❡t t → Rǫ

1(t) ❡st✐♠és
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s r❛②♦♥s ✭♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡
4✮✳ ❱✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞✉
♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❡r❝❧❡ ❡st ❡♥ O(ǫ) ✿ ❝❡❝✐ ❝♦♥❢♦rt❡ ❛✐♥s✐ ♥♦tr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❡♥ O(ǫ)✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✷✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❛✈❡❝ ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡✱ ♦ù s♦♥t tr❛❝és ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ∂Ωǫ(t)✱ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✲
❢♦✐s ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✜❣✉r❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❡t✐t ❝❡r❝❧❡ ❡♥ O(ǫ2)✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝✱ ❛✉
♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ q✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥
O(ǫ2 log(ǫ)2)✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❧❡s
r❡❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s t❡sts s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳

◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✸✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❝♦♥s❡r✈é ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥s♣✐rés ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘✉✉t❤ ❡t ❲❡tt♦♥ ❬✾✾❪
♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω(t) ♦♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥st❛♥t V0 ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ t❡♠♣s ❡t s❡ st❛❜✐❧✐s❡♥t ✈❡rs ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ V0✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡st té♠♦✐❣♥❡ ❞❡ t♦✉t❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ét✉❞✐és ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✸✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ~f q✉✐ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡
❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❡♥✜♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t✐❛❧❡ ✉♥ t♦r❡ ❡t ❧❡ ❧❛♣✐♥ ❙t❛♥❢♦r❞✱ ✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✭✸✳✶✹✮✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t
N = 27✱ ǫ = 1

N ❡t δt = ǫ2✳



✸✳✺ ✸✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✽✾

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❛♥s t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡
t = 3.0518e−05

ε = 0.0039062,    δ
t
 = 1.5259e−05,    N=256
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ~f(x) = 500∇⊥‖x‖2
ℓ2

t = 7.6294e−06

ε = 0.0019531,    δ
t
 = 3.8147e−06,    N=512
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❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❋♦rç❛❣❡ ❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳✺

❋✐❣✳ ✸✳✶✹ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✿ N = 27✱ ǫ = 1/N ✱ δt = ǫ2



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼♦t✐✈❛t✐♦♥

▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s é✈♦❧✉❛✐❡♥t ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ét❛♥t ✏♥✉❧❧❡s✑ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✐♥✢✉❡♥❝é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ❛❧♦rs ✐♠♣♦sé ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦❞é❧✐s❡r
❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s q✉✐ ✏t♦✉❝❤❡♥t✑ ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ E s❡r♦♥t ❞❡s ❤②♣❡r❝✉❜❡s✱ E = [0, 1]d✱ ❡t ❝❡
s❡r❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✐♠♣♦sé❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ q✉✐
❞✐❝t❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳

◆♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❛❧♦rs ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡

Γ = ΓE ∪ ΓI

♦ù ΓE = Γ ∩ ∂E ❡t ΓI = Γ \ ΓE ✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡♥ q✉♦✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ t②♣❡
◆❡✉♠❛♥♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ J(Ω) =

´

ΓI
1ds ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ J(Ω) =

´

Γ 1ds✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ t②♣❡

J̃σ(Ω) =

ˆ

ΓI

1ds+ σ

ˆ

ΓE

1ds

♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ s❡r❛ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✳ ▲✬✐♥térêt ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts tr✐♣❧❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ E ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♥♦✉s ❡①✲
♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✱ ❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t
❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ E ✳

✾✶



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✹✳✶

❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s

❚♦✉t❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♥ts s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❡t
r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❖r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❡r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❆✳ ❲✐❡❣♠❛♥♥ ❬✶✵✻❪ ♦ù ❧✬❛✉t❡✉r rés♦✉❞ ❞❡s ❊❉P
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
♦✉ ◆❡✉♠❛♥♥✱ t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❛❧♦rs
q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❛✉❝✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✲
✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❡❣♠❛♥♥ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉
s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱ ❡t ❡♥ ♣r♦♣♦s❡r q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❜♦r❞ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r

✹✳✶✳✶ ❆✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t

10 2

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s

❙♦✐t u ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❤♦♠♦❣è♥❡s ✿

(P1)











ut(t, x) = △u(t, x) ∀(t, x) ∈ R
+ × [0, 1]

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, 1]

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 ∀t ∈ R
+

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ B = {sin(nπx) ; n ∈ N
∗} ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡H1

0 ([0, 1])✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ u0 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱

u0(x) =
∑

bn sin(nπx),

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u s✬♦❜t✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

u(t, x) =
∑

bne
−π2n2t sin(nπx).

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u(t, x) ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(P̃1)

{

ut(t, x) = △u(t, x), ∀(t, x) ∈ R
+ × [0, 2]

u(0, x) = ũ0(x) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
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♦ù ũ0(x) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ s✉r [0, 2] ♣❛r

ũ0(x) =

{

ũ0(x) = u0(x) si x ∈ [0, 1]
ũ0(x) = −u0(2 − x) si x ∈ [1, 2]

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ũ0 s✉r [0, 2] ✈ér✐✜❡

ũ0(0, x) = ã0 +
∑

n∈N+

ãn cos(nπx) +
∑

n∈N+

b̃n sin(nπx) =
∑

n∈N+

b̃n sin(nπx)

♦ù

ã0 = 1/2

ˆ 2

0
ũ0(x)dx = 0

ãn =

ˆ 2

0
ũ0(0, x) cos(nπx)dx = 0 ∀n ∈ N

∗

b̃n =

ˆ 2

0
ũ0(0, x) sin(nπx)dx

= 2

ˆ 1

0
u0(0, x) sin(nπx)dx = bn ∀n ∈ N

∗

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u(t, x) =
∑

bne
−π2n2t sin(nπx) ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

P̃1✳

◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s u ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P1 s❡r♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ P̃1✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts bn à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ũ0✳

❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ũ(x, y) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ũ0(x, y) =























u0(x, y) si x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]

−u0(2 − x, y) si x ∈ [1, 2], y ∈ [0, 1]

−u0(x, 2 − y) si x ∈ [0, 1], y ∈ [1, 2]

u0(2 − x, 2 − y) si x ∈ [1, 2], y ∈ [1, 2]

✹✳✶✳✷ ❆✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s

❙♦✐t u ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(P2)











ut(t, x) = △u(t, x) ∀(t, x) ∈ R
+ × [0, 1]

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, 1]

u(t, 0) = a0, u(t, 1) = a1 ∀t ∈ R
+

▲❛ ❜♦♥♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ❞ét❡r♠✐♥❡r t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u∗ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
{

△u∗(x) = 0 ∀x ∈ [0, 1]

u∗(0) = a0 u∗(1) = a1,



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✹✳✶

✐❧ s✉✣r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ u∗0 = u0 − u∗✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ũ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡

(P̃2)

{

ut(t, x) = △u(t, x), ∀(t, x) ∈ R
+ × [0, 2]

u(0, x) = ũ0(x) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱

♦ù ũ0(x) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ũ0(x) =











u0(x) si x ∈ [0, 1]

2 a1 − u0(2 − x) si x ∈ [1, 3/2]

2 a0 − u0(2 − x) si x ∈ [3/2, 2]

❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
‖u0‖L∞(0,1) s♦✐t ❜♦r♥é❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳

ũ(t, 0) = a0 +O

(

exp

(

− 1

8t

))

❡t ũ(t, 1) = a1 +O

(

exp

(

− 1

8t

))

, ∀t ∈ R
+.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✸✳
❖♥ ♥♦t❡ ũ0,per ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ 2 q✉✐ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ũ0 s✉r [0, 2]✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ũ(t, x)
❞❡ P̃2 s✬♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

ũ(t, x) = ũ0,per ∗Kt(x) =

ˆ

R

ũ0,per(y)Kt(x− y)dy

♦ù Kt(x) ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r é❣❛❧ à

Kt(x) =
1√
4πt

e−
x2

4t

❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ũ0,per(x) =
∑

n∈Z
cne

iπnx✱

ˆ

R

ũ0,per(x− y)Kt(y)dy =
∑

n∈Z

cn
1√
4πt

ˆ

R

e−
(y)2

4t eiπn(x−y)dy

=
∑

n∈Z

cn
1√
4πt

eiπnx

ˆ

R

e−
y2

4t e−iπnydy

=
∑

n∈Z

cn
1√
4πt

eiπnxF
[

e−
x2

4t

]

(n

2

)

=
∑

n∈Z

cne
−π2n2t eiπnx.

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

ũ(t, 0) =

ˆ

R

ũ0,per(x)Kt(x)dx

=

ˆ

[−1,1]
ũ0,per(x)Kt(x)dx+

ˆ

R\[−1,1]
ũ0,per(x)Kt(x)dx,



✹✳✶ ✹✳✶✳ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ✾✺

❡t q✉❡

∣

∣

∣

∣

∣

ˆ

R\[−1,1]
ũ0,per(x)Kt(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2‖u0‖L∞(0,1)

ˆ +∞

1
Kt(x)dx ≤ 2 exp

(

− 1

8t

)

‖u0‖L∞(0,1),

❡♥ ❡✛❡t✱

ˆ +∞

1
Kt(x)dx =

1√
4πt

ˆ +∞

1
e−

x2

4t (x)dx =
1√
π

ˆ +∞

1√
4t

e−x2
(x)dx

≤ 1√
π
e−

1
8t

ˆ +∞

1√
4t

e−
x2

2 (x)dx ≤ e−
1
8t .

❉❡ ♣❧✉s✱

ˆ

[−1,1]
ũ0,per(x)Kt(x)dx =

ˆ

[−1,0]
(2a0 − u0(−x))Kt(x)dx+

ˆ

[0,1]
u0(x)Kt(x)dx

= a0

ˆ

[−1,1]
Kt(x)dx = a0

(

1 +O

(

exp

(

− 1

8t

)))

,

❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

ũ(t, 0) = a0 +O

(

exp

(

− 1

8t

))

.

◆♦✉s ❞ét❡r♠✐♥❡r♦♥s ❛❧♦rs ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P̃2 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P2✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥ ♥♦r♠❡ L∞ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ O

(

exp
(

− 1
8t

))

✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉ss✐ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡r❛ ❡♥ O(

√
t)✳

✹✳✶✳✸ ❆✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

0 1 2

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

❙♦✐t u ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥

(P3)











ut(t, x) = △u(t, x) ∀(t, x) ∈ [0, T ] × [0, 1]

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, 1]

∂xu(t, 0) = ∂xu(t, 0) = 0 ∀t ∈ R
+



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✹✳✷

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ B = {cos(nπx) ; n ∈ N} ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
{

u ∈ L2([0, 1]) ; ∂xu(0) = ∂xu(1) = 0
}

✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ u0 ❞❛♥s ❝❡tt❡
❜❛s❡✱

u0(x) =
∑

an cos(nπx),

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u s✬♦❜t✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

u(t, x) =
∑

ane
−π2n2t cos(nπx).

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u(t, x) ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

(P̃3)

{

ut(t, x) = △u(t, x), ∀(t, x) ∈ [0, T ] × [0, 2]
u(0, x) = ũ0(x) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

♦ù ũ0 ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱

ũ0(x) =

{

u0(x) si x ∈ [0, 1]

u0(2 − x) si x ∈ [1, 2]

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ũ0 ✈ér✐✜❡

ũ0(0, x) = ã0 +
∑

n∈N+

ãn cos(nπx) +
∑

n∈N+

b̃n sin(nπx).

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ✹✳✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ b̃n = 0 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

ũ(t, x) = ã0 +
∑

n∈N∗
ãne

−4π2n2t cos(nπx),

❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P̃3✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ an = ãn✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P3 ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P̃3✳
❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

u1(x, y) =























u1(x, y) = u0(x, y) si x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]

u1(x, y) = u0(2 − x, y) si x ∈ [1, 2], y ∈ [0, 1]

u1(x, y) = u0(x, 2 − y) si x ∈ [0, 1], y ∈ [1, 2]

u1(x, y) = u0(2 − x, 2 − y) si x ∈ [1, 2], y ∈ [1, 2]

◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s②♠étr✐sé
❝❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡✳

✹✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♦✉ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❙♦✐t uǫ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

{

ut = △u− 1
ǫ2
W

′
(u)

u0 = q
(

d(x,Ω0)
ǫ

)

+ ❈▲

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❡t ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ s❡r♦♥t ❛❧♦rs ✐♥té❣ré❡s ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r



✹✳✷ ✹✳✷✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✾✼

❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ s❡r❛ q✉❛♥t à ❧✉✐ tr❛✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❜♦r❞✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s {0, 1/2, 1}✱
❝❛r

W
′
(s) = 0 ♣♦✉r x ∈ {0, 1/2, 1}.

♦ù W (s) = 1
2s

2(1 − s)2✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✲
❞✐❡♥ts ♣✉✐sq✉❡ ut = W

′
(u) ❡st ✉♥❡ ❊❉❖✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❞♦♥❝ ♣❛s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛♥s {0, 1}✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❡❧❧❡s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛✈❡❝ t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✽✳ ▲❡ r❛❥♦✉t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝❛r ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ W2,ǫ ♣♦ssè❞❡ ❡♥❝♦r❡ s❡s ♣✉✐ts ❡♥ 0 ❡t 1✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ ❝❛r ❥✉sq✉✬à
♣rés❡♥t✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❛✐t ♣❛s ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♠❛✐s ❞❡✈✐❡♥t ❢❛✉① ♣♦✉r
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①t❡r♥❡ q✉✐ ♠❡s✉r❡
❧❛ ♣❡rt❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r❞✉ s❡r❛ ❛❧♦rs
ré❝✉♣éré ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳

✹✳✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ❜♦r❞
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✐ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡
ét❛✐t ♣rés❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❡❧❧❡s q✉❡
s♦✐❡♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①❡r❝é❡s s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ♣♦✉rr❛ s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞✉ ❜♦r❞✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω(t) t❡♥❞ ❛✐♥s✐ ✈❡rs ✉♥ ❝❡r❝❧❡ t♦✉t ❡♥ s✬é❧♦✐❣♥❛♥t ❞✉
❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✸✮✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ(t) s✬❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥
❞é♣❧❛❝é❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s ♣ré✈✉ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
Γ(t) ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ǫ|ln(ǫ)| ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡✳
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❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✹✳✷

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❢♦r❝é❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡t ❉✐r✐❝❤❧❡t

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❙②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

V n = Symetrisation(Un)

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥










V n
Fourier = FFT [V n]

V
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2| k

2 |2δtV n
Fourier[k]

V n+1/2 = IFFT [V
n+1/2
Fourier]

✹✿ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡

Un+1/2 = Symetrisationinv(V
n+1/2)

✺✿ s✐ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡ ❛❝t✐✈é❡ ❛❧♦rs
✻✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

h =

 

U0 −
 

Un+1/2

✼✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

k = −
´

[

W
′
(Un+1/2) − ǫ

(

g + ~f. ∇Un+1/2

|∇Un+1/2|

)

√

W (Un+1/2)
]

dx

ǫ
´

[

√

W (Un+1/2)
]

dx

✽✿ s✐♥♦♥
✾✿ h = 0✱ k = 0

✶✵✿ ✜♥ s✐
✶✶✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

Un+1 = Un+1/2 − δt
ǫ2

[

W
′
(Un+1/2) − ǫ

(

g + ~f.
∇Un+1/2

|∇Un+1/2| + k +
ǫ

δtCW
h

)

√

W (Un+1/2)

]

✶✷✿ ✜♥



✹✳✷ ✹✳✷✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✾✾

✹✳✷✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {0, 1}

Domaine de calcul

Phase 1 

Phase 2 

Condition de Dirichlet 

Reservoir phase 1

Reservoir phase 2

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❙❝❤é♠❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t

◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ❜♦r❞s é❣❛❧❡s à 0 ❡t 1 ❛✜♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦rç❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
✐♥t❡r♣rét❡r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✐ ❞❡s rés❡r✈♦✐rs ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s
ét❛✐❡♥t ♣rés❡♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✹✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✺✮ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✐❣♥❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω(t) é✈♦❧✉❡ ❡♥ s❡ ré❞✉✐s❛♥t
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ❜♦r❞ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t 1 ❛ été ✐♠♣♦sé❡✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s
r❡tr♦✉✈♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω(t) ♥❡ ❞✐s♣❛r❛ît ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
♠❛✐s ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ǫ✳
❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡st✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ é❣❛❧❡ à 1 s✉r ❞❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
I1 = [a1, b1] ❡t I2 = [b2, a2] ♣♦s✐t✐♦♥♥és s✉r ❞❡✉① ❝♦tés ❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲✬✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ Γ(t) é✈♦❧✉❡ ❛❧♦rs ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts a1, a2 ❡t b1, b2✳ ❈❡t
❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ é✈♦❧✉❡ ✐❝✐ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❡♥✜♥ ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s t♦✉t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✻✮✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ(t) é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❝♦❧❧é❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡st✱
Γ(t) s❡♠❜❧❡ é✈♦❧✉❡r ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
✐♠♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s
♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ǫ ❝❛r ❧❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
ǫ2✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(ǫ|ln(ǫ)|) ✳
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❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡
✈♦❧✉♠❡



✹✳✸ ✹✳✸✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✶✵✶

✹✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ∇uǫ.~n = 0 s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦ù ~n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ❜♦r❞
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ(t) t♦✉❝❤❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✉♥
❛♥❣❧❡ ❞❡ 90✝✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳
◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❜♦r❞✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧❡s
♠ê♠❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✼✮ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ♦ù ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✐❣♥❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω(t) é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥ ❞❡♠✐ ❝❡r❝❧❡✱ ♣✉✐s✱ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ Ω(t) ❝♦♥t✐♥✉❡ à ♣❡r❞r❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❥✉sq✉✬à ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡✲
♠❡♥t✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ✉♥ q✉❛rt ❞❡ ❝♦✉r♦♥♥❡✱ ✉♥
q✉❛rt ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ♣✉✐s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥❝♦r❡ ❡t ❞✐s♣❛r❛✐t ❛✉ ❝♦✐♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✽✮✱ ♥♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ❞❡♠✐ ❝❡r❝❧❡ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs
✉♥ q✉❛rt ❞❡ ❝❡r❝❧❡ s✐t✉é ❛✉ ❝♦✐♥ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡t ✈❛❧✐❞❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❛s q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡rr❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳
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❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

✹✳✸ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♥♦té E ❡t s♦♥ ❜♦r❞ ❛ss♦❝✐é ∂E✳ ◆♦✉s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ΓI s✐t✉é❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
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❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡t
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ΓE ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ Γ ❛✈❡❝ ∂E✳

Γ = ΓI

⋃

ΓE

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ✿

J(Ω) =

ˆ

Γ
1ds =

ˆ

ΓI

1ds+

ˆ

ΓE

1ds

❖r✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s
q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é♥❡r❣✐❡ ♥♦té J̃σ✱ ❡t q✉✐ s✬❡①✲
♣r✐♠❡r❛✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

J̃σ(Ω) =

ˆ

ΓI

1ds+ σ

ˆ

ΓE

1ds

▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ t♦✉❝❤❡ ❧❡ ❜♦r❞ ∂E ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é✱ ❝❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t tr✐♣❧❡ ♦ù ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❨♦✉♥❣✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ σ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❝❡t ❛♥❣❧❡ θ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

θ = arcos(2σ).

P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ σ = 0 ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❜♦r❞ ✈ér✐✜❡

J̃0(Ω) =

ˆ

ΓI

1ds

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
♠♦❞è❧✐s❡r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① é♥❡r❣✐❡s

J̃σ(Ω) =

ˆ

ΓI

1ds+ σ

ˆ

ΓE

1ds

♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ σ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1]✳



✹✳✸ ✹✳✸✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✶✵✸

✹✳✸✳✶ ❋♦r♠❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ Ω∗ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ J̃σ(Ω) ♣♦✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ V0 ❡t ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ σ ❞♦♥♥és✳

❙✉r ✉♥ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ E

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω∗ ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❧♦✐♥ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡s ❝♦✐♥s ❞❡ E✳ ◆♦✉s
♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
Γ∗

I ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω∗ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭✹✳✾✮✳

ΓE θ

R

θ

Ω
*

❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ❋♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ Ω∗ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ J̃σ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ σ

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω∗ ❡st é❣❛❧ à

V0 =

(

π − θ

2

)

R2 +
1

2
sin(θ)R2,

▲❡ r❛②♦♥ R s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ V ❡t θ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R =

√

V0

π + 1
2(sin(θ) − θ))

❊t ❧✬é♥❡r❣✐❡ J̃σ ✈ér✐✜❡ ✿
J̃σ = (2π − θ)R+ 2σ sin(θ/2)R

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

fV : θ →
√

V0





(2π − θ) + 2σ sin(θ/2)
√

π + 1
2(sin(θ) − θ))



 .

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ fV ✈ér✐✜❡

f ′V (θ) =
√

V0

[

[σ cos(θ/2) − 1]
[

π + 1
2 (sin(θ) − θ)

]

− [π − θ/2 + σ sin(θ/2)]
[

1
2 (cos(θ) − 1)

]

∣

∣π + 1
2(sin(θ) − θ))

∣

∣

3/2

]

=
√

V0

[

[σ cos(θ/2) − 1] [π − θ/2 + cos(θ/2) sin(θ/2)] −
[

cos(θ/2)2 − 1
]

[π − θ/2 + σ sin(θ/2)]
∣

∣π + 1
2(sin(θ) − θ))

∣

∣

3/2

]

,
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❡t s✬❛♥♥✉❧❡ ♣♦✉r σ = cos(θ/2) ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t θ∗ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✉
✈♦❧✉♠❡ V0 ❡t ✈ér✐✜❡

θ∗ = 2arcos(σ)

❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐❝✐té✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ♦❜t❡♥✉
❡st é❣❛❧ à θ = π ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♥✉❧ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿
σ = 0✳

❙✉r ✉♥ ❝♦✐♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ E

◆♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ Ω∗ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ J̃σ ❧♦rsq✉❡ Ω∗ ❡st s✐t✉é❡ s✉r ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦✐♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ E✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❢♦r♠❡s
s❝❤é♠❛t✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✵✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t θ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✿ θ∗ = 2arcos(σ)✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❝❡❧❛ ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ q✉❡ θ∗ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ ✐♥❢ér✐❡✉r à π

2 ✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ Ω∗ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ θ ❡t R ✈ér✐✜❡ ❛✐♥s✐

V0 =

{

[π − θ + 2 cos(θ/2) sin(θ/2)]R2 s✐ θ < π/2
[

(3π
4 − θ/2) + cos(θ/2) sin(θ/2) + cos(θ/2)2

]

R2 s✐ θ > π/2

ΓB

ΓI
ΓI

ΓB

R

A

θ <  π / 2 θ >  π / 2

θ / 2

A

R

θ / 2

❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ❋♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ Ω∗ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ J̃σ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ σ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦✐♥

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ Ω∗ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ V0 ❡t ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ σ✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❢♦r♠❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s
❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✷ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛♥❣❧❡ ❛ss♦❝✐é

▲♦rsq✉❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ t♦✉❝❤❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t xA✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ(xA) = 1
2 ✳

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✶✮ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st
st❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r Kt ♥❡ ♠♦❞✐✜❡
♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ uǫ ❡♥ xA✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣♦✐♥t xA ♥✬❡st st❛❜❧❡ q✉❡ s✐
❧✬❛♥❣❧❡ q✉❡ ❢❛✐t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞ ❡st é❣❛❧ à π/2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦♥s✐st❡ à ♠♦②❡♥♥❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡t s✐ ❝❡t ❛♥❣❧❡ ét❛✐t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ π/2✱
❛❧♦rs

et△uǫ(xA) ≃ 2π − θ

2π
6= 1

2

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡
q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ s♦✐t é❣❛❧❡ à 1 ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤❛s❡✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✶✮✳
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Symetrisation Domaine de calcul initial

phase 2

phase 1 phase 3

❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡

◆♦tr❡ ✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s②♠étr✐q✉❡ ✭❞♦♥❝ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤❛s❡✮ ♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
α✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ❞❡✈r❛✐t ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❛♥❣❧❡ q✉❡ ❢♦r♠❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡
❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✷✮✱ ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣❛r α ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❞❡✈r❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ ❛♥❣❧❡ st❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t θ ✈ér✐✜❛♥t
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

1 + α =
π

π − θ/2

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ J̃σ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ✿

α =
π

π − arcos(σ)
− 1

❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♦ù σ = 0 ❡t α = 1✳

Domaine de calcul initialSymetrisation

1α

β

β = 2 π α / (α + 1)

❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✕ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ❣é♥ér❛❧✐sé

✹✳✸✳✸ P❡t✐t❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ α ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ σ ♥é❝❡ss✐t❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✭✹✳✶✸✮ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ♥✬❡st
♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t é❣❛❧❡ à 1 ❡t α✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r Kδt ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡s q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡

√
δt ❞✉ ❜♦r❞✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✹✳✸

1

α

(α + 1)/2

α (α + 1)/2

ε

Zone premiere phase Zone troisieme phase

❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ✕ ❈♦✉♣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ uǫ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜♦r❞ ❛♣rès s②♠étr✐s❛t✐♦♥

δt ✉t✐❧✐sé ❡st très ♣❡t✐t ❞❡✈❛♥t ǫ2✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à α+1
2 ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡t à

α(α+1)
2 ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✮✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ α ♦❜t❡♥✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡

✭✹✳✶✷✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ θ ❡st ❛❧♦rs

α̃+ 1

2
+
α̃(α̃+ 1)

2
=

π

π − θ/2

❊t

α̃ =

√

2π

π − arcos(σ)
− 1

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡

q1(x/ǫ) = (1 − α)q
(x

ǫ

)

+ α

P♦✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s δt ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ❡st✐♠❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té

Cǫ,δt =

ˆ

R−
q
(x

ǫ

) 1√
πδt

e
− x2

4δt dx,

♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ é❣❛❧❡ à (1−α)Cǫ,δt +α ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡t α(1 − α)Cǫ,δt + α2 ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤❛s❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ˜̃α ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

((1 − α)Cǫ,δt + α) (α+ 1) =
π

π − arcos(σ)

❡t

˜̃α =
1

2(1 − Cǫ,δt)

[
√

4(1 − Cǫ,δt)π

π − arcos(σ)
+ 1 − 4(1 − Cǫ,δt)Cǫ,δt − 1

]

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✾✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs Cǫ,δt = 1 ❡t Cǫ,δt = 1
2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ α✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t❡st❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ P♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ σ ❞♦♥♥é ❝♦♠✲
♣r✐s ❡♥tr❡ [0, 1]✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛✈❡❝
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❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡t✱ ❞✉r❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❛r✲
t✐❡ s②♠étr✐q✉❡ s❡r❛ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ασ✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ t♦✉❝❤❛♥t ✉♥ ❜♦r❞ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✜♥❛❧❡ Ω̃∗

σ(∞) ♦❜t❡♥✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠❡
♦♣t✐♠❛❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ Ω∗

σ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ J̃σ✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝✲
t✉é❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✺✮✳ ❉❛♥s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈❛r✐é ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s σ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ V0✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st r❡tr♦✉✈é❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡t
❝♦♥✜r♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡
s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r ασ✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ J̃σ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts tr✐♣❧❡s ❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ st❛♥❞❛r❞✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s❝❤é♠❛t✐sé ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡
✭✹✳✶✻✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❛✐ss❡r t♦♠❜❡r ✉♥❡ ❣♦✉tt❡ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ t❡♥s✐♦♥
❞❡ s✉r❢❛❝❡ σ(x) ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❣♦✉tt❡ ❞❡✈r❛✐t
s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ✈❡rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ σ✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✭✹✳✶✼✮ ❡t ✭✹✳✶✽✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ σ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳
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t
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❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ✕ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ J̃σ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ σ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ V0✱ ❛✈❡❝ W (s) =
1
2s

2(1 − s)2✱ N = 27✱ ǫ = 1
N ❡t δt = ǫ2✳



✹✳✸ ✹✳✸✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✶✵✾

❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ✕ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ J̃σ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ σ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ V0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡
❣r❛✈✐té✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t W (s) = 1

2s
2(1 − s)2✱ N = 27✱ ǫ = 1

N ❡t δt = ǫ2✳
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❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡



✹✳✹ ✹✳✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ✶✶✶

✹✳✹ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ E ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❧✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥
t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❢♦r❝❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω(t) à r❡st❡r ❞❛♥s E✳ ◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s
♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ✿

VN =

{

κ s✐ x ∈ E
−∞ s✐ x 6= E

❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ t❡r♠❡ −∞ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛
♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ E✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉✐t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1

ǫ s✉✣t ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s✬é❝r✐t

{

ut = △u− 1
ǫ2

(

W
′
(u) + ǫb

√

2W (u)
)

b(x) = 1
ǫ 1❧Ec(x)
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❋✐❣✳ ✹✳✶✾ ✕ ❆❧❧✉r❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉✐ts s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ b

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬✐❧❧✉str♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✾✮✱

✕ ❙✐ b < 1
ǫ ✱

❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é❡ W2 ♣♦ssè❞❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ str✐❝t ❡♥ 1 ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
êtr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s Ec✳

✕ ❙✐ b > 1
ǫ ✱

❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ W2 ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡♥ 1✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈ér✐✜é
❡t ❧✬❊❉P ❛✐♥s✐ ♣♦sé❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥st❛❜❧❡✳

✕ ❙✐ b = 1
ǫ ✱

❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦ssè❞❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ✭♣❛s str✐❝t✮ ❡♥ 1✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬êtr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s Ec✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳
◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ✈❛❧✐❞❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
2✱ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✷✵✮ ♦ù ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡st❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✹✳✹

❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P✉✐s✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✷✶✮ ♦ù ✉♥❡ s♣❤èr❡ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ♣❡r❝✉t❡ ✉♥ ❝ô♥❡ ❡t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ t♦r❡✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st
♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✷✷✮✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐✱ ❧❛ s♣❤èr❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥ ♠✉r❡t ❛✈❛♥t ❞❡ s❡ ❝♦✉♣❡r ❡♥
❞❡✉①✳
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❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥
♣é♥étr❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ W (s) = 1

2s
2(1 − s)2✱ N = 28✱ ǫ = 1

N ❡t δt = ǫ2✳



✹✳✹ ✹✳✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ✶✶✸

❋✐❣✳ ✹✳✷✶ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✉♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té f = 15 ♦ù W (s) = 1

2s
2(1 − s)2✱ N = 27✱ ǫ = 1

N ❡t
δt = ǫ2✳



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✹✳✹

❋✐❣✳ ✹✳✷✷ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
♥♦♥ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té f = 15 ♦ùW (s) = 1

2s
2(1−s)2✱ N = 27✱ ǫ = 1

N ❡t δt = ǫ2✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

▼♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡

✶✶✺





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ❈❡s é♥❡r❣✐❡s
s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

J(Ω) =

ˆ

Γ
γ(~n)ds

❯♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♦♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s
♥♦r♠❛❧❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

Vn = γ(~n)
(

γ(~n) + γ
′′
(~n)
)

κ

❈❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ❬✼✶✱ ✶✵✹✱ ✻✽❪✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
s♦✐t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ γ+γ

′′
r❡st❡ ♣♦s✐t✐❢✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s

❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ t❡❧ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
✈ér✐✜és ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s s♦♥t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✼✵❪ ✮ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt à ❝❡ ❥♦✉r✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ s❡r❛ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥tés à t♦✉t❡s s♦rt❡s
❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✿ ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡s ❡t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❛✉ ♠♦✐♥s à t✐tr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✳

❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❆✈❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞♦♣té❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r q✉❡❧q✉❡s
♠ét❤♦❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡
❞é♣❧❛❝❡r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿
✕ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
✕ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

Pr❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡s ♣ér✐♠ètr❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❛✈❡❝
❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣ ▲❛♥❞❛✉✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ φo(ξ) = |ξ|γ(arg(ξ))✱ ❇❡❧❧❡tt✐♥✐ ❛ ét❛❜❧✐ ❬✾❪

✶✶✼
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❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✈❡rs ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
J(Ω) =

´

Γ γ(~n)ds✱

Jǫ(u) =

ˆ

Rd

(

ǫ
φo(∇u)2

2
+

1

ǫ
W (u)

)

dx.

▲❡ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❊❉P ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ut = div
(

φo
ξ(∇u)φo(∇u)

)

− 1

ǫ2
W

′
(u)

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❛♥s ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❬✶✸✱ ✾✹✱ ✷✾❪✱ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❝r✐st❛❧❧✐♥❡s ❬✶✵✱ ✽✾❪✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
♣♦✉r ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬✻✵❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡
tr❛✐t❡r t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ ♠❛✐s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t ♥❡ s♦♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s très r❛♣✐❞❡s à ❝❛✉s❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

div
(

φo
ξ(∇u)φo(∇u)

)

q✉✐ ♣♦s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❉❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❘✉✉t❤ ❡t ▼❡rr✐♠❛♥ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇▼❖ ✭❇❡♥❝❡
▼❡rr✐♠❛♥ ❖s❤❡r✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r K(x)✱

K(x) = F−1
[

e−4π2|ξ|2
]

(x).

■❧s ♦♥t ❛✐♥s✐ ♠♦♥tré ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❬✶✵✵❪ q✉❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♦ù ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ é❣❛❧❡ à

Vn = γ(~n)
(

γ(~n) + γ
′′
(~n)
)

κ,

✐❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♥♦②❛✉ Kγ ♣♦s✐t✐❢✱ ❞♦♥t ❧❡ r❛②♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ r(θ) ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ
✈ér✐✜❡

r(θ) =
√

6γ(θ + π/2) (γ(θ + π/2) + γ′′(θ + π/2)) δt.

❯♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ ❞❡ ♣❧✉s été ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬✼✹❪✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛✉ss✐ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉❛ ▲✐♦✱ ❋♦r❝❛❞❡❧ ❡t ▼♦♥♥❡❛✉ ❬✸✾❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs
♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡✐❦♦♥❛❧❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛✐♥s✐ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①trê♠♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ❡t r❛♣✐❞❡s ❬✾✽❪ ❬✶✵✵❪✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♠♦❞é❧✐s❡ q✉❡ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡t
❝♦♥✈❡①❡s ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2((R∗)d)✮ ❡t ❧❡s ❛❞❛♣t✐♦♥s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ s♦♥t ❧✐♠✐té❡s
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡s ❡t ❝♦♥✈❡①❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r✳

❖❜❥❡❝t✐❢s ❡t ♣❧❛♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❧❡✉r ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡
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s②♥t❤ès❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❡❧❧✐tt✐♥✐ ❡t P❛♦❧✐♥✐ ❬✶✸❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ rés✉❧t❛♥t❡s
❛❜♦✉t✐ss❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

ut = △φu− 1

ǫ2
W

′
(u)

♦ù △φ ❡st ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐❡r♦♥s ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ♥♦té △̃φ ❡t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡
❧✐♥é❛r✐sé ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ◆♦✉s t❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡✱ ❛✉
♠♦✐♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs △φ

❡t △̃φ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡

ut = △̃φu− 1

ǫ2
W

′
(u),

♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❛❧♦rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
q✉✐ ✈❛❧✐❞❡r♦♥t ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✱
❡t ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❡♥ q✉♦✐ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t
✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳
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❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r

❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
❋✐♥s❧❡r✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❛♣♣❡❧❡r ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❇❡❧❧❡tt✐♥✐ ❡t P❛♦❧✐♥✐ ❬✶✸❪✳

✺✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

✺✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s (φ, φo)

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ (φ, φo)✳ ❙♦✐t φ : R
d × R

d → [0,+∞[
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ξ ✿

φ(x, tξ) = |t|φ(x, ξ) x ∈ R
d, ξ ∈ R

d, t ∈ R,

λ|ξ| ≤ φ(x, ξ) ≤ Λ|ξ| x ∈ R
d, ξ ∈ R

d,

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ξ✳
❖♥ ♥♦t❡ ❞❡ ♣❧✉s Bφ(x) ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲❜♦✉❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥ x ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Bφ(x) =
{

ξ ∈ R
d ; φ(x, ξ) ≤ 1

}

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ φ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ l2✱ φ(x, ξ) = |ξ| = ‖ξ‖l2 ✱ ❡t Bφ(x) ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥ x✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ φ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo : R
d × R

d → [0,+∞[ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

φo(x, ξ∗) := sup {ξ∗ · ξ ; ξ ∈ Bφ(x)}

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t M(Rd) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ (φ, φo) t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s φ ❡t φo s♦✐❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2

(

R
d × (Rd \ {0})

)

✳

Prés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ φo✳

✶✷✶



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✺✳✶

✕ ▲♦rsq✉❡ φ ❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ lp✱

φ(x, ξ) = |ξ|lp , 1 < p <∞,

❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ lq ♦ù q s❛t✐s❢❛✐t
1
p + 1

q = 1✳

✕ ❙✐ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

φ(x, ξ) =

√

√

√

√

d
∑

i=1

aiξ2i

❛✈❡❝ ❞❡s ai str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❛❧♦rs φo ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

φo(x, ξ) =

√

√

√

√

d
∑

i=1

a−1
i ξ2i .

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t η ∈ R
d✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ξ ∈ R

d t❡❧ q✉❡

φo(x, η) =
η · ξ
φ(x, ξ)

.

▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

φo(x, η) =
1

φ(x, ξ)

d
∑

i=1

ηiξi =
1

φ(x, ξ)

d
∑

i=1

(

1√
ai
ηi

)

(√
aiξi

)

≤

√

√

√

√

d
∑

i=1

a−1
i η2

i .

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ξ =
(

a−1
1 η1, . . . , a

−1
d ηd

)

❡t ✐❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
ξ ∈ R

d✱

φo(x, ξ) =

√

√

√

√

d
∑

i=1

a−1
i ξ2i , ∀x ∈ R

d.

✕ ❯♥ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ x ♠❛✐s
✐s♦tr♦♣❡s ❡♥ ξ ✿ φ(x, ξ) = a(x)|ξ|✱ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x → a(x) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❜♦r♥é❡✳
■❧ ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ φo(x, ξ) = 1

a(x) |ξ|✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ φ(ξ, x) = φ(ξ)✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Bφ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❡t Bφo =

{

ξ ∈ R
d ; φo(ξ) ≤ 1

}

❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦✳

✺✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ φ ❡t φo

▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ φ ❡t φo s✬❡①♣r✐♠❡ ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✱ q✉✐ s❡r♦♥t
très ✉t✐❧❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

φξ(x, ξ) = ∇ξφ(x, ξ) ❡t φx(x, ξ) = ∇xφ(x, ξ).

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ ❡t φo s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡♥ ξ✱ ❛✐♥s✐✱ ∀t > 0✱

φξ(x, tξ) =
t

|t|φξ(x, ξ), φξξ(x, tξ) =
1

|t|φξξ(x, ξ),

φo
ξ(x, tξ

∗) =
t

|t|φ
o
ξ(x, ξ

∗), φo
ξξ(x, tξ

∗) =
1

|t|φ
o
ξξ(x, ξ

∗),



✺✳✶ ✺✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✶✷✸

❡t

φ(x, ξ) = φξ(x, ξ) · ξ, ✭✺✳✶✮

φo(x, ξ∗) = φo
ξ(x, ξ

∗) · ξ∗. ✭✺✳✷✮

▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙♦✐t φ ∈M(Rd)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ R
d ❡t t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (ξ, ξ∗) ❞❡

(

R
d \ {0}

)2
✱

φ
(

x, φo
ξ

(

x, ξ∗
))

= φo
(

x, φξ (x, ξ)
)

= 1.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ φ(x, ξ) = φ(ξ)✳ ❙♦✐t η ∈ R

d \ {0}✱ ❡t

φo(η) = sup
ξ

{η · ξ ; φ(ξ) ≤ 1} .

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♦✐t ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ξ = η∗✱ φo(η) = η · η∗✳ ❆❧♦rs✱ ∀ξ ∈ R
d✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

fξ : t→ η ·
(

η∗ + tξ

φ(η∗ + tξ)

)

❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ t = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

f
′
ξ(t) =

η · ξ
φ(η∗ + tξ)

−
(

η · (η∗ + tξ)
)(

φξ(η
∗ + tξ) · ξ

)

φ(η∗ + tξ)2

f
′
ξ(t)|t=0 =

η · ξ
φ(η∗)

−
(

η · η∗
)(

φξ(η
∗) · ξ

)

φ(η∗)2
= 0

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ R
d✱ ✐❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡

φ(η∗)η = (η · η∗)φξ(η
∗) = φo(η)φξ(η

∗).

❆✈❡❝ φ(η∗) = 1 ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t φo à ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

φo(φξ(η
∗)) = 1.

❈♦♠♠❡ φξ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ③ér♦✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∀ξ ∈ R
d \ {0}✱

φo(φξ(ξ)) = 1.

▲❡♠♠❡ ✹✳ ❙♦✐t φ ∈M(Rd)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ R
d ❡t t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (ξ, ξ∗) ❞❡

(

R
d \ {0}

)2
✱

φo(x, ξ∗)φξ(x, φ
o
ξ(x, ξ

∗)) = ξ∗,

φ(x, ξ)φo
ξ(x, φξ(x, ξ)) = ξ.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❙♦✐t ξ ∈ R
d

t❡❧ q✉❡ φ(ξ) = 1✱ ❛❧♦rs✱ ❛✈❡❝ η = φξ(ξ) ❡t η∗ = φo
ξ(η)✱

φ(ξ) = 1
ξ.η = ξ.φξ(ξ) = φ(ξ) = 1 ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té 5.1



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✺✳✶

❡t
φ(η∗) = φ(φo

ξ(η)) = 1 ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ 3

η.η∗ = η.φo
ξ(η) = φo(η) = φo(φξ(ξ)) = 1

▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo✱

φo(η) = sup
ξ̃

{

η.ξ̃ ; φ(ξ̃) ≤ 1
}

= 1

❈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ξ̃ = ξ ❡t ♣♦✉r ξ̃ = η∗✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ φ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ξ = η∗ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ξ = φo

ξ(φξ(ξ))✳

❆❧♦rs✱ ∀ξ ∈ R
d✱ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à

ξ

φ(ξ)
♠♦♥tr❡ q✉❡

ξ

φ(ξ)
= φo

ξ(φξ(ξ)) ❝❛r φξ ❡st

❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ③ér♦✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❙♦✐t T (x, .) ❡t T o(x, .) ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ R
d → R

d ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

{

T (x, ξ) = φ (x, ξ)φξ (x, ξ)
T o(x, ξ) = φo(x, ξ)φo

ξ (x, ξ)

▲❡♠♠❡ ✺✳ ❙♦✐t φ ∈M(Rd)✳ ❆❧♦rs ∀x ∈ R
d✱

TT o = T oT = Id ❞❛♥s R
d

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺✳
❙♦✐t ξ ∈ R

d \ {0}✱

TT o(ξ) = T (φo(x, ξ)φo
ξ(x, ξ))

= φ
(

x, φo(x, ξ) φo
ξ(x, ξ)

)

φξ

(

x, φo(x, ξ)φo
ξ(x, ξ)

)

= φo(x, ξ) φ
(

x, φo
ξ(x, ξ)

)

φξ(x, φ
o
ξ(x, ξ))

= φo(x, ξ) φξ

(

x, φo
ξ(x, ξ)

)

= ξ

✺✳✶✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
❋✐♥s❧❡r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞✬✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✿
❙♦✐t u : R

d → R ❡t η : R
d → R

d×d ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs
✕ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ u ✿

∇φu = T o(∇u),
✕ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ η ✿

divφ η = div η + η · ∇ (log(detdφ)) , ♦ù detdφ(x) = |Bφ(x)|−1



✺✳✶ ✺✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✶✷✺

✕ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ u ✿
△φu = divφ ∇φu.

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✬❡①♣❧✐❝✐t❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

✕ ❛✈❡❝ φo(ξ) = |ξ|ls = (ξs
1 + ξs

2)
1
s t❡❧❧❡ q✉❡ s s♦✐t ❡♥t✐❡r ❡t ♣❛✐r✱ ❛❧♦rs

∇φu = ((∂1u)
s + (∂2u)

s)1/s−1

(

(∂1u)
s−1

(∂2u)
s−1

)

, divφ η = div η,

❡t✱

△φu = ∂11u (s− 1)(∂1u)
s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−1

+ ∂22u (s− 1)(∂2u)
s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−1

+ ∂11u (2 − s) (∂1u)
2s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−2

+ ∂22u (2 − s) (∂2u)
2s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−2

+ 2 ∂12u (2 − s) (∂1u)
s−1 (∂1u)

s−1 ((∂1u)
s + (∂2u)

s)2/s−2.

✕ ❆✈❡❝ φo(ξ) =
√

∑d
i=1 aiξ2i ✱ ❛❧♦rs

∇φu = (a1ξ1, a2ξ2 · · · adξd), divφ η = div η ❡t △φu =

d
∑

i=1

ai
∂2u

∂x2
i

✕ ❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ φo(x, ξ) = a(x)|ξ|✱ ❛❧♦rs wd detd(φ) = 1
a(x)d ❡t

divφ η = div η + η.∇
[

log

(

1

a(x)d

)]

= div η − d
η.∇a
a

,

∇φu = T o(∇u) = φo(x,∇u)φo
ξ(x,∇u) = a(x)2 ∇u,

△φu = a(x)2△u− (d− 2)a(x)∇a.∇u.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♥♦r♠❛✉① (nφ, νφ) ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
κφ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ∂Ω ✿

P♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r Ω ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✮ ❞❡ R
d t❡❧ q✉❡ u s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡t

❞❡ Ω✱

Γ = ∂Ω =
{

x ∈ R
d ; u(x) = 0

}

,

❆❧♦rs✱ ∀x ∈ ∂Ω✱ ♦♥ ♥♦t❡ ν(x) = ∇u(x)
|∇u(x)| ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à ∂Ω(x) ♣♦✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡

❡t✱
✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ nφ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r✱

nφ(x) := φo
ξ(x,∇u(x)) =

∇φu

φo(x,∇u) .

▲❡ t❡r♠❡ φo(x,∇u) r❡♥♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ∇φu ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r φ(x, nφ) = 1.
✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✉❛❧ νφ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

νφ(x) :=
ν(x)

φo(x, ν(x))
=

∇u
φo(x,∇u) ,

❡t φo(x, νφ) = 1.



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✺✳✶

✕ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ κφ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

κφ = −divφ nφ = −divnφ − nφ.∇ (log(detdφ)) = −F (x,∇u,∇2u),

♦ù

F (x, p,X) =

d
∑

i=1

φo
xi,ξi(x, p) +

d
∑

i,j=1

φo
ξiξj (x, p)Xij +

d
∑

i=1

φo
ξi(x, p)

∂

∂xi
(log(detdφ))

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Hφ ♣❛r

Hφ = κφνφ

nφ

φν
φν

nφ

Βφo

Βφo

Βφo

Βφ

Βφ

Βφ

Γ
ν

Γ
ν

Diagramme de Frank Forme de Wulff

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ▼ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (nφ, νφ) à ♣❛rt✐r ❞❡ ν✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡

❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st é❣❛❧❡ à φ(ξ) =
√

4ξ21 + 1
4ξ

2
2

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (nφ, νφ) à ♣❛rt✐r ❞❡
ν ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ (nφ, νφ) à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ∂Ω r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥
❝❡r❝❧❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ nφ ❡t νφ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳
nφ = T o(νφ), νφ = T (nφ)

❡t
nφ.νφ = 1
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❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ (nφ, νφ) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φ(ξ) =
√

4ξ21 + 1
4ξ

2
2 ✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱

∂Ω r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ q✉❛rt ❞❡ ❝❡r❝❧❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ∂Ω r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱

T o(νφ) = T o

( ∇u
φo(x,∇u)

)

=
∇φu

φo(x,∇u) = nφ,

T (nφ) = ToT o (νφ) = νφ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

nφ.νφ =
φo(x,∇u) φo

ξ(x,∇u).∇u
φo(x,∇u)2 =

φo(x,∇u)2
φo(x,∇u)2 = 1.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✜♥ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❞❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳

✕ ❖♥ ♥♦t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ detdφ : R
d →]0,+∞[✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

detdφ(x) =
(

Hd(Bφ(x))
)−1

∀x ∈ R
d.

♦ù dHd ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ s✉r R
d✳

✕ ❧❛ ♠❡s✉r❡ dHd
φ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dHd
φ = ωd detdφ dHd.

♦ù ωd r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❆✐♥s✐✱

ˆ

Rd

f dHd
φ =

ˆ

Rd

f ωd detdφ dHd = ωd

ˆ

Rd

f(x)detdφ(x)dx.
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✕ ❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R
d✱ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Pφ ❞❡ Ω ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Pφ(Ω) = ωd

ˆ

∂Ω
φo(x, ν(x)) detdφ dHd−1 =

ˆ

∂Ω
dPd−1

φ

♦ù
dPd−1

φ = ωd φ
o(x, ν(x)) detdφ dHd−1

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ∈
(

R
d
)2✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ dφ(x, y) ❡♥tr❡ x ❡t y ❡st

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

dφ(x, y) = inf
γ

{
ˆ 1

0
φ(γ, γ

′
)dt ; γ ∈W 1,1([0, 1]; Rd), γ(0) = x, γ(1) = y

}

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ dφ(x, ∂Ω) à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ R
d ♣❛r

dφ(x, ∂Ω) = inf
y
{dφ(x, y) ; y ∈ Ω} − inf

y

{

dφ(x, y) ; y ∈ R
d \ Ω

}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❙♦✐t φ ∈M(Rd) ❡t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❡r♠é ❜♦r♥é ❞❡ R
d✳ ❆❧♦rs✱ ∀x ∈ R

d t❡❧ q✉❡
dφ(x,Ω) s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ x✱

φo (∇dφ(x,Ω)) = 1

▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❛♦❧✐♥✐ ❡t ❛❧✱ ✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 3.1 ❞❡ ❬✶✹❪✳ ❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✿
❊①❡♠♣❧❡ ✶
❙♦✐t a : R

d → R ❡t 0 < λ ≤ a ≤ Λ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ φ(x, ξ) = 1
a(x) |ξ| ❡t φo(x, ξ∗) = a(x)|ξ∗|✳

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ Bφ ❡st é❣❛❧ à |Bφ| = ωd a(x)
d✱ ❡t ❞♦♥❝

detdφ =
1

wdad
❡t ∇(log(detdφ)) = −d∇a

a

▲❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Pφ(Ω) s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

Pφ(Ω) =

ˆ

∂Ω
a(x)1−ddHd−1

❡t
nφ = aν, div(nφ) = ∇a.ν − aκ s✉r ∂Ω

▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

κφ = aκ+ (d− 1)∇a.ν s✉r ∂Ω

❊①❡♠♣❧❡ ✷
❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ κφ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φ ∈M(Rd)
s✬é❝r✐t

κφ = κ[ν⊥.φo
ξξ(x, ν)ν

⊥] −
2
∑

i=1

φo
xiξi(x, ν) − φo

ξ(x, ν).∇(log(det2φ))

❊①❡♠♣❧❡ ✸
❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦✉r❛♥ts s♦♥t ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ φo(x, ξ) = ργ(θ) ❡♥



✺✳✶ ✺✳✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✶✷✾

❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♦ù ρ =
√

ξ21 + ξ22 ❡t θ = artan
(

ξ2
ξ1

)

✳

▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à

κφ = κ(γ + γ
′′
)

❊♥ ❡✛❡t✱

φo
ξ1 =

dφo

dθ

dθ

dξ1
+
dφo

dρ

dρ

dξ1
= ργ

′ − sin(θ)

ρ
+ γ cos(θ) = γ cos(θ) − γ

′
sin(θ)

❊t ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é✱

φo
ξ1ξ1 = ρ−1(γ+γ

′′
) sin2(θ) ✱ φo

ξ1ξ2 = −ρ−1(γ+γ
′′
) sin(θ) cos(θ) ❡t φo

ξ2ξ2 = ρ−1(γ+γ
′′
) cos2(θ)

✺✳✶✳✹ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✉s✉❡❧❧❡s ❞✉ ❝❛s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ △φ✱
dφ ❡t κφ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✿
❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❞❡ R

d ❡t u ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s C1(Ω; R) ❡t C1(Ω; Rd)✳ ❆❧♦rs

ˆ

Ω
u divφ(g) dHd

φ +

ˆ

Ω
∇u.g dHd

φ =

ˆ

∂Ω
u g.νφ dPd−1

φ

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

u divφ g ωd detdφ = ωd u div g detdφ+ ωd ug.∇ (log(detdφ)) detd φ

= div(ug detdφ)ωd −∇u.g ωd detdφ

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r Ω✱ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✱

ˆ

Ω
u divφ g dHd

φ =

ˆ

Ω
u divφ g ωd detdφdHd

=

ˆ

Ω
[div(ug detdφ)ωd −∇u.g ωd detdφ] dHd

= ωd

ˆ

∂Ω
u g.ν dHd−1 −

ˆ

Ω
∇u.g dHd

φ

=

ˆ

∂Ω
u g.νφ dPd−1

φ −
ˆ

Ω
∇u.g dHd

φ

▲♦rsq✉❡ Ω ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r ❜♦r♥é ❞❡ R
d✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ κ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ∂Ω

✈ér✐✜❡

κ = −△d(x,Ω)

▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✺✳✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R
d ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ❡t dφ(x,Ω) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ à Ω✱ ❛❧♦rs

∇dφ(x,Ω) = νφ s✉r ∂Ω

❡t
κφ = −△φdφ(x,Ω) s✉r ∂Ω

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✼✳
❙♦✐t x ∈ Γ✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ∇dφ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à Γ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❝❛r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ∂Ω
❡st ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❞❡ dφ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ré❡❧ µ t❡❧ q✉❡ ∇dφ = µν(x)✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ φo(x,∇dφ) = 1✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ νφ = ∇dφ ❡t✱

κφ = −divφ (nφ) = −divφ (T o(νφ))

= −divφ (T o(∇dφ)) = −divφ (∇φdφ)) = −△φdφ

✺✳✷ Pér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Ω(t) ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ❧✬✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ ∂Ω é✈♦❧✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ é❣❛❧❡ à

Vn = φo(~n)κφ.

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡st ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉✐ ❢❛✐t ❞é❝r♦✐tr❡ ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Pφ✳

P✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ à ✈♦❧✉♠❡ ✜①é s♦♥t
❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ Bφ✳

✺✳✷✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳ ❙♦✐❡♥t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R
d ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ❡t u ∈ C2(Rd) t❡❧s q✉❡ Ω = {u ≤

0}✱ ∂Ω = {x ∈ R
d, u(x) = 0} ❡t ∇u 6= 0 s✉r ∂Ω✳ ❙♦✐t U ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ∂Ω ❡t g ∈ C1

0 (U ; Rd)✳
❖♥ ♥♦t❡ Φt ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Φt : U → R

d ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Φt(x) = x+ t g(x)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φt ❡st ❛❧♦rs
ét❡♥❞✉❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt U ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❧❡
✢♦t Ωt := Φt(Ω) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❡t

d

dt
Pφ(Ωt)|t=0 = −

ˆ

∂Ω
Hφ.g dP

d−1
φ

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù g = hnφ✱ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ s❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

d

dt
Pφ(Ωt)|t=0 = −

ˆ

∂Ω
κφh dP

d−1
φ

▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣♦s❡r ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❬✶✸❪✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t



✺✳✷ ✺✳✷✳ Pér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✸✶

▲❡♠♠❡ ✻✳

φo
xi(x, νφ) +

∑

j

nj
φ

∂(νφ)j

∂xi
= 0

φxi(x, nφ) +
∑

j

νj
φ

∂(nφ)j

∂xi
= 0

❊t
φx(x, nφ) = −φo

x(x, νφ)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té φo(x, νφ) = 1✳

0 = φo
xi(x, νφ) + φo

ξ(x, νφ)
∂νφ

∂xi

= φo
xi(x, νφ) + T o(νφ)

∂νφ

∂xi
❝❛r φo(x, νφ) = 1

= φo
xi(x, νφ) +

∑

j

nj
φ

∂(νφ)j

∂xi

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t φ(x, nφ) = 1✳
❊♥✜♥✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ nφ.νφ = 1✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡

∑

j

nj
φ

∂(νφ)j

∂xi
= −

∑

j

νj
φ

∂(nφ)j

∂xi
,

❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t q✉❡ g = h nφ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Ũ ❞❡ ∂Ω t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣❡t✐t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

v(x+ t h(x) nφ(x)) = u(x)

❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ s✉r Ũ ✱ Ωt = {v(x) = 0 ; x ∈ U} ❡t ∇v(x) 6= 0 ♣♦✉r x ∈ ∂Et✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
v ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡t ❞❡ Ωt ❡t

Pφ(Ωt) = ωd

ˆ

Ωt

φo

[

x,
∇v
|∇v|

]

detdφ dHd−1

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✹ ❞❡ ❬✶✵✷❪✮
♠♦♥tr❡♥t q✉❡

Pφ(Ωt) = ωd

ˆ

∂Ω
φo

[

x+ t h nφ,
∇v(x+ t h nφ)

|∇v|(x+ t h nφ)

]

detdφ(x+ t h nφ) Jac∂Ω (x+ t h nφ) dHd−1

♦ù Jac∂Ω (x+ t h nφ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ x+ t h nφ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Jac∂Ω(x+ t h nφ) =
∣

∣Jac(x+ t h nφ)−1 ν
∣

∣ Jac(x+ t h nφ)



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✺✳✷

❡t Jac(x+ t h nφ)✱ ❧❛ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ x+ t h nφ ✿

Jac(x+ t h nφ)(i,j) =

[

∂

∂xj
(x+ t h nφ)i

]

❆✐♥s✐

d

dt
Pφ(Ωt)|t=0 = ωd

ˆ

∂Ω
φo

x(x, ν).nφh detdφ(x) dHd−1

+ ωd

ˆ

∂Ω
φo

ξ(x, ν).
d

dt

[ ∇v
|∇v|(x+ th)nφ

]

|t=0

detdφ(x) dHd−1

+

ˆ

∂Ω
∇(log(detdφ)).nφhdPd−1

φ

+ ωd

ˆ

∂Ω
φo(x, ν) detdφ(x)

d

dt
[Jac∂Ω(x+ t h nφ)]|t=0 dHd−1

= I1 + I2 + I3 + I4

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉ q✉❛tr✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿

d

dt
[Jac∂Ω(x+ t h nφ)]|t=0 .

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✺ ❞❡ ❬✶✵✷❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡

Jac∂Ω(x+ t h nφ) = 1 + t[div∂Ω(hnφ)] + o(t)

♦ù div∂Ω ❡st ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

div∂Ω(hnφ) = div(hnφ) − (Jν).ν,

❡t J ✱ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ hnφ ✿

Ji,j =

[

∂

∂xj
(hni

φ)

]

i,j

.

❆✐♥s✐✱
d

dt
[Jac∂Ω(x+ t h nφ)]|t=0 = div∂Ω(hnφ) = div(hnφ) − (Jν).ν

❡t

I4 =

ˆ

∂Ω
(div(h nφ) − (Jν).ν)dPd−1

φ .

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿

d

dt

[ ∇v(x+ thnφ)

|∇v(x+ thnφ)|

]

|t=0

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ v(x+ t h(x) nφ(x)) = u(x)✳ ❆✐♥s✐ ∇v = (Id+ tJ)−1∇u ❡t

d

dt
∇v|t=0 = −J∇u

■❧ r❡ss♦rt q✉❡

d

dt

[ ∇v(x+ thnφ)

|∇v(x+ thnφ)|

]

|t=0

= −J∇u|∇u| + ((J∇u).∇u) ∇u
|∇u|3

= −Jν + ((Jν).ν)ν
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❊t

I2 =

ˆ

∂Ω
(−(Jνφ).nφ + (Jν).ν)dPd−1

φ

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ✿

ωd

ˆ

∂Ω
φo

x(x, ν).nφh detdφ(x) dHd−1

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✻ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

(Jνφ)i =
∑

j

(νφ)j
∂

∂xi

(

hnj
φ

)

=
∂

∂xi
h+

∑

j

(νφ)jh
∂nj

φ

∂xi

=
∂

∂xi
h− hφxi(x, nφ) =

∂

∂xi
h+ hφo

xi
(x, νφ)

❊t

I1 =

ˆ

∂Ω
(Jνφ −∇h).nφ dPd−1

φ

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

d

dt
Pφ(Ωt)|t=0 = I1 + I2 + I3 + I4

=

ˆ

∂Ω
div(nφ)hdPd−1

φ +

ˆ

∂Ω
∇(log(detdφ)).nφ h dPd−1

φ

= −
ˆ

∂Ω
κφ h dPd−1

φ

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g ∈ C1(U ; Rd) q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✬ét❛❜❧✐t ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ g = gτ + (g.νφ)nφ✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs gτ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝❤❛♠♣
❞❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t à ∂Ω ❝❛r

(g − (g · νφ)nφ) · νφ = g · νφ − g · νφ = 0

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✈❡❝ g ❛✉ ❧✐❡✉ hnφ✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s I1✱ I2✱ I3 ❡t
I4 s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ g✱ ❡t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ gτ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❞❡ Rd ❡t Γ = ∂Ω✳ ❙♦✐t φ ∈ M(Rd)✱ ❛❧♦rs
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L2

φ(Γ,Rd) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g : Γ → R
d t❡❧s q✉❡

‖g‖2
Γ,φ =

ˆ

Γ
(φ(x, g))2dPd−1

φ <∞

▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ Pφ✱ ♥♦té dPφ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
L2

φ(Γ,Rd)✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡
♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r Pφ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r κφ nφ

‖κφ nφ‖2
Γ,φ

❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

min
g

{

〈dPφ , g〉 ; g ∈ L2
φ(Γ,Rd), ‖g‖Γ,φ ≤ 1

}
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✽✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❛✈❡❝ g = hnφ ❡t φ(x, g) = hφ(x, nφ) = h✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♠♣❧✐q✉❡

〈dPφ , g〉 = −
ˆ

∂Ω
κφ h dPd−1

φ

≥ −
√

ˆ

∂Ω
κ2

φdPd−1
φ

√

ˆ

∂Ω
h2dPd−1

φ

≥ −
√

ˆ

∂Ω
κ2

φdPd−1
φ

❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❛✈❡❝ g∗ =
κφnφ

√

´

∂Ω κ2
φdPd−1

φ

✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡

‖g∗‖Γ,φ =

ˆ

Γ
(φ(x, g∗))2dPd−1

φ =
1

´

∂Ω κ2
φdPd−1

φ

ˆ

Γ
(φ(x, κφnφ))2dPd−1

φ = 1

❊t

〈dPφ , g
∗〉 = −

´

∂Ω κ
2
φ dP

d−1
φ

√

´

∂Ω κ
2
φdP

d−1
φ

= −
√

ˆ

∂Ω
κ2

φdP
d−1
φ

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✵✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù g
✈ér✐✜❡ ‖g‖2

Γ,φ < +∞✱

〈dPφ , g〉 = −
ˆ

∂Ω
κφ g.νφ dPd−1

φ .

❆✐♥s✐✱

g∗∗ =
φo(x, ν)κφν

‖φo(x, ν)κφν‖L2
φ(Γ,Rd)

❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

min
g

{〈dPφ , g〉 ; ‖g‖Γ,φ ≤ 1} ,

❝❛r

〈dPφ , g
∗∗〉 = −

´

∂Ω κ
2
φφ

o(x, ν)ν.νφ dPd−1
φ

√

´

∂Ω κ
2
φ dPd−1

φ

= −
√

ˆ

∂Ω
κ2

φ dPd−1
φ

❯♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φ s✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈ér✐✜❡ ~v = κφnφ ♦✉ ~v = φo(ν)κφν✳

✺✳✷✳✷ ❋♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛

▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡ φ(x, ξ) = φ(ξ) ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ κφ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ Bφ,R0,x0 s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

Bφ,R0,x0 =
{

y ∈ R
d ; φ(y − x0) ≤ R0

}

,

❛✈❡❝ R0 > 0✳ ❡t x0 ∈ R
d✳
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◆♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ∂Ω ❡st s✉♣♣♦sé❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞❡ κφ ❛✉ ♣♦✐♥t x∗ ∈ ∂Ω à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té κφ(x∗) = −△φdφ(x∗) ♦ù dφ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✐❣♥é❡ à Ω✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ 2 ❞❡ dφ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ △φdφ(x∗)

d̃φ(x,Ω) = dφ(x∗,Ω) + 〈νφ , x− x∗〉l2(Rd) +
1

2
〈B(x− x∗) , x− x∗〉l2(Rd)

♦ù νφ = ∇dφ(x∗) = ∇d(x∗)
φo(∇d(x∗)) = ν

φo(ν) ❡t B = ∇2dφ(x∗)✳

❆✐♥s✐✱
{

∇d̃φ(x) = νφ +B(x− x∗)
T o(∇d̃φ)(x) = φo (νφ +B(x− x∗))φo

ξ(νφ +B(x− x∗))

❊t ❛❧♦rs

△φdφ(x∗) = φo(νφ)
〈

B , φo
ξξ(νφ)

〉

l2(Rd×d)
+
〈

Bφo
ξ(νφ) , φo

ξ(νφ)
〉

l2(Rd)

= φo(ν)
〈

B , φo
ξξ(ν)

〉

l2(Rd×d)
+
〈

Bφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

l2(Rd)

▲❡♠♠❡ ✼✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s B = ∇2dφ(x∗) ❡t A = ∇2d(x∗)✱










〈

Bφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

l2(Rd)
= 0

κφ(x∗) = −φo(ν)
〈

φo
ξξ(ν) , B

〉

l2(Rd×d)
= −

〈

φo
ξξ(ν) , A

〉

l2(Rd×d)

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✶✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡

〈

∇2d ∇d , ∇d
〉

l2(Rd)
= 0

❈❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝

〈

∇2dφ∇φdφ , ∇φdφ

〉

l2(Rd)
=

1

φo(ν)2
〈

∇2dφφ
o
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

l2(Rd)
= 0,

❝❛r φo
ξ(ν) = φo(ν)∇φdφ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ dφ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ∂Ω✱

∇dφ = νφ =
∇d

φo(∇d) .

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✈ér✐✜❡ s✉r ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

(

∇2dφ

)

i,j
=

1

φo(∇d)
(

∇2d
)

i,j
−

(∇d)i

(

∑d
k=1 φ

o
ξk

(∇d)(∇2d)k,j

)

φo(∇d)2 , ∀(i, j) ∈ [1, d]2,



✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✺✳✷

❡t

B = ∇2dφ =
1

φo(ν)
A− 1

φo(ν)2
[

(ν) ×
(

Aφo
ξ

)]

.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡
〈

Bφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

= 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

〈

Bφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

=
1

φo(ν)

〈

Aφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

− 1

φo(ν)2
〈[

(ν) ×
(

Aφo
ξ

)]

φo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

,

❡t

1

φo(ν)2
〈[

(ν) ×
(

Aφo
ξ

)]

φo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

=
φo

ξ(ν).ν

φo(ν)2
〈

Aφo
ξ , φ

o
ξ(ν)

〉

=
1

φo(ν)

〈

Aφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

.

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té φo(ν)
〈

φo
ξξ(ν) , B

〉

s✬✐❞❡♥t✐✜❡
à

φo(ν)
〈

φo
ξξ(ν) , B

〉

=
〈

φo
ξξ(ν) , A

〉

+
1

φo(ν)

〈

φo
ξξ(ν) , ν ×

(

Aφo
ξ

)〉

=
〈

φo
ξξ(ν) , A

〉

+
1

φo(ν)

〈

φo
ξξ(ν)ν , Aφ

o
ξ

〉

=
〈

φo
ξξ(ν) , A

〉

▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ φo ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ξ 6= 0✱ φ(ξ) = φξ.ξ ❡t φξ(ξ) = φξξ(ξ)ξ+φξ(ξ)✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ξ∗ ∈ (R∗)d✱ φξξ(ξ

∗)ξ∗ = 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ kφ✱

κφ(x∗) = −
〈

φo
ξξ(∇d(x∗)) , ∇2d(x∗)

〉

,

❡t
κφ(x∗) = −φo(∇d(x∗))

〈

φo
ξξ(∇d(x∗)) , ∇2dφ(x∗)

〉

.

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✿

κφ = −
〈

φo
ξξ(ν) , ∇2d(x∗)

〉

= κ
〈

φo
ξξ(ν)ν

⊥ , ν⊥
〉

,

❝❛r ∇2d ❛❞♠❡t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ③ér♦ ❡t −κ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ν ❡t ν⊥✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ κφ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛✱ Bφ,R0,x0 ❡t

κφ(x∗) = −d− 1

R0
∀x∗ ∈ ∂Bφ,R0,x0 .



✺✳✸ ✺✳✷✳ Pér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✸✼

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✵

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

dφ(Bφ,R0 , x) = φ(x− x0) −R0,

❡t

∇2dφ(x∗ − x0) = φξξ(x
∗ − x0).

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡

φ(ξ)φo
ξ(φξ(ξ)) = ξ, ∀ξ 6= 0.

❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

φξ(ξ) × φo
ξ(φξ(ξ)) + φ(ξ)φo

ξξ(φξ(ξ))φξξ(ξ) = Id

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r tr❛❝❡ à ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d = φξ(ξ).φ
o
ξ(φξ(ξ)) + φ(ξ)

〈

φo
ξξ(φξ(ξ)) , φξξ(ξ)

〉

= φo(φξ(ξ)) + φ(ξ)
〈

φo
ξξ(φξ(ξ)) , φξξ(ξ)

〉

= 1 + φ(ξ)
〈

φo
ξξ(φξ(ξ)) , φξξ(ξ)

〉

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥✜♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été φo(φξ(ξ)) = 1 ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡

φo(φξ(ξ))
〈

φo
ξξ(φξ(ξ)) , φξξ(ξ)

〉

=
d− 1

φ(ξ)

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ξ = (x∗ − x0) ∈ ∂Bφ,R0,x0 ✱ ❡t
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ∀x∗ ∈ R

d t❡❧ q✉❡ (x∗ − x0) ∈ ∂Bφ,R0,x0 ✱

κφ(x∗ − x0) = −φo(∇d(x∗ − x0))
〈

φo
ξξ(∇d(x∗ − x0)) , ∇2dφ(x∗ − x0)

〉

= −φo(φξ(x
∗ − x0))

〈

φo
ξξ(φξ(x

∗ − x0)) , φξξ(x
∗ − x0)

〉

= − d− 1

φ(x∗ − x0)
= −d− 1

R0

�

▼♦✉✈❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ Bφ,R0,x0

❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ Bφ,R(t),x0
♦ù ❧❡ r❛②♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ R(t) ✈ér✐✜❡

R(t) =
√

R2
0 − 2(d− 1)t

▲❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡✳



✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✺✳✸

✺✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

✺✳✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ❡t éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ϕ ✿ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥
❏❛❝♦❜✐ s✉r ϕ ❛✈❡❝

ϕt = φo(x,∇ϕ)F (x,∇ϕ,∇2ϕ),

♦ù

F (x, p,X) :=
∑

i

φo
xi,ξi(x, p) +

∑

i,j

φo
ξiξj (x, p)Xij +

∑

i

φo
ξi(x, p)

∂

∂xi
(log(detnφ)))

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❛ ❞é❥à été ❞é♠♦♥tré❡✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❊✈❛♥s ❡t ❙♣r✉❝❦ ❬✺✺✱ ✺✻✱ ✺✼✱ ✺✽❪✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞❡ t②♣❡ ✧◆❛rr♦✇ ❜❛♥❞ ♠❡t❤♦❞✧ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♥❡
♣♦✉rr♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ré❣✉❧✐èr❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♦ù ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st rés♦❧✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

✺✳✸✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ t②♣❡ ●✐♥③❜✉r❣✲
▲❛♥❞❛✉ ✈❡rs ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥é❝❡ss✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ✉♥❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❞❡ R

d✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞é✜♥✐ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω ❜♦r♥és
ré❣✉❧✐❡rs ❞❡ R

d ❛✈❡❝

Cφ

ˆ

Γ
φo(ν)ds ♦ù Cφ = wd detd(φ)

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❝❡ ♣ér✐♠ètr❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❞❡ R
d s✬❡①✲

♣❧✐❝✐t❡ ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✳ ▲❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ Ω ❞❛♥s R
d ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Pφ(Ω) := Cφ sup

{
ˆ

Ω
div(ϕ)dx ; ϕ ∈ D(Rd; Rd), ‖φ(ϕ)‖L∞(Rd) ≤ 1

}

,

♦ù D(Rd; Rd) r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s C∞(Rd) à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
R

d✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✷✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Pφ ❛✉
❧✐❡✉ ❞❡ Pφo ❝❛r ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ φ ❡t ♣❛s ❝❡❧❧❡ ❞❡ φo✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✷✳ ❙✐ Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ❛❧♦rs

Pφ(Ω) = Cφ

ˆ

∂Ω
φo(~n)ds
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✷✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
ˆ

Ω
div(ϕ(x))dx =

ˆ

∂Ω
ϕ(x).νdx

=

ˆ

∂Ω
φo(ν)ϕ(x).νφdx

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ φo(ξ∗)✱ φo(ξ∗) = sup {ξ∗.ξ ; ξ ∈ Bφ} ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ φ (ϕ(x)) ≤ 1 ❛ss✉r❡ q✉❡

ϕ(x).νφ ≤ sup {νφ.ξ ; φ(ξ) ≤ 1} ≤ φo(νφ) = 1

❊t ❛❧♦rs ∀ϕ ∈ D(Rd,Rd)✱
ˆ

Ω
div(ϕ(x))dx ≤

ˆ

∂Ω
φo(~n)ds

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ = nφ = φo
ξ(ν)

s✉r ∂Ω ♣✉✐sq✉❡ φ(nφ) = 1 ❡t nφ.νφ = 1✳

❙❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ Pφ ❡st s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ R

d ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✳ ❙✐ 1❧Ωn → 1❧Ω ❞❛♥s L1(Rd) ❛❧♦rs

Pφ(Ω) ≤ lim inf Pφ(Ωn)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✸✳

❙✐ ϕ ∈ D(Rd,Rd)✱ ❛❧♦rs

Cφ

ˆ

Ω
div(ϕ(x))dx = Cφ lim inf

n

ˆ

Ωn

div(ϕ(x))dx

≤ Cφ lim inf
n

(

sup
ϕ

{
ˆ

Ωn

div(ϕ) ; ϕ ∈ D(Rd; Rd), ‖φ(ϕ)‖L∞ ≤ 1

})

≤ Cφ lim inf
n

Pφ(Ωn)

❘és✉❧t❛t ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ L1(Rd)✱ ❛✈❡❝
{

J(u) = Pφ(Ω) s✐ u = 1❧Ω
J(u) = +∞ s✐♥♦♥.

❡t
{

Jǫ(u) =
´

Rd

[

ǫ (φo(x,∇u))2

2 + ǫ−1W (u)
]

dHd
φ s✐ u ∈ H1(Rd)

Jǫ(u) = +∞ s✐♥♦♥.

❆✐♥s✐✱ ❇❡❧❧❡tt✐♥✐ ❛ ét❛❜❧✐ ❬✾❪ q✉❡

Γ − lim
ǫ→0

Jǫ = cWJ ❞❛♥s L1(Rd)
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➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞ér✐✈❡ ❛❧♦rs ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ Jǫ✱

F
′
ǫ(u)(v) =

ˆ

Rd

[

ǫ∇φu.∇v +
1

ǫ
W

′
(u)v

]

dHd
φ

=

ˆ

Rd

[

−ǫ△φu+
1

ǫ
W

′
(u)

]

v dHd
φ

❡t✱
{

ut(x, t) = △φu(x, t) − 1
ǫ2
W

′
(u(x, t))

u(x, 0) = q
(

dφ(x,Ω0)
ǫ

)

.

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✈❡rs ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ❬✶✶❪ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(ǫ2ln(ǫ)2)✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡
s♦✉s ❡t s✉r s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❛♥s ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① ❬✶✸❪✱ ❇❡❧❧❡tt✐♥✐
❡t P❛♦❧✐♥✐ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧ ❞❡ uǫ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ

❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

uǫ = q

(

dφ(x,Ωǫ)

ǫ

)

◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐❝✐✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ∀t ∈ [0, T ]✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γǫ(t)✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1
2 ❞❡ uǫ(., t)✱ s❡

❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ nφ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ V ǫ✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡✱

d

dt
dǫ

φ = −V ǫ s✉r Γǫ(t)

♦ù dǫ
φ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✐❣♥é❡ à Γǫ(t)✳

❙✐ x s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ Γǫ(t)✱ ✐❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s y(x, t) =
dǫ

φ(x,t)

ǫ ❡t s(x, t) ∈ Γǫ(t)✱
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ q✉✐ ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡♥tr❡ x ❡t Γǫ(t) ✿

s(x, t) = arg min
y∈Γǫ(t)

{

dǫ
φ(x, y)

}

▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ❡st ❛❧♦rs r❡❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ ❡♥ ♣♦s❛♥t U ǫ(y(x, t), s(x, t), t) := uǫ(x, t)
❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s U ǫ ❡t V ǫ s♦♥t r❡❝❤❡r❝❤é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

U ǫ =

∞
∑

i=0

ǫiUi, V ǫ =

∞
∑

i=0

ǫiVi

❆❧♦rs✱

d

dt
U ǫ(y, s, t) =

1

ǫ
(∂yU

ǫ)(∂td
ǫ
φ) + (∂sU

ǫ)(∂ts) + (∂tU
ǫ) = −1

ǫ
(∂yU0)V0 +O(1)

∇U ǫ =
1

ǫ
(∂yU

ǫ)∇dǫ
φ + (∂sU

ǫ)∇s(x, t) =
1

ǫ
(∂yU

ǫ)∇dǫ
φ

∇φU
ǫ = φo

(

x,
1

ǫ
(∂yU

ǫ)∇dǫ
φ

)

φo
ξ(x,∇dǫ

φ) =
1

ǫ
(∂yU

ǫ)∇φd
ǫ
φ
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▲✬é❣❛❧✐té ∇dǫ
φ.∇φd

ǫ
φ = νφ.nφ = 1 ♠♦♥tr❡ q✉❡

div (∇φU
ǫ) =

1

ǫ2
(∂yyU

ǫ) +
1

ǫ
(∂yU

ǫ) div(∇φd
ǫ
φ)

❊t

divφ (∇φU
ǫ) =

1

ǫ2
(∂yyU

ǫ) +
1

ǫ
(∂yU

ǫ) div(∇φd
ǫ
φ) +

1

ǫ
(∂yU

ǫ)∇φd
ǫ
φ.∇(log(detdφ))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐♥s✐ q✉❡

△φU
ǫ =

1

ǫ2
(∂yyU0) +

1

ǫ
(∂yU0)△φd

ǫ
φ +

1

ǫ
(∂yyU1) +O(1)

■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❡st✐♠❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ s✉r U ǫ ✿

W
′
(U ǫ) = W

′
(U0) + ǫW

′′
(U0)

∞
∑

i=1

ǫi−1Ui +O(ǫ2)

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ut = △φu − 1
ǫ2
W

′
(u)✱ ❡t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t à

③ér♦ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ 1
ǫ2
✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

(∂yyU0(y, t)) −W
′
(U0(y, t)) = 0

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ U0 s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣r♦✜❧ q ❡t U0(y) = q(y)✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t à ③ér♦ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ 1

ǫ ✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

(∂yyU1(y, t)) −W
′′
(U0)U1 = (∂yU0) (κφ − V0)

❊t✱
ˆ

R

(∂yU0)
2 (κφ − V0) dy =

ˆ

R

[

(∂yyU1(y, t)) −W
′′
(U0)U1

]

(∂yU0)dy

=

ˆ

R

[

(∂yyyU0(y, t)) −W
′′
(U0)(∂yU0)

]

U1dy

=

ˆ

R

∂y

(

(∂yyU0(y, t)) −W
′
(U0(y, t))

)

U1dy

= 0

❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ κφ = V0 ❡t U1 = 0✳

❊♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡✱ V ǫ → κφ ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0 ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳

✺✳✸✳✸ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆❧♠❣r❡♥✲❚❛②❧♦r✲❲❛♥❣

❉❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ t❡♠♣s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❆❧♠❣r❡♥✲❚❛②❧♦r✲❲❛♥❣✳
❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ✉♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳
❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r ✭❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✮ ❞❡ R

d✱ ❡t τ > 0 ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❛❧♦rs ❧❡ ✢♦t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t Ω(t) ❞é✜♥✐ à ❧✬✐♥st❛♥t τ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡

Jτ (E) = Pφ(E) +
1

τ

ˆ

Ω△E
dφ(x, ∂Ω)dHd

φ,



✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ✺✳✸

♦ù Ω△E = (Ω \ E) ∪ (E \ Ω)

▲✬é♥❡r❣✐❡ Jτ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Jτ (E) = Pφ(E) − 1

τ

ˆ

E
dφ(x, ∂Ω)dHd

φ + C

♦ù C ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ Ω✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ Jτ s♦✐t ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r E = E∗✳

E∗ = arg min
E

{

Jτ (E) ; E ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R
d
}

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r E∗✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ ∂E∗ ❡t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r g ∈ C1

0 (U ; Rd)✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
Φt ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ U ❞❛♥s R

d ❡t ✈ér✐✜❡ Φt(x) = x + t g(x) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ E∗
t = Φt(E

∗)✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ✺✳✸ s✬é❝r✐t

d

dt
Jτ (E

∗
t )|t=0 = 0

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✷ ❞❡ ❬✶✵✷❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡

d

dt

[

ˆ

E∗
t

dφ(y, ∂Ω)ωddetdφdHd

]

t=0

=

ˆ

E∗
ωd div (dφ detdφg) dHd

❆✐♥s✐✱

d

dt

[

ˆ

φt(E∗)
dφdHd

φ(y)

]

t=0

= ωd

ˆ

E∗
∇dφ.g detdφ dHd + ωd

ˆ

E∗
dφ div(g) detdφ dHd

+ ωd

ˆ

E∗
dφ ∇(log(detdφ)).g detnφ dHd

=

ˆ

E∗
dφ divφ(g) dHd

φ +

ˆ

E∗
∇dφ.g dHd

φ

= −
ˆ

∂E∗
dφ g · νφ dPd−1

φ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✻

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼ ♠♦♥tr❡ q✉❡

d

dt
[Pφ(E∗

t )]|t=0 =

ˆ

∂E∗
κφ g · νφ dPd−1

φ

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ E∗ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

0 =
d

dt
Jτ (E

∗
t )|t=0 =

ˆ

∂E∗
(−κφ +

1

τ
dφ) g · νφ dPd−1

φ

❊t
dφ(x, ∂Ω) = τκφ(x) ∀x ∈ ∂E∗

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❆❧♠❣r❡♥✲❚❛②❧♦r✲❲❛♥❣ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
❞❡ κφ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ nφ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❧✐♥é❛r✐sé❡

✻✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡s ❡t s②♠étr✐q✉❡s ✿

φo(x, ξ) = φo(ξ), φo ∈ C2(Rd \ {0}), φo(ξ) = φo(−ξ).

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

{

ut(x, t) = △φu(x, t) − 1
ǫ2
W

′
(u(x, t))

u(x, 0) = q
(

dφ(x,Γ0)
ǫ

)

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △φ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ φo ❡st
✉♥❡ ♥♦r♠❡ ls ❛✈❡❝ s = 4✱ φo(ξ) = (ξs

1 + ξs
2)

1/s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ △φu ♥✬❡st
♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳

∇φo(∇u) = ((∂1u)
s + (∂2u)

s)1/s−1

(

(∂1u)
s−1

(∂2u)
s−1

)

❊t

△φu = ∂11u (s− 1)(∂1u)
s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−1

+ ∂22u (s− 1)(∂2u)
s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−1

+ ∂11u (2 − s) (∂1u)
2s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−2

+ ∂22u (2 − s) (∂2u)
2s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−2

+ 2 ∂12u (2 − s) (∂1u)
s−1 (∂1u)

s−1 ((∂1u)
s + (∂2u)

s)2/s−2

◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱
♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ tr♦♣ ❧❡♥t❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡
♣r♦❝é❞❡r ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à rés♦✉❞r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♦ù
s❡✉❧s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s s❡r❛✐❡♥t tr❛✐tés ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❛❧♦rs ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡t s♦♥ ❝♦ût
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ s❡r❛✐t ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✐s♦tr♦♣❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
♣♦✉rr✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❆❧♠❣r❡♥✲❚❛②❧♦r✲
❲❛♥❣ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❡t ◆♦✈❛❣❛ ❬✷✼❪✮ ♠❛✐s ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

✶✹✸



✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✶

♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡t s♦♥ ❝♦ût ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ s❡r❛✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s tr♦♣ é❧❡✈é✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r✲
❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ ✉♥ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉
❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✳

❯♥ ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘✉✉t❤ ❡t ▼❡rr✐♠❛♥ ❬✶✵✵❪✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ △φ✱ ♠❛✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉P

ut = △̃φu− 1

ǫ2
W

′
(u)

✻✳✶✳✶ ❍❡✉r✐st✐q✉❡

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ u(x, t) ≃
q
(

dφ(Ωt,x)
ǫ

)

❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω(t) ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞

✈❡rs ③ér♦✳ ❈✬❡st ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧♦✐t❡r✳
❙✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✬❡①♣❧✐❝✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

△φu = h

( ∇u
|∇u|

)

△u,

❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ △φ r❡✈✐❡♥t à ❞✐✛✉s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐t✉é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x∗ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à h (~n(x∗)) ♦ù ~n(x∗) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ uǫ✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭ à ❞✐✛✉s❡r ✮ ❡st s✐t✉é❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ~n(x∗) s✉✐✈❛♥t ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱
✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✶✳✶✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ △̃φ ❡st
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2
j

2
j/2

Domaine fréquentielDomaine spatial

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐t✉é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x∗ ❞❡ ❧✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ∂Ω✳

❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②♠❜♦❧❡ σ(ξ) = −4π2|ξ|2h(arg(ξ))✱ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡
❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ △φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✸✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛
❝❤❛❧❡✉r ❛♥✐s♦tr♦♣❡

Kt,h(x) = F−1
[

e−4π2|ξ|2h(arg(ξ))t
]

(x).

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘✉✉t❤ ❡t ▼❡rr✐♠❛♥ ❡t r✐❡♥ ♥✬❛ss✉r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té
❞❡ Kt,h(x)✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✬❛❞❛♣t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ré❣✉❧✐èr❡s
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘✉✉t❤ ❡t ▼❡rr✐♠❛♥ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s C2✳



✻✳✷ ✻✳✶✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✶✹✺

✻✳✶✳✷ P❧❛♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ét✉❞✐❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r △̃φ✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ △φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s H2(Rd)✱ ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ e△̃φt✱ ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ♥♦②❛✉ Kφ,t s❛t✐s❢❛✐t

Kφ,t(x) := F−1
[

e−4π2φo(ξ)2 t
]

(x)

❈❡ ♥♦②❛✉ ♥✬❛❞♠❡ttr❛ ♣❛s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x→ |x|2Kφ,t(x) ♥✬❡st
♣❛s ❞❛♥s L1(Rd)✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

IN :=

ˆ

Rd

e−π x2

N2 4π2|x|2Kφ,1(x)dx

❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❜♦r♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ 1/N2✳

❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt q✉❡ ❧✬♦♥
❝♦♠♠❡t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs △φ ❡t △̃φ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣

❞❡ ♣❤❛s❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s t②♣✐q✉❡♠❡♥t à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ uǫ = q
(

d(x,Ω)
ǫ

)

♦ù

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é Ω ❞❡ R
d ❡st s✉♣♣♦sé ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✳ ◆♦✉s ❡ss❛②❡r♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ❧♦rsq✉❡ x∗ ❡st s✐t✉é s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ✱

|△φu
ǫ(x∗) − △̃φu

ǫ(x∗)| = O(1) ❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0

❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡r❛ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞❡ uǫ ❡♥ x∗✱
♥♦té uǫ

2,x∗ ✱ ❡t ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡

△φu
ǫ(x) = △̃φu

ǫ
2,x∗(x) +

1

ǫ
O (|x− x∗|)

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ Kφ,t ❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦✲
♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡

△̃φu
ǫ(x∗) = △̃φu

ǫ
2,x∗(x∗) +O(1)

❉❛♥s ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥❡r♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

{

ut(x, t) = △̃φu(x, t) − 1
ǫ2
W

′
(u(x, t))

u(x, 0) = q
(

dφ(x,Γ0)
ǫ

)

.

▲❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❥✉st✐✜❡r♦♥t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1/2 ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
uǫ ❞❡ ❝❡s ❊❉Ps ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ r❡st❡ ❜♦r♥é❡✱ ❧✬❡r✲
r❡✉r✱ s✉✐t❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✐♠♣♦s❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ O(ǫ)✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s ❞♦♥❝ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡♥
O(ǫ) ✈❡rs ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
2 ❡t 3 ❥✉st✐✜❡r♦♥t ❝❡t ♦r❞r❡ ❞✬❡rr❡✉r✳



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✷

✻✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ

✻✳✷✳✶ ➱❧é♠❡♥t ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✏✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✑

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✹✳ ❙♦✐t ξ ∈ R
d✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : x→ e2iπx.ξ ✈ér✐✜❡

△φf(x) = −4π2φo(ξ)2f(x)

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✹✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s

φo(zξ) = |z|φo(ξ) ∀z ∈ C,∀ξ ∈ R
d

φo
ξ(zξ) =

z

|z|φ
o
ξ(ξ) ∀z ∈ C

∗,∀ξ ∈ (R∗)d,

q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ s♦✐t s②♠étr✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ξ ∈ R
d✱ φo(ξ) = φo(−ξ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✹✳

❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
φo ✿

△φf(x) = div (T o(∇f)) = div
(

φo(∇f)φo
ξ(∇f(x))

)

= div
(

φo(2iπ ξ f)φo
ξ(2iπ ξ f)

)

= div
(

2iπ fφo(ξ)φo
ξ(ξ)

)

= 2iπ φo(ξ) φo
ξ(ξ).∇f = −4π2 φo(ξ) φo

ξ(ξ).ξ f

= −4π2 φo(ξ)2 f(x)

✻✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ △̃φ ❛✉ s❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r △̃ : H2(Rd) → L2(Rd) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

△̃φu = F−1
[

−4π2φo(ξ)2F [u](ξ)
]

∀u ∈ H2(Rd).

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ H2(Rd) ❞❛♥s L2(Rd) ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t u ∈ H2(Rd)✱

‖u‖H2(Rd) = ‖u‖L2(Rd) + ‖△u‖L2(Rd)

= ‖u‖L2(Rd) +

(
ˆ

Rd

(

4π2|ξ|2
)2 F [u](ξ)2dξ

) 1
2

.

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ △̃φu ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(Rd) ❝❛r φo ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t ✈ér✐✜❡
λ|ξ| ≤ φo(ξ) ≤ Λ|ξ|✳

‖△̃φu‖L2(Rd) ≤ Λ2‖u‖H2(Rd)

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
H2(Rd)✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ✉♥ ❢r♦♥t u(x) = q

(

x.eν
ǫ

)

♦ù eν ❡st ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s✳



✻✳✷ ✻✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ ✶✹✼

✻✳✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ △̃φ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
T ∈ S

′
(Rd)✱ ♥♦té❡ F [T ] ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

〈F [T ] , ϕ〉S′(Rd),S(Rd) := 〈T , F [ϕ]〉S′(Rd),S(Rd) , ∀ϕ ∈ S(Rd).

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ F [{1}] = δ✱ F [{−2iπx}] = δ
′
❡t F [{−4π2x2}] = δ

′′
♦ù δ ❡st ❧❛

♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✳

❙✐ T ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✱ φo(ξ)2T (ξ) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛r φo(ξ)2 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ φo(ξ)2T (ξ) ♥✬❡st ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ T ∈ S

′
(Rd)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ T ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❡t s✐ {0} ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❛❧♦rs φo(ξ)2T ❡st ♠❛❧ ❞é✜♥✐❡
❝❛r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ φo(ξ)2 ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✺✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
ξξ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ③ér♦✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo ❡st ❤♦✲

♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡♥ ξ✱ ❛✐♥s✐










φo(tξ) = |t|φo(ξ)
φo

ξ(tξ) = t
|t|φ

o
ξ(ξ)

φo
ξξ(tξ) = 1

|t|φ
o
ξξ(ξ)

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo(ξ)2 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡✱ ❜♦r♥é❡ ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ③ér♦✳
(

φo(ξ)2
)

ξ
(ξ) = 2φo

ξφ
o

(

φo(ξ)2
)

ξξ
(ξ) = 2φo

ξξ(ξ)φ
o(ξ) + 2φo

ξ(ξ) ⊗ φo
ξ(ξ)

(

φo(ξ)2
)

ξξ
(tξ) = 2φo

ξξ(ξ)φ
o(ξ) + 2φo

ξ(ξ) ⊗ φo
ξ(ξ)

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ T =
∂2δ

∂ξi∂ξj
✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à

φo(ξ)2T (ξ)✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ δ✳ ❙♦✐t ρ ∈ S(R)
t❡❧❧❡ q✉❡

ˆ

R+

ρ(r)rd−1dr =
1

|Sd−1| ❡t ρ′(r) = 0

♦ù |Sd−1| r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ndρ(n|ξ|) ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝

{

ndρ(n|ξ|)
}

S
′

−→ δ,

❝❛r ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ S(Rd)✱

lim
n→∞

〈

ndρ(n|ξ|) , ϕ
〉

S′,S
= lim

n→∞

ˆ

Rd

ndρ(n|ξ|)ϕ(ξ)dξ

= lim
n→∞

ˆ

Rd

ρ(|ξ|)ϕ(
ξ

n
)dξ

= ϕ(0)

ˆ

Rd

ρ(|ξ|)dξ = ϕ(0) =< δ, ϕ >S′,S

▲❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✳



✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✷

❙♦✐t Tn ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Tn :=

{

nd∂
2ρ(n|ξ|)
∂ξi∂ξj

}

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Tn(ξ)φo(ξ)2 s♦♥t ❛❧♦rs ré❣✉❧✐èr❡s ❝❛r ∀n ∈ N
∗✱ Tn(ξ)φo(ξ)2 ∈ L1

loc(R
d) ✳ ◆♦✉s

❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ∀ϕ ∈ S(Rd)✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
〈

Tn(ξ)φo(ξ)2 , ϕ
〉

❧♦rsq✉❡ n→ +∞✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱

lim
n→+∞

〈

Tn(ξ)φo(ξ)2 , ϕ
〉

= lim
n→+∞

〈

Tn(ξ) , φo(ξ)2ϕ
〉

= lim
n→+∞

〈

ndρ(n|ξ|) , ∂
2
[

φo(ξ)2ϕ
]

∂ξi∂ξj

〉

= lim
n→+∞

〈

ndρ(n|ξ|) , ∂
2
[

φo(ξ)2
]

∂ξi∂ξj
ϕ

〉

,

❝❛r φo(0)2 = 0 ❡t φo
ξ(0)φo(0) = 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

lim
n→+∞

〈

Tn(ξ)φo(ξ)2 , ϕ
〉

= lim
n→+∞

〈

ndρ(n|ξ|)∂
2φo(ξ)2

∂ξi∂ξj
, ϕ

〉

= lim
n→+∞

ˆ

R

ρ(r)

[
ˆ

Sd−1

∂2(φo)2(θ)

∂ξi∂ξj
ϕ
( r

n
, θ
)

dθ

]

rd−1dr

= ϕ(0)

ˆ

Sd−1

[

∂2(φo)2

∂ξi∂ξj
(θ)

]

dθ

ˆ

R+

ρ(r)rd−1dr

=

[
 

Sd−1

∂2(φo)2(θ)

∂ξi∂ξj
dθ

]

ϕ(0),

♦ù
ffl

❡st ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♠♦②❡♥♥é❡✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ∂2δ
∂ξi∂ξj

φo(ξ)2 ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Tn(ξ)φo(ξ)2✱

∂2δ

∂ξi∂ξj
φo(ξ)2 :=

[
 

Sd−1

∂2(φo)2(θ)

∂ξi∂ξj
dθ

]

δ.

❆ ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ δ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐

T =
∑

i,j

ai,j
∂2δ

∂ξi∂ξj
,

❛❧♦rs φo(ξ)2T ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

φo(ξ)2T =





 

Sd−1

∑

i,j

ai,j
∂2(φo)2(θ)

∂ξi∂ξj
dθ



 δ

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✳ ❙♦✐t u ∈ S
′
(Rd) t❡❧ q✉❡ F [u] s♦✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❞❡✉①✱ ❛❧♦rs

△̃φu ❡st ❞é✜♥✐ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r

〈

△̃φu , ϕ
〉

S′,S
=
〈

−4π2φo(ξ)2F [u](ξ) , F̄ [ϕ](ξ)
〉

S′,S , ∀ϕ ∈ S(Rd)



✻✳✷ ✻✳✷✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ ✶✹✾

✻✳✷✳✹ Pr♦♣r✐été ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ e△̃φt

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷✳ ❙♦✐t u0 ∈ L2(Rd)✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r e△̃φt ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

e△̃φtu0 = u(t, x),

♦ù u ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
{

ut(t, x) = △̃φu(t, x)
u(0, x) = u0 ∈ L2(Rd)

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✻✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ et△̃φ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦ù
❧❡ ♥♦②❛✉ Kφ,t ✈ér✐✜❡

Kφ,t(x) = F−1
[

e−4π2φo(ξ)2t
]

(x)

❡t✱

et△̃φu0 = Kφ,t ∗ u0, ∀u0 ∈ L2(Rd)

▲❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ → e−φo(ξ)2 ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ③ér♦ ✭❧♦rsq✉❡ ❧❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❡❧❧✐♣s❡s✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x → |x|2Kφ(x) ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s L1(Rd)✱ ♦ù
Kφ = Kφ,1/(4π2)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ IN ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

IN =

ˆ

Rd

e−π
|x|2
N2 4π2|x|2Kφ(x)dx.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✳ ▲❛ s✉✐t❡ IN ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs

lim
N→∞

IN =

 

Sd−1

2
(

|φo
ξ(θ)|2 + φo(θ)Tr

(

φo
ξξ(θ)

))

dθ

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(φo) t❡❧❧❡ q✉❡ ∀N > 0

ˆ

Rd

(1 − e−π
|x|2
N2 )4π2|x|2Kφ(x)dx ≤ C(φo)

N2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✺✳
▲❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ e−φo(ξ)2 ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ξ = 0 ♠❛✐s r❡st❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❜♦r♥é✳















∇e−φo(ξ)2 = −2φo(ξ)φo
ξ(ξ)e

−φo(ξ)2

∇2e−φo(ξ)2 = −2
(

φo
ξ(ξ) ⊗ φo

ξ(ξ)
)

e−φo(ξ)2 − 2φo(ξ)φo
ξξ(ξ)e

−φo(ξ)2 + 4φo(ξ)2
(

φo
ξ(ξ) ⊗ φo

ξ(ξ)
)

e−φo(ξ)2

△e−φo(ξ)2 = −2|φo
ξ(ξ)|2e−φo(ξ)2 − 2φo(ξ)Tr

(

φo
ξξ(ξ)

)

e−φo(ξ)2 + 4φo(ξ)2|φo
ξ(ξ)|2e−φo(ξ)2

,

♦ù ♣♦✉r t♦✉t ν, µ ∈ R
d✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A = ν ⊗ µ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Ai,j = νi µj ✳

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❧❛♥❝❤❡r❡❧✱

IN =

ˆ

Rd

e−π
|x|2
N2 4π2|x|2Kφ(x)dx = −

ˆ

Rd

Nde−πN2|ξ|2△
[

e−φo(ξ)2
]

dξ

= −
ˆ

Rd

e−π|ξ|2△
[

e−φo(ξ)2
]

(

ξ

N

)

dξ



✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✷

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ IN ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s tr♦✐s t❡r♠❡s IN,1✱ IN,2 ❡t IN,3 s✉✐✈❛♥ts ✿

IN =

ˆ

Rd

2|φo
ξ(ξ)|2e

−
“

π|ξ|2+φo( ξ
N )

2
”

dξ +

ˆ

Rd

2φo(ξ)Tr
(

φo
ξξ(ξ)

)

e
−

“

π|ξ|2+φo( ξ
N )

2
”

dξ

−
ˆ

Rd

4φo

(

ξ

N

)2

|φo
ξ(ξ)|2e

−
“

π|ξ|2+φo( ξ
N )

2
”

dξ

➱t✉❞❡ ❞❡ IN,1

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥❝❛❞r❡r ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❝❛r |φo
ξ(ξ)|2 ≥ 0 ❡t λ|ξ| ≤ φo(ξ) ≤ Λ|ξ|✳ ❆✐♥s✐✱

❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ ✿

2

ˆ ∞

0

ˆ

Sd−1

e−π(1+ λ2

N2 )r2 |φo
ξ(θ)|2rd−1drdθ ≤ IN,1 ≤ 2

ˆ ∞

0

ˆ

Sd−1

e−π(1+ Λ2

N2 )r2 |φo
ξ(θ)|2rd−1drdθ,

❡t ♣❛r ❋✉❜✐♥✐✱
(
ˆ ∞

0
e−π(1+ λ2

N2 )r2

rd−1dr

)
ˆ

Sd−1

2|φo
ξ(θ)|2dθ ≤ IN,1 ≤

(
ˆ ∞

0
e−π(1+ Λ2

N2 )r2

rd−1dr

)
ˆ

Sd−1

2|φo
ξ(θ)|2dθ

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CΛ <∞ t❡❧❧❡ q✉❡

ˆ ∞

0
e−π(1+ Λ2

N2 )r2

rd−1dr ≃
(
ˆ

Sd−1

1dθ

)−1

− CΛ

N2

❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱

ˆ ∞

0
e−π(1+ Λ2

N2 )r2

rdr =





−e−π(1+ Λ2

N2 )r2

2π(1 + Λ2

N2 )





∞

0

=
1

2π(1 + Λ2

N2 )
≃ 1

2π
− Λ2

2πN2

❊t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d = 3✱

ˆ ∞

0
e−π(1+ Λ2

N2 )r2

r2dr =

ˆ ∞

0

e−π(1+ Λ2

N2 )r2

2π(1 + Λ
N )

dr =
1

4π(1 + Λ2

N2 )3/2
≃ 1

4π
− 3Λ2

8πN2

❊t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ d ❡st ♣❛✐r✱

ˆ ∞

0
e−π(1+ Λ2

N2 )r2

rd−1dr =

ˆ ∞

0

[

∏

d−2
2

i=1 (d− 2i)

]

e−π(1+ Λ2

N2 )r2

r

(2π(1 + Λ2

N2 ))(d−2)/2
dr =

[

∏

d−2
2

i=1 (d− 2i)

]

(

2π(1 + Λ2

N2 )
)d/2

❊t s✐ d ❡st ✐♠♣❛✐r✱

ˆ ∞

0
e−π(1+ Λ2

N2 )r2

rd−1dr =

ˆ ∞

0

[

∏

d−1
2

i=1 (d− 2i)

]

e−π(1+ Λ2

N2 )r2

(2π(1 + Λ2

N2 ))(d−1)/2
dr =

[

∏

d−1
2

i=1 (d− 2i)

]

(2π)
d−1
2

(

(1 + Λ2

N2 )
)d/2

❆✉ ✜♥❛❧✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣❡♥❞❛r♠❡s✱

lim
N→∞

IN,1 =
1

|Sd−1|

ˆ

Sd−1

2|φo
ξ(θ)|2dθ =

 

Sd−1

2|φo
ξ(θ)|2dθ,



✻✳✸ ✻✳✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✺✶

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ C1 q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ λ ❡t Λ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀N > 0

∣

∣

∣

∣

IN,1 −
 

Sd−1

2|φo
ξ(θ)|2dθ

∣

∣

∣

∣

≤ C1
1

N2

➱t✉❞❡ ❞❡ IN,2

▲❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣❡ φo ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

φo(ξ)Tr
(

φo
ξξ(ξ)

)

≥ 0.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ IN,1✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

lim
N→∞

IN,2 =

 

Sd−1

2φo(θ)Tr
(

φo
ξξ(θ)

)

dθ,

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C2 t❡❧❧❡ q✉❡ ∀N > 0

∣

∣

∣

∣

IN,2 −
 

Sd−1

2φo(θ)Tr
(

φo
ξξ(θ)

)

dθ

∣

∣

∣

∣

≤ C2
1

N2

➱t✉❞❡ ❞❡ IN,3

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❡✛❡t

|IN,3| ≤ 4

ˆ

Rd

e−π|ξ|2φo

(

ξ

N

)2

|φo
ξ (ξ) |2e−φo( ξ

N )
2

dξ

≤ 4

N2

ˆ

Rd

e−π|ξ|2φo (ξ)2 |φo
ξ (ξ) |2e−φo( ξ

N )
2

dξ

≤ C3

N2
.

➱t✉❞❡ ❞❡ IN
◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡
∀N > 0

∣

∣

∣

∣

IN −
 

Sd−1

2
(

|φo
ξ(θ)|2 + φo(θ)Tr

(

φo
ξξ(θ)

))

dθ

∣

∣

∣

∣

≤ C

N2

❊t

lim
N→∞

IN =

 

Sd−1

2
(

|φo
ξ(θ)|2 + φo(θ)Tr

(

φo
ξξ(θ)

))

dθ <∞

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✼✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ Kφ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 ♠❛✐s
q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

´

Rd |x|2Kφdx ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✐♠♣r♦♣r❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ Kφ ♥✬❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ♣♦s✐t✐❢✱ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ♥❡ s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣rés❡r✈é❡s ♣♦✉r ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

✻✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs △φ ❡t △̃φ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t②♣✐q✉❡s
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ △̃φ✳ ❙♦✐❡♥t



✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✸

✉♥ ♣r♦✜❧ q ré❣✉❧✐❡r ❡t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R
d✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uǫ(x) = q

(

d̄(x,Ω)

ǫ

)

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐✛✉s❡ Γǫ ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ d̄(x,Ω) ❛❞♠❡tt❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ x∗ ✿

d̄(x,Ω) = d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉l2(Rd) +
1

2
〈A(x− x∗) , x− x∗〉l2(Rd) +O

(

|x− x∗|3
)

,

♦ù ν = ∇d̄(x∗,Ω) ❡t A = ∇2d̄(x∗,Ω)✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ✉♥ ❢r♦♥t ♦ù ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ A ❡st ♥✉❧❧❡ ✿

uǫ
0,x∗(x) = q

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

▲✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ♥✉❧❧❡✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ A ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✉ t②♣❡

uǫ
1,x∗(x) = q

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉 + 1
2 〈A(x− x∗) , x− x∗〉

ǫ

)

.

▲✬❡rr❡✉r s❡r❛ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t ♥♦✉s ❡ss❛②❡r♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st t♦✉t❡ ❢♦✐s ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ǫ✳

✻✳✸✳✶ ❊rr❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❢r♦♥t ❞r♦✐t

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✻✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ
0,x∗ ❡st ✉♥ ❢r♦♥t ❡t s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uǫ
0,x∗(x) = q

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

, ❛✈❡❝ |ν| = 1

❛❧♦rs✱

△φu
ǫ
0,x∗(x) = △̃φu

ǫ
0,x∗(x), ∀x ∈ R

d

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✻✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ △φu
ǫ
0,x∗(x)

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱

∇uǫ
0,x∗(x) =

ν

ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

,

❡t✱

∇φu
ǫ
0,x∗(x) = T o

(

∇uǫ
0,x∗(x)

)

=
φo(ν)φo

ξ(ν)

ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

,
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♦ù T o(ξ) = φo
ξ(ξ)φ

o(ξ)✳
❆✐♥s✐✱

△φu
ǫ
0,x∗(x) = div

(

∇φu
ǫ
0,x∗(x)

)

=
φo(ν)

ǫ
φo

ξ(ν).∇
(

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

))

=
φo(ν)

ǫ2
φo

ξ(ν) · ν q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

=
φo(ν)2

ǫ2
q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

,

❝❛r ♣♦✉r t♦✉t ξ ∈ R
d✱ φo(ξ) = φo

ξ(ξ).ξ✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱

△φu
ǫ
0,x∗(x) =

φo(ν)2

ǫ2
q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ △̃φu
ǫ
0,x∗(x)

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ✱ ✉♥
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ♥♦té (xν , xν⊥) ❡t ✉♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♥♦té (ξν , ξν⊥) ♦ù
xν ✱ξν ∈ R✱ xν⊥ ✱ξν⊥ ∈ R

d−1✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ |ν| = 1✳ ❈❡s r❡♣èr❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐s ♣❛r
{

xν = (x− x∗) · ν (xν⊥)j = (x− x∗) · eν⊥,j ♣♦✉r j = 1 : d− 1

ξν = ξ · ν (ξν⊥)j = ξ · eν⊥,j ♣♦✉r j = 1 : d− 1

♦ù ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {eν⊥,j}j=1:d−1 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
{

x ∈ R
d ; 〈x , ν〉 = 0

}

❡t✱

x− x∗ = xνν +

d−1
∑

j=1

(xν⊥)jeν⊥,j ξ = ξνν +

d−1
∑

j=1

(ξν⊥)jeν⊥,j

❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡✱ uǫ
0,x∗ ❡st é❣❛❧❡ à

uǫ
0,x∗(x) = q

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

= q

(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)

.

❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

ũǫ
0,x∗(xν , x

⊥
ν ) = q

(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)

.

❆ ♥♦t❡r q✉❡
F
[

uǫ
0,x∗(x)

]

(ξ) = e2iπx∗.ξF̃
[

ũǫ
0,x∗(x)

]

(ξν , ξν⊥),

♦ù ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F
[

ũǫ
0,x∗
]

(ξν , ξν⊥) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à

F
[

ũǫ
0,x∗
]

(ξν , ξν⊥) = F1

[

q

(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν) Fd−1 [1] (ξν⊥)

= F1

[

q

(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν) δ{ξ
ν⊥=0},

♦ù F1 ❡t Fd−1 ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❡t d − 1✳
❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞✬♦r❞r❡ 0✱ φo(ξν , ξν⊥)2F [ũǫ

0,x∗ ](ξν , ξν⊥) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ✈ér✐✜❡

−4π2φo(ξν , ξν⊥)2F
[

ũǫ
0,x∗
]

(ξν , ξν⊥) = −4π2ξ2νφ
o(ν)2F1

[

q

(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν) δ{ξ
ν⊥=0}
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❊t ❛❧♦rs✱ ∀ϕ ∈ S(Rd)✱

〈

△̃φũ
ǫ
0,x∗ , ϕ

〉

S′,S
=

〈

−4π2φo(ξ)2F
[

ũǫ
0,x∗
]

, F̄ [ϕ]
〉

S′,S

=

〈

−4π2φo(ν)2|ξν |2F1

[

q

(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν) δ{ξ
ν⊥=0} , F̄ [ϕ] (ξν , ξν⊥)

〉

S′,S

= φo(ν)2
〈

F1

[

q

(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν) δ{ξ
ν⊥=0} , −4π2|ξν |2F̄ [ϕ](ξν , ξν⊥)

〉

S′,S

= φo(ν)2
〈

q

(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)

,
∂2ϕ(xν , xν⊥)

∂x2
ν

〉

S′,S

=

〈

φo(ν)2
1

ǫ2
q′′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)

, ϕ

〉

S′,S

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ △φu
ǫ
0,x∗ ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡t s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L1

loc(R
d) ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡

✐♥✐t✐❛❧ ✿

△̃φu
ǫ
0,x∗(x) =

φo(ν)2

ǫ2
q′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉l2
ǫ

)

✻✳✸✳✷ ❊rr❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❢r♦♥t ❝♦✉r❜é

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ✉♥ ❢r♦♥t ❝♦✉r❜é ❡t s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

uǫ
1,x∗ = q

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉 + 1
2 〈A(x− x∗) , x− x∗〉

ǫ

)

.

♦ù A ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ν✳
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ △̃φu

ǫ
1,x∗(x∗) ❝❛r✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥

♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
ν✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♥♦té❡ uǫ

2,x∗ ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❧✐♠✐té ❞❡ uǫ

1,x∗ ❡♥ x∗ ❡t q✉✐ ❛ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xν ❡t xν⊥ ✿

uǫ
2,x∗(x) = q

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

+ q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

) 〈A(x− x∗) , x− x∗〉
2ǫ

,

❡t

uǫ
2,x∗(x) = uǫ

1,x∗(x) +
1

ǫ
o
(

|x− x∗|2
)

.

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s✱

✕ ❊st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ △φu
ǫ
1,x∗(x) ✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △φ ❡st ❧♦❝❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ △φu(x)

❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ∇u(x) ❡t ∇2u(x) ❡♥ x∗✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ △φu
ǫ
1,x∗(x∗) ♣❡r♠❡t

❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ △φu
ǫ(x) ♣♦✉r t♦✉t x ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ∂Ω✳

✕ ❊st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ △̃φu
ǫ
2,x∗(x) ❞é✜♥✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡t q✉✐ s✬❛✈èr❡

êtr❡ ❛✉ ✜♥❛❧ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✳
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✕ ❈♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s △̃φu
ǫ
2,x∗(x) ❡t △φu

ǫ
1,x∗(x) ❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡

△̃φu
ǫ
2,x∗(x) = △φu

ǫ
1,x∗(x) +

1

ǫ
O (|x− x∗|)

✕ ❊st✐♠❡r ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ △̃φu
ǫ
1,x∗(x∗) ❡t △̃φu

ǫ
2,x∗(x∗) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♠❡♥t

❞✬♦r❞r❡ 2 ❞✉ ♥♦②❛✉ Kφ,t ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡

△̃φu
ǫ
1,x∗(x∗) = △̃φu

ǫ
2,x∗(x∗) +O(1)

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ △φu
ǫ
1,x∗(x)

▲❡♠♠❡ ✽✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱

△φu
ǫ
1,x∗(x) =

1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo (ν +A(x− x∗))
〈

A , φo
ξξ(ν +A(x− x∗))

〉

l2(Rd×d)

]

+
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

〈

Aφo
ξ(ν +A(x− x∗)) , φo

ξ(ν +A(x− x∗))
〉

l2(Rd)

]

+
1

ǫ2
q
′′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo(ν +A(x− x∗))2
]

,

♦ù d(x) = d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉l2(Rd) + 1
2 〈A(x− x∗) , x− x∗〉l2(Rd)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✽ ✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱

∇uǫ
1,x∗(x) =

1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[ν +A(x− x∗)] .

❊t ❛❧♦rs

T o
(

∇uǫ
1,x∗
)

(x) = φo
(

∇uǫ
1,x∗
)

(x) φo
ξ (∇uǫ

1) (x)

=
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo (ν +A(x− x∗))φo
ξ (ν +A(x− x∗))

]

.

❆✐♥s✐

△φu
ǫ
1,x∗(x) = div (T o (∇uǫ

1)) (x)

=
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo(ν +A(x− x∗)) div
(

φo
ξ (ν +A(x− x∗))

)]

+
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

〈

∇ (φo (ν +A(x− x∗))) , φo
ξ(ν +A(x− x∗))

〉

l2(Rd)

]

+
1

ǫ
φo(ν +A(x− x∗))

〈

∇
(

q
′
(

d(x)

ǫ

))

, φo
ξ(ν +A(x− x∗))

〉

l2(Rd)

=
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo(ν +A(x− x∗)))
〈

A , φo
ξξ(ν +A(x− x∗))

〉

l2(Rd×d)

]

+
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

〈

Aφo
ξ(ν +A(x− x∗))) , φo

ξ(ν +A(x− x∗))
〉

l2(Rd)

]

+
1

ǫ2
q
′′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo(ν +A(x− x∗)))2
]

,
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❝❛r A ❡st s②♠étr✐q✉❡✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r △φ ❡st ❧♦❝❛❧✱ ✐❧ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ∇u(x∗) ❡t ∇2u(x∗) ❞❛♥s
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ △φu(x

∗)✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ △φu
ǫ(x∗) = △φu

ǫ
1,x∗(x∗) ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡

❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✼✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ △φu
ǫ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à

△φu
ǫ(x) =

1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

φo

( ∇uǫ(x)

|∇uǫ(x)|

)〈

∇
[ ∇uǫ(x)

|∇uǫ(x)|

]

, φo
ξξ

( ∇uǫ(x)

|∇uǫ(x)|

)〉

l2(Rd×d)

+
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)〈

∇
[ ∇uǫ(x)

|∇uǫ(x)|

]

φo
ξ

( ∇uǫ(x)

|∇uǫ(x)|

)

, φo
ξ

( ∇uǫ(x)

|∇uǫ(x)|

)〉

l2(Rd)

+
1

ǫ2
q
′′
(

d(x)

ǫ

)

φo

( ∇uǫ(x)

|∇uǫ(x)|

)2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✼✳

■❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✈❡❝ A = ∇
[

∇uǫ(x)
|∇uǫ(x)|

]

❡t ν = ∇uǫ(x)
|∇uǫ(x)| ✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥

❡✛❡t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ uǫ = q
(

d(x,Ω)
ǫ

)

✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❜✐❡♥ s②♠étr✐q✉❡✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ △̃φu
ǫ
2,x∗(x) ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ
2,x∗ ❡st é❣❛❧❡ à

uǫ
2,x∗(x) = q

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

+ q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

) 〈A(x− x∗) , x− x∗〉
2ǫ

.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✾✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱

△̃φu
ǫ
2,x∗(x) =

1

ǫ
q
′

(

d̄(x∗,Ω) + 〈x− x∗ , ν〉l2(Rd)

ǫ

)

[

φo(ν)
〈

A , φo
ξξ(ν)

〉

l2(Rd×d)
+
〈

Aφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉

l2(Rd)

]

+
1

ǫ2
q
′′

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉l2(Rd)

ǫ

)

[

φo(ν)2 + 2φo(ν)
〈

A(x− x∗) , φo
ξ(ν)

〉

l2(Rd)

]

+
1

2ǫ3
q
′′′

(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉l2(Rd)

ǫ

)

φo(ν)2 〈A(x− x∗) , x− x∗〉l2(Rd)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uǫ

2,x∗ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

uǫ
2,x∗(x) = q

(

d̄(x∗,Ω)+ < ν, x− x∗ >
ǫ

)

+ q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

) 〈A(x− x∗) , x− x∗〉
2ǫ

= uǫ
0,x∗(x) + uǫ

3,x∗(x)

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❧❡s r❡♣èr❡s (xν , xν⊥) ❡t (ξν , ξν⊥) ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✷✻ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡



✻✳✸ ✻✳✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✺✼

△φu
ǫ
0,x∗(x) =

φo(ν)2

ǫ2
q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

■❧ r❡st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té △̃φu
ǫ
3,x∗(x)✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ uǫ
3,x∗(x) s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥t ❞❡s

❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ✿

uǫ
3,x∗(x) = q

′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

) 〈A(x− x∗) , x− x∗〉
2ǫ

.

❉❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

ũǫ
3,x∗(xν , x

⊥
ν ) = q

′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)

〈

Ãxν⊥ , xν⊥

〉

2ǫ

♦ù Ã ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Aν = 0 ❡t ❛ss✉r❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Ã t❡❧❧❡ q✉❡

〈A(x− x∗) , x− x∗〉 =
〈

Ãxν⊥ , xν⊥

〉

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❡♠♣éré❡s ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
s✬❡✛❡❝t✉❡r ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xν ❡t xν⊥ ✿

〈

F [ũǫ
3,x∗ ] , F̄ [ϕ]

〉

S′,S =

〈

1

2ǫ
F1

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν)Fd−1

[〈

Ãxν⊥ , xν⊥

〉]

(ξν⊥) , F̄ [ϕ]

〉

S′,S

♦ù ϕ ∈ S(Rd)✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Tξν ∈ S

′
(Rd−1)

❧♦rsq✉❡ ξν 6= 0✱

Tξν : ξν⊥ → φo(ξν , ξν⊥)2Fd−1

[〈

Ãxν⊥ , xν⊥

〉]

(ξν⊥)

▲❛ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξν⊥ → φo(ξν , ξν⊥)2 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❝❛r ξν 6= 0✮✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t

Tξν (ξν⊥) = F
[

−4π2
〈

Ãxν⊥ , xν⊥

〉]

(ξν⊥)φo(ξν , ξν⊥)2

= F



−4π2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j



 (ξν⊥)φo(ξν , ξν⊥)2

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✽✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ s✐ f ❡st C2(R)✱ ❛❧♦rs✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ fδ
′′
❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t

s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ δ
′′
f(0) + 2δ

′
f

′
(0) + δf

′′
(0)✳ ❊♥ ❡✛❡t

〈

fδ
′′
, ϕ
〉

S′,S
=
〈

δ
′′
, ϕf

〉

S′,S
= (ϕf)

′′
(0) = f(0)ϕ

′′
(0) + 2f

′
(0)ϕ

′
(0) + f

′′
(0)ϕ(0).

❊t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ s✐ f ∈ C2(R2)✱ ❛❧♦rs✱

F̄ [−4π2ξiξj ]f =
∂2δ

∂xi∂xj
f

= δ
∂2[f ]

∂xixj
(0) +

∂δ

∂xi

∂[f ]

∂xj
(0) +

∂δ

∂xj

∂[f ]

∂xi
(0) +

∂2δ

∂xixj
f(0)



✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✸

❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❝❡❧❛ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ Ã✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

Tξν (ξν⊥) = F



−4π2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j



 (ξν⊥)φo(ξν , ξν⊥)2

=
d−1
∑

i,j=1

F
[

−4π2Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j

]

(ξν⊥)φo(ξν , 0)2

+ 2
d−1
∑

i,j=1

F
[

−2iπÃ(i, j)(xν⊥)i

]

(ξν⊥)
∂(φo)2

∂(ξ⊥ν )j
(ξν , 0)

+
d−1
∑

i,j=1

F [1] (ξν⊥)Ã(i, j)
∂2(φo)2

∂(ξ⊥ν )i∂(ξ⊥ν )j
(ξν , 0).

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ φo ♠♦♥tr❡♥t ❛❧♦rs q✉❡

Tξν (ξν⊥) =
d−1
∑

i,j=1

F
[

Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j

]

(ξν⊥)φo(ν)2(−4π2ξ2ν)

+ 2
d−1
∑

i,j=1

F
[

Ã(i, j)(xν⊥)i

]

(ξν⊥)
∂(φo)2

∂(ξ⊥ν )j
(ν)(−2iπξν)

+
d−1
∑

i,j=1

F [1] (ξν⊥)Ã(i, j)
∂2(φo)2

∂(ξ⊥ν )i∂(ξ⊥ν )j
(ν).

▲♦rsq✉❡ ξν = 0✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Tξν=0(ξν⊥)✱

Tξν=0(ξν⊥) := F
[

−4π2 < Ãxν⊥ , xν⊥ >
]

(ξν⊥)φo(0, ξν⊥)2,

❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♠❛❧ ❞é✜♥✐❡✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r
✉♥ s❡♥s à ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

Tξν=0(ξν⊥) =





 

ξ∈Sd−1∩<ξ,ν>=0

d−1
∑

i,j=1

A(i, j)
∂2(φo)2

∂ξi∂ξj
(ξ)dσ



F [1] (ξν⊥).

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✾✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ T (ξν , ξν⊥) = Tξν (ξν⊥) ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♠❛❧ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ξν = 0✱ ❡♥
r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

1

2ǫ
F1

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν)T (ξν , ξν⊥)

❡st ❧✉✐ ❜✐❡♥ ♣♦sé✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❝✬❡st ❧❡ t❡r♠❡

d−1
∑

i,j=1

Fd−1 [1] (ξν⊥)Ã(i, j)
∂2(φo)2

∂(ξ⊥ν )i∂(ξ⊥ν )j
(ν) = f(ξν) δ{ξ

ν⊥=0}

q✉✐ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉✐sq✉❡ f(ξν) ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ξν = 0✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

F1

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ 0 ♣♦✉r



✻✳✸ ✻✳✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✺✾

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

f(ξν)δ{ξ
ν⊥=0}F

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

〈

f(ξν)δ{ξ
ν⊥=0}F1

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν) , F̄ [ϕ]

〉

=
〈

f(ξν)F1

[

q
′
(xν

ǫ

)]

, F̄ [ϕ] (ξν , 0)
〉

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ f(0)✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ T ét❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ♠❛❧ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (φo)2 ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡
❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ③ér♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ s❡♥s à ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✱ q✉✐ ét❛✐❡♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ {ρn}n∈N∗ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ δ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ T ❞é♣❡♥❞❛✐t

à ♣r✐♦r✐ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ {ρn}n∈N∗✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ F1

[

q
′ (xν

ǫ

)

]

(ξν) ❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ ✐❧

r❡ss♦rt ❛✉ ✜♥❛❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t T (ξ)F
[

q
′ (xν

ǫ

)

]

(ξν) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡

{ρn}n∈N∗✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F [ũǫ
3,x∗ ]φo(ξ)2 = 1

2ǫF1

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω)+xν

ǫ

)]

(ξν)T (ξν , ξν⊥) s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡

s♦✉s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s tr♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s T1✱ T2 ❡t T3 s✉✐✈❛♥t❡s ✿

F [ũǫ
3,x∗ ](ξ)φo(ξ)2 = T1(ξ) + T2(ξ) + T3(ξ)

=
1

2ǫ
F1

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν)Fd−1



φo(ν)2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j



 (ξν⊥)(−4π2ξ2ν)

+
1

2ǫ
F1

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν)Fd−1



2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i
∂(φo)2

∂(ξ⊥ν )j
(ν)



 (ξν⊥)(−2iπξν)

+
1

2ǫ
F1

[

q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν)Fd−1





d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)
∂2(φo)2

∂(ξ⊥ν )i∂(ξ⊥ν )j
(ν)



 (ξν⊥)

❙♦✐t ϕ ∈ S(Rd)✱ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ dx∗ = d̄(x∗,Ω) + xν

〈

T1 , F̄ [ϕ]
〉

S′ ,S =

〈

1

2ǫ
F
[

q
′
(

dx∗

ǫ

)]

(ξν)F



φo(ν)2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j



 (ξν⊥)(−4π2ξ2ν) , F̄ [ϕ]

〉

S′
,S

=

〈

1

2ǫ
F
[

q
′
(

dx∗

ǫ

)]

(ξν)F



φo(ν)2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j



 (ξν⊥) , (−4π2ξ2ν)F̄ [ϕ]

〉

S′ ,S

=

〈

1

2ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)

φo(ν)2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j ,
∂2ϕ(xν , xν⊥)

∂x2
ν

〉

S′
,S

=

〈

1

2ǫ3
q
′′′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

)

φo(ν)2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i(xν⊥)j , ϕ

〉

S′
,S
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〈

T2 , F̄ [ϕ]
〉

=

〈

1

2ǫ
F
[

q
′
(

dx∗

ǫ

)]

(ξν)F



2
d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i
∂(φo)2

∂(ξ⊥ν )j
(ν)



 (ξν⊥)(−2iπξν) , F̄ [ϕ](ξ)

〉

S′
,S

=

〈

1

ǫ
F
[

q
′
(

dx∗

ǫ

)]

(ξν)F





d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i
∂(φo)2

∂(ξ⊥ν )j
(ν)



 (ξν⊥) , −2iπξνF̄ [ϕ](ξ)

〉

S′ ,S

=

〈

1

ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

) d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i
∂(φo)2

∂(ξ⊥ν )j
(ν) , −∂ϕ(xν , xν⊥)

∂xν

〉

S′
,S

=

〈

1

ǫ2
q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

) d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)(xν⊥)i
∂(φo)2

∂(ξ⊥ν )j
(ν) , ϕ

〉

S′
,S

〈

T3 , F̄ [ϕ]
〉

S′
,S =

〈

1

2ǫ
F
[

q
′
(

d̄x∗ ,Ω) + xν

ǫ

)]

(ξν)F





d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)
∂2(φo)2

∂(ξ⊥ν )i∂(ξ⊥ν )j
(ν)



 (ξν⊥) , F̄ [ϕ]

〉

S′ ,S

=

〈

1

2ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + xν

ǫ

) d−1
∑

i,j=1

Ã(i, j)
∂2(φo)2

∂(ξ⊥ν )i∂(ξ⊥ν )j
(ν) , ϕ

〉

S′
,S

❊t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ △φu
ǫ
3,x∗ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

△̃φu
ǫ
3,x∗(x) =

1

ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈x− x∗ , ν〉
ǫ

)

(

φo(ν)
〈

A , φo
ξξ(ν)

〉

+
〈

Aφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉)

+
2

ǫ2
q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈x− x∗ , ν〉
ǫ

)

φo(ν)
〈

A(x− x∗) , φo
ξ(ν)

〉

+
1

2ǫ3
q
′′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈x− x∗ , ν〉
ǫ

)

φo(ν)2 〈A(x− x∗) , (x− x∗)〉

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ △̃φu
ǫ
2 ✈ér✐✜❡

△̃φu
ǫ
2,x∗(x) =

1

ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈x− x∗ , ν〉
ǫ

)

[

φo(ν)
〈

A , φo
ξξ(ν)

〉

+
〈

Aφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉]

+
1

ǫ2
q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

[

φo(ν)2 + 2φo(ν)
〈

A(x− x∗) , φo
ξ(ν)

〉]

+
1

2ǫ3
q
′′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈x− x∗ , ν〉
ǫ

)

φo(ν)2 〈A(x− x∗) , x− x∗〉
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❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s △φu
ǫ
1,x∗(x) ❡t △̃φu

ǫ
2,x∗(x)

▲❡s ❧❡♠♠❡s ✽ ❡t ✾ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✽✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱

△φu
ǫ
1,x∗(x) = △̃φu

ǫ
2,x∗(x) +

1

ǫ
O (|x− x∗|)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✽✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

△φu
ǫ
1(x) = I1 + I2 + I3

=
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo(ν +A(x− x∗)))
〈

A , φo
ξξ(ν +A(x− x∗)))

〉]

+
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[〈

Aφo
ξ(ν +A(x− x∗))) , φo

ξ(ν +A(x− x∗)))
〉]

+
1

ǫ2
q
′′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo(ν +A(x− x∗)))2
]

❆✈❡❝ d(x) = d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉 + 1
2 〈A(x− x∗) , x− x∗〉

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s I1✱ I2
❡t I3✳

➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ✿

I1 =
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo(ν +A(x− x∗))
〈

A , φo
ξξ(ν +A(x− x∗))

〉]

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ → φo(ξ)φξξ(ξ) ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ν ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré
0✱ ❛❧♦rs

[

φo(ν +A(x− x∗)))
〈

A , φo
ξξ(ν +A(x− x∗))

〉]

= φo(ν)
〈

A , φo
ξξ(ν)

〉

+O (|x− x∗|)

❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱

1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

=
1

ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

+
1

ǫ2
O (| 〈A(x− x∗) , x− x∗〉 |)

❆✉ ✜♥❛❧

I1 =
1

ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

[

φo(ν)
〈

A , φo
ξξ(ν)

〉]

+
1

ǫ
O (|x− x∗|)

➱t✉❞❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿

I2 =
1

ǫ
q
′
(

d(x)

ǫ

)

[〈

Aφo
ξ(ν +A(x− x∗)) , φo

ξ(ν +A(x− x∗))
〉]

▲❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❜♦✉t✐ss❡♥t à

I2 =
1

ǫ
q
′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

[〈

Aφo
ξ(ν) , φ

o
ξ(ν)

〉]

+
1

ǫ
O (|x− x∗|)
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➱t✉❞❡ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿

I3 =
1

ǫ2
q
′′
(

d(x)

ǫ

)

[

φo(ν +A(x− x∗))2
]

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés ❞✬♦r❞r❡ 2 à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r
1
ǫ2
✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱

φo(ν +A(x− x∗)))2 = φo(ν)2 + 2φo(ν)
〈

A(x− x∗) , φo
ξ(ν)

〉

+O
(

|x− x∗|2
)

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt

q
′′
(

d(x)

ǫ

)

= q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

+ q
′′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)[

1

2

〈A(x− x∗) , x− x∗〉
ǫ

]

+
1

ǫ2
O
(

| 〈A(x− x∗) , x− x∗〉 |2
)

❆✐♥s✐

I3 =
1

ǫ2
q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

[

φo(ν)2
]

+
1

ǫ2
q
′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)

[

2φo(ν)
〈

A(x− x∗) , φo
ξ(ν)

〉]

+
1

ǫ3
q
′′′
(

d̄(x∗,Ω) + 〈ν , x− x∗〉
ǫ

)[

1

2
〈A(x− x∗) , x− x∗〉

]

[

φo(ν)2
]

+
1

ǫ
O (|x− x∗|)

❊♥✜♥✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s tr♦✐s t❡r♠❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡

I1 + I2 + I3 = △̃φu
ǫ
2 +

1

ǫ
O (|x− x∗|)

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st t❡r♠✐♥é❡✳



✻✳✹ ✻✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✻✸

✻✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✿

{

ut(t, x) = △̃φu(t, x) − 1
ǫ2
W

′
(u(t, x))

u(0, x) = q
(

dφ(x,Ω)
ǫ

)

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❊❉P ♣❡✉t s✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡
❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡

J(u) =

ˆ

Rd

2π2φo(ξ)2|û(ξ)|2dξ +

ˆ

Rd

1

ǫ2
W (u)dx

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 2 ❞❡✈r❛✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t s✬❛❞❛♣t❡r ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦r♠❡
❡♥tr❡

‖u‖2
H1(Rd) ≈ ‖u‖2

H1
φ(Rd) =

ˆ

Rd

(

1 + φo(ξ)2
)

|û(ξ)|2dξ

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs △̃φ ❡t △φ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1/2 ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s uǫ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(ǫ)✳

✻✳✹✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ✐s♦tr♦♣❡s
à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ e−4π2|ξ|2 q✉✐ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r e−4π2φo(ξ)2 ✭✈♦✐r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✭✽✮ ❡t ✭✶✷✮
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭✷✮✮✳ ▲❡ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té r❡st❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ✐♥❝❤❛♥❣és✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ➱q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ s❛♥s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥











Un
Fourier = FFT [Un]

U
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2φo(k)2δtUn

Fourier[k]

Un+1/2 = IFFT [U
n+1/2
Fourier]

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

Un+1 = Un+1/2 − δt
ǫ2

[

W
′
(Un+1/2)

]

✹✿ ✜♥

✻✳✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s

P♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ (φ, φo)✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ Ω(t) ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✐♥✐t✐❛❧ Ω0 = Bφ,R0 ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ Ω(t) = Bφ,R(t) ♦ù ❧❡ r❛②♦♥ R(t) =

√

R2
0 − 2t✳ ▲❡s



✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✹

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ➱q✉❛t✐♦♥ ❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ U0✱ δt ❡t ǫ
✶✿ ♣♦✉r n ≥ 0 ✱
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥











Un
Fourier = FFT [Un]

U
n+1/2
Fourier[k] = e−4π2φo(k)2δtUn

Fourier[k]

Un+1/2 = IFFT [U
n+1/2
Fourier]

✸✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

k = −
´

W
′
(Un+1/2)dx

ǫ
´

[

√

W (Un+1/2)
]

dx

✹✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥

Un+1 = Un+1/2 − δt
ǫ2

[

W
′
(Un+1/2) − ǫ k

√

W (Un+1/2)

]

✺✿ ✜♥

❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✷✮ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

φo
1(ξ) = ‖ξ‖ℓ4 =

(

|ξ1|4 + |ξ2|4
) 1

4

φo
2(ξ) = ‖ξ‖

ℓ
4
3

=
(

|ξ1|
4
3 + |ξ2|

4
3

) 3
4

φo
3(ξ) =

(

|ξ1|1,001 + |12ξ1 +
√

3
2 ξ2|1,001 + |12ξ1 −

√
3

2 ξ2|1,001
) 1

1,001

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲
❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡t ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ r❛②♦♥ R0✳ ❆ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡
é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ̃(t) :=

{

x ∈ R
d ; u(t, x) = 1/2

}

✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡sts ❡st ❞✬♦❜✲
s❡r✈❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡

Diagramme de Frank, forme de Wulff, φo
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❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❋♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❡t ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s (φ1, φ
o
1)✱

(φ2, φ
o
2) ❡t (φ3, φ

o
3)



✻✳✹ ✻✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✻✺

Mouvement par courbure moyenne avec (φ
1
,φo

1
)

ε = 0.0019531,    δ
t
 = 3.8147e−06,    N=256     δ

t,affiche
 = 0.0039062
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❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s (φ1, φ
o
1)✱ (φ2, φ

o
2) ❡t

(φ3, φ
o
3) ❡t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ✳

❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uǫ ❞❡✈✐❡♥t
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ 1/2✳

❆❧❧✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ̃(t)

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✸✮ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡ ❝❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ N = 28✱ ✉♥ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s δt = (1/(2N))2 ❡t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ǫ = 1/(2N)✱ ǫ = 1/N ✱ ǫ = 2/N ❡t ǫ = 4/N ✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ s♦♥t ♠✐❡✉① ♣rés❡r✈é❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
ǫ s♦♥t ♣❡t✐ts✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ s❡♠❜❧❡ ❡♥ ❡✛❡t ❧✐ss❡r ❧❡s ❢♦rt❡s ❝♦✉r❜✉r❡s✱ ❡t ❝❡ ♣♦✐♥t ♥✬ét❛✐t ♣❛s
♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △φ✳

❯♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r ❛♣♣❛r❛ît ❛✈❡❝ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ̃(t) ♣♦✉r
❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❞ ❡♥ ❡✛❡t s❛ s②♠étr✐❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡
❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐ss✉❡s
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ ❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳



✶✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✹
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0.3
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V
(t

)

δ
t
 = 1.5259e−05,    N=256

Mouvement par courbure moyenne avec (φ
1
,φo

1
)

 

 
thÃ©orique
ε = 1/N
ε = 2/N
ε = 4/N
ε = 8/N

−6 −5.5 −5 −4.5 −4 −3.5 −3
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erreur(ε)

ε2 ln2(ε)

ε2

ε

❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ (φ1, φ
o
1)✱ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ t → Rǫ(t)✱ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ❡rr❡✉r s✉r ❧❡ t❡♠♣s

❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❡♣s✐❧♦♥✳

❱✐t❡ss❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥

❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ̃ǫ(t)✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω̃ǫ(t)✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❧❡ r❛②♦♥
R(t) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❲✉❧✛ à ❧✬✐♥st❛♥t t ✈ér✐✜❡ R(t) =

√

R2
0 − 2t✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉

✈♦❧✉♠❡ ✈ér✐✜❡
V (t) = |Bφ|

(

R2
0 − 2t

)

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✹✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ s❡ ré♣❡r❝✉t❡ s✉r ❧❛ ♣❡♥t❡
❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωǫ(t)✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❢♦rt❡s ❝♦✉r❜✉r❡s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ✭✻✳✹✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ǫ✳

❋♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ♥✉♠ér✐q✉❡

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✭✻✳✺✮ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ǫ✳ ■❧ ❡♥ r❡ss♦rt ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s s♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s
t❤é♦r✐q✉❡s q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡st ♣❡t✐t✳

❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s tr❛ç♦♥s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✭✻✳✻✮
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

log(ǫ) → log
(

‖χΩǫ − χΩ‖L1(Rd)

)

♦ù Ωǫ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ♦r❞r❡
❞✬❡rr❡✉r ❡♥ O(ǫ) s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡st q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo

1 ❡t φo
2✳

▲✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
2(ξ) = ‖ξ‖

l
4
3
q✉❡

♣♦✉r φo
1(ξ) = ‖ξ‖l4 ✱ ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ❧❛ ♥♦♥ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo

2✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❣r❛♣❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ t❡st ✐s♦tr♦♣❡ ♦ù ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ O(ǫ2)✳ ❈❡
t❡st ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛♣rès s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r△φ ♣❛r △̃φ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ln(ǫ)2ǫ2 ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ♠♦♥tré ❇❡❧❧❡tt✐♥✐✱ ●♦❣❧✐♦♥❡ ❡t
◆♦✈❛❣❛ ❞❛♥s ❬✶✶❪ ♠❛✐s ❡♥ O(ǫ)✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r ❧✐♥é❛r✐sé ❞é❣r❛❞❡ ❞♦♥❝ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈✐♦♥s ♣ré✈✉ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳



✻✳✹ ✻✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✶✻✼

δ
t
 = 1.5259e−05,    N=256

Forme de Wulff numÃ©rique   avec (φ
1
,φo

1
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Forme de Wulff numÃ©rique   avec (φ
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❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ❋♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♦❜t❡♥✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
ǫ = 1/N, 2/N, 4/N ❡t 8/N ♦ù N = 256✳
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Avec l’anisotropie φo(ξ) = | ξ |
1.3333

 ,     log(Erreur) = 0.73597 log(ε) + −1.1853

log(ε)
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Avec l’anisotropie φo(ξ) = | ξ |
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 ,     log(Erreur) = 2.1158 log(ε) + 2.7274

log(ε)
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4
 ,     log(Erreur) = 0.87492 log(ε) + −1.3877

log(ε)
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❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ❊rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ✿ à ❣❛✉❝❤❡ ❛✈❡❝
φo

2(ξ) = ‖ξ‖ℓ4/3 ✱ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❛✈❡❝ φo(ξ) = ‖ξ‖ℓ2 ✱ à ❞r♦✐t❡ ❛✈❡❝ φo
1(ξ) = ‖ξ‖ℓ4
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 ,     log(Erreur) = 0.4416 log(ε) + −0.67254
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lo
g(

E
rr

eu
r)

❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ❊rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❘✉✉t❤ ▼❡rr✐♠❛♥✳ ▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
✉t✐❧✐sé❡ ❡st φo(ξ) = ‖ξ‖ℓ4

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❘✉✉t❤✲▼❡rr✐♠❛♥

❉❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘✉✉t❤ ❡t ▼❡rr✐♠❛♥ ❬✶✵✵❪ q✉✐
♠♦❞é❧✐s❡♥t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo(ξ) =
|ξ|b(arg(ξ)) ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❡♥❝❡✲▼❡rr✐♠❛♥✲❖s❤❡r ❛✈❡❝
❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱

K̃δt,φ(x) = Cφ e
− x2

4δtr(arg(x)) ♦ù Cφ =

(
ˆ

R2

e
− x2

4δtr(arg(x))dx

)−1

❡t
r(θ) = γ(θ + π/2)

(

γ(θ + π/2) + γ
′′
(θ + π/2)

)

,

♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t❡st❡r ❝❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ K̃δt,φ(x) à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ Kδt,φ(x)✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2((R∗)d)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo(ξ) = ‖ξ‖

l
4
3
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ tr❛✐té✳ ❉❛♥s ❧❡s t❡sts s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo(ξ) = ‖ξ‖l4 ✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡ ❞❡ ✭✻✳✼✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♦❜t❡♥✉❡s
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❡t✱ ♠✐s à ♣❛rt ❧❡ ❝❛s ♦ù ǫ = 1

N ✱ t♦✉t❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ♦❜t❡♥✉❡s
s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st r❛✐❞❡✳ ▲❛
❞❡✉①✐è♠❡ ✜❣✉r❡ ❞❡ ✭✻✳✼✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ ǫ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s t❡sts
♣ré❝é❞❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ Kδt,φ(x)✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❘✉✉t❤✲▼❡rr✐♠❛♥ ♥❡ tr❛✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❡t ♥❡
s❡♠❜❧❡ ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s r❛✐❞❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡st ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✢❡①✐❜❧❡ à t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❡t s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3

◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✭✻✳✽✮✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo✱ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❋r❛♥❦✱
❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳



✻✳✺ ✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✶✻✾

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✵✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡
❞✉❛❧ ❞❡ φo✱ ♥♦té❡ φoo ❡t q✉✐ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à φ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱
♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2 ❡t 3✱ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♥♥❡①❡✳

▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ s♦♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s r❡tr♦✉✈é❡s ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s s✉❜✐ss❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❧✐ss❛❣❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛rêt❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✭✻✳✾✮✱ ✭✻✳✶✵✮ ❡t ✭✻✳✶✶✮ ♣rés❡♥t❡♥t tr♦✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ t♦r❡ ❡t ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s
s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ φo(ξ) = max {ξ1, ξ2, ξ3}✱ φo(ξ) =

√

ξ21 + ξ22 + |ξ3| ❡t φo(ξ) = |ξ1|+ |ξ2|+ |ξ3|✱

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
△̃φ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ à ✉♥ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
❝❡ ❝♦ût ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✐s♦tr♦♣❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
△̃φ ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ré♣❡r❝✉t✐♦♥s s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
♣❤❛s❡✱ ♣✉✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é✱ ❝❡t ♦r❞r❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ O(ǫ) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
O(ǫ2ln(ǫ)2)✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s
❡t ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡r✳



✶✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✺

❋✐❣✳ ✻✳✽ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❋r❛♥❦✱ ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①

❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo(ξ) = max {ξ1, ξ2, ξ3}✱ φo(ξ) =
√

(ξ1 + ξ2)2 + ξ23 ✱ φ
o(ξ) =

√

max
{

ξ23 , ξ
2
1 + ξ22

}

✱

φo(ξ) =
√

ξ21 + ξ22 + |ξ3| ❡t φo(ξ) = |ξ1| + |ξ2| + |ξ3|✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés s♦♥t
N = 27✱ ǫ = 1

N ✱ ❡t δt = ǫ2.



✻✳✺ ✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✶✼✶

❋✐❣✳ ✻✳✾ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t♦r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo(ξ) = max {ξ1, ξ2, ξ3}

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t♦r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo(ξ) =
√

ξ21 + ξ22 + |ξ3|



✶✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✻✳✺

❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t♦r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo(ξ) = |ξ1| + |ξ2| + |ξ3|



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥
❝♦♥✈❡①❡s

✼✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φ ❡t φo ét❛✐❡♥t t♦✉t❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ φo ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ φ✳ ▲❡ s✉♣ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥✈❡①❡s ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♥✈❡①❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φo ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r❡♥✲
❞r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r✱ ♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s
(φoo, φo) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (φ, φo)✱ ♦ù φoo ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ φo ❡t s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à φ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦té ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ △φo ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
△φ✮ ❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r

△φo = div
(

φo
ξ(∇u)φo(∇)

)

.

❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❧✉s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✐ φo ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♥♦té Pφo ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡
Ω✱ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R

d✱

Pφo(Ω) =

ˆ

Γ
φo(n)ds

❊t✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ φo✱ ❝❡ ♣ér✐♠ètr❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✲
♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ R

d✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✶✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
φo ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t q✉❡ |Bφoo | = ωd ❞❡ t❡❧❧❡s s♦rt❡ q✉❡ ωd detdφ

oo = 1✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❡t
♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r✱ ❡t q✉❡ s♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡
s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Pφo,∗ ♦ù φo,∗ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ φo ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❬✼✵❪✮✳
◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐r♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t Pφo à ✈♦❧✉♠❡ ✜①é s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛

✶✼✸



✶✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✶

❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo,∗✳

◆♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❞❡ Pφo ✱ ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❆❧♠❣r❡♥✲❚❛②❧♦r✲❨♦✉♥❣✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ Pφo ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡ ♣❧✉s
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ❥✉st✐✜❡r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ Bφoo,R0 ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛ss♦❝✐é à φo,∗✳

✕ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s t > 0✳ ▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s Θ(φo) ❞✬✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo s♦♥t
❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s θ ∈ Sd−1 t❡❧❧❡ q✉❡ φo,∗ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ✳

Θ(φo) =
{

θ ∈ Sd−1 ; Tr
(

φo,∗
ξξ (θ)

)

> 0
}

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✷✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐èr❡✱ φo,∗
ξξ (θ) ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t

θ ∈ Sd−1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s ❣r❛❞✐❡♥t ❡t ❞❡ s♦✉s✲
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✱ ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s
♦✉t✐❧s ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣tés ✐❝✐✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲
❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✭✼✳✷✮✱

ut = △φou− 1

ǫ2
W

′
(u) ✭✼✳✶✮

❞❡✈r❛✐t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r Pφo ✳

▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △φo ♥✬❡st ♣❧✉s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ✧❢♦r❞✇❛r❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✧✱
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt à ❝❡ ❥♦✉r✳
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✻✵❪✳ ❱♦✐r ❛✉ss✐
❧❡s tr❛✈❛✉① ❬✷✻✱ ✻✾❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs r❛❥♦✉t❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r △̃φo ✱ ❡t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à
❧✬éq✉❛t✐♦♥

ut = △̃φou− 1

ǫ2
W

′
(u). ✭✼✳✷✮

▲✑♦♣ér❛t❡✉r △̃φo ré❣✉❧❛r✐s❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣✉✐sq✉❡ ♠ê♠❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✼✳✷✮ s✬♦❜t✐❡♥t
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡
❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉① tr❛✈❛✉① ❬✷✻✱ ✻✾❪✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ t♦✉t
❞❡ ♠ê♠❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡♥ q✉♦✐ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❉P ✭✼✳✷✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✧❧❡ ❜♦♥✧
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❞❡ Pφo ✳

◆♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❍❡✉r✐st✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❡♥ q✉♦✐✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭7.2✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ré❣✉❧❛r✐sé ❞✉
t②♣❡

Pφo,ǫ(Ω) ≃
ˆ

Γ
(φo(~n) + ǫ|κφ|) ds



✼✳✷ ✼✳✷✳ Pr♦♣r✐été ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Pφo ✶✼✺

▲✬❛❥♦✉t ❞✉ t❡r♠❡ ǫ|κφo | ❛❣✐t ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜✉r❡s
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ r❡♥❞r❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✲
♠❡♥t ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ Pφo,ǫ(Ω)✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛✐♥s✐ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t
♥♦té Γǫ ❡t ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s ❞❛♥s ❞❡ ❢✉t✉rs tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❡t ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❞❡ Pφo,ǫ(Ω)✳

✼✳✷ Pr♦♣r✐été ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Pφo

✼✳✷✳✶ ❈♦♥t✐♥✉✐té

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ Pφ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t
✉t✐❧✐s❛✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pφ(E) =

ˆ

∂E
φo(n)ds =

{
ˆ

E
div(ϕ)dx ; ϕ ∈ D(Rn; Rn), ‖φ(ϕ)‖L∞(Rd) ≤ 1

}

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ à ♣❛rt✐r ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ à φo ❧♦rsq✉❡ φo ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Pφo ♣♦✉r ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛ss♦❝✐é à
❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✸✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ φo à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ φ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡
❞❡ ❝❡ ♣ér✐♠ètr❡✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡r❛✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛ss♦❝✐é❡ à
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo,∗ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ φoo✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡
❞❡ φo✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬✼✵❪✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ φo ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ❛❧♦rs Pφo ♥✬❡st ♣❛s s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✾✳ ❙✐ φo ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s Ωn ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
Ω t❡❧s q✉❡ 1❧Ωn → 1❧Ω ❞❛♥s L1(Rd) ❡t

lim inf Pφo(Ωn) < Pφo(Ω)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✾✳

◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ s✬❛❞❛♣t❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
φo ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ (ξ, µ) ∈ R

d × R
d✱ ❡t λ ∈ [0, 1] t❡❧s q✉❡

φo(λξ + (1 − λ)µ) > λφo(ξ) + (1 − λ)φo(µ)

■❧ ♥✬❡st ♣❛s r❡str✐❝t✐❢ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ |ξ| = |µ| = 1 ♣✉✐sq✉❡ φo ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1✳

Ω
Ω
Ω

4

20

A

B

C

(1−λ) µλ ξ

( λ ξ + (1− λ) µ )

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ (ξ, µ) ∈ R
d × R

d✱ ❡t λ ∈ [0, 1] ❧♦rsq✉❡ φo ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡



✶✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✷

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✶✮✱ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❆❇❈ ✈ér✐✜❡

Pφo([A,B,C]) = Pφo([A,B]) + Pφo([B,C]) + Pφo([C,A])

= λφo(ξ) + (1 − λ)φo(µ) + |λξ + (1 − λ)µ|φo

(

λξ + (1 − λ)µ

|λξ + (1 − λ)µ|

)

,

❊t
Pφo([C,A]) > Pφo([A,B]) + Pφo([B,C])

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ω ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡tt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (λξ + (1 − λ)µ)⊥✳
❈❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωn s✬♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ∂Ωn à ∂Ω à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡tt❡ q✉✐ ❡st
r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r n tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✶✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡
Ωn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ Ω ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1(Rd)
❡t✱

lim inf Pφo(Ωn) = Pφo(Ω) + L (λφo(ξ) + (1 − λ)φo(µ) − φo(λξ + (1 − λ)µ)) < Pφo(Ω).

♦ù L r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡tt❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L1 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

✼✳✷✳✷ ❊♥✈❡❧♦♣♣❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo,∗ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ φoo✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡
s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ss✐ à ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ φo✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

φo,∗ = sup
f

{f ≤ φo ; f ❝♦♥✈❡①❡}

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♣❧✉s P̃φo ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ Pφ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ R

d✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡✱

P̃φo(Ω) = lim inf
Ωn

χ−→Ω

Pφo(Ωn) ∀Ω ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R
d.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ φo ♥♦té Θ(φo) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s θ ∈ Sd−1 t❡❧❧❡s q✉❡ φo,∗ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Θ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠❡s
❞❡ ❲✉❧✛ ❛ss♦❝✐é❡s à φo,∗✳ ❆✐♥s✐✱

φo(θ) = φo,∗(θ), ∀θ ∈ Θ(φo)

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✵✳ P♦✉r t♦✉t Ω✱ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R
d✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s (Ωn)

❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s t❡❧s q✉❡ 1❧Ωn

L1(Rd)−→ 1❧Ω ❡t✱

lim
n→∞

Pφo,∗(Ωn) = Pφo,∗(Ω)

■❧ r❡ss♦rt ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
lim

n→∞
Pφo(Ωn) ≤ Pφo(Ω),

❡t s✐ Ω ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs

lim
n→∞

Pφo(Ωn) < Pφo(Ω)



✼✳✷ ✼✳✷✳ Pr♦♣r✐été ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ Pφo ✶✼✼

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✳✸✳✷✳
◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s q✉✬✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❡t ré❣✉❧✐❡r
❞❡ R

2✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦❧②❣♦✲

♥❛✉① ♥♦té❡
{

Ω̃n

}

n>0
❞♦♥t ❞❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1

n ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣❛r♠✐

❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉t♦r✐sés✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω̃n q✉✐ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Ω ❡t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛✉s✲
❞♦r✛ ❛✈❡❝ Ω✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st q✉❡ limn→∞ Pφo,∗(Ω̃n) = Pφo,∗(Ω) ❝❛r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t

Ωn
χ−→ Ω ♠❛✐s ❧❡✉r ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛✉ss✐✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω̃n✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❤❛q✉❡
❛rêt❡ ❞♦♥t ❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✶✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Ω̃n ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ θ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱
❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s (θ1, θ2) ∈ Θ2 t❡❧ q✉❡

θ = αθ1 + (1 − α)θ2 ❡t φo,∗(θ) = αφo,∗(θ1) + (1 − α)φo,∗(θ2)

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ φo,∗ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ φo ❡st ❝r✐st❛❧❧✐♥❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s [θ1, θ2]✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωn ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❛rêt❡s ✐♥t❡r❞✐t❡s ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s✳ ▲✬é❣❛❧✐té φo,∗(θ) = αφo,∗(θ1) + (1 − α)φo,∗(θ2) ✐♠♣❧✐q✉❡

q✉❡ Pφo,∗(Ωn) = Pφo,∗(Ω̃n) ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ Ωn
χ−→ Ω ❝❛r distχ

(

Ω̃n,Ωn

)

≤ 1
n ✳ ❋✐♥❛❧❡✲

♠❡♥t ❧❛ s✉✐t❡ Ωn ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s limn→∞ Pφo,∗(Ωn) = Pφo,∗(Ω)✳
❆✐♥s✐✱

lim
n→∞

Pφo(Ωn) = lim
n→∞

Pφo,∗(Ωn) = Pφo,∗(Ω) ≤ Pφo(Ω)

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ Ω ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Pφo,∗(Ω) < Pφo(Ω) ❡t ❛❧♦rs✱

lim
n→∞

Pφo(Ωn) < Pφo(Ω).

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✵✳ ▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ Pφo ❡st ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ Pφo,∗

P̃φo(Ω) =

ˆ

∂Ω
φo,∗(ν)ds

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✵✳
❙♦✐t Ω ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ R

d✳
✐✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo,∗ ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ φo✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ φo,∗ ≤ φo ❡t✱

P̃φo(Ω) = lim inf
Ωn

Pφo(Ωn).

≥ lim inf
Ωn

Pφo,∗(Ωn) ≥ Pφo,∗(Ω)

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ Pφo,∗ ❡st s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✲
♠❡♥t✳
✐✐✮ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✼✳✸✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ Ω∗

n t❡❧❧❡ q✉❡

P̃φo(Ω) ≤ lim
n→∞

Pφo(Ω∗
n) = lim

n→∞
Pφo,∗(Ω∗

n) = Pφo,∗(Ω)

▲✬é❣❛❧✐té limn→∞ Pφo(Ω∗
n) = limn→∞ Pφo,∗(Ω∗

n) ❡st ✈ér✐✜é❡ ❝❛r Ω∗
n ♥✬❛❞♠❡t q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ Pφo,∗(Ω) = P̃φo(Ω)✳



✶✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✸

✼✳✷✳✸ ❋♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❛ss♦❝✐é❡ à φo

▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ V0 s♦♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω∗
V0

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t Pφo ♣♦✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡
❞♦♥♥é V0 ✿

arg inf
Ω

{Pφo(Ω) ; |Ω| = V0} ✭✼✳✸✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✳ ▲❡s ♣ér✐♠ètr❡s Pφo ❡t Pφo,∗ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❛ss♦❝✐é❡s à
φo,∗ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

Wφo,∗ =
{

x ∈ R
d ; x.n ≤ φo,∗(n), n ∈ Sd

}

, ∂W =
{

φo,∗
ξ (n) ; n ∈ Sd

}

,

✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋♦♥s❡❝❛✲▼ü❧❧❡r ❬✻✶❪✳ ❖r✱ s✐ ñ /∈ Θ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ φo,∗

♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s (n1, n2) ∈ Θ2 ❡t ❞❡ α ∈ [0, 1] t❡❧s q✉❡

{

ñ = αn1 + (1 − α)n2

φo,∗(ñ) = αφo,∗(n1) + (1 − α)φo,∗(n2).

❆✐♥s✐
{

x ∈ R
d ; x.ñ ≤ φo,∗(ñ)

}

=
{

x ∈ R
d ; x.(αn1 + (1 − α)n2) ≤ αφo,∗(n1) + (1 − α)φo,∗(n2)

}

⊇
{

x ∈ R
d ; x.n1 ≤ φo,∗(n1)

}

∩
{

x ∈ R
d ; x.n2 ≤ φo,∗(n2)

}

,

❡t
{

x ∈ R
d ; −φo,∗(ñ) ≤ x.ñ ≤ φo,∗(ñ)

}

⊇
{

x ∈ R
d ; x.n ≤ φo,∗(n), n ∈ Θ

}

.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❡ φo,∗ ✿

Wφo,∗ =
{

x ∈ R
d ; x.n ≤ φo,∗(n), n ∈ Θ

}

,

q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❛ss♦❝✐é❡s à φo,∗ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ s✐ Ω∗ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❡ φo,∗✱ ❛❧♦rs

Pφo(Ω∗) = Pφo,∗(Ω∗).

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Ω∗∗ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❣✉❧✐❡r s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
|Ω∗∗| = V0 ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❡ φo,∗✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ φo,∗ ≤ φo✱ ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t

Pφo(Ω∗∗) ≥ Pφo,∗(Ω∗∗) > Pφo,∗(Ω∗) ≥ Pφo(Ω∗)

▲✬✐♥é❣❛❧✐té str✐❝t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞✬❛♣rès ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
✭7.3✮ ❡st ❜✐❡♥ ❛tt❡✐♥t ❡t q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡❝❤❡r❝❤é❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❡ φo,∗ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
V0✳
�



✼✳✸ ✼✳✸✳ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❞❡ Pφo ✶✼✾

✼✳✸ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❞❡ Pφo

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ❙♦✐t
Ω ∈ C2

b (Rn)✱ ❡t τ > 0 ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✢♦t ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ à ❧✬✐♥st❛♥t τ
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ Ω(τ) ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡

Jτ,φo(E) = Pφo(E) +
1

τ

ˆ

Ω△E
dφoo(x, ∂Ω)dHd

φoo ✭✼✳✹✮

♦ù Ω△E = (Ω \ E) ∪ (E \ Ω)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✹✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❛ss✉r❡ ❧❛ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ Pφo✱ q✉✐ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱
❞é♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❈❡ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥✈❡①❡✳

✼✳✸✳✶ ▲♦rsq✉❡ Ω ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ Ω0 ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❡t q✉✬❡❧❧❡ s✬❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ω =
{

x ∈ R
d; φoo(x) ≤ R0

}

.

◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Ω∗
τ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t s✬❛✈èr❡

êtr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✳

Jτ,φo,∗(E) = Pφo,∗(E) +
1

τ

ˆ

Ω△E
dφoo(x, ∂E)dHd

φoo , ✭✼✳✺✮

❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s q✉❡
φo,∗ ≤ φo ❡t q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✼✳✹✮ s♦♥t ❛❧♦rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ✭✼✳✺✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✺✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✐s❛♥ts ♥❡ s♦✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s
✈ér✐✜é✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✱ ❛❧♦rs ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
❜✐❡♥ ♣♦sé ✭ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣❧✉s ✉♥✐❝✐té ✮ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❞♦♥t ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r φo,∗✳

✼✳✸✳✷ ▲♦rsq✉❡ Ω0 ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷✳ P♦✉r τ > 0✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s Ωτ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭7.4✮ ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t q✉❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✷✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭7.4✮ ♥♦té❡ Ωτ ❛❞♠❡tt❡
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s Ωn

t❡❧❧❡ q✉❡
Ωn → Ωτ ❡t lim

n→∞
Pφo(Ωn) < Pφo(Ωτ )

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❤♦✐s✐r n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡

Jτ,φo(Ωn) < Jτ,φo(Ωτ ),

❡t ❝❡❝✐ s♦✉❧è✈❡r❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Ωτ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✼✳✹✳



✶✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✹

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✻✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭7.4✮ ❛❞♠❡tt❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♠❛✐s s✐ Ωτ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❝❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

✼✳✹ ➱♥❡r❣✐❡ ❞❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ❡t éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
é♥❡r❣✐❡ ❞❡ t②♣❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉✳

Jǫ,φo(u) =

ˆ

Rd

(

ǫ
1

2
φo(∇u)2 +

1

ǫ
W (u)

)

dx

▲✬❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ ❥✉st✐✜❛✐t r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ét❛✐t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s✉✐✈❛♥t

Jǫ,φo
Γ−→ cWPφo

❖r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡
q✉❡ Pφo s♦✐t s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❛✈❡❝

uǫ = q

(

d(x,Ω)

φo(∇d(x,Ω))ǫ

)

❛❧♦rs
lim
ǫ→0

Jǫ,φo(uǫ) = cWPφo(Ω)

■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ Jǫ(u) ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Jǫ(u) =

ˆ

Rd

φo

( ∇u
|∇u|

)



ǫφo

( ∇u
|∇u|

)

1

2
(∇u)2 +

1

ǫφo
(

∇u
|∇u|

)W (u)



 dx

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✼✳ ▲♦rsq✉❡ φo ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❛❧♦rs dφ(x,Ω) = d(x,Ω)
φo(∇d(x,Ω)) ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ Γ✳

❆✐♥s✐✱ ❜✐❡♥ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s r❡❧✐❡r Jǫ ❛✈❡❝ Pφo ♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡
t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ Jǫ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ φo ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳

ut = △φou− 1

ǫ2
W

′
(u) ✭✼✳✻✮

▲❛ ré❡❧❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ φo ♥✬❛ss✉r❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r △φ✳ P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ △φu ♦ù φo ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦
♥♦r♠❡ ls ❛✈❡❝ s < 1✳

△φu = ∂11u (s− 1)(∂1u)
s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−1

+ ∂22u (s− 1)(∂2u)
s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−1

+ ∂11u (2 − s) (∂1u)
2s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−2

+ ∂22u (2 − s) (∂2u)
2s−2 ((∂1u)

s + (∂2u)
s)2/s−2

+ 2 ∂12u (2 − s) (∂1u)
s−1 (∂1u)

s−1 ((∂1u)
s + (∂2u)

s)2/s−2

❘✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t à ♣r✐♦r✐ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✼✳✻✮ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ét❛❜❧✐✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ s❡♥s ❛ ♣r✐♦r✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✱ ▼♦r❣❛♥ ❇r❛ss❡❧ à r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s



✼✳✺ ✼✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✶✽✶

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧❡♠❡♥ts ✜♥✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♥❞✉✐s❛✐t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋✐❡rr♦ ❡t ❛❧❧ ❬✻✵❪✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✸✮ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡r✈é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s très ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ ❣❛r❞❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❝❡❧❛ ♠ê♠❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✈r❛✐t s✬❛❞❛♣t❡r à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭7.7✮✳

ut = △̃φu− 1

ǫ2
W

′
(u) ✭✼✳✼✮

■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✭✼✳✽✮✳

J̃ǫ(u) = ǫ

ˆ

Rd

2π2φo(ξ)2|û|2dξ +
1

ǫ

ˆ

Rd

W (u)dx ✭✼✳✽✮

❆✈❡❝

∇J̃ǫ(u)v = ǫ

ˆ

Rd

4π2φo(ξ)2û(ξ)v̂(ξ)dξ +
1

ǫ

ˆ

Rd

W
′
(u(x))v(x)dx

=

ˆ

Rd

[

−ǫ△̃φu(x) v(x) +
1

ǫ
W

′
(u(x))v(x)

]

dx

= < −ǫ△̃φu+
1

ǫ
W

′
(u), v >L2(Rd)×L2(Rd)

❈❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❛♣♣♦rt❡ ❛✐♥s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ♣✉✐sq✉❡ ♠ê♠❡ s❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥✲
✈❡①✐té✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✼✳✽✮ r❡st❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ♥♦r♠❡ H1(Rd)✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✿

{

ut = △̃φu− 1
ǫ2
W

′
(u)

u(0, x) = q
(

dφoo(x,Ω0)

ǫ

)

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞é❝r✐ts ❡♥ ❞é❜✉t
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♠ê♠❡s ✿ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✳

✼✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥

▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈❛❧✐❞❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❛ss♦❝✐é❡s à φo ❡t φo,∗ s♦♥t
❜✐❡♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❝♦♠♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ♥♦✉s ♦❜s❡r✈❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ1 ❡t Γ2 ❛ss♦❝✐é❡s r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à φo ❡t φo,∗ s❡r♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳



✶✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✺

▲❡s t❡sts s✉✐✈❛♥ts ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡s ✿ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❛✉t♦r✐sé❡s ❢❡r♦♥t ❛❧♦rs ♣❧❛❝❡ à ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ1 ❡t Γ2 s♦✐❡♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡s
❞❡✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡r♦♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s é❝♦✉❧é✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡
❛ ♣r✐♦r✐ très ét♦♥♥❛♥t ♠❛✐s ❝♦♥❢♦rt❡ ❜✐❡♥ ♥♦tr❡ ✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ1 ❡t Γ2 s♦♥t
étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✳

❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✱ ♥♦té❡s φo
1✱ φ

o
2 ❡t φo

3✳ ▲❡✉r ❡♥✲
✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♥♦té❡ φo,∗

1 ✱ φo,∗
2 ❡t φo,∗

3 ✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo
1 ❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ‖‖ℓp ❛✈❡❝ p < 1 ✿

φo
1(ξ) = ‖ξ‖ℓp ❛✈❡❝ p = 0.8

❙♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ✿

φo,∗
1 (ξ) = ‖ξ‖ℓ1

▲❡✉r ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✷✮
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Wulff shape

Frank diagram
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l
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Wulff shape

Frank diagram

❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ✿ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ φo
1✱ ❆ ❞r♦✐t❡✱ φo,∗

1

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
2 ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣♦❧❛✐r❡ ♣❛r ✿

φo
2(ξ) = r (| cos(θ)| + | sin(θ)|)4 ❛✈❡❝ r = |ξ| ❡t θ = arg(ξ)

▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ φo
2 ❡st ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖‖ℓ1 ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✸✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡

❋r❛♥❦ ❡t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❡ φo
2 ❡t φo,∗

2 ✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φo
3 ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❬✻✵❪ ❛✈❡❝

φo
3(ξ) = φo

2(r, θ) =

{

r s✐ |θ| ≤ π/4
(1 − cos(2θ)) r s✐♥♦♥



✼✳✺ ✼✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✶✽✸
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φ
o
(ξ) = |ξ| ( |cos(θ)| +  |sin(θ)| )4 

 

 

Wulff shape

Frank diagram
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φo(ξ) = |ξ|
l
1

 

 

Wulff shape

Frank diagram

❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ✿ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ φo
2✱ ❆ ❞r♦✐t❡✱ φo,∗

2

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ❛❧♦rs

φo,∗
3 (ξ) = φo

1(r, θ) =

{

r s✐ |θ| ≤ π/4

(1 − cos(2θ))1/2 r s✐♥♦♥

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✹✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❡ φo
3 ❡t φo,∗

3 ✳
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φo(ξ) =  |ξ| si |θ| < π/4,  |ξ| (1 − cos(2 θ))1 sinon

 

 

Wulff shape

Frank diagram
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φo(ξ) =  |ξ| si |θ| < π/4,  |ξ| (1 − cos(2 θ))0.5 sinon

 

 

Wulff shape

Frank diagram

❋✐❣✳ ✼✳✹ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ✿ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ φo
3✱ ❆ ❞r♦✐t❡✱ φo,∗

3

✼✳✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (φo
1, φ

o,∗
1 )✱ (φo

2, φ
o,∗
2 ) ❡t (φo

3, φ
o,∗
3 )✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r

❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s♦♥t tr❛❝é❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✭✼✳✺✮✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s
❞❡ ❲✉❧✛ s♦♥t r❡tr♦✉✈é❡s ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❡s ❢♦rt❡s ❝♦✉r❜✉r❡s s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t
❧✐ssé❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ✉t✐❧✐sé✳



✶✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✺

ε = 0.0019531,    δ
t
 = 3.8147e−06,    N=256

t = 0.015003
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❋✐❣✳ ✼✳✺ ✕ ❋♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s (φo
1, φ

o,∗
1 )✱ (φo

2, φ
o,∗
2 ) ❡t (φo

3, φ
o,∗
3 )

✼✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✻✮ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s
❛✈❡❝ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo

1✱ φ
o
2 ❡t φo

3✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ1

❡t Γ2 ❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à φo ❡t s♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ φo,∗✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ Γ1 ❡t Γ2 s♦♥t ❞♦♥❝ très s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✽✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ✐♥✢✉❡♥❝❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❧❡s ❜♦✉❧❡s Bφo ❡t Bφo,∗ ♦♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ très ♣r♦❝❤❡✳
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ très ♥❡t ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ Bφo

❡st ♣r❡sq✉❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ Bφo,∗ ✭❱♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✸✮✳ ▼❛✐s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ❞❡✈✐❡♥t
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐ts✳

✼✳✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥s ♥♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s θ ∈ Sd−1

✈ér✐✜❛♥t φo(θ) = φo,∗(θ)✳ P♦✉r ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo
1 ❡t φo

2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ à ✉♥ ♠♦❞✉❧♣ π ♣rès✱

Θ1 = Θ2 =
{

0,
π

2

}

,

❡t ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡✱

Θ3 =
[

−π
4
,
π

4

]

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✼✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿



✼✳✺ ✼✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✶✽✺

Pr❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
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❋✐❣✳ ✼✳✻ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s (φo
1, φ

o,∗
1 )✱

(φo
2, φ

o,∗
2 ) ❡t (φo

3, φ
o,∗
3 )



✶✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✺

▲❡s ❞❡✉① é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ1 ❡t Γ2 s♦♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ1(t) ✭❛ss♦❝✐é❡ à φo
1✮ ♥❡

❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦✐t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ω1(t)
♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡♠♣s t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ1 ❡t Γ2 r❡❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❙✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✭✼✳✽✮✱ ♥♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❧❡s é♥❡r❣✐❡s Jǫ,1(u

ǫ
1) ❡t Jǫ,2(u

ǫ
2) ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,1(u

ǫ
1)

❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ Jǫ,2(u
ǫ
2) à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s

❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ▼❛✐s✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ Jǫ,1(u
ǫ
1) ❞é❝r♦ît ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣✉✐s

r❛ttr❛♣❡ Jǫ,2(u
ǫ
1)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ Γ1 ❝♦♥s❡r✈❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡s

❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❝❛r ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s s♦♥t ✐❝✐ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ✿
✕ ▲✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ q✉✐ ❡st ❝❡♥sé❡ ✐♥t❡r❞✐r❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❝ré❡r ❞❡s ♠❛r❝❤❡s
❞✬❡s❝❛❧✐❡r✳

✕ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φo q✉✐ ré❣✉❧❛r✐s❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛✉① ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡✈❛♥t ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo

1✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
2 q✉✐ ♣♦s✲

sè❞❡ ✉♥❡ très ❢♦rt❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ1 ♥❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡s ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s
♦❜s❡r✈♦♥s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♣rès ✉♥ ❝❡r✲
t❛✐♥ t❡♠♣s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ1 ❡t Γ2 s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,1(u

ǫ
1)

❛❞♠❡t ❞❡s s❛✉ts✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❛♣♣❛r❛ît ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❛✉ t❡♠♣s t = 0.25✱ ✐♥✲
t❡r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ1 s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,1(u

ǫ
1)

❞❡✈✐❡♥t à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ Jǫ,2(u
ǫ
2) ✿ ❝❡❝✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❞✐s♣❛r❛ît

❛✈❡❝ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿

▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦♥t r❡ss♦rt✐r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✐s❛♥ts ✿ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❛ss❡③ ❢♦rt❡ ♣♦✉r ❝ré❡r ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r
❡t ♥❡ s✉❜✐t ♣❛s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s 5 ♣❧❛❣❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ1 ✿
✕ t ∈ [0, 0.0015] ✿ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s t = 0.002✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡
❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❞✐♠✐♥✉❡r é♥♦r♠é♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,1(u

ǫ
1)✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs

❝♦♠♣t❡r 6 ♣✐❝s ♣❛r ❝ôté✳
✕ t ∈ [0.0015, 0.0035] ✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,1(u

ǫ
1) ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣✉✐s ❛❞♠❡t ✉♥❡

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ t = 0.0035✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❝s ✈✐❡♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à 4✳
✕ t ∈ [0.0035, 0.007] ✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,1(u

ǫ
1) ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣✉✐s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞✐s✲

❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ t = 0.07✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❝s ✈✐❡♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à 2✳
✕ t ∈ [0.007, 0.0135] ✿ ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,1(u

ǫ
1) ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣✉✐s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥✲

t✐♥✉✐té ❡♥ t = 0.0135✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ1 ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ❡t ✈✐❡♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
s❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✳ ▲❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s Γ1 ❡t Γ2 s❡ s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s r❡tr♦✉✈é❡s✱ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,1(u

ǫ
1) ❛

r❛ttr❛♣é ❧✬é♥❡r❣✐❡ Jǫ,2(u
ǫ
2)✳

✕ t ∈ [0.0135,∞] ✿ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛✳



✼✳✺ ✼✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ✶✽✼

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
3 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✲

✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ǫ ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ✿ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✾✮ ❡t ♥♦✉s
r❡tr♦✉✈♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡s ♠ê♠❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞é❝r✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

▼✐s❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t ❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
3 ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t

❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é ♣♦✉r ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❡t ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡r✈é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳



✶✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✺

Pr❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
1

ε = 0.0019531,    δ
t
 = 3.8147e−06,    N=256

t = 7.6294e−06
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❉❡✉①✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
2

ε = 0.0019531,    δ
t
 = 3.8147e−06,    N=256

t = 7.6294e−06
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❋✐❣✳ ✼✳✼ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s (φo
1, φ

o,∗
1 )✱

(φo
2, φ

o,∗
2 ) ❡t (φo

3, φ
o,∗
3 )
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❋✐❣✳ ✼✳✽ ✕ ❊♥❡r❣✐❡s t→ J ǫ
φ(uǫ(x, t)) ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr♦✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✼

✼✳✻ ❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣ér❛t❡✉r △̃φo

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✾✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✭✼✳✼✮✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛✐ts ✿
✕ ▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡s ❝♦ût❡♥t très ❝❤❡r ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Γ1 ❝♦♥s✐st❡ à
❝ré❡r ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ♣♦✉r é✈✐t❡r ❝❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❞✐♠✐♥✉❡r ❛✐♥s✐ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡
Jǫ,1(u

ǫ
1)✳

✕ ▲❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ♣✐❝ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧ ❡t s❡♠❜❧❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
Jǫ,1(u

ǫ
1) ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ 4 ♣✐❝s ❡st ❡♥✈✐✲

r♦♥ é❣❛❧ à 0.01✳ ❈❡ ♣♦✐❞s ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❜s❡r✈é❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s
é✈♦❧✉❡♥t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐❝s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✭❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ✮ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❡s ♣✐❝s✳ ❖r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥ ❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✵❪✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r△φ✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✉♥ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣❡rt✉r❜é ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

P ǫ
φo(Ω) =

ˆ

Γ

(

φo(~n) + ǫ|κ|d−1
)

ds

♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❆✳ ❉✐❈❛r❧♦✱
▼✳ ❊✳ ●✉rt✐♥✱ ❛♥❞ P✳ P♦❞✐♦✲●✉✐❞✉❣❧✐ ❬✹✹❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♣ér✐♠ètr❡ ré❣✉❧❛r✐s❡ ❧❡s ♣✐❝s ❡t ❧❡✉r
✐♠♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ǫ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❝❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ φo✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭κ >> 1

ǫ ✮✱ ✐❧ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡
✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ✐s♦tr♦♣❡✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❡rt✉❜❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦✉s ❧❡ r❡♥❞♦♥s s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉ ✐♥❢ér✐❡✉r
❝❛r ❧❡ t❡r♠❡ (ǫ|κ|)d−1 ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡t ré❣✉❧❛r✐s❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ◆♦✉s
♣♦✉rr♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❛ss♦❝✐é à P ǫ

φo ❡t ♣♦✉rq✉♦✐ ♣❛s✱ ♠♦♥tr❡r
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✈❡rs ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳



✶✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✻
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❋✐❣✳ ✼✳✾ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s (φo
3, φ

o,∗
3 )



✼✳✻ ✼✳✻✳ ❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣ér❛t❡✉r △̃φo ✶✾✶
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❋✐❣✳ ✼✳✶✵ ✕ ❊♥❡r❣✐❡s t→ J ǫ
φ(uǫ(x, t)) ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr♦✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✾
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❋✐❣✳ ✼✳✶✶ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♦ù ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é✳



✶✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✻

▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❛ss♦❝✐é❡s à P ǫ
φo ❞é♣❡♥❞r❛✐❡♥t ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♥✲

s✐❞éré❡ R0 ❡t s✬♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo,ǫ,R0 = φo(ξ) + C ǫR0|ξ|✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✭✼✳✶✷✮ ♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❛ss♦❝✐é❡s à φo,ǫ,R0 ♣♦✉r ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo,∗

3

❡t φo
3 ❡t ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠✐❡✉① ♠❛rq✉és q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡ ❝❡s ♠ê♠❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✳

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo,∗
3
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P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
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❋✐❣✳ ✼✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ❧✐ssé❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo,ǫ,R0



✼✳✼ ✼✳✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ✶✾✸

✼✳✼ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 3

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✶✸✮✳
▲❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ♥♦t❛✲

t✐♦♥s ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)✱ θ1 = atan
(

ξ1
ξ2

)

✱ θ2 = atan
(

ξ1
ξ3

)

✱ θ3 = atan
(

ξ2
ξ3

)

❡t θ4 = atan

(

ξ3√
ξ2
1+ξ2

2

)

✳

φo
4(ξ) = C4

(

ξ21 + ξ22 + ξ23 − 4

5
(ξ1ξ2 + ξ1ξ3 + ξ2ξ3)

) 1
2

φo
5(ξ) = C5

{

|ξ| s✐ |θ4| ≤ π
4

|ξ|(1 − cos(2 θ4))
3/2 s✐♥♦♥

φo
6(ξ) = C6 |ξ|

∏

i∈{1,2,3}
(1 − b − b | sin(4θi)|) ❛✈❡❝ b = 0.4

φo
7(ξ) = C7 |ξ|

∏

i∈{1,2,3}
(1 − b − b | sin(6θi)|) ❛✈❡❝ b = 0.4

▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t ❞♦♥❝ très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❝❡❝✐ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥
❝♦♥✈❡①❡s ❡t très ✐rré❣✉❧✐èr❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r φo

6 ❡t φo
7✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φ4 ❡t φ5✳ P♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✶✹✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ ❝✉❜❡✱ ❝❡ q✉✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✐♥t❡r❞✐t❡s✳ ◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❡♥✜♥ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✼✳✶✺✮ ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦ù ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥
♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❜r✉✐té✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✐❝✐ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
✧♣✐❝s✧ ✭❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✮ s❡❧♦♥ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ✐♠♣♦sé❡✳



✶✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✼

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
4

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
5

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
6

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
7

❋✐❣✳ ✼✳✶✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥✲
t♦♥s✱ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ Bφo ✱ ❆✉ ❝❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ t❤é♦r✐q✉❡ Bφoo ✱ ❆ ❞r♦✐t❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡



✼✳✼ ✼✳✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ✶✾✺

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
4

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
5

❋✐❣✳ ✼✳✶✹ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo
4 ❡t φ5✳ ▲❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ ❝✉❜❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t N = 27✱ ǫ = 1
N ❡t δt = ǫ2✳



✶✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✼

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
4

P♦✉r ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo
5

❋✐❣✳ ✼✳✶✺ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s φo
4 ❡t φ5✳ ▲✬✐♥✲

t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❜r✉✐té ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t N = 27✱ ǫ = 1

N ❡t δt = ǫ2✳



✼✳✽ ✼✳✽✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✾✼

✼✳✽ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ s♦♥t ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
❞✐✣❝✐❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣❡♥s♦♥s ♣❛s q✉❡ ❧✬✉♥✐❝✐té
❞❡ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✐s❛♥ts s♦✐t ✈ér✐✜é❡ s❛♥s ✐♠♣♦s❡r ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ◆♦✉s
❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♠♣♦s❡r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✿ ❞❛♥s

❝❡ ❝❛s✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛✉t♦r✐s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✧♣✐❝✧ ✐♥✜♥✐✱ ✈♦✐r ❬✼✵❪✱ ❡t ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t
♠✐♥✐♠✐sé s❡r❛✐t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ Pφo ✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♥❡ ♣r❡♥❞r❛✐t
♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s✬✐❞❡♥t✐✜❡r❛✐t à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ φo✳

✕ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ✐♠♣♦s❡r ✉♥ ♣♦✐❞s é♥❡r❣ét✐q✉❡ cǫ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐❝✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✧♣✐❝s✧ s❡r❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♠✐té✳ ▲❡ ♣ér✐♠ètr❡ ♠♦❞✐✜é ❞❡✈✐❡♥❞r❛✐t ❛❧♦rs s❡♠✐✲
❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡t ✐♠♣♦s❡r❛✐t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♠✐♥✐♠✐s❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❧✉s ✈ér✐✜é ♠❛✐s ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo ❥♦✉❡r❛✐t
ré❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥ rô❧❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✲
tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ Cǫ t❡♥❞r❛✐t ✈❡rs 0✳

❈❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ Pφo ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ L1 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s❡♠✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ Pφo ♣♦✉r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❡t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t
s✉r❡♠❡♥t à ✐♠♣♦s❡r ❡♥ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❢♦r♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ✐❧ ♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❛s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❝❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

ut = △φou− 1

ǫ2
W ′(u)

♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ❛✉ ♣✐❝s✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❝❡rt❡s ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ✧♣✐❝s✧ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✻✵❪✱ ♠❛✐s ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé✱ ❡t ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ s❡♠✲
❜❧❡ êtr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ str❛té❣✐❡✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲
❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡

ut = △̃φou− 1

ǫ2
W ′(u)

❛❥♦✉t❡ ✉♥ ♣♦✐❞s ❛✉ ♣✐❝ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥ ré❡❧
✐♥térêt ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡✈r❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ str❛té❣✐❡✳



✶✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s ✼✳✽



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❝✉r✈❡❧❡ts

✶✾✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✽

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥
❡t ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s

✽✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ✿

ut = △φu− 1

ǫ2
W

′
(u).

❊❧❧❡s ❝♦♥s✐st❛✐❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❡t t♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❛✐t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ét❛♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥
s✬❡✛❡❝t✉❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r △̃φ✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡ s✐ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ φo(x, ξ)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❛✐t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ x ❞❡ t②♣❡ φo(x, ξ) =
a(x)|ξ| ♦ù 0 < a(x) < +∞✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❋✐♥s❧❡r✱



















wd detd(φ) = 1
a(x)d ,

divφ η = div η + η.∇
[

log
(

1
a(x)d

)]

= div η − d η.∇a
a ,

∇φu = T o(∇u) = φo(x,∇u)φo
ξ(x,∇u) = a(x)2 ∇u,

△φu = a(x)2△u− (d− 2)a(x)∇a.∇u.
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❝♦♥❞✉✐t ❞♦♥❝ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
s✉✐✈❛♥t❡

ut = a(x)2△u− 1

ǫ2
W

′
(u).

■❧ s❡r❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
a(x)2△u✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s q✉✐
❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❊❉P ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

Lun+1 = f, ✭✽✳✶✮

♦ù L = Id− δta(x)
2△ ❡t f = un − δt

ǫ2
W

′
(un)✳

❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥s✉✐t❡ rés♦❧✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ VN ❣é♥érés ♣❛r ❞❡s ❜❛s❡s BN = {ϕk}k=1:N ✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s❡ ré❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t

A x = b

✷✵✶



✷✵✷❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✽✳✷

♦ù
A(i, j) =< Lϕi, ϕj > ❡t b(i) =< f,ϕi >

❯♥ ❡♥❥❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❜❛s❡s q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡r♦♥t ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❜❛s❡s BN à ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦♥t✐♦♥s f ✿ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ❝r❡✉① ❞✉ ✈❡❝t❡✉r b ❡t s✬ét❛❜❧✐t ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✕ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ϕk ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ L ✿
❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝r❡✉① ❡t ❜✐❡♥ ♦r❣❛♥✐sé ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s A✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ A ❡t ♣❡r♠❡t ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s✱ très ✉t✐❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ A ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ N s✱ ♦ù N ❡t s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝r❡✉s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ♠❛✐s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s A ♠❛❧ ♦r❣❛♥✐sé❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡s
❜❛s❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝r✐tèr❡✳

❉❡♣✉✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ 20 ❛♥s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♥t ♠♦♥tré ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s
♦♥❞❡❧❡tt❡s à rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛❝t✐✈✐té✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ▼♦r❧❡t ❡t ●r♦ss♠❛♥ ❬✻✼❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❡❧❧❡s
❡✉r❡♥t ✉♥ ❡ss♦r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ✭✈♦✐r ❨✳ ▼❡②❡r ❬✽✶❪✱ ❙✳ ▼❛❧❧❛t ❬✼✼❪ ❡t ■✳ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ❬✹✵❪✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ♣✉✐s ❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡
❝❡s ❜❛s❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ❝♦♥❞✉✐r♦♥t à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts q✉✐ s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡✳

✽✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

✽✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ {Vj}j∈Z ❞❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ❢❡r♠és ❞❡ L2(R) ❡st ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦✲
❧✉t✐♦♥ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s s✐① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ∀(j, k) ∈ Z

2 , f(t) ∈ Vj ⇔ f(t− 2−jk) ∈ Vj

✕ ∀j ∈ Z , Vj ⊂ Vj+1

✕ ∀j ∈ Z , f(t) ∈ Vj ⇔ f(2t) ∈ Vj+1

✕ limj→−∞ Vj = 0
✕ limj→+∞ Vj = L2(R)
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ θ t❡❧ q✉❡ {θj,k}k∈Z

s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❘✐❡s③ ❞❡ V0

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✼✼❪ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ Vj ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {φj,n}n∈Z

à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳



✽✳✷ ✽✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✷✵✸

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ❙♦✐t {Vj}j∈Z ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ θ✳ ❖♥ ♥♦t❡ φ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st

φ̂(ξ) =
θ̂(ξ)

(
∑+∞

k=−∞ |θ̂(ξ + k)|2)1/2
.

❊t ♦♥ ♣♦s❡
φj,k(x) = 2j/2φ

(

2j x− k
)

.

❆❧♦rs φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {φj,k}k∈Z
❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ Vj ♣♦✉r

t♦✉t j ∈ Z✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ φ✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ♥♦té❡ ψ ✿ ❧✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱ à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

φ(x) =
∑

k∈Z

h[k]φ1,k(x).

❉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ✜❧tr❡ ♥♦té h ❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

ĥ(ξ) :=
1√
2

(

∑

k∈Z

h[k]e−2iπξk

)

.

▲❡ ✜❧tr❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡ g ❡st ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r

ĝ(ξ) := e−2iπξĥ(ξ + 1/2) =
1√
2

(

∑

k∈Z

g[k]e−2iπξk

)

,

❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ♠èr❡ ψ ❛✈❡❝ ✿

ψ̂(2ξ) := ĝ(ξ) φ̂(ξ)

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s {ψj,k}k∈Z,j∈N
❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é❞✉✐t❡ ♣❛r ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥✲

❞❡❧❡tt❡ ♠èr❡ ✿
ψj,k(x) := 2j/2ψ

(

2j x− k
)

.

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ψj,k}k∈Z,j∈N
∪{φ0,k}k∈Z

❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ L2(R)✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ L2(R)
♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞é❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s V0 ⊕j∈N Wj ✱ ♦ù Wj ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ {ψj,k}k∈Z

✳

✽✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s

▲❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ▲❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡✳
✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ♥✉❧s ✿ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ψ ♣♦ssè❞❡ m ♠♦♠❡♥ts ♥✉❧s s✐ ∀k ≤ m− 1

ˆ

R

ψ(x)xkdx = 0

✕ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✿

support{ψj,k(x)} ≃ [k2−j , (k + 1)2−j ]

✕ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

support{ψ̂j,k(ξ)} ≃ [2j , 2j+1]



✷✵✹❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✽✳✷
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❋✐❣✳ ✽✳✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♦♥❞❡❧❡tt❡ ✭❞r♦✐t❡✮ ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ✶❉ ❛✈❡❝ 2 ♠♦♠❡♥ts
♥✉❧s

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
ψ(t)

−3 −2 −1 0 1 2 3
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
|F[ψ](ξ)|

❋✐❣✳ ✽✳✷ ✕ ❖♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ▼❡②❡r ψ ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱ ❝❛❧❝✉❧és ❛✈❡❝ ❲❛✈❡❧❛❜
❬✶✵✺❪



✽✳✸ ✽✳✸✳ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ♦♣ér❛t❡✉rs ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✷✵✺

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡t❡♥✐r✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍❛❛r✱ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❞❡
▼❡②❡r ❡t ❡♥✜♥ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉❛✉❝❤❡❝❤✐❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t 1 ♠♦♠❡♥t ♥✉❧✳
❈❡❧❧❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝
C∞(R)✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ♥✉❧s ❡t ❞é❝r♦ît ❧❡♥t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
s♣❛t✐❛❧✳
◗✉❛♥t à ▼❡②❡r✱ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✷✮ s♦♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥
❤♦r♠✐s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡ ✭❞❡ ❝❧❛ss❡ C3✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✳
❊♥✜♥ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❉❛✉❝❤❡❝❤✐❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✶ ✮ ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❛✈❡❝ m ♠♦♠❡♥ts ♥✉❧s✱
♦ùm ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t ✈❛r✐❡r✳ ❈❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉r s✉♣♣♦rt ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ♥✉❧s ✐♠♣♦sés✳

✽✳✷✳✸ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ✐s♦tr♦♣❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✭✐s♦tr♦♣❡✱
❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ✳✳✳✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✶❉ ✿

Vj+1 ⊗ Vj+1 = (Vj ⊕Wj) ⊗ (Vj ⊕Wj)

= (Vj ⊗Wj) ⊕ (Wj ⊗ Vj) ⊕ (Wj ⊗Wj) ⊕ (Vj ⊗ Vj)

❚r♦✐s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✸✮ ✿

ψH(x1, x2) = φ(x1)ψ(x2) ❡t ψH
j,(k1,k2)(x1, x2) := 2jψH

(

2jx1 − k1, 2
jx2 − k2

)

ψV (x1, x2) = ψ(x1)φ(x2) ❡t ψV
j,(k1,k2)(x1, x2) := 2jψV

(

2jx1 − k1, 2
jx2 − k2

)

ψD(x1, x2) = ψ(x1)ψ(x2) ❡t ψD
j,(k1,k2)(x1, x2) := 2jψD

(

2jx1 − k1, 2
jx2 − k2

)

❡t

Vj ⊗Wj = V ect(
{

ψH
j,k

}

k∈Z2)

Wj ⊗ Vj = V ect(
{

ψV
j,k

}

k∈Z2)

Wj ⊗Wj = V ect(
{

ψD
j,k

}

k∈Z2)

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{

ψH
j,k

}

k∈Z2,j∈N
∪
{

ψV
j,k

}

k∈Z2,j∈N
∪
{

ψD
j,k

}

k∈Z2,j∈N
∪ {φ0,k}k∈Z2

❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ L2(R2)✳

✽✳✸ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❡t ♦♣ér❛t❡✉rs ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲
é❝❤❡❧❧❡ ❡st ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❧❡❝t❡✉rs
♣♦✉rr♦♥t ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s ❧✐✈r❡s ❬✽✷❪✱ ❬✸✻❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❤ès❡s à ❝❡ s✉❥❡t ❬✼✾❪ ❬✸✺❪ ❬✹❪ ❬✸✵❪



✷✵✻❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✽✳✸

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✳ ✽✳✸ ✕ ❖♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ✷❉ ❛✈❡❝ 2 ♠♦♠❡♥ts ♥✉❧s✱ ✭❛✮ ✕> ψ ❀ ✭❜✮ ✕> ψH ❀ ✭❝✮ ✕>
ψV ❀ ✭❞✮✕> ψD

q✉✐ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❊❉P ❡❧✲
❧✐♣t✐q✉❡s✳

Lu = f

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ L✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡

a(u, v) =< Lu, v >L2(Rd),

❡t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s L2(Ω) t❡❧ q✉❡

‖u‖H ≃ a(u, u)

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ H s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à H = H1(Rd)✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
●❛❧❡r❦✐♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Vj ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

AjUj = Fj ❛✈❡❝ AJ(µ, µ
′
) =< Lψµ, ψµ′ > ❡t Fj(µ) =< f,ψµ >

♦ù µ = (j, k) ❡t µ
′

= (j
′
, k

′
)✳ ▲❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Aj ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 2js

♦ù s r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ DJ = (22s|j|δµ,µ

′ ) ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✈♦✐r ❬✼✺❪✳
❈❡ rés✉❧t❛t s✬é♥♦♥❝❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✕ ❍ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦r♠❡

‖f‖2
H ≃

∑

j,k

22sj |cj,k(f)|2, ♦ù cj,k(f) =< f,ψj,k >



✽✳✹ ✽✳✹✳ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✷✵✼

✕ ▲❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ D−1
J AJ ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ J ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st é❣❛❧ à K(A) = ‖A‖
‖A−1‖ ✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❈♦❤❡♥ ❬✸✻❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉
❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ♣❡r♠❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ très r❛♣✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ D−1

J AJUj =
D−1

J Fj ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ρ

ρ =

√

K(D−1
J AJ) − 1

√

K(D−1
J AJ) + 1

✽✳✹ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s

✽✳✹✳✶ ❖♣t✐♠❛❧✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺✳ ❙✐ Ω ⊂ R ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt✱ ♦♥ ♥♦t❡ Cα(Ω) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s α✲❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡s
❞✬♦r❞r❡ α s✉r Ω✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ ré❣✉❧❛r✐tés α > 0 ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❡♥t✐❡rs✳ ❈❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f : Ω → R ❛②❛♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ [α]
❡t ✈ér✐✜❛♥t

‖f‖Cα(Ω) := max

(

sup
(x,y)∈Ω2

∣

∣f (E(α))(x) − f (E(α))(y)
∣

∣

|x− y|E(α)−α
,max

n≤α

(

sup
x∈Ω

∣

∣

∣
f (n)(x)

∣

∣

∣

)

)

≤ ∞

❛✈❡❝

E(α) :=

{

[α] s✐ α /∈ N

α− 1 s✐ α ∈ N

❙♦✐t fN ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ f ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s N ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✜①é❡✱ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ψ✳

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ f ∈ L2(R) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Cα ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t s✐ ψ ❡st à s✉♣♣♦rt
❝♦♠♣❛❝t ❡t ♣♦ssè❞❡ m > α ♠♦♠❡♥ts ♥✉❧s✱ ❛❧♦rs

‖f − fN‖2
L2(R) ≤ C N−2α

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ f ✳

❈❡tt❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❆ t✐tr❡
❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ N−1✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❬✼✼❪ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❡s♦✈ ❡t ❇❱ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡
❈♦❤❡♥ ❬✸✻❪✳



✷✵✽❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✽✳✺

✽✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f ∈ C2(R2) ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡
❝♦♥t♦✉r C2✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✷❉ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡

‖f − fN‖2
L2(R2) ≤ C N−1

2

2
−j

−j/beta

❋✐❣✳ ✽✳✹ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✉t✐❧❡s à ❝❤❛q✉❡ é❝❤❡❧❧❡

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✽✳✹✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(2j) à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j✳ ❖r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ O(2−j)✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ c(n) ❡st ❧❡ ♥✐è♠❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ✐❧ r❡ss♦rt ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❡ c(n) ≃ n−1✳ ❊t ❛✉ ✜♥❛❧✱ ❧✬❡rr❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈ér✐✜❡

‖f − fN‖2
L2(R2) =

∑

n>N

c2(n) ≃
∑

n>N

n−2 ≃ N−1

❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✽✳✹✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ❧❡s ❜❛s❡s

❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉t✐❧❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(2
j
β )

❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ❡♥ O(2
−j

(β+1)
2β )✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♥✐è♠❡ ♣❧✉s

❣r❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ c(n) ≃ n−
β+1

2 ❡t

‖f − fN‖2
L2(R2) =

∑

n>N

c2(n) ≃
∑

n>N

n−(β+1) ≃ N−β

❈❡t ❛r❣✉♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧❡s
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 2✳

✽✳✺ ❱❡rs ❞✬❛✉tr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝❧❛ss❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿



✽✳✺ ✽✳✺✳ ❱❡rs ❞✬❛✉tr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✷✵✾

✕ ❉❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✜①❡s ✿ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s r✐❞❣❡❧❡ts ❞❡ ❈❛♥❞ès ❡t ❉♦♥♦❤♦ ❬✷✸❪ ♣✉✐s ❝❡❧❧❡s ❞❡
❱❡tt❡r❧✐ ❡t ▼✳ ❉♦ ❬✹✻❪✱ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❞❡ ❈❛♥❞❡s ❬✷✺❪ ❬✶✾❪ ❬✶✽❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❞❡
❱❡tt❡r❧✐ ❡t ▼✳ ❉♦ ❬✹✼❪✳

✕ ❉❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❜❛♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❙✳
▼❛❧❧❛t ❡t ❊✳ ▲❡ P❡♥♥❡❝ ❬✼✽❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❜❛♥❞❡❧❡tt❡s s❡❝♦♥❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✳ ▼❛❧❧❛t ❡t ●✳
P❡②ré ❬✾✺❪✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✱ ❝❛r ♦✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t
❞❡ ✈ér✐✜❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s C2 ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❬✷✺❪ ❬✷✹❪✱ ❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❋■❖ ❬✷✶❪ ❡t ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s ❬✶✼❪✳ ▲❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ❬✹✺❪ ✈ér✐✜❡♥t
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✭❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡✮✱
♠❛✐s ❧❡✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st ♠♦✐♥s ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛
❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✜❧tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s✳



✷✶✵❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛✉① ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✽✳✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

✾✳✶ ❖❜❥❡❝t✐❢

▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♠✉❧t✐é❝❤❡❧❧❡✱ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿
✕ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts 99✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ r✐❞❣❡❧❡ts ❬✷✹❪✳
✕ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❬✷✺❪ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡

t❤ès❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t t♦✉t❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ❡t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡♥✲
❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❛ q✉êt❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❛♣✐❞❡s✱ ❬✷✷❪ ❬✸✽❪✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉✐
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ❞♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉t✐❧❡s✳

✾✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❈❛♥❞❡s ❡t ❉♦♥♦❤♦ ❬✷✺❪✳

✾✳✷✳✶ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♠✉❧t✐é❝❤❡❧❧❡✱ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

▲❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ✐♥❞❡①é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✸ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ j✱ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ ∈ [−π/2, π/2] ❡t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ k = (k1, k2)✳

❙♦✐❡♥t ψ ❡t φ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ♠èr❡✱ ♥♦té❡ ϕ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ϕ(x) = ψ(x1) φ(x2)

❆✈❡❝ Pj,θ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ R
2✱

Pj,θ =

(

2j 0

0 2j/2

) (

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

,

✷✶✶



✷✶✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✳✷
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2−j

2−j/2
2j /2

❋✐❣✳ ✾✳✶ ✕ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t s♣❛t✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t

❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

ϕj,θ,k = ϕ(Pj,θ(x− P−1
j,θ k)) det(Pj,θ)

1/2 = 2
3j
4 ϕ(Pj,θx− k).

✾✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞é✜♥✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕj,θ,k ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❝♦♥s✐st❡ à é❧❛❜♦r❡r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ j ❡t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ

❈❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞é❜✉t❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❛✈❡❝

ξ = (r cos θ, r sin θ).

❙♦✐❡♥t w0 ❡t w1 ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❡t ♣❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡

w2
0(r) +

∞
∑

j=0

w2
1(2

−jr) = 1, ∀r > 0. ✭✾✳✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ w0 ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡ ❜❛s✱ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t
❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s tr♦♣ ❜❛ss❡s ♣♦✉r êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡s ♣❛r ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s wj,1(r) = w1(2

−jr)
s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ♣❛ss❡✲❜❛♥❞❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s q✉✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❧❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v✱ C∞✱ à
s✉♣♣♦rt ❞❛♥s ] − π, π[ t❡❧❧❡ q✉❡

∑

l∈Z

v2(θ − lπ) = 1, ∀θ ∈ R. ✭✾✳✷✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❈❛♥❞❡s ❬✷✺❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ s✐♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞❡ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ▼❡②❡r ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s w0 ❡t w1✳ ▲❡s ❢❡♥êtr❡s Wj,l✱ ❢♦r♠❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ J = (j, l) t❡❧
q✉❡ j ∈ N ❡t l ∈ (1..2j−[j/2])✱

Wj,l(ξ) = w1(2
−jr)v(2j−[j/2](θ − θj,l)),
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♦ù θj,l = πl2[j/2]−j ✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢❡♥êtr❡✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❛t✲
tr✐❜✉é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r J = −1 ❛✈❡❝

W−1(ξ) = w0(r).

❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ∆J = {(j, l) ∈ N
2, t❡❧s q✉❡ l ∈ (1..2j−[j/2])} ∪ {−1}✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✾✳✶✮ ❡t ✭✾✳✷✮

♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣r✐été ✶✳
∑

J∈∆J

W 2
J (ξ) = 1 ∀ξ ∈ R

2.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶

∑

J∈∆J

W 2
J (ξ) = w2

0(r) +
∞
∑

j=0

2j−[j/2]
∑

l=1

Wj,l(ξ)
2

= w2
0(r) +

∞
∑

j=0

w1(2
−jr)2

2j−[j/2]
∑

l=1

v2
(

2j−[j/2](θ − θj,l)
)

= w2
0(r) +

∞
∑

j=0

w1(2
−jr)2

2j−[j/2]
∑

l=1

v2
(

2j−[j/2]θ − lπ
)

= w2
0(r) +

∞
∑

j=0

w1(2
−jr)2 = 1.

�✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ WJ(ξ) = Wj,0(R
−1
θj,l
ξ) ♦ù Rθj,l

❡st ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡ θj,l✳ ❈❡tt❡ é❣❛❧✐té
s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✳

❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ (k1, k2)

▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s k = (k1, k2) ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s ❢❡♥êtr❡s Wj,l✳ P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (j, l)✱ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡
Dj,l ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ Wj,l ② s♦✐t ✐♥❝❧✉s ✿

supp(Wj,l) ⊂ Dj,l = Rθj,l
Dj,0.

■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ L2(Dj,l)✱ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s
❞❡ ❜❛s❡ 1D✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡Dj,l ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 2j×2[j/2]✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡
à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (j, l)✱

Λj,l = {k : k = Rθj,l

(

n12
−j , n22

−[j/2]
)

, (n1, n2) ∈ Z
2}.

❊t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ L2(Dj,l) s✬❡①♣❧✐❝✐t❡♥t ❝♦♠♠❡ ✿

ej,l,k(ξ) = 2−
j+[j/2]

2 e2iπ<k,ξ>, ❛✈❡❝ k ∈ Λj,l.

Pr♦♣r✐été ✷✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {ej,l,k}k∈Λj,l

❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ L2(Dj,l)✳



✷✶✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✳✷

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ϕj,l,k s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡✉r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻✳

ϕj,l,k(x) = F−1 [Wj,l(ξ) ej,l,k(ξ)] (x), ❛✈❡❝ k ∈ Λj,l

▲❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥

❉✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ej,l,k(ξ) = ej,0,k(R
−1
θj,l
ξ) ❡t WJ(ξ) = Wj,0(R

−1
θj,l
ξ)✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛✲

t✐♦♥ ϕj = ϕj,0,0✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡

ϕj,0,k(x) = F−1 [Wj,0 ej,0,k] (x)

= F−1
[

2−
j+[j/2]

2 Wj,0 e
2iπ<k,ξ>

]

(x)

= ϕj(x− k).

❊t

ϕj,l,k(x) = ϕj(Rθj,l
(x−R−1

θj,l
k)), k ∈ Λj,l.

❆✐♥s✐✱ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ j ✜①é❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ϕj,l,k s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝✉r✈❡❧❡t ♠èr❡ ϕj ✳

✾✳✷✳✸ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥ ❢r❛♠❡ étr♦✐t

Pr♦♣r✐été ✸✳ ❙♦✐t f ∈ L2(R2)✱ ❛❧♦rs

f =
∑

(j,l)∈∆J ,k∈Λj,l

< f,ϕj,l,k > ϕj,l,k.

‖f‖2
L2(R2) =

∑

(j,l)∈∆J ,k∈Λj,l

< f,ϕj,l,k >
2 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭✶✮ ❡t ✭✷✮

F [f ] (ξ) = f̂(ξ)
∑

j,l

W 2
j,l(ξ) =

∑

j,l

(

f̂(ξ) Wj,l

)

Wj,l(ξ)

=
∑

j,l





∑

k∈Λj,l

< f̂(ξ)Wj,l, ej,l,k >L2(Dj,l) ej,l,k



Wj,l(ξ)

=
∑

j,l,k

< f̂,Wj,l ej,l,k >L2(R2) Wj,l ej,l,k(ξ)

=
∑

j,l,k

< f,ϕj,l,k > F [ϕj,l,k] (ξ).
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▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ✿

‖f‖2
L2(R2) =

ˆ

R2

|f̂(ξ)|2dξ =

ˆ

R2

|f̂(ξ)|2
∑

j,l

W 2
j,l(ξ)dξ

=
∑

j,l

ˆ

Dj,l

|Wj,lf̂ |2dξ =
∑

j,l

∑

k∈Λj,l

∣

∣

∣

∣

〈

Wj,lf̂ , ej,l,k

〉

L2(Dj,l)

∣

∣

∣

∣

2

=
∑

j,l,k

∣

∣

∣

∣

〈

f̂ , F [ϕj,l,k]
〉

L2(R2)

∣

∣

∣

∣

2

=
∑

j,l,k

|〈f , ϕj,l,k〉|2 .

�

✾✳✷✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛s❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❄

j,lW

Dj,l

2
j

2
j/b

❋✐❣✳ ✾✳✷ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Wj,l ❞❛♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡ Dj,l

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
q✉✐ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s✉r ❝❤❛q✉❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥sWj,l✳ ❙✐ ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r Wj,l ❡st ✐♠♣♦sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✱ ❛❧♦rs ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s à s✉♣♣♦rt
❞✐s❥♦✐♥t✳ ❊t ❝♦♠♠❡ ❇❛❧✐❛♥✲▲♦✇ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t u0 ❡t ξ0✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❢❡♥êtr❡
❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ g à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t t❡❧❧❡ q✉❡

{g(t− nu0)exp(ikξ0t)}

s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ L2(R)✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥❡ ❜❛s❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s à ❝❡ s✉❥❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✧tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s à r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✧ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ▼❛❧❧❛t ❬✼✼❪✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❢❡♥êtr❡sWj,l ❡st r❡❧❛①é❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s Wj,l ❞♦♥t ❧❡s s✉♣♣♦rts s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ❝❡s s✉♣♣♦rts ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱
✐❧ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❡♥êtr❡s Dj,l r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡
s✉♣♣♦rt ❞❡ Wj,l ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✷✮✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ L2(Dj,l)✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s
❝✉r✈❡❧❡ts✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✾✳✷✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d

❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡ ét❛♣❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❯♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ j ∈ Z✱ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ = (θ1, θ2, ..., θd−1) ∈ [−π/2, π/2]d−1

❡t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ k = (k1, k2, ..., kd) ∈ R
d✳ ❙♦✐❡♥t ψ1✱φ2✳✳✳φd−1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡

♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡t d− 1 ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❝✉r✈❡❧❡t ♠èr❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ(x) = ψ1(x1)φ2(x2)φ3(x3)...φd−1(xd).



✷✶✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✳✸

❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✧s♣❤ér✐q✉❡s✧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱

x1 = r cos(θ1),

x2 = r sin(θ1) cos(θ2),

✳✳✳

xd−1 = r sin(θ1) sin(θ2)... cos(θd−1),

xd = r sin(θ1) sin(θ2)... sin(θd−1).

▲❛ r♦t❛t✐♦♥ Rθ ❞✬❛♥❣❧❡ θ = (θ1, θ2, ..., θd−1) ✈ér✐✜❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥

(x1, x2, ..., xd) = Rθ(1, 0, ..., 0)t.

❆✈❡❝ Pj,θ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ R
d ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱

Pj,θ =















2j 0 0 · · · 0

0 2j/2 0 · · · 0

0 0 2j/2 · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 0 · · · 2j/2















Rθ.

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
❝✉r✈❡❧❡t ♠èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕj,θ,k = ϕ(Pj,θ(x− P−1
j,θ k)) det(Pj,θ)

1/2 = 2
(d+1)j

4 ϕ(Pj,θx− k).

2

2

2

−j

−j/2

−j/2

❋✐❣✳ ✾✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3

❯♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 r❡ss❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs à ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ q✉✐ s❡ ❝♦❧❧❡r❛ ❛✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❧❡
❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✸✮✳



✾✳✹ ✾✳✸✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✷✶✼

✾✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t C2 ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥t♦✉r C2✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣✉✐s ♥♦✉s
é♥♦♥❝❡r♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛♥❞❡s ❡t ❉♦♥♦❤♦ ❞♦♥t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✺❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼✳ ∀A ∈ R
+, Star2(A) ✿

❈❡t ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s B ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ∂B ❡st ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té C2✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ B s✬❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ x ∈ B ⇔
|x| ≤ ρ(θ) ❛✈❡❝ ρ(θ) : [0, 2π] → R

+✱ ❛❧♦rs

ρ ≤ ρ0 ❡t ‖ρ‖C2 = sup
θ∈[0,2π]

|ρ′′
(θ)| ≤ A. ✭✾✳✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ B ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Star2(A) s✐ B ∈ [0, 1]2✱ ❡t s✬✐❧ ❡st ❧❡ tr❛♥s❧❛té ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ B̃ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✾✳✸✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽✳ C2
0,A(Ω) ✿

❖♥ ♥♦t❡ C2
0,A(Ω) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f ✱ C2 ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s Ω

t❡❧❧❡s q✉❡
‖f‖C2(Ω) ≤ A

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾✳ PC2
A ✿

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❞é✜♥✐❡s s✉r [−1, 1]2 t❡❧❧❡s q✉❡

f = f0 + f21❧B,

♦ù B ∈ Star2(A) ❡t f0, f1 ∈ C2
0,A([−1, 1]d)✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❈❛♥❞❡s ❡t ❉♦♥♦❤♦ s✬é♥♦♥❝❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳
❙♦✐t f ∈ PC2(A)✱ ❛❧♦rs ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

‖f − fN‖2
L2(R2) ≤ C N−2log(N)3.

❈❡tt❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡st✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❧♦❣ ♣rès ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✾✳✹ ❈✉r✈❡❧❡ts✱ ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖ ❡t éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s

◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❋■❖ ✭ ❋♦✉r✐❡r ■♥t❡❣r❛❧
❖♣❡r❛t♦r ✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r T ❡st ❞❡ t②♣❡ ❋■❖ s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Tf(x) =

ˆ

Rd

eiφ(x,ξ)σ(x, ξ)f̂(ξ)dξ.

❆✈❡❝
✕ ▲❛ ♣❤❛s❡ φ(x, ξ) ❡st C∞✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✉♥ ❡♥ ξ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r λ > 0✱

φ(x, λξ) = λφ(x, ξ).



✷✶✽
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❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✳✺

✕ φx,ξ = ∇x∇ξφ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡

|detφx,ξ| > c > 0.

✕ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ σ ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré m✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ σ ∈ C∞ ❡t ✈ér✐✜❡

|∂α
ξ ∂

β
xσ(x, ξ)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|α|.

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖ ❛✈❡❝ φ(x, ξ) = 2iπx.ξ ❡t σ(x, ξ) = −4π2ξ2✳ ❉❛♥s
❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ MT ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿

MT (µ, µ
′
) =< Tϕµ, ϕµ′ >L2(Rd)

❆✈❡❝ µ = (j, l, k) ❡t µ′ = (j′, l′, k′)

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✵✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❝✉r✈❡❧❡t ϕµ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛ss♦❝✐❡r ✿
✕ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✿ xµ✱
✕ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✿ ξµ✱
✕ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θj,l ❡t ~eµ = Rθj,l

(1, 0, ..., 0)t✳

❈❛♥❞❡s ❡t ▲✳ ❉❡♠❛♥❡t ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✼❪ ❡t ❬✷✶❪ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ MT ❡st ❜✐❡♥
♦r❣❛♥✐sé❡ ❡t ❝r❡✉s❡✳ ❆✈❡❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ w(µ, µ′)✱ ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶✳
w(µ, µ′) = 2|j−j′|

(

1 +min(2j , 2j′)d(µ, µ′)
)

♦ù
d(µ, µ′) = ‖θµ − θµ′‖2

l2([0,π]d−1) + ‖xµ − xµ′‖2
l2(Rd) + | < eµ, xµ − xµ′ >l2(Rd) |.

❈❡ rés✉❧t❛t s✬é♥♦♥❝❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❙♦✐t T ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖ ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ σ ❡st ❞✬♦r❞r❡ m✱ ❛❧♦rs ∀N > 0

|MT (µ, µ
′
)| ≤ CN 2mj0(w(µ, h(µ

′
)))−N ,

♦ù j0 = min(j, j
′
) ❡t h : (x, ξ) → (y, ν) ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à φ ❛✈❡❝

x = ∇ξ(y, ξ) ν = ∇x(y, ξ).

❈❛♥❞❡s ❡t ❉❡♠❛♥❡t ♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✼❪ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❊❉Ps ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂u

∂t
+
∑

k

Ak(x)
∂u

∂xk
+B(x)u = 0, u(0, x) = u0(x).



✾✳✺ ✾✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ✷✶✾

✾✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts

❚♦✉s ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❝✉r✈❡❧❛❜ ❬✸✽❪✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
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▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts✱ q✉✐ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉① ❝✉r✈❡❧❡ts 99✱ ✉t✐❧✐s❛✐t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ r✐❞❣❡❧❡t ✿

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ r✐❞❣❡❧❡ts ❝♦♥t✐♥✉❡s

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ r✐❞❣❡❧❡ts ❬✷✸✱ ✷✵❪ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ Ψ : R → R q✉✐
✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ˆ

|Ψ̂(ξ)|2/|ξ|2 <∞.

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ Ψ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
´∞
0 |Ψ̂(ξ)|2/|ξ|2 = 1✱ ❛❧♦rs ∀a > 0✱ ∀b ∈ R

❡t ∀θ ∈ [0, 2π[✱ ❧❛ r✐❞❣❡❧❡t Ψa,b,θ : R
2 → R ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✾✳✹✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ψa,b,θ(x) := a−1/2 Ψ((x1 cos(θ) + x2 sin(θ) − b)/a).

❋✐❣✳ ✾✳✹ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ r✐❞❣❡❧❡ts

❙♦✐t f : R
2 → R✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r✐❞❣❡❧❡t s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❝♦♠♠❡

Rf (a, b, θ) =

ˆ

Ψa,b,θ(x)f(x)dx.

❊t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡✱ ∀f ∈ L2(R2) ∩ L1(R2),

f(x) =

ˆ 2π

0

ˆ +∞

−∞

ˆ ∞

0
Rf (a, b, θ)Ψa,b,θ(x)

da

a3
db
dθ

4π
.



✷✷✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✳✺

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ r✐❞❣❡❧❡ts ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s s✉r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ♦ù ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : R

2 → R ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r❛♠étrés ♣❛r (θ, t) ∈ [0, 2π[×R t❡❧s q✉❡

Rf (θ, t) =

ˆ

f(x1, x2)δ(x1cos(θ) + x2 sin(θ) − t)dx1dx2,

♦ù δ ❡st ✉♥ ❞✐r❛❝ ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ r✐❞❣❡❧❡ts

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ♣✉✐s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥✲
❞❡❧❡tt❡s 1D✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ r❛♣✐❞❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s q✉❛tr❡ ét❛♣❡s s✉✐✈✲
❛♥t❡s ✿
✕ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r 2d
✕ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ♣s❡✉❞♦ ♣♦❧❛✐r❡ ✭ ✈♦✐r ✜❣✉r❡
❣❛✉❝❤❡ ✾✳✺ ✮

✕ ❯♥ ré♦r❞♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✕ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ 1d s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s✳
❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✧s❧✐❝✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✧✱ ❞♦♥t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
tr♦✉✈❡r❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ◆❛tt❡r❡r ❬✽✻❪✳
■❧ s✉✣t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ✶❉ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r✐❞❣❡❧❡ts✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✭✾✳✺✮✳

❋✐❣✳ ✾✳✺ ✕ ●r✐❧❧❡ ♣s❡✉❞♦ ♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ r✐❞❣❡❧❡ts

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ✾✾

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♠❛❣❡ s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ sé♣❛ré❡s ✿ ❞❡s ✜❧tr❡s ♣❛ss❡✲❜❛♥❞❡s fj =
∆jf sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [2j , 2j+1] ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r
❧✬✐♠❛❣❡ s♦✉s ❧❛ s♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ f =

∑

j fj ✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❝❤❡❧❧❡ j✱ ❧✬✐♠❛❣❡ fj ❡st ❞é❝♦✉♣é❡

❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 2−j/2 × 2−j/2 s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ r✐❞❣❡❧❡ts ❧♦❝❛❧❡✳ P❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❡♥✉s✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝✉r✈❡❧❡ts✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✻✮ ❞ét❛✐❧❧❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❜❛♥❞❡ ∆j ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j✱ l = 2−j ✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ r✐❞❣❡❧❡ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ L = 2−j/2✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡s
❝✉r✈❡❧❡ts ❡st r❡tr♦✉✈é❡✳



✾✳✺ ✾✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ✷✷✶

❋✐❣✳ ✾✳✻ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡t ✾✾

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s r✐❞❣❡❧❡ts✳ ▼❛✐s ❝❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❢❛✐t ♥♦tr❡ ✐♠❛❣❡ s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r✐❞❣❡❧❡ts ♠✉❧t✐é❝❤❡❧❧❡ ♦ù s❡✉❧s s♦♥t ♥♦♥
♥✉❧s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s r✐❞❣❡❧❡ts ❞♦♥t ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❡st ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♣❡t✐t
♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛❧❝✉❧és ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts 99 s✬❛✈èr❡ très
r❡❞♦♥❞❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

✾✳✺✳✷ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡s ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✷✷❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✼✮ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
♣♦❧❛✐r❡s✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉✬✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s 2D✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st tr♦♣ é❧❡✈é ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❈❛♥❞❡s ❬✷✷❪ ❡st ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✽✮✱ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ✧s❤❡❛r✧ ❡t ♥♦♥ ♣❛r r♦t❛✲
t✐♦♥✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s ♥✬♦♥t ❛❧♦rs r❡❝♦✉rs q✉✬à ❞❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s 1D ❡t
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ r❛♣✐❞❡s✳ ❈❡s ❝✉r✈❡❧❡ts s♦♥t ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✧❧❡s
❝✉r✈❡❧❡ts ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r s❤❡❛r✧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❞✐t❡ ❧❛ ✧✇r❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✧✱
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲✳ ❉❡♠❛♥❡t ❬✷✷❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢❡♥êtr❡s Dj,l ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❛✜♥ ❞❡
♥❡ ♣❧✉s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs ❛✉① ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✭✾✳✾✮✮✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
❛❧♦rs ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ♠❛✐s ❝❡s ❝✉r✈❡❧❡ts s♦♥t ♣❧✉s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✐t❡s ♣❛r
✧s❤❡❛r✧✳

✾✳✺✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts

❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ✧s❤❡❛r✧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✵✮
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ Wj,l ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ✉♥ s✉♣♣♦rt Dj,l✳ ◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✶✮
♣❧✉s✐❡✉rs ❝✉r✈❡❧❡ts à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♣❛t✐❛❧ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✷✮ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t✳



✷✷✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✳✺

❋✐❣✳ ✾✳✼ ✕ ■❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✾✳✽ ✕ ❈✉r✈❡❧❡ts ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ✴✴ ❝✉r✈❡❧❡ts ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ✧s❤❡❛r✧

❋✐❣✳ ✾✳✾ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ✧✇r❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✧



✾✳✺ ✾✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ✷✷✸
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❋✐❣✳ ✾✳✶✵ ✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Wj,l ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s Dj,l
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❋✐❣✳ ✾✳✶✶ ✕ ❊♥ ❤❛✉t ✿ ϕj=5 ✕ ❡♥ ❜❛s ✿ ϕj=6 ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ✕ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✕ ❆✈❡❝ N = 28



✷✷✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✳✺
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❋✐❣✳ ✾✳✶✷ ✕ ❈♦✉♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ϕj=5

✾✳✺✳✹ ❱❡rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t r❡♥✈♦✐❡♥t ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✾✳✹✮✳

f =
∑

j,l,k

< f,ϕj,l,k > ϕj,l,k. ✭✾✳✹✮

▼❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞✬❛✉tr❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ✿

f =
∑

j,l,k

αj,l,kϕj,l,k,

♦ù αj,l,k 6=< f,ϕj,l,k >✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♥♦✉s
❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ✉t✐❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ϕj=6,l,k=0✱ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ tr❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♥♦♥ ♥✉❧s✳ P♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
Wj,l ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Dj,l ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✵✮✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡
❣❧♦✉t♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✱ ✭✈♦✐r tr❛✈❛✉① ❬✽❪✮✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛✉r❛ ✉♥
❝♦ût très é❧❡✈é✳

■❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❞❡✉① ❢❛✐ts ✿
✕ ❧❡s ❢❡♥êtr❡s Wj,l ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ✿ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s à

❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s j ❡t à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s θl✳



✾✳✺ ✾✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ✷✷✺

✕ ❧❡s ❢❡♥êtr❡s Dj,l s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧❡s ❢❡♥êtr❡s Wj,l ✿ à j ❡t l ✜①és✱ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♥❡ s♦♥t
♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ ❢❡♥êtr❡ Dj,l✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✶✵✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ prec✱ R = Wj,l f̂|Dj,l

❘és✉❧t❛t✿ αk + FFT2(R)
✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

αk = 0, n = 10

✷✿ t❛♥tq✉❡ ‖W 2
j,l f̂|Dj,l

−
∑

k αkej,l,k Wj,l‖l2(Dj,l) > prec ✱
✸✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts

βk = FFT (R)

✹✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r♦s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ βk

ki = arg max {|βk|; k ∈ Λj,l}

✺✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cki
q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿

Cki
= arg min

λ∈R

{

‖Wj,l(R− λej,l,ki
)‖l2(Dj,l)

}

✻✿ ❊♥r❡❣✐str❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s

αki
= αki

+ Cki
− 1

n
, R = R− Cki

ej,l,ki
1❧supp(Wj,l) , n = n+ 1

✼✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✶✵✮ ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡t s❡ rés♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❊♥
❡✛❡t ❛✈❡❝

g(λ) = ‖Wj,l (R− γej,l,ki
)‖2,

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡

g(λ) =< Wj,l ej,l,ki
,Wj,l ej,l,ki

> λ2 − 2 < Wj,l R,Wj,l eki
> λ+ < Wj,lR,Wj,lR > .

❊t
g
′
(λ) = 2 < Wj,l ej,l,ki

,Wj,lej,l,ki
> λ− 2 < Wj,lR,Wj,lej,l,ki

> .

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✿

Cki
= arg min(‖Wj,l(R− λej,l,ki

)‖2) =
< Wj,lR,Wj,lej,l,ki

>L2(Dj,l)

< Wj,lej,l,ki
,Wj,lej,l,ki

>L2(Dj,l)
.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✶✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts s♦♥t ✧♣r❡sq✉❡✧ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s L2(Rd) ♠❛✐s

‖ϕj,l,k‖2
L2(R2) =< Wj,lej,l,k,Wj,lej,l,k >L2(Dj,l) 6= 1.

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❢r❛♠❡ étr♦✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 1✱ s✐
❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡s L2(Rd)✱ ❡❧❧❡s ❢♦r♠❡r❛✐❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳



✷✷✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✾✳✺

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡
❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts✱ ‖{αj,l,k}j,l,k‖l2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖f‖L2(R2)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸✳ ❙✐ (α)j,l,k ✈ér✐✜❡

f̂ W 2
j,l =

∑

k

αj,l,kWj,l ej,l,k ∀(j, l), ✭✾✳✺✮

❡t

(α)j,l,k 6=< f,ϕj,l,k >, ✭✾✳✻✮

❛❧♦rs
∑

α2
j,l,k >

∑

< f,ϕj,l,k >
2= ‖f‖2.

❊t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❡♥❞ à ❛✉❣♠❡♥t❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿

❖♥ ♥♦t❡ βj,l,k =< f, ϕj,l,k > ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✳ ❙♦✐❡♥t (j, l) ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Dj,l ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛
❜❛s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ej,l,k✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (βj,l,k)k ✈ér✐✜❡♥t ❛❧♦rs

‖f̂ Wj,l‖2
L2(Dj,l)

=
∑

k

β2
j,l,k

❆❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✾✳✺✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
(

f̂ Wj,l

)

=
∑

k

αj,l,kek ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ Wj,l.

❊t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✾✳✻✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡
(

∑

k

αj,l,kej,l,k

)

6= 0 ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ Wj,l.

❆✐♥s✐
∑

k

α2
j,l,k = (‖

∑

k

αj,l,kej,l,k‖)2L2(Dj,l)

= ‖f̂ Wj,l‖2
L2(supp(Wj,l))

+ ‖
∑

k

αj,l,kej,l,k‖2
L2(Dj,l\supp(Wj,l))

>
∑

k

β2
j,l,k

�✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ♣❧✉s
❝r❡✉s❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬é❣❛❧✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ‖∑k αj,l,kej,l,k‖2

L2(Dj,l\supp(Wj,l))
✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳



✾✳✺ ✾✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ✷✷✼

▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st t❡sté s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ϕj,l,k ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♦❜s❡r✈és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✸✮✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ♣❧✉s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s été tr❛✐té✳ ◆♦✉s
♦❜s❡r✈♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t✱ ✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❢❡♥êtr❡s Wj,l s♦✐❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❡t
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬é❣❛❧✐té Wj,l = W 2

j,l ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ✐♠♣♦s❡r ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ à ❧❛
♣❧❛❝❡ ❞❡ ✭✾✳✺✮ ✿

f̂ Wj,l =
∑

k

αj,l,kWj,l ek.

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✾✳✶✹✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱
❝❡ q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳ ❉✬❛✉tr❡ t❡sts ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s
✭✾✳✶✺✮ ❡t ✭✾✳✶✻✮ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡
❝♦ût ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐♥✐t✐❛✉①✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧❡✳
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❋✐❣✳ ✾✳✶✸ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝✉r✈❡❧❡ts ❞✬✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ✭ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♦♣t✐♠✐sé à ❞r♦✐t❡ ✮✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ✿

∑
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts

✶✵✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡t ♥♦✉s ❝❤❡r✲
❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡♥ q✉♦✐ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s ♦✉ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ φo(x, ξ) = a(x)|ξ|✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦♥t ❞é❥à ♠♦♥tré ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉
t②♣❡ a(x)2△u✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✮ ♥❡ ♣♦s✲
sè❞❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❡t
❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✐♥s✐ ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r △φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ ❢r❛♠❡✳ ▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♥❡ s♦♥t ❝❡rt❡s ♣❛s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ △φ ♠❛✐s
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

△φϕj,l,k ≃ φo(xν , eν)
2△ϕj,l,k.

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ˜̃△φ ❞é✜♥✐s ♣❛r

˜̃△φu =
∑

j,l,k

cj,l,k φ
o(xν , eν)

2 △ϕj,l,k.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✷✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ϕν ✱ ♦ù ν = (j, l, k)✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❛ss♦❝✐é✱ ✉♥❡
♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♥♦té❡ xν ❡t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦té❡ eν = Rθj,l

(1, 0, ..., 0)t.

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ✐♥s✐st❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r ✉♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛✲
❝✐❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❜❛s❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✭✶✵✳✶✮✮✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡r♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦✲
♣r✐étés q✉❡ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ♠❛✐s
q✉✐ s❛t✐s❢❡r❛ l = Lβ ✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❡st q✉❡ ❧❡✉r ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s

✷✸✶
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♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✱ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♣♦❧②❣♦♥❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❝r✐st❛❧❧✐♥❡s✳✳✳
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❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✕ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts

✶✵✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts

✶✵✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡

▲❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✭❛✈❡❝ β > 1✮ s♦♥t ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❞♦♥t ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❧✉s ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ♠❛✐s s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ hauteur ≃ largeurβ ✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❢♦✐s ✐♥❞❡①é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✸ ♣❛r❛♠ètr❡s j✱ θ = (θ1, θ2, ..., θd−1) ❡t k = (k1, k2, ..., kd)✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠èr❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

ϕ(x) = ψ1(x1)φ2(x2)φ3(x3)...φd−1(xd)

❆✈❡❝ Pj,θ,β ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ R
d ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Pj,θ,β =















2j 0 0 · · · 0

0 2j/β 0 · · · 0

0 0 2j/β · · · 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 0 · · · 2j/β















Rθ

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ϕj,θ,k = φ(Pj,θ,β(x− φ(P−1
j,θ,βk))det(Pj,θ,β)1/2 = 2

d−1+β
2 β

j
φ(Pj,θ,βx− k)

✶✵✳✷✳✷ ▲❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥
❢réq✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Wj,l✳ ❙♦✐❡♥t w0 ❡t w1 t❡❧❧❡s q✉❡

w2
0(r) +

∞
∑

j=0

w2
1(2

−jr) = 1, ∀r > 0



✶✵✳✷ ✶✵✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✷✸✸

❡t v✱ C∞(R) à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s ] − π, π[ t❡❧❧❡ q✉❡

l=+∞
∑

l=−∞
v2(θ − lπ) = 1, ∀θ ∈ R, ✭✶✵✳✶✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ θ = (θ1, θ2, ..., θd−1) ∈ [−π, π] × [−π/2, π/2]d−2✳
❆ ♣r✐♦r✐✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ r❛②♦♥ 2j ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d− 1
❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣❡r❝✉❜❡s ❞❡ ❝♦té π2[j/β]✳ ▼❛✐s ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ d > 2 ❡t ❝♦♠♠❡ ❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♥❣❧❡ θli ❡st

❞✐s❝rét✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ li ∈ [1..2
j−

h

j
β

i

] ❡t

θj,li = πli2
[ j
β

]−j

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st é✈✐té❡ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ✧s❤❡❛r✧✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (j, l) = (j, (l1, l2, ..., ld−1)) t❡❧ q✉❡ ∀ i li ∈ (1..2
j−

h

j
β

i

)✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s
∀ξ ∈ R

d✱

Wj,l(ξ) = w1(2
−jr)

d−1
∏

i=1

v(2
j−

h

j
β

i

(θi − θj,li)),

❡t✱ ♣♦✉r J = −1✱
W−1(r, θ) = w0(r)

❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ∆J =
{

(j, l) = (j, l1, l2, .., ld−1) ∈ N
d, t❡❧ q✉❡ li ∈ (1..2

j−[ j
β

]
)
}

∪ {−1}
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Wj , l ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✹✳
∑

J∈∆J

W 2
J (ξ) = 1 ∀ξ ∈ R

d.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✹✳

∑

J

W 2
J (ξ) = W 2

−1(ξ) +
∑

(j,l)

W 2
J (ξ)

= w2
0(|ξ|) +

∑

j

∑

l

W 2
J (ξ)

= w2
0(r) +

∑

j

w2
1(2

−jr)
∑

l

d−1
∏

i=1

v2(2
j−

h

j
β

i

(θi − θj,li))

= w2
0(r) +

∑

j

w2
1(2

−jr) ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t d− 1 ❢♦✐s ❧✬é❣❛❧✐té (10.1)

= 1



✷✸✹❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✶✵✳✷

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s
❢❡♥êtr❡s Wj,l ✿
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (j, l)✱ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ Dj,l ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2j × (2[j/β])d−1 ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

supp(Wj,l) ⊂ Dj,l = Rθj,l
Dj,0.

❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ j s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ✿

Λj,l = {k : k = Rθl
(k12

−j , k22
−[j/β], k32

−[j/β]..., kd2
−[j/β]), k1, k2...kd ∈ Z}.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(Dj,l) ✿

ej,l,k(ξ) = 2−
j+(d−1)[ j

β ]
2 e2iπ<k,ξ>, k ∈ Λj,l. ✭✶✵✳✷✮

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ej,l,k(ξ) = ej,0,k(R
−1
θj,l
ξ)

❡t
F [ϕj,l,k] (ξ) = Wj,l(ǫ)ej,l,k(ξ), k ∈ Λj,l.

❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

ϕj(x) = ϕj,0,0(x) = 2−
j+(d−1)[ j

β ]
2 F−1 [Wj,0] (x),

❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

ϕj,0,k(x) = F−1 [Wj,0ej,0,k] (x)

=
1

(2π)d/2
2−

j+(d−1)[ j
β ]

2 F−1 [Wj,0] ∗ F−1
[

e2iπ<k,ξ>
]

(x)

= ϕj ∗ F−1
[

e2iπ<k,ξ>
]

(x)

= ϕj(x− k),

❡t
ϕj,k,l(x) = ϕj(Rθj,l

(x−R−1
θj,l
k)), k ∈ Λj,l

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✸✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ϕj ∗ F−1
[

e2iπ<k,ξ>
]

(x) ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉❡ F−1
[

e2iπ<k,ξ>
]

♥✬❡st
♣❛s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✳

✶✵✳✷✳✸ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✿ ✉♥ ❢r❛♠❡ étr♦✐t

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❢♦r♠❡ ✉♥ ❢r❛♠❡ étr♦✐t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✺✳ ❙♦✐t f ∈ L2(Rd)✱ ❛❧♦rs

f =
∑

j,l,k

〈f , ϕj,l,k〉ϕj,l,k

‖f‖2
L2(Rd) =

∑

j,l,k

|〈f , ϕj,l,k〉|2



✶✵✳✸ ✶✵✳✸✳ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖ ✷✸✺

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✺✳
✐✮ Pr❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ✿

F [f ] (ξ) = f̂
∑

j,l

W 2
j,l(ξ) =

∑

j,l

(

f̂(ξ)Wj,l

)

Wj,l(ξ)

=
∑

j,l





∑

k∈Λj,l

〈

f̂(ξ)Wj,l , ej,l,k

〉

L2(Dj,l)
ej,l,k



Wj,l(ξ)

=
∑

j,l,k

〈

f̂ , Wj,lej,l,k

〉

L2(Dj,l)
Wj,lej,l,k(ξ)

=
∑

j,l,k

〈f , ϕj,l,k〉L2(Rd) F [ϕj,l,k] (ξ)

✐✐✮ ❉❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té ✿

‖f‖2
L2(Rd) =

ˆ

Rd

∣

∣

∣f̂(ξ)
∣

∣

∣

2
dξ =

ˆ

Rd

|f̂(ξ)|2
∑

j,l

W 2
j,l(ξ)dξ

=
∑

j,l

ˆ

Dj,l

|Wj,lf̂ |2dξ =
∑

j,l

∑

k∈Λj,l

∣

∣

∣

〈

Wj,lf̂ , ej,l,k

〉∣

∣

∣

2

=
∑

j,l,k

∣

∣

∣

〈

f̂ , F [ϕj,l,k]
〉∣

∣

∣

2
=
∑

j,l,k

|〈f , ϕj,l,k〉|2

✶✵✳✸ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❢r❛♠❡ ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖✱
♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥❞❡s ❡t ❞❡ ❉❡♠❛♥❡t ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✼❪ ❡t ❬✷✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭β = 2✮✱ ❡♥ ❧✬❛❞❛♣t❛♥t ❛✉ ❝❛s β
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

✶✵✳✸✳✶ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ q✉✬❡st✲❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❄

❈❛♥❞❡s ❡t ❉❡♠❛♥❡t ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ϕµ s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T
❞é✜♥✐ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✹ ✿

Tf(x) =

ˆ

Rd

eiφ(x,ξ)σ(x, ξ)f̂(ξ)dξ.

■❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ φ(x, ξ) ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (ξµ) ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✵✳✷✮✳

φ(x, ξ) = φξ(x, ξµ).ξ + δ(x, ξ), φµ(x) = φξ(x, ξµ)

P✉✐s ✐❧s ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

T = T2,µT1,µ,

♦ù

(T1,µf)(x) =

ˆ

Rd

e+2iπx.ξeiδ(φ
−1
µ (x),ξ)σ(φ−1

µ (x), ξ)f̂(ξ)dξ, (T2,µf)(x) = f(φµ(x))



✷✸✻❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✶✵✳✸

j
2

2
j/ β

j
2

j+1
2

ξ µ

j

❋✐❣✳ ✶✵✳✷ ✕ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ φ(x, ξ) à x ✜①é

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T2,µ

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

T2,µ(µ, µ
′
) =

〈

T2,µϕµ , ϕµ
′

〉

■❧s ♠♦♥tr❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T2,µ s✉r ✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ϕµ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❡tt❡
❝✉r✈❡❧❡t ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ϕh(µ) ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s❡❧♦♥ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j ❞❡ ❧❛ β✲
❝✉r✈❡❧❡t✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❧❡ s❝❤é♠❛t✐s❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✵✳✸✮✱
tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ ❝✉r✈❡❧❡t ϕµ ❡♥ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡t ϕ̃µ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ 2
− 2j

β × 2
− j

β ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ϕµ
′ ✱ ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ϕ̃µ ❡t ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ✐♥t❡rs❡♣t❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ϕ̃µ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(2
j β−2

β )✳ ❈❡
♥♦♠❜r❡ r❡st❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é q✉❛♥❞ j → +∞ s✐ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ β✲❝✉r✈❡❧❡t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
2✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ β ≤ 2✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡

|T2,µ(µ, µ
′
)| ≤ C

〈

ϕh(µ) , ϕµ
′

〉

.

φ(x)

γµ
2

−j

−j/β
2

γµh( )

−j/β
2

2
−2j/β

❋✐❣✳ ✶✵✳✸ ✕ ❆❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T2,µ s✉r ✉♥❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ j

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T1,µ



✶✵✳✸ ✶✵✳✸✳ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❋■❖ ✷✸✼

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

T1,µ(µ, µ
′
) =

〈

T1,µϕµ , ϕµ
′

〉

▲❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ξ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ t❡r♠❡ δ(x, ξ)✳ ❯♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧
❞❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥❞❡s ❡st q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡

b(x, ξ) = eiδ(φ
−1
µ (x),ξ)σ(φ−1

µ (x), ξ),

♥❡ s♦✐t ♣❛s ♦s❝✐❧❧❛♥t s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ β✲❝✉r✈❡❧❡t ϕµ✳ ❖r ❝❡❝✐ ♥✬❡st ✈ér✐✜é q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
β ≥ 2 ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t

|T1,µ(µ, µ
′
)| ≤

ˆ

Rd

C0,0(1 + |ξ|)mϕ̂µ(ξ)ϕ̂µ
′ (ξ)dξ

≤ C0,0(1 + 2mj0)
〈

ϕµ , ϕµ
′

〉

L2(Rd)

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥

▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts s♦♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
♣r❡sq✉❡✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

∣

∣

∣

〈

ϕµ , ϕµ′

〉∣

∣

∣ ≤ CN (w(µ, µ
′
))−N , ∀N ≤ R.

♦ù ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ w(µ, µ
′
) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✹✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ à ♦❜t❡♥✐r
❝❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦✉ ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❛✈❡❝ β 6= 2 ♣✉✐sq✉❡ ✉♥ ✐♥❣ré❞✐❡♥t
❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡
s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❋■❖✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs T ❞♦♥t
❧❛ ♣❤❛s❡ s✬é❝r✐t φ(x, ξ) = x.ξ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ β✲❝✉r✈❡❧❡t s♦✉s
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❧♦rsq✉❡ β 6= 2✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ wβ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
β✲❝✉r✈❡❧❡ts s✬é❝r✐t

wβ(µ, µ′) = 2|j−j′| (1 + 22j0(β−1)/β |θµ − θµ′ |2 + 22j0/β |xµ − xµ′ |2 + 2j0 | < ~eµ, xµ − xµ′ > |

❛✈❡❝ j0 = min(j, j′), µ = (j, k, l)✱ µ′ = (j′, k′, l′) ❡t ~eµ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✵ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✾✳✹✳

✶✵✳✸✳✷ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ β✲❝✉r✈❡❧❡t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛✲
t❡✉r ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠èr❡

ϕ(x) = ψ(x1)φ1(x2)...φd−1(xd),

♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❡t φ1✳✳✳φd−1✱ d− 1 ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① tr❛✈❛✉①
❞❡ ❈❛♥❞❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té
R✳ ❊❧❧❡s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❡t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts
♥✉❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ✳ ▲❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts s♦♥t ❞❡s s♦rt❡s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♠èr❡s s❡❧♦♥ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j ❝♦♥s✐❞éré❡✳



✷✸✽❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✶✵✳✸

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (mµ)µ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ β−❝✉r✈❡❧❡ts ❞❡
ré❣✉❧❛r✐té R s✐ ❡❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡

mµ(x) = 2
j β+1

2β aµ(Dβ
2−jRθµx− k′), ∀x ∈ R

d

♣♦✉r j > 0✱ ♦ù aµ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❘é❣✉❧❛r✐té ❡t ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✿ ∀|α| ≤ R✱ ∀M ≤ R,∃CM < +∞ t❡❧ q✉❡

∀µ,∀x ∈ R
d |∂α

x a
µ(x)| ≤ CM (1 + |x|)−M

• ▼♦♠❡♥ts ♥✉❧s ✿ ∀N = 0, 1, ..., R✱ ∃CN < +∞ t❡❧ q✉❡

∀µ,∀ξ ∈ R
d, |âµ(ξ)| ≤ CN min(1, 2−j |ξ1| + 2−j/β|ξ2|)N

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❡st q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s✲✈❛❣✉❡❧❡tt❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ❙♦✐t (mµ)µ ❡t (pµ′)µ′✱ ✷ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❘✳ ❙♦✐t
T ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ σ(x, ξ) ❡st ❞❡ ❞❡❣ré m ✿

Tf(x) =

ˆ

Rd

e2iπ<x,ξ>σ(x, ξ)f̂(ξ)dξ

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g✱ ❛✈❡❝ limR→+∞ g(R) = +∞✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ∀j, j′ ≥ 0 ❡t ∀N ≤ g(R)✱
∣

∣

∣

〈

T (mµ) , pµ
′

〉∣

∣

∣ ≤ CN 2j0mwβ(µ, µ′)−N

♦ù j0 = min(j, j
′
) ❡t wβ✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✺✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❡r
∣

∣

〈

mµ , pµ′
〉∣

∣✳ ■❧ s✉✛✜t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s
♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ♣r❡sq✉❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ s✉♣♣♦rt ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✱ ♦♥ ❛

| < T (mµ), p′µ > | ≤ 2min{j,j′}m ∣
∣

〈

mµ , pµ′
〉∣

∣ .

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✻✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ q✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✱ ♣✉✐s ❧❡✉r
s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧✳

Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts

♦♥ ♥♦t❡

Sµ0,0 := min(1, 2−j(1 + |ξ|)) (1 + |2−jξ1| + |2−j/βξ2|)−1, ❛✈❡❝ µ0,0 = (j, 0, 0)

❡t Sµ(ξ) := Sµ0,0(Rθµξ), ∀µ = (j, l, k) ✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Sµ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡ mµ✳ ▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ L2(Rd) ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

|m̂µ(ξ)| ≤ CN 2
−j β+1

2β Sµ(ξ)

❛✈❡❝ N ≤ R✳
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✻✳
ˆ

|Sµ(ξ)Sµ′(ξ)|Ndξ ≤ C 2
j β+1

2β 2
j′ β+1

2β 2−|j−j′|N (1 + 2
2β−1

β
j
′
| △ θ|2)−N

♦ù △θ = θµ − θµ
′

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r♦s✐t✐♦♥ ✸✻✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✼✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s β = 2 ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳✶ ❞❡ ❬✶✼❪✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ j′ < j✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

ξ1 = rcos(θ) (R△θξ)1 = rcos(θ + △θ),
ξ2 = r sin(θ) (R△θξ)2 = r sin(θ + △θ),

♥♦✉s ❛✈♦♥s✱
min

(

1, 2−j(1 + |ξ|)
)

= min
(

1, 2−j(1 + r)
)

,

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡
(

1 + 2−jr + 2−j/βr| sin(θ)|
)

(

1 + 2−jr| cos(θ)| + 2−j/βr| sin(θ)|
) ≤ 2 ∀r ∈ R

+

(1 + 2−jr) (1 + a| sin(θ)|)
(

1 + 2−jr + 2−j/βr| sin(θ)|
) ≤ 1 ∀r ∈ R

+

♦ù a =
2−j/βr

1 + 2−jr
✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

(

1 + |2−jξ1| + |2−j/βξ2|
)−1

=
(

1 + 2−jr|cos(θ)| + 2−j/βr| sin(θ)|
)−1

.
(

1 + 2−jr + 2−j/βr| sin(θ)|
)−1

. (1 + 2−jr)−1 (1 + a| sin(θ)|)−1,

❆✐♥s✐✱

ˆ

|Sµ(ξ)Sµ′(ξ)|Ndξ .

ˆ ∞

0

min
(

1, 2−j(1 + r)
)N

(1 + 2−jr)N

min(1, 2−j′(1 + r))N

(1 + 2−j′r)N

[
ˆ 2π

0
[1 + a| sin(θ)|]−N [1 + a′| sin(θ + △θ)|

]−N
dθ

]

rdr.

❛✈❡❝ a′ = 2−j′/βr
1+2−j′r

✳ ❊t ❝♦♠♠❡

[1 + a|θ|] [1 + a′|θ + △θ|]
[1 + a| sin(θ)|] [1 + a′| sin(θ + △θ)|] ≤ π2, ∀r ∈ R

+

ˆ

|Sµ(ξ)Sµ′(ξ)|Ndξ .

ˆ ∞

0

min
(

1, 2−j(1 + r)
)N

(1 + 2−jr)N

min(1, 2−j′(1 + r))N

(1 + 2−j′r)N

[
ˆ 2π

0
[1 + a|θ|]−N [1 + a′|θ + △θ|

]−N
dθ

]

rdr,
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▲❡ ❧❡❝t❡✉r tr♦✉✈❡r❛ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✸✮ ❞❛♥s ❬✶✵✸❪ ♣✳✺✻

ˆ 2π

0
dθ [1 + a|θ|]−N [1 + a′|θ + △θ|

]−N ≤ C
1

a

1

[1 + a′|△θ|]N
, ✭✶✵✳✸✮

❛✈❡❝ a > a′ > 0✳

❆✐♥s✐✱

ˆ

|Sµ(ξ)Sµ′(ξ)|Ndξ . (1 + 2j′ |△θ|2)−N 2j/β

ˆ ∞

0

min
(

1, 2−j(1 + r)
)N

(1 + 2−jr)N−1

min(1, 2−j′(1 + r))N

(1 + 2−j′r)N
dr.

❝❛r
|a′| ≤ 2j′/β ∀r ∈ R

+

▲❡s t❡r♠❡s ♣ré❞♦♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r r s♦♥t ♠❛❥♦rés ♣❛r

ˆ 2j+1

2j

min
(

1, 2−j(1 + r)
)N

(1 + 2−jr)N−1

min(1, 2−j′(1 + r))N

(1 + 2−j′r)N
dr ≃

ˆ 2j+1

2j

2−(j−j′)Ndr ≃ 2j2−(j−j′)N

❡t

ˆ 2j′+1

2j′

min
(

1, 2−j(1 + r)
)N

(1 + 2−jr)N−1

min(1, 2−j′(1 + r))N

(1 + 2−j′r)N
dr ≃

ˆ 2j′+1

2j′
2−(j−j′)Ndr ≃ 2j′2−(j−j′)N

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∀N ≤ R✱
ˆ

|Sµ(ξ)Sµ′(ξ)|Ndξ ≤ C 2
j β+1

β 2−|j−j′|N (1 + 2
2β−1

β
j
′
| △ θ|2)−N .

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(R) ≤ R t❡❧❧❡ q✉❡ ∀Ñ ≤ g(R)✱
ˆ

|Sµ(ξ)Sµ′(ξ)|Ñdξ ≤ C 2
j β+1

2β 2
j′ β+1

2β 2−|j−j′|Ñ (1 + 2
2β−1

β
j
′
| △ θ|2)−Ñ .

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❄❄ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

|
〈

mµ , p
′
µ

〉

| ≤ CN

(

2|j−j′| (1 + 22j0(β−1)/β |θµ − θµ′ |2
)−N

❛✈❡❝ j0 = min(j, j′).

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛✲
t✐❛❧❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ tr✐♣❧❡t
µ0 = (j, 0, 0) ❡t µ′0 = (j

′
, l

′
, 0) ❛✈❡❝ △θ = θj,l′ ✳

Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts

▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ α =
(α1, α2) ❞❡ m̂µ0(ξ) ✈ér✐✜❡

∂α
ξ m̂µ0(ξ) . 2−j(β+1)/(2β) 2

−j(α1+
α2
β

) |Sµ(ξ)|N .
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❆✐♥s✐✱
|△ξp̂µ′

0
(ξ)| . 2−j′(β+1)/(2β) 2−2j′/β |Sµ′(ξ)|N ,

♦ù △ ❡st ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❡t

| ∂
2

∂ξ21
p̂µ′

0
(ξ)| . 2−j′(β+1)/(2β) (2−2j′ + 2−2j′/β | sin(△θ)|) |Sµ′(ξ)|N .

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L s✉✐✈❛♥t ✿

L = Id − 22j0/β △ξ −
22j0

1 + 22j0(β−1)/β | △ θ|2
∂2

∂ξ21
,

❡t ❝♦♠♠❡
|m̂µ′

0
| . 2−j(β+1)/(2β)|Sµ′(ξ)|N

∣

∣22j0/β △ξ m̂µ

∣

∣ . 2−j(β+1)/(2β)|Sµ′(ξ)|N
∣

∣

∣

22j0

1+22j0(β−1)/β |△θ|2
∂2

∂ξ2
1
m̂µ

∣

∣

∣ . 2−j(β+1)/(2β)|Sµ′(ξ)|N ,

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ∀k ∈ Z✱

|Lk(m̂µ0 p̂µ
′
0
)(ξ)| ≤ C 2

−(j+j′)β+1
2β |Sµ(ξ)|N |Sµ′(ξ)|N .

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

Lk(e−2iπ(xµ−xµ′ )·ξ) = [1+22j0/β |xµ−xµ′ |2 +
22j0

1 + 22j0(β−1)/β |△θ|2 |~eµ ·(xµ−xµ′)|2]ke−2iπ(xµ−xµ′ )·ξ

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱

〈

mµ , pµ′
〉

=

ˆ

m̂µ0 p̂µ′
0
e−2iπ(△x).ξdξ.

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ N ✧✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡✧ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L ♠♦♥tr❡ q✉❡

|
〈

mµ , pµ′
〉

| . 2
−(j+j′)β+1

2β

ˆ

R2

|Sµ|N |Sµ′ |Ndξ
[

1 + 22j0β|xµ − xµ′ |2 +
22j0

1 + 22j0(β−1)/β |△θ|2 |~eµ · (xµ − xµ′)|2
]−N

.

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❄❄ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

∣

∣

〈

mµ , pµ′
〉∣

∣ . C2−|j−j′|N .
[

1 + 22j0/β |xµ − xµ′ |2 + 22j0(β−1)/β |△θ|2 +
22j0

1 + 22j0(β−1)/β |△θ|2 |~eµ · (xµ − xµ′)|2
]−N

.

❊♥✜♥✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

1 + 22j0(β−1)/β |△θ|2 +
22j0 |~eµ · (xµ − xµ′)|2
1 + 22j0(β−1)/β |△θ|2 ≥ 2j0 |~eµ · (xµ − xµ′)|,
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♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

|
〈

mµ , pµ′
〉

| . 2−|j−j′|N
[

1 + 22j0(β−1)/β |△θ|2 + 22j0/β |xµ − xµ′ |2 + 2j0 |~eµ · (xµ − xµ′)|
]−N

. wβ(µ, µ′)−N .

✶✵✳✹ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲
❝✉r✈❡❧❡ts

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡
β✲❝✉r✈❡❧❡ts✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♦ù ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té s♦♥t ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é♠♦♥trés ♣❛r ❈❛♥❞❡s ❡t ❉♦♥♦❤♦ ❞❛♥s ❬✷✺❪ ♦ù ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
s♦♥t C2✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st q✉❡ ❧♦rsq✉❡ β > 2✱ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts s♦♥t tr♦♣ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ♣♦✉r s❡ ✧❝♦❧❧❡r✧
à ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❝♦✉r❜é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✹✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ PCs(Rd) ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈✲
❛♥t❡ ✿

f = f0 + f1.1B

♦✉ f0 ❡t f1 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Cs
0,A ❡t 1B r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❇ ❞♦♥❝

❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❡st ✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✬é♥♦♥❝❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳
❙✐ f ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ PCs(Rd)✱ ❡t s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ β ≥ 2d−1

d s✱ ❛❧♦rs✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ∀N > 0,

‖f − fN‖2
L2

≤ C N−2s/d log(N)2s/d+1.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✽✳ ❉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés C2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù β ≤ 2✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r ♣❛r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ T2✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
T2✱ ❧♦rsq✉❡ β = 2✱ ❛ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝r❡✉s❡ ❡t ❜✐❡♥ ♦r❣❛♥✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✳
❆✐♥s✐✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é ♣❛r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ✭β = 2✮✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡
s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à d

d−1 ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

‖f − fN‖2
L2

≤ C N−2/(d−1) log(N)2/(d−1)+1.

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
é❣❛❧❡ à

‖f − fN‖2
L2

≤ C N−1/(d−1).

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✸ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥❞❡s
❡t ❉♦♥♦❤♦ ❬✷✺❪ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 3.1 ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✵❪✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✳3✳



✶✵✳✹ ✶✵✳✹✳ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✷✹✸

✶✵✳✹✳✶ P❧❛♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✸

❙♦✐t f ∈ PCs(Rd)✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♥✐è♠❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ f ✳ ❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st ♥♦té ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
|Cn(f)|✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s lp ❢❛✐❜❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

‖(Cµ(f))µ‖p
wlp

:= sup
ǫ

{Nǫǫ
p}

♦ù Nǫ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉♣ér✐❡✉rs à ǫ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (Cµ(f))µ✳
◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡

|Cn(f)| ≤ n−1/p‖Cµ(f)‖wlp

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✐❝✐ é❣❛❧❡ à p∗ = (s/d+ 1/2)−1 ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡

‖(Cµ)µ‖p∗

wlp∗
≤ C ✭✶✵✳✹✮

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✹✮ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cµ s❡❧♦♥ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j ❞❡ ❧❛ ❝✉r✈❡❧❡t ❛s✲
s♦❝✐é❡✳ ❆✐♥s✐✱ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ j ✜①é❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ♥♦té❡ (wQ)Q∈�✱
t❡❧❧❡ q✉❡

∑

Q∈�

wQ(x) = 1 , ∀x ∈ [−1, 1]d,

♦ù wQ = w(2j/βx1 − k1, 2
j/βx2 − k2, ..., 2

j/βxd − kd) ❡t w ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C∞ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ à
❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ❝✉❜❡ [−1, 1]d✳

2

1

2 -j/b

f

f

Q1

Q2

❋✐❣✳ ✶✵✳✹ ✕ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ f ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❡ s✉♣♣♦rt (2
− j

β )d

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♥♦té❡s fQ

f =
∑

Q

f wQ =
∑

Q

fQ,

❡t ❧✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✵✳✹✮ ❧❡s é❧❡♠❡♥ts Q s❡❧♦♥ q✉✬✐❧s ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t
♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ✿
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ �1 ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s é❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ � ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r
❞❡ B

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ �2 ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s é❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ � ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ B



✷✹✹❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✶✵✳✹

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Cj,Q(f) ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts✱ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ j ❡t ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fQ = fwQ✳ ▲❡ ❣r♦s ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼✳ ❙✐ Q ∈ �1✱ ❛❧♦rs

‖Cj,Q(f)‖wlp∗ ≤ C 2
−j β+d−1

2β .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽✳ ❙✐ Q ∈ �2✱ ❛❧♦rs

‖Cj,Q(f)‖wlp∗ ≤ C 2
js

(β−1)
β 2

−j(s+ d
2β

)
.

❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ♣❡r♠❡tt❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✹✮ s♦✉s ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ β ≥ 2(d−1)

d s✳

✶✵✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ‖Cj,Q(f)‖wlp∗ ❧♦rsq✉❡ Q ∈ �1

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Q ∈ �1 ❡t q✉❡ Q ♥✬✐♥t❡rs❡❝t❡ ♣❛s ✉♥ ❝♦✐♥ ❞❡ ∂B✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s ♥❡ s❡r♦♥t
♣❛s tr❛✐tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fQ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

fQ(x1, x2, ..xd) = w(2j/βx1 − k1, 2
j/βx2 − k2, 2

j/βxd − kd) g(x1, x2, ..., xd) 1x1≥0

♦ù w ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s [−1, 1]d ❡t g ∈ Cs(Rd)✳
❉❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ‖Cj,Q(f)‖wlp∗ ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ǫ > 0 ❞♦♥♥é✱ ❡st✐♠❡r ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Nǫ✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❢réq✉❡♥t✐❡❧
❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡✉r s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✼✳
Pr❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Nj,eθ,ǫ ❛✈❡❝ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts

P♦✉r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡t ❞♦♥♥é❡✱ ~eθ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s♦♠♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à t♦✉t❡s ❧❡s
❝✉r✈❡❧❡ts ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡st✐♠❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

∑

k∈Λj,θ

| < fQ, ϕj,θ,k > |2 .

ˆ

|f̂(ξ)|2Sµ(ξ)dξ

. 2
j d−1

β

ˆ

Ij

|f̂ |2(reθ)dr,

♦ù Ij = [2j , 2j+1]✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥N(j, eθ, ǫ) ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts✱
❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ~eθ ❡t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ j✱ s✉♣ér✐❡✉rs à ǫ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é✈❛❧✉❡r N(j, eθ, ǫ) ❡♥ r❡♠❛r✲
q✉❛♥t q✉❡

N(j, eθ, ǫ) ǫ
2 ≤

∑

k∈Λj,θ

| 〈fQ , ϕj,θ,k〉 |2.
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❚♦✉t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
ˆ

Ij

|f̂(reθ)|2dr.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ fQ✱ ♥♦té❡ F ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

F (x) = fQ(2−j/βx) = w(x1, x2, ...xd) g(2
−j/βx1, 2

−j/βx2..., 2
−j/βxd)1x1≥0.

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ F ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s [−1, 1]d ❡t s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✈ér✐✜❡

F̂ (ξ) = f̂Q(2j/βξ)2
jd
β .

❆✐♥s✐✱
ˆ

r∈2−j/β Ij

|F̂ (reθ)|2dr = 2
2dj
β

ˆ

r∈2−j/β Ij

|f̂(2j/βreθ)|2dλ

= 2
(2d−1)j

β

ˆ

r∈Ij

|f̂(reθ)|2dr,

❡t
ˆ

r∈Ij

|f̂(reθ)|2dr = 2
− (2d−1)j

β

ˆ

r∈2−j/β Ij

|F̂ (reθ)|2dr.

?
2

-j/b

2
-j/b

2
-j/b

2
-j/b

|C  (theta)|
f,j

2 |C  (theta)|
f,j

2

2
-j

2
-j

2
-j(b-1)/b

2
-j(b-1)/b

2
-j(b+1)/b

2
-j(2b-1)/b

2
-2j/b

theta

-pi/2 pi/20pi/20-pi/2

theta = 

thetatheta

theta

❋✐❣✳ ✶✵✳✺ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❡♥❡r❣✐❡
∑

k∈Λj,θ
| < fQ, ϕj,θ,k > |2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ θ

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾✳ ❙♦✐t f t❡❧❧❡ q✉❡

f(x1, x2, ..., xd) = 1{x1>0}g̃(x1, x2, ..., xd), avec g̃ ∈W s
p (Rd) et Supp{g̃} = [−1, 1]d et p ≥ 2(d−1)

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs g ♣❛r

g(2−j/(β−1)x1, 2
−j/(β−1)x2..., 2

−j/(β−1)xd) := g̃(x1, x2, ...xd).

❆❧♦rs ∃C t❡❧ q✉❡ ∀j✱

ˆ 2j+1

2j

|f̂(r, θ)|2dr ≤ Cε2j (θ)2
−j2−2jσs,p‖g‖2

W s
p (Rd)+C 2−j min

(

1, 2−2jσs,p | sin θ|−2σs,p
)

‖g‖2
W s

p (Rd),

❛✈❡❝
∑

j |Sd−2|
´

ε2j (θ)(sin(θ)d−2dθ ≤ 1✱

σs,p = s+
d− 2

2
+ min

(

s
1 − d/p

β − 1
,
1

2
− 1

p

)

,

❡t |Sd−2| r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d− 2✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s f̂(r, θ) = f̂(reθ) ❡t < eθ, (1, 0, .., 0) >=< eθ, e1 >= cos(θ)
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❘❡♠❛rq✉❡ ✹✾✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✷ ❡st ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s W s

p (Rd) ❞✉ t❤é♦rè♠❡ (3.1) ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❈❛♥❞❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵❪✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❈❛♥❞❡s ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Hs(Rd) ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s
❡s♣❛❝❡sW s

p (Rd)✳ ▲✬✐♥térêt ❡st q✉❡ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 1/2 ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
✜♥❛❧❡✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
ˆ

r∈2−j/β Ij

|F̂ (reθ)|2dr,

❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s j̃ = j(β − 1)/β✱ s̃ = s✱ β̃ = β ❡t p→ +∞✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡

ˆ

r∈2−j/β Ij

|F̂ (reθ)|2dr ≤ C 2
−j

(β−1)
β (1 + 2

j
(β−1)

β sin(θ))−2(σ+1/2).

❊t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
∑

k∈Λj,θ

| < fQ, ϕj,θ,k > |2 ≤ C 2
−j d

β 2
−j

(β−1)
β (1 + 2

j
(β−1)

β sin(θ))−2(σ+1/2),

♦ù σ = s+ (d− 2)/2✳

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❛✈❡❝ lj,eθ
= 1 + 2

j
(β−1)

β | sin(θ)|✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Nj,eθ,ǫ(ǫ) s✬❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Nj,eθ,ǫ(ǫ) ≤ C ǫ−2 2
−j d

β 2
−j

(β−1)
β l

−2(σ+1/2)
j,eθ

. ✭✶✵✳✺✮

❉❡✉①✐è♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Nj,eθ,ǫ ❡t ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts

▲❡s ❝✉r✈❡❧❡ts q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳
P♦✉r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ eθ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ♥✬❡st ♣❛s ❞✐s❥♦✐♥t ❛✈❡❝
❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

2
− j

β | sin(θ)|
2−j

.

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✵✳✻✮ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥

Nj,ǫ . lj,eθ
. ✭✶✵✳✻✮

❊st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ Nj,eθ,ǫ

▲❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✶✵✳✺✮ ❡t ✭✶✵✳✻✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

Nj,eθ,ǫ ≤ C min

(

ǫ−2 2
−j d

β 2
−j

(β−1)
β l

−2(σ+1/2)
j,eθ

, lj,eθ

)

❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ (p∗)−1 = 2s+d
2d ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

Nj,eθ,ǫ ≤ ǫ−p∗ 2
−j dp∗

2β 2
−j

(p∗(β−1))
2β l

−(σ+1/2)p∗+1−p∗/2
j,eθ

.
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theta

❋✐❣✳ ✶✵✳✻ ✕ ❉❡✉①✐è♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Nj,eθ,ǫ

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ x ≤ min(a, b)✱ ❛❧♦rs x ≤ a
p∗
2 b1−

p∗
2 ✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ Nj,ǫ

■❧ s✉✣t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ s♦♠♠❡r s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ Nj,ǫ✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ σ = s+ d−2

2 ❡t p∗ = 2d
2s+d ✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡

−
(

σ +
1

2

)

p∗ + 1 − p∗

2
= −(d− 1).

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

Nj,ǫ =
∑

θ

Nj,eθ,ǫ

. ǫ−p 2
−j dp∗

2β 2
−j

(p∗(β−1))
2β

∑

θ

l
−(σ+1/2)p∗+1−p∗/2
j,eθ

. ǫ−p∗ 2
−j dp∗

2β 2
−j

(p∗(β−1))
2β

∑

θ

l−d−1
j,eθ

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❛♥s Sd−1

θl = θl1 θl2 ...θld−1
,

♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 2
j

(d−1)(β−1)
β ✱ ♦ù

θl = π(2−j(β−1)/βl1) π(2−j(β−1)/βl2)...π(2−j(β−1)/βld−1),

❛✈❡❝ l = (l1, l2, ..., ld−1)✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

I =
∑

l

l
−(σ+1/2)p∗+1−p∗/2
j,l

.
∑

l1,l2...l3

(1 + 2−j(β−1)/β | sin θl|)−(d−1)

.

d−1
∏

i=1

2j(β−1)/β
∑

li=0

(1 + 2−j(β−1)/β | sin θl1i
|)−1,
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❛✈❡❝ k0 = 2j(β−1)/β C1 ♣♦✉r C1 ♣❡t✐t✳

❙✐ li ≤ k0 ❛❧♦rs θl = o(1)✱

k0
∑

li=0

(1 + 2−j(β−1)/(β)| sin θl1i
|)−1 .

k0
∑

li=0

(1 + li)
−1 . ln(k0),

❊t s✐ li ≥ k0✱

2j(β−1)/(β)
∑

li=k0

(1 + 2−j(β−1)/β | sin θl1i
|)−1 .

2j(β−1)/β
∑

li=k0

(1 + 2j(β−1)/β sin(C1π))−1 ≤ C.

❆✉ ✜♥❛❧✱

Nj,ǫ . ǫ−p∗ 2
−j dp∗

2β 2
−j

(p∗(β−1))
2β ,

❡t
‖Cj,Q(f)‖wlp∗ . 2

−j β+d−1
2β .

✶✵✳✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ‖Cj,Q(f)‖wlp∗ ❧♦rsq✉❡ Q ∈ �2

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Q ∈ �2✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fQ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

fQ(x1, x2..., xd) = w(2j/βx1, 2
j/βx2..., 2

j/βxd) g(x1, x2..., xd),

♦ù w ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s [−1, 1]d✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸✽

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ fQ = w g ❡st ❛❧♦rs ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞❡ ❝ôté 2 × 2−j/β ✳ ❆✐♥s✐✱

‖Cj,Q(f)‖2
l2 .

ˆ

|ξ|∈Ij

|F [fQ] (ξ)|2dξ

. 2−2js

ˆ

|ξ|∈Ij

|F [∇sfQ] (ξ)|2dξ

. 2−2js

ˆ

Rd

|∇s [g w] |2dx

▲❡ t❡r♠❡ ∇s [g w] ❡st ❛❧♦rs ❞é❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡

∇s [g w] =
s
∑

i=0

Ci
s ∇s−p g ∇iw =

s
∑

i=0

Ti,

❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ |∇iTi| . |∇2iw| ‖g‖Cs(Rd) . 2ij/β‖g‖Cs(Rd)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ [0, s]✱

2−2js

ˆ

Rd

|Ti|2dx . 2−2js2−2ij

ˆ

Rd

|∇iTi|2dx . 2−2js2−dj/β2−2ij22ij/β‖g‖2
Cs(Rd).

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ β ≥ 1✱ ❧❡s t❡r♠❡s 2−2ij ❡t 22ij/β s❡ ❝♦♠♣❡♥s❡♥t ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱

‖Cj,Q(f)‖2
l2 ≤ 2−2js2−dj/β‖g‖2

Cs(Rd).



✶✵✳✹ ✶✵✳✹✳ ❘és✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✷✹✾

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✵✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ 2dj ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts

à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ j q✉✐ ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ fQ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 2
j

d(β−1)
β

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ✿

‖X‖lp ≤ n1/p−1/2‖X‖l2 , ♦ù n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ X,

♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

‖Cj,Q(f)‖l∗p ≤ 2
j

d(β−1)
β

(1/p∗−1/2)
2
−js− jd

2β

≤ 2
js

(β−1)
β 2

−js− jd
2β .

❊t ❛✉ ✜♥❛❧✱

‖Cj,Q(f)‖wlp∗ ≤ C 2
js

(β−1)
β 2−js−jd/(2β)

�✳

✶✵✳✹✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ C(n)

▲❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ C(n)(f)✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥✐è♠❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝✉r✈❡❧❡ts✱
s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ �1 ❡t �2 ✿

|�1| . 2j(d−1)/β , |�2| . 2jd/β.

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖Cj(f)‖p
wlp

s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱

‖Cj(f)‖p
wlp

≤
∑

Q

‖Cj,Q(f)‖p
wlp

≤ |�1| sup
Q∈�1

‖Cj,Q(f)‖p
wlp

+ |�2| sup
Q∈�2

‖Cj,Q(f)‖p
wlp
.

❖r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ |�1| supQ∈�1
‖Cj,Q(f)‖p

wlp
❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é ♣❛r

r❛♣♣♦rt à j s✐ ❧✬é❣❛❧✐té

(
d

2β
+
β − 1

2β
)p∗ ≥ d− 1

β

❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ β ≥ 2(d− 1)s/d✳
◗✉❛♥t ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |�2| supQ∈�2

‖Cj,Q(f)‖p
wlp

≤ C ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡ ❝❛r

(

s+
d

2β
− s(β − 1)

β

)

p∗ ≥ d/β.

❆✐♥s✐✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ β ≥ 2(d − 1)s/d✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ j t❡❧❧❡ q✉❡ ‖Cj(f)‖wlp ≤ C✳ ❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

♯ {n ; |θj |(n) > ε} ≤ C ε−p∗ .

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ L2 ❞❡ ❧❛ β✲❝✉r✈❡❧❡t✱

|Cj,l,k(f)| ≤ C2 ‖f‖∞
√

|supp {ϕj,k,l}| ≤ C2 ‖f‖∞2
− j(β+(d−1))

2β ,

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ jε à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ε✱ ❡t ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ jε ✈ér✐✜❡

jε ≤
2β

β + d− 1
(log2(ε

−1) + log2(‖f‖∞) + log2(C2)) ≤
2β

β + d− 1
log2(ε

−1).



✷✺✵❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✶✵✳✺

❊t ❛❧♦rs✱

♯ {(j, k, l) ; |Cj,k,l(f)| > ε} ≤
∑

j

♯ {(k, l) ; |Cj,k,l(f)| > ε} ≤ C log2(ε
−1) ε−p∗ .

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st✐♠é ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ε é❣❛❧ à

ε = n
− 1

p∗ log(n)
1

p∗ = n−(s/d+1/2) log(n)s/d+1/2,

♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

|C(n)(f)| ≤ C n−(s/d+1/2) (log(n))s/d+1/2.

✶✵✳✹✳✺ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✸

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❡st ✉♥ ❢r❛♠❡ étr♦✐t ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✿

‖f‖2
L2

=
∑

j,l,k

|〈f , ϕj,l,k〉|2 .

■❧ r❡ss♦rt q✉❡

‖f − fN‖2
L2

=
∑

j,l,k

|〈f − fN , ϕj,l,k〉|2 =
∑

n∈N

|Cn(f − fN )|2

=
∑

n>N

|C(n)(f)|2

≤
∑

n>N

C n−(2s/d+1)(log(n))(2s/d+1)

≤ C log(N)(2s/d+1)N−2s/d.

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳

✶✵✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❢r❛♠❡ étr♦✐t ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ❢r❛♠❡ ét❛✐t ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ♣r❡sq✉❡✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré
✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡s ❜❛s❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t
ré❣✉❧✐èr❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡
❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts✱ ❧♦rsq✉❡ β > 2✱ ❛❞♠❡t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ♣♦✉r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦✉r❜❡s✱ ❧❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡t ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r β = 2✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❘és✉♠é

▲❡s t❤è♠❡s ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛❜♦r❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✐s♦tr♦♣❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠♦❞✐✜é ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧♦✐ vn = κ + g✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♥♦t❛♠♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡t
❛✐♥s✐ ré❞✉✐r❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❜s❡r✈é❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❬✶✵✻❪✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ tr❛✐té ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ◆❡✉♠❛♥♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝ts ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ s✐①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❆✈❡❝ △̃φ✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ △φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡

ut = △̃φu− 1

ǫ2
W

′
(u).

❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ré✉ss✐t à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜✲
s❡r✈♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(ǫ)✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡
❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

❉❛♥s ❧❡ s❡♣t✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♠♦❞✐✜é❡ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé❡ ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
uǫ ❡t ✐♥t❡r♣rété ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ s✉r
❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❜s❡r✈é❡s✳

✷✺✶



✷✺✷❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✶✵✳✺

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡s ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❞❡ β✲❝✉r✈❡❧❡ts ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❢r❛♠❡✳



✶✵✳✺ ✶✵✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✷✺✸

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♦✉✈r❡ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✿
✕ ❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬❛♥❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝ts ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❇✐❡♥ q✉✬✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❞❛♥s
❧✬❛✈❡♥✐r ❛❞❛♣t❡r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐♣❤❛s❡s✳ ▲✬✐♥térêt s❡r❛✐t
❛❧♦rs ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t s♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳

✕ ❆ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
r❛♣✐❞❡✱ ❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❡♥ O(ǫ) ✈❡rs ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
ré❣✉❧✐❡r ❡t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞é❥à ❡♥t❛♠é❡✱ r❡st❡ ✉♥❡ ❞❡ ♥♦s ♣r✐♦r✐tés ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r t♦✉t ❧✬✐♥✲
térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ❛❧♦rs ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡✳

✕ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡s très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱
♠❛✐s ❧❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐❞s é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐❝✳
■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ré❣✉❧❛r✐sé❡ Ωη ♦ù ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

P ǫ
φo(Ω) = Pφo(Ω) + η

ˆ

Γ
|κ|d−1dx

◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✐♥s✐ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ Ω ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s Ωη ❧♦rsq✉❡ η t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ❡t
❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳

✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t s✬❛❞❛♣t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛❤♥✲❍✐❧❧✐❛r❞ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❧✐♥é❛r✐sé❡ ✭ ✈♦✐r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❊❧❧✐♦t ❬✺✵❪✱ ❬✺✶❪ ❡t ❬✺✷❪✮✳

ut = −△̃φ

(

△̃φ − 1

ǫ2
W

′
(u)

)

✭✶✵✳✼✮

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
t♦✉t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r✲
❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈é❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✭✶✵✳✼✮ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛❤♥ ❍✐❧❧✐❛r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ♦❜t❡♥✉❡s
❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✵✳✽✮ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛❤♥ ❍✐❧❧✐❛r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡
♠✐♥❝❡✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ✭✶✵✳✼✮ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é♠♦✉✐❧❧❛❣❡ s♦❧✐❞❡✳

✕ ❉❛♥s s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ▼♦r❣❛♥ ❇r❛ss❡❧ ❛ ét✉❞✐é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❝❤❡s ❜❛sé
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ér✐♠ètr❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡s✲
s❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ér✐♠ètr❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♦ù ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡
♣♦✉rr❛✐t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉r✲
r✐♦♥s ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐ssé❡ Γσ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t

P σ
φ1+φ2

(Ω) =

ˆ

Γ
φ1(~n)ds+ Cσ

ˆ

Γσ

φ2(~n)ds.



✷✺✹❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✶✵✳✺

❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s♦tr♦♣❡
t = 2.9104e−11

ε = 0.0019531,    δ
t
 = 1.4552e−11,    N=512
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❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
t = 2.9104e−11

ε = 0.0019531,    δ
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❋✐❣✳ ✶✵✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛❤♥✲❍✐❧❧✐❛r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✳ ▲❛ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥ ❜✉✐t ❜❧❛♥❝

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é s❡r❛✐t ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈✲
❛♥t❡

F
[

△̃φ1,φ2,σu
]

(ξ) =

{

−4π2φo
2(ξ)

2û(ξ) si |ξ| < σ
−4π2φo

1(ξ)
2û(ξ) si |ξ| > σ

▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✶✵✳✾✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✕ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❤ès❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡s ♠✉❧t✐rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝✉r✈❡❧❡ts✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢r❛♠❡ ❞❡s ❝✉r✈❡❧❡ts ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❛❞♠❡t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
s♣❛t✐❛❧❡s✳



✶✵✳✺ ✶✵✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❢r❛♠❡ ❞❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✷✺✺

❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s♦tr♦♣❡

❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡

❋✐❣✳ ✶✵✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛❤♥✲❍✐❧❧✐❛r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦✐s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡



✷✺✻❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❡s β✲❝✉r✈❡❧❡ts ✶✵✳✺

t = 3.0518e−05

ε = 0.0039062,    δ
t
 = 1.5259e−05,    N=256
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❋✐❣✳ ✶✵✳✾ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❛rré ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡
❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♠✉❧t✐é❝❤❡❧❧❡ ✿ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s s♦♥t✱ ❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❡t ✈❡rt✐❝❛❧❡s✱ ❡t ❛✉① ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❜❧✐q✉❡s✳



❆♥♥❡①❡s

✷✺✼





❆♥♥❡①❡ ❆

❆♥♥❡①❡ ✶ ✿ ◗✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡
●r♦♥✇❛❧❧

▲❡♠♠❡ ✶✶✳ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿
❙♦✐t p ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡

0 ≤ φ(t) ≤ φ(0) +

ˆ t

0
p(τ)φ(τ)dτ

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s t ≥ 0✱

φ(τ) ≤ φ(0)exp

(
ˆ t

0
p(τ)dτ

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶
■❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

ψ(t) =

[

φ(0) +

ˆ t

0
p(τ)φ(τ)dτ

]

exp

(

−
ˆ t

0
p(τ)dτ

)

❊t ❛❧♦rs

ψ
′
(t) = p(t)φ(t)exp

(

−
ˆ t

0
p(τ)dτ

)

−
[

φ(0) +

ˆ t

0
p(τ)φ(τ)dτ

]

p(t)exp

(

−
ˆ t

0
p(τ)dτ

)

≤ 0

❊t ❛❧♦rs
ψ(t) ≤ ψ(0), ∀t > 0

❊t

φ(t) ≤ ψ(t)exp

(
ˆ t

0
p(τ)dτ

)

≤ φ(0)exp

(
ˆ t

0
p(τ)dτ

)

�

▲❡♠♠❡ ✶✷✳ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ♠♦❞✐✜é ✿
❙♦✐t p ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ③ér♦ ❡t ❞❡ ❞ér✐✈é❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r R

+✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t > 0✱

0 ≤ φ(t) ≤ φ(0) + p(t) + C

ˆ t

0
φ(τ)dτ

✷✺✾
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❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t α > 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t0 > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ t ≤ t0✱

φ(t) ≤ φ(0)eCt + αp(t)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✷
❙♦✐t

ψ(t) =

[

φ(0) + p(t) + C

ˆ t

0
φ(τ)dτ

]

exp(−Ct)

ψ
′
(t) =

{

p
′
(t) + Cφ(t) − C

[

φ(0) + p(t) + C

ˆ t

0
φ(τ)dτ

]}

exp(−Ct)

❊t ψ
′
(t) ≤ p

′
(t)exp(−Ct)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ψ(0) = φ(0)✱

ψ(t) − ψ(0) ≤
ˆ t

0
p
′
(τ)exp(−Cτ)dτ

❆✉ ✜♥❛❧✱

φ(t) ≤ ψ(t)exp(Ct)

≤ φ(0)exp(Ct) +

[
ˆ t

0
p
′
(τ)exp(−Cτ)dτ

]

exp(Ct)

≤ φ(0)exp(Ct) +

ˆ t

0
p
′
(τ)exp(−C(t− τ))dτ

≤ φ(0)exp(Ct) + exp(Ct)p(t), ❝❛r p
′ ≥ 0

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❤♦✐s✐r t0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❞❡ t❡❧ s♦rt❡ q✉❡ exp(Ct0) ≤ α✱ ❡t ❛❧♦rs ∀t ≤ t0✱

φ(t) ≤ φ(0)exp(Ct) + αp(t)

�



❆♥♥❡①❡ ❇

❆♥♥❡①❡ ✷ ✿ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡
❞✬✉♥ r✐❞❣❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✵✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡

f(x1, x2, ..., xd) = 1{x1>0}g̃(x1, x2, ..., xd), ❛✈❡❝ g̃ ∈W s
p (Rd) et Supp{g̃} = [−1, 1]d et p ≥ 2(d−1)

❆✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

g(2−j/(β−1)x1, 2
−j/(β−1)x2..., 2

−j/(β−1)xd) = g̃(x1, x2, ...xd)

❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ∀j✱
ˆ 2j+1

2j

|f̂(r, θ)|2dr ≤ Cε2j (θ)2
−j2−2jσs,p‖g‖2

W s
p (Rd) +C 2−jmin

(

1, 2−2jσs,p | sin θ|−2σs,p
)

‖g‖2
W s

p (Rd)

♦ù
∑

j |Sd−2|
´

ε2j (θ) sin(θ)d−2dθ ≤ 1✱

σs,p = s+ (d− 2)/2 + min

(

s
1 − d/p

β − 1
,
1

2
− 1

p

)

❡t |Sd−2| r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d− 1

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s f̂(r, θ) = f̂(reθ) ❡t cos(θ) = eθ · (1, 0, .., 0) = eθ · e1✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r s ❛✈❡❝ s ❡♥t✐❡r✳

❈❛s ♦ù s❂✵
❆✈❡❝ Ij(θ) =

´ 2j+1

2j |f̂(r, θ)|2dr✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

∞
∑

j=−∞
2(d−1)j

ˆ

Sd−1

Ij(θ)dθ =

∞
∑

j=−∞
2(d−1)j

ˆ

Sd−1

ˆ 2j+1

2j

|f̂(r, θ)|2drdθ

≤
∞
∑

j=−∞

ˆ

Sd−1

ˆ 2j+1

2j

|f̂(r, θ)|2rd−1drdθ

≤ ‖f‖L2 ≤ ‖g̃‖L2 ≤ 2d‖g̃‖C0 ≤ 2d‖g‖C0

■❧ r❡ss♦rt q✉❡
Ij(θ) ≤ εj(θ)

2 2−(d−1)j ‖g‖C0

✷✻✶



✷✻✷ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❆♥♥❡①❡ ✷ ✿ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ r✐❞❣❡ ❇✳✵

♦ù

εj(θ)
2 =

2(d−1)jIj
∑∞

j=−∞ 2(d−1)j
´

Sd−1 Ij(θ)dθ
✈ér✐✜❡

∑

j

ˆ

Sd−1

εj(θ)
2dθ = 1

▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù s = 0✳

❈❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♥❂s

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r n = s− 1✱
▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ f = g̃ H ♦ù g̃ ∈W s

p ([−1, 1]d) ❡t H = 1{x1>0}✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r u := ξ
|ξ| ✳ ❆❧♦rs✱

i|ξ|f̂(ξ) = u.(iξf̂(ξ))

= u.F{∇f(ξ)}

= u.F{(∇g)H}(ξ) +
ξ1
|ξ|F{g̃δx1=0}(ξ)

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ✐♥❞é♣❡❞❡♠♠❡♥t ✿

Pr❡♠✐❡r t❡r♠❡ ✿ u.F{(∇g)H}(ξ)

❈❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ d t❡r♠❡s✱

|u.F{∇g̃)H}|2(ξ) ≤ |F{g̃1H}|2(ξ) + |F{g̃2H}|2(ξ) + ...+ F{g̃dH}|2(ξ)

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g̃i ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r g̃i = ∂
∂xi
g̃✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉r❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t
q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g̃1✱ g̃2 ✳✳✳ ❡t g̃d ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s à ❧✬❡s♣❛❝❡ W s−1

p ([−1, 1]d)✳ ■❧ r❡ss♦rt q✉❡

ˆ 2j+1

2j

| u.F {(∇g).H}(r, θ)|2dr .

ε2j (θ)2
−j 2−2jσs−1,p 2

−2j
1−d/p
β−1 ‖g‖2

W s
p

+ 2−j min
(

1, 2−2jσs−1,p | sin θ|−2σs−1,p
)

2
−2j

1−d/p
β−1 ‖g‖2

W s
p

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

‖∇g̃‖Hs−1 . ‖∇g̃‖W s−1
p

. 2
−j

1−d/p
β−1 ‖∇g‖W s−1

p
. 2

−j
1−d/p
β−1 ‖g‖W s

p

❆✉ ✜♥❛❧✱

ˆ 2j+1

2j

|u.F{(∇g)H}(ξ)|2 . 22j
[

ε2j (θ)2
−j2−2jσs,p + 2−j min

(

1, 2−2jσs,p | sin θ|−2σs,p
) ]

‖g‖2
W s

p

❉❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿ ξ1
|ξ|F{g̃ δx1=0}(ξ)



❇✳✵ ✷✻✸

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ |F{g δx1=0}|2 ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ e1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
eθ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ eθ = cos(θ)e1 + sin(θ)ẽθ✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡

ˆ 2j+1

2j

|F{g δx1=0}|2(reθ)dr =

ˆ 2j+1

2j

|F{g δx1=0}(r sin(θ)ẽθ)|2 dr

=

ˆ 2j+1

2j

∣

∣

∣ĥ(r sin(θ)ẽθ)
∣

∣

∣

2
dr

= | sin(θ)|−1

ˆ | sin(θ)|2j+1

| sin(θ)|2j

ĥ2(rẽθ)dr

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ g s✉r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
{

x ∈ R
d ; x1 = 0

}

✱

h := (x2, x3, ..., xd) → g(0, x2, x3, ..., xd),

❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭s✉r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d− 1 ✮ ❞❡ h ❡st ♥♦té❡ ĥ✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ |2j sin(θ)| ≥ 1 ✿
▲❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ tr❛❝❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✻❪ ✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡

‖h‖2

W
s−1/p
p

. ‖g̃‖2
W s

p

❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ξ̃ = (ξ2, ..., ξd)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

‖h‖2
Hs−1/p(Rd−1)

=

ˆ

Rd−1

(1 + |ξ̃|)2(s−1/p)|ĥ(ξ̃)|2dξ2dξ3...dξd

&
∑

j

(2j | sin(θ)|)d−2|Sd−2| | sin(θ)|−1

ˆ 2j+1| sin(θ)|

2j | sin(θ)|
(1 + |r|)2(s−1/p)|ĥ(rẽθ)|2dr

& |Sd−2|
∑

j

|2j sin(θ)|2(s−1/p+(d−2)/2) | sin(θ)|−1

ˆ 2j+1| sin(θ)|

2j | sin(θ)|
|ĥ(rẽθ)|2dr

❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝

Ij(θ) =

ˆ 2j+1

2j

|F{g δx1=0}|2(reθ)dr

✐❧ r❡ss♦rt q✉❡
Ij ≤ C µ2

j (θ)|2j sin(θ)|−2(s−1/p+(d−2)/2) ‖g̃‖2
W s

p

♦ù

µ2
j (θ) =

|2j sin(θ)|2(s−1/p+(d−2)/2) Ij
∑

j |2j sin(θ)|−2(s−1/p+(d−2)/2)Ij(θ)
,

◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❞❡ ♣❧✉s
∑

j µ
2
j (θ) ≤ 1✳

❆✉ ✜♥❛❧✱

ˆ 2j+1

2j

|F{g δx1=0}|2(ξ)dr ≤ C 2j |2j sin(θ)|−2(s+1/2−1/p+ d−2
2

) ‖g‖2
W s

p
✭❇✳✶✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✶✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s W s
p (Rd) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s Hs(Rd) ♣❡r♠❡t

❛✐♥s✐ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2−j(1/2−1/p) ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡✳
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◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ |2j sin(θ)| < 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

ˆ 2j+1

2j

|F{g δx1=0}|2(r, θ)dr =

ˆ 2j+1

2j

|ĥ(sin(θ)rẽθ)|2dr

. 2j sup
r<2j

{

|ĥ(rẽθ)|2
}

. 2j‖h‖2
L1

≤ C2j‖h‖2
L2

. C2j‖g̃‖2
Hs . 2j‖g‖2

W s
p

▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ s❡ ❥✉st✐✜❡♥t ❝❛r
✕ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ L1 ❞❛♥s L∞✱
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱
✕ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r tr❛❝❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ Hs ❞❛♥s Hs−1/2

❊t ❛✉ ✜♥❛❧✱

ˆ 2j+1

2j

|F{g δx1=0}|2(ξ)dr ≤ C2j‖g‖2
W s

p
✭❇✳✷✮

▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❇✳✶ ❡t ❇✳✷ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

ˆ 2j+1

2j

|F{g.δx1=0}|2(ξ)dr ≤ 2j min
(

1, |2j sin(θ)|−2σs,p
)

‖g‖2
W s

p

❚♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ✿ u.F{(∇g)H}(ξ) + ξ1
|ξ|F{g̃δx1=0}(ξ)

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st t❡r♠✐♥é❡ ♣✉✐sq✉❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

i|ξ|f̂(ξ) = u.F{(∇g)H}(ξ) +
ξ1
|ξ|F{g δx1=0}(ξ),

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

ˆ 2j+1

2j

|f̂(r, θ)|2dr ≤ C 2−j
[

ε2j (θ)2
−2jσs + min

(

1, 2−2jσs | sin θ|−2jσs,p
)]

‖g‖2
W s

s,p

�✳



❆♥♥❡①❡ ❈

❆♥♥❡①❡✸ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧✛

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡t 3 q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ✇✉❧✛ ❛ss♦✲
❝✐é❡s à ✉♥❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✉❛❧ ❞❡ φo ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

φoo(ξ) = max
ξ∗

{< ξ, ξ∗ >;φo(ξ∗) ≤ 1}

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo✱ ♣ré❝✐s✐♦♥ N ✳
✶✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✿

Θ = linspace(0, π/2, N)

✷✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s Θ

RFrank =
1

φo(Θ)

✸✿ ♣♦✉r θ ∈ Θ ✱
✹✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ

RWulff (θ) =
1

maxΘ {cos (Θ − θ)RFrank}

✺✿ ✜♥

✷✻✺



✷✻✻ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❆♥♥❡①❡✸ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❲✉❧❢❢ ❈✳✵

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3

❉♦♥♥é❡s✿ ❊♥tré❡s ✿ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡ φo✱ ♣ré❝✐s✐♦♥ N ✳
✶✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ✿

[Θ,Φ] = [linspace(0, π/2, N/2), linspace(0, π/2, N)]

✷✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s (θ, φ) ∈ [Θ,Φ]

RFrank(θ, φ) =
1

φo((cos(θ) cos(φ), cos(θ) sin(φ), sin(φ)))

✸✿ ♣♦✉r (θ, φ) ∈ [Θ,Φ] ✱
✹✿ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❲✉❧✛ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ

Scalaire(θ, φ, θ̃, φ̃) = RFrank(θ, φ)
(

cos(φ) cos(φ̃) (cos(θ − θ̃)) + sin(φ) sin(φ̃)
)

RWulff (θ, φ) =
1

max(θ̃,φ̃)∈[Θ,Φ]

{

Scalaire(θ, φ, θ̃, φ̃)
}

✺✿ ✜♥
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