N

N

Mouvements par courbure moyenne et méthode de
champs de phase
Elie Bretin

» To cite this version:

Elie Bretin. Mouvements par courbure moyenne et méthode de champs de phase. Equations aux
dérivées partielles [math.AP]. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG, 2009. Francais.
NNT: . tel-00995323

HAL Id: tel-00995323
https://theses.hal.science/tel-00995323

Submitted on 23 May 2014

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00995323
https://hal.archives-ouvertes.fr

INSTITUT POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

N° attribué par

bibliotheque |

THESE
pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L’Institut polytechnique de Grenoble

Spécialité : « Mathématiques appliquées »

préparée au laboratoire JEAN KUNTZMANN
dans le cadre de I'Ecole Doctorale

« Mathématiques, Sciences et Technologie de I'information, informatiques »
présentée et soutenue publiquement par
Elie BRETIN

le 21 avril 2009

Mouvements Par Courbure Moyenne et Méthode de
Champ de Phase

DIRECTEUR DE THESE : Valérie PERRIER

CO-DIRECTEUR : Eric BONNETIER
JURY
M. COTTET Georges-Henri , Président
M. CHAMBOLLE Antonin , Rapporteur
M. GOUT Christian , Rapporteur
Mme PERRIER Valérie , Directeur de these
M. BONNETIER Eric , Co-encadrant
M. MISBAH Chaougqi , Examinateur
M. BELLETTINI Giovanni , Examinateur

M. OUDET Edouard , Examinateur



Table des matiéres

Introduction

I

1

11

Mouvement d’interface isotrope

Etat de ’art des méthodes numériques pour les mouvements d’interfaces

1.1 Introduction . . . . . . . . . . e
1.2 Méthodes paramétriques . . . . . . . ..
1.3 Méthode Level set . . . . . . . . . . . e
1.4 Méthode de champ de phase . . . . . . .. . ... .. ...
1.5 Algorithme de Bence Merriman Osher . . . . ... ... ... ... ... ...

Etude de I’équation d’Allen-Cahn

2.1 Introduction . . . . . . . . . oL e
2.2 Existence et unicité des solutions de I’équation d’Allen-Cahn . . . . . . . . . ..
2.3 Convergence de I'équation d’Allen-Cahn . . . . . . .. .. ... ...
2.4 Discrétisation et méthode de splitting . . . . .. .. ... oo
2.5 Tests numériques préliminaires . . . . . . . . . ...
2.6 Tests numériques classiques . . . . . . .. Lo

Terme de Forcage et Contrainte de volume

3.1 Introduction . . . . . . . . . e
3.2 Introduction des deux modéles de réaction-diffusion . . .. ... ... ... ...
3.3 Quelques points théoriques du deuxiéme modéle . . . . . .. . ... ...
3.4 Algorithmes et simulations numériques . . . . . . .. ... L.
3.5 Application & la conservation de volume . . . . . . ... ... ... ... ...

Contraintes de bord non périodiques

4.1 Principe de symétrisation pour I’équation de la chaleur . . . . . ... ... ...
4.2  Conditions aux limites pour les équations de champ de phase . . . ... ... ..
4.3 Généralisation des conditions de Neumann . . . . . . . ... ... ... .. ...
4.4  Contrainte de non pénétration . . . . . . . .. ...

Mouvement par courbure moyenne anisotrope

Anisotropie dans le contexte de la géométrie de Finsler

5.1 Contexte mathématique . . . . . . .. ... L L
5.2 Périmétre anisotrope et mouvement par courbure moyenne anisotrope . . . . . .
5.3 Méthodes numériques . . . . . . ...

10
12
16
21

23
23
24
35
39
49
93

57
57
60
63
76
81

91
92
96
101
111

115



6 Equation d’Allen-Cahn anisotrope linéarisée
6.1 Motivations . . . . . . . . . L e
6.2 Définition de 'opérateur Aqb .............................
6.3 Estimation d’erreur entre les deux opérateurs de diffusion anisotrope . . . . . . .
6.4 Simulations numériques de mouvement par courbure moyenne anisotrope
6.5 Conclusion sur notre méthode numérique . . . . ... ... ... ... ... ...

7 Application 4 des anisotropies non convexes
7.1 Motivations . . . . . . . . . e
7.2 Propriété du périmeétre anisotrope Pgo . . . . . . ...
7.3 Mouvement minimisant de Pgo . . . . .. ..o
7.4 Energie de Ginzburg-Landau et équation de réaction-diffusion . . . . .. .. . ..
7.5 Simulations numériques de I’équation d’Allen-Cahn . . . . . . .. . .. ... ..
7.6 Régularisation et opérateur Aqgo ...........................
7.7  Quelques simulations de mouvements d’interfaces en dimension 3 . . . . . . . ..
7.8 Discussion et conclusion . . . . . . ... L Lo

ITT Analyse multirésolution et curvelets

8 Introduction a l’analyse multirésolution et aux ondelettes
8.1 Motivations . . . . . . . . . e
8.2 Construction des ondelettes . . . . . . . . ... ..
8.3 Ondelettes et opérateurs elliptiques . . . . . . . .. . .. ... ... ... ...
8.4 Résultat d’approximation non linéaire dans les bases d’ondelettes . . . . . . . ..
8.5 Vers d’autres familles d’analyse multirésolution . . . . . . ... .. .. ... ...

9 Les curvelets : une analyse multirésolution anisotrope directionnelle
9.1 Objectif . . . . . . . e
9.2 Construction du frame des curvelets en dimension 2 . . . . . . . ... ... ...
9.3 Approximation non linéaire dans la base des curvelets . . .. ... .. ... ...
9.4 Curvelets, opérateur FIO et équations desondes . . . . . .. .. ... ... ...
9.5 Algorithme de décomposition rapide en curvelets . . . . . . .. .. .. ... ...

10 Nouvelle base d’analyse multirésolution : les S-curvelets
10.1 Motivations . . . . . . . . .. e e
10.2 Construction du frame de G-curvelets . . . . . . . .. ... .. ... ... ...
10.3 (-curvelets et opérateur FIO . . . . . . . . . . . ... .
10.4 Reésultat d’approximation non-linéaire dans le frame des S-curvelets . . . . . ..
10.5 Conclusion sur le frame des B-curvelets . . . . . . . ... ...

Conclusion et perspectives

A Annexe 1 : Quelques lemmes de Gronwall

B Annexe 2 : Localisation fréquentielle d’un ridge

C Annexe3d : Algorithme de calcul des formes de Wulff

Bibliographie.

il

143
143
146
151

. 163

169

173
173
175
179
180
181
189
193
197

199

201
201
202
205
207
208

211
211
211
217
217
219

231
231
232
235
242
250

250

259

261

265

267



Introduction générale

Contexte mathématique

Ce manuscrit expose mes travaux de thése réalisés au laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble
sur le théme de la modélisation de mouvements d’interface. Plus précisément, mes recherches
portent sur le développement de méthodes numériques rapides pour la simulation de mouve-
ments par courbure moyenne.

Un flot de mouvement par courbure moyenne (t) est défini comme une évolution d’interface
ou la vitesse normale est proportionnelle & la courbure :

Vi, = k.

Cette dynamique peut également étre obtenue comme la meilleure fagon de minimiser le périmeétre

P(Q) = /8 1ds.

L’intérét de ces évolutions est qu’elles apparaissent dans de nombreux systémes physiques et
biologiques comme par exemple en croissance cristalline.

Les premiers résultats théoriques sur le mouvement par courbure moyenne sont dis & Huisken
[73], Gage et Hamilton [63] et Grayson [64]. Ces auteurs étudient 'existence de mouvements
réguliers ainsi que leur comportement asymptotique. Ils démontrent en particulier que les en-
sembles initialement convexes restent convexes et se réduisent & un point en temps fini, tout en
devenant asymptotiquement sphériques. Ces propriétés ne sont plus vérifiées lorsque la forme
initiale est non convexe en dimension supérieure & trois, et ’évolution présente méme dans cer-
tains cas des singularités en temps fini [65]. Les questions d’existence et d’unicité deviennent
alors délicates. Une fagon de les traiter est d’introduire une formulation level-set du probléme
[92] : linterface O0€2(t) est alors représentée comme la ligne de niveau zéro d'une fonction ¢,
solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi suivante :

. \Y
o= (557) el

L’existence et ['unicité [34, 55] pour cette équation s’obtiennent au sens des solutions de viscosité
[37] et permettent ainsi de généraliser le mouvement par courbure moyenne aprés l’apparition de
singularités. Un principe de comparaison sur l’équation d’Hamilton-Jacobi implique un principe
d’inclusion pour ces mouvements par courbure moyenne généralisés.

Dans cette thése, nous allons nous intéresser aux méthodes de champ de phase, qui sont une
alternative aux méthodes level-set, et qui sont aussi basées sur une description implicite de
I'interface. Introduites dans le cas du mouvement par courbure moyenne par Allen et Cahn [76],
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ces méthodes reviennent & approcher le mouvement d’une interface par une ligne de niveau de
la solution u. de I’équation

up = Au — 5
€

Le paramétre € est un paramétre d’approximation qui représente ’épaisseur d’une interface
diffuse, et W est un potentiel double puits positif. Cette équation, connue sous le nom d’équation
d’Allen-Cahn, peut étre vue comme le flot de gradient de I'énergie de Ginzburg-Landau

Jo(u) = /}R (JV;P + 1W(u)>dm.

Le lien entre ’équation d’Allen-Cahn et le mouvement par courbure moyenne s’établit alors avec
un résultat d’approximation du périmétre P par J. au sens de la I'-convergence. Ce résultat est
démontré par Modica et Mortola [83].

Outre le mouvement par courbure moyenne, nous allons nous intéresser 3 des mouvements ol
Iinterface évolue suivant la loi V,, = k + ¢. Les termes g sont des termes de forcage qui appa-
raissent lorsqu’on ajoute des énergies de la forme fQ g(x)dx & J.. L’approche classique en terme
de champ de phase revient alors & considérer ’équation de réaction-diffusion suivante :

1

we= D~ 5 [W(w) ~ cewg

avec cyy = fol V2W (s)ds.

Nous nous intéresserons également au mouvement par courbure moyenne conservé [62], pour
lequel la vitesse d’interface vérifie V,, = x — faﬁ kds. L’intérét est que dans ce cas, le volume des
domaines €(t) reste constant au cours du temps. Notons qu’il n’existe aucune preuve d’existence
au sens généralisé pour cette dynamique d’interface, la difficulté étant que ces mouvements ne
vérifient pas de principe d’inclusion. L’équation de réaction diffusion s’écrit alors [16, 97|

1 1
up = Au — E—QW'(U) + = ][ W' (u)dz.

Enfin, les derniers mouvements étudiés seront les mouvements par courbure moyenne anisotrope,
définis comme les meilleures directions de descente du périmétre anisotrope

Py(@) = /F V(7i)ds,

ott v : S971 — R* est une fonction d’anisotropie. En dimension 2, les vitesses normales des
interfaces suivent la loi

Vo = W(ﬁ)’%’yv

ot la courbure anisotrope est définie par ky = k (y(7) + " (7)). On sait montrer des théorémes
d’existence lorsque 'anisotropie est réguliére et convexe. Le cas d’anisotropies non convexes
est par contre encore complétement ouvert, le périmétre P, (€2) n’étant plus dans ce cas semi-
continu inférieurement. Une formulation champ de phase possible du mouvement est donnée par
I’équation d’Allen-Cahn anisotrope suivante [13] :

1_,

e = div (¢°(Vu)gg(V) — 5 W' (u)
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avec pour tout & € RY, ¢°(€) = [¢[y(arg(€)).
Pour tous ces modéles de champ de phase, lorsque la convergence de 'approximation champ de
phase est établie [85, 31, 12, 11], ordre d’approximation est en O(e?log(e)?). Des preuves de

convergence d’approximations numériques de u,. par différences finies ou par éléments finis ont

de plus été établies [33, 93].

Dans cette thése, nous allons nous intéresser aux trois problémes ci-dessous.

Les pertes de volume introduites par les méthodes de champ de phase

Les méthodes de champ de phase appliquées au mouvement par courbure moyenne conservé
Vo=kK— faQ kds conduisent généralement a I’équation d’Allen-Cahn non locale

1__, 1 /
up = Au — ?W (u) + 62][W (u(t,z))dx.

Le terme 6% f W/(u)dx peut étre interprété comme un multiplicateur de Lagrange, qui préserve
la masse des solutions u. de 'équation, [ u.dz = C. Bien qu’a notre connaissance, aucun résul-
tat théorique ne soit démontré, les tests numériques laissent envisager un ordre de convergence
en O(e) pour cette équation. En pratique, cela peut se traduire par des pertes de volume con-
séquentes dans certaines simulations. Nous essaierons de développer dans cette thése un nouveau
modéle de champ de phase qui approche la méme dynamique d’interface avec un ordre d’erreur
en O(e?log(€)?), observé numériquement.

La présence d’angle de contact entre linterface et le bord des domaines de calculs

Les mouvements d’interface sont effectués en pratique dans un domaine de calcul borné E =
[0,1]¢. La dynamique d’interface au bord de ce domaine est alors directement liée au choix des
conditions aux limites imposées & ’équation d’Allen-Cahn. Ces conditions sont traditionnelle-
ment de type périodiques ou Neumann. Nous essayerons d’introduire de nouvelles dynamiques
d’interface "plus physiques", qui permettent la minimisation d’une énergie de la forme

J(Q):/ 1d5+0/ 1ds,
Iy I'p

ou I'; représente la partie de l'interface située strictement & 'intérieur de F, I'g la partie située
sur le bord de E, et o un coefficient de tension de surface. L’intérét est de modéliser la présence
d’angles de contact, donnés par la loi de Young et observés par exemple sur les formes optimales
d’une goutte déposée sur un substrat. Ces conditions de bord généralisent dans un certain sens
les conditions de Neumann, qui correspondent au cas particulier o = 0.

La difficulté de la résolution des équations d’Allen-Cahn anisotropes :

La simulation de mouvement par courbure moyenne anisotrope nécessite la résolution de I’équa-
tion

/

wp = div (¢°(Vu) 62 (V) — eizw (u)

Les premiéres difficultés proviennent du traitement numérique de 'opérateur

div (qbo(Vu)(;Sg(Vu)) .
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Cet opérateur, fortement non linéaire, conduit & des méthodes dont le cotit en temps de cal-
cul est plus élevé que dans le cas isotrope. Nous chercherons a introduire une approximation
de Vopérateur div (d)"(Vu)qﬁg(Vu)), basée sur une linéarisation dans I'espace de Fourier, et qui
facilitera la résolution numérique.

Une deuxiéme difficulté apparait dans le traitement d’anisotropies non convexes car 1'opérateur
de diffusion devient "forward backward parabolic". Nous chercherons a régulariser cette équation
afin d’observer I'influence de la non convexité de I’anisotropie ¢° sur les solutions.

Enfin, nous proposerons une alternative & la base de Fourier, construite & partir de bases d’anal-
yse multirésolution, permettant de traiter le cas d’anisotropies dépendant de la position spatiale,

¢°(x, ).

Les solutions u. des équations de champ de phase présentent de fortes variations localisées sur
un voisinage de taille € de 'interface. Il nous a semblé intéressant d’utiliser des familles d’anal-
yse multirésolution comme base d’approximation de Galerkin dans la résolution de ces équations.

Depuis les années 80, les bases d’ondelettes [77, 81, 82, 40, 36] ont soulevé beaucoup d’intérét
dans de nombreux domaines des mathématiques appliquées. Initialement introduites par Morlet
et Grossman [67] comme une alternative a la transformée de Fourier, elles ont connu un essor
considérable suite & la construction d’algorithmes de décomposition rapides, via le formalisme
d’analyse multirésolution de Mallat [77]. Les ondelettes possédent en effet de trés bonnes pro-
priétés, a la fois pour représenter des fonctions réguliéres par morceaux [36], mais aussi comme
base d’approximation dans la résolution d’opérateurs elliptiques [75].

Dans les années 2000, de nouvelles familles d’ondelettes géométriques [23, 25, 96, 78] ont été
introduites pour encore améliorer les propriétés des ondelettes en compression d’images. L’idée
est de prendre en compte la géomeétrie des discontinuités avec des éléments de base anisotropes
et directionnels. Parmi ces familles, les curvelets de Candés et Donoho [19, 18] possédent des
propriétés intéressantes pour les équations de champ de phase. Elles possédent en effet des pro-
priétés quasi-optimales pour représenter les fonctions réguliéres par morceaux en dimension deux
[25]. Elles sont de plus trés appropriées pour la résolution d’opérateurs FIO (Fourier Integral
Operator) et pour la résolution d’équations des ondes [21, 17|, généralisant ainsi les propriétés
des ondelettes pour les opérateurs elliptiques.

Un objectif de cette thése était de savoir si les curvelets étaient potentiellement intéressantes
pour approcher les solutions des équations de champ de phase. En effet, d’une part le frame
des curvelets est quasi-optimal pour représenter ces solutions, et d’autre part ’équation d’Allen-
Cahn agit indirectement comme une équation de transport sur Iinterface.

L’équation d’Allen-Cahn fait apparaitre la somme d’un opérateur de diffusion (le Laplacien)
et d’'un opérateur de réaction. Nous nous sommes rendus compte qu’'une méthode de splitting
en temps entre ces deux opérateurs permettait d’obtenir une méthode numeérique simple et
rapide, consistant & résoudre d’une part une équation de la chaleur et d’autre part une EDO.
L’utilisation du frame des curvelets pour la résolution de 1’équation d’Allen-Cahn présente un
intérét moindre, les algorithmes de décomposition rapide en curvelets étant plus coliteux que ceux
associés 4 la transformée de Fourier. Il semble donc plus efficace d’utiliser la base de Fourier pour
la résolution du Laplacien. En revanche, dans le cadre des mouvements par courbure moyenne
avec une anisotropie dépendant de la variable spatiale, la base de Fourier n’est plus utilisable et
le frame des curvelets semblent étre une bonne alternative.
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Plan de thése

La premiére partie de thése est consacrée au mouvement par courbure moyenne isotrope.

Dans le premier chapitre, nous effectuons une étude comparative des méthodes numériques des
mouvements d’interfaces, avec notamment une introduction aux méthodes paramétriques [48],
aux meéthodes level set [92, 101, 90], aux méthodes de champ de phase [76] et enfin aux algo-
rithmes BMO (Bence-Merriman-Osher)[80].

Dans le deuziéme chapitre, nous rappelons quelques propriétés |3, 49| des solutions de I’équation
d’Allen-Cahn comme par exemple, 'existence de solution, un principe de comparaison et une
preuve de convergence des solutions vers le mouvement par courbure moyenne. Nous proposons
ensuite une méthode de splitting pour laquelle nous établissons un résultat de convergence et
de stabilité. Une analyse numérique de 'erreur ainsi que quelques simulations sont également
présentées.

Le troisiéme chapitre traite du probléme de la conservation de volume. Nous introduisons tout
d’abord un nouveau modéle de champ de phase pour les mouvements d’interface de loi V,, = k+g.
Une analyse asymptotique formelle ainsi qu’une preuve rigoureuse de convergence sont présen-
tées. Nous utilisons ensuite ce modeéle pour imposer la conservation du volume. L’équation de
réaction diffusion résultante présente alors d’un point de vue numérique un ordre de convergence
en O(e?log(€)) et nous présentons des simulations comparatives avec I'équation Allen-Cahn con-
servée.

Nous expliquons dans le quatriéme chapitre comment adapter les méthodes numériques précé-
dentes pour prendre en compte des conditions de bords non périodiques. Dans un premier temps,
des principes de symétrisation [106] permettent de traiter le cas des conditions de bord classiques
de type Dirichlet ou Neumann. Puis nous généralisons le procédé afin d’imposer numérique-
ment des angles de contacts entre I'interface et le bord du domaine de calcul. Des simulations
numeériques valident enfin ce procédé.

La deuxiéme partie de thése traite le cas des mouvements par courbure moyenne anisotrope.

Le cinquiéme chapitre est une introduction au mouvement par courbure moyenne anisotrope
[13], avec les définitions de courbure anisotrope, de diagramme de Frank et de forme de Wulff.
La méthode de champ de phase conduira & I’équation

e = div (6°(Vu)og(Va)) — W ().

Comme l'opérateur div (¢°(Vu)¢g(Vu)> pose de nombreuses difficultés numériques, dues a sa

non-linéarité, nous introduisons dans le siziéme chapitre une équation approchée :

w = Ngu— =W (u), (1)

2
ot I'opérateur Ad)u est obtenu comme le linéarisé de div (qu(Vu)gZ)g(Vu)) par rapport a la base
de Fourier. Nous étudions théoriquement la conséquence de cette linéarisation et nous observons

numériquement une convergence en O(€) de cette nouvelle méthode.
Le cas d’anisotropies non convexes est traité dans le septiéme chapitre. L’opérateur approché

A¢ peut toujours étre défini et ’équation correspondante reste bien posée : elle ne posséde pas
le caractére "fordward barckward parabolic" du modéle original. Nous effectuons des simulations
numeériques de ce nouveau modéle et nous essayons d’interpréter physiquement les dynamiques



d’interfaces obtenues.

La derniére partie de thése traite enfin des bases d’analyses multirésolution avec une intro-
duction aux ondelettes et aux curvelets (chapitres huit et neuf). Notre intérét pour les curvelets
réside dans le traitement d’anisotropies non locales de la forme ¢°(x, &) ou l'anisotropie dépend
de la position spatiale. Nous généralisons dans le diziéme chapitre le concept des curvelets en
donnant la construction de nouvelles familles d’ondelettes géométriques, les (-curvelets, dans
lesquelles, nous établissons un résultat d’approximation non linéaire.




Premiére partie

Mouvement d’interface isotrope






Chapitre 1

Etat de I'art des méthodes numériques
pour les mouvements d’interfaces

1.1 Introduction

1.1.1 Motivation

L’objet de cette thése est, pour une part, 1’élaboration de méthodes numeériques efficaces en
temps de calcul pour les mouvements d’interfaces ¢t — I'y, évoluant au cours du temps suivant
une loi V,,, ou V,, représente la vitesse normale de I'interface.

F1G. 1.1 — Un Mouvement d’interfaces

Dans les cas les plus simples, ceux des mouvements isotropes, V,,(x) dépend uniquement de la
position de l'interface. Mais nous nous intéresserons & d’autres types de loi prenant en compte
la géométrie de linterface, comme par exemple les mouvements anisotropes avec V,(x,7) ou
encore les mouvements par courbure moyenne ol le terme de courbure m(x(t), t) est utilisé dans
I’expression de V,,. Le lecteur trouvera de nombreuses applications de ces mouvements dans le
recueil d’Elliot [49] et dans le livre de Sethian [101].

Il existe de nombreuses méthodes qui traitent de ce type de problémes. Les plus populaires
sont les méthodes paramétriques, les méthodes level set, les méthodes de champ de phase, ou
encore ’algorithme Bence-Merrian-Osher. Bien que cette thése se consacre tout particulierement
aux méthodes de champ de phase, nous commencons par exposer dans ce premier chapitre une
synthése de ces différentes techniques, tout en essayant d’expliciter les avantages de chacune
d’entre elles.
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1.2 Méthodes paramétriques

F1G. 1.2 — Paramétrisation de 'interface

Une technique naturelle pour modéliser ces mouvements d’interfaces en dimension 2 est de
représenter I'; & l'aide d’une paramétrisation de la position de l'interface, noté X (s,t), o s €
[0,27], t € [0,T] et X(s,t) = (x(s,t),y(s,t)) € R% L’équation vérifiée par X s’¢écrit alors

X X
X\,

1.2.1 Résolution explicite

La résolution de cette équation peut s’effectuer en discrétisant la paramétrisation X a l’aide
de points X" = X (ids,nd;) = (2F,y!") évoluant au cours du temps, d5 et J; représentant re-
spectivement les pas de discrétisation en espace et en temps. Des formules d’approximation de
la. normale et de la courbure en fonction de la position de ces points s’obtiennent facilement,
comme par exemple

e 1 Yir1 — Yis1
TL(XZ ) — n n 2 n n 2 1/2 _wn + :L,n )
(@ =2 )2+ (Y — vi1)?) i1 T T

(i — 2yt )@ — 2 ) — (@ — 227 + 2 ) (Wi, — vi1)
3/2
(g =2 )2+ (W — v 1)?) /

La résolution du mouvement d’interfaces s’effectue simplement en déterminant une estimation
de la nouvelle position des points Xi"Jrl a 'instant ¢,41 de maniére explicite :

k(X)) =4

X{Hh = XP 4 6, Vi (X] (XD, w(XT)) A(XT).

Ces méthodes sont trés efficaces en dimension deux tant que I'y reste régulier et que la courbure
n’est pas trop élevée. En fait, le traitement explicite des équations fait apparaitre des conditions
de stabilité qui dépendent de la valeur de la courbure. La figure 1.3 représente une simulation
d’un tel mouvement par courbure moyenne, ot 'interface initiale est un cercle de rayon 1. Nous
observons qu’aprés un certain nombre d’itérations, la méthode numérique devient instable. Il
est bien entendu possible d’utiliser des schémas numériques d’ordre plus élevé afin de stabiliser
la méthode, ou encore, comme nous ’exposons maintenant, d’utiliser des méthodes implicites.
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Fia. 1.3 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne & l’aide d’une résolution
paramétrique explicite ot le pas de temps &; est égal a le™2 et le nombre de points utilisés
est M =27,

1.2.2 Résolution semi-implicite
Dans le cas du mouvement par courbure moyenne, la paramétrisation X vérifie
Y= (By) . seb.2n, teloT),
S
X(s,t) = X(s+2m,t), X(.,0)=Xo.
Si I'interface est suffisamment réguliére et si | Xs| > ¢p > 0 pour ¢ € [0, T, alors une formulation

faible de ce probléme est
2

2 Xs
Xt|Xs’77d3 +/ 77st =0,
0

0 | X

ot la fonction test n € H' ([0, 2n]) et vérifie des conditions aux limites périodiques, n(0) = n(2m).
On utilisera dans la suite la notation HJ_ pour cet espace de fonctions.

La résolution de cette EDP peut s’effectuer avec une méthode de Galerkin sur un espace d’ap-
proximation de H217r noté SM. Un exemple classique est la base SM™ composée de 'ensemble des
fonctions triangle {¢;} pour j = 0...M, définies sur une discrétisation uniforme de l'intervalle
[0, 27]. La paramétrisation X (s) est approchée par

M
X(t) =) Xi(t)pi(s),
i=0

et la formulation faible de ce probléme impose que

Xipn = Xs X — X

Vi=1:M-—1.
hit1 hi 7

1
iat(Xi)(hi + hit1) =

ou hZ = ’Xz — Xi—l’-
Une discrétisation temporelle naturelle est alors le schéma semi-implicite suivant

L Yi=1:M—1.

-1
l(hn*1 + hnfl) <in — in > _ Xin+1 B Xln . in B in—l
i i+1 - —1 -1

20" ! Ot hy' h}
Cet algorithme a un colt numérique trés faible puisqu’il nécessite uniquement la résolution
d’un systeme linéaire tridiagonal de taille M x M & chaque pas de temps. Les convergences
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de ces algorithmes ainsi que des extensions & des mouvements d’interfaces plus complexes ont
été étudiés par Deckelnick et Dziuk [48, 41, 42, 43]. Les simulations observées sur la figure
1.4 montrent que la méthode est stable, méme lorsque les interfaces introduisent des courbures
“infinies”.

Fig. 1.4 — Simulation du mouvement par courbure moyenne & [’aide d’une résolution
paramétrique semi-implicite ot le pas de temps d; est égal & 1le=2 et le nombre de points utilisés
est M =27,

1.2.3 Bilan des méthodes paramétriques

La deuxiéme méthode numérique est trés stable et a un coflit algorithmique trés faible pour
simuler des mouvements d’interfaces. Un inconvénient des méthodes paramétriques est qu’il
est difficile de les généraliser en dimension supérieure. On note tout de méme certains travaux
récents, comme ceux par exemple de Barrett, Garcke et Nurnberg |7, 6] qui utilisent des bases
d’éléments finis sur des maillages d’interfaces en dimension 3. Un deuxiéme difficulté est la prise
en compte des changements de topologie. En effet, de nombreux mouvements d’interfaces font
intervenir de tels changements. 1l est alors nécessaire de redéfinir une nouvelle paramétrisation de
I'interface & chaque fois qu'un tel phénomeéne apparait. Les méthodes paramétriques en perdent
beaucoup d’efficacité. La plupart des autres méthodes numériques utilisent une représentation
implicite de 'interface, comme la ligne de niveau zéro d’une fonction ¢ : c’est le point clé des
méthodes level set.

1.3 Meéthode Level set

Les méthodes de level set ont été introduites par Osher et Sethian [92| dans le cas de mouvements
d’interfaces ou les vitesses dépendent d’une fonction de la courbure : V,, = f(k).

1.3.1 Une représentation implicite de ’interface

L’idée de ces méthodes est de représenter 'interface I'; & 1’aide de la ligne de niveau zéro d’une
fonction ¢ :
Ty = {z €[0,1)%, p(x,t) = 0}

Cette représentation a l'avantage de se généraliser en dimension supérieure et d’étre adaptée
aux changements de topologie.
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<

Fic. 1.5 — Exemple de fonction level set.

Un exemple de fonction ¢ est la fonction distance signée a l'interface p(z,t) = dist(x,I't). Nous
verrons par la suite que les méthodes dites "fast marching” permettent d’obtenir rapidement de
telles fonctions.

1.3.2 Particularité géométrique des fonctions level set ¢

Les mouvements d’interfaces étudiés utilisent des vitesses normales V,, dépendant de la nor-
male 7i(z) et de la courbure moyenne x(x). Les propriétés géométriques de la fonction distance
impliquent que, sur 'interface,

ni(z) = V@(m,i), L
K(z) = — Tr (V3dist(2,Ty)) = —Adist(z,Ty).

Remarque 1. Avec ces définitions, la courbure moyenne d’une forme convexe est négative.

Ainsi, lorsque le contour I'y est régulier (au moins de classe C?), ¢ est deux fois différentiable
sur un voisinage de l'interface et vérifie, sur I'y,

On utilise par la suite la notation

Vo . Vo
F(z,Vp,V? :—Vn<m,,—dlv<>>.

1.3.3 Equation d’Hamilton Jacobi sur ¢
L’équation du mouvement d’interfaces vérifiée par ¢ se traduit par une équation de type Hamilton-
Jacobi : )

{ pr = F(2, Vo, V3p)|Vy|,

¢(x,0) = po(z).
Dans le cas du mouvement par courbure moyenne, on obtient

< V2oV, Vo >
Vel?

. \Y
oy = div (’VZ;) ’VSO’ = Ap

Lorsque F' est strictement positive, le domaine 2; ne fait que s’accroitre au cours du temps, et
il devient possible de décomposer ¢(z,t) sous la forme

p(x,t) =P(z) —t,



CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART DES METHODES NUMERIQUES POUR LES MOUVEMENTS
14 D’INTERFACES 1.3

ou 1 : R — R vérifie I’équation eikonale

IV|F =1,
Y(xz) =0 pour z € Iy.

L'interface Ty est alors définie par I'y = {x € R? «(z) = t}.

1.3.4 Solutions de viscosité
Pour les équations eikonales

Ces types de problémes n’ont pas de solution classique mais admettent plusieurs solutions vari-
ationnelles. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer le cas o F' = 1 en dimension 1, avec
I'p = {—1} U{1}. La fonction ® est alors la solution du probléme

{1 — ¥ =0,
B(=1) = 0 et (1) = 0.

F1G. 1.6 — Plusieurs solutions faibles de |Vi| =1 avec ¢(—1) =¢(1) =0

Il est clair que ce probléme n’admet pas de solution C'([—1,1]). En effet, si c’était le cas, il
existerait z* €] — 1, 1] tel que Y (x*) = 0 car ¥(—1) =0 et ¢(1) = 0. Par ailleurs, ce probléme
admet plusieurs solutions faibles comme en témoigne la figure 1.6. Les solutions de viscosité
ont été introduites par P. Louis Lions [37] pour donner un sens particulier aux solutions des
équations d’Hamilton-Jacobi. Elles choississent alors une solution particuliére parmi toutes les
solutions faibles. Le terme viscosité vient du fait que ces solutions peuvent étre obtenues comme
la limite lorsque € — 0 des fonctions ). définies comme les solutions du probléme régularisé

{ 1— || = ey,
Pe(—1) =0 et (1) =0.

Dans I'exemple précédent, la solution de viscosité est alors la fonction distance signée & 'intervalle
[—1,1], c’est & dire

Y(r) = —(z+ D1j_o0(x) + (z — D)jg 100 (@)



1.3 1.3. Méthode Level set 15

e \4]:1 N e \4]:1 N
F1G. 1.7 — Deux solutions de 'équation ¢; = |V|.

Pour les équations d’Hamilton-Jacobi

Lorsqu’'une interface admet une irrégularité, par exemple lorsqu’un changement de topologie se
produit, le mouvement n’a plus de solution classique. Ainsi sur la figure 1.7 o Iinterface est
supposée suivre la loi V,; = 1, nous n’avons & priori aucune préférence pour 'une des deux solu-
tions exposées.

Les solutions de viscosité des équations d’Hamilton-Jacobi permettent alors non seulement de
donner un sens aux solutions de ces équations, mais aussi de définir les mouvements d’inter-
faces apres 'apparation de telles irrégularités. Dans ’exemple illustré par la figure 1.7, c’est la
deuxiéme solution qui sera retenue.

Définition 1. Une solution u est dite solution de viscosité de u; + H(x, Vu) = 0 si pour toute
fonction test v e C*([0,T],C>®(R™)),

1) si u— v admet un mazimum local en (x9,ty), alors

ve(xo,to) + H(zo, Vo(xo,t0)) < 0;
2) siu— v admet un minimum local en (xo,10), alors
ve(xo,to) + H(zo, Vo(xo,t0)) < 0.
Ces solutions peuvent de plus étre obtenues comme la limite des solutions u. des problémes
ut + H(z, Vu) = eAu.

Le lecteur pourra consulter les travaux de G. Barles [5] pour plus de détails au sujet des solutions
de viscosité.

L’étude des équations non linéaires paraboliques dégénérées de type
o1 = F(z, Vi, V20) |Vl

a été effectuée par Evans et Spruck [55, 56, 57, 58] ainsi que par Chen, Giga et Goto [34].
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1.3.5 Méthodes numériques

De nombreuses méthodes numériques (voir le livre de Sethian [101], et ceux de Osher [90, 91]
ont été développées pour résoudre efficacement ce type d’équations. Parmi elles,

La méthode de "fast marching" est une méthode adaptative qui résoud les équations eikonales
F|Vp| = 1 lorsque F est de signe constant. Entre autre, elle est utilisée pour construire les
fonctions distance a une interface donnée.

La méthode de "narrow band level set" est une méthode adaptative pour la résolution de I’équa-
tion d’Hamilton-Jacobi ¢; = F(x,¢)|Vp|. A chaque itération, le terme F(z, ) est traité de
maniére explicite, et I'interface est déplacée vers sa nouvelle position. Comme ce transport dé-
grade la forme générale de ¢, il est de temps en temps nécessaire de redéfinir la fonction level
set de l'interface. Un moyen est d’utiliser la méthode "fast marching".

Un point délicat et qui nécessite le plus grand soin est le transport de la fonction level set une fois
le terme F(x,¢) explicitement déterminé. Une technique courante est l'utilisation de schémas
Weno, trés robustes pour ce type d’opération, voir par exemple [90].

1.4 Méthode de champ de phase

La méthode de champ de phase appliquée au mouvement par courbure moyenne aboutit &
I’équation d’Allen-Cahn

1__,
up = Au — 6—2W (u). (1.1)

Cette équation fut initialement introduite par Allen et Cahn [76] afin d’analyser des problémes
de transformation de phases.

Nous allons maintenant introduire la méthode de champ de phase de deux maniéres différentes.
La premiére approche consiste a utiliser une approximation de I’équation vérifiée par la fonction
distance a I'interface. La seconde introduit des énergies de Ginzburg-Landau. Ces deux approches
sont complémentaires et permettront d’anticiper des généralisations futures.

1.4.1 Notion de potentiel double puits W et de profil associé ¢

Le premier ingrédient & introduire dans la méthode de champ de phase est un potentiel double
puits W. Dans cette thése, nous utiliserons exclusivement le potentiel W(s) = 1s%(1 —s)?. A ce
potentiel est ensuite associé une fonction de phase ¢ d’aprés la définition suivante :

Définition 2. Soit W un potentiel double puits, alors le profil q est défini comme la solution du
probléme de minimisation

400 1

min {/ [

Lo 2

Proposition 1. Soit W un potentiel double puits de classe C?. Alors le profil q défini comme
la solution du probleme de meinimisation

!/

S W 6)] ds. € BB A(0) = 19(+0) = 00) = 172

win{ [ L@+ W60)] dor € B 8,2 (-20) = Latero0) = 0.9(0) = 172

—00
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q(t) = 1/2 - U2th(12)
T T T

W() = 122117 1

vérifie

Démonstration de la proposition 1.

L’¢quation d’Euler du probléme de minimisation implique que Yo € H. (R),

0= [ (=a")+ W lals)) wlspa

!

On en déduit alors égalité ¢ (s) = W (¢(s)) pour presque tout s € R.

Comme le potentiel W est de de classe C?, le profil ¢ devient strictement monotone et les
fonctions tests v peuvent s’exprimer sous la forme v = ¢ v avec ¢ < 0.
L’équation d’Euler précédente peut se réécrire de la facon suivante : Vo € H, llo (R),

()0 )+ W (@)d ) st = [ (=2 (d)) +W(as) ) s(s)at
R r ds 2

= [ (5 d©) W) ) vas

L’intégration par parties est justifice car ¢ € H'(R) et ¢ (—o0) = ¢ (+00) = 0.
On en déduit que I'égalité ¢ (s) = —/2W' (q(s)) est vérifiée presque partout. Si la solution ¢

est de plus de classe C! et que W' est continu, alors cette égalité est vraie Vs € R . ]

Nous effectuons maintenant un calcul explicite de ¢ dans le cas particulier du potentiel W (s) =
252(1 — s)2. L’égalité (1.2) montre que g est solution de 'EDO

{ q (s) =—q(s)(1—q(s)),
q(0) = 3

Avec G := g+ 1/2, il en ressort que
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Au final,

1 1 1
q(s) = ~5 tanh (g) et q(s) = 375 tanh (g)

1.4.2 Premiére approche : propriété géométrique de la fonction distance

La premiére méthode consiste &
— déterminer 'EDP vérifiée par la fonction distance signée & Q sur U'interface. Par exemple, dans
le cas du mouvement par courbure moyenne, d(x,t) = dist(z, ;) vérifie

di = Ad.

— injecter la fonction u. dans cette EDP ou la fonction u, est définie par ’expression

ue(e,t) = g (C“"’””) .

€

En effet, lorsque € est assez petit, la fonction u,. "ressemble" & une fonction caractéristique lissée
de l'ensemble );, et ses variations sont uniquement localisées sur un voisinage I'{ de taille
autour de T'y.

Définition 3. Le domaine L' sera appelé, dans la suile de celte thése, "l'interface diffuse”. Sa
largeur caractéristique est de [’ordre de €.

Nous allons maintenant appliquer la méthode décrite ci-dessus dans le cas du mouvement par
courbure moyenne. Les calculs des dérivées successives de ue(x,t) montrent que

)
€ €

Vu, = ¢ <d(w,Ft)> Vd(z,Ty)

€ €2 € € ’

V=g’ <d(:z,1“t)> Vid(z, )V d(z,T;) i (d@,rg) V3 d(x, Ty)
1,] € T

1, 1, (d(z,T
Buc= W) = 1 (M) aa dapres (13),
€ € €
1. d ZL‘,F
(u)e = —q <(t)> dy,
€ €

. . 2
oll nous avons utilisé la notation V? j f= 616- aj; -. Dans le cas du mouvement par courbure
, 0

moyenne, la fonction distance signée a 2 vérifie sur 'interface d; = Ad. On en déduit donc que
la fonction ue = ¢ (%) vérifie "approximativement"

1.

(ue)r = Aue —
L’équation d’Allen-Cahn est ainsi retrouvée.
Cette approche, comme nous le détaillerons dans le prochain chapitre, apparait dans les dé-
monstrations de convergence de la méthode de champ de phase. Nous verrons de plus qu’elle
conduira & une nouvelle équation de réaction diffusion dans le cas du mouvement par courbure
moyenne avec terme de forgage.
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1.4.3 Deuxiéme approche : énergie de Ginzburg-Landau
Principe

La deuxiéme approche nécessite que le mouvement d’interfaces soit la conséquence de la min-
imisation d’une énergie surfacique définie sur ces mémes interfaces. De maniére générale, ces
énergies, notées J(E), sont définies sur les ensembles mesurables réguliers et bornés de R”, et
s’expriment sous la forme

J(E) = /Mf (z,Vdg, Vdg)) ds,

ol dp représente la fonction distance signée & l'ensemble E. L’idée consiste & approcher par
I-convergence ces énergies surfaciques a Paide d’une suite d’énergies volumiques notée Je(u).
C’est ce qu’on appelle couramment les énergies de Ginzburg-Landau :

Vue 1 Vue Vue Vus(z,t)]? 1
€ € = —_, T = I e — 2 € I ! - €
1) = [ (o ey e (1 g ey ©20) (47500 e s

ol I représente la matrice identité en dimension d. Finalement, I’équation de champ de phase
est obtenue comme le flux de gradient de cette énergie volumique :

1.
up = —EJe(u).

Notion de I'-convergence

La notion de I'-convergence donne un sens a la limite d’une suite de fonctionnelles J.. Le lecteur
pourra consulter le livre de Braides [15] pour plus de détails a ce sujet.

Définition 4. Une suite de fonctionnelles J. : X — R T'-converge vers J : X — R siVu € X,
- st ue — u, alors

J(u) < liminf Je(ue),

— 1l existe une suite u. — u telle que

lim sup Je(ue) < J(u)

Nous utiliserons dans la suite la notation J¢ L, J.

L'intérét de cette notion de convergence est qu’elle garantit qu’une suite u. de minima de J,
“converge” au sens de la topologie utilisée vers un minima de J.

Avant d’énoncer plus précisément les résultats de I'-convergence qui relient J, a J, il est nécessaire
d’éclaircir le choix de l'espace topologique X utilisé pour un tel résultat. En effet, J(E) est définie
sur les ensembles de R? alors que J,(u) prend en argument des fonctions de H'(R?). Le chapitre
2 du livre de Henrot et Pierre [72] traite des différentes topologies sur les domaines de R
Il en ressort notamment que la convergence E,, — E au sens de la norme L' des fonctions
caractéristiques a de bonnes propriétés pour notre problématique : le périmétre est par exemple
semi-continu inférieurement pour cette topologie. La fonctionnelle J est alors naturellement
étendue a l'espace L'(R?) de la maniére suivante :

J(u) = / f(2,Vdg, V?dg)ds siu=1pg,
oOF

J(u) = 400 sinon.
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Les résultats de I'-convergence peuvent maintenant s’expliciter sous la forme
r 5 . 1/md
Je — cwJ pour la topologie L*(R%)

ot J est 'enveloppe semi-continue inférieure de J pour cette topologie et ¢y une constante qui
dépend uniquement du potentiel double puits W,

1
cW:/ V2W (s)ds.
0

Le lecteur trouvera la démonstration de ce type de résultats avec des hypothéses sur f (convexité
par rapport & Vdg et coercivité par rapport a V2dg) dans les travaux de Bellettini [9].
Application dans le cas particulier du mouvement par courbure moyenne

Remarque 2. Nous rappellons que si Q) est un ensemble régulier (au moins de classe C'), alors
le périmeétre de ) est déterminé par l'intégrale

P(Q) = /8 1ds

Plus généralement, lorsque les domaines Q sont des domaines bornés et mesurables de R?, nous
appelons "périmétre de Q") le nombre

P(§2) = sup {/ div(p)dx ; ¢ € D(Rd;Rd)} ,
Q
ot D(R%; R?) représente 'ensemble des vecteurs C™ & support compact dans RY. Cette définition

coincide avec la définition précédente lorsque € est régulier.

Dans le cas du mouvement par courbure moyenne,

u\xr 2
JQ) = PQ) et J.(u) = /R (JV(Q’”’ + 1W(u(m,t))> da.

La notion de dérivation de domaine permet d’effectuer le lien entre le mouvement par courbure
moyenne et la minimisation du périmétre. Le lecteur trouvera la démonstration de la propriété
suivante dans le livre d’Allaire [1] :

Proposition 2. Si Q;y = (Id + tg)(Q) ot g est un champ vectoriel de R? dans R? et Id,
l'application identité. Alors

d -
aP(th)‘t:O = —/FK g.1 ds.

Cette propriété montre que la meilleure direction de descente h* € L2(I') qui minimise le
périmétre dans le sens oul

. _[d
h* = arg min {(ﬁP(Qt7hﬁ)|t:0 1Rl < 1}
heL2(T)

est obtenue dans le cas du mouvement par courbure moyenne :

h*(S) — R(*S)

\/ ¢ /@(s)zds.



1.5 1.5. Algorithme de Bence Merriman Osher 21

En effet, d’'une part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que Vh € L2(T), Al L2 <1,

//{ hds < / Kk2ds
r r
K(s)

Jr k(s)2ds’

st
/<a hds = 1/ s)2ds
A / s)2ds

Le lien entre la minimisation du périmétre et le mouvement par courbure moyenne est donc
établi.

Le premier résultat de I'-convergence entre le périmétre et ’énergie J. fut démontré par Modica
et Mortola 83, 84].

Et d’autre part, avec h =

Finalement, ’équation d’Allen-Cahn peut étre retrouvée en déterminant le gradient de la fonc-
tionelle J. :

’

1,
<Je(u)aU>L2(Rd) = /Rd <—6AU + EW (u)> v dz,
Et,

1 1__,
up = —= J(u) = Au— W (u)
€ €

L’interprétation de ’équation d’Allen-Cahn comme le flux de gradient de J. permet entre autre
de montrer 'existence de ses solutions. Ces résultats sont présentés dans le chapitre suivant.

1.5 Algorithme de Bence Merriman Osher

L’algorithme de Bence Merriman Osher est souvent considéré comme un cadre dégénéré de
I’équation d’Allen-Cahn. Nous allons maintenant expliquer briévement son principe.

1.5.1 Principe de P’algorithme de Bence Merriman Osher

Bence, Merriman et Osher ont développé [80] un algorithme qui permet de calculer le mouve-
ment par courbure moyenne d’un domaine initial E. Il se présente de la maniére suivante :

Pour un domaine E de R? et h > 0, on défini T),(E) I'ensemble
1
Th(E) = {a: eR", u(z,h)> 2} ,
ou u est la solution du probléme

u = Au

Une approximation du mouvement par courbure moyenne de E, noté Ep(t) est alors obtenue en
considérant

En(t) = Ty—pn (En([t/R])),
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ou [t/h] désigne la partie enti¢re de t/h.
[Is ont en effet conjecturé que Ej(t) — E(t) lorsque h tend vers zéro ou E(t) représente le
mouvement par courbure moyenne du domaine initial E.

D’un point de vue numérique, avec la discrétisation temporelle t,, = tg + n h, cet algorithme se
décompose en deux étapes :
— application de 'opérateur de diffusion

un+1/2 = Kp «u";
— la solution courante est alors réhaussée pour obtenir la fonction caractéristique 1g, 4, :

u™ = round(u"/?).

Le noyau K}, représente le noyau de la chaleur avec un pas de temps h :

z|2
Kp(x)=F! {674#2‘€|2h:| (x) = ! el

De nombreuses généralisations de cet algorithme sont présentent dans la littérature. Par exem-
ple, Ruuth et Merriman ont proposé [100] d’utiliser des noyaux K dont la forme géométrique
permet de supposer que l'algorithme convergera vers des mouvements par courbure moyenne
anisotropes. D’un autre coté, Chambolle et Novaga [28] ont étudié la convergence d’une exten-
sion de cet algorithme dans le cadre anisotrope, out 'opérateur laplacien est remplacé par un
laplacien anisotrope défini dans la géométrie de Finsler (voir la deuxiéme partie de cette thése).
Finalement, ’étude de cet algorithme dans un cadre général a été réalisée par Ishhi, Pires et
Souganidis |74].

1.5.2 Lien avec I’équation d’Allen-Cahn

L’équation d’Allen-Cahn se décompose en deux opérateurs : 'opérateur de diffusion déplace la
position de Dinterface de la solution, et Uopérateur de réaction W' redresse la solution pour
maintenir la zone de 'interface diffuse & une taille de 'ordre de €. Ainsi, I’algorithme de Bence-
Merriman-Osher peut étre interprété comme un cadre dégénéré de 1’équation d’Allen-Cahn, ou
le potentiel double puits utilisé vérifierait

~ 0 sit=0 ou t=1,
W(t)_{ +o00 sinon.

L’avantage de cet algorithme est qu’il n’introduit pas de contrainte de stabilité, contrairement
aux méthodes traditionnelles de discrétisation de ’équation d’Allen-Cahn. Nous verrons dans
la suite de cette thése l'intérét de l'interface diffuse, notamment pour la prise en compte de
termes de forcage ou encore de contraintes sur le volume. De plus, comme nous le verrons dans
le chapitre suivant, un traitement exact de 'opérateur de réaction permet de rendre les schémas
numériques de ’équation d’Allen-Cahn inconditionnellement stables.



Chapitre 2

Etude de ’équation d’Allen-Cahn

2.1 Introduction

Ce chapitre traite des différentes propriétés de I’équation d’Allen-Cahn

{ up(x,t) = Au — 6%V[//(u)
u(z,0) = uo(x)

Le premier point traité est ’étude des solutions u® de cette équation : quelles sont leur régu-
larité, leur particularité ? Dans une premiére partie, nous effectuerons une synthése de travaux
classiques de la littérature portant sur 'existence, 'unicité et des principes de comparaison de
ces solutions. La plupart des démonstrations présentées vient du chapitre 15 des travaux d’Am-
brosio [3]. Cette synthése a pour but, d’une part, de présenter des outils classiques pour ce type
de probléme, mais aussi de développer une intuition sur le comportement des solutions u€ afin
d’adapter ce travail par la suite & des équations de réaction-diffusion plus complexes.

Dans la deuxiéme partie, nous expliquerons en quoi les solutions de I’équation d’Allen-Cahn,

avec comme condition initiale uy = ¢ (@), permettent d’obtenir une bonne approximation

du mouvement par courbure moyenne de £y lorsque le paramétre € est assez petit. En effet, pour
I’instant, le seul argument qui relie les solutions de I’équation d’Allen-Cahn au mouvement par
courbure moyenne est le théoréeme de Modica-Mortola [83, 84].

Puis, nous proposerons une nouvelle méthode de discrétisation qui utilise une technique de split-
ting entre les opérateurs de diffusion et de réaction. Dans un premier temps, les deux opérateurs
seront traités indépendamment de maniére exacte et les schémas numériques obtenus seront in-
conditionnellement stables. Nous étudierons ensuite une alternative qui consiste & traiter I’'opéra-
teur de diffusion de maniére exacte et 'opérateur de réaction de maniére explicite. Dans ce cas,
un principe de comparaison discret appliqué & nos solutions permettra de ressortir une condition
de stabilité classique (voir par exemple [53, 33|) du type

6 < C é
ou la constante C' ne dépend que du potentiel double puits W : .

Enfin, dans une derniére partie, des tests numériques valideront les algorithmes proposés et
retrouveront 1’ordre de convergence en €2In(e)? des méthodes de champ de phase.

23
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2.2 Existence et unicité des solutions de I’équation d’Allen-Cahn
Nous exposons maintenant des preuves d’existence de solution du probléme :

ug(x,t) = Au(z, t) — W (u(z,t) (x,t) € R x [0,T]
u(z,0) = g (M) e H'(RY) N L>(RY)

€

ott W est un potentiel double puits régulier de classe C?(R) vérifiant les propriétés suivantes :

W' e L (R) (2.1)

loc

W) > at?+8 VteR

avec a > 0, et g € R.
On rappelle qu’une fonction W est considérée comme un potentiel double puits si elle posséde
deux minimums locaux (strictement), positionnés en xg et x;.

Remarque 3.

Jusqu’a présent, un facteur 6% apparaissait devant le terme de réaction W/(u) de [’équation
d’Allen-Cahn. Par souci de rendre la démonstration plus lisible, ce terme est caché dans le
potentiel double puits, W = }QW

Dans un premier temps, I'équation d’Allen-Cahn est considérée sur le tore 2 € [0,7]¢ avec
des conditions aux limites périodiques. L’existence de solution est obtenue dans les espaces
u € L=([0,00[, H}) N Hj, ([0, 00[, L2).

Lorsque la condition initiale est de la forme ¢ (d(%go)) la solution u peut étre explicitée sous

la forme u = ¢ (%”)), ou 2¢ vérifie Lip(|2€[) < 1. On rappelle que

{!f(w)—f(y)!}

Lip(f) = sup P—

(z,y)€(RY)2

Cette propriété donne ainsi suffisamment d’informations sur la régularité des solutions péri-
odiques pour obtenir Uexistence de solution de I'équation d’Allen-Cahn sur R? tout entier dans
les espaces

L>([0, 00[, H' (BR)) N Hioe([0, 00[, L*(Br)), YR >0

ott la boule Bg := {z € R?; |z| < R}.
Enfin, un principe de comparaison, démontré dans une derniére partie, garantit I'unicité de ces
solutions.
2.2.1 Existence de la solution dans [0, 7]¢
Le probléme est tout d’abord résolu avec des conditions périodiques sur [0, 7]¢.
wi(a,1) = Dulw,t) = W u(z, ) (2,1) € [0,7)% x [0,7]
u(z,0) = ug € H'([0,7]%) N L>([0, 7]%)
Nous utiliserons dans la suite les notations suivantes

lllZs = Jo pya lu(@)Pda
2 [0,7]
HUH?{; = f[oﬂ-]d |u(x)|*dz + f[oﬂd Vu(z).Vu(z)dr
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Nous allons donner la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 1. Siug € H: N L

> alors il existe une fonction

w € L([0, 00, Hy) M Hjpe ([0, 00, L7)
solution du probléme précédent avec comme condition initiale u(x,0) = ug(z).

Démonstration du théoréme 1.

Nous rappelons que nous ne faisons que reproduire la démonstration du théoréme 31 présentée
dans les notes d’Ambrosio [3].

Le point clef de la. démonstration consiste & identifier le terme de droite de 'EDP comme le
gradient de ’énergie suivante :

1
J(u) = / <Vu|2 + W(u)> dr we H!
(07)d \2

ott J'(u) est la dérivée Gateaux de J pour la topologie L2.

J (u)(v) = /(0 )d(—Au + W) vdr =< J'(u),v >p2

Cette démonstration se décompose en 3 étapes :

Dans la premiére étape, une suite de solutions linéaires par morceaux en temps est construite
suivant Palgorithme de Almgren-Taylor-Wang [2|. Des inégalités d’énergie permettent ensuite
le passage a la limite vers une fonction u lorsque le pas de temps tend vers zéro. On vérifie
enfin que la fonction u est bien une solution de notre probléme et qu’elle appartient & ’espace
L(]0, 00, H2) 1 HL ([0, o0, L2).

loc

Premiére étape de la démonstration

Soit h > 0, formellement h représente un pas de temps. La suite de fonction u% € L2 (R?) avec
u(})l = ug est définie de maniére récursive comme la solution du probléme de minimisation suivant

uﬂ“ = arg min {ju] (v) =J(v) + 1/ lv— uled:c} (2.3)
2h (07T)d

veEHL h

L’équation d’Euler associée au probléme de minimisation s’écrit

. 1 . .
J' ()™ + . (Wt —ul) =0 (2.4)

Nous montrons maintenant que la suite de fonctions (Ui)jeN est bien définie, notamment en
prouvant l’existence et l'unicité du probléme de minimisation pour un pas de temps h assez
petit.

i) Existence
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La minimisation (2.3) peut s’effectuer sur un domaine borné¢ de H! puique si v € H! telle que
Jui (v) < Juﬂ (u}), alors

J(ul) > J(v)—i—l/ v — ul|?dx
YT 2h S "

[Vul? 1 j |2

> PO W) ) de + — —ul2d
> /(O,T)d< 5 T (v) v+ o (077)d|v uy |“dx

2
> / (|V’U| +a|v|2> dx—i—/ Bdx d’aprés (2.2)

(0t \ 2 (0,7
> O |ollg; + pr¢
Et
1 .
ol < & () = B77) (2.5)

Ainsi, la continuité inférieure de la fonctionnelle J pour la topologie faible de H! assure 1’exis-
tence de minimum de (2.3).

ii) Unicité :
Remarque 4.

Si la condition initiale est contenue entre les deur puits (que l'on note xo et x1), alors la
déﬁnition uiL comme une solution du probléme de minimisation précédent implique que Vj € N,
uil est encore compris entre ces deut puits.

En effet, supposons que cela ne soit pas le cas. Alors il existe j* € N tel que ui: C [z, z1] et

ufl + ¢ [xo,z1]. Soit ﬂ% e H}, la fonction définie par lezpression suivante

~j*+1 . J*+1
ay ' (x) = min{max{u; " (x),x0}, 21}
Alors d’une part, comme W admet des minimums stricts en xg et x1,

J(@, Ty < gl

et d’autre part, comme u; C |xo,x1],

*_,’_1 s % ~ *_,’_l 5k
) T = |2, > g - |2,
Ainsi,
J*+1 1 J*4+1 Ji*2 ~i* 1 1 ~i* 1 7*2
JWw )+ — lu —uy |*dx > J(W@ )+ [ — uy |“dx.
2h (O,T)d 2h (O,T)d

Et cette inégalité est en contradiction avec le fait que u{;H soit solution du probléme de min-

imisation (2.3).

Plus généralement, si la condition initiale est bornée, ||uol o010y < R, alors il existe ReR

tel que Vj € N, ugl est bornée et
U?L - [an l’l] U [_Rv R] - [_Ra R]a

car la valeur de W croit en s’éloignant des puits.



2.2 2.2. Existence et unicité des solutions de I’équation d’Allen-Cahn 27

Ainsi sous 'hypothése que § > M := |w" HLOC([fR,R])’ la solution du probléme (2.3) est unique.
En effet, supposons que u et @ soient deux solutions du probléme de minimisation (2.3), d’une
part la remarque 4 montre

(J'(u) = J'(@),u — )2 = (A — Au,u—a) g2 + (W' (u) = W(@)),u — @) 2

,
~Mlu— il

v

et d’autre part I’équation d’Euler (2.4) implique que
/ 1/~ ~ 1 ~112
<J(“)_J<U)au_u>Lg - HU_UHL2

Il s’ensuit de ces deux inégalités que M b|lu — 11||%g > 1 bllu — auiz, et I'hypothese § > M
permet de conclure sur I'unicité des solutions du probléme de minimisation : u = 4.

iii) Construction de up (¢, x) :

La fonction up(t, x), linéaire par morceaux en temps, est alors définie par

un(t,z) = ulf (z) + (Z - ULD <u£j§+” () — u,[f](x)> Wt > 0. (2.6)

On vérifie de plus que uy, € L2 ([0,00), H}) car Vj € N, uil € HL.

Deuxiéme étape de la démonstration

Le but de cette partie est de montrer que la famille (up)pen est uniformément bornée dans
I’'espace de fonction
Hlloc([ov OO[, Lz) N LOO([Ov OO[, H,})

Nous pourrons alors extraire une sous-suite h(k) et une fonction u(t, ) telle que wuy)(t) con-
verge faiblement vers u(t) pour la topologie H, V¥t € [0, c0).

Tout d’abord, la fonction ¢t — J(u(t,2))) est décroissance. En effet, le minimum de la fonction-
nelle v — J(v) + 5= f(o 1 |v — u} |*dz est atteint pour v = uﬁl et alors

1 i+1 j j j+1
gl = wllis < J(uf) = J(w,")

Deuxiémement, la suite de fonction uy (¢, ) est uniformément bornée dans L°°([0, 00), H}) :
En reprenant I'inégalité 2.5, il ressort que

lun(t, B)|| 1 < é (J(uo) _ 57d> ,

Enfin la suite de fonction uy,(t, z) est uniformément bornée dans H} ([0, 00), L2). En effet,

loc
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S

| 10t
0

oo

- ,
PO AR A
=0

< 2) () - Iwgh)
=0
< 2J(up)

Ces deux inclusions permettent d’obtenir l'existence d’une sous-suite h(k) et d’une fonction
u(t) € L>=([0,T], H1([0,7]%)) tels que V¢ € [0, T], la sous-suite up(k)(t) converge faiblement vers
u(t) pour la topologie H(]0,7]¢). Et comme, Vh, u(0) = ug, la fonction u vérifie de plus que
u(0, ) = up(z).

Troisiéme étape de la démonstration

Nous devons maintenant vérifier que u est bien solution de ’équation d’Allen-Cahn. Pour cela,

on interpréte dyu(t, ) au sens des distributions : V¢ € C°([0, 00) x [0, 7]%),

(O, &) = —(u, du) 20 1)x0)
D’apreés la deéfinition (2.6) de la fonction wuy,(t, z), Yh > 0,

1, [£+1]
up

drun(t,z) = (2) — uph) ()

Soit ¢ € C°([0, 00) x [0, 7]%)). Alors

/R+X o [Auh (h [2 + 1} x) - W <Uh (h UL + 1} x))] o(t, x)dt dx
= /RW[O,T]d —J' <Uh <h UL + 1] x)) o(t, )dt dx

:/ Opun(t, z) ¢(t, z)dt dx
R+ x[0,7]4

= —/ up(t,x) ¢(t, x)dt dx
R+ x[0,7]4
Et donc,

/ up(t, ) pe(t, z)dt dx
R+ x[0,7]¢

= /R+X o [W’ <uh (h UL + 1} x>> o(t,x) + Vup <h [2 + 1] x) Vo(t, x)] dt dx
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La fonction uy,(h[t/h+1],.)) converge faiblement vers u(t,.) pour la topologie H! quand h — 0,
nous pouvons donc passer & la limite dans 1’égalité précédente et en déduire que

/ w(t,z) dult,z) = / W u(t,2)) — Ault,z))] olt,2)dt de
R+ x[0,7]4

R+x [0,7]¢
La fonction u est donc une solution faible du probléme de réaction-diffusion .

u(t,r) = Au(t, ) — W' (u(t, z))

Remarque 5. Fzistence de solution dans le cas d’un potentiel double obstacle :
Soit W un potentiel double obstacle, comme par exemple

(1 —s?) si s€[-1,1]
00 sinon

W(s) = {

Cette fonction admet des valeurs infinies en dehors de Uintervalle [—1,1]. D’apres la construc-
tion des {uj }j>0, i suit que Vj >0, u; C [—1,1] d’apres la remarque 4.

Ainsi, sila condition iniliale ug n’est pas incluse dans lintervalle [xo,x1], la solution u obtenue
admettra une discontinuité en temps en 0 et il semble alors difficile de vérifier Uinclusion
u € HL ([0,00], L2(R™)).

En revanche, si ug C [—1,1], u(t, z) sera incluse dans le méme intervalle Vt > 0 (voir remarque
4), et il semble 4 priori possible d’utiliser les mémes estimations que dans le cas régulier car les
potentiels double obstacle sont réguliers dans Uintervalle [—1,1].

2.2.2 Régularité de la solution

Soit u(t, x) la solution du probléme

ug(z,t) = Au(t,z) — E%W/(u(t,:c)) (x,t) € [0,7]™ x [0,T]
u(0,z) =¢q (@) € H!

ou I'; est supposé régulier pour tout ¢ € [0, 7.
Le choix particulier de la condition initiale implique que pour tout ¢t € [0, 7], la solution u¢(t, x)
du probléme est comprise entre les deux puits du potentiel W. Il est alors possible d’exprimer

u(t, x) sous la forme
Z(t, l‘))

u(t,x) =
(t,x) =q ( ;
ou z(z,0) = d(z, Q).

Nous allons maintenant déterminer I’équation vérifiée par z¢ afin d’en déduire de la régular-
ité supplémentaire sur u¢. En effet, on s’attend & ce que le comportement de z¢ ressemble au

comportement de la fonction d(I'y, x) et que |Vz¢| ~ 1.

Proposition 3. Avec comme condition initiale ug = q(d(x,T)/€), et si on suppose de plus que,
W (a(s))
2W (q(s))

sous la forme u® = q(z°/€) el 2°(t,x) est une fonction de [0,T] x [0,7]? — R qui vérifie la

propriété

— est strictement croissant, alors la solution de l'équation d’Allen-Cahn s’explicite

Lip(|2(t,)) <1, Vte[0,T]
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Cette propriété est une légére variante du lemme 10 des notes d’Ambrosio [3]. Dans ce lemme,

s2(1—s)?

le potentiel double puits est égal & W (s) = =~

et "avantage et qu’il vérifie

W)
W)

W' (q(s))
2W (g(s))

En fait, 'un des arguments clefs de la démonstration est que la fonction s — doit étre

2012
strictement croissante, ce qui est le cas pour le potentiel W(s) = #

associé est strictement décroissant.

puisque le profil ¢(s)

Nous cherchons maintenant une condition sur le potentiel W pour que la fonction

!

Wi(q(s
b W)
2W(q(s))
soit strictement croissante sans pour autant se restreindre au potentiel W (s) = M. Pour

simplifier les choses, nous supposons que les potentiels considérés sont C° entre les deux puits.
Cette hypothése implique que le profil ¢ a une régularité infinie, et la fonction f vérifie

’

(s) = Wals) . RC) | ’aprés la proposition
fs) ( W(q(s))> <q,(s)> d’apres la proposition 1,
(q"()* = W' (q(5))(q ()

(q'(s))? ’
(W' (q(s)))* = 2W" (q(s)) W (q(s))
(q'(s))? '

La fonction f est alors strictement croissance entre les deux puits si la fonction s — (W' (s))? —
2W" (s)W () est positive sur |0, 1[ (on choisit les puits égaux a 0 et 1). La difficulté se situe alors
au voisinage de ces puits, car w” y est positive. Supposons que W admette un zéro d’ordre p
en 0, W(s) ~ CsP au voisinage de zéro, alors

W'(s))? = 2W" ()W (s) = C*(p* — 2p(p — 1))s >

Finalement, la condition obtenue s’écrit p? — 2p(p — 1) > 0 ou encore p < 2. La conclusion de
cette remarque est que le degré des zéros des potentiels double puits doit étre inférieur a 2 pour
que f soit strictement croissante.

Démonstration de la proposition 3.

Nous rappelons que cette démonstration est plus qu’inspirée de la démonstration du lemme 10
de [3].

La remarque 4 justifie le fait de pouvoir exprimer la solution de ’équation d’Allen-Cahn € sous
la forme u¢ = ¢(z/€). En injectant ¢(2¢/¢) dans I’équation d’Allen-Cahn, il en ressort que z€ est
solution de 'EDP suivante :

_ _M
A= Bz = s (1= Vap)

z(x,0) = d(m, Q)
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Et réciproquement, si z¢ est solution de cette EDP, alors u® = ¢(z¢/¢) est solution de l’équation
d’Allen-Cahn.

La démonstration de la proposition s’effectue par ’absurde.
Supposons qu’il existe un triplet (to, zo, o) tel que
z(to, w0) — 2(t0, yo) > |0 — o
Soit wy, avec A > 0, la fonction définie par ’expression suivante :
wx(t,z,y) = 2(t,x) — 2(t,y) = VI+ A |z —y|

L’existence du triplet (o, o, yo) montre que le maximum de wy, atteint au point (¢,Z,%), est
strictement positif pour A\ suffisamment petit. Il ressort de plus que T # ¥ et ¢ > 0 puisque ce
maximum est strictement positif et que z(0,z) = d(x,To).

L’équation d’Euler de ce probléme de maximisation montre que :

et

En reprenant I’équation vérifiée par z€, on obtient

)))
,9)/€))

. S A | Wg(a(t, @) /e) W (q(=(% 3
Az(t,T) — ANz(t,y) > — = =
() = Balt0) = [ﬁvv(q(z(t,f)/e)) VW (q(e(0

Et comme z(¢,Z) > z(t,y) et que s — est strictement croissante, il s’ensuit que

Nz(t,T) > Az(t, 7).

W (q(s))
2W (q(s))

D’un autre coété, la fonction

t— w(t, T+ t&, g+ tf)
admet un maximum en zéro. Alors V¢ € R,
(V22(, 7)€, €) < (V22 9)E, €)

Ce qui implique que
ANz(t,T) < Nz(t,7)

La contradiction est obtenue avec 1’égalité précédente, la démonstration de la proposition (3)
est terminée. ]
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2.2.3 Existence de solution dans R?

Nous possédons maintenant les ingrédients nécessaires pour montrer l'existence de solution de
’équation d’Allen-Cahn sur R? tout entier :

Théoréme 2. Soit E C RY, E # R? et E non vide. Alors ’EDP d’Allen-Cahn avec comme
condition initiale up(x) = q(@) admet une unique solution bornée

u € LOO([()? Oo]le(BR)) N Hlloc([oa 00]7L2(BR))7 VR >0

Démonstration du théoréme 2.
La démonstration de ce théoréme est extraite de la démonstration du corollaire 2 de [3].

Nous commengcons par "périodiser" E. Soit E,, le domaine défini par E, = [E N[0, 7]¢] + 72
Alors pour 7 suffisamment grand, E; est non vide et on note u{) la condition initiale associée

5= (HE)

Le théoréme 1 assure 'existence, V7 € R, d’une fonction u, solution de notre probléme sur
[0,7]¢. Afin de passer & la limite quand 7 — oo, il est nécessaire de montrer que (u,) est une
famille uniformément bornée dans L> ([0, o], H'(Bg)) N H} ([0, 00], L?(BR)).

loc

En utilisant la propriété 3, u, s’exprime sous la forme u, = q(%), ou z¢ vérifie [VzE| < 1.1l en
ressort que u, est uniformément bornée dans L>([0, o], H(BRg)).

L’inclusion dans le deuxiéme espace est démontrée en vérifiant que
T
| [ @urttn) ot yiras < c(6.7)
0 JRd
ott ¢ € C2(RY, [0, 00)).
Soit I, ’énergie définie par
1 5 1
I;(t) :== S Vur |+ 7W(UT) pdz,
R4 2 €
alors
1.,
L) = / <VuT8t(VuT) + 7W (uT)ﬁtuT> bda
Rd

= / Orlr ( JAX T —l— W (uT)> odx —/ Vu, Vo Oy dx

_ / (Bhur) qsdx—/HQ(l(v“T V¢> (Vooru,) do

1 2
< / (Dyur)2pdx + = U u3t¢dx+/ Vol |Vu TIQ]
2 [ Jga ” >0 @
1 2 2 W¢|2 2
< —= (8tu7) ¢dx + mazx|V<e| \Vur|*dx car azx|V¢|.
2 $>0 2¢
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La suite de fonction u, est donc uniformément bornée dans H}. ([0, oc], L?(Bg)), en effet

1
|5 [ @ueodeds < T maalV] s o + 1-0) = 1(T) < Cllurl=(oim.m)

Au final, on en déduit une sous-suite 7(k) et d'une fonction u telle que Vt € [0, T7, u,()(t, .) con-
) OC(Rd). Et, comme pour le précédent théoréme d’existence,
il est possible de montrer que u est bien solution de I’équation d’Allen-Cahn, et

verge faiblement vers u(t,.) dans H}

u € L®([0,00], H'(Bg)) N H}.([0,00], L*(Br)), VYR >0

2.2.4 Principe de comparaison et unicité

Le dernier point démontré est un principe de comparaison pour les solutions de I’équation
d’Allen-Cahn. Il permettra ainsi d’obtenir 'unicité des solution de I’équation d’Allen-Cahn et
s’explicite sous la forme du théoréme suivant

Théoréme 3. Soient u et v, deuz solutions bornées de ’équation d’Allen-Cahn de régularité

L, ([0,00); H'(BR)) U Hio,([0,00); L*(BR)) VR >0

loc

associées aur conditions initiales ug et vy. Si ug < vy, alors

u(t,z) <wv(t,z) dans [0,00[xR?

Démonstration du théoréme 3.
La démonstration de ce théoréme est extraite de la démonstration du théoréme 32 de [3].

Soit ¢ la fonction 1 (s) = max(s,0), alors (1?)" = 2p" = 2¢p. On introduit de plus une famille
de fonctions (¢y)n>1 satisfaisant les propriétés suivantes :

¢n € C3(Byi1,[0,1]), ¢n=1dans B,, C:= su5|v2¢h(m>|§oo

ot B, = {z € R%|z| < n}.

Avec

L (1) = /R [ (u(t, ) — v(t, 2))]2 én(w)da,
on vérifie que
Lo = [ 2wl = wods
= [ 200 (Bu= b0~ [ 200t (W (@) - W (0)sudo
R4 Rd
< _/E 2 < Vo, Vu — Vo > (u — v)dz — / 2|Vu — Vo pnda + 2/|[W" || oo 0.1y In (L)

E;

ot By = {u(.,t) < v, t)}
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De plus, en remarquant que,

IN

—/ (Vo , Vi — Vo) to(u — v)dz / Vén| [(u — )| |Vu — Voldz
E, Ey

V| [¢(u —v)|
n|Vu — Vold
N /{¢,L>O}UE} Vén Von|vu vldz

2 _ 2
1 / ’v¢n| W)(u U)‘ do + ¢n‘Vu—vv|2d$
2 {dpn>0}UE; Pn Bt

A

On en déduit que

2 _ 2 .
L < / A )| WP I A
EtUdn>0 ®n

2
< / 2 Cl(u — v)|Pdz + 2||W || e In(t)  car Vel < maz|V3¢|
n>0 2¢
< [ 200 —0)Ponrda + 20 |11
R
< (2C+2||W ) Lnga (1) = Cilpp (1)

ot C' = max|V2¢p| et Cp = 2C + 2||[W"|| 1o~
On introduit finalement la fonction
=1
It=">Y" Q—chjl(n—l— 1)1, (t)

neN*

Comme u et v sont comprises dans [0, 1], I,(t) < 2|Bpy1] =~ 2wa(n + 1)% ott wy est le volume de
la boule en dimension d. Cette inégalité montre que I(t) est absolument continue et vérifie pour
presque tous t

’ 1 _ _ /
I = > Q—nwdl(n+ D741 (t)
neN*
< Z 2_"w51(n+ 1)74C I
neN*
< 2710y > w2 (n 4 1)
neN*

< 24HleI(t)

Enfin, comme I(0) = 0, on en déduit que V¢t € R, I(t) = 0 et la démonstration du théoréme 3
est terminée. O

L’unicité des solutions peut étre déduite de ce principe de comparaison. En effet, supposons que
le probléme associé & la condition initiale ug admette deux solutions u et @ différentes, alors ce
théoréme nous affirme que

u<u et u<u

Ce qui implique que © = @, et 'unicité des solutions de ’équation d’Allen-Cahn est démontrée.
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2.3 Convergence de I’équation d’Allen-Cahn

2.3.1 Historique

Un paramétre d’approximation € est introduit dans les méthodes de champ de phase. Soit I'y
un flot de mouvement par courbure moyenne pour t € [0,7] et u® la solution de I’équation

d’Allen-Cahn associée & la condition initiale ug = ¢ (M) Dans le cas o1l le potentiel admet

ses puits en —1 et 1, I'interface I'; est définie par
Iy = {1’ € R u(z,t) = 0}

L’étude de la convergence de I’équation d’Allen-Cahn vers le mouvement par courbure moyenne
consiste a étudier la limite du flot I'y lorsque € tend vers 0 et plus précisément, & montrer que

lim sup {dist(I'5,Ty)} =0
e=0¢el0,7]

Les premiers résultats rigoureux de convergence des solutions de I'équation d’Allen-Cahn vers
les mouvements par courbure moyenne ont été démontrés par Mottoni et Schatzman [85] en
utilisant un développement asymptotique de u par rapport a €. D’autres types de preuves ont
ensuite permis d’obtenir une estimation de 'erreur de convergence de la méthode : Chen |31]
a tout d’abord fourni une premiére estimation en O(e|log(e)|) , puis ce résultat a été amélioré
en O(€%|log(€)|?) par Bellettini et Paolini [12]. Plus généralement, Evans, Soner et Souganidis
[54] ont démontré un résultat de convergence des solutions des équations d’Allen-Cahn vers les
solutions de viscosité de la formulation level set. En fait, cette preuve est démontrée lorsque le
mouvement par courbure moyenne ne fait pas intervenir de phénomeéne de "fattening".

Des résultats analogues ont été démontrés dans le cas de potentiel double obstacle. Un premier
résultat dit & Chen et Elliott [32] montre un ordre de convergence en O(e). Cette estimation fut
ensuite améliorée en O(e?) par Nochetto, Paolini et Verdi [88] [87].

Dans cette partie, nous exposerons un exemple de preuve dans le cas d’un potentiel W double
obstacle particulier. Ces potentiels ont ’avantage d’introduire des profils ¢ qui admettent des
variations uniquement localisées sur un compact de R, et rend ainsi la démonstrations moins
technique. Le lecteur trouvera l'origine de cette preuve dans l’article de Chen et Elliott [32] ou
encore dans le recueil d’Elliott [49].

2.3.2 Propriété géométrique de la fonction distance signée a ’interface

Soit d(x,t) la fonction distance signée a Uinterface I';. Le théoréme 10 de [3] montre que la
fonction distance signée vérifie au voisinage de l'interface I’égalité

d—1

Hi
di(w,t) =) T
i=1 Hi

ot ; sont les valeurs propres de la hessienne de d. Ainsi, elle vérifie notamment sur l'interface

di(x,t) = —k =Y i = Tr(V’d) = Ad
Hi



36 CHAPITRE 2. ETUDE DE L’EQUATION D’ALLEN-CAHN 2.3

Mais, cela implique aussi que sur voisinage tubulaire suffisamment petit de I';, d vérifie I'inégal-
ité :
12
dy — Nd| < |d ——— < Dyld d <6 2.7
e 8 <1 3 7y < Dold, - pour 1d] < 27)

ot Dy ne dépend que des courbures —pu(t) et de o.

2.3.3 Enoncé du résultat de convergence des méthodes de champ de phase

Théoréme 4. Soit I't un flot de mouvement par courbure moyenne suffisamment régulier pour
t € (0,7 tel que
|d¢ — Ad| < Dgld| pour |d] <6, te]0,T]

Alors si € vérifie

1
e < 6(1 4 2P0y 1

vVt € [0,T], on vérifie
1
d(xz,t) > §7T€(1 +2¢2000) = uf(z,t) = 1
1
d(z,t) < —§7TE(1 +2e2000) =z, t) = —1

ot la fonction u¢ est la solution du probléme

ug(z,t) = Au(z,t) — SW' (u(z,t))
u(z,0) =¢q (d(‘rgo))

Avec le potentiel W double obstacle suivant

1 2 :
5(1 — —1,1
w<s>={2( ) si  sel-L1]
00 sinon
Et le profil q associé :
-1 52> 5
q(s) = —sin(s) |s| <5
+1 s<—%

Démonstration du théoréme 4.
Nous rappelons que cette démonstration est extraite de la preuve du théoréme p 21 présentée
dans les notes d’Elliott [49].

La démonstration explicite une sous-solution notée v¢ du probléme d’Allen-Cahn. Soit 2¢ définie
a partir de la fonction distance signée a Uinterface d(x,t) = d(I',t) :

2(x,t) = d(z,t) — Tee?Pot

L’interface diffuse, notée I'{, est I’ensemble suivant

1
Iy = {x e R, 25z, t)] < 2671'}
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L’hypothese du théoreme Jme < §(1 + 2e2P007) 1 permet de vérifier que Va € I, |d(z,t)| < 4.

Ainsi, Vt € [0,T] et VY € T,

zi — A2 = dy— Ad— 21 Dyee*Pot
Dy (|d| - 2776€2D0t) < Dy (|z] - WeezDOt)

1 1
Dy <2e7r — 7T€€2D0t> < Dgem (2 — 62D0t> <0

IN

IN

La sous solution du probléme d’Allen-Cahn s’explicite alors sous la forme

=g (260)

€
La constrution de v*(z,t) implique directement que
-1 <v(z,0) < u(z,0)
Les calculs suivants montrent que Vz € I'y et Vt € [0, 717,
1 Zf ’ AZG ’ |VZ€|2 " 1

€ € €
v — At — —=0v¢ = q q q —q
t €2 € € €2 €2

/

1 1
= L -0 -5 —a) o  [VEP=1

" z¢€ z€
= q—(ztE — Az car q <> = —q <> pour xz €I}
€

€ €
<

Finalement la construction de v¢ implique —1 < v(x,t) < 1, et alors W' (v¢) = v. On déduit
du calcul précédent que v(z,t) est bien une sous solution de I’équation d’Allen-Cahn.

Soit ¢ € L2([0,T], H'(£2)), alors

T 1 T 1
/ / |:U§¢ + VoV — 206@4 dxdt = / / [Uf — A€ — 2115} Ydxdt
0 ¢ € 0 H €

car la fonction v¢ est constante a ’extérieur de I'y.
Dans le cas particulier ou ¥ = (v — u€) 4, on trouve que

€

r 1
/ / |:U§(’U€ —u)t + Vo V(v —u)y — 50 (v — UE)+:| dzxdt <0 (2.8)
0 Jrd

car (v¢ — u)4+ est nul a extérieur de T%.

D’un autre coété, on rappelle que u€ est solution de 1’équation d’Allen-Cahn, ce qui s’écrit dans
le cas du potentiel double obstacle comme une inclusion :

ug — Au — G%u € Bu)/e?
ou
(—00,0] u=-—1
B(u) = 0 ul <1
[0, 00) u=1
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Une autre maniére de montrer que u® est bien solution, est de vérifier I'inégalité variationnelle
parabolique : u(.,t) € K

2

avec K = {n € H'(R?) ; |n| < 1}. Le choix || < 1 correspond a forcer l'inclusion de 7 entre les
puits du potentiel double obstacle.
Alors, cette inégalité avec n = u€ + (v¢ — u)4+ € K montre que

T 1
/ / [uf(ve —u) + VuV(o —u)y — 5u(v — u€)+] dxdt > 0 (2.9)
0 R4 €

Au final, en soustrayant 2.9 avec 2.8, on montre que

/TldW )42+ V(0 — ) H2</T L — )]
1d,o. < [ Ly
0 2dt + + 0 62 +

Et comme v¢(z,0) < uf(z,0), 'inégalité u(z,t) > ve(x,t) est démontrée Vo € RY et Vt € [0, T).
En conclusion, '’hypothése d(z,t) > %7‘(‘6(1 + 2e2P0t) implique que 2¢ > %71’6 et donc que v¢ = 1.
Et comme u(z,t) > v°(z,t), la premiére propriété du théoréme est démontrée :

1
d(z,t) > 571'6(1 +2e2000) = yf(z,t) = 1
La deuxiéme propriété est démontrée de maniére similaire en considérant la fonction
2(x,t) = d(z, t) 4+ mee?Po!

O]

Ce théoréme nous assure que le calcul de I’évolution des mouvements par courbure moyenne
t — I'y comme la ligne de niveau zéro de u® fournit une bonne approximation de la position
de l'interface lorsque € est suffisamment petit. En fait, ’erreur commise sur cette position aprés
un instant 7" est majorée, d’aprés la démonstration précédente, par mee?0T | ot encore en O(e).
Lorsque le potentiel W est un potentiel double puits, la taille de 'interface diffuse est de 'ordre
de €|log(e€)|, et la méme technique de démonstration permet d’obtenir uniquement une erreur de
la méthode de champs en O(e|log(e)|).
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2.4 Discrétisation et méthode de splitting

Nous trouvons dans la littérature de nombreux travaux de référence sur 1’étude de schémas de
discrétisation de 'équation d’Allen-Cahn, voir l'article d’Elliott [49] pour une synthése a ce sujet.
Nous pensons notamment a 'analyse de convergence d’un schéma aux différences finies réalisé par
Chen dans [33] ainsi qu’a ’étude d’une méthode des éléments finis effectuée par Paolini dans|93].

Notre stratégie est ici différente. Nous souhaitons utiliser une méthode de splitting entre les
opérateurs de diffusion et de réaction afin de traiter indépendamment chacun de ces deux opéra-
teurs de maniére exacte et d’obtenir ainsi des schémas inconditionnellement stables. L’équation
d’Allen-Cahn est résolut avec des conditions périodiques en espace :

wi(e,t) = Az, t) — 5 W'u(z, 1), (2,8) € 0,17 x [0,7]
u(z,0) =¢q (@) avec des conditions de bord périodiques

Le choix d’imposer de telles conditions se justifie par le fait que la plupart des mouvements d’in-
terfaces s’effectue strictement a Uintérieur du domaine [0, 1]%. Et comme la fonction u€ admet des
variations uniquement sur l'interface diffuse I'f, le choix des conditions aux limites périodiques
n’a pas d’influence sur le comportement de la fonction u€ & I'intérieur du domaine de calcul.

L’intérét de telles conditions est qu’elles ont ’avantage de pouvoir utiliser la base de Fourier
pour traiter de maniére exacte 'opérateur de diffusion. Nous verrons comment imposer d’autres
types de conditions de bord en conservant ces mémes statégies dans le cinquiéme chapitre.

2.4.1 Ordre de convergence d’'une méthode de splitting de Lie

Nous allons analyser une méthode de splitting pour I’équation d’Allen-Cahn

u :Au—éW’(u), reRLt>0
up(z) =gq (M)

Nous supposons que le potentiel W' est continue et M = ”WH||LOO([071]) < +oo et que la condi-
tion initiales ug € W1 (R9).
On note

S(t) le flot total de cette équation
e!® le flot de équation de diffusion
Y (t) le flot de I’équation de réaction

Nous considérons le splitting de Lie L(t) = Y (t)e!®, et nous allons montrer le théoréme suiv-
ant. Je tiens tout particulierement a remercier Brigitte Bidégaray pour m’avoir suggéré cette
démonstration.

Théoréme 5. Pour tout ug € WH(R?) et pour T > 0, il existe deuz constantes C et hg tels
que Yh €]0, ho[ et pour tout n tel que nh < T,

n M
[ L(h)"uo — S(nh)uol| o @ny < gﬁ!\VUOHLw

L’ordre global de la méthode est donc 1/2 en temps.
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Estimations sur le semi-groupe de la chaleur : e®?

Si w est une fonction bornée, alors la solution e

le noyau de la chaleur :

w s’écrit comme le produit de convolution avec

1 2 d
Kt(:]f) = W@xp -1, rz €R

Proposition 4. Siw € L®(R%) et t > 0, alors
A
le™ wll oo ey < 1wl oo (ray

La démonstration de cette propriété est immeédiate, le noyau de la chaleur est en effet positif et
d’intégrale égale a 1.

Proposition 5. Si w € W (R?), alors ¥t > 0,

¢4 = wll e ey < CVEIT0]

Démonstration de la propriéié 5.

11 suffit de remarquer que

t t
Al —w = / Os {eAS} wds = / O0s(Ks xw)ds
0 0

t t d

=1

O, K = L [—2Iiex <—x3>} ! ex _sz
s o A41s 4s p 4s ki \VAars P 4s

Il en ressort que

2
”89%K5”L1(Rd) - m
Et enfin
d t
et —wlm < 3wl [ 10K s
=1
< 4

[in \/EHVH)HLOO(RCI)

Estimation sur Y (t)
La solution de PEDO u; + E%W/ (u) = 0 s’intégre en
1t

et alors
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Proposition 6. Siw € L>®(R) ett >0, alors

Mt
IV (@l < cap (35 ) ol

Démonstration de la propriété 6.

Avec M = ||[W" ||z et en remarquant que W' (0) = 0, il s’ensuit que
W (U)HLOO(Rd) =W (v) - W (O)HLOO(Rd) < MHUHLOC(Rd)

Ainsi,

Tt
Y Ouliemy < Nl + 5 [ 1V 000l madr
M t
< lolien + g [ 1V (0liemdr

Le lemme de Gronwall classique présenté dans 'annexe 1 permet de conclure que

Mt
Y @l < ap (35 ) ol
O

Remarque 6. Le potentiel utilisé dans les équations de champ de phase est trés particulier et
nous pouvons vérifier facilement que si l'image de w s’identifie a [0, 1], alors

1Y ()wl[ oo (rey < |0l poo(ray

Proposition 7. Si wy et wy sont L°(RY) , alors ¥t > 0

Mt
IV (@) = Y (el < cap (25") r = wallo e

11 suffit de reprendre la démonstration de la propriété 6

Proposition 8. Si w € WH®(RY), alors ¥Vt > 0,

Mt
I9Y Oy < e (g ) 190

Démonstration de la propriété 8. En estimant le gradient de Y (t)w = w — % fg W' (Y (r)w)dr,
on montre que

0u,Y (B = Oy — /0 W' (Y (r)w) By, (¥ (r)w) dr,

Ainsi .
M
102, Y (H)wl| oo (ray < (02, Y (0)w]| oo (gay + 62/0 |02, Y (T)wl| oo (gaydT

Et le lemme de Gronwall permet une nouvelle fois de conclure la démonstration.
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Estimation sur le flot total S(t)

Soit u€ la solution de I'équation d’Allen-Cahn associée a la condition initiale ug = ¢ (d(z’x)) €
W1>o(R%). Nous supposons que Vt € [0, 7],

u(t,z) € WHO(RY) et |[Vu(t,2)||L= < [|[Vuo(z)] =

Nous nous intéressons au splitting de Lie suivant :

Ainsi, si w € Wh™ L(t)w vérifie

Lt)yw =Y (t)(e?w) = ePw — ;2 /Ot w' (Y(T) (emw» dr

Nous allons tout d’abord montrer au résultat de régularité lipschitzienne sur L(t) :

Proposition 9. Si wi,ws € L®°(R%), Vt >0,

Mt
IE00n — L0y < e (B ) or = ]

Démonstration de la propriété 9. D’aprés 'expression de L(t),

T [t )
L(t)wi — L(t)ywy = '™ (wy — wy) — / [W (Y(T)et%l) W (Y(T)emwg)} dr
€ Jo
Et alors, en utilisant les propriétés démontrées pour chacun des opérateurs,

!

1 [ty
IL(t)wr — L()walre < [[€" (w1 — w)| oo (R9) +2/ HW Y(T)etAM) -w

LOO
< wi — wall oo (ray +/ HY Y(T)etAmHLm(Rd) dr
M Mt
S M= wallpw ey + 5 | ep {7 ) llwn = wall e gay d7
Mt
<

cop () s = w2l

Nous estimons de plus une erreur locale en temps de la méthode de splitting :

Proposition 10. Si la condition initiale wyg € W1, alors il existe un réel a > 1 et un temps
to > 0 telle que Vt < tg,

M Mt
1S(t)wo — L(tywoll o < VI aexp( ) Vw0l
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Démonstration de la propriété 10.
La formulation de Duhamel permet d’obtenir expression de S(t)wq suivante :

1 [t ,
S(tyuwo = g — — / N T
€ Jo
L’erreur locale L(t)wg — S(t)wg vérifie alors
t !
Ltwo — SMwe = = / M-I (S(r)wo) dr — / W (Y () ow) dr
0
1 A(t—T) !
= 5/ e [W (S(r)wo) = W' (L(r)uwo)| dr
0

+ 612/; [eA(t_T)W/ (Y(T)eATwo) -w (Y(T)eATw())} dr

(125 [ 1S()wo — L(r)wol e dr

En remarquant que

e mw (v etrun) W (vnetrm)| < EEE [V W (Vi)
< VimT M HV[( o).
<

Mr
Vi Meap ( ) Vol
le deuxiéme terme est majoré par
Mt
@ < 22 eon (47 ) [ Vol =

Enfin, avec

HW/ (Y(T)GATU}()> —w (Y(T)emw0> H

A
=
=
-y
a

>
3
S
[e)
|
=
.y
3
&
S
=

L()C

N
=
g

s

INA
:
=
TN TN N

I3
S~
~

|

\‘
<
®

>

3
S
.

A
=
g

S

Le troisiéme terme est majoré par

M Mt
@ <o eap (23 ) IVunl~



44 CHAPITRE 2. ETUDE DE L’EQUATION D’ALLEN-CAHN 2.4

Au final, on en déduit que
M [ 2M Mt
(w0~ L@l < 5 [ 180~ Lyl o dr + 25 eap (35 ) 72Vl
0

Le deuxiéme lemme de Gronwall présenté dans 'annexe 1 montre qu’il existe un réel o > 1 et
un temps tg telle que Vi < to,

2M Mt
1500 — L(Euol o < via R eap ( ) 1 Vuwol]

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme 5

La quantité ||L(h)"ug — S(nh)ug|| e peut étre évaluée de la maniére suivante

120 o — Syl < 3 IERY" T LIS R0 ~ LY S+ Dhjuollx
n—1 n—j—1
< Ye(T5) ILISGR - S + D)l
=0
Et
LISy — S(G -+ Dol = (D) — S)SGRuol

IN

Mh
hfae:np( VS (jh)uol|Lee

Mh
< whadgea (25 ) IVuol
En sommant, on obtient une erreur de 'ordre de

M
[1L(h)"uo — S(nh)ug|lLe= < gﬁIIVUOHLw

La démonstration du théoréme 5 est terminée. Nous allons maintenant nous intéresser plus
particuliérement aux méthodes numériques qui permettent d’estimer les quantités issues de
— L’action de Popérateur de diffusion : e/“ug

— Laction de Popérateur de réaction : Y (t)ug

2.4.2 Meéthode numérique pour estimation de e'“ug

Le probléme est résolu avec des conditions périodiques, il est donc naturel de décomposer u sous
la forme de sa série de Fourier :
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ou les coefficients de Fourier ¢, sont déterminés d’aprés les formules suivantes
cx(t) :/ w(x, t)e 2R dy
x€[0,1]4

Nous allons utiliser des approximations de u notées uy (z, t) et définies comme les approximations
linéaires de u dans la base de Fourier. Elles sont construites en conservant les N premiers
coefficients de la série de Fourier de u

N/2—1

un(z,t) = Z e (t)e?imke

k1,ko....kq=—N)/2

Remarque 7. Le calcul des coefficients ¢, s’effectue en pratique par la transformée de Fourier
discréte d'un échantillonnage de la fonction u sur [0,1]? avec Ualgorithme FFT.

Le traitement de l'opérateur de diffusion s’effectue de maniére exacte, il suffit de multiplier

. _ 2 2
chacun de ces coefficients par e =47 K™t ot
N/2—1
4202 .
eAtuN — § : e 472 k| tck(t)62mk.x

k1,ko....ka=—N/2

2.4.3 Méthode numérique pour ’estimation de Y (t)u

Soit u la solution de 'EDO )
up = —E%W (u)
Ug € H! (Rd)
Expression exacte de u(t)

Nous supposons que le potentiel double-puits W est égal a
1
W(s) = 532(1 —5)2

Et comme W' (s) = s(1 — s)(1 — 2s), cette EDO s’écrit sous la forme

Ut Ut 4'LLt Ut 1

w(l—u)(1—=2u) uwu 1-2u 1-—u €2

Aprés intégration,

u(z,t) =3 si up(x) =1/2
u(z,t)(1—u(z,t)) 6_»% ug () (1—uo(z))

(1—2u(z,1))2 sinon

(1—2uo(x))?
75% ug(x)(1—up(x))

Et au final, avec c(t, e, up(z)) = e (i =2u0(2))?

u(z,t) =% si ug(z) =1/2
144 c(t,e,ug)+1 .

) = YIS ) 172

u(x,t)zl—w si up(x) < 1/2

24/1+4 c(t,e,u0)

La premiére image de la figure (2.1) présente un exemple d’évolution t — S(¢)ug d’une condition
initiale donnée.
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Resolution exact de I'operateur de reaction Resolution explicite de I'operateur de reaction

=0

04 =01
03 =05 | |
=1
0.2 =2 |

01 =
=10

t=10

F1a. 2.1 — Exemple d’évolution de ¢t — Y (t)up avec € = 1. Avec une résolution exacte. A droite :
avec une résolution explicite d’ordre 1

Résolution explicite et contrainte de stabilité

Toujours avec le potentiel double-puits W (s) = %32(1 — 5)?, une intégration explicite d’ordre 1
de Y (t)ug consiste a effectuer 'opération

u(t) = o — 25 (uo (1~ o) (1~ 2u))

Nous affichons sur la deuxiéme image de la figure (2.1) une telle méthode de résolution. Le
parameétre € est fixé a 1, et la figure (2.1) montre que les solutions deviennent instables lorsque
t>1.

2.4.4 Schémas numériques

Algorithm 1 Equation Allen-Cahn, Exact-Exact
DONNEES: Entrées : UY, 6; et €

1: pour n>0 ,

2:  Calculer action de 'opérateur de diffusion

U?'ourier = FFT[UTL]
Uputior ] = e P00 B

Fourier
oo e,
3:  Calculer I'action de l'opérateur de réaction
_ % n+1/2(17 n+1/2)
C=e & —gmrimE
ut(z) = 3 st u"t2(z) = 1/2
n+l(,) — V1+4 Cle)+1 : ) mt1/2
u"tH(x) = vy siu (x) >1/2
n+l 1 1+4 C(z)+1 o nt1/2
u"tHx) =1 PV rvyers siu (x) <1/2

4: fin

Dans l'algorithme 1, les opérateurs de diffusion et de réaction sont traités de maniére exacte
tandis que pour l'algorithme 2, 'opérateur de réaction est traité de maniére explicite.
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Algorithm 2 Equation Allen-Cahn, Exact-Explicite
DONNEES: Entrées : U°, §; et ¢

1: pour n>0 ,

2:  Calculer I'action de 'opérateur de diffusion

U?’ourier = FFT[UR]
Ulroatier K] = e 4w WP k]

Fourier 1/
Unt/2 = TFFTUR2 )
3:  Calculer l'action de l'opérateur de réaction
Uﬂ+1 — Un+1/2 o %W/<Un+1/2)
€

4: fin

Remarque 8. Lorsque Uopérateur de diffusion est traité de maniére ezacte, Uaction de e

consiste & multiplier la transformée de Fourier de U; par le symbole
o(€) = o—Am?IE?0r

Si nous avions opté pour un schéma d’Fuler en temps d’ordre 1, le symbole aurait été

1

o) = T e

De méme, le symbole associé au schéma de Crank-Nicholson est égal a

1 —2m%E?,

o) = T o

Le cott algorithmique de ces deux schémas est de 'ordre de O(N? logN T/6;). Cette estimation
correspond au calcul de la transformée de Fourier de UN a chaque itération.

Nous allons maintenant étudier la stabilité des algorithmes proposés. En fait, il suffit d’étudier
indépendamment la stabilité des schémas numériques associés & la résolution de I'opérateur de
réaction et & celle de U'opérateur de diffusion puisque nous avons déja montré la convergence de
la méthode de splitting.

Dans le cas du premier algorithme, le traitement des deux opérateurs étant effectué de maniére
exacte, il est clair que les schémas numériques associés sont inconditionnellement stables.

Pour le deuxiéme algorithme, c’est un peu plus compliqué. Nous rappelons que nous traitons le
probléme suivant :

ug(x,t) = Au(x,t) — E%I/I/’(u(x,t)), (x,t) € [0,1] x [0,T]
u(z,0) =q (@) avec des conditions de bord périodiques

Comme le potentiel W est un potentiel double puits avec des puits situés en 0 et 1, le choix de la
condition initiale implique que pour tous les temps positifs, 0 < U(z,t) < 1, Vz € [0,1]%. Nous
allons faire apparaitre la condition de stabilité du schéma numérique en imposant ce principe
de comparaison numériquement.
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Proposition 11. Avec un traitement explicite du terme W', si le potentiel W est un potentiel
double puits régulier, et que M = supyc(g 1 {W”(s)}, Alors sous Uhypothése §; < M~1e?,

Vn,Vz € [0,1]¢  U"(z) € [0,1]

Démonstration de la proposition 11.
Soit g la fonction définie par :
Ot s
g:R—R, s—>s—€—2W(s)

Nous allons tout d’abord montrer par I’absurde que ¢([0, 1]) C [0, 1].
Supposons que cela ne soit pas le cas. Alors, comme g est dérivable et que g(0) =0et g(1) =1,
il existe un point s* € [0,1] tel que g’ (s*) = 0, ce qui est absurde puisque :
" 62
MzW'(s)=5>M
t
Au final 5
Vs € [0,1] , <s - ;W’(s)> e [0,1]
€

La reste de la démonstration s’effectue par récurrence. La fonction U™([0, 1]9) vérifie U™([0, 1]¢) C
[0,1]. Comme le noyau de la chaleur est positif d’intégrale a 1, U*T1/2([0,1]%) c [0,1], et comme
9([0,1]) < [0,1], g(U™/2([0,1)%)) < [0, 1], et

Uti(z) € [0,1], Yz e [0,1]%
O

Dans le cas du potentiel W(s) = (1 —s5)? 52, W"(s) =1—6s+6s> et M = 1. La condition de
stabilité habituelle est retrouvée.
(St S 62

Ainsi, les hypothéses de la propriété 11 permettent de rendre stable les schémas numériques
utilisées lorsque le terme de réaction est traité de maniére explicite.

En résumé

Nous avons développé des schémas numériques qui utilisent une méthode de splitting entre les
opérateurs de diffusion et les opérateurs de réaction.
— L’algorithme (1) est conditionnellement stable

— L’algorithme (2) est stable sous la condition
6 < M71e? avec M = ||W”||Loo([0,1])

Dans la suite de cette thése, nous utiliserons en général le deuxiéme algorithme. En fait, I'algo-
rithme (1) présente clairement de meilleures propriétés mais comme cette technique ne pourra
pas se généraliser pour toutes les équations de champ de phase traitées dans cette thése, (voir par
exemple ’équation d’Allen-Cahn conservée), nous préférons conserver une certaine uniformité
entre toutes les simulations.
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2.5 Tests numériques préliminaires

Nous allons tester les schémas numériques précédents et la convergence de la méthode de champ
de phase. Nous utiliserons pour cela le potentiel double puits régulier

W(s) == s> (1—s)? (2.10)

N |

ol la contrainte de stabilité s’écrit
b < € (2.11)

Dans un premier temps, nous observerons numériquement I'influence du paramétre € sur la taille
de l'interface diffuse I'°.

Puis, nous testerons la contrainte de stabilité (2.11) des schémas numériques issus d’un traite-
ment explicite de I'opérateur de réaction. Parallélement, nous observerons que ces mémes sché-
mas deviennent stables grace au traitement exact de w'.

Dans le dernier test, nous effectuerons le mouvement par courbure moyenne d’un cercle afin
d’analyser 'influence des erreurs de champ de phase et des erreurs de convergence des schémas
algorithmiques sur les simulations de mouvement par courbure moyenne.

2.5.1 Influence du paramétre ¢

La taille de l'interface diffuse est théoriquement de l'ordre de O(eln(e)), avec une constante
qui dépend du potentiel double puits utilisé. Nous affichons sur la figure (2.2) les solutions de
I’équation d’Allen-Cahn obtenues pour différentes valeurs du paramétre e. Les autres parameétres
de simulation sont fixés & N = 28 et §; = ﬁ Ces simulations illustrent bien la taille réelle de
ces interfaces en fonction de e. Nous utiliserons par la suite des valeurs du parameétre € de 'ordre
de 1 & 2 fois le pas d’espace lorsque nous utiliserons ce potentiel double puits.

EYRETY 0 0z o4 ° o4 02 o o0z o4 ° 4 02 o o0z 04 04 -0z 0 0z o4
a) b) c) d)

FiG. 2.2 — Epaisseur de l'interface diffuse en fonction du paramétre € : (a) avec € = 1/N, (b)
avec € = 2/N, (c) avec e = 4/N et (d) avec e = 8/N

2.5.2 Contrainte de stabilité

Avec un traitement ezplicite de W'

La contrainte de stabilité (2.11) avait été obtenue en imposant un principe de comparaison dis-
cret & nos solutions. Il suffisait de vérifier que u€ était bien compris dans Uintervalle [0, 1] pour
retrouver cette condition entre J; et €. Nous allons maintenant montrer que cette condition est
une bonne estimation de la stabilité numérique de nos solutions. Dans ce test, nous effectuerons
plusieurs résolutions numériques de ’équation d’Allen-Cahn jusqu’au temps T oi1 nous utilis-
erons différentes valeurs du rapport g. Les résultats des tests sont présentés sur la figure 2.3 :
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— La premiére image représente la condition intiale ug utilisée pour chacune de ces simulations.

— La deuxiéme image représente la solution u® obtenue au temps ¢ = 0.015 avec le rapport
§; = €2. La condition de stabilité est vérifice et cette solution semble correcte et présente tous
les signes d’une solution stable.

— La troisiéme image représente la solution u¢ obtenue au temps ¢ = 0.015 avec le rapport
8 = 2 €2. Bien que la condition de stabilité ne soit pas vérifiée, cette solution est stable. On
remarque tout de méme qu’elle ne vérifie plus le principe de comparaison discret. Elle prend
en effet des valeurs plus petites que 0 et plus grandes que 1 sur 'interface diffuse.

— La quatriéme image représente la solution u¢ obtenue au temps t = 0.015 avec le rapport
8¢ = 4 €2. Cette solution est maintenant clairement instable : Elle garde tout de méme des
valeurs comprises entre —0.2 et 1.2 car nous avons tronqué la solution au cours des itérations.

En conclusion, la condition de stabilité (2.11) analyse bien le comportement de la stabilité de
I'algorithme 2.

Fia. 2.3 — Solution de I’équation d’Allen-Cahn avec un traitement explicite de 'opérateur de
réaction avec N = 28 et € = 1/N. (a) — up, (b) — u(0.015) avec & = €2, (c) — u(0.015) avec
8 =2 €%, (d) — u(0.015) avec &; = 4 €2

Avec un traitement ezact de W,

Le méme test est effectué avec l'algorithme 1 et les résultats sont présentés sur la figure (2.4).
Toutes les solutions sont dans l'intervalle [0, 1] et les simulations sont toutes stables. On note tout
de méme que la taille de I'interface diffuse dépend du pas de temps §; et que cela est stirement
une conséquence de la méthode de splitting. En conclusion, le traitement exact de I'opérateur de
réaction permet de rendre inconditionnellement stables la résolution de I’équation d’Allen-Cahn.

oo <ooiese
o7 or o o7
oo ,w o o o m o
os os os os
» - » - " - .
. - " - . = .
o o o o

250 o 50 200 250 o “ 250 o 50 1 200 250 o

- == C e=ocosd =

Fia. 2.4 — Solution de I’équation d’Allen-Cahn avec un traitement exact de 'opérateur de réac-
tion. N = 2% et e = 1/N. (a) — up, (b) — u(0.015) avec §; = €2, (c) — u(0.015) avec & = 2 €2 et
(d) — u(0.015) avec §; = 4 €
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2.5.3 Erreurs de champ de phase & erreurs des schémas numériques

Nous souhaitons distinguer I'influence des erreurs de la méthode de champ de phase de celles

issues des erreurs numériques avec ['utilisation de nos algorithmes dans la résolution de ’équation

d’Allen-Cahn. Nous effectuerons pour cela une résolution avec la condition initiale définie par
d(z,Q0)

Uy = ¢q <f>, ou )y représente un cercle de rayon Ry. L’intérét d’une telle condition initiale

est que le mouvement par courbure moyenne théorique est explicite et 'interface I'; & l'instant
t est un cercle de rayon R(t) ou R vérifie 'EDO

dR _ 1
dt - R
{R(O) = Ry’

R(t) = \/R3 — 2t.

Un critére facile & mesurer est le temps d’extinction du domaine tep; = %R(z] a partir duquel le

ou encore,

domaine Q(t) est vide. Nous allons alors comparer les interfaces I'(t) par rapport au mouvement
théorique Iy, et cela, pour différentes valeurs des parameétres d;, N et e.

)= {r € 0,17 it = 3]

Les images de la figure (2.5) présentent quelques interfaces I'(t) obtenues numériquement. Les
interfaces correspondent bien & des cercles qui diminuent au cours du temps et une observation
plus fine montre que le paramétre € influence la taille de ces cercles. En effet, 1a taille de ces
cercles n’est pas strictement identique sur chacune de ces images et seul le parameétre e varie
entre ces deux simulations. Afin d’obtenir plus de précision sur ce point, nous allons comparer
I’évolution de Daire de ces cercles au cours du temps t — wR(t)? pour différentes valeurs de e.

0.0305328 0.0305328

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 ’ -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Fia. 2.5 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne d’un cercle de rayon Rg. Sur
chacune des images, I'(t) pour différentes valeurs du temps t, avec N = 28 et §; = (1/N)? : a) -
e=2/N,b)-e=6/N

Mise en évidence de lerreur de la méthode de champ de phase

Nous utilisons I'algorithme 2 avec les paramétres N = 286 = (1/N)?. Nous affichons sur la
premiére figure de (2.6) les fonctions ¢t — |Q°(¢)| pour différentes valeurs de e. L’erreur obtenue
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Test avec les parametres N=2 et 8 = (UN)? et o(€.3)) = € &

0.2 T T T T T T

T
—e=1N
e=2IN
0181 e=4IN
— =8N
— Théorique

&
& o1l ]
w -8
s
0.08 B
-9
0.06 1

\ —%— erreur(g)
~10 —o—e2In%e) |
5

-5

€

11 L L L L T
-6 -5.5 -5 -4.5 -4 -35 -3

L L L L L L L
a) 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 b)
t

FIG. 2.6 — Avec l’algorithme 2, (a) — t — |Q¢(t)| pour différentes valeurs de €, (b) — € — |tepr — 15,4
en échelle logarithmique

sur l'aire de Q€ décroit en fonction de e et s’avere d’autant plus importante que les courbures
sont élevées. La deuxiéme image (2.6) représente U'erreur commise sur le temps d’extinction des
domaine Q(t) en fonction du paramétre e, le tout en échelle logarithmique. Nous retrouvons ainsi
une erreur en O(e?In(e)?).

Mise en évidence de Uerreur de discrétisation

Test avec les paramétres N=2' et = (UN) et o(§,8) = 1/(1 + 4mE’ 5) Test avec les parameures N=2'et,= (UN)” et o(§,8)) = 1/(1 + 41 § &)

— e=1N
e=2N
e=4N

— e=8IN

— Theéorique

— 5=aNy
N
a=wnr|| o018k

8= (N4

— 5= (N8
016 — Theorique [] 016

012 4 012 \
r 4 01 \

0.08 q 0.08 \
0.06 \ 1 006

0041 N q 004

PiR()?

V()

0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 0 0.005 0.01 0015 0.02 0.025 003 0.035 0.04
t t

F1G. 2.7 — Avec un traitement implicite d’ordre 1 de 'opérateur de diffusion, o(§, d;) = WM

. A gauche : t — |Q%(t)| pour différentes valeurs de &;. A droite : t — |Q¢(t)| pour différentes
valeurs de e.

Nous voulons maintenant mesurer le réel impact du traitement exact de 'opérateur de diffusion.
Pour cela, nous effectuons les mémes simulations mais avec un traitement implicite d’ordre 1 du
laplacien, ce qui correspond & utiliser I’opérateur de symbole

1
o(&,0) = ————
(§:00) =7 + 4r|€)26,
En fixant le paramétre e égal a %, nous affichons sur la premiére image de la figure (2.7),
les fonctions g : t — |Q%(t)| obtenues pour différentes valeur de pas de temps d;. L'erreur se
répercute directement sur la pente de g et apparait a un ordre de O(d;) sur le temps d’extinction.
Dans la pratique, lorsque les méthodes de champ de phase sont implémentées avec un traitement
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implicite de 'opérateur de diffusion, I’habitude consiste & utiliser une valeur du paramétre e égale

a 3 ou 4 fois la taille du parameétre de discrétisation spatiale en fonction du potentiel double

puits utilisé. Or,

— Le premier test (voir la figure (2.6)) a permis de mettre en évidence le type d’erreur de champ
de phase.

— Le deuxiéme test (voir la premiére image de (2.7)) a permis de mettre en évidence le type
d’erreur de discrétisation.

— Ces deux types d’erreurs ont des conséquences opposées.

1l existe donc un €* optimal qui minimise la somme de ces deux erreurs.

La deuxieme figure de (2.7) représente les fonctions ¢t — |Q€(¢)| pour différentes valeurs de € on

il ressort que le meilleur € dans ce cas est égal & € = 46, = %. Bien entendu, si l'opérateur de

diffusion avait été traité de maniére exacte, le meilleur € aurait été le plus petit e vérifiant la

condition de stabilité, c’est & dire ici, € = %

Conclusion

Nous avons ainsi mis en évidence d’un point de vue numérique que le traitement exact de
Popérateur de diffusion permettait de rendre négligeables les erreurs de discrétisation des sché-
mas numériques devant les erreurs de champ de phase.

Or l'analyse théorique de la méthode de splitting conduisait un ordre d’erreur en 0 (g) Cette

estimation théorique ne semble donc pas optimale. En fait, nous analysons uniquement ’erreur
sur les lignes de niveau 1/2 des solutions, et comme 'opérateur de réaction est nul sur ces inter-
faces W'(1/2) = 0, formellement, nous nous attendons a une erreur en 0 (\/E) De plus, cette
estimation est en norme L, ce qui correspond & une erreur en e\/d; sur position de la ligne de
niveau 3 des solutions u¢. Au final, I'erreur de champ de phase est en O(e?|In(e|?) et erreur de
dicrétisation en 0(e/8;). Ainsi, avec un pas de temps de I'ordre de €2, les erreurs de discrétisation
deviennent négligeable devant les erreurs de champ de phase.

Dans les tests numériques que nous présenterons par la suite, nous utiliserons pour un paramétre
€ donné, le plus grand pas de temps J; satisfaisant la condition de stabilité, c’est a dire

675:62

2.6 Tests numériques classiques

La figure (2.8) présente quelques résultats de simulation numériques de mouvement par courbure
moyenne en dimension 2. Toutes ces simulations sont satisfaisantes et témoignent des grandes
possibilités des méthodes de champ de phase.

Nous présentons de plus sur la figure (2.9) quelques simulations de mouvement par courbure
moyenne en dimension trois. La premiére simulation prend comme condition initiale un tore
qui se réduit vers un cercle. L'intérét de la deuxiéme simulation est qu’elle fait apparaitre un
changement de topologie bien que sa condition initiale soit réguliére (ceci est impossible en
dimension 2). Enfin, la troisiéme simulation représente le mouvement par courbure moyenne du
lapin de Stanford.
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Fia. 2.8 — Quelques simulations de mouvement par courbure moyenne
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F1G. 2.9 — Quelques simulations de mouvement par courbure moyenne, avec N = 27, ¢ = 1/N
et 6y = €2
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Chapitre 3

Terme de Forcage et Contrainte de
volume

3.1 Introduction

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés aux mouvements par courbure moyenne et &
I’équation d’Allen-Cahn. Dans cette partie, nous appliquerons la méthode de champ de phase &
des mouvements de domaines ot les vitesses d’interfaces vérifient

Vn:’i+g

ol g : R — R est supposée réguliére. Nous traiterons aussi formellement le cas des termes de
forcing vectoriel ou V,, = k + g + f.7.

Les méthodes traditionnelles que nous trouvons généralement dans la littérature des champs de
phase (voir par exemple [12, 27]) conduisent aux équations de réaction-diffusion suivantes :

up = D= (Wu(a, 1) — cew [ {58 + 9] )
u(0,7) =q (@)

ol ¢y est une constante qui ne dépend que du potentiel double puits utilisé :

1
cW:/ V2W (s)ds
0

Nous appellerons dans la suite ces équations, premier modéle d’équation de réaction-diffusion.
Paolini et Bellettini ont par exemple montré dans [12] des résultats de convergence des solutions
u¢ de ces équations vers les dynamiques d’interfaces souhaitées avec un ordre de convergence en
O(e%In(e)?).

3.1.1 Motivations

Dans I'exemple particulier ou les fonctions f = 0 et ¢ = 1, cette EDP peut s’identifier a une
équation d’Allen-Cahn avec un potentiel double puits Wy . (voir figure 3.1) défini par sa dérivée

Wy (s) = W'(s) — ecw

L’inconvénient est alors que les solutions u¢ ne s’explicitent plus sous la forme u¢ = ¢
En effet, le potentiel Wi . admet des positions de puits légérement différentes de celles d

o7
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F1G. 3.1 — Comparaison des potentiels W et W .

Pour s’en convaincre, il suffit de choisir la condition initiale ug = 0. Dans ce cas, la solution
stationnaire n’est plus u(oo, x) = 0 mais u(co, z) = ¢, ol ¢, vérifie

Ce = CEW’(CG)
€

Plus précisément, des développements asymptotiques des solutions u€ de ces équations (voir par
exemple la section 4 de [12]) indique formellement que

u(z) = q <d($€m> +0(e), avec Q(t) = {x eR?; u(a,t) = ;}

Ainsi, ce léger déplacement de la position des puits, qui n’est a priori pas génant pour modéliser
les termes de forgage, aura une grande responsabilité dans la perte de volume classique des
méthodes de champ de phase ot l'on utilise couramment 1’approximation |Q€| ~ fRd ucdzx.

Remarque 9. Lorsque les termes de forcage sont nuls, ces mémes développements asymptotiques
montrent que
d(zx, QF
ue($) =q ((€)> + 0(62)

3.1.2 Objectif

Comme dans les travaux de Fierro [59], nous allons introduire un deuxiéme modéle de réaction-
diffusion,

ue == L (Wa(t,2) — e [55% + o] 2 (u(w,1)))
u(0,) = ¢ (422)

L’existence de solutions de ce probléme est obtenue, au moins sous les hypothéses que f = 0 et si
g est suffisamment réguliere. 1l suffit de reprendre les résultats du chapitre précédent appliqués
au potentiel double puits W (voir figure 3.2) défini par

Wy () = W/(t) — eg/2W (t)
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0.051

— W(X)=1/2 x*(1-%)°
L W,=W) + e (2 - x73)
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0.011

-0.01 . . . . . . . . )

F1G. 3.2 — Comparaison des potentiels W et W

L’avantage de ce nouveau modele est que les potentiels W . et W ont les mémes puits, et les
solutions u¢ pourront s’exprimer sous la forme

Z€
u® =q () )
€

En fait, une analyse asymptotique formelle permettra d’expliciter les solutions u¢, de cette EDP

sous la forme Ul QF
wo)=a () o),

pour des termes de forcage non nuls.

3.1.3 Plan du chapitre

Dans une premiére partie, nous introduirons chacun de ces deux modéles de réaction-diffusion
et nous essayerons d’extraire le lien qui les unis vers le méme mouvement d’interface.

Dans une deuxiéme partie, nous étudierons plus rigoureusement le deuxiéme modéle avec une
analyse asymptotique formelle ainsi qu’une preuve de convergence des solutions de ces équations
vers le mouvement par courbure moyenne forcé.

Nous présenterons ensuite quelques tests numériques et nous verrons que 1’ordre de convergence
de ces modéles sera équivalent.

Enfin, dans une derniére partie, nous traiterons la question de la conservation de volume : chacun
des deux modéles précédents conduira & une équation différente et nous justifierons ainsi tout
I'intérét de notre modéle puisque celui-ci présentera beaucoup moins de perte de volume que
pour le premier modéle.
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3.2 Introduction des deux modéles de réaction-diffusion

Avant d’introduire les deux modéles de réaction-diffusion, nous devons initialement déterminer
Vénergie J(€2) qui régit le mouvement d’interface I' suivant une vitesse normale

Vo=r+yg

3.2.1 Energie de forme 4 minimiser

Des résultats classiques (voir par exemple [1] [72]) montrent que la dérivée de forme de I’énergie
J1(Q) = [, gdx verifie
d "
&Jl(Qt,hﬁ)u:o = VJ1(Q)(hii) = /thds
ot  pz = (Id + thii)(Q2).

Ainsi, la dérivée de forme de J(Q) = [ 1ds — [, gdx dans la direction hii est égale &

VJ(Q)(hit) = — /F (k + g)hds

Or d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

VJ(Q)(hii) > —\//F(Wrg)st\//F h?ds = =l + gl 2(r) [ 2ll 2 r)

La meilleure direction de descente h* € L?(I") qui minimise .J dans le sens ol

h* = argmin {V.J(Q)(hit) ; |bllr2@r) <1}
h

est obtenue pour

s__ BTg
Ik + gllL2ry
En effet,
kt+g 1 / )
VIO (| =~ | (k4 g)7ds = —[lx + gllL2(r).-
( ><”’€+9‘L2(F) ) 15+ gllL2r) r( ) | lz2r)

Ainsi, nous en déduisons que ’énergie J(Q2) qui régit le mouvement par courbure moyenne avec
un terme de forcage g vérifie

Jg(Q) = /8Q lds — /Qg(w)dx (3.1)

3.2.2 Premier modéle de réaction-diffusion

Les propriétés de stabilité de la I'-convergence assurent le fait que si J, RN , alors pour toute
fonction continue f,

Je+f— T+ /.

Le lecteur trouvera une démonstration de cette propriété dans le livre de Braides [15].
Nous allons appliquer cette propriété dans le cas ol

Je(u) = /IR d [EVSQ + 1W/(u)} dr,

f(w) = —ew /R gl@yue)dr.
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On remarque de plus que la fonction f est bien continue pour la topologie L' (R?) sous ’hypothése
que g soit bornée. Nous en déduisons donc que

Je+ f RN cwdg ot Jy est définie dans (3.1).
L’équation de réaction-diffusion s’obtient finalement en prenant le flux de gradient de J. + f
1 ’ Cw
ug = — (Vde(u) + Vf(u) /e = Au — 6—2W (u) + 9

Nous venons ainsi d’introduire le premier modéle de réaction-diffusion.

Définition 5. Le premier modéle d’équation de réaction-diffusion associé aux mouvements d’in-
terfaces de loi Vy = k + g + f.7l est défini par UEDP

up = Au—;z (W/(u) —€cw <g+ {VVUT)) ,
(d(me))
uw=q|——m=].

€

3.2.3 Deuxiéme modéle de réaction-diffusion
Avec un argument géométrique

En reprenant les arguments géométriques du chapitre précédent, la fonction distance signée a
Uinterface, d = dist(x, ), vérifie sur Uinterface 'y 'égalité

8tdt = Ad - g(l’),

Nous allons maintenant déduire ’équation de réaction-diffusion du deuxiéme modéle en injectant
la fonction u€ = ¢ (%) dans cette égalité.

€ W (ue) — eg()/2W (ue)

= —— | Auc — 5
/2W () €

Le deuxiéme modéle conduit finalement & I’équation suivante

2W (ue)

Y— — Au -~ (W () — eqr) /207 ()| (3.2)

€2

Avec une énergie de type Ginzburg-Landau

Plus précisément, I’équation (3.2) peut étre aussi introduite comme le flux de gradient de I’én-
ergie :

Fo(u) = /Rd [ew + 1W(u)} dr — | G(u) gdz,

2 Rd
ou G(s) = [5 \/2W (£)dC.
Ainsi, sous ’hypothése que W soit borné, G(s) est uniformément lipschitzienne sur R et en
ajoutant le fait que ||g][z>~ < oo, on en déduit facilement que v — [p4 G(u) gdz est continu pour
la topologie L'(R?). L’ajout de ce terme & I’énergie initiale J. n’est donc qu'une perturbation
continue et en remarquant enfin que G(lg(z)) = ewlq(z), il ressort que F. I'-converge vers
cwdg.
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Définition 6. Le deuzieme modéle d’équation de réaction-diffusion associé aux mouvements
d’interface de loi Viy = —k + g + f.71i, conduit & ’EDP suivante

= A — ;2 <W’(u) iy <g+ f.w) 2W(u)>

(2, 2) v
ey (1022)

3.2.4 Comparaison des deux modéles

Deux modéles d’équations de réaction-diffusion ont été introduits pour approcher le méme mou-
vement d’interface. Or ces deux modéles semblent a priori différents.

Exemple potentiel double puits avec g = -10 ete = 0,01 Exemple derivee potentiel double puits avec g = ~10 ete = 0.01
T T T T T T T T T T T

007 03 T T
006 4
005
004
003
002
001
ol ’ 4
26
-0.01 . I . . . . I . 04 . . . . . . . N
0.4 -02 o 02 04 06 08 1 12 14 04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14
Exemple potentiel double puits avec g = ~30 et = 0.01 s Exemple derivee potentiel double puits avec g = ~30 etz = 0.01
012 T T T T T T T g T T T T T T
01f 7
008 7
006 q
004 q
002 4
oF 4
—0.02 . . . . . . I . 03 . . . . . . . I
0.4 -02 [ 02 04 06 08 1 12 14 04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14
Exemple potentiel double puits avec g = ~100 ete = 0.01 e Exemple derivee potentiel double puits avec g = -100 ete = 0.01
03 T T T T T T T T T T T T T T
osf B
025 /
/
/ 04 g
02f
03 B
015 02k 4
01f B
oaf
o 4
005
—01l 4
ok
—02F 4
~0.05 . . . . . . . . 03 . . . . . . . .
0.4 -02 0 02 04 06 08 1 12 14 04 02 0 02 04 06 08 1 12 14

FiG. 3.3 — Comparaison des potentiels W, Wi . et W, et de leurs dérivées pour différentes
valeurs du terme de forcing g.

Par exemple, dans le cas ou le terme de forgage est constant, g = Cj, ces deux équations peuvent
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s’écrire sous la forme )
!
ur = Au — EVVM(U)

ot les potentiels Wi ¢ et Wa ¢ (associés respectivement au premier et deuxiéme modéle) vérifient

Wy (s) =W (s) — eCo\/2W (s) avec Wa(0) = W(0).

Lorsque le parameétre € est suffisamment petit, les fonctions Wi . et Wa . restent des potentiels
double puits.

La position des puits de Wj . est alors légérement modifiée par rapport a celle de W et la
différence de hauteur entre ces puits est égale a

{W{ﬁ(s) = W'(s) — eCocw avec W1..(0) = W(0),

hl = |W176(j'1) — W17€(£E'0)| ~ EC()CW

La position des puits de W5 n’est pas modifiée par rapport a W et la différence de hauteur
entre ces puits est égale a

1
hy = Wi (1) — Wi (z0)] = / Coer/2W (3)ds = eCocw
0

Ainsi, ce qui relie ces deux modeles est la différence de hauteur des puits des potentiels double
puits associés. Nous affichons sur la figure 3.3 trois exemples de ces potentiels pour différentes
valeurs de g. Le troisiéme exemple est un cadre limite dans lequel g = % Dans ce cas, les po-
tentiels Wi . et W5 ne sont plus & proprement parler des potentiels double puits puisqu’ils ne
possédent plus qu’un seul minimum local strict.

3.3 Quelques points théoriques du deuxiéme modéle

3.3.1 Analyse asymptotique du deuxiéme modéle de réaction diffusion

Soit u€ la solution du probleme

up = Au — %ZW/(U) +1/2W(u)g
(1) w(z,0) = g <d($,fﬂo)>

Nous présentons maintenant une analyse asymptotique des solutions ue du probléme (P;) dans
le cas radial en dimension 2. En utilisant des coordonnées polaires, nous supposons que le terme
de forcage g s’exprime sous la forme g(z) = g(r) et que la condition initiale g est un cercle de
rayon 1 :

Notons Q(t), le mouvement par courbure moyenne de la condition initiale 2y obtenu suivant la
loi V;, = k + ¢. Le domaine €(¢) est alors un cercle de rayon R(t) ou R(t) est défini comme la
solution de I'EDO suivante

R + Rit) — 4(R(t)), R(0)=1.

La solution u.(z,t) de (P;) est dans ce cas aussi radiale et vérifie 'TEDP suivante

el 1) — e, ) + W (e 1)) — /2 (e, D)) = 0 (33
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Notons alors R¢(t), le rayon du cercle défini a l'instant ¢ comme la ligne de niveau § de u(z, )

RO =1, ulB(W).0)=

r — R(t)

L’idée consite & introduire la variable y = et la fonction U¢(y,t) définie par

Ue(yv ) _u (Rﬁ( )—l—éy,t), VyE]R,

et solution de

U~ RO~ LO,U" — o, Ut + 5 W (U) — AW D) =0 (34)
€ €

L’analyse asymptotique s’effectue en considérant les développements de U€ et R suivants :

io:elUZ (y,t), R(y,t ielRZ

i=0 =0

ou Up(0,t) = %, Ry(0) = R(0) et pour tout i > 1, U;(0,t) = 0 et R;(0) = 0.
Ainsi,

QU = Uy + Oe), (3.5)
%RéayUﬁ = % (Ro0yUo) + (R10,Uo + R0, Uv) + OCe), (3.6)
1 1 1
50U = 50,00+ ~03,U1 + 8, U2 + O(e), (3.7)
et 1, 1 1. ,
SW/(US) = W (U) + W (U0) (1) + (W' Q) + W' (Ua)U2)  (3.8)

En remarquant de plus que

-1

1_ € Ooei‘ _ 1 _€y+R1 2
T—<y+; Rz<t>) R~ O

on en déduit que

1 € __ 1 1 1 Y+ Rl
—o,U =~ (May%) + (Ro(t)ayU1 - @ U0> +O(e). (3.9)

Enfin, avec

g(r) (6 y+ ZE Ri( ) = g(Ro()) + ¢ g'(Ro(t))(y + Ri(t)) + O(e?),

il ressort que

VAW Tg(r) = Lo(Ro) /AW Uo+< (Ro)y + R 2W<Uo>+V2Wg<Ro>U1>+O<e>
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En injectant les inégalités (3.5) (3.6) (3.7), (3.8) (3.9) (3.10) dans (3.4), il ressort ainsi que

0 = ;2 [ayyUO - W’(UO)] + % [ayyUl — W (Uo)U1 + 8,Uo <Rg(t) + Rol(t)) + 2W(Uo)g(Ro(t))]

1 y+ Ry(t)
+ |:—atU0 + (Rll(t)ayUO + R{](t)ayUl) + ayyUQ + <]%O(t)ayU1 - WayU0>

- (WW(UO)UI + W"(UO)U2> + (g(Ro(t))M;(UO)

W(To) o)

Ur+ ' (Ro(t))(y + Ra(t)) 2W(Uo)>

Analyse des termes d’ordre €2

Le terme Uy(.,t) est solution de

/ 1
ayyUO =W (UO), avec Uo(O) = 5’

et s’identifie au profil ¢ :

Uo(y,t) = q(y), ¥t >0

Analyse des termes d’ordre e

Come la fonction Up(y,t) s’identifie & ¢(y), il ressort notamment que 9,Uy = —+/2W (Up) et
alors Uy et Ry sont solutions de

1" / 1

U =W (o) = 0,01 Roft) + .5 — alFa(t) )
Ry (t)
En multipliant cette égalité par 9,Up et en I'intégrant sur R,
! 1 "
(R0 + g — o)) [@0nrar = — [ (00"~ W Wo)n) 0,05 .
Ro(1) R R
on montre que Ry(t) satisfait
/ 1
Ry(t) = ——=—= Ry(t).

Les fonctions Ry(t) et R(t) sont alors solutions de la méme EDO et possédent la méme condition
initiale R(0) = Rp(0) = 1, elles sont donc égales et

Ro(t) = R(t), Vt>0
On en déduit de plus que U; est solution de 'EDP
Ay Ut — W' (Up)U;y = 0.

Il existe alors une fonction t — a(t) tel que Uy (y,t) = a(t)q'(y). En effet, le noyau de l'opérateur
L(v) = v — W’ (g)v s'identifie & Vec{q'} dans H%(R) (voir par exemple la section 3 de [12]).
Mais comme U;(0,t) = 0, il ressort finalement que a(t) =0 et Uy (y,t) =0, Vt > 0.

Remarque 10. L’analyse asymptotique du premier modéle de réaction diffusion conduirait &
[’égalité

By U — W' (U)Uy = —0,Up <R5<t) + Rol(t)) + Cwg(Ro(1))
Sy (Rg<t> + o - g<R0<t>>) ~ g(Bo(t)) (9,U0 — ew)
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Ainst, en multipliant cette égalité par 0,Uy et en intégrant sur R, on trouverait une nouvelle fois
que Ry(t) + #(t) —g(Ro(t)) =0 car

/3yUo [0,Uo — Cwldy = /—q'(y)\/2W(q(y))dy+0w/q/(y)dy
R R R
1
= / V2W (s)ds — ey =0
0

Ainsi Ro(t) = R(t), mais cette fois-ci, Uy serait solution de
DU = W' ()01 = g(Ro(t)) (ew + )
En introduisant n, définie comme la solution de

n (y) =W (q)ny) = (ew +4d'(y)), n(0) =0,

La fonction Uy s’exprimerait alors sous la forme Ui (y,t) = g(Ro(t))m (y). A noter que

im mi(y) =~ lim n(y) = —2
y=ree T T gy 2R MY T (o)

La figure (3.4) présente une estimation numérique de la fonction n dans le cas du potentiel
W(s) = 3s%(1 — s)%. Ainsi, le profil modifié associé s — q(s) + en(s) admettrait les limites

1+ GWC;/VE/U et % respectivement en —oo et +0o. Ces deur limites correspondent en fait d la
position des puits du potentiel W ((s) = W (s) — eCws.

12

1

0.8

06

0.4

02}

F1G. 3.4 - Estimation numérique de la fonction 71 dans le cas du potentiel W (s) = £s%(1 — s)2.

Analyse des termes d’ordre €°

En prenant en compte le fait que Uy = 0 et 9,Uy = 0, les fonctions Us et Ry vérifie

y+ Ri(t)

3yyU2 - W (UO)UQ == ayUO <R0(t)2 -

() + ¢ (Ro()(y + R1<t>>)

En multipliant cette égalité par 9,Up et en I'intégrant sur R,

(B = s = g (Ra)Re) [ (0,00

N _/R (ayyUz B W”(UO)U2) 0yUo + (]%0175)2 + QI(RO(t))> /Ry(ayUo)Qdy =0,
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on en déduit que R; est solution de

Ri(t)
R(t) = ——5 + ¢ (Ro(t))Ru(t
1() Ro(t)2+g( 0( )) 1()
Mais comme R;(0) = 0, il ressort que pour tout ¢ > 0, R;(¢) = 0. Au final, la fonction Us(y,t)
est solution de

"

@w—wamw—yw%@gw+ﬂ%wﬁ,

et avec ¢ € H(R) définie comme la solution de
0 (y) = W ay)nly) = ya (v),
Us s’identifie &

lM%ﬂZﬂw<&Lﬁ+dGMﬂO

Conclusion
Ce développement asymptotique, bien que formel, permet de justifier la convergence du deuxiéme
modéle de réaction diffusion en O(€?) et d’expliciter les solutions u. sous la forme

uA%ﬂzq(ﬂLQq>+Ok5

€

3.3.2 Convergence des solutions de I’équation de réaction-diffusion

Nous présentons maintenant une preuve plus rigoureuse de convergence de ce modéle de champ
de phase. Cette démonstration est une adaptation de la preuve de Bellettini et Paolini [12] pour
ce modéle de réaction diffusion.

Notations et hypothéses de régularité sur 09Q(t) et g(z,t)

Soit T' > 0. Pour tout ¢t € [0,7], on suppose que le flot 9Q(¢) est un flot par coubure moyenne
suivant la loi Viy = k + g ol le terme de forcage g vérifie les hypothéses suivantes :

g(.,t) e W3®(RY), 8,9 € WH(R? x (0,T)); (3.11)

L’interface 0€2(t) est alors supposée réguliére pour tout t € [0,7] et le vecteur n(z,t) est défini
pour tout € 9(t) comme le vecteur normal & Q(t), qui par convention est dirigé vers l’extérieur
de Q(t). Le signe des courbures principales notées kj(x,t),...,kq—1(x,t) est choisi de telle sorte
que ces courbures principales soient négatives sur les domaines () convexes. Les fonctions k
et h sont alors définies sur 'interface par

d—1 d—1
K, t) =Y ki, t), hlz,t) = Kl(x,t)
i=1 i=1
On rappelle que I’évolution de 0€2(t) est décrite par la loi
Vol(z,t) = k(z,t) + g(x,t), V(z,t) € 00(t) (3.12)

ou, pour tout ¢t € [0,T1], V,, représente la vitesse de 0€Q(t), positive dans la direction n(.,t).
La fonction distance signée d : RY x [0, 7] — T de 0S(t) est définie par

dist(x,00(t))  site[0,T], et x € Q(t)
d(z,t) =<0 sit€[0,T], et x € O0(t)
—dist(z,00(t)) site0,T], et x € Q(t),
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et,
Vd(z,t) =n(z,t) Vte|0,T], Vx € 0Q(t)

Soit D > 0, le voisinage tubulaire de 9€Q(t) noté A(t) est défini pour tout ¢ € [0, 7] par
@) = {z €R?; |z, ) <D} et A=UipmAlt) x {t}
Nous supposons alors que le flot 9€(t) satisfait les hypothéses de régularités suivantes :
d, 9¢d, D10yed, € CO(A) (3.13)

Si de plus D est suffisamment petit, il est aussi possible d’associer a tout couple (z,t) € A, une
unique projection s(x,t) sur 092(t) tel que

dist(s(z,t),x) = |d(x,t)|

Dans ce cas, il est possible d’associer a toute fonction scalaire ou vectorielle f définie & priori
sur 02(t), une extension notée f, définie sur A par

f(l‘,t) - f(S(.%,t),t).

Si f est scalaire, on vérifie de plus que Vd - Vf = 0 sur A. Les hypothéses (3.13) permettent
alors de vérifier que

1Bl oo (ays 10ehllLoo(ays VAl Looa)s 18R] oo (a) < +00
Les propriétés géométriques de la fonction distance d implique que
d—1 —K; _ 7

Ad(l‘,t) = Zi:l m = —H(ZL', t) — d(l‘,t)h(x,t) + O(d2($,t))

(9td(l',t) = _Vn(mat) =—K— g(l’,t)
Ainsi, la dynamique du flot 0Q(t) est décrite par 'équation suivante vérifiée par d :

di — Ad = —g(z,t) + d(z, t)h(z,t) + O(d*(z,t)), V(z,t) € A. (3.14)

Modéle de champ de phase

Soit W : R — [0, +00], le potentiel double puits défini par W(s) = %(1 — 52)2. Pour tout € > 0,
on note u, la solution classique du probléme

Orue = Aue — }2 [W/(ue) - 2W(u5)g} , dans R? x (0,T),

(A1) uc(.,0) = g (W) e H'(R?) N L®(RY), dans R

ou le profil g est une nouvelle fois défini par
i 1
1 = arg min { /R 52+ W(C(9))ds 5 € € Hipe(R), ((—00) =1, ((+00) = —1, ((0) = 0} :

L’équation d’Euler implique que

{q"(s):W/(q), Vs e R,q/( —/2W (q(s)),Vs € R,
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et un calcul explicite montre que g(s) = — tanh(s). Il existe alors une constante positive c telle
que
la(s) + 1] < —cd'(s), Vs €]0,+00]

On introduit de plus (voir analyse asymptotique de section précédente) la fonction ¢ € H?(R)
définie comme la solution du probléme

1 1"

§(s) =W (q()&(s) = sq'(s), £(0)=0

Nous renvoyons le lecteur a la section 3 de [12| pour la preuve d’existence d’une telle fonction
ainsi que la majoration suivante :

()] < —c(1+57)d (), [€'(s)| < —e(1+5%)d(s), VseR

Lemme de comparaison

Un argument indispensable pour démontrer la convergence de ce modeéle de champ de phase est
un principe de comparaison décrit par le lemme suivant :

Lemme 1. Soit ¢ >0, el u,v € L2(O, T, H*(R%)) N Hl(O,T; LQ(Rd)) tels que
Ou— Au+ W' (u) — 1/2W (u)g > 8w — Ao+ W' (v) — 1/2W(v)g  dans R? x (0,T)
u(z,0) > U($a0)a pour T € R?

alors
uw>v, dans RY x (0,T)

Démonstration du lemme 1 .
Soit e = maz(v — u,0). alors en multipliant I’hypothése et en intégrant sur R, on en déduit que

d 2 2
£|’6(7t)H%2(Rd) S 67 <W’(u) — W/('U) ) €>L2(Rd) - E <<\/2W/(U) - \/2W(v)) ga 6>L2(Rd)
P
< 2 (Waw®) = Wyw®)e) 0

ot le potentiel W(,(s) est défini par

W .o (5) s) — ey/2W (s)g(z), W(0) = 0.

L’idée est alors de décomposer les fonctions Wé(x)(s) sous la forme

W;(z),e(5> = Wl/g(a:) ( )+ W 1,9(x),e ( )

ou Wl”g(m)ye(s) est Lipschitz continu sur R, et W/

o), .(s) croissante. Ainsi, en remarquant que

e(x,0) = 0, il ressort que

t
le(OlBegs, <2 € / 1 ;(m)<u>—wg'(x)<v>,e<.,f>> dr

L2(RY)

2sup, cpa{lip(W,
< - / el gy

Remarque 11. L’hypothése que g soit bornée assure que {lzp(W’ E)} < +o00

Le lemme de Gronwall montre que pour presque tout ¢ € (0,7), He(.,t)HLQ(Rd) = 0, ou encore,
e = 0 presque partout dans R? x (0,7)
O]
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Construction d’une sous-solution du probléme (P;)
Dans cette section, nous allons construire une sous-solution du probléme (P;) notée v_ en ex-

ploitant la forme des solutions u, introduite a la section 3.3.1.

Introduction de profils modifiés
Soit § > 3, un entier naturel et pour tout € > 0, on note s = ¢|log(e)| qui vérifie

{q(se) = 142214271 = —14 O(e¥), q'(s¢) = —(1 —¢%(se)) = O(e*)
[£(se)| = [log(e)2O(e*), €' ()| = [log(e)PO(e*)

Les deux fonctions g, et & sont alors définies par

q(s) 0<s<s, &(s) 0<s<s,

P,(s Se < 5 < 258, Pr(s Se < 5 < 28,
a(s) = T s = E)

-1 s > 2s; 0 5§ > 2s¢

—qe(—s) s<0 —&e(=s) s<0

ou Py(s) et Pe(s) sont des polynomes de degré 3 définies de telle sorte que les fonctions ge et &
soient C1(R) :

Remarque 12. Un calcul explicite de Py(s). Nous imposons tout d’abord les deuz égalités
Py(2sc) = —1 et P,(2s.) = 0 en choisissant Py(s) de la forme

3 2
Pq(s):a<286_s> +5<2S€S_S> L

Ensuite, les égalités Py(s.) = q(se) et Py(sc) = q'(se) conduisent au systéme

a+/6_1—q56 :_Seq 2q(56)_2
—3a— 20 =54 (s B =2q(se) +3+3eq (s¢),

28, — S

—s\* 2
Pys) = — <28E > [2(1+ q(se)) + seq'(se)] + < > [seq'(5¢) +3(1+ q(se)] — 1.

Se Se

De la méme facon, on monitre que

Pe(s) = — (286 - 5>3 [26(50)) + se€(s0)] + (256 - 5)2 [s:£'(s0) + 3¢(s0))] -

Se Se

Il ressort ainsi que

1Py 4 1wz < Cllals) 411+ a5, 1Pllim(onzny < Cllalso)] + seld(s0)
C

1Pyl oo (sc,250) < S Ua(se) +1+ seld’(se)l), 1Pl oo se250) < E(la(se) + seld’ (se))
C

HP;”L‘X’(se,Zse) < ?(lq(sg) + 1] + Se‘q/(SE)D7 HPé/HLOO(55723€) < %(\q(sg)\ + 8¢’ (s¢)])-

€

Nous pouvons alors déduire de ces majorations que

lge = alliem =0 (271) 0 l16 = Ellpoeqmy = o (), (3.15)
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et
@ —W'(g)=o0 (62671> . @+ 2W(g) = o (62671) , & — W' (qe)ée — sqe =0 (e%*l) (3.16)

Définition de la sous-solutions v. du probléme (P)

Pour tout € > 0, on introduit tout d’abord la fonction distance modifiée d_ (x,t) définie par

d; (x,t) = d(x,t) + cl(t)62|log(e)|2, (z,t) € R? x [0, 7]

€

ou ¢; : [0,7] —]0,4o00[ est une fonction continue indépendante de € que 'on déterminera plus
tard. Pour tout ¢ € [0, 7], on note de plus,

AZ(t) = {x eRY; |dT| < 20¢| 1og(e)y} ,

€

et
Ao = UiepAc () x {t}

Il est alors possible d’expliciter ¢g > 0 (qui dépend que de §,¢1(.), D) tel que AZ (t) C A(t) pour
tout € < ep et t € [0,T]. Ainsi,

d(z,t) = O(ellog(e)]), ¥Y(x,t) e A7

€

(3.17)
En remarquant que Vd. = Vd et Vd_ - Vh = 0 dans A, il ressort de plus de (3.14) que

od- — ANdZ = 9d — Nd + ¢y €?|log(e)|? (3.18)
= —g+d h+elog(e)* (—erh + ¢) + O(e*| log(e)|*) (3.19)

x,t) /€, la fonction v, est finalement déefinie dans R? x [0, 7] par
€

Avec la notation y(z,t) = d

ge(y) + € (h+ Vd - Vg)&c(y) — coe’llog(e)]*  dans A,
v (z,t) = —1 — cae®|log(e)|? dans {d_ > 2d¢|log(e€)|},
+1 — 63| log(€)|? dans {d_ < —20¢|log(e)|},

ol ¢o est une constante indépendante de € qu’on déterminera ultérieurement. Au vue de la régu-
larité de la fonction d sur A, il suit que v € L2(0,T; HL (RY)) N H(0,T; L} (RY)).

loc

Comparaison entre ue(.,0) et ve(.,0)

Dans le but d’appliquer le principe de comparaison 1 aux fonctions uc(.,0) et v_ (.,0), nous
devons tout d’abord montrer que

ve(,0) < ue(x,0), VreR? (3.20)
Pour cela, introduisons la fonction we(x) définie par
we(z) = q(y(z,0)) + € (h(x, 0) + Vd(z,0) - Vg(=,0))&(y(z,0)) — %egl log(e)[?
L’égalité (3.20) peut alors s’obtenir & partir de l'inégalité suivante

we(z) < uc(z,0), Yoe R
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En effet, les inégalités (3.15) montrent que pour e suffisamment petit,
_ _ C2 —
0= (07 (@,0) — we(@)) + W) < welw) — S log()? + o0 (471
< uc(x,0) = 2 log(e) * + o( ) < ue(x,0),
Montrons maintenant que we(z) est bien inférieure & wu.(x,0) :

wele) —ue(w,0) = [g(d; (2,0)/) ~ g(d(x,0)/e)]
+ E(R(e,t) + Vd(x,0) - Vy(a, 0)6(y(x,0)) - 5| log(e)

Nous devons tout d’abord montrer le lemme suivant :

Lemme 2. Avec z = d(x,0)/e et y = d_ (x,0)/e = z + c1(0)elog(e)?, il suit que

1
24'(y) < d'(s) < 5d'(v),
pour tout s € [z,y] et € suffisamment petit
5 : ny — ¢ _ Wi _ oo e
Démonstration. 1l suffit de remarquer que (log(q’)) = G @ 2q € L*°(R), ainsi,

log(q’) est 2 lipschitzienne et

]10g (‘-"“”)‘ — Jlog (' (1)) — log(¢'(12))] < 2It2 — ]

q'(t2)
Ainsi, pour e suffisamment petit, avec |ts — 1] < ¢1(0)elog(e)?, d’une part,
q'(t1) 2y < 1
> =2ty — > —2 1 > =
7(t2) = exp(=2[tz — t1]) 2 exp(~2c1(0)e[log(e)[") = 5,
et d’autre part,
/
t
q’Etli < exp(2|ta — t1]|) < exp(2¢1(0)e log(e)]Z) < 2.
q'\t2
O
Ce lemme permet alors de montrer que
_ _ d- (z,0) — c1(0)e2|log(e)|?
B = ald:(@.0)/0) - alde,0)/0) = s (0.0)/e) — g (20 = A OAIEY
L, -
< 5 (A (w,0)/€)cr (0)ellog(e)
De plus, avec
I = €(h(,0) + Vd(z,0) - Vg(z,0)&(y) < —ce®(1 + |y|*)d (y)
D’une part, si |y| = |dc/e| > 2|log(e)], alors |¢'(y)| < ce® et le terme Iy est controlé par le

terme négatif —2€®|log(e)|?. D’autre part, si |y| < 2|log(e)|, alors c’est le terme I; qui permet
de contrdler Is. Ainsi, un choix de la constante co suffisamment grande permet de garantir
I'inégalité

ve(.,0) < ue(.,0)
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La fonction v_ est une sous-solution du probléme (P;) :

On rappelle que

qe(d=Je) + €2(h + Vd - Vg)é(dZ Je) — ca€ed|log(e)]?  dans A,
v (z,t) = —1 — cae®| log(e) |? dans {d_ > 2d¢|log(e)|},
1 — cae®|log(e)|? dans {d_ < —2d¢|log(e)|},

Nous allons maintenant montrer que

B 1 1 - J
O, — Av, + G—QVV/(UE ) — —1/2W(ve )g <0, pour (z,t) € R® x (0,7) (3.21)

€

On suppose tout d’abord que (x,t) € A.. Dans ce cas,
1 - _
o, = Eqé(y)atd; + €2(0y [h+Vd-Vg|)é(y) + e(h+Vd-Vg)&(y)ode  (3.22)

= dWad; +0(), (323

Vo = %qé(y)Vde_ +€é(V [h+Vd- Vg])é(y) + e(h + Vd - Vg)&(y)Vd,
et
Av = Elzq;’(y) + %qé(y)&d; +(h+Vd - Vg)& (y) + O(e) (3.24)
En utilisant les inégalités (3.23), (3.24) et (3.18), on en déduit que
O, — Dv, = —éqé’(y) + %qé(y)&sde’ - %QQ(y)Ade — (h+Vd- V)& (y)
= S W)+ W) [~ A7)~ (4 VA Vgl )

= W)+ ) [~9 + ewh— A log(O (erh— )]
— (h+Vd-Vg)&(y) + O(elog(e)?)

et
v, — Lo = éqg(y) — % [d.()3] + [ac()yh — (h+Vd - Vg)¢! (y)] (3.25)
— ¢llog(e)* [¢.(y) (c1h — c})] + O(e| log(e)*) (3.26)

Par ailleurs, dans A,

glz,t) = g(s(z,t)+dVd,t) =g+dVd-Vg+ O(d?)
= G+ eyVd. - Vg — c1€%1og(e)|?Vd, - Vg + O(e?|log(€)|?)

Ainsi

el?w’@;) - éw'(qe) W (g (h+ Vd - Vg)ee — W (g )eaclog()2 + O (), (3.27)
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Et
% 2W (v )g = %\/ngrO(e)
:‘%2wwab+wv¢W@—qﬂbamW%*@ﬂ+md%@%
:-é¢w+wwﬁwh—qﬂbﬁmwm*ﬁﬂ+Wd%@%
:-%¢E+wwtwm—qﬂbamkwivd+0¢Mﬁﬁ
En effet,

a4+ /2W(ge) = o(e*™1)
yq:Vd - (Vg = Vg) = O(ellog(e)|)
Ainsi, on en déduit bien que
1 1
- 2W(ve )g = —Eqé (g + eyVd, - Vg — c1€®|log(e)[*Vd, - Vg] + O(elog(e)?) (3.28)

Au final, en utilisant les inégalités (3.26), (3.26) et (3.28), on en déduit que

1
\2W(vd)g = I+ I+ I3+ Iy + O(elog(e)?)

€

1
dve — Dv. + W (v))
€

Avec,
I == [q/(y) = W (g(y))] = o(e*~3),
Iy =¢q.lg—3]=0,
I3y =—(h+Vd-Vg)[E/'(y) = W (g)ée — yql] = o(e*)

Iy = elog(e)? [—qé(clﬁ —dy —e1Vd-Vg) — CQW”(QE)]

Il reste maintenant a déterminer la fonction c; et la constante co pour que le terme I, soit
suffisamment négatif pour compenser le terme en O(elog(e)?). Ainsi, avec K = |[h|l 1o (90) +
Vgl oo (max (0,1, 1a fonction ci(t) est alors définie par

ci(t) = c exp((1+ K)t),

de telle sorte que B
—elog(e)?qi(c1h — ¢; — Vd - Vger) < e (t)elog(e)’q

Ainsi,

t
I < —etog(oes (~ g+ w70
2

En remarquant enfin que —c3q. + W”(qc) est uniformément positif pour une valeur de ¢z suff-
isamment grande, il suffit de choisir une configuration judicieuse des constantes c¢ et co, pour
que ’égalité suivante soit assurée :

1
Ove — Ave + — [W’(ve) —g 2W(U€)} <0, dansA,
€
On suppose maintenant que (z,t) n’est pas dans A :

L’expression de v, est la suivante :

ve = 1 — €3] log(e) [
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Ainsi 0w =0, Ave =0 et

W (ve) = & [W/(£1) = W (£1)cae3|log(e)|* + O(e?)] = =W (£1)cze| log(e)|? + O(e)
A = b |V~ (VAT (g ox(e)? + O[] = 0(eog(0)

Ainsi, en remarquant que W”(£1) > 0, il suffit de choisir ¢z suffisamment grand pour assurer
que

Ove — Ave + % [W’(ve) —g 2W(v€)} < 0,dans R%\ A,
En conclusion, le principe de comparaison montre que
v (z,t) < uc(z,t), V(z,t) e RYx[0,T]
Remarque 13. Nous pouvons appliquer le méme raisonnement & la fonction

qe(y) + E(h +Vd-Vg)é(y) + cae®|log(e)|>  dans A,
vl (z,t) = ¢ —1 + coe®| log(e)|? dans {de > 2d0¢|log(€)|},
+1 + o3| log(e€)|? dans {d. < —20¢|log(€)|},
avec y = df /e et
dj(x,t) =d(z,t) — 1 (t)62 log(e)2.

On en déduira ainsi de maniére similaire que

vl (z,t) > uc(z,t), Y(x,t) € RYx [0,T]

€

Preuve de convergence du modéle de champ de phase

Nous avons maintenant les ingrédients pour démontrer la convergence du modéle de champ de
phase. Ce résultat s’explicite sous la forme du théoréme suivant :

Théoréme 6. Soit 0QU(t) un flot de mouvement par courbure moyenne de régularité (3.13) avec
le terme de for¢age g satisfaisant les hypothéses (3.11). Pour tout € > 0, Soit u, la solution du

d
probléme de U'équation de champ de phase avec la condition initiale q ((J:’O)> Avec 0€), =
€

{x e R uc(z,t) = O}, il existe alors €9 > 0 et une constante C' dépendant uniquement de OS2,
g et T tels que pour tout 0 < € < ¢

90 (t) C {x e R ; dist(x,0Q(t)) < CE| log(e)]2}, vt € [0,T] (3.29)
(3.30)

Démonstration du théoréme 6.
Nous allons montrer I'inclusion (3.29). Soit ¢ € [0,T] et x € 0%..
Nous allons tout d’abord montrer que = € A(t). En effet uc(z,t) =0 et

v (2,t) < uc(w,t) =0 < vl(a,t) (3.31)

Supposons que = ¢ A(t). Alors comme AX(t) C A(t), il ressort que z ¢ AZX(t), et ainsi, pour

¢ suffisamment petit, on en déduit que v. (z,t) et v} (x,t) ont le méme signe : or ceci est en

contradition avec (3.31). Ainsi, € A(t). A noter que v (z,t) = ¢ (M> +O(?) <0 et

€
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donc ¢ (M) < O(€?). Mais comme ¢'(0) = —1, on en déduit que d_ (z,t)/e > O(€?), ce qui

€

montre que d(z,t) =
on en déduit que df (x,t)/e < O(€?) et que d(z,t) < O(e?|log(e)|?). Au final,
(@, 1)| < O(e® log(€)?).

L’égalité (3.29) est ainsi démontrée.

"
> O(e?|log(€)]?). De méme en remarquant que v;7 = g (di (z’t)) +0(e?) > 0,
+

3.4 Algorithmes et simulations numériques

3.4.1 Etude des schémas numériques

Comme dans le chapitre précédent, nous utilisons des schémas numériques pour chacun des deux
modéles qui consistent & traiter de maniére exacte 'opérateur de diffusion Awu, et par un schéma
.. , , . / /
explicite les opérateurs de réaction, W, (u) ou W, (u).
b b

Algorithm 3 Premiére méthode, Equation Allen-Cahn forcée
DONNEES: Entrées : UY, §; et ¢

1: pour n>0 ,

2:  Calculer I'action de l'opérateur de diffusion

Ubourier = FETICR,

n _

UFourier [k] =e€ am |k|+f;2(]}7fzourier[k]
n

UTL+1/2 = IFFT[UFouTieT]

3:  Calculer 'action de 'opérateur de réaction

I N VUn+1/2

6
li —l? / —

€

4: fin

L’étude de la stabilité de ces schémas montre que les conditions de stabilité sont légérement dif-
férentes par rapport a celles obtenues dans le chapitre précédent. Par exemple, pour ’algorithme
(6), avec Coo = sup|g| + |V f], nous allons déterminer une condition entre J; et € qui permet
d’imposer un principe de comparaison discret

Vs e[0,1] (s - f—; (W/(s) + 6\/2W(8)Coo>) € [0,1]

11 suffit juste de vérifier que g : s — s—a <W/(s) + Cooe\/QW(s)> n’admet pas de maximum ou
de minimum dans l'intervalle [0, 1]. Voici un exemple de calcul dans le cas particulier du potentiel
W(s) = 1s2(1 — 5)2, alors W' (s) = 65% — 65+ 1, \/2W (s) = (1 — s)s et [ 2W(s)} —1-2s.
Ainsi.

J(s) = 1—a(W'(s)+ Coer/2W(s))
= 1—a[(6s® =65+ 1)+ Cooe(l — 25)]

Coe€ 1 Cxe 1
_ 2 _ s - -~
= 6a [s s(l—i— 5 >+<6+ 6 6a>]
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Algorithm 4 Deuxiéme méthode, Equation Allen-Cahn forcée

DONNEES: Entrées : U°, §; et €
1: pour n>0 ,
2:  Calculer I'action de l'opérateur de diffusion

U?'ourier = FFT[U”]
Ukgutier K] = e P00 [K]

U2 = [FFT[UG 2]
3:  Calculer 'action de 'opérateur de réaction

: > VU2
n+l _ rn+1/2 n+1/2y
Urtt = U W (UH?) — e (g—i—f.’ G

€

0
2

) 2W(U”+1/2)]

4: fin

Les racines de ce polynéme sont

1+2/a
12

14+2/a
12

r = 1/2+Cooe/6—\/ + (Cooe/6)?

Ty = 1/2+Cooe/6+\/ + (Coe/6)?

La condition x; < 0 est équivalente a

1 +22/a + (Co €/6)?

1 <0 <<= 1/2+4+Cy e/6§\/

— (1/2+Cx ¢/6) < 1+122/“

1+2/a
12

+ (Cx 6/6)2

14 Cooe < 1/a

[

< —
a_1+coo€

Et la condition zo9 > 1 est équivalente a

1+2/a
2

T > 1 <— 1/2—000 6/6<\/ —I—(Co 6/6)2

14+2/a

12
1+2/a
12

— (1/2-Cy €/6)* < + (Cwo €/6)?
— 1/4-Cx €/6 <

— 1-Cxe<l1/a

e < —
a_l—C'ooe

Au final, la condition de stabilité qui ressort de ce calcul est de la forme
2

S,< ¢
14O €
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Plus généralement, si le potentiel W est un potentiel double puits régulier, et

w = sup f0(9)+ |0/ TG |

s€0,1]
Alors 'hypothése §; < M~1e? devrait assurer la stabilité des schémas précédents.

Remarque 14. Si la constante Co est supérieure a %, les potentiels double puits W1 . et Wo
ne sont plus vratment des potentiels double puits dans le sens ou ils ne possédent plus qu’un seul
puits. Le choix d’introduire un terme de forcage dans le potentiel double puits nécessite donc

d’utiliser des termes de forcage petit devant le paramétre e 1.

3.4.2 Validation numérique des algorithmes

L’objectif est de comparer numériquement la convergence des deux modeéles d’équations de
réaction-diffusion lorsque 'interface suit un mouvement par courbure moyenne avec un terme
de forcing constant égal a %

Lorsque la condition initiale est un cercle de rayon Ry, le mouvement de 'interface I'; est explicite
et s’avére étre un cercle (car le probléme est isotrope) dont le rayon R(t) vérifie "TEDO

d
4=+
R(0) = Ry

Apres résolution,
R(t) + ¢ in(lc — R(t)]) = Ro + ¢ In(Jc — Ro|) + t/c

Et le temps d’extinction de ce mouvement ( seulement si 1/c < 1/Ry ) vérifie

tegt = —C <c In (1 — RO) + Ro>
c

Remarque 15. Un développement limité o l'ordre 2 sur C au voisinage de oo permet de retrouver
le temps d’extinction du mouvement par courbure moyenne d’un cercle de rayon Ry.

Nous allons maintenant estimer numériquement ’erreur que I’on commet sur le temps d’extinc-
tion pour chacun des deux modeéles en fonction du parameétre e. La figure (3.5) présente cette
erreur en échelle logarithmique. En conclusion, I’ordre de convergence est équivalent pour chacun
des deux deux modéles et nous retrouvons ’ordre théorique de la convergence des méthodes de
champ de phase en O(e?|In(¢€)|?).

3.4.3 Exemple de simulations obtenues avec des termes de forcage scalaires
et vectoriels

Les figures (3.6), (3.7) et (3.8) présentent quelques simulations de mouvement par courbure
moyenne avec des termes de forcage scalaires et vectoriels. Toutes ces simulations sont obtenues
en utilisant le deuxieme modéle de réaction-diffusion qui correspond & I’algorithme 6. Nous avons
de plus utilisé les paramétres N = 2%, e = £ et &, = €2 et W(s) = 1s*(1 — )%
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Mean curvature flow with g =2 Mean curvature flow with g =2
-6 T T T T T -5.2 T T T T T
el pA |
-6.51 b
56l |
7k |
58l |
75 |
z o o b
% %
o pd
s 5
g -8r 1 @ -62r 4
u u
5 5
5 5
S S eal |
-85 b
—— first model -6.6 b
ol —+— second model 4
e8] |
-9.51- b
-7r —+— first model =
—#— second model
_10 . . . . . 72 . . . I .
-6 -55 -5 -45 -4 -35 -3 -6 -5.5 -5 -4.5 -4 -35 -3
Log(e) Log(e)

Fia. 3.5 — Erreur sur le temps d’extinction pour chacun des deux modéles : A gauche, avec
g = —2, A droite, avec g = 2

1=30518e-05 1= 000050354 t=00010071
1 1 1

08 08 08

08 06 08

04 04 04

02 02 02

o o o
-02| 02 -02|
04 E -04]
-0 06 -0
08 08 -08

U %% o5_o0a 02 o 02 0a o0s 08 1 4 08 06 D04 02 0 02 04 06 08 1 4 08 06 04 02 0 02 0i 0o 08 1

£100030062, &= 15259-05, N=256 g=20 £200039062, & = 1525905, N=256 g=20 £100039062, &= 15259-05, N=256 g=20
t=00020142 120003006 1200050049

1 1 1

08 08 08

08 06 08

04 04 04

02 02 02

o o o

-02| -02 -02|

-04] 04 -04]

-0 06 -0

o8| 08 08|

T 2 o8 1 1 os 08 1 1 s 2 08 1

06 04 -0, 0 02 04 06 06 04 02 0 02 04 06 06 04 -0, 0 02 04 06
£=00039062, 5, =15259e-05, N=256 g=20 £200039062, 8 =15250e-05, N=256 g=20 £=00039062, 5, =15259e-05, N=256 g=20

Fia. 3.6 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne avec un terme de forcing g = 20
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1=3.0518e-05 = 0.00050354 t=0.0010071
1 1 1
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1= 00020142 +=0.003006 t=0.0050049
1 1 1
08 08 08
0s 06 0s
04 04 04
02 02 02
o o o
02 02 02
04 04 04
05 -0s 05
08 08 08
- - A
3 s 06 04 02 0 02 04 0§ 08 1 1 08 06 04 02 0 02 04 05 08 1 I 08 06 04 02 0 _ 0z 04 05 o8 1

£=00039052, 5, 1675%6-05, N-256 [11=01(c +7) = 00039052, 5~ 1.52596-05, Nozs6 [11= 010 +y) = 0.0030067, 3= 152590-05, No2s6 [11=01(c +y)

F1a. 3.7 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne avec un terme de forcing f(x
256VlHac||§2
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F1a. 3.8 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne avec un terme de forcing f(x) =
256V ||z || g2
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3.5 Application a la conservation de volume

Nous allons maintenant utiliser les modeéles précédents afin d’imposer des contraintes de volume
supplémentaires aux mouvements d’interfaces :

3.5.1 1Idée de base : conservation de masse ~ conservation de volume

Définition 7. On appelle mouvement par courbure moyenne conservé, un mouvement de do-
maine Q(t) dont la vitesse de l'interface Ty suit la loi

VN =—k(x)+Rk=—Kk+ ][F k(s)ds

Nous pouvons ainsi utiliser les modeéles précédents avec le terme de forcage g(t) = th k(s)ds pour
obtenir une approximation du mouvement par courbure moyenne conservé. Une idée naturelle
consisterait & traiter explicitement ce terme, en obtenant une estimation numeérique de cette
intégrale a partir des valeurs de uc(x,t). Il est assez difficile en pratique d’obtenir une bonne
estimation de g(t) = th k(s)ds. L'idée qui est plus courramment exploiter est que si le flot I'; est
suffisamment régulier alors, la fonction u,. est une approximation de la fonction caractéristique
de Q(t) lorsque € est petit et,

0(t)] ~ / w(z, t)dz.
Rd
Plus précisément, nous allons montrer la propriété suivante :

Proposition 12. Soit E, un domaine borné régulier de R%. Nous notons de plus u. = q (M) .

On suppose que le potentiel double puits W associé a q posséde ses puits en 0 et 1 et est symétrique
par rapport a l'aze {s = %}, de telle sorte que Vs € R, q(s) =1 — q(—s). Si le profil q est de
plus a décroissance exponentielle en 400, alors,

| :/ Uedz + O(2)
Rd

Remarque 16. Dans le cas particulier du potentiel double puits W(s) = %sz(l — 5)2, le profil

q est égal a q(s) = % — %th (%) Nous vérifions facilement que pour ce potentiel double puits,
q(s) =1 —q(s) et que q(s) ~e~* en +oc.

Démonstration de la propriété 12.
Cette démonstration s’effectue en utilisant la formule de la co-aire : tout d’abord,

/Rduedx = /qu(w> dx:/Rh(s)q <§> ds

= [ s [ n) /o -nds+ [ b tats/enas
— \EIJr/>O —h(—s)q(s/€)ds + y h(s) (q(s/e)) ds

= B+ / () = k(=) als/e)ds

— || +e / [h(s0) ~ h(=se) g(s)ds.
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ot h(s) = | Dxg< | (R).
Le profil ¢ est & décroissance rapide et la fonction s — h(s) est a croissance polynomiale (h(s) ~
591 quand s — +00 ), alors, pour e suffisamment petit,

/ [h(se) — h(—se)] q(s)ds — / [h(s€) — h(—s¢)] q(s)ds + 0(c).
=0 sel0.Jin(9]

Le domaine E est supposé de plus régulier, la fonction h est donc dérivable au voisinage de zéro
et

/ [h(s€) — h(—se)] g(s)ds = / 21 (0)s¢ + 0()] a(s)ds = O,
s€[0,|ln(e)|] s€[0,|ln(e)]

car [,_,5™q(s)ds < oo pour m € N.
Au final, on en déduit que

/ ucdr = |E| + O(€?).
Rd
O

Nous allons maintenant déterminer un terme de forcage k(f) qui permet de conserver la masse
de ue :

/ ue(zx, t)de = Vy
R4

C’est ici qu’apparait I'intérét de notre modéle. En effet, sous 'hypothése d’un terme de forcage
non nul, les solutions u! du premier modéle de réaction diffusion s’expriment sous la forme

ul =q <d(x€Ql)> +0(e), avec Qf(t) = {x eRY; ul(x) = }

et
|Q§|:/ uldr + O(e).
R4

Pour le deuxiéme modéle de réaction diffusion, les solutions u? devraient s’exprimer sous la
forme

w2 =g (‘W) +0(2), avec Q5(t) = {x ERY; u2(z) = 1} ,

et
|25 :/ utdx + O(é%).
R4

Ainsi, la méthode d’approximation de la conservation de volume devrait étre d’ordre O(e) pour
le premier modéle d’équations de réaction-diffusion, alors que pour notre modéle, on devrait
commettre une erreur en O(e?).

3.5.2 Avec le premier modéle de réaction-diffusion

Pour déterminer le terme de forcage k : t — k(t) qui permet d’imposer cette conservation de
masse, nous supposons que u. est solution du probléme

{ up = Au — E%(V[//(u) — ecwk(t))

uy = ¢ (M) , Avec des CL périodiques et x € [0,1]¢

€
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Aprés intégration en espace,
1 / 1
Oy ue(z,t)dz | = W (ue)dx — —k(t)ew,
[0,1)¢ & Jo,1)4 €
I’hypothése de conservation de masse implique que

k(t) = L W (ue)dz.
CweE [071](1

Au final, nous retrouvons l’équation d’Allen-Cahn conservée (3.32)

€

ug = Au — % (W, (u) — w’ (u)dw) .
[0,1]4

(3.32)

Cette équation fut initialement introduite par Rubinstein et Sternberg [97]. Ils étudiérent ainsi
la convergence des solutions de (3.32) vers le mouvement par courbure moyenne conservé. Une
analyse plus rigoureuse de cette équation a ensuite été réalisée dans les travaux de Bronsard et

Stoth [16].

Plus généralement, lorsque I'; est un mouvement d’interface régulier pour ¢ € [0, T] o les vitesses

normales d’interface vérifient

VN=—-Kk+g+Vfi —l—/r [k(s) — g(s) — Vf(s).1i(s)] ds,

la méme stratégie conduit aux équations de réaction-diffusion suivantes

1 / fVu
up = Au — = (W (u) — ecwyg — GCWW + k:(t)) ,

ou la fonction k est définie par

—

fVu /
kt:/ €c +ews———W (u)| dzx.
(t W[ wo+ew it W >]

3.5.3 Avec le deuxiéme modéle de réaction-diffusion

Comme pour le premier modeéle, nous allons déterminer le terme de forcage k(t) qui permet

d’assurer la conservation de la masse uf, ou u¢ est solution de :

= Au— éW,(u) + %\/2W(u)g(t)

Le probléme est considéré sur R¢ tout entier et une intégration en espace montre que

1

/Rd wle,tyde=—5 | [W’(u(a;,t)) - e\/mk(t)} dz.

On en déduit alors )
Jra W (u(z,t))dx

Jaa V2W (u(, t))dz

k(t) =1/e
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Ainsi, I’équation de réaction-diffusion du deuxiéme modéle associée au mouvement par coubure
moyenne conservé est définie par

B Jga W' (uf(x,t))dx

Jpa /2W (ué(x, t))dx

W (u€)

€2

(2, 1) = Au(w,t) — = !W’(uf)
d(ac,Fo)) .

u(z,0) =¢q (
Plus généralement, lorsque le mouvement d’interface suit la loi

VN=—k+g+Vfni —l—/F [k(s) —g(s) — Vf(s).7i(s)]ds,

le deuxiéme modéle d’équation de réaction-diffusion conduit & I’équation
1 / - Vu
=Au——< (W — — —k(t 2w
w =t (W =g+ 71 g8 k0| VEWG )

ou la fonction k& qui permet d’assurer la conservation du volume vérifie

i [eg«/2W(u) +ed X AW () ~ W (u)} dz
- € fpa /2W (u)dx '

3.5.4 Schémas numériques et simulations numériques

k(t)

Les schémas numériques de conservation de volume associés & la premiére et & la deuxiéme
méthode sont présentés ci-dessous. L’étude de leur stabilité n’est pas traitée.

Algorithm 5 Premiére méthode, Equation Allen-Cahn forcée avec conservation de volume
DONNEES: Entrées : U°, §; et ¢

1: pour n>0 ,

2:  Calculer I'action de l'opérateur de diffusion

U?’ourier = FFT[UR]
Ussautien ] = e~ 1@ 0000 (k]

Untl2 = [FFTIUSY? |

Fourier

3:  Calculer l'action de l'opérateur de réaction

, . VUn—‘rl/Z
n+1/2\
W (Um12) e Cyy <g + g

1)
l77z+1 (7n+1 2 t
/2 - 2

€

4:  Application de la conservation du volume
Un+1 — U?’H—l + ][Uodw _ ][Un+1dl'

5: fin

Nous allons aborder la comparaison de ces deux modéles d’un point de vue numérique et notam-

ment en mesurant I'impact numérique du "léger déplacement de puits". Chacune des simulations

est effectuées avec le potentiel double puits W (s) = 3s*(1 — )%
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Algorithm 6 Deuxiéme méthode, Equation Allen-Cahn forcée avec conservation de volume
DONNEES: Entrées : U°, §; et €

1: pour n>0 ,

2:  Calculer I'action de l'opérateur de diffusion

U}TTL'oulr/igr = FFT[U:Z] )

n-+ —

UFourier [k] =€ am |k|+f;2U?'ou7‘ier[k]
n

Un+1/2 = IFFT[UFoum'er]

3:  Calculer a priori la perte de volume de 'opérateur de réaction
’ I n+1/2
f |:W (Un+1/2) — € (g + f%w) W(Un+1/2):| d$

= e[ [ W(U"“/?)} dz

4:  Calculer ’action de I'opérateur de réaction

. VUn-i-l/Q

) /
ot = e (i )

€

5: fin

Comparaison des deux modéles de réaction-diffusion

Dans un premier test, nous effectuons le mouvement par courbure moyenne conservé d’une con-
dition initiale g correspondant & un cercle de rayon Ry = 0.25. La conservation de volume
implique que Q(t) = Qo pour tous les temps strictement positifs. Nous effectuons ainsi plusieurs
résolutions numériques avec différentes valeurs du paramétre € pour chacun des deux modéles.
Nous affichons sur la figure (3.9), Uerreur obtenue sur le volume des domaines Q€(t) au temps
t = 0.1. Les paramétres de simulation utilisés sont les suivant : d, = 27° et & = 2. Nous
pouvons ainsi conclure que d’un point de vue numeérique, l'erreur de volume est en O(e) pour le
premier modéle et en O(e2) pour le deuxiéme.

Mean curvature flow with volume contraint

Log(Volume erreur)
,

Fia. 3.9 — Ordre de convergence sur l'erreur de volume en fonction de e pour les deux modéles

Dans un deuxiéme test, nous rajoutons des termes de forcage g pour montrer que les pertes
de volume présentes dans le premier modéle peuvent étre importantes. Nous utilisons ainsi une



86 CHAPITRE 3. TERME DE FORGAGE ET CONTRAINTE DE VOLUME 3.5

condition initiale correspondant & un cercle centré en zéro, de rayon Ry = 0.25 et un terme de
forcage isotrope, comme par exemple g = ¢, cos(87|z|), de telle sorte que l'interface n’évolue
pas au cours du temps. Nous allons alors varier la constante ¢, et comparer les cercles obtenus
pour chacune des méthodes. Bien que théoriquement le rayon de ces cercles ne doit pas dépendre
de la valeur du parameétre ¢4, nous observons des variations de rayon sur la premiére figure de
(3.10), correspondant a la premiére méthode. En revanche, ceci n’est pas le cas pour la deuxiéme
figure de (3.10) ot nous avons utilisé la deuxiéme méthode.

Ce test met donc en évidence le fait que lorsque les termes de forgcage sont élevés, la premiére
méthode introduit des pertes de volume importantes contrairement & notre méthode ot les pertes
de volume restent négligeables.

With the first model With our model
T T T T T

0.5

T 0.5 T T T T T T T
c =50 c =50

c=10 ||
=0

--10
=-50 [

«f
«f

«f

0.4 0.4

< @” &

0.3 0.3

0.2 0.2

0.1 0.1

05 I I I I 05 I I I I
-05 -04 -03 0.3 0.4 05 -05 -04 -03 0.3 0.4 0.5

I I
-0.2  -0.1 0 0.1 0.2 -0.2  -0.1 0 0.1 0.2
€=0.0078125, & =6.1035e-05, N=128 €=0.0078125, & =6.1035e-05, N=128

Fia. 3.10 — Stabilité de la conservation du volume en fonction des termes de forcing : & gauche
avec le premier modéle, & droite avec le deuxiéme modéle

Avant de présenter un large panel de simulations numériques, nous souhaitons controler la dy-
namique d’interface de ces méthodes. Nous avons en effet pour 'instant uniquement testé les
pertes de volume. Nous effectuons ainsi un mouvement par courbure moyenne conservé ou la
condition initiale correspond a deux cercles disjoints notés C0 et C1 et de rayon respectif Ry et
R, avec R; > Ry. Le mouvement par courbure moyenne conservé est dans ce cas explicite et,
a U'instant ¢, le domaine Q(t) est constitué de deux cercles de rayon Ry(t) et Ri(t) ot Ro(t) et
R (t) sont les solutions du systéme d’E DO couplé suivant

{ Ry _ _ 1 2
dt Ro Ro+R1
drmy _ 1
dt — R1 Ro+R1

Remarque 17. En sommant la premiére égalité multipliée par Ro(t) avec la seconde multipliée
par Ri(t), on trouve que
dRo(t) dRy(t)

TRO(t) + TRl(t)

1A (RB() + B (1)

2 dt =0

On en déduit ainsi que Rg(t) + R%(t) est constant par rapport au temps, ce qui conforte bien le
fait que le volume du domaine Q(t) constitué de ces deux cercles est constant.
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De plus, en sommant ces deuzx inégalités multipliées par Ro(t) + Ri(t), il ressort que

d[Ro)Ba(t)] _, Ry + R}
dt 7 Ro(t)Ri(t)’
et
% (Ro(t)R1(t) — RoRy) + o ; B (ngz — gz(t)> =1.

—~

Ainsi, le rayon Ro(t) diminue jusqu’a s’annuler au temps d’extinction

2 2
R+ R{ 2Ry Ry RoR;y
ert =T n{t+ Ri—Ro)?2) 2
(1 — Ro)
02 T T
0.4t
0.3t
0.2t
0.1 =0 0.12 4
t= 0.0024286
t=0.0048571 e=112
of 4 t=0.0072857| OlF o~ _ £=2IN b
t=0.0097143 SIS~ _
t=0.012143 Tl - e=4N
01 =0.014571 | *08F T~ exact b
02 0.06 IR 1
-03 004 AN i
N
S N
\ \
~04 0.02 \ 7
\
-05 L L L L L L L 0 L L !
05 -04 -03 -02 -01 _ 0 01 02 03 04 0 0.005 0.01 0.015
€£=0.0039062, & =15259¢-05, N=256 £=0.0039062, § =5.2632e-05, N=256

Fia. 3.11 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne conservé avec le premier modéle :
la condition initiale est constituée de deux cercles de rayon Rg = 0.1 et R; = 0.15

02
0.4 ] 0181
o0al i 016 /
02F 4 0141 7
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of 00072857 | OlF =~ __ e=2IN )
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0012143 | | e £=am ]
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S
“02 006 = R
-03 0041 NS B
3
5
04 0.02( N B
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1 0 0.1 0.2 0.3 0.005 0.01
£=0.0039062, & =1.5259e-05, N=256 £=0.0039062, 3 =5.2632e-05, N=256

FiG. 3.12 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne conservé avec le deuxiéme mod-
¢éle : la condition initiale est constituée de deux cercles de rayon Ry = 0.1 et Ry = 0.15

La figure (3.11) présente les résultats d’une simulation effectuée avec le premier modele. Nous
affichons tout d’abord sur la premiére image, les interfaces 9Q¢(¢) obtenues a différents temps
t. L’évolution coincide alors avec ’évolution théorique Q(t) puisque le plus petit cercle diminue
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jusqu’a disparaitre tandis que le second grossit jusqu’a atteindre son volume maximal de V0 =
7 (Ro(0)? + R1(0)?). La deuxiéme image présente les rayons ¢ — R§(t) et t — R{(t) estimés
pour différentes valeurs du paramétre € et que nous comparons successivement a ’évolution
théorique de ces rayons (préalablement obtenue & ’aide d’une méthode Runge-Kutta d’ordre
4). Visuellement, il est alors facile de voir que V'erreur commise sur le temps d’extinction du
plus petit cercle est en O(e) : ceci conforte ainsi notre intuition sur la convergence de 1’équation
d’Allen-Cahn conservée en O(e).

La figure (3.12) présente les résultats d’une simulation analogue obtenue cette fois-ci avec le
deuxiéme modé¢le. La premiére figure, on sont tracés les interfaces 9Q¢(t), montre une nouvelle-
fois la cohérence de ces simulations numériques. Quant & la deuxiéme figure, nous observons
maintenant une erreur sur le temps d’extinction du petit cercle en O(e?). Il semble donc, au
moins d’un point de vue numérique, que ce nouveau modeéle de champ de phase converge en

O(€%log(€)?).

FEn conclusion, nous avons mis en évidence l'origine des pertes de volume introduites par les
méthodes de champ de phase. Nous avons alors proposé un nouveau modéle qui semble les
reduire considérablement. Dans tous les tests suivants, nous utiliserons ce nouveau modéle de
conservation de volume.

Quelques simulations avec le deuxiéme modéle

La figure (3.13) présentent des résultats de simulations de mouvements par courbure moyenne
conservé en dimension deux. Nous nous sommes inspirés des travaux de Ruuth et Wetton [99]
pour le choix des conditions initiales. Les domaines (t) ont un volume constant Vy au cours
du temps et se stabilisent vers un disque de volume Vj. Le troisiéme test témoigne de toute
Pefficacité de la méthode de champ de phase lorsque les domaines étudiés admettent un grand
nombre de changements de topologie. Enfin, la derniére figure (3.13) présente une simulation
d’un mouvement par courbure moyenne avec un terme de forcage f qui agit comme une force
de rotation.

Nous effectuons enfin des mouvement par courbure moyenne conservé en dimension 3 avec comme
condition intiale un tore et le lapin Stanford, voir les figures (3.14). Les paramétres utilisés sont
N:27,e:%et o = €2
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Simulations sans terme de forcage
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Fia. 3.13 — Simulation de mouvements par courbure moyenne avec conservation de volume
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Fia. 3.14 — Quelques simulations de mouvement par courbure moyenne conservé. Les parameétres
de simulation utilisés sont : N = 27, € = 1/N, 6 = €2



Chapitre 4

Contraintes de bord non périodiques

Introduction

Motivation

Les mouvements d’interfaces évoluaient jusqu’a présent strictement a l’intérieur du do-
maine de calcul. Les solutions des équations de champ de phase étant “nulles” & ’extérieur de
I'interface diffuse, le choix des conditions de bord n’avait pas beaucoup influencé le comporte-
ment de ces solutions. Nous avions alors imposé des conditions aux limites périodiques pour
simplifier la résolution numérique de 'opérateur de diffusion. Nous allons maintenant modéliser
des mouvements d’interfaces qui “touchent” les bords du domaine de calcul.

Dans un premier temps, les domaines de calcul E seront des hypercubes, E = [0,1]%, et ce
sera le choix du type de conditions aux limites imposées aux équations de réaction-diffusion qui
dictera implicitement la loi de 'interface. Nous nous intéresserons notamment aux conditions de
Dirichlet et de Neumann.

Nous essaierons alors d’interpréter physiquement les dynamiques d’interfaces associées & ces
conditions de bord. Par exemple, en décomposant 'interface I' comme la somme

I'=TguUly
ou I'p =T NIE et I'y = '\ I'g, nous expliquerons en quoi les conditions de bord de type

Neumann permettent de minimiser I'énergie J(Q2) = [, 1ds au lien de J(R2) = [ 1ds. Nous
proposerons alors une généralisation de ces conditions pour la minimisation des énergies de type

jJ(Q)—/ 1ds+a/ 1lds
r; I'p

ou le paramétre o sera contenu dans l'intervalle [0, 1]. L’intérét est de prendre en compte la
gestion de points triples.

Dans un deuxiéme temps, nous utiliserons des domaines de calcul E plus complexes et nous ex-
pliquerons comment 'utilisation de termes de forcage, agissant comme une pénalisation, permet
d’imposer des contraintes de non pénétration a 'extérieur de E .

91
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Techniques développées

Toute Defficacité des schémas numériques précédents s’explique par le traitement exact et
rapide de 'opérateur de diffusion dans la base de Fourier. Or la base de Fourier n’est générale-
ment pas adaptée aux conditions de bord différentes des conditions périodiques.

Nous allons ici nous inspirer des travaux de A. Wiegmann [106] ou l'auteur résoud des EDP
elliptiques sur des grilles de calcul rectangulaires avec des conditions de bord de type Dirichlet
ou Neumann, tout en utilisant la transformée de Fourier. Ces techniques de résolution sont alors
quasi-optimales puisqu’elles ne nécessitent aucune résolution de systéme linéaire. Dans ce tra-
vail, nous allons reproduire les techniques de symétrisation de Wiegmann pour les appliquer au
semi-groupe de la chaleur, et en proposer quelques généralisations qui traitent des conditions de
bord plus complexes.

4.1 Principe de symétrisation pour I’équation de la chaleur

4.1.1 Avec des conditions de Dirichlet

F1a. 4.1 — Principe de symétrisation pour les conditions de Dirichlet homogénes

Soit u la solution de ’équation de la chaleur avec des conditions aux limites de type Dirichlet
homogeénes :
u(t,r) = Au(t,z) V(t,x) € RT x[0,1]
(P1) u(0,z) = up(x) Va € [0,1]
uw(t,0) =u(t,1) =0 VteR"

La famille B = {sin(n7z) ; n € N*} forme une base de vecteurs propres du laplacien de H} ([0, 1]).
Aprés avoir déterminé la décomposition de ug dans cette base,

uo(x) = Z by, sin(nmz),

la solution u s’obtient simplement en considérant la fonction

u(t,x) = Z bpe ™t sin(nmz).

On remarque alors que la fonction u(t, z) est aussi la solution du probléme

(P) u(t,z) = Au(t,z), V(t,z) € RT x 0,2
! u(0,z) = up(z) avec des conditions aux limites périodiques
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ou Up(z) est définie d’aprés le principe de symétrisation illustré par la figure 4.1 sur [0, 2] par

_ [ ap(x) =uop(x) si z€[0,1]
io(w) = { do(z) = —up(2— ) si x€[L,2]

En effet, ce principe de symeétrisation montre que la série de Fourier de g sur [0, 2] vérifie

U0 (0, ) = ap + Z ap, cos(nmz) + Z by sin(nmz) = Z by sin(nmz)

neN+ neN+ neN+

ou
2
Gy = 1/2/ fio(x)da = 0
0
2
ap, = / Uo(0, x) cos(nmx)dxr =0 Vn € N*
0
2
bn, :/ U0(0, z) sin(nmz)dz
0

1
= 2/ uo(0, z) sin(nwz)dr = b, Vn e N*
0

On en déduit que la fonction u(t,z) = 3 bpe~™ "t sin(nmz) est donc bien solution du probléme
P

Numeériquement, les solutions v du probleme P; seront obtenues en déterminant les solutions du
probléme P;. Les algorithmes de transformée de Fourier rapide permettent d’obtenir les coeffi-
cients b, a partir de la transformée de Fourier de 1.

Ce principe de symétrie se généralise en dimension quelconque. Par exemple, en dimension deux,
il suffit de considérer la fonction @(z,y) définie par

uo(z,y) si xz€[0,1], yel0,1]

() = —up(2 — z,y) si zell,2], yel0,1]
’ —ug(z,2 — y) si x€10,1], yell,?2]
[1,2] [1,2]

w(2—x,2—y) si x€ll,2], yell,2

4.1.2 Avec des conditions de Dirichlet non homogénes
Soit u la solution du probléme
u(t, x) = Ault, x) V(t,z) € RT x [0,1]

(P2) u(0,x) = ug(x) Vo € [0,1]
u(t,0) = ag, u(t,1) =a; VteRT

La bonne méthode consisterait a déterminer tout d’abord la solution u* du probléme

Au*(x) =0 Vze][0,1]
u (0) =a9 w*(1) =ay,
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il suffira ensuite d’appliquer la technique précédente & la condition initiale uj = ug — u*. Dans
cette thése, nous allons procéder différemment, et nous allons montrer que la solution 4 du
probléme

(P) w(t, ) = Au(t,z), VY(t,x) € RT x [0,2]
2 u(0,2) = up(z) avec des conditions aux limites périodiques,

ou Up(x) est définie par

up(x) si x €]0,1]
to(r) =<2 a1 —up(2—2x) si z€[l,3/2]
2a9—ug(2—1x) si x€[3/2,2]

est en fait une bonne approximation de la solution u. Plus précisément, sous I’hypothése que
[uoll Lo (0,1) s0it bornée, nous allons montrer la propriété suivante

Proposition 13.

1 1
u(t,0) = ag+ O <e;vp <_8t>> et u(t,1) =a1 + O (e:cp <_8t>> , VteRT.

Démonstration de la propriété 13.
On note g per la fonction périodique de période 2 qui s’identifie & @g sur [0, 2]. La solution 4(t, =)
de Py s’obtient finalement en considérant

At x) = it per * (1) = /R o per (v) (@ — y)dy

ot Ky(x) est le noyau de la chaleur égal a

En effet, avec g per(2) = D, cz Cne™",

_w?

1 .
Uoper (T — Y Ki(y)dy = Cp——— | e 1 emEY)g
/Ro,p( DKy = ) \/m/R y

nez

1 ITNT _y —iTny
e e dy

- Y
neZ dmt R

nez
_ ZC €—7r2n2t elmna
- n
nez
En remarquant que
u(t,0) = Qo per () K¢ (x)dz
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et que
_ teo 1
[t )Ei(odds| < 2unlion [ Koo <2 cap (~ ;) ool
en effet,
Foo 1 oo 2 Y
Ki(x)dx = e % (z)dr = — e " (z)dx
1 @) \/47Tt/1 (@) N . (z)
Vit
1 1 /+oo T2( ) 1
< —e Bt e 2 (x)dr < e 8t
T
De plus,

/[_1 o per (1) Ki(2)dz = /[_170}(2%—uo(—x))Kt(x)dx+ / o () Ko () dae

1] [0,1]

. /[—1,1] K(2)dz = ao <1 +0 <exp <—81t>>> ,
(t,0) = ag+ O <exp <81t>) |

Nous déterminerons alors numériquement les solutions du probléme P, pour obtenir une bonne
aproximation des solutions du probléme P». L’ordre d’erreur en norme L™ de cette approxima-
tion est de plus en O (exp (—é)) Cette technique de symétrie se généralise aussi en dimension
supérieure, mais dans ce cas, 'ordre de la méthode sera en O(v\/1).

)

et on en déduit que

O]

4.1.3 Avec des conditions de Neumann

FiG. 4.2 — Principe de symétrisation pour les conditions de Neumann

Soit u la solution de I’équation de la chaleur avec des conditions aux limites de type Neumann

w(t, ) = Au(t, x) V(t,z) € [0,7T] x [0, 1]
(Ps) u(0,z) = up(z) Vz € [0,1]
Opu(t,0) = Oyu(t,0) =0 VteR"
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La famille B = {cos(nmx) ; n € N} forme une base de vecteurs propres du laplacien de lespace
{ue L*([0,1]) ; 0,u(0) = dpu(1) = 0}. Aprés avoir déterminé la décomposition de ug dans cette
base,

up(x) = Z ap cos(nmz),

la solution u s’obtient simplement en considérant la fonction
u(t,x) = Z ane ™ cos(nmz).
On remarque de plus que la fonction u(t, z) est aussi la solution du probléme

(]5 ) ut(tv J}) = Au(tv .7}), V(t,%) € [O7T] x [07 2]
s u(0,x) = tg(x) avec des conditions aux limites périodiques

ou ug est définie d’aprés le principe de symétrisation illustré par la figure 4.2,

~ {uo(x) st x € [0,1]
u(2—z) si xzell,?2]

En effet, la série de Fourier de g vérifie

Uo(0,z) = ap + Z an cos(nmz) + Z by sin(nmz).

neN+ neN+

Le principe de symétrisation 4.2 implique donc que pour tout n € N, b, = 0 et la fonction

a(t,z) = ap + Z e 4t cos(nmz),
neN*

est la solution de Ps. Enfin, ce principe de symétrie implique aussi que pour tout n € N, ay, = .
La solution u du probléme Py est donc aussi la solution du probléme Ps.

Ce principe est extensible en dimension supérieure. Par exemple, en dimension 2, il suffit de
considérer la fonction

ui(z,y) = uo(x,y) st xz€[0,1], yel0,1]
() = ur(z,y) = up(2 — x,y) si zell,2], yelo,1]
ui(z,y) = uo(x,2 —y) si ze€l0,1], yell,2]
ui(z,y) =w(2—2,2—y) si z€ll,2], yell,2]

Numériquement, il sera alors plus avantageux de déterminer les solutions du probléme symétrisé
car les conditions aux limites périodiques permettent d’utiliser la transformée de Fourier rapide.

4.2 Conditions aux limites pour les équations de champ de phase

L’objectif est maintenant de définir une méthode numérique pour obtenir les solutions des équa-
tions de réaction-diffusion avec des conditions de bord de type Dirichlet ou Neumann.
Soit u€ la solution de ,

up = Au — E%W (u)

up =g (@) + CL
Nous allons encore une fois utiliser une méthode de splitting entre les opérateurs de diffusion
et de réaction. Les conditions de bord seront alors intégrées dans la résolution de 'opérateur
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de diffusion. L’opérateur de réaction sera quant & lui traité indépendemment des conditions de
bord.
En effet, action de 'opérateur de réaction sur la solution u€ ne modifie pas les valeurs des
solutions au bord du domaine de calcul si les conditions de Dirichlet sont choisies dans {0,1/2,1},
car

W'(s)=0 pour ze{0,1/2,1}.

ot W(s) = 1s*(1 — s)?. De méme, l'opérateur de réaction n'influence pas l'orientation des gra-
dients puisque u; = W' (u) est une EDO.

L’application de lopérateur de réaction sur les solutions u€ ne modifie donc pas, a la fois les
conditions de bord de type Dirichlet dans {0, 1}, mais aussi celles de type Neumann.

Au final, les méthodes numériques utilisées dans le cas de mouvements par courbure moyenne
avec termes de forcage et contrainte de volume sont détaillées dans I’algorithme 7.

Remarque 18. Le rajout des termes de forgcage ne pose pas de probléme supplémentaire car le
potentiel Wo . posséde encore ses puits en 0 et 1.

En revanche, la prise en compte de la conservation de volume est plus délicate car jusqu’a
présent, Uaction de opérateur de diffusion ne modifiait pas la masse de la solution en conditions
périodiques. Cect est toujours le cas pour des conditions de Neumann mais devient fauzr pour
des conditions de Dirichlet. Il est alors nécessaire d’effectuer un traitement externe qui mesure
la perte du volume apres Uapplication de Dopérateur de diffusion. Le volume perdu sera alors
récupéré en modifiant en conséquence l'opérateur de réaction.

4.2.1 Simulation avec des conditions de Dirichlet homogénes

Les conditions de type Dirichlet homogénes empéchent l'interface de se rapprocher du bord
du domaine de calcul. 11 est possible d’interpréter cette situation comme si la deuxiéme phase
était présente avec une concentration infinie a ’extérieur du domaine de calcul. Ainsi, quelles que
soient les forces exercées sur la premiére phase, celle-ci ne pourra s’approcher infiniment du bord.
Une telle condition est utile par exemple lorsque le mouvement considéré est un mouvement par
courbure moyenne conservé. Le domaine €(¢) tend ainsi vers un cercle tout en s’éloignant du
bord, comme le montre la simulation présentée sur la figure (4.3). L’interface I'(¢) s’est donc bien
déplacée comme nous l'avions prévu mais dans I’état stationnaire, la distance entre l'interface
I'(t) et le bord du domaine n’est pas nulle. Cette distance est en fait de l'ordre de €|in(e)| et
correspond 3 la taille de l'interface diffuse.

1=30518-05 t=00025024 t=0015015 1=0040009

-02) -02| -02| -02
-03) 03 -03) 03
04 04] 04 0]

85 04 -0 04 05 04 s o0a 5 04 03 04 05 04 -0

35 02 01 0_ 0102 o3 03 02 01 0_ 01_ o0z 0 02 o1 0_ o102 03 3 02 01 0 01 02 03 04
£=00039065, &= 152596-05, Ni=256 £=00039062, 8 =152596-05, N=256 £=00030062. & = 1525%6-05, Ni=256 £=00039062, 8 =152596-05, N-256

Fia. 4.3 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne avec contrainte de volume et
conditions de Dirichlet homogénes
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Algorithm 7 Equation Allen-Cahn forcée avec condition Neumann et Dirichlet

DONNEES: Entrées : U°, §; et €
1: pour n>0 ,
2:  Symétrisation de la solution

V" = Symetrisation(U™)
3:  Calculer I'action de l'opérateur de diffusion

Vlg‘lourier = FFT[V”]

12
Vpthi2 (K] = et I3l oy Tk
V2 = [FFT[VRTL2 |

Fourier

4:  Récupération de la partie centrale
Utz — Symetmsatzonmv(V”H/Q)

si Conservation Volume activée alors
Calculer a posteriori la perte de volume de 'opérateur de diffusion

7: Calculer a priori la perte de volume de 'opérateur de réaction

[ [W’(Un+1/2) . (g +F IvUn+1/2 ) W(Un+1/2>i| da

Un+i/2]

k=—
e[ [ W(Un+1/2)} dz
sinon
: h=0,k=0
10: fin si

11:  Calculer 'action de 'opérateur de réaction

. VUn+1/2

) ’ €
n+1 n+1/2 13 n+1/2 n
pntl — gntl/2 L w'w T2y ¢ (g—l—f.’ Uiz —i—k—l—rc h) W (U +1/2)]

€

12: fin
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4.2.2 Simulation avec des conditions de Dirichlet a valeurs dans {0, 1}

Condition de Dirichlet

. Domai ne de cal cu

B Phase 1

Reservoir phase 1
Phase 2

Reservoir phase 2

F1G. 4.4 — Schéma modélisation des conditions de Dirichlet

Nous imposons maintenant des valeurs aux bords égales & 0 et 1 afin d’influencer la dynamique
d’interface en forcant la présence ou non de la phase sur une partie du bord. Nous pouvons
interpréter physiquement cette situation comme si des réservoirs de chacune des deux phases
étaient présents le long du bord du domaine de calcul comme le montre la figure (4.4).

La figure (4.5) présente deux résultats de simulations numeériques de mouvements par courbure
moyenne avec de telles conditions de bord.

Dans le premier test ou la condition initiale est un peigne, le domaine €(t) évolue en se réduisant
au voisinage du bord sur lequel la condition de Dirichlet 1 a été imposée. Encore une fois, nous
retrouvons 'influence du parametre €, puisque le domaine Q(t) ne disparait pas complétement
mais conserve une épaisseur finale de 'ordre de e.

Dans le deuxiéme test, nous imposons une condition de bord égale & 1 sur deux intervalles
I = [a1,b1] et Iy = [be, ag] positionnés sur deux cotés différents du domaine de calcul. L’inter-
face I'(t) évolue alors jusqu’a ce qu’elle forme deux droites entre les points a1, ag et by, by. Cet
exemple montre que I'interface évolue ici vers un minimum local du probléme de minimisation.

Nous effectuons enfin deux simulations supplémentaires en conservant les configurations précé-
dentes tout en imposant une conservation de volume supplémentaire. Les résultats des simula-
tions numériques sont présentés sur la figure (4.6).

Dans la premiére simulation, I'interface I'(f) évolue vers une portion de cercle collée au bord du
domaine et dont le volume correspond & celui de la condition initiale. Pour le deuxiéme test,
I'(t) semble évoluer encore une fois vers un minimum local.

Conclusion : Ces simulations numériques valident ’approche que nous avons utilisée pour
imposer les conditions de bord de Dirichlet sur les équations de champ de phase. L’influence des
principes de symétrisation apparait a I’échelle € car les pas de temps utilisés sont de 'ordre de
€2. Les erreurs d’approximation via le principe de symétrisation implique de plus un ordre de
convergence en O(e|ln(e)|) .
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3 02 01 001 0z o
£-0/0039065, 5 - 152598705, N-256

Fi1G. 4.5 — Simulation de

nulles

3 02 o1 0_ o1 02 o
00039062, &= 152596-05, N-256

mouvements par courbure moyenne avec conditions de Dirichlet non

3 02 o1 0_ o1 02 o0
£=00039065, &= 15259-05, Ni-256

03 02 01 0_ 01 02 0
£=00039062, 8 =152596-05, N-256

Fia. 4.6 — Simulation de mouvements par courbure moyenne avec conditions de Dirichlet et de

volume
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4.2.3 Simulation avec des conditions de Neumann

Lorsque nous imposons des conditions de Neumann aux solutions de ces équations, cela implique
que Vut.7i = 0 sur le bord du domaine de calcul ou 77 représente la direction normale du bord
du domaine.

Ainsi, lorsque l'interface I'(¢) touche le bord du domaine de calcul, elle forme avec celui-ci un
angle de 90°. Ce principe permet de guider une dynamique d’évolution d’interface particuliére.
Nous discuterons dans une prochaine partie d’une interprétation physique d’une telle condition
de bord.

Nous présentons maintenant quelques résultats de simulations numériques, toujours avec les
meémes configurations initiales que dans le cas des conditions de Dirichlet.

La figure (4.7) présente des mouvements sans contrainte de volume. Dans le premier test ou la
condition initiale est un peigne, le domaine €(¢) évolue vers un demi cercle, puis, en conservant
toujours la méme géomeétrie, 2(t) continue a perdre du volume jusqu’a disparaitre compléte-
ment. La deuxiéme évolution fait apparaitre au cours des itérations un quart de couronne, un
quart de cercle puis, celui-ci diminue encore et disparait au coin du domaine de calcul.

Sur la figure (4.8), nous affichons les résultats de simulations analogues avec conservation de
volume. Cette fois-ci, le premier mouvement converge vers un demi cercle et le deuxiéme vers
un quart de cercle situé au coin gauche du domaine.

Conclusion : Ces simulations semblent encore une fois cohérentes et valident la méthode utilisée.
De plus, il ne nous semble pas que le traitement de 'opérateur de diffusion par les techniques
de symétrisation, introduise de nouvelles erreurs comme dans le cas des conditions de Dirichlet.

t=000012207 t=000030518 1200040283 t=0011047

95 04 03 02 o1 01_ 0z 03 04 55 -0 03 -02 o1

o 010z 03 04 05 04 03 02 o1 01_ 02 03 04 55 04 03 02 o1 010z 03 04
£=00078125, 5 =6.10356-05, Ni-128 3

o o o
00078125, 5= 61035005, No128 £=00078125, 8 =6.10356-05, N=128 00078125, 5= 610350-05, o128

1=305186-05 t=001001 120025009 t=0050003

95 04 -03 02 03 04 05 04 03 02 03 04 95 04 03 02 03 o4 05 04 -03 2 03 o4

o2 01 0 _ 01 2 01 0 _ o1 0z o1 0 _ o1 o2 01 0_ 01_ o
£=00039062. 5= 15259-05, Ni=256 £=00039062, 8 =152596-05, N=256 £=0/0039062. & = 1525%€-05, Ni=256 £=00039062, 8= 152596-05, N256

Fia. 4.7 — Simulation de mouvements par courbure moyenne avec conditions de Neumann

4.3 Généralisation des conditions de Neumann

Dans la suite, le domaine de calcul est noté E et son bord associé OF. Nous décomposons ainsi
I'interface I' du domaine 2 comme 'union de l'interface I'; située strictement dans le domaine
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t=000012207 t=000030518 t=00040283 t=0011047

35 04 -03 0z 03 04 05 04 03 02 03 o4 95 04 -03 02 03 04 b5 04 03 2 03 o4

o2 o1 0 o1 02 o1 0 o1 o2 o1 0 o1 02 o1 0 o010
£=00078125, 5= 6.10350-05, N-128 £=00078125, 5 =6.10356-05, N-128 £=00078125, 5 =6.10356-05, N-128 £=00078125, 5 =6.10350-05, N-128

1=305186-05 t=000z0142 t=001001 t=0050003

95 04 03 02 01 0 _ 01_ 02 03 04 %5 04 03 0z 01 0_ 01 02 03 04 95 04 03 02 01 0 _ 01_ 02 03 04 55 04 03 0z 01 0 _01_ 02 03 04
£=00039065. 5 = 15259-05, Ni-256 £=00039062, 8= 152596-05, K256 £=0/0039062. & = 1525%-05, Ni-256 £=00039062, 8 =152596-05, N<256

Fia. 4.8 — Simulation de mouvements par courbure moyenne avec conditions de Neumann et
contrainte de volume

de calcul et de l'interface I'g définie comme V'intersection de I' avec OF.
I =TTz

Nous avons déja expliqué pourquoi le mouvement par courbure moyenne est en quelque sorte la
meilleure maniére de minimiser le périmétre :

J(Q):/ldSZ/ 1d8—|—/ lds
r Iy I'eg

Or, l'introduction des conditions de Neumann modifie la dynamique d’interface. Nous pensons
que cette nouvelle dynamique peut étre associée & une nouvelle énergie noté J,, et qui s’ex-

primerait sous la forme :
J,(Q) :/ 1ds+a/ 1ds
T; T'g

Lorsque l'interface I' touche le bord OF en un point donné, ce méme point peut étre considéré
comme un point triple ou l'angle de contact est défini par la loi de Young. Ainsi, la valeur du
paramétre o détermine cet angle 6 d’aprés la formule

0 = arcos(20).

Pour les conditions de Neumann, on en déduit que o = 0 et ’énergie associée a de telles conditions

de bord vérifie
Jo(Q) = / lds
ry

Dans cette partie, nous proposons de nouvelles techniques de symétrisation qui permettent de
modéliser des dynamiques d’interfaces associées aux énergies

jJ(Q)—/ 1ds+a/ 1lds
r; 'y

pour une valeur de o donnée dans l'intervalle [0, 1].
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4.3.1 Forme d’optimale et angle de contact

Nous cherchons tout d’abord la forme optimale 2* qui minimise jU(Q) pour un volume V{ et un
paramétre o donnés.

Sur un bord du domaine E

Dans un premier temps, le domaine Q* est positionné loin des voisinages des coins de E. Nous
prenons comme hypothése que cette forme optimale est convexe et que la courbure sur interface
I'} est constante.

Ainsi, nous cherchons un domaine 2* dont la forme est illustrée par le schéma (4.9).

FIG. 4.9 — Forme optimale Q* pour la minimisation J, en fonction de o

Le volume du domaine Q* est égal a

1
Vo = (77 - g) R? + 5 sin(f)R?,

Le rayon R s’exprime en fonction de V' et 6 de la maniére suivante :

_ Vo
= \/7? + 3(sin(0) — 0))

Jo = (2m — )R + 20sin(0/2)R

Et I’énergie J, verifie :

Les paramétres de la forme optimale s’obtiennent en déterminant le minimum de la fonction

fr 0T (2m — 6) + 20 sin(0/2)
\/7r—|- (sin(0) — 0))

La fonction dérivée de fi, vérifie
N [[a cos(8/2) — 1] [r + 3 (sin(8) — 6)] — [ — 6/2 + o'sin(6/2)] [} (cos(8) — 1)] ]
|7 + L(sin(6) — 0))[*?

_ U [[a cos(0/2) — 1] [ — 0/2 + cos(0/2) sin(0/2)] — [cos(0/2)% — 1] [x — /2 + Usin(9/2)]]
|7 + L(sin(6) — 0))[*

f(0) =
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et s’annule pour o = cos(#/2) par identification. L’angle de contact 0* ne dépend donc pas du
volume Vj et vérifie
0" = 2arcos(o)

Ainsi, comme nous ’avons déja explicité, dans le cas des conditions de Neumann, ’angle obtenu
est égal & 8 = 7 et correspond & un coefficient de tension de surface nul sur le bord du domaine :
o=0.

Sur un coin du domaine E

Nous déterminons aussi la forme optimale Q* qui minimise J, lorsque Q* est située sur un
voisinage d’un coin du domaine de calcul E. Notamment, nous nous intéressons aux formes
schématisées par la figure (4.10). Comme précédemment, nous prenons comme hypothése que
Pangle de contact 6 est donné par la loi de Young : 6* = 2arcos(c). En ajoutant a cela une
hypotheése de convexité de la forme optimale, nous devons distinguer deux cas selon que 6* est
supérieur ou inférieur & 5. L’expression du volume de * en fonction de 6 et R vérifie ainsi

Vi [T — 6+ 2cos(0/2) sin(0/2)] R? sif<m/2
0 { (3 — 6/2) + cos(6/2) sin(6/2) + cos(0/2)?] R? si 0 > /2

0< /2 0> T11/2

FI1G. 4.10 — Forme optimale Q* pour la minimisation J, en fonction de ¢ au voisinage d’un coin

Cette estimation permet d’obtenir une forme optimale Q* en fonction du volume Vy et du
parameétre o. Dans la suite, nous allons comparer ces formes avec celles obtenues avec les principes
de symétrisation.

4.3.2 Technique de symétrisation et angle associé

Lorsque que l'interface T touche le bord du domaine en un point x4, la fonction u(z4) = %
La technique de symétrisation présentée sur la figure (4.11) met en avant le fait que ce point est
stable si le produit de convolution de la fonction u€ avec le noyau de la chaleur K; ne modifie
pas la valeur de u® en x4. On en déduit alors que localement, le point x4 n’est stable que si
Pangle que fait U'interface avec le bord est égal a /2. En effet, I’action de 'opérateur de diffusion
consiste & moyenner cette fonction au voisinage de ce point et si cet angle était différent de 7/2,
alors 5 0 1
tA, € L et - -
Tu(ra) = =5 =7 3
Cette estimation s’obtient facilement en remarquant que le principe de symétrisation impose
que la fonction u soit égale a 1 dans la troisiéme phase, voir la figure (4.11).




4.3 4.3. Généralisation des conditions de Neumann 105

Symetrisati:m/ Domaine de calcul initial
phase|l
phase P

FiG. 4.11 — Un probléme multiphase

Notre idée consiste & multiplier la partie symétrique (donc la troisiéme phase) par un parameétre
a. Nous pensons en effet que la valeur de a devrait modifier I’angle que forme l'interface avec le
bord du domaine de calcul. Et plus précisément, comme le montre la figure (4.12), une multipli-
cation par a de la partie symétrique, devrait conduire & un angle stable de contact 6 vérifiant
I’'expression :
1+a= S
T—0/2
En conclusion, la minimisation de I'énergie J, peut s’effectuer en considérant la valeur de o :

™
a=—" 3
T — arcos(o)

A noter que ce résultat est en accord avec les conditions de Neumann ot 0 =0 et a = 1.

Symetrisation  Domaine de calcul initial

-

B=2ma/(a+:

FiG. 4.12 — Un probléme multiphase généralisé

4.3.3 Petite correction et validation de la méthode

L’expression de « obtenue en fonction de o nécessite finalement une petite correction car la
formule précédente ne prend pas en compte I’épaisseur non nulle de 'interface diffuse. La figure
(4.13) suppose que la valeur caractéristique de la premiére phase et de la troisiéme phase n’est
pas tout & fait égale a 1 et o, au voisinage du bord du domaine.

La taille caractéristique du noyau de la chaleur K5, implique que les valeurs de phases qui nous
intéressent sont celles localisées sur un voisinage de taille v/8; du bord. Ainsi, si le pas de temps
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(a+1)2
. J .
Zone prenmiere phase Zone troisienme phase

o (o +1)/2

Fic. 4.13 — Coupe orthogonale de u¢ au voisinage d’'un bord aprés symétrisation

§; utilisé est trés petit devant €2, ces valeurs correspondent & "‘TH pour la premiére phase et a

@ pour la troisiéme (voir figure 4.13). La nouvelle expression de o obtenue d’aprés la figure

(4.12) en fonction de 6 est alors

d+1+d(d+1) o
2 2 T—0/2
Et
2
& = T —1

T — arcos(o)
Plus généralement, I’expression du profil dans la premiére phase est proche de

q1(x/e) = (1 —a)q (%) +«

Pour un pas de temps §; donné, nous allons alors estimer numériquement la quantité
2

Cos= [ _a(%) e T

pour en déduire les valeurs caractéristiques de chacune des phases, égale a (1 — a))Ce 5, + a pour
la premiére phase et a(1 — a)C. s, + o pour la troisiéme phase.

Finalement, nous utiliserons le parameétre & défini comme la solution de

(1=a)Ces, +a) (a+1) = m

et
~ 1 41 — Ces,)
= : 1—-4(1—-C.4,)Ccs, — 1
“ 2(1—-Cecs,) \/77 — arcos(o) * ( 1) Ced
Remarque 19. Nous avons pris les valeurs Ces5, = 1 et Ces, = % respectivement dans la

premiére et deuxiéme estimation de o

Nous allons maintenant tester numériquement cette méthode. Pour un paramétre o donné com-
pris entre [0,1], nous effectuons l'algorithme de résolution de 1’équation d’Allen-Cahn avec
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condition de Neumann et contrainte de volume, et, durant 1’étape de symétrisation, la par-
tie symétrique sera multipliée par a,. En partant d’une condition initiale touchant un bord du
domaine, nous allons comparer la forme finale QF(co) obtenue numériquement avec la forme
optimale théorique €2 de méme volume qui minimise J,. Les résultats des simulations effec-
tuées sont présentés sur la figure (4.15). Dans ces simulations, nous avons varié les valeurs des
paramétres o et du volume V4.

En conclusion, nous notons que la forme optimale théorique est retrouvée systématiquement et
confirme numériquement que la technique de symétrisation qui consiste & multiplier la partie
symétrique par a,, permet de minimiser 1’énergie J,. Nous avons ainsi développé une tech-
nique qui permet la gestion des points triples et ceci pour un cotit algorithmique équivalent au
mouvement par courbure moyenne standard.

Nous proposons enfin de tester cette méthode numérique sur 'exemple schématisé par la figure
(4.16). L’idée consiste & laisser tomber une goutte sur un plan dont le coefficient de tension
de surface o(x) varie en fonction de la position dans l’espace. Intuitivement, la goutte devrait
se déplacer vers le minimum de o. Les figures (4.17) et (4.18) présentent deux simulations
numériques ol le coefficient de tension de surface o varie entre 0 et 1, de maniére linéaire pour
la premiére, et de maniére quadratique pour la deuxiéme.
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0=02 Volume=0.0625 0=08 Volume=0.0625

Initial nitial Initial
numerique numerique numerique
0.4 theorique || 04 theorique 04r theorique |]
03 1 o3 03p 1
02 1 o2 02 1
o01f 1 o1 01f 1
of 10 or 1
-01p 1 01 -01p 1
-02f 1 -02 -02p 4
-03f 4 -03 -03f 4
04 1 -04 -04p 1
05 . . . . . 05 . . . . o5 . . . . . . .
85 04 0 01 02 03 04 05 -04 03 02 01 0 01 02 03 04 85 -04 -03 02 01 0 01 02 03 04
5,=6.1035-05, N=128 £=00078125, & =6.1035¢-05, N=128 £=0.0078125, 5 =61035¢-05, N=128
6=02 Volume=0.125 6=05 Volume=0.125 6=0.8 Volume=0.125
Initial initial Initial
L numerique | numerique L numerique | |
04 theorique 0.4 theorique 04 theorique
03 4 o3 03f 4
0.2 1 0.2 0.2r 1
0.1f 1 0.1 01r 1
of 10 or 1
-01f 1 -01 -01f 1
-02p 1 -02 -02p 1
-03p 1 -03 -03p 1
-04p 1 04 -0.4p 1
-05 -05 -05
05 -04 -03 02 01 0 01 02 03 04 05 04 -03 02 01 0 01 02 03 04 05 -04 -03 02 01 0 01 02 03 04
£=00078125, & =61035e-05, N=128 £=00078125, =6103505, N=128 £=00078125, & =6.1035e-05, N=128
0=0.2 Volume=0.0625 0=05 Volume=0.0625 0=08 Volume=0.0625
initial nitial nitial
numerique numerique numerique
04r theorique [| 04 theorique 04 theorique ||
03 1 o3 03p 1
02 1 o2 02 1
01 4 o1 01f 4
of 1 0 or 4
-0.1p 1 -o1 -0.1F q
. . , . . . . . . , . . . . o5 . . . . . . . . .
85 -04 -03 02 01 0 01 02 03 04 05 -04 -03 02 01 0 0l 02 03 04 05 -04 -03 02 01 0 01 02 03 04
£=00078125, 8 =6.1035e-05, N=128 £=00078125, 3 =6103505, N=128 £=00078125, 8 =6.1035e-05, N=128
0=02 Volume=0.125 0=05 Volume=0.125 0=0.8 Volume=0.125
Initial nitial Initial
numerique numerique numerique
o4r ——— theorique 04 theorique 041 ——— theorique
03 1 03 03F 1
02 1 o2 02 1
o1f 1 o1 01f 1
of 10 or 1
1 -01f 1
4 -02 4
] oak ]
] o4l ]
5 -0.5
35 -04 03 - 3 04 05 -04 -03 3 o4 85 -04 -03 3 04
€

02  -0.1 0 01 02 0 -02 01 0 01 02 o0 -02  -01 [ 01 02 O
.0078125,  § = 6.1035e-05, N=128 £=00078125, & =6.1035¢-05, N=128 £=0.0078125, & =6.1035e-05, N=128

Fia. 4.14 — Minimisation de .J, pour différentes valeurs de o et du volume Vjp, avec W(s) =
%52(1 —5)2 N=2" €= % et 0; = €2.
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6=02 Volume=0.108%9 fgavite=0 6=02 Voume=0.10889 faite=10

6=02 Volume=0.108%9 favite=50 6=02 Volume=0.10889 Fgraite=100

o/
\

6=0% Volure=0.108%9 fgravite=0 6=0% Volure=0.10889 f-gaite=10

6=0% Voure=0108%9 fgaite=50 0=09% Volume=0.10889 fravite=100

‘/
-/‘
{

)

|

}

FIG. 4.15 — Minimisation de J, pour différentes valeurs de o et du volume V{ avec une force de
gravité. Les paramétres de simulation sont W (s) = £s%(1 —5)?, N =27, e = & et §, = €.
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L

|

- ———— -

F1G. 4.16 — Variation locale de la tension de surface

O

F1G. 4.17 — Simulation avec une variation locale linéaire de la tension de surface

O

Fi1G. 4.18 — Simulation avec une variation locale quadratique de la tension de surface
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4.4 Contrainte de non pénétration

Nous considérons maintenant des grilles de calcul E plus complexes et I'idée consiste & utiliser un
terme de pénalisation pour forcer I’évolution des domaines §2(¢) a rester dans E. Nous imposons
pour cela une vitesse normale des interfaces suivant la loi :

Ve — Kk si xeFl
N7\ —x si 2 #4E

Ainsi, lorsqu’une interface approche le bord du domaine de calcul, le terme —oo empéche la
pénétration de l'interface & I'extérieur de E. Inversement l'interface suit un mouvement par
courbure moyenne traditionnel dans le domaine de calcul. En pratique, un terme de pénalisation
de 'ordre de % suffit et ’équation de réaction diffusion correspondante s’écrit

{ w=Nu— % (w'<u> + eb\/W)

b $> = %]IEP

0.351

—W

W2 avec b =1/(2¢)
W, avech = 1/e

0.3r

W, avecb =2/
0.251

021
0.151
0.1r

0.051

*%4 *O‘.Z 6 0.‘2 O‘.4 0‘.6 0.‘8 i 1‘.2 1.‘4
Fi1a. 4.19 — Allure du potentiel double puits selon la valeur de la contrainte de pénalisation b

En effet, comme nous l'illustrons sur la figure (4.19),

- Sib<?i
le potentiel associée Wy posséde encore un minimum local strict en 1 et la phase peut donc
étre présente dans E°.

- Sib> 1L
le potentiel Wy posséde un maximum local en 1, le principe de comparaison n’est plus vérifié
et 'EDP ainsi posée devient instable.

-Sib= %,
le potentiel posséde simplement un minimum local (pas strict) en 1, ce qui assure a la fois la
stabilité de la solution et empéche la phase d’étre présente dans E°.

Bien entendu, ce principe se généralise avec des termes de forcage et des contraintes de volume.
Nous ne détaillons pas d’avantage 1’étude de ce terme de pénalisation et nous présentons main-
tenant quelques simulations numériques qui valident cette approche. Tout d’abord en dimension
2, avec le résultat d’une simulation présentée sur la figure (4.20) ou U'interface reste clairement



112 CHAPITRE 4. CONTRAINTES DE BORD NON PERIODIQUES 4.4

dans le domaine de calcul. Puis, en dimension 3, avec la figure (4.21) o une sphére sous l'action
d’une force de gravité percute un cone et se transforme en tore. Une deuxiéme simulation est
présentée sur la figure (4.22), cette fois ci, la sphére rencontre un muret avant de se couper en
deux.

1=0.00012207 t=0.0021973 1=0.0067139
) —r [
oab [ ——9E 0 ——E 04 —0E
03 03 03
02 02 02
01 0.1 01
° ° ) ( ° ) (
r
-01 0.1 -01
-02 -02 -02
-03 03 -03
-0.4 04 -04
. . . 2 . . . . . . . . . “o. . . . . . . . . .
5 04 03 02 04 05 -04 03 02 01 0 01_ 02 03 04 05 -04 -03 -02 01 0 01 02 03 04
£=0. 0078125 15 6 10356 DS N 256 €=0.0078125, ﬁl =6.1035e-05, N=256 €=0.0078125, 5‘ =6.1035e-05, N=256
1=0.016052 1=0.02002 1=0.025024
o ro o
04 [——o¢ 04 [——e¢ 04 [——0¢€
03 03 03
0.2 02 02
01 01 01
0 o 0 D q
-0.1 -0.1 -0.1
-0.2 0.2 -0.2
-03 -03 -03
-0.4] -04 -0.4]
-0.! -0.5 -0.
=05 -04 -03 -02 -01 05 04 -02_-0.1 05 -04 -03 -02 01 0 01 02 03 04
£=0.0078125, 15 6 10358 DS N 256 E 0.0078125, 6 5 10356 05 N 255 €=0.0078125, 5‘ =6.1035e-05, N=256
1=0.030029 t=0.035034 t=0.040039
o — T — T
04 [—e 04 —L 04 —L
03 03 03
0.2 0.2 02
01 01 0.1
D D D D l Q l
-01 -01 -01
-02 0.2 -02
-03 03 -03
-0.4] 0.4 -0.4]
-0. -0.5 -0.
-05 -04 -03 -02 03 -05 -04 03 -02 03 04 -05 -04 -03 -02 -0. 0 0.1 0.2 03 0.4
c=0Gorise, 5= % 10350205, Neoss c=0toreiss 5= % 105005, Neoss £=00078125, & =61035¢-05, N=256

FiGg. 4.20 — Mouvement par courbure moyenne sans contrainte de volume et contrainte de non
pénétration, avec W(s) = 2s%(1 — )%, N =25, e = £ et §; = €°.
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1=000048328 t=001001 t=002002

Fic. 4.21 — Mouvement par courbure moyenne, avec une contrainte de volume, un contrainte
de non pénétration et une force de gravité f = 15 oit W(s) = 3s%(1 — )2, N =27, e = % et
(5t = 62.
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1=000048328 £=001001 t=002002

Fic. 4.22 — Mouvement par courbure moyenne, avec une contrainte de volume, contrainte de
non pénétration et une force de gravité f = 15 ot W(s) = 1s*(1—5)2, N =27, e = 4 et §; = €%
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Introduction aux mouvements par
courbure moyenne anisotrope

De nombreux problémes physiques introduisent des tensions de surface anisotropes. Ces énergies
sont de la forme

J(Q) = /F (i) ds

Une dynamique d’interface naturelle pour minimiser cette énergie consiste a effectuer un mou-
vement par courbure moyenne anisotrope. En dimension 2, ces mouvements ont des vitesses
normales d’interface qui vérifient

Vi = 3(7) (4(7) ++" (7))
Ces dynamiques ont par exemple été introduites dans les différents travaux [71, 104, 68].

En fait, la notion de flot de mouvement par courbure moyenne anisotrope nécessite que I’anisotropie
soit convexe, c’est & dire que "y—i—’yﬁ reste positif. Lorsque ’anisotropie est convexe, des principes
d’inclusion garantissent en effet 'unicité de tel mouvement. Mais ces principes ne sont plus
vérifiés lorsque les anisotropies sont non convexes (voir par exemple [70] ) et I’existence du mou-
vement par courbure moyenne anisotrope reste encore un probléme largement ouvert & ce jour.

Nous allons dans cette thése développer une méthode numérique d’approximation du mouvement
par courbure moyenne anisotrope, dont le cotit algorithmique sera équivalent au cas isotrope de
la premiére partie de thése. De plus, ces algorithmes pourront étre implémentés & toutes sortes
d’anisotropies : réguliéres, convexes, cristallines et non convexes, au moins a titre expérimental
dans ce dernier cas.

Opérateurs de diffusion anisotrope

Avant de mettre en place la stratégie que nous avons adoptée, nous allons détailler quelques
méthodes issues de la littérature pour implémenter ces mouvements d’interface. Nous rappelons
que dans le cas isotrope, un opérateur de diffusion, et plus précisément le laplacien, permettait de
déplacer l'interface. Dans le cas anisotrope, nous trouvons deux classes d’opérateurs de diffusion :
— des opérateurs différentiels non linéaires

— des opérateurs de convolution

Premiére approche avec des opérateurs de diffusion non linéaires

Les modéles de champ de phase s’obtiennent en approchant les périmétres anisotropes avec
des énergies de Ginzburg Landau. Avec la notation ¢°(¢) = [£|y(arg(§)), Bellettini a établi [9]
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des résultats de I'-convergence de l'énergie J. définie ci-dessous vers le périmeétre anisotrope

J(Q) = [A()ds, o
Jo(u) = /Rd <e¢(Z“) + % W(u)> da.

Le flot de gradient de cette énergie conduit finalement & 'EDP de réaction-diffusion suivante :
. 1.
u = div ((j)g(Vu)gf)o(Vu)) - G—QW (u)
Nous détaillerons davantage cette approche dans le prochain chapitre.

Cette approche a été étudiée dans de nombreux contextes, des anisotropies réguliéres dans les
travaux [13, 94, 29|, des anisotropies cristallines [10, 89]. Enfin, des simulations numériques
pour des anisotropies non convexes sont présentées dans [60]. Cette approche permet donc de
traiter toutes sortes d’anisotropies, mais les méthodes numeériques qui en découlent ne sont
généralement pas trés rapides & cause du traitement de l'opérateur de diffusion non linéaire

div (gég(Vu)gbo(Vu)) qui pose de nombreuses difficultés numériques.

Deuxiéme approche avec des opérateurs de convolution

Par ailleurs, Ruuth et Merriman ont proposé une généralisation de ’algorithme BMO (Bence
Merriman Osher) en utilisant des noyaux de convolution différents du noyau de la chaleur K (x),

K(z)=F! [6—4*'5\2} ().

Ils ont ainsi montré formellement [100] que pour effectuer un mouvement par courbure moyenne
anigsotrope en dimension 2, ol 'interface posséde une vitesse normale égale &

Vi = 2(7) ((7) +" (7))

il suffit d’utiliser un noyau K, positif, dont le rayon caractéristique r(#) dans la direction 6
vérifie

r(0) = \J67(0 + 7/2) (1(0 + 7/2) + 7" (0 + 7/2)) .

Une étude théorique rigoureuse de ces algorithmes a de plus été effectuée dans [74].

Nous faisons aussi référence aux travaux de Da Lio, Forcadel et Monneau [39] o les auteurs
montrent qu’il est possible d’utiliser des équations eikonales non locales pour approcher des
mouvement par courbure moyenne anisotrope.

Cette méthode conduit ainsi a des algorithmes extrémment simples et rapides [98] [100]. Néan-
moins, les simulations obtenues ne sont pas toujours convaincantes, ’ordre de convergence de
la méthode doit étre assez faible. De plus, elle ne modélise que les anisotropies réguliéres et
convexes (au moins de classe C%((R*)?)) et les adaptions en dimension supérieure sont limitées
dans le sens ot méme lorsque les anisotropies sont réguliéres et convexes, il n’est pas toujours
possible de les traiter.

Objectifs et plan des chapitres suivants :

Dans le premier chapitre, nous introduirons les propriétés des mouvements par courbure moyenne
anisotrope et leur lien avec la notion de périmétre anisotrope. Nous présenterons ainsi une
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synthése des travaux de Bellittini et Paolini [13]|. Les méthodes de champ de phase résultantes
aboutissent en particulier & I’équation d’Allen-Cahn anisotrope

1.,
ur = DNpu — =W (u
t ¢ €2 ( )
ol Ay est le laplacien anisotrope en géométrie de Finsler.

Dans le deuxiéme chapitre, nous associerons en quelque sorte les deux approches décrites précédem-
ment, et pour ce faire, nous introduirons un nouvel opérateur, noté A¢ et défini comme le
linéarisé du laplacien anisotrope par rapport a la base de Fourier. Nous tenterons ensuite, au
moins formellement, d’estimer la différence obtenue lorsqu’on applique ces deux opérateurs A
et Aqb sur des fonctions de type champ de phase. Ces résultats permettront ainsi de justifier que
les solutions de I’équation d’Allen-Cahn anisotrope linéarisée

~ 1__,
up = Npu — E—QW (u),

permettent d’obtenir une bonne approximation des mouvements par courbure moyenne anisotrope
lorsque le parameétre € est suffisamment petit. Nous présenterons alors des simulations numériques
qui valideront cette technique.

Dans le dernier chapitre, nous appliquerons notre méthode pour des anisotropies non convexes,
et nous expliquerons de maniére heuristique, en quoi les dynamiques d’interfaces obtenues sont
intéressantes.
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Chapitre 5

Anisotropie dans le contexte de la
géométrie de Finsler

Une maniére trés générale d’introduire de ’anisotropie est d’utiliser le cadre de la géométrie de
Finsler. Nous allons dans ce chapitre rappeler ce formalisme et des résultats issus des travaux
de Bellettini et Paolini [13].

5.1 Contexte mathématique

5.1.1 Introduction du couple d’anisotropies (¢, ¢°)

Nous allons tout d’abord introduire le couple d’anisotropie (¢, ¢°). Soit ¢ : R? x R — [0, +o00]
une fonction continue vérifiant les propriétés suivantes :
— la fonction ¢ est strictement positive et homogéne de degré 1 par rapport & la variable £ :

o(z,t8) = [t|p(z,&) z € R, EeR% teR,

NI < o(z,6) <AlE] zeR? EeRY,

— la fonction ¢ est strictement convexe par rapport a &.
On note de plus By(x) la pseudo-boule positionnée en x et définie par

By(w) = {¢ e R'; p(a,€) <1}

Dans le cas isotrope, ¢ s'identifie & la norme 2, ¢(x,&) = [£] = ||€]|2, et By(z) est la boule
euclidienne positionnée en x.

La fonction ¢° est alors définie comme le dual de ¢.
Définition 8. La fonction ¢° : R x R — [0, +-00[ est définie par
¢%(x, &) =sup{€" - & ; £ € By(a)}

Définition 9. On définit M(RY) I’ensemble des couples d’anisotropie (¢, ¢°) tels que les fonc-
tions ¢ et ¢° soient strictement convezes et de classe C* (R? x (R?\ {0})).

Présentons quelques exemples de calcul explicite de ¢°.
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— Lorsque ¢ est une norme [P,

¢($,€):‘f|lp, 1<p<OO,

alors l'inégalité de Holder permet d’obtenir que la fonction ¢° est la norme [9 ot g satisfait
1,1

=42 =1.

pq

— Si ’anisotropie ¢ est définie par

Mais dans ce cas,

1 d
¢O($777) = an& =

Cette borne est de plus atteinte pour £ = (al_lm, e ,a;lnd) et il en ressort que pour tout
£ €RY,
¢°(z, &) =

— Un dernier exemple est le cas des anisotropies dépendant de la variable d’espace = mais
isotropes en & : ¢(x, &) = a(x)|£], on la fonction z — a(x) est strictement positive et bornée.
Il est alors facile de voir que dans ce cas, ¢°(z,&) = ﬁ\ﬂ

Lorsque les anisotropies ne sont pas locales, c’est-d-dire lorsqu’elles ne dépendent pas de la
variable d’espace, ¢(&,x) = ¢(£), on appelle By la forme de Wulff et Byo = {5 eR?; ¢2(¢) < 1}
le diagramme de Frank.

5.1.2 Propriétés de dualité entre ¢ et ¢°

Le rapport de dualité entre ¢ et ¢° s’exprime aussi sous la forme des lemmes suivants, qui seront
trés utiles par la suite. Nous utiliserons les notations suivantes :

Pe(@,§) = Veod(a,§) et da(x,§) = Vai(x, ).
Les fonctions ¢ et ¢° sont homogénes de degré 1 en &, ainsi, Vt > 0,

1

6, 1) = 1706(z. ). b, 1) = r06e(.6),
1
04w, 1) = 1020, °), . 167) = 0% (. ),
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et

¢°(z, &) = ¢(z, &) - €. 5.2

Lemme 3. Soit ¢ € M(R?). Alors pour tout z de R? et tout couple (£,£*) de (R?\ {O})2,
¢ (,¢¢(2,87)) = ¢° (@, 0¢ (2,€)) = 1.

Démonstration du lemme 3.

Pour plus de lisibilité, nous supposons que la fonction ¢ n’a pas de dépendance spatiale, c’est &

dire ¢(z,&) = ¢(&). Soit n € R\ {0}, et
¢°(n) = sup {n-&; o(&) <1}.

Supposons que ce maximum soit atteint pour & = n*, ¢°(n) = n-n*. Alors, V¢ € RY, la fonction

PR G/ M
Jest = <¢(77*+t§)>

admet une dérivée nulle en ¢ = 0, c’est-a-dire

n-§ (n- (" +t8)) (de(n* +€) - €)

feh) = G v B+ 16)?
/ n-& () (be(n”)-€) _
fg(t)|t:0 () (/5(77*)2 =0

Cette égalité est vérifiee pour tout & € R?, il en ressort que
o) = (n-1%) pe(n”) = ¢°(n) e (n”)-
Avec ¢(n*) =1 et en appliquant ¢° a I’égalité précédente, on obtient
¢°(¢e(n’)) = 1.
Comme ¢ est homogéne de degré zéro, on en déduit que V¢ € R?\ {0},
¢°(P¢(§)) = 1.

Lemme 4. Soit ¢ € M(R?). Alors pour tout x de R? et tout couple (&,€*) de (Rd \ {O})2,

¢O(x7£*)¢§(x>¢g(xv *)) = g*a
¢($,§)¢g(l‘,¢g($,f) :E

Démonstration du lemme 4.

Nous supposons une nouvelle fois que la fonction ¢ n’a pas de dépendance spatiale. Soit ¢ € R?
tel que (&) = 1, alors, avec 1) = ¢¢(€) et n* = ¢Z(n),

¢(§) =1
En==E0¢(§) = 0(§) =1 d’apres I'égalité 5.1
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1
’ o(n*) = ¢(¢§(77)) =1 d’aprés le lemme 3
nn* = n.¢g(n) = ¢°(n) = ¢°(¢e(§)) = 1

Mais d’aprés la définition de la fonction ¢°,

#(n) = s%p{n.é o) <1} =1

Ce maximum est donc atteint a la fois pour é = £ et pour f = n*. Mais comme ¢ est strictement
convexe, on en déduit que & = n* ou encore £ = qﬁg(qbg(ﬁ)).

Alors, V& € R?, 1’égalité précédente appliquée a (b(éﬁ) montre que ¢(§§) = gbg(gbg(f)) car ¢ est

homogene de degré zéro.

L]
Définition 10. Soit T'(x,.) et T°(x,.) les deuz applications de R? — R? définies par
{ T(z, &) = ¢ (x,8) ¢¢ (2,€)
To(2,€) = 6°(2, )62 (1, )
Lemme 5. Soit ¢ € M(R?). Alors Yo € R?,
TT° =T°T =1; dans R
Démonstration du lemme 5.
Soit ¢ € R%\ {0},
TT°(€) = T(¢°(%,&)PE(,8))
¢ (x,¢°(x,€) ¢¢(x,6)) ¢ (2, 0°(x, &) ¢g(,£))
= ¢0(:E7£) d) (a:,qbg(:v,{)) ¢§(xv¢g(x7£))
= ¢O(x7§) ¢§ ($7¢g(x>£))
= ¢
O]

5.1.3 Définition de quelques outils de la géométrie de Finsler

Nous pouvons maintenant définir les notions de dérivation et de mesure dans la géométrie de
Finsler :

Définition 11. Définition d’un gradient, d’une divergence et d’un laplacien anisotrope :
Soit u: R — R et n: R - R deux fonctions régulicres. On définit alors
— le gradient anisotrope de u :

Veu =T°(Vu),

- la divergence anisotrope de n :

divgn = divn +n -V (log(detyg)), ou detgp(x) = |By(z)| ™"
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— le laplacien anisotrope de u :
Agpu = divy Vu.

En reprenant les exemples d’anisotropies précédents, ces opérateurs s’explicitent sous la forme :
1

— avec ¢°(&) = |€]is = (& +&5)+ telle que s soit entier et pair, alors

U s—1
Vot = (0y)® + (Byu)*)/> ( Eg;u;‘s_l > , divgn =divy,
et,
Agu = dnu (s = 1) (@) (D) + (au)*)*/*~!
+  Oggu (s — 1)(2u)* 72 ((O1u)® + (Oou)®)?/*7!
+ Onu (2 —5) (O1u) 72 ((B1u)® + (Bau)®)?/ 572
4+ Opu (2 —5) (Bu)® 72 ((01u)° + (au)®)?/*~2
+ 2000 (2= 35) (Ow)* " (Ow)* ! ((01u)° + (Bau)®)?/*2

— Avec ¢°(&) = \/Ele a;&?, alors

d 2
Vou = (a181,a282 - - aga), divgn=divy et Ayu= ;aig;;
— Enfin, lorsque ¢°(z,§) = a(x)|], alors wy dety(¢p) = Talc)d ot
1 .
divgn =divn + 2.V |log | —— :divn_dUVa,
a(z)? a

Vyu=T°(Vu) = ¢°(z, Vu)¢g(z, Vu) = a(z)? Vu,
Apu = a(x)?LAu — (d — 2)a(z)Va.Vu.

Définition 12. Définition d’un couple de vecteurs normauz (ng,ve) et d’une coubure anisotrope
kg G une interface O :

Pour un domaine régulier Q (au moins de classe C?) de R? tel que u soit une fonction level set
de 1,

Fz@Q:{xGRd; u(z):()},
Alors, Y € 082, on note v(z) = % le vecteur normal & OQ(x) pour la géométrie euclidienne
et,
— le vecteur normal anisotrope ng est défini par,

Vsu

ng(x) = ¢¢(z, Vu(z)) = v’

Le terme ¢°(x, Vu) renormalise le vecteur Vyu et permet de vérifier ¢p(x,ng) = 1.

— le vecteur normal anisotrope dual vy est défini par

V(1) = v(x) __ Vu
v ¢°(z,v(x))  ¢°(x, Vu)’

et 9°(x,vy) = 1.
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— la courbure anisotrope Ky est définie par
kg = —divgng = —divng — ng.V (log(det4¢)) = —F(x, Vu, Vu),

ol

d d d
0
Fla,p, X) =) $pieiwp) + D S (@,0)Xij + ) 08 (2,p) 5~ (log(detag))
i=1 =1

i,j=1
On définit de plus le vecteur de courbure anisotrope Hy par

Hy = Kkgvg

Diagramme de Frank Forme de Wulff
B
Bp D v

AN
J \

f N

Fi1G. 5.1 — Méthode géomeétrique qui détermine le couple (ng,v4) & partir de v. Dans cette

exemple, 'anisotropie est égale & (&) = /4&2 + %53

La figure 5.1 explicite une technique géométrique pour déterminer le couple (ny, V) a partir de
v et la figure 5.2 montre des exemples de couple (ng,v4) & une interface 02 représentant un
cercle. La propriété suivante exprime de plus le rapport de dualité entre ng et vy.

Proposition 14.
ng =T°(vy), vy ="T(ng)

et
NgVy = 1
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F1G. 5.2 — Exemple de couple (ng, v,) dans le cas de anisotropie ¢(&) = 1/4&? + 1£€3. A gauche,
00 représente un quart de cercle. A droite, OS2 représente un cercle.

Démonstration de la proposition 14.

Tout d’abord,

o o Vu B Vsu B
Tlwe) =T <¢0(m,w>) T o, vu)

T(ng) =ToT’ (vy) = vy d’apres le lemme 5.

Par ailleurs,
¢O(x7 VU) ¢g<$, VU)VU . d)o(l’, Vu)2

e Ca 27 ERR T e 7 A

O]

Nous pouvons enfin définir les notions de mesure, de périmétre anisotrope et de distance anisotrope.

Définition 13.

— On note tout d’abord detyp : R —]0, +ool, la fonction continue et différentiable définie par
lexpression

detyd(x) = (Hd(B¢(x))> vz € R

o dH? est la mesure euclidienne sur RY.
— la mesure ng anisotrope est définie par

A} = wq detq¢ dH".

ol wy représente le volume de la boule unité en dimension d. Ainsi,

/R I dHS = /R T wa detqd dH? = wy /R ) f(z)detqp(zx)dz.
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— Soit Q un domaine régulier de R?, le périmeétre anisotrope Py de Q est défini par

Ps() =wy | ¢°(x,v(x)) detgp dHI™! = / Py
o0 o0

ol
dPg_l = wy ¢°(z,v(x)) detqgp dHT?

Définition 14. Pour tout couple (z,y) € (Rd)Q, la distance anisotrope dg(x,y) entre x ety est
définie par

1
dy(x,y) = igf{/o ¢(v,7 )dt ; v € WH([0,1];RY),7(0) = 2, y(1) = y}
On définit de plus la fonction distance signée anisotrope dg(x,0Q) a un domaine Q0 de R? par
de(z,09Q) = inf {dg(x,y) ; y € Q} —inf {d¢(x,y) .y e R\ Q}
Y y

Proposition 15. Soit ¢ € M(R?) et Q un domaine fermé borné de RY. Alors, Vo € R tel que
dy(x,9) soit différentiable en x,
¢° (Vdg(z,)) =1

Le lecteur trouvera la démonstration de cette proposition dans les travaux de Paolini et al, voir
par exemple le théoréme 3.1 de [14]. Voici maintenant plusieurs exemples d’estimation de la
courbure anisotrope :

Ezxemple 1

Soit a: R?* — Ret 0 < A <a < A. On considére ¢(z,£) = ﬁ\ﬂ et ¢°(z, &) = a(x)|E.

Le volume de la boule By est égal a |By| = wy a(z)?, et donc

Va

detqp = et V(log(detqyp)) = —dT

wgad

Le périmétre anisotrope Pp(§2) s’écrit alors

Py(Q2) = /8Q a(z) = ldH!

et
ng = av, div(ng) = Va.v —ak sur 0S

La courbure anisotrope est donnée par

ke =ak+ (d—1)Var sur 09

Ezremple 2
En dimension 2, I’expression de la courbure anisotrope x4 associée a une anisotropie ¢ € M (Rd)
s’écrit
2
K¢ = /ﬁ[l/J‘.qbgf(x, v)vt] — Z Pigi (@, v) — ¢¢(x,v).V(log(deta9))
i=1
Ezemple 3

Des exemples courants sont les anisotropies qui s’expriment sous la forme ¢°(z,&) = py(6) en
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dimension 2, ot p = \/€2 + €2 et 6 = artan (%)

La courbure anisotrope s’identifie &

kg = K(Y+7")
En effet,
o  do° do de¢® dp — sin(#) - ,
d)& 7 dé; + dp dé, = pY P + v COS(Q) =7y COS(Q) vy Sln(@)

Et par le méme procédé,
e, = p v+~ )sin?(0) Pérey = —p Yy 47~ ) sin(f) cos(8) et Pere, = p v+~ ) cos?(0)

5.1.4 Geénéralisation de quelques propriétés usuelles du cas euclidien

Nous allons maintenant montrer une formule de Green anisotrope et exprimer le lien entre Ay,
dg et Kg.

Proposition 16. Une formule de Green anisotrope :

Soit Q un ouvert borné de classe C* de R? et u et g deux fonctions définies respectivement dans

les espaces C1 (4 R) et CH(Q;R?). Alors

/u divy(g) d’Hg%—/ Vu.g d’Hg —/ u g.vg dpg—l
Q Q o0

Démonstration de la proposition 16.
La définition de la divergence anisotrope implique que

u divy g wy detqp = wq u divg detqp + wq ug.V (log(detq9)) detq ¢
= div(ug detyp)wg — Vu.g wq detyp

En intégrant sur 2, et en appliquant la formule de Green,
/ u div¢g d'Hg = / u div¢g Wq detd¢de
Q Q
= / [div(ug detqp)wqg — Vu.g wy detq] dH?
Q
= wd/ wgv dH! —/Vu.g ng
o0 Q
= / U g.vg dPg_l —/Vu.g dHi
o0 Q
O
Lorsque  est un domaine régulier borné de R%, I’expression de la courbure & sur I'interface 99

vérifie

k= —=Ad(x,Q)

La propriété suivante généralise cette égalité dans le cas anisotrope.
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Proposition 17. Soit Q un domaine borné régulier de R¢ de classe C? et dy(z,9) la fonction
distance signée anisotrope & ), alors

Vdy(z,Q) = vy sur 02

el
kg = —QDgdg(x,Q) sur 09

Démonstration de la propriété 17.
Soit € I'. Le vecteur Vdy est orthogonal & I' pour le produit scalaire euclidien car le contour 02
est bien représenté par la ligne de niveau zéro de dg. Il existe donc un réel p tel que Vdy = pv(z).
La proposition 15 montre de plus que ¢°(z, Vdy) = 1, on en déduit ainsi que vy = Vdy et,
ke = —divg(ng) = —divg (T°(vg))
= —divy (T°(Vdy)) = —divg (Vgdy)) = =Lgdy

O]

5.2 Périmétre anisotrope et mouvement par courbure moyenne
anisotrope

Le mouvement par courbure moyenne anisotrope €2(¢) est un mouvement de domaine ou l'inter-
face 0€) évolue avec une vitesse normale égale &

Vn = ¢O(ﬁ)/€¢.

Comme pour le cas isotrope, nous allons montrer que le mouvement par courbure moyenne
anisotrope est le mouvement qui fait décroitre le plus rapidement le périmeétre anisotrope FP.

Puis nous montrerons que les formes qui minimisent le périmeétre anisotrope a volume fixé sont
les formes de Wulff By.

5.2.1 Premiére variation du périmétre anisotrope
Le théoréme suivant présente un résultat de dérivée de forme du périmétre anisotrope.

Théoréme 7. Soient Q un domaine borné de RY de classe C2, et u € C?(RY) tels que Q = {u <
0}, 909 = {x € R, u(z) = 0} et Vu # 0 sur 9Q. Soit U un voisinage de 9Q et g € CA(U;RY).
On note ®; lapplication de ®; : U — R? définie par ®i(x) = x +t g(x). La fonction ®; est alors
étendue o Uextérieur de ouvert U par Dapplication identité. Ainsi, pour t suffisamment petit, le

flot Qp := P4(Q) est bien défini et

d
—Py(Q) g = — Hy.qg dP%!
dt o ( t)|t_0 /89 ¢-9 aly

De plus, dans le cas particulier o g = hng, Uégalité précédente se réécrit sous la forme

d

— Py = — pa-t
il t)|t=0 /m%hd p

La preuve que nous allons exposer est issue de [13]. Cette démonstration nécessite tout d’abord
le lemme suivant
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Lemme 6. o)
o j Voli _
¢xi(xvl/¢)+zj:nfp awz =0
0(ng);
Gyi(T,me) + z]: 1/35 ol =
Et

d’x(m? n¢>) = _QS?:(:U’ V¢)

Démonstration du lemme 6.
La premiére égalité est obtenue en différenciant I’égalité ¢°(x,vy) = 1.

ov,
0 = ¢Zi($aV¢>) + ¢g(xvy¢)87;

v,
= ¢%(r,vp) + TO(V¢)8—f car ¢°(z,vy) =1

= xlxljd) —f-ZTL axl

La deuxiéme égalité est obtenue de la méme fagon en différenciant ¢(x,ny) = 1.
Enfin, en remarquant que ny.vg = 1, il ressort que

o(
Zn el ZV

et on en déduit la derniére égalité.

Démonstration du théoréme 7.

Supposons pour 'instant que g = h ngy. Il existe un voisinage U de 99 tel que pour ¢ suffisamment
petit, la fonction

v(z 4+t h(z) ne(r)) = u(x)

est correctement définie sur U, Q; = {v(z) =0 ; x € U} et Vo(x) # 0 pour & € dF;. La fonction
v est donc une fonction level set de ; et

Vv
Py(S4) = / @° [ Vo ’] detgp dHO?
Les formules de changement de variable sur les surfaces (voir par exemple le lemme 2.24 de [102])

montrent que

Vu(z 4+t hng)
|Vol(xz 4+t h ng)

Py(y) = wd/ @° [$ +t h ng, ] detqd(x +t h ny) Jacag (x +t h ny) dH!
o0

o Jacgq (x +t h ny) représente la Jacobienne surfacique de  +t h ng, définie par

Jacoa(x +t h ng) = ’Jac r+thng)” I/’J(LC x+thng)
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et Jac(x 4+t h ng), la Jacobienne de x4+t h ng :

0
Jac(x +t h ng); ) = {M(x +th 7%)1]

Ainsi

%Pd)(Qt)‘t:O = wd/ ¢ (x,v).ngh detgp(x) dHI!
0N
% [W(x + th)nqﬁ} detgp(z) dHI1

+ wq d)o(m»V)'
o [Vl =0

+ V(log(detag)).nyhdPy
0N

d
+ wd/ ¢°(x,v) detyp(x) 7 [Jacoa(z +t h n¢)]|t:0 dH1
0N
= h+DL+1I3+14

Nous nous intéressons tout d’abord au quatriéme terme :

d
pn [Jacoa(z +t h n¢)]|t:0 )

Le lemme 2.25 de [102] montre que
Jacoa(x +t h ng) = 1+ t[divaa(hng)] + o(t)
ou divyg est la divergence surfacique obtenue d’aprés ’expression suivante
divan(hng) = div(hng) — (Jv).v,
et J, la jacobienne de hng :

9
Jij = [M(h%)]

.3
Ainsi,

d . .

p [Jacoo(x +1t h n¢)]‘t:0 = divpa(hng) = div(hng) — (Jv).v

I, = / (div(h ng) — (JV).V)sz_l.
[o9)
Nous nous intéressons maintenant au deuxiéme terme :

d [ Vo(z 4 thng) ]
dt | |Vo(x + thng)| =0

On rappelle que v(z + t h(z) ng(z)) = u(z). Ainsi Vo = (Id + tJ) " Vu et
d

£Vv‘t:0 = —JVU
Il ressort que
d [ Vou(z +thng) JVu Vu
i e = —— JVu). Vi) =—70m
dt [|Vv(x+thn¢)|]|t:0 v T UV Vs

= —Jv+((Jv)v)v
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Et
L= /6 () + ())aPy !

Nous étudions enfin le premier terme :

wd/ ¢2(x,v).nph detgp(x) dH
o0

Le lemme 6 implique que

J - O (i) =20 han;
(Jvg)i = ;(V¢)ja%( %) = a5, +zj:(l/¢)j e
) ) i
— amih—hqui(az,nd,) = @xih—l—hgbmi(:c,u(b)

Et

Il = / (JV¢ - Vh)n¢, d’Pg_l
o0
Finalement, on obtient :

d
$P¢(Qt)|t:0 = Lh+DLb+I3+ 14

— / div(ng)hdPy " + / V(log(detag)).ng h dP§
o0 o0

= —/ kg h dPy!
o0

La démonstration dans le cas d’un champ de vecteurs g € CH(U ;Rd) quelconque s’établit en
considérant la décomposition g = ¢g” + (g.v4) ng. Le champ de vecteurs ¢ est alors un champ
de vecteur tangent a 0f) car

(g—(9-vy)ng) Vo =9 Vs —g-vp=0

En reprenant la démonstration précédente avec g au lieu hng, toutes les intégrales Iy, I, I3 et
14 sont linéaires en g, et la démonstration s’obtient en remarquant que ¢” n’a pas contribution
dans la variation premiére du périmétre anisotrope. ]

Définition 15. Soit Q un domaine borné régulier de R* et T' = 9. Soit ¢ € M(RY), alors
l’ensemble Lé(F,Rd) est défini par lensemble des champs de vecteurs g : T — RY tels que

d—
lollo = [ (@(a.g)PaPit < o0
La variation du périmetre Py, noté dP est interprétée comme un élément du dual de I'espace
Lé(F, R%). Enfin, la propriété suivante permet de montrer que la meilleure direction de descente
pour minimiser Py est donnée par le mouvement par courbure moyenne anisotrope.
K¢ Mg

s ol est solution du probléme
)

Proposition 18. Le champ de vecteur

m;n{<dP¢, 9) s g€ LLT,RY),  lgllrg < 1}
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Démonstration de la propriété 18.
Tout d’abord, avec g = hng et ¢(z,g) = ho(x,ny) = h, I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

(dPy, g) = —/ /<c¢hd77

\// de 1\// h?dpd 1
o0

> — k2dPd—1
/aQ o7 @

Kong
2 pd—1
faQ m¢d77¢

v

D’un autre coté, avec g* = , on vérifie simplement que

1
faQ d’])d '

g7l = /1“(¢(x’g*)) dPy" = /(éf)(% Kgng)) dPy =1
Et o
oo s A _

Jog “idpg_l o0

2 1pd—1
/-fd)de)

O]

Remarque 20. La premiére proposition du théoréme 7 montre que dans le cas général ou g
vérifie HgH%¢ < +o0,

(dPy, g) = —/ K¢ 9-Vo dpg_l.
o0
Ainsi,
o P°(, V) kgV
|¢°(z, V)'%¢VHL?¢(F,R‘1)

est ausst une solution du probléeme de minimisation

min {(dPy, g) ; llgllry <1},

car

Joa “?bd’o(% v)v-ve dpdil =- / K2 dpi-1
oN

\/ IBQ ¢ dpd !

Une interface suit donc un mouvement par courbure moyenne d’anisotropie ¢ si la vitesse de
cette interface vérifie U = Kgngy ou U = ¢°(v)Kev.

5.2.2 Forme de Wulff

[’anisotropie est supposée non locale ¢(x, &) = ¢(§) et objectif est de montrer que la courbure
anisotrope k¢ est constante sur les formes de Wulff.

Définition 16. Les formes de Wulff By g, z, sont définies par

By rozo = {y cR?; d(y — xp) < Ro} )

avec Ry > 0. et xy € R?,
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Nouvelle expression de la courbure anisotrope

L’interface Of) est supposée réguliére de classe C2. Nous allons déterminer plusieurs expressions
de kg au point x* € 00 a partir de I'égalité ry(z*) = —Agdy(x*) ol dy représente la distance
anisotrope signée a 2.

Nous utilisons pour cela un développement limité a I'ordre 2 de dy afin de faciliter I’expression
de A¢d¢(x*)

7 * * 1 * *
dy(z,Q) = dg(z™, Q) + (v, z — x )lQ(Rd) + 3 (B(z —x"),z—=x )ZQ(Rd)
0l vy = V(") = sorasiry = 3 €t B = Vdy(a").
Ainsi,
quﬁ(:ri) = vy + B(x —z¥)
T°(Vdg)(z) = ¢° (v + Bz — 2%)) ¢2(vg + B(z — 27))
Et alors

A¢d¢($*) = ¢O(V¢) <Bv ¢g£(y¢)>12(Rd><d) + <B¢2(V¢) ’ ¢Z(V¢)>12(Rd)
= ¢O(V) <B7 ¢g§(y)>12(Rdxd) + <B¢g(y) ’ ¢2(V)>12(Rd)

Lemme 7. Avec les notations B = V2dy(x*) et A = V3d(z*),

(Bog(v), og(v)) =0

12(R4)

rola”) = =) (¢(v), B), 0% (), A)

2(Rdxd) - _<

l2(Rd><d)

Remarque 21.
Les propriétés géométriques de la fonction distance impliquent que

(V2d Vd, Vd) =0

12(R%)
Ce lemme est donc une généralisation de cette égalité dans le cas anisotrope avec
1
2 2 o o
<v d¢V¢d¢, V¢>d¢>l2(Rd) = ¢O(V)2 <V d¢¢§(y)v ¢§(V>>l2(Rd) =0,

car p2(v) = ¢°(v)Vds.

Démonstration du lemme 7.
La définition de la fonction dg implique qu’au voisinage de 02,
Vd

Ainsi, la hessienne de la fonction distance anisotrope vérifie sur ce voisinage
d
(Vd), (S 02, (Va)(T2d)i )

1
(V240) .5 = Gz (V)i — e ¥, 4) € [P,
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et

_v2g, - 1L _ V) X 2
B=Vdy= SsA- oow [(v) x (Adg)] .

Nous pouvons maintenant en déduire que <B¢g (v), qﬁg(y)> = 0. En effet,

1 1

<ngg(u), ¢g(y)> = o ( ) <A¢€ >_ ¢ (V)2 <[(’/) x (Agbg)] Pe(v), ¢g(y)>’
et
62(v).
sz (00 > (460)) 620 62 = TS (At 6t)
— <z>t> (Ag(w), 62(0)).

La premiére égalité est démontrée. Par ailleurs, le terme de I'égalité ¢°(v) <¢§§(l/) , B> s'identifie
a
o o 1 o (o]
v)(9e(v), B) = (¢g(v), A)+ ) (DEe(v), v x (Agg))

1
(PEe(v), A) + #0) (dge(v)v, Agg)

(DEe(v), A)

L’homogénéité de ¢ implique en effet que pour tout § # 0, (&) = ¢¢.§ et de(§) = dee(§)E+0¢ ().
Ainsi, pour tout &* € (R*)?, e (€¥)€* = 0. O

Proposition 19. Les deux expressions suivantes permettent d’obtenir une nouvelle expression
de la courbure anisotrope kg,

kp(2") = — (9g(Vd(a")), VZd(a")),

et
kg(2") = —¢°(Vd(z <¢§g (Vd(z™)), V2d¢(x*)>.

La démonstration est immédiate d’aprés le lemme 7. Nous retrouvons par exemple 'expression
standard en dimension 2 :

Ky = — <q§‘£’§(u), V2d(aj*)>
= K <¢gg(u)yl , VJ'> ,

car V2d admet deux valeurs propres, zéro et —x respectivement dans les directions v et v=.

Estimation de la courbure anisotrope d’une forme de Wulff
Proposition 20. La courbure anisotrope kg est constante sur les formes de Wulff, By Ry, €t

* d—1 *
I€¢(1‘ ) = — Ro Va© € aB¢7R07xO.
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Démonstration de la propriété 20
La fonction distance anisotrope s’identifie a la fonction
d¢(B¢7R07x) = ¢(x — x0) — Ro,

et
V2d¢(az* —x0) = ¢ee(x™ — w0).

Le lemme 3 montre que
P(§)p¢(e(§)) =& VEAO.
Une différentiation supplémentaire implique que
Pe(€) x d¢(9e(£)) + (&) e (06 (€)) Pee (§) =
En appliquant 'opérateur trace & cette égalité, on obtient

d

be(€). 02 (¢ <£>> +¢(€) <¢§§<¢ (), pecl©))
= ¢°(0e(€)) + B(&) (62 (0 (£)) , bee(€))
= 14+ ¢(&) <¢§§(¢£( ) ¢§f(f)>

On utilise enfin la propriété ¢°(¢¢(£)) = 1 pour en déduire que

¢°(¢e(€)) (D2 (0¢(€)) s bee(€)) =~

Nous appliquons finalement cette égalité dans le cas particulier de £ = (2* — x) € 0By Ry .z, €t

nous montrons ainsi que Va* € R? tel que (2% — 20) € OB Ry.z0,

kg™ —mo) = —¢°(Vd(z™ — x0)) (92 (Vd(z" — x0)), V2dy(z* — 0))
= (el — 20)) (9% (0e(a” — 20)) , deela” — 70))
L d—1 _ _d -1
oz — o) Ry

Mouvement anisotrope d’une forme de Wulff

Proposition 21. Le mouvement par courbure moyenne anisotrope d’une forme de Wulff By Ry

est une forme de Wulff By p() .z, 0t le rayon caractéristique R(t) vérifie

R(t) =1/R3—2(d— 1)t

Le démonstration est immédiate d’aprés la propriété précédente.
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5.3 Meéthodes numériques

5.3.1 Meéthode level set et équation d’Hamilton-Jacobi

La méthode level set consiste & exprimer 'interface comme la ligne de niveau zéro de la fonction
@ : U'information de la dynamique d’interface s’exprime alors comme une équation d’Hamilton
Jacobi sur ¢ avec

Pt = ¢0(x’ V@)F(l‘, Vo, v2¢)a
ou

F(z,p,X) = Z ¢;i75i (z,p) + Z <Z5Zigj (z,p)Xij + Z ¢gi (w,p)(;;(log(detn@))
i i,J i

I’existence de solution de viscosité de ce type d’équation a déja été démontrée, voir par exemple
les travaux d’Evans et Spruck [55, 56, 57, 58]. Nous ne développons pas cette approche dans cette
thése car, comme nous ’avons déja expliqué dans la premiére partie, les méthodes numériques
de type "Narrow band method" impliquent un traitement explicite de 'opérateur de diffusion
et nécessite une bonne estimation de la courbure anisotrope. De telles méthodes numériques ne
pourront donc pas s’appliquer & des anisotropies non réguliéres contrairement & des approches
ou l'anisotropie est résolue de maniére implicite.

5.3.2 Méthode de champ de phase

Nous supposons encore une fois que ’anisotropie est non locale. Les équations d’Allen-Cahn
anisotropes sont obtenues avec un résultat de I'-convergence d’une énergie de type Ginzburg-
Landau vers le périmetre anisotrope. Ce résultat nécessite, comme dans le cas isotrope, une
définition généralisée du périmeétre anisotrope sur 'ensemble des domaines mesurables de R
Définition généralisée du périmétre anisotrope

Nous avons pour l'instant défini le périmétre anisotrope pour 'ensemble des domaines 2 bornés
réguliers de R? avec

Cy /ngo(u)ds o Cp = wq dety(¢)

Une définition généralisée de ce périmeétre pour ’ensemble des domaines mesurables de R? s’ex-
plicite alors sous la forme

Définition 17. Le périmétre anisotrope d’un ensemble mesurable Q dans R¢ est défini par
Pu(@) i= Cp sup{ [ vl o € DRYRY, 60 ] on <1},

ott D(R%R?) représente 'ensemble de fonctions C™(R?) & support compact et a valeurs dans
R4

Remarque 22. Cette définition du périmeétre anisotrope explique notamment la notation Py au
liew de Pgo car elle utilise uniquement l’expression de ¢ et pas celle de ¢°.

Proposition 22. Si Q est un ouvert de classe C', alors

P =Cy | ")
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Démonstration de la propriété 22.

La formule de Green implique que

/Q div(p(z))de = /a olw)vda

= ¢°(v)p(x).vyd
[2)9]

La définition de ¢°(£*), ¢°(§*) = sup {*.£ ; £ € By} et 'hypothése ¢ (¢(x)) < 1 assure que
p(x).vp <sup{vs.& 5 ¢(€) <1} < ¢°(vg) =1
Et alors Vo € D(RY, RY),
/ div(p(e)de < | ¢°()ds
Q o0

Pour obtenir I’égalité dans 'autre sens, il suffit d’exhiber une fonction ¢ telle que ¢ = ng = ¢g(z/)
sur 0€) puisque ¢p(ny) =1 et ny.vy = 1.
O

Semi-continuité inférieure du périmétre anisotrope

Nous pouvons maintenant montrer que P, est semi-continu inférieurement pour la topologie
issue de la convergence L' des fonctions caractéristiques des domaines de R? :

Proposition 23. Si 1o, — 1o dans L'(R?) alors
P¢<Q) S lim inf P¢(Qn)

Démonstration de la propriété 25.
Si p € D(R?,R?), alors

C¢/Qdiv(<p(1‘))dac = C¢limninf/Q div(p(z))dx

n

IN

Cotimint (sup{ [ divtp); o€ DERGRY, ol < 1)

©
C¢ lim inf P¢(Qn)

AN

Résultat de I'-convergence

Les résultats de I'-convergence sont obtenus pour la topologie L' (R%), avec

{ J(u) = Py(Q) si u=1q
J(u) = 400 sinon.

Te(u) = [o [ew n e‘WV(u)} dH siue H'(RY)
Je(u) = +o0 sinon.

Ainsi, Bellettini a établi [9] que
[ —lim Jo = cwJ dans LY(RY)
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Equation d’Allen-Cahn anisotrope

L’équation d’Allen-Cahn anisotrope dérive alors du flux de gradients de J,
1.
F (u)(v) = / {ewu.w + EW (u)v} ng
Rd

1
= / |:—€A¢U+W (u)}vng
Rd €

et,
w(x,t) = DAgu(w,t) — éW/(u(m,t))
u(z,0) =q (L(i’go)) :

Convergence de la méthode de champ de phase

La convergence de I’équation d’Allen-Cahn anisotrope vers le mouvement par courbure moyenne
anisotrope a été établie [11] avec un ordre de convergence en O(e2In(¢€)?). Cette preuve utilise une
sous et sur solutions de I’équation d’Allen-Cahn anisotrope. Dans leurs travaux [13], Bellettini
et Paolini effectue un développement asymptotique formel de u¢ qui indique que les solutions u¢

devraient étre de la forme .
=g (Bl22)
€

Nous avons trouvé intéressant de reproduire ce développement ici.

Supposons que Vt € [0,T], linterface T'“(¢), définie comme la ligne de niveau % de u(.,t), se
déplace dans la direction ng avec une vitesse V€. Clest a dire,

d € € €
%d(ﬁ = -V sur T°¢)

ot df est la distance anisotrope signée a I'“(%).

& (z,t
Si z suffisamment proche de I'“(¢), ils introduisent les variables y(x,t) = ¢(j ) ot s(z,t) € (),
défini comme le point de I'interface qui atteint le minimum la distance anisotrope entre x et I'*(¢) :

s(x,t) = argmin {d;(q},y)}
y€ere(t)

Le fonction u€ est alors redimensionnée par rapport a € en posant U(y(z,t), s(z,t),t) == u(x,t)
et les fonctions U€ et V¢ sont recherchées sous la forme :

o o)

Us=> €U, V=) €V

i=0 i=0
Alors,

%Ue(y, 5, 1) = %(ayUE)(atd;) + (DU (Bhs) + (UF) = —%(GyUo)Vo +0(1)

VU© - %(QyUe)Vd; + (O U Vs, t) = %(ayUe)Vd;

1 1
VU = 07 (1, LOUYTL ) 63(a, V) = L OU Ve
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L'égalite Vdg,.Vydy, = vy.ng = 1 montre que

1
2

. € € 1 € : €
div (VoU*) = 5(0,U°) + —(8,U°) div(Vdg)

Et

1
2

: € € 1 € : € 1 € €
divy (VoU*) = 5 (0 U) + —(0,U) div(Vdy) + —(0,U) VoV (log(detas))

On en déduit ainsi que
. 1 1 |
AgUS = g(ayyUo) + g(ayUo)Ad,d(i, + g(ﬁyyUﬂ +0(1)
Il ne reste plus qu’a estimer ’action de ’opérateur de réaction sur U*€ :
W (U) = W (Uo) + W (Uo) Y €7Ui + O(€?)
i=1

Ainsi, en injectant toutes ces égalités dans I'équation u; = Agu — 6%I/V/(u), et en identifiant a
zéro la somme des termes en 6%, on déduit que

(8yyU0(yat)) - W,(UO(?JJ)) =0

La fonction Uy s’identifie donc au profil ¢ et Up(y) = q(y).
De méme, en identifiant & zéro la somme des termes en %, on remarque que

(Dyy U (y, 1)) = W (Uo)Ur = (8,U0) (kg — Vo)
Et,

L@V o= Vordy = [ [@0,03(0.) = W' @o)0A] (0,U0)iy

%\%\

[
(O U(y. 1) = W' (U0)(9,U0) | Urdy
7]

(D4 Uo(y. 1)) = W' (Us(y.1))) Urdy

Il
o
ES

Ainsi, il en ressort que kg = Vg et Uy = 0.
En fin de compte, V¢ — kg lorsque € — 0 et le résultat de convergence est obtenu formellement.

5.3.3 Mouvement minimisant et algorithme de Almgren-Taylor-Wang

Dans la démonstration de 'existence de solution de I’'équation d’Allen-Cahn, nous avions intro-
duit une suite de solutions linéaires en temps & l’aide de 'approche de Almgren-Taylor-Wang.
Cette suite convergeait finalement vers la solution de ’équation d’Allen-Cahn. Dans cette sec-
tion, nous allons montrer que cette approche est toujours valide lorsque le mouvement est un
mouvement par courbure moyenne anisotrope.

Soit Q un domaine régulier (de classe C?) de R?, et 7 > 0 un pas de temps. Nous considérons
alors le flot minimisant 2(¢) défini a U'instant 7 comme le minimum de

J.(E) = Py(E) + - / o, D) MY,
T JQAE
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oun QAE = (Q\E)U (F\Q)
L’énergie J; s’exprime aussi sous la forme

J.(E) = Py(E) -+ / (a0, ) AHE + C
FE

T

ou C ne dépend que de §2. Supposons que le minimum de J; soit atteint pour £ = E*.

E* = argmin {JT(E) ; E domaine borné de Rd}
E

Nous allons déterminer ’équation d’Euler de ce probléme de minimisation pour obtenir des
informations sur E*. Nous reprenons les notations de la démonstration du théoréme 7. Nous
considérons alors un voisinage U de OF* et un champ de vecteur g € C&(U;Rd). L’application
®; est définie de U dans R? et vérifie ®;(x) = z +t g(x) et on note Ef = ®;(E*). L’équation
d’Euler de 5.3 s’écrit

d .
2 (E)j=0 = 0
Le théoréme 2.22 de [102] montre que
d
— / dy(y, 0Q)wadet gpdH? = / wqdiv (dg detqpg) dH?
dt E: =0 E*
Ainsi,
d
yr [ / d¢ng(y)] = wy / Vdy.g detgp dH + wy / dy div(g) detqp dH®
¢>t(E*) . E* *
t=0

+ wd/ dy V(log(detqyp)).g detnd dH?

= / dy dive(g) dHG + / Vdy.g dH,
E* E*
= —/ dg g-vg dPg_l d’aprés la propriété 16
OE*

De plus, le théoréme 7 montre que

d . / d—1
Py(E; K¢ gV dP
a FoF o = [ o 9-vo dP;

L’équation d’Euler de ce probléme de minimisation en E* implique que

d

* 1 d—1
0=~ Jr(E)ji=0 = /8E*(—H¢ +—dg) g-vy dPy

Et
dy(z,00) = Thy(x) Vo € OE*

Le mouvement de domaine associé a I’approche de Almgren-Taylor-Wang admet donc une vitesse
de kg dans la direction ng et correspond au mouvement par courbure moyenne anisotrope.



Chapitre 6

Equation d’Allen-Cahn anisotrope
linéarisée

6.1 Motivations

Nous considérons maintenant des anisotropies réguliéres non locales et symétriques :

¢°(x,) = ¢°(€), ¢ € C*(RT\{0}), ¢°(€) = "(—¢).
La méthode de champ de phase conduit a la résolution de I’équation d’Allen-Cahn anisotrope

u(z,t) = Dpu(z,t) — e%Y/Vl(u(as,t))
u(r,0) =q (L(i’ro))

La difficulté est que 'opérateur Ay n’est généralement pas linéaire. Par exemple, lorsque ¢° est
une norme I° avec s = 4, ¢°(€) = (65 +&5)'/° et le calcul explicite suivant montre que Agpu n'est
pas linéaire.

(82@6)571
Et
Ngu = Onu (s —1)(81u)*"2 (Oru)® + (9gu)®)?/*
4+ Opu (s — 1)(0u)* 2 ((O1u)® + (Bou)®)?/*!
+ Onu (2—35) (O1w)* 72 ((01u)® + (au)®)?/*72
4+ Ogou (2= 5) (Bou)?* 72 ((B1u)® + (Byu)®)?/*~2
+ 2019u (2= 5) (Bw)* " (B1u)* ! ((Oru)® + (Byu)®)?/*2

Nous ne pouvons donc plus appliquer les mémes méthodes numériques que dans la premiére
partie de thése. Bien entendu, il est possible de traiter le terme de diffusion de maniére explicite,
mais dans ce cas, la solution discrétisée converge trop lentement en temps. Une autre facon de
procéder consisterait & résoudre 'opérateur de diffusion anisotrope de maniére semi-implicite o
seuls les termes de dérivées secondes seraient traités implicitement. Une telle méthode numérique
nécessiterait alors la résolution d’un systéme linéaire différent a chaque pas de temps et son cofit
algorithmique serait bien plus élevé que celui des méthodes numeériques isotropes. Enfin, nous
pourrions introduire une discrétisation implicite en temps avec I'approche d’Almgren-Taylor-
Wang (voir par exemple les travaux de Chambolle et Novaga [27]) mais & encore, la méthode

143
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nécessiterait la résolution du probléme de minimisation a chaque pas de temps et son cotit al-
gorithmique serait une nouvelle fois trop élevé.

L’objectif de cette partie est d’obtenir une méthode d’approximation de mouvements par cour-
bure moyenne anisotrope dont la résolution numérique a un coit algorithmique équivalent au
cas isotrope.

Un peu comme dans les travaux de Ruuth et Merriman [100], nous allons utiliser un opérateur
de diffusion anisotrope proche de Ay, mais linéaire afin de simplifier la résolution de I'EDP

~ 1__
u = Agu — E—QW (u)

6.1.1 Heuristique

Les solutions des équations de champ de phase ont une forme bien particuliere, u(z,t) =~
dg ($2t,7)
d

- > et convergent vers les fonctions caractéristiques des domaines §2(t) lorsque € tend

vers zéro. C’est 'argument essentiel que nous allons maintenant exploiter.
Si l'opérateur de diffusion anisotrope s’explicite sous la forme

Vu
aa=1 (i) &

laction de Ay revient a diffuser I'information située au voisinage d'un point z* de l'interface
avec un coefficient de diffusion proportionnel & h (7i(z*)) ou 7i(z*) représente la normale de
I'interface en ce point. Au vu de la forme de u€, cette information ( & diffuser ) est située dans
le domaine des fréquences le long de la droite de direction 7i(x*) suivant ’échelle parabolique,
voir la figure (6.1.1). Intuitivement, un candidat potentiel pour notre opérateur linéaire Ad) est

Domaine spatial Domaine fréquentiel

F1a. 6.1 — Localisation fréquentielle de I'information située au voisinage d’un point z* de I’in-
terface 0f).

alors I'opérateur associé au symbole o (&) = —4m?|¢[2h(arg(€)), qui est aussi obtenu comme le
linéarisé de Ay par rapport a la base de Fourier.

Remarque 23. Nous définissons aussi 6 partir de cet opérateur de diffusion, un noyau de la
chaleur anisotrope

Kipn(z) = Fi [e*4w2\g|2h(arg(€))t} (2).

Cette approche est donc différente de celle de Ruuth et Merriman et rien n’assure la positivité
de K p(x). Un avantage est que cette construction s’adapte pour des anisotropies non réguliéres
contrairement & celle de Ruuth et Merriman qui nécessite des anisotropies C2.
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6.1.2 Plan du chapitre

Dans un premier temps, nous allons construire et étudier quelques propriétés de 'opéra-
teur A@ défini comme le linéarisé de Ay par rapport a la base de Fourier. Initialement défini
sur ’ensemble des fonctions H?(R?), nous étendrons sa définition sur une sous-classe des dis-
tributions. Nous lui associerons ensuite le semi-groupe e, présenté comme un opérateur de
convolution ot le noyau Ky ; satisfait

Kyi(z) == Fi [674”%0(5)2 t] ()

Ce noyau n’admettra pas de moment d’ordre 2, c’est & dire que la fonction z — |z|? Ky () n'est
pas dans L'(R?), mais nous montrerons tout de méme que l'intégrale

#2
Iy ::/ e "N AT | |* Ky 1 (z)da
Rd

admet une limite bornée avec une vitesse de convergence en 1/N2.

Dans un deuxiéme temps, nous allons estimer une grandeur caractéristique de I'écart que I’on
commet lorsqu’on applique successivement les opérateurs Ay et Ay sur des fonctions de champ
d(z,Q)

de phase. Nous nous intéresserons typiquement a des fonctions de la forme u€ = ¢ <f) ou

le domaine borné Q de R? est supposé régulier de classe C2. Nous essayerons alors de montrer
que lorsque z* est situé sur un voisinage de l'interface I,

|Agu(z*) — Agu(z*)] = O(1) lorsque € — 0

Cette démonstration s’effectuera en considérant un développement limité d’ordre 2 de u® en x*,
noté us ., et en montrant que

€ A € 1 *
Dguf(z) = Do o= (2) + -0 (Jo — 27)

Formellement, nous obtiendrons ’estimation précédente en supposant que Ky; admet un mo-
ment d’ordre 2 et en vérifiant que

Agu(z*) = A(bugm*(x*) +0(1)
Dans une troisiéme partie, nous déterminerons les solutions numériques du probléme

w(z,t) = Agu(z, t) — SW (u(z,t))
uf,0) = g (L))

Les résultats théoriques précédents justifieront en effet que les lignes de niveau 1/2 des solutions
u¢ de ces EDPs permettent d’obtenir une approximation des mouvements par courbure moyenne
anisotrope. En effet, comme la distance entre ces deux opérateurs de diffusion reste bornée, I'er-
reur, suite & l'utilisation de I'opérateur Aqs, correspond & imposer un terme de forgage de ’ordre
de O(e). Nous nous attendons donc a ce que les solutions du probléme précédent convergent en
O(e) vers le mouvement par courbure moyenne anisotrope. Des tests numériques en dimensions
2 et 3 justifieront cet ordre d’erreur.
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6.2 Définition de 'opérateur A¢

6.2.1 Elément de Fourier “vecteurs propres”
Les éléments de la base de Fourier sont des vecteurs propres du laplacien anisotrope :

Proposition 24. Soit £ € R?, alors la fonction f : x — e2™ < yérifie

Agf(x) = —4m?¢°(€)* f(x)

Remarque 24. Nous utilisons dans cette démonstration les égalités suivantes

P°(28) = |z]¢°(€) VzeC,VEeR?
$2(2€) = é(ﬁg(f) Vz € C* Ve € (R,

qui nécessitent que lanisotropie soit symétrique, c’est o dire que pour & € RY, #°(&) = ¢°(=¢).

Démonstration de la proposition 24.

Cette démonstration utilise essentiellement les propriétés d’homogénéité d’ordre 1 de I’anisotropie

¢ -

Ngf(x) = div(T°(Vf)) = div (¢°(V )V f(2)))

= div (¢°(2im & £)$¢(2im € f)) = div (2im f6°(£)¢2(€))
= 2im ¢°(&) ¢L(E).Vf = —4n? ¢°(€) ¢2(£).£ f
= —An? ¢°(&)* f(x)

6.2.2 Définition de A4 au sens classique
Définition 18. Lopérateur A : H2(RY) — L2(RY) est défini par

Agu=F~1 [-4n?¢°(€)2F[u](€)] Yu € H*(RY).

Cet opérateur est continu de H2(R%) dans L?(R%) car pour tout u € H?(R9),
lull 2mey = llullp2may + | Aull L2 (gay

— Dz + ([, (416P) Flulieae) "

Ainsi, la fonction Ad,u appartient & 'espace L?(R?) car ¢° est homogéne de degré 1 et vérifie

AlE] < ¢°(€) < Af¢]-

||A¢UHL2(R‘1) < A?[[ull g2 (ray

Dans la suite, nous appliquerons cet opérateur & des fonctions qui ne seront pas forcément

H?(R?), comme par exemple & un front u(z) = g (£) oit e, est une direction donnée. Nous

allons donc étendre cette premiére définition sur un sous-espace des distributions tempérées.
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6.2.3 Définition de A4 au sens des distributions

Définition 19. La transformée de Fourier au sens des distributions tempérées d’une distribution
T € §'(RY), notée F[T) est définie par :

(FIT), )5 mays@ay = (T Flol) s maysmay» Vo € SR?).

Par exemple en dimension 1, F[{1}] = 8, F[{—2inz}] = § et F[{—4r2z%}] = §" ou 4 est la
masse de Dirac.

Si T est une distribution d’ordre strictement inférieur a 1, ¢°(£)?7'(€) est bien définie au sens des
distributions car ¢°(£)? admet une dérivée premiére continue. En revanche, ¢°(£)>T(€) n’est pas
toujours bien définie pour toute distribution 7' € S (R?). Par exemple, si T est une distribution
d’ordre 2, et si {0} est inclus dans le support de partie d’ordre 2, alors ¢°(£)2T est mal définie
car la dérivée seconde de ¢°(£)? n’est pas continue en 0.

Remarque 25. La fonction d’anisotropie gzﬁgg n’est pas définie en zéro. La fonction ¢° est ho-
mogéne de degré 1 en &, ainsi

¢°(t€) = [t|¢°(E)

0218) = 102(©

#2 (1) = 6% (©)

En revanche, la fonction ¢°(€)? admet une dérivée seconde, bornée et discontinue en zéro.
(6°(6)2), (€) = 260°

(¢“(£)2) (6) = 20 (€)6°(€) +262(8) ® 6¢(€)

(67(€7)rs (16) = 202 (6°(€) + 262(6) @ 62(6)

2
Dans le cas particulier de la distribution 7' = ———, nous allons tout de méme donner un sens a

0&;0¢;
#°(€)2T(€). 1l faut pour cela introduire une approximation de la masse de Dirac 6. Soit p € S(R)

telle que
1
d—1 /
r)r dr = ——— et p\r) = 0
/+ ﬂ( ) |Sd—1‘ ( )

ot |S9!| représente 'aire de la sphére de dimension d.
La suite de fonctions n%p(n|¢|) est alors une approximation de la masse de Dirac

[notmle)} 2 5

car pour tout ¢ € S(R%),

nlggo<ndp(n\€l),so> = lim [ n?p(n[¢)p(¢)d¢

S, n—oo [pa

— tim [ pehe(t)ae

n—0o0 [pd
= (0 [ oD = 9(0) =< 8.0 >

Le passage a la limite s’obtient en appliquant le théoréme de convergence dominée.



148 CHAPITRE 6. EQUATION D’ALLEN-CAHN ANISOTROPE LINEARISEE 6.2

Soit T, la distribution réguliére définie par

_f 49p(nl¢])
Tn.—{n (9&'3@}

Les distributions 7,,(€)#°(€)? sont alors régulieres car Vn € N*, T,,(£)¢°(¢)? € L}, .(R?) . Nous
allons déterminer, Vo € S(R?), la limite de (7,,(£)¢°(£)?, ¢) lorsque n — 4o00. Tout d’abord,

lim (T.(6)6°(6)°, ) = lim (Ta(€), 0°()%)

n——4oo n—

82 o 2
- <ndp<n\§|> e >

2 o 2
= lim <nd,o(n\§|), F10°€)"] ]w>,

e O€.0¢;

car ¢°(0)% =0 et ¢£(0)¢°(0) = 0. D’autre part,

lin_(T(¢°(€7 . ¢) = lm @%(Mﬂ)w )

n—-+00 n—-+00 85166] ’

= Jlim [ o) [/Sdl 82(5?:0);@9" (%9) de] Ly
— (0) /S B [%25222 (9)] d /R o)t

ou f est une intégrale moyennée.
La distribution 85 ag #°(€)? est alors définie comme la limite de la suite de distributions T}, (£)¢°(€)?,

6 2 d%(¢°)%(0) ]
afz'afj¢ (€)= {][sdl 0;0¢; | o.

A noter cependant que cette définition dépend explicitement du choix de ’approximation de 9.

Définition 20. Plus généralement, si
026
T= i j s
,zj: " 0¢;0¢;

alors ¢°(€)*T est définie par

92(9°)2(0)
][ o 12 N ogt, de} ’

Définition 21. Soit u € S'(RY) tel que Flu] soit une distribution d’ordre inférieur a deus, alors
Agu est défini au sens des distributions par

(Bous o), = (AT Flul(©), FIel©))g 5. Vo € SR
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6.2.4 Propriété du semi-groupe st

Définition 22. Soit ug € L*(R?), lopérateur e®+t est défini par

Ayt

e~y = u(t, x),

ot u est la solution de ~
w(t, x) = Dgu(t, )
u(0,x) = ug € L*(RY)

Remarque 26. Le semi-groupe etfo peut étre explicité comme un opérateur de convolution o
le noyau Ky, vérifie

K(j),t(x) _ ffl |:6747T2¢0(£)2t:| (x)

et,
et Poyy = Ky *ug, Yug € LQ(Rd)

Le laplacien de la fonction £ — e~ (€ pest généralement pas continu en zéro (lorsque les
formes de Wulff ne sont pas des ellipses), la fonction z — |z|?K,(x) n’est donc pas L'(R%), ot
Ky = K4 1/(4r2)- Nous allons tout de méme étudier le comportement de la suite Iy définie par

kel
Iy :/ e "N Ar? |z |* K g (2)d.
Rd
Proposition 25. La suite Iy converge vers

lim Iy = ][Sd12 (162(0)2 + 6°(0)Tr (62(0)) ) dO

N—o0

Il existe de plus une constante C(¢°) telle que VN >0

C(¢°)
N2

||
/ (1 — e " N)Ar?| 2|2 K y(x)dx <
Rd

Démonstration de la propriété 25.

Le laplacien de la fonction e=#(©)? est discontinu en ¢ = 0 mais reste tout de méme borné.
Ve ¢°()° — _2¢o(5)¢g(§)6—¢°(§)2
V2e 97O = —2 (¢g<§) ® ¢g<§>) e™9(O — 26°(£) g2 (£)e™" ) + 4¢°(€)? (¢g<£> ® ¢g<§>) e 9O
DO = —2]62(€) PO — 26°()Tr (8% (€)) 'O + 467(6)2I0g(E) Pe ")

ot pour tout v, 4 € R?, la matrice A = v ® p est définie par Aij = v .
Ainsi, d’aprés le théoréme de Plancherel,

|z|? .
Iy = / 67WW47r2|x|2K¢(x)dx = — Nae—mNZE]? A {e—tb (5)2] d¢
R4 Rd

_ /R e [eoe?] (é) i
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L’intégrale Iy est décomposée comme la somme des trois termes Iy 1, Iy 2 et Iy 3 suivants :
—(r 2 of £ 2 iy 2 of £ 2
= [ 2logepe T ag o [ g sge) e ) ) ag
2 —(r 2 of £ 2
- [ 1o (Ji) () e (P8 g
R4

Etude de Ina
Il est possible d’encadrer cette premiére intégrale car |¢g(§)|2 >0 et A¢| < ¢2(&) < AJ¢|. Ainsi,

en coordonnées sphériques, il ressort que :

* 77r(1+ﬁ)r2 0 2 d—1 o0 ,ﬂ-(1+ﬁ)r2 ° 2 d—1
2 e N B(O) [P drdf < Iy < 2 e ~2 )" 02(0)[Pr drd,
0 Sd—1 0 gd—1

et par Fubini,

00 2 oo 2
( / o1+ 25)r% 1 dr) / 2062(0)d6 < Iy, < ( / e—w(1+§2>r2rd—1dr> / 2|¢2(0)|*do
0 gd—1 0 §d-1

Il existe de plus une constante C'y < oo telle que

oo -1
/ e_W(HJ/\\/i?)TZrd*ldr o~ </ 1d9> - C%
0 Sd—1 N

En effet, en dimension 2,

% (1422 O - 1 1 A?
e N2 rdr = 3 = Iy
0 27 (1 + =) . 2r(1+ §z) 27 27N
Et en dimension d = 3,
2
i 1 1 3A?
~ 41 87N2

o 1 AZ 2 o
/ ¢TI N 2 :/ T—dr = 3
0 0 27T(1+W) 4W<1+W)3/2

Et plus généralement, si d est pair,
a—2 2 d—2
T2 @20 % T - 20)
dr = a7

/Ooe_w(lﬂ\xfz)rgrdld"f’ = /OO 2
0 0 (2r(1+ )22 (27r(1 + ]AV%))

Et si d est impair,

1 (@29 07 e

—r(L+ A5 d-1 —/
e N r“ dr = dr =

A2 _ _ d
/0 0 el ) em T ((1+ 42) /

Au final, par le théoréme des gendarmes,

: 1 o o
i Iy = ey [ 26R@)Pd0 = f  2loz(o) o,

N—o0
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1l existe de plus une constance C7 qui ne dépend que de A et A telle que VN > 0
i _][ 2162(6)[2d0| < €1 —
Nl gd—1 € =1 N2

Etude de T N2
La convexité de I'anisotrope ¢° implique que

¢°(€)Tr (¢2(€)) = 0.
En utilisant la méme démarche que pour 'intégrale I 1, on montre que
lim Iyo = 20°(N)Tr (¢2:(0)) df
Jim Ixa = f 20000 (ol0) db.
ainsi que l'existence d’une constante Cy telle que VN > 0
1
Ing — 20°(0)T'r (pgc(0)) db| < Co—
e, 207007 (65:00) 0] < Ca

Etude de I N3
L’étude de la troisiéme intégrale s’obtient plus facilement, en effet

—T 2 ) g 2 o 70£2
[Ins| < 4/Rde €17 <N> 162 (€) e (%) de
4 —Tr 2 O o _072
< i [ @R g0 P () ag
C3
< NI

Etude de Iy
Nous déduisons finalement des inégalités précédentes 'existence d’une constante C' telle que

VN >0 ]
'IN ) 7[ (o 2(GEOF + 6" O (68:(6)) 89| < 15

Et

N—oo

lim Iy — ][sd_lz (162(0)[2 + ¢°(O)Tr (62(6))) db < oo
OJ

Remarque 27. Cette propriété montre que le noyau Ky n’admet pas de moment d’ordre 2 mais
que lintégrale fRd |:L‘\2K¢d:v est en fait une intégrale impropre a4 laquelle nous pouvons donner
une estimation. Une conséquence directe est que le noyau Ky n’est certainement pas positif, les
propriétés de monotonie du laplacien ne seront donc pas préservées pour cet opérateur anisotrope.

6.3 Estimation d’erreur entre les deux opérateurs de diffusion
anisotrope

Nous allons appliquer successivement les deux opérateurs Ay et A¢ sur des fonctions typiques
des solutions de champ de phase afin d’analyser I'erreur engendrée par I'utilisation de Ay4. Soient
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un profil ¢ régulier et Q un domaine régulier de R?. Les fonctions de champ de phase s’expriment
sous la forme

o) =g (H2)

€

Pour simplifier les choses, nous nous plagons sur un voisinage de 'interface diffuse I'® de telle

sorte que la fonction distance signée d(z,2) admette un développement limité d’ordre 2 en x* :

- - 1
d(z,Q) = d(z",Q) + (v, T — &%) p(gay + 3 (Al —2%), z — ") 2pay + O (J= — **),

ot v = Vd(x*,Q) et A= V23d(z*,Q).
Nous allons dans un premier temps comparer 'action des deux opérateurs sur un front ou la
courbure A est nulle :

d(z*, Q)+ (v, z —x*>>

0§ - (2) = g (

L’erreur obtenue sera alors nulle.
Puis, nous supposerons que la courbure A est non nulle et nous nous intéresserons aux fonctions
du type

d(:v*,Q)—i—(l/,x—w*)—i—;(A(x—x*),x—x*)).

€

Ui e () = ¢ <

L’erreur sera cette fois-ci non nulle et nous essayerons de montrer qu’elle est toute fois unifor-
mément bornée par rapport & e.

6.3.1 Erreur caractéristique sur un front droit

Proposition 26. Si la fonction uf .. est un front el s’exprime sous la forme

d(x*, Q2 —x*
ug’x*(x):q< (ﬂf, )+<V,ZE -’17>>7 G/UBC’V’:1

€

alors,

At o () = Agu - (x), Vo € R?

Démonstration de la proposition 26.

Estimation de Apuf .- ()

Tout d’abord,

et,
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ou T°(§) = ¢2(£)d°(8).

Ainsi,

Dpuf () = div (Vguf .« (2))

car pour tout £ € R, ¢°(¢) = gf)g(&).ﬁ. Au final,

A gt oo (x) = ¢°(v)? . < (@) + (v, = — x*>)

€2

Estimation de A(buax* ()

Nous utilisons deux nouvelles coordonnées dans l'estimation de I’action de 'opérateur A¢, un
dans le domaine spatial noté (z,,x,1) et un dans le domaine fréquentiel noté (£,,&,.) ou
1,6 €R, 2,16, € R On rappelle que |v| = 1. Ces repéres sont alors définis par

J

v, =(@—2%)-v (z,0)j=(r—2%)-e,.; pourj=1:d-1
&=¢§v (fuL)jzf-eyLJ pour j=1:d—-1

ol la famille {QVL’]‘ }jzlzd,l représente une base orthonormée du sous-espace vectoriel {x eRe; (x,v) = 0}
et,

d—1 d—1
et (2D DS INUR R S R
j=1 j=1

. . ) . .
Dans ce nouveau repére, ug .- est égale &
b

() = a (d(x*,Q) Y,z a:*)) L <d(a:*,Q) —l—x,,) |

€ €

On pose alors

aax*(xmxi) —q <d(a:,Q)+a:V> _

€

A noter que ' )
F [uf oo (2)] (€) = T4 F [ 4 ()] (€0, €,0),
o la distribution F [af ,«| (£,,&,1) s'identifie &

Flise] @6 = 7o (TEE) ] 6) A6

- F [q (W)] (&) dte, =0y,

ou Fi et Fy_1 désignent respectivement la transformée de Fourier en dimension 1 et d — 1.
Comme cette distribution est d’ordre 0, ¢°(&y, &, )2 F [t 4] (€, €,1) est bien définie et vérifie

d(z*,Q v
AP (6060 P (18] 60 6,) = 1m0 0P o (D) (60 0 o)
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Et alors, Vo € S(R?),
<A¢ﬂ57x* : <p>8/ = (—4m?¢° (&) F [f -] 7‘7:-[‘P]>5',$

T (Fmtoerter s o (V) € b o P60 60)

= owP (7 o (T | €) e oy 16 PE 660 )

_ o 2 d(x*v Q) + 8290($V7 xul)
- oo ((TETE) )

d(x*, y
— <(Z50(I/)212q// < (.13 ) ) + > ’ SO>
€ € 8.8

La distribution Agug .« est réguliere et s’identifie a la fonction L
initial :

Ss'S

1
loc

(R9) définie dans le repére

d1w2qﬁ<ﬂxi9)+<u¢r—xwp>

A¢u[6),z* (.’IJ) - 62 €

6.3.2 Erreur caractéristique sur un front courbé

La fonction u€ est maintenant supposée étre un front courbé et s’exprime sous la forme

o (d(x*,Q) + v,z —a")+ 3 (Alx —2*), 2z — x*>>
lx* — q c .
ol A est symétrique et admet une valeur propre nulle dans la direction v.
La difficulté réside ici dans le calcul de A¢u§x* (*) car, contrairement & la démonstration
précédente, le support fréquentiel de cette fonction n’est pas inclus dans la droite d’orientation
v. Nous allons alors introduire une nouvelle fonction, notée uj .., définie par un développement
limité de uf ,« en z* et qui a la particularité de découpler les variables z, et 1 :

ﬂﬂAD+@um—xﬂ>+d(ﬂﬂAD+@ux—xﬂ)@Mw—ﬂ%x—xﬂ

€ € 2¢ ’

U 4+ () = q (

et

Ainsi, dans ce travail, nous allons,

— Estimer la fonction Ayuf ,.(7) . Comme lopérateur A, est local, c’est a dire que Ayu(z)
dépend uniquement des valeurs de Vu(x) et V2u(x) en z*, 'estimation de Aguf ,«(2¥) permet
d’obtenir I'expression de Agyuc(z) pour tout  au voisinage de 0S2.

— Estimer la fonction Ayus ,.(x) définie initialement comme une distribution et qui s’avére
étre au final une distribution réguliére.



6.3 6.3. Estimation d’erreur entre les deux opérateurs de diffusion anisotrope 155

— Comparer les fonctions A¢u§x* (z) et Ayuf ,«(x) et montrer que
A g€ € 1 *
Aguy o+ () = Aguf 4« () + EO (|lz — z*)

— Estimer D’écart entre Aqguix*(a:*) et A(bug’m*(x*) en utilisant les propriétés de moment
d’ordre 2 du noyau Ky, afin d’en déduire que

Mgt 4o (2%) = Byt ye (a*) + O(1)

Estimation de Agjug .. ()

Lemme 8. Avec les notations précédentes,

Baiar(a) = 20 () [0 0 Alw ) (AL 0+ Al — 2
)

~ <) (A0 + Al =), 680 + Al =) g |
SO -

€

ot d(z) = d(z", Q) + (v, x — %) 2(ga) + A —2%), 2 — L") 2 (R -

Démonstration du lemme 8 .

Tout d’abord,
Vi . () = %q/ <d”“")) v+ Az — 27)].
Et alors
T (Vi) (1) = 0 (el ,.) (&) 62 (V) a)
%ql (‘“?) [6° (v + Al — 2*)) 62 (v + Az — 2))] -

Agui o+ (z) = le(TO

(e

(2)
v+ Al — 2%)) div (62 (v + A(z — a*)))]

| (d(ex)> (V@ 0+ Aw =) 040+ A = 2)) s g |
d(x)

e
!
+% v+ Alx — %)) <v (q/ (6)) A x*))>l2<Rd)
)
1
\
2

[6°(v + Al = ")) (A, 62w + Alw = ) o guana)

+od <d()) (A0 + Alx — =), 40 + Al — ")) g

rod (M) [+ A - o
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car A est symétrique. O

L’opérateur A, est local, il n’introduit uniquement que les valeurs de Vu(z*) et V2u(z*) dans
Pestimation de Agyu(z™). Ainsi, il est clair que Ayu(z*) = Agug .« () et la propriété suivante
est immédiate.

Proposition 27. La fonction Aguc s’identifie o
o (d()> <V LEZEH % (@Ze?xi,) % <m>>u>

war (%) (wec)

Démonstration de la propriété 27.

8

Il suffit d’appliquer la propriété précédente avec A = V [%} et v= %. On vérifie en
effet que pour des fonctions de la forme u¢ = ¢ (@), la matrice A est bien symétrique. [

Estimation de A¢u§$*(x) au sens des distributions

On rappelle que la fonction u§ . est égale a

d(z*, Q) + (v, x—a:*)) ‘e <d(m*,Q)+<u, x—x*>> (A(z—a"), 2 —a*)

€ € 2€

W) = g (

Nous allons montrer le lemme suivant

Lemme 9. Avec les notations définies précédemment,

- 1, [d(z*,Q) + (x — 2%, V)2 pa
A(bu;,x* (33) = gq < € FE )) |:¢O(V) <Aa ¢g§(y>>lz(Rdxd) + <A¢g(l/)7 ¢g(y)>l2(Rd):|
1, [d@*, Q)+ (v, 2 —2*) 2 pa
+ < = >> |6°()? +26°(0) (Al = ) , 680)) o |
1 (dz*, Q)+ (v, 2 —2%) 2 pa
+ 5 ( —— >> 0w (Al — ), 2= ")y

Démonstration du lemme 9.
La fonction u§ ,. se décompose comme la somme des deux fonctions suivantes
b

d(z*, Q)+ < v,z — 2 >> e (d(a:*,ﬂ) v, —x*>) (A(z — x;), x — %)

€ €

b (a) = q(
() + u e ()

Nous utilisons une nouvelle fois les repéres (z,,z,1) et (§,,&,.) introduits précédemment.
La propriété 26 implique que
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19) 2
Al e () = U 4 <

€

d(z*, Q) + (v, x—x*})

Il reste & estimer la quantité A(i)uf” (x). L'intérét de ce développement limité est que la fonc-
tion u§ .. (x) s'écrit comme un produit tensoriel de deux fonctions dont les variations ont des
directions orthogonales :

d(z*, Q) + (v, :L‘—x*>> (A(z — ), $—$*>'
2¢

W (2) = g (

€

Dans le nouveau repére, on pose alors

J(w*,Q) 4 xy) </~leL s xVL>

o (2, 78) = ¢ ( -

€

oil A est la représentation de A dans la nouvelle base. Les propriétés géométriques de la fonction
distance implique que Av = 0 et assurent 'existence d’une matrice A telle que

(Alx —2"), z —2*) = <f~lac,,¢ , ac,,¢>

L’estimation de la transformée de Fourier au sens des distributions tempérées peut maintenant
s’effectuer en séparant les variables z, et x,1 :

d(z*,Q) + z,
€

e = 1 ’ ~ _
<]:[u3,z*] ) f[(p]>5/73 = <26]:1 |:q ( >:| (&) Fa- |:<Axy1- ) xzﬂ->] (€1) ‘7:[90]>
ot ¢ € S(RY).

Nous allons pour le moment nous intéresser aux propriétés de la distribution T, € S (R41)
lorsque &, # 0,

S8

Te, : &0 = 6°(6 602 Fam [(Arye 30 )] (60)

La hessienne de la fonction &, — ¢°(&,,€,1)? est continue (car &, # 0), cette distribution est
bien définie et

Te(60) = F|-an?(Av,o, 0,0)] (6,0)67(6,60)°

d—1
= F|=4n® > Al ) (@,0)i(@,0)5 | (60)0°(6, 1)

ij=1

Remarque 28. En dimension 1, si f est C%(R), alors, la distribution 168" est bien définie et
s’identifie & la distribution 6" f(0) + 28 f (0) +6f"(0). En effet

(10 0) g, s =07 0 ), o = (0) (0 = F0)"(0) +2f 0)¢'(0) + 1 (0)(0)

Et plus généralement en dimension d, si f € C%(R?), alors,

_ 026
Floan®sg)f = 5ot
et}
_ OS] 96 9[f] 99 I[f] 9%
N 58:@1’] (0) 87%87%(0) 873}]871’%(0> * 8.%2‘:6]‘

£(0)
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En ajoutant & cela I'hypothese de symétrie de A, on en déduit que

d—1
Te(6) = F |47 30 Al )@, )ilw,s); | (62)6°(En6n)’
i,j=1
d—1 j ~
= Y F[arAG ), )il ); ] (6,0)6°(60.0)
1,7=1
d—1 _
+ 2 Z F [—QiﬂA(i,j)(l’,}L)i} (&1)
i,j=1
d—]l B o
+ D FI&)AGD) 5y e

1,j=1

9(¢°)?
(& );

(£, 0)

Les propriétés d’homogénéité de ¢° montrent alors que

Te,(60) = D F [AG ) (@,0)ilw,0);] (6,0)0° ()2 (~4r%€2)

[\

9(¢°)
A(&r )

+ 2 Y0 FAG I )] (60) 5 () (-2im8,)

+
=
—
Al
AN

[
~—

o
—

~
~—

Lorsque &, = 0, la distribution T¢,—o(§,1),

Temo(6r) i= F [~4n% < Awy1 w0 >] (6,0)0°(0,6,0)7,

est a priori mal définie. Mais comme nous 'avons expliqué précédemment, nous pouvons donner

un sens a cette distribution :

d—1 20 102
Teol6ye) = !f S 46,029, (6)ao

LeSi-1n<g v>=0 =1 85@'6‘51'

F A (€0)-

Remarque 29. La distribution T'(§,,§,1) = T¢,(§,1) est a priori mal définie pour & = 0, en

revanche le produit de distribution

o [0 () ()T,

est lui bien posé.
En fait, c’est le terme

S A G
> Faall] (&A)A(%J)m(’/) = (&) dre | —0)

ij=1 J

qui pose probléme puisque f(§,) n’est pas bien définie pour & = 0. Mais comme la distribution

,fd(z*, Q)+ o i ) -
Fi [q <()+V>} est une distribution réguliére, il ressort que la valeur utilisée en O pour
€
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la fonction f n’a pas d’influence sur la distribution

Febge oy |d ()

En effet, la valeur de

(f65(e,.ym [0 (T2 E2) ), £} = (ream [1 (2] Pl 6.0)

€

ne dépend pas de f(0).

En résumé, la distribution T était a priori mal définie car la fonction (¢°)* n‘admet pas de
dérivée seconde continue en zéro. Nous avons donné un sens o cette distribution, définie comme
la limite d’'une suite de distributions régqulicres, qui étaient elles-mémes définies a partir d’une
approzimation réquliere {pn}tnen+ de la masse de Dirac §. Ainsi, la distribution T dépendait

a priori du choix de Uapproximation {pp}nen+. Mais comme Fy [ql (%”)} (&) est réguliere, il
ressort aw final que le produit T'(§)F [q/ (%”)} (&) est bien défini et ne dépend plus du choiz de
{pn}neN*'

Finalement, la distribution F[a§ ,.]¢°(£)* = > Fi [q/ <M>] (&)T (&, &,1) se décompose

€
sous la somme des trois distributions 77, T5 et T3 suivantes :

Flag,-1(€)6°()* = Ti(€) + Ta() + T3(6)

= 5.5 |0 (TN ()i |0 A6 Do) | 6077
L | I ij=1
1 [ (da*, Q) +2,\] S 9(4°)> .
+ ?Efl _q <€>_ (gl/)]:d—l _2i;1A(Zaj)(xu¢)ia(£3_)j (V)] (61/1-)(_27’7751/)
L[ (d*,Q) +x,\] s T o 0%
+ 5. K <6> (&) Fa-1 i,jzzlA(Z’])a(Vl)ia@'})j(y) (&1)
Soit ¢ € S(R?), alors avec dy+ = d(z*,Q) + z,,
_— :
(1, Flel)gs = <21f 7 ()] @r |oewr ¥ ddiae, <§,,L><—4w253>,ﬂ@1>
L iy=1 i s.S
S :
- <21f 4 ()] @r |0r X ddnanme;| 6. CardF
L iy=1 i s.S
1(x* Ty g, 20(zy, 2,0
- <21€q’ (AR 0 X Aoy, TG )>
4.4=1 v 8.8
. . -1
- <21q( D) o A(z,j><xyi>z<xyl>mo>
bj=1 s'.s
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<T3»7:—[90]>s/,s =

1, (A, Q) +2,\ & 5. 9%
<2£ (F58) X 260550, 9”>5, .

s (IR 00 (4, 6500) + (400, 650)
E%q” < (ZL‘*’Q) +€<l/ €T — ZL‘*>> [¢O(V)2 + 2¢O(V) <A([L‘ N LE*), d)g(y)ﬂ

L <J(x*’ ) +€<$ — V>> ()2 (A(x — *), & — x¥)
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Comparaison des fonctions Aguf ,.(z) et A¢u§x* (x)
Les lemmes 8 et 9 permettent de montrer la proposition suivante :

Proposition 28. Toujours avec les notations précédentes,

€ A € 1 *
Dgui g (2) = Dy - () + -0 (Jz = 27))

Démonstration de la propriété 28.
Nous rappelons que

Agui(x) = Ii+1r+ I3
= 1 (M) [+ A - ) (A e+ A - a)]
10 (M) g + A=) 050+ A - 2]
+ a0 () [+ ae - )P

Avec d(z) = d(z*, Q) + (v, z — 2*) + 3 (A(z — z¥) , = — %)
La démonstration consiste & effectuer des développements limités sur chacun des termes Iy, I

et 13.

Etude du premier terme -

n=2d (CM) [6°( + Ale —2") (4, 9% (v + Az — 2")))]

La fonction & — ¢°(&)pee(§) est absolument continue au voisinage de v et homogene de degré
0, alors

[6°(v+ Ale — ™)) (A, 6e(v + Ale — 2)))] = 6°(v) (A, 6e(v)) + O (|z — "))

D’un autre coteé,

lq’ (d@)) :lq’ <d(x*,Q)+<V7x—x*>> +lo(|<A(x—x*),x—x*>\)

€ € €

Au final

Il _ %q/ (d(l‘*’Q) +6<V, €T — l‘*>> [¢O(y) <A, ¢g§(y)>] + %O(’x . .Z'*D

Etude du deuziéme terme :

h=1q (dm> [(Ad(v + A(w — 2%)), 6(v + A — 2%)))]

€

Les mémes arguments aboutissent a

1, <d(:p*,Q) v, o —2)

I, = —q

€ €

) [asg). g0n)] + 0o - )
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Etude du troisiéme terme -

€

Iy — 6qu// <d(1’)> |:¢O(Z/+A(x —:U*))Q]

Le troisiéme terme nécessite d’effectuer des développements limités d’ordre 2 & cause du facteur
}2. D’une part,

@+ Az —2%))) = ¢° ()2 + 26°() (Al — 2%) . 6(0)) + O (| — =" ?)

D’autre part

€ 2 €
+ ;20 (] (A(x — %),z — 2¥) |2)
Ainsi
b o L ()

N éq (J(m*7 Q)+ (v, z— x*>> [1 (Ale —2%), © — 2%)| [6°()?]
+ ~0(z-27)
Enfin, la somme des trois termes montre que
L+ I+ Iy = Aguy + %O (J& — z*])

La démonstration de cette propriété est terminée.
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6.4 Simulations numériques de mouvement par courbure moyenne
anisotrope

Nous allons introduire une méthode numérique pour déterminer les solutions de I’équation
d’Allen-Cahn anisotrope linéarisée :

w(t,z) = Agu(t,z) — SW (u(t,z))
u(0,2) =q (L(?Q))

L’existence de solution de ce type d’EDP peut s’obtenir en procédant comme dans le cas isotrope
et en considérant 1’énergie suivante

T = [ 2w+ [ ZWds

Les techniques du chapitre 2 devraient en effet s’adapter puisqu’il y a équivalence de norme
entre

i ey Nl = [ (1 07(0%) i) e

De plus, I'analyse d’erreur entre les opérateurs Ay et Ay nous laisse penser que les lignes
de niveau 1/2 des solutions u¢ de ces équations devraient étre une bonne approximation des
mouvements par courbure moyenne anisotrope avec un ordre de convergence en O(e).

6.4.1 Meéthodes numériques

Les méthodes numériques utilisées dans le cadre anisotrope sont similaires aux méthodes isotropes
a Dexception du symbole e =47 1¢” qui est remplace par e=47°%°(©)* (voir les algorithmes (8) et (12)
du chapitre (2)). Le cout algorithmique et les contraintes de stabilité restent de plus inchangés.

Algorithm 8 Equation Allen-Cahn linéarisée sans conservation de volume
DONNEES: Entrées : U, 6; et €

1: pour n>0 ,

2:  Calculer 'action de 'opérateur de diffusion

Ul?'ourier - FFT[U”]
Un+1/2 [k’] _ e—47r2¢0(lg)2§tU7l . [kj]

Fourier 19 Fourier
U2 = TFFTIUR2 |
3:  Calculer 'action de 'opérateur de réaction
Ot

gl — gt/ _ o [W’(Un+1/2)}

€

4: fin

6.4.2 Simulations et tests numériques

Pour un couple d’anisotropie (¢, ¢°), le mouvement par courbure moyenne Q(t) d’'un domaine
initial Qo = By g, est explicite : a I'instant ¢, Q(t) = By g ou le rayon R(t) = \/R§ — 2t. Les
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Algorithm 9 Equation Allen-Cahn linéarisée avec conservation de volume
DONNEES: Entrées : U°, §; et €

1: pour n>0 ,

2:  Calculer I'action de l'opérateur de diffusion

U}TTL'ourier = FFT[UTL]
UR2 (] = om0 egn ()
U2 = TFFTIUR2 |

3:  Calculer a priori la perte de volume de 'opérateur de réaction

W) da
¢f [ W(U”“/?)} dz

k=

4:  Calculer ’action de 'opérateur de réaction

Un+1 _ Un+1/2 _ % |:W/(Un+1/2) — ek /W(Un+1/2):|
€

5: fin

anisotropies utilisées, présentées sur la figure (6.2) sont les suivantes :
1
@2(&) = ll€llen = (I&1* + |&2*)
4 4
63(6) = llgll g = (Il + I&)5)
1
83(6) = (161119 + 1361 + L[ + |36y — Leo[1001) ™

NS

Pour chacune d’entre elles, nous effectuons des résolutions numériques de ’équation d’Allen-
Cahn anisotrope linéaire pour différentes valeurs du parameétre € et avec comme condition ini-
tiale la forme de Wulff correspondante de rayon Ry. A une solution u€ est ensuite associée une
évolution d’interface I'(t) := {z € R?; u(t,z) = 1/2}. L'objectif de ces premiers tests est d’ob-
server 'influence du paramétre € & la fois sur la forme de ces interfaces, mais aussi sur la vitesse

Diagramme de Frank, forme de Wulff, ¢ Diagramme de Frank, forme de Wulff, ¢ Diagramme de Frank, forme de Wultf, ¢}
1 T T

0.9F

0.8F 4 osf 08

0.71 1 o07r 0.7

0.6F 4 o6f 06

05F 4 osp 05

0.4 1 o4f 04

0.3F 4 o3p 03

0.2F 4 o2f 02

0.1p 1 01 01

[ 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

F1G. 6.2 — Forme de Wulff et diagramme de Frank pour les trois couples d’anisotropies (¢1, ¢9),

(¢2’ ¢g) et (¢3’ ng)
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Mouement par courbure moyenne avec s, o) Mouvement par courbure moyenne avec @, 6) Mouvement par courbure moyene avec (@, ) Mouvement par courbure moyene avec (6, 4)

©

o

o o1 02 0304 05 06 07 08 09 1 0 or 02 0304 05 06 07 08 05 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 03 1 0 0oL 02 03 04 05 06 07 08 03
P2oo0idsan, °5 = afiirede N2 4, = 00009062 P2 0003062, °5 = 3 8ire06: -2 gy, = 00000062 2 0000iias, 5= 38147006, NBS5 8y, - D000 toofthes, %= asiire-od’ n-fE 50, ~SB0ands?
Mouement par courbure moyenne ave ) Mouement par courbure moyenne ave ) Mouement par courbure moyenne ave ) Mouement par couture moyenne ave )
1 1 ) )
09 I 09 09

@

01 o0z 03 04 05 06 07 08 09
£=00078125, 3, =38147e-06, N=256 &= 00039062

U

01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0l 0z 03 04 05 06 07 08 09
£=00019531, 5 =38147e-06, N=256 5. =0.0039062 £=00039062, 5,=38147e-06, N=256 5 .. =0.0039062 £=0015625, §=38147e-06, N=256 5, =0.0039062

Mouvement par courbure moyenne avec (@, ¢5) Mouvement par courbure moyenne avec (@, 45) Mouvement par courbure moyenne avec (@, 45) Mouvement par courbure moyenne avec (@, 45)

01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 0z 03 04 05 06 07 08 09 0l 0z 03 04 05 06 07 08 09
£=00019531, 5 =38147e-06, N=256 5. =0.0039062 £=00039062, 5,=38147e-06, N=256 5. =0.0039062 £=00078125, 8 =38147e-06, N=256 8 .. = 00039062 £=0015625, §=38147e-06, N=256 3, =0.0039062

FiG. 6.3 — Evolution d’une forme de Wulff pour les couples d’anisotropies (¢1,¢9), (¢2,#3) et
(¢3,¢4) et pour différentes valeurs du parameétre e.

d’évolution en observant par exemple le temps d’extinction & partir duquel la solution u¢ devient
plus petite que 1/2.

Allure de linterface T'(t)

La figure (6.3) présente quelques unes de ces évolutions avec une résolution N = 28, un pas de
temps &; = (1/(2N))? et pour des valeurs e = 1/(2N), e = 1/N, e = 2/N et ¢ = 4/N.

Une premiére remarque est que les formes de Wulff sont mieux préservées lorsque les paramétres
€ sont petits. L’opérateur Ay semble en effet lisser les fortes courbures, et ce point n’était pas
observé avec 'opérateur Ag.

Un autre type d’erreur apparait avec l'observation de la premiére évolution d’interface I'(¢) pour
la troisiéme forme d’anisotropie. L’évolution perd en effet sa symétrie mais nous pensons que
c’est une conséquence de la discrétisation numérique lorsque le parameétre € est trop petit.

En conclusion, il est assez difficile de distinguer les erreurs de champ de phase, des erreurs issues
de l'utilisation de I'opérateur Ay et des erreurs de discrétisation.
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Mouvement par courbure moyenne avec (mrq;‘;)
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F1G. 6.4 — Pour l'anisotropie (¢1,¢7), A gauche : t — R(t), A droite : erreur sur le temps
d’extinction en fonction de epsilon.

Vitesse d’évolution et temps d’extinction

Un deuxiéme point important est de controler la vitesse d’évolution des interfaces T'(t). Nous
allons ainsi comparer les décroissances des volumes des domaines Q¢(¢). En dimension 2, le rayon
R(t) de la forme Wulff & l'instant ¢ vérifie R(t) = \/R3 — 2t. Ainsi la décroissance théorique du
volume vérifie

V(t) = |By| (R} — 2t)

La premiére image de la figure (6.4) montre que I'erreur numérique se répercute sur la pente
de décroissance des volumes des domaines Q€(¢). Nous rappelons que dans le cas isotrope, les
erreurs de champ de phase apparaissaient uniquement pour les fortes courbures. Le deuxiéme
graphique de (6.4) montre que l'erreur sur le temps d’extinction est de 'ordre de e.

Forme de Wulff numérique

Nous représentons sur les figures (6.5) quelques unes de ces formes de Wulff pour différentes
valeurs de e. Il en ressort une nouvelle fois que ces formes sont d’autant plus proches des formes
théoriques que le paramétre € est petit.

Afin d’analyser plus précisément 'ordre d’erreur de la méthode, nous tragons sur les figures (6.6)
les fonctions

log(e) — log (|Ixar — xallz, @)

ou € représente les formes de Wulff obtenues avec nos algorithmes. Nous trouvons ainsi un ordre
d’erreur en O(e) sur le premier et le troisiéme test qui correspondent aux anisotropies ¢$ et ¢5.
L’erreur obtenue est de plus, relativement plus importante pour ’anisotropie ¢9(§) = H£||l 4 que
pour ¢{(&) = [[£]|;a, une explication serait la non régularité de l’anisotropie ¢3. Le deuxiéme
graphe présente le résultat d’un test isotrope oil nous retrouvons bien Ierreur en O(e?). Ce
test montre clairement que l'ordre de la méthode de champ de phase aprés substitution de
lopérateur Ay par A¢ n’est plus de ordre de In(€)?e? comme ’ont montré Bellettini, Goglione et
Novaga dans [11]| mais en O(e). L’utilisation du laplacien de Finsler linéarisé dégrade donc ’ordre
de convergence de la méthode de champ de phase comme nous 'avions prévu théoriquement.
L’utilisation de 'opérateur A¢ est toutefois intéressante puisqu’elle conduit & des méthodes
numeériques optimales en cott de calcul.
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6.4. Simulations numériques de mouvement par courbure moyenne anisotrope

167

Forme de Wulff numA®rique - avec (¢,.¢)

Forme de Wulff numA@rique avec (cpz‘v.pg)

Forme de Wulff numA®rique - avec (¢,.5)
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Fig. 6.5 — Formes de Wulff obtenues numériquement pour différentes valeurs du paramétre
e=1/N,2/N,4/N et 8/ N ou N = 256.
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Fi1G. 6.6 — Erreur commise sur la forme de Wulff en fonction du paramétre € :

a gauche avec
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Forme de Wulff numA@rique avec (wl,q)j) Avec I'anisotropie ¢°(§) = | € l,+ log(Erreur) = 0.4416 log(e) + ~0.67254
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F1G. 6.7 — Erreur commise sur la forme de Wulff avec ’approche Ruuth Merriman. L’anisotropie
utilisée est @°(&) = ||€]| 4

Comparaison avec ’approche Ruuth-Merriman

Dans lintroduction, nous avions fait référence aux travaux de Ruuth et Merriman [100] qui
modélisent des mouvements par courbure moyenne anisotrope. Pour une anisotropie ¢°(§) =
|€|b(arg(€)) donnée, ils montrent formellement que 1’algorithme de Bence-Merriman-Osher avec
le noyau de convolution,

K5t7¢(x) = C¢ e 45r(arg(@)  of1 C¢> = </ e 45tr(arg(z))dx>
RQ
et
r(0) =40 +7/2) (O +7/2) +" (0 +7/2)),
permet d’approcher les mouvements par courbure moyenne anisotrope.
Nous allons maintenant tester ce noyau de convolution dans nos algorithmes numériques, en

utilisant le noyau K, 4() & la place de Kj, 4(z).
Cette méthode ne s’applique que pour des anisotropies ¢° de classe C?((R*)%). Par exemple, le

cas de l'anisotropie ¢°(§) = H{Hl% ne peut pas étre traité. Dans les tests suivants, nous utilisons
Panisotropie ¢°(§) = [|£]|;2. La premiére figure de (6.7) présente les formes de Wulff obtenues
pour différentes valeurs du paramétre € et, mis & part le cas ol € = %, toute les formes obtenues

sont isotropes. Il semble que cette approche ne converge que lorsque l'interface est raide. La
deuxiéme figure de (6.7) présente une erreur en e beaucoup plus importante que dans les tests
précédents effectués avec le noyau K, 4(x).

En conclusion, 'approche de Ruuth-Merriman ne traite que les anisotropies réguliéres, et ne
semble efficace que dans le cas des interfaces raides. Notre approche, au moins du point de vue
numériques, est donc beaucoup plus flexible a toutes sortes d’anisotropies et semble converger
plus rapidement.

Quelques simulations en dimension 3

Nous affichons sur les figures (6.8), pour différentes anisotropies ¢°, les diagrammes de Frank,
les formes de Wulff théoriques et les formes de Wulff obtenues avec notre méthode numérique.
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Remarque 30. Les formes de Wulff théoriques sont obtenues en estimant numériquement le
dual de ¢°, notée ¢°° et qui s’identifie & ¢ dans le cas des anisotropies convexes. Ces algorithmes,
pour les dimensions 2 et 3, sont présentés dans la troisiéme annexe.

Les formes de Wulff sont une nouvelle fois retrouvées bien qu’elles subissent toujours un lissage
au niveau des arétes. Enfin, les figures (6.9), (6.10) et (6.11) présentent trois simulations de
mouvement par courbure anisotrope. La condition initiale est un tore et les anisotropies utilisées

sont les suivantes : ¢°(&) = max {1, &2, &3}, ¢°(€) = V& + &5 + &5 et 6°(§) = €] + [&] + &,

6.5 Conclusion sur notre méthode numérique

L’intérét de notre approche, qui consiste a utiliser dans 1’équation d’Allen-Cahn 'opérateur
A¢ au lieu du laplacien anisotrope traditionnel, permet de rendre la résolution numérique de
mouvement par courbure moyenne anisotrope & un cofit algorithmique optimal dans le sens ol
ce cofit est exactement le méme que pour des mouvements isotropes. L’utilisation de 'opérateur
Aqﬁ a tout de méme des répercutions sur 'ordre de convergence des méthodes de champ de
phase, puisque, comme nous l’avons observé, cet ordre semble étre maintenant en O(€) au lieu de
O(€%In(€)?). Au final, les simulations présentées introduisent les bonnes directions d’anisotropies
et les dynamiques d’interface semblent converger.
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Fia. 6.8 — Diagrammes de Frank, formes de Wulff théoriques et numériques associées aux

anisotropics ¢°(€) = maw {&1, &, €}, 9°(€) = V(& + &7 + &, ¢°(6) = \/maa {&,¢} + &3},

¢°(8) = /& + & + [&3] et ¢°(€) = |G| + [&2] + |€3]. Les parametres de simulation utilisés sont
N:27,e:%,et 5 = €.
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F1G. 6.9 — Evolution d’un tore avec 'anisotropie ¢°(§) = max {1, 2,83}
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Fi1G. 6.10 — Evolution d’un tore avec 'anisotropie ¢°(&) = /&% + &5 + |&3]
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t=000012207 =00060049 t=00202

F1c. 6.11 — Evolution d’un tore avec 'anisotropie ¢°(&) = &1 + |€2] + &3]



Chapitre 7

Application a des anisotropies non
convexes

7.1 Motivations

Jusqu’a présent, les anisotropies ¢ et ¢° étaient toutes convexes. En fait, la convexité de la
fonction ¢° est une implication directe de sa définition comme le dual de ¢. Le sup de fonctions
convexes est en effet convexe.

Dans ce chapitre, nous utiliserons des fonctions ¢° non convexes. Pour ce faire, nous allons repren-
dre les différentes définitions de la géométrie de Finsler, mais en utilisant le couple d’anisotropies
(62, ¢°) au lieu de (¢, ¢°?), ot ¢*° est définie comme le dual de ¢° et s’identifie & ¢ dans le cadre
des anisotropies convexes.

Nous pourrons ainsi définir un opérateur Laplacien anisotrope, noté cette fois-ci Ago (au lieu de
Ay) et défini par

Ago = div (¢2(Vu)¢°(V)) .

A noter que cet opérateur n’est plus elliptique si ¢° n’est pas convexe.

De méme, nous définirons un périmetre anisotrope noté Pyo de telle sorte que pour tout domaine
Q, borné régulier de R?,

Po(€2) :/FQSO(n)ds

Et, sous 'hypothése de non-convexité de ¢°, ce périmétre ne sera plus semi-continu inférieure-
ment pour la topologie des fonctions caractéristiques des domaines de R?.

Remarque 31. Pour simplifier les notations utilisées dans la suite, nous supposons que l’anisotropie
@° n’a pas de dépendance spatiale et que |Byoo| = wy de telles sorte que wq detqp® = 1.

Dans une premiére partie, nous étudierons quelques propriétés de ce périmétre anisotrope, et
plus précisément, nous allons montrer qu’il n’est pas semi-continu inférieur, et que son enveloppe
semi-continue inférieure est le périmetre anisotrope Pgo« ol ¢ est définie comme ’enveloppe
convexe de ¢° (voir par exemple les travaux [70]).

Nous en déduirons alors que les formes qui minimisent Pge & volume fixé sont les formes de Wulff

173
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associées & 'anisotropie ¢*.

Nous obtiendrons ensuite quelques caractéristiques des mouvements minimisant de Pgo, obtenus
par le principe d’Almgren-Taylor-Young. Bien que la non continuité de Pyo ne garantisse plus
I’existence et 1'unicité de ces mouvements, nous justifierons les propriétés suivantes :

— le mouvement minimisant d’une forme de Wulff Byoo g, est unique et s’identifie au mouvement
par courbure moyenne anisotrope associé a ¢%*.

— le mouvement d’une condition initiale quelconque ne fait intervenir que des directions normales
admissibles pour les temps ¢ > 0. Les directions admissibles ©(¢°) d’une anisotropie ¢° sont
définies comme 1’ensemble des orientations § € S4 ! telle que ¢** soit strictement convexe
dans la direction 6.

0(¢°) = {9 e 54l Ty (¢gg(9)> > o}

Remarque 32. Lorsque l’anisotropie n’est pas réguliére, gbg’g(ﬂ) n’est pas définie pour tout
0 € S 1. Dans ce cas, il est nécessaire d’introduire les notions de sous gradient et de sous-
différentielle.

Dans la section suivante, nous introduirons les énergies de Ginzburg-Landau, et bien que les
outils de I'-convergence ne sont pas adaptés ici, nous expliquerons pourquoi I’équation d’Allen-
Cahn anisotrope (7.2),

L (u) (7.1)

up = Dol — 2

devrait tout de méme minimiser Pgo.

Mais comme l'opérateur Ago n’est plus elliptique, mais "fordward backward parabolic ",
Iexistence de solution de ces équations reste un probléme encore largement ouvert & ce jour.
Le lecteur pourra tout de méme trouver des simulations de cette équation dans [60]. Voir aussi
les travaux [26, 69] ou les auteurs rajoutent des termes de régularisation a cette équation pour
rendre le probléme bien posé.

Dans ce travail, nous allons une nouvelle fois utiliser notre opérateur Ago, et nous intéresser a
I’équation

~ 1__,
up = DNgott — E—QW (u). (7.2)

L”opérateur A¢o régularise en quelque sorte ’équation d’Allen-Cahn anisotrope puisque méme
lorsque la fonction ¢° n’est pas convexe, 'existence et 'unicité des solutions de (7.2) s’obtient
facilement en adaptant les étapes de la démonstration de I’équation d’Allen-Cahn du deuxiéme
chapitre. Cette stratégie ressemble donc indirectement aux travaux [26, 69]. Il nous reste tout
de méme & comprendre en quoi 'unique solution de 'EDP (7.2) permet de sélectionner "le bon"
mouvement minimisant de Pgo.

Nous analyserons ensuite plusieurs simulations numériques pour extraire les dynamiques d’in-
terfaces des mouvements d’interface obtenues. Heuristiquement, nous essaierons de comprendre
en quoi, les solutions de (7.2) permettent de minimiser un périmétre anisotrope régularisé du
type

Pyo () ~ /F (6°() + eligl) ds
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L’ajout du terme €|kgo| agit en effet comme un terme de régularisation lorsque les courbures
introduites deviennent trop importantes et permettent ainsi de rendre semi-continu inférieure-
ment le périmetre Pyo (£2). Nous pourrons ainsi lui associer un unique mouvement minimisant
noté I'c et nous espérons dans de futurs travaux montrer le lien entre les solutions de ’équation
Allen-Cahn anisotrope linéarisée et les mouvements minimisant de Pgo ((2).

7.2 Propriété du périmétre anisotrope P

7.2.1 Continuité

La démonstration de la semi-continuité inférieure de P, présentée dans le chapitre précédent
utilisait la définition généralisée suivante :

PA(E) = 6E¢O<n>ds:{ [ @ivtode s € DR, ||<z><so>||Loo(Rd)<1}

Cette définition permettait ainsi de définir le périmétre anisotrope & partir I'unique expression
de la fonction ¢. Mais comme nous ne pouvons pas associer une fonction ¢ a ¢° lorsque ¢° n’est
pas convexe, nous utiliserons par la suite la notation Pge pour le périmétre anisotrope associé a
I’anisotropie ¢°.

Remarque 33. Nous pourrions utiliser le dual de ¢° a la place de ¢ dans la définition généralisée
de ce périmétre. Mais alors, cette définition coinciderait avec le périmétre anisotrope associée a
la fonction d’anisotropie ¢* définie comme le dual de ¢°°, qui est de plus l’enveloppe convexe
de ¢°. Cette approche a par exemple été étudiée dans [70].

Nous allons maintenant montrer que si ¢° n’est pas convexe, alors Pyo n’est pas semi-continue
inférieurement.

Proposition 29. 5i ¢° n'est pas conveze, alors il existe une suite de domaines (), et un domaine
Q tels que 1o, — lg dans L' (R?) et

lim inf P¢o (QTL) < P¢o (Q)

Démonstration de la propriété 29.

Nous nous contentons d’effectuer une démonstration en dimension 2. Le principe de la démonstra-
tion s’adapte en dimension supérieure mais nécessite un formalisme plus complexe. La fonction
$° nest pas convexe, il existe (€, u) € R x R? et A € [0,1] tels que

A+ (1 = A)p) > Ao%(§) + (1 — A)¢°(n)
Il n’est pas restrictif de supposer que || = |u| = 1 puisque ¢° est homogene de degré 1.

B

AEY @A p

A M@ ¢

FiG. 7.1 — Existence de (&, 1) € R? x R, et X\ € [0, 1] lorsque ¢° n’est pas convexe
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Sur la figure (7.1), le périmétre anisotrope du triangle ABC vérifie
P¢O({A7 B, C]) = Pd)"([A? B]) + P¢O([Bv C]) + P¢>D([Cv A])

= A+ (1= N6 + N+ (1= Ak (TEEEET).
Et
Pir(1C, A)) > Pon([A B]) + Por (B, C))

1l suffit alors de définir un ensemble Q ayant une facette dans la direction (A& + (1 — A)p)*.
Chaque domaine €, s’obtient alors en identifiant 0€), & 9 a I'exception de la facette qui est
remplacée par n triangles comme le suggére la figure (7.1). Ainsi, la fonction caractéristique de
Q,, converge vers la fonction caractéristique de €2 pour la topologie induite de la norme Ll(Rd)
et,

liminf Pyo () = Pyo () + L (AG°(E) + (1 — N)¢®(1e) — 6°(AE + (1 — \pr)) < Pyo(92).

ou L représente la longueur de la facette.
Nous pouvons ainsi conclure que le périmétre anisotrope n’est pas semi-continu inférieurement
pour la topologie de la norme L' des fonctions caractéristiques.

O

7.2.2 Enveloppe semi-continue inférieurement

Nous rappelons que la fonction ¢>* est initialement définie comme le dual de ¢°°, mais elle
s’identifie aussi & I’enveloppe convexe de ¢°, c’est & dire

¢%* =sup{f < ¢°; f convexe}
f

On définit de plus P¢o comme l’enveloppe semi-continue inférieurement de P, au sens de la
topologie des fonctions caractéristiques des domaines de R%. C’est & dire,

Pyo(Q) = liminf Pyo(f2,) VQ domaine borné de R?.
Q250

Définition 23. L’ensemble des directions admissibles de ¢° noté ©(¢°) est défini comme l’ensem-
ble les directions 6 € S?=1 telles que ¢** soit strictement conveze dans la direction 6.

L’ensemble © peut étre aussi défini comme ’ensemble des directions présentes dans les formes
de Wulff associées a ¢”*. Ainsi,

¢°(0) = ¢*7(0), V0 € ©(¢°)
Nous allons tout d’abord montrer le lemme suivant :
Lemme 10. Pour tout 2, domaine borné régulier de R?, il existe une suite de domaines (Qy,)
1 Rd
admettant que des directions admissibles tels que lq, LL) 1q et,
Il ressort de plus que
n—oo
et st Q) possede de plus des directions non admissibles, alors

lim P¢o (Qn) < P¢o (Q)

n—oo
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Démonstration du lemme 7.5.2.
Nous ne présentons qu’une démonstration en dimension 2. Soit {2 un domaine borné et régulier
de R?. Le premier point de la démonstration consiste a introduire une suite de domaines polygo-

naux notée {Qn} dont des arétes sont de taille % Nous pouvons par exemple prendre parmi
n>0

les domaines autorisés, le domaine €2, qui est inclus dans €2 et qui minimise la distance de Haus-

dorff avec Q. L’intérét de cette suite est que limy, oo Ppox(£2,) = Pyo(€2) car non seulement

X : s .
Q, = Q mais leur premiére forme fondamentale converge aussi.

Pour chaque domaine (2, le deuxiéme point de la démonstration consiste & remplacer chaque
aréte dont les normales ne sont pas admissibles par un triangle comme le suggere la figure (7.1).
Supposons que €, posséde une aréte dans la direction 6 de telle sorte que 6 ne soit pas admissible,
alors, il existe un couple de directions (61, 602) € ©2 tel que

0=ab+(1—a)fy et ¢ (0) =agp” (01) + (1 — a)p?*(62)

La deuxiéme égalité vient du fait que ¢>* définie comme I'enveloppe convexe de ¢° est cristalline
entre les directions [f1,62]. Nous notons finalement le domaine , une fois que toutes les
arétes interdites ont été remplacées. L’égalité ¢2*(0) = ap®*(01) + (1 — a)¢p**(62) implique
que Pyox(Qp) = P¢o,*(Q~n) et on vérifie de plus que Q, X, Q car dist,, (Q~n, Qn> < % Finale-
ment la suite €, vérifie de plus lim, oo Pyo.(25) = Pygo.(Q2).
Ainsi,

lim P¢o (Qn) = lim Pd)o,* (Qn) = P¢o*(Q) < P¢0 (Q)

n—oo n—oo

Le fait que €2 posséde des directions non admissibles implique que Ppgox(£2) < Pyo(€2) et alors,
lim Pyo () < Pyo(£2).
n—oo

Nous pouvons maintenant montrer la propriété suivante :

Proposition 30. L’enveloppe semi-continue inférieurement de Pgo est le périmeétre Pgox

Pyo(Q) = /aQ ¢**(v)ds

Démonstration de la propriété 30.
Soit  un domaine borné de R?.
i) La fonction ¢®* est ’enveloppe convexe de ¢, on en déduit que ¢p%* < ¢° et,

Pp(Q) = limn inf Pyo ().
La derni¢re inégalité s’obtient en remarquant que le périmeétre Pyo est semi-continu inférieure-

ment.
ii) Le lemme 7.3.2 montre 'existence d’une suite 7 telle que

2 o < i o * == 1 0, % * == 0, %
Pyo(Q) < lim Pyo () = lim Pgo(2,) = Pyex (?)
L’égalite limy, oo Pyo(€2)) = limy, oo Ppox (§25)) est verifie car Q5 n’admet que des directions

admissibles. 3
En conclusion, Pyo«(2) = Pyo ().
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7.2.3 Forme de Wulff associée a ¢°

Les formes de Wulff de volume Vj sont les domaines 2y, qui minimisent Pgo pour un volume
donné Vj :

arginf (P (©) ; 0] = Vo) (7.3)

Proposition 31. Les périmétres Pyo et Pgox ont les mémes formes de Wulff.

Démonstration de la proposition 51

Le premier point de la démonstration consiste & vérifier que les formes de Wulff associées a
¢%* n’introduisent que des directions admissibles. Dans le cas convexe, les formes de Wulff
peuvent étre définies par

Wos = {x eR?; zn < ¢%*(n),n e Sd} , OW = {qﬁg*(n) ;n e Sd} ,

voir par exemple les travaux de Fonseca-Miiller [61]. Or, si n ¢ O, alors la convexité de ¢**
montre l'existence de deux directions (n1,n2) € ©2 et de a € [0,1] tels que

{ﬁ =oan; + (1 —a)ng
97" (1) = ad®*(n1) + (1 — @)¢”* (n2).

Ainsi

{x eR?; zi < ¢0’*(ﬁ)} = {:1: eR?; z.(an) + (1 — a)ng) < ag®*(ny) + (1 — a)gbo’*(ng)}
D {x eR?: zmy < gbo’*(nl)} N {ac eR?: zny < QSO’*(ng)} ,

et

{x eRY; —¢2* () <z < qbo’*(fz)} 2 {1: eR?; z.n < ¢%*(n), n e @}.

On en déduit une nouvelle expression de la formes de Wulff de ¢%* :
Wor = {x eR?: zn < ¢**(n), n € @} ,

qui implique que les formes de Wulff associées a ¢”* n’introduisent que des directions admissibles.
Ainsi, si Q* est une forme de Wulff de ¢%*, alors

P¢0(Q*) — P¢D,*(Q*).

Supposons maintenant que Q** est un domaine régulier satisfaisant la condition de volume
|Q**| = V) et qu’il n’est pas une forme de Wulff de ¢**. Alors, en remarquant que ¢>* < ¢°, on
en déduit

Pd)o(Q**) > P¢o*(Q**) > P¢"’* (Q*) > P¢O (Q*)

L’inégalité stricte est obtenue d’aprés 'unicité de la forme géométrique des formes de Wulff dans
le cas d’anisotropie convexe. Au final, cette inégalité montre que le probléme de minimisation
(7.3) est bien atteint et que les solutions recherchées sont les formes de Wulff de ¢®* de volume
5.

|
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7.3 Mouvement minimisant de Py

Nous reprenons les mémes notations que dans le cas d’une anisotropie convexe réguliére. Soit
Q € CZ(R™), et 7 > 0 un pas de temps. L’évolution du flot par courbure moyenne anisotrope
n’est a priori pas définie mais nous allons construire un flot de mouvement défini & 'instant 7
comme le minimum Q(7) de la fonctionelle d’énergie suivante

1
Jrpo(E) = Pyo(E) + = / d goo (1, D) dH (7.4)
QAFE

T

ott QAE = (Q\ E)U (E\ Q).

Remarque 34. La convezité de 'anisotropie assure la semi-continuité de la Pyo, qui elle-méme,
démonitre Uexistence de solution de ce probléme de minimisation lorsque le pas de temps T est
suffisamment petit. Ce n’est malheureusement plus le cas lorsque Uanisotropie n’est plus conveze.

7.3.1 Lorsque () est une forme de Wulff

Nous supposons que la condition initiale 2g est une forme de Wulff et qu’elle s’explicite de la
maniére suivante :

Q= {x e RY ¢%(z) < RO} .

Nous savons dans ce cas que la solution {27 du probléme de minimisation est explicite et s’avére
étre une forme de Wulff.

1
T, yoe (E) = Py (E) + - / oo (2, OF) Mo, (7.5)
T JanE
est explicite et s’avére étre une forme de Wulfl. En utilisant une nouvelle fois les remarques que
@%* < ¢° et que les formes de Wulff n’introduisent que des directions admissibles, on en déduit

que les solutions de (7.4) sont alors identiques aux solutions (7.5).

Remarque 35. Bien que [’existence de tels mouvements minimisants ne soit généralement pas
vérifié, lorsque la condition initiale initiale est une forme de Wulff, alors ce probléme devient
bien posé ( existence plus unicité ) et la dynamique d’interface s’identifie au mouvement par
courbure moyenne anisotrope, dont l’anisotropie est donnée par ¢°*.

7.3.2 Lorsque (), est quelconque

Proposition 32. Pour T > 0, les solutions . du probléme (7.4) n’admettent que des directions
admissibles.

Démonstration de la propriété 32.

La démonstration s’effectue par I’absurde. Supposons qu’une solution de (7.4) notée Q, admette
des directions non admissibles, alors, le lemme montre 'existence d’une suite de domaines €,
telle que

Qp — Qr et lim Puo () < Pyo(Qr)

n—oo
11 suffit alors de choisir n suffisamment grand pour que

Jq—,(bo (Qn) < ‘]Tmf)o (QT),

et ceci soulévera une contradiction avec I’hypothése que €2, est solution de 7.4.



180 CHAPITRE 7. APPLICATION A DES ANISOTROPIES NON CONVEXES 7.4

Remarque 36. Nous n’avons pas montré que le probléme (7.4) admettait une solution, en
revanche, mais si Q) est une solution, alors toutes ces directions sont admissibles.

7.4 Energie de Ginzburg-Landau et équation de réaction-diffusion

Comme dans les chapitres précédents, nous allons approcher le périmétre anisotrope avec une
énergie de type Ginzburg-Landau.

Jego(u) = /Rd <e;¢0(w)2 + iW(u)) dz

L’argument qui justifiait rigoureusement une telle approche était alors le résultat de I'-convergence
suivant .
Jepo — ew Pye

Or dans ce chapitre, cette notion de I'-convergence n’est pas bien adaptée puisqu’elle nécessite
que Pyo soit semi-continu inférieur. En revanche, nous pouvons tout de méme montrer qu’avec

v =0 (i e
alors

lil’I(l) Jego(uS) = e Pyo(£2)

Il suffit en effet de remarquer que J.(u) peut se mettre sous la forme

[Vul

Je(u) = /Rd ¢° <§Z|> e¢® (%) %(wf + 6¢O<1W)W(u) dz

Remarque 37. Lorsque ¢° est conveze, alors dgy(z,§2) = (V) Gu voisinage de T'.

Ainsi, bien qu’on ne puisse pas relier J. avec Py par un résultat de I'-convergence, il semble
tout de méme intéressant de considérer le flot de gradients de J. et ’équation d’Allen-Cahn
anisotrope méme lorsque ¢° n’est pas convexe.

1.
up = Ngou — W (u) (7.6)
€
La réelle difficulté est que la non convexité de ¢° n’assure plus la propriété elliptique de 'opéra-

teur Ay. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer I'expression de Agu ol ¢° est une pseudo
norme [z avec s < 1.

Ngu = Onu (s —1)(81u)*"2 (Oru)® + (9gu)®) ¥/
4+ Ogou (s — 1)(2u)* "2 ((81u)® + (Byu)®)¥/* 1
+ 0w (2= s) (O1w) 72 ((B1u)® + (Byu)®)?/* 72
4+ Ogou (2= 5) (Bou)?* 72 ((B1u)® + (Byu)®)?/* 72
+ 2 810u (2—35) (O1u)* " (O1u)* ! ((B1u)® + (Byu)®)?/*~2

Rien ne garantit & priori 'unicité des solutions de (7.6) et Iexistence de solution n’est pas établi.
La résolution numérique de cette équation n’a donc pas vraiment de sens a priori. Par exemple,
dans ses travaux de thése, Morgan Brassel a remarqué que la résolution de ces équations obtenues
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avec une méthode d’élements finis explicite conduisait & des solutions dépendant fortement du
maillage utilisé. Dans les travaux de Fierro et all [60], le lecteur pourra observer sur la premiére
simulation de la figure (4.13) une forme de Wulff qui n’est pas préservée au cours des itérations.
Le résultat de cette simulation numérique n’est donc pas trés convaincante.

L’intérét de notre approche est que 'opérateur A¢ garde de bonnes propriétés et cela méme
lorsque I'anisotropie n’est pas convexe. En effet, les techniques de démonstration de 1’existence
de solution de ’équation d’Allen-Cahn présentée dans le deuxiéme chapitre devrait s’adapter a
Péquation (7.7).

~ 1
up = DNgu — G—QW (u) (7.7)

I1 suffit de remarquer que cette équation est le flot de gradients de I’énergie (7.8).

T = e [ 2mtor(@Palas+ ¢ [ Wwds (7.8)
Avec

Vit = e[ ame(@Puou@d+; [ W)

€ JRd
~ 1.
= / [—6A¢u(x) v(x) + EW (u(x))v(a:)] dx
R4
~ 1
= < —GAd)U + ;W (U),’U >L2(Rd)><L2(]Rd)

Cette énergie apporte ainsi suffisamment de compacité puisque méme sans ’hypothése de con-
vexité, le terme de gauche de (7.8) reste équivalent a la norme H'(RY).

Dans la prochaine partie, nous allons montrer quelques simulations numériques de 1’équation
d’Allen-Cahn linéarisée : ~ )
up = DNgu — e%W (u)
d 00
u(07 .’,U) = q ( 2 (EZJZO))

L’idée est de comparer les mouvements d’interface obtenus avec les principes décrits en début
de ce chapitre. Les méthodes numériques utilisées sont toujours les mémes : traitement exact de
l'opérateur de diffusion dans la base de Fourier et traitement explicite de l'opérateur de réaction.

7.5 Simulations numériques de 1I’équation d’Allen-Cahn

Les simulations que nous effectuons maintenant valident dans un certain sens les propriétés
décrites précédemment sur le comportement attendu de la dynamique d’interface d’un mouve-
ment par courbure anisotrope avec une anisotropie non convexe.

Le premier test consiste & effectuer un mouvement par courbure moyenne anisotrope avec con-
servation de volume. Nous allons ainsi vérifier que les formes de Wulfl associées & ¢° et ¢©* sont
bien les mémes numériquement.

Ensuite, nous effectuons des mouvements par courbure moyenne avec une forme de Wulff comme
condition initiale et nous observerons que les dynamiques des interfaces I'y et 'y associées re-
spectivement & ¢° et ¢>* seront identiques.
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Les tests suivants utilisent des conditions initiales dont les directions ne sont pas toutes admis-
sibles : les directions non autorisées feront alors place a des marches d’escalier pour les temps
strictement positifs. Bien que les dynamiques des interfaces I'; et I's soient trés différentes, les
deux interfaces se retrouveront a chaque fois aprés un certain temps écoulé, ce qui peut paraitre
a priori trés étonnant mais conforte bien notre idée que les dynamique d’interface I'y et I's sont
étroitement lices méme lorsque la condition initiale n’est pas une forme de Wulff.

Fonctions d’anisotropie

Nous allons utiliser trois fonctions d’anisotropie non convexes, notées ¢7, ¢ et ¢3. Leur en-
. 0,% 0,% 0,%
veloppe convexe est, de plus, notée ¢;", @5 et @5 .

La premiére fonction ¢ est une norme ||| avec p <1 :

¢7(&) = lIEller  avec p=10.8

Son enveloppe convexe est alors la norme £ :

77 =€l

Leur diagramme de Frank et leur forme de Wulff sont présentés sur la figure (7.2)

@) = [Elos @ = [els

0.8f 1 0.8

0.6 1 0.6

04f 1 04t

0.2 1 0.2

Waulff shape
Frank diagram

-0.21 1 -0.2f

-0.4f 1 -04f

-06f { -osf

-0.81 1 -0.8f

Wulff shape
Frank diagram

*‘1 *0‘.8 *0‘6 *0‘.4 *012 6 0‘.2 0‘4 0‘.6 0‘8 ;‘L *;‘L *O‘,S *0.‘6 *O‘.A *0.‘2 (‘) 012 0.‘4 016 0.‘5 ‘1
FiG. 7.2 — Diagramme de Frank et forme de Wulff : A gauche, ¢9, A droite, ¢

La deuxiéme fonction d’anisotropie ¢9 est définie en coordonnée polaire par :

95(6) =7 (lcos(9)| + [sin(O))*  avec r=¢ et 6=arg()

L’enveloppe convexe de ¢§ est encore la norme ||||g,. La figure (7.3) représente le diagramme de
Frank et les formes de Wulff de ¢3 et ¢35

La troisiéme fonction ¢4 est inspirée des travaux [60] avec

86 = 3500 = { {12 s snon



7.5 7.5. Simulations numeériques de I'équation d’Allen-Cahn 183

,(8) = [¢] (Icos(@)| + Isin(@)])* @ = [l

0.8 0.8 1

0.6 0.6 1

Wulff shape

041 Frank diagram

0.4 1

0.2f 0.2 1

Wulff shape -
Frank diagram

L L L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1 -1 -0.8 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Fia. 7.3 — Diagramme de Frank et forme de Wulff : A gauche, ¢3, A droite, ¢g~

L’expression de son enveloppe convexe est alors

0,% 0 _ oSt ‘9’ = 7T/4
¢35 (§) = ¢1(r,0) = { (1— 003(20))1/2 7 sinon

La figure (7.4) représente le diagramme de Frank et les formes de Wulff de ¢% et ¢3".

€)= €] 5i16] < 94, [¢] (1 - cos(2 8)" sinon @€) = [¢]si16] <104, [¢] (1 - cos(2 8))° sinon

2 T T T T T 2 T T T T
Wulff shape Wulff shape
Frank diagram Frank diagram
1r 1
05 0.5
or 0
-051 -0.5
-1r -1
-151 -15
2 1 1 . . . . 1 2 . . . . . . .
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2

F1G. 7.4 — Diagramme de Frank et forme de Wulff : A gauche, ¢3, A droite, ¢35~

7.5.1 Simulation avec une contrainte de volume

Pour chacun des couples (49, ¢7"), (69, ¢57) et (%, #37), nous effectuons un mouvement par

courbure moyenne anisotrope avec conservation de volume en partant d’une condition initiale
représentant un cercle. Les solutions stationnaires sont tracées sur les figures (7.5). Les formes
de Wulff sont retrouvées mais comme pour le cas convexe, les fortes courbures sont 1légérement
lissées en fonction du paramétre e utilisé.
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1=0,015003 1=0.015003 1=0.015003

0 01 02 7 08 09 1 0 01 02

03 04 05 06 0 03 04 05 06 07 08 08 1 0 01 02 7 08 09 1
£=00019531, 3 =38147e-06, N=256 £=00019531, 5 =3581476-06, N=256

03 04 05 06 0
£=00019531, 3 =38147e-06, N=256

F1G. 7.5 — Formes de Wulff obtenues pour les anisotropies (¢9, ¢77"), (¢3, ¢5) et (4%, ¢3")

7.5.2 Simulation d’une forme de Wulff comme condition initiale

Nous représentons sur la figure (7.6) les résultats de plusieurs simulations numériques effectuées
avec chacune des trois anisotropies ¢, ¢9 et ¢4. Les conditions initiales sont les formes de Wulff
correspondant aux anisotropies et nous comparons 1’évolution de la dynamique des interfaces I'y
et 'y associées respectivement & ¢° et son enveloppe convexe ¢@*.

En conclusion, les dynamiques de I'; et 'y sont donc trés similaires.

Remarque 38. Au vu de ces simulations, nous pourrions penser que la non convexité influence
la vitesse d’évolution de la forme de Wulff. En effet, sur la premiére et la troisiéme simulation,
Danisotropie n’est pas fortement non conveze et les boules Byo et Byo« ont un volume trés proche.
Nous observons dans la deuziéme simulation un décalage trés net entre les vitesses d’évolution
du mouvement convere et celui du mouvement non convexe. De plus, le volume de la boule Bgo
est presque deuz fois plus grand que le volume de Byo (Voir figure 7.3). Mais des simulations
supplémentaires non présentées dans cette thése monirent que ce décalage diminue et devient
négligeable lorsqu’on utilise des paramétres € suffisamment petits.

7.5.3 Simulation de mouvement avec une condition initiale contenant des
directions interdites

Nous utilisons maintenant des conditions initiales dont les normales font intervenir des orienta-
tions non admissibles. Nous rappelons que les directions admissibles sont les directions § € S%~1
vérifiant ¢°(6) = ¢**(0). Pour les anisotropies ¢{ et ¢3, nous avons, a un modulp 7 prés,

et pour la troisiéme forme d’anisotropie,

T

e
’ 44

La figure (7.7) présente les simulations obtenues avec notre méthode numeérique.

Analyse de la premiére simulation :
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Premiére simulation avec l'anisotropie ¢

Deuzieme simulation avec l’amsotropz'e QZSO
——— e

Troisiéme simulation avec l'anisotropie ¢S

1= 76294006 100050011 t=o0010002 t=0015003
o} 05|
08 08 o 08 ol
07 01 o 3 01
o o o4 o o
03 03 o 03 03]
02 02 o 02 02
o o o o o

= Comes! 5 “Zanereoe, Slase! &= Oamosdi e=Cionosd 5 SZauatetoe, Soss’

o= Omosdi’ 5 2Sesarecos, Shass

Fic. 7.6 — Simulation de mouvement par courbure moyenne pour les anisotropies (¢, ¢7"),

(69, d57) et (43, 937)
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Les deux évolutions d’interfaces I'; et I'z sont trés similaires. L'interface I'y (f) (associée & ¢9) ne
fait pas apparaitre de marche d’escalier et contient encore des directions interdites pour les temps
strictement positifs. En revanche, bien que la condition initiale soit convexe, les domaines 4 (t)
ne conservent pas cette caractéristique pour tous les temps t. De plus, aprés un certain temps
d’évolution, les interfaces I'; et 'y redeviennent identiques. Sur la premiére image de la figure
(7.8), nous affichons les énergies Je 1(uf) et Jea(u5) au cours de I'évolution. L’énergie J¢1(u)
est alors plus importante que Je 2(u$§) & U'initialisation puisque la condition initiale comporte des
directions non admissibles. Mais, au cours de ’évolution, J. 1(u{) décroit plus rapidement puis
rattrape Je 2(uf). Finalement, nous pensons que I’évolution I'; conserve des directions interdites
au cours du temps car deux principes sont ici en compétition :
— L’anisotropie non convexe qui est censée interdire des directions et créer des marches
d’escalier.
— L’utilisation de I'opérateur A~¢o qui régularise les interfaces aux petites échelles.
Ainsi, dans cette simulation, il semblerait que la régularisation ait une action trop importante
devant la non convexité de ’anisotropie ¢{. Nous utilisons maintenant 1’anisotropie ¢ qui pos-
séde une trés forte non convexité.

Analyse de la deuziéme simulation :

L’interface I'1 ne fait plus intervenir de directions interdites aprés quelques itérations et nous
observons la création de marches d’escalier. Comme pour la premiére simulation, aprés un cer-
tain temps d’évolution, les deux interfaces I'y et I'y se retrouvent. L’analyse de I'énergie J 1 (ug)
admet des sauts. Une premiére discontinuité apparait au début de la simulation et correspond a
la période de création des marches d’escalier. La deuxiéme discontinuité, au temps t = 0.25, in-
tervient lorsque U'interface I'; se transforme en une forme de Wulff. Cependant, I’énergie J 1 (u{)
devient a ce moment plus petite que Je 2(u$) : ceci semble étre une erreur numeérique et disparait
avec un raffinement des parameétres de simulation.

Analyse de la troisiéme simulation :

Les observations de cette simulation font ressortir une caractéristique trés importante de ces
mouvements minimisants : ’anisotropie est en effet assez forte pour créer des marches d’escalier
et ne subit pas de perturbations numériques comme dans ’exemple précédent.

Nous distinguons 5 plages de temps dans I’évolution de l'interface I'y :

— t €[0,0.0015] : entre le début de la simulation et le temps ¢ = 0.002, U'interface fait apparaitre
des marches d’escalier, ce qui fait diminuer énormément I’énergie J¢ 1 (u{). Nous pouvons alors
compter 6 pics par coté.

— t € [0.0015,0.0035] : I'énergie Jei(uf) continue de diminuer linéairement puis admet une
discontinuité en ¢t = 0.0035, le nombre de pics vient de passer a 4.

— t € [0.0035,0.007] : I'énergie J1(uf) continue de diminuer linéairement puis admet une dis-
continuité en ¢t = 0.07, le nombre de pics vient de passer a 2.

— t €[0.007,0.0135] : I’énergie J, 1 (u{) continue de diminuer linéairement puis admet une discon-
tinuité en ¢ = 0.0135, 'interface I'1 ne posséde plus de marche d’escalier et vient d’atteindre
sa forme de Wulff. Les interfaces I'y et I'y se sont de plus retrouvées, et I’énergie J¢1(uf) a
rattrapé l'énergie Jo(u$).

— t € [0.0135, 00| : nous retrouvons le comportement naturel de I’évolution par courbure moyenne
anisotrope d’une forme de Wulff.
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Nous présentons quelques simulations supplémentaires, toujours avec l’anisotropie ¢4 et en util-
isant différents paramétres € et de nouvelles conditions initiales afin d’analyser plus en détail
la dynamique des marches d’escalier : les résultats sont présentés sur la figure (7.9) et nous
retrouvons exactement ces mémes phénoménes décrits précédemment.

Mise en défaut d’un principe d’inclusion numérique

Dans cette partie, nous effectuons une simulation numérique avec l’anisotropie ¢§ dans le but
de montrer qu’un principe d’inclusion n’est pas vérifié pour ces mouvements d’interface. Nous
utilisons deux conditions initiales dont I'une est incluse dans ’autre et nous observons que cette
inclusion n’est pas préservée au cours des itérations.
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Premiére simulation avec l'anisotropie ¢S

[y 1-ocoromss - omsouzz - -oesons
oo o o o
o o od o o
o o o o o
o od o o od
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[N BN o= Snost 2o, Nezss [N IR o= Simonb 5 Panehion, e o= Bionbi 5 SSaraiion, e
000z -ouison
oo o9
os o8
o o
o o
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o o
o o
LI SR G 07 ekt 8 Maneen, e
Deuzieme simulation avec l’amsotmpie ¢0
= razsiecs -ouois [— -oumoss -oonuzz

@
%

Troisiéme simulation avec l’am'sotropie ¢o

Fi1Gg. 7.7 — Simulation de mouvement par courbure moyenne pour les anisotropies (¢, ‘1)*),

(69, 057) et (43, 937)
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Energie anisotrope J_

Energie anisotrope J, Energie anisotrope J,

convexe
non convexe

convexe
non convexe

convexe
non convexe

. 0.2
0 0.005 0.01 0 0.005 0.01 0.015

Fia. 7.8 - Energies ¢ — J§(u(z,t)) associées aux trois simulations de la figure 7.7

7.6 Reégularisation et opérateur A¢o

Remarque 39. L’analyse que nous effectuons maintenant est purement heuristique.

A partir des simulations présentées sur les figures (7.7), nous mettons en évidence plusieurs faits :

— Les directions interdites colitent trés cher et la premiére partie de ’évolution de I'; consiste &
créer des marches d’escalier pour éviter ces directions et diminuer ainsi radicalement I’énergie
J@l('[},i).

— Le cofit d’'un pic n’est pas nul et semble dépendre du parameétre e. L’analyse de l’énergie
Je1(ug) dans les premiéres simulations montre par exemple que le poids de 4 pics est envi-
ron égal & 0.01. Ce poids est responsable des dynamiques d’interfaces observées puisqu’elles
évoluent en cherchant & minimiser ce nombre de pics.

La méthode d’Allen-Cahn anisotrope linéarisée (avec 'opérateur A¢) impose donc indirectement
un poids a ces pics. Or les simulations traditionnelles de I’équation d’Allen Cahn anisotrope, voir
par exemple [60], montrent que ce phénomeéne n’apparait pas avec 'opérateur Ay. Ce phénoméne
est donc une conséquence indirecte de l'utilisation de 'opérateur A¢.

D’un point de vue géométrique, nous pensons qu’un périmétre anisotrope perturbé de la forme

Po(9) = /F (6°) + elwl*) ds

pourrait conduire a une telle dynamique d’interface (voir par exemple I'approche de A. DiCarlo,
M. E. Gurtin, and P. Podio-Guidugli [44]). En effet, ce périmétre régularise les pics et leur
impose ainsi un cotit de 'ordre €. De plus, aux grandes échelles, ce périmétre agit comme un
périmeétre anisotrope non convexe ¢°, alors que pour les petites échelles (k >> %), il agit comme
une énergie de courbure isotrope.

Ainsi, en pertubant de cette fagon le périmétre anisotrope, nous le rendons semi-continu inférieur
car le terme (e|x|)?~1 agit comme de la compacité et régularise les interfaces considérées. Nous
pourrons ainsi définir un unique mouvement minimisant associé a Pj)o et pourquoi pas, montrer
la convergence de 1’équation d’Allen-Cahn anisotrope linéarisée vers ce mouvement d’interface.
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Quatrieme simulation avec l'anisotropie ¢4
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Fia. 7.9 — Simulation d’'un mouvement par courbure

moyenne avec les anisotropies (¢35, @5
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Energie anisotrope J,

Energie anisotrope J, Energie anisotrope J,

2 7) 04
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t

Fia. 7.10 - Energies t — J§(u(z,t)) associées aux trois simulations de la figure 7.9
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Fia. 7.11 — Simulation d’un mouvement par courbure moyenne anisotrope ot le principe d’in-
clusion n’est pas vérifié.
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Les formes de Wulff associées a e dépendraient donc a priori de I’échelle caractéristique con-

sidérée Ry et s’obtiendrait en observant les anisotropies ¢%“%0 = ¢°(¢) + C eRp|¢|. La figure
(7.12) présente par exemple les formes de Wulff associées a ¢>4f pour les anisotropies cj)g’*
et @3 et nous observons comme dans nos simulations numériques que les formes de Wulff dans
le cas d’anisotropie non convexe présentent des angles beaucoup mieux marqués que pour les
enveloppes convexes de ces mémes anisotropies.

Pour Uanisotropie ¢3"

Phi3(€) = phi3"(@) + 0.51¢| Phi(€) = phi (@) + 1(é] phig"(€) = phig’ @) + 21€]

2 2 2
wulff shape wulff shape s
Frank diagram Frank diagram B
1 1 1
05F b 05 0.5F
0 0 0
-0.5F 4 -05 -0.5F
-1 -1 -1
-15F 14 -15 -15F
-2 -15 -1 -0.5 o 05 1 15 2 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2
Pour Uanisotropie ¢3
phi3 (€) = phig(€) + 0.5¢| phi (€) = phi3(e) + 11g| phig (€) = phig(€) + 2(€]
2 T T T 2 T T T 2 T T T
wulff shape wulff shape wulff shape
Frank diagram Frank diagram Frank diagram
1 1 1
05F b 05 0.5F
0 0 0
-0.5F 4 -05 -0.5F
-1 -1 -1
-15 -15 -15
-2 -2 L -2
-2 -15 -1 -0.5 o 05 1 15 2 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2

FiG. 7.12 — Exemple de formes de Wulff lissées associées aux anisotropies ¢ 1
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7.7 Quelques simulations de mouvements d’interfaces en dimen-
sion 3

Nous présentons tout d’abord quelques exemples de calcul de formes de Wulff sur la figure (7.13).
Les anisotropies utilisées sont définies par les formules suivantes ou nous avons utilisé les nota-

tions & = (&1,&2,&3), 01 = atan (%), 0o = atan (%), 03 = atan (%) et 04 = atan (\/;;ng)

#9(€) = Cy <§% + &2 462 - %(5152 + &8+ 5253)) ’

o H si |04] < %
95(§) = Cs { €](1 — cos(2 6,4))%/? sinon '

oe(&) = Cs [¢] H (1—b — b|sin(46;)|) avec b=04
i€{1,2,3}

$2&)=Cr e J[ (@-b — blsin(66:)]) avec b=04
ie{1,2,3}

Les formes de Wulfl obtenues par la méthode de champ de phase sont donc trés proches des
formes de Wulff théoriques et ceci méme lorsque les anisotropies considérées sont fortement non
convexes et trés irréguliéres comme par exemple pour ¢g et ¢7.

Nous présentons maintenant des dynamiques d’interface avec conservation de volume pour les
anisotropies ¢4 et ¢°. Pour les premiéres simulations, présentées sur la figure (7.14), la condition
initiale est un cube, ce qui, pour chacune de ces deux anisotropies, introduit des directions
interdites. Nous affichons enfin sur la figure (7.15) deux simulations ou l'interface initiale est un
plan horizontal légérement bruité. L’objectif est ici d’illustrer la complexité de I’évolution des
"pics" (en dimension 3) selon l’anisotropie imposée.



194

CHAPITRE 7. APPLICATION A DES ANISOTROPIES NON CONVEXES 7.7

Diagramme de Frank

Diagramme de Frank

Diagrammede Frak

Pour l’anisotropie ¢
Fome cewwiff

04,

Pour l’anisotropie ¢g
Fomecewwiff

Pour l’anisotropie ¢g
Fomecewiff

Pour l’anisotropie ¢%
Fome cewwiff

F1a. 7.13 — Exemple de calcul de formes de Wulff pour différentes anisotropies ¢°. Nous représen-
tons, A gauche le diagramme de Frank Bgo, Au centre la forme de Wulff théorique Bgeo, A droite
la forme de Wulff obtenue avec notre méthode numeérique
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Pour l'anisotropie ¢g
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Fic. 7.14 — Mouvement par
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courbure moyenne anisotrope avec les anisotropies ¢4 et ¢°. La
condition initiale est un cube et les parameétres de simulation sont N = 27, ¢ = zlv et 0; = €.
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Pour l’anisotropie ¢4

2000012207 =001 1200020142 =002

Pour l’anisotropie ¢g

2000012207 120001055 1200020142 t=0002

t=00000 t=0080017 12030006 120002

5 05 a5 05 5 05 a5 05

FiG. 7.15 — Mouvement par courbure moyenne anisotrope avec les anisotropies ¢$ et ¢°. L’in-

terface de la condition initiale est un plan horizontal légérement bruité et les paramétres de

simulation sont N =27, € = zlv et 0 = €.
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7.8 Discussion et conclusion

L’existence et I'unicité des mouvements par courbure moyenne anisotrope sont des questions

difficiles lorsque ’anisotropie ¢° n’est pas convexe. En fait, nous ne pensons pas que 'unicité

de ces mouvements minimisants soit vérifiée sans imposer d’hypothéses supplémentaires. Nous
envisageons par exemple les deux stratégies suivantes :

— Nous pourrions tout d’abord imposer un principe d’inclusion a la dynamique d’interface : dans
ce cas, cela revient a autoriser un nombre de "pic" infini, voir [70], et le périmétre réellement
minimisé serait 1’enveloppe semi-continue inférieurement de Pyo. Cette stratégie ne prendrait
pas réellement en compte la présence d’anisotropie non convexe puisque la dynamique d’in-
terface correspondante s’identifierait & celle obtenue par ’enveloppe convexe de ¢°.

— Une autre facon de procéder consisterait & imposer un poids énergétique c. sur chaque pic.
Le nombre de "pics" serait naturellement limité. Le périmétre modifié deviendrait alors semi-
continue inférieurement et imposerait 'unicité de ces mouvements minimisants. Dans ce cas,
le principe d’inclusion ne serait plus vérifié mais la non convexité de ’anisotropie ¢° jouerait
réellement son role par I'introduction de directions interdites. Il serait alors intéressant d’in-
troduire la dynamique d’interface limite lorsque C¢ tendrait vers 0.

Ces deux stratégies permettent finalement de rendre semi-continue inférieurement le périmétre

anisotrope de deux fagons différentes : la premiére consiste a utiliser I’enveloppe semi-continue

inférieurement de Pge pour la topologie L' des fonctions caractéristiques, la deuxiéme en utilisant

I’enveloppe semi continue inférieurement de Pyo pour une topologie plus fine et qui correspondrait

surement a imposer en plus la convergence des premiéres formes fondamentales.

D’un point de vue champ de phase, il ne nous semble pas que I’équation d’Allen-cahn anisotrope

1
u = Ngott — E—QW’(U)

permette d’ajouter un poids au pics. Nous observons certes ’apparition de "pics" dans certaines
simulations [60], mais leur taille dépend intrinséquement du maillage utilisé, et leur présence sem-
ble étre purement numérique. Cette équation devrait donc correspondre & la premiére stratégie.

En revanche, les simulations présentées précédemment montrent clairement que ’équation d’Allen-
Cahn anisotrope linéarisée

~ 1
up = DNgott — ?W'(u)

ajoute un poids au pic dépendant du paramétre e. Cette équation semble donc avoir un réel
intérét mathématique et devrait correspondre & la deuxiéme stratégie.
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Troisiéme partie

Analyse multirésolution et curvelets
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Chapitre 8

Introduction a ’analyse multirésolution
et aux ondelettes

8.1 Motivations

Nous avons présenté dans les deux premiéres parties des méthodes numériques pour la résolution
d’équation d’Allen-Cahn anisotrope :

1_
u = Ngu — G—QW (u).

Elles consistaient & utiliser une méthode de splitting entre les opérateurs de réaction et de
diffusion, et toute la difficulté numeérique consistait & déterminer 'action du laplacien anisotrope.
Les éléments de la base de Fourier étant des vecteurs propres de ce laplacien, cette résolution
s’effectuait simplement a ’aide d’'une méthode spectrale en considérant 'opérateur A(b.
Néanmoins, les éléments de la base de Fourier ne sont plus des vecteurs propres du laplacien
anisotrope si ’anisotropie considérée est locale de la forme ¢°(z, §).

Supposons par exemple que l'anisotropie ait une dépendance locale en x de type ¢°(x,§) =
a(x)|€] ot 0 < a(x) < +oo. Avec les notations de la géomeétrie de Finsler,

wq dety(p) = ﬁ’
le(z)T] = le?’] —+ T]v [log (#)] — leT] —d n.Va

a(x)? a

Veu =T°(Vu) = ¢°(z, Vu)dg(z, Vu) = a(z)? Vu,
Agu = a(z)*Au — (d — 2)a(z)Va.Vu.

Le choix de cette anisotropie en dimension 2 conduit donc a I’équation d’Allen-Cahn anisotrope
suivante

up = a(x)?Au — éW/ (u).

Il sera maintenant difficile de déterminer une méthode spectrale pour la résolution de 'opérateur
a(z)?/Au. En revanche, une possibilité est d’utiliser un schéma d’Euler implicite en temps qui
conduit & la résolution d’EDP elliptiques

Lu™ = f, (8.1)

ot L =Id — §a(x)*A et f=u"— f—; "(u™).

Ces problémes elliptiques peuvent étre ensuite résolus avec une méthode de Galerkin. Nous
devons ainsi introduire des espaces d’approximation Vy générés par des bases By = {¢r} 1.5
La résolution se réduit finalement au systéme linéaire suivant

Axz=b

201
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ou
A(i,7) =< Lpi, ;> et b(i) =< f,p;i >

Un enjeu important est alors de déterminer des bases qui faciliteront cette résolution et notam-

ment, nous nous intéressons aux deux caractéristiques suivantes :

— La capacité des bases By a bien représenter les fontions f : cela se traduit par le
caractére creux du vecteur b et s’établit avec des résultats d’approximation non linéaire.

— Les éléments de base ¢, doivent étre assez proches des vecteurs propres de L :
cela se traduit par le caractére creux et bien organisé des matrices A. Formellement, cette
caractéristique exprime une sorte de découplage entre les espaces propres de A et permet par
la suite de déterminer des matrices de préconditionnement simples, trés utiles en pratique
puisque le conditionnement de A est de l'ordre de N*, ou NN et s représentent respectivement
le nombre d’éléments de base et 'ordre de l'opérateur L.

Par exemple, les bases d’éléments finis (avec adaptation de maillage ) permettent une représen-
tation creuse des fonctions f mais conduisent & des matrices A mal organisées. L’intérét des
bases d’analyse multirésolution comme celles des ondelettes est qu’elles possédent de meilleures
propriétés pour le deuxiéme critére.

Depuis maintenant plus de 20 ans, de nombreux travaux de recherche ont montré efficacité des
ondelettes & résoudre des problémes, et cela dans de nombreux domaines d’activité. Initialement
introduites par Morlet et Grossman [67] comme une alternative a la transformée de Fourier, elles
eurent un essor considérable grace au formalisme de ’analyse multirésolution et aux algorithmes
de décomposition rapide (voir Y. Meyer [81], S. Mallat [77] et I. Daubechies [40]).

Dans ce chapitre, nous présenterons rapidement les techniques de construction des ondelettes
en dimension 1 puis leur généralisation en dimension 2. Nous expliquerons ensuite l'intérét de
ces bases pour la résolution des opérateurs elliptiques. Enfin, nous présenterons des propriétés
d’approximation non linéaire dans les bases d’ondelettes. Ces propriétés qui sont optimales en
dimension 1, pourront étre ameéliorées en dimensions supérieures et conduiront & 1’élaboration
de nouvelles analyses multirésolution, notamment celles des curvelets qui seront introduites par
la suite.

8.2 Construction des ondelettes

8.2.1 Construction des ondelettes en dimension 1

Une maniére simple d’introduire les ondelettes est d’utiliser les notions d’analyse multirésolution :

Définition 24. Une suite {V;}jcz de sous espaces fermés de L*(R) est une analyse multiréso-
lution si elle vérifie les siz propriétés suivantes :

N V(j,k)€Z2 ) f(t)e‘/j@f(t_2_jk)€‘/j

-VjeZ, V;CVin

VjeZ, f(t) eV, f20) € Vin

- limjﬂfoo V} = 0

- limj_,+oo ‘/J = LQ(R)

— il exziste O tel que {0; 1}, s0it une base de Riesz de Vo

Le théoréme suivant dont le lecteur trouvera une démonstration dans [77] permet d’obtenir une
base orthogonale de Vj de la forme {#; .}, ., & partir d'une analyse multirésolution standard.
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Théoréme 8. Soit {V}},cz une analyse multi-résolution de fonction d’échelle 6. On note ¢ la
fonction dont la transformée de Fourier est

D>

o ©
Y= e+ e

FEt on pose ‘ ‘

bjk(x) = 2]/2¢> (23 T — k:) .
Alors ¢ est une fonction d’échelle et la famille {¢j:k}kez est une base orthonormée de V; pour
tout j € Z.

A chaque fonction d’échelle ¢, nous associons une ondelette notée ¢ : 1'idée consiste, d’aprés les
hypothéses d’analyse multirésolution, a décomposer la fonction ¢ sous la forme

$(x) = > hlk]p1(x).
keZ

De cette formule, nous pouvons extraire un filtre noté h et défini par sa transformée de Fourier

hE) = \2 (Z h[k]e—%fk) .

keZ

Le filtre d’ondelette g est alors déterminé par

~ —2%TEL (¢ 1 1 /9) 1 —2im
9(&) =e"? fh<£+1/2>:ﬁ (ég[k}e 2 5’“>,

et permet de définir la transformée de Fourier de 'ondelette mére 1 avec :

A~

B(2€) = §(€) d(€)

La famille d’ondelettes {9}, s jen est ensuite déduite par dilatation et translation de 'on-
delette meére :

Vix(r) =220 (20 2 — k).
Au final, la famille {¢j1k}kerGNU{¢07k}keZ est une base orthonormée de L?(R). L’espace L%(R)
peut étre de plus décomposé comme la somme des espaces Vo @jeny Wy, o W est engendré par
la base orthonormeée {1t} ;-

8.2.2 Localisation fréquentielle et spatiale des ondelettes

Les ondelettes sont principalement caractérisées par les quatre propriétés suivantes :
— La régularité de I'ondelette.
— Le nombre de moments nuls : on dit que v posséde m moments nuls si V& < m — 1

/ Y(z)zPdz =0
R
— La localisation spatiale :
support{1; ()} = k277, (k +1)27]
— La localisation fréquentielle :

support{ih; ;(€)} ~ [27,271]
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F1G. 8.1 — Fonction d’échelle (gauche) et ondelette (droite) de Daubechies 1D avec 2 moments
nuls

W IFWIE!
15 1
0.9F
1 0.8
0.7
05 1 0.6
051
0 0.4
03fF
-05 0.2
0.1
= -6 -4 -2 0 2 4 6 8 -3 -2 -1 0 1 2 3

Fia. 8.2 — Ondelette de Meyer v et le module de sa transformée de Fourier, calculés avec Wavelab
[105]
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Nous pouvons retenir, parmi les ondelettes les plus célébres, celles de Haar, de Shannon, de
Meyer et enfin celle de Dauchechies.

La premiére est a support compact, discontinue et posséde uniquement 1 moment nul.

Celle de Shannon a une transformée de Fourier discontinue & support compact. Elle est donc
C*°(R), posséde une infinité de moments nuls et décroit lentement a l'infini dans le domaine
spatial.

Quant a Meyer, (voir figure 8.2) son ondelette posséde les mémes propriétés que celle de Shannon
hormis le fait que sa transformée de Fourier est plus réguliére (de classe C3), ce qui implique
une décroissance plus rapide dans le domaine spatial.

Enfin 'ondelette de Dauchechies (voir figure 8.1 ) est & support compact avec m moments nuls,
ou m est un paramétre de la construction pouvant varier. Ces ondelettes ont alors la particularité
de minimiser la taille de leur support par rapport au nombre de moments nuls imposés.

8.2.3 Ondelettes isotropes en dimension 2

Il existe différentes techniques de généralisation des bases d’ondelettes en dimension 2 (isotrope,
anisotrope, directionnelle, hexagonale ...). Nous présentons une de ces constructions, qui utilise
des produits tensoriels d’espaces d’ondelettes 1D :

Vinn®@Vip = (VeW;) e (V; e W)
= (VjeW)eW;eV;) e (W;eW;) e (V;eVj)

Trois ondelettes génératrices sont maintenant nécessaires (voir par exemple la figure 8.3) :

¢H($1, IEQ) = gf)(l‘l)d)(l‘g) et wﬁkl,kg)(xl’xQ) = 2j’¢H (2j$1 - ]{?1, 2jl‘2 - kjg)
’(ﬁv(l’l, :IZQ) = w(xl)qﬁ(:vg) et 1/1X(k17k2)($1,$2) = 2j¢V (2j$1 — kl, ijg — kg)
QbD(.%'l, xg) = ’(/J(wl)w(xg) et wf(kl,k2)<x17$2) = 2j¢D (ijl - kl, 2j$2 - kg)
et
VieWw; = Veet({$5}}es)
W; @V, = Vect({w;{k}keZQ)
Wj & Wj = VeCt({wfk}keZQ)
La famille

{¢fk}k622,j€N U {w;fk}keZQ,jeN U {wfk}keﬂ,jeN U {gbovk}keZ?

est alors une base orthonormée de L?(R?).

8.3 Ondelettes et opérateurs elliptiques

Comme nous ’avons mentionné dans l'introduction, un des intéréts des décompositions multi-
échelle est leur capacité a préconditionner un grand nombre d’opérateurs elliptiques. Les lecteurs
pourront consulter les livres [82], [36], ainsi que les nombreuses théses a ce sujet [79] [35] [4] [30]
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FiG. 8.3 — Ondelettes de Daubechies 2D avec 2 moments nuls, (a) —> 9 ; (b) —> ¥ ; (¢) —>
PV (d)> 9P

qui ont développé en pratique l'utilisation des bases d’ondelettes pour la résolution d’EDP el-
liptiques.

Lu=f
Plus précisément, nous associons a cet opérateur elliptique L, une forme bilinéaire
a(u,v) =< Lu, v >p2gay,
et un espace de Hilbert H inclus dans L?(Q) tel que
Jullir = a(u, v)

Dans I’exemple classique du laplacien, 'espace H s’identifie a H = H'(R?). Une méthode de
Galerkin dans ’espace d’approximation V; conduit au systéme linéaire

A;U; = F; avec AJ(/.L,,LL,) =< qu,d)u/ > et Fj(p) =< f, ¢, >

ou u = (j,k) et po= (j/,k/). Le conditionnement de la matrice A; est alors de 1'ordre de 27
ou s représente 'ordre de l'opérateur L. L’intérét des bases d’ondelettes est que la matrice de
préconditionnement diagonale Dy = (2251 |(5# ,/) permet de réduire ce conditionnement, voir [75].
Ce résultat s’énonce sous la forme du théoréme suivant :

Théoréme 9. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— H est caractérisé par l'éguivalence de norme

1£17 2> 2% e n(HIP, ot ciu(f) =< fiojp >
7.k
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— Le conditionnement de la matrice D;lAJ est borné indépendamment de J. On rappelle que le
4]
A=t

conditionnement d’une matrice A est égal o K(A) =

Le lecteur trouvera une démonstration de ce résultat dans le livre de Cohen [36]. La méthode du
gradient conjugué permet finalement une résolution trés rapide du systéme linéaire D;lA JU; =
D;lF ’j puisque 'ordre de convergence de cette méthode est géométrique avec un taux p

K(D;'A;) -1

p =
\EK(D; Ay +1

8.4 Reésultat d’approximation non linéaire dans les bases d’on-
delettes

8.4.1 Optimalité en dimension 1

Nous allons maintenant présenter un résultat d’approximation pour les fonctions réguliéres par
morceaux dans les bases d’ondelettes orthogonales.

Définition 25. Si Q C R est un ouvert, on note C*(Q) l’espace des fonctions a-héldériennes
d’ordre o sur ). On peut considérer des exposants de régularités a > 0 non nécessairement
entiers. Ce sont alors des fonctions f : Q@ — R ayant des dérivées partielles jusqu’a lordre [a]
et vérifiant

(E()) _ f(E(a))
I Flloey =m( p @] <y>‘7max(sup!f<"><w>\))sOo

(@,y)€N? |:1: — y|E(a)_0‘ n<a \ zeQ)

avec
al] st a¢N
E = { ‘
(o) { a—1 si o €N
Soit fy lapproximation de f en conservant uniquement les N plus grands coefficients d’on-
delettes sur une base d’ondelettes fixée, engendrée par .

On peut montrer que si f € L?(R) est une fonction C® par morceaux et si ¢ est & support
compact et posseéde m > o moments nuls, alors

If = fvlfem < C N7

ou C est une constante qui ne dépend que de f.

Cette décroissance asymptotique est optimale pour les fonctions réguliéres par morceaux. A titre
de comparaison, ’approximation non linéaire dans la base de Fourier fournit une décroissance
asymptotique en N 1. Le lecteur trouvera une démonstration de ce résultat dans [77] ainsi que
des preuves plus complexes dans le cadre général des espaces de Besov et BV dans le livre de
Cohen [36].
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8.4.2 Résultat d’approximation non linéaire dans les bases d’ondelettes en
dimension 2

Dans le cadre particulier oti nous nous intéressons aux fonctions f € C?(R?) par morceaux de
contour C?, erreur d’approximation non linéaire dans les bases d’ondelettes 2D est de 1’ordre
de

If = fxllFegey < C N7

REEEES

FiG. 8.4 — Nombre de coefficients d’ondelettes utiles & chaque échelle

En effet, le schéma de gauche de la figure (8.4) montre que le nombre d’ondelettes positionnées le
long de la discontinuité est de I’ordre de O(27) a ’échelle j. Or I'ordre de grandeur caractéristique
de ces coefficients est de I'ordre O(277). En notant que C(n) est le nieme plus grand coefficient
d’ondelettes, il ressort de ces deux estimations que c(,) =~ n~!. Et au final, I'erreur asymptotique
d’approximation non linéaire vérifie

Hf - fNH%2(R2) = Z C?n) ~ Z n 2~ N1

n>N n>N

Afin d’améliorer la décroissance asymptotique de I’erreur d’approximation non linéaire, il est pos-

sible d’utiliser une analyse multirésolution anisotrope directionnelle comme l'indique le schéma

de droite de la figure (8.4). Ainsi, en appliquant le méme raisonnement effectué pour les bases

d’ondelettes, le nombre de coefficients utiles & I’échelle j est cette fois-ci de l'ordre de 0(2%)
_(B41)

alors que la taille caractéristique de ces coefficients est en O(277 26 ). La taille du niéme plus

: 8
grand coefficient de cette base est donc de I'ordre de ¢,y ~ n= et

If = fNH%2(R2) = Z c%n) ~ Z n~ B+ ~ N8

n>N n>N

Cet argument permet d’expliquer formellement pourquoi les ondelettes ne sont plus optimales
pour représenter des fonctions réguliéres par morceaux en dimension supérieure ou égale a 2.

8.5 Vers d’autres familles d’analyse multirésolution

De nombreuses familles d’analyse multirésolution ont été proposées afin d’améliorer ces pro-
priétés d’approximation. L’idée est de prendre en compte la géométrie de discontinuités. Nous
pouvons classer I’ensemble de ces familles en deux catégories :
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— Des familles fixes : parmi lesquelles, les ridgelets de Candés et Donoho [23] puis celles de
Vetterli et M. Do [46], les curvelets de Candes [25] [19] [18] ou encore les contourlets de
Vetterli et M. Do [47].

— Des familles dépendant de la géométrie de I'image : comme par exemple les bandelettes de S.
Mallat et E. Le Pennec [78] ou encore les bandelettes seconde génération de S. Mallat et G.
Peyré [95].

Dans cette thése, nous nous intéressons essentiellement a la famille des curvelets, car outre le fait
de vérifier des propriétés quasi-optimales d’approximation non linéaire pour les fonctions C? par
morceaux [25] [24], elles possédent aussi de bonnes propriétés comme base d’approximation pour
les opérateurs de type FIO [21] et pour les équations des ondes [17]. Les contourlets [45] vérifient
théoriquement les mémes propriétés que les curvelets (localisation spatiale et fréquentielle),
mais leur formalisme est moins pratique pour les résultats que ’on souhaite montrer. En fait, la
grande différence se trouve dans I'implémentation, les curvelets sont construites dans le domaine
fréquentiel alors que les contourlets utilisent des filtres directionnels.
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Chapitre 9

Les curvelets : une analyse
multirésolution anisotrope
directionnelle

9.1 Objectif

Les curvelets forment une famille multiéchelle, anisotrope et directionnelle. Il existe deux tech-

niques de construction du frame des curvelets :

— Les curvelets 99, qui utilisent des transformées locales de ridgelets [24].

— Les curvelets nouvelle génération [25] dont la construction est détaillée dans la suite de cette
these.

Nous présenterons tout d’abord la construction du frame des curvelets nouvelle génération. Nous

rappellerons ensuite quelques unes des propriétés qui ont fait toute la popularité des curvelets.

Nous détaillerons de plus les algorithmes de décompositions en curvelets et les difficultés en-

gendrées par la quéte d’algorithmes rapides, [22] [38]. Nous proposerons enfin une extension qui

fournit une décomposition non linéaire en curvelets dont la particularité est de minimiser le

nombre de coefficients utiles.

9.2 Construction du frame des curvelets en dimension 2

Ce travail est une synthése de la construction du frame des curvelets présentée dans I'article de
Candes et Donoho [25].
9.2.1 Une famille multiéchelle, anisotrope et directionnelle.

Le frame des curvelets permet une analyse multirésolution anisotrope directionnelle des images.
Cette famille est indexée & ’aide de 3 paramétres : un paramétre d’échelle j, un paramétre
d’orientation 0 € [—7/2,7/2] et un parameétre de position k = (ki, k2).

Soient 1 et ¢ respectivement une ondelette et une fonction d’échelle. Nous introduisons tout
d’abord une curvelet mére, notée ¢ et définie par :

p(x) = ¥(x1) ¢(22)

Avec Pjg la dilatation directionnelle de R2,
P 20 cosf —sind
W=\ o 202 sinf  cosf ’

211
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F1G. 9.1 — Localisation fréquentielle et spatiale d'une curvelet

les autres éléments de la famille des curvelets sont obtenus d’aprés la formule :
y
iok = 9(Pio(x — Prlk)) det(Pjp)'/? =27 p(Pjpx — k).

9.2.2 Construction du frame des curvelets

Nous avons pour le moment défini un ensemble de fonctions ¢; g » indexées par trois paramétres.
La construction du frame des curvelets consiste & élaborer une discrétisation de ces paramétres.

Discrétisation du paramétre d’échelle j et du paramétre d’orientation 0

Cette discrétisation débute par un pavage du plan fréquentiel comme le montre le schéma de
gauche de la figure (9.1). Nous allons dans la suite utiliser les coordonnées polaires avec

&= (rcosf,rsinf).

Soient wg et wy deux fonctions réguliéres et paires telles que

wi (1) + Zw%(Z_jT) =1, Vr > 0. (9.1)
=0

La fonction wq joue le role d’un filtre passe bas, associé & une fonction d’échelle et sélectionnant
les fréquences trop basses pour étre analysées par des curvelets. Les fonctions w; 1 (r) = w1 (277r)
sont en revanche des filtres passe-bande, ou encore des filtres d’ondelettes qui sélectionnent les
fréquences utiles & I'échelle j. Nous avons besoin d’introduire une derniére fonction v, C*°, a
support dans | — m, 7| telle que

> (0 —Ir) =1, VO R (9.2)
leZ

En pratique, Candes [25] utilise une fenétre sinus pour la fonction v et la transformée de Fourier
de l'ondelette de Meyer pour les fonctions wg et wi. Les fenétres W), formant la partition du
domaine fréquentiel, sont finalement construites en considérant pour tout couple J = (j,1) tel
que jeNetle (1..2j*[j/2]),

W;i(8) = w1 (277r)u(2270/2 (6 — 6;))),
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ou 0, = 7126/2-7 . Nous ajoutons une derniére fenétre, associée aux basses fréquences et at-
tribuée a la valeur J = —1 avec

W_1(8) = wo(r).
Avec la notation Ay = {(j,1) € N2, tels que [ € (1..27-U/2)} U {1}, les égalités (9.1) et (9.2)

permettent de montrer facilement la propriété suivante :

Propriété 1.
> WiE =1 VR

JEA
Démonstration de la propriéié 1
oo 2i—13/2]
DOWiE) = wir)+)y W;a(€)?
JeAy =0 1=1
0o 27—13/2]
= wi(r)+ Z wy (2777)? v? <2j7[j/2}(9 — Hﬂ))
j=0 =1
0o 27—13/2]
= wg(r) + Z w1(2*jr)2 v? <2j7[j/2}9 — lﬂ')
j=0 1=1
= wi(r)+ Zw1(2 irn?=1
§=0

On remarque de plus que Wj;(§) = W‘,O(Rg_jllf) oil Ry, , est la rotation d’angle 0;;. Cette égalité
sera utile par la suite pour montrer 'invariance par rotation des curvelets.

Discrétisation des paramétres de translation (ki, k)

La discrétisation des parameétres k = (k1, ko) consiste & utiliser une base locale orthonormée sur
chaque support des fenétres W;;. Pour I’ensemble des couples (j,1), une fenétre rectangulaire

D;,; est utilisée de telle sorte que le support de W;; y soit inclus :

supp(Wji1) C Dji = Ry, Djo.

11 est en effet plus facile de construire des bases de LQ(DjJ), définies comme des produits tensoriels
de base 1D. La taille de D;; est de l'ordre de 27 x 205/21 Une nouvelle grille cartésienne est associée
a chaque couple (7,1),

AjJ = {k . k = jo’l (n12_j,n22_[j/2}) ,(nl,ng) € ZQ}
Et les éléments de la base orthonormée de L?(D;;) s’explicitent comme :

_J+0i/2] ;
eiar(€) =272 2mkE avec ke Ay

Propriété 2.
La famille {ejx}ken,, forme une base orthonormée de L3(Djy).
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Au final, les curvelets ¢;; . sont définies par leur transformée de Fourier :

Définition 26.
@ink(@) = F 1 [Wi(€) ejur(©)] (), avec ke Ay,

Le frame des curvelets : invariance par rotation et translation

D’apres les égalités e ,(£) = ej,(),k(Rg_jllﬁ) et Wy(&) = W]-,O(Re_jllf), et en utilisant la nota-
tion ¢; = ¢ 0,0, il ressort que

eiokp(@) = F 1 W, ei0k (2)
Ji+i/2]

— f*l ziTWj,O 621'7T<k,£>:| (.CU)
= iz —Fk).

Et
wik(x) = goj(joyl (x — Re_j’llk)), kel

Ainsi, & une échelle j fixée, toutes les curvelets ¢;;; sont déduites comme la rotation et la
translation de l'unique curvelet mere ¢;.

9.2.3 La famille des curvelets : un frame étroit

Propriété 3. Soit f € L?(R?), alors

f= > < [, ik > Pilk-

(GheA ke,

1£17, 2y = > < friu>7
(GI)EA S KEA;

Démonstration de la propriété 3

La démonstration de ces deux égalités utilise les propriétés (1) et (2)

FUNEO) = F& S Wh© =3 (7€) W) Wia(€)
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La deuxiéme égalité se démontre de la méme facon :

2 _ P20 — Fre|2 2
e Gl S G > whley

_ CA2ge
- %/Dﬁng,lﬂ =%

gl kEA;,

2
= S Fleiid) | = S

j1l7k j1l7

<Wj,zf ; ej,l,k>

L2(Dj 1)

9.2.4 Existence de bases orthogonales de curvelets ?

ilb

F1G. 9.2 — Représentation d'une fonction W;; dans la fenétre D,

La construction du frame des curvelets introduit une discrétisation des parameétres de translation
qui s’effectue en utilisant une base locale de Fourier sur chaque support des fonctions W;;. Si une
hypothése de régularité sur W;; est imposée en plus, alors ces fonctions ne sont pas a support
disjoint. Kt comme Balian-Low ont montré que, pour tout ug et &, il n’existe aucune fenétre
différentiable g & support compact telle que

{g(t — nug)exp(ikéot)}

soit une base orthonormée de L?(R), il semble difficile de concevoir de cette facon une base
orthogonale de curvelets. Le lecteur trouvera plus de détails & ce sujet dans le chapitre "trans-
formeées orthogonales a recouvrement" du livre de Mallat [77]. En revanche si la condition de
différentiabilité des fenétres W est relaxée, alors nous pouvons déterminer un ensemble de fonc-
tions W;; dont les supports sont disjoints. Mais comme ces supports ne sont pas rectangulaires,
il est tout de méme nécessaire d’introduire de nouvelles fenétres D;; rectangulaires contenant le
support de W;; comme le montre la figure (9.2). La base locale de Fourier utilisée est en réalité
une base de L?(D;,), et la conséquence directe est la redondance des éléments de la famille des
curvelets. En conclusion, il est difficile d’aboutir & une base orthogonale de curvelets en suivant
une telle construction.

9.2.5 Extension du principe des curvelets en dimension d

En suivant les méme étapes que pour la dimension 2, cette famille est indexée par trois paramétres.
Un paramétre d’échelle j € Z, un paramétre d’orientation 6 = (01,602, ...,04_1) € [-7/2,7/2]%"}
et un paramétre de position k = (ki, ks, ..., kq) € RZ Soient 11,¢2...¢4_1 respectivement une
ondelette et d — 1 fonctions d’échelles. La curvelet meére est définie par ’expression suivante :

o(x) = Y1(x1)d2(22)P3(23)...04-1(Ta).
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Avec les coordonnées "sphériques” en dimension d,

x1 = rcos(by),
x9 = rsin(fy)cos(bs),

Tg—1 = rsin(fy)sin(hs)...cos(04-1),
xqg = rsin(fy)sin(f2)...sin(04-1).

La rotation Ry d’angle 8 = (01, 0s, ...,04_1) vérifie par définition
(21,22, ., 2a) = Ro(1,0,...,0)".

Avec Pjg la dilatation anisotrope directionnelle de R? définie ci-dessous,

2J 0 0 0
0o 22 o ... 0
/2
Py = o 0 22 ... Ry.
0 0 0 ... 92i/2

Les éléments de la famille des curvelets en dimension d sont finalement déduits & partir de la
curvelet mére de la maniére suivante :

(d+1)j

o0 = (Pio(z — Piy'k)) det(Pig)'/? =275 o(Pjox — k).

2—]/2
/

-j12

FiG. 9.3 — Représentation de la localisation spatiale des curvelets en dimension 3

Une curvelet en dimension 3 ressemble alors & une plaque qui se collera aux discontinuités le
long d’une variété de codimension 1, voir la figure (9.3).
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9.3 Approximation non linéaire dans la base des curvelets

Nous allons maintenant présenter un résultat d’analyse de la décroissance asymptotique des
coefficients de curvelets lorsque les images considérées sont C? par morceaux de contour C2.
Nous allons tout d’abord donner la définition de I’ensemble des fonctions considérées puis nous
énoncerons le théoréme de Candes et Donoho dont le lecteur trouvera une démonstration dans
Particle [25].

Définition 27. VA € RY, Star?(A) :

Cet espace contient un ensemble des domaines B dont le contour OB est de réqularité C?. En
particulier, lorsque le domaine B s’explicite en coordonnées polaires sous la forme : x € B <
lz] < p(0) avec p(0) : [0,27] — RT, alors

p<po et |pllcz= sup |p"(0) <A (9:3)
0€[0,27]

Finalement, un domaine B appartient a Star?(A) si B € [0,1)%, et s’ est le translaté d’un
ensemble B vérifiant [’égalité 9.3.

Définition 28. C? ,(1) :
On note C&A(Q) Uensemble de fonctions f, C? dont le support est strictement compris dans €
telles que

[ fllc2@) < A

Définition 29. PC? :
Au final, cet ensemble contient les fonctions f définies sur [—1,1]? telles que

f=fo+ folp,
ou B € Star?(A) et fo, fr € CF 4([-1,1]%).
Le résultat de Candes et Donoho s’énonce sous la forme du théoréme suivant :

Théoréme 10.
Soit f € PC%(A), alors Uerreur d’approzimation non linéaire vérifie linégalité

1f = fNH%g(Rz) < C N2log(N)3.

Cette décroissance est, de plus, optimale au facteur log prés pour ’ensemble de ces fonctions.

9.4 Curvelets, opérateur FIO et équations des ondes

Nous exposons tout d’abord la définition de '’ensemble des opérateurs FIO ( Fourier Integral
Operator ).

Définition 30. Un opérateur T est de type FIO s’il est de la forme

Tfa) = | 4ol 6 f(€)de.

Avec
— La phase ¢(x,€) est C™°, homogéne de degré un en &, c’est a dire que pour A > 0,
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= Gz = Vi Ve vérifie la condition de non dégénérescence suivante
|detdy e| > ¢ > 0.
— L’amplitude o est un symbole de degré m, c’est o dire que o € C*° et vérifie

08070 (x,€)| < Cap(1+ |1,

Par exemple, le laplacien est un opérateur FIO avec ¢(x, &) = 2inz.€ et o(z, &) = —4n2€2. Dans
la suite, on note My la matrice de représentation de 'opérateur 1" dans la base des curvelets :
Mr(p, ) =<Tou, 0,7 >12(ra)

Avec p1= (j,1,k) et i/ = (5,1, K)

Remarque 40. A chaque curvelet ¢,,, nous pouvons associer :
— une position spatiale : x,,

— une position fréquentielle : §,,

— une direction 6;; et €, = Ry, (1,0,...,0)".

Candes et L. Demanet ont montré dans les articles [17] et [21| que la matrice My est bien
organisée et creuse. Avec 'introduction de w(pu, i), une pseudo-distance dans 'indexation de
coefficients de curvelets :

Définition 31.
w(p, 1) = 29771 (14 min(2), 27)d(p 1))

ou
d(p, u/) = HQM - ‘9;/||l22([0,7r}d*1) + ||.TM — xu’”lZ?(Rd) +]< €, Ty — Ty >12(Rd) |.

Ce résultat s’énonce sous la forme du théoréme suivant :
Théoréme 11. Soit T un opérateur FIO dont le symbole o est d’ordre m, alors VN > 0

| M (1, 1) < Cn 2790 (w(p, (i),

ot jo = min(j,j) et h: (x,&) — (y,v) est associée a ¢ avec

r = Ve(y,§) v=Vai(y,§).

Candes et Demanet ont de plus montré dans I’article |17] un résultat similaire pour les EDPs de
la forme :

6u (9u
o + ;Ak(g;)axk + B(z)u =0, u(0,x)=up(x).
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9.5 Algorithme de décomposition rapide en curvelets

Tous les tests numeériques présentés ont été effectués a l'aide de la librairie curvelab [38]. Nous
allons maintenant détailler les principes de ces différents algorithmes

9.5.1 Les curvelets 99

Le premier algorithme de curvelets, qui a donné lieu aux curvelets 99, utilisait des algorithmes
de transformée en ridgelet :

La transformée en ridgelets continues

La transformée en ridgelets [23, 20| utilise dans sa définition une ondelette ¥ : R — R qui
vérifie la condition d’admissibilité suivante :

/@@Wmﬁ<m

En supposant que W est normalisée, c’est a dire que [ |T(€)[2/|€]? = 1, alors Va > 0, Vb € R
et VO € [0,27[, la ridgelet W, 59 : R? — R (voir figure 9.4) est donnée par la formule suivante :

Uopo(x) = a2 U((x) cos() + zosin(h) — b)/a).

Fia. 9.4 — Quelques exemples de ridgelets

Soit f:R? — R, les coefficients de ridgelet sont obtenus comme
Ry(a.b,) = [ Tupo(a)f()da.

Et une formule de reconstruction nous dit que, V.f € L?(R?) N L'(R?),

21 +oo da do
// /Rfabe W) Sy
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La transformée en ridgelets peut étre interprétée comme une transformée en ondelettes sur le
domaine de Radon oti la transformée de Radon d’une fonction f : R? — R est un ensemble de
coefficients paramétres par (0,t) € [0, 27[x R tels que

Rs(0,t) = /f(a?l,mg)é(xlcos(e) + z9sin(0) — t)dx1dxs,

ol ¢ est un dirac .

Algorithme de la transformée en ridgelets

La méthode utilise successivement une transformée de Radon puis une décomposition en on-

delettes 1D.

Les algorithmes de transformée de Radon rapides consistent & effectuer les quatre étapes suiv-

antes :

— Une transformée de Fourier 2d

— Une interpolation de cette transformée de Fourier sur une grille pseudo polaire ( voir figure
gauche 9.5 )

— Un réordonnement des coefficients obtenus par lignes de direction.

— Une transformée de Fourier inverse 1d sur chacune de ces lignes.

Ce principe algorithmique est en fait une simple application du "slicing theorem", dont le lecteur

trouvera la démonstration dans le livre de Natterer [86].

Il suffit finalement d’appliquer une transformée d’ondelettes 1D sur chacune de ces lignes pour

obtenir les coefficients de ridgelets, voir figure (9.5).

Dl

IMAGE

A NR

FITIN

Radon Transform

Angle

F1G. 9.5 — Grille pseudo polaire et Algorithme de la transformée en ridgelets

Algorithme de décomposition en curvelets 99

Les différentes échelles de notre image sont tout d’abord séparées : des filtres passe-bandes f; =
A, f sélectionnant les fréquences comprises dans 'intervalle [27,2971] permettent de décomposer
I'image sous la somme suivante : f = > j f;j- Puis, pour chaque échelle j, I'image f; est découpée
en sous-domaines de taille caractéristique 277/2 x 279/2 sur chacun desquels nous appliquons
une transformée en ridgelets locale. Parmi ’ensemble des coefficients obtenus, nous récupérons
les coefficients correspondant aux curvelets. La figure (9.6) détaille ces différentes étapes.

En fait, le filtre passe-bande A; détermine la largeur des curvelets & ’échelle j, I = 277 alors
que la longueur de curvelets est déterminée par la taille des sous-domaines sur lesquels nous
appliquons des transformées en ridgelets, c’est & dire L = 279/2. Ainsi, Déchelle parabolique des
curvelets est retrouvée.
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F1G. 9.6 — Algorithme de la transformée en curvelet 99

L’avantage d’une telle méthode est qu’elle utilise 'implémentation des ridgelets. Mais cet algo-
rithme décompose en fait notre image sur une famille de ridgelets multiéchelle o1 seuls sont non
nuls les coefficients correspondant a des ridgelets dont 1’échelle est parabolique. Ainsi, un petit
nombre des coeflicients calculés est vraiment utile et ’algorithme des curvelets 99 s’avére tres
redondant en pratique.

9.5.2 les curvelets nouvelle génération

Le lecteur intéressé trouvera une étude des algorithmes de décomposition rapides en curvelets
nouvelle génération dans [22]. La figure (9.7) résume les différentes étapes de ces algorithmes :

La construction du frame des curvelets présentée en début de chapitre introduit les coordonnées
polaires. L'inconvénient est qu’il est alors nécessaire d’utiliser des interpolations 2D, dont le coiit
algorithmique est trop élevé pour obtenir des algorithmes de décomposition rapides. Une pre-
miére alternative proposée par Candes [22] est de relaxer la contrainte d’invariance par rotation.
Ainsi, comme sur la figure (9.8), les curvelets deviennent invariantes par "shear" et non par rota-
tion. Les méthodes de décomposition associées n’ont alors recours qu’a des interpolations 1D et
sont considérées comme rapides. Ces curvelets sont couramment appelées dans la littérature "les
curvelets invariantes par shear"”. Il existe une deuxiéme alternative, dite la "wrapping method",
proposée par L. Demanet [22]. L’idée consiste a utiliser des fenétres D;; plus grandes afin de
ne plus avoir recours aux interpolations (voir figure (9.9)). Les algorithmes obtenus deviennent
alors plus simples et plus rapides mais ces curvelets sont plus redondantes que celles dites par
"shear".

9.5.3 Quelques images de curvelets

Voici quelques images de curvelets obtenues avec ’algorithme par "shear". La figure (9.10)
présente une fenétre W, observée dans un support D;;. Nous affichons sur la figure (9.11)
plusieurs curvelets & différentes échelles dans les domaines spatial et fréquentiel. Enfin, les images
de la figure (9.12) présentent une coupe dans la longueur et dans la largeur d’une curvelet.
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8
N

- =
TMAGE

SEPARATION DES ECHELLES

Fia. 9.7 — Idée générale de l'algorithme de décomposition en curvelets nouvelle génération

FiG. 9.9 — Principe de la "wrapping method"
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F1G. 9.10 — La fonction W}, observée dans D, ;

0l
100 \
150 \
A
200+
00
250
50 100 150 200 250
50
100
| —
—
150
200+
250

F1G. 9.11 — En haut : ¢;—5 — en bas : pj—¢ — A gauche : dans le domaine spatial — A droite :
dans le domaine fréquentiel — Avec N = 28
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F1G. 9.12 — Coupe dans la longueur et dans la largeur d’une curvelet ¢;—5

9.5.4 Vers de nouvelles décompositions en curvelets

La famille des curvelets est redondante, il existe plusieurs décompositions possibles. Parmi ces
décompositions, les algorithmes présentés précédemment renvoient celle obtenue avec le calcul
des produits scalaires, comme dans ’équation (9.4).

f= Z < f, @1k > il (9.4)

j7l7k

Mais il est possible de déterminer d’autres décompositions en curvelets :

f= E Q1 kP ks

Jbk

ot ajir #< [, 01k >

Le but de ce travail est de déterminer la meilleure décomposition possible dans le sens ot nous
cherchons & minimiser le nombre de coefficients de curvelets utiles. Par exemple, I’application des
algorithmes précédents a I'image d'une curvelet pj—g; x—0, fournit une trentaine de coefficients
non nuls. Pour s’en convaincre, il suffit de calculer la transformée de Fourier locale de la fonction
W;, dans le domaine D;; (voir figure (9.10)). Nous allons alors appliquer un algorithme de type
glouton dans le frame des curvelets, (voir travaux [8]). Bien entendu, cette technique aura un
colt trés élevé.

11 faut tout d’abord comprendre 'origine de la redondance des curvelets. Elle est la conséquence

de deux faits :

— les fenétres W;,; ne sont pas disjointes : les curvelets ne sont pas orthogonales entre elles &
différentes échelles j et a différentes orientations 6;.
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— les fenétres D;; sont plus grandes que les fenétres W;; : a j et [ fixés, les curvelets ne sont
pas orthogonales entre elles.

Nous traitons ici uniquement le deuxiéme type de redondance et le probléme se parallélise sur

chaque fenétre D;;. La méthode utilisée est décrite par l'algorithme (10).

Algorithm 10 Optimisation de la décomposition en curvelets

DONNEES: Entrées : prec, R=W;, f]DN
RESULTAT: oy, + FFT2(R)
1: Initialisation
ar =0,n=10

0 &
2: tantque (W2, fip,, — > p axejik Wiillip,,) > prec ,
3:  Déterminer la décomposition linéaire en curvelets

Br = FFT(R)
4:  Déterminer I'indice du plus gros coefficient de S
ki = argmax {|Bk|; k € Aj;}

5:  Déterminer le meilleur coefficient Cj, qui minimise l'erreur d’approximation :
Ck, = al“%égin {HWjJ(R — Aejik;) HZQ(DN)}

6:  Enregistrer les modifications

1
o, = ag; + Gy, — n R=R—Crejir, ]ISUPP(W]',Z) , n=n+l

7: fin tant que

Le probléme de minimisation de ’algorithme (10) est quadratique et se résout explicitement. En
effet avec

g(\) = Wi (R —vejum)l?,

nous pouvons vérifier que
2
g()\) =< Wj,l €41 ks> WjJ €tk >N —2< Wi RWjj ep, > <W; RW; R>.

Et
g ()\) =2< Wj,l €5.1.k; Wj,lej,l,k:i >A—-2< WjJR, Wj,lej,l,k:i > .
La solution est alors :

< WjiiR, W€k, >12(D;))

Ckz- = argmin W"l R — e ks 2 = .
UIWia( stk)IT) = — Witesim Witesin >12,

Remarque 41. Les curvelets sont "presque" normalisées L?(R?) mais

2
15,0kll72 w2y =< Wigesin, Wiiejik >12(p; )7 L.

En effet, comme elles vérifient les propriétés de frame étroit avec une constante égale o 1, si
elles étaient normalisées L*(RY), elles formeraient une base orthogonale, ce qui n’est pas le cas.
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Nous allons maintenant démontrer la proposition 33 qui permet de comparer I’énergie associée
aux coefficients de curvelets, [[{a; .k}l avec la norme || f||p2(we2).-

Proposition 33. Si («);;, vérifie

FWh=2 Wi ejin V0.1), (9.5)
K
et
(@)jik < [0k >, (9.6)
alors

Yot > < fojw >= 117

Et UVénergie des coefficients tend & augmenter.

Démonstration :

On note B x =< f,¢j11 > les produits scalaires. Soient (j,1) et le domaine D;; muni de la
base exponentielle orthonormée e;; . Les coefficients (3 1), vérifient alors

If Wj,l\|%2(D],l) = Zﬁil,k
k
Alors ’hypothése (9.5) implique que
<f Wj,l> = Zaj,lﬁek dans le support de W .
k

Et 'hypothése (9.6) montre que

(Z aj,hkej,hlf) 7 0 en dehors du support de Wj;.

k
Ainsi
2 2
Z g = ( Zaj,l,kej,l,kH)H(Dj,l)
k k
£ 2 2
= ||f Wj7l||L2(supp(ijl)) + || Zaj7l=k6j7l7k||L2(Dj_l\supp(Wj,l))
k
2
> 2B
k
[_J

Cette propriété montre qu’il n’est pas possible de rendre la décomposition en curvelets plus

creuse tout en conservant la propriété d’égalité d’énergie. En revanche, en posant une contrainte
. . 2 : : A )2 .

sur la valeur de || >, O‘JJJCGJJJ*C”LQ(D]-,Z\supp(W]-,l))’ il est possible de controler 'énergie des coeffi-

cients associée a la nouvelle décomposition obtenue.
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Le nouvel algorithme de décomposition est testé sur 'image d’une curvelet ¢;; ;. et les résultats
obtenus sont observés sur la figure (9.13). La décomposition fournit plus d’un seul coefficient
non nul, ce qui n’est pas étonnant puisque le premier type de redondance n’a pas été traité. Nous
observons tout de méme une meilleure concentration de I'énergie autour d’un seul coefficient.
Pour améliorer ce premier résultat, il faut supposer que les fenétres W;; soient disjointes, et
dans ce cas, I'égalité W;; = Wﬁl est vérifiée. Nous allons alors imposer 1’égalité suivante a la
place de (9.5) :
f W= Zaj,l,kwj,l ek-
k

Les résultats obtenus sur la figure (9.14) montrent qu’un seul coefficient de curvelet est non nul,
ce qui est optimal. D’autre tests avec des images un peu plus compliquées présentés sur les figures
(9.15) et (9.16) confirment I'optimalité de cette nouvelle décomposition. Malheureusement, le
colit de cette décomposition est bien plus élevé que celui des algorithmes initiaux. La question
naturelle est alors de déterminer des applications ol une telle décomposition pourrait étre utile.

F1a. 9.13 — Analyse en curvelets d’une curvelet ( algorithme standard a gauche, algorithme
optimisé & droite ). En haut a gauche : >, Srer — en haut a droite : ), aper, — en bas a gauche :
0Br. — en bas a droite : ay
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Fia. 9.14 — Analyse en curvelets d’une curvelet (algorithme standard a gauche, algorithme
optimisé & droite). En haut & gauche : ), fBre — en haut & droite : ), axex — en bas a gauche :
0Or — en bas a droite : ay

F1G.9.15 — Analyse en curvelets de plusieurs curvelets (algorithme standard a gauche, algorithme
optimisé & droite). En haut & gauche : ), Bre, — en haut & droite : ), ager — en bas & gauche :
0B, — en bas a droite :
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F1a. 9.16 — Analyse en curvelets d'une image quelconque (algorithme standard & gauche, algo-
rithme optimisé a droite). En haut & gauche : >, frer — en haut & droite : ), ager — en bas a
gauche : B — en bas & droite : oy
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Chapitre 10

Nouvelle base d’analyse
multirésolution : les B-curvelets

10.1 Motivations

Nous venons d’achever la présentation de la construction du frame des curvelets et nous cher-
chons maintenant a comprendre en quoi les curvelets pourraient étre utiles dans la résolution des
équations de champs de phase. A priori, lorsque les mouvements sont isotropes ou anisotropes
avec une anisotropie non locale, 'utilisation des curvelets est compromis, les algorithmes de
décomposition rapide utilisent en effet une transformée de Fourier.

Lorsque l'anisotropie est purement locale, c’est a dire, ¢°(z,§) = a(z)[€|, les éléments finis ou
encore les bases d’ondelettes ont déja montré leur efficacité pour la résolution des opérateurs du
type a(z)?Au.

En revanche, pour des anisotropies générales, les ondelettes (et donc les éléments finis) ne pos-
sedent pas une localisation fréquentielle assez précise pour prendre en compte les directions
d’anisotropies. Les curvelets semblent donc avoir un meilleur compromis entre la localisation
spatiale et fréquentielle pour prendre en compte respectivement, la localité de ’anisotropie et
I’anisotropie directionnelle. Nous pourrions ainsi imaginer une sorte de linéarisation de l'opéra-
teur Ay par rapport & ce frame. Les curvelets ne sont certes pas vecteurs propres de Ay mais
nous avons l’approximation suivante :

Do@ie = 0% (T, €0) Dk

Nous pourrions ainsi considérer les opérateurs Ay définis par

x 2
Apu = Z ciik 0°(Tu,e0)” Do
Jslsk

Remarque 42. On rappelle que pour une curvelet @, ot v = (4,1, k), nous avions associé, une
position spatiale notée x, et une direction notée e, = joyl(l,(), s 0)1

Dans ce chapitre, nous n’allons pas insister davantage sur une potentielle linéarisation du lapla-
cien anisotrope par rapport au frame des curvelets, et nous allons plutét définir de nouvelles
bases d’analyse multirésolution, les 3-curvelets (voir figure (10.1)), qui vérifieront les mémes pro-
priétés que les curvelets & ’exception de 1’échelle d’anisotropie qui ne sera plus parabolique mais
qui satisfera | = L?. L’intérét des B-curvelets est que leur localisation fréquentielle, encore plus

231
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précise que celle des curvelets, permet une meilleure représentation des fonctions réguliéres par
morceaux de contours polygonaux. En effet, les solutions des équations d’Allen-Cahn anisotrope
appartiennent a cette catégorie de fonctions lorsque les anisotropies considérées sont cristallines...

Fia. 10.1 — Localisation spatiale et fréquentielle des §-curvelets

10.2 Construction du frame de (-curvelets

10.2.1 Principe de base

Les (-curvelets (avec 8 > 1) sont des curvelets dont 1’échelle d’anisotropie ne vérifie plus le
principe parabolique mais suit la loi hauteur ~ largeur?. Ainsi, cette famille est une nouvelle
fois indexée a I'aide des 3 paramétres j, 6 = (61,02, ...,04_1) et k = (k1, ka, ..., kq). Une fonction
meére est déduite de la formule :

o(x) = Y1(w1)p2(22)P3(23)...0q—1(Ta)

Avec Pjg g la dilatation anisotrope directionnelle de R? définie par

270 o -+ 0

0o 2/ o ... 0
Pigg= 0O 0 2i/8 ... Ry

0 0 0o ... 9i/8

L’ensemble de la famille des (B-curvelets est obtenu avec la formule

—148

d
0i0k = O(Pjoplx — (P g gk))det(Pig )" /> =2 25 7 §(Pjg gz — k)

10.2.2 Le frame des [-curvelets

Comme dans le cas de curvelets en dimension 2, nous allons construire un pavage du plan
fréquence avec des fonctions W ;. Soient wy et w; telles que

o
wi (1) + Zw%@_jr) =1, Vr>0
=0
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et v, C*°(R) a support dans | — m, [ telle que

=400
d WP —Im)=1,VOER, (10.1)

l=—00

Nous avons plusieurs paramétres de direction, 6 = (61,02, ...,04_1) € [—7, 7] x [~7/2,7/2]¢ 2.
A priori, il faudrait définir un découpage uniforme de la sphére de rayon 27 en dimension d — 1
avec des hypercubes de coté 72U/8) Mais ceci n’est pas facile lorsque d > 2 et comme ce n’est

pas vraiment 1’objet de notre travail, nous allons simplement supposer que chaque angle ¢, est
|4
discrétisé a I’aide d’un parametre I; € [1..2 {5]] et

0]‘711, = FZiQ[%}ij

En fait, cette difficulté est évitée si nous considérons des curvelets invariantes par "shear".

J

Ainsi, pour tout couple (j,1) = (4, (l1,l2,...,0q—1)) tel que V i [; € (1..2j7[@]), nous posons

Ve € RY,
d—1

Wy() = wn(2r) [Lo@ 0 - 0,0)),

i=1
et, pour J = —1,
W_1(r,6) = wo(r)
Avec la notation Ay = {(j,l) = (4,11, 19, ..,14_1) € N% tel que [; € (1..2j_[%])} u{-1}

Les fonctions W, [ vérifient la propriété suivante :

Proposition 34.
> WiE =1 V¢ eR”

JEA

Démonstration de la propriété 34.

D WHE) = WA+ WHE)

J (4,0)
= wi(E)+ DD Wi
i o1

d—1

= wi)+ Y uten S [T o - 0,0

I =1

= wi(r)+ Zw%@_jr) en appliquant d — 1 fois I’égalité (10.1)
J

=1
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Nous introduisons une base locale orthogonale exponentielle discréte dans chaque support des
fenétres W -
Pour chaque couple (j,1), une fenétre rectangulaire D;; de taille 2 x (2[3'/5})“1 est introduite
de telle sorte que

supp(Wj,l) C Dj,l = R9j,le70'

Ainsi, une grille cartésienne d’échelle j sur chacun de ces sous-domaines est définie avec :

Ajy={k: k= Rg,(k1277, ko2 0/ k327 U/B) | jy27 /B ) ko kg € Z}.

Nous allons alors utiliser la base de Fourier locale de I'espace La(Dj;) :

i+@-[4]
(@) =277 TR ke Ay, (10.2)

Nous remarquons de plus que e;; (&) = ej’07k(R;7_1l§)
et B

Flpjarl (§) = Wii(e)ejir(§), k€ Ajy.

Cette famille est donc en quelque sorte invariante par rotation et translation.
Nous utiliserons dans la suite les notations

pi(x) = wjo0(x) = 27j+(d721)[%] FH Wl (),

et plus généralement

piok(@) = F 1 Wjoe504 (2)
1 A Gl 1 R 1T 2in
= Gnie 272 F Wik F [62 <k’§>} ()
= *]_——1 [eQin<k,£>} (x)
= ¥j (x - k)?

et
iwi(x) = @j(Ro,,(x — Ryl k), k € Agy

Remarque 43. La notation p; * F 1 [e%”<k’5>] (z) est formelle puisque F~1 [62”<k7§>] n’est
pas une distribution réguliére.

10.2.3 La famille des fg-curvelets : un frame étroit

La famille des B-curvelets forme un frame étroit.

Proposition 35. Soit f € L*(R?), alors

f=)> {f,ejur @ik
j7l7k

1712,y = SO I 0iaml

Jbk
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Démonstration de la proposition 35.
i) Premieére égalite :

FIN© = FYwaE =3 (FeOw) Wi
j,l

I
= Z Z <f(f)Wj,l,6j,l,k>L2(Dj’l)€j,l,k W;i(€)
7,0 k‘EAJ,l

= Z <f, ‘/Vj,lej,l,k>L Wj,lej,l,k’(f)

2(D;
Jilk Dsa)

= Z <f, S0j7l7k>L2(Rd) F [@j,l,k] (5)

j?l7k

ii) Deuxiéme égalité :

) :
3 dgz/Rdms)FZW?
_ 2/ WiafPde =37 37 [(Wif eﬂvk>)

T

7,0 kGAJl
= Z ‘< [©50.k >’ Z [(f 5 ©jk)]
j7 7 J? 7

10.3 (-curvelets et opérateur FIO

Afin de comprendre le comportement du frame de S-curvelet sous ’action d’un opérateur FIO,
nous reprenons les grandes lignes de la démonstration de Candes et de Demanet présenté dans
les articles [17] et [21] dans le cas des curvelets classiques (6 = 2), en I'adaptant au cas [
quelconque.

10.3.1 Formellement, qu’est-ce qui se passe ?

Candes et Demanet étudient le comportement d'une curvelet ¢,, sous I'action de 'opérateur T
défini & la définition 30 dans la section 9.4 :

Tfa) = [ 4ol 6)f(e)de.

Ils commencent par linéariser la phase ¢(z, ) au voisinage de (£,) comme sur la figure (10.2).

Qb(l’,g) :¢§(x’€u)£+5(xa£)a ¢N($) :¢§($7£M)
Puis ils décomposent 'opérateur 7' de la maniére suivante

T = T2,,U,T1“LL7

ol

(Tuuf) (@) = /R TR0 (6N 2), O f(©de, (Taf)(@) = F(0u(x))
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e

21/ B

F1a. 10.2 — Linéarisation de la phase ¢(z,&) a x fixé

Etude de Uopérateur Ty,

On utilise par la suite la notation

Ty (pyp ) = <T27u90#’ (’Ou'>

IIs montrent tout d’abord que I'action de 'opérateur T3, sur une curvelet ¢, transforme cette
curvelet en une somme finie de curvelets ¢y, (,) uniformement bornée selon I'échelle j de la (-
curvelet. L’action de cet opérateur, comme nous essayons de le schématiser sur la figure (10.3),
transforme la curvelet ¢, en une sorte de curvelet ¢, dont le support caractéristique a maintenant

. _2j _J1 .. e A
une taille de 278 x 27 8. Ainsi, le nombre caractéristique de curvelets ®,/» ayant la méme

B2
orientation que @, et dont le support intersepte celui de ¢, est de l'ordre de O(2 7 ). Ce
nombre reste finalement borné quand j — 400 si I’anisotropie de la G-curvelet est inférieure &
2, c’est & dire § < 2. Au final, ils obtiennent une inégalité du type

T ()] < C <<ph(u), 90#/>-

g

F1G. 10.3 — Action de l'opérateur 75, sur une curvelet d’échelle j

Etude de lopérateur T,
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De méme, nous utilisons la notation

Ty p(py ) = <T1,u90l“ ‘pu'>

La linéarisation de la phase par rapport a £ introduit le terme §(x,€). Un argument essentiel
dans cette étape de la démonsation de Candes est que le terme

bz, &) = 2@ @D (¢ 1 (), €),

ne soit pas oscillant sur le support de la 3-curvelet ¢,,. Or ceci n’est vérifié que sous I'’hypothese
G > 2 et dans ce cas, ils obtiennent

Tuui)l < [ Cooll+ D™ 6u0)8, (€1

Coo(1 + 2mj0) <‘Pu v Pyl >L2

IN

(R9)

Conclusion de la démonstration

La conclusion de la démonstration s’obtient en montrant que les curvelets sont des familles
presque-orthogonales, c’est a dire

‘<<Pu, wl;>‘ < On(w(p,p))™, YN <R.

ol la pseudo-distance w(yu, 1) est définie dans la définition 31

Remarque 44. Nous voyons maintenant pourquos nous ne pouwvons pas nous attendre ¢ obtenir
ce méme résultat dans une base d’ondelettes ou de [B-curvelets avec 8 # 2 puisque un ingrédient
essentiel est [’échelle parabolique des curvelets. Nous allons tout de méme nous intéresser 4 une
sous-classe d’opérateurs FIO, les opérateurs pseudo-différentiels qui sont des opérateurs T dont
la phase s’écrit ¢(x,&) = x.£. Nous allons ainsi étudier le comportement d’une [3-curvelet sous
Uaction de ce type d’opérateur lorsque B # 2. Pour cela, nous considérons la nouvelle fonction
distance dans les coefficients de (-curvelets :

Définition 32. La nouvelle fonction distance wg utilisée dans l'indezation des coefficients de
B-curvelets s’écrit

wg(p, 1) = 27 (14 22j{)(ﬁ_1)/ﬁ|9u —Ow)? + 22j0/ﬁ’$u — a2 < G my — x> |
avec jo = min(j,7"), w = (J,k1), ' = (J,K.,U) et é, est introduit & la remarque 40 de la

section 9.4.

10.3.2 Etude du comportement d’une (-curvelet sous l’action d’un opéra-
teur pseudo-différentiel

Nous avons introduit dans la définition des (-curvelets la fonction meére

() = P(x1)d1(22)...0q-1(2a),

ou 1 est une ondelette et ¢1...¢4_1, d — 1 fonctions d’échelle. De maniére analogue aux travaux
de Candes, nous allons introduire maintenant la notion de molécules de S-curvelets de régularité
R. Elles s’obtiennent en imposant des hypothéses sur la régularité et sur le nombre de moments
nuls de la fonction ¢. Les molécules de curvelets sont des sortes de curvelets qui admettent
différentes curvelets meéres selon I’échelle j considérée.
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Définition 33. Une famille de fonctions (m), est une famille de molécules de B—curvelets de
régularité R st elle s’exprime comme

5
my () = 2j%a“(D5 Ro,x—FK), Vxe RY

pour j > 0, ou a” vérifie les propriétés suivantes :
e Régularité et localisation spatiale : V|a| < R, VM < R,3Cy; < 400 tel que

Vu, Vo e RT 0% (x)] < Cy (1 + |z))™M
e Moments nuls : VN =0,1,..., R, 3Cn < +o00 tel que
WY ERY,[aM (9] < Oy min(1,270 |6 | + 279/ F &)Y

L’intérét de définir les molécules de curvelets est que 'action d’un opérateur simple comme le
laplacien transforme une famille de curvelets en une famille de molécules de curvelets. Cette
approche est trés similaire aux travaux portant sur les notions d’ondelettes-vaguelettes.

Théoréme 12. Soit (m,,), et (py)w, 2 familles de molécules de curvelets de régularité R. Soit
T un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole o(x,&) est de degré m :

Tfa) = [ ot o6
Alors, il existe une fonction g, avec imp_ 1 g(R) = 400, telle que Vj, 7' > 0 et VN < g(R),
(), p, )| < On 2™ wrg (')

ol jo = min(j,j/) et wg, la nouvelle pseudo-distance introduite dans la définition 32

Remarque 45. Nous allons simplement estimer ’<mu, puz> . Al sufffit de démontrer que les
molécules de B-curvelets forment des familles presque orthogonales au sens de l'analyse har-
monique. En effet, d’aprés le support fréquentiel des curvelets, on a

| < T(mp),pl, > | < 27031 | ()

Remarque 46. Nous ne présentons la démonstration du théoréme 12 qu’en dimension 2.

La démonstration utilise dans un premier temps le support fréquentiel des curvelets, puis leur
support spatial.

Prise en compte du support fréquentiel des B-curvelets

on note
Suop = min(1,277 (14 1¢])) (14 [279& |+ [277/P&|)!, avec poo = (4,0,0)

et Su(§) == Supo(Re,§), Y= (4,1,k).
La fonction S, représente le support fréquentiel de m,,. La normalisation L?(RY) des -curvelets
nous donne l'inégalité suivante

i (€)] < Cy 2795 S, (€)

avec N < R.
nous allons alors démontrer la proposition suivante :
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Proposition 36.
/|S ©)|Nde < ¢ 2125 2% 97li=IIN (1 4 9 ﬂJ|A0|)

ot A0 =0, — 9#'
Démonstration de la proprosition 36.

Remarque 47. La démonstration de celte propriélé dans le cas B = 2 est présentée dans
Uannexe A.1 de [17].
Nous supposons sans restriction que j' < 7. Avec les notations suivantes :

& = rcos(0) (Rppé)1 = reos(0 + A),
& = rsin(0) (Rpp€)2 = rsin(8 + A),

nous avons, ‘ ‘
min (1,277 (1 + [£])) = min (1,277 (1 + 1)),

En remarquant tout d’abord que

(1+279r+ 273/Br| sin()|)

. . <2 VreR"
(1 +2-7r|cos(6)| + 23/8r[sin(@)]) ~ ~
(1+2777) (1 + alsin(9)]) <1 vreRrt
(1+277r+2-3/8r|sin(9)|) ~
. 27]/574 3 .
oll a = T3 on en déduit que

-1

. ) -1 ) ,
<1 + 2776 | + \2_]/B§2\) (1 +277r|cos(0)] + 2_7/ﬁr\ sin(ﬁ)\)

< (1 279y 4 279/By| sin(9)|)
S (1+277r)7" (1+alsin(9))) 7,
Ainsi,
/!S ©ONde < / min (1,279(1+ 7)) min(1, 27 (1 4 )"
14 2-r)N (1+277)N
[/ [1+ alsin(0)[] [1+d|sin(6 + AH)H*N dd| rdr.
0
avec a’ = f;;l_/f,’; Et comme
[1+al6]] [1+ |6 + 206]] ) .
<
[+ a[sn(@)| 1+ |sm@+ a0y =" <R
/IS OPVae < 7 min (1,2 (1+7)" min(1,277' (1 + )N
(14 2-9r)N (1+2-9"r)N

[/ [1+alf]]” [1+a’\9+A0\]‘Nd9 rdr,
0
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Le lecteur trouvera la démonstration de 'inégalité (10.3) dans [103] p.56

2T _ 1 1
/ 01 +ald N [1+dlorre) V<ot L (10.3)
0 a1 a| A0

avec a > a’ > 0.
Ainsi,

° min (1,277(1 4 )" min(1,279'(1 + 7))V

, dr.
(1+27r)N-1 a+2r)N @

/ S.(O5,(€)1Vde < (1-+27002) N 207

] <2778 vr e RY

Les termes prédominants de l'intégrale sur r sont majorés par

j+1 . i N . _ j+1
/2 min (1, 2 3(1 + T)) min(1,277 (.1 + T))Ndr N /2 o= (=0 gy ~ ig—(i=3")N
27 (1 4+ 27~]'I")N71 (1 + 2_‘7,7‘)N 27
et
il i N . i i’ +1
/2J min (1,2 f(l +7))" min(1,277 (Al + r))NdT N /QJ o= (—3)N gy o 07’ 9~(-3)N
27" (1+27dr)N=1 (1+277'm)N 27"
Nous venons de montrer que VN < R,
B-1./
/|S ©)|Vde < ¢ 2775 2 li=IIN (1 4 22757 | A g2)N

Pour terminer la démonstration, il suffit d’introduire une fonction g(R) < R telle que VN < g(R),

/|s ©Nde < 0 P95 5 9 li-TIN (1 1 9255 | A g2y N

La proposition 7?7 permet ainsi de vérifier que
o, o -N ‘ S
| {(my., p,)| < Cw (2'7‘3 (14 220189, — 9#'\2) avec jo = min(j, j').
La deuxiéme partie de l'inégalité du théoréme 12 s’obtient en analysant la localisation spa-
tiale des (-curvelets. Pour simplifier les notations, nous supposons par la suite que le triplet

po = (4,0,0) et pug = (j/,l/,O) avec Al = 9].’[/

Prise en compte de la localisation spatiale des (-curvelets

La localisation spatiale des (-curvelets permet de montrer que la dérivée partielle d’ordre @ =
(0, ) de 1y, (&) vérifie

Oty (€) S 27BTN/(20) gmi(@1 ) g (ey|N
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Ainsi, A A
| Aepy (§)] S 277 OHNIE0) 92010 15, ()| N,

ou A est le laplacien, et
82 ~ a4l _ o _ 94! .
!(9?21%(5)\ < 279 GHNIE0) (972" 4 972 B sin(A0)]) (S, (€)Y
1
On introduit 'opérateur L suivant :

22j0 82
1 4 220(B=1)/B| A 9|2 ngf

L:Id_22jo/5 Ng —

et comme
o < 27IBEN/ERS (1Y
220008 Ng | S 27ie) e 5w
22i0 i ‘ < 2 IBD/C)|8, ()N,

1+2250(B=1)/B| 702 851
on en déduit que Vk € Z,

R R (s -7 M
| (o, ) (O] < € 2755 15, 1S ()Y

De plus, on remarque que
92jo

k¢ —2im(zp—z,/)€\ _ 2j0/8 2 > . — e )21k —2im(xpy—x,)-&
Pl = = P Ty e (e =) PR

Nous avons maintenant les ingrédients démontrer le théoréme 12.

Démonstration du théoréme 12.
Dans le domaine fréquentiel,
<mu> p#/> = /muoﬁ%e_2”(Ax)'Ed§-

L’application de N "intégrations par partie" avec 'opérateur L montre que

_ '+'/ B+1
(e m)) 5 270 [ 15V,
92jo
1 + 922j0(B— 1/,8,A9‘2

_N
[1 + 22j06\x# — :L‘u/|2 + € - (2 — $M/)|2:| )

La proposition ?? permet alors de montrer que
|<mu7 p#/>| S C2 N,

92j0
1+ 2200(B-1/B| Ag|2 "

—-N
[1 + 2%0/Bg,, — g, 4 2%0B-D/B NG 4 &, - (z, — xwﬂ .
Enfin, en remarquant que

2' —
14 22000078 g2 4 ZNG @ )E iy
1+22JO,3 I/IB‘AQP = e (Tp — ),
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on en déduit que

N

- A , A -N
| (my, p) | 97l IN 17 4 9200(B=1)/B| Ag)? + 2290//3|xﬂ —z|? 4208, - (z, — iﬁu/)|]

N

A

wg(p, 1)~
O

10.4 Reésultat d’approximation non-linéaire dans le frame des (-
curvelets

Nous allons dans cette partie présenter un résultat d’approximation non linéaire dans le frame de
B-curvelets. Les fonctions qui nous intéressent sont des fonctions réguliéres par morceaux ot les
lignes de discontinuité sont polygonales. Nous ne pouvons pas ici utiliser les mémes hypothéses
que pour les résultats démontrés par Candes et Donoho dans [25] ou les lignes de discontinuité
sont C?. L’argument est que lorsque 3 > 2, les B-curvelets sont trop anisotropes pour se "coller"
& une ligne de discontinuité courbée.

Définition 34. L’ensemble PC*(R?) contient les fonctions qui s’écrivent de la maniére suiv-
ante :

f=f+fils
ou fo et f1 appartiennent a Cg 4 et 1p représente la fonction caractéristique d’une région B donc
le contour est un polygone.

Le résultat d’approximation non linéaire s’énonce sous la forme du théoréme suivant :

Théoréme 13.
Si f appartient o Uespace PC*(R?), et si on suppose de plus que 3 > 2%13, alors,
il existe une constante C telle que VN > 0,

If — fnll3, < C N2/ jog(N)2s/d+1,

Remarque 48. De ce résultat, nous pouvons déduire un résultat d’approrimation non linéasre
dans le frame des curvelets en dimension d avec des discontinuités C%. En effet, létude des
discontinuités le long de courbes peut se ramener & une étude le long de droites dans le cas
ot B < 2. L’argument qui justifie ce point est que cette transformation peut s’effectuer par
application d’un opérateur de type To. Or nous avons vu dans la partie précédente que l'opérateur
Ty, lorsque B = 2, a une représentation creuse et bien organisée dans le frame des curvelets.
Ainsi, lordre de la décroissance asymptotique des coefficients de curvelets n’est pas modifié par
application de ce type d’opérateur.

Au final, dans le cas des curvelets (B = 2), ce théoréme nous autorise des valeurs mazximales de

s inférieures d%‘ll et Uerreur d’approximation obtenue est de ordre de

If = fwllE, < C N7 1og(N) DT,
Nous rappelons que ce type de résultat pour les ondelettes conduit & une erreur d’approximation
pp q yp p pp
égale a
2 —1/(d—1
If = fulli, <€ N7HED,
La démonstration du théoréme 13 reproduit les différentes étapes de la démonstration de Candes

et Donoho [25] et utilise une extension du théoréme 3.1 démontré dans [20], dont la démonstration
est présentée dans 'annexe.3.
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10.4.1 Plan des différentes étapes de la démonstration du théoréme 13

Soit f € PC*(R?). Ce théoréme est démontré en estimant la taille caractéristique du niéme
coefficient de (-curvelets issu de la décomposition de f. Ce coefficient est noté par la suite
|Cr(f)|. L’idée est d’utiliser les espaces [, faibles dont la norme est définie par :

I(Cu( i, = sup {Nee}

ot N, représente le nombre de coefficients supérieurs a e contenus dans le vecteur (C,,(f)),-
Nous pourrons ainsi utiliser des estimations du type

[Ca()] < 0P Coul(f)

La valeur de p utilisée est ici égale a p* = (s/d +1/2)~! et nous allons montrer que

I(Coull,. <C (10.4)
L’inégalité (10.4) s’obtient en décomposant les coeflicients C), selon I’échelle j de la curvelet as-
sociée. Ainsi, a une échelle j fixée, nous allons introduire une partition de 'unité notée (wg)gen,
telle que

Z wo(z) =1, Vael[-1,1),

Qeld

ol wg = w(2j/ﬁa:1 — k1, 20/ P gy — ko, ..., 20/ By, — kq) et w est une fonction C*° qui s’annule a
Iextérieur du cube [—1,1]%.

27

_

il

F1a. 10.4 — Décomposition de f en somme de fonctions localisées de support (27%)51

La fonction f peut alors étre décomposée en somme de fonctions locales notées fq
f=2 Fwo=2_ Ja
Q Q

et 'idée consiste a distinguer comme sur la figure (10.4) les élements @ selon qu’ils intersectent

ou non une ligne de discontinuité :

— L’ensemble [y contient les élements de la partition [ d’intersection non vide avec le contour
de B

— L’ensemble [y contient les élements de la partition [ d’intersection vide avec le contour de B
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Dans la suite, nous utilisons la notation Cjq(f) pour faire appel a l'ensemble des coefficients
de (B-curvelets, d’échelle j et issus de la décomposition de la fonction fo = fwg. Le gros de la
preuve du théoréme se décompose sous la forme des deux propriétés suivantes :

Proposition 37. Si Q € Oy, alors

B+d—1
B

ICs (), < C 27772

Proposition 38. 5i Q € [y, alors

L (B=1) Lo d
1C5.Q(Nwt,. <C oI5 97i(sta5)

Ces deux propriétés permettent finalement d’obtenir simplement ’estimation (10.4) sous 1’hy-
. 2(d—1)
pothese 3 > ==—s.

10.4.2  Analyse de ||Cjq(f)l|ut,. lorsque @ € U,

Nous supposons que @ € [J1 et que ) n’intersecte pas un coin de B, ces derniers cas ne seront
pas traités dans cette these. Sous cette hypothése, la fonction fg peut s’exprimer sous la forme

fQ(lEl,ibg, ...I‘d) = w(2j/53:1 — k1,2j/6$2 — k‘2,2j/5$d — kd> g(xl,xg, ...,xd) 11«120

ott w est une fonction réguliére a support dans [—1,1]% et g € C*(R?).

Dans l'analyse de [|Cj g (f)|lwi,., nous allons pour un € > 0 donné, estimer de deux maniéres dif-
férentes la valeur de V.. Dans un premier temps, nous prendrons en compte le support fréquentiel
des (-curvelets, puis dans un deuxiéme temps, nous utiliserons leur support spatial.

Démonstration de la propriété 37.
Premiére estimation de N;., . avec le support fréquentiel des -curvelets

Pour une orientation de S-curvelet donnée, €y, nous allons sommer ’énergie associée a toutes les
curvelets orientées de cette fagon. Pour cela, nous allons estimer 'intégrale

> U< fowon>P 5 [P

kGAj,g

< 25 [ |72 (reg)d
S . | fI7(reg)dr,
J

ou I; = [27,29H1].

Nous utilisons la notation N (j, eg, €) pour faire référence au nombre de coefficients de 3-curvelets,
d’orientation ép et d’échelle j, supérieurs a e. Nous pouvons alors évaluer N(j, eg, €) en remar-
quant que

N(jeg ) €< > |(fa, pjon) >
k)EAj’g
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Tout le travail consiste donc & déterminer une bonne estimation de
[ \itren)Par
I;
Nous allons introduire une renormalisation de fg, notée I et définie par

F(z)= fQ(2*j/ﬁx) = w(z1,z2,...24) g(2*j/ﬁar1,2*j/ﬁx2...,273'/5376;)135120.

Le support de F est alors compris dans [—1,1]? et sa transformée de Fourier vérifie

A~ A~

B(e) = fp(20/%¢)2% .

Ainsi,
~ 2dj ~ .
/ |E(reg)Pdr = 25/ (2 Preg)|2dA
re2=3/B Ij re2—i/8 Ij
(2d—1)j ~
= 2 7 / | £ (reg)|dr,
T’EIj
et
N _ (2d—1)j N
/ F(reo)2dr = 255 / | B(reg)dr.
rel; re2=i/8 I,
2" C, (theta)| 2" C, thetd)]

i

i@

LN theta ‘ theta
-pif2 0 iz -pil2 0 pi/2

Fi1G. 10.5 — Analyse de ’energie ZkeAjg | < fo,¢jek > | en fonction de 0

Proposition 39. Soit f telle que
flxy, 29, xq) = 1{$1>0}§(.’E1,:L‘2, ey Tq), avec § € W;(]Rd) et Supp{g} =[-1, l]d et p>2(d-1)
On définit alors g par
g(273/ B gy 973/ BV gy 273/ BV gy i= G(ay, 20, ...2q).
Alors 3C tel que V5,

27+1

/2, F(r.6)Pdr < C3(0)27727%975 | g3 oy +C 277 min (1,277 sin 6] 277) [lg][3y gay,
avec » | S92 fs?(@)(sin(ﬂ)d_QdQ <1,
d—2 1—-d/p 1 1

et |S92| représente le volume de boule unité en dimension d — 2.
On utilise les notations f(r,0) = f(reg) et < eg, (1,0,..,0) >=< ey, e1 >= cos()
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Remarque 49. Cette propriété dont la preuve est donnée en annexe 2 est une légére adaptation
dans les espaces W;(Rd) du théoréme (3.1) démontré par Candes dans Uarticle [20]. Le théoréme
de Candes utilise des espaces H®*(R?) alors que dans notre adaptation, nous introduisons des
espaces W (RY). L’intérét est que cela nous permet de gagner un coefficient 1/2 dans I’estimation

finale.

La proposition 39 permet d’obtenir une estimation de

/ B (reg)Pr,
re2-3/8 Ij

avec les parameétres j = j(8—1)/8, =15, 3 = et p — +00.
Ainsi, nous en déduisons que
. _(B-1 (B=1)
/ |F(reg)?dr <C 27775 (1427 sin(g))20+1/2),
7‘62_'7./5 Ij

Et finalement

_sd (81 (B—1)
Yol <fopjon>P<C275 275 (1427 sin() 202,
kGAjyg

ouo=s+(d—2)/2.
—1)

j -0 . . . .
Au final, avec lj., = 142’ ~7 |sin(f)|, la premiére estimation de Nj., .(€) s’explicite de la
maniére suivante :

. .(B-1)
Njepele) < C 22795 9735 | 20+1/2) (10.5)

J:€0

Deuxiéme estimation de N;., . et utilisation du support spatial des curvelets

Les curvelets qui nous intéressent sont les curvelets qui intersectent la ligne de discontinuité.
Pour une orientation ey donnée, le nombre de curvelets dont le support n’est pas disjoint avec
la ligne de discontinuité est de 'ordre de

275 sin(0)|
o2
La figure (10.6) schématise ce résultat, nous avons alors l'estimation
Nje S ljeo- (10.6)

Estimation finale de N, .

Les deux estimations (10.5) et (10.6) permettent de montrer que
Jreo

- d (8-
Nj,eme < C min <€2 27752775 1 2(U+1/2)7 lj,ee)

Ainsi, avec (p*)~! = 2525617 on obtient que

o _adpt S (@*(B-1) 1/2)p*+1—p* /2
Njege S €7 27925 979 g [0/
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S

s

F1G. 10.6 — Deuxiéme estimation de Nj,

En effet, si # < min(a,b), alors z < a'Thl T,
Estimation finale de N;

Il suffit maintenant de sommer sur les différentes orientations des J-curvelets pour obtenir une

majoration de Nj.. Tout d’abord, en remarquant que o = s + % et p* = %, il ressort que
1 p*
—|o+=|p+1—"==—(d-1).
(o 5)r+1-5 ===
Ainsi, on en déduit que
Nj7€ = Z Nj»6975
0
< P 2*3’% 2*3‘7@*(5{1)) l]fé;7+1/2)p*+1—p*/2
6
S dp* - (p*(B=1))
< P 9=i%F o~ it45 —d—1
S o o I S
0
L’utilisation des coordonnées sphériques dans S91
0 =06y, 6,..0,, .,
. . . N . PG (it D R
montre que le nombre d’orientations possibles a 1’échelle j est de 'ordre de 2 g , oll

g, = w(2770-V/B1) p(271B-D/BL,) 7 (27B-D/B, ),
avec | = (I1,l2, ..., lg—1)-

On en déduit que

I — Zl;l(a+1/2)p*+l—p*/2
!
< Z (14 279B=D/8| gin g;)~ (41

l1,l2...13
d—12i(B-1)/8

II > a+2770"%sing, ),
i=1 ;=0

N
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avec kg = 205-1/8 ¢} pour C) petit.

Si l; < ko alors 6; = o(1),

ki ki
S+ 25D O sy, )7 < S (1 4+ 1) S Inlho),
1;=0 1;=0
Et si li Z ko,
23 (B-=1)/(B) 2i(B-1)/8
> (142770 DB sing, )7 S Z (14 2B=-D/B gin(Cm))~t < C.
li=ko
Au final,
S P
et

_iBE
1C5.Q(Fllwt,. <277

10.4.3  Analyse de [|C}q(f)|lwt,. lorsque Q € O,

Nous supposons maintenant que @ € [, la fonction fg peut alors s’exprimer sous la forme
fo(w1, 2., 24) = w(2j/6$1>2j/6$2---,2j/ﬁ$d) g(z1,72...,7q),

ot w est une fonction réguliére a support dans [—1,1]%.
Démonstration de la propriété 38

Le support de fg = w g est alors inclus dans un hypercube de coté 2 x 2-9/8 Ainsi,

IC0NIE < / F [fol (6)2de
|£lel;
< s / F[V° fo] (€)Pde
l€leT;

< 9 / V° [g w] Pde
Rd

Le terme V*[g w] est alors décomposé comme la somme

S S
DA o
i=0 1=0

et en remarquant que |VT;| < |[VZw| 9llcsmray S 2ij/ﬁHgHCs(Rd), on en déduit que pour tout
i€ ]0,s],
2—2js/ ‘E|2d$ 5 2—2j32—2ij/ ‘VZ’I;Pdl‘ SJ 2_2j82_dj/'62_22j22ij//6||g||és(Rd)-
Rd Rd
Sous I'hypothése que 8 > 1, les termes 2724 et 2219/5 se compensent et finalement,

d
ICsQDIR, < 27227 53)|gI1%. .
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Remarque 50. Le nombre de curvelets a Uéchelle j est de Uordre 2¥ et le nombre de curvelets
-d(B—1)
a Uéchelle j qui intersectent le support de fq est de ordre de 27~ 7

L’inégalité de Holder :
1 X1, < ntP=12||X|;,, ot n représente la taille de X,
permet de montrer que

- d(B—1) . e jd
HCj,Q(f)Hl,*, < 92977 (1/p"=1/2) 9—js—43

. (B=1) . d
< 9I5F 97isTi5,

Et au final,
B

CES I
1Cs.Q (), <C 2777 27 jd/(2P)

10.4.4 Estimation de C,)

La grandeur caractéristique de C(y,)(f), défini comme le nieme plus grand coefficient de curvelets,
s’obtient en comptant le nombre d’éléments dans les ensemble [y et (s :

0| S 2706708 |Oy) S 298,

L’estimation de ||Cj(f)||5;zp s’obtient en utilisant l'inégalité suivante,
1G5, < D I1C (NI, < 101] sup [IC50(N)Ih, + T2l sup [IC;o(f)h,, -
Q QEDI QEDQ

Or le premier terme de cette somme, |1] supgen, HCJ',Q(f)Hfuzp est uniformément borné par
rapport a j si 'égalité
(; LA S
g 23 g
est vérifiée, ce qui est toujours le cas sous ’hypotheése 5 > 2(d — 1)s/d.
Quant au deuxiéme terme, I'inégalité |Cz| supgep, HC']-,Q(f)HfUlp < C est toujours verifiée car

(s+d—s(ﬂ,§1)>p*zd/ﬁ.

Ainsi, sous 'hypothése 5 > 2(d — 1)s/d, nous venons de montrer qu’il existe une constante C
indépendante de j telle que ||Cj(f)|lw, < C. Cette majoration permet ainsi de vérifier que

t{n; [6jl(n) > e} <C e

Or, d’aprés la normalisation L? de la -curvelet,

_ i(B+(d-1))
1Ciak(H) < Co || flloo /Isupp{pjritl < Co | fllec2” 27,

1l existe une échelle j. & partir de laquelle tout les coefficients sont plus petits que €, et plus
précisément, j. vérifie

(loga(e™") + loga (|| flloc) + log2(Ca)) < il()gz(fl)-

28
Fe=Brd-1 ~pf4+d—1
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Et alors,

*

8{0, k.0 5 [Cjra(f)] > e} < Zﬁ{(k‘,l) s 1Cipa(f)] > e} < C loga(e™) e

Le terme de droite de 'inégalité précédente estimé avec le parameétre ¢ égal a
1
€= o log(n)?»™ = n~(s/d+1/2) log(n)s/dﬂﬂ7
permet de conclure que

Cy(NI <C n~(5/4+1/2) (1og(n))s/dH1/2,

10.4.5 Démonstration du théoréme 13

La famille des (-curvelets est un frame étroit et vérifie la propriété de conservation d’énergie :

1A1Z, =D IF, @jan)l

gLk

Il ressort que

1f=Inllz, = D K= Iy eiumdl =D 1Cu(f — fa)P
Jil.k neN
= > Cum(NP
n>N
< 20 OB log ) B/
n>N

< C lOg(N)<25/d+1)N_2S/d.

La démonstration du théoréme est terminée.

10.5 Conclusion sur le frame des (3-curvelets

Nous avons défini une nouvelle famille d’analyse multirésolution, les B-curvelets. Nous avons
ensuite construit un frame étroit de (-curvelets puis nous avons montré que ce frame était une
famille presque-orthogonale au sens de I'analyse harmonique. Finalement, nous avons démontré
un résultat d’approximation non linéaire dans ces bases lorsque les fonctions considérées sont
réguliéres par morceaux i l'exception de lignes de discontinuités. Ce résultat montre que le
frame des [(-curvelets, lorsque 0 > 2, admet de meilleures propriétés que les curvelets pour
ce type de fonctions. En revanche, lorsque les lignes de discontinuité deviennent courbes, la
décroissance asymptotique des coefficients de (-curvelet est optimale pour g = 2.



Conclusion et perspectives

Résumé

Les thémes abordés dans cette thése concernent essentiellement des aspects de modélisation et
de simulation de mouvements par courbure moyenne par approximation de champ de phase.

La premiére partie aborde quelques mouvements par courbure moyenne isotrope.

Nous avons introduit et étudié dans le troisiéme chapitre un modéle modifié d’équations de
réaction-diffusion pour approcher les mouvements d’interface de loi v, = k + ¢g. Nous avons
notamment effectué une analyse asymptotique et établi une preuve rigoureuse de convergence.
Nous avons alors utilisé ce modéle pour traiter des contraintes de conservation de volume, et
ainsi réduire, au moins numériquement, les pertes de volume observées couramment avec des
techniques plus classiques.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons adapté les algorithmes précédents pour prendre en
compte des conditions de bord non périodiques. En utilisant des principes de symétrie [106],
nous avons tout d’abord traité le cas des conditions de type Dirichlet et Neumann. Nous avons
ensuite généralisé ces principes de symétrie pour imposer des angles de contacts entre 'interface
et le bord du domaine de calcul.

La deuxiéme partie de thése aborde le cas des mouvements par courbure moyenne
anisotrope.

Nous avons proposé dans le sixiéme chapitre une alternative a ’équation d’Allen-Cahn anisotrope
classique. Avec Ay, I'opérateur défini comme le linéarisé de Ay par rapport a la base de Fourier,
cette méthode consiste alors & résoudre ’équation modifiée

~ 1__
u = Ngu — 6—2W (u).

Bien que nous n’avons pas réussit a établir une convergence rigoureuse de ce modéle, nous ob-
servons numeériquement un ordre de convergence en O(e). L'intérét de ce modéle vient alors de
la simplicité et de la stabilité des méthodes numériques associées.

Dans le septiéme chapitre, nous nous sommes intéressés au cas des anisotropies non convexes

pour lesquelles, I'équation d’Allen-Cahn anisotrope modifiée reste encore bien posée (ce qui n’est

pas le cas pour le modéle original). Nous avons ainsi effectué une analyse numérique des solutions

ue et interprété de maniére heuristique les conséquences de la non convexité de 'anisotropie sur
i i vées.

les dynamiques d’interface observées

251
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La troisiéme partie de thése traite des notions d’analyses multirésolutions.

Dans le dernier chapitre, nous avons étendu le concept des curvelets en définissant les familles
de (-curvelets et nous avons établi un résultat d’approximation non-linéaire dans ce frame.
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Perspectives

Ce travail de thése ouvre bien entendu de nombreuses perspectives :

— Dans le troisiéme chapitre, nous avons développé une méthode numérique rapide pour la prise
en compte d’angles de contacts entre 'interface et le bord du domaine de calcul. Bien qu’une
étude de convergence de ces algorithmes soit nécessaire pour sa validation, nous pensons dans
I’avenir adapter ces techniques de symétrisation pour des modeéles multiphases. L’intérét serait
alors la simplicité de la méthode et son faible coiit algorithmique.

— A propos de I’équation d’Allen-Cahn anisotrope, nous avons proposé une méthode numérique
rapide, dont les solutions numériques semblent converger en O(e) vers le mouvement par
courbure moyenne anisotrope. Une étude théorique rigoureuse de cette équation dans le cas
régulier et convexe, bien que déja entameée, reste une de nos priorités pour justifier tout l'in-
térét de cette méthode. La rapidité de la résolution numérique nous laisse alors envisager de
nombreuses applications en dimension 3 comme par exemple la croissance cristalline.

— Les solutions de I’équation d’Allen-Cahn anisotrope linéarisée présentent des dynamiques d’in-
terfaces trés intéressantes puisque non seulement elles minimisent le périmétre anisotrope,
mais leur dynamique d’évolution est aussi déterminée par le poids énergétique de chaque pic.
Il semble donc intéressant d’étudier d’un point de vue théorique les mouvements par courbure
moyenne anisotrope régularisée 27 ot le périmétre serait de la forme

PS5 (Q) = Pyo(Q) 4+ 1 /F | da

Nous pourrions ainsi déterminer la limite Q des évolutions Q7 lorsque 7 tend vers zéro, et
donner un sens a la notion de mouvement par courbure moyenne anisotrope généralisée dans
le cadre des anisotropies non convexes.

— Toutes les méthodes numériques présentées devraient s’adapter dans le cas de la simulation
de diffusion de surface anisotrope, notamment avec ’équation de Cahn-Hilliard anisotrope
linéarisée ( voir les travaux d’Elliot [50], [51] et [52]).

up = —ANg <A¢ —~ ;W/(u)> (10.7)

Les solutions de cette équation ont en effet la particularité de minimiser le périmétre anisotrope
tout en introduisant une conservation de volume local contrairement au mouvement par cour-
bure moyenne conservée qui vérifie uniquement une conservation globale du volume. La figure
(10.7) présente deux simulations de 1’équation de Cahn Hilliard en dimension 2 obtenues
avec comme condition initiale un bruit blanc et la figure (10.8) présente deux simulations de
I’équation de Cahn Hilliard en dimension 3 obtenues avec comme condition initiale une plaque
mince. Ces simulations semblent indiquer que (10.7) pourrait étre un modéle intéressant par
exemple pour des problémes de démouillage solide.

— Dans son travail de thése, Morgan Brassel a étudié un algorithme de croissance de marches basé
sur l'utilisation d'un périmeétre isotrope dépendant de la variable spatiale. Il serait alors intéres-
sant de comparer cette approche avec un périmétre anisotrope multi-échelles o1 ’anisotropie
pourrait varier selon I’échelle considérée. Par exemple, & une interface I' donnée, nous pour-
rions associer une interface lissée I'? et considérer le périmétre multi-échelles suivant

P () = /F O1()ds+Cy | b2()ds.
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Diffusion de surface isotrope
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Diffusion de surface anisotrope
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Fia. 10.7 — Exemple de simulation de I’équation de Cahn-Hilliard en dimension deux. La con-

dition initiale est un buit blanc

L’opérateur de diffusion anisotrope multi-échelles associé serait construit de la maniére suiv-

ante

F [Ammaﬂ (&) =

—Am2g3(e)*u(g) si |g <o
—4r*¢9(8)%u(€) si gl >0

La figure (10.9) présente un exemple de simulation obtenue avec cette approche.

tion comme les curvelets. Il serait alors

Enfin, nous avons introduit dans la derniére partie de thése des outils d’analyses multirésolu-

intéressant de développer I'idée de linéariser le laplacien

anisotrope par rapport au frame des curvelets lorsque 'anisotropie admet des dépendances

spatiales.
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Diffusion de surface isotrope

t=00012207 1=0010966
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Diffusion de surface anisotrope
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Fia. 10.8 — Exemple de simulation de I’équation de Cahn-Hilliard en dimension trois. La condi-
tion initiale est une plaque mince
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Fi1G. 10.9 — Simulation & partir d’une forme initiale carré d'un mouvement par courbure moyenne
les directions privilégiées sont, aux basses fréquences, les directions

anisotrope multiéchelle :

horizontales et verticales, et aux hautes fréquences, les directions obliques.
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Annexe A

Annexe 1 : Quelques lemmes de
Gronwall

Lemme 11. Lemme de Gronwall classique :
Soit p une fonction positive. On suppose que la fonction ¢ vérifie linéquation intégrale

0 < (1) < B(0) + / p(r)é(r)dr

Alors pour tout temps t > 0,

o) < o0pean ([ tpmdr)

Démonstration du lemme 11
11 suffit de poser la fonction

Et alors
W) = pt)e(tesy (— / tpde)
- [¢<0> +f tp(¢>¢<¢)dv] p(t)eap (— / tpde)
Et alors -
() < (0), VE>0
) o(t) < p(t)exp (/Otp(T)dT> < ¢(0)exp </Otp(7')d7-)
[ |

Lemme 12. Lemme de Gronwall modifié :
Soit p une fonction positive, nulle en zéro et de dérivée positive sur RT. On suppose qu’il existe
une constante C' positive telle que pour tout t > 0,

0 < o(t) < ¢(0) +pt) +C /0 ¢(r)dr
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Alors pour tout o > 1, il existe tg > 0 tel que pour tout 0 <t <o,

o(t) < ¢(0)e”" + ap(t)
Démonstration du lemme 12
Soit
b(t) =[wM+ma+c/¢vmﬂWM4m
0
J() = {p@»+omw—c[MM+mu»+01}aﬂm}}mm—cw
Et ' (t) < p (t)exp(—Ct). De plus, comme (0) = ¢(0),
ww—wms/ﬂwMM%mm
0

Au final,

o(t) < (t)exp(Ct)
gb(O)e:cp(Ct)—i—[/o p/(T)Ei(IZp(—CT)dT exp(Ct)

IN

IN

t
6O)eap(Ct) + [ p (P)ep(~Clt —))ir
0
< ¢(0)exp(Ct) + exp(Ct)p(t), car p >0
11 suffit alors de choisir ¢y suffisamment petit de tel sorte que exp(Ctp) < «, et alors Vt < t,

o(t) < ¢(0)exp(Ct) + ap(t)



Annexe B

Annexe 2 : Localisation fréquentielle
d’un ridge

Proposition 40. Soit f une fonction telle que
f(x1, w2, . 24) = 11z 5019(21, 22, .., 2g), avec § € W;(Rd) et Supp{g} =[-1,1]% et p>2(d—1)
Avec la fonction g définie par

g(zfj/(ﬁfl)gc17 23/ g,y .., 2*1’/(f3*1)xd) = g(x1,x2,...24)

Alors, il existe une constante C telle que V7,

27+1

/ |f(r, 0)2dr < 05§(9)2—j2—2ﬂ'w||g\|%4,§(Rd) +C 279 min (1,227 | sin 6| ~27+») ||g||§V5(Rd)
2

J

ot Y25 [ST2] [€5(6) sin(9)92dh <1,

f—-1"2 p

et |S92| représente le volume de la sphére unité en dimension d — 1

1- 1 1
Osp =5+ (d—2)/2+ min (S d/p )

Nous utilisons dans la suite les notations f(r,0) = f(rep) et cos(d) = eg - (1,0,..,0) = eg - €.
La démonstration de cette propriété se fait par récurrence sur s avec s entier.

Cas ou s=0

27+l 2 2 .o
Avec I;(0) = [; [ f(r,0)|%dr, on vérifie que

o] oo 2]+1
> 2<dl>ﬂ'/ I;(0)ds = 2(d=1)j / / f(r,0)2drdo
. Sd—1 gd—1 J9j
J=—00 ]—700
2J+1
< 0)|?r*drde
< 5 [y veorse
< N fllze < 13llzs < 2%dllco < 2%gllco

Il ressort que ‘
I;(0) < ;(0)* 27" [lg|co
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ou
2d=1i

(0)? = : erifi / (0)%d0 = 1
;(0) = 20T [, 1,(0)d0 vérifie ; - €j(0)“do

Le résultat est démontré dans le cas ou s = 0.
Cas général, n=s

Nous supposons que la propriété est vraie pour n = s — 1,
Les hypotheses de la propriété implique que f =g H ot g € W7([-1, 1]%) et H = Lz, >0}-

Pour simplifier les notations, nous utilisons le vecteur u := é Alors,

ilE1f(€) = u.(iEf(9)
= wF{Vf()}

= WF{(V)H)(E) + &

Nous allons maintenant étudier chacun des termes de cette égalité indépedemment :

Premier terme : u.F{(Vg)H}(&)

Ce premier terme se décompose comme la somme de d termes,

wF{VG) H}P() < [F{GH}(€) + [F{G2H}*(€) + ... + F{gaH}*(€)

0 ~

ot la fonction g; est définie par g; = 5

Nous pouvouns alors appliquer I’hypothése de récurence pour chacun de ces termes en remarquant
que les fonctions g1, g ... et gy appartiennent toutes a 'espace Wps_l([—l, 1]4). 11 ressort que

2J+1

/ | wF {(Vg).H}r0)Pdr <

s o _2.1—d/p
o)z 277 2T g

. . _o:1=d/
+ 27 min (1,27 %71 sin 6] 27-1e) 275 g3

Pour cela, nous avons utilisé le fait que
. - _;1l=d/p _il=d/p
IVGlls-r S IVl S 2777 IVglhys-r 2777771 |lgllwg

Au final,

27 +1

[ wPUVHNOR S 2 [EH0)22 72070 4 270 min (1,2720%0]sing| 2o++) ] gl
27

Deuzieme terme : %F{Q dz1=0}(§)
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La fonction |F{g 0,,—0}|* est constante dans la direction e;. De plus, en exprimant le vecteur
ep sous la forme eg = cos(f)e; + sin(0)éy, il ressort que

27+1 27+1

/f F{g 60z} P(reg)dr = / F{g 8ry—0}(rsin(0)e) 2 dr
27 2

27 +1

:/2_

. . | sin(6)]27+1 .
— |sin(0)] / oy P00

A 2
h(rsin(f)ég)| dr

ou la fonction h est définie comme la trace de g sur ’hyperplan {3: eRY: z = 0},

h = (:E27:L‘3, ...,ZL’d) — g(o,$2,1’37 ...,I‘d),

et la transformée de Fourier (sur '’hyperplan de dimension d — 1 ) de h est notée h.

Nous allons dans un premier temps supposer que |2/ sin(f)| > 1 :
Les résultats classiques des théorémes de trace (voir par exemple [66] ) montrent que

B2, 10 < 131

Avec la notation & = (&, ..., &q), on en déduit que

1l -v/p@ary = /]R L U DT (E) Pdeades...déa

27+1| sin(9)|

Z Y (@sin(9)) 25 !Sin(Q)l/ (L4 [r) 1P () [Pdr
. 27| sin(0)]
J
) 29 sin(9)|
2 18977 Y |2 sin(g) P /PR SiD(Q)_l/ |h(reg)[*dr
. 27| sin(0)]
J

Ainsi, avec
27 +1

mm=é F{g 601z} 2(reg)dr

j
il ressort que '
I; < C 12(0)[27 sin(9)| 726 1/p+@=2/2) 32,

ou

2(0) = |2j‘ sin(9)[2(s—1/p+(d=2)/2) I
J Zj |27 Sin(e)1—2(s—l/p+(d—2)/2)[j(9) ’

Nous vérifions de plus ,u? () <1.
Au final,

27 +1

(s _ d—2
A_|ﬂwhﬂW@WSCTWmMHﬂHHU”2WM% (B.1)

Remarque 51. Le fait de se placer dans les espaces W;(Rd) au lieu des espaces H*(RY) permet

ainsi de gagner un facteur 2=90/2=1/P) dans la majoration de cette intégrale.
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B.0

Nous supposons maintenant que |2/ sin()| < 1. Dans ce cas,

2J+1

J,

27 +1

/_ |h(sin(6)rég)|*dr
27

h
2 sup {|h(ré)|?}
r<2J
< 2InlE, < C2RlE, < C2alEs < 2 Mgl

|F{g 0zy=0}[*(r,0)dr

N

Les inégalités de la derniére ligne se justifient car

— la transformée de Fourier est continue de L; dans Lo,
— la fonction h est & support compact,

— Lopérateur trace est continu de H® dans H*1/2

Et au final,

27 +1

| 1Pl bl e)ar < 02 gl

Les inégalités B.1 et B.2 permettent ainsi de montrer que

27+1
/2 |F{gba=o}A(€)dr < 27 min (1, 27 sin(0) 727 (g1,
J

Tous les termes : u.F{(Vg)H}() + %F{géccl:O}(g)

La démonstration de la propriété est terminée puisque en remarquant que

i1E1F(€) = w.F{(Vg)H}(€) + %F{g 520} (6),

On en déduit que

/

27 +1

J

|f(r, 0)2dr < C277 [5?(«9)2_%75 + min (1,2_2j05\ sin9]‘2jgs*f’)] HgH%Vsp



Annexe C

Annexe3d : Algorithme de calcul des
formes de Wulft

Nous présentons deux algorithmes en dimension 2 et 3 qui déterminent les formes de wulff asso-
ciées & une anisotropie ¢° donnée. Le principe de ces méthodes consiste simplement & déterminer
une approximation du dual de ¢° d’apreés la définition

07°(8) = max {< £,€" > ¢°(87) < 1}

Algorithm 11 Algorithme de calcul de forme de Wulff en dimension 2
DONNEES: Entrées : anisotropie ¢, précision V.
1: Déterminer une parameétrisation du cercle :

© = linspace(0,7/2, N)

2: Déterminer le rayon du diagramme de Frank dans les directions ©

R rank —
ek = go(e)

w

: pour €0,
4:  Déterminer le rayon de la forme de Wulff dans la direction 6

1

U 9 =

265



266 ANNEXE C. ANNEXE3 : ALCORITHME DE CALCUL DES FORMES DE WULFF

C.0

Algorithm 12 Algorithme de calcul de forme de Wulff en dimension 3

DONNEES: Entrées : anisotropie ¢, précision V.
1: Déterminer une paramétrisation de la spheére :

[©, @] = [linspace(0, /2, N/2),linspace(0,7/2, N)]

2: Déterminer le rayon du diagramme de Frank dans les directions (6, ¢) € [©, D]

1

Rprank(0, ) = #°((cos(8) cos(¢), cos(8) sin(¢), sin(¢)))

w

. pour (0,0) € [0,9],
4:  Déterminer le rayon de la forme de Wulff dans la direction 6

Scalaire(8, ¢,0,6) = Rrvank(0, ¢) (COS(gi)) cos(¢) (cos(0 — 6)) + sin(¢) sin(¢)
1
MaXj 3 c10,4] {Scalaire(@, o, 9~, &)}

Rwugp(0,¢) =

)
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