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Résumé

Une carte généralisée est un modèle topologique permettant de représenter impli-
citement un ensemble de cellules (sommets, arêtes, faces , volumes, . . .) ainsi que l’en-
semble de leurs relations d’incidence et d’adjacence au moyen de brins et d’involutions.
Les cartes généralisées sont notamment utilisées pour modéliser des images et objets
3D. Á ce jour il existe peu d’outils permettant l’analyse et la comparaison de cartes gé-
néralisées. Notre objectif est de définir un ensemble d’outils permettant la comparaison
de cartes généralisées.

Nous définissons tout d’abord une mesure de similarité basée sur la taille de la par-
tie commune entre deux cartes généralisées, appelée plus grande sous-carte commune.
Nous définissons deux types de sous-cartes, partielles et induites, la sous-carte induite
doit conserver toutes les involutions tandis que la sous-carte partielle autorise certaines
involutions à ne pas être conservées. La sous-carte partielle autorise que les involu-
tions ne soient pas toutes conservées en analogie au sous-graphe partiel pour lequel
les arêtes peuvent ne pas être toutes présentes. Ensuite nous définissons un ensemble
d’opérations de modification de brins et de coutures pour les cartes généralisées ainsi
qu’une distance d’édition. La distance d’édition est égale au coût minimal engendré
par toutes les successions d’opérations transformant une carte généralisée en une autre
carte généralisée. Cette distance permet la prise en compte d’étiquettes, grâce à l’opéra-
tion de substitution. Les étiquettes sont posées sur les brins et permettent d’ajouter de
l’information aux cartes généralisées. Nous montrons ensuite, que pour certains coûts
notre distance d’édition peut être calculée directement à partir de la plus grande sous-
carte commune.

Le calcul de la distance d’édition est un problème NP -difficile. Nous proposons un
algorithme glouton permettant de calculer en temps polynomial une approximation de
notre distance d’édition de cartes. Nous proposons un ensemble d’heuristiques basées
sur des descripteurs du voisinage des brins de la carte généralisée permettant de guider
l’algorithme glouton, et nous évaluons ces heuristiques sur des jeux de test générés
aléatoirement, pour lesquels nous connaissons une borne de la distance.

Nous proposons des pistes d’utilisation de nos mesures de similarités dans le do-
maine de l’analyse d’image et de maillages. Nous comparons notre distance d’édition
de cartes généralisées avec la distance d’édition de graphes, souvent utilisée en recon-
naissance de formes structurelles. Nous définissons également un ensemble d’heuris-
tiques prenant en compte les étiquettes de cartes généralisées modélisant des images et
des maillages. Nous mettons en évidence l’aspect qualitatif de notre appariement, per-
mettant de mettre en correspondance des zones de l’image et des points du maillages.
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Abstract

A generalized map is a topological model that allows to represent implicitly different
types of cells (vertices, edges, volumes, . . . ) and their relationship by using a set of darts
and some involutions. Generalized maps are used to model 3D meshes and images.
Anyway there exists only few tools to compare theses generalized maps. Our main goal
is to define some tools tolerant to error to compare them.

We define a similarity measure based on the size of the common part of two genera-
lized maps, called maximum common submap. Then we define two types of submaps,
partial and induced, the induced submap needs to preserve all the involutions whereas
the partial one can allow some involutions to be removed. Then we define a set of ope-
rations to modify a generalized map into another and the associated edit distance. The
edit distance is equal to the minimal cost of all the sequences of operations that modify
a generalized map into the other. This edit distance can use labels to consider addi-
tional information, with the operation called ’substitution’. Labels are set on darts. We
next show a relation between our edit distance and the distance based on the maximum
common submap.

Computing theses distance are a NP -hard problem. We propose a greedy algorithm
computing an approximation of it. We also propose a set of heuristics based on the
description of the neighborhoob of the darts to help the greedy algorithm. We try theses
heuristics on a set of generalized maps randomly generated where a lower bound of the
distance is known. We also propose some applications of our similarity measures in
the image analysis domain. We compare our edit distance on generalized maps with
the edit distance on graphs. We also define a set of labels specific on images and 3D
meshes. And we show that the matching computed by our algorithm construct a link
between images’s areas.

2



Chapitre 1
Introduction

Contexte

La manipulation d’objets graphiques est aujourd’hui un des enjeux majeurs de notre
société. Les images et les vidéos étant de plus en plus présentes et nombreuses, nous
notons une augmentation du nombre de travaux visant à les manipuler et les analyser.
La représentation d’objets en 3 dimensions est aussi très utilisée, par exemple pour mo-
déliser et prévisualiser un objet avant sa fabrication.
Les structures de données en informatique graphique sont à la fois le moyen de repré-
senter des objets graphiques, mais aussi un moyen de les manipuler. Par exemple, pour
représenter une image, nous pouvons la modéliser avec un ensemble de pixels ayant
des relations de voisinage et pour modéliser un objet 3D, nous pouvons utiliser un en-
semble de faces avec des relations de voisinage. Ces relations de voisinage sont décrites
par la structure de données modélisant l’objet. Elles sont nécessaires pour de nombreux
traitements des objets. Par exemple pour détecter des formes dans une image, nous re-
groupons les pixels voisins en régions ayant des couleurs similaires. Pour ce procédé
appelé segmentation, nous avons besoin de savoir quels sont les pixels voisins. Pour
cela, nous pouvons utiliser un graphe d’adjacence de régions. Ce graphe est composé
d’un sommet par région, et d’une arête entre deux sommets si les deux régions corres-
pondantes sont adjacentes. La Fig. 1.1(c) donne un exemple de graphe d’adjacence de
régions correspondant à la segmentation Fig. 1.1(b) de l’image Fig. 1.1(a).

Dans le cas de la modélisation d’objets 3D une structure très utilisée pour repré-
senter des faces et leur voisinage reste le simplexe. Un simplexe est un triangle de di-
mension quelconque : un triangle est un 2-simplexe, un tétraèdre est un 3-simplexe. . .
Un maillage surfacique est représenté par un ensemble de 2-simplexes ainsi que la re-
lation d’adjacence entre les triangles. Un maillage volumique sera représenté par un
ensemble de 3-simplexes et leur relation d’adjacence.

Cependant, la plupart de ces structures possèdent des limitations. Par exemple le
graphe d’adjacence est une modélisation incomplète d’une segmentation : il modélise
les relations d’adjacence entre les régions de la segmentation, mais ne permet pas de
modéliser les positions relatives de ces régions. Il est ainsi possible que deux segmen-
tations différentes soient modélisées par le même graphe d’adjacence. Pour la modéli-
sation 3D, un maillage utilisant des simplexes n’est pas incomplet mais est une struc-
ture régulière. Le simplexe étant un triangle de dimension quelconque, cette structure
ne permet pas de représenter des faces autres que des triangles, et des volumes autres
que des tétraèdres. La Fig. 1.1(e) est un exemple de maillage volumique modélisant un

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g)

FIGURE 1.1 – (a) Une image. (b) Une segmentation de l’image (a). (c) Exemple de modélisation de (b)
avec un graphe d’adjacence de régions. (d) Exemple de modélisation de (b) avec une carte généralisée. (e)
Exemple de cube modélisé avec des 2-simplexes. (f) Exemple de cube modélisé avec une carte généralisée.
(g) Exemple d’un cube modélisé avec des pyramides.

cube avec des 2-simplexes. Ne manipulant que des triangles, la structure ne permet
pas des opérations telles que la fusion de faces, qui produit des faces non triangulaires.
Nous souhaiterions pouvoir manipuler des maillages ayant des faces quelconques. En
dimension supérieure, le problème est identique, les maillages volumiques sont repré-
sentés avec des 3-simplexes. Les cartes généralisées sont une structure de données ré-
pondant à ces limitations. En effet, elles représentent une subdivision de l’espace en
cellules ainsi que la relation d’adjacence entre ces cellules. En 2D, les cellules modéli-
sées sont les sommets, les arêtes et les faces.

Les cartes généralisées [Lie94] sont définies en toute dimension et peuvent donc re-
présenter des cellules de dimensions supérieures à 2. Aussi, les cellules pouvant être
modélisées ne sont pas obligatoirement régulières, il est donc possible en 2D de repré-
senter des faces non triangulaires.

Un exemple de carte généralisée modélisant un cube est montré dans la Fig. 1.1(f) et
un exemple de modélisation de maillage volumique d’un cube composé de 6 pyramides
est illustré dans la Fig. 1.1(g).

En pratique, en 2D, les cartes généralisées peuvent être assimilées aux quad-edges,
proposées dans [GS85]. Cette structure permet de représenter des maillages surfaciques
et est aussi utilisée dans [HDMB07] pour modéliser des architectures.

Pour modifier les cartes généralisées, un ensemble d’opérations ont été définies :
des opérations de triangulation, extrusion, opération booléennes, chanfreinage, pro-
duit cartésien, . . . Mais aussi des opérations de suppression, de contraction, d’ajout et
d’éclatement de cellules.

En informatique graphique, la mesure de similarité entre les objets est particulière-
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ment utile cat elle permet d’effectuer de la classification, des recherches dans une base
de données, ou de rechercher des points communs. Pour comparer des objets, nous
comparons les structures qui les modélisent. Ainsi, pour mesurer la similarité entre
deux images, nous pouvons mesurer la similarité entre deux graphes d’adjacence de
régions, et pour mesurer la similarité entre deux maillages, nous pouvons mesurer la si-
milarité des complexes simpliciaux. La pertinence de la classification ou de la recherche
dépend donc très fortement d’une part des structures de données utilisées pour modé-
liser des objets, et d’autre part de la mesure de similarité utilisée pour comparer ces
structures : il s’agit de disposer de mesures de similarité entre structures reflétant au
mieux la similarité des objets modélisés par ces structures.

Il existe de nombreux travaux sur la comparaison et les mesures de similarité de
graphes. En particulier, l’isomorphisme de graphes qui permet de décider de l’équiva-
lence de deux graphes, tandis que l’isomorphisme de sous-graphe permet de décider
de l’inclusion d’un graphe dans un autre. Ces méthodes ne sont cependant pas tolé-
rantes aux erreurs, et c’est pourquoi d’autres méthodes plus flexibles ont été proposées.
Une mesure de similarité entre graphes plus tolérante aux erreurs est basée sur le plus
grand sous-graphe commun aux deux graphes. Le plus grand sous-graphe commun re-
présente intuitivement la partie commune que nous pouvons retrouver dans les deux
graphes comparés. Nous dénombrons de nombreuses déclinaisons de cette distance
utilisant des variations du plus grand sous-graphe commun, ou des variations de la dé-
finition de la taille d’un graphe. Une autre mesure de similarité tolérante aux erreurs,
et permettant de comparer des graphes étiquetés, est la distance d’édition, qui est ba-
sée sur le nombre d’opérations nécessaires pour modifier un graphe en un autre. Cette
distance est une adaptation de la distance de Levenshtein sur les chaînes.

S’il existe de nombreux travaux sur la comparaison de graphes, il en existe beaucoup
moins pour les cartes généralisées : pour les cartes généralisées, seule la définition de
l’isomorphisme et du sous-isomorphisme existent, et une unique méthode de com-
paraison basée sur la recherche de motifs communs dans une base de cartes [GDS11].
C’est pourquoi nous nous proposons dans cette thèse de définir de nouvelles méthodes
pour comparer les cartes généralisées.

Plan

L’objectif de cette thèse est donc de définir des mesures de similarités entre cartes
généralisées. Pour cela nous nous sommes inspirés des travaux existants sur les graphes.
Nous débuterons par un état de l’art des mesures de similarités utilisant les graphes
dans le Chap. 2. Ensuite nous présenterons dans le Chap. 3 les cartes généralisées ainsi
que l’ensemble des méthodes de comparaison existantes. A l’instar du plus grand sous-
graphe commun nous définirons la plus grande sous-carte commune représentant la
partie commune entre deux cartes généralisées dans le Chap. 4. Nous en déduirons
une distance paramétrable permettant de choisir entre deux types de sous-cartes (in-
duites ou partielles), et de pondérer l’importance des coutures par rapport aux brins.
Nous montrerons que cette distance permet de définir un espace métrique sur l’en-
semble des cartes généralisées. Ensuite nous proposerons un ensemble d’opérations
de modification de cartes généralisées, et une distance d’édition basée sur l’ensemble
d’opérations de coût minimum pour modifier une carte en une autre. Nous ajouterons
la possibilité d’étiqueter des cartes, et adapterons la distance d’édition pour la prise
en compte de ces étiquettes. Nous montrerons qu’il est possible de calculer la distance
d’édition pour certains coûts en connaissant la plus grande sous-carte commune. En-
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

fin dans le Chap. 5 nous proposerons un algorithme construisant un appariement de
brins pour lequel nous montrerons qu’il est possible d’extraire une sous-carte com-
mune. Nous ajouterons un ensemble d’heuristiques pour orienter la construction de
l’appariement afin d’obtenir un bon candidat à la plus grande sous-carte commune et
les validerons sur un jeu de données généré aléatoirement. Nous proposerons et vali-
derons dans le Chap. 6 plusieurs heuristiques adaptées à d’autres données telles que les
images et les maillages, et montrerons que l’on peut utiliser les cartes pour effectuer de
la classification et de la mise en correspondance de composantes.
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Chapitre 2
Mesurer la distance entre deux
graphes
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La pertinence d’une mesure de similarité entre objets dépend non seulement de
la méthode de représentation mais aussi de la mesure de similarité considérée. Les
graphes sont souvent utilisés pour modéliser des objets. Dans ce chapitre nous présen-
tons tout d’abord différentes définitions et notations nécessaires autour des graphes
puis nous présentons différentes méthodes de la littérature destinées à les comparer :
tout d’abord des méthodes exactes, comme l’isomorphisme et le sous-isomorphisme,
puis une méthode plus tolérante aux erreurs qui est la distance basée sur le plus grand
sous-graphe commun, et enfin une méthode plus opérationnelle nommée distance
d’édition. Ces travaux ont été des inspirations majeures pour cette thèse. Pour finir ce
chapitre, nous présentons de nouvelles méthodes qui consistent à plonger les graphes
dans des espaces vectoriels pour profiter des outils propres à ces espaces.

2.1 Définitions et notations

Un graphe est une structure de données représentant une relation binaire (arêtes)
entre des sommets.

Définition 1 (Graphe)
Un graphe est un couple G = (S,A) tel que

– S est un ensemble fini de sommets ;
– A ⊆ S × S est une relation binaire sur S. Si la relation A est symétrique alors les

éléments de A sont appelés des arêtes et le graphe est dit non-orienté ; sinon les
éléments de A sont appelés des arcs et le graphe est dit orienté.

Dans la suite de cet état de l’art, seul le cas des graphes non-orientés sera traité. Les
notions peuvent être facilement étendues au cas des graphes orientés.

7



CHAPITRE 2. MESURER LA DISTANCE ENTRE DEUX GRAPHES

(a) Graphe non-orienté (b) Graphe Orienté (c) Graphe non orienté étiqueté

FIGURE 2.1 – Quelques exemples de graphes.

À chaque sommet ou arête il est possible d’associer un descripteur. Ce descripteur
est appelé étiquette et permet d’ajouter des informations aux graphes.

Définition 2 (Graphe étiqueté)
Un graphe étiqueté est un tuple G = (S,A,E, e) tel que

– S est un ensemble fini de sommets ;
– A ⊆ S × S est un ensemble d’arêtes ;
– E est l’ensemble des différentes étiquettes possibles ;
– e : S ∪ A → E, est une fonction qui associe une étiquette à chaque sommet et

chaque arête.

Étant donné un graphe G, nous notons Sommets(G) l’ensemble des sommets de G
et Aretes(G) l’ensemble des arêtes de G.

Dans la Fig. 2.1, nous avons représenté un graphe non-orienté (Fig. 2.1(a)), un
graphe orienté (Fig. 2.1(b)) et un graphe possédant des étiquettes (couleurs et valeurs)
(Fig. 2.1(c)).

La littérature différencie différents types de graphes, et en particulier les graphes
planaires qui sont des graphes pour lesquels il existe un plongement dans le plan tel que
leurs arêtes ne s’intersectent pas (en dehors des sommets). Un plongement de graphe
dans un plan est équivalent au dessin de ce dernier sur un plan : cela revient à donner
des coordonnées 2D à chacun des sommets. Ces graphes sont des graphes très parti-
culiers pour lesquels les problèmes ne possèdent pas toujours la même complexité que
pour les graphes non planaires. Notez que pour un graphe planaire, il peut exister plu-
sieurs plongements tels que les arêtes ne s’intersectent pas, on nommera graphe plan
un graphe plongé dans un plan et pour lequel les arêtes ne s’intersectent pas. Dans
la Fig. 2.2, nous donnons des exemples de graphes planaires. Fig. 2.2(a) et Fig. 2.2(b)
représentent 2 plongements différents du même graphe. Notez que le plongement de
Fig. 2.2(b) ne possède pas de couples d’arêtes qui s’intersectent : c’est un graphe plan.
Par contre, la Fig. 2.2(c) représente une clique (ensemble de sommets deux à deux ad-
jacents) de taille 5, graphe non planaire.
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(a) G (b) G déplié (c) G′

FIGURE 2.2 – (a) et (b) représentent un même graphe planaire, avec deux plongements différents. Le plon-
gement proposé par (b) nous prouve que le graphe est planaire et est un graphe plan. Pour (c) par contre,
il n’existe pas de plongement sans intersection d’arêtes : le graphe n’est pas planaire.

(a) G (b) G′

v f(v)

A F
B G
C H
D I
E J

(c) Isomorphisme

FIGURE 2.3 – G et G′ sont isomorphes et f est un isomorphisme de G vers G’.

2.2 Isomorphismes et sous-isomorphismes de graphes

L’isomorphisme de graphe permet de décider de l’équivalence de graphes. C’est une
fonction bijective des sommets du premier graphe vers les sommets du second telle
que toutes les arêtes sont conservées.

Définition 3 (Isomorphisme de graphes)
Soient deux graphes G = (S,A) et G′ = (S′, A′). Un isomorphisme entre G et G′ est une
fonction bijective f : S → S′ telle que :

– ∀(u, v) ∈ S × S, (u, v) ∈ A⇔ (f(u), f(v)) ∈ A′.

Deux graphes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux. Dans la
Fig. 2.3 nous montrons deux graphes G et G′ isomorphes : la fonction f est une fonction
bijective entre leurs sommets telle que toutes les arêtes soient conservées.

Si le problème de la recherche d’un isomorphisme de graphe appartient claire-
ment à la classe NP , il n’existe à ce jour ni algorithme polynomial pour le résoudre,
ni preuve de NP -complétude. Une nouvelle classe de complexité a été définie pour ce
problème : Isomorphe − complet. Néanmoins, le problème de l’isomorphisme dans le
cas de graphes planaires a été montré comme faisant partie de la classe P , et un algo-
rithme polynomial est proposé [HW74] pour calculer cet isomorphisme.
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Dans le cas général, le calcul de l’isomorphisme de graphe, bien que Isomorphe −
complet est en pratique facilement résolu dans la grande majorité des cas par des al-
gorithmes comme Nauty [McK08]. Avec Nauty, McKay propose une méthode de réso-
lution dans le cas de graphes étiquetés en utilisant une représentation canonique des
graphes. Cordella et al proposent [PCFSV04] un algorithme de calcul d’isomorphisme
de graphe dédié aux graphes de grande taille en utilisant un appariement calculé à par-
tir d’une représentation d’état.

Le second outil pour comparer des graphes est le sous-isomorphisme de graphes,
ou isomorphisme de sous-graphe qui permet de décider de la relation d’inclusion
entre graphes. Dans la littérature, on distingue deux types de sous-isomorphisme de
graphes. Le sous-isomorphisme engendré par les sommets (sous-graphe induit) et le
sous-isomorphisme engendré par les arêtes (sous-graphe partiel). Plus précisément,
un graphe G′ = (S′, A′) est un sous-graphe induit du graphe G = (S,A) s’il est composé
d’un sous-ensemble S′ ⊆ S des sommets de G et que toutes ses arêtes incidentes à
deux sommets de S′ sont conservées. Dans le cas partiel, certaines arêtes de G peuvent
ne pas être conservées dans G.

Définition 4 (Sous-graphe induit)
Soient deux graphes G = (S,A) et G′ = (S′, A′). G′ est un sous-graphe induit de G si :

– S′ ⊆ S ;
– A′ = A ∩ S′ × S′.

Définition 5 (Sous-graphe partiel)
Soient deux graphes G = (S,A) et G′ = (S′, A′). G′ est un sous graphe partiel de G si :

– S′ ⊆ S ;
– A′ ⊆ A ∩ S′ × S′.

Dans la Fig. 2.4 nous donnons deux exemples de sous-graphes. De ces définitions de
sous-graphes, nous en déduisons l’isomorphisme de sous-graphe permettant de décider
de la relation d’inclusion entre deux graphes distincts.

Définition 6 (Isomorphisme de sous-graphe)
Soient deux graphes G = (S,A) et G′ = (S′, A′). Il existe un isomorphisme de sous-
graphe induit (resp. partiel) de G′ vers G s’il existe un sous-graphe induit (resp. partiel)
de G isomorphe à G′.

L’existence d’un isomorphisme de sous-graphe induit se traduit par l’existence
d’une bijection f entre un sous-ensemble S1 des sommets de G et les sommets de G′

telle que toutes les arêtes de G entre deux sommets de S1 soient conservées entre leurs
images par f .

De manière équivalente, il existe un isomorphisme de sous-graphe partiel s’il existe
une bijection f entre un sous-ensemble S1 des sommets de G et les sommets de G′

telle qu’il n’existe pas une arête entre deux sommets de S′ qui n’existait pas entre deux
sommets de S par la bijection f−1.

Dans le cas général, la recherche d’un isomorphisme de sous-graphes (partiel ou
induit) est un problème NP -complet. Le problème de recherche d’un isomorphisme
de sous-arbres a également été montré comme faisant partie de la classe des pro-
blèmes NP -complet par Garey et Johnson dans [GJ79]. Les arbres étant des graphes
planaires, le problème de recherche d’isomorphisme de sous-graphe dans le cas de
graphes planaires est aussi NP -complet. Cependant, il existe certaines classes de
graphes pour lesquels le problème peut être résolu par un algorithme polynomial. C’est
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(a) G (b) G′ (c) G′′

FIGURE 2.4 – G′′ est un sous-graphe induit de G car pour les sommets A, B et D les arêtes sont conservées.
G′ n’est pas un sous-graphe induit de G car l’arête entre A et C n’est pas conservée, par contre c’est un
sous-graphe partiel de G car toutes les arêtes de G′ existent dans G.

le cas des graphes planaires 3-connexes [Epp95] ou encore des graphes planaires exté-
rieurs 2-connexes (tous les sommets appartiennent à la face extérieur du tracé) [Sys82].
[Ull76] propose un des premiers algorithmes dédiés au problème de décision du sous-
isomorphisme en utilisant des arbres de recherche. [CFSV04] propose un algorithme
dédié aux graphes de grande taille. Enfin, [Sol10] propose une méthode utilisant la pro-
grammation par contrainte.

La recherche d’isomorphismes ou de sous-isomorphismes de graphes peut être
simplement étendue au cas des graphes étiquetés, pour cela nous considérons que
deux sommets sont équivalents si leurs étiquettes sont égales. Dans le cas d’étiquettes
numériques nous pouvons aussi par exemple relâcher la contrainte sur les étiquettes
en autorisant des valeurs d’étiquettes proches plutôt que leur égalité.

2.3 Plus grand sous-graphe commun et distance d’édition

La notion d’inclusion entre graphes peut être utilisée pour rechercher la partie com-
mune (donc sous-graphe) de plusieurs graphes. Pour cela, nous pouvons définir la no-
tion de sous-graphe commun. Un graphe G est un sous-graphe (induit ou partiel) com-
mun à deux graphes G1 et G2 s’il existe des sous-graphes (induits ou partiels) de G1 et
G2 qui sont isomorphes à G.

Définition 7 (Sous-graphe commun (induit ou partiel))
Soient deux graphes G = (S,A) et G′ = (S′, A′). G′′ est un sous-graphe commun induit
(resp. partiel) de G et G′ si G′′ est isomorphe à un sous-graphe induit (resp. partiel) de
G et à un sous-graphe induit (resp. partiel) de G′.

Le sous-graphe commun correspond à une partie commune aux deux graphes.
Dans [BS98], Bunke et Shearer proposent une distance basée sur la taille du plus grand
sous-graphe induit commun de deux graphes. L’intuition est que la partie commune de
deux graphes est d’autant plus grande que les graphes sont proches. La taille utilisée est
basée uniquement sur le nombre de sommets. Nous pouvons aussi utiliser le nombre
d’arêtes ou toute combinaison linéaire des deux en fonction du type de sous-graphe
considéré. Nous notons |G| la taille d’un graphe G.

En conséquence, nous pouvons définir le plus grand sous-graphe induit (resp. par-
tiel) commun, comme le sous-graphe induit (resp. partiel) commun ayant la plus
grande taille.
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(a) G (b) G′ (c) mcsi(G,G′) (d) mcsp(G,G′)

FIGURE 2.5 – En définissant |G| = |Sommets(G)|, mcsi(G,G′) est le plus grand sous-graphe commun
induit de G et G′ et d(G,G′) = 3

6
= 0.5. En définissant |G| = |Aretes(G)|, mcsp(G,G′) est le plus grand

sous-graphe commun partiel de G et G′ et d(G,G′) = 4
7
= 0.43.

Définition 8 (Plus grand sous-graphe commun)
Soient trois graphes, G, G1 et G2. G est le plus grand sous-graphe commun de G1 et
G2 si G est un sous-graphe commun de G1 et de G2 et s’il n’existe pas G′ sous-graphe
commun de G1 et G2 tel que |G′| > |G|.
Nous notons le plus grand sous-graphe commun de G1 et G2 : mcs(G1, G2).

La distance entre deux graphes utilisant le plus grand sous-graphe commun est dé-
finie dans [BS98] de la façon suivante :

Définition 9 (Distance entre graphes basée sur un plus grand sous-graphe commun)
La distance entre deux graphes non-vides G1 et G2 est définie par
d(G1, G2) = 1− |mcs(G1,G2)|

max(|G1|,|G2|)

Bunke et Shearer ont montré que cette distance, quand la taille considérée est le
nombre de sommets des graphes et que le sous-graphe considéré est induit, permet de
définir un espace métrique sur l’ensemble des graphes.

Définition 10 (Espace métrique)
L’espace (E ,d) est un espace métrique si E est un ensemble non vide et d une distance
sur E . Nous appelons distance sur un ensemble E , une application d de E2 dans R+ telle
que, pour tout x, y, z de E , d soit :

– (i) Positive : d(x, y) ≥ 0 ;
– (ii) Symétrique : d(x, y) = d(y, x) ;
– (iii) Séparative : d(x, y) = 0 ssi x et y sont indicernables ;
– (iv) Inégalité triangulaire : d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z).

La Fig. 2.5 illustre deux graphes G et G′, leurs plus grand sous-graphes communs
induit et partiel, et donne la distance correspondante.
D’autres métriques ont été proposées, dont une basée sur le plus petit super-graphe
commun [FV01], c’est-à-dire le plus petit graphe pour lequel les deux graphes comparés
sont des sous-graphes. [FV01] montre un lien direct entre le plus petit super-graphe et
le plus grand sous-graphe commun.

Le calcul de cette distance repose sur la capacité à calculer le plus grand sous-
graphe commun de deux graphes. Ce problème, plus général que le problème d’iso-
morphisme de sous-graphe, est NP -Difficile. Pour calculer le plus grand sous-graphe
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commun, McGregor [McG82] propose un algorithme basé sur un arbre de recherche
dont chaque noeud est un sous-graphe commun des deux graphes d’entrée. Chaque
niveau de l’arbre représente l’ajout d’un couple de sommets à l’appariement. Un al-
gorithme en profondeur est utilisé pour trouver le plus grand sous-graphe commun
se situant sur la feuille ayant le plus d’ancètres. L’algorithme de Durand-Pasari [DP99]
propose de ramener le problème de recherche de plus grand sous-graphe commun au
problème de recherche de clique maximum. Pour cela il crée un graphe produit et uti-
lise la recherche de clique maximum dans ce nouveau graphe. Enfin, Balas Yu [BY86]
propose de rechercher la plus grande clique maximum en utilisant une méthode de
coloriage.

Le plus grand sous-graphe partiel est aussi utilisé pour mesurer la similarité entre
graphes. C’est le cas de [RGW02] qui calcule un candidat pour le plus grand sous-graphe
commun partiel en utilisant une taille basée sur une combinaison linéaire du nombre
d’arêtes et de sommets. En contrepartie, cette distance ne vérifie pas forcément les pro-
priété de métrique. Enfin, dans [NS11] Ndiaye et Solnon proposent d’utiliser la pro-
grammation par contraintes pour rechercher le plus grand sous-graphe induit ou par-
tiel. Cette nouvelle méthode considère l’ensemble des sous-graphes comme l’espace
de recherche, et par un élagage ils recherchent le plus grand sous-graphe commun.

Distance d’édition

Toujours dans l’objectif de calculer la distance entre deux graphes, on peut se placer
d’un point de vue plus opérationnel. Dans [Bun97] H. Bunke définit une nouvelle me-
sure de similarité entre graphes appelée distance d’édition. C’est une distance inspirée
de la distance d’édition de chaînes de caractères ou distance de Levenshtein [Lev65].
La distance d’édition entre G et G′ est définie comme la suite d’opérations la moins
coûteuse pour rendre le graphe G isomorphe au graphe G′. Les opérations considérées
sont l’insertion, la suppression et la substitution de sommets et d’arêtes. Cette distance
permet la prise en compte d’étiquettes, qui permettent d’ajouter de l’information à la
structure du graphe. Pour cela, l’opération de substitution permet de modifier une éti-
quette en une autre.

Pour définir la distance d’édition nous avons besoin de la notion d’appariement,
permettant de mettre en relation les sommets de deux graphes distincts. Nous distin-
guons les appariements univoques qui mettent en relation chaque sommet d’un graphe
avec au plus un sommet de l’autre graphe, et les appariements multivoques qui per-
mettent de mettre en relation un sommet avec plusieurs sommets de l’autre graphe.

Définition 11 (Appariement de graphes)
Soient deux graphes G = (S,A) et G′ = (S′, A′). La relation R sur S × S′ est un apparie-
ment entre les graphes G et G′.
Il est dit univoque si ∀(s1, s′1), (s2, s′2) ∈ R, s1 = s2 ⇔ s′1 = s′2, il est dit multivoque sinon.

Étant donné un appariement univoque m entre deux graphes G et G′, et un sommet
s de G (resp. de G′) nous notons m(s) le sommet de G′ (resp. G) apparié à s par m. Étant
donné deux graphes G = (S,A) et G′ = (S′, A′), un appariement à tolérance d’erreurs
(noté ecgm dans la litterature) est un appariement univoque m ⊆ S × S′. De cet ap-
pariement est déduit une suite d’opérations entre les deux graphes G et G′ permettant
d’obtenir un graphe G” à partir du graphe G tel que G” est isomorphe à G′. Dans la
suite, nous nommons Ŝ (resp. Ŝ′) le sous-ensemble des sommets de S (resp. S′) appa-
raissant dans l’appariement m. De manière identique, nous nommons Â (resp. Â′) le
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m = {(s3, s6), (s4, s7), (s2, s8), (s5, s10)}

FIGURE 2.6 – Deux graphes G et G′, et un appariement m. Le sommet s1 et l’arête (s1, s3) sont supprimés,
le sommet s9 et l’arête (s9, s10) sont insérés, les sommets s2, s3, s4 et s5 sont respectivement substitués
aux sommets s8, s6, s7,s9 et s10. Les arêtes (s3, s4), (s4, s2)et(s2, s5) sont respectivement substituées par les
arêtes (s6, s7), (s7, s8) et (s8, s10).

sous-ensemble des arêtes de A (resp. A′) dont les deux sommets s1 et s2 (resp. s′1 et s′2)
appartiennent à Ŝ (resp. Ŝ′) de sorte qu’il existe une arête dans A′ (resp. A) entre m(s1)
et m(s2) (resp. m(s′1) et m(s′2)), i.e., Â = {(s1, s2) ∈ Ŝ × Ŝ ∩ A|(m(s1),m(s2)) ∈ A′} et de
manière identique Â′ = {(s′1, s′2) ∈ Ŝ′ × Ŝ′ ∩A′|(m(s′1),m(s′2)) ∈ A}.

Définition 12 (Appariement de graphes à tolérance d’erreur)
Soient deux graphes étiquetés G = (S,A,E, e) et G′ = (S′, A′, E′, e′) et m un apparie-
ment univoque entre G et G′. L’ensemble des opérations d’édition associées à m est :

– ∀s ∈ Ŝ, s est substitué à m(s) ;
– ∀s ∈ S \ Ŝ, s est supprimé ;
– ∀s′ ∈ S′ \ Ŝ′, s′ est inséré ;
– ∀(s1, s2) ∈ Â, alors (s1, s2) est substituée à l’arête (m(s1),m(s2)).
– ∀(s1, s2) ∈ A \ Â, (s1, s2) est supprimée ;
– ∀(s′1, s′2) ∈ A′ \ Â′, (s′1, s′2) est insérée.

La Fig. 2.6 donne un exemple d’appariement de graphes à tolérance d’erreurs. L’ap-
plication au graphe G des opérations d’édition associées à cet appariement nous per-
met d’obtenir un graphe isomorphe au graphe G′.

La substitution est une opération permettant de caractériser la distance entre les
sommets (resp. arêtes). En effet, dans le cas d’un graphe étiqueté cette opération va
permettre de définir un coût de transformation d’un sommet (resp. arête) avec une éti-
quette en un sommet (resp. arête) ayant potentiellement une étiquette différente.

La distance d’édition est définie à partir de cet appariement à tolérance d’erreurs, et
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de fonctions de coûts. Nous définissons le coût c d’un appariement m :

c(m) =
∑

s∈Ŝ
css(s) +

∑

s∈S−Ŝ

csd(s) +
∑

s∈S′−Ŝ′

csi(s) +
∑

(s1,s2)∈Â
cas((s1, s2))

+
∑

(s1,s2)∈A−Â

cad((s1, s2)) +
∑

(s′1,s
′
2)∈A′−Â′

cai((s
′
1, s

′
2))

avec
– css(s) le coût de substitution d’un sommet s ∈ Ŝ en m(s) ∈ Ŝ′

– csi(s) le coût d’insertion d’un sommet s ∈ S′ − Ŝ′
– csd(s) le coût de suppression d’un sommet s ∈ S − Ŝ
– cas((s1, s2)) le coût de substitution d’une arête (s1, s2) ∈ Â en (m(s1),m(s2)) ∈ Â′

– cai((s1, s2)) le coût d’insertion d’une arête (s1, s2) ∈ A′ − Â′
– cad((s1, s2)) le coût de suppression d’une arête (s1, s2) ∈ A− Â

Nous pouvons ainsi en déduire la distance d’édition qui est le coût de l’appariement
à tolérance d’erreur le moins coûteux entre les deux graphes.

Définition 13 (Distance d’édition)
La distance d’édition entre deux graphes G et G′ est égale au coût minimum engendré
par tous les appariements à tolérence d’erreurs de G à G′. dedit(G,G′) = min{c(m)|m
est un appariement de graphe à tolérence d’erreur de G vers G′}

Dans [Bun97] H. Bunke met en évidence un lien entre le plus grand sous-graphe
commun induit et la distance d’édition. En effet, il montre que si nous considérons une
fonction de coût associant 1 à chaque sommet ou arête ajouté ou supprimé et 0 pour
chaque substitution, alors étant donnés deux graphes G = (S,A) et G′ = (S′, A′) la
distance d’édition est égale à
dedit(G,G′) = |Sommets(G)|+ |Sommets(G′)|−2|Sommets(mcs(G,G′))|. Ce résultat est
primordial car il montre que dans ce cas le calcul de la distance d’édition se ramène au
calcul du plus grand sous-graphe commun.

Calculer la distance d’édition est donc un problème NP -Difficile et de nombreux
travaux ont cherché à approcher le plus grand sous-graphe commun pour pouvoir ap-
proximer la distance d’édition.

Pour cela, certains auteurs proposent des méthodes utilisant des algorithmes dits
gloutons. Dans [CS03] les auteurs proposent un algorithme glouton qui, partant d’un
appariement vide et guidé par une heuristique, ajoute successivement à cet apparie-
ment de nouveaux couples de sommets, jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de couples de som-
mets améliorants. Ils déduisent de cet appariement une mesure de similarité entre les
deux graphes.

Les méthodes à base de recherche locale permettent de remettre en cause une
partie des choix réalisés, contrairement à l’algorithme glouton, et permettent souvent
d’améliorer le résultat. Ainsi, [SS05] propose une recherche locale utilisant une liste
taboue afin d’empêcher la recherche locale de boucler en reconsidérant les derniers
choix réalisés. D’autres travaux proposent des méthodes à base de colonies de four-
mis [SSSG06, SSG05]. Les colonies de fourmis utilisent une succession d’algorithmes
gloutons qui utilisent des marqueurs (phéromones) pour mémoriser la qualité de la so-
lution courante. Il est ainsi possible de jouer avec les probabilités pour améliorer une
solution existante ou au contraire se diversifier en cherchant une autre solution.

Une méthode utilisant la programmation linéaire, dans le cas de graphes non-
etiquetés est aussi proposée dans [JH06]. Les auteurs définissent une formulation du
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FIGURE 2.7 – Pour comparer les deux graphes G et G′, [RB09] construit la matrice A composée de 3 parties.
Pour tout sommet i de G et tout sommet j′ de G′, Aij′ donne le coût de substitution de i en j′ et Aj′i = 0.
Pour tout sommet i de G, Aii donne le coût de suppression de i et pour tout sommet j de G tel que i �= j,
Aij = +∞. Pour tout sommet i′ de G′, Ai′i′ donne le coût d’insertion de i′ et pour tout sommet j′ de G′

tel que i′ �= j′, Ai′j′ = +∞. Dans la partie supérieure gauche de A nous représentons ainsi les coûts de
substitution, dans la partie supérieure droite les coûts d’insertion et dans la partie inférieure gauche les
coûts de suppression. Le couplage de A de coût minimal est donné en vert. À partir de ce couplage, nous
en déduisons une suite d’opérations pour modifier G en G′. Cette chaîne est composée de 1 suppression
d’arête et de 4 insertions (1 sommet et 3 arêtes), or la chaîne minimale est composée de 1 suppression
d’arête et 3 insertions (1 sommet et 2 arêtes).

problème comme un programme linéaire binaire et donne une approximation de la
distance d’édition en temps polynomial.

Enfin, plus récemment Riesen et Bunke [RB09] ont proposé un algorithme pour cal-
culer rapidement une approximation de la distance d’édition en reformulant le pro-
blème en un problème d’affectation. Pour cela ils construisent une matrice composée
de 3 parties. La partie en haut à gauche permet de décrire les coûts de substitutions,
en bas à gauche les coûts de suppressions et en haut à droite les coûts d’insertions. En
calculant une affectation (correspondant à un couplage minimal) de cette matrice avec
l’algorithme de Munkres [Mun57], nous pouvons en déduire une suite d’opérations ap-
proximant la distance d’édition. La complexité de cet algorithme est O(n3) où n est le
plus grand nombre de noeuds des graphes comparés. Cet algorithme ne génère néan-
moins qu’une approximation de la distance d’édition du fait qu’il ne considère les choix
que localement, et n’a pas de vue globale du problème posé. Un exemple d’exécution
est présenté dans la Fig. 2.7.
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FIGURE 2.8 – Illustration de plongement de graphes dans un espace 3D, sur les trois axes. Nous représen-
tons le nombre de cycles élémentaires de taille 3, 4 et 5 des graphes. Le vecteur pour chaque graphe est
donc G = (C3, C4, C5) ou Ci est le nombre de cycles élémentaires de taille i.

2.4 Plongements de graphes

Les distances présentées dans la Section 2.3 reposent sur le calcul du plus grand
sous-graphe commun, qui est un problème NP-Difficile. Les plongements de graphes
sont une alternative permettant d’éviter le calcul du plus grand sous-graphe ou de la
distance d’édition.

Les plongements peuvent être utilisés pour mesurer la similarité entre graphes.
L’idée principale est de représenter chaque graphe comme un point dans un espace
vectoriel. Nous pouvons alors utiliser des mesures définies sur les espaces vectoriels.

Nous distinguons deux types de plongements, les plongements explicites qui dé-
crivent explicitement la fonction de plongement des objets dans un espace vectoriel, et
les plongements implicites qui ne nécessitent pas de calculer cette fonction.

Plongements de graphes explicites

Dans le cas des plongements explicites, nous définissons une fonction de projection
des graphes dans un espace vectoriel.

Définition 14 (Plongement de graphes)
Un plongement de graphes est une fonction Φ : G → Rn d’un espace de graphes G vers
un espace vectoriel de dimension n > 0.

Chacune des dimensions de l’espace vectoriel représente une caractéristique du
graphe, l’objectif étant d’utiliser les caractéristiques les plus appropriées. En voici
quelques exemples :

– Nombre de sommets/arêtes ;
– Distribution des degrés des sommets ;
– Nombre de cycles élémentaires de longueur k ;
– Nombre de chemins de longueur k [HAA02] ;
– Valeurs propres issues des vecteurs propres de la matrice d’adjacence [LWHH03] ;
– ...
La Fig. 2.8 illustre le plongement de trois graphes dans un espace vectoriel. Dans cet

exemple, nous plongeons les graphes dans un espace à 3 dimensions, chaque dimen-
sion représentant le nombre de cycles élémentaires d’une longueur donnée (3,4 et 5).

17



CHAPITRE 2. MESURER LA DISTANCE ENTRE DEUX GRAPHES

Pour calculer le plongement de chaque graphe, nous comptons le nombre de cycles élé-
mentaires de longueurs 3,4 et 5 et nous en déduisons directement le point représentant
le graphe dans l’espace vectoriel. Cette méthode permet de bénéficier des nombreux
algorithmes de classification définis sur les espaces vectoriels [CHV99, BGV92].

De la même manière que pour les cycles, nous pouvons compter différents motifs
au sein du graphe, [GBV11] propose par exemple de compter des ’treelets’ qui sont
des arbres, sous-graphes des graphes comparés. Cela s’applique principalement au
domaine de la chémoinformatique (qui est le domaine liant la chimie et l’informa-
tique) car ces ’treelets’ sont une forme très présente dans les graphes représentant les
molécules. [SVP+09, MP08] proposent de dénombrer les ’graphlets’ qui sont des sous-
graphes et qui sont moins spécifiques que les ’treelets’.

Au delà de l’utilisation de caractéristiques particulières aux graphes (cycles, che-
mins, . . . ) certaines méthodes sont basées sur les méthodes spectrales [Chu97, LWH03,
RKH07]. Par exemple [LWHH03] propose de transformer la matrice d’adjacence en vec-
teurs propres, et de considérer les propriétés spectrales de cette dernière au lieu des
propriétés du graphe.

Plongements de graphes implicites

Les plongements de graphes explicites nécessitent de calculer la projection des
graphes dans l’espace vectoriel. En opposition les plongements de graphes implicites
permettent de calculer la similarité entre deux graphes sans être obligé de calculer ce
plongement.

Le plongement d’un graphe implicite (ou fonction de noyau) est une fonction
K(G,G′) retournant la valeur du produit scalaire des plongements de G et G′ dans un
espace vectoriel sans calculer ces plongements : c’est le "kernel trick". Les contraintes
sur cette fonction kernel sont qu’elle doit être continue, symétrique et semi définie po-
sitive. Le Theorème de Mercer [Mer09] montre que nous pouvons toujours trouver un
espace vectoriel de grande dimension tel que cette fonction s’exprime comme un pro-
duit scalaire dans cet espace. Dans [KTI03], Kashima et al proposent de caractériser un
graphe en comptant le nombre de chemins dans les graphes comparés. Pour cela, ils
utilisent le fait que le nombre de chemins de longueur k peut être calculé en élevant
la matrice d’adjacence à la puissance k. Ils utilisent cette technique pour compter le
nombre de chemins dans le graphe G × G′ (graphe produit de G et G′) calculant ainsi
le produit scalaire des plongements sans calculer explicitement tous les chemins com-
muns. Ils montrent que chaque chemin dans G×G′ correspond à un chemin dans G et
G′.

La Fig. 2.9 illustre le calcul du nombre de chemins de taille k en commun entre
deux graphes en calculant le graphe produit, puis en élevant la matrice d’adjacence
de ce graphe à la puissance k. Dès lors que nous disposons d’une fonction noyau,
nous pouvons utiliser les mesures et outils définis sur les espaces vectoriels qui uti-
lisent uniquement le produit scalaire comme, par exemple, l’algorithme de classifica-
tion SVM [Vap98].

Ces méthodes sont particulièrement utilisées pour classifier les objets. Nous notons
les travaux de [GBV11] permettant la classification de molécules en utilisant ces plonge-
ments implicites . Il existe plusieurs noyaux, dont le noyau de diffusion [KL02, KStC03],
le noyau de convolution [Hau99, Wat99] et les noyaux de chemins [BOS+05, GFW03].
Enfin, une synthèse de l’utilisation des noyaux de graphes pour comparer les objets
a été publiée par Bunke H. et Riesen K. dans [BR11]. Nous notons que l’utilisation de
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FIGURE 2.9 – Illustration des plongements de graphes implicites, avec le produit vectoriel de deux graphes,
et sa représentation en matrice d’adjacence.

noyaux, bien que récente, est maintenant de plus en plus fréquente, et que les résultats
qui en découlent sont particulèrement bons.

2.5 Discussion

Dans ce chapitre nous avons présenté les notions de base autour des graphes, une
structure de données très utilisée pour représenter des objets. Nous avons présenté
différentes méthodes de comparaison, dont les plus connues permettent de décider
de l’équivalence (isomorphisme) et de l’inclusion (sous-ismorphisme) de graphes. Ces
méthodes sont exactes et ne sont pas tolérantes aux erreurs. Nous avons alors pré-
senté d’autres méthodes plus tolérantes aux erreurs. En particulier une distance entre
graphes basée sur la taille de la plus grande partie commune, mais également la dis-
tance d’édition de graphes qui est basée sur le nombre d’opérations nécessaires pour
obtenir un graphe à partir d’un autre. Nous avons aussi présenté des méthodes de me-
sures de similarité alternatives basées sur le plongement de graphes dans des espaces
vectoriels, que la fonction de plongement soit calculée (plongement de graphes expli-
cites) ou non calculée (plongement de graphes implicites). Ces méthodes permettent
d’utiliser les outils existants de classification ou de mesure de distance sur les espaces
vectoriels.
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Dans le chapitre précédent nous avons présenté les graphes qui sont utilisés pour
représenter la structure de nombreux objets. Nous avons aussi présenté différents types
de graphes, dont notamment les graphes plans. Un graphe plan est un graphe planaire
plongé dans un plan de sorte que ses arêtes ne s’intersectent pas. Avec ce plongement
nous voyons apparaître une nouvelle primitive géométrique de dimension 2, la face. Si
les graphes permettent de représenter les sommets et les arêtes, ils ne décrivent cepen-
dant pas les faces.

Nous présentons ici les cartes généralisées, ou nG-cartes, qui permettent de repré-
senter les faces en plus des sommets et arêtes dans le cas 2D et, plus généralement, les
cellules de toutes dimensions composant un objet en n dimensions (sommets, arêtes,
faces, volumes, . . .).

3.1 Définitions et notations

Les cartes généralisées sont composées de brins liés deux à deux par des involutions.

Définition 15 (Involution)
Une involution α sur un ensemble B est une bijection telle que ∀b ∈ B,α(α(b)) = b.

Contrairement aux graphes les cartes généralisées décrivent les cellules (sommets,
arêtes et faces, . . .) de manière totalement implicite. De plus ces cellules sont définies
quelle que soit la dimension et permettent ainsi de manipuler des volumes pour des
objets en 3D, et des cellules de dimension supérieures pour les objets définis en di-
mensions supérieures.
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a b c d e f g h i j k l m n
α0 h c b e d g f a j i l k n m
α1 b a d c f e h g n k j m l i
α2 a b c i j f g h d e k l m n

a b c d e f g h i j k l m n o p
α0 h c b e d g f a j k j m l o n i
α1 b a d c f e h g j i l k n m p o
α2 a b c o n f g h i j k l m e d p

Définition des involutions α0, α1 et α2 de la 2G-carte.

Représentation graphique de la 2G-carte Graphe plan correspondant à la 2G-carte

FIGURE 3.1 – Exemple de 2G-carte et son graphe plan correspondant. Les brins sont représentés par des
segments, ici étiquetés par des lettres. Les brins consécutifs séparés par un petit trait sont 0-cousus (e.g,
α0(b) = c et α0(c) = b) ; les brins consécutifs séparés par des ronds gris sont 1-cousus (e.g., α1(a) = b et
α1(b) = a) ; les brins parallèles et proches sont 2-cousus (e.g., α2(d) = i et α2(i) = d).

Définition 16 (Carte généralisée)
Soit n ≥ 0. Une n-carte généralisée (ou nG-carte) est un tuple G = (B,α0, . . . , αn) où :

1. B est un ensemble fini de brins ;

2. ∀i : 0 ≤ i ≤ n, αi est une involution sur B ;

3. ∀i, j : 0 ≤ i < i+ 2 ≤ j ≤ n, αi ◦ αj est une involution sur B.

Chaque involution αi lie les brins entre eux. Nous dirons qu’un brin b est i-cousu à
un autre brin b′ lorsque b et b′ sont liés par αi. Quand un brin b n’est pas i-cousu avec un
autre brin (de sorte que αi(b) = b), nous dirons qu’il est i-libre.

Définition 17 (Brin i-libre, i-cousu)
Soient G = (B,α0, . . . , αn) une nG-carte et b un brin de G

– b est i-cousu à un brin b′ de G si αi(b) = b′ et b �= b′.
– b est i-libre si αi(b) = b.

Considérons par exemple la 2G-carte de la Fig. 3.1, le brin a est 0-cousu au brin h,
le brin a est 1-cousu au brin b et le brin e est 2-cousu au brin j. Aucun des brins n’est
0-libre ou 1-libre et tous les brins exceptés les brins d, i, e et j sont 2-libres.

Définition 18 (Brin isolé)
Soient G = (B,α0, . . . , αn) une nG-carte et b un brin de G.
b est isolé si ∀i ∈ [0, n], b est i-libre.

La contrainte 3 de la définition 16 est une contrainte de validité des nG-cartes. Elle
garantit leur cohérence. Considérons par exemple la 2G-carte de la Fig. 3.1. Si nous mo-
difions cette 2G-carte en remplaçant α2(d) = i et α2(i) = d par α2(d) = d et α2(i) = i
(i.e., nous 2-décousons les brins i et d) alors la contrainte 3 n’est plus satisfaite puisque
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α0 ◦ α2 n’est plus une involution. En effet, α0 ◦ α2(d) = e et α0 ◦ α2(e) = i �= d. Pour
satisfaire cette contrainte, nous devons également 2-découdre les brins e et j de sorte
que α2(e) = e et α2(j) = j. Cette contrainte de cohérence garantit que si on a 2 arêtes
composées de 2 brins, alors l’identification des arêtes identifie la totalité de leurs brins.
De manière similaire, en 3D, si nous voulons identifier des faces par α3, il faut le faire
pour tous les brins des 2 faces initiales.

les cartes ainsi définies permettent la subdivision de l’espace de dimension n en cel-
lules de dimensions inférieures ou égales à n de manière implicite. Dans une nG-carte,
une i-cellule est définie par un ensemble de brins composé d’un brin de départ et de
l’ensemble des brins accessibles depuis ce brin de départ par une combinaison d’invo-
lutions. Cette combinaison d’involutions dépend de la dimension de la cellule que nous
souhaitons calculer. Pour cela nous utilisons les orbites. Soit E un ensemble d’involu-
tions sur B, et b un brin de B. L’orbite < E > (b) est l’ensemble des brins accessibles à
partir du brin b en utilisant toutes les involutions deE et toutes les compositions d’invo-
lutions deE. Ainsi, une orbite< {αi1, . . . , αik} > (b) est l’ensemble des brins accessibles
en combinant les involutions de {αi1, . . . , αik} à partir du brin b.

Définition 19 (i-cellule)
Soient G = (B,α0, . . . , αn) une nG-carte, b ∈ B, et i ∈ {0, . . . , n}.
La i-cellule incidente à b, notée ci(b), est < {α0, . . . , αn} \ {αi} > (b).

Autrement dit, la i-cellule associée à un brin b est l’ensemble des brins accessibles
à partir du brin b en utilisant toutes les involutions excepté αi. Donnons quelques
exemples de i-cellules de la 2G-carte de la Fig. 3.1 en appliquant les orbites correspon-
dantes :

– Exemples de 0-cellules :
– S1 = {a, b} car ∀x ∈ S1, < {α1, α2} > (x) = S1 ;
– S2 = {c, d, i, n} ;
– S3 = {m, l}.

– Exemples de 1-cellules :
– A1 = {a, h} car ∀x ∈ A1, < {α0, α2} > (x) = A1 ;
– A2 = {b, c} ;
– A3 = {d, e, i, j}.

– Exemples de 2-cellules :
– F1 = {a, b, c, d, e, f, g, h} car ∀x ∈ F1, < {α0, α1} > (x) = F1 ;
– F2 = {i, j, k, l,m, n}.

[Lie94] décrit les relations d’adjacence et d’incidence entre les cellules à partir de
relations entre leurs ensembles de brins.

Définition 20 (Incidence)
Une i-cellule c1 est incidente à une j-cellule c2 si i �= j et c1 ∩ c2 �= ∅.

Par exemple pour la carte généralisée de la Fig. 3.1, la 0-cellule S1 est incidente à la
1-cellule A1 car S1 ∩ A1 = {a}, et S1 est incidente à la 1-cellule A2 car S1 ∩ A2 = {b}. S1

est aussi incidente à la 2-cellule F1 car S1 ∩ F1 = {a, b}.

Définition 21 (Adjacence)
Deux i-cellules c1 et c2 sont adjacentes s’il existe au moins un brin b1 de c1 et un brin b2
de c2 tels que αi(b1) = b2.

Par exemple dans la Fig. 3.1 les 0-cellules S1 et S2 sont adjacentes car α0(b) = c. Les
1-cellules A1 et A2 sont adjacentes car α1(a) = b et enfin les 2-cellules F1 et F2 sont
adjacentes car α2(d) = i.
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(a) G (b) G′

brin a b c d e f g h i j k l
f(brin) k’ l’ a’ b’ c’ j’ d’ i’ h’ g’ f’ e’

(c) fonction isomorphisme f

FIGURE 3.2 – Exemple de deux nG-cartes isomorphes et de leur fonction isomorphisme f .

Les relations d’incidence et d’adjacence permettent de décider de l’existence ou non
d’une cellule en contact avec une autre cellule. Nous allons aussi définir des notions de
degré et de co-degré permettant de décrire le nombre de cellules qui sont effectivement
en relation avec une cellule donnée. Dans un graphe, la notion de degré d’un sommet
nous indique le nombre d’arêtes incidentes à ce sommet. Cette notion a été étendue
pour les nG-cartes.

Définition 22 (Degré et co-degré d’une cellule)
Soient une nG-carte G et une i-cellule ci de G.

– si i < n alors le degré de ci, noté degre(ci), est le nombre de (i + 1)-cellules inci-
dentes à ci ;

– si i > 0 alors le co-degré de ci, noté codegre(ci), est le nombre de (i − 1)-cellules
incidentes à ci.

Notez que le degré n’est pas défini pour une cellule de dimension n pour une carte
généralisée de dimension n, et de manière duale, le co-degré n’est pas défini pour une
cellule de dimension 0.
Dans la Fig. 3.1, la 0-cellule S1 a pour degré 2 car elle est incidente à deux 1-cellules A1

et A2. La 0-cellule S2 a pour degré 3 car elle est incidente aux trois 1-cellules A2,A3 et A4.
Toutes les 1-cellules sont de degré 1 excepté la 1-cellule A3 qui est incidente aux deux
2-cellules, et par conséquent de degré 2.

La 2-cellule F1 a pour co-degré 4 car elle est incidente à 4 1-cellules. La 2-cellule
F2 a un co-degré de 3 car elle est incidente à trois arêtes. Toutes les 1-cellules ont un
co-degré de 2 car elles sont toutes incidentes à 2 0-cellules.

3.2 Isomorphisme et sous-isomorphisme de nG-cartes

L’isomorphisme de nG-cartes permet de décider de l’équivalence de deux nG-cartes
et se ramène à la recherche d’une bijection entre leurs brins telle que toutes les involu-
tions soient conservées.

Définition 23 (Isomorphisme [Lie94])
Deux nG-cartes G = (B,α0, . . . , αn) et G′ = (B′, α′

0, . . . , α
′
n) sont isomorphes (noté G �

G′) s’il existe une bijection f : B → B′ vérifiant : ∀i ∈ [0, n], ∀b ∈ B, f(αi(b)) = α′
i(f(b)).
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La Fig. 3.2 met en évidence l’isomorphisme de deux 2G-cartes.
[Cor73, Lie91] ont défini la notion d’isomorphisme entre 2 cartes combinatoires,

duquel découle directement un algorithme polynomial. Pour cela, un ordre de parcours
est choisi pour les involutions (par exemple α0, α1 puis α2) puis à partir d’un brin de G,
et pour chaque brin de G′ les brins de G sont parcourus selon l’ordre fixé, reproduit
à l’identique sur G′. Nous obtenons ainsi une mise en correspondance des brins des
deux nG-cartes. Si pour cette mise en correspondance toutes les coutures entre brins
sont préservées, alors les nG-cartes sont isomorphes. Sinon il faut recommencer un
nouveau parcours à partir d’un autre brin de G, jusqu’à soit trouver une mise en corres-
pondance respectant les coutures (de sorte que les nG-cartes soient isomorphes), soit
montrer qu’aucune mise en correspondance ne respecte les coutures (de sorte que les
nG-cartes ne soient pas isomorphes).
Par exemple sur la Fig. 3.2, nous choisissons l’ordre de parcours α0, α1 puis α2 ainsi
qu’un brin de G et un brin de G′. Nous choisissons donc arbitrairement d et d′, asso-
cions d à d′ et commençons à parcourir les deux cartes dans l’ordre fixé. Nous débutons
par d et nous découvrons par α0 le brin c, dans G′ c’est i′ que nous découvrons car
α0(d

′) = i′. Nous associons c à i′ puis nous continuons avec α1 où nous découvrons e
et e′ que nous associons. Enfin par α2 nous ne découvrons pas de nouveaux brins dans
G alors que nous en découvrons un dans G′ car α2(d

′) = c′. Ainsi, en partant de d et d′,
nous ne trouvons pas d’isomorphisme. Nous changeons donc de brin dans G, et nous
choisissons arbitrairement e que nous associons à d′. Cette fois, le parcours se fait sans
interruption et calcule un isomorphisme. La complexité en temps de cet algorithme est
de O(n|B|2) dans le pire des cas (si les nG-cartes ne sont pas isomorphes).

La relation d’équivalence est la comparaison la plus basique entre nG-cartes, mais
elle ne permet pas de décrire les relations d’inclusion. Pour cela, [DSd+11] définit le
sous-isomorphisme de nG-cartes. Une nG-carte G est une sous-carte de G′ si les brins
de G sont un sous-ensemble des brins de G′ et si toutes les involutions entre les brins
de G sont conservées.

L’isomorphisme de sous-carte est défini à partir de la notion de sous-carte.

Définition 24 (Sous-carte)
Soient G = (B,α0, . . . , αn) et G′ = (B′, α′

0, . . . , α
′
n) deux nG-cartes.

G est une sous-carte de G′ si B ⊆ B′ et si ∀b ∈ B, ∀i ∈ [0, n]
– α′

i(b) ∈ B ⇒ αi(b) = α′
i(b) ;

– α′
i(b) /∈ B ⇒ αi(b) = b.

Définition 25 (Sous-isomorphisme)
Soient G = (B,α0, . . . , αn) et G′ = (B′, α′

0, . . . , α
′
n) deux nG-cartes. G est sous-

isomorphe à G′, noté G � G′ s’il existe une sous-carte de G′ qui soit isomorphe à G.

Notez que à l’instar de l’isomorphisme de sous-graphes induit, où toutes les arêtes
doivent être conservées entre les sommets du sous-graphe, ici toutes les involutions
doivent être conservées entre les brins qui font partie de la sous-carte. Dans la Fig. 3.3
nous illustrons le concept de sous-cartes.

La complexité du problème de la recherche de sous-isomorphisme de nG-carte dé-
pend de la connexité des nG-cartes [DLHJS+]. Une nG-carte G = (B,α0, . . . , αn) est dite
connexe si pour tout b ∈ B,< α0, . . . , αn > (b) = B, autrement dit, si tout brin est ac-
cessible à partir de b. Considérons le problème de décider si G′ � G. Dans le cas où la
nG-carte G′ est connexe le problème de recherche de sous-isomorphisme est polyno-
mial (que G soit connexe ou non). Pour rechercher cet isomorphisme, nous choisissons
un brin de G′, et nous essayons d’associer ce brin avec chaque brin de G. Nous réalisons
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(a) G (b) G′ (c) G”

FIGURE 3.3 – G′ est une sous-carte de G. Il existe une injection entre ses brins et les brins de G telle que
toutes les involutions entre deux brins de G′ dans G soient soient conservées. De la même manière G′ est
une sous-carte de G′′. Il existe une injection entre les brins de G′ et ceux de G′′. Par contre il n’existe pas
une injection entre les brins de G′′ et ceux de G conservant les involutions de G, en effet, si l’on associe les
deux faces triangulaires de G′′ aux deux faces triangulaires de G, les 2-coutures de G entre les deux faces
ne seront pas conservées dans G′′. G′′ n’est dont pas une sous-carte de G.

ensuite un parcours de brins de G′ de manière similaire à l’isomorphisme, en vérifiant
que ce même parcours existe dans G à partir du brin choisi. Nous vérifions aussi que les
coutures de G′ sont bien présentes dans G, et qu’il n’existe pas de coutures entre deux
brins de G ayant une image par la fonction de sous-isomorphisme qui ne sont pas pré-
sentes dans G′. La complexité en temps de cet algorithme est O(n|B′||̇B|). Dans le cas
où G′ n’est pas connexe, le problème devient NP -complet. En effet le problème planar
4-3-SAT peut être réduit en temps polynomial au problème d’isomorphisme de sous-
cartes dans ce cas. Planar 4-3-SAT est un problème de satisfiabilité d’une formule boo-
léenne sous forme clausale dont toutes les clauses ont exactement 3 littéraux et dont
chaque variable appartient à au plus 4 clauses, tel que le graphe dont les sommets sont
les variables et les arêtes la relation de co-occurence de 2 variables dans une clause, est
planaire.

3.3 Motifs fréquents

[GDS11] introduit un algorithme pour rechercher des motifs (sous-cartes) fréquents
dans une base de cartes combinatoires (les cartes combinatoires étant des cas parti-
culiers des cartes généralisées). Soient {G0, . . . , Gk} une base de cartes combinatoires,
θ ∈ [0, 1] et φ ∈ [0,+∞]. L’algorithme retourne l’ensemble M de toutes les cartes com-
binatoires qui sont présentes au moins φ fois dans au moins θ.k cartes de la base.
Les cartes combinatoires de M sont appelées des motifs fréquents. Pour construire
cet ensemble de motifs, nous utilisons une forme canonique des cartes combinatoires
appelée signature. Cette signature permet en complexité linéaire de décider de l’iso-
morphisme de deux cartes. Pour générer l’ensemble des motifs fréquents, l’algorithme
construit les motifs composés d’une seule face, puis il combine ces motifs avec les mo-
tifs d’une seule face pour construire des motifs de 2 faces et plus. Comme illustré dans la
figure Fig. 3.4 il est ainsi possible de générer l’ensemble des motifs fréquents d’une base
de données de cartes combinatoires en temps polynomial incrémental, i.e., la com-
plexité en temps pour générer chaque motif est polynomiale. En revanche, le nombre de
motifs peut être très grand (exponentiel) et dépend fortement des seuils de fréquence
φ et θ de sorte qu’il n’est pas possible de générer l’ensemble des motifs communs (sans
contrainte de fréquences) en un temps raisonnable.

Cet algorithme de recherche de motifs fréquents peut être utilisé pour plonger un
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FIGURE 3.4 – Illustration de la construction d’un ensemble de motifs fréquents pour une base de cartes
combinatoires donnée. À chaque étape nous ajoutons aux motifs fréquents (rouges) les motifs de taille 1.
Nous vérifions ensuite leur fréquence, et nous itérons successivement sur tous les niveaux. Nous considè-
rons ici qu’un motif est fréquent s’il apparait au moins 1 fois dans 2

3
des cartes de la base.
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ensemble de cartes combinatoires dans un espace vectoriel. Considérons l’ensemble
{G0, . . . , Gk} des cartes de la base, et {G′

0, . . . , G
′
l} les sous-cartes fréquentes. Chaque

carte combinatoire Gi ∈ {G0, . . . , Gk} est représentée par un vecteur (ω0, . . . , ωl) où
ωj est le nombre d’apparitions du motif G′

j dans la carte Gi. Dans cet espace vecto-
riel, nous pouvons utiliser la distance euclidienne comme mesure de similarité. Cette
méthode se révèle très efficace pour la classification de cartes combinatoires, mais ne
peut pas être adaptée facilement pour comparer deux nG-cartes au sens où les motifs
et donc la mesure de similarité sont dépendants de l’ensemble des cartes comparées.
Pour mesurer la similarité entre deux cartes, il faut donc tout d’abord choisir les motifs
fréquents pertinents avec une base d’apprentissage.

3.4 Discussion

Nous avons présenté dans cette section les cartes généralisées qui permettent de
représenter des objets subdivisés dans des espaces en n dimensions. Une carte géné-
ralisée est composée de brins qui sont mis en relation par des involutions. Les cellules
de la subdivision ne sont pas décrites explicitement mais implicitement au moyen d’or-
bites. Nous avons aussi présenté l’ensemble des méthodes permettant de comparer des
nG-cartes : l’isomorphisme permettant de décider de l’équivalence de deux nG-cartes ;
le sous-isomorphisme permettant de décider de la relation d’inclusion entre nG-cartes.
Ces deux méthodes ne sont absolument pas tolérantes aux erreurs, et la moindre diffé-
rence les mettront en défaut. Ensuite, nous avons présenté une méthode basée sur le
dénombrement de motifs (sous-cartes) communs entre deux nG-cartes. Il est ainsi pos-
sible de représenter une nG-carte par un vecteur énumérant le nombre d’apparition de
chacun des motifs. La complexité de cette méthode dépend du nombre de motifs exis-
tants, et il n’est généralement pas possible de dénombrer tous les motifs d’une nG-carte
en temps raisonnable. La pertinence de la mesure de similarité dépend donc du choix
des motifs fréquents dénombrés. Pour cela [Gos11] utilise une base d’apprentissage sur
laquelle les motifs fréquents pertinents sont recherchés. Nous allons maintenant pro-
poser une mesure de similarité permettant d’évaluer si deux nG-cartes sont similaires.
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Dans ce chapitre, nous nous inspirons d’un certain nombre de travaux existants
sur les graphes pour proposer de nouvelles mesures de similarité sur les nG-cartes qui
soient tolérantes aux erreurs. La Section 4.1 commence tout d’abord par définir les no-
tions de sous-cartes induites et partielles nécessaires pour ensuite proposer une dis-
tance basée sur la plus grande sous-carte commune dans la Section 4.2. Dans un second
temps, nous proposons une distance d’édition (Section 4.3), puis nous mettons en évi-
dence un lien entre cette distance d’édition et les plus grandes sous-cartes communes.
Enfin nous proposons d’intégrer de l’information dans la Section 4.5 en ajoutant des
étiquettes aux brins et en adaptant la distance d’édition en conséquence.

Dans ce chapitre G, G′ et G′′ désigneront respectivement les nG-cartes
(B,α0, . . . , αn), (B′, α′

0, . . . , α
′
n) et (B′′, α′′

0, . . . , α
′′
n).

4.1 Sous-cartes induites et sous-cartes partielles

Afin de simplifier de futures définitions et théorèmes, nous définissons la notion de
coutures associées à un ensemble de brins.

Définition 26 (Coutures associées à un ensemble de brins)
Soient G une nG-carte et E ⊆ B un sous-ensemble de brins de G. L’ensemble des cou-
tures associées à E dans G est :
couturesG(E) = {(b, i, αi(b))|b ∈ E, i ∈ [0, n], αi(b) ∈ E,αi(b) �= b}.

Autrement dit, l’ensemble des coutures d’un sous-ensemble de brins E dans une
nG-carte est l’ensemble des triplets (b, i, b′) avec b et b′ dans E et tels que b soit i-cousu
à b′.
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(a) G = (B,α0, . . . , αn)

E ⊆ B couturesG(E)

{k} ∅
{a, b, c} {(a, 1, b), (b, 1, a), (b, 0, c), (c, 0, b)}
{e, j, k) {(e, 2, j), (j, 2, e), (j, 1, k), (k, 1, j)}
{d, i, j, e} {(d, 2, i), (i, 2, d), (d, 0, e), (e, 0, d), (i, 0, j), (j, 0, i), (e, 2, j), (j, 2, e)}

FIGURE 4.1 – Exemple d’une 2G-carte, et d’ensembles de coutures.

Notez que si le triplet (b, i, b′) fait partie d’un ensemble de coutures, alors le triplet
(b′, i, b) fait aussi partie de cet ensemble. Cela est inhérent au fait que αi est une invo-
lution et donc si αi(b) = b′ alors αi(b

′) = b. La Fig. 4.1 illustre cette notion de coutures
associées à un ensemble de brins.

Une nG-carte peut maintenant être décrite comme un ensemble de brins et un en-
semble de coutures. La suppression d’une couture (b, i, b′) et de son symétrique (b′, i, b)
dans une nG-carte est équivalent à rendre i-libre (découdre) les brins b et b′ (c’est-à-
dire remplacer αi(b) = b′ et αi(b

′) = b par αi(b) = b et αi(b
′) = b′). L’ajout d’une couture

(b, i, b′) et de son symétrique (b′, i, b) dans la nG-carte engendrera la i-couture de b et b′

(c’est-à-dire remplacera αi(b) = b et αi(b
′) = b′ par αi(b) = b′ et αi(b

′) = b).
Nous proposons de mesurer la similarité entre nG-cartes, par rapport à leur plus

grande sous-carte commune. De la même façon que la notion de plus grand sous-
graphe commun peut considérer des sous-graphes induits (conservant toutes les arêtes
entre les sommets des sous-graphes) ou des sous-graphes partiels (ne conservant pas
nécessairement toutes les arêtes), nous proposons de considérer 2 types de sous-
cartes : des sous-cartes induites par les brins (dites sous-cartes induites) et des sous-
cartes induites par les coutures (dites sous-cartes partielles). L’isomorphisme de sous-
carte introduit dans [DSd+11] et rappelé dans la section précédente (définition 24) cor-
respond en fait à ce que nous appellerons isomorphisme de sous-cartes induites dans
la suite. C’est dans l’objectif de mettre en évidence la différence entre les deux types
de sous-cartes (induites et partielles) que nous proposons une réécriture basée sur les
coutures. La sous-carte induite est une sous-carte qui, pour son sous-ensemble de brins
conserve la totalité des coutures les mettant en relation.

Définition 27 (Sous-carte induite)
G′ est une sous-carte induite de G si B′ ⊆ B et couturesG′(B′) = couturesG(B

′).

Définition 28 (Isomorphisme de sous-carte induite)
Il existe un isomorphisme de sous-carte induite de G′ vers G, noté G′ �i G s’il existe
une sous-carte induite de G qui est isomorphe à G′.

Notez que s’il existe un isomorphisme de sous-carte induite de G′ vers G, alors il
existe une injection f : B′ → B appelée fonction de sous-isomorphisme induit telle que
∀b′ ∈ B′ et ∀i ∈ [0, n] :
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(a) G (b) G′ (c) G′′

brin a’ b’ c’ d’ e’ f’ g’ h’ i’
f(brin) b c d e f l i j k
(d) fonction de sous-isomorphisme induite G′ → G

brin a” b” c” d” e” f” g” h” i” j” k” l” m” n”
f’(brin) a b c d f e i j k l n m h g

(e) fonction de sous-isomorphisme partiel G′′ → G

FIGURE 4.2 – Exemple de sous-carte induite et de sous-carte partielle. G′ �i G, et f est la fonction de
sous-isomorphisme induit mettant en relation les brins de G′ et les brins de G telle que toutes les coutures
soient conservées. G′′ �p G, et f ′ est la fonction de sous-isomorphisme partiel mettant en relation les
brins de G′′ avec les brins de G. Notez que les coutures (m, 1, l) et (l, 1,m) ne sont pas conservées : G′′

n’est pas une sous-carte induite de G.

– si b′ est i-cousu, alors f(α′
i(b

′)) = αi(f(b
′)) ;

– si b′ est i-libre, alors soit f(b′) est i-libre, soit f(b′) est i-cousu avec un brin qui n’est
pas apparié par f à un autre brin de B′, i.e., ∀bk ∈ B′, f(bk) �= αi(f(b

′)).
La Fig. 4.2 illustre le concept de sous-carte induite : G′ est isomorphe à une sous-

carte induite de G car il existe une fonction f mettant en relation les brins de G′ et les
brins de G telle que toutes leurs coutures soient conservées.

La définition d’une sous-carte induite ne considère pas une nG-carte à laquelle
nous avons simplement supprimé une couture comme sous-carte de la nG-carte ini-
tiale. Par exemple dans la Fig. 4.2 G′′�i� G alors que G′′ peut être rendue isomorphe
à G en 1-cousant les brins l′′ et j′′. Ces deux nG-cartes sont cependant très proches.
Dans un souci de flexibilité et de tolérance à l’erreur nous définissons un second type
de sous-carte pour laquelle toutes les coutures ne seront plus obligatoirement conser-
vées. Ce nouveau type de sous-carte est appelé sous-carte partielle, par analogie aux
sous-graphes partiels pour lesquels les arêtes ne sont pas obligatoirement conservées.

Définition 29 (Sous-carte partielle)
G′ est une sous-carte partielle de G si B′ ⊆ B et couturesG′(B′) ⊆ couturesG(B

′).

L’isomorphisme de sous-carte est étendu dans le cas partiel de manière directe.

Définition 30 (Isomorphisme de sous-carte partielle)
Il y a un isomorphisme de sous-carte partielle de G′ vers G, noté G′ �p G s’il existe une
sous-carte partielle de G qui est isomorphe à G′.

Notons que G′ �i G ⇒ G′ �p G que nous déduisons trivialement des définitions.
Nous pouvons aussi remarquer que si G′ �p G alors il existe une fonction injective f :
B′ → B, appelée fonction de sous-isomorphisme partiel, telle que ∀b′ ∈ B′ et ∀i ∈ [0, n] :
si b′ est i-cousu, alors f(α′

i(b
′)) = αi(f(b

′)).
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(a) G (b) G′ (c) G′′

Carte taille1,0 taille0,1 taille1,1 taille2,1 taille1,2
G 14 32 46 60 78
G′ 9 18 27 36 45
G′′ 14 30 44 58 74

(d) Exemples de tailles de nG-cartes

FIGURE 4.3 – Exemples d’instanciations de la taille paramétrée sur les trois 2G-cartes G, G′ et G′′. No-
tez que taille1,0(G) = taille1,0(G

′′) alors que G�� G′′. Pour les autres, la pondération permet de changer
l’importance des coutures par rapport aux brins.

Afin d’illustrer le concept de sous-cartes partielles, considérons les 2G-cartes de la
Fig. 4.2. Nous avons G′ �p G et G′ �p G′′ car G′ �i G et G′ �i G′′. Nous avons aussi
G′′ �p G. En effet, la suppression des coutures (m, 1, l) et (l, 1,m) de G modifie la 2G-
carte G en une 2G-carte isomorphe à G′′. Par contre G′′ n’est pas une sous-carte induite
de G car les involutions (m, 1, l) et (l, 1,m) ne sont pas retrouvées.

Tout au long du manuscrit, ∗ dénotera p ou i (i.e., ∗ ∈ {p, i}) de sorte que G′ �∗ G si-
gnifiera soit un isomorphisme de sous-carte induite (G′ �i G) ou soit un isomorphisme
de sous-carte partielle (G′ �p G).

4.2 Distance basée sur la plus grande sous-carte commune

Taille d’une nG-carte

La taille d’une nG-carte est une notion primordiale pour quantifier la partie com-
mune entre deux nG-cartes. Les nG-cartes étant composées de brins mis en relation
par des involutions, il semble normal de considérer une taille basée sur le nombre de
brins. Seulement, l’information contenue dans une nG-carte n’est pas seulement dé-
pendante de son nombre de brins, mais aussi de la façon dont ils sont cousus. Pour
cela, nous proposons une taille paramétrée permettant de pondérer l’importance des
brins par rapport aux coutures.

Définition 31 (Taille paramétrée d’une nG-carte)
Étant donné (ω1, ω2) ∈ R+2 tel que (ω1, ω2) �= (0, 0), la taille d’une nG-carte G est

tailleω1,ω2(G) = ω1.|B|+ ω2.|couturesG(B)|.
La Fig. 4.3 illustre différentes instanciations de cette taille paramétrée sur quelques

exemples : taille1,0(G) est égal à 14 le nombre de brins de G, et taille0,1(G) est égal à 32
le nombre de coutures de G. Notez que selon les valeurs choisies pour ω1 et ω2, nous
pouvons avoir 2 nG-cartes G1 et G2 non isomorphes, l’une étant sous-carte de l’autre,
mais pour lesquelles tailleω1,ω2(G1) = tailleω1,ω2(G2). C’est le cas par exemple pour les
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(a) G (b) G′ (c) G′′ (d) G′′′

FIGURE 4.4 – Exemples de plus grandes sous-cartes communes. G′′ est une plus grande sous-carte com-
mune induite de G et G′ quand ω1 = ω2 = 1, i.e., mcsi1,1(G,G′) � G′′, et taille1,1(G′′) = 6 + 8. G′′′ est
une plus grande sous-carte commune partielle de G et G′ quand ω1 = ω2 = 1, i.e., mcsp1,1(G,G′) � G′′′, et
taille1,1(G

′′′) = 8 + 12.

2G-cartes G et G′′ de la Fig. 4.3, quand ω2 = 0. Il convient donc d’utiliser une pondéra-
tion et un type de sous-carte adéquat en fonction de ce que nous souhaitons comparer.
Nous mettrons en évidence dans les définitions et les illustrations des futures distances,
différentes pondérations de taille.

Plus grande sous-carte commune

Nous pouvons maintenant définir la plus grande sous-carte commune à deux nG-
cartes.

Définition 32 (Plus grande sous-carte commune)
Soient (ω1, ω2) ∈ R+2 tel que (ω1, ω2) �= (0, 0), ∗ ∈ {i, p} et 2 nG-cartes G et G′. Une plus
grande sous-carte commune de G et G′, notée mcs∗ω1,ω2

(G,G′), est une nG-carte telle
que :

– mcs∗ω1,ω2
(G,G′) �∗ G ;

– mcs∗ω1,ω2
(G,G′) �∗ G′ ;

– tailleω1,ω2(mcs∗ω1,ω2
(G,G′)) est maximale, i.e. pour toute nG-carte G′′ telle que

G′′ �∗ G et G′′ �∗ G′, tailleω1,ω2(mcs∗ω1,ω2
(G,G′)) ≥ tailleω1,ω2(G

′′).

mcsiω1,ω2
(G,G′) est appelée une plus grande sous-carte commune induite, et

mcspω1,ω2(G,G′) une plus grande sous-carte commune partielle. Notez que cette plus
grande-sous carte commune n’est pas unique : il est tout à fait possible qu’il existe une
sous-carte commune ayant la même taille que mcsiω1,ω2

(G,G′).
La Fig. 4.4 donne quelques exemples de plus grandes sous-cartes communes.
Notez que de la définition nous déduisons directement que toute plus grande sous-

carte commune de G et G′ est également une plus grande sous-carte commune de G′

et G. L’écriture mcs∗ω1,ω2
(G,G′) est donc équivalente à mcs∗ω1,ω2

(G′, G).

Complexité du problème de recherche d’une plus grande sous-carte com-
mune

Nous avons donné dans la Section 3.2 la complexité du problème d’isomorphisme
de sous-carte induite : le problème de décider si G �i G′ est polynomial dans le cas
où G est connexe et NP -complet dans le cas où G n’est pas connexe. Ce résultat de
NP -complétude dans le cas où G n’est pas connexe s’étend directement au cas de l’iso-
morphisme de sous-carte partielle. La recherche de la plus grande sous-carte commune
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est donc un problème NP -difficile si on n’impose pas que la sous-carte commune soit
connexe (ce qui est le cas de la définition 32).

La complexité du problème de recherche de plus grande sous-carte commune dans
le cas où nous imposons que la plus grande-sous-carte commune soit connexe reste
ouvert : si nous n’avons pas trouvé d’algorithme polynomial pour résoudre ce problème
nous n’avons pas non plus trouvé de réduction permettant d’affirmer que le problème
est NP -complet.

Définition de la distance

Nous avons proposé une taille de nG-carte pour laquelle l’importance des brins et
des coutures peut être pondérée. La combinaison de cette taille et d’un type de sous-
carte (induite ou partielle) génère des plus grandes sous-cartes communes différentes.
Afin de préserver cette généricité nous définissons maintenant une distance paramé-
trable. Cette distance est inspirée de la distance de Bunke et Shearer dans [BS98] qui
est le rapport entre la taille du plus grand sous-graphe commun et la plus grande des
tailles des deux graphes. Dans le cas des nG-cartes, notre distance est définie comme le
rapport entre la taille de la plus grande partie commune et la taille de la plus grande des
deux nG-cartes. Elle est paramétrée par ω1 et ω2 qui pondèrent l’importance des brins
et des coutures et par le type de sous-carte (induit ou partiel).

Définition 33 (Distance dmcs paramétrée entre deux nG-cartes)
Soient (ω1, ω2) ∈ R+2 tel que (ω1, ω2) �= (0, 0) et ∗ ∈ {i, p}.
La distance dmcs entre G et G′ est définie par :

d∗,ω1,ω2
mcs (G,G′) = 1− tailleω1,ω2(mcs∗ω1,ω2

(G,G′))
max(tailleω1,ω2(G), tailleω1,ω2(G

′))

La Fig. 4.5 donne quelques exemples de distances. Pour le premier couple de 2G-
cartes G et G′, notez que la valeur de la distance reste proche de 0.3 quel que soit le
type de sous-carte considéré (induit ou partiel), et pour les différentes valeurs de ω1 et
ω2 considérées. Pour la seconde paire de 2G-cartes, notez deux résultats intéressants.
Tout d’abord, dp,1,0mcs (G′′, G′′′) = 0 sans pour autant que les 2G-cartes soient isomorphes.
Ce résultat montre que la distance ne permet pas de définir un espace métrique dans
le cas partiel quand ω1 = 1 et ω2 = 0. Ensuite, notez que les 2G-cartes sont très proches
(les deux faces ont juste été décousues), et pourtant la distance utilisant la sous-carte
induite reste élevée (0.17, 0.36 et 0.27), alors que la distance utilisant les sous-cartes par-
tielles qui prend en compte les coutures et les brins met mieux en évidence la proximité
des 2G-cartes (0.077).

Montrons que notre définition de distance permet de définir un espace métrique
quand ∗ = p et ω1 et ω2 sont non nuls ou quand ∗ = i et ω1 est non nul.
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(a) G

(b) G′

di,1,0mcs (G,G′) 0.3

di,0,1mcs (G,G′) 0.4

di,1,1mcs (G,G′) 0.367

dp,1,0mcs (G,G′) 0.2

dp,0,1mcs (G,G′) 0.3

dp,1,1mcs (G,G′) 0.267
(c) Distances

(d) G′′
(e) G′′′

di,1,0mcs (G′′, G′′′) 0.17

di,0,1mcs (G′′, G′′′) 0.357

di,1,1mcs (G′′, G′′′) 0.269

dp,1,0mcs (G′′, G′′′) 0

dp,0,1mcs (G′′, G′′′) 0.143

dp,1,1mcs (G′′, G′′′) 0.077
(f) Distances

FIGURE 4.5 – Illustration de distances entre deux paires de 2G-cartes G et G′ puis G′′ et G′′′. Entre G et
G′, quelques soient les paramètres utilisés la distance reste très stable (proche de 0.3). Entre G′′ et G′′′,
le fait de considérer la sous-carte partielle et de tenir compte des brins et des coutures pour la distance
représente mieux la proximité des deux 2G-cartes (0.077). Par contre le poids sur les coutures ne doit pas
être nul, sinon la distance entre les deux 2G-cartes est 0 sans pour autant qu’elles soient isomorphes.

Théorème 1
Soient ∗ ∈ {i, p}, ω1 ≥ 0, ω2 ≥ 0. La distance d∗,ω1,ω2

mcs est une métrique sur l’ensemble G
de toutes les nG-cartes si (∗ = p, ω1 �= 0 et ω2 �= 0) ou (∗ = i et ω1 �= 0).

Démonstration. Pour montrer que d∗,ω1,ω2
mcs est une métrique nous devons montrer les

trois propriétés suivantes :

1. Identité des indiscernables :
∀G1, G2 ∈ G, d∗,ω1,ω2

mcs (G1, G2) = 0 ssi G1 et G2 sont isomorphes ;

2. Symétrie :
∀G1, G2 ∈ G, d∗,ω1,ω2

mcs (G1, G2) = d∗,ω1,ω2
mcs (G2, G1) ;

3. Inégalité triangulaire :
∀G1, G2, G3 ∈ G, d∗,ω1,ω2

mcs (G1, G3) ≤ d∗,ω1,ω2
mcs (G1, G2) + d∗,ω1,ω2

mcs (G2, G3).

La propriété 2 est une conséquence directe de la définition 33.

Preuve de la propriété 1 Supposons d∗,ω1,ω2
mcs = 0. En utilisant la définition 33 nous

obtenons : tailleω1,ω2(mcs∗ω1,ω2
(G1, G2)) = max(tailleω1,ω2(G1), tailleω1,ω2(G2)). Avec la

définition 32 nous savons aussi que mcs∗ω1,ω2
(G1, G2) �∗ G1 et que mcs∗ω1,ω2

(G1, G2) �∗

G2. Il suit que tailleω1,ω2(mcs∗ω1,ω2
(G1, G2)) = tailleω1,ω2(G1) = tailleω1,ω2(G2).

mcs∗ω1,ω2
(G1, G2) �∗ G1 et mcs∗ω1,ω2

(G1, G2) �∗ G2 donc il existe une injection entre
mcs∗ω1,ω2

(G1, G2) et une sous-carte de G1 et aussi une injection de mcs∗ω1,ω2
(G1, G2) vers

une sous-carte de G2. De plus nous avons montré que les tailles sont égales, et comme
mcs∗ω1,ω2

(G1, G2) �∗ G1 et mcs∗ω1,ω2
(G1, G2) �∗ G2, nous en déduisons que les brins
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et les coutures de mcs∗ω1,ω2
(G1, G2) sont aussi présents dans G1 et dans G2. En consé-

quence, les deux injections sont des bijections. Donc, il existe une bijection de G1 vers
G2 qui conserve tous les brins et toutes les coutures. Finalement de la définition 23 il
suit que les nG-cartes sont isomorphes.

Preuve de la propriété 3 Pour des raisons de lisibilité, nous noterons mij =
mcs∗ω1,ω2

(Gi, Gj), tailleω1,ω2(G) = taille(G) et Sij = max(taille(Gi), taille(Gj)), et nous
montrons la propriété 3 en considérant séparément les deux cas suivants :

(Cas 1) : d∗,ω1,ω2
mcs (G1, G2) + d∗,ω1,ω2

mcs (G2, G3) ≥ 1.
Dans ce cas, l’inégalité triangulaire est montrée de façon triviale car d∗,ω1,ω2

mcs (G1, G3) ≤ 1.
(Cas 2) : d∗,ω1,ω2

mcs (G1, G2) + d∗,ω1,ω2
mcs (G2, G3) < 1.

Ici, montrons tout d’abord qu’il existe au moins une partie commune de G2 qui appar-
tient à m12 et m23, i.e.,

taille(G2) < taille(m12) + taille(m23) (4.1)

Cette inéquation peut être prouvée en considérant toutes les relations d’ordre possibles
entre les tailles des 3 nG-cartes.
Cas(a) : Si taille(G1) ≥ taille(G3) ≥ taille(G2), alors :
(Cas 2)⇔ 1− taille(m12)

taille(G1)
+ 1− taille(m23)

taille(G3)
< 1 (avec définition 33, et aussi S12 = taille(G1)

et S23 = taille(G3))
⇔ taille(G3) <

taille(G3)
taille(G1)

taille(m12) + taille(m23) (en multipliant par taille(G3))

⇒ taille(G3) < taille(m12) + taille(m23) (car taille(G3)
taille(G1)

≤ 1)
⇒ taille(G2) < taille(m12) + taille(m23) (car taille(G3) ≥ taille(G2)).

Cas(b) : Si taille(G1) ≥ taille(G2) ≥ taille(G3), alors :
(Cas 2)⇔ 1− taille(m12)

taille(G1)
+ 1− taille(m23)

taille(G2)
< 1 (avec définition 33, et aussi S12 = taille(G1)

et S23 = taille(G2))
⇔ taille(G2) <

taille(G2)
taille(G1)

taille(m12) + taille(m23) (en multipliant par taille(G2))

⇒ taille(G2) < taille(m12) + taille(m23) (car taille(G2)
taille(G1)

< 1).

Cas(c) : Si taille(G2) ≥ taille(G1) ≥ taille(G3), alors :
(Cas 2)⇔ 1− taille(m12)

taille(G2)
+ 1− taille(m23)

taille(G2)
< 1 (avec définition 33, et aussi S12 = taille(G2)

et S23 = taille(G2))
⇔ taille(G2) < taille(m12) + taille(m23) (en multipliant par taille(G2))

Les trois autres cas sont déduits de la propriété 2 car d∗,ω1,ω2
mcs (G1, G3) =

d∗,ω1,ω2
mcs (G3, G1). Ineq. (4.1) montre que la somme des tailles de deux sous-cartes com-

munes m12 et m23 est toujours strictement supérieure à la taille de G2. Il y a donc au
moins une partie commune dénotée Gc qui appartient à la fois à m12 et m23. On veut
maintenant montrer que cette partie commune est plus petite que la plus grande sous-
carte commune entre m12 et m23 (i.e. m123), et que cette dernière est plus petite que
m13.

taille(m13) ≥ taille(m123) ≥ taille(Gc) > 0 (4.2)

taille(m13) ≥ taille(m123) est déduit trivialement de la définition de sous-carte défi-
nition 24. Nous savons (4.1) que 0 < taille(m12) + taille(m23)− taille(G2).

Notons No = ω1 · Bo + ω2 · Co la taille de la partie de la nG-carte de G2 n’étant ni
dans m12 ni dans m23, avec Bo étant le nombre de brins et Co le nombre de coutures.
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Notez que l’ensemble des brins et coutures de la partie de la nG-carte de G2 n’étant ni
dans m12 ni dans m23 n’est pas obligatoirement une nG-carte. C’est pourquoi nous ne
considérons que sa taille No

Alors
taille(G2) = taille(m12)+taille(m23)−taille(Gc)+No donc taille(Gc) = taille(m12)+

taille(m23)− taille(G2) +No

Sachant que No ≥ 0 nous en déduisons :

taille(Gc) ≥ taille(m12) + taille(m23)− taille(G2) (4.3)

Or, Gc est commune à m12 et m23, donc taille(mm12,m23) ≥ tailleGc.
Enfin en combinant le fait que taille(mm12,m23) ≥ tailleGc, taille(m13) ≥ taille(m123) et
que 0 < taille(m12) + taille(m23)− taille(G2) on obtient (4.2).

En conséquence, la nG-cartemcs∗ω1,ω2
(m12,m23) est une sous-carte commune deG1,

G2, et G3 dont la taille est supérieure ou égale à taille(m12) + taille(m23) − taille(G2).
Cette nG-carte donne une borne minimale sur la taille de la plus grande sous-carte
commune de G1 et G3, i.e.,

taille(m13) ≥ taille(m12) + taille(m23)− taille(G2) (4.4)

Utilisons cette borne pour montrer que l’inégalité triangulaire est vérifiée. En déve-
loppant la propriété 3 conformément à la définition 33, nous obtenons :

d∗,ω1,ω2
mcs (G1, G3) ≤ d∗,ω1,ω2

mcs (G1, G2) + d∗,ω1,ω2
mcs (G2, G3)

⇔ 1− taille(m13)

S13
≤ 1− taille(m12)

S12
+ 1− taille(m23)

S23

⇔ taille(m13) ≥ S13

S12
taille(m12) +

S13

S23
taille(m23)− S13 (4.5)

Montrons (4.5) en considérant toutes les relations d’ordre entre les tailles de nG-cartes :

(Cas 2.1) : taille(G1) ≥ taille(G2) ≥ taille(G3) on a S13 = taille(G1), S12 =
taille(G1), S23 = taille(G2). Ineq. (4.5) devient taille(m13) ≥ taille(m12) +
taille(G1)
taille(G2)

taille(m23) − taille(G1). Comme taille(m13) ≥ taille(m12) + taille(m23) −
taille(G2) (Ineq. (4.4)), nous devons montrer que taille(m23) − taille(G2) ≥
taille(G1)
taille(G2)

taille(m23) − taille(G1), i.e., taille(m23) ≤ taille(G2) (car taille(G2) −
taille(G1) < 0). C’est une conséquence directe de la définition 33.

(Cas 2.2) : taille(G2) ≥ taille(G1) ≥ taille(G3) donc S13 = taille(G1), S12 =

taille(G2), S23 = taille(G2). Ineq. (4.5) devient taille(m13) ≥ taille(G1)
taille(G2)

taille(m12) +
taille(G1)
taille(G2)

taille(m23) − taille(G1). Comme taille(G1)
taille(G2)

≤ 1, Ineq. (4.4) implique que

taille(m13) ≥ taille(G1)
taille(G2)

(taille(m12) + taille(m23) − taille(G2). En conséquence,
Ineq. (4.5) est vérifiée.

(Cas 2.3) : taille(G1) ≥ taille(G3) ≥ taille(G2) on a donc S13 = taille(G1), S12 =
taille(G1), S23 = taille(G3). Ineq. (4.5) devient taille(m13) ≥ taille(m12) +
taille(G1)
taille(G3)

taille(m23) − taille(G1). Comme taille(m13) ≥ taille(m12) + taille(m23) −
taille(G2) (Ineq. (4.4)), nous devons montrer que taille(m23) − taille(G2) ≥
taille(G1)
taille(G3)

taille(m23) − taille(G1), i.e., taille(m23) ≤ taille(G3)
taille(G2)−taille(G1)
taille(G3)−taille(G1)

(car
taille(G3) − taille(G1) < 0). Cette inégalité est vérifiée en utilisant définition 32
car taille(G2)−taille(G1)

taille(G3)−taille(G1)
≥ 1.
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Les trois autres cas peuvent être obtenus en inversant G1 et G3 car d∗,ω1,ω2
mcs (G1, G3) =

d∗,ω1,ω2
mcs (G3, G1).

4.3 Distance d’édition entre nG-cartes

Nous avons présenté dans la Section 2.3, la distance d’édition entre graphes. Cette
distance permet de comparer les graphes en évaluant le coût des modifications (ajouts,
suppressions et substitutions de sommets et d’arêtes) nécessaires pour modifier un
graphe en un autre : plus le coût est faible plus les graphes sont proches.

Opérations d’édition

Nous définissons ici un équivalent de cette distance dans le cas des nG-cartes. Nous
considérons dans un premier temps des cartes généralisées non étiquetées, pour les-
quelles les seules opérations d’édition considérées sont l’insertion et la suppression de
brins et de coutures. Nous définirons ensuite, en Section 4.5, la notion de carte éti-
quetée, et nous étendrons notre distance d’édition à ces nG-cartes en introduisant des
opérations de substitution. Pour cela, il faut tout d’abord définir l’ensemble des modifi-
cations considérées pour modifier une nG-carte en une autre. Ces modifications seront
des opérations d’édition.

Définition 34 (Opération d’édition)
Une opération d’édition δ est une opération modifiant une nG-carte G en une nG-carte
δ(G).

Nous proposons quatre opérations, deux étant basées sur les brins, et les deux autres
sur les coutures. Nous utilisons par la suite uniquement des opérations menant tou-
jours à des nG-cartes "valides", c’est-à-dire respectant les contraintes (2) et (3) de la
définition 16. En particulier, une couture (b, i, b′) ne peut être ajoutée (resp. supprimée)
sans ajouter (resp. supprimer) la couture (b′, i, b).

L’opération delE supprime un ensemble de brins E et i-découd tous les brins non
supprimés qui étaient i-cousus avec un brin supprimé.

Opération (delE)
Soient G = (B,α0, . . . , αn) une nG-carte et E ⊆ B un sous ensemble de brins.
delE(G) = (B′, α′

0, . . . , α
′
n) avec B′ = B \ E et ∀b′ ∈ B′, ∀i ∈ [0, n] :

– si αi(b
′) ∈ B′, alors α′

i(b
′) = αi(b

′) ;
– sinon α′

i(b
′) = b′.

L’opération addE,F est l’opération inverse. Elle ajoute un nouvel ensemble de brins
E et un nouvel ensemble de coutures F . Les coutures ajoutées peuvent coudre à la fois
des brins de E entre eux, mais aussi des brins de E avec d’autres brins de G.

Opération (addE,F )
SoientG = (B,α0, . . . , αn)unenG-carte,E un ensemble de brins isolés tel queE∩B = ∅
et F un ensemble de coutures tel que ∀(b1, i, b2) ∈ F , {b1, b2} ∩ E �= ∅ et αi(b1) = b1 et
αi(b2) = b2.
addE,F (G) = (B′, α′

0, . . . , α
′
n) avec B′ = B ∪ E et ∀b′ ∈ B′, ∀i ∈ [0, n] :

– si ∃(b′, i, b′′) ∈ F : α′
i(b

′) = b′′ ;
– sinon si b′ ∈ E : α′

i(b
′) = b′ ;

– sinon α′
i(b

′) = αi(b
′).
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L’opération sewF ajoute un nouvel ensemble de coutures F .

Opération (sewF )
Soient G = (B,α0, . . . , αn) une nG-carte et F un ensemble de coutures tel que
∀(b1, i, b2) ∈ F, αi(b1) = b1 et αi(b2) = b2. sewF (G) = (B,α′

0, . . . , α
′
n) avec ∀i ∈ [0, n], ∀b′ ∈

B :
– si ∃(b′, i, b′′) ∈ F alors α′

i(b
′) = b′′ ;

– sinon α′
i(b

′) = αi(b
′).

Enfin l’opération unsewF supprime un ensemble de coutures F .

Opération (unsewF )
Soient G = (B,α0, . . . , αn) une nG-carte et F ⊆ couturesG(B) un ensemble de coutures.
unsewF (G) = (B,α′

0, . . . , α
′
n) avec ∀i ∈ [0, n], ∀b′ ∈ B :

– si ∃(b′, i, b′′) ∈ F alors α′
i(b

′) = b′ ;
– sinon α′

i(b
′) = αi(b

′).

La Fig. 4.6 illustre les quatre opérations.

Chemin d’édition et distance d’édition

Définissons maintenant un chemin d’édition comme une séquence de ces opéra-
tions d’édition qui modifie une nG-carte en une autre nG-carte.

Définition 35 (Chemin d’édition)
Soit Δ =< δ1, . . . , δk > une séquence de k opérations d’édition. Δ est un chemin d’édi-
tion pour G si δk(δk−1(. . . (δ1(G)))), noté Δ(G), est une nG-carte.

SoitΔun chemin d’édition et δ une opération d’édition. Nous utiliserons l’opérateur
∈ pour dénoter l’appartenance de δ à Δ, i.e., δ ∈ Δ ssi δ est une opération d’édition du
chemin Δ.

Notez que la validité d’un chemin dépend de la nG-carte sur laquelle il est appliqué.
Par exemple, l’opération de suppression du brin h dans la 2G-carte G1 de l’exemple
Fig. 4.7 n’est pas valide, au sens où elle ne transforme pas G1 en une 2G-carte valide.
Ainsi, les opérations et chemins d’éditions sont toujours associés à une nG-carte et
doivent toujours mener à une nG-carte qui respecte les contraintes de validité (2) et
(3) de la définition 16.

L’opération de concaténation des chemins d’édition permet de rassembler les opé-
rations de deux chemins au sein d’un même chemin.

Définition 36 (Concaténation de chemins d’édition)
Soient Δ1 =< δ11 , . . . , δ

1
k > un chemin d’édition sur G et Δ2 =< δ21 , . . . , δ

2
l > un

chemin d’édition sur Δ1(G). La concaténation des deux chemins Δ1 et Δ2 est défi-
nie par Δ1 · Δ2 =< δ11 , . . . , δ

1
k, δ

2
1 , . . . , δ

2
l > et modifie la nG-carte G en la nG-carte

Δ1.Δ2(G) = Δ2(Δ1(G)).

Remarquez que Δ1 ·Δ2(G) est un chemin d’édition car Δ1 ·Δ2(G) est une nG-carte.
La Fig. 4.7 illustre les chemins d’édition. Dans cet exemple, la concaténation des deux
chemins d’édition ΔG1→G2 · ΔG2→G3 permet de modifier G1 en G3 en passant par G2.
ΔG1→G3 décrit un second chemin d’édition pour transformer la nG-carte G1 en G3 sans
passer par la 2G-carte G2. Notez que si l’on considère le nombre d’opérations réalisées,
le chemin ΔG1→G3 est plus court que le chemin ΔG1→G2 ·ΔG1→G2 .
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G2 = δ1(G1) avec δ1 = {unsewF1} et

F1 = {(a, 0, h), (h, 0, a), (d, 2, i), (i, 2, d), (e, 2, j), (j, 2, e)}

G3 = δ2(G2) avec δ2 = {delE2} et

E2 = {b, c, l, h}

G4 = δ3(G3) avec δ3 = {addE3,F3} et

E3 = {b, c, l, h}, F3 = {(h, 0, a), (a, 0, h), (h, 1, g), (g, 1, h)}

G1 = δ4(G1) avec δ4 = {sewF4} et

F4 = {(c, 0, b), (b, 0, c), (k, 0, l), (l, 0, k), (a, 1, b), (b, 1, a), (c, 1, d), (d, 1, c),
(m, 1, l), (l, 1,m), (d, 2, i), (i, 2, d), (e, 2, j), (j, 2, e)}

FIGURE 4.6 – Exemples d’opérations δ1, δ2, δ3, δ4,appliquées successivement sur une 2G-carte. δ1 découd
les brins a et h ainsi que les deux faces, δ2 supprime les brins {b, c, l, h}, δ3 ajoute des brins ainsi que
certaines involutions, et enfin δ4 recoud les involutions restantes.
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(a) G1 (b) G2 (c) G3

ΔG1→G2 =< del{a,f,g,h,i,j} >

ΔG2→G3 =< add{o,p}{(b,0,o),(o,0,b),(e,0,p),(p,0,e),(n,1,o),(o,1,n),(k,1,p),(p,1,k)} >

ΔG1→G3 =< del{g,h,i,j}, sew{(a,1,n),(n,1,a),(f,1,k),(k,1,f)} >

FIGURE 4.7 – ΔG1→G2 , ΔG2→G3 et ΔG1→G3 sont trois chemins d’édition. Le premier nommé ΔG1→G2

explicite les opérations permettant de transformer la 2G-carte G1 en G2, en supprimant les brins
{a, f, g, h, i, j} ainsi que la totalité des coutures associées. Le chemin ΔG2→G3 donne les opérations per-
mettant de modifier la 2G-carte G2 pour obtenir G3 en ajoutant les brins o et p. Enfin ΔG1→G3 décrit une
autre solution pour transformer G1 en une carte isomorphe à G3 sans passer par G2.

La distance d’édition est définie comme le coût du plus court chemin d’édition exis-
tant entre deux nG-cartes. Le coût de ce chemin est calculé en utilisant une fonction
établissant un coût pour chaque opération.

Définition 37 (Distance d’édition entre nG-cartes)
Soit c une fonction qui associe à chaque opération δ un coût c(δ) ∈ R+. Nous no-
tons c(Δ) la somme des coûts des opérations impliquées par le chemin d’édition Δ,
i.e. c(Δ) =

∑
δi∈Δ(c(δi)).

La distance d’édition entre G et G′ est définie par dced(G,G′) = min
Δ∈D

(c(Δ)), oùD est l’en-

semble des chemins d’édition transformant G et G′.

Considérons par exemple les 2G-cartes de la Fig. 4.7, et la fonction de coût telle que
le coût d’ajout ou de suppression d’un brin ou d’une couture soit de 1 :

– c(delE) = |E|+ |{(b1, i, b2) ∈ couturesG(B), b1 ∈ E ou b2 ∈ E}|. Le coût associé à la
suppression de brins est donc égal au nombre de brins et de coutures supprimés ;

– c(addE,F ) = |E|+|F |. Le coût associé à l’ajout de brins est égal au nombre de brins
et de coutures ajoutées ;

– c(sewF ) = c(unsewF ) = |F |. Le coût associé aux coutures et découtures est égal
au nombre de coutures ajoutées/supprimées.

Alors, dans la Fig. 4.7, dced(G1, G2) est égal à 26 et correspond aux 6 brins supprimés et
aux 20 coutures impactées, dced(G2, G3) est égal à 10 et correspond aux 2 brins et aux 8
coutures ajoutés. Enfin, dced(G1, G3) est égal à 24 et correspond aux 4 brins supprimés et
leurs 16 coutures, ainsi que les 4 coutures ajoutées.

4.4 Relation entre dmcs et ded

Dans le cas des graphes, Bunke met en évidence dans [Bun97] un lien entre la dis-
tance d’édition de graphes et le plus grand sous-graphe commun. En effet, il montre
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(a) G (b) G′

b b’ c’ d’ e’ f’ i’ j’ k’ l’
f(b) b c d e f i j k l

(c) fonction de sous-isomorphisme induit G′ → G

iΔG→G′
f =< del{a,g,h,m,n} >

iΔG′→G
f =< add{a′,g′,h′,m′,n′},F >

Avec F = {(g′, 0, h′), (h′, 0, g′), (n′, 0,m′), (m′, 0, n′), (b′, 0, a′), (a′, 0, b′), (g′, 1, f ′)
(f ′, 1, g′), (h′, 1, a′), (a′, 1, h′), (n′, 1, i′), (i′, 1, n′), (m′, 1, l′), (l′, 1,m′)}

FIGURE 4.8 – Exemple de sous-carte induite G′ et de sa fonction de sous-isomorphisme induite f . iΔG→G′
f

représente la suite d’opérations modifiant G en une 2G-carte isomorphe à G′ et iΔG′→G
f l’opération in-

verse modifiant G′ en une 2G-carte isomorphe à G.

que la distance d’édition est calculable (avec certains coûts) si nous connaissons le plus
grand sous-graphe commun. Elle est égale au coût du chemin d’édition modifiant le
premier graphe vers le plus grand sous-graphe commun puis modifiant le plus grand
sous-graphe commun vers le second graphe. Nous allons ici mettre en évidence un lien
similaire entre la distance d’édition denG-cartes et la plus grande sous-carte commune.
Tout d’abord, nous proposons de construire un chemin d’édition à partir d’une sous-
carte commune. Puis nous montrons que le coût de ce chemin d’édition est minimum
et par conséquent que son coût est égale à la distance d’édition.

Définition 38 (Chemin d’édition associé à une fonction de sous-isomorphisme induit)
Soient G et G′ deux nG-cartes telles que G �i G′, et soit f : B → B′ la fonction de
sous-isomorphisme associée. Sans perte de généralité, nous supposons B ∩ B′ = ∅.
Soit E l’ensemble des brins qui ne sont pas appariés par f , i.e., E = {b′ ∈ B′|�b ∈
B, f(b) = b′} et soit F l’ensemble des coutures entre les brins ajoutés et les brins de G,
i.e., F = {(b′1, i, b′2) ∈ couturesG′(B ′)|b ′1 ∈ E ou b′2 ∈ E}. Nous définissons les chemins
d’édition associés à la fonction de sous-isomorphisme induit comme suit :

– iΔG′→G
f =< delE >

– iΔG→G′
f =< addE,F >

iΔG′→G
f (G′) supprime tous les brins qui ne sont pas appariés par f ainsi que les cou-

tures associées. La fonction f étant la fonction de sous-isomorphisme induit, elle appa-
rie les brins faisant partie de la sous-carte induite. Par définition de la fonction de sous-
isomorphisme, toutes les coutures entre deux brins appariés sont conservées. Donc,

42



CHAPITRE 4. DÉFINITION DE DISTANCES ENTRE CARTES GÉNÉRALISÉES

(a) G (b) G′′

b a” b” c” d” e” f” g” h” i” j” k” l” m” n”
f’(b) a b c d e f g h i j k l m n

(c) fonction de sous-isomorphisme partiel G′′ → G

pΔG→G′′
f =< unsew{(m,1,l)(l,1,m)} >

pΔG′′→G
f =< sew{(m′′,1,l′′)(l′′,1,m′′)} >

FIGURE 4.9 – Exemple de sous-carte partielle G′′ et de sa fonction de sous-isomorphisme partielle f .
pΔG→G′′

f représente la suite d’opérations modifiant G en une 2G-carte isomorphe à G′′ et pΔG′′→G
f l’opé-

ration inverse modifiant G′′ en une 2G-carte isomorphe à G.

iΔG′→G
f (G′) modifie G′ en une nG-carte isomorphe à G. Symétriquement, iΔG→G′

f est

l’opération inverse, et modifie la nG-carte G de telle sorte à ce que iΔG→G′
f (G) soit

une nG-carte isomorphe à G′. La Fig. 4.8 illustre les opérations déduites du sous-
isomorphisme induit f .

Montrons que la concaténation des chemins d’édition associés à la fonction de
sous-isomorphisme induit décrivant la plus grande sous-carte commune induite est
le chemin de coût minimal pour la distance d’édition pour des coûts particuliers. Nous
définissons un ensemble de coût particulier noté ciω1,ω2

n’autorisant que les opérations
sur les brins (add et del).

– Soient G une nG-carte et E ⊆ B un ensemble de brins. ciω1,ω2
(delE) =

ciω1,ω2
(addE,F ) = ω1.|E|+ ω2.|{(d1, i, d2) ∈ couturesG(D

′), d1 ∈ E où d2 ∈ E}|) ;
– Soient G une nG-carte, E un ensemble de brins tels que B ∩ E = ∅ et F un

ensemble de coutures sur B ∪ E associant un brin de B avec un brin de E.
ciω1,ω2

(sewF ) = ciω1,ω2
(unsewF ) = +∞.

Proposition 1
Soient ω1 ∈ R+∗, G et G′ deux nG-cartes, G′′ = mcsiω1,0

(G,G′) = (B′′, α′′
0, . . . , α

′′
n), et

f : B′′ → B (resp. f ′ : B′′ → B′) un isomorphisme de sous-carte induit associé à la
relation de sous-isomorphisme G′′ �i G (resp. G′′ �i G′).

Nous avons d
ci1,0
ed (G,G′) =

∑
δ∈iΔG→G′′

f ·iΔG′′→G′
f ′

(ci1,0(δ)).

Démonstration. Nous noterons c = ci1,0 pour des raisons de lisibilité dans la suite de la

preuve. Conformément à la définition 38, iΔG→G′′
f ·iΔG′′→G′

f ′ est un chemin d’édition qui
transforme G en G′ en passant par la nG-carte G′′, qui est une plus grande sous-carte
commune induite de G et de G′. Pour prouver que le coût de ce chemin d’édition est
égal à la distance d’édition, nous devons prouver qu’il est minimum.

Supposons qu’il existe un chemin d’édition Δ2 tel que c(Δ2) < c(iΔG→G′′
f ·iΔG′′→G′

f ′ ).
Δ2 est une combinaison de suppressions delBr0 , . . . delBrn et d’insertions addBa0,S0 , . . .
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addBan,Sn telle que Δ2(G) � G′. Notez qu’un brin ne peut pas appartenir à deux
opérations, sinon le brin est impliqué dans une insertion et une suppression. Cela
impliquerait qu’il est possible de supprimer le brin des deux opérations et obtenir
ainsi un meilleur coût. Il en suit que ∀Bi, B

′
i ∈ {Br0, . . . Brn, Ba0, . . . , Ban}, Bi �=

B′
i ⇒ Bi ∩ B′

i = ∅. Cette observation nous permet de réorganiser les opéra-
tions de Δ2 en commençant par les suppressions suivies des insertions : Δ2 =<
delBr0 , . . . delBrn , addBa0,S0 , . . . addBan,Sn >. Nous pouvons alors réécrire les opérations
de suppressions en une unique opération, et de même pour les opérations d’insertions
tel que : Δ2 =< delB′

r
, addB′

a,S
′ >, avec B′

r = Br0 ∪ . . . ∪ Brn, B′
a = Ba0 ∪ . . . ∪ Ban et

S′ = S0 ∪ . . . ∪ Sn.
Notez que lanG-carte delB′

r
(G) est unenG-carte composée de brins appartenant àG

et aussi à G′ et conservant les coutures. Par déduction delB′
r
(G) �i G et delB′

r
(G) �i G′.

Considérons les deux parties du chemin d’édition séparément. Si nous avons
c(delB′

r
) < c(ΔG→G′′

f ) alors tailleω1,0(delB′
r
(G)) > tailleω1,0(G

′′). Autrement dit il existe
une nG-carte plus grande que G′′ étant une sous-carte de G et de G′, ce qui contre-
dit la définition de plus grande sous-carte commune. De l’autre côté si c(addBa′,S′) <
c(ΔG′′→G′

f ′ ) nous pouvons étudier l’opération inverse de addB′
a,S

′ qui supprimerait les
brins de G′ pour obtenir une sous-carte commune à G et à G′. Ce qui contredit
aussi la définition de la plus grande sous-carte commune car cela impliquerait que
tailleω1,0(delB′

a
(G′)) > tailleω1,0(G

′′) et en conséquence il existerait une sous-carte com-
mune de G et G′ plus grande que la plus grande-sous-carte commune ce serait G′′.
Nous en déduisons que c(delB′

r
) ≥ c(iΔG→G′′

f ) et c(addBa′n,S′
n
) ≥ c(iΔG′′→G′

f ′ ) alors

c(Δ2) ≥ c(iΔG→G′′
f · iΔG′′→G′

f ′ ).

La Prop. 1 permet de déduire qu’il est possible de calculer la suite d’opérations in-
duisant le coût optimal pour la distance d’édition à partir de la plus grande sous-carte
induite. Dans le cas partiel, bien que les opérations associées à la fonction de sous-
isomorphisme partiel soient différentes, un résultat similaire est obtenu.

Définition 39 (Chemin d’édition associé à une fonction de sous-isomorphisme partiel)
Soient G et G′ deux nG-cartes telles que G �p G′, et soit f : B → B′ une fonction
de sous-isomorphisme partiel. Sans perte de généralité, nous supposons B ∩ B′ = ∅.
Soit F l’ensemble des coutures modifiées entre deux brins de G, i.e., F = {(b1, i, b2) ∈
couturesG′(B′)|(b1, i, b2) /∈ couturesG′(B)} et soit E l’ensemble des brins isolés insérés
ou supprimés, i.e., E = {b′ ∈ B′|�b ∈ B, f(b) = b′}.

Nous définissons les chemins d’éditions associés à la fonction de sous-
isomorphisme partiel comme suit :

– pΔG′→G
f =< unsewF , delE >

– pΔG→G′
f =< addE,∅, sewF >

pΔG′→G
f découd les coutures non conservées et supprime tous les brins qui ne sont

pas appariés par f ainsi que les coutures associées. La fonction f étant la fonction de
sous-isomorphisme partiel elle apparie les brins faisant partie de la sous-carte par-
tielle. Tous les brins et les coutures non conservés par la fonction f sont supprimés
par les opérations del et unsew. Donc, pΔG′→G

f (G′) est une nG-carte isomorphe à G.

Symétriquement, pΔG→G′
f est l’opération inverse, et modifie la nG-carte G en ajoutant

les brins et les coutures n’existant pas dans la sous-carte de telle sorte que pΔG→G′
f (G)

soit une nG-carte isomorphe à G′. La Fig. 4.9 illustre les opérations déduites du sous-
isomorphisme partiel f ′.
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Montrons que la concaténation des chemins d’édition associés à la fonction de
sous-isomorphisme partiel décrivant la plus grande sous-carte commune partielle est
le chemin de coût minimal pour la distance d’édition pour des coûts particuliers.

Pour cela nous considérons une fonction de coût particulière, notée cp.

– Soient G une nG-carte et E ⊆ B un ensemble de brins. cpω1,ω2(delE) = ω1.|E| +
ω2.|{(d1, i, d2) ∈ couturesG(B), d1 ∈ E ou d2 ∈ E}|) ;

– Soient G une nG-carte, E un ensemble de brins tels que B ∩ E = ∅ et F un
ensemble de coutures sur B ∪ E associant un brin de B avec un brin de E.
cpω1,ω2(addE,F ) = ω1.|E|+ ω2.|F | ;

– Soient G une nG-carte, F un ensemble de coutures sur B. cpω1,ω2(sewF ) =
cpω1,ω2(unsewF ) = ω2.|F |.

Proposition 2
Soient ω1, ω2 dans R+∗, G′′ = mcspω1,ω2(G,G′) = (B′′, α′′

0, . . . , α
′′
n), et f : B′′ → B

(resp. f ′ : B′′ → B′) une fonction de sous-isomorphisme partiel associée à la re-

lation de sous-isomorphisme G′′ �p G (resp. G′′ �p G′). Nous avons d
cp1,1
ed (G,G′) =∑

δj∈pΔG→G′′
f ·pΔG′′→G′

f ′
(cp1,1(δj)).

Démonstration. Nous noterons c = cp1,1 pour des raisons de lisibilité dans la suite
de la preuve. Supposons qu’il existe un chemin d’édition Δ2 tel que c(Δ2) <
c(iΔG→G′′

f · iΔG′′→G′
f ′ ). Δ2 est une combinaison de suppressions delBr1 , . . . delBrk1 , d’in-

sertions addBa1,Sa1 , . . . addBak2,Sak2 , de décousures unsewSr1 , . . . unsewSrk3 , et de cou-
tures sewSi1 , . . . sewSik4 telle que Δ2(G) � G′. Des coûts de c, nous en déduisons
que c(addE,F ) = c(addE,∅) + c(sewF ) et c(delF ) = c(unsewSF ) + c(delF ) où SF

est l’ensemble des coutures de G impliquant les brins de F . Le coût de l’opéra-
tion d’ajout d’un brin et de ses coutures est identique aux deux opérations effec-
tuant d’abord l’ajout du brin isolé puis de l’opération de couture. Ainsi, il est pos-
sible de dissocier les opérations d’ajouts de brins et de leurs coutures en deux opé-
rations : une ajoutant le brin isolé et une effectuant les coutures. Symétriquement
il est possible de dissocier l’opération de suppression d’un brin et des coutures as-
sociées en une opération de décousure des coutures associées puis en une opéra-
tion de suppression du brin isolé. Notons Sd1 . . . Sdk1 l’ensemble des coutures as-
sociées aux opérations delBr1 , . . . delBrk1 . Ainsi, le chemin d’édition peut-être réécrit
comme un ensemble de suppressions de brins delBr1 , . . . delBrk1 , d’insertions de brins
addBa1,∅, . . . addBak2,∅, de coutures sewSi1 , . . . sewSik4 , sewSa1 . . . sewSak2 et de décou-
sures unsewSr1 , . . . unsewSrk3 , unsewSd1 . . . unsewSdk1 .

Notez qu’un brin ne peut pas appartenir à la fois à une opération add et à une opé-
ration del, sinon le brin est supprimé après avoir été inséré dans une opération précé-
dente. Cela veut dire qu’il est possible de supprimer le brin des deux opérations et ré-
duire le nombre d’opérations pour obtenir un chemin d’édition ayant un meilleur coût.
De la même manière, une couture ne peut être présente dans deux opérations sew et
unsew.

Il en suit que ∀Bi, B
′
i ∈ {Br1, . . . Brk1, Ba1, . . . , Bak2}, Bi �= B′

i ⇒ Bi ∩B′
i = ∅ et que

∀Si, S
′
i ∈ {Sd1, . . . Sdk1, Sr1, . . . , Srk3, Si1, . . . , Sik4, Sa1, . . . , Sak2}, Si �= S′

i ⇒ Si ∩ S′
i =

∅.

Cette observation nous permet de réorganiser les opérations de Δ2 en commençant
par les décousures, suivies des suppressions de brins isolés, puis des insertions de brins
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isolés et enfin des coutures :

Δ2 =< unsewSr1 , . . . unsewSrk3 , unsewSd1 . . . unsewSdk1 ,
delBr1 , . . . delBrk1 ,
addBa1,∅, . . . addBak2,∅,
sewSi1 , . . . sewSik4 , sewSa1 . . . sewSak2 >

Nous pouvons compacter chacun des types d’opérations en une opération en fu-
sionnant les ensembles de brins et de coutures impliqués tels que

– Sr = Sr1 ∪ . . . ∪ Srk3 ∪ Sd1 ∪ . . . ∪ Sdk1 ;
– Br = Br1 ∪ . . . ∪Brk1 ;
– Bi = Ba1 ∪ . . . ∪Bak2 ;
– Si = Si1 ∪ . . . ∪ Sik4 ∪ Sa1 ∪ . . . ∪ Sak2
Nous en déduisons donc que Δ2 devient une séquence de quatre opérations :

Δ2 =< unsewSr, delBr, addBi,∅, sewSi >

Notez que la nG-carte unsewSr · delBr(G) est une nG-carte composée de brins ap-
partenant à G et aussi à G′, alors en utilisant la définition 39, nous en déduisons que
unsewSr · delBr(G) �p G et unsewSr · delBr(G) �p G′.

Considérons les deux parties du chemin d’édition séparément. Si nous avons
c(unsewSr · delBr(G)) < c(ΔG→G′′

f ) alors tailleω1,ω2(unsewSr′ · delBr′(G)) >
tailleω1,ω2(G

′′), ce qui signifie qu’il existe une nG-carte commune à G et à G′ plus grande
que la plus grande sous-carte commune de G et G′. Il y a donc une contradiction.

De l’autre côté si c(addBi,∅ · sewSi) < c(ΔG′′→G′
f ′ ) nous pouvons étudier l’opération

inverse de addBi,∅ · sewSi notée delBi · sewSi qui découdrait et supprimerait les brins de
G′ pour obtenir une sous-carte commune à G et à G′.

Cela contredit aussi la définition de la plus grande sous-carte commune car cela
impliquerait que tailleω1,ω2(unsewSr · delBr(G)) > tailleω1,ω2(G

′′). Encore une fois,
nous obtenons une contradiction car une sous-carte commune de G et G′ est plus
grande que la plus grande sous-carte commune de G et G′. Nous en déduisons que
c(unsewSr · delBr) ≥ c(iΔG→G′′

f ) et c(addBi,∅ · sewSi) ≥ c(iΔG′′→G′
f ′ ) alors c(Δ2) ≥

c(iΔG→G′′
f · iΔG′′→G′

f ′ ).

Il est donc possible de calculer la distance d’édition entre deux nG-cartes G et G′ en
calculant la plus grande sous-carte commune mcs∗ω1,ω2

(G,G′). En effet, pour des coûts
particuliers, le chemin d’édition de coût minimum est obtenu en transformant G en
mcs∗ω1,ω2

(G,G′) puis en tranformant mcs∗ω1,ω2
(G,G′) en G′.

La figure 4.10 illustre cela. En considérant la distance d’édition uniquement avec
les opérations de modifications basées sur les brins, nous obtenons une distance de

d
ciω1,ω2
ed (G,G′) = 8.ω1+28.ω2. Notez que la pondération permet de modifier l’importance

des brins par rapport aux involutions. Dans ce cas, étant donné que nous ne considé-
rons que les opérations sur les brins, pondérer le coefficient ω2 avec une valeur de 0 est
parfaitement réaliste et la distance ne tiendra alors compte que des modifications de
brins. En considérant toutes les opérations (avec les opérations de coutures et décou-

sures), nous trouvons une distance de d
cpω1,ω2
ed (G,G′) = 4.ω1 + 20.ω2, ce qui exprime une

plus forte proximité des deux nG-cartes.
Un autre exemple est donné dans la Fig. 4.11. L’unique modification réalisée est la dé-
cousure des deux faces. Dans le cas où nous ne considèrons que les brins pour les opé-
rations, nous obtenons une distance de 4.ω1+16.ω2, qui reste très élevée par rapport au
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(a) G (b) mcsi1,1(G,G′) (c) mcsp1,1(G,G′) (d) G′

ΔG→mcsi1,1(G,G′) =< del{a,h,g,f,i,j} >

Δmcsi1,1(G,G′)→G′ =< add{o,p}{(b,0,o),(o,0,b),(e,0,p),(p,0,e),(n,1,o),(o,1,n),(k,1,p),(p,1,k)} >

ΔG→mcsp1,1(G,G′) =< del{i,j,g,h} >

Δmcsp1,1(G,G′)→G′ =< sew{(a,1,n),(n,1,a),(f,1,k),(k,1,f)} >

FIGURE 4.10 – La distance d’édition d
ciω1,ω2
ed (G,G′) est égale au coût du chemin d’édition ΔG→mcsi1,1(G,G′) ·

Δmcsi1,1(G,G′)→G′ . Elle est égale à 8.ω1 + 28.ω2, avec d
ciω1,ω2
ed (G,mcsi1,1(G,G′)) = 6.ω1 + 20.ω2 et

d
ciω1,ω2
ed (mcsi1,1(G,G′), G′) = 2.ω1 + 8.ω2. La distance d’édition d

cpω1,ω2
ed (G,G′) est égale au coût du chemin

d’édition ΔG→mcs
p
1,1(G,G′) ·Δmcs

p
1,1(G,G′)→G′ . Elle est égale à 4.ω1 + 20ω2 avec d

cpω1,ω2
ed (G,mcsp1,1(G,G′)) =

4.ω1 + 16.ω2 et d
cpω1,ω2
ed (mcsp1,1(G,G′), G′) = 4.ω2.
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(a) G (b) mcsi1,0(G,G′) (c) G′

ΔG→mcsi1,1(G,G′) =< del{g,h} >

Δmcsi1,1(G,G′)→G′ =< add{g,h}{(g,0,h),(h,0,g),(a,1,h),(h,1,a),(g,1,f),(f,1,g)} >

ΔG→mcsp1,1(G,G′) =< unsew{(i,2,h),(h,2,i),(j,2,g),(g,2,j)} >

FIGURE 4.11 – La distance d’édition d
ciω1,ω2
ed (G,G′) est égale au coût du chemin d’édition ΔG→mcsi1,1(G,G′) ·

Δmcsi1,1(G,G′)→G′ . Elle est égale à 4.ω1 + 16.ω2 avec d
ciω1,ω2
ed (G,mcsi1,0(G,G′)) = 2.ω1 + 10.ω2 et

d
ciω1,ω2
ed (mcsi1,0(G,G′), G′) = 2.ω1 + 6.ω2. La distance d’édition d

cpω1,ω2
ed (G,G′) est égale au coût du che-

min d’édition ΔG→G′ car G′ � mcspω1,ω2
(G,G′). Elle est égale à 4.ω2.

nombre de modifications effectivement réalisées pour passer d’une 2G-carte à l’autre.
Si nous considérons les opérations liées aux coutures cette fois, la distance est beau-

coup plus proche d
cpω1,ω2
ed (G,G′) = 4.ω2. Cette seconde distance réagit donc mieux aux

opérations de décousures.
Dans la Section 6 nous illustrerons plus en détail cette distance d’édition pour com-

parer des images et des maillages.

4.5 nG-cartes étiquetées et distance d’édition

Les distances présentées dans les sections 4.2 et 4.3 permettent de quantifier la dif-
férence structurelle entre deux nG-cartes. Elles ne tiennent compte que des brins et des
coutures. Nous avons aussi vu dans le cas des graphes que de l’information peut être
portée par les sommets ou arêtes sous la forme d’étiquettes pour aider à la description
de l’objet modélisé. Il est également possible dans le cas des nG-cartes d’ajouter de l’in-
formation aux brins. Pour cela, nous ajoutons à chaque brin une étiquette en étendant
la définition de nG-carte généralisée.
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Définition 40 (Carte généralisée étiquetée)
Soit n ≥ 1. Une nG-carte généralisée étiquetée, est un tuple G = (B,E, e, α0, . . . , αn)
où :

– (B,α0, . . . , αn) est une nG-carte ;
– E est un ensemble d’étiquettes ;
– e : B → E ∪ {ε}, est une fonction qui associe une étiquette à chaque brin de la
nG-carte.

ε est l’étiquette utilisée pour indiquer qu’un brin est non etiqueté.
Il faut alors ajouter une opération à la distance d’édition présentée en Section 4.3

pour prendre en compte en plus de l’information structurelle, une information portée
par des étiquettes sur les brins. La nouvelle distance décrira ainsi en plus de la similarité
entre leurs structures, la similarité entre les informations portées par les brins.

Ainsi nous définissons une opération de substitution pour permettre la substitution
de brins possédant une étiquette, avec d’autres brins possédant une étiquette diffé-
rente.

L’opération subsD,l substitue les étiquettes des brins de D par d’autres étiquettes
suivant la fonction l.

Opération (subsD,l)
Soient G = (B,E, e, α0, . . . , αn) une nG-carte étiquetée, D ⊆ B un ensemble de brins,
et l une fonction l : D → E associant une étiquette l(b) à chaque brin b ∈ D.
subsD,l(G) = (B,E, e′, α0, . . . , αn) avec ∀b ∈ B :

– e′(b) = l(b) , si b ∈ D ;
– e′(b) = e(b) , sinon

Les opérations d’ajout, et de suppression de brins étant définies pour les nG-cartes
non étiquetées nous définissons une version modifiée des opérations d’ajout et de sup-
pression de brins utilisant les étiquettes.

Opération (del′D)
Soient G = (B,E, e, α0, . . . , αn) une nG-carte étiquetée et D ⊆ B un sous ensemble de
brins tel que ∀b ∈ D, e(b) = ε
delD(G) = (B′, E, e′, α′

0, . . . , α
′
n) avec ∀b ∈ B′, e′(b) = e(b) et ∀i ∈ [0, n] :

– si αi(b
′) ∈ B \D, alors α′

i(b
′) = αi(b

′) ;
– sinon α′

i(b
′) = b′.

Opération (add′D,F )
Soit G = (B,E, e, α0, . . . , αn) une nG-carte étiquetée, D un ensemble de brins isolés tel
que D ∩ B = ∅ et F un ensemble de coutures tel que ∀(b1, i, b2) ∈ F , {b1, b2} ∩D �= ∅ et
αi(b1) = b1, αi(b2) = b2 :
addD,F (G) = (B′, E, e′, α′

0, . . . , α
′
n) avec B′ = B ∪ D et ∀b ∈ B, e′(b) = e(b) et ∀b ∈

D, e′(b) = ε et ∀b′ ∈ B′, ∀i ∈ [0, n] :
– si ∃(b′, i, b′′) ∈ F : α′

i(b
′) = b′′ ;

– sinon si b′ ∈ D : α′
i(b

′) = b′ ;
– sinon α′

i(b
′) = αi(b

′).

Avec ces nouvelles opérations seuls des brins étiquetés avec ε peuvent être ajoutés
ou supprimés. L’opération de substitution permet de modifier l’étiquette du brin en
ε avant une suppression, et de modifier l’étiquette ε en une autre étiquette après une
insertion. Il est donc possible de définir un coût de substitution de l’étiquette ε vers une
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autre étiquette et inversement, correspondant au coût d’insertion (ou de suppression)
d’un brin en fonction de son étiquette.

Les étiquettes représentant différentes informations en fonction des objets modé-
lisés, il conviendra de choisir une fonction de coût pour les opérations d’édition dé-
pendant de son type d’information. Dans le Chap. 6, nous proposerons différentes éti-
quettes, adaptées à la comparaison d’images et de maillages basées sur les couleurs, les
aires de faces et les angles.

Distance d’édition étiquetée

L’opération de substitution ayant été définie, la distance d’édition est directement
étendue en définissant un coût pour l’opération de substitution.

Notons cost(l1, l2) le coût de substitution de l’étiquette l1 par l’étiquette l2. Nous
adaptons les fonctions de coûts ciω1,ω2

et cpω1,ω2 pour intégrer les étiquettes. Soit ce∗ω1,ω2

avec ∗ ∈ {i, p}une fonction de coût intégrant les étiquettes telle que :
– ce∗ω1,ω2

(add′D,F ) = c∗ω1,ω2
(addD,F ) ;

– ce∗ω1,ω2
(del′D) = c∗ω1,ω2

(delD) ;
– ce∗ω1,ω2

(subsD,l) =
∑

b∈D(cost(e(b), l(b))).
Notez que nous considérons les opérations del′ et add′ pour ce au lieu des opérations

del et add.
Nous présenterons un exemple de cette distance dans le Chap. 6.

4.6 Discussion

Dans ce chapitre nous avons tout d’abord défini la notion de sous-isomorphisme
partiel, plus tolérant aux erreurs que la notion de sous-isomorphisme induit. En effet,
le sous-isomorphisme induit, contrairement au sous-isomorphisme partiel, n’identifie
pas en tant que sous-carte une nG-carte pour laquelle aurait seulement été décousus
un certain nombre de brins. Après avoir proposé une taille paramétrable, nous avons
proposé une distance basée sur la taille de la plus grande partie commune entre deux
nG-cartes. Puis, nous avons proposé une vision plus opérationnelle, en étendant la dis-
tance d’édition de graphes au domaine des nG-cartes. Pour cela nous avons défini un
ensemble d’opérations permettant la modification de nG-cartes. Cette distance per-
met de mesurer la similarité entre nG-cartes en évaluant le coût des modifications né-
cessaires pour transformer une nG-carte à partir d’une autre. Notez que ces méthodes
sont uniquement basées sur la structure des nG-cartes représentant les objets. C’est
pourquoi nous avons ajouté une opération de substitution décrivant une opération de
changement d’étiquette sur les brins.
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Chapitre 5
Algorithmes d’approximation de
distances entre nG-cartes
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Dans ce chapitre nous proposons un algorithme permettant de calculer une ap-
proximation supérieure (i.e., une valeur supérieure ou égale) des distances présentées
dans le Chap. 4. Nous allons tout d’abord définir la notion d’appariement permettant
de mettre en relation les brins de deux nG-cartes comparées. Puis nous montrons que
nous pouvons déduire une sous-carte commune de cet appariement. Nous proposons
un algorithme glouton construisant un appariement et nous introduisons des heuris-
tiques (Section 5.3) visant à construire un appariement correspondant à une sous-carte
commune s’approchant de la plus grande sous-carte commune. Nous en déduisons
une approximation supérieure de la distance dmcs ainsi qu’une approximation de la
distance d’édition qui découle du chemin décrit par la sous-carte commune calculée.
Enfin, nous évaluons notre algorithme sur un jeu de nG-cartes générées aléatoirement.

5.1 Appariements et sous-cartes

Pour calculer la distance dmcs entre deux nG-cartes G et G′, nous avons besoin de
calculer la plus grande sous-carte commune mcs(G,G′) = G′′ caractérisée par deux re-
lations de sous-isomorphisme fG′′→G et fG′′→G′ . La composition de ces deux fonctions
fG′′→G′ ◦ f−1

G′′→G apparie des brins de G avec des brins de G′ (ceux qui sont retrouvés
dans G′′).

Nous appelons appariement cette fonction de mise en correspondance de brins de
G avec des brins de G′. Notons que cet appariement est univoque, i.e., chaque brin de
G (resp. G′) est apparié à au plus un brin de G′ (resp. G).

Définition 41 (Appariement univoque)
Un appariement univoque de G et G′ est une relation m ⊆ B × B′ telle que
∀(bi, b′i), (bj , b′j) ∈ m2, bi = bj ⇔ b′i = b′j .

51



CHAPITRE 5. ALGORITHMES D’APPROXIMATION DE DISTANCES ENTRE NG-CARTES

m = {(a, l′), (b, c′), (c, b′), (d, a′), (g, j′), (h, i′)}
B↓m = {a, b, c, d, g, h}

B′
↓m = {a′, b′, c′, i′, j′, l′}

FIGURE 5.1 – Exemple d’appariement m entre la 2G-carte G et la 2G-carte G′. L’appariement est représenté
ici en pointillés.

FIGURE 5.2 – G′′ est la sous-carte extraite de G par l’appariement m, et G′′′ est la sous-carte extraite de G′

par l’appariement m de la Fig. 5.1.

Nous noterons m(b) le brin apparié à b par m, i.e., si (b, b′) ∈ m alors m(b) = b′ et
m(b′) = b. Sinon, m(b) sera égal à ε si b n’est pas apparié, i.e., si ∀b′ ∈ B′, (b, b′) /∈ m alors
m(b) = ε. Nous noterons B↓m (resp. B′

↓m) les brins de B (resp. B′) appariés par m, i.e.
B↓m = {b ∈ B|m(b) �= ε}.

La Fig. 5.1 donne un exemple d’appariement entre deuxnG-cartes. Nous définissons
la sous-carte extraite d’un appariement, composée des brins appariés et des coutures
conservées.

Définition 42 (Sous-carte extraite d’un appariement)
Soient G et G′ deux nG-cartes. La sous-carte extraite d’un appariement univoque m ⊆
B ×B′ est G↓m = (B↓m, α′′

0, . . . , α
′′
n) telle que ∀b ∈ B↓m,∀i ∈ [0, n] :

– si αi(b) ∈ B↓m et α′
i(m(b)) = m(αi(b)) alors α′′

i (b) = αi(b) ;
– sinon α′′

i (b) = b.

Dans la Fig. 5.2 nous illustrons les deux 2G-cartes G′′ et G′′′ extraites par l’apparie-
ment m de la Fig. 5.1. Notez que G↓m est isomorphe à G′

↓m. Cependant, tous les ap-
pariements ne permettent pas d’extraire une sous-carte valide. Par exemple dans la
Fig. 5.3, l’ensemble de brins et coutures G′′ extraits de l’appariement m ne respecte
pas la contrainte d’intégrité imposant que α0 ◦ α2 soit une involution. Il convient donc
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brin a b c d
m(brin) a’ b’ c’ ε

FIGURE 5.3 – Exemple d’un appariement non valide. m est un appariement entre la nG-carte G et la nG-
carte G′. G′′ n’est pas une nG-carte. Elle ne respecte pas la contrainte d’intégrité α0 ◦α2 est une involution.

d’ajouter des contraintes sur les appariements pour garantir qu’une sous-carte extraite
est valide. Nous définissons donc l’appariement induit valide qui permet l’extraction
d’une sous-carte induite valide, et l’appariement partiel valide qui permet l’extraction
d’une sous-carte partielle valide. Notez qu’un appariement induit valide est par défini-
tion un appariement partiel valide c’est pourquoi nous définissons tout d’abord l’appa-
riement partiel valide.

Définition 43 (Appariement partiel valide)
Soient G et G′ deux nG-cartes. Un appariement univoque m ⊆ B ×B′ est partiel valide
si ∀b ∈ B↓m, ∀i, j ∈ [0, n] tel que i+ 2 ≤ j :
[αi(b) ∈ B↓m ∧m(αi(b)) = α′

i(m(b)) ∧ αj(b) ∈ B↓m ∧m(αj(b)) = α′
j(m(b))]

⇔ m(αi(αj(b))) = α′
i(α

′
j(m(b))).

En d’autres termes, si un brin b est apparié à un brin b′ et que ses voisins par αi

et αj sont aussi appariés aux voisins de b′ par α′
i et α′

j , alors le brin αi(αj(b)) doit être
apparié au brin α′

i(α
′
j(b

′)). Cette propriété garantit que l’appariement permet d’extraire
une sous-carte valide. Dans la Fig. 5.3, l’appariement n’est pas valide car les brins a, b
et c sont appariés aux brins a′, b′ et c′ alors que le brin d n’est pas apparié au brin d′. En
conséquence, α0 ◦ α2 n’est pas une involution dans la sous-carte extraite. La contrainte
de la définition 43 interdit ce cas.

Ces contraintes de validité sur l’appariement permettent d’extraire de façon unique
et simple une nG-carte valide à partir d’un appariement. Autrement dit, si m est un
appariement valide entre deux nG-cartes G et G′ alors la sous-carte décrite par m est
composée des brins appariés, et des coutures préservées par l’appariement.

Théorème 2
Soient G et G′ deux nG-cartes et m un appariement partiel valide entre G et G′, la nG-
carte G′′ = G↓m extraite de l’appariement m est valide.

Démonstration. Selon la définition 16, dans une nG-carte si ∀i ∈ [0, n], αi est une invo-
lution et si ∀(i, j) ∈ [0, n]2 avec i + 2 ≤ j, αi ◦ αj est une involution. Soient i, j ∈ [0, n]2

tel que i + 2 ≤ j et b ∈ B. Nous étudions les différents cas possibles. Plaçons-nous
tout d’abord dans le cas où les coutures entre deux brins appariés sont conservées,
i.e., si ({b, αi(b)} ∈ B↓m alors α′

i(m(b)) = m(αi(b))) et de manière identique pour j,
({b, αj(b)} ∈ B↓m alors α′

j(m(b)) = m(αj(b))).

(Cas 1) : b est i-libre et j-libre : αi(b) = b et αj(b) = b
Alors α′′

i (b) = b et α′′
j (b) = b donc α′′

i ◦ α′′
j est une involution
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(a) Cas 1 (b) Cas 2 et 5 (c) Cas 3 et 5 (d) Cas 4 et 6

FIGURE 5.4 – Cas de la preuve, nous avons choisi pour l’illustration i = 0 et j = 2.

(Cas 2) : b est i-cousu et j-libre : αi(b) = bi �= b et αj(b) = b
Comme G est une nG-carte, αi ◦ αj est une involution, cela implique que αj(bi) =
bi. Nous distinguons donc tous les cas d’appariement possibles des brins b et bi

(Cas 2.1) : b et bi ne sont pas appariés, i.e., m(b) = ε et m(bi) = ε
Aucun des deux brins n’est conservé dans G′′, cas résolu trivialement (il n’y a
aucun des brins dans G′′).

(Cas 2.2) : b est apparié et bi n’est pas apparié, i.e., m(b) �= ε et m(bi) = ε
Alors α′′

i (b) = b et α′′
j (b) = b donc α′′

i ◦ α′′
j est une involution.

(Cas 2.3) : b n’est pas apparié et bi est apparié, i.e., m(b) = ε et m(bi) �= ε
Alors α′′

i (bi) = bi et α′′
j (bi) = bi donc α′′

i ◦ α′′
j est une involution.

(Cas 2.4) : b et bi sont appariés, i.e., m(b) �= ε et m(bi) �= ε
Nous avons αj(b) = b et αj(bi) = bi, donc α′′

j (b) = b, α′′
j (bi) = bi et α′′

i (b) = bi
donc α′′

i ◦ α′′
j est une involution.

(Cas 3) : b est i-libre et j-cousu : peut être déduit du Cas 2, par symétrie de i et j.

(Cas 4) : b est i-cousu et j-cousu : αi(b) = bi �= b et αj(b) = bj �= b
G est une nG-carte, de la définition 16 il suit que αi ◦ αj est une involution. Donc
αj(αi(b)) = αi(αj(b)) = bij avec bij /∈ {b, bi, bj}.
Nous étudions tous les cas possible d’appariement.

(Cas 4.1) : Aucun brin n’est apparié, i.e., m(b) = ε,m(bi) = ε,m(bj) = ε et
m(bij) = ε
Aucun des brins n’est conservé dans la sous-carte extraite, cas résolu trivia-
lement (il n’y a aucun des brins dans G′′).

(Cas 4.2) : Un seul brin est apparié, i.e, m(b) = ε ou m(bi) = ε ou m(bj) = ε ou
m(bij) = ε
Un seul des brins b, bi, bj et bij est apparié, seul ce brin est conservé dans
la sous-carte extraite. Nommons b′ ce brin apparié nous avons α′′

i (b
′) = b′

α′′
j (b

′) = b′ donc α′′
i ◦ α′′

j est une involution.

(Cas 4.3) : Deux brins de {b, bi, bjbij} sont appariés, c’est-à-dire b′, b′′ ∈
{b, bi, bjbij}, b′ �= b′′,m(b′) �= ε et m(b′′) �= ε

(Cas 4.3a) : b′ et b′′ ne sont pas en relation par une involution.
Nous avons αi(b

′) �= b′′ et αj(b
′) �= b′′, or ce sont les deux seuls brins

appariés. Nous en déduisons que nous avons m(αi(b
′)) = ε, m(αj(b

′)) =
ε, m(αi(b

′′)) = ε, m(αj(b
′)) = ε, donc α′′

i (b
′) = b′, α′′

j (b
′) = b′, α′′

i (b
′′) = b′′,

α′′
j (b

′′)) = b′′.
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(Cas 4.3b) : αi(b
′) = b′′.

b′ et b′′ sont les deux seuls brins appariés, donc m(αj(b
′)) = ε et

m(αj(b
′)) = ε. Nous en déduisons que α′′

i (b
′) = b′′ , α′′

j (b
′) = b′ et

α′′
j (b

′′) = b′′, donc α′′
i ◦ α′′

j est une involution.

(Cas 4.3c) : αj(b
′) = b′′.

Cas résolu par symétrie de i et j a partir du Cas 4.3b.

(Cas 4.4) : b, bi, bj , bij sont tous appariés.
Nous avons αi(b) = bi, αj(b) = bj , αi(αj(b)) = bij , or m(b) �= ε, m(bi) �= ε,
m(bj) �= ε, m(bij) �= ε, donc comme toutes les coutures sont conservées
α′′
i (b) = bi, α

′′
j (b) = bj , α′′

j (bi) = bij et α′′
i (bj) = bij . α′′

i ◦ α′′
j est une involu-

tion.

(Cas 4.5) : Seulement trois brins de b, bi, bj , bij sont appariés.
Ce cas mène toujours à un appariement invalide.

(Cas 4.5a) : b, bi et bj sont appariés, i.e., m(b) �= ε, m(bi) �= ε, m(bj) �= ε
et m(bij) = ε. Selon la définition 43, si m est valide nous devons avoir
m(bij) �= ε. Nous avons donc une contradiction avec l’hypothèse de dé-
part m est un appariement valide.

(Cas 4.5b) : Cas similaires pour tout les différents car de 3 brins appariés sur
les 4.

Maintenant, plaçons nous dans le cas où toutes les coutures entre les brins ne sont
pas nécessairement conservées, c’est-à-dire que deux brins étant reliés par une
involution appariés ne conserve pas forcément la couture, i.e., pour deux brins b
et bi tel que bi = αi(b) et m(b) �= ε et m(bi) �= ε nous avons α′

i(m(b)) �= m(αi(b)).
Alors α′′

i (b) = b et α′′
i (bi) �= bi. Nous étudions les cas où deux, trois ou quatre brins

sont appariés, le cas avec un unique brin apparié ne permettant pas de conserver
de coutures.

(Cas 5a) : b est i-libre mais j-cousu.
Si la j-couture n’est pas conservée α′

j(m(b)) �= m(αj(b)) alors α′′
j (b) = b et

α′′
j (αj(b)) = αj(b). Comme α′′

i (b) = b alors α′′
i ◦ α′′

j est une involution.

(Cas 5b) : b est i-cousu mais j-libre.
Cas résolu par symétrie de i et j.

(Cas 6) : b est i-cousu et j-cousu.
αi(b) = bi �= b et αj(b) = bj �= b
G est une nG-carte, de la définition 16 il suit que αi ◦ αj est une involution.
Donc αj(αi(b)) = αi(αj(b)) = bij avec bij /∈ {b, bi, bj}.
Nous étudions tous les cas d’appariement.

(Cas 6.1) : Deux brins de {b, bi, bj , bij} sont appariés, soient b′, b′′ ∈
{b, bi, bj , bij}, b′ �= b′′,m(b′) �= ε et m(b′′) �= ε
Si la couture est préservée, nous sommes dans le Cas 3, si elle ne l’est pas,
nous sommes dans le Cas 5, α′′

i ◦ α′′
j est une involution.

(Cas 6.2) : Trois brins de {b, bi, bj , bij} sont appariés.
Si toutes les coutures sont préservées, alors m est invalide (Cas 3.5). Si
une unique couture n’est pas préservée, alors nous avons deux brins
dans le Cas 2, et un brin dans le Cas 1. Si deux coutures ne sont pas pré-
servées, alors les trois brins appariés sont dans le Cas 1.
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(Cas 6.3) : Quatre brins sont appariés, m(b) �= ε, m(bi) �= ε, m(bj) �= ε,
m(bij) �= ε

(Cas 6.3a) : Aucune couture n’est préservée.
Si aucune couture n’est préservée, les quatre brins sont dans le Cas
1. Autrement dit m(b),m(bi),m(bj),m(bij sont i-libres et j-libres donc
α′′
i ◦ α′′

j est une involution.

(Cas 6.3b) : Une unique couture est préservée.
Si une unique couture est préservée, deux brins sont dans le Cas 2, et
deux brins dans le Cas 1.

(Cas 6.3c) : Uniquement deux coutures sont préservées.
Si seulement deux coutures sont préservées et de même dimension,
nous avons deux couples de brins dans le Cas 2. Si les deux cou-
tures sont de dimensions différentes, alors nous avons αi(b) �= b et
αj(b) �= b. Comme seulement deux coutures sont préservées, nous
n’avons pas m(αi(αj(b))) = α′

i(α
′
j(b)) ou m(αj(αi(b))) = α′

j(α
′
i(b)),

donc d’après la définition 43, m n’est pas valide. Nous avons donc
une contradiction, ce cas n’est pas possible.

(Cas 6.3d) : Trois coutures sont préservées.
Si seulement trois coutures sont préservées, alors ∃b′ ∈ {b, bi, bj , bij}
tel que nous avons αi(b

′) �= b′ et αj(b
′) �= b′. Comme seulement trois

coutures sont préservées, nous n’avons pas m(αi(αj(b))) = α′
i(α

′
j(b))

oum(αj(αi(b))) = α′
j(α

′
i(b)), donc d’après la définition 43,mn’est pas

valide. Nous avons donc une contradiction, ce cas n’est pas possible.

Montrons que la sous-carte extraite d’un appariement m valide à partir de G est
isomorphe à la sous-carte extraite de l’appariement m à partir de G′. Cette propriété est
importante afin que le sens de l’appariement n’influence pas le résultat de la sous-carte
extraite.

Théorème 3
Soient G et G′ deux nG-cartes et m un appariement partiel valide entre G et G′, les nG-
cartes G↓m et G′

↓m extraites de l’appariement m sont isomorphes.

Démonstration. Nous avons G↓m = (B↓m, α′′
0, . . . , α

′′
n) et G′

↓m = (B′
↓m, α′′′

0 , . . . , α
′′′
n ). m

définit une bijection entre B↓m et B′
↓m. De la définition de sous-carte extraite (défi-

nition 42), nous savons que (b1, i, b2) ∈ couturesG↓m(B↓m) si α′
i(m(b1)) = m(αi(b1))

avec αi(b1) = b2, nous savons aussi que (b′1, i, b′2) ∈ couturesG′
↓m(B

′
↓m) si α′

i(m(b′1)) =

m(αi(b
′
1)) avec αi(b

′
1) = b′2. m étant une bijection, nous avons donc conservation de

tous les brins et de toutes les coutures de G↓m et G′
↓m ce qui est la définition de l’iso-

morphisme.

Dans le cas induit, une contrainte est ajoutée pour garantir que toutes les coutures
entre deux brins appariés sont conservées.
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Algorithme 1: EXTRACT(G,G′,m)

Données : Deux nG-cartes G = (B,α0, . . . , αn), G′ = (B′, α′
0, . . . , α

′
n), un

appariement univoque m valide de G vers G′

Résultat : Retourne G′′ = (B′′, α′′
0, . . . , α

′′
n), la carte extraite de l’appariement m.

1 B′′ ← B↓m
2 Pour tout b ∈ B↓m faire
3 Pour tout i ∈ [0, n] faire
4 Si αi(b) ∈ B↓m et α′

i(m(b)) = m(αi(b)) alors
5 α′′

i (b)← m(αi(b))

6 Sinon
7 α′′

i (b)← b

8 retourner G′′

Définition 44 (Appariement induit valide)
Soient G et G′ deux nG-cartes. Un appariement univoque m ⊆ B × B′ est induit valide
s’il est partiel valide et s’il préserve toutes les involutions entre les brins appariés i.e.,
∀b ∈ B↓m, ∀i ∈ [0, n] :

– si b est i-libre et m(b) est i-cousu alors α′
i(m(b)) /∈ B′

↓m ;
– si b est i-cousu et m(b) est i-libre alors αi(b) /∈ B↓m ;
– si les deux brins b et m(b) sont i-cousus alors m(αi(b)) = α′

i(m(b)) ou (αi(b) /∈ B′
↓m

et α′
i(m(b)) /∈ B′

↓m).

Un appariement partiel valide est un appariement induit valide si toutes les cou-
tures existantes entre deux brins appariés sont conservées dans la seconde nG-carte.
Par exemple, dans la Fig. 5.1, l’appariement est partiel valide, mais n’est pas induit va-
lide car la couture (a, 0, b) n’est pas conservée alors que les brins a et b sont appariés,
i.e., (m(a), 0,m(b)) = (c′, 0, l′) /∈ couturesG′(B′). Les théorèmes 2 et 3 sont facilement
étendus au cas induit.

De la définition 42, découle directement un algorithme d’extraction de sous-carte à
partir d’un appariement valide en temps linéaire.

Cet algorithme (Algorithme 1) initialise tout d’abord B′′ avec les brins de B qui sont
appariés. Il parcourt ensuite les brins et les dimensions pour recopier les coutures de G
et G′ conservées par l’appariement m dans G′′. Notons que l’algorithme est identique
que la sous-carte extraite soit une sous-carte induite ou une sous-carte partielle.
En effet, le type de la sous-carte extrait dépend uniquement de l’appariement, les
contraintes de validité de l’appariement induit et partiel permettent de décider si la
sous-carte est induite ou partielle.

Nous avons défini un appariement permettant de décrire la sous-carte commune
de deux nG-cartes. Nous allons proposer un algorithme calculant cet appariement afin
que sa sous-carte extraite soit le plus proche possible de la plus grande sous-carte com-
mune.
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Algorithme 2: APPROXD(G,G′, ∗)
Données : Deux nG-cartes G = B,α0, . . . , αn), G′ = (B′, α′

0, . . . , α
′
n),

(ω1, ω2) ∈ R2+ et ∗ ∈ {i, p}
Résultat : Retourne une borne supérieure de d∗,ω1,ω2

mcs (G,G′)
1 m← ∅
2 Cand← B ×B′

3 Tant que Cand �= ∅ faire
4 Répéter
5 (b, b′)← Choisir(Cand)
6 Retirer (b, b′) de Cand
7 m′ ← Propager(m, b, b′)
8 jusqu’à estV alide∗(m′) ou Cand= ∅;
9 Si estV alide∗(m′) alors

10 m← m′

11 Enlever de Cand tout couple (bi, b
′
i) tel que m(bi) �= ε ou m(b′i) �= ε.

12 G′′ ← Extract(G,G′,m)

13 retourner 1− tailleω1,ω2 (G
′′)

max(tailleω1,ω2 (G),tailleω1,ω2 (G
′))

5.2 Calcul d’une approximation de la plus grande sous-carte
commune

Le problème de recherche d’une plus grande sous-carte commune est un problème
NP-Difficile. Dans la mesure où les nG-cartes décrivant des images ont généralement
plusieurs milliers de brins, nous avons délibérément choisi de ne pas développer un
algorithme exact calculant la plus grande sous-carte commune. En effet, un tel algo-
rithme aurait très probablement été inutilisable pour des nG-cartes de taille réaliste.
Nous avons donc choisi de développer un algorithme glouton calculant une solution
approchée en utilisant une heuristique. Un algorithme glouton construit une solution
en réalisant des choix sans jamais les remettre en cause : partant d’un appariement
vide, notre algorithme construit un appariement en appariant des couples de brins
qui ne seront jamais désappariés. L’objectif est de construire un appariement qui s’ap-
proche au plus de la plus grande sous-carte commune, donc qui apparie un maximum
de brins tout en conservant un maximum de coutures.

L’algorithme ApproxD (Algorithme 2) construit un appariement à partir de deux
nG-cartes et retourne une approximation de la distance d∗,ω1,ω2

mcs . La ligne 1 initialise
l’appariement m à vide. La ligne 2 initialise Cand avec l’ensemble de tous les couples
de brins pouvant être potentiellement appariés. Ensuite l’algorithme entre dans une
boucle pour essayer successivement d’apparier les couples de brins de Cand. La boucle
4−8 sélectionne un couple de brins dans Cand en suivant une heuristique donnée (dé-
crite dans la Section 5.3). La fonction Propager ajoute ce couple à m et effectue aussi
une propagation de l’appariement à d’autres couples de brins afin de tenter de résoudre
les éventuels problèmes de validité d’appariements. Si l’appariement obtenu est valide,
alors m et Cand sont mis à jour.

L’algorithme Propager (Algorithme 3) apparie deux brins et tente de résoudre les
problèmes de validité de l’appariement. Pour cela, nous étudions le voisinage du couple
de brins à apparier et vérifions (Ligne 5) que ce dernier n’entraîne pas un appariement
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Algorithme 3: PROPAGER(m, b, b′)
Données : Un appariement valide m, et deux brins non appariés b et b′

Résultat : Un appariement appariant en plus des brins appariés dans m, les brins
b et b′ ainsi que les couples propagés pour essayer de satisfaire la
validité de l’appariement

1 Si m(b) �= ε ou m(b′) �= ε alors
2 retourner m

3 Ajouter (b, b′) dans m.
4 Pour tout i ∈ [0, n] et j ∈ [i+ 2, n] faire
5 Si αi ◦ αj(b) n’est pas une involution dans Extract(G,G′,m) alors
6 Si m(αi(b)) = ε alors
7 m← Propager(m,αi(b), α

′
i(b

′)

8 Sinon Si m(αj(b)) = ε alors
9 m← Propager(m,αj(b), α

′
j(b

′)

10 Sinon
11 m← Propager(m,αi(αj(b)), α

′
i(α

′
j(b

′))

12 retourner m

invalide. Il est possible de résoudre localement les problèmes d’intégrité en ajoutant un
autre couple de brins. Pour apparier ce nouveau couple, nous appelons récusivement la
fonction Propager (Ligne 6-11) pour résoudre d’éventuelles violations de la contrainte
d’intégrité par ces nouveaux couples. Dans l’exemple, Fig. 5.5, l’appariement m est va-
lide mais apparier le brin c avec le brin c′ l’invalide. C’est la fonction Propager qui, pour
satisfaire la contrainte de validité de la 2G-carte extraite de l’appariement, apparie en
plus le brin d avec le brin d′, ce qui rend l’appariement de nouveau valide.

Dans la Fig. 5.6, G et G′ sont deux 3G-cartes composées de deux demi-faces
reliées par α3. L’appariement m apparie la demi-face de G composée des brins
{a, b, c, d, e, f, g, h} à la demi-face de G′ composée des brins {a′, b′, c′, d′, e′, f ′, g′, h′}.
L’appariement du brin j avec le brin j′ permet de conserver les coutures (b, 3, j) et
(j, 3, b) dans la sous-carte commune. Cependant, la sous-carte extraite n’est pas valide
car α0 ◦ α3 n’est pas une involution dans la sous-carte extraite (le brin i n’appartenant
pas à la sous-carte extraite). En conséquence, la fonction Propager va tenter de satis-
faire cette contrainte en appariant i avec i′ ce qui résoud le problème pour α0 ◦ α3.
Seulement, l’appariement de i avec i′ implique un problème similaire pour l’involu-
tion α1 ◦ α3. Propager s’appelle donc récursivement pour apparier les couples de brins
requis pour conserver la validité de l’appariement. L’appariement de j avec j′ aura fi-
nalement engendré l’appariement des deux demi-faces complètes. Maintenant, si au
lieu d’apparier les brins j et j′, les brins appariés sont j et o′, alors la couture en α3

n’est pas retrouvée. Cela n’implique pas une invalidité de l’appariement car la sous-
carte extraite est toujours valide (si l’on considère les sous-cartes induites). La fonction
Propager n’apparie donc pas de couples de brins supplémentaires. Notez que la ligne 5
vérifie que αi◦αj soit effectivement une involution dans la sous-carte extraite. Pour cela
nous vérifions que l’appariement ainsi construit reste valide en vérifiant la propriété 2
de définition 43.

Après l’appel à la fonction Propager, la procédure ApproxD appelle la fonc-
tion estV alide∗ pour tester si l’appariement est valide. En effet, après l’exécution de
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b a b c d
m(b) a’ b’ ε ε

m1(b) a’ b’ c’ ε

m2(b) a’ b’ c’ d’

FIGURE 5.5 – m est un appariement valide, il décrit la sous-carte G↓m. L’ajout du couple (c, c′) dans m créé
m1 qui est un appariement non valide. En effet, dans G↓m1 , α0◦α2 n’est pas une involution. La propagation
des contraintes ajoute le couple (d, d′) pour obtenir l’appariement valide m2.

(a) G (b) G′

b a b c d e f g h i j k l m n o p
m(b) a’ b’ c’ d’ e’ f’ g’ h’ ε ε ε ε ε ε ε ε

m′(b) a’ b’ c’ d’ e’ f’ g’ h’ i’ j’ k’ l’ m’ n’ o’ p’

FIGURE 5.6 – Exemple de deux 3G-cartes G et G′ isomorphes composées de deux demi-faces reliées par
α3. m est un appariement entre G et G′ qui apparie une demi-face de G avec une demi-face de G′. m′ est
l’appariement résultant de l’ajout du couple (j, j′) à m et d’un appel à Propager.

(a) G (b) G′

b a b c d
m(b) e’ ε c’ d’

FIGURE 5.7 – Exemple de deux nG-cartes G et G′, et d’un appariement valide m. L’appariement de b avec
b′ rend m invalide. Il faut apparier a avec a′, ce qui n’est pas possible car a est déjà apparié. L’opération
d’appariement de b avec b′ est donc impossible.
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Propager il existe des cas où l’appariement n’est pas valide. Par exemple dans la Fig. 5.7
l’appariement du brin b avec le brin b′ entraine un appariement invalide qui ne peut
être corrigé par Propager car il nécessite d’apparier a avec a′, alors que a est déjà appa-
rié avec e′. La fonction estV alide∗ permet de vérifier la validité de l’appariement après
la propagation. Pour cela, elle parcourt l’ensemble des brins appariés, et vérifie que
pour tout i et j tels que 0 ≤ i ≤ i + 2 ≤ j ≤ n, αi ◦ αj est une involution. Nous avons
deux versions de estV alide∗ pour les deux types de sous-cartes supportés, estV alidep

et estV alidei. La fonction estV alidei vérifie en plus que les coutures entre deux brins
i-cousus appariés sont conservées. Le test pour vérifier qu’un appariement est valide
est direct et déduit directement des Définitions 43 et 44.

5.3 Heuristiques pour choisir le prochain couple de brins à ap-
parier

ApproxD construit un appariement en ajoutant successivement des couples de
brins choisis dans un ensemble de candidats. Le choix du prochain couple de brins
est primordial, car si celui-ci engendre un appariement valide il ne sera jamais remis en
cause pour cette exécution de l’algorithme. Le choix des brins est donc dirigé par dif-
férentes heuristiques. L’objectif est de construire l’appariement correspondant à une
sous-carte commune la plus grande possible. La taille étant dépendante du nombre de
brins et du nombre de coutures, ces heuristiques visent à privilégier le choix de couples
permettant de retrouver un maximum de coutures, ou encore de privilégier des couples
ayant un voisinage similaire, ou un voisinage discriminant.

Ces différentes heuristiques pourront ensuite être utilisées conjointement en utili-
sant un sytème de pondération. Nous présentons tout d’abord une heuristique permet-
tant de retrouver un plus grand nombre de coutures, ensuite deux heuristiques décri-
vant la structure locale de la nG-carte en utilisant les degrés et co-degrés et enfin une
heuristique prenant en compte les étiquettes des nG-cartes.

Heuristique basée sur le nombre de coutures préservées

Pour minimiser la distance décrite par un appariement, l’appariement calculé doit
maximiser le nombre de coutures retrouvées. En effet, en retrouvant un maximum de
coutures, nous réduirons la probabilité de ne pas pouvoir apparier un couple de brins à
cause d’une contrainte d’intégrité. Cela est vrai dans le cas induit, si ω2 = 0 et d’autant
plus vrai si ω2 �= 0. L’heuristique de préservation de coutures va orienter l’appariement
des couples en ce sens. Elle retourne le nombre de coutures nouvellement préservées
pour chaque couple de brins à apparier. Nous ordonnons donc Cand pour choisir tout
d’abord les couples de brins maximisant la fonction hcout suivante :

hcout(b, b
′,m) = Nombre de coutures de Extract(G,G′, P ropager(m, b, b′))

−Nombre de coutures de Extract(G,G′,m)

Ainsi donné, hcout nécessite le calcul de Extract(G,G′,m) à chaque mise à jour de la
valeur de l’heuristique. Pour simplifier le calcul effectif, nous le calculons directement
à partir de m, b et b′ en comptant le nombre de coutures retrouvées sans extraire effec-
tivement la sous-carte commune. On a donc :
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brin m(brin)
c b’
d a’
e h’
g f’
h e’

Cand = {a, b, f, i, j} × {c′, d′, g′}
hcout a b f i j

c’ 0 2 0 0 0
d’ 0 0 0 2 0
g’ 0 0 4 0 0

FIGURE 5.8 – Valeurs de l’heuristique hcout pour tout couple de brins des 2G-cartes G et G′ étant donné
l’appariement m. Le couple (b, c′) permet de retrouver les coutures (b, 1, c) avec (b′, 1, c′) et leurs symé-
triques. Le couple (i, d′) permet de retrouver les coutures (i, 1, h) avec (d′, 1, e′) et leurs symétriques.
Le couple (f, g′) permet de retrouver les 4 coutures (f, 1, g), (g, 1, f), (f, 0, e), (e, 0, f) avec les coutures
(f ′, 1, g′), (g′, 1, f ′), (h′, 0, g′), (g′, 0, h′).

hcout(b, b
′,m) =

∑
0≤i≤n

(δcout(b, b
′,m, i)) (5.1)

où (b, b′) ∈ Cand,m est l’appariement en cours de construction et
⎧⎨
⎩

δcout(b, b
′,m, i) = 2 si b et b’ sont i-cousus à 2 brins qui sont déjà apparié entre eux,

i.e. αi(b) �= b, α′
i(b

′) �= b′,m(αi(b)) �= ε et m(αi(b)) = α′
i(b

′));
δcout(b, b

′,m, i) = 0 sinon .

Le nombre de coutures retrouvées est toujours un nombre pair, car si nous retrou-
vons la couture (b, i, b′) alors nous retrouvons aussi la couture (b′, i, b).

La Fig. 5.8 illustre l’heuristique hcout(b, b
′,m). Les brins de la 2G-carte G sont appa-

riés avec les brins de la 2G-carte G′ par l’appariement m. L’heuristique nous indique,
pour chaque couple, le nombre de coutures retrouvées. Pour maximiser le nombre de
coutures retrouvées, il est plus intéressant de commencer par apparier des couples de
brins qui retrouvent le plus de coutures, i.e., f et g′ sur cet exemple.

La valeur de l’heuristique pour chaque couple de brins est amenée à être modifiée
après chaque appariement. La méthode de mise-à-jour naïve parcourt à chaque fois
tous les couples de Cand pour recalculer la valeur de l’heuristique. Au premier couple
de brins, nous allons calculer |B| · |B′| valeurs, puis de nouveau toutes les valeurs des
brins ne contenant pas les brins appariés, soit (|B| − 1) · (|B′| − 1) après le premier
appariement et ainsi de suite. Dans le cas où tous les brins sont appariés, nous aurons
une complexité de l’ordre de min(|B|, |B′|) · |B| · |B′|.

Nous avons amélioré cette complexité en proposant une structure utilisant conjoin-
tement un tas binaire et une forme matricielle. Nous stockons l’ensemble des valeurs
de hcout associés aux couples de Cand dans une matrice de |B| × |B′| cases. Cette ma-
trice nous permet de ne pas parcourir l’ensemble Cand en entier pour mettre à jour les
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valeurs. En effet, dans le cas de l’appariement du couple (b, b′), l’ensemble des cases à
invalider sont sur la ligne correspondant au brin b et la colonne correspondant au brin
b′. L’ensemble des valeurs des heuristiques à modifier sont sur les cases de lignes αi(b)
et de colonnes αi(b

′). Ainsi, pour l’appariement d’un couple de brins, nous parcourons
|B|+ |B′| cases à invalider correspondant aux brins appariés et n+1 cases sont mises à
jour.

Pour choisir le meilleur couple dans l’ensemble Cand, la méthode naïve consiste
encore une fois à parcourir entièrement la matrice. La structure matricielle proposée
pour améliorer la complexité de la mise à jour ne permet pas d’extraire le meilleur élé-
ment rapidement. Nous utilisons donc conjointement un tas binaire permettant d’ex-
traire en temps logarithmique la case ayant la valeur de l’heuristique la plus élevée.
Ainsi, la complexité associée à la recherche de la meilleure valeur dans la matrice est
de log(|B| · |B′|). Seulement pour maintenir le tas binaire, nous devons ajouter le coût
de mise à jour du tas à la complexité de mise à jour de nos cases matricielles. La com-
plexité de mise à jour d’un élément dans un tas binaire étant dans le pire des cas de
log(|B| · |B′|), la complexité de la phase de mise à jour après appariement devient donc
(|B| + |B′| + n) · log(|B| · |B′|). La complexité effective est bien évidemment moindre,
car nous retirons de notre tas chacun des couples ne pouvant plus être choisi (ayant au
moins 1 brin apparié), ainsi la complexité associée à la mise à jour diminue au fur et à
mesure de l’appariement des brins.

Degrés et Co-degrés

L’heuristique hcout permet d’étendre un appariement existant en appariant de nou-
veaux brins tout en commençant par apparier les brins permettant de retrouver le plus
de coutures. Elle ne donne par contre pas d’indication concernant le premier couple de
brins à apparier qui pourtant est primordial. Nous proposons ici une seconde heuris-
tique permettant de choisir d’apparier des brins ayant un voisinage similaire.

Nous savons que dans une nG-carte tout brin est incident à n + 1 cellules, nous al-
lons utiliser l’information découlant de ces cellules pour décrire le voisinage du brin.
Pour cela nous utilisons les degrés et les co-degrés des i-cellules, donnant respective-
ment le nombre de (i−1)-cellules et de (i+1)-cellules distinctes incidentes à la i-cellule
concernée. Par exemple, le co-degré d’une face nous indique le nombre d’arêtes inci-
dentes à la face. Nous pouvons ainsi espérer que si nous apparions deux brins appar-
tenant à deux faces ayant le même co-degré, nous puissions apparier tous les brins de
cette face. Un raisonnement similaire peut être tenu avec toutes les cellules. Une pre-
mière heuristique nommée hdeg est donc basée sur les degrés et co-degrés des cellules
des deux brins.

hdeg(b, b
′) =

∑
0≤i≤n

(δdeg(b, b
′, i) + δcodeg(b, b

′, i)) (5.2)

Où

δdeg(b, b
′, i) = 1

si le degré de la i-cellule de b est égal au degré de la i-
cellule de b′ ;

δdeg(b, b
′, i) = 0 sinon ;

δcodeg(b, b
′, i) = 1

si le co-degré de la i-cellule de b est égal au co-degré de la
i-cellule de b′ ;

δcodeg(b, b
′, i) = 0 sinon ;

Une seconde heuristique nommée h+deg intègre en plus l’information de la cellule
adjacente, si elle existe, pour une description plus précise. Pour cela nous regardons si
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le brin b est i-cousu, si tel est le cas alors nous comparons les degrés et co-degrés de la
i-cellule du brin αi(b) avec la i-cellule du brin i-cousu (s’il existe) à b′.

hdeg+(b, b
′) = hdeg(b, b

′) +
∑

0≤i≤n

(δ+deg(b, b
′, i) + δ+codeg(b, b

′, i)) (5.3)

Où

δ+deg(b, b
′, i) = 1

si b et b′ sont i-cousus et que le degré de la i-cellule de
αi(b) est égal au degré de la i-cellule de α′

i(b
′) ;

δ+deg(b, b
′, i) = 0 sinon ;

δ+codeg(b, b
′, i) = 1

si b et b′ sont i-cousus et que le co-degré de la i-cellule de
αi(b) est égal au co-degré de la i-cellule de α′

i(b
′) ;

δ+codeg(b, b
′, i) = 0 sinon .

hdeg(b, b
′) est bornée entre 0 et 2n + 2, et donne le nombre de degrés et co-degrés

identiques des cellules incidentes aux deux brins comparés. hdeg+(b, b′) est bornée entre
0 et 4n+4, et donne le nombre de degrés et co-degrés similaires des cellules incidentes
et adjacentes aux deux brins comparés.

La Fig. 5.9 illustre l’heuristique basée sur les degrés et co-degrés des cellules inci-
dentes et adjacentes aux brins. Si nous étudions l’heuristique hdeg sur cet exemple, nous
notons que 13 couples de brins du sous-ensemble de brins considéré obtiennent la va-
leur maximale de 4, ce qui signifie que nous ne savons pas différencier les meilleurs
d’entre eux. Il est alors possible d’améliorer cette heuristique en tenant compte en plus
des degrés et co-degré des cellules des brins, des degrés et co-degrés des cellules ad-
jacentes à la cellule du brin avec l’heuristique h+deg. Le couple (d, a′) est le seul couple
pour le sous-ensemble de brins considéré qui obtient le score maximal de 8. Si nous
étudions ce couple, les deux brins font partie de triangles, qui ont pour face adjacente
des triangles, leurs sommets ainsi que les sommets adjacents sont incidents à 3 arêtes,
leurs arêtes et arêtes adjacentes sont incidentes à 2 faces. Cette heuristique va donc
donner un point de départ de l’algorithme de construction d’un appariement qui va
nous permettre par propagation d’apparier au minimum les deux triangles et leurs tri-
angles adjacents. Considérons maintenant les brins, i, k, j et c′. Ces brins n’ont pas de
face adjacente et sont donc pénalisés dans le calcul de l’heuristique car ils ne pour-
ront jamais retrouver le co-degré de la 2-cellule adjacente. Cependant, le choix de ces
couples de brins ne garantit pas d’apparier plus que leur face, contre deux faces com-
plètes pour le précédent choix.

Considérons maintenant une 2G-carte représentant un plan téssélé, uniquement
composé de triangles. La principale difficulté du problème de comparaison de cette
2G-carte avec une autre 2G-carte est que l’heuristique hdeg+ sera moins pertinente.

Cette difficulté est illustrée dans la Fig. 5.10 où tous les brins sont incidents à des
2-cellules triangulaires. Le co-degré de chaque face est donc de 3, le co-degré des faces
adjacentes, s’il y en a, est aussi de 3. Nous avons donc une 2G-carte pour laquelle les co-
degrés n’apportent pas d’information. Il est possible de générer des cas avec encore plus
de similarités, un exemple extrême étant la grille régulière torique où tous les degrés et
tous les co-degrés sont identiques.

Dans un maillage triangulaire beaucoup de couples candidats auront la valeur heu-
ristique maximale. Nous proposons donc d’affiner cette heuristique en commençant
par les brins ayant les degrés et co-degrés les moins présents dans la nG-carte, l’objec-
tif étant de commencer par les points les plus particuliers, et donc éventuellement les
plus intéressants.
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(a) G (b) G′

brin a b c d e f g h i j k a’ b’ c’
degree(0-cellule(brin)) 3 4 3 4 4 4 3 3 2 2 3 3 3 3
degree(1-cellule(brin)) 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 2 2 1

co-degree(1-cellule(brin)) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
co-degree(2-cellule(brin)) 3 3 3 3 3 4 4 3 4 3 3 3 3 3
degree(0-cellule(α0(brin))) 4 3 4 3 3 3 4 4 2 3 3 3 3 3
degree(1-cellule(α1(brin))) 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 1 2

co-degree(1-cellule(α1(brin))) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
co-degree(2-cellule(α2(brin))) 3 3 3 3 4 3 3 4 3 3

(c) Tableaux des degrés et co-degrés

a b c d e f g h i j k
a’ 4 3 4 3 3 2 3 4 1 2 3
b’ 4 3 4 3 3 2 3 4 1 2 3
c’ 3 2 3 2 2 1 2 3 2 3 4

(d) Tableau heuristique hdeg

a b c d e f g h i j k
a’ 6 6 6 7 6 6 5 5 2 3 6
b’ 7 7 7 6 5 6 6 6 3 4 5
c’ 4 4 4 5 5 3 3 4 3 4 7

(e) Tableau heuristique hdeg+

FIGURE 5.9 – G et G′ sont deux 2G-cartes. Le tableau (c) donne les valeurs de degrés et co-degrés néces-
saires au calcul de l’heuristique. Le tableau (d) donne pour chaque couple de brins (b, b′), les valeurs de
hdeg(b, b

′) sans tenir compte des cellules adjacentes et le tableau (e) donne les valeurs de h+
deg(b, b

′) en
tenant compte des cellules adjacentes.
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(a) Carte d’un Plan tessélé

brin a b c d e f
degree(0-cellule(brin)) 3 5 5 6 4 2
degree(1-cellule(brin)) 1 1 2 2 2 1

co-degree(1-cellule(brin)) 2 2 2 2 2 2
co-degree(2-cellule(brin)) 3 3 3 3 3 3
degree(0-cellule(α0(brin))) 4 3 5 5 6 5
degree(1-cellule(α1(brin))) 2 2 2 2 1 1

co-degree(1-cellule(α1(brin))) 2 2 2 2 2 2
co-degree(2-cellule(α2(brin))) 3 3 3

(b) Tableaux des degrés et co-degrés

FIGURE 5.10 – (a) Une 2G-carte représentant un plan tessélé. Le tableau (b) donne les valeurs de degrés,
et co-degrés nécessaires au calcul de hdeg . Dans le cas de maillages régulier les degrés et co-degrés sont
moins discriminants.

66



CHAPITRE 5. ALGORITHMES D’APPROXIMATION DE DISTANCES ENTRE NG-CARTES

Nous caractérisons chaque brin par l’histogramme de ses degrés et co-degrés.

tuple(b) = (degree(b, 0), . . . , degree(b, n− 1), codegree(b, 1), , . . . , codegree(b, n)) (5.4)

Où
degree(b, i) = degree(i− cellule(b))
codegree(b, i) = codegree(i− cellule(b))

Nous étendons ce principe en intégrant les degrés et co-degrés des cellules voisines :

tuple+(b) =(degree(b, 0), . . . , degree(b, n− 1), codegree(b, 1), , . . . , codegree(b, n),

degree+(b, 0), . . . , degree+(b, n− 1), codegree+(b, 1), , . . . , codegree+(b, n))

(5.5)

Où

degree+(b, i) = degree(i− cellule(αi(b))) si αi(b) �= b;
degree+(b, i) = 0 sinon ;
codegree+(b, i) = codegree(i− cellule(αi(b))) si αi(b) �= b;
codegree+(b, i) = 0 sinon .

Par exemple dans la Fig. 5.10, nous aurons tuple(c) = (5, 2, 2, 3), et tuple(a) =
(3, 1, 2, 3). Si nous prenons en compte les cellules adjacentes, nous utiliserons
tuple+(c) = (5, 2, 2, 3, 5, 2, 2, 3) et tuple+(a) = (3, 1, 2, 3, 4, 2, 2, 0). Ce tuple décrit l’en-
semble des degrés et co-degrés de toutes les cellules du brin concerné. C’est donc une
description intéressante de son voisinage. L’objectif est donc de trouver les brins ayant
des voisinages particuliers. Nous choisissons des couples de brins ayant le même tuple,
en privilégiant ceux qui sont les plus rares. En effet, dans un maillage triangulaire, on
ne peut apparier que des brins appartenant à des triangles. Si par contre il existe un
quadrilatère parmi les triangles dans les deux 2G-cartes, il peut être un point de départ
plus intéressant.

Nous définissons la fréquence du tuple associé à un brin b.

φ(b) = |{b′ ∈ B|tuple(b) = tuple(b′)}| (5.6)

Nous en déduisons la fréquence maximum d’un tuple dans l’ensemble des tuples
de la nG-carte.

φmax(G) = max
b∈B

(φ(b)) (5.7)

Enfin nous définissons la valeur de l’heuristique comme la fréquence minimum des
tuples des deux brins s’ils sont identiques.

hfreq(b, b
′) =min({φmax(G), φmax(G

′)})−min({φ(b), φ(b′)}) si tuple(b) = tuple(b′);
hfreq(b, b

′) =0 sinon.
(5.8)

Si la nG-carte possède beaucoup de faces similaires, alors la fréquence du tuple ne
sera pas pertinente car trop de tuples auront la même valeur. Nous pourrons alors uti-
liser tuple+(b). Au contraire si la nG-carte est très diversifiée (en termes de degrés et co-
degrés de cellules), alors l’utilisation de tuple+(b) ne permettra pas de retrouver deux
brins ayant le même tuple. Le choix de l’utilisation de tuple(b) ou de tuple+(b) dépend
donc des nG-cartes comparées, et donc des objets modélisés par ces nG-cartes.
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Similarité des étiquettes

Nous avons vu que la distance d’édition peut être étendue pour intégrer de l’infor-
mation supplémentaire en fonction des objets modélisés en utilisant des étiquettes. Il
est alors possible d’intégrer dans l’heuristique du choix du prochain couple de brins
l’information portée par les étiquettes.

Si G et G′ sont deux nG-cartes étiquetées, alors l’heuristique associée à l’apparie-
ment de deux brins b et b′ est hetiq(b, b′).

hetiq(b, b
′) = cost(e(b), e(b′)) (5.9)

Où cost(l1, l2) est le coût de substitution de l’étiquette l1 par l’étiquette l2. Notez que
pour cette heuristique, le choix est d’autant meilleur que sa valeur est petite.

Cette heuristique va permettre d’orienter la construction de l’appariement en com-
mençant par mettre en relation des brins ayant des étiquettes proches.

Composition des Heuristiques

Toutes ces heuristiques visent à choisir le meilleur couple de brins. L’heuristique
hcout guide le choix d’un nouveau couple en fonction du nombre de coutures retrou-
vées. En cas d’égalité (par exemple lors du choix du premier couple), nous utilisons une
combinaison des heuristiques hdeg, h

+
deg, hfreq et hetiq pour départager les ex-aequos.

Pour cela nous proposons un ensemble de poids θ1, θ2, θ3 et θ4 pour pondérer l’impor-
tance de chacune des heuristiques.

hchoix(b, b
′) = θ1.hdeg(b, b

′) + θ2.hdeg+(b, b
′) + θ3.hfreq(b, b

′) +
θ4

hetiq(b, b′)
(5.10)

5.4 Évaluation expérimentale de ApproxD

Dans cette section nous souhaitons valider notre algorithme et montrer que les ap-
proximations de la distance calculées sont proches de la distance exacte. Nous allons
aussi étudier l’impact des différentes heuristiques proposées. Pour cela nous propo-
sons un ensemble de quatre jeux de données Taillex, Noyaux, T riangles et Bornes.

Jeux d’essais considérés

Taillex avec x ∈ [500; 20000] : Pour ce jeu d’essai nous avons généré des couples de 3G-
cartes aléatoirement de tailles différentes. Pour cela nous avons ajouté successive-
ment des brins à une 3G-carte vide. L’ajout d’un brin aléatoirement est réalisé en
sélectionnant aléatoirement une dimension i puis un brin i-libre. Nous ajoutons
un nouveau brin en le i-cousant au brin sélectionné. Nous avons vu précédem-
ment dans ce chapitre que l’ajout d’un brin unique dans une nG-carte peut en-
traîner des problèmes d’intégrité. Ainsi, pour chaque ajout de brins nous ajoutons
d’autres brins et coutures permettant de résoudre les contraintes violées. Nous
avons généré ici 159 paires de 3G-cartes ayant une taille variant de 250 brins à
20000 avec un pas de 125 brins.

Noyauxxavec x ∈ {1000, 2500, 4000} : Pour ce jeu, nous avons généré des couples de
3G-cartes ayant une partie commune connue ce qui nous permet d’une part de
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contrôler la similarité des 3G-cartes comparées, et d’autre part de connaître une
borne minimale sur la taille de la plus grande sous-carte commune. La partie
commune entre deux 3G-cartes est appelée noyau. La création de ces 3G-cartes
débute par la création du noyau en ajoutant successivement à une 3G-carte vide
des brins et en les cousant aléatoirement avec le même procédé que pour le jeu
Taillex. Une fois que le noyau a la taille désirée, nous le dupliquons et nous trai-
tons chaque copie séparément en ajoutant des brins aléatoirement jusqu’à obte-
nir des 3G-cartes de la taille désirée. Les 3G-cartes générées dans ce jeu de don-
nées ont 5000 brins, et un noyau de 1000, 2500 et 4000 brins ce qui correspond à
une proportion de noyau de 20%, 50% et 80%. Pour chaque taille de noyau nous
avons généré 50 paires de cartes.

Triangles : Dans ce jeu de données, nous avons cherché à maximiser la ressem-
blance entre les 2G-cartes comparées. Nous avons proposé dans la section pré-
cédente une heuristique basée sur les degrés et co-degrés des i-cellules des nG-
cartes moins discriminante pour des nG-cartes similaires. Nous avons donc gé-
néré 50 paires de 2G-cartes de 5000 brins composées uniquement de triangles.
Nous avons utilisé un procédé de génération proche des jeux précédents. Seule-
ment, au lieu d’ajouter successivement des brins, nous ajoutons des ensembles
de 6 brins cousus pour former un triangle. Nous 2-cousons ensuite aléatoirement
une arête de ce triangle à une arête 2-libre du maillage. Pour maximiser la simila-
rité et ainsi augmenter la difficulté, les 2G-cartes comparées ont un noyau com-
mun de 95%.

Bornes : Pour ce jeu nous souhaitons pouvoir comparer l’approximation de la dis-
tance calculée par notre algorithme pour un ensemble de 2G-cartes pour les-
quelles nous connaissons la valeur de la distance dp1,1. Pour connaître la valeur
de la distance nous procédons par construction en dégradant avec les opérations
del et unsew des 2G-cartes pour générer des sous-cartes partielles. L’ensemble des
opérations utilisées pour modifier les 2G-cartes nous donne un chemin d’édition
pour passer de la 2G-carte originale à la sous-carte partielle. En conséquence il
est possible de calculer la valeur exacte de la distance dp1,1. Nous comparons ainsi
les distances approximées di1,1 et dp1,1 avec la distance exacte dp1,1. Nous notons la
2G-carte initiale G0 et nous générons un ensemble de 14 sous-cartes partielles
Gi en supprimant aléatoirement i × 5% des brins ou coutures de G0. Nous avons
considéré un ensemble de 60 cartes, composées de 15 cartes construites à partir
de 4 2G-cartes initiales modélisant des maillages de la base [AIM]. Les 2G-cartes
originales ont en moyenne 4808 brins et 14031 coutures.

Évaluation expérimentale des temps d’exécution sur Taillex

L’objectif de cette évaluation est d’étudier le passage à l’échelle de notre algorithme
en faisant varier la taille de différentes nG-cartes comparées. Nous séparons le temps
d’initialisation de la structure du temps d’exécution étant donné que pour une seule
initialisation nous pouvons réaliser autant d’éxécutions de l’algorithme que nous le
souhaitons. En effet, chacune de ces exécutions peut choisir un couple de brins dif-
férent lors du choix du premier couple à apparier, de sorte qu’elles construiront des
appariements différents. Nous pouvons alors ne garder que l’appariement induisant la
meilleur approximation.

Dans la Fig. 5.11 nous remarquons que le temps d’initialisation dépend bien du
nombre de brins des 3G-cartes. C’est normal, car nous devons pour chaque couple de
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FIGURE 5.11 – Étude du temps d’exécution de ApproxD en fonction de la taille des 3G-cartes comparées.
Le temps d’exécution d’un appel à ApproxD suit une fonction quadratique quand le nombre de brins des
3G-cartes comparées augmente. Cependant, le temps d’exécution d’un glouton ne varie pas en fonction
de l’heuristique utilisée. Dans le second graphique nous étudions le temps d’initialisation de l’algorithme
avant exécution. Nous notons qu’il augmente aussi quadratiquement en fonction du nombre de brins des
3G-cartes comparées et aussi en fonction des heuristiques utilisées.
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FIGURE 5.12 – Évaluation des heuristiques pour approximer la distance di,1,1mcs sur le jeu de données
Noyau1000, soit un noyau de 20%. Pour chaque nombre d’exécution x ∈ [1; 50], les courbes donnent la
plus petite approximation calculée sur les x exécutions (en moyenne pour les 50 couples de 3G-cartes du
jeu de données.)

brins calculer la valeur des heuristiques utilisées et l’insérer dans le tas binaire. No-
tez que lorsque la taille des 3G-cartes augmente, nous augmentons simultanément les
deux 3G-cartes comparées. En utilisant la méthode des moindre carrés, nous notons
qu’il est possible d’associer des fonctions quadratiques à chacune de nos courbes, ce
qui valide bien le fait que l’algorithme est de complexité quadratique en pratique.

Évaluation expérimentale des heuristiques sur Noyauxx et Triangles

Pour valider nos heuristiques et l’algorithme, nous avons généré des 2G-cartes et
3G-cartes avec une partie commune (sous-carte). Cela nous permet d’étudier le com-
portement des heuristiques sur des paires de 2G-cartes plus ou moins similaires.

Dans les figures 5.12,5.13 et 5.14, nous calculons une approximation supérieure de
di,1,1mcs et dans les figures 5.15,5.16 et 5.17, nous calculons une approximation supérieure
de dp,1,1mcs sur le même jeu de données. Les différentes heuristiques comparées sont hcout
qui permet de retrouver les coutures, hdeg qui décrit la répartition des degrés et co-
degrés des cellules des brins comparés et enfin h+deg qui prend en compte les degrés et
co-degrés des cellules adjacentes. Pour chaque heuristique nous exécutons 50 fois l’al-
gorithmeApproxD en choisissant un couple de départ différent pour chaque exécution.
Les 50 couples de brins de départ choisis sont les 50 couples ayant la meilleure valeur
pour l’heuristique.

La première observation que nous pouvons faire est que quel que soit le type de
sous-carte considéré, et quelle que soit la taille du noyau lors de la génération, l’heu-
ristique h+deg permet de trouver une meilleure approximation de notre distance que les
heuristique hdeg et hcout seules. La même remarque peut être faite entre l’heuristique
hdeg et l’heuristique hcout seules. En effet, l’utilisation de hcout uniquement ne permet
pas d’obtenir des approximations acceptables. Cela confirme le fait que le choix du pre-
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FIGURE 5.13 – Évaluation des heuristiques pour approximer la distance di,1,1mcs sur le jeu de données
Noyau2500, soit un noyau de 50%. Pour chaque nombre d’exécutions x ∈ [1; 50], les courbes donnent la
plus petite approximation calculée sur les x exécutions (en moyenne pour les 50 couples de 3G-cartes du
jeu de données.)
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FIGURE 5.14 – Évaluation des heuristiques pour approximer la distance di,1,1mcs sur le jeu de données
Noyau4000, soit un noyau de 80%. Pour chaque nombre d’exécutions x ∈ [1; 50], les courbes donnent la
plus petite approximation calculée sur les x exécutions (en moyenne pour les 50 couples de 3G-cartes du
jeu de données.)
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FIGURE 5.15 – Évaluation des heuristiques pour approximer la distance dp,1,1mcs sur le jeu de données
Noyau1000, soit un noyau de 20%. Pour chaque nombre d’exécutions x ∈ [1; 50], les courbes donnent la
plus petite approximation calculée sur les x exécutions (en moyenne pour les 50 couples de 3G-cartes du
jeu de données.)
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FIGURE 5.16 – Évaluation des heuristiques pour approximer la distance dp,1,1mcs sur le jeu de données
Noyau2500, soit un noyau de 50%. Pour chaque nombre d’exécutions x ∈ [1; 50], les courbes donnent la
plus petite approximation calculée sur les x exécutions (en moyenne pour les 50 couples de 3G-cartes du
jeu de données.)
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FIGURE 5.17 – Évaluation des heuristiques pour approximer la distance dp,1,1mcs sur le jeu de données
Noyau4000, soit un noyau de 80%. Pour chaque nombre d’exécutions x ∈ [1; 50], les courbes donnent la
plus petite approximation calculée sur les x exécutions (en moyenne pour les 50 couples de 3G-cartes du
jeu de données.)

mier couple de brins est primordial. Notez que le processus de génération aléatoire pro-
duit naturellement des nG-cartes possédant des degrés et co-degrés très variés, ce qui
rend les heuristiques hdeg et h+deg très discriminantes. Cette diversité est justement ce
qui fait que l’heuristique hfreq n’apporte pas de gains significatifs car elle est destinée
à améliorer les cas où les degrés et co-degrés sont très similaires. Il est aussi intéres-
sant de regarder l’ordre de grandeur des distances en fonction du noyau et du type de
sous-carte considéré. Si nous regardons les distances calculées avec la sous-carte in-
duite, nous observons qu’elles sont égales à 0.37 pour un noyau de 20% et à 0.11 pour
un noyau de 80%. Notez que nous recherchons une plus grande sous-carte commune
non connexe ce qui signifie que l’algorithme construit dans le meilleur des cas un ap-
pariement qui apparie la sous-carte commune du noyau et aussi de nombreux sous-
ensembles de brins parmi les brins ajoutés aléatoirement. Pour la sous-carte partielle,
les distances calculées sont égales à 0.13 pour le noyau de 20% et à 0.05 pour un noyau
de 80%. La différence avec la sous-carte induite est inhérente au fait que la sous-carte
partielle permet de retrouver des brins même si leurs coutures ne sont pas retrouvées.

L’heuristique hfreq étant destinée à choisir un couple de brins discriminant quand
les degrés et co-degrés sont peu variés, nous avons créé le jeu de données Triangles
pour lequel nous avons volontairement introduit une très forte similarité. La Fig. 5.18
illustre les résultats. Nous notons que l’heuristique permet d’obtenir de meilleurs résul-
tats plus rapidement indépendamment du type de sous-carte considéré. Elle est donc
utile si nous souhaitons comparer des nG-cartes ayant des i-cellules de degrés peu va-
riés.
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(a) Sous-carte commune de 95%

FIGURE 5.18 – Comparaison de l’approximation de la distance calculée en fonction du nombre d’exécu-
tions de l’algorithme. Pour chaque nombre d’exécution x ∈ [1; 50], les courbes donnent la plus petite ap-
proximation calculée sur les x exécution (en moyenne pour les 50 couples de 2G-cartes du jeu de données.
Notez que dans ce cas, l’heuristique basée sur la fréquence apporte un gain significatif, que la sous-carte
considérée soit induite ou partielle.

Évaluation expérimentale de la qualité de l’approximation sur Bornes

Dans cette expérimentation nous souhaitons mettre en évidence la qualité de la
distance approximée sur le jeu de données Bornes pour lequel nous connaissons la
distance exacte dp,1,1mcs . Nous utilisons ici les heuristiques hcout, h

+
deg et hfreq. La Fig. 5.19

montre que le résultat de l’approximation de nos distances est plutôt proche de la dis-
tance exacte. Elle montre aussi que l’approximation dp,1,1mcs est plus proche de sa valeur
exacte que l’approximation de di,1,1mcs . C’est la conséquence directe de l’utilisation de
l’opération unsew dans la modification de la carte originale. La 2G-carte ainsi modifiée
est une sous-carte partielle mais n’est pas une sous-carte induite car les involutions
entre les brins de la sous-carte ne sont alors plus conservées. Il existe donc des brins
appartenant à la sous-carte partielle ne pouvant pas être conservés dans la sous-carte
induite car leurs coutures ne sont pas préservées.

5.5 Discussion

Nous avons présenté un algorithme permettant de calculer une approximation su-
périeure des distances définies dans le Chap. 4. Nous calculons ces distances en cal-
culant un appariement de brins représentant une sous-carte commune. Le calcul de
cet appariement est orienté par des heuristiques permettant de prendre en compte la
structure des cellules à proximité des brins et aussi l’information que nous pouvons
ajouter aux brins au moyen d’étiquettes. La distance calculée est donc dépendante des
paramètres utilisés pour les heuristiques, et de la structure des nG-cartes que nous sou-
haitons comparer. Nous avons évalué l’impact de ces heuristiques sur le calcul des dis-
tances d∗,1,1mcs . Ces heuristiques sont une base permettant de comparer n’importe quel
type de nG-carte indépendamment de l’objet modélisé. Il serait sans doute plus effi-
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FIGURE 5.19 – Comparaison de dp1,1 avec les meilleurs approximations de dp1,1 et di1,1 calculées par 10 exé-
cutions de l’algorithme ApproxD avec les heuristiques hcout, h

+
deg et hfreq . Pour tout i ∈ {1, . . . , 14} Gi

est une sous-carte partielle de G0 obtenue en supprimant i.5% de ses brins ou de ses coutures. Les trois
courbes représentent respectivement l’évolution de dp1,1 et les approximations de dp1,1 et di1,1 calculées. Les
courbes sont des moyennes calculées sur un ensemble de 60 2G-cartes.

cace de spécialiser les heuristiques en fonction des objets modélisés. Notez aussi que
l’algorithme, avant de calculer la distance, effectue une mise en correspondance des
brins. Cette mise en correspondance est utilisée pour calculer la distance d’édition. Il
est donc tout à fait possible d’utiliser cette construction pour associer des parties simi-
laires d’objets ou déterminer l’ensemble d’opérations permettant de modifier un objet
en un autre sous forme de nG-carte.
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Dans le Chap. 4 nous avons défini une distance entre nG-cartes basée sur la taille
de la plus grande sous-carte commune. Nous avons ensuite défini la distance d’édition
entre nG-cartes et montré que nous pouvons calculer sa valeur (sous certains coûts)
à partir de la plus grande sous-carte commune. Dans le Chap. 5 nous avons proposé
un algorithme calculant une approximation de la plus grande sous-carte commune en
construisant un appariement de brins qui met en relation des brins de la première nG-
carte avec ceux de la seconde.

Nous avons cherché une application directe de notre distance pour classer, recon-
naître ou encore comparer des images ou des maillages 2D ou 3D. Dans aucune de ces
applications nous n’avons été réellement compétitifs face aux méthodes dédiées telles
que, par exemple, [VNU03] une méthode basée sur des sac de mots pour la classifica-
tion d’images, et [LSG+12] une méthode de classification de maillages en utilisant leur
géométrie.

Les nG-cartes modélisent la structure d’un objet, et les distances que nous avons
définies utilisent cette structure non seulement pour comparer les objets mais aussi
pour mettre en correspondance leur composants et identifier leurs points communs et
différences. En ce sens, notre approche s’insère dans le courant de la reconnaissance
de formes structurelle (par opposition à la reconnaissance de formes statistiques). Par
conséquent, nous allons nous comparer dans ce chapitre à la distance d’édition de
graphes qui est l’approche la plus utilisée en reconnaissance de formes structurelles.
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Notre objectif est notamment d’évaluer l’apport des cartes généralisées par rapport
aux graphes pour faire de la reconnaissance de formes structurelles. Nous utilisons tout
d’abord un jeu de 2G-cartes modélisant des images en niveau de gris segmentées et en-
suite des 2G-cartes modélisant des maillages 3D. Nous terminerons sur une discussion
bilan sur les mesures de similarité basées sur des méthodes structurelles.

6.1 Base d’images

Les heuristiques proposées permettent de calculer de bons candidats à la plus
grande sous-carte commune dans le cas de nG-cartes générées aléatoirement. Cepen-
dant la littérature montre que, dans la cadre de la distance d’édition de graphes, il est
nécessaire pour comparer efficacement des objets d’introduire de l’information propre
aux objets sous forme d’étiquettes. Par exemple, nous pouvons ajouter des étiquettes
colorimétriques pour des images.

Nous allons valider ici ApproxD sur une base d’images et nous commençons par
décrire notre méthode de modélisation d’une image avec une 2G-carte. Nous introdui-
rons ensuite un ensemble d’étiquettes permettant de décrire des informations colori-
métriques et surfaciques de nos images segmentées. Enfin nous évaluerons les résultats
obtenus en nous comparant à la distance d’édition de graphes pour effectuer de la clas-
sification ou de la mise en correspondance de zones de l’image.

6.1.1 Modélisation d’images par des 2G-cartes et des graphes

Pour mesurer la similarité entre des images, nous avons besoin de modéliser les
images avec des structures. Nous allons proposer et comparer une modélisation à base
de cartes généralisées ainsi qu’une modélisation à base de graphes.

Pour modéliser une image en utilisant des 2G-cartes, nous pouvons représenter
chaque pixel de l’image par une face. Le défaut de cette méthode est que, sans éti-
quette, aucune information n’est intégrée à la structure de la 2G-carte autre que leur
résolution. Deux images de même résolution seront donc modélisées par des 2G-cartes
isomorphes. Afin d’étoffer l’information contenue dans la structure de la 2G-carte, nous
appliquons un procédé de segmentation sur l’image qui permet d’associer à chaque
face un ensemble de pixels connexes et similaires au lieu d’un unique pixel. Pour seg-
menter les images nous utilisons l’algorithme de Damiand et Dupas décrit dans [DD08].
Cet algorithme construit tout d’abord la 2G-carte modélisant l’image avec une face par
pixel. Dans une première étape, il fusionne les faces adjacentes ayant un gradient de
couleur faible qui indique que les couleurs des deux faces sont proches. Dans un se-
cond temps, il fusionne les arêtes afin qu’entre deux faces voisines, il n’y ait qu’une
unique arête. Le résultat de ce processus est une image segmentée. La Fig. 6.1 illustre la
segmentation d’une image de 24pixels, en trois régions avec cet algorithme. Elle montre
aussi une image ainsi que la modélisation de sa segmentation avec une 2G-carte.

Afin de comparer notre distance d’édition à la distance d’édition des graphes nous
modélisons également chaque image par un graphe. Afin que l’algorithme de segmen-
tation utilisé n’influe pas sur les résultats, nous utilisons le même algorithme que pour
les 2G-cartes.

La structure de graphe la plus connue pour modéliser des images segmentées est le
graphe d’adjacence des régions (RAG). Ce graphe associe un sommet à chaque région
de l’image et possède une arête entre deux sommets si les deux régions associées ont
au moins un pixel adjacent. La Fig. 6.1 illustre une image, sa segmentation ainsi que le
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(a) (b)

(c) (d) (e)

FIGURE 6.1 – (a) Exemple d’une modélisation d’une image avec une 2G-carte (une face par pixel). (b) La
2G-carte obtenue après segmentation par [DD08]. (c) Une image. (d) Sa modélisation avec une 2G-carte.
(e) Sa modélisation avec un graphe d’adjacence de région.
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graphe d’adjacence de région la modélisant. Cependant, certaines informations ne sont
pas disponibles avec le graphe d’adjacence de régions, notamment le nombre d’arêtes
composant les régions alors qu’elles sont disponibles dans la structure des 2G-cartes.
Dans un souci d’équité nous ajoutons des étiquettes supplémentaires sur le graphe :

– une étiquette sur chaque sommet du graphe indiquant le nombre d’arêtes qui
composent la face de l’image segmentée ;

– une étiquette sur chaque arête du graphe indiquant le nombre d’arêtes de l’image
composant la jointure entre deux régions.

La Fig. 6.2 donne un exemple de graphe d’adjacence de régions étiqueté. Notez
cependant que deux images peuvent être représentées avec le même graphe, alors
qu’elles seront représentées par deux 2G-cartes non isomorphes. Par exemple dans la
Fig. 6.2, les images (a) et (b) sont modélisées par les graphes (c) et (d) qui sont iso-
morphes alors qu’elles sont modélisées par les 2G-cartes (e) et (f) qui ne sont pas iso-
morphes. Cette différence est inhérente au fait que les 2G-cartes portent une informa-
tion de plongement dans un plan qui n’est pas intégrée aux graphes. Ainsi, toutes les
images correspondant à un plongement différent d’un même graphe seront représen-
tées par un graphe unique. Cette différence nous permet d’obtenir des résultats diffé-
rents.

6.1.2 Définition des étiquettes et des coûts

Nous proposons également d’utiliser des étiquettes pour le cas des images, l’une
basée sur la colorimétrie et la seconde basée sur la surface des régions issues de la seg-
mentation.

Couleur

L’algorithme de segmentation produit des régions dont les pixels sont de couleur
similaire. Il associe à chacune de ces régions leur couleur moyenne. Cette information
peut être ajoutée comme étiquette sur les 2G-cartes comme sur les graphes.

Lorsque l’image est modélisée par un RAG, la couleur de chaque région est la cou-
leur moyenne de tous les pixels composant la région correspondante. Nous ajoutons
donc une étiquette à chaque sommet contenant la couleur de la région qu’il représente.

Dans une image modélisée par une 2G-carte, nous proposons de déplacer cette
information de la face (qui est décrite implicitement avec les orbites) vers ses brins.
Chaque brin appartenant exactement à une face, nous associons à chaque brin une
étiquette contenant la couleur de sa face.

Dans les expérimentations menées ici, les couleurs sont des niveaux de gris et
chaque étiquette est donc une valeur entière comprise entre 0 et 255. Si nous souhai-
tons représenter des étiquettes de couleurs (RGB), il conviendra d’utiliser une étiquette
qui permettra de faciliter le calcul de distance entre couleurs. Pour cela, [CIE94, SWD]
proposent par exemple des systèmes de couleurs adaptés, et des distances qui corres-
pondent à la perception de l’oeil humain.

Nous définissons le coût de substitution de l’étiquette l en l′, pour les 2G-cartes
comme pour les graphes :

csubst−col(l, l
′) =

|l − l′|
255

(6.1)

Ce coût est borné entre 0 et 1. Il est égal à 0 si les couleurs des sommets ou des brins
sont identiques et à 1 si les couleurs sont les plus éloignées (0 et 255). Cette première

80



CHAPITRE 6. ÉVALUATION EXPÉRIMENTALE

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIGURE 6.2 – (a) et (b) deux images, (c) et (d) leur modélisation en utilisant un graphe d’adjacence de
région. (e) et (f) leur modélisation en utilisant une 2G-carte. Les graphes (c) et (d) sont isomorphes tandis
que les 2G-cartes (e) et (f) ne sont pas isomorphes. Notez que la somme du coût des arêtes est égal au coût
des sommets.
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étiquette et son coût de substitution va permettre à la distance d’exprimer que deux
brins ou deux sommets appariés sont d’autant plus éloignés que leurs couleurs sont
éloignées.

Aire des faces

La seconde étiquette que nous pouvons ajouter est liée à la taille des régions issues
de la segmentation. En effet, suite à l’aggrégation des pixels de couleurs similaires dans
le processus de segmentation, les régions de l’image segmentée sont plus ou moins
grandes. Une image étant composée exclusivement de pixels, nous pouvons calculer
l’aire d’une région en comptant le nombre de pixels qui la composent. Ainsi, l’étiquette
proposée a pour valeur le nombre de pixels aggregés dans la région.

Pour les graphes, les sommets représentant les régions, nous ajoutons une étiquette
sur chaque sommet. Pour les 2G-cartes, cette information étant encore une fois propre
à la face, nous déportons l’étiquette sur chacun des brins. Ainsi, sur chaque brin, nous
ajoutons l’étiquette correspondant à la l’aire de la face qui lui est incidente.

Dans les deux cas, le coût de substitution proposé est défini en fonction de la diffé-
rence de l’aire des régions. Ainsi, le coût de substitution de l’étiquette l en l’étiquette l′

respectivement d’aires A et A′ est égal à :

csubst−aire(l, l
′) = 1− min(A,A′)

max(A,A′)
(6.2)

Ce coût de substitution est borné entre 0 et 1 : égal à 0 si les deux aires sont égales et
d’autant plus proche de 1 que le ratio de l’aire entre les deux faces augmente.

Dans la Fig. 6.3, nous utilisons l’étiquette basée sur l’aire des faces. La distance d’édi-
tion entre G et G′ est égal à 20, ce qui correspond au coût de substitution des 10 brins
de la face F1 avec les 10 brins de la faces F ′

1. En effet, les brins de F1 étant étiquetés avec
une aire de 4 et ceux de F ′

1 avec une aire de 2, le coût de substitution de chaque couple
est donc de 2. Notez que pour cette étiquette dans le cas des 2G-cartes, le coût de sub-
stitution est proportionnel au nombre de brins composant les faces, c’est différent pour
les graphes où la distance d’édition correspond au coût de substitution du sommet re-
présentant la face F1 avec le sommet représentant la face F2, i.e., 2 dans l’exemple de la
Fig. 6.3.

Définition des coûts d’édition

Pour ces expérimentation nous avons choisi des coûts d’éditions pour chacune des
opérations. Pour les graphes nous avons fixé le coût d’ajout d’un sommet (que nous
noterons c(addn)) et de suppression d’un sommet (que nous noterons c(deln)) à 1. De
même pour les opérations ajoutant et supprimant une arête, i.e., c(adde) = c(dele) = 1.
Le coût de substitution est différent en fonction des étiquettes. Pour les étiquettes in-
diquant la couleur, nous choisissons csubst−col et pour les étiquettes indiquant l’aire
des régions csubst−aire. Pour les étiquettes structurelles, c’est-à-dire l’étiquette sur les
arêtes indiquant le nombre de fois que deux faces sont adjacentes et l’étiquette sur
les sommets indiquant le nombre d’arêtes composant la face nous avons choisi une
fonction de coût renvoyant la différence entre les deux étiquettes, que nous noterons
c(subst−struct(l, l′)) = |l−l′|. Enfin, le coût de substitution final entre deux sommets est
égal à la somme des coûts de substitutions. Ainsi le coût de substitution de deux som-
mets s par s′ est égal à la somme des trois coûts de substitution c(subst − struct(l, l′)),
csubst−col et csubst−aire en fonction des étiquettes considérées dans la distance d’édition.
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(a) G (b) G′

Coût associé à l’appariement {(F1, F
′
1), (F2, F

′
2), (F3, F

′
3)} = 10× 2 = 20

(c) g (d) g′

Coût associé à l’appariement {(S1, S
′
1), (S2, S

′
2), (S3, S

′
3)} = 2

FIGURE 6.3 – Exemple de distances d’édition sur les graphes et les 2G-cartes où seul le coût de substitution
de l’aire des faces est pris en compte. (a) et (b) sont deux 2G-cartes modélisant une image composée de 3
faces. (c) et (d) sont deux graphes modélisant les mêmes images, les sommets S1, S2, S3 (resp. S′

1, S
′
2, S

′
3)

représentant les faces F1, F2, F3 (resp. F ′
1, F

′
2, F

′
3). Les étiquettes sur les arêtes sont les étiquettes indiquant

le nombre de relation d’adjacence entre les deux faces. Les étiquettes sur les sommets sont : l’aire pour
l’étiquette de gauche, et le nombre d’arête composant la face qu’il représente à droite.
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(a) Car1 (b) Car2 (c) Cow1

(d) Cow2 (e) Moto1 (f) Moto2

FIGURE 6.4 – Exemples d’images extraites de la base ETHZ.

Pour les 2G-cartes, nous utilisons les coûts proposés cp1,1 dans la Section 4.5. Pour
rappel nous avons donc, pour deux cartes comparées G et G′ :

– cp1,1(delE) = |E||{(d1, i, d2) ∈ couturesG′(D′), di ∈ E où d2 ∈ E}|) ;
– cp1,1(addE,F ) = |E|+ |F | ;
– cp1,1(sewF ) = cp1,1(unsewF ) = |F |.
Pour le coût de substitution, nous considérons une somme des coûts de substitution

des étiquettes csubst−aire et csubst−col.

6.1.3 Description du jeu de données

Notre objectif est de comparer différentes segmentations d’une même image. Com-
parer deux segmentations d’une même image nous permet d’avoir une "vérité terrain"
sur les zones mises en correspondance. Nous pourrons ainsi comparer la qualité des
appariements construits pour calculer les distances ce qui n’est pas possible quand
nous comparons deux images différentes pour lesquelles nous ne savons quelle sont
les zones qui doivent être appariées. Nous sommes partis des 6 images de la Fig. 6.4
extraites de la base ETHZ 1. Pour chaque image, nous avons généré différentes segmen-
tations en utilisant l’algorithme de segmentation de [DD08] avec différentes valeurs de
seuils. La Fig. 6.5 donne un exemple de deux segmentations de la même image. La
Fig. 6.5(a) est une segmentation plus fine que celle de la Fig. 6.5(b). Notez que toutes
les segmentations sont recalculées à partir de l’image initiale. Ainsi, les régions d’une
segmentation plus grossière ne sont pas forcément des aggrégations des régions de la
segmentation plus fine. Par exemple, sur la Fig. 6.5(c) nous avons effectué un zoom de
l’image, représenté en couleur les régions de la segmentation de la Fig. 6.5(a), et par
des traits noirs la segmentation de la Fig. 6.5(b). Notez que certaines faces coloriées
chevauchant plusieurs régions de la Fig. 6.5(b) et inversement.

1. disponible sur http ://pascallin.ecs.soton.ac.uk/challenges/VOC/databases.html
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(a) Nombre de brins : 4774 (b) Nombre de brins : 4060

(c) Comparaison de la segmentation

FIGURE 6.5 – (a) et (b) Exemple de deux segmentations successives d’une image. (c) Un agrandissement
des deux segmentations, la première est représentée par des traits noirs, la seconde par des couleurs.
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Classe #cartes #brins #coutures #sommets #arêtes #faces
moy(min max) moy(min max) moy(min max) moy(min max) moy(min max)

Car1 10 2952(4776 3785) 11355(8856 14328) 625(487 787) 946(738 1194) 336(263 421)
Car2 7 2792(4548 3701) 11105(8376 13644) 614(463 753) 925(698 1137) 317(243 390)
Cow1 15 2992(4776 3870) 11612(8976 14328) 646(504 792) 967(748 1194) 371(298 458)
Cow2 13 2932(4938 3887) 11663(8796 14844) 641(484 814) 971(733 1237) 337(255 431)
Moto1 19 2872(4724 3694) 11084(7616 14172) 611(475 783) 923(718 1181) 317(251 406)
Moto2 21 2952(4932 3838) 11514(8856 14796) 635(489 816) 959(738 1233) 335(265 425)

Tableau 6.1 – Description des 2G-cartes utilisées dans l’expérimentation.

Classe #sommets #arêtes
moy(min max) moy(min max)

Car1 336(263 421) 922(717 1171)
Car2 317(243 390) 911(688 1124)
Cow1 371(298 458) 918(697 1146)
Cow2 337(255 431) 950(704 1217)
Moto1 317(251 406) 904(702 1159)
Moto2 335(265 425) 934(710 1209)

Tableau 6.2 – Description des graphes utilisés dans l’expérimentation.

Le jeu de données utilisé est donc composé d’un ensemble de segmentations des 6
images de Fig. 6.4. Nous souhaitons ainsi utiliser l’ensemble des segmentations issues
d’une image pour définir une classe. Pour générer nos classes nous avons fait varier in-
crémentalement le seuil de l’algorithme de segmentation et conservé toutes les images
ayant un nombre de régions compris entre 240 et 460.

Le Tableau 6.1 décrit les 2G-cartes modélisant les images issues de la segmentation,
le Tableau 6.2 décrit les graphes construits à partir des images segmentées et enfin le Ta-
bleau 6.3 décrit l’ensemble des étiquettes associées aux régions des images segmentées
(qui seront donc associées aux sommets des graphes et aux brins des 2G-cartes).

Dans ces expérimentations, nous allons aussi comparer les images en fonction du
nombre de segmentations qui les séparent. Nous détaillons dans le Tableau 6.4 la dif-
férence moyenne en nombre de brins/sommets entre deux segmentations de niveaux
différents. Par exemple pour deux images séparées par deux segmentations, leur diffé-
rence moyenne en nombre de brins sera de 277 pour les 2G-cartes, alors que pour les
graphes, elle sera de 23 sommets.

Notons que, malgré le fait que les 6 images originales soient différentes, la segmen-
tation produit des cartes structurellement très similaires. En effet, leurs nombres de
sommets, arêtes, faces, brins ou coutures sont très proches indépendemment de leur
classe. Par contre, au niveau des étiquettes, on perçoit de vraies différences autant au
niveau des couleurs que de l’aire moyenne des régions segmentées. Ainsi avec notre jeu

Classe couleur aire
moy(min max) moy(min max)

Car1 87(0 214) 193(1 6019)
Car2 119(0 244) 122(1 4450)
Cow1 111(0 215) 980(1 19510)
Cow2 125(0 229) 134(1 3400)
Moto1 88(0 228) 230(1 9890)
Moto2 120(0 243) 173(1 5004)

Tableau 6.3 – Statistique sur les régions des images segmentées.
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S #brins #sommets
0 0 0
1 143 12
2 277 23
3 409 34
4 536 44
5 657 54
6 755 63
7 844 70
8 942 79
9 1035 86

10 1118 92

Tableau 6.4 – Différence moyenne en nombre de brins (#b) et sommets (#s) entre S niveaux de segmenta-
tions. Par exemple, entre le niveau de segmentation i, et le niveau de segmentation i+5 les cartes diffèrent
en moyenne de 657 brins et les graphes de 54 sommets.

d’essai, un simple histogramme de couleur est capable d’avoir un taux de bonne clas-
sification de 100% (puisque deux même images d’une même classe ont sensiblement
le même histogramme de couleurs). En revanche, un histogramme de couleurs ne per-
mettra pas de retrouver, dans deux images d’une même classe, quelles sont les zones
correspondantes (au delà des zones ayant la même couleur). Nous souhaitons évaluer
ici la capacité des approches structurelles à apparier correctement les zones de deux
segmentations issues d’une même image. L’avantage d’utiliser deux segmentations dif-
férente d’une même image (plutôt que des segmentations de deux images différentes)
est que nous disposons d’une "vérité terrain" pour décider si deux zones sont correcte-
ment appariées ou non.

6.1.4 Classification d’images

Pour les 2G-cartes comme pour les graphes, nous avons donc un ensemble de 85
éléments à classer dans 6 classes correspondant aux 6 images initiales. Pour la classifi-
cation, nous comparons tous les couples d’objets et nous utilisons l’algorithme ’k nea-
rest neighbors’ [SJ89] (k-nn) classique pour effectuer la classification. Nous utilisons le
procédé du ’leave one out’ pour lequel nous essayons de classer chaque élément en
connaissant les classes de tous les autres. Nous procédons avec un système de vote
en considérant pour chaque vote les k éléments ayant la distance la plus petite. Pour
cette expérimentation, pour les 2G-cartes, nous lançons 10 exécutions de l’algorithme
ApproxD avec les heuristiques h+deg, hdyn et h+freq et considérons pour chaque heuris-
tique, la meilleure approximation calculée sur les 10 exécutions. Pour les graphes nous
utilisons la distance d’édition décrite dans [RB09] et rappelée en Section 2.3. Dans les
deux cas, nous faisons varier les étiquettes en ne considérant dans un premier temps
aucune étiquette, puis dans un second temps en considérant l’étiquette indiquant l’aire
des régions, ensuite avec la colorimétrie et enfin avec la combinaison des deux. No-
tez que pour les graphes, nous conservons toujours les étiquettes apportant des in-
formations structurelles sur les sommets et arêtes (les résultats sont nettement moins
bons lorsque ces étiquettes structurelles ne sont pas prises en compte). Enfin nous im-
plémentons aussi une méthode naïve calculant une simple différence entre les histo-
grammes de couleur des images segmentées. Ainsi, pour l’histogramme de couleur, la
distance entre deux images est simplement la somme des différences du nombre de ré-
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FIGURE 6.6 – Résultats de classification des images en faisant varier le paramètre k de l’algorithme du k-nn.
La courbe "Graphes" correspond aux résultats obtenus par l’algorithme [RB09] sans étiquettes. La courbe
"Cartes" correspond aux résultats obtenus par les 2G-cartes.

gions ayant la même couleur moyenne. Cette méthode permet de mesurer la capacité
discriminante de la colorimétrie pour la classification de notre jeu de données.

Résultats

Comparons tout d’abord les résultats de classification en ne considérant que l’infor-
mation structurelle de sorte que les 2G-cartes ne sont pas étiquetées. Les graphes ont
cependant toujours les étiquettes introduites dans la Section 6.1.2 décrivant la struc-
ture (nombre d’arêtes par région, et nombre d’adjacences entre régions). Ensuite nous
étudierons l’impact des étiquettes sur les taux de bonne classification.

Dans la Fig. 6.6, nous comparons les résultats de la classification en fonction de la
valeur de k de l’algorithme du k-nn. Cette expérimentation permet d’évaluer la capacité
de classification de segmentations d’images en utilisant uniquement des informations
structurelles. Notez que l’algorithme [RB09] n’arrive à classer correctement que 55%
des images, alors que notre distance permet un taux de bonne classification de plus de
86% des 2G-cartes.

Ensuite nous proposons d’étudier les résultats en ne considérant que l’étiquette ba-
sée sur l’aire des régions. Dans la Fig. 6.7 nous comparons les résultats de la classifica-
tion. Notez que l’ajout de l’étiquette ’Aire’ améliore le taux de bonne classification que
ce soit pour les graphes ou pour notre algorithme. Cette fois, pour de petites valeurs
de k, les deux méthodes permettent de classifier 83 images sur les 85. Quand la valeur
de k augmente, les 2G-cartes permettent de classer correctement un peu plus d’images
que les graphes, ce qui traduit une plus grande stabilité. En effet, cela implique que
la distance est plus petite pour les autres segmentations issues de la même image que
les segmentations issues d’autres images, même si leur nombre de sommets/brins dif-
fèrent.

Nous ne considérons maintenant que l’étiquette colorimétrique. La Fig. 6.8 illustre
les résultats de cette classification. La classification à base d’histogramme de cou-
leur permet de classer correctement 100% des images quelle que soit la valeur de k.
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FIGURE 6.7 – Résultats de classification des images en faisant varier le paramètre k de l’algorithme du k-nn.
La courbe "Graphes" correspond aux résultats obtenus par l’algorithme [RB09] avec l’étiquette indiquant
l’aire des régions. La courbe "Cartes" correspond aux résultats obtenus par les 2G-cartes avec l’étiquette
portant l’aire des régions.
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FIGURE 6.8 – Résultats de classification des images en faisant varier le paramètre k de l’algorithme du k-nn.
La courbe "Graphes" correspond aux résultats obtenus par l’algorithme [RB09] avec l’étiquette indiquant
la couleur moyenne des régions. La courbe "Cartes" correspond aux résultats obtenus par les 2G-cartes
avec l’étiquette portant sur la couleur moyenne des régions. La courbe Histogramme effectue une clas-
sification simple en utilisant une distance basée sur une comparaison d’histogrammes de couleurs des
images.
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FIGURE 6.9 – Résultats de classification des images en faisant varier le paramètre k de l’algorithme du
k-nn. La courbe "Graphes" correspond aux résultats obtenus par l’algorithme [RB09] avec les étiquettes
décrivant l’aire des régions et la couleur moyenne des régions. La courbe "Cartes" correspond aux résultats
obtenus par les 2G-cartes avec les deux étiquettes.

Nous mesurons donc dans cette expériementation la capacité des deux algorithmes à
prendre en compte les étiquettes. La méthode utilisant les graphes classe cinq images
de plus que les 2G-cartes pour les petites valeurs de k. Pour les grands valeurs de k, les
graphes sont meilleurs que les 2G-cartes. Nous en concluons que les graphes utilisent
mieux les étiquettes que les 2G-cartes. Cela est principalement du à notre algorithme.
En effet, il se sert de la colorimétrie pour choisir un premier couple de départ, mais
c’est la structure qui guide la construction dans un second temps. Pour les graphes la
structure est peu utilisée, en effet, le graphe n’est utilisé que pour représenter la relation
de voisinage entre sommets. La structure ayant peu d’impact, l’algorithme classifie les
graphes en réalisant une mise en correspondance des étiquettes colorimétriques, qui
sont particulièrement discriminantes.

Enfin, nous proposons d’étudier les taux de bonne classification quand nous utili-
sons une combinaison des deux étiquettes ’Aire’ et ’Couleur’.

La Fig. 6.9 illustre les résultats de cette classification. Il est clair que la combinai-
son des étiquettes permet l’amélioration du taux de bonne classification avec les deux
algorithmes.

6.1.5 Comparaison des appariements construits

L’algorithme [RB09] permet la construction d’un appariement de graphes à tolé-
rance d’erreur appariant ses sommets. Notre algorithme construit un appariement de
brins pour calculer la distance entre deux nG-cartes. Dans cette expérimentation nous
allons comparer les appariements construits pour vérifier que les composants (som-
mets ou brins) mis en relation sont effectivement associés à des régions proches dans
les deux images comparées. Pour les graphes, nous considérerons que deux sommets
sont bien appariés si les deux régions correspondantes ont au moins 1 pixel en com-
mun. Pour les 2G-cartes, nous considérerons que deux brins sont bien appariés si leurs
faces incidentes (représentant les deux régions) ont au moins un pixel en commun.
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FIGURE 6.10 – Taux de brins/sommets apparié de façon cohérente par rapport au nombre de segmentation
existant entre les deux images segmentées comparées. On compare la segmentation i et la segmentation
i+ j, j étant représenté en abscisse.

Nous utilisons ici, le même jeu de donnée que l’expérimentation précédente, décrit
dans la Section 6.1.3

Nous avons traité chaque classe séparément en comparant tous les éléments entre
eux. Pendant cette comparaison nous avons extrait les appariements construits par
notre algorithme et celui de [RB09]. Puis nous avons noté le pourcentage de brins et
sommets bien appariés par rapport au nombre de niveaux de segmentation qui sé-
parent les images comparées. Nous avons utilisé le même ensemble de segmentations
que pour l’expérimentation de classification. La Fig. 6.10 détaille le nombre de brins et
sommets qui diffèrent en moyenne en fonction du nombre de niveaux de segmentation
séparant les images comparées.

Résultats

Dans un premier temps, nous comparerons le pourcentage de brins et de sommets
bien appariés en ne considérant ni l’étiquette ’Aire’, ni l’étiquette ’Couleur’. La Fig. 6.10
montre que l’algorithme utilisant les graphes ne permet pas d’apparier des sommets
de façon cohérente, alors que notre algorithme calcule des appariements permettant
d’associer des brins de façon cohérente. Étudions par exemple le cas où la différence
du niveau de segmentation est de 0, c’est-à-dire que nous comparons des 2G-cartes et
graphes isomorphes. Pour les graphes, l’appariement calculé par l’algorithme n’associe
pas les sommets avec les bons sommets correspondants. Cela est du au fait que l’algo-
rithme ne considère les choix localement. En revanche, pour les 2G-cartes, l’algorithme
apparie bien l’ensemble des brins dans le cas où nous comparons la même image. Si
nous augmentons le nombre de segmentations entre les images comparées, notre al-
gorithme ne retrouve plus que 40% des brins pour une différence de deux niveaux de
segmentation (soit environ 277 brins de différence en moyenne, donc entre 5% et 10%
de différence en nombre de brins en fonction des images comparées).

Dans la Fig. 6.11 nous ajoutons l’étiquette ’Aire’ aux graphes et aux 2G-cartes et no-
tons une amélioration du nombre de sommets/brins effectivement bien appariés. Ce-
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FIGURE 6.11 – Taux de brins/sommets appariés de façon cohérente par rapport au nombre de segmen-
tations existantes entre les deux images segmentées comparées. On compare la segmentation i et la seg-
mentation i + j, j étant représentée en abscisse. On considère ici l’étiquette indiquant l’aire des régions
sur les brins et sommets.

pendant, notre algorithme construit un appariement qui apparie bien un plus grand
pourcentage de brins. Les résultats sont similaires pour l’étiquette ’Couleur’ dans la
Fig. 6.12 et quand nous considérons une combinaison des deux étiquettes (Aire et Cou-
leur) dans la Fig. 6.13.

Il est intéressant de mettre ce résultat en perspective avec le fait que la distance
d’édition de graphes a de meilleurs taux de bonne classification que les cartes générali-
sées lorsqu’elle exploite les étiquettes de couleur. On explique ce résultat par le fait que
les graphes n’utilisent que peu la structure. En effet, elle sert au moment de la création
de la matrice pour définir le voisinage des sommets, ils effectuent donc une classifica-
tion en comparant les étiquettes des deux graphes. Il est alors très simple d’associer des
sommets de couleurs proches, sans pour autant qu’ils représentent la même zone.

Étudions maintenant les deux structures indépendamment pour évaluer l’apport
de nos étiquettes sur la qualité de l’appariement. La Fig. 6.14 montre toutes les courbes
correspondant aux résultats obtenus par les graphes. Nous notons que, bien que peu
de sommets sont bien appariés lorsque nous ne considérons pas d’étiquettes, l’ajout
d’une étiquette ’Aire’ permet d’améliorer les résultats. La couleur semble être encore
plus discriminante, et enfin la combinaison des deux permet d’obtenir les meilleurs
taux de sommets bien appariés.

Pour les 2G-cartes, nous obtenons des résultats similaires illustrés dans la Fig. 6.15,
avec un meilleur taux de brins bien appariés obtenu avec la combinaison des deux éti-
quettes, suivi de la couleur moyenne des régions, de l’aire et enfin en ne considérant au-
cune des deux étiquettes. Notez que contrairement aux graphes, l’algorithme ApproxD
permet de bien apparier la totalité des brins si nous considèrons une différence de ni-
veau de segmentation de 0 (pour laquelle les 2G-cartes comparées sont isomorphes).
Nous expliquons cette différence du fait que l’algorithme calculant un appariement
permettant d’approximer la distance d’édition de graphes (décrit en Section 2.3) ne
considère pas la structure du graphe de façon globale et n’est pas capable de trouver
l’appariement correspondant à l’isomorphisme.
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FIGURE 6.12 – Taux de brins/sommets appariés de façon cohérente par rapport au nombre de segmen-
tations existantes entre les deux images segmentées comparées. On compare la segmentation i et la seg-
mentation i+j, j étant représentée en abscisse. On considère ici l’étiquette indiquant la couleur moyenne
des régions sur les brins et sommets.
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FIGURE 6.13 – Taux de brins/sommets appariés de façon cohérente par rapport au nombre de segmen-
tations existantes entre les deux images segmentées comparées. On compare la segmentation i et la seg-
mentation i+ j, j étant représentée en abscisse. On considère ici les étiquettes indiquant l’aire des régions
et leur couleur moyenne sur les brins et sommets.
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FIGURE 6.14 – Taux de brins/sommets appariés de façon cohérente par rapport au nombre de segmenta-
tions existantes entre les deux images segmentées comparées. On compare la segmentation i et la segmen-
tation i+j, j étant représentée en abscisse. Les courbes correspondent aux résultats obtenus en comparant
les graphes. Nous affichons une courbe par type d’étiquette considéré.
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FIGURE 6.15 – Taux de brins/sommets appariés de façon cohérente par rapport au nombre de segmenta-
tions existantes entre les deux images segmentées comparées. On compare la segmentation i et la segmen-
tation i+j, j étant représentée en abscisse. Les courbes correspondent aux résultats obtenus en comparant
les 2G-cartes. Nous affichons une courbe par type d’étiquette considéré.
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Affichage des résultats

Chaque brin est incident à une face, et donc appartient à une région. Nous pouvons
donc associer tous les pixels de la région à ce brin. Pour afficher notre résultat nous
créerons une image composée des pixels appartenant à l’intersection des faces dont au
moins un de leurs brins est apparié. Par exemple, si un brin b est apparié au brin b′ alors
nous conserverons l’ensemble des pixels appartenant en même temps à la région de b
et à la région de b′. Nous avons utilisé deux segmentations de nos 6 images tests, afin
que leur taille diffèrent d’environ 15% en nombre de brins/sommets. Nous construirons
ensuite l’appariement sur ces deux segmentations, et nous afficherons les pixels effec-
tivement bien appariés. Dans ce jeu de données nous avons choisi de comparer des
segmentations fines. L’utilisation de segmentations fines induit que nous avons plus de
régions, et donc qu’il est plus difficile d’apparier correctement des brins ou des som-
mets. Ce qui explique pourquoi les résultats sont un peu en dessous de la moyenne des
figures 6.10,6.11,6.12 et 6.13.

Nous comparons tout d’abord les résultats obtenus sans étiquettes dans la Fig. 6.16.
Nous remarquons que sans les étiquettes, peu de brins et peu de sommets sont ef-
fectivement bien appariés. Si nous considérons l’étiquette basée sur l’aire des régions
dans la Fig. 6.17 nous observons une nette amélioration des résultats. En effet, pour
les 2G-cartes, 3 des 6 couples d’images ont plus de 25% des brins bien appariés. Pour
les graphes, bien que nous observons une amélioration, elle n’est pas aussi significative.
Dans la Fig. 6.18 nous ne considérons que l’étiquette indiquant la couleur moyenne des
régions. Nous remarquons une seconde fois que le critère de couleur est très discrimi-
nant. Nous notons une nette amélioration avec les deux structures : pour les 2G-cartes
tous les couples retrouvent plus de 25% des brins, et pour les graphes plus de 15% des
sommets. Nous notons que visuellement les pixels retrouvés ont l’air aussi nombreux
pour les 2G-cartes que pour les graphes, alors que la proportion de sommets et brins
retrouvés est moins importante pour les graphes. Nous expliquons cette différence tout
simplement parce que la méthode utilisant les graphes apparie correctement des som-
mets représentant des régions de plus grande taille, ainsi pour un couple de sommets
retrouvés le nombre de pixels affichés est plus important. Enfin, dans la Fig. 6.19 nous
utilisons les deux étiquettes. Les proportions de sommets et de brins bien appariés aug-
mentent encore. Notez que quelle que soit la paire d’images considérée, elle est sensi-
blement meilleure avec la méthode utilisant les 2G-cartes.

6.2 Base de maillages

Dans cette section nous souhaitons évaluer l’intéret des 2G-cartes par rapport aux
graphes pour comparer des maillages. Un maillage est un ensemble de sommets reliés
par des arêtes pour former des faces. Un point de l’espace 3D est attribué à tous les
sommets du maillage pour modéliser l’objet.

Modélisation de maillages

La modélisation d’un maillage avec un graphe ou une 2G-carte est directe. Le
maillage est composé de sommets et d’arêtes, qui correspondront aux sommets et
arêtes des graphes et des 2G-cartes. Notons que nous ne pouvons pas utiliser ici le
graphe dual, associant un sommet à chaque face du maillage, et une arête à chaque
relation d’adjacence entre faces, car certains maillages ont des faces ouvertes.
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Originale 2G-cartes Graphes

% bien apparié 5% 4%

% bien apparié 3% 1%

% bien apparié 12% 5%

% bien apparié 2% 4%

% bien apparié 8% 2%

% bien apparié 4% 6%

FIGURE 6.16 – Illustration de la qualité des appariements. Pour chaque ligne, l’image de gauche est l’image
originale. Les images de droite sont composées des régions pour lesquelles au moins un brin/sommet est
bien apparié. Dans cette expérimentation nous n’utilisons ni l’étiquette basée sur la couleur moyenne, ni
l’étiquette basée sur l’aire des régions.96



CHAPITRE 6. ÉVALUATION EXPÉRIMENTALE

Originale 2G-cartes Graphes

% bien apparié 9% 13%

% bien apparié 10% 7%

% bien apparié 28% 13%

% bien apparié 2% 7%

% bien apparié 24% 9%

% bien apparié 36% 17%

FIGURE 6.17 – Illustration de la qualité des appariements. Pour chaque ligne, l’image de gauche est l’image
originale. Les images de droite sont composées des régions pour lesquelles au moins un brin/sommet est
bien apparié. Dans cette expérimentation nous utilisons les étiquettes indiquant l’aire des régions.
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Originale 2G-cartes Graphes

% bien apparié 52% 20%

% bien apparié 29% 18%

% bien apparié 41% 24%

% bien apparié 25% 15%

% bien apparié 26% 19%

% bien apparié 76% 25%

FIGURE 6.18 – Illustration de la qualité des appariements. Pour chaque ligne, l’image de gauche est l’image
originale. Les images de droite sont composées des régions pour lesquelles au moins un brin/sommet est
bien apparié. Dans cette expérimentation nous utilisons l’étiquette indiquant la couleur moyenne des
régions.98
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Originale 2G-cartes Graphes

% bien apparié 50% 32%

% bien apparié 30% 22%

% bien apparié 50% 32%

% bien apparié 24% 22%

% bien apparié 30% 29%

% bien apparié 78% 43%

FIGURE 6.19 – Illustration de la qualité des appariements. Pour chaque ligne, l’image de gauche est l’image
originale. Les images de droite sont composées des régions pour lesquelles au moins un brin/sommet est
bien apparié. Dans cette expérimentation nous utilisons la combinaison des étiquettes indiquant l’aire et
la couleur moyenne des régions. 99
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FIGURE 6.20 – Illustration des normales des faces. Pour le brin b la normale est n et pour le brin b′ la
normale est n′. L’angle diédral α entre les deux faces de normales n et m, égal à l’angle entre les normales
n et m, sera comparé à l’angle diédral α′ égal à l’angle entre les normales n′ et m′.

6.2.1 Définition des étiquettes et coûts

Pour les maillages, les étiquettes utilisées seront différentes de celles proposées pour
les images. Un maillage est composé de sommets, reliés entre eux par des arêtes, for-
mant des faces, plongé dans un espace en 3 dimensions. Chaque face possède alors
une orientation, qui est représentée par son vecteur normal. Notre première heuris-
tique sera basée sur l’orientation des faces. Cependant notre méthode pour modéliser
un maillage avec un graphe ne permettant pas de modéliser les faces, nous ne pourrons
pas considérer cette heuristique. Nous proposons ici une heuristique basée sur l’angle
de l’arête entre ses deux faces adjacentes. Cette information peut être portée par une
étiquette sur l’arête, cette heuristique sera donc utilisable autant pour les graphes que
pour les 2G-cartes. Enfin, nous ne travaillons pas uniquement avec des maillages tri-
angulaires. Les faces ne sont donc pas forcément triangulaires et donc pas toujours
planaires. L’aire des faces n’étant donc pas calculable, nous proposons une dernière
heuristique basée sur le périmètre des faces.

Orientation des faces

L’utilisation des normales (vecteurs orthogonaux aux faces) est un bon critère géo-
métrique qui va nous permettre de caractériser l’orientation des faces et ainsi favoriser
l’appariement de brins faisant partie de faces ayant la même orientation (normales si-
milaires).

Pour cela, chaque brin est étiqueté par la normale de sa face, et le calcul du coût de
substitution de cette étiquette entre un brin b incident à une face de normale n et un
brin b′ incident à une face de normale n′ sera :

csubst−normale(b, b
′) = acos(n · n′) (6.3)

Ainsi, le coût de substitution est égal à 0 dans le cas où les faces possèdent la même
normale, et à 1 si les normales sont opposées. Notez que pour des cartes représentant
des maillages non triangulaires, les faces ne sont pas toujours planaires. Nous résolvons
ce problème en utilisant des normales moyennes aux faces.

La Fig. 6.20 illustre l’appariement de deux brins b et b′ (en rouge) ayant pour nor-
males respectives n et n′. Le coût de substitution sera d’autant plus faible que l’angle
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entre les deux normales sera faible. Il sera minimum dans le cas où les normales seront
égales et le coût sera de 1 dans le cas de normales opposées.

Angle diédral

La normale permettant de décrire l’orientation n’est pas l’unique information géo-
métrique que contient un maillage. Nous proposons donc une étiquette pour décrire la
courbure d’une zone en utilisant l’angle diédral.

L’angle diédral est l’angle entre deux faces adjacentes. Cette information va per-
mettre de favoriser l’appariement des zones planes avec d’autres zones planes, et des
zones à forte courbure avec d’autres zones à forte courbure. Sur chaque brin, une éti-
quette est ajoutée portant l’angle diédral de la face qui lui est incidente avec la face qui
lui est adjacente en ce brin.

Dans la Fig. 6.20 l’angle α est l’angle diédral entre les deux faces de normales n et m.
Il est associé au brin b. L’angle α′ est l’angle diédral des faces de normales n′ et m′. Il est
associé au brin b′.

Pour les graphes, nous associons cette étiquette aux arêtes.
Le coût de susbstitution de deux étiquettes l et l′ sera égal à :

csubst−angle(l, l
′) =

max(α, α′)−min(α, α′)
180

(6.4)

Ce coût est égal à 0 dans le cas où les angles sont identiques, et 1 si les angles sont
opposés (avec une différence de 180).

Le coût de substitution de deux brins ou de deux arêtes est égal au coût de substitu-
tion de leurs étiquettes. Enfin, il est possible, comme pour les images, de tenir compte
de l’aire des faces, dans le cas où toutes les faces sont planaires et fermées. Dans le cas
où les cartes possèdent des faces non planaires et/ou non fermées l’aire n’est pas cal-
culable. Pour cela nous proposons une nouvelle étiquette basée sur le périmètre des
faces.

Périmètre des faces

Sur chaque brin, une étiquette est ajoutée contenant le périmètre de la face inci-
dente au brin. Le coût de substitution du brin b incident à une face ayant pour périmètre
P par le brin b′ incident à une face de périmètre P ′ est égal à :

csubst−perim(b, b′) = 1− min(P, P ′)
max(P, P ′)

(6.5)

Le coût de substitution sera ainsi d’autant plus grand que le ratio entre le périmètre des
faces est grand.

Définition des coûts d’édition

Pour ces expérimentations nous avons choisi des coûts pour l’ensemble des opéra-
tions d’éditions. Pour les graphes, nous avons ajouté un coût de substitution csubst−angle

entre les étiquettes portant l’information de l’angle diédral. Nous avons aussi défini un
coût d’ajout ou de suppression de sommet égal à 1, un coût d’ajout ou de suppression
d’arêtes égal à 1 et un coût de substitution nul entre les sommets ces derniers n’ayant
pas d’étiquettes structurelles.
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Pour les 2G-cartes, nous utilisons les coûts proposés cp1,1 dans la Section 4.5. Pour
rappel nous avons donc, pour deux cartes comparées G et G′ :

– cp1,1(delE) = |E||{(d1, i, d2) ∈ couturesG′(D′), di ∈ E où d2 ∈ E}|) ;
– cp1,1(addE,F ) = |E|+ |F | ;
– cp1,1(sewF ) = cp1,1(unsewF ) = |F |.
Pour le coût de substitution entre brins, nous considérons une somme des coûts de

substitution des étiquettes csubst−angle, csubst−perim et csubst−normale.

6.2.2 Description des jeux de données

Les maillages triangulaires sont des maillages réguliers pour lesquels toutes les faces
sont des triangles. Un des principaux avantages à utiliser des structures telles que les
2G-cartes est que nous pouvons nous affranchir d’une limitation sur le nombre d’arêtes
par faces. Il est ainsi possible de traiter des maillages avec des quadrilatères, ou des
polygones quelconques en guise de faces. Dans le cas d’un maillage triangulaire, pour
représenter un polygone de k côtés il faut le trianguler et utiliser k − 2 triangles ce qui
augmente le nombre de primitives pour décrire un objet. Nous nous proposons d’étu-
dier notre algorithme sur des maillages non triangulaires, de commencer par évaluer
nos heuristiques sur une application de classification de maillages pour ensuite éva-
luer la qualité de l’appariement construit.

MeshClassification

Pour le jeu de données MeshClassification, l’objectif est de montrer que nous pou-
vons effectuer de la classification de maillages avec des approches structurelles. Nous
avons sélectionné quatre maillages (Fig. 6.21) issus de la base [AIM]. Dans un premier
temps, nous avons fusionné toutes les faces ayant un angle avec leur face adjacente de
moins de 5 .̊ Nous obtenons ainsi quatre maillages ayant de plus grandes faces dans
les zones planes. Les maillages ainsi créés sont illustrés dans la Fig. 6.21. Nous avons
ensuite modélisé ces maillages avec des 2G-cartes, puis dégradé ces 2G-cartes en 10
2G-cartes de plus petites tailles pour obtenir 4 classes de 10 2G-cartes. Pour dégrader
les 2G-cartes nous avons utilisé l’opération de suppression de brins del et l’opération
de décousure unsew aléatoirement jusqu’à obtenir des 2G-cartes ayant une taille fi-
nale entre 15% et 25% de la 2G-carte originale. Après l’application de chaque opéra-
tion, nous décousons les brins violant les contraintes d’intégrité afin d’obtenir une 2G-
carte valide. Nous obtenons donc 4 classes correspondant aux quatre maillages com-
posées des 10 2G-cartes dégradées toutes ayant un nombre de brins similaires. Nous
avons aussi modélisé ces 2G-cartes dégradées avec des graphes. Nous modélisons sim-
plement chaque sommet de la 2G-carte par un sommet du graphe, et nous ajoutons
une arête entre deux sommets du graphe s’il existe une arête dans la 2G-carte. Les opé-
rations del et unsew mènent souvent à des faces ouvertes, nous ne pouvons donc pas
utiliser une représentation avec un graphe dual.

Quelques statististiques sont présentées dans le Tableau 6.5. Nous remarquons que
les 2G-cartes générées ont toutes un nombre de brins et de coutures très similaires, par
contre le nombre de sommets, d’arêtes et de faces sont très différents. Notez que les
nombres de composantes connexes diffèrent également. En effet, certains maillages
sont composés de différentes composantes connexes, comme pour le maillage mo-
délisant le téléphone pour lequel les touches sont toutes dissociées. Pour les autres
maillages ce sont principalement les opérations unsew et del utilisées qui créent les
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FIGURE 6.21 – Maillages originaux utilisés dans le processus de classification.

Classe #brins #coutures #sommets #arêtes #faces
moy(min max) moy(min max) moy(min max) moy(min max) moy(min max)

Human 4466 (4354 4556) 10935 (10066 11784) 965 (817 1129) 1687 (1573 1786) 888 (806 981)
Phone 4479 (4358 4563) 11013 (10060 11784) 1159 (1041 1283) 1680 (1571 1793) 722 (593 859)

Pistolet 4467 (4356 4533) 10219 (9242 10706) 1432 (1359 1552) 1877 (1821 1983) 799 (708 995)
Table 4466 (4396 4557) 10635 (10050 11386) 1096 (968 1194) 1767 (1676 1844) 882 (801 964)

Tableau 6.5 – Étude du jeu de données utilisé pour le processus de classification.
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Classe #brins #coutures #sommets #arêtes #faces
moy(min max) moy(min max) moy(min max) moy(min max)

Arm 5116 (3628 7260) 20415 (14460 28988) 323 646 (460 914) 324 (138 592)
ArmChair 5511 (4228 8268) 16518 (12668 24788) 830 1381 (1061 2071) 552 (232 1242)

Bird 5645 (4188 8352) 16937 (12564 25056) 754 1411 (1047 2088) 659 (295 1336)
Body 4878 (3176 7660) 14502 (9396 22848) 700 1252 (827 1948) 549 (124 1245)
Buste 4784 (3138 6834) 18803 (12234 26994) 312 639 (432 897) 326 (120 583)
Head 7408 (5432 9984) 29456 (21552 39760) 452 948 (701 1270) 494 (247 816)
Lamp 7019 (5212 8524) 21057 (15636 25572) 1128 1754 (1303 2131) 634 (183 1011)
Plane 5228 (4036 7788) 15412 (11836 23092) 976 1375 (1077 2015) 399 (101 1039)

Tableau 6.6 – Étude du jeu de données utilisé pour l’étude de la qualité de l’appariement.

différentes composantes connexes.

MeshQuality

L’objectif de cet expérimentation est d’étudier la qualité des appariements
construits pour comparer des graphes et 2G-cartes. Pour cela, nous avons sélectionné
8 maillages de la base [AIM] (illustré dans la Fig. 6.22) que nous avons dégradés. La dé-
gradation consiste en la fusion de faces dont l’angle diédral est inférieur à une valeur
θ. Nous obtenons ainsi des maillages ayant des faces avec plus d’arêtes dans les zones
planes. Pour générer nos classes nous avons fait varier θ de 5 à 30 et nous avons conservé
tous les maillages modélisés par des 2G-cartes ayant un nombre de brins compris entre
3000 et 10000. Quelques statistiques sur ce jeu de données sont présentées dans le Ta-
bleau 6.6.

Notez que les maillages dégradés ont tous le même nombre de sommets que le
maillage original. En effet, l’opération de fusion de faces ne supprime pas de sommets.

6.2.3 Classification de maillages

Protocole expérimental

Nous avons classé les maillages du jeu d’essai MeshClassification en utilisant l’al-
gorithme des k plus proche voisins (k-nn) selon un principe ’leave-one-out’. Comme
pour les images, nous avons exécuté notre algorithme avec différentes combinaisons
d’étiquettes. Nous avons commencé par ne tenir compte d’aucune étiquette pour éva-
luer la capacité à classifier un tel jeu de données uniquement en utilisant la structure,
puis nous avons intégré dans un second temps les trois étiquettes proposées.

Résultats

La Fig. 6.23 montre les résultats de classification du jeu de données sans aucune éti-
quettes. Nous notons l’algorithme calculant une approximation de la distance d’édition
de graphes obtient de bien bons résultats que notre algorithme sur les cartes générali-
sées. Nous avons ensuite exécuté sur le même jeu de données l’algorithme de classi-
fication en ajoutant les étiquettes. Les deux algorithmes, sans distinction et indépen-
demment de l’étiquette considérée, classifient 100% du jeu de données. Les étiquettes
sont donc particulièrement discriminantes sur ce jeu d’essai.
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FIGURE 6.22 – Exemples de maillages dégradés utilisés pour le processus de mesure de qualité de l’appa-
riement.
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FIGURE 6.23 – Taux de bonne classification en fonction de la valeur k de l’algorithme de classification k-nn.
Les courbes représentent les taux de bonne classification pour notre algorithme (2G-carte) et l’algorithme
[RB09] (Graphes) sans étiquettes.

6.2.4 Comparaison des appariements construits

Comme nous l’avons déjà montré sur les images, notre algorithme ne calcule pas
seulement une distance mais aussi un appariement entre les brins des nG-cartes com-
parées, de même pour l’algorithme de [RB09] qui apparie les sommets des graphes
comparés. Dans cette expérimentation nous allons comparer la proportion de brins
et de sommets bien appariés par rapport à la dégradation appliquée sur un maillage.

Protocole expérimental

Dans cette étude nous utilisons le jeu de données MeshQuality en comparant in-
dépendemment toutes les classes de maillages entre elles. Puis nous avons exécuté les
deux algorithmes calculant les appariements entre graphes et entre 2G-cartes. Nous
avons alors étudié chaque appariement ainsi créé et relevé la proportion de sommets
et de brins bien appariés. Deux sommets de graphes sont dits bien appariés s’ils ap-
parient deux sommets du maillage ayant les mêmes coordonnées 3D. Dans le cas des
brins, deux brins sont dits bien appariés si leurs deux sommets incidents ont les mêmes
coordonnées 3D. Enfin, comme le nombre de sommets n’est pas modifié par l’opération
de fusion de faces, nous représentons la proportion des brins et sommets bien appariés
par rapport à la dégradation des 2G-cartes en nombre de brins. Pour notre algorithme
nous avons utilisé les trois heuristiques hcout, hfreq et h+deg, et retenus à chaque fois le
meilleur appariement sur 10 exécutions de ApproxD.

Résultats

Les résultats sont illustrés dans 2 graphiques, le premier effectuant la comparaison
entre les 2G-cartes et les graphes, et le second donnant tous les résultats obtenus pour
les 2G-cartes. Dans la Fig. 6.24, nous montrons que la proportion de sommets bien ap-
pariés avec les graphes, sans aucune étiquette est trop faible. En ajoutant l’étiquette
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FIGURE 6.24 – Proportion de brins et sommets bien appariés en fonction du taux de dégradation (en pour-
centage de brins) de la 2G-carte modélisant le maillage. Les courbes représentent les résultats obtenus en
fonction des différentes étiquettes considérées avec les graphes et les 2G-cartes.

de l’angle diédral sur les arêtes la proportion de brins bien appariés augmente. Ce-
pendant les résultats sont moins bons que ceux obtenus par notre algorithme sur les
2G-cartes. Cela est probablement du à un manque d’information dans notre modélisa-
tion de maillages à l’aide de graphes par rapport à la modélisation de maillages à l’aide
de 2G-cartes. Dans les deux cas, la proportion de brins bien appariés est en dessous
de 20% dès que la taille des 2G-cartes modélisant les maillages diffère de 40%. Notez
que quand la dégradation est de 0% c’est-à-dire que nous comparons des 2G-cartes et
des graphes isomorphes, la méthode utilisant les graphes permet d’apparier seulement
18% des sommets. L’appariement calculé par l’algorithme n’associe donc pas les som-
mets avec les bons sommets correspondants. Cela est du au fait que l’algorithme ne
considère les choix que localement.

Dans la Fig. 6.25 nous comparons la proportion de brins bien appariés en fonction
de la dégradation et des étiquettes considérées. Notez que l’étiquette indiquant l’orien-
tation et l’angle diédral permet l’obtention de meilleurs résultats. La combinaison des
trois étiquettes améliore encore d’avantage la proportion de brins bien appariés.

Nous avons représenté dans la Fig. 6.26 des exemples de couples de maillages com-
parés avec une partie de l’appariement calculé avec notre algorithme.

Notez que nous n’utilisons pas la position des sommets dans nos heuristiques, ceci
nous permet de réaliser l’appariement quelle que soit la position du maillage dans son
système de coordonnées. Ensuite, il est intéressant de noter que les étiquettes propo-
sées ne sont pas toutes résistantes aux transformations rigides. Pour le montrer, nous
avons exécuté notre algorithme sur deux ensembles de 8 paires de maillages. Pour les 8
premières paires, nous comparons deux 2G-cartes isomophes qui diffèrent d’une trans-
formation rigide. L’ensemble des transformations considérées sont :

– rotation de 180˚ selon l’axe (1,1,1)
– homothétie de coefficient 2
– translation par le vecteur (1,1,1)
Le Tableau 6.7 présente les résultats obtenus lors de cette comparaison. Nous

n’avons ici pas tenu compte de la substitution des étiquettes dans le calcul des dis-
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FIGURE 6.25 – Proportion de brins biens appariés en fonction du taux de dégradation (en pourcentage de
brins) de la 2G-carte modélisant le maillage. Les courbes représentent les résultats obtenus en fonction
des différentes étiquettes considérées pour les 2G-cartes.

Déformation Sans Heuristiques Orientation Angle diédral Perimètre
Sans Tranformations 0 0 0 0

Rotation 0 1151 0 0
Homothétie 0 0 0 7895
Translation 4 0 0 6

Tableau 6.7 – Moyenne des distances d’édition calculées entre les deux 2G-cartes isomorphes de 8 paires
de maillages. L’une des deux 2G-cartes a subi une transformation géométrique rigide.
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FIGURE 6.26 – Exemples d’appariements obtenus avec notre algorithme sur des 2G-cartes sans utilisation
de la géométrie. Les 2G-cartes modélisent des maillages triangulaires pour lesquels les faces coplanaires
ont été fusionnées. La variation de l’angle de tolérance de cette fusion permet l’obtention de maillages de
différentes tailles. Les appariements de brins qui sont visualisés en bleu ont été choisis aléatoirement.
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Déformation Sans Heuristiques Orientation Angle diédral Perimètre
Sans Tranformations 12329 11807 10959 12253

Rotation 12309 12459 11150 12220
Homothétie 12103 11733 10860 13657
Translation 11976 11863 10887 12132

Tableau 6.8 – Moyenne des distances d’édition calculées entre les deux 2G-cartes qui diffèrent en moyenne
de 20% en nombre de brins de 8 paires de maillages. L’une des deux 2G-cartes a subi une transformation
géométrique rigide.

tances. En conséquence, dans le meilleur des cas, les 2G-cartes étant isomorphes, nous
devrions obtenir des distances nulles. Cependant, notez que l’étiquette ’Orientation’
dans le cas de la rotation ne permet pas de retrouver l’appariement décrivant l’isomor-
phisme. En effet, en moyenne le chemin d’édition calculé nécessite 1151 modifications
de brins ou coutures pour modifier une des deux 2G-cartes en la seconde. Le résultat
est plutôt cohérent, car cette heuristique va diriger la construction de l’appariement en
associant les faces tournées du même côté, ce qui n’est pas la solution optimale étant
donné que le maillage a subi une rotation. De la même manière, l’étiquette indiquant
le périmètre des faces n’est pas robuste par rapport au changement d’échelle.

Pour la seconde série de 8 paires, nous avons utilisé 8 couples de 2G-cartes de l’ex-
périmentation précédente ayant une taille qui diffère de 20% en moyenne. Nous avons
ensuite exécuté notre algorithme avec nos trois heuristiques séparement, les résultats
sont illustrés dans le Tableau 6.8. Notez que comme pour le cas isomorphe, les éti-
quettes indiquant l’orientation des faces et le périmètre des faces ne sont respective-
ment pas robustes face aux rotations et homothéties. Dans cette expérimentation l’ob-
jectif est d’obtenir la plus petite valeur en moyenne de l’approximation de la distance
d’édition. Nous notons que l’angle diédral se distingue cette fois du calcul de la distance
sans considérer d’étiquettes en ayant de meilleurs résultats. Cette étiquette basée sur
l’angle entre deux faces est donc une étiquette robuste pour le calcul de notre distance
sur des 2G-cartes modélisant des maillages.

6.3 Discussion

Nous avons présenté des expérimentations préliminaires de notre algorithme pour
calculer une approximation supérieure de notre distance. Nous avons étudié le com-
portement de notre algorithme sur des 2G-cartes modélisant des images. Nous nous
sommes comparés à un des algorithmes les plus connus pour le calcul de la distance
d’édition de graphes. Nous avons montré que leur algorithme est meilleur pour clas-
sifier les images de notre jeu de tests dès lors qu’il exploite les informations colori-
métrique. Cependant, il reste moins bon qu’un algorithme de classification de type
histogramme basé sur la colorimétrie. Nous notons aussi que sans les étiquettes, l’al-
gorithme basé sur les graphes n’arrive pas du tout à classifier notre jeu de données.
Dans une seconde expérimentation nous avons comparé la qualité de l’appariement
construit par notre algorithme à celui obtenu dans le cas de graphes. Nous avons mon-
tré que le nombre d’appariements cohérents est plus important en proportion pour
notre algorithme que pour les graphes. Nous avons aussi illustré ce résultat sur six
images en montrant l’utilité des étiquettes colorimétriques et des étiquettes basées sur
l’aire des régions. Enfin nous nous sommes attelés à l’utilisation de notre algorithme
pour comparer des maillages. Nous avons tout d’abord effectué une classification de
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maillages non triangulaires dégradés et ensuite étudié la proportion d’appariements
cohérents. Dans l’ensemble, les résultats sont plutôt encourageants mais ne sont que
des résultats préliminaires. Nous avons longtemps cherché une application directe à
la mesure de similarité de 2G-cartes mais nous n’avons pas trouvé d’applications pour
lesquelles nous sommes réellement compétitifs quand nous nous comparons à l’état
de l’art spécialisé. Cela est principalement du à la modélisation des objets comparés.
Il manque encore un travail en amont sur la meilleure méthode pour représenter cer-
tains objets à base de nG-cartes. Aussi notez que notre algorithme est un algorithme de
type glouton qui est extrêmement dépendant de son point de départ. L’algorithme a été
principalement développé pour valider la méthode et les définitions théoriques afin de
montrer qu’il est possible d’observer les mesures de similarité différemment avec les
nG-cartes que nous le faisons actuellement avec les graphes. Il serait intéressant de dé-
velopper un algorithme plus global pour être moins dépendant de ce point de départ.
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Chapitre 7
Conclusion

Bilan

Nous avons proposé dans cette thèse des méthodes permettant de mesurer la simi-
larité entre cartes généralisées. Dans un premier temps nous avons défini un ensemble
de concepts ainsi qu’une distance basée sur la plus grande sous-carte commune. Dans
un second temps nous avons défini un ensemble d’opérations pour modifier des cartes
généralisées et une distance d’édition basée sur le nombre d’opérations minimal pour
modifier une carte généralisée en une autre. Ensuite nous avons proposé un algorithme
glouton et un ensemble d’heuristiques construisant un appariement de brins. Nous
avons montré que cet appariement permet d’extraire une sous-carte commune, ce qui
nous donne un moyen pour calculer une borne de nos distances. Nous avons validé
l’algorithme et nos heuristiques sur un jeu de données généré. Enfin, nous avons pro-
posé un ensemble d’étiquettes spécialisées dans la description d’images et de maillages
et nous avons étudié leur impact sur un test de classification et de mise en correspon-
dance des éléments d’une base d’images et d’un ensemble de maillages.

Distances Nous avons tout d’abord défini deux types de sous-cartes, les sous-cartes
induites et les sous-cartes partielles. Pour plus de flexibilité les sous-cartes partielles au-
torisent que les coutures ne soient pas toutes conservées. Elles permettent donc d’ob-
tenir des sous-cartes de plus grande taille, notamment en permettant d’apparier plus
de brins. Nous avons défini la taille d’une nG-carte avec une pondération ω1 et ω2 sur le
nombre de brins et le nombre de coutures afin de pouvoir modifier l’influence des cou-
tures par rapport aux brins. En pratique, ces deux pondérations sont intimement liées :
c’est en retrouvant le plus de coutures que nous retrouvons le plus de brins. En effet,
dans le cas induit, en commençant par choisir les couples de brins qui retrouvent le
plus de coutures, nous réduisons le nombre de libertés des brins appariés. Nous avons
donc moins de chance de choisir ensuite des couples de brins ne retrouvant pas de
coutures. Nous avons ensuite proposé un ensemble d’opérations modifiant les cartes
généralisées. Nous avions tout d’abord pensé utiliser les opérations d’insertion et de
suppression de cellules définies dans [SDL06], mais nous n’avons pas su définir un ap-
pariement de brins ou de cellules décrivant une unique suite d’opérations pour trans-
former une nG-carte en une autre. Nous avons donc décidé de proposer des opérations
basiques modifiant directement les brins et les coutures de nos cartes généralisées. Ces
opérations doivent par contre être manipulées avec attention, car il est possible de dé-
finir des opérations modifiant une carte généralisée valide en un ensemble de brins
et de coutures n’étant plus une carte généralisée valide. Enfin, notez que nous avons
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montré que le chemin d’édition calculé à partir de la plus grande sous-carte commune
permet de calculer une distance minimale si nous considérons des suites d’opérations
valides. Nous n’avons pas su montrer ni trouver de contre-exemple de l’existence d’un
chemin d’édition potentiellement plus court en considérant des opérations passant par
des nG-cartes intermédiaires invalides.

Algorithme et heuristiques Nous avons proposé un algorithme permettant de cal-
culer une approximation de la plus grande sous-carte commune. Étant donné la NP -
complétude du problème nous avons opté pour un algorithme glouton simple permet-
tant d’obtenir un premier résultat afin de valider la théorie. Nous avons ensuite pro-
posé des améliorations de cet algorithme en proposant des heuristiques génériques
basées sur des informations de voisinage de la nG-carte ainsi que sur des étiquettes
adaptées aux images et maillages. Nous avons montré dans la Section 5.3 que l’algo-
rithme est extrêmement dépendant de son point de départ. En effet, une fois un couple
de départ choisi l’heuristique hcout oriente le choix des appariements pour retrouver
un maximum de coutures en propageant l’appariement autour de son point de dé-
part. Le choix du point de départ est donc primordial. Nous avons alors proposé un
ensemble d’heuristiques s’appuyant sur la description du voisinage des brins. hdeg et
h+deg décrivent le voisinage des cellules incidentes et adjacentes aux brins. Nous avons
montré dans le chapitre d’expérimentation que les heuristiques utilisant les degrés et
co-degrés des brins permettent d’obtenir une meilleure approximation de notre plus
grande sous-carte commune. Le principal inconvénient de cet algorithme est qu’il cal-
cule un appariement localement. Or nous pouvons créer des nG-cartes pour lesquelles
la plus grande sous-carte ne pourrait être obtenue avec notre algorithme qu’en consi-
dérant plusieurs graines simultanément. En effet, dans l’état actuel, la propagation de
l’appariement s’effectue jusqu’à ce qu’il n’existe plus de couples de brins retrouvant de
nouvelles coutures. Il aura donc très peu de chances de trouver la meilleure plus grande
sous-carte commune.

Expérimentations Nous avons validé notre algorithme sur deux bases : la première
base est une base d’images et la seconde une base de maillages. Dans les deux cas
nous nous sommes comparés à la distance d’édition entre graphes. Pour cela, nous
avons proposé des méthodes pour modéliser des images et des maillages au moyen
de graphes et de 2G-cartes. Or la capacité de représentation d’un graphe est différente
de la capacité de représentation des 2G-cartes, nous ne comparons donc pas des objets
équivalents. Nous notons aussi une différence de grandeur, les cartes ayant en moyenne
dix fois plus de brins que les graphes n’ont de sommets. Pendant ces expérimentations
préliminaires, nous avons noté que les graphes sans les étiquettes ne donnent pas de
bons résultats. Mais, en contrepartie, ils exploitent mieux les étiquettes quand elles sont
disponibles. Ainsi, pour classifier des images, la colorimétrie est particulièrement im-
portante et donc la méthode utilisant les graphes obtient de meilleurs résultats. Cepen-
dant, si nous observons la proportion des régions bien appariées par ce dernier, elle est
plus faible que la proportion des régions bien appariés par notre algorithme. Concer-
nant les maillages, nous notons aussi que les zones appariées par notre algorithme sont
relativement cohérentes, ce qui n’est pas le cas des graphes. C’est sans doute dû au fait
que nous considérons un graphe primal ayant trop peu d’informations mais ce serait
à vérifier. Nous avons aussi montré que construire un appariement en se basant sur
la structure permet d’être relativement tolérant aux transformations rigides, mais d’un
autre côté, il n’est pas résistant aux forts changements de structures. Par exemple la
comparaison de deux objets identiques mais avec un échantillonage différent n’obtien-
dra pas de bons résultats. En effet, dans ce cas il est beaucoup plus simple de comparer
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la géométrie de ces objets plutôt que leur structure. Notez aussi que nous avons tra-
vaillé sur des maillages non triangulaires. Il est tout à fait possible de travailler sur des
maillages triangulaires mais il faut alors considérer des étiquettes géométriques pour
palier le comportement de l’heuristique h+deg dans le cas de régularités.

Discussion sur les méthodes structurelles Les méthodes structurelles telles que les
chaînes, les arbres, les graphes et les cartes sont des structures permettant de modéli-
ser des objets. Pour mesurer la similarité entre deux objets nous pouvons alors mesurer
la similarité de ces structures. Dans certains cas particuliers, comme par exemple les
chaînes pour les brins d’ADN et les graphes pour les molécules, elles sont parfaitement
adaptées. Mais dans tous les cas, il semble intéressant de comparer également des éti-
quettes associées aux structures. Dans d’autres, il existe une infinité de méthodes pour
modéliser des objets, il convient donc de trouver une méthode de modélisation telle
que la distance entre les structures soit représentative de la distance entre les objets.
L’objectif de cette thèse étant de montrer que les cartes apportent de l’information sup-
plémentaire par rapport aux graphes, et que cette information peut être exploitée pour
mesurer la similarité. Nous avons montré que les cartes, à l’instar des graphes, peuvent
être utilisés pour classifier et mettre en correspondance des objets. Nous avons aussi
montré que l’algorithme [RB09] est extrêmement dépendant des étiquettes. En effet
nous ne sommes pas arrivé à obtenir des résultats satisfaisants sans elles. Ces méthodes
permettent de comparer n’importe quel objet modélisable avec ces structures de façon
complètement générique. Elles restent dans la plupart des cas toujours moins perfor-
mantes que des méthodes spécialisées. Par exemple, pour effectuer de la classification
d’images, les méthodes de l’état de l’art utilisent des patchs, ou des points d’intérêts
(SIFT) qui sont plus résistants aux bruits. Il conviendrait peut-être de chercher une mé-
thode hybride pour laquelle la structure et les étiquettes sont considérées au même
niveau.

Une autre distance d’édition Parallelement à nos travaux, [WDN+12] a récemment
proposé une autre définition de la distance d’édition pour les cartes combinatoires 2D
étiquetées. Ils proposent deux algorithmes, un premier basé sur l’algorithme A∗, ga-
rantissant de trouver la solution optimale en temps exponentiel et un second de type
glouton calculant une approximation de leur distance d’édition. Dans leur phase ex-
périmentale, ils étudient les temps d’exécutions de leurs algorithmes, nous notons que
le temps de calcul pour l’algorithme A∗ est de 56s pour des cartes de 30 brins. Nous
n’avons par contre pas d’information sur le temps d’exécution de l’algorithme glou-
ton pour des tailles de cartes raisonables. Les autres expérimentations montrent que
leur algorithme glouton est capable de classifier correctement des images segmentées.
Cette publication étant très récente nous n’avons pas eu le temps de nous comparer
autant au niveau expérimental que théorique.

Perspectives

Les cartes généralisées étant définies en toutes dimensions, il serait intéressant
d’étudier le comportement de cette distance ainsi que des heuristiques proposées sur
des jeux de données de dimensions supérieures à 3. Le principal problème étant le
manque de jeux de données modélisables avec des cartes de dimensions supérieures
à 3 pour lesquels nous avons une vérité terrain.

Nous souhaitons aussi étudier différentes méthodes pour modéliser des objets au
moyen de cartes généralisées. Nous avons vu qu’il est possible de modéliser un objet
de différentes manières avec la même structure de données. Une piste serait d’étudier
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différentes manières de représenter un objet par une carte généralisée de sorte que le
maximum d’information soit intégré dans la structure.

Nous avons proposé un algorithme calculant des solutions dirigées par des heu-
ristiques locales. De nouvelles heuristiques globales permettant de choisir plusieurs
points de départs simultanément ppourraient améliorer les résultats. Enfin, il serait
aussi intéressant de réfléchir à un nouvel algorithme plus efficace en terme de com-
plexité mémoire pour manipuler des cartes de plus grande taille. Nous avons remar-
qué que les méthodes statistiques obtiennent de très bons résultats sur des problèmes
de classification. Exploiter les caractéristiques des cartes généralisées au sein de mé-
thodes statistiques pourrait apporter de l’information sur la structure de l’objet modé-
lisé.Enfin, nous souhaiterions aussi étudier les nouvelles mesures de similarités dites
méthodes à noyaux sur les cartes généralisées en utilisant les informations qu’elles ap-
portent.
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