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Introduction générale

La notion de cluster désigne l’agrégation dans le temps et/ou l’espace d’éveénements. Dans de
nombreux domaines, les experts observent certaines agrégations d’événements et la question se
pose de savoir si ces agrégations peuvent étre considérées comme normales (le fruit du hasard)
ou non. D’un point de vue probabiliste, la normalité peut étre décrite par une hypothese nulle
de répartition aléatoire des évenements. Par exemple, les experts en santé publique cherchent a
déterminer les facteurs causaux de clusters temporels ou spatiaux de cancer. Sous ’hypothese nulle
stipulant que les cas de cancer sont répartis de maniére uniforme dans une région, les chercheurs
peuvent s’interroger sur la probabilité d’observation d’'un cluster de cas de cancer. Si cette pro-
babilité est faible, autrement dit, si le nombre de cas observés dans le cluster differe nettement
de celui qui serait observé dans une situation normale (décrite par '’hypothese nulle) alors il est
intéressant d’entreprendre des investigations. De surcroit, lorsque ’étiologie d’une maladie est peu
connue voire inconnue, la mise en évidence de clusters de cas de maladie peut aider & identifier des
facteurs d’expositions environnementaux et/ou des facteurs génétiques.

La détection de clusters d’évenements est un domaine de la statistique qui s’est particulierement
étendu au cours des dernieres décennies. En premier lieu, la communauté scientifique s’est attachée
a développer des méthodes dans le cadre unidimensionnel (ex : le temps) puis, par la suite, a
étendu ces méthodes au cas multidimensionnel, et notamment bidimensionnel (I’espace). Parmi
I’ensemble des méthodes de détection de clusters d’évenements, trois grands types de tests peuvent
étre distingués. Le premier concerne les tests globaux qui permettent de détecter une tendance
globale & l'agrégation, sans pour autant localiser les clusters éventuels. Le deuxieme type corres-
pond aux tests focalisés qui sont utilisés lorsque des connaissances a priori permettent de définir
un point source (date ou localisation spatiale) et de tester 'agrégation autour de ce dernier. Le
troisieme type englobe les tests de détection de cluster (ou sans point source défini) qui permettent
la localisation, sans connaissance a priori, de clusters d’évenements et le test de leur significativité
statistique. Au sein de cette theése, nous nous sommes focalisés sur cette derniere catégorie et plus
particulierement aux méthodes basées sur les statistiques de scan (ou de balayage).

Apparues au début des années 1960 [Naus, 1965b], ces méthodes permettent de détecter des
clusters d’éveénements et de déterminer leur aspect "normal” (le fruit du hasard) ou ”anormal”.
L’étape de détection est réalisée par le balayage (scan) par une fenétre, dite fenétre de scan, du do-
maine d’étude (discret ou continu) dans lequel sont observés les événements (ex : le temps, 1’espace,
...). Cette phase de détection conduit & un ensemble de fenétres définissant chacune un cluster
potentiel. Une statistique de scan est une variable aléatoire définie comme la fenétre comportant
le nombre maximum d’évenements observés.

Les statistiques de scan sont utilisées comme statistique de test pour vérifier I'indépendance
et 'appartenance a une distribution donnée des observations, contre une hypothese alternative
privilégiant 'existence de cluster au sein d'une de la région étudiée. Par ailleurs, la principale
difficulté réside dans la détermination de la distribution, sous I’hypothese nulle, de la statistique
de scan. En effet, puisqu’elle est définie comme le maximum d’une suite de variables aléatoires
dépendantes, la dépendance étant due au recouvrement des différentes fenétres de scan, il n’existe
que dans de tres rares cas de figure des solutions explicites. Aussi, un pan de la littérature est
axé sur le développement de méthodes (formules exactes et surtout approximations) permettant
de déterminer la distribution des statistiques de scan. Par ailleurs, dans le cadre bidimensionnel,
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la fenétre de scan peut prendre différentes formes géométriques (rectangulaire, circulaire, ...) qui
b b

pourraient avoir une influence sur I’approximation de la distribution de la statistique de scan. Ce-

pendant, a notre connaissance, aucune étude n’a évalué cette influence dans le cas discret.

Dans le cadre spatial, les statistiques de scan spatiales développées par [Kulldorff and Nagar-
walla, 1995] et [Kulldorff, 1997] s’imposent comme étant, de loin, les méthodes les plus utilisées
pour la détection de clusters spatiaux. Le principe de ces méthodes réside dans le fait de scanner le
domaine d’étude avec des fenétres de forme circulaire et de sélectionner le cluster le plus probable
comme celui maximisant la statistique un test de rapport de vraisemblance. L’inférence statistique
de ce cluster est réalisée par le biais de simulations de Monte Carlo. Or, dans le cas de bases de
données de taille élevée et/ou lorsqu’une précision importante de la probabilité critique associée
au cluster détecté est requise, les simulations de Monte Carlo conduisent & des temps de calculs
extrémement importants.

Ce manuscrit est divisé en 4 chapitres :

Chapitre 1. Ce chapitre s’attache, dans un premier temps, a définir les statistiques de scan
unidimensionnelles et bidimensionnelles, discrétes et continues. Dans un deuxiéme temps, nous
définissons le test statistique basé sur la statistique de scan afin de détecter un cluster d’évenements.
Nous rappelons les résultats issus de [Naus, 1966] dans le cas continu. Ces derniers stipulent que
la statistique de test d’un test de rapport de vraisemblance généralisé, visant a vérifier I'hypothese
nulle de répartition aléatoire des évenements contre un hypothese alternative supportant 1’exis-
tence de cluster, est une fonction monotone croissante de la statistique de scan. Ces résultats,
considérés comme acquis dans le cas discret, n’ont, a notre connaissance, jamais été formalisés dans
la littérature. Aussi, nous explicitons, sous forme de propositions, ’application de ces résultats dans
les cas discrets uni et bidimensionnels.

Cette étude fait 'objet d’un article accepté dans Romanian Journal of Pure and Applied Ma-
thematics.

Chapitre 2. Nous décrivons les différentes formules exactes et approximations de la distribution
des statistiques de scan dans les cas non-conditionnel et conditionnel, faisant, pour chaque cas, la
distinction entre les cas unidimensionnel et bidimensionnel, discret et continu. Par la suite nous
évaluons l'influence de la forme de la fenétre de scan sur la distribution des statistiques de scan
bidimensionnelles discretes. Nous avons réalisé une étude de simulation prenant en compte des
fenétres de scan de forme carrée, rectangulaire et circulaire (cercle discret). Cette étude a mis en
évidence le fait que les distributions des statistiques de scan associées & ces formes sont tres proches
les unes des autres mais significativement différentes. Par ailleurs, nous mettons en évidence, par
le biais d’une étude de simulation, que la puissance du test basé sur les statistiques de scan est liée
a la forme de la fenétre ainsi qu’a la forme du cluster existant sous ’hypothese alternative.
Cette étude fait 'objet d’un article soumis a Statistics and Probability Letters.

Chapitre 3. Apres une bréeve définition des différents types de données spatiales, ce chapitre
décrit les méthodes de statistiques de scan spatiales, leur extension spatio-temporelle, ainsi que les
principaux modeles (Bernoulli et Poisson). Par la suite, nous proposons une alternative a la méthode
de Monte Carlo pour l'estimation de la distribution de la statistique de test. Notre méthodologie
consiste a conserver la phase de détection qui conduit a la sélection d’un cluster le plus probable et
de transposer le probleme a I'approximation de la distribution de la statistique de scan unidimen-
sionnelle discrete. Cette modélisation permet de réduire de maniere importante les temps de calcul
tout en proposant une erreur d’approximation de la distribution. Nous évaluons notre méthode par
le biais de données simulées : les temps de calcul sont fortement réduits et la puissance statistique
du test est supérieure a celle du test basé sur les simulations de Monte Carlo.

Chapitre 4. Dans ce chapitre, nous présentons une application des statistiques de scan spatio-
temporelles & Iétude de la maladie de Crohn (MC) dans le nord de la France, de 1990 & 2006.
Les données sont issues du registre Inserm-INVS EPIMAD qui répertorie de maniere exhaustive

STATISTIQUES DE SCAN : THEORIE ET APPLICATION A L'EPIDEMIOLOGIE



INTRODUCTION GENERALE 15/117

les cas de Maladies Inflammatoires Chroniques de I'Intestin (MICT), dont la MC fait partie. Cette
pathologie chronique, dont ’étiologie est inconnue, n’est pas mortelle mais altere significativement
la vie des patients. L’objectif de I’étude était de mettre en évidence des clusters significatifs de cas
de MC dans le temps et 'espace afin de, par la suite, émettre des hypotheses sur les causes de MC,
notamment environnementales. Nous isolons 18 clusters significatifs de deux types : 14 clusters
spatiaux constants dans le temps et 4 clusters spatiaux non-constants dans le temps. Parmi les 14
clusters du premier type, 5 clusters de sur-incidence et 4 clusters de sous-incidence ont été détectés.
Parmi les 4 clusters du deuxiéme type, 3 clusters de sur-incidence et 1 cluster de sous-incidence
ont été détectés.
Cette étude a fait ’'objet d’un article accepté dans Journal of Public Health.

Un conclusion générale ainsi que des perspectives viennent terminer ce manuscrit.
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Chapitre 1

Les statistiques de scan
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1 Introduction

Dans beaucoup de domaines il faut décider si une certaine accumulation d’événements est
"normale” ou pas. Dans l'affirmative, on peut supposer la présence d’un ensemble de facteurs
de risque qui doivent par la suite étre controlés. En santé publique, les services d’épidémiologie
cherchent les facteurs pouvant expliquer des clusters de cancers ou d’anomalies de naissance. Les
biologistes cherchent des clusters de palindromes dans les séquences d’ADN pour trouver des indices
sur l'origine de la réplication de certains virus. En contréle de qualité, on s’interroge sur les clusters
de produits défectueux.

La décision est alors prise selon la grandeur de la probabilité d’observer un tel cluster, ’hy-
pothese nulle étant celle d’une situation (évolution) ”"normale”. Si cette probabilité est petite, il est
légitime de supposer la présence d’un écart par rapport a la situation normale et alors des décisions
doivent étre prises.

Les statistiques de scan (scan statistics) sont utilisées pour statuer du caractére exceptionnel ou
non de 'observation d’un cluster d’événements. Plus précisément, ce sont des variables aléatoires
utilisées comme statistiques de test pour vérifier 'hypothese d’indépendance et I’appartenance a
une distribution donnée des observations, contre une alternative privilégiant ’existence de clusters.
De nombreux travaux sont consacrés a ce sujet. Mentionnons, par exemple, les monographies de
[Glaz and Balakrishnan, 1999], [Balakrishnan and Koutras, 2001], [Glaz et al., 2001], [Fu and Lou,
2003] et plus récemment [Glaz et al., 2009].

17
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1.1 Vocabulaire

Discret vs Continu. Il existe deux types de statistiques de scan : d’une part les statistiques
de scan continues et d’autre part les statistiques de scan discretes. La différence entre ces deux
types réside dans la nature de la distribution régissant la survenue des évenements. En effet, si les
événements surviennent, par exemple, dans un intervalle de temps continu [0, T, alors les statis-
tiques de scan continues seront appropriées (Figure 1.1). A contrario, si les événements surviennent
dans un intervalle de temps discret {1,...,T} alors on parle de statistique de scan discrete (Figure
1.2).

FIGURE 1.2 — Statistique de scan discrete

Conditionnel vs Non-conditionnel. Quelle que soit la nature de la statistique de scan (discrete
ou continue), deux cas peuvent étre distingués : le cas conditionnel et le cas non-conditionnel.
Dans le premier, le nombre total d’évenements observés est connu et fixé. On parle de statistique
de scan conditionnelle ou encore statistique de scan rétrospective. Par exemple, lors d’une étude
rétrospective renseignant le nombre de cas de cancers dans une région donnée, les statistiques de
scan conditionnelles seront appropriées.

Dans le deuxieme cas le nombre total d’évenements observés est inconnu et considéré comme
une variable aléatoire dont la loi de probabilité est connue. On parle de statistique de scan non-
conditionnelle ou encore statistique de scan prospective. Ce type de statistique de scan peut, par
exemple, étre utilisé dans le cadre de systeme de surveillance journalier ou hebdomadaire de cas
de grippe dans une région donnée. Le nombre de cas de grippe n’étant pas connu a I’avance, nous
sommes bien en présence d’un systeéme prospectif.

Différentes dimensions. Les statistiques de scan peuvent a la fois s’appliquer & une dimen-
sion ou & plusieurs dimensions. En effet, lorsque les événements surviennent pendant une période
de temps, la statistique de scan unidimensionnelle sera appropriée. Si les éveénements sont dis-
tribués sur un sous-ensemble de R? (discret ou continu) alors on parle de statistique de scan-
bidimensionnelle. Par ailleurs, il est possible d’appliquer la statistique de scan dans les cas ou plus
de 2 dimensions sont présentes (cas tri-dimensionnel ou plus). A ce propos, le cas tridimensionnel
sera explicité, au sein du chapitre 3, dans le cadre des statistiques de scan spatio-temporelles.

1.2 Contenu du chapitre

Dans un premier temps, ce chapitre s’attache a définir les statistiques de scan, dans les cas
unidimensionnel et bidimensionnel, discret et continu. De surcroit, seront distingués les cas condi-
tionnel et non-conditionnel. Dans un second temps, ce chapitre décrit I'utilisation des statistiques
de scan comme statistique de test permettant de vérifier I'indépendance et I'appartenance & un
distribution des observations contre une hypothese alternative supportant ’existence de cluster. A
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ce propos, nous explicitons une série de propositions portant sur le role de la statistique de scan
dans un test de rapport de vraisemblance généralisé dans les cas uni et bidimensionnels discrets.

2 Statistique de scan unidimensionnelle

2.1 Statistique de scan unidimensionnelle discrete

Soit {X1, Xa,...,Xn} une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées a valeurs dans N. La variable aléatoire X;, 1 < ¢ < N, désigne le nombre d’évéenements
associés a l'expérience aléatoire indexée par i. Ces variables aléatoires peuvent étre distribuées
selon une loi de Bernoulli B(1, p), une loi binomiale B(n, p) ou encore une loi de Poisson P(X).

Pour N fixé, N € N* et une fenétre de taille m € N*, m < N, définissons

t+m—1
v = Z X, 1<t<N-—m+1. (1.1)

=t

La variable aléatoire v, correspond au nombre d’éveénements observés a la suite de m expériences
aléatoires consécutives de t a t +m — 1.

[Naus, 1965b] a défini la statistique de scan unidimensionnelle discrete :

Définition 1.1. On appelle statistique de scan unidimensionnelle discréte associée a la suite
de variables aléatoires i.i.d. {X1,Xa2,...,Xn} et & une fenétre de taille m, la variable aléatoire
définie par :

S(m,N) = L Bax v (1.2)

S(m, N) désigne le nombre maximal d’événements de la suite {X1, Xo,..., Xy} observé dans
une fenétre mobile de taille m.

Définition 1.2. On appelle statistique de scan unidimensionnelle discréte conditionnelle
associée a la suite de variables aléatoires i.i.d. {X1, Xa,..., XN} , & une fenétre de taille m et au
nombre total d’évenements observés vazl X, = a, la variable aléatoire notée S(m, N, a).

2.2 Statistique de scan unidimensionnelle continue

Soit N = {N;}+>0 un processus ponctuel défini sur l'intervalle [0,7], T € R" fixé. En pratique,
la plupart du temps, N est un processus de Poisson d’intensité A > 0. Considérons m € R}, m < T
et 14 la variable aléatoire définie par :

vy=N({t+m)—N(t), te[0,T—m). (1.3)

La variable aléatoire v; correspond au nombre de sauts (événements) du processus N dans l'inter-
valle [t;t + m].

[Naus, 1966] a défini la statistique de scan unidimensionnelle continue :

Définition 1.3. On appelle statistique de scan unidimensionnelle continue associée au
processus N, a l'intervalle [0, T] et & une fenétre de taille m, la variable aléatoire définie par :

S(m,T) = te[g,lia’i{m] V. (1.4)

S(m,T) désigne le nombre maximal d’éveénements du processus N observé au sein d’'une fenétre
mobile de taille m se déplagant de maniére continue sur l'intervalle [0, T).
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Définition 1.4. On appelle statistique de scan unidimensionnelle continue condition-
nelle associée au processus N, a Uintervalle [0,7], & une fenétre de taille m et un nombre total
d’événements observés sur [0,T] N(T') = a, la variable aléatoire notée S(m, T, a).

L’étude de la distribution de la statistique de scan unidimensionnelle S fait 'objet de nombreux
travaux. Dans [Huntington and Naus, 1975], les auteurs donnent une formule exacte pour P(S < k),
k > 0, qui devient vite inexploitable (temps de calcul excessif) dés que T est grand par rapport &
m. Dans [Neff and Naus, 1980], les auteurs établissent des tables pour la distribution de S pour
plusieurs valeurs de A et de T. [Janson, 1984] fournit des bornes inférieures et supérieures pour
P(S < k). Ces méthodes font 'objet d’une étude approfondie au sein du chapitre 2.

3 Statistique de scan bidimensionnelle

3.1 Statistique de scan bidimensionnelle discrete

Soit une région rectangulaire [0, N1] x [0, N2] avec Ny, Ny € N. Considérons {X; ;}, 1 <i < Ny
et 1 < j < N, un ensemble de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et a
valeurs dans N. Chaque variable aléatoire X; ; désigne le nombre d’événements observés dans une
région élémentaire de dimension [i—1,4] x[j—1, j] (Figure 1.3(a)). Comme dans cas unidimensionnel
discret, les X; ; peuvent étre distribuées selon une loi de Bernoulli B(1, p), une loi binomiale B(n, p)
ou une loi de Poisson P(\).

o 1 2 j—13 No 0 K
1 @
2 °®
[ ]
1 [ ]
b o
1 [ ]
[ ]
[ ]
(a) (b)

FIGURE 1.3 — Région rectangulaire discrete (a) de taille [0, N1] x [0, N3] et continue (b) de taille
[0, L] x [0, K]

Soient m1, mo € N*, m; < N7, mo < Ns. Considérons une fenétre rectangulaire de dimension
my X mg. Pour 1 <t < Ny —my +1et1l<s< Ny—mg+ 1, définissons la variable aléatoire v 4
telle que

t+mq—1 s+ma—1

Vts = Z Z Xij- (1.5)
i=t Jj=s

La variable aléatoire vy, désigne le nombre d’événements observés dans la fenétre [t;t + mq] X
[s; 8 + mg] (Figure 1.4(a)).

Définition 1.5. On appelle statistique de scan bidimensionnelle discréete associée a l'en-
semble de variables aléatoires {X; ;}, & une région rectangulaire [0, N1] x [0, Na| et & une fenétre
de dimension m; X ms, la variable aléatoire définie par
S(my,ma, N1, No) = max Vps. (1.6)
1 S t S N1 —my + 1
1 S S S NQ — Mg + 1
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S(my, ma, N1, N2) désigne le nombre maximal d’évenements de I'ensemble {X; ;} observé au sein
d’une fenétre de dimension my x mq se déplacant dans la région rectangulaire discrete [0, N1] X
[0, Na].

Définition 1.6. On appelle statistique de scan bidimensionnelle discréte conditionnelle
associée a l'ensemble de variables aléatoires {X; ;}, & une région rectangulaire [0, Nq] x [0, Na],
une fenétre de dimension my X mg et au nombre total d’événements observés sur [0, N1] x [0, N3]
Zﬁvzll Zj\[:zl X;j = a, la variable aléatoire définie notée S(my, ma, N1, No,a).

o 1 2 s Ny 0 s K
1 [ ]
2 [ ]
[
t b
Vts ] mi Vts U
e :
. — ) SN S
— : :
m2 < >
v
(a) (b)

FIGURE 1.4 — (a) Processus de scan avec une fenétre m; x mqy sur une région rectangulaire discréte
de taille [0, N1] x [0, Na]. (b) Processus de scan avec une fenétre u x v sur une région rectangulaire
continue de taille [0, L] x [0, K]

3.2 Statistique de scan bidimensionnelle continue

Soit une région rectangulaire [0, L] x [0, K], (L,K) € R? et L, K < oo (Figure 1.3(b)). Soit
N = {Ng,),t € [0,L],s € [0, K]} un processus spatial ponctuel. En pratique, et la plupart du
temps, N est un processus ponctuel spatial de Poisson d’intensité A > 0. Soient {u,v} € R?*,
u < L et v < K. Considérons une fenétre rectangulaire de dimension u x v. Pour ¢ € [0, L — u] et
chaque s € [0, K — v], définissons la variable aléatoire v, , telle que

vs =N ([tt+u] x [s;s+0]). (1.7)

La variable aléatoire 14 ; désigne le nombre d’évenements observés dans la fenétre rectangulaire
[t;t + u] X [s; s+ v] (Figure 1.4(b)).

Définition 1.7. On appelle statistique de scan bidimensionnelle continue associée au pro-
cessus N, a la région [0, L] x [0, K] et & une fenétre de dimension u X v, la variable aléatoire définie
par

S(u,v, L, K) = max Vps. (1.8)
0<t<L—-u
0<s<K-w

S(u,v, L, K) désigne le nombre maximal d’événements du processus N observé dans une fenétre
de taille u x v se déplagant de maniére continue dans la région [0, L] x [0, K].
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Définition 1.8. On appelle statistique de scan bidimensionnelle continue conditionnelle
associée au processus N, & la région [0, L] x [0, K], & une fenétre de dimension u x v et au nombre
total d’évenements observés sur [0, L] x [0, K], N(][0, L] x [0, K]) = a, la variable aléatoire notée
S(u,v, L, K, a).

La distribution de la statistique de scan bidimensionnelle S a fait 'objet de nombreux travaux,
que ce soit dans le cas continu comme dans le cas discret, mais ne menant pas & des formules
exactes. Dans le premier cas, des approximations basées sur des heuristiques sont proposées dans
[Aldous, 1989] et [Alm, 1997]. Dans [Haiman and Preda, 2002], les auteurs proposent une approxi-
mation basée sur les propriétés du maximum partiel d’une suite stationnaire de variables aléatoires
1-dépendantes. Dans le cas discret, [Chen and Glaz, 1996] proposent des approximations de la
distribution de S basées sur un comportement de type markovien et [Haiman and Preda, 2006]
proposent une approximation également basée sur les propriétés du maximum partiel d’une suite
de variables aléatoires 1-dépendantes. Ces méthodes d’approximation feront 1’objet d’une étude
approfondie dans le chapitre 2.

3.3 Forme de la fenétre

Initialement, les statistiques de scan bidimensionnelles ont été définies avec une fenétre de forme
rectangulaire et de taille fixe [Naus, 1965a]. Il apparait évident que cette restriction a une influence
sur la capacité de détection du ”vrai” cluster dans les données, surtout si ce dernier n’est soit pas de
la méme taille que la fenétre soit pas de forme rectangulaire. Aussi, plusieurs auteurs ont proposé,
dans le cas continu comme dans le cas discret, d’autres formes possibles de fenétres, de tailles fixes
ou variables. Nous distinguerons les méthodes paramétriques impliquant des formes géométriques
connues (rectangles, cercles, ...) (Figure 1.5) des méthodes dites non-paramétriques permettant
de détecter des clusters de formes irrégulieres.

m1 =06

m1:4

FI1GURE 1.5 — Exemples de fenétres de scan de formes discretes différentes.

Méthodes paramétriques. Dans le cas continu, [Naus, 1965a] et [Loader, 1991] ont considéré
des fenétres de formes rectangulaires de taille fixe pour le premier et de taille variable pour le second.
[Anderson and Titterington, 1997] ont utilisé des rectangles et des cercles de taille fixe. [Alm, 1997]
est allé plus loin en proposant des fenétres de formes rectangulaires, circulaires, triangulaires et
elliptiques, toujours de surface fixe. Plus récemment, [Conley et al., 2005] et [Sahajpal et al., 2004]
ont proposé des algorithmes génétiques de détection de cluster basés sur des fenétres circulaires
et elliptiques. Dans le cas discret, [Naus, 1965a, Chen and Glaz, 1996, Boutsikas and Koutras,
2003, Haiman and Preda, 2006] ont considéré des formes rectangulaires de taille fixe et [Chen and
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Glaz, 2009] de taille variable. [Kulldorff and Nagarwalla, 1995, Kulldorff, 1997] a utilisé des fenétres
circulaires de tailles variables, puis a généralisé sa méthode & des formes elliptiques [Kulldorff, 2006].

Méthodes non-paramétriques. Dans le cas continu, [Demattei et al., 2007] ont proposé une
méthode basée sur la construction de trajectoire pour la détection de cluster de forme arbitraire.
Cette méthode débute par la détermination d’une trajectoire reliant les évenements. L’idée générale
est que les points consécutifs dans un cluster présentent des distances associées plus faibles que les
points en dehors du cluster, car la densité d’éveénements dans un cluster est plus élevée. Le cluster
est détecté en modélisant les changements structurels de distance au sein I'ordre de sélection des
évenements, par le biais d’un modele de régression. Dans le cas discret, [Patil and Taillie, 2004]
ont proposé la statistique de scan ULS (Upper Level Set) qui se base sur un ensemble de clusters
candidats définis par des ensembles de cellules connexes présentant une fréquence d’événements
supérieure & un seuil fixé. [Duczmal and Assuncao, 2004] ont développé la statistique de scan SA
(Simulated Annealing) qui construit, dans un premier temps, l’ensemble des clusters potentiels
par 'ensemble des sous-graphes connexes de cellules. Dans un deuxieme temps, les sous-graphes
d’intéréts sont sélectionnés par le biais d’un critere de rapport de vraisemblance, en utilisant un al-
gorithme de recuit-simulé. [Tango and Takahashi, 2005, Tango and Takahashi, 2012] a développé la
statistique de scan flexible dont le principe de fonctionnement est proche du scan SA, a la différence
que l'ensemble des clusters potentiels est réduit a des zones comprenant un nombre maximum K
de cellules adjacentes, permettant ainsi a la méthode de se passer d’un algorithme de recuit-simulé.
[Assuncao et al., 2006] ont proposé le scan MST (Minimum Spanning Tree), généralisation du scan
ULS, utilisant le concept d’arbres couvrant de poids minimal pour la définition de ’ensemble des
clusters candidats.

4 Test statistique basé sur la statistique de scan

La statistique de scan est une variable aléatoire utilisée comme statistique de test dont I'objectif
est de tester la présence de cluster d’événements au sein d’une région étudiée R. De maniere for-
melle, on souhaite tester I’hypothese nulle, Hy d’indépendance et d’appartenance & une distribution
donnée F des éveénements observés {X;}i>1 :

Ho + Xi~ F(po), i >0,

po étant un parametre d’intensité, contre une hypothese alternative H; privilégiant I’existence d’un
cluster C C R dans lequel les évenements sont i.i.d. selon une distribution identique F mais de
parametre d’intensité différent py, p1 > po :

Hq Xiwf(p1),iec
Xi ~ F(po), i € R\C,

Il est important de distinguer le cas ou la taille de la fenétre est une constante connue (i.e.
statistique de scan & fenétre fixe) du cas ou la taille de la fenétre est variable (i.e. statistique de
scan & fenétre variable) (voir Section 4.2).

4.1 Test basé sur la statistique de scan a fenétre fixe

Cette section rappelle, dans un premier temps, les résultats énoncés par [Naus, 1966] portant
sur le cas unidimensionnel continu. Les auteurs ont montré que le test de rapport de vraisemblance
testant H contre H1, a pour statistique de test une fonction monotone croissante de la statistique
de scan a fenétre de taille fixe.

Ce résultat est acquis dans le cas discret, cependant aucune formalisation rigoureuse n’a été, a
notre connaissance, proposée dans la littérature. Nous formalisons ce résultat sous forme de pro-
positions relatives au cas unidimensionnel discret dans le cadre des modeles binomiaux et Poisson.
La démarche étant similaire dans le cas bidimensionnel, les propositions relatives a ce dernier sont
disponibles en Annexe A.
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4.1.1 Cas continu unidimensionnel

Posons X1, X5,..., Xy une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées définissant le temps d’occurrence de N événements dans Uintervalle [0,77]. Afin de sim-
plifier les expressions, nous considérerons par la suite 7' = 1. Soit f la fonction de densité des
X;,1 <4< N définie par

a, sib<z<b+m
f(iC): l—am . (19)
T si0<z<boub+m<z<l,

o a € R, be0,1] et m €]0,1] sont des parametres inconnus. Nous souhaitons tester I'hypothese
Ho selon laquelle les événements sont distribués de maniere uniforme sur [0, 1] contre ’hypothese
alternative H; selon laquelle il existe un cluster d’événements dans un sous-intervalle de [0, 1] de
longueur m connue. Aussi, les hypotheses de test peuvent étre définies par

Ho:G,:l
1.1
{H1:1<a§1—;. (1.10)

Théoréme 1.1 ([Naus, 1966]). Le test de rapport de vraisemblance généralisé (TRVG) rejette Ho
au profit de Hq lorsque la statistique de scan unidimensionnelle continue & fenétre de taille fize
m, S(m,T), excéde un seuil T déterminé a partir de P(S(m,T) > 7|Hg) = a ot a correspond au
risque de premiére espéce associé au test.

Preuve. Le TRVG pour (1.10) rejette Hy pour les grandes valeurs de la statistique de test suivante :
N

supe, [[;=; f(Xi)
N K

Supg, Hi:1 f(Xz)

ot ©g et O1 sont les sous-ensembles de l’espace des parameétres correspondant respectivement auz
hypotheses Ho et Hi.

A=\NX1,..., Xn) =

(1.11)

O = {(a,b,m);a =1}

0; ={(a,bym);0<m<1;1<a<1l/m0<b<1-—m}

Selon (1.9) et (1.10), nous avons
N
sup [ [ r(xi) =1
©0 =1

(1.11) se réduit donc a

N 1—am\V
A= supH f(X;) =supa™ ( > , (1.12)

<H i <H 1—m

ot vy, est le nombre de points contenu dans Uintervalle [b;b +m]. Or, comme m est une constante
connue, le mazimum de (1.12) est atteint pour a = vp/Nm si vy < Nm et pour a = 1 autrement.
Comme ©1 nous restreint au premier cas, (1.12) se réduit d

=G (552G ()T

Lorsque m est fizée et v, > Nm, G(m,v,) est une fonction monotone croissante en vy, donc le

TRVG rejette Ho pour une valeur de vy, aussi grande que possible, d savoir la statistique de scan
S(m,T).
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4.1.2 Cas discret unidimensionnel

Modele binomial. Soit X1, Xs,..., Xy une suite de variables aléatoires binomiales B(n, pg),
indépendantes avec

n e n—x; .
P(X; =2;) = (x)pk‘(l—pk) i Vie{1,2,...,N},

ouVi,meN, 1<m<N,1<t<N-m-+1,

b 0 si 1<i<t ou t+m<i<N
)1 st t<i<t4+m

On suppose la longueur de la fenétre m connue et fixée, et les parametres py connus. On souhaite
tester 'hypothese nulle Hg selon laquelle les X; sont i.i.d. B(n,pg) :

HO tPo=p1 (114)

Contre une hypothese alternative H; supportant un cluster d’éveénements dans une fenétre de taille
m :

Hi:p1 > po (1.15)

Proposition 1.1. Le test de rapport de vraisemblance généralisé (TRVG) rejette Ho (1.14) au
profit de Hy (1.15) lorsque la statistique de scan unidimensionnelle discréte a fenétre de taille fize
m, S(m, N), excéde un seuil T déterminé d partir de P(S(m,N) > 7|Ho) = a ot « correspond au
risque de premiére espéce associé au test.

Preuve. La fonction de vraisemblance sous Ho, Ly, a pour expression
N
b =11 ()=
L’hypothése Hi peut étre exprimée en fonction det :

N—m+1

= |J m@.

Ainsi, la fonction de vraisemblance Ly, (t), a pour expression

o ({E)s-wr) (T (ro-rr-)

x ( 1 (;)pam —m)”m) .
i

Le rapport de vraisemblance LR(t,m) a donc pour expression

(I} @)= po)—=) (TEE " (i (0 = )
Hilil (Z)pﬁ(l — po)" i
(I () (= p)

T ()67 (1 = po)e—s

i

LR(t,m) =

qui se simplifie en

T (2)pyi (1 = py)n
T () (1 = po)n

LR(t,m) =
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Le logarithme du rapport de vraisemblance, LLR(t,m) a donc pour expression

t+m—1 t+m—1
LLR(t,m) = log H ( ) (1 —p)" " —log H ( ) (1 = po)™ 1,

se simplifiant en

LLR(t,m) = Hi_l {xi log (;’;) +(n—;)log (1 _plﬂ .

i=t I=po

Posons Cy = log (%) et Cy = log (1 pl). Comme p1 > po alors C; > 0 et Cy < 0.

t+m—1 t+m—1
LLR(t,m) Z zi+Cy Yy (n—a)
i=t
Posons
t+m—1

vy = E Ly

i=t

vy correspond au nombre d’événements observés dans la fenétre [t,t +m —1]. Le LLR(t,m) s’écrit
donc

LLR(t,m) = Cyvy + Co(mn — 1y).

Pour m fizé, et comme C1 > 0 et Cy < 0, le LLR(t,m) est une fonction monotone croissante en vy.
Par conséquent, le test de rapport de vraisemblance rejette Hy pour une valeur de vy suffisamment
grande, a la savoir la statistique de scan unidimensionnelle discréte a fenétre fixe de longueur m :

S(m,N)= max 1.

1<t<N—m+1
Modele de Poisson. Soit X;, Xo,..., Xy une suite de variables aléatoires de Poisson P(\),
indépendantes avec

ek \T

]P)(Xlzxz): Vi€{1,27...,N},

Q?i!

ou

VtmeN, 1<m<N,1<t<N-m+1

b 0 si 1<i<t ou t+m<i<N
1 st t<i<t+m.

On suppose la longueur de la fenétre m connue et fixée, et les parametres Ay connus. On souhaite
tester I'hypothese nulle Hg selon laquelle les X; sont i.i.d. P(Ag) :

7‘[0 : /\0 = /\1 (1.16)

Contre une hypothese alternative H; supportant un cluster d’événements dans une fenétre de taille
m:

Hi: A > o (1.17)

Proposition 1.2. Le test de rapport de vraisemblance généralisé (TRVG) rejette Ho (1.16) au
profit de Hy (1.17) lorsque la statistique de scan unidimensionnelle discréte a fenétre de taille fize
m, S(m, N), excéde un seuil T déterminé a partir de P(S(m,N) > 7|Ho) = a ot « correspond au
risque de premiére espéce associé au test.
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Preuve. La fonction de vraisemblance sous Ho, Ly, a pour expression
N _ .
e Ao\
Ly, =[] 0"
i=1
Ainsi, la fonction de vraisemblance Ly, (t), a pour expression
t—1 _ ; t+m—1 _ . N ;
e )\0)\671 +m e A1 )\:fl e AOAg’L
L, () = [ I] I II I II ! :
i=1 i=t i=t+m
Le rapport de vraisemblance LR(t,m) a donc pour expression

Ht+m71 e ™M /\fi

LR(t, — zzt—ﬂ“'L7
o e
et son logarithme, LLR(t,m)
t+m—1
LLR(t,m) = Z [(=A1 + 2;log(A1) — log(z;!)) — (Mo + i log(Xg) — log(a;1))],
i=t

se simplifie en
t+m—1 )\
LLR(t,m) = m(Xo — A1) + ; z;log <A;> .

Posons C = log (i—;) Comme A1 > Ao alors C > 0 et m(Ag — A1) < 0.
t+m—1
LLR(t,m) =m(X — A1)+ C Z x;.

i=t
Posons

t+m—1

Vy = E xX;
i=t

LLR(t,m) =m(Ao — A1) + Cr.

Pour m fizé, et comme C > 0 et m(Ao — A1) < 0, le LLR(t,m) est une fonction monotone
croissante en vy. Par conséquent, le test de rapport de vraisemblance rejette Hy pour une valeur de
vy suffisamment grande, a la savoir la statistique de scan unidimensionnelle discrete a fenétre fixe
de longueur m :

S(m,N) = max .
1<t<N—m+1

4.2 Test de la statistique de scan a fenétre variable

Nous introduisons ici la notion de statistique de scan a fenétre variable au sein d’une région
étudiée R. Nous désirons tester I’hypothese nulle Hy stipulant que les événements observés {X; }i>1
sont i.i.d. selon une distribution F(pg) contre I'hypotheése alternative supportant la présence d’un
cluster C C R dans lequel les événements sont i.i.d. selon une distribution F(p1), p1 > po. A
Pextérieur de C les événements sont i.i.d. selon F(pg). Lorsque la taille de la fenétre de scan (i.e.
C) est variable, Cpnin < C < Cpaz, on parle de statistique de scan a fenétre variable.
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Cette section présente le test basé sur la statistique de scan a fenétre variable. Elle reprend
essentiellement le résultat issu de [Nagarwalla, 1996]. Dans cet article, les auteurs ont montré que
lorsque la taille de la fenétre de scan est variable, le rapport de vraisemblance explicité supra
n’est plus une fonction monotone croissante de la statistique de scan. Cette section décrit ce
résultat uniquement dans le cas unidimensionnel continu. Cependant, les démonstrations dans les
cas bidimensionnel continu et uni et bidimensionnel discret sont relativement similaires.

Posons X7, Xo,... Xy une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées dans Uintervalle [0, 1]. Soit f la fonction de densité des X;,1 < i < N définie par

a, sib<z<b+m
f@)=9 1 0n (1.18)
T si0<z<boub+m<z<l,

ol a et b sont des parametres inconnus.

Nous souhaitons tester I'hypothese Hy selon laquelle les évenements sont distribués de maniere
uniforme sur [0, 1] contre ’hypothese alternative #; selon laquelle il existe un cluster d’événements
dans un sous-intervalle de [0, 1] de longueur m connue. Aussi, les hypotheses de test peuvent étre

définies par

ta=1

Ho:a . (1.19)
Hl 1<a S 1-— me

Si m est une constante connue alors le théoreme 1.1 stipule que le TRVG rejette Hg pour de
grandes valeurs de la statistique de scan unidimensionnelle continue & fenétre de taille m, S(m,T).
Plus précisément, la fonction G(m,v,) définie en (1.13) est une fonction monotone croissante de
Vp, le nombre d’événements observés dans la fenétre de taille [b, b 4+ m]. Cependant, lorsque m est
variable, il n’est plus possible de trouver une variable aléatoire de distribution connue telle que le
rapport de vraisemblance A défini en (1.12) soit une fonction monotone de cette variable.

Théoreme 1.2 ([Nagarwalla, 1996)). Le test de rapport de vraisemblance généralisé (TRGV)
restreint pour le systéme d’hypothéses (1.19), a, b et m étant inconnus, rejette Ho au profit de Hi
lorsque la statistique de test

N—v v N—v,
1% N — b 1 b 1 b
A= sup (@) ! ( Vb) () <> (1.20)
0<m<uy /N, vy>vo NIV N m 1—m

excéde un seutl T déterminé a partir de P(A > 7|Hop) = «, « étant le risque de premiére espéce
associé au test.

Preuve. Pour une valeur fizée de vy, =1,...,N —1, G(m,v,,) est une fonction conveze de m car
la dérivée de son logarithme est égale a

Nm — {<O,m<ub/N

m(l—m) >0, m > vp/N

Aussi, son minimum est atteint a vp/N et limo G(m,vy) = oo. Intuitivement, cela signifie que
m—

chaque événement (v, = 1) peut étre un cluster car il est compris dans un intervalle m de longueur
infinitésimale. Aussi, en pratique, nous devons restreindre le domaine sur lequel on recherche le
mazimum de G(m,v,). Nous pouvons soit imposer une taille minimum de fenétre m > mgy > 0
ou uniquement considérer les clusters potentiels comprenant v, > vy évenements, ot 2 < vy <
N — 2. Cette derniére affirmation, choisie dans [Nagarwalla, 1996], implique que m > Mypin =
Ming <i< N 41 (T(idvo—1) — T(5)) >0, 0t (1) < 22y < ... < T() s0ont les observations ordonnées
par ordre croissant sur [0,1]. Aussi, pour de grandes valeurs de la statistique

vp\ve (N — 1 N—uwy 1\% 1 N—u,
A= sup (—) - -
0<m<uy /N, vp>vo MV N m 1—m

le TRVG restreint rejette Hg au profit de Hi. La classe d’alternatives pour laquelle le test est
dérivé correspond a des sous-intervalles de [0,1] de taille inconnue et variable, dans lesquels il y
a un risque uniforme élevé. Nous utilisons U'appellation “restreint” pour le TRVG car ce dernier
n’évalue que les espaces d’ordre vy, > v, 2 < vy < N — 2 ou vy est fixé par lutilisateur.
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Le calcul de A est donné par I'algorithme 1. Aussi, le cluster le plus probable débute & i*éme

observation et est constitué de v; évenements. \* correspond & la valeur observée du rapport de
vraisemblance.

Algorithme 1 - Calcul de A
Pour tout v, vy <1, < N — 2 Faire
Pour tout i, 1 <i < N — v, + 1 Faire
Calculer (4, 1) — 23
Déterminer my,in (V) = mini<i< N vy +1(T(i40y,—1) — (i)
Déterminer 4,,;, (1) la position telle que Mmin(Vs) = (i1, —1) — T(s)

Calculer A\(n) = (ﬁ)"b (M)N*”b ( 1 )”b ( 1 N-uw,

N N Mamin 1-mmin

fin Pour
fin Pour
Déterminer \* = max,,<,,<n—2 A(Vp)
Conserver v} et i*, les valeurs de v, et 7 pour lesquelles le maximum est atteint.

5 Conclusion

Les sections 2 et 3 ont défini les statistiques de scan dans les cas uni et bidimensionnel, discret
et continu. La section 4 explicite le role de la statistique au sein d’'un TRVG permettant de tester
I’existence de cluster d’évenements dans une fenétre. Dans le cas ou la taille de la fenétre de scan
est fixe, la statistique de test du TRVG est une fonction monotone croissante de la statistique de
scan. Nous ’avons formalisé sous forme de propositions dans les cas uni et bidimensionnel discrets.
Ainsi, dans ce cas de figure, déterminer la distribution, sous Hg de la statistique de test du TRVG
revient a déterminer la distribution de la statistique de scan a fenétre de taille fixe, ce qui fera
I’objet d’une étude approfondie au sein du chapitre 2.

Dans le cas ou la taille de la fenétre de scan est variable, la statistique de test du TRVG n’est
plus une fonction monotone croissante de la statistique de scan. Dans [Nagarwalla, 1996], les auteurs
ont proposé un TRVG restreint dont la statistique de test, A, ne dispose pas de distribution de
forme analytique. En conséquence, les auteurs proposent d’utiliser des simulations de Monte Carlo
afin d’estimer sa distribution sous Hg. L’extension de cette méthode au cas spatial sera explicitée
dans le cadre des statistiques de scan spatiales, au sein du chapitre 3.
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Chapitre 2

Approximation de la distribution
des statistiques de scan
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1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous avons montré que les statistiques de scan sont utilisées comme sta-
tistique de test pour vérifier I’hypothese Hy l'indépendance et I'appartenance a une distribution
donnée des observations contre une hypothese alternative H; supportant l'existence de cluster.
Aussi, la connaissance de la distribution de probabilités de la statistique de scan, sous Hg, est
nécessaire afin de pouvoir rejeter, ou non, cette derniére hypothese.

Par définition, la statistique de scan est le maximum d’une suite de variables aléatoires dépendan-
tes. En effet, les v; définis en (1.1) sont dépendants (recouvrement). Aussi, la détermination de sa
loi de probabilité d’un point de vue analytique s’avere étre une tache ardue voire impossible dans de
nombreux cas. Néanmoins, plusieurs auteurs ont développé des formules exactes, dans des cas tres
particuliers, et plus largement des méthodes d’approximations probabilistes. Ce chapitre a pour
objectif de présenter les différentes méthodes existantes permettant de déterminer la distribution
des statistiques de scan.

Une attention toute particuliere doit étre portée sur la différenciation entre les statistiques de
scan conditionnelles et non-conditionnelles. En effet, les formules exactes ainsi que les approxima-
tions reposent sur des concepts mathématiques qui different en fonction des deux cas de figure.

Par ailleurs, les différentes techniques d’approximation présentées dans le présent chapitre sont
fonction du type de modele probabiliste régissant la distribution des observations. Nous distingue-
rons les principaux modeles : Bernoulli, binomial et Poisson.
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Dans un premier temps, ce chapitre va s’attacher a décrire les différentes méthodes d’approxima-
tion de la distribution de la statistique de scan sous H( dans les cas non conditionnel et conditionnel,
uni et bidimensionnel, discret et continu. Nous proposons une série de démonstrations concernant
des théoremes énoncés dans la littérature. Dans un second temps, nous avons étudié, par le biais
d’une étude de simulations, 'influence de la forme de la fenétre de scan sur I’approximation de
la distribution des statistiques de scan bidimensionnelles discrétes ainsi que sur la puissance de
détection.

2 Cas non-conditionnel

2.1 Statistique de scan unidimensionnelle
2.1.1 Statistique de scan unidimensionnelle discrete

Techniques d’approximation. Soit {X7, X, ..., Xy} une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées & valeurs dans N. En considérant S(m, N) définie en (1.2), nous
cherchons a déterminer

P(S(m,N) < k), Vk > 0.
Posons

Qr = P(S(m, Lm) < k), (2.1)
on LeNet L=N/m.

[Naus, 1982] a fourni une approximation de @);, basée sur un comportement markovien :

Théoréme 2.1. Pour N =Lm, L >3 et k>0, Q peut étre approximée par

Qs\"?
QL =~ Q2 (Qz) : (2.2)
Preuve. Posons E;, 1 < j <L —1 tel que
E; = { max v < k} , (2.3)
(G—D)m+1<t<im+1

avec v défini en (1.1). Remarquons que E; et Ej, 1 <4,j < L —1 sont indépendants si |i — j| > 1
(Figure 2.1).

E1 ES

X17X27"'7Xm7Xm+17"';X2m7X2m+17"'7X3m7X3m+17"°7X4m7X4m+17' <.

Es

FIGURE 2.1 — Exemple de I

Q1 peut étre alors exprimée de la fagon suivante :

L—-2
QL = P(E)P(Es|Ey) ... P (EL_1| N E) .

En utilisant un comportement de type markovien pour la suite {E;} :

P(E\NEy) _ Qs
P(E) Q2

-1
P (El| m Ez) ~P(E|Ei-1) ~P(Es|Ey) =
i=1

Absence de mémoire Echangeabilité
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Qr peut donc étre approximée par

L—2
Qr =~ Q2 (gz) :

Remarque 2.1. Ce type d’approximation est souvent dénommée ”Product type” dans la littérature.

L’approximation (2.2) a été évaluée au travers de nombreuses études de simulations et s’avere
étre trés précise [Glaz et al., 2001]. Néanmoins, nous ne disposons pas d’une erreur associée &
I’approximation.

[Haiman, 2007] a proposé une approximation de ()1, basée les propriétés du maximum partiel d'une
suite stationnaire de variables aléatoires 1-dépendantes, la notion d’1-dépendance étant définie par

Définition 2.1. Soit {Z,},>1 une suite stationnaire de variables aléatoires. On dit que les Z,
sont 1-dépendantes si Vk > 1, o(...,Z) et 0(Zgya,...) sont indépendantes. En d’autres termes,
Vi # j, Z; est indépendante & Z; si |i — j| > 2.

Cette approximation se base sur un résultat énoncé par [Haiman, 1999] portant sur le maxi-
mum partiel d’une suite stationnaire de variable aléatoires 1-dépendantes. Soit {Z,, },>1 une suite
stationnaire de variables aléatoires 1-dépendantes. Pour z < w, w = sup{u|P(Z; < u) < 1}, posons

qn = Qn(x) = P(maX{Zla 227 R Zn} < (ﬂ)

Théoréme 2.2 ([Haiman, 1999]). Pour tout x tel que P(Z1 > x) =1 — q1 < 0.025 et pour tout
entier n > 3 tel que 3.3n(1 — ¢1)? < 1, nous avons

Gn — 2q1—q2
n (I-qi+g2+2(q1—g2)?)"

an

<3.3n(1 — q1)% (2.4)

Ce résultat exprime le fait que ¢, peut étre approximée par . Pour une démonstration de ce
théoréme, voir [Haiman, 1999].

Faisons maintenant le lien entre ce théoréme et la statistique de scan. Pour L = N/m et v
défini en (1.1), posons

m4+1<t<jm+1

Zj{ max Vt},lgngl. (2.5)
(G-1)

11 est aisé de voir de que les Z; forment une suite stationnaire de variables aléatoires 1-dépendantes
(Figure 2.2).

Zl Zd

X1, X0, oo, Xy Xt 1y -+ o5 Xomy Xomeg 1y - -+ X3my Xamtls -« -y Xdmy Xdmtls---

Zo

FIGURE 2.2 — Exemple de Z;

Aussi, S(m, Lm) peut étre vue comme le maximum d’une suite stationnaire de variables aléatoires
1-dépendantes :

S(m,Lm) = 1<Ijl_1<az(71{Zj}.

Pour i € {2, 3}, posons

1<j<i—1

Qi (=Qik)="P h{Zj <k}| =P < max {Zj}) =P(S(m,im) < k).
j=1
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En prenant les notations de I’équation (2.4), remarquons que @Q; = ¢;—1. Aussi, 1 — Q2 < 0.025,
le théoréme (2.2) peut étre appliqué a la suite {Z1, Za,..., Zr—1} afin d’obtenir approximation
suivante de la distribution de S(m, Lm) :

2Q2 — Q3
(14 Q2 — Q3 +2(Q2 — Q3)2)" "

avec une erreur d’approximation de 'ordre de 3.3L(1 — Q).

P(S(m,Lm) < k) ~ (2.6)

Remarque 2.2 (Comparaison des deux techniques). L’approzimation développée par [Naus,
1982] présente la particularité de ne pas nécessiter de conditions d’applications. Aussi, elle permet
d’approzimer l'ensemble de la distribution de S(m, N). Cependant, elle ne propose pas d’erreur
d’approzimation. A contrario, l’approzimation proposée par [Haiman, 2007] a des conditions d’ap-
plications. Aussi, elle ne permet pas d’approzimer l'ensemble de la distribution de S(m,N) mais
seulement les queues de distribution, ce qui est le plus pertinent dans le cas du test statistique as-
socié. Cependant, elle présente I’avantage d’associer une erreur a l’approzimation de la distribution.
En outre, les deux approximations, lorsqu’elles sont applicables, donnent des résultats similaires
puisqu’on peut montrer que

2Q2 — Q3 -0 (Q3

L—2
(1+Q2—Q3+2(Q2 — Q3)2)L QQ) (1+0(L(1— Q2)2))

Remarque 2.3. Les approximations (2.2) et (2.6) présentent comme caractéristique principale de
dépendre uniquement de la connaissance préalable de la distribution de S(m,2m) et S(m,3m), a
savoir Qg et Q3. De surcroit, elles sont applicables quelle que soit la distribution des X;.

Remarque 2.4. Considérons les approximations (2.2) et (2.6). Lorsque N n’est pas un multiple
de m, considérons L = | I | et en utilisant ces inégalités

P(S(m,(L+1)m) < k) <P(S(m,N) < k) <P(S(m,Lm) < k),
on peut raisonnablement approximer P(S(m, N) < k) par interpolation linéaire.

Comme nous l'avons dit précédemment, les approximations (2.2) et (2.6) font appel aux quan-
tités @2 et Q3. Pour certaines distributions des X;, ces quantités sont calculables par le biais de
formules exactes. C’est le cas du modele de Bernoulli. Pour les autres distributions des X;, le calcul
des quantités Q5 et (Y3 est réalisé par des approximations utilisant des simulations de Monte Carlo.

Modeéle de Bernoulli. Soit {X7, X5,..., Xx} une suite de variables aléatoires indépendantes
de Bernoulli B(1, p).

[Naus, 1982] a fourni des formules exactes dans les cas tres restreints ou N = 2m et N = 3m

Théoréme 2.3. Soient b(k;m;p) = (7)p*(1 — p)™* la loi de probabilité de la loi binomiale
B(m,p) et Fy(r;s;p) = > o b(i;8;p) 7=0,1,2,...;s sa fonction de répartition. Pour 2 < k < N
et 0 < p <1 nous avons

Q2 = (Fy(k = 1;m;p))” — (k — 1)b(k;m, p) Fy(k — 2;m; p)
+ mpb(k; m; p)Fb(k — 3;m — 1;p), (2.7)
Qs = (Fy(k — L;mip))” — Ay + Ay + Ag — Ay, (2.8)
ot Ay, Ay, Asz et Ay sont respectivement égauz a
Ay = 2b(k;m; p)Fy(k — 1;m; p){(k — 1) Fy(k — 2;m; p) — mpFb(k — 3;m — 1;p)}
Ag = 0.5((b(k; m; p)*{(k = D) (k = 2)Fy(k — 3;m;p) — 2(k — 2)mpFy(k — 4;m — 1;p)
+m(m — Dp*Fy(k — 5m — 2;p)}
k—1

Az = b2k —r3m;p) (Fy(r — 1;m;p))°
r=1
k—1

Ay = b(2k — r3m; p)b(r; m; p){(r — 1) Fy(r — 2;m; p) — mpFy(r — 3;m — 1;p)}
r=2
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Exemples numériques.

La Table 2.1 compare les approximations (2.2) et (2.6) dans le cas
discret lorsque les événements sont distribués selon une loi de Bernoulli B(1, p).

k 8 9 10 11
P(5(30,256 x 30) < k) :
App. (2.6) 0.0794 0.5161 0.85979 0.970613
Erreur 0.12 0.008 0.0023 10~
App. (2.2) 0.0797 0.5172 0.86028 0.970726
P(5(30,512 x 30) < k) :
App. (2.6) 0.2658 0.73888 0.941997
Erreur 0.017 0.00046 0.000017
App. (2.2) 0.2663 0.739295 0.9421067
P(S(30,1024 x 30) < k) :
App. (2.6) 0.07052 0.5456789 0.8872712
Erreur 0.033 0.0009 0.000034
App. (2.2) 0.07060 0.54596 0.887373

TABLE 2.1 — Approximations pour P(S(m, N) < k) par App. (2.6) de Haiman (2007) et App. (2.2)

de Naus (1982), X; ~ B(1,p), p = 0.1, m = 30.

2.1.2 Statistique de scan unidimensionnelle continue

Techniques d’approximation.

[0,T], T € RT fixé. En considérant S(m,T') définie en (1.4), nous cherchons & déterminer

P(S(m,T) < k), Vk > 0.

Posons

QL =P(S(m, Lm) < k),

oun LeNet L=T/m.

Les approximations (2.2) et

Soit N = {N;}+>0 un processus ponctuel défini sur I'intervalle

(2.4) définies dans le cas discret sont également applicables pour

Q1 dans le cas continu [Naus, 1982, Haiman, 2000]. En effet, par analogie au cas discret, pour

1<j<L-1etv défini en (1.3), posons

E; = {te[(jrzlggw v < k} = {S(m.[(j — Vm. (i + Dm]) <k}

max vy =S(m,[(j—1)m, (5 + 1)m]).

J te[(j—1)m,jm)]

Processus de Poisson.

Soit N = {N;};>0 un processus de Poisson d’intensité A et défini sur

lintervalle [0,T], T € RT fixé. [Huntington and Naus, 1975] ont proposé une formule exacte pour
P(S(m,T) < k) qui conduit & des temps de calculs extrémement importants lorsque 7" est grand
par rapport & m. Lorsque T = 2m et T = 3m, [Neff and Naus, 1980] ont fourni des formules exactes

pour Qy, :

Théoréme 2.4. Soient ¥ = Am, Yk > 0, p(j; ¥) = <> la loi de probabilité de la loi de Poisson

P(V) et Fp(k —1;0) = 25;3 p(j; W) sa fonction de répartition. Pour k > 2 et ¥ > 0 nous avons

Q2 =(F,(k—1, \I/))2 —(k=Dp(k; U)p(k —2,9) — (k — 1 — U)p(k; ©)F,(k — 3;0), (2.9)

Qs =(Fp(k —1;9))> — A) + Ay + A3 + Ay, (2.10)
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avec

Ay = 2p(k; O)F,(k — 1, 0){(k — 1)Fp(k — 2; ) — UF,(k — 3; T)},
Ay = 5(p(k; ©)2{(k — 1)(k — 2)F,(k — 3; U) — 2(k — 2)UF,(k — 4; ¥) + U*F,(k — 5; ¥)},

k—1
Ay = p(2k —r; W) (Fy(r — 1;9))7,

r=1
k—1

Ay = Zp(Zk: —r;U)p(r; \I/){(r —1)F,(r—2;%) — VE,(r — 3; \I')}
r=2

Par ailleurs, [Alm, 1983] a proposé

P(S(m,T) < k) = Fy(k — 1; ©)l((km0)/RAT=m)p(k=1:0)} (2.11)

Exemples numériques. La table 2.2 présente quelques valeurs numériques résultant de 'appli-
cation de l'approximation (2.6) utilisant les formules exactes de Neff et Naus définies en (2.9) et
(2.10) pour le calcul de Q3 et Q3

A App. (2.6) Erreur

0.1 0.9854 2x 1076
0.5 0.9302 2.5 x 1075
1.3 0.9405 1.7 x 107°

O O | T

TABLE 2.2 — Approximations pour P(S < k) par app. (2.6). T = 1001.

2.2 Statistique de scan bidimensionnelle
2.2.1 Statistique de scan bidimensionnelle discrete

Soit une région rectangulaire [0, N1] x [0, N2] avec Ny, N2 € N. Considérons {X; ;}, 1 <i < N;
et 1 < j < Ny un ensemble de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et a
valeurs dans N. En considérant S(m1, ma, N1, No) définie en (1.6), nous cherchons & déterminer

P(S(m1,ma, N1,N2) < k), k> 0.

Une approximation de type ”Product type” a été proposée par [Glaz and Naus, 1991], puis améliorée
par [Chen and Glaz, 1996].

Théoréme 2.5 ([Glaz and Naus, 1991]). Soit {X;;} une suite de variables aléatoires i.i.d. selon
une loi binomiale de parameétres n et 0 < py < 1 ou une loi de Poisson de parameétre Ag. La
distribution de S(my,ma, N1, Na) est approximée par

P(S(m1,ma, N1, No) < k) = Qum, 2ma—1 (lem VE >0, (2.12)

(N1—2m1+1)(N2—m2+1)
le,Q’WLQ—l )

avec
le,Qmel - P(S(m1;m27m172m2 - 1) S k)v

le,QmQ - ]P(S(mlva; my, 2m2) S k)

Preuve. Pour 1 <i; < Ny —mqi+1etl <iy < Nyg—mo+ 1 définissons les événements

i1+m1—1is+mo—1
Ail,irz = { Z Z Xij § k} .

=11 1=12
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Aussi

Ni—mi+1 No—mo+1
P:P(S(ml,mg,Nl,Ng)Sk‘):P< m ﬂ Ai1,i2>

i1=1 ig=1

Afin de simplifier la présentation des résultats, prenons le cas ou Ny = No = N et m; = mg = m.
Pour une valeur fixée de i1, 1 < iy < Ny —my+1, [Glaz and Naus, 1991] ont montré que l’on peut
approrimer de maniére précise

N—m+1 m+1 N-m+1 [ P (ﬂ;?zl Ail,j)
P Ai i, | =P Ay i — <
( z‘Ql 1 2) (i!_—ll 1 2) z‘2:1;[+2 P(ﬂ;@l Aim’)

En utilisant une hypothese de comportement markovien, notamment d’absence de mémoire sur la
dépendance entre les A, 4,
.

N—-m+1 m-+1 N-m+1 | P (ﬂ?:ig—m Ail,j)
P ( ﬂ Ai1,i2> ~P <H Ah,ig) H P M
10=1

)
10=1 io=m-+2 P (ﬂj:iz—m 7;17]')

et par stationnarité des A;, i,

N—m+1 Q N—2m
P ( N Ah,ig) ~ Qmam (’"2”’> : (2.13)
ig=1

Qm,Qm—l

Q7n,m+l—1 = I[])(141,1 N A1,2 n... Al,l) y 1 < l < N -—-m+ 17

sont estimés par simulations de Monte Carlo. Etant donné que nous devons scanner N, +1 régions
rectangulaires adjacentes de taille m x N, Uapprozimation de (2.12) devrait étre

N-—-2m N—-2m N-m
P~ [Qm,Qm (C2sz,2m1> ] lQm,27rl <C;2m2,2m1> ] )

or [Chen and Glaz, 1996] ont remplacé dans le second membre Qum am Par Qm.2m/Qm,2m—1 pour
prendre en compte la dépendance entre les {A;, iy, 1 < ia < N+m—1} pour les différentes valeurs

de il g
P~ Q ( Qm,Qm >N2m < Qm,?m ) < Qm,2m >N2m "
2 Qm,?mfl Qm,2m71 Qm72m71

(N—=2m+1)(N—m+1)
~ Qm,?m
P~ Qm,Qm—l
Qm,mel

—m

(2.14)

L’équation (2.14) utilize Uapprozimation (2.13) pour iy =1 et pour 2 <iy < N —m + 1.

L’approximation (2.14) a été évaluée au travers d’études de simulations et se révele étre tres
précise [Glaz et al., 2001]. Néanmoins, nous ne disposons pas d’une erreur associée & I’approxima-
tion.

[Haiman and Preda, 2006] ont proposé une approximation basée sur le théoréeme 2.2 portant
sur le maximum d’une suite stationnaire de variables aléatoires 1-dépendantes. Cette méthode
d’approximation est décomposée en 2 étapes.
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Premieére étape. Pour L1, Ly € N* tels que Ny = Liymq et Ny = Loms, posons
Zy, = max Ve, 1 <1y <Ly — 1.
(11—1)m1+1<t<11m1+1
1<s< (La—1)ma+1

La suite {Z1, Zs,...,Z1,-1} (Figure 2.3) forme une suite stationnaire de variables aléatoires 1-
dépendantes et

P(S(m1,ma, N1, No) < k) :IP( max {7} < k;) )

1<:<L1—1

0 me  2msy Loms

mi

2m1

(ll — 1)m1

b
(ll + 1)m1

L]

Limy

FIGURE 2.3 — Exemple de Z;,

Pour i € {2, 3} posons

Qi = Qz(k) =P ( h {le S k‘}) =P < max {le} S /{J) . (215)

1<l;<i—1
l1:1

Ainsi, si 1 — Q2 < 0.025 alors le théoréme (2.2) peut étre appliqué a la suite {Z1, Za,..., Zr, -1}
pour donner 'approximation suivante :

205 —
P(S(ma, ma, Ny, Na) < k) ~ @2 = Qs — (2.16)
14+ Q2 —Q3+2(Q2 — Q3)?]™
avec une erreur relative de 'ordre de
3.3(L1 — 1)(1 — Q1) (2.17)

Nous pouvons remarquer que Qs et Q3 représentent, respectivement, la distribution de la statistique
de scan a fenétre de taille my x mq sur les régions rectangulaires [0, 2my] x [0, N2] et [0, 3m1] x [0, N]
(Figure 2.4)

Ensuite, afin d’évaluer 1’équation (2.16), il est nécessaire d’obtenir des approximations pour Q2
et Q3. Cela meéne a la deuxieéme étape de la méthode.

Deuxiéme étape. Pour i € {2,3}, posons

Zijl, = max Vis ,1<lg < Lo—1.
1<t<(i—Dmy+1
(lg—l)m2—|—1<3<l2m2+1
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0 m2 ng LQTTLQ

—~

a) Q2 = P(S(m1,mz,2m1, Lamz) < k)

0 My 2mg Lamao
|
mq 74{ _l
2m1
3m1

—~

b) Q3 =P(S(m1,m2,3my, Lamsa) < k)

FIGURE 2.4 — Q2 et @3

Nous pouvons remarquer que les suites {Z2.1, Z2.2, ..., Z2.1,—1} €t {Z31,Z32, ..., Z3 1,1} forment
des suites stationnaires de variables aléatoires 1-dépendantes.

Pour i,j € {2, 3}, posons

7j—1
Qij = ng(k) =P (lz_l{ZLlQ} é k) =P <1<lr2n<a[)/(21{Zi’l2} S k) . (218)

Nous pouvons observer que Q22 = P(Z2 1 < k) = P(S(m1, m2, 2mq,2ms) < k), Qa3 = P(Z1, Z22 <
k) = P(S(ml,mg,2m1,3m2) < k‘), Qgg = P(Z&l < k‘) = P(S(m1,m2,3m1,2mg) S k) et

Qgg = P(Z&l, 2372 < ]{3) = P(S(ml,mg,?)ml, 3m2) < k) (Figure 25)

0 ma 2mgy 3me 0 ma 2my 3ma
/¥ /¥,
mi mi
2my 2mq
3Tnl 37’TL1
(a) Q22 (b) Q23
0 ma 2my 3mo 0 m2 2mg 3ms
¥ /¥
mi mi
2m1 2m1
3my 3my
(c) Q32 (d) Qs3

FIGURE 2.5 — Q22, Q23, @32 and Q33

La deuxiéme étape de la méthode consiste & appliquer une deuxiéme fois le théoréme (2.2)
afin de donner une approximation de Q2 et Q3 définis en (2.15). En effet, si 1 — Qa2 < 0.025 et
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1 — Q32 <0.025, le théoreme (2.2) nous donne les approximations suivantes :

2Q22 — Q23
~ 2.19
@2 14+ Q2 — Q23+ 2(Q22 — Q23)2]L271 (2.19)

avec une erreur d’approximation de l'ordre de 3.3(La — 1)(1 — Q22)?,

2Q32 — Q33

s [1+ Qs2 — Q33+ 2(Q32 — Q33)2] !

(2.20)

avec une erreur d’approximation de l'ordre de 3.3(La — 1)(1 — Q32)>.

L’erreur relative & Papproximation de P(S(m1, ma, N1, No) < k) en utilisant I’équation (2.16)
est de l'ordre de

EaPP = 33(-[/2 - ].)(Ll - ].) ((]. - Q22)2 + (1 - Q32)2 + (LQ - 1)(@22 - Qgg)z) . (221)

Comme il n’existe pas de formules exactes pour Q22, (23, (32 and (33, leurs estimations sont
réalisées au moyen de N simulations indépendantes. Pour 7,5 € {2, 3}, posons Q;; I’estimation de
Qi; par le biais de simulations de Monte Carlo. L’erreur relative aux simulations est de 1'ordre de

(@22 - @33) — (@22 —2Qa3 + C533)2
~ )

Egim ~ (L1 — 1) x (Ly — 1) x 1.96\/ (2.22)

Ainsi, Derreur totale relative & 'approximation de P(S(mq,ma, N1, No) < k) est
Lot = Eapp + Esim. (223)

Il est important de remarquer que E,p, tend rapidement vers zéro lorsque P(S(m1, ma, N1, Na) < k)
est proche de 1. De surcroit, pour des valeurs élevées de L, et Lo, la contribution de E,,, a
Perreur totale, Fy.:, est négligeable par rapport a Eg;,. Aussi, la précision de I'approximation
de P(S(my,ma, N1, N3) < k) dépend essentiellement du nombre de simulations, N, utilisées pour
estimer @22, @23, @32 and Q33.

Remarque 2.5. Si N; and Ny ne sont pas multiples de m1 et ms alors considérons K = L%j
and L = L%J En utilisant

P(S <

P(S <

(S(my,ma, (K + 1)my, (L + 1)ms) < n)

) >P
) <P (S(mqy,ma, Kmy, Lmsy) < n),

IN IV

n
n

on peut estimer P(S < n) par interpolation linéaire. Plus précisément, si la région scannée R est
rectangulaire de taille Ny X No alors l'approximation est donnée par interpolation linéaire entre la
valeur vy obtenue en scannant la plus grande région rectangulaire Ry = N x N} contenue dans
R et la valeur vy correspondant & la plus petite région rectangulaire Ry = N? x N2 contenant R
avec Ry et Rao des régions de tailles multiples de mq X ms. La formule d’interpolation est donnée
en Anneze B.

Exemples numériques. Les Tables 2.4 et 2.4 présentent des valeurs numériques résultant de
lapproximation de P(S < k) par la méthode de Glaz (2.14) et celle d’Haiman (2.16) pour des
évenements distribués selon un modele binomial et Poisson.
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k P(S <k) App. (2.14) App. (2.16) Erreur

15 0.8596 0.8374 0.860427482  0.067409646
16 0.9402 0.9351 0.940749305 0.010867255
17 0.9783 0.9764 0.977260378  0.001546897
18 0.9930 0.9920 0.991966851  0.000217233

TABLE 2.3 — Approximation pour P(S < k) : X;; ~ P(0.25), my = mg =5, L =5, K =5,

N = 10°.
k P(S < x) App. (2.14) App. (2.16) Erreur
15 0.8932 0.8830 0.896135764 0.035108915
16 0.9617 0.9577 0.960112719  0.004770939
17 0.9868 0.9862 0.986256278  0.000584065
18 0.9948 0.9958 0.995633424  8.08015E-05

TABLE 2.4 — Approximation pour P(S < k) : X;; ~ B(5,0.05), m; = mg =5, L =5, K =5,
N =10°.

2.2.2 Statistique de scan bidimensionnelle continue

Modele de Poisson. Soit une région rectangulaire [0, L] x [0, K], {L, K} € R? et K, L < o0o. Soit
N = {Ny),t €[0,L],s € [0, K]} un processus de Poisson homogene bidimensionnel d’intensité \.
Soient {u,v} € R** u < L et v < K. En considérant S(u,v, K, L) définie en (1.8), nous cherchons
a déterminer

P(S(u,v,L,K) <k), k>0,
ou encore
P(S(u,v, L, K, \) < k), k > 0,

dans le cadre du modele de Poisson. Remarquons que

P(S(u,v, L, K,\) < k) =P(5(1,1, £, E,Auv) <k), k>0. (2.24)
u' v

Afin de déterminer la distribution de S(u, v, L, K, ), [Alm, 1997] a proposé une premiére approche.
Pour une valeur fixée de s, 0 < s < K, remarquons que N((tl)s) = N(4,s) est un processus de Poisson
homogene unidimensionnel d’intensité Av. Posons

SWM(s) = S(u,v,L,s:s+v) = max (N(l

1
o nax (t’)s)(t +u) — N((t’)s)(t)) = max Ug,

0<t<L—u
a savoir la statistique de scan unidimensionnelle continue a fenétre de taille u x v associée au

processus N((tl)s) sur [0, L] x [s,s + v]. Pour s fixé, P(S&l)(s) < k) peut étre déterminée par (2.11).

On en déduit que

max SY(s) = S(u,v, L, K,\).

0<s<K-—wv
[Alm, 1997] a proposé 'approximation suivante
P(S(u,v, L, K,\) < k) =~ P(SM (s) < k)e™7* (2.25)

ou

ek (1 - %)\uv (K — 1) P(SWY =k — 1)) ,
v
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P(S&l)(s) < k) et ]P’(ngl) = k — 1) pouvant étre approchées en utilisant (2.11), & savoir I’approxi-
mation de la distribution de la statistique de scan unidimensionnelle continue.

Comme dans le cas discret, cette formule d’approximation n’apporte pas d’erreur d’approxima-
tion.

Dans [Haiman and Preda, 2002], les auteurs ont proposé une approximation basée sur le maximum
partiel d’une suite stationnaire de variables aléatoires 1-dépendantes. La méthodologie d’approxi-
mation est semblable & celle utilisée dans le cas discret (Section 2.2.1), a savoir deux utilisations
successives du théoreme (2.2).

Compte tenu de (2.24), supposons par la suite que u = v = 1 et L, K € N. Pour v, défini en
(1.7), posons

QL,K:QL,K(k»)\):]P) max I/tsgk :P(S(l,l,L,K,)\)Sk)
0<t<L-1
0<s<K-1
Observons que

X; = max lytys,lgng—l,

forme une suite de variables aléatoires 1-dépendantes et
QL,K:IP)( max Xj </€)

Pour ¢ € {2, 3} posons

i—1

Qi=Qi(k) =P ({X; <k} | =P <1<1’§121X1{Xj} < kz> . (2.26)
i=1 =

Aussi, si 1 — Q2 < 0.025 alors le théoreme (2.2) peut étre appliqué :
2Q2 — Qs
(14 Q2 — Qs +2(Q2 — Q3)2) "

avec une erreur relative de Pordre de 3.3(K — 1)(1 — Q2)?. Ensuite, afin d’approximer Qo et
Qs3, il suffit, comme dans le cas discret, d’appliquer une nouvelle fois le théoreme (2.2). En effet,
remarquons que

QrL.x ~ (2.27)

Y, = max Vs, 1 <1< L—1,
i —1<t<i
0<s<1

forme une suite stationnaire de variables aléatoires 1-dépendantes et que

Qg:P( max Yigk).

1<i<L—1
De maniere analogue, remarquons que
Z; = max Vs, 1 <i < L—1,
i—1<t<i
0<s<2

forme également une suite stationnaire de variables aléatoires 1-dépendantes et que

Q3:]P’< max Zi<k).

1<i<L—1

STATISTIQUES DE SCAN : THEORIE ET APPLICATION A L'EPIDEMIOLOGIE



CHAPITRE 2. APPROXIMATION DE LA DISTRIBUTION DES STATISTIQUES DE SCAN 43/117

Sil—Q22 <0.025 et 1 —Q32 < 0.025, le théoreme (2.2) nous donne les approximations suivantes :

2Q22 — Q2.3
Q2 ~ : ’ — 2.28
? 14+ Q22— Q23+ 2(Q22 — Q273)2]L ! (225)

avec une erreur d’approximation de l'ordre de 3.3(L — 1)(1 — Q2.2)?,

2Q32 — Q3,3

Qs ~ 14+ Q32— Q33 +2(Q32 —Q33)> 15

(2.29)

avec une erreur d’approximation de l'ordre de 3.3(L — 1)(1 — Q32)%. En substituant Q> et Q3 dans
léquation (2.27) par leur approximations (2.28) et (2.29), on peut facilement vérifier que Uerreur
totale résultant de I’approximation de @, x est bornée par

Eapp =33(L—1)(K —1) (1 = Q2.2)* + (1 = Q2,3)* + (L — 1)(Q2,2 — Q3,2)°) .

Afin d’appliquer cette méthode d’approximation, nous avons besoin d’évaluer de maniere précise
les Q; 5, (i,7) €4(2,2),(2,3),(3,3)}, car Q23 = Q3,2. Cela peut étre effectué par des simulations.
Or, la simulation d’un processus de Poisson bidimensionnelle homogene se base souvent sur la
propriété d’uniformité conditionnelle qui stipule que conditionnellement & N ([0, L] x [0, K]) = n
les événements sont distribués selon une loi uniforme sur [0, L] x [0, K]. Cependant, du fait du
conditionnement, cette approche ne permet pas de simuler directement les (); ; car nous sommes
en présence d’une statistique de scan conditionnelle. Néanmoins, il est possible de faire le lien les cas
conditionnel et non-conditionnel. Aussi, considérons Q7 k la statistique de scan bidimensionnelle
continue conditionnelle telle que

QZ,K = QZ,K(ka)‘) = ]P(S(U7U7L3K7)‘) < k/N([OvL] X [OvK]) = ’Il), 1<k<n.
Le théoreme des probabilités totales nous permet d’exprimer @, x en fonction de Q7 f :

Qrr(k) =D QF x(K)P(N ([0,L] x [0, K]) = n).
n=0

Or pour 0 <n <k, Q7' x =1 et pour n > kLK, QF ; =0, donc

k kLK
Qr.i(k)=> PN ([0,L] x [0,K]) + > Q1 k(RPN ([0,L] x [0, K]) = n),
n=0 n=k+1
kLK
Quc(k) = e MK (Z CEL LS Qe RS > (2.30)
n=0 n=k+1

Ainsi, la simulation des Qlj est indirectement réalisée par la simulation de Monte Carlo des i
Nous allons décrire la maniere de simuler ces derniers. Remarquons tout d’abord si 7y, ..., m, sont
des points répartis de maniére uniforme dans le rectangle [0, ] x [0, j], (4,7) € {(2,2), (2, 3), (3,3)}
et

v D) — lk|mp € [s,s + 1) x [t,t+ 1]}, (t,8) € [0,i — 1] x [0,5 — 1],

alors

P max vt <k | =P (8P <k)=QF(k), 1<k<n, ij=23
0<t<i—1 ’ ’
0<s<j—1

Afin d’approximer les @;; posons M = M(X) € N*.
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L. Pour 2 < m < M, utiliser des simulations de Monte Carlo pour générer R réalisations
indépendantes des S77 et poser Qm( ), correspondant a la fonction de distribution empirique
des Q”—‘(k) 1<k<m.

2. Q73 (k) définie en (2.30) est estimée par

k . m min{M,k:ij} - ()\Z )m
Q” o= Aij Z Z (k) ni' 0,7 =2,3,1<k<m. (2.31)
m=0 k+1 ’

Remarque 2.6. M = M()\) est un quantile de la loi de Poisson tel que P(N([0, L] x [0, K]) <
M(X)) = 7, avec une valeur de T trés faible (ex : 0.00001). Cette technique permet de réduire le
nombre d’estimations des Q;’;(k), 2 <m < M(X) et ainsi réduire le temps de calcul.

De par le théoreme central-limite, ’erreur d’estimation des QI est bornée, au niveau de

confiance de 95%, par

em
@50 zy’

Ainsi, par la formule (2.31), I'erreur d’approximation de Q;;(k), notée €;;(k), au niveau de confiance
de 95%, est bornée par

Hmin{M,kij} ()\Z])m - B kij ()\Z])m
eij(k)y=e " (k) = M (k)i > —, (2.32)
k+1 ’ m=min {M,kij}+1 )

le second terme en (2.32) disparaissant si M > kij. En prenant désormais en compte les erreurs
€5, lerreur relative a Qr x est de l'ordre de

Eiot = Eqpp + LK (€22 + €23 + €33).

Exemples numériques. La Table 2.5 présente des approximations de P(S < k) en utilisant
lapproximation de Alm (2.25) et celle d’Haiman (2.27) dans un cas particulier.

App. (2.27) Erreur App. (2.25)

0.69318103  0.008570775 0.7839302629
0.998401542  6.37679E-05 0.9987785770
0.999994866  4.39515E-07 0.9999959179

=W N |

TABLE 2.5 — Approximation de P(S < k) en utilisant 'approximation de Alm (2.25) et celle
d"Haiman (2.27). L = 500, K = 500 et A — 0.01

3 Cas conditionnel

Lorsque le nombre total d’éveénements observés sur la région étudiée est connu, nous nous
placons dans le cadre de la statistique de scan conditionnelle. Ce conditionnement introduit une
dépendance entre les observations qui ne rend plus applicables les formules d’approximation basées
sur les propriétés du maximum partiel d’une suite stationnaire de variables aléatoires 1-dépendantes.
Cependant, les formules d’approximation basées sur des raisonnements markoviens peuvent étre
adaptées au cas conditionnel. C’est ce que nous présentons dans cette section.
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3.1 Statistique de scan unidimensionnelle
3.1.1 Statistique de scan unidimensionnelle discréte

Modéle de Bernoulli.  Considérons Xy, ..., Xy une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli, B(1,p). Supposons que nous savons que a
succes et N — a échecs ont été observés. Nous sommes intéressés par le calcul de

N
P(S(m,N,a) < k) =P <S(m,N) <k /) Xi= a> . (2.33)

i=1
Dans [Naus, 1974, Théoreme 1], les auteurs ont proposé une formule exacte pour (2.33) :

Théoréme 2.6. Pour k, m, L =N/m €N et 2 <k <a. Soient (n1,ng,...,nr) une partition de
a en L entiers positifs ou nuls et Oy l’ensemble des permutations de toutes les partitions de a en
L entiers positifs inférieurs ou égaux a k, nous avons

( al ) (m!)*
P{Sm,N)<k /> Xi=a|="T5— Y detldyl, (2.34)

(a) AN

ol
4 — 0 st ¢ <0 oucyy >m
v {c]'(mlc])' stnonmn
avec
cij= (j—i)k— Zi;} ne+n; pouri<j
= (j—i)k-i—Zi:j N, pour i > j.
|d;;| correspond & une matrice de dimension L x L.

Dans le cas particulier ot k > a/2, une formule plus simple a été proposée par [Naus, 1974,
Corollaire 2] :

N
P(S(m,N)zk Y Xi=a )—i—(Lk—a—l)

i=1

) 2 (OO () (aor)
() ()
Remarque 2.7. Lorsque N, m et L sont grands et k < a/2 le calcul de (2.33) en utilisant

Uéquation (2.34) devient extrémement consommateur en termes de temps de calcul, un déterminant
d’une matrice de dimension L x L devant étre calculé pour chaque élément de l’ensemble ©y.

Dans [Chen and Glaz, 1999], les auteurs ont proposé une approximation de type Product-type pour
(2.33) :

Théoréme 2.7. Pour Nym,k € N, L = N/m,k >0 et L > 2, la distribution de S(m,N,a) peut
étre approximée par

P <S(m, N) <k ZNin = a> = gam/(a) {q?’m(“)} H, (2.35)

i=1 g2m (@)
avec
minrk—r,a ™y (V)
grm(a) = Z q(rwlj)—L———, r €2,3,
= (a)
et

N
q(rmlj) =P (S(m,rm) <k ZXi :j> )

=1

pouwvant étre évalué en utilisant (2.34).
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Preuve. La démonstration repose sur la méme technique que celle utilisée dans le cas non-
conditionnel. Pour N=Lm, L>2 et1<i<L—1 etv; défini en (1.1), posons

FE;, = { max v < k) .
(i—1)m+1<t<im+1

L—1 1—1
P(S(m, N, a (ﬂE)z]P’(El)H]P’ E;|() E;
i=2 j=1

En utilisant un raisonnement de type markovien sur la dépendance entre les F; nous avons

= = E n E
P(S(m,N,a) < k) ~ P(Ey) [[ P(Ei|Ei—1) = P(E) N Es) H 1 2),
=2

Comme P(E1) = qam(a) et P(E1 N E2) = qzm(a), nous avons

P(S(m, N,a) < k) ~ g (a) [‘Bm(a)rg
m,N,a) < k)= qgsn(a .
Y gam(a)
Modeéle Binomial. Soient X7, Xs,..., Xy une suite de variables aléatoires i.i.d. selon une loi

binomiale B(n, p). Supposons que le nombre total d’événements Zfil X; = a ait été observé. Dans
ce cas, la distribution jointe des X;, 1 <1 < N, conditionnellement & 1’événement {Zf\il X; = a},
est une loi hypergéométrique multivariée

P (Xi —z, 1<i< N/EN: X, = a> _@)E) "(;J(;l)z’gllmi). (2.36)

Dans [Glaz et al., 2001], les auteurs ont proposé d’utiliser I'approximation (2.35). Cependant, &
I'inverse du modele de Bernoulli, il n’existe pas de formule exacte pour g, ; défini en (2.36).
Aussi, les auteurs ont proposé d’utiliser I’algorithme de simulation de loi hypergéométrique multi-
variée développé dans [Patefield, 1981] pour simuler les valeurs de gom(a) et gsm(a), estimées par
Gom(a) et gzm(a). Soient Vi, Va, ..., Vi une suite de variables aléatoires distribuées selon une loi
hypergéométrique multivariée définie en (2.36). Pour r € {2, 3}, nous avons

r—1 r—1 (s+1)m
Q'r'm(a):P(ﬂEs):P m Z V. <k

s=1 s=1 \i=(s—1)m+1

Aussi, il suffit de réaliser R simulations des variables Vi, Vs, ... V3, de distribution jointe

() () -+ (amshn v2)
(") '

P(Vi =v1, Vo =wa,..., Vay = Ugp) =

L’estimation de ¢ (a), 2 < r < 3 est donnée par

R
_— 1
qrm(a) = E ; ]l{S(m,rm,a)Sk}' (237)
Modele de Poisson. Soient X7, Xs,..., Xy une suite de variables aléatoires i.i.d. selon une loi

de Poisson P(A). Supposons que le nombre total d’événements Zf\; X; = a ait été observé. Dans
ce cas, la distribution jointe des X;, 1 < i < N, conditionnellement & I’événement {Zf\il X; =a},
est une loi multinomiale

N a
P(xmmncien [Sxma)= (L0 )G e
Z1,T2,.-., TN

=1
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Dans [Glaz et al., 2001], les auteurs ont proposé d’utiliser approximation (2.35). Comme dans
le cas du modele binomial, il n’existe pas de formules exactes pour g, (a) et g3 (a). Aussi, leur
valeur est estimée par ga,,(a) et gs,,(a), obtenus par simulations. Soient Wy, Ws, ... Wy une suite
de variables aléatoires distribuée selon une loi multinomiale définie en (2.38). Pour r € {2, 3}, nous
avons

r—1 r—1 (s+1)m
qrm(a>=P<ﬂEs> =PI | Y W<k

s=1 s=1 \i=(s—1)m+1

Aussi, il suffit de réaliser R simulations des variables Wy, Ws, ... W3, de distribution jointe

a 1 ¢
]P;(Wl :1U1,W2 :U}Q,..-;W3m :wgm) = (wl Wo ws > <N> .

L’estimation de grm(a), 2 < r < 3, est identique & (2.37).

3.1.2 Statistique de scan unidimensionnelle continue

Modele de Poisson. Soit N = {N;};>¢ un processus de Poisson homogene d’intensité A, A > 0,
défini sur lintervalle [0, 7], T € RT fixé. Supposons que N(T') = a évenements aient été observés
sur [0,7]. En considérant S(m, T, a) définie en (1.4), nous cherchons & déterminer

P(S(m,T,a) < k), k > 0. (2.39)

En prenant en compte le conditionnement, considérons X1, ..., X, une suite de variables aléatoires
i.i.d. selon une loi uniforme sur [0,7], U[0,T], qui correspond aux temps d’occurrence des a
évenements. Soient X (1) < X(2) < ... < X(q) les statistiques d’ordre associées telles que

X(l) = mg X; et X(a) = max X;.

1<i<a 1<i<a

Déterminer P(S(m, T, a) < k) est équivalent a

1<i<a—k

P(S(m,T,a) <k) =P < min (X — X)) = m> :

L’évenement {minlgiga_ k Xtk — X@) = m} signifie que la distance minimale entre k& événements
est supérieure a la taille de la fenétre de scan, m. Autrement dit, il n’existe pas de fenétre m conte-
nant plus de k événements.

Dans [Naus, 1965b], les auteurs ont proposé une formule exacte pour (2.39)

Théoréeme 2.8. Pour k,m,L = T/m € N, 2 < k < a et L > 2. Soient (ny,na,...,np) une
partition de a en L entiers positifs ou nuls et O l’ensemble des permutations de toutes les partitions
de a en L entiers positifs inférieurs ou égaux a k, nous avons

P(S(m,T,a) < k) =alL™® Y det[l/c;!], (2.40)
oEO

cij = —ik— Zi;} ne+n; pouri<j
=(j *i)kJrZi:j n, pour i > 7.
Remarque 2.8. A linstar du cas unidimensionnel discret conditionnel, le calcul de (2.39) en

utilisant (2.40) devient extrémement consommateur en temps de calcul, voire irréalisable, pour des
valeurs élevées de a, ou lorsque L est tres important face a m.
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Dans [Naus, 1982], les auteurs ont proposé une approximation de (2.39) basée sur un raisonne-
ment markovien. Compte tenu du conditionnement en a événements observés sur [0, T, le principe
réside dans le fait d’approximer la distribution de S(m, N) définie en (1.2), ot N = a, sur la suite
de variables aléatoires X;, 1 <i < a.

Théoréme 2.9. Soient X1,..., X, une suite variables aléatoires i.i.d. selon une loi uniforme sur
[0,T)]. Pour L=T/m, L>4 et L €N, nous avons

Q‘ L—-2
P(S(m,a) < k) ~ Q, (J)  k>0. (2.41)
2

o

sont évalués en utilisant le théoréme 2.40.

Preuve. Pour 1 <i<L—1 etv; défini en (1.1), posons

Ei:{ max Vt<k},/€>0.

(i—1)ym<t<im

Partant de la remarque suivante

L—-1
P(S(m,a) < k) =P (ﬂ E> ,
i=1

la preuve est identique a celle utilisée dans le cadre du théoréme 2.1.

Dans [Glaz, 1992], les auteurs ont proposé une autre méthode d’approximation basée sur 'in-
tersection des statistiques d’ordre.

Théoréme 2.10. Soient X;,..., X, une suite de variables aléatoires i.i.d. selon une loi uniforme
sur [0,T]. Soit X1y < X(2) < ... < X(q) les statistiques d’ordre associées. Pour 3 < k < a, 1 <
i<a—ket0<m<T/2, définissons les événements

Ai = {X(k+z) - X(z) > m}

Pour 2 <t <k <a/2 posons
k
a1 = P(Al), oy = P ﬂ Aj .
j=1

Alors nous avons

a a—2k+1
: . 2.42
a“) (2.42)

P(S(m,a) < k) ~ oy (

Preuve (Esquisse). Par définition des A;, 1 <i<a—k+ 1, nous avons

a—k+1
P(S(m,a) <k)="P < ﬂ Ai> = Qg—k+1-
i=1

a—k+1
g —k+1 :P(AlﬂﬂAk> H P(A]/A]_ ﬂAQﬂ...ﬂAj,l).
j=k+1
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Lorsque j > k, faisons une hypothése de comportement markovien sur la dépendance entre les A;,
a savoir que le conditionnement sur le passé entier peut étre approximé par le conditionnement sur
les k derniers événements :

]P’(Aj/A1ﬂA20...OAj71) ~ P(Aj/Aj,lﬂAj,gﬁ..‘ﬂAj,k)
P(Ak/Al ﬂAgﬂ...ﬁAk_l) =

—2k+1
Qe @ +
Qg—k+1 = O .
A1

Remarque 2.9. L’approxzimation de (2.42) nécessite le calul de ay, et ap—1. Pour2 <t <k <a/2
posons

Qg
ak—l'

D’ou

k
af =P(A9), af =P [ A0 |[) A4

J
j=2

Nous admettrons, selon [Glaz, 1992], que pour 2 <i<a—k
i
ai=a1— Y o (2.43)
j=2

Pour3<t<a/2 et0<m<T/2etT =1, [Glaz, 1992, Théoréme 1] montre que

a—k+1

ay =b(k—1,a,m) — b(k,a,m) + Z (—1)ij—2 {1—318;11))] b(k+j—1,a,m),

j=t
ot b(j;a;m) = (;)mk(l —m)* % est la loi de probabilité de la loi binomiale B(a, m). Par ailleurs,
le fait que ce théoreme s’applique uniquement lorsque T = 1 me constitue pas une limite car tout
intervalle [0, T, T > 1, peut étre rapporté a un intervalle [0, 1].

3.2 Statistique de scan bidimensionnelle
3.2.1 Statistique de scan bidimensionnelle discrete

Soit une région rectangulaire [0, N1] x [0, Na] avec N1, No € N. Considérons {X; ;}, 1 <i < N;
et 1 < j < N, un ensemble de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et a
valeurs dans N. Chaque variable aléatoire X; ; désigne le nombre d’évenements observés dans une
région élémentaire de dimension [i — 1,4] x [j — 1, j]. De surcroit, le nombre total d’événements,

N1 N>

> Xij=a, (2.44)

i=1j=1
est considéré connu. En considérant S(m;y, ma, N1, N3, a) définie en (1.6), nous cherchons & évaluer

N1 N2
P(S(ml,mg,Nl,Ng,a)gk):]P’ S(ml,mg,Nl,Ng)Sk ZZXM:CL ,k‘ZO

i=1 j=1
Dans [Chen and Glaz, 2002], les auteurs ont proposé une approximation de type ”Product-type”
Théoréme 2.11. Pour mqy = mg = m et Ny = No = N, m e N, 2<m N—-1, N € N et
L=N/m,LeN, k>0, nous avons

L—-1
P(S(my,mg, N1, Na,a) < k) & gm.n(a) (qm“N(a)> , (2.45)
Qm,N(a/)
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avec
gm,n(a) =P(S(m,m,m,N,a) < k),
et
gm+1,n(a) =P(S(m,m,m+1,N,a) < k).
Preuve. Pour1<i; < N—-m+1,1<j< N-—m+1 et v, définis en (1.5) , posons
A iy =A{vi i, <k}, k>0.

Posons

Remarquons que

N—m-+1 N—m+1
P(S(ml,mg,Nl,Ng,a)gk)P< ﬂ ﬂ Al172/B> .

=1 dip=1
Pour1 <iy < N —m, posons

N—m-+1

(N A

ig=1

N—m-+1
P(S(m17m27N17N27a)<k):P< ﬂ Ell/B>7

i1=1

Aussi

qui peut s’écrire sous la forme

N—m+1 N—m+1 ]P’( N- E/B)
IP( N Ei B>_1P>(E1/B) H ( ~ 1E/B)

En utilisant des hypothéses simplificatrices de type markovien (absence de mémoire et échangeabilité)
sur la dépendance entre les E;,

P(MaB/B) B(NaB/B) b EmEz/B)
A RO MU

nous arrivons a une approrimation de type ”Product-type”

i1=1

P(S(my, ma, N1, Na,a) < k) ~ P(E;/B) (]P’(ElﬂEg/B)>L1

P(E,/B)

Or Qm,N(G) = P(S(ma m,m, N7 a) < k) = P(El/B) et qnz-‘rl,N(a) = ]P)(S(ma m,m + 17 N7 a) < k) =
P(Ey N Ey/B), donc

L1
m a

B(S(m1, ms, Ny, Na, a) < k) ~ g v (a) (‘““V“) |
Qm,N(a)

Il n’existe pas de formules exactes pour ¢, n(a@) €t gm+1,n5(a). Dans [Chen and Glaz, 2002], les
auteurs ont proposé d’estimer ces quantités par simulation dont la méthodologie est fonction du

modele régissant les X;;, 1 <4 < Ny, 1 <5 < No.
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Modeéle Binomial. Posons {Xi,j}> 1 < 4,7 < N une famille de variables aléatoires i.i.d. selon
une loi binomiale B(n,p), n > 1, 0 < p < 1. Considérons a, défini en (2.44), le nombre total
d’évenements observés, connu. La distribution jointe des X; ;, conditionnellement a a, est une loi
hypergéométrique multivariée

(ar ) (1) - Goas)
(*.") '

ouzi; >0etzyny =a— Z;\Sl ey Nz j > 0. Soient Vi 1,..., VN n une suite de variables
aléatoires distribuées selon la loi hypergéométrique définie en (2.46). Pour ¢t € {1,2}, nous avons

t m4t—1is+m—1
Gm+t—1,N( (ﬂE/ >—P ﬂ ﬂ Z Vij <k

s=1 11— j:ig

]P)(Xl‘,j = l‘i’j, 1 S i,j S N/B) = (246)

Aussi, il suffit de réaliser R simulations, en utilisant I’algorithme développé dans [Patefield, 1981],
des variables V; 1,..., Vih41,v dont la distribution jointe est

N(N—m—2)
(1) () (e )

(") ’

P(Vi;=vij,1<i<m+1,1<j<N)=

pour estimer les valeurs de ¢+i—1,n5(a), 1 <t <2, données par

R
1 1 m,m,m—+t— a
a\m+t—17N(a) _ 21:1 {S(m, ]»% +t—1,N,a)<k} . (247)

Modele de Poisson. Posons {X; ;}, 1 <4,j < N une famille de variables aléatoires i.i.d. selon
une loi de Poisson P()\). Considérons a, défini en (2.44), le nombre total d’événements observés,
connu. La distribution jointe des X; ;, conditionnellement a a, est une loi multinomiale

1 a
P(X; =i, 1 <i,j < N/B) = <$1 o N) <N2> , (2.48)

ouz; >0et zyn =a-— Z ZZ 1Nz ; > 0. Posons Wy 1,...,Wx y une suite variables
aléatoires distribudes selon la loj mult1n0m1ale définie en (2.48). Pour t € {1, 2}, nous avons

t t m4t—1iz+m—1
et =2 (12 o) <2 |0 7S v <

s=1 s=1 41=1 J=i2

Aussi, il suffit de réaliser R simulations des variables Wy 1,..., Wy,41 v dont la distribution jointe
est

P(W;j=w;j, 1<i<m+1,1<j<N)

m+2 .. a—w™
) . L\SER S ¢ g o
N wl,la-~'7w’rﬂ+1,N7w* N2 N2 ’

ol w* = a — Zm+2 ZJ L wj j, pour estimer les valeurs de gmyt—1,n(a), 1 < t < 2, définies en
(2. 47)
3.2.2 Statistique de scan bidimensionnelle continue

Modele de Poisson. Soit une région rectangulaire [0, L] x [0, K], {L, K} € R% et K, L < o0o. Soit
N = {Ny),t €[0,L],s € [0, K]} un processus de Poisson homogene bidimensionnel d’intensité \.
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Supposons que a événements aient été observés sur [0, L] x [0, K]. Soient {u,v} € R** u < L et
v < K. En considérant S(u,v, K, L, a) définie en (1.8), nous cherchons & déterminer

P(S(u,v,L,K,a) <k), k>0,
ou encore
P(S(u,v, L, K, \,a) < k), k> 0.

Conditionnellement au nombre total d’évenements observés, a, nous pouvons reformuler le probleme

de la maniere suivante : soient Xii,..., X1 4 et Xoi1,..., X2, des variables aléatoires i.i.d. selon
une loi uniforme sur [0, L] et [0, K] respectivement. Pour 1 < ¢ < a, posons X; = (X1;, Xa;). Aussi,
Xi,...,X, peut étre vue comme a points distribués de maniere aléatoire sur [0, L] x [0, K].

Une borne supérieure de P(S(u,v, L, K,a) > k) = 1-P(S(u, v, L, K, a) < k) découle immédiatement
du fait s’il existe un rectangle de dimension u X v contenant au moins k£ + 1 événements alors il
y a au moins k + 1 évenements parmi Xji,..., X, contenus dans un intervalle de taille u et
k41 évenements parmi X1, ..., X2 , contenus dans un intervalle de taille v. Etant donné que ces
variables aléatoires sont i.i.d. selon les lois uniformes précitées, nous avons

P(S(u,v, L, K,a) > k) <P(S(u, L,a) > k)P(S(v, K,a) > k), (2.49)

S(u, L,a) et S(v, K, a) étant définies en (1.4). Par ailleurs, k+ 1 événements ou plus sont contenus
dans un rectangle de taille u X v si au moins k + 1 des premieres coordonnées de Xi,...,X,
sont contenues dans un intervalle de longueur u et si au moins k£ + 1 des secondes coordonnées
de Xy,...,X,, correspondant a ces premieres coordonnées, sont comprises dans un intervalle de
longueur v. Aussi, cela implique que

P(S(u,L,a) > k)P(S(v, k,a) > k) <P(S(u,v, L, K,a) > k). (2.50)
Comme l'inégalité (2.50) est symétrique en u et v, nous obtenons

max {P(S(u, L,a) > k)P(S(v, k,a) > k),P(S(u, k,a) > k)P(S(v, K,a) > k)}
<P(S(u,v, L, K,a) > k). (2.51)
Dans [Naus, 1966, Théoréme 3], les auteurs ont montré que la borne supérieure (2.49) converge

vers la borne inférieure (2.51) lorsque k > a/2. Aussi, 'auteur conseille d’utiliser la borne inférieure
comme approximation de P(S(u,v, L, K,a) > k).
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TABLE 2.6 — Récapitulatif des différentes formules exactes et approximations de la distribution des différentes statistiques de scan. Il est important de
préciser que les formules exactes citées dans ce tableau correspondent aux quantités Q2 et Q3 pour le cas unidimensionnel, qui sont utilisées par la suite
dans les approximations. Par ailleurs, dans le cas bidimensionnel continu conditionnel, ’approximation proposée dans [Naus, 1966] est constituée du produit
de deux distributions de la statistique de scan unidimensionnelle continue conditionnelle.

Cas Non Conditionnel

Unidimensionnel Bidimensionnel
Discret Continu Discret Continu
Approximations Naus (2.2) / Haiman (2.6) Naus (2.2) / Haiman (2.6) Haiman (2.16) / Glaz (2.12) Alm (2.25) / Haiman (2.27)
Bernoulli Formules exactes (2.3) - Simulations -
Binomial Simulations - Simulations -
Poisson Simulations Formules exactes (2.4) Simulations Simulations
Cas Conditionnel
Unidimensionnel Bidimensionnel
Discret Continu Discret Continu
Approximations Glaz (2.35) Naus (2.41) / Glaz (2.10) Glaz (2.45) Naus (2.51)
Bernoulli Formules exactes (2.34) - Simulations -
Binomial Simulations - Simulations -
Poisson Simulations Form. Exactes : (2.40) ou (2.43) Simulations Approx uni (2.41)
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4 Influence de la forme de la fenétre sur approximation de
la statistique de scan bidimensionnelle discrete

4.1 Introduction

Dans le cadre des statistiques de scan bidimensionnelles, la forme de la fenétre de scan a fait
I’objet de recherches décrites en section 3.3. En résumé, il est possible de distinguer deux types de
fenétres : les formes paramétriques (rectangle, cercle, ellipse, . ..) et les formes non-paramétriques
permettant de détecter des clusters de formes tres irrégulieres. Dans une grande majorité des cas,
ces deux types de formes de fenétre ont été évaluées par le biais d’étude de puissance afin de
tester leur capacité de détection de clusters d’événements sous I’hypothese alternative (étude de
puissance).

Par ailleurs, les différentes techniques d’approximation de la distribution des statistiques de
scan bidimensionnelles, décrites au sein des sections 2.2 et 3.2, considerent des fenétres de scan
de forme uniquement rectangulaire. Cela amene a la question suivante : la forme de la fenétre
a-t-elle une influence sur I'approximation de la distribution de la statistique de scan? Dans le
cadre des statistiques de scan bidimensionnelles continues, les auteurs ont considéré différentes
formes de fenétre. En effet, [Naus, 1965a, Loader, 1991] ont utilisé des rectangles, [Alm, 1997, Alm,
1998, Anderson and Titterington, 1997] ont considéré des rectangles et des cercles alors que [Alm,
1997, Alm, 1998] ont pris en compte des triangles, ellipses et autres formes convexes. Dans le cadre
des statistiques de scan bidimensionnelles discretes, 'influence de la forme de la fenétre n’a, a notre
connaissance, jamais été étudiée.

Nous proposons d’étudier, par le biais d’une étude de simulation, I'influence de la forme de
la fenétre sur 'approximation de la statistique de scan bidimensionnelle discrete. Pour ce faire
nous avons utilisé des formes géométriques discretes (carré, rectangle et cercle discret) ainsi que la
technique approximation proposée par [Haiman and Preda, 2006] et décrite en section 2.2.1, qui
présente 'avantage de fournir une erreur d’approximation. Aussi, dans l'objectif de comparer les
approximations de la distribution de la statistique de scan bidimensionnelle discrete en fonction
de la forme de la fenétre de scan, seule cette technique peut permettre de mettre en évidence une
différence qui ne serait pas liée & une erreur d’approximation. En d’autres termes, il est possible
de comparer, pour deux formes de fenétre distinctes de méme surface, ’approximation de la distri-
bution de la statistique de scan associée, a une certaine décimale si leur erreurs d’approximation
associées sont inférieures a cette décimale. Par ailleurs, nous proposons une étude de puissance du
test basé sur la statistique de scan lorsque le cluster existant sous ’hypothése alternative est de
forme carrée, rectangulaire ou circulaire.

La Section 4.2 présente les différentes formes de fenétres utilisées. La Section 4.3 explicite la
méthode de comparaison des approximations de la distribution de la statistique de scan en fonction
de la forme de la fenétre de scan ainsi que ’estimation de la puissance du test basé sur la statistique
de scan, par le biais d’une étude de simulations.

4.2 Forme de la fenétre de scan

La statistique de scan bidimensionnelle discréte est initialement définie avec une fenétre de scan
de forme rectangulaire. Cependant, le processus de scan peut étre réalisé avec n’importe quelle
forme convexe. Dans cette section, nous nous sommes intéressés a I’observation des différences au
sein de la distribution de la statistique de scan lorsque que le processus de scan est réalisé avec
des fenétres de méme surface, mais de formes différentes. En particulier, nous détaillons les cas des
fenétres rectangulaires et circulaires (cercle discret).

4.2.1 Fenétre de scan rectangulaire.

Considérons le cas rectangulaire. Pour une surface A € N, nous avons utilisé 'ensemble des
formes possibles de rectangle en déterminant toutes les valeurs my, mo € N* satisfaisant m; x mg =
A. Par exemple, pour A = 16, toutes les configurations possibles de rectangles sont données au
sein de la Figure 2.6 pour (mq1,m2) € {(1,16), (2,8), (4,4), (8,2),(16,1)}.
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my =8

my =8

my =4

my =2
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my = 16
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FIGURE 2.6 — Configurations possibles de formes rectangulaires pour A = 16.

4.2.2 Fenétre de scan circulaire (cercle discret).

Les cercles discrets peuvent étre vus comme la discrétisation dans Z? des cercles euclidiens
définis dans R2. Nous avons utilisé ’algorithme des ”2 points” pour le tracé des cercles discrets,
proposé par J. Brensenham [Bresenham, 1977]. Soit B(0, R) le cercle discret de Bresenham de
centre O = (0,0), de rayon R € N. L’idée clé de cet algorithme repose sur le principe de symétrie
du cercle. En effet, on constate qu’il existe quatre axes de symétrie au sein d’un cercle, deux suivant
les axes du repere centré sur le cercle et deux bissectrices. Aussi, le tracé d’un cercle discret est
uniquement réalisé sur le deuxieme octant de Z2, c’est a dire, 'ensemble {(4,5) € Z?/0 < i < j}
(Figure 2.7(a)). Les autres pixels sont tracés en utilisant leur images symétriques dans les sept
autres octants de Z2. De surcroit, I’algorithme est dit incrémental car la position du prochain pixel
tracé est déterminée par la position du pixel précédent et non en utilisant une formule générale
pour I'ensemble des pixels.

Soit C(O, R) le cercle euclidien de centre O = (0, 0) et de rayon R, décrit par 'équation suivante

fli,j) =i +j° = R* = 0.

L’algorithme de Bresenham est incrémental en ¢ et début au pixel trivial (0, R) d’une grille G
définie dans Z2. Au sein du deuxieme octant de Z2, j est une fonction décroisante de i. Aussi,
pour un pixel tracé (i, j), J. Bresenham a montré qu’il n’existe que deux candidats possibles pour
devenir le prochain pixel tracé : soit le pixel de coordonnées (i + 1,7) soit le pixel de coordonnées
(i+1,7—1) (Figure 2.7(a)). Parmi ces deux candidats, nous devons choisir celui qui est le plus
proche de C(0, R) et cela est réalisé en utilisant la différence suivante

6(i,4) = [f i+ L) = [f(i+ 1,5 + D]

Si 6(4,7) < 0 alors le pixel de coordonnées (i + 1,5) est le plus proche de C(0, R) et il est donc
sélectionné pour étre le prochain pixel tracé. Sinon, le pixel de coordonnées (i + 1,57 — 1) est le
plus proche et il est tracé. Par ailleurs, pour un pixel tracé de coordonnées (i,j) dans le second
octant de Z?, les pixels de coordonnées (4,4), (=i, ), (—4,4), (=4, —i), (=i, —74), (i, —7), (4, —i) sont
également tracés dans les sept autres octants.

Afin de comparer une fenétre de scan de forme rectangulaire de surface A € N avec une fenétre
de type cercle discret, nous devons déterminer le rayon optimal R qui minimise |A — D|, D étant le
nombre de pixels dans le disque discret de centre 0 et de rayon R. Dans [Kulpa, 1979], les auteurs
ont montré que D peut étre déterminé par I’expression suivante :

Lo
1
D:SZL§+\/R2—j2J—4Laj2—|—4R+1, (2.52)

j=1
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Algorithme 2 Tracé de B(0, R) dans Z? [Bresenham, 1977]
1+ 0
Jj< R
Tantque ¢ < j Faire
trace_pixel(j,4) // Premier octant

trace_pixel(i, j) // Second octant
trace_pixel(—i, j) // Troisiéme octant

(
E
trace_pixelg J,i) // Quatriéme octant
(
(

trace_pixel(—i, —j) // Siziéme octant
trace_pixel(i, —j) // Septiéme octant
trace_pixel(j, —i) // Huitiéme octant
Si 6(7,7) > 0 Alors
J=J—=1

finSi
14 i+1

fin Tantque

trace_pixel(—j, —i) // Cinguiéme octant

(i4)i+1:7)

(0. )

Third octant | Second octant
. ¥ B

Fourth octant First octant

'\
T
|
|
I

] Second octant !
+ -
} K
i Fifth octant Eighth octant
I
%

First octant }

T 4
! Sixth octant ' Seventh octant
i
‘

0.0

0.0 ; ) (R.0)

(a) Processus de tracé de cercle discret (b) Cercle discret de rayon R = 10

FIGURE 2.7 — Cercle discret dans Z2.

ou |a) = [§(1 4+ v/(8R?>—1)]. Des exemples de comparaisons de surfaces entre des fenétres de
forme carrée et circulaire sont données dans la Table 2.7.

TABLE 2.7 — Comparaison de surface entre formes carrées et circulaires avec un rayon optimal R.

Rectangle Discrete Circle
A R D |A-D|
25 2 21 4
36 3 37 1
64 4 61 3
100 5 97 3
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4.3 Applications numériques : approximation et puissance du test basé
la statistique de scan

Dans cette section, nous présentons, dans un premier temps, une étude de simulation ayant
pour objectif d’évaluer le changement dans la distribution de la statistique de scan bidimensionnelle
discrete lorsque le processus de scan utilise différentes formes de fenétres. Dans un deuxieme temps,
nous évaluons la puissance du test basé sur la statistique de scan en fonction de la forme de la
fenétre de scan et celle du cluster simulé sous I'hypothése alternative. Nous considérons ici les
formes carrée, rectangulaire et circulaire (cercle discret), de méme surface, pour la fenétre de scan
et les clusters simulés.

4.3.1 Approximation et forme de la fenétre de scan

Nous présentons des approximations de la distribution de la statistique de scan, P(S < n),
lorsque les X;; sont distribués selon une loi binomiale B(v,p) et une loi de Poisson P()). La
méthodologie utilisée pour obtenir ces approximations est celle proposée par [Haiman and Preda,
2006] et décrite en Section 2.2.1. Pour chaque modele, nous comparons les distributions des sta-
tistiques de scan lorsque la fenétre de scan est carrée, rectangulaire et circulaire. La Table 2.8
présente la distribution de la statistique de scan bidimensionnelle discrete lorsque le processus de
scan est réalisé sur une une région de taille N7 X Ny = 42 x 42 avec une fenétre de scan de taille
fixe (A = 36) et de formes variées : carrée (6 x 6), rectangulaire (3 x 12) et circulaire (R = 3)!.
Comme N; = N, la distribution des statistiques de scan avec une fenétre de scan mq X mo est
identique & la distribution avec une fenétre ms x my. Nous considérons différents modeles pour les
Xi; : B(1,0.01), B(5,0.05) et P(0.25). Concernant les fenétres de scan rectangulaires, nous avons
utilisé la technique d’Importance Sampling présenté dans [Amarioarei and Preda, 2013] qui fournit
des intervalles de confiance des erreurs beaucoup plus restreints que la méthode de Monte Carlo
que nous avons présentée pour le cercle discret.

En comparant les valeurs d’approximation et en prenant en compte les erreurs d’approximation,
on observe que les distributions des statistiques de scan associées a différentes formes de fenétres de
scan sont tres proches les unes des autres. Remarquons, dans cet exemple, que le quantile d’ordre
0.95 de la statistique de scan ne change pas avec la forme de la fenétre. Cependant, comme nous
I’attendions, on peut remarquer des faibles différences significatives comme par exemple, pour le
modele de Poisson, lorsque que I'on scanne avec une fenétre 6 x 6 (P(S(6,6,42,42) < 22) < 0.96)
et avec une fenétre 3 x 12 ((P(5(3, 12,42, 42) < 22) > 0.96)).

A partir de cette étude de simulation, mais sans généraliser, nous pouvons conclure que la
forme de la fenétre de scan ne change pas considérablement la distribution de la statistique de scan
bidimensionnelle discrete.

1. Dans le cas d’une taille de fenétre A = 16, des résultats numériques supplémentaires sont disponibles en
Annexe C.
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TABLE 2.8 — Approximations de P(S < n) : Scan d’une région N1 x No = 42 x 42 avec différentes

formes de fenétres.

Scanning window shape

Approximation and approximation error for P(S < n)

Square
my=mg=6, K=L=17, N=10%

X;j ~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X;j ~ P(0.25)
k  App. (2.16) Err. (2.23) k App. (2.16) Err. (2.23) k App. (2.16) Err. (2.23)
=6
me=e 3 0.869707 0.042916 21 0.935139 0.007260 21 0.900014 0.017640
4 0.987184 0.000761 22 0.974401 0.001505 22 0.956164 0.003483
5 0.999136 0.000035 23 0.990531 0.000386 23 0.982368 0.000862
6 0.999955 0.000002 24 0.996714 0.000109 24 0.993254 0.000248
my =6 7 0.999998 5.4 08 25 0.998922 0.000031 25 0.997553 0.000076
Discrete Circle
R=3 K=L=6, N=10°
T X, ~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X;; ~ P(0.25)
‘ ‘ n  App. (2.16)  Err. (2.23) n App. (2.16)  Err. (2.23) n App. (2.16)  Err. (2.23)
} } 3 0.861413 0.015934 21 0.908622 0.041011 21 0.868727 0.081296
4 0.986067 0.002879 22 0.962759 0.008972 22 0.940899 0.018439
5 0.998741 0.000610 23 0.985878 0.002814 23 0.974819 0.005116
“R-3 6 0.999951 0.000120 24 0.994401 0.001400 24 0.990174 0.002073
7 0.999984 0.000049 25 0.998256 0.000764 25 0.996016 0.001184
Rectangle
my =4, mg =9, K ={4,5}, L € {10,11}, N = 106
X;; ~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X;j ~ P(0.25)
n App. (2.16) Err. (2.23) n App. (2.16) Err. (2.23) n App. (2.16) Err. (2.23)
my =4
! 3 0.877179 0.083146 21 0.939068 0.010084 21 0.905948 0.030105
4 0.988156 0.000700 22 0.975922 0.001605 22 0.959257 0.004212
) 5 0.999200 0.000029 23 0.991213 0.000356 23 0.983609 0.000863
6 0.999959 0.000001 24 0.996940 0.000095 24 0.993726 0.000224
7 0.999998 4.65—08 25 0.998999 0.000027 25 0.997715 0.000066
Rectangle
mq =3, mg =12, K = {3,4}, L = 14, N = 10°
P X, ~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X, ~ P(0.25)
n  App. (2.16)  Err. (2.23) n App. (2.16)  Brr. (2.23) n App. (2.16)  Err. (2.23)
m =3 3 0.889072 0,028246 21 0.946773 0.007472 21 0.916710 0.037748
4 0.989557 0,000009 22 0.979108 0.001088 22 0.964482 0.003788
/7]2 5 0.999321 3,1E_07 23 0.992349 0.000208 23 0.985723 0.000587
"= 6 0.999965 7,9E_10 24 0.997357 0.000050 24 0.994554 0.000129
7 0.999999 1.3~ 12 25 0.999136 0.000013 25 0.998028 0.000034
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4.3.2 Puissance du test basé sur la statistique de scan : formes de la fenétre et du
cluster

Nous évaluons la puissance du test basé sur la statistique de scan au regard de la forme de
la fenétre de scan et celle du cluster simulé sous ’hypothese alternative. Nous considérons ici le
modele binomial et modele de Poisson pour la distribution des X;.

Pour le modele binomial, le test basé sur la statistique de scan vérifie ’hypothese nulle H :
Xi; ~ B(v,po) contre un hypothése alternative H; supportant ’existence d’une sous-région (clus-
ter) C € {1,..., N1} x {1,..., Na} telle que pour tout (¢,5) € C, les X,; sont distribuées selon une
loi binomiale B(v,p1), p1 > po. A l'extérieur de C, les X;; sont distribuées selon une loi binomiale
B(v,po). Pour le modele de Poisson, Ho : X;; ~ P(Ag) et Hi supporte l'existence d’un cluster C
tel que pour tout {i,j} € C, les X;; sont distribuées selon une loi de Poisson P(A1), A1 > Xg et, a
Vextérieur, X;; ~ P(Ao)-

Dans ce qui suit, la forme du cluster C sera carrée, rectangulaire et circulaire. Pour une forme
fixée du cluster, nous évaluons la puissance de la statistique de scan pour détecter le cluster lorsque
la fenétre de scan est de forme variée, i.e. carrée, rectangulaire et circulaire. Nous avons adopté la
procédure suivante :

— Fixer le risque de premiere espece a o = 0.05;

— Pour les modeles binomial et Poisson, générer un champ aléatoire {X;; }, {¢,7} € {1,..., N1} x
{1,..., N2} tel qu'il y ait un changement dans les parametres de distribution des X;; dans
le cluster C. L’emplacement de C au sein de {1,..., N1} x {1,..., Na} est généré de maniere
aléatoire ;

— Sous Hi, pour le modeéle binomial, nous considérons p; dans l'intervalle [pg,1] prenant
toutes les valeurs avec un pas de 0.02 De maniere similaire, pour le modele de Poisson,
A1 € [Ao, Admaz| Prenant toutes les valeurs avec un pas de 0.05. La valeur A,,q. est telle que
Amaz = Ao et que la puissance de la statistique de scan ne change pas (i.e. égale & 1) pour
toutes les formes de fenétre de scan considérées ;

— Pour chaque forme particuliere de la fenétre de scan (carrée, rectangulaire et circulaire),
— Posons nj_, le plus petit entier tel que P(S < ni_,)) = 1 — a. Il est obtenu comme

quantile d’ordre 1 — « de la distribution approximée de S donnée par (2.16).

— Sous H;, pour chaque forme spécifique de cluster (carrée, rectangulaire et circulaire) et
chaque parametre (p; et A1), simuler N = 105 réalisation du champ aléatoire {X; ;}.
Pour chaque réalisation 7, 1 < i < N, la valeur observée de la statistique de scan S; est
comparée a nq_,. La puissance 1 — [ est estimée par :

1 N
1 —ﬂ = Nz]l{si>"l‘“}'

Pour N; x Noy = 42 x 42, I'estimation de la courbe de puissance du test basé sur les statistiques
de scan est présentée au sein des Figures 2.8, 2.9 and 2.10.

Au sein de la Figure 2.8 nous présentons le modele de Bernoulli et, pour chaque forme de
cluster (carré (a), rectangulaire (b) et circulaire (c)), nous avons tracé la courbe de puissance
estimée correspondant aux statistiques de scan avec différentes formes de fenétre de scan. Nous
pouvons observer que pour un cluster carré, la détection est plus efficace lorsque que 'on scanne
avec une fenétre de forme carrée et circulaire que lorsque qu’une fenétre de scan rectangulaire est
utilisée (Figure 2.8(a)). Pour un cluster de forme rectangulaire, la fenétre de scan rectangulaire est
la plus efficace (Figure 2.8(b)) parmi toutes les formes. Pour un cluster de forme circulaire, une
fenétre de scan de forme cercle discret est la plus efficace (Figure 2.8(c)). Les mémes commentaires
sont valables pour les Figures 2.9 et 2.10.
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FIGURE 2.10 — Modele de Poisson P(0.25) : estimation de la puissance du test basé sur la statistique
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5 Conclusion

Dans un premier temps, ce chapitre s’est attaché a décrire les différentes formules exactes et
approximations de la distribution des statistiques de scan dans les cas non-conditionnel (Section
2) et conditionnel (Section 3), faisant, pour chaque cas, la distinction entre les cas unidimensionnel
et bidimensionnel, discret et continu.

Dans un deuxieéme temps, nous avons évalué I'influence de la forme de la fenétre de scan sur
la distribution des statistiques de scan bidimensionnelles discretes. Nous avons réalisé une étude
de simulation prenant en compte des fenétres de scan de forme carrée, rectangulaire et circulaire
(cercle discret). Cette étude a mis en évidence le fait que les distributions des statistiques de scan
associées a ces formes sont tres proches les unes des autres mais significativement différentes. Par
ailleurs, nous avons mis en évidence, par le biais d’une étude de simulation, que la puissance du
test basé sur les statistiques de scan est liée a la forme de la fenétre ainsi qu’a la forme du cluster
existant sous 'hypothése alternative.
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1 Introduction

Les statistiques de scan spatiales constituent une extension des statistiques de scan bidimension-
nelles, appliquées aux données spatiales. Ces méthodes, initialement proposées dans [Kulldorff and
Nagarwalla, 1995], étendues dans [Kulldorff, 1997] puis dans [Kulldorff, 2006], présentent la particu-
larité d’utiliser une fenétre de scan de forme circulaire de taille variable et d’utiliser des simulations
de Monte Carlo pour estimer la distribution de la statistique de test. Elles sont de loin les plus uti-
lisées par la communauté scientifique ! notamment par le fait qu’elles soient implémentées au sein
du logiciel SaTScan® [Kulldorff, 2011] qui dispose d’une interface graphique et, par conséquent,
propose une utilisation relativement aisée.

Dans un premier temps, ce chapitre va s’attacher a définir les différents types de données
spatiales que sont les données géostatistiques, les données latticielles et les processus ponctuels
spatiaux. Dans un second temps, le cadre général des statistiques de scan sera explicité, notamment

1. Elles comptabilisent, en 2013, plus de 2370 références sur GOOGLE SCHOLAR.
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les deux phases principales de ces méthodes que sont la phase de détection d’un cluster potentiel et
la phase d’inférence statistique. Dans un troisiéme temps, nous décrivons les modeles de Bernoulli
et de Poisson, en proposant une définition plus rigoureuse, d’'un point de vue mathématique, que
celle énoncée dans [Kulldorff, 1997]. Dans un quatriéme temps, nous mettons en évidence les deux
faiblesses majeures de la méthode que sont la forme de la fenétre et son temps de calcul. Cette
derniere fait I'objet d’une étude plus approfondie car nous proposons, dans un cinquieme temps,
une alternative a l'approximation de la distribution de la statistique de test par la méthode de
Monte Carlo. En effet, nous proposons une modélisation basée sur les suites de variables aléatoires
1-dépendantes afin de donner une approximation de la probabilité critique associée au cluster
détecté. Cette modélisation s’avere étre plus précise tout en réduisant de maniere drastique les
temps de calculs inhérents aux méthodes de statistiques de scan spatiales.

2 Données spatiales

En statistique spatiale, on associe aux observations leurs coordonnées spatiales, et ce sont
celles-ci qui vont intervenir dans la modélisation statistique. Il existe trois grandes familles de
données spatiales : les données géostatistiques, les données latticielles et les données ponctuelles.
Les modeéles statistiques spatiaux varient en fonction de la nature des données spatiales. Cependant,
il est important de déterminer un modele général, flexible, qui sert de framework aux différents
modeles liés & la nature des données.

2.1 Modele général

Définition 3.1. Soit X = {X4, d € D} un processus aléatoire indexé par un ensemble spatial D
et a valeurs dans un espace d’états F.

La localisation d’un site d € D peut étre soit fixée ou soit aléatoire en fonction du modele de
données. L’ensemble spatial D peut étre bi-dimensionnel (D C R?), tri-dimensionnel (D C R3),
spatio-temporel (indexation d’une observation par (d,t) € R? x RT). Par ailleurs, 'espace d’états
FE peut étre de nature :

— FE C RP (champ gaussien)

— E C RT (champ exponentiel ou Gamma)

— E C N (champ poissonien)

— FE ={ap,a1,...,a;} (champ catégoriel)

— FE ={0,1} (Champ binaire)

En pratique, on observe n données spatiales {x4,,Z4,, ..., %4, }, qui constituent une réalisation
de X et dont les coordonnées spatiales sont {dq,ds,...,d,}, appelées également index spatiaux.
La nature des ensembles E et D détermine le type de données spatiales. On distingue trois grands
types de données que sont les données géostatistiques, les données latticielles et les données
ponctuelles. Les parties suivantes décrivent, en se basant sur ce modele général, ces trois types
de données.

2.2 Données géostatistiques

Définition 3.2. Lorsque qu’un processus spatial X a valeurs dans E C RP, (p > 1) est observé
au travers de n sites fixés {dyj,ds,...,;d,} € D, D étant un sous-espace continu fixé de RY,
(D CRY, g > 2), on parle de données géostatistiques.

En d’autres termes, si les coordonnées spatiales de n sites fixés {dy, ds, ..., d,} sont comprises
dans un espace continu de R? et les variables aléatoires X associées sont & valeurs dans RP, nous
sommes en présence de données géostatistiques. De surcroit, ces données rentrent dans la catégorie
des champs aléatoires de second ordre (E[X?] < oo). Par ailleurs, la localisation des sites peut étre
réguliere D C Z9 ou irréguliere (D C R?) avec ¢ > 2 (Figure 3.1).

Par exemple, considérons les relevés de pluviométrie dans une région. Ces relevés peuvent étre,
en principe, réalisés a n’importe quel endroit de la région mais sont fixés par le météorologue.

STATISTIQUES DE SCAN : THEORIE ET APPLICATION A L'EPIDEMIOLOGIE



CHAPITRE 3. STATISTIQUES DE SCAN SPATIALES 65/117

A chaque site d de relevé on associe une mesure de la pluviométrie qui est une réalisation d’une
variable aléatoire X (d) & valeurs dans R™.
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FIGURE 3.1 — (a) Cumuls pluviométriques sur le réseau météorologique suisse le 8 mai 1986 (passage
du nuage de Chernobyl, données sic du package geoR du logiciel R, (b) Porosité d’un sol (données
soil du package geoR)

2.3 Données latticielles

Définition 3.3. Lorsque qu’un processus aléatoire X = {X,4,d € D} est indexé par un ensemble
discret fixé D défini comme un réseau discret structuré par un graphe de voisinage G d’ordre n, on
parle de données latticielles.

D peut étre un réseau discret régulier (D C ZP) ou irrégulier D C RP avec p > 2. On associe
a D un graphe simple de voisinage G d’ordre n défini par G = {D, A}, D étant I'ensemble des
sommets du graphe et A 'ensemble des arétes. On munit G d’un matrice d’adjacence U, x,, définie
par :

B 1 si(i,j)€A
U= (’U,m‘), 1,] € {1,,71} avec U;; = { 0 SiIl(On])

On munit également G d’une matrice W de poids positifs définie par :

W = (wi;), i,j € {1,...,n} avec w;; = { BUZ] bsl‘,ir(f(;rjl) €Aetiz]

Ce type de données spatiales est trés courant dans le milieu de la santé. En effet, les informations
concernant des évenements de santé (cas de maladie, déces, ...) sont souvent agrégées a 1’échelle
d’une unité spatiale (iris, commune, canton, département, région, etc.), souvent représentée elle-
méme par son centre (barycentre de 'unité spatiale).

Un exemple de données latticielles (ou données agrégées) est donné par la Figure 3.2 dans laquelle
est représenté le pourcentage de personnes du groupe sanguin A, donnée agrégée au comté d, en
Irlande (D). Nous sommes donc en présence de données latticielles sur un réseau discret D. La
variable aléatoire X (d) correspond au nombre de personnes concernées dans un comté d de la région
D, donc E =N.
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FIGURE 3.2 — (a) Pourcentage de la population présentant le groupe sanguin A dans les 26 comtés
d’Trlande, (b) Graphe de voisinage G des 26 comtés

2.4 Données ponctuelles

Les données ponctuelles sont modélisées par la notion de processus spatiaux ponctuels (PSP).
Ceux-ci constituent un champ de la statistique qui étudie les ensembles d’évenements définis par
leur coordonnées dans l'espace. La différence fondamentale entre les données géostatistiques, les
données latticielles d’une part et les processus ponctuels spatiaux réside dans le fait que les co-
ordonnées spatiales des sites {dy,ds,...,d,}, désormais déterminées par x = {1, x2,...} sont
aléatoires. Par ailleurs, le nombre de sites observés n(x) = n est également aléatoire. Dans la
littérature traitant des PSP, on peut distinguer les ouvrages de références de [Cressie, 1991], [Stoyan
and Stoyan, 1994], [Moller and Waagepetersen, 2003] et [Diggle, 2003].

Considérons les notations suivantes : B(D) ’ensemble des boréliens fermés de D et u la mesure
de Lebesgue sur D.

2.4.1 Définitions

Définition 3.4. Un processus ponctuel spatial X sur D C RP, p > 2 est une application d'un
espace de probabilité {Q, A, P} dans I'ensemble E des configurations localement finies telle que
VA € By(D), le nombre d’évenements Nx (A) de X observés dans A est une variable aléatoire.

Nx(A): E = N, VA € By(D)

Avec E la réunion de tous les espaces de configurations a n points sur D : E = Up>oE,. E est
appelé espace exponentiel des configurations.

Remarque 3.1. x = {z1,22,...,2,}, 2; € D C RP est la réalisation d’un processus spatial
ponctuel X et est appelé semis de points.

Propriétés 3.5. Si D est borné, alors Nx (D) est presque sturement fini. Le processus spatial
ponctuel est dit fini.

Propriétés 3.6. S’il n’y a pas de répétitions de points au méme d-uplet de coordonnées, le pro-
cessus spatial ponctuel est dit simple.

x ={z1,22,..., 2} C D, sin(x)=n
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Définition 3.7. La loi d’un processus spatial ponctuel X est définie comme la donnée pour tout
m > 0 et tout m-uplet (A1,...,A,,) € By(D) des distributions sur N”* de (N (A1), ..., N(An)).

Définition 3.8. Un processus ponctuel spatial X est dit marqué si on associe une marque m
appartenant a un espace métrique K a chaque point de X.

Par exemple, les marques peuvent étre quantitatives (ex. Mesure biologique, K = R), ou quali-
tatives (ex. stades de cancers, K = {my, ma,...,my}).
2.4.2 Processus binomial

Définition 3.9. Un processus binomial X sur D C RP a n points est constitué de n points
1.i.d. uniformes sur D si :

{41, As,..., A} une partition borélienne de D
(N(Al)?N(A2)7 cee 7N<Ak)) ~ M(n7 q1,42,- -, Qk)

avec q; = LAz) et 1 la mesure de Lebesgue sur R?
n(D)
S . 1(A)
En d’autres termes, VA € By(D), Nx(4) ~ B(n, ,U(D))

2.4.3 Processus de Poisson homogéne

Définition 3.10. X est un processus ponctuel de Poisson homogeéne d’intensité A > 0 sur
S CRPsi:

— N(D) ~ P(Au(D)) , N(A) ~ P(u(A)), YA € By(D)

— Si A; sont des boréliens disjoints, les N(A;) sont indépendantes.

— Si N(D) = n, les n points sont i.i.d. uniformes sur D

e MO (Ap(D)"
n!

L’intensité A correspond au nombre attendu d’évenements par unité de surface. Conditionnel-
lement au nombre total d’événements observés n, on peut estimer A par A = n/u(D).

L’hypothése selon laquelle les données spatiales peuvent étre modélisées par un processus
de Poisson homogene est appelée CSR (Completely Spatial Randomness). Cela signifie qu’un
évenement a la méme probabilité de survenir & n’importe quel point de D, indépendamment de
la localisation des autres évenements (les événements sont indépendants les uns des autres). En
d’autres termes, ’hypothese CSR désigne I’absence de structure spatiale dans les données.

2.4.4 Processus de Poisson non-homogeéne

Le processus de Poisson homogene formule I’hypothese que I'intensité A est constante sur D. Ce-
pendant, cette hypothése peut s’avérer parfois trop restrictive. En effet, dans le cadre des données
de santé, la population a risque n’est pas distribuée de maniere uniforme sur I’ensemble de la zone
étudiée. Prenons 'exemple d'un découpage cantonal d’une aire géographique étudiée. On utilise
comme données de population & risque les données d’un recensement. Aussi, certains cantons vont
présenter une forte population & risque (cantons urbains) alors que d’autres vont étre faiblement
peuplés (cantons ruraux). On peut facilement imaginer que le nombre d’événements observés va
étre plus important dans les zones fortement peuplées que dans les zones faiblement peuplées.
Dans la plupart des cas, on s’intéresse aux variations du nombre d’événements qui ne seraient
pas imputables aux variations de la population sous-jacente. Aussi, 'hypotheése d’une intensité A
constante sur toute la zone étudiée n’est pas adaptée. Pour pallier ce probleme, on utilise un proces-
sus de Poisson non-homogéne dans lequel I'intensité est définie comme une mesure d’intensité :

VA € By(D), A(A) :/ RGE

Ot z correspond & un point de A et f(x) est une fonction d’intensité.
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Définition 3.11. Soit A(-) une mesure d’intensité sur D C RP. X est un processus de Poisson
non-homogene d’intensité \(-) sur D si :

— VA€ By(D), N(A) ~ P(A(A))

— si Ay, Az € By(D) alors N(A;) et N(Az) sont indépendantes.

L’hypothese selon laquelle les données peuvent étre modélisées par un processus de Poisson
hétérogene est notée CRH (Constant risk hypothesis). Cette hypothese définit la présence d’une
structure dans les données spatiales uniquement liée a la répartition de la population sous-jacente
(A(+)). En d’autres termes, la réalisation d’un processus de Poisson non-homogene peut présenter
des agrégats d’évenements dont la position est fixe et dépend de A(-).

2.4.5 Autres processus spatiaux ponctuels

Poisson clusters processes. Ce type de processus est défini par un processus spatial ponctuel
dans lequel chaque événement appartient a un cluster spécifique. Le concept est divisé en deux
étapes :

1. On simule une réalisation d’un processus de Poisson (homogéne ou non-homogene) qui
constitue le processus pere.

2. Chaque événement simulé va donner naissance a un nombre aléatoire ou fixé d’éveénements
enfants qui vont se distribuer de maniere aléatoire autour de I’événement du processus pere.

Le processus de Neymann-Scott ([Neyman and Scott, 1958]) est un exemple de Poisson clusters
processes.

Processus de contagion/inhibition. La principale caractéristique des processus de conta-
gion réside dans le fait que 'apparition d’un événement a un point x € D augmente la probabilité
de survenue d’autres évenements dans les environs de z. Ce type de processus s’avere pertinent
dans le cadre des maladies contagieuses. Les processus d’inhibition fonctionnent de maniere
inverse. L’apparition d'un événement au point x € D diminue la probabilité de survenue d’autres
évenements aux environs de x. Ce type de processus est utile lorsqu’on veut modéliser, par exemple,
I'implantation d’un animal et la définition de son territoire. Les processus de Markov et les proces-
sus de Gibbs sont des exemples de processus de contagion/inhibition.

Processus de Cox. Le processus de Cox ([Cox, 1955]) est un processus de Poisson hétérogene
qui présente la caractéristique de considérer la mesure d’intensité A(.) comme une variable aléatoire.
Ce type de processus peut étre intéressant dans le domaine de la santé car il possible de penser
que la fonction d’intensité du processus peut étre amenée a varier en fonction du temps (prise
en compte de la démographie de la population a risque pendant une période de temps, évolution
temporelle de facteurs environnementaux, etc.).

2.4.6 Exemples

La Figure 3.3 permet de visualiser deux réalisations de processus de Poisson : un processus
homogene et un processus non-homogene. On voit tres nettement, que des structures spatiales
d’événements apparaissent au sein de la réalisation du processus de Poisson non-homogene, ceci
étant du a la mesure d’intensité. Ces structures spatiales peuvent étre liées a des zones ou la
population & risque est plus élevée (valeurs de p(.) élevées). Lagrégation d’événements & ces zones
n’est donc pas si atypique.
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FIGURE 3.3 — (a) Réalisation d’un processus de Poisson homogene sur D = [0, 1]2, intensité A = 200;
(b) Réalisation d'un processus de Poisson hétérogene sur D = [0,1]? d’intensité A(z,y) = 400 x
(sin(24x) 4 sin(24y)).

3 Cadre général de la statistique de scan spatiale

Dans le domaine de la détection de clusters en statistique spatiale, il existe trois grandes classes
de méthodes d’analyse. On distinguera les tests globaux, les tests de détection de clusters et les
tests focalisés.

Tests globaux (ou généraux). Ils permettent de détecter une tendance globale & 'agrégation
dans l'ensemble du domaine spatial étudié sans mettre en évidence la localisation des clusters
éventuels. On distinguera les méthodes de [Alt and Vach, 1991], [Besag and Newell, 1991], [Cuzick
and Edward, 1990], [Diggle and Chetwynd, 1991], [Grimson and Rose, 1991], [Moran, 1950],[Ranta
et al., 1996], [Tango, 1995, Tango, 2000], [Walter, 1994].

Tests de détection de clusters (ou sans point source défini). Ils ont pour objectif la
localisation sans connaissance a priori de clusters et le test de leur significativité. On distinguera
les méthodes de [Turnbull et al., 1990], [Kulldorff and Nagarwalla, 1995, Kulldorff, 1997]. Aussi les
statistiques de scan spatiales appartiennent a cette classe de méthodes.

Tests focalisés (ou avec point source défini). Ils permettent de définir un point source sur
la base de connaissances a priori et de tester 'agrégation d’évenements autour de ce point. Par
exemple, on pourrait imaginer que 'on veuille tester, & la suite d’une fuite de produits toxiques
dans une usine, ’agrégation du nombre de malades autour du site. On distinguera le test de Stone
[Stone, 2006], le test du score de Lawson-Waller [Lawson, 1993] et le test de Bithell [Bithell, 2007].

[Openshaw et al., 1987] ont développé une méthode nommée Geographical Analysis Machine
(GAM) qui a pour objectif la détection de clusters potentiels sur une surface géographique en se
basant sur l'utilisation d’un ensemble de cercles qui se superposent. Cependant, cette méthode
souffre d’un probleme de tests multiples car un test de significativité est réalisé pour chaque cercle.
[Turnbull et al., 1990], ont proposé une technique afin de tester des clusters potentiels de taille
différente, technique ajustée sur la multiplicité des tests par le biais de 1'utilisation du rapport de
vraisemblance. Les statistiques de scan spatiales proposées dans un premier temps par [Kulldorff
and Nagarwalla, 1995] sont inspirées des deux méthodes précitées, & savoir la détection de clusters
potentiels et le test de leur significativité sans probleme de tests multiples. Cette méthode est
actuellement la plus utilisée dans de nombreux champs d’applications en recherche médicale tels
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que l'oncologie [Hjalmars et al., 1996, Kulldorff et al., 1997, Michelozzi et al., 2002, Thomas and
Carlin, 2003, Klassen et al., 2005, DeChello and Sheehan, 2007, Amin et al., 2010], la cardiologie
[Kuehl and Loffredo, 2006, Pedigo et al., 2011], les maladies infectieuses [Cousens et al., 2001, Fevre
et al., 2001, D’Aignaux et al., 2002, Mostashari et al., 2003, Jennings et al., 2005, Wylie et al.,
2005, Weisent et al., 2011, Wu et al., 2012], la gastro-entérologie [Ekbom et al., 1991, Green et al.,
2006, Aamodst et al., 2008] ou encore la pédiatrie [George et al., 2001, Sankoh et al., 2001, Ozdenerol
et al., 2005].

Les statistiques de scan spatiales présentent différentes caractéristiques spécifiques. Dans un
premier temps, la forme de la fenétre est uniquement circulaire, de taille variable. Cette forme a
été choisie pour des raisons calculatoires car le nombre de parametres liés a la fenétre est limité, un
cercle étant uniquement défini par son centre et son rayon. Dans un deuxiéme temps, la méthode
permet de prendre en compte une intensité sous-jacente connue qui gouverne la distribution des
évenements sous '’hypothese nulle d’absence de cluster. Cette intensité p sur un espace D peut
prendre différentes formes en fonction de Papplication. Par exemple, si D C R, alors V[a,b] C D
u([a, b)), correspond & la mesure de Lebesgue sur R, ou encore si D C R? alors VA C D, u(A)
correspond a la mesure de Lebesgue sur R?. Cependant, la mesure g peut prendre d’autres formes
en fonction des applications. Par exemple, dans le cadre des données de santé, les épidémiologistes
s’intéressent & la détection de clusters de cas de maladie. Or, il est important de prendre en compte
I’hétérogénéité de la population sous-jacente afin de déterminer si la zone étudiée présente un
nombre de cas effectivement élevé. En effet, si la méthode n’est pas ajustée sur la population sous-
jacente, elle aura tendance a détecter des clusters dans les zones les plus peuplées, zones présentant,
par conséquent, un nombre de cas de maladie plus élevé. Aussi, dans ce cas de figure, VA C D,
1(A) correspond a la population sous-jacente relative & A (ex : population d’un canton).

Par ailleurs, les statistiques de scan spatiales ont été étendues au cas spatio-temporel par
[Kulldorff et al., 1998]. Elles permettent la détection de clusters d’évenements & la fois dans le
temps et 'espace et ainsi, elle peuvent étre qualifiées de statistiques de scan tridimensionnelles.
Ces méthodes présentent les méme caractéristiques que dans le cadre spatial, & 'exception de la
forme de la fenétre qui est cylindrique, de base et de hauteur variables.

Les méthodes statistiques de scan spatiales et spatio-temporelles se décomposent en deux étapes
successives distinctes. La premiere représente la phase de détection de cluster d’évenements poten-
tiellement atypique et la deuxieme, consiste en 'inférence statistique de ces derniers. La principale
différence entre le cas spatial et le cas spatio-temporel réside dans la phase détection.

3.1 Phase de détection
3.1.1 Cas spatial

Soit Z une fenétre circulaire qui va se déplacer dans la totalité de ’ensemble spatial D. La taille
de la fenétre est variable et son rayon varie, en théorie, de 0 & +oco. En pratique, il est considéré
comme discret et sa valeur maximale est définie comme étant la longueur maximale séparant deux
éléments de D. De surcroit, la méthode se limite aux zones Z contenant au maximum 50% des
évenements. En effet, la détection d’un cluster comprenant plus de 50% des événements reviendrait
a mettre en évidence un nombre d’évenements beaucoup trop faible a ’extérieur et non a 'intérieur
de ce dernier. Le balayage de I’ensemble spatial D est effectué par le centrage de la fenétre circulaire
en un élément de D et augmentation du rayon jusqu'aux limites définies supra. Cette procédure
est réitérée pour chaque élément de D et conduit & I’ensemble discret fini Z défini par ’ensemble
des zones Z de centres et tailles différents qui constitue 1’ensemble des clusters potentiels (Figure
3.4).

3.1.2 Cas spatio-temporel

Considérons Z une fenétre cylindrique dont la base représente ’espace et la hauteur la compo-
sante temporelle. Cette fenétre de scan est de taille variable et se déplace sur I’ensemble de I’espace
a trois dimensions, prenant comme centre un événement ou encore un site (cas des données lat-
ticielles). A chaque position, la base de la fenétre varie de 0 & un rayon tel que 50% du nombre
d’éveénements soit compris dans le cylindre. La hauteur de la fenétre varie également de zéro a la
moitié de la période temporelle étudiée. Cette procédure est réalisée pour chacun des évenements
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FIGURE 3.4 — Cas spatial - Ensemble Z de clusters potentiels

(ou sites) de I'espace tridimensionnel considéré et conduit ainsi & une collection Z de cylindres
de base et de hauteur de tailles différentes, constituant I’ensemble des clusters spatio-temporels
potentiels (Figure 3.5).

Temps

FIGURE 3.5 — Cas spatio-temporel - Ensemble Z de clusters potentiels.

STATISTIQUES DE SCAN : THEORIE ET APPLICATION A L’EPIDEMIOLOGIE



3. CADRE GENERAL DE LA STATISTIQUE DE SCAN SPATIALE 72/117

3.1.3 Rapport de vraisemblance

Rappelons-nous que nous souhaitons tester 'hypothese nulle Hy selon laquelle les évenements
sont distribués de maniere homogene sur espace étudié (i.e. les événements observés sont distribués
selon une loi de probabilité pré-spécifiée paramétrée par ©g) contre une hypothese alternative #H;
supportant la présence d'un cluster Z dans la répartition des événements (i.e. les évenements
observés a l'intérieur Z sont distribués selon la méme loi de probabilité, mais présentant des
parametres différents ©1). Par ailleurs, la phase de détection conduit & un nombre élevé de clusters
potentiels. Aussi, pour un cluster candidat Z de taille fixe, une fonction de vraisemblance sous
Ho, Ly,, et sous Hi, Ly, est calculée et la statistique de test de rapport de vraisemblance a pour
expression

supg, L,

LR(Z) = .
( Supg, Ly,

Pour Z de taille fixe, LR(Z) est une fonction monotone croissante du nombre de cas a l'intérieur de
Z. Or, comme la taille des clusters candidats varie, la statistique de test de rapport de vraisemblance
a pour expression

A =max LR(Z).
ZeZ

Ainsi, parmi ’ensemble des clusters candidats Z, celui qui maximise LR(Z) est défini comme
le cluster le plus probable (Most Likely Cluster (MLC)). C’est principalement ce cluster qui est
testé lors de la phase d’inférence statistique. Cette technique permet d’éviter la problématique de
multiplicité des tests car seul le MLC va étre testé et non ’ensemble des clusters candidats issus
de la phase de détection.

L’expression du rapport de vraisemblance A est fonction du type de modele utilisé pour modéliser
la génération des évenements dans 'espace étudié. En effet, les premiers modeles développés par
[Kulldorff and Nagarwalla, 1995, Kulldorff, 1997] sont les modeéles de Bernoulli et modeles de Pois-
son, et sont respectivement explicités dans les sections 4.1 et 4.2. Depuis, plusieurs modeles ont été
développés, notamment les modeles multinomiaux [Jung et al., 2010], ordinaux [Jung et al., 2007],
normaux [Kulldorff et al., 2009] et exponentiels [Huang et al., 2007].

3.2 Phase d’inférence statistique

La phase de détection conduit & la mise en évidence du MLC et le test basé sur le rapport de
vraisemblance permet d’évaluer la significativité de ce dernier. Cependant, la loi de probabilité,
sous Hy, de la statistique de test A n’a pas de forme analytique. Afin de pallier ce probleme, une
procédure de test basée sur des simulations de Monte Carlo est utilisée. Les deux sections suivantes
vont respectivement présenter le principe du test de Monte Carlo et I’application de ce dernier a
la statistique de scan spatiale.

3.2.1 Principe du test de Monte Carlo

Un des problémes importants dans la construction d’une statistique de test U repose sur le fait
que dans certains cas il est impossible d’obtenir de maniére analytique sa loi de probabilité sous
I'hypothese nulle. Pour palier ce probleme, [Dwass, 1957] a proposé une procédure de test basée sur
des simulations de Monte Carlo permettant de donner une approximation de la distribution de la
statistique de test sous ’hypothese nulle. Cette méthode a par la suite été étendue par [Barnard,
1963] et [Hope, 1968].

Soit U une statistique de test dont la distribution ne peut pas étre déterminée de maniere
analytique. S’il est possible de générer R, R € N, échantillons de U sous I’hypothese nulle H,
lestimateur de maximum de vraisemblance de la probabilité critique, notée P,,., est donnée par le
rapport entre le nombre de statistiques de test simulées, u; 1 < i < R, supérieures ou égales a la
valeur observée de la statistique de test ug et le nombre total de simulations plus un R+ 1 :

_ #{Uz > UQ}

P, = 2t~ 0F 3.1
R+1 (3.1)
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Si P, est inférieure & un risque de premiere espece « fixé, alors Hg est rejetée. Un des principaux
avantages du test de Monte Carlo réside dans le fait que le test conserve correctement le risque
« nominal. Ceci est simplement réalisable en choisissant un nombre de simulations R tel que
m = a(R+ 1) € N. Par exemple, si & = 0.05 alors la probabilité de rejeter Hy est exactement 0.05
si R =19, 99, 999... Prenons R = 19 et a = 0.05. Sous H,, la statistique de test observée ug et celles
simulées u; possédent la méme loi de probabilité. Comme les u; sont indépendantes, la probabilité
que la statistique de test observée ait une valeur supérieure & toutes les autres statistiques de test
simulées est 1/20 = 0.05. Or, si P, < a = 0.05, Hg est rejetée. Pour R = 19, le test conserve
correctement le risque de premiere espece o = 0.05.

3.2.2 Application a la statistique de scan spatiale

Dans le cadre de la statistique de scan spatiale, et quel que soit le modele utilisé, des simulations
de Monte Carlo sont utilisées afin d’approximer la distribution du rapport de vraisemblance sous
Ihypothese nulle d’absence de cluster [Kulldorff, 1999]. Ainsi, la probabilité critique associée au
MLC, Py détecté peut étre déterminée. La méthode est divisée en quatre étapes distinctes :

Algorithme 3 - Calcul de Py
Etape 1 : Calcul de X sur données observées (MLC)
Etape 2 : simulation de R jeux de données sous Hg (fonction du modele)
Etape 3 : A partir des simulations,
Pour chaque simulation i, 1 < ¢ < R Faire
Calcul de la fonction de vraisemblance sous H
Phase de détection du MLC — A
Fin Pour
Etape 4 :
Ordonner de maniére croissante les R + 1 valeurs de A\ (simulations 4+ données réelles)
Calcul de la probabilité critique Py;rc = Rr—il, ro étant le rang du A observé.

Par exemple, si I'on réalise 9999 simulations, alors, le cluster est significatif au risque de premiere
espece a = 0.05 si la statistique de test A calculée sur les données réelles se trouve parmi les 500
plus hautes valeurs des A :

o 500

= =0.05
R+1 9999+1

Pyurc =

La simulation des événements sous Hg est bien entendu fonction du modele choisi.

3.3 Notion de clusters secondaires

Jusqu’a présent, la méthode permet de mettre en évidence le MLC et de tester sa significativité.
Cependant, il peut étre également intéressant d’analyser les clusters potentiels présentant des
valeurs élevées de rapports de vraisemblance sans pour autant avoir été déterminés comme MLC.
Ces derniers sont définis comme clusters secondaires et peuvent étre distingués selon deux types. Le
premier correspond aux clusters secondaires qui ne se superposent avec le MLC et, par conséquent,
partagent une ensemble d’évenements. Le deuxieme dénote les clusters qui ne superposent pas au
MLC. Le premier type s’avere étre, dans la plupart des cas, de faible intérét bien qu’il nous rappelle
le fait que le MLC obtenu n’est simplement qu’une estimation du ”vrai” cluster dans la réalité. Le
deuxieéme type de cluster est nettement plus intéressant car ’analyste s’intéresse a des clusters qui
sont situés dans une autre partie de la zone géographique étudiée.

L’inférence statistique des clusters secondaires se base sur les simulations de Monte Carlo ayant
été réalisées pour tester la significativité du MLC. Les valeurs des rangs des rapports de vraisem-
blance associés sont comparés aux simulations et une probabilité critique est calculée. Cependant,
cette procédure d’'inférence présente un caracteére conservatif et conduit & une perte de puissance
statistique [Kulldorff, 1997, Kulldorff, 1999]. En effet, le test de significativité d’un cluster secon-
daire est réalisé sans prendre en compte ’existence préalable du MLC. Aussi, ce cluster secondaire
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s’averera significatif s’il est capable, par lui-méme, de rejeter I’hypothese nulle, quelle que soit la
significativité des autres clusters. Par analogie, ce probleme peut étre considéré comme une analyse
de régression dans laquelle chaque variable explicative est entrée dans un modele simple et évaluée
sans ajustement sur les autres variables explicatives.

Une alternative & ce caractere conservatif a été proposée par [Zhang and Kulldorff, 2010]. Ces
derniers proposent deux méthodes pour ajuster les probabilités critiques des clusters secondaires a
la présence du MLC. D’une part, les auteurs proposent de retirer les données relatives au MLC et
ainsi relancer I’analyse sur un jeu de données réduit. Cette facon de procéder est réitérée jusqu’a
ce qu’aucun MLC ne soit significatif. Cette méthode permet de pallier le conservatisme mais, en
contrepartie, diminue le nombre d’évenements observés a chaque étape. D’autre part, les auteurs
proposent de remplacer les effectifs observés au sein du MLC par les effectifs théoriques sous
I’hypothese nulle d’absence de cluster.

4 Principaux modeles

4.1 Modele de Bernoulli
4.1.1 Conditions d’applications

Dans ce modele, chaque évenement est modélisé par une variable de Bernoulli de parametre p.
Ces variables peuvent représenter des individus présentant une pathologie ou non (ex : malade /
non malade), ou encore des individus présentant différents type de pathologie, comme par exemple
le premier ou dernier stade d’un cancer (ex : stade 1 / stade 4). Il est important de préciser que les
données utilisées peuvent refléter les cas et controles d’une population sous-jacente (échantillon),
ou alors la population dans son ensemble (étude exhaustive). De surcroit, les données peuvent étre
représentées sous forme de processus ponctuel marqué, la localisation de chaque observation étant
nécessaire, ou alors, sous forme de données latticielles, les observations, supposées indépendantes
entre elles, étant ainsi agrégées a une unité spatiale (ex : canton). Dans ce dernier cas, l'unité
spatiale fait office d’unité statistique et par conséquent le nombre de cas observés dans une unité
spatiale est distribué selon une loi binomiale dont les parametres sont explicités infra.

4.1.2 Modele

Données ponctuelles. Considérons X un processus spatial ponctuel sur D C R? de marque
m € K = {0, 1} a valeurs dans l'espace d’états E = N. Posons X 4, A € B, (D), la variable aléatoire
qui associe & A le nombre de cas (m = 1) observés et p(A) le nombre de points (m =0 oum = 1)
observés dans A. La variable aléatoire X 4 est distribuée selon une loi binomiale B(u(A), p).

Données latticielles. Considérons D un ensemble discret fixé, D C R?, structuré par un graphe
de voisinage G = {D, A} et muni d’une matrice d’adjacence U = (u;;) et d’'une matrice de poids
W = (w;;). Soit X = {Xg4,d € D} un processus aléatoire indexé par D = {di,ds,....,dn} et
a valeurs dans l'espace d’états £ = N. Dans ce modele, w;; est défini ici comme la distance
euclidienne entre le site d; et le site d;, 1 <1, 7, < n.

Vd € D, X4 ~ B(u(d),p) ou pu(d) correspond au nombre d’événements observés au sein de la
localisation d. Par construction,

VAC D, p(A) =Y uld),
deA

et par stabilité par la somme de la loi binomiale

Xa= ZXd et Xa ~ B(u(A),p).
deA

Hypotheses de test. L’objectif est de tester I'’hypothese nulle, H(, d’absence de cluster stipulant
que dans I’ensemble de ’aire étudiée, chaque observation a la méme probabilité p d’étre un cas
contre une hypothese alternative, H;, supportant I’existence d’au moins une zone Z € Z dans
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laquelle chaque observation a une probabilité p d’étre un cas et que les observations se trouvant a
Iextérieur de Z ont une probabilité ¢, ¢ < p, d’étre un cas. De maniére plus formelle, les hypotheses
de test associées au modele de Bernoulli sont les suivantes :

Ho : p=q, Xa~B(u(A),p)VAC D
Hi:p>q,3Z€Z/Xa~B(u(A),p) VA C Z et X4 ~ B(u(A),q) VA C Z°¢

Autrement dit, sous H;, le nombre de cas & 'intérieur de la zone suit une loi binomiale B(u(A), p)
et & 'extérieur de la zone, une loi binomiale de B(u(A), q), avec p > q.

4.1.3 Fonction de vraisemblance

Deux approches équivalentes vont étre explicitées afin de définir ’expression de la fonction de
vraisemblance. La premiére, énoncée par [Kulldorff, 1997] se base sur les observations individuelles
(cas/témoins). La deuxiéme, que nous explicitons, est appliquée & des données latticielles.

Approche de M. Kulldorff. Sous Hg, posons o; une observation, 1 < ¢ < p(D), ot u(D)
correspond au nombre total d’observations sur la région étudiée D. Chaque observation o; peut
soit prendre la valeur 1 avec une probabilité p soit la valeur 0 avec une probabilité 1—p. Considérons
les variables aléatoires O;, 1 < i < u(D), distribuées selon une loi de Bernoulli B(1,p). La fonction
de vraisemblance a donc pour expression :

w(D)

w(D)
L(p) = H IP)(OZ = Oi) — H pOi(l 7p>170i'

Posons np le nombre de cas observés dans la région étudiée D. L(p) atteint son maximum lorsque
p=np/uD) :

wenes T (i) (-5) - ) ()

Sous H1, chaque observation o; inclue dans Z, 1 < i < u(Z), peut soit prendre la valeur 1 avec
une probabilité p soit la valeur 0 avec une probabilité 1 — p. Par ailleurs, chaque observation o;
non inclue dans Z peut soit prendre la valeur 1 avec une probabilité g soit la valeur 0 avec une
probabilité 1 — g. Aussi, considérons les variables aléatoires O;, 1 < i < p(D), dont la distribution
est fonction de 'appartenance a Z :

O; ~ B(l,p) si0; €7
0; ~ B(1, q) sinon.

La fonction de vraisemblance sous H; a donc pour expression :
L(Z7p7 q) = H P(Ol = Oi) H P(Ol = Oi) = Hpo7(1 — p)l—o,', H qoi(l — q)l_oi'.
icZ i¢Z icZ i¢z

Posons nyz le nombre de cas observés dans la zone Z et p(Z) le nombre total d’observations dans
la zone Z. La fonction de vraisemblance s’écrit alors :

L(Z,p,q) =p"?(1 — p)#(Z)*nzan*nz (1— q)[(#(D)*H(Z))*(nD*nZ)]

L’objectif est de déterminer le MLC. Aussi, doit-on déterminer la zone Z qui maximise L(Z,p,q) 2.
Ceci est réalisé en deux étapes successives. La premiere consiste a maximiser la fonction de vrai-
semblance conditionnée en Z (i.e. déterminer les estimateur de maximum de vraisemblance de p
et q). Posons L(Z) telle que

L(Z) = sup L(Z,p, q).
p>q

2. 1l est important de noter que Z est considéré comme l'estimateur de maximum de vraisemblance du parametre
Z.
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L(Z,p,q) atteint son maximum lorsque p = nz/u(Z) et ¢ = (np —nz)/(w(D) — n(Z)). Aussi
L(Z) peut s’écrire de la maniere suivante :

nz u(Z)—nz . np—ngz
L(Z) = (”Z> (1 - "Z) (nnnz)
uZz) ) u(D) = u(Z)
(1 np —n ) [(u(D)=u(2))—(np—nz)]
X N 2 Y272 .
(D) — p(Z)
La deuxiéme étape consiste a déterminer la zone 7= {(Z:L(Z2) > (L(Z\VZ' € Z}.

Approche sur données latticielles. En considérant les hypothéses du modele nous pouvons
écrire, sous Hg, que

d; N
Vs € D, X, ~ B(ulah).p) et PO, =) = (M1 )1 = ppeiad -
d;

les X4, étant considérées indépendantes. Par conséquent la fonction de vraisemblance a pour ex-
pression

n

L(p) =P (n{Xdi = ndi}> - HP(Xdi =ng,) = H (Nr(zj%))pndi (1 — p)rdd=na

i=1 i=1
se résumant, apres simplification, a

L(p) = p"? (1 - p)HP) 770 ﬁ (“(di))

Ny
i=1 d

i

L(p) atteint son maximum lorsque p = np/u(D) :
np n(D)—np n
np np pu(ds)
Ty ®) (D) (D) 1;[1 nd,

En considérant le modele sous H1, nous obtenons

d; AN
Vd; € Z, Xa, ~ B(u(di), p) et P(Xa, = ng,) = (“ 75 ))p"df (1 — pyrldo=ra,
d;

d; N
Vd; € Z¢, Xy, ~ B(u(d;),q) et P(Xy4, = ng,) = (”75 )>q"di (1 — g)H(di)=na;
d;

En conséquence la fonction de vraisemblance a pour expression

L(Z7P7Q) =P (ﬂ{XUh = nd1}> P < m {Xd1 = nd1}>

i€z VA

L(Z,p, Q> = HP(Xd1 = na,) H ]P)(XCL = ndi)
i€Z VA

L(Zp.q) =]] (“(di)>p”di(1 —p)rtt e 1] (“(di))q"di(l — gy,

Nd. Ng.
1€EZ di ic€ze d;

se résumant, apres simplification, a

—n np—n —_ —(np—n s d’L
L(Z,p.q) = p"* (1 — pP) 2 grenz (1 — g) WD) -#D=tnomn2)l TT ('uf(ld ))
1=1 i
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En conditionnant par rapport & Z, L(Z,p,q) atteint son maximum lorsque p = nz/u(Z) et
q = (np —nz)/(WD) — u(Z)) :

"y ng ey w(Z)—mnz S np—ng
LZ)= sw,., LZpa) = (55)  (1-#%) (ws=tn)

o NWD) ) -]
X (1 - y(D%—;L(ZZ)) ITie (‘édi))'

La deuxiéme étape consiste & déterminer la zone Z = {Z : L(Z) > (L(Z')VZ' € Z}.
Remarque 3.2. Les expressions de Lo et L(Z) issues de la méthode présentée par M. Kulldorff
(données ponctuelles) et celles basées sur les données latticielles sont, a une constante prés, égales.

4.1.4 Test du rapport de vraisemblance

A la suite de la détermination du MLC, Z , sa significativité est testée au moyen d’'un test de
rapport de vraisemblance qui pour expression :

N SUPzezp>q L(Z0,0) _ L(Z)
sup,, L(p) Lo

Remarque 3.3. Ly ne dépend pas de Z. Aussi, le cluster le plus probable mazimise a la fois L(Z)
et la statistique de test .

Remarque 3.4. L’expression de A est identique quel que soit le type de données : ponctuelles ou
latticielles.

Remarque 3.5. Dans le cadre du modéle de Bernoulli, la distribution de \ ne posséde pas de
forme analytique. Elle est approzimée au moyen de simulations de Monte Carlo sous H.

4.2 Modele de Poisson
4.2.1 Conditions d’application

Le modele de Poisson s’applique uniquement aux données latticielles. Les données sont ainsi
agrégées & une unité spatiale (ex : iris, canton, département, etc.) et le nombre de cas au sein de
chaque unité spatiale est distribué selon une loi de Poisson dont I’espérance est proportionnelle &
une mesure d’intensité p caractérisant la population sous-jacente de I'unité spatiale (ex : population
du canton). Par ailleurs, ce type de modele est conseillé lorsque le nombre de cas est négligeable
face a la taille de la population sous-jacente.

4.2.2 Modéele

Considérons D un ensemble discret fixé, D C R?, structuré par un graphe de voisinage G =
{D, A} et muni d’une matrice d’adjacence U = (u;;) et d’'une matrice de poids W = (w;;). Soit
X = {Xg4,d € D} un processus aléatoire indexé par D = {dy,da, ....,d, } et & valeurs dans I’espace
d’états E = N.

Vd € D, X4 ~ P(pu(d)) ou u(d) correspond a la population sous-jacente observée & la localisa-
tion d. Par construction,

VAC D, pu(A) =Y u(d),
deA

et par stabilité par la somme de la loi de Poisson

Xa= Z Xq et X4~ P(pu(A)).
deA

L’objectif est de tester ’hypothese nulle Hy d’absence de cluster stipulant que dans ’ensemble
de T'aire étudiée, le nombre attendu de cas dans chaque unité spatiale d;, 1 < i < n est égal a
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pu(d;), contre une hypotheése alternative, H;, supportant Pexistence d’au moins une zone Z € Z
dans laquelle le nombre de cas attendus pour chaque unité spatiale est égal & pu(d;) et égal & qu(d;)
a l'extérieur de Z, p > ¢g. De maniere plus formelle, les hypotheses de test du modele de Poisson
sont les suivantes :

Ho : p=q, Xa~P(pu(4)), VACD
Hi:p>q, Xa~Plpu(ANZ) +qu(ANZ9)), VAC D

Autrement dit, sous H1, le nombre de cas a Uintérieur de la zone Z est distribué selon une loi de
Poisson P(pu(Z)) et, a I'extérieur de la zone, selon une loi de Poisson P(qu(Z€)), avec p > q.

4.2.3 Fonction de vraisemblance

Deux approches équivalentes vont étre explicitées afin de définir ’expression de la fonction de
vraisemblance. La premiere, énoncée par [Kulldorff, 1997] n’est pas classique dans son explicitation
car I'expression de départ qui permet de construire la fonction de vraisemblance n’est pas celle
d’une loi de Poisson ordinaire. Nous proposons une deuxieme approche qui se base sur I’expression
classique d’une fonction de vraisemblance de Poisson.

Approche de M. Kulldorff. Dans un premier temps, définissons la probabilité d’observer np
cas sur D de population sous-jacente (D) :

e P2 =a((D)=1(2) (p1u(Z) + q[u(D) — pu(2)))""

nD!

P(XD ZTLD) =

Dans un deuxieme temps, définissons la fonction de densité de probabilité, f(d;), qu'un cas soit
observé au sein dusite d;, 1 <7< n:

pp(d;)

u(Z) T+ q(u(D) —j(z)) 47

f(di) =
qu(d;)
pi(Z) + q(u(D) — u(Z))

Sous Hy (i.e. p = q), la fonction de vraisemblance a pour expression :

Sidi¢Z

n e—pr(D) np 7 ; e—pu(D) n
L(p) = P(Xp = np) [ £(d) = —PEPV [T 4% = g T )

=1 1= i=1

et atteint son maximum lorsque p = np/u(D) :

Lo = max L(p) = % (J&%) : gﬂ(di)-

Sous H; (i.e. p > q)), la fonction de vraisemblance s’écrit :

e~ PrZ)+a(u(D)= (D) (p1( Z) + q[u(D) — p(Z)])"™

nD!

(ds) H qu(d;)

% H pp
dicy PMZ) +a(uD) — w(2)) - pi(Z) + q((D) — ()

L(Z,p,q) =

et apres simplification
e—Pi(Z)—q(u(D)—p(2)) n

L(Z,p,q) = - p"2q > [ wldy).-
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L’objectif est de déterminer le MLC. Aussi, doit-on déterminer la zone Z qui maximise L(Z,p, q).
A Tlinstar du modele de Bernoulli, ceci est réalisé en deux étapes successives. La premiere consiste
& maximiser la fonction de vraisemblance conditionnée en Z (i.e. déterminer les estimateurs de
maximum de vraisemblance de p et ¢). Posons L(Z) telle que

L(Z) =sup L(Z,p, q). (3.2)

p>q

L(Z) atteint son maximum lorsque p = nz/u(Z) et ¢ = (np —nz)/(w(D) — u(Z)). Aussi L(Z)
peut s’écrire de la maniere suivante :

La deuxi¢me étape consiste a déterminer la zone Z = {Z : L(Z) > (L(Z')VZ' € Z}.

Approche traditionnelle. En considérant les hypotheses du modele nous pouvons écrire, sous
Ho, que

e [pp(d,)]"
ndi!

Vd; € D, Xd,- ~ P(pu(dz)) et P(Xdi = ndi) =

)

les X4, étant considérées indépendantes. En conséquence, la fonction de vraisemblance a pour
expression

n n n e‘p“( ) na,
L(p) =P (m{Xd1 = Ngq, }) = HP(Xdz = ’I’Ldi) = ¢ [p/’[’(dl)] 7

se résumant, apres simplification, a

n

d;)" i
L _ —pu(D), np ‘LL( 7 )
(p) = e P Pp ];[1 S

L(p) atteint son maximum lorsque p = np/u(D) :

w0 \" 1 ldi)™
Lo =maxL(p) =¢e "P —_—
0 =mexL(p) (t5) 10

En considérant le modele sous H1, nous obtenons

e [pu(d )"
ndi!

e~ ) [qu(d,)]m

Tldv!

i

Vd; € Z, Xq, ~ P(pu(d;)) et P(Xq4, =ng,) =

)

Vd; € Z¢, Xg, ~ Plqu(ds)) et P(Xg, =ng,) =

7

En conséquence la fonction de vraisemblance a pour expression

L(Z,p,q) =P (ﬂ{Xdi = nd¢}> P ( ﬂ {Xa, = ndi}> )

1€Z VA

L(Zp.q) = [[ P(X4, = na,) [] P(Xa, = 1a,),
i€z i€z

e~ P [pu(dy)]" 11 e~ ) [qp(d;)]"
ndi! ndi!

L(Zpq) =]

i€z

)

i€Z¢

STATISTIQUES DE SCAN : THEORIE ET APPLICATION A L’EPIDEMIOLOGIE



4. PRINCIPAUX MODELES 80/117

se résumant, apres simplification, a

on(Z) s —a(u(D)—(2)) mp—nz TT )"
L(Z,p,q) = e PHE)pnze—aln w(2)) gno zH PRI

=1 °

L(Z,p,q) atteint son maximum lorsque p = nz/u(Z) et ¢ = (np —nz)/(w(D) — u(Z)). Aussi
L(Z), définie en (3.2) peut s’écrire de la maniére suivante :

La derniere étape est identique & I’approche de M. Kulldorff, & savoir déterminer la zone 7 = {Z:
L(Z) > (L(Z")VZ' € Z}.

4.2.4 Test du rapport de vraisemblance

Apres détermination du MLC, A , sa significativité est testée au moyen d’un test de rapport de
vraisemblance d’expression

SupZEZ,p>q L(Z,p, CI) N L(é)

A= =
sup,, L(p) Lo

Les expressions des fonctions de vraisemblance par le biais des deux approches précitées menent a
la méme formule de la statistique de test. En effet, 'approche de M. Kulldorff conduit &

-n n nz np-—n np=nz
swzez ot (745) (785tn) [Tiey (i)
- e "D np no n
np! ('u,(D ) Hi:l /"L(dl)
( ny )TLZ ( np —ny )’rLD—’rLZ
— sup D) D) — m(Z) 7
ZEZ ( np >
w(D)

et 'approche traditionnelle meéne a ’expression

v N [ npny (np—mnz)
SUPzez (m) (M(D)—M(Z))
= o "D
(H(D))
) Go=ia)
— s w2) u(D) _n/é(Z) '
ZeZ ( np )
w(D)

4.2.5 Ajustement des analyses sur des facteurs de confusion

Dans le cadre de la détection de clusters atypiques, il est intéressant d’ajuster sur des facteurs
de confusion pour trois raisons principales :

— Le facteur est lié a la maladie étudiée. Par exemple, dans le cas de la Maladie de Crohn,
il existe une différence avérée d’incidence entre les hommes et les femmes, d’ou l'intérét
d’ajuster sur le sexe;

— Le facteur n’est pas distribué de maniere aléatoire dans la région étudiée. Nous pouvons
imaginer I’exemple de certaines zones dans lesquelles la moyenne d’age est nettement plus
élevée que dans le reste de la population étudiée, et, par conséquent, joue un role dans
I'incidence de la pathologie étudiée;
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— La volonté de détecter des clusters que ne puissent pas étre expliqués par un facteur de
confusion.

Le modele de Poisson permet I'ajustement sur des facteurs de confusion de nature catégorielle
[Kulldorff, 1997, Kulldorff et al., 1997, Kulldorff et al., 1998]. Sous I’hypothese nulle, Hy d’absence
de cluster, la variable aléatoire Xg,, qui associe a un site d;, 1 <4 < n, son nombre de cas observés,
est distribuée selon une loi de Poisson P(pu(d;)), le nombre de cas attendus au sein du site d; est
donc

E(X4,) = pu(d:).

Considérons désormais un facteur de confusion catégoriel & k modalités. Le nombre de cas attendus
est calculé au moyen d’une standardisation indirecte et a pour expression

k

k
E(Xq) =D E(Xj) =) _p'w(d),
j=1

j=1

o, pour chaque modalité j, X éi est le nombre de cas observés sur le site d;, p?(d;) est la taille de
la population du site d;, p’ étant la prévalence de la modalité j et enfin p/ (D) est la taille de la
population de D présentant la modalité j.

5 Limites des statistiques de scan spatiales

5.1 Temps de calcul

L’algorithme utilisé dans la phase de détection ainsi que l'inférence statistique basée sur des si-
mulations de Monte Carlo laisse a penser que le temps de calcul relatif a la méthode est directement
lié au nombre d’événements et/ou sites ainsi qu’au nombre de simulations de Monte Carlo. Aussi,
dans le cas de grandes bases de données (ex : registres nationaux) les temps de calculs peuvent
devenir tres longs. De surcroit, lorsqu’est considéré un risque de premiere espece tres faible, la
précision de la probabilité critique se doit d’étre élevée afin de statuer sur le rejet (ou non) de
I’hypothese nulle, précision directement liée au nombre de simulations. Les sections suivantes vont
s’attacher a étayer les arguments précités.

5.1.1 Complexité algorithmique

Le logiciel de référence SaTScan® [Kulldorff, 2011] est celui dans lequel la plupart des différents
modeles de statistiques de scan spatiales et spatio-temporelles sont implémentées. L’algorithme 4
décrit celui implémenté dans le cadre des analyses spatiales.

Algorithme 4 - Statistiques de scan spatiales : Détection et Inférence.

Etape 1 : Considérer un point. Calculer la distance entre ce point et les autres. Trier les dis-
tances par ordre croissant. Sauvegarder les points triés selon leur distance par rapport au point
considéré.

Etape 2 : Répéter I'étape 1 pour chaque point.

Etape 3 : Considérer un point.

Etape 4 : Créer un cercle centré en ce point et augmenter de maniere continue le rayon. Pour
chaque point qui rentre dans le cercle, mettre a jour le nombre de cas et la population dans la
fenétre de scan.

Etape 5 : Répéter les étapes 3 et 4 pour chaque point. Reporter la fenétre qui maximise la
fonction de vraisemblance L(Z).

Etape 6 : Répéter les étapes 3 a 5 pour chaque réplication de Monte Carlo.

Notons N le nombre d’évenements dans 'aire géographique étudiée et R le nombre de simu-
lations de Monte Carlo sous I'’hypotheése nulle d’absence de clusters. Une étude de complexité
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algorithmique montre que les étapes 1 et 2 présentent une complexité de 1'ordre de O(N?1log N)
et que les étapes 3 & 5 présentent une complexité de I'ordre de O(RN?). Aussi, le temps de calcul
devient tres long lorsque N est important et/ou R est important. Or, dans le cas de grandes bases
de données, comme par exemple des registres nationaux, le nombre d’événements (ou encore le
nombre de centres dans le cas des données agrégées) peut étre important. Ceci a une influence
importante sur le temps de calcul, surtout quand le nombre de simulations de Monte Carlo est
important.

A titre d’exemple, nous avons étudié le temps de calcul du logiciel SatScan®© en se basant sur
des données simulées. Le modele étudié est le modele de Poisson spatial discret, appliqué a des
données agrégées (caractérisées par leur centres et leur population sous-jacente). L’étude du temps
de calcul s’est faite en modulant & la fois le nombre de centres et le nombre de simulations de
Monte Carlo.

TABLE 3.1 — Temps de calcul du logiciel SaTScan® en fonction du nombre de centres et du nombre
de simulations de Monte Carlo - CPU : 2.2Ghz Intel Core 17 - RAM : 8 Go 1333 Mhz DDR3

R
Nombre de centres 999 9999 99999 999999
600 4s 48 1min23s 19min20s
4055 16s 2min48&s 30minl7s 5h31min23s
6000 43s 6minb2s 1h9min3s 9h47min36s
36700 1h21mind7s  12h57min22s > 15 > 15

A la suite de cette étude, il apparait que le temps de calcul devient extrémement important
lorsque le nombre de simulations de Monte Carlo est grand et/ou que le le nombre de centres
est conséquent (Tableau 3.1). En effet, 5h31min23s sont nécessaires pour réaliser une inférence
statistique si la base de données contient 1’ensemble des cantons frangais (4055) et le nombre de
réplications de MC est égal a 999999. Le temps de calcul dépasse grandement la journée si la base
de données contient ’ensemble des communes frangaises (36700) et que le nombre de simulations
est supérieur ou égal a 99999.

5.1.2 Probabilité critique associée au test de Monte Carlo, P,,.

Valeur minimale de P,,.. Par construction, la probabilité critique associée au test basé sur les
simulations de Monte Carlo, P,,. définie en (3.1), présente une valeur minimale qui est directement
liée au nombre de simulations :

1

]P)mc>7~
“14+R

A titre d’exemple, si R = 999 alors P,,. > 0.001 et si R = 9999 alors P,,. > 0.0001. Aussi, afin
d’obtenir une décimale supplémentaire, il faut multiplier par 10 le nombre de simulations.

Précision de P,,.. C’est une notion importante qui intervient dans la capacité a rejeter 1'hy-
pothese nulle. En effet, pour des risques de premiere espece faibles, une précision importante de la
probabilité critique est requise afin de statuer sur le rejet de Hy. En se basant sur la formule d’un
intervalle de confiance d’une proportion® 7 au niveau de confiance 95% sur un échantillon de taille

R:

ICQS% _

™

]P)'rnc + /2 R

]P)mc(l - IEDmc) ]

3. Probabilité critique réelle dans la situation ou la distribution, sous Hg, de la statistique de test est connue.
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on peut déduire la valeur minimum de R pour une précision ¢ :
Z Pmc(l - Pgw) )
(6/2a/2)

La valeur du produit P,,.(1 — P,,.) est maximale lorsque P,,. = 0.5. Aussi, pour une précision a la
deuxieme décimale (§ = 0.01), le nombre minimum de simulations est égal & 10*. Or, en considérant
un risque de premiére espece a = 0.05 associé au test de Monte Carlo, une précision de P,,. a la
deuxieme décimale n’est pas suffisante. Dans ce cas de figure, une précision & au moins 3 décimales
est requise. Suivant le méme calcul, le nombre de simulations minimum pour obtenir § = 0.001 est
égal & 106,

5.1.3 Nombre de simulations et puissance du test

Soit U une statistique de test. Dans le cas d’un test classique, la loi de U est connue et par
conséquent, pour un risque de premiére espece « fixé, la région critique (rejet de Hp) est bien
définie. En revanche, dans le cadre d’un test de Monte Carlo, la loi de U n’est pas définie. Aussi,
pour un risque « fixé, la région critique devient variable et est fonction des simulations sous Hy.
Cette variabilité de la région critique peut induire une perte de puissance statistique. Cependant,
I’augmentation du nombre de simulations a pour effet de réduire la variabilité associée a la région
critique et par conséquent rend négligeable I'effet de cette variabilité sur la perte de puissance [Hope,
1968]. La question fondamentale réside donc dans la détermination du nombre de simulations R
nécessaires afin de rendre négligeable la variabilité de la région critique. Dans [Marriott, 1979], les
auteurs se sont intéressés a ’effet du nombre de simulations sur la probabilité de rejeter I’hypothese
nulle en utilisant un test de Monte Carlo.

Posons g la statistique de test observée sur les données et U = {uq,ug, ...,ur} la distribution
de U sous Hg basée sur les simulations de Monte Carlo. Posons m = aR, le rang minimal que ug
doit avoir pour rejeter Hy. En d’autres termes, si ug se trouve dans les m plus grandes valeurs
de U, alors Hg est rejetée. Posons m = P(U > wug). Dans le cadre d’un test classique au risque
a, P(U > wy) < « conduit au rejet de Hg. Nous appellerons 7, la probabilité critique théorique.
Dans le cadre d'un test de Monte Carlo, chaque statistique de test simulée a une probabilité =
d’étre supérieure & ug. Or, comme les u; sont i.i.d., nous pouvons poser Y ~ B(R,7), la variable
aléatoire qui associe a un ensemble de R simulations le nombre de fois ou les statistiques de test
résultant des simulations ont été supérieures a ug. La probabilité de rejeter Ho, notée Prejer 7, est
définie par :

m—1
R ) .
IP)rejet Ho :P(Y <m- 1) = Z (Z)’ﬂ'l(l —’/T)R_Z.

=

A partir de cette expression, il est aisé d’évaluer Pr¢jet 74, en fonction des valeurs de 7 et de o Les
tables 3.2 et 3.3 montrent les différentes valeurs de IPp¢jet 7, en fonction de 7 pour des risques o
respectivement égaux a 0.05 et 0.01. On remarque que lorsque la probabilité critique théorique 7
est inférieure a o, Prejer 74, tend vers 1 lorsque le nombre de simulations augmente. A contrario,
lorsque 7 est inférieure & a;, Prejer 74, tend vers 0 lorsque le nombre de simulations augmente. Dans
le cas ot m = o, Prejer 1, tend vers 1/2 lorsque le nombre de simulations augmente.

On peut en conclure que des faibles valeurs de « nécessitent un nombre de simulations plus
important. Dans [Besag and Diggle, 1977], les auteurs suggerent que m = 5 peut étre une valeur
appropriée pour la plupart des utilisations du test de Monte Carlo. Cependant cette étude ne
considére que la probabilité de rejeter H, en utilisant un test de Monte Carlo. Dans [Jockel, 1986],
les auteurs sont allés plus loin en investiguant la perte de de puissance d’un test de Monte Carlo
par rapport & un test uniformément le plus puissant (UPP). Posons 8(«) la puissance d’un test
UPP en fonction d’un risque de premiere espece «. Posons () la puissance d’un test de Monte
Carlo basé sur R simulations. Dans [Dwass, 1957], les auteurs ont défini efficacité, en termes de
puissance, d'un test de Monte Carlo par rapport a un test UPP par le rapport suivant :

Br(a)
Bla)
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TABLE 3.2 — Valeur de P,¢jct 1, en fonction de m pour oo = 0.05

a=0.05

s
R 0.1 0.075 0.06 0.025 0.01

19 0.135 0.227 0.377 0.618 0.826
39 0.088 0.199 0413 0.745 0.942
99 0.025 0.128 0.445 0.897 0.997
25 499 0.000 0.011 0475 0.999 1
50 999 0.000 0.001 0.483 0.999 1

oo 3

TABLE 3.3 — Valeur de P,¢jct %, en fonction de m pour a = 0.01

a=0.01
p
m R 0.02 0.015 0.01 0.005 0.001
1 99 0.135 0.224 0.370 0.609 0.906
2 199 0.091 0.199 0.407 0.738 0.983
5 499 0.028 0.131 0.441 0.892 1
25 2499 0.000 0.012 0.474 0.999 1
50 4999 0.000 0.001 0.481 0.999 1

Dans [Jockel, 1986], les auteurs ont défini une borne inférieure de Sr(«)/B(«) :

D _1_E‘ZR,a_O“ < 6R(a)

R = 20 = Bla)’
ElZpo—a| (02(1 —a)t) ™!
20 " (R+1)aB((R+1)a, (R+1)(1 —a))

B désigne la densité de probabilité de la loi Beta et ega est l’efficacité de Dwass pour un échantillon
simulé de taille R et un risque « fixé.

A partir de cette formule, il est possible d’évaluer D'efficacité d’'un test de Monte Carlo par
rapport a un test UPP en fonction du risque v et du nombre R de simulations. La table 3.4 montre
clairement que plus les valeurs du risque « sont faibles, plus le nombre de simulations doit étre
important pour assurer une efficacité correcte du test de Monte Carlo.

Dans [Jockel, 1986], les auteurs ont également fourni une approximation du nombre de simula-
tions minimum afin d’obtenir une efficacité fixée* :

l1—«
~ 2ra(l —eP)? (3:3)
A titre d’exemple, considérons un systéeme de surveillance prospective qui réalise une détection
journaliere de cluster de cas de maladie. Un risque o = 0.05 conduirait en moyenne a un faux
positif tous les 20 jours. Dans le cadre de déclenchement d’alarme de santé, ce nombre moyen
annuel de faux positifs est tout & fait inacceptable. Aussi, il est nécessaire de fixer un risque de
premiere espece beaucoup plus faible afin de se prémunir des faux positifs. Considérons que nous

4. Dans cette formule, 7 désigne le nombre pi.
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TABLE 3.4 — Valeurs de eg’a pour différentes valeurs de o et de R

e
R 0.0001 0.001 0.01 0.05 0.1

19 — — - 064 074

99 — — 0.63 0.83 0.88

999 — 0.63 0.76 095 0.96
9999  0.63 0.88 0.96 1 1
99999  0.88 1 1 1 1

voulons minimiser le nombre moyen de faux positifs a un tous les dix ans. Le risque « associé est
donc :

o =1/3650 ~ 3.10~*

Dans ce cas de figure, le nombre de simulations nécessaires pour assurer une efficacité de 90% a ce
risque « est donnée par 3.3 :

1—3.10"¢

273.10-4(1 — 0.9)2 = 60 000 simulations.
3. —0.

5.1.4 Conclusion

Les sections précédentes ont démontré que le temps de calcul inhérent aux statistiques de
scan spatiales est directement lié au nombre d’événements et/ou sites, N, ainsi qu’au nombre
de simulations de Monte Carlo, R. De surcroit, la méthode d’inférence statistique fait intervenir
I'algorithme de détection du MLC & chaque simulation, présentant une complexité en O(RN?).
Aussi, l'inférence statistique se positionne comme le principal facteur de 'augmentation du temps
de calcul.

Afin de pallier ce probleme, deux champs de réflexion s’offrent & nous. Le premier consiste
a travailler sur U'optimisation de l'algorithme de détection du MLC. Cependant, celui implémenté
dans le logiciel SaT'Scan® a été modifié plusieurs fois suite & des travaux de [Kulldorff, 1999, Section
14.3] et [Walther, 2010], la version actuelle étant relativement optimisée. Le deuxiéme champ de
réflexion se base sur le fait trouver une alternative a la méthode basée sur les simulations de Monte
Carlo. Dans [Besag and Clifford, 1991], les auteurs ont proposé une méthode de Monte Carlo
séquentielle qui, appliquée aux statistiques de scan spatiales, consiste a stopper la procédure de
simulation lorsqu’un nombre fixé h de simulations présentent un rapport de vraisemblance supérieur
& celui calculé sur les données observées. Dans [Silva et al., 2009], les auteurs ont démontré que si
h = aR — 1 alors il n’y a pas de perte de puissance par rapport a une procédure de Monte Carlo
classique. Cette méthode alternative présente un intérét uniquement si le cluster considéré est tres
loin d’étre significatif, a 'inverse le nombre de simulations sera identique a la procédure classique.
Par ailleurs, compte tenu du fait que la précision de la probabilité critique est directement liée au
nombre de simulations de Monte Carlo, [Abrams et al., 2010] ont proposé une méthode basée sur
I’approximation de la distribution du rapport de vraisemblance par une loi de Gumbel. Le principe
consiste a réaliser un nombre limité de simulations de Monte Carlo (minimum 999 selon les auteurs)
et d’ajuster une loi de Gumbel, par la méthode des moments, a cette distribution empirique. Par
conséquent, la probabilité critique associée au cluster peut étre estimée via la loi de Gumbel. Cette
méthode présente l'intérét de donner une bonne précision a la probabilité critique mais nécessite
tout de méme l'utilisation de simulations de Monte Carlo, qui, dans le cas de grandes bases de
données, peuvent s’avérer tres consommatrices en termes de temps de calcul.
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5.2 Forme de la fenétre

Une des principales caractéristiques des statistiques de scan spatiales réside dans la forme
circulaire de la fenétre de scan. Cette forme a été choisie pour des raisons calculatoires car le fait
qu'un cercle ne soit défini par par son centre et son rayon a pour finalité de limiter le cardinal de
Z, ensemble des clusters potentiels. [Kulldorff et al., 2003] ont montré que les statistiques de scan
spatiales s’averent étre tres puissantes lorsque le ”vrai” cluster est de forme circulaire. En revanche,
la méthode démontre une faible puissance pour détecter des clusters de formes arbitraires. A titre
d’exemple, la méthode sera peu capable de détecter un cluster de cas de maladie le long d’une
riviere.

Fort de ce constat, la méthode a été généralisée pour la détection de clusters de formes ellip-
tiques [Kulldorff et al., 2006]. Au sein de cette version, ’ensemble des clusters potentiels Z n’est
désormais plus défini uniquement par un ensemble de centres et de rayons, mais aussi par ’excen-
tricité® (la forme) et angle de lellipse par rapport & 'axe des abscisses. Cette nouvelle méthode
présente une puissance légerement supérieure a la méthode classique lorsque le ”vrai” cluster a une
forme d’ellipse allongée. Les deux méthodes présentent des puissances équivalentes lorsque 1’excen-
tricité de Dellipse tend vers 1. La prise en compte de parametres supplémentaires pour la définition
de Z a pour conséquence une importante augmentation de son cardinal et, par conséquent, ’aug-
mentation du temps de calcul en phase détection mais également en phase d’inférence statistique
car cette méthode utilise également une procédure basée sur des simulations de Monte Carlo. Bien
que cette méthode propose une meilleure flexibilité que la méthode classique, elle impose une forme
paramétrique au clusters potentiels. Aussi, les auteurs préconisent d’utiliser des versions non pa-
ramétriques pour détecter des clusters de formes tres irrégulieres, décrites en section 3.3. En outre,
ces méthodes utilisent, toutes sans exception, une procédure d’inférence basée sur des simulations
de Monte Carlo.

6 Une alternative a la méthode de Monte Carlo pour le
TRVG

Dans les sections précédentes, nous avons démontré que la précision de la probabilité critique
associée au MLC est fonction du nombre de simulations de Monte Carlo. Aussi, lorsque la situation
exige une précision importante, un grand nombre de simulation est nécessaire, augmentant de
maniere significative les temps de calcul. Nous proposons, dans cette section, une méthodologie
appliquée aux statistiques de scan spatiales qui fait office d’alternative a la procédure de test basée
sur les simulations de Monte Carlo pour le TRVG. Tout d’abord nous expliciterons le principe de la
méthode, puis nous ’appliquerons sur des données simulées et enfin nous discuterons les résultats.

6.1 Meéthodologie

Rappelons brievement que la méthode de statistiques de scan spatiales se décompose en deux
phases. La premieére consiste a détecter le MLC qui maximise le rapport de vraisemblance et, la
deuxieme permet de tester la significativité de ce dernier au moyen de simulations de Monte Carlo.

Notre méthodologie se base sur la conservation de la phase de détection qui conduit a la mise
en évidence du MLC et d’un certain nombre d’informations associées telles que ny, le nombre
de cas dans le cluster, u(Z) la population du cluster et u(D) la population totale de la surface
étudiée D. A partir de ces informations, nous proposons deux modélisations permettant de tester
la significativité du MLC.

Modélisation 1. Il est possible de modéliser les observations par {Xi,..., X u( D)}7 une suite
de variables aléatoires i.i.d. selon une loi de Bernoulli B(1,p). Aussi chaque observation de la
population complete (D) est modélisée par une v.a. de Bernoulli ayant une probabilité p d’étre
un cas. Cette premiere modélisation, nous permet de calculer la probabilité qu’une statistique de

5. L’excentricité est définie par le rapport de la longueur du demi grand axe sur celle du demi petit axe. Aussi,
le cercle est un cas particulier d’ellipse, d’excentricité égale a 1.
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scan unidimensionnelle de fenétre de taille p(Z) sur la suite {X1,..., X, (p)} soit supérieure a nz
cas :

B(Sy(z) > nz) = B(S(u(2), (D)) > nz). (3.4)

Modélisation 2. Soit une région carrée [0, \/p(D)] x [0, /p(D)]. Considérons {X;;}, 1 <i,j <

(D) un ensemble de variables aléatoires i.i.d. selon une loi de Bernoulli B(1, p). Chaque variable
aléatoire X,; désigne une observation de p(D) qui a une probabilité p d’étre un cas. Cette deuxieme
modélisation, évoquée dans [Glaz et al., 2001, Chapitre 5], nous permet de calculer la probabilité
qu'une statistique de scan bidimensionnelle de fenétre de taille \/p(D) x /(D) sur la région

[0, /1(D)] x [0,/ p(D)] soit strictement supérieure & ny :
B(S iz /s > 12) = B (S (Vi(2), /i(2), /(D). V/u(D)) < nz). (3.5)

MLC Modélisation 1 I |

X; ~B(1,p), 1 <i < p(D)
XU ~ B(l7p)a ]- S 27.7 S M(D)
Z
D : np, u(D) ! ) !
X1 : X192 X1 : Xl (D) T
Xo1 : Xoo Xgi : X

Modélisation 2

w(Z)

L X\/N(D)l X\/M(D)2 e X w(D)y: T X\/N(D)\/M(D) J
FIGURE 3.6 — Deux modélisations possibles.

Dans le cadre de la modélisation 1, le calcul de P(S,z) > nz) peut étre réalisé en utilisant
lapproximation d’Haiman définie en (2.6) :

2Q2 — Q3
(14 Qs — Qs +2(Q2 — Qs)2) i@

Cette approximation fait intervenir les quantités Q2 et Q5 définies en (2.1). Le principal avantage
de cette modélisation réside dans le fait que des formules exactes, dans le cadre d’un modele de
Bernoulli unidimensionnel, existent pour les quantités Qs et @3, réduisant de maniere drastique le
temps de calcul.

En utilisant la modélisation 2, le calcul de (3.4) peut étre réalisé en utilisant I’approximation
d’Haiman définie en (2.16) faisant intervenir les quantités Q2 et Q3 définies en (2.15) et respec-
tivement approximées par (2.19) et (2.20). Ces deux derniéres approximations font intervenir les
quantités Q;j;, 1,7 € {2,3} définies en (2.18) et évaluées par le biais de simulations de Monte
Carlo. Or, le principal objectif étant de réduire le temps de calcul, nous n’avons pas conservé cette

P(SH(Z) <n,) =
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modélisation, trop gourmande en termes de temps de calcul.

L’objectif de cette étude est, au sein de la méthode de statistiques de scan spatiales, de conserver
la phase de détection du MLC et de fournir une alternative a la méthode de Monte Carlo pour
le TRVG en utilisant la modélisation 1. Celle-ci présente, d’une part, I’avantage de réduire de
maniere importante le temps de calcul et, d’autre part, fournit une erreur d’approximation de la
distribution, ce qui n’est pas le cas dans la procédure de test basée sur les simulations de Monte
Carlo. Cette alternative sera étudiée par le biais d’une étude de simulation décrite dans la Section
6.2, les résultats étant présentés en Section 6.3.

6.2 FEtude de simulation
6.2.1 Données de simulation

Les données simulées sont issues d’un ensemble de données de benchmark développé par [Kull-
dorff et al., 2003] qui fait office de référence dans I’évaluation de méthodes de détection de clusters
spatiaux [Kulldorff, 2006, Duczmal et al., 2006, Lawson, 2006, Duczmal et al., 2008]. Ces données
de benchmark représentent des événements (ex : cas de maladie) répartis sur 245 comtés du Nord-
Est des Etats-Unis (Figure 3.7). La proportion d’éveénements, po, est égale & 2.107%. Les données
sont agrégées a l’échelle du comté, caractérisé par son centre, noté d;, 1 < ¢ < 245, en termes
de latitude et de longitude. A chaque comté est associée sa population sous-jacente, notée u(d;),
issue du recensement américain de 1990. Posons D l'aire géographique étudiée. La population to-
tale, (D), est égale & 29 535 210 habitants. La simulation des événements a été réalisée & la fois

FIGURE 3.7 — Données simulées sur 245 comtés du Nord-Est des Etats-Unis.

sous I’hypothese nulle, Hg, d’absence de cluster et sous une hypothese alternative, H1, supportant
I’existence d’un cluster d’évenements.
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Simulations sous Hy. Posons X4, la variable aléatoire qui associe au canton d;, 1 < i < 245 le
nombre d’événements observés. Sous Hg, X4, est distribuée selon une loi de Poisson P(pou(d;)).
Aussi, une simulation des données sous I’hypothese nulle consiste & simuler, dans chaque canton
i, une loi de Poisson P(pou(d;)). Le benchmark est constitué de 999 999 simulations des données
sous Hg.

Simulations sous H;. L’objectif est de simuler la présence d’un cluster, noté C, dans les données.
Trois types de clusters peuvent étre distingués : un cluster en zone rurale de faible population
(Grand Isle) constitué de 3 comtés, un cluster en zone mixte (zone urbaine entourée de zones
rurales) de population moyenne (Pittsburgh), constitué de 2 comtés, et un cluster en zone urbaine
(Manhattan) de population élevée constitué de 2 comtés. Posons X¢ la variable aléatoire qui associe
au cluster C son nombre d’évenements et u(C) = >, . p(d;) la population sous-jacente de C.

La simulation de X¢ se base sur un test de Poisson unilatéral dont les hypotheses sont :

H() : XC N'P(po,LL(C))

Hi : Xe ~P(p1u(C)),p1 > po-
La valeur de p; est déterminée telle qu’un test binomial unilatéral rejette ’hypothese nulle au profit
de I’hypothese alternative avec une probabilité égale a 0.999, en considérant un risque de premiere
espece « = 0.05. La détermination de p; est réalisée selon les deux étapes suivantes :

1. Sous Ho, Xc ~ P(pop(C)). Déterminer k € N tel que P(X¢ < k) = 0.95.

2. k déterminé, on se place sous H1 (X¢ ~ P(p1u(C))) et on détermine p; telle que P(X¢ >
k) = 0.999 en utilisant de maniére incrémentale la fonction de répartition de la loi de Poisson.

Nous pouvons remarquer que 0.999 correspond a la puissance maximale atteignable par le test
de Poisson unilatéral précité. En dehors de C, la simulation des X, consiste & simuler une loi de
Poisson P(pou(d;). Par ailleurs, le benchmark comprend 10 000 simulations des données sous H1,
pour chaque type de cluster (rural, mixte, urbain).

6.2.2 Méthodologie de calcul des probabilités critiques

Compte tenu du type de données simulées, nous avons utilisé des statistiques de scan spatiales
basées sur un modele de Poisson, avec une fenétre circulaire de taille variable. L’objectif de I’étude
est de comparer, pour un MLC détecté, sa probabilité critique basée sur les simulations de Monte
Carlo a la probabilité basée sur I'approximation d’Haiman définie en (3.4). La méthodologie de
calcul des probabilités critiques se base a la fois sur les données simulées sous Hy et sous Hj.

Données simulées sous Hy. L’objectif est de donner une approximation de la distribution du
rapport de vraisemblance A en utilisant les 999 999 jeux de données simulés sous Hg. Aussi, pour
chaque jeu de données, nous avons utilisé la phase de détection afin de mettre en évidence un MLC
et calculer le rapport de vraisemblance associé. En définitive, nous avons obtenu 999 999 valeurs
de A ce qui nous permet d’obtenir une distribution approchée de A sous H.

Données simulées sous H;. Pour chaque jeu de données, la phase détection fournit un MLC,
sa population u(Z), son nombre d’événements observés ny ainsi que son rapport de vraisemblance
associé, Agps. Dans un premier temps, la probabilité critique associée au MLC, P(A > Ays), a
été calculée en utilisant la distribution de A précédemment calculée via les simulations de Monte
Carlo. Dans un deuxiéme temps, grace au informations relatives au clusters (population et nombre
d’évenements) la probabilité (3.4) a été calculée en utilisant 'approximation d’Haiman définie en
(2.6). Cette derniére impose la condition d’application suivante : 1 — Q2 < 0.025 qui est vérifiée. Si
cette derniere n’est pas respectée alors la probabilité n’est pas calculée et la simulation n’est pas
comptabilisée.
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6.2.3 Evaluation des deux méthodes

Nous avons évalué la concordance entre les probabilités issues des simulations de Monte Carlo
et celle issues de la modélisation 1 par le biais du calcul d’un coefficient de corrélation intra-classe
(CCI). Par ailleurs, nous avons évalué la puissance, 1 — 3, des deux méthodes en prenant en compte
un risque de premiere espece o = 0.05,0.01 et 0.001. Le calcul de la puissance a été réalisé de la
maniere suivante

1 N
1-p= NZ;H{P@},

avec P = P(A > Aps) pour la méthode basée sur les simulations de Monte Carlo et P = P(S,(z) >
nz) pour la méthode basée sur la modélisation 1. N correspond au nombre de simulations sous H1
qui ont été comptabilisées, c’est-a-dire, les simulations pour lesquelles I'approximation d’Haiman
a pu étre appliquée.

6.3 Résultats

Le nombre de simulations sous H; comptabilisées est de 9816 pour celles comprenant un cluster
urbain, 9921 un cluster mixte et 9998 un cluster rural.

La concordance entre les deux méthodes est acceptable pour les simulations comprenant un
cluster urbain (CCI = 0.638, IC 95% = [0.626 - 0.649], p < 10~%) et un cluster mixte (CCI =
0.635, IC 95% = [0.623 - 0.647], p < 10~%). En ce qui concerne les simulations avec cluster rural,
la concordance entre les deux méthodes est excellente (CCI = 0.895, IC 95% = [0.893 - 0.901],
p < 107%).

La Figure 3.8 présente le croisement des probabilités issues de simulations de Monte Carlo avec
les probabilités issues de la modélisation 1, pour chaque type de cluster (urbain (a), mixte (b),
rural(c)). Dans le cas des clusters urbains et mixte, nous pouvons remarquer que les probabilités
issues de la modélisation 1 ont tendance a étre inférieures a celles issues des simulations de Monte
Carlo, ce qui justifie les valeurs des CCI associés. En ce qui concerne les simulations comprenant
un cluster rural, les probabilités issues des deux méthodes sont similaires et tres proches de 0,
justifiant également la valeur du CCI associé.

La Table 3.5 présentent ’estimation de la puissance des deux méthodes avec différentes valeurs
du risque de premiére espéce (o = 0.05, 0.01 et 0.001). En ce qui concerne les simulations compre-
nant un cluster urbain ou mixte, la méthode basée sur la modélisation 1 présente une puissance
systématique supérieure, quelle que soit la valeur de a. Pour les simulations avec cluster rural, les
puissances des deux méthodes sont quasiment identiques.

En utilisant un ordinateur de puissance normale, le temps de calcul moyen de P(S,(z) > nz)
par simulation est de 7.3 ms. Par le biais du logiciel SaT'Scan® développé par Martin Kulldorff, le
temps de calcul nécessaire pour réaliser 999 999 simulations de Monte Carlo sous I’hypothese nulle
est d’environ 36 min.
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Fi1GURE 3.8 — Croisement des probabilités issues de la méthode de Monte Carlo et celle issues de
la modélisation 1.
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TABLE 3.5 — Comparaison de puissance entre I’approximation basée sur les simulations de Monte
Carlo et I’approximation d’Haiman.

«
0.05 0.01 0.001

Type de cluster MC App. (3.4) MC App. (3.4) MC App. (3.4)

Urbain 0.8527883  0.9376083  0.7449281  0.8366806  0.5305332  0.6425731

Mixte 0.8893261 0.9516747  0.7884383  0.8692494  0.6023002  0.7041969

Rural 0.9898981  0.9737948  0.9734947  0.9735947  0.9432887  0.9432887

7 Conclusion

Dans le domaine des statistiques de scan, les statistiques de scan spatiales développées par Mar-
tin Kulldorff sont aujourd’hui, de loin, les méthodes les plus utilisées dans la détection de clusters
spatiaux.

Dans un premier temps, ce chapitre s’est attaché a définir les différents types de données spa-
tiales, les statistiques de scan spatiales ainsi que les principaux modeles (Bernoulli et Poisson).

Dans un deuxieéme temps, ce chapitre a décrit les deux principales limites de ces méthodes :
la forme de la fenétre de scan et le temps de calcul. En ce qui concerne la forme de la fenétre,
les statistiques de scan spatiales considérent uniquement une fenétre de forme circulaire ce qui
implique une faible puissance de détection de clusters de forme irréguliere. Le temps de calcul de
ces méthodes est fonction a la fois du nombre de simulations de Monte Carlo utilisées pour esti-
mer la distribution de la statistique de test sous I'hypothese nulle et du nombre d’événements /
sites observés. De surcroit, la précision de la probabilité critique et la puissance du test basé sur
des simulations de Monte Carlo est fonction du nombre de simulations. Dans le cas de grandes
bases de données et/ou lorsque que I’analyste désire une précision élevée de la probabilité critique,
les temps de calculs inhérents aux simulations de Monte Carlo deviennent tres longs, voire excessifs.

Dans un troisieme temps, nous avons proposé, dans le cadre des statistiques de scan spatiales,
une alternative a la méthode de Monte Carlo pour le TRVG. Le principe de cette alternative
réside dans le fait de conserver la phase de détection du MLC et, en utilisant une modélisation
basée sur une suite variables aléatoires de Bernoulli, d’estimer la probabilité associée au MLC.
L’approximation de cette probabilité a été réalisée par la formule proposée dans [Haiman, 2007]
basée sur les suites de variables aléatoires 1-dépendantes. Cette approximation, qui donne également
une erreur d’approximation, présente ’avantage d’étre constituée de quantités (Q2 et @Q3) qui sont
calculables par le biais de formules exactes, diminuant ainsi les temps de calculs. Nous avons réalisé
une étude de simulation visant a comparer la méthode basée sur les simulations de Monte Carlo et
celle basée sur notre modélisation. A partir de simulations sous ’hypothese alternative, nous avons
mis en évidence que les deux méthodes fournissent des probabilités concordantes, notre méthode
présentant une puissance supérieure a celle basée sur les simulations de Monte Carlo et un temps
de calcul nettement plus faible.
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1 Introduction

Les Maladies Inflammatoires Chroniques de I'Intestin (MICI) comprennent la maladie de Crohn
(MC) et la rectocolite hémorragique (RCH). Ce sont des inflammations chroniques du tube digestif
atteignant exclusivement le rectum et le colon pour la RCH et ’ensemble du tube digestif avec une
préférence pour la région iléo-caecale pour la MC. Bien que ces maladies soient non létales, mais
en raison de leur survenue précoce dans la vie et de leur chronicité, elles induisent une morbidité
élevée qui altere la qualité de vie des malades. En dépit de récentes avancées, notamment dans le
domaine génétique, dans la compréhension de la physiopathologie de ces maladies, leur étiologie
reste a ce jour inconnue. Cependant, les causes de nature environnementale ont toujours été sus-
pectées de jouer un rdle critique dans I’expression des MICI [Baron et al., 2005, Cho, 2008, Cosnes,
2010, Duerr et al., 2006, Ng et al., 2012]. En effet, I’évolution de 1’épidémiologie des MICI d’un
point de vue temporel et spatial laisse & penser que les facteurs environnementaux jouent un role
majeur en modifiant I’expression de la maladie. L’émergence de cette derniére dans des pays en
développement indique que 'augmentation de 'incidence est liée a ’occidentalisation du mode de
vie et 'industrialisation [Thia et al., 2008]. Cette constatation est retrouvée chez les populations mi-
grantes de pays en développement vers les pays développés qui présentent un risque accru de MICI
et, de ce fait, soutiennent I’hypothese de 'importance de 'influence de I’environnement [Barreiro-de
Acosta et al., 2011, Gearry et al., 2010]. L’urbanisation des sociétés ainsi que les changements socio-
économiques peuvent se produire différemment dans différentes régions géographiques et différentes
populations. Par conséquent, il est important de prendre en compte 1'hétérogénéité des facteurs
de risques applicables & un patient. Aussi, I’étude des variations géographiques de I'incidence des
MICIT fournit des indices aux chercheurs afin de mener des investigations sur les possibles facteurs
étiologiques environnementaux.

Le nord de la France est caractérisé par une incidence élevée de MC qui a connu une recru-
descence depuis les vingt derniéres années, notamment chez les adolescents et les jeunes adultes
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[Chouraki et al., 2011, Colombel et al., 1996]. [Declercq et al., 2010] ont montré, par le biais de
modeles hiérarchiques bayésiens (modele de Besag, York et Mollié), une hétérogénéité spatiale de
I'incidence de MC avec une prédominance de la maladie dans les zones agricoles. Cependant, ces
méthodes bayésiennes ne permettent pas de mettre en évidence des clusters atypiques et statisti-
quement significatifs de cas de maladie ainsi que leur évolution temporelle. Afin de palier les limites
des méthodes précitées, les statistiques de scan spatio-temporelles ont été utilisées. Aussi, 'objectif
de cette étude est d’analyser 'hétérogénéité spatiale de 'incidence de MC dans le nord de la France
en mettant en évidence des clusters atypiques spatiaux et spatio-temporels grace aux statistiques
de scan.

2 Matériels et méthodes

2.1 Données

Notre étude a été réalisée dans le nord de la France qui présente une population totale de 5
790 526 habitants et est constitué de quatre départements : Nord, Pas-De-Calais, Somme et Seine
Maritime (Figure 4.1). Au sein de cette zone géographique, les données ont été agrégées a 1’échelle
cantonale, menant a un nombre total de 273 cantons dont la population varie de 1 500 a 212 000
habitants. Les centres des cantons, définis par leurs latitude et longitude, ont été utilisés dans les
analyses statistiques.

[
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FIGURE 4.1 — Départements couverts par le registre EPIMAD.

Pour la période 1990-2006, ’estimation de la population annuelle moyenne des cantons a été
réalisée sur la base des recensements de la population francaise de 1990 et de 1999. Pour la période
de 1990 & 1999, les données de population ont été estimées par le biais de méthodes d’interpolation
exponentielle utilisant les taux d’accroissement estimés par les recensements de 1990 et 1999. Les
données de 2000 & 2006 ont été estimées par extrapolation exponentielle. Aussi, pour chaque canton,
nous avons obtenu la population stratifiée par sexe et par classe d’age (moins d’un an, 1 - 4 ans,
18 classes d’age quinquennales de 5 & 89 ans et 90 ans et plus).

Les données épidémiologiques ont été extraites du registre EPIMAD, répertoriant de maniére
exhaustive I’ensemble des cas incidents de MC et de rectocolite hémorragique dans le nord de la
France (Figure 4.1) depuis 1988. La méthodologie du registre EPIMAD a été décrite en détail dans
[Gower-Rousseau et al., 1994]. Pour résumer, les enquéteurs du registre ont collecté des données sur
tous les patients diagnostiqués par ’ensemble des gastro-entérologues du secteur privé ou public
(n = 262). Seuls les patients résidant dans la zone couverte par le registre au moment de leur
diagnostic ont été inclus et la localisation de chaque cas a été définie par le lieu de résidence du
patient.
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Chaque gastro-entérologue collecte ’ensemble des patients consultant pour la premiere fois
et présentant des symptomes cliniques compatibles avec une maladie inflammatoire chronique de
I'intestin. Parallelement, ce gastro-entérologue est contacté au minimum trois fois par an par un
enquéteur du registre et, a la suite, ce dernier se déplace sur le lieu de consultation afin de recueillir
les données issues des dossiers patients par le bais d’'un questionnaire standardisé. Le diagnostic
final est réalisé par deux experts gastro-entérologues et est enregistré comme définitif, probable ou
possible selon un critére défini dans [Gower-Rousseau et al., 1994]. Dans le cadre de cette étude,
seuls les patients présentant un diagnostic définitif ou probable durant la période de 1990 a 2006
ont été inclus, soit au au total 6472 cas de MC.

2.2 Meéthodes statistiques

Les rapports standardisés d’incidence (Standardized Incidence Ratio (SIR)) ont été calculés par
le biais de la méthode utilisée dans [Declercq et al., 2010]. Cette méthode est basée sur un modele
hiérarchique bayésien développé par [Besag et al., 1991] qui fournit un lissage des SIR prenant en
compte leur instabilité vis-a-vis des unités spatiales de faible population, I’hétérogénéité spatiale
globale et I'autocorrélation spatiale. Cependant, bien que cette méthode permette de mettre en
évidence une hétérogénéité spatiale globale, elle ne permet pas de détecter des zones géographiques
atypiques en termes d’incidence de MC (clusters d’unités spatiales) et de tester leur significati-
vité. Par ailleurs, le principal risque inhérent a cette méthode est de sélectionner une zone, qui
semble atypique, et de l'utiliser pour d’autres comparaisons statistiques, conduisant & un biais
de pré-sélection. De surcroit, ce modele bayésien ne permet pas de prendre en compte la dimen-
sion temporelle et ainsi évaluer ’évolution dans le temps des zones géographiques précédemment
détectées.

Les statistiques de scan spatiales et spatio-temporelles [Kulldorff, 1997, Kulldorff et al., 1998]
ont été utilisées pour tester la présence de clusters de MC et identifier leur localisation sans biais
de pré-sélection. Ces méthodes ont été ajustées, au moyen de standardisation indirecte, sur I’age au
moment du diagnostic et le sexe, qui sont des facteurs de confusion connus de MC [Cosnes et al.,
2011]. La méthode de statistique de scan spatio-temporelle peut étre décomposée en deux étapes :
la détection et I'inférence.

Lors de la phase de détection, la méthode utilise une fenétre de scan cylindrique dont la base
représente la composante spatiale et la hauteur la composante temporelle. La fenétre est de taille
variable et se déplace sur I’ensemble de la zone géographique étudiée, utilisant comme centres les
centres des cantons. A chaque position, la base de la fenétre cylindrique varie de 0 & un rayon tel
que 50 % du nombre de cas de MC soit compris dans cette base. La hauteur de la fenétre varie
également de zéro a la moitié de la période d’étude. De surcroit, la méthode permet la détection
de clusters constants sur l’ensemble de la période étudiée, appelés clusters spatiaux constants,
et de clusters évoluant lors de la période étudiée, appelés clusters spatiaux non-constants. La
phase de détection conduit & un nombre élevé de clusters candidats, chacun contenant un ou
plusieurs cantons. Pour chaque cluster candidat, et faisant ’hypothese que le nombre de cas dans
chaque canton est distribué selon une loi de Poisson, une fonction de vraisemblance est calculée.
Le cluster candidat maximisant cette fonction est défini comme le cluster le plus probable (Most
Likely Cluster(MLC)). La fonction de vraisemblance dépend du nombre de cas a l'intérieur du
cluster candidat et a I'extérieur de celui-ci.

Lors de la phase d’inférence, I’hypothese nulle correspond a I'absence de cluster qui est : ”le
risque de développer la MC est constant parmi tous les cantons et toute la période d’étude”.
Afin de tester cette hypothese nulle, un test basé sur un rapport de vraisemblance (LLR) est
utilisé : le numérateur correspond a la valeur de la fonction de vraisemblance associée au MLC
et le dénominateur désigne la fonction de vraisemblance sous 1’hypotheése nulle. La distribution
du LLR n’ayant pas de forme analytique, la méthode utilise 9 999 réplications de Monte Carlo
sous ’hypotheése nulle afin d’obtenir une probabilité critique [Dwass, 1957]. Dans cette procédure,
une réplication consiste a générer les données distribuées selon une loi de Poisson sous 'hypothese
nulle. Les calculs ont été réalisés par le biais du logiciel SaTScan [Kulldorff, 2011] et un cluster a
été considéré comme significatif si sa probabilité critique unilatérale associée était inférieure a 0.05.
Par ailleurs, les clusters secondaires, clusters qui ne se superposent pas avec le MLC et disposent
d’une valeur élevée de LLR, ont été pris en compte. Leur significativité a été évaluée en calculant
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leur probabilité critique selon la méthode décrite dans [Zhang and Kulldorff, 2010].

Comme la présence de cluster spatiaux et spatio-temporels de MICI peut étre imputable a une
hétérogénéité de I'offre de soins en gastro-entérologie, nous avons utilisé les statistiques de scan afin
de détecter la présence de clusters de gastro-entérologues. Des analyses temporelles, spatiales et
spatio-temporelles ont été réalisées entre 1990 et 2006 en utilisant le code postal du lieu d’exercice
des praticiens.

3 Résultats

3.1 Variations spatiales et spatio-temporelles de ’incidence de MC

De 1990 a 2006, le taux moyen d’incidence brute annuel de MC était de 6.5 pour 100 000
habitants dans I’ensemble de la région étudiée. La répartition spatiale des SIR lissés, ajustés sur le
sexe et I’age au diagnostic, déterminée par la méthode hiérarchique bayésienne, suggere fortement
une hétérogénéité de l'incidence de MC au sein de la zone géographique étudiée (Figure 4.2), et
notamment une zone de sous-incidence dans le département de la Seine-Maritime.
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FIGURE 4.2 — Rapport standardisés d’incidence lissés de MC, ajustés sur le sexe et ’age au diag-
nostic, de 1990 a 2006, au sein de la zone géographique couverte par le registre EPIMAD dans le
nord de la France.

Les méthodes de statistiques de scan spatio-temporelles ont fourni deux types de clusters : les
clusters spatiaux constants et les clusters spatiaux non-constants. La description des caractéristiques
des clusters détectés significatifs (nombres de cas observé et attendu, probabilité critique, période
temporelle et localisation géographique) sont disponibles au sein de la Table 4.1. La répartition des
clusters spatiaux constants est montrée en Figure 4.3. Les analyses ont mis en évidence quatorze
clusters significatifs dont cing clusters de sur-incidence (total : 726 patients) et neuf clusters de
sous-incidence (total : 521 patients). Le risque relatif varie de 1.88 & 9.80 pour les clusters de sur-
incidence. Dans six clusters de sous-incidence, aucun cas de MC n’a été observé. Dans les quatre
clusters restants, le risque relatif varie de 0.56 a 0.66. Par ailleurs, les analyses ont mis en évidence
quatre clusters spatiaux non-constants significatifs (Figure 4.4), dont trois clusters de sur-incidence
(total : 779 patients) au cours d’une période de 9 & 12 ans, et un cluster de sous-incidence (total : 4
patients) sur une période de 7 ans. Le risque relatif varie, pour les cluster de sur-incidence, de 1.66
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a 2.03, et a pour valeur 0.14 pour 'unique cluster de sous-incidence. Parmi ces clusters spatiaux
non constants, trois d’entre eux n’étaient plus significatifs a la fin de la période d’étude (2006),
dont deux clusters de sur-incidence et un cluster de sous-incidence. Le cluster restant significatif
a la fin de la période d’étude est apparu en 1996 et est un cluster de sur-incidence. Il est situé en
zone cotiere, au bord de la mer du Nord (Boulogne : cluster 16 ; Figure 4.4).

I Custens of bigh €0 incidence
B Coutes of tow CO ineigenes

FIGURE 4.3 — Risques relatifs de MC dans le nord de la France pendant la période 1990 - 2006,
clusters spatiaux constants pendant ’ensemble de la période étudiée.

FIGURE 4.4 — Risques relatifs de MC dans le nord de la France pendant la période 1990 - 2006,
clusters spatiaux non-constants pendant 1’ensemble de la période étudiée.
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TABLE 4.1 — Description des clusters de MC issus des analyses spatio-temporelles, nord de la France, 1990-2006.

ID cluster® Type® Date de départ Date de fin Population Rayon (Km)® Cas observés Cas attendus RR? LLR? p
Clusters spatiaux constants
1 M?* 01/01/90 31/12/06 83996 3.79 0 90.33 0 90.967521  0.0001
4 S 01/01/90 31/12/06 42523 3.64 0 46.78 0 46.954198  0.0001
5 S 01/01/90 31/12/06 41190 7.06 0 42.28 0 42.420722  0.0001
13 S 01/01/90 31/12/06 23652 7.32 0 25.45 0 25.500852  0.0001
15 S 01/01/90 31/12/06 22803 4.82 0 24.13 0 24.176649  0.0001
17 S 01/01/90 31/12/06 18762 3.18 0 19.96 0 19.992701 0.0310
10 S 01/01/90 31/12/06 215032 8.58 178 309.23 0.56  34.306021 0.0001
14 S 01/01/90 31/12/06 247561 19.06 163 269.42 0.59 25.417637 0.0001
18 S 01/01/90 31/12/06 225942 10.39 180 269.43 0.66 17.466933 0.0270
2 S 01/01/90 31/12/06 5703 2.50 61 6.28 9.8  84.215722 0.0001
9 S 01/01/90 31/12/06 19768 12.05 69 20.58 3.38 35.234284  0.0001
3 S 01/01/90 31/12/06 88445 12.56 234 94.22 2.54  74.634570 0.0001
11 S 01/01/90 31/12/06 49753 4.62 117 52.66 2.24  29.385633 0.0001
8 S 01/01/90 31/12/06 123905 8.89 245 132.9 1.88 38.754113 0.0001
Clusters spatiaux non-constants
19 S 01/01/90 31/07/96 67713 10.78 4 29.17 0.14 17.268793 0.0320
6 S 01/06/92 31/05/04 144912 17.35 214 107.4 2.03 41.835657 0.0010
7 S 01/09/94 30/11/05 268953 21.78 352 212.15 1.7 39.955464 0.0010
16 S 01,/08/96 30/06/06 213764 27.65 213 129.86 1.66  22.805932 0.0010

AIDOTOINIAIdY, T ¥V NOLLVOITddV Ld HIHOUTHL

2 M most likely ; S secondaire; RR risque relatif dans le cluster comparé au reste de la zone étudiée; LLR log likelihood ratio

b ID, localisation géographique des clusters au sein des Figures 4.3 and 4.4

© Rayon, distance en Km entre le centre du cluster et ses frontiéres
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3.2 Analyse de l'offre de soin en gastro-entérologie

En 1990, il y avait 225 gastro-entérologues consultant dans 98 secteurs médicaux (public ou
privé) et en 2006, il y avait 262 gastro-entérologues consultant dans 116 secteurs médicaux. De 1990
a 2006, au sein de la zone géographique couverte par le registre EPIMAD, aucun cluster temporel,
spatial ou spatio-temporel de gastro-entérologues n’a été mis en évidence.

4 Discussion

Cette étude a permis de montrer une forte hétérogénéité spatiale de 'incidence de MC dans le
nord de la France pendant la période de 1990 a 2006, ce qui permet de confirmer et d’étendre les
résultats publiés dans [Declercq et al., 2010]. En utilisant les statistiques de scan spatio-temporelles,
18 clusters ont été identifiés dont 14 clusters spatiaux constants et 4 clusters spatiaux non-constants.
Parmi ces 14 clusters, 5 clusters de sur-incidence (total : 726 patients) et 9 clusters de sous-incidence
(total : 521 patients) ont été mis en évidence. Au sein des 4 clusters spatiaux non-constants, 3
clusters de sur-incidence (total : 779 patients) et 1 cluster de sous-incidence (total : 4 patients) ont
été détectés.

Les statistiques de scan spatiales ont été précédemment utilisées dans des études portant sur la
détection de clusters de cas de MC. Dans la province canadienne de Manitoba, [Green et al., 20006]
ont mis en évidence des clusters sur-incidence et de sous-incidence de MC et ont démontré une
relation avec les caractéristiques de la population. En effet, ils ont montré une corrélation négative
entre l'incidence de MC et les taux d’infection entérique a déclaration, ce qui tend a confirmer
I’hypothese hygiénique. Dans une étude réalisé en Norvege [Aamodt et al., 2008], un cluster de
cas de MICI constitué de 4 municipalités a été identifié. De surcroit, une analyse écologique a
montré que I'incidence de MC était plus élevée de 33% dans les municipalités ayant le plus fort
niveau d’éducation en comparaison avec celles ayant le plus bas niveau d’éducation, et 'incidence
de MC était plus élevée de 35% dans les municipalités urbaines par rapport a celles rurales. Ce-
pendant, aucune étude n’a pris en compte la dimension temporelle dans I'utilisation des méthodes
de statistiques de scan, limitant ainsi le poids de facteurs de risque évoluant au cours du temps.

Par ailleurs, le niveau de vie, le stress et les facteurs environnementaux sont considérés comme
des facteurs déclencheurs d’apparition de la MC chez les personnes présentant des pré-dispositions
génétiques. Aussi, 'existence de clusters spatio-temporels de cas de MC pourrait refléter des va-
riations dans la distribution spatiale de ces possibles facteurs étiologiques . En ce qui concerne le
niveau de vie, [Declercq et al., 2010] n’ont pas montré de relation significative entre I'incidence de
MC et la défaveur sociale évaluée par 'indice de Towsend. Concernant des évenements de vie stres-
sants susceptibles de déclencher I'apparition de la MC, [Lerebours et al., 2007] ont réalisé, a partir
des données du registre EPIMAD, une étude cas-témoins qui avait pour objectif de déterminer si le
stress, évoluant au travers d’évenements de vie, était associé a I’apparition de la MC. Apres ajus-
tements sur des scores de dépression et d’anxiété ainsi que sur d’autres caractéristiques telles que
le statut tabagique et des caractéristiques socio-économiques, aucune association significative n’a
été mise en évidence. En ce qui concerne les facteurs environnementaux, les études rétrospectives
sont difficiles & mettre en oeuvre du fait du biais de mémorisation. En outre, la détection de clus-
ters géographiques sans biais de pré-sélection au moyen des statistiques de scan, va permettre de
réaliser des études épidémiologiques interventionnelles focalisés sans a priori.

Au sein de cette étude, deux types de clusters ont été identifiés : certains sont purement spatiaux
et par conséquent constants tout au long de la période de temps étudiée, et d’autres étaient non-
constants dans le temps. La présence de clusters purement spatiaux peut refléter soit une différence
constante d’exposition aux facteurs environnementaux tout au long de la période étudiée soit la
présence de contextes de susceptibilité génétique a la MC différents. Il est intéressant de remarquer
le fait que le cluster présentant le risque le plus élevé (ID = 2) se situe & proximité de deux fonderies
de métaux non-ferreux. Or, une précédente étude [Leroyer et al., 2001] a mis en évidence le fait
que les sols de ces municipalités contiennent entre 100 et 1 700 ppm de plomb et que 30% des
hommes et 12% des femmes habitant dans cette zone montrent des taux de plombémie excédant
100microg/L. Par ailleurs, le plomb et ’aluminium ont précédemment été cités comme des facteurs
environnementaux probable de la MC [Lerner, 2007]. Autre fait intéressant, les principaux clusters
de sous-incidence ont été détectés dans le département de la Seine-Maritime. Ce dernier présente
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la particularité d’avoir subi une importante invasion Viking en 911 ce qui a conduit & un flux
substantiel de génes scandinaves. Or, il a été mis en évidence par [Riis et al., 2007] que le taux
de mutation du géene CARD15/NOD2, mutation responsable d’une prédisposition & la MC, était
moins courant dans les populations scandinaves par rapport aux autres pays européens.

La principale innovation de cette étude réside dans l'identification, par le biais des analyses
spatio-temporelles, de 3 clusters de sur-incidence et 1 cluster de sous-incidence non constants dans
le temps, ce qui suggere fortement l'influence de facteurs environnementaux. Deux clusters de sur-
incidence (ID = 6,7) se situent dans des zones rurales qui ont connu, au cours des trente derniéres
années, un passage de l'agriculture traditionnelle vers la culture céréaliere intensive caractérisée
par une mécanisation complete des installations et 1’utilisation d’engrais chimiques. D’autres études
sont nécessaires afin de confirmer le lien entre les cluster de cas de MC et la présence de polluants.

Les principales forces de cette étude résident dans le fait que le registre EPIMAD constitue le
plus grand registre mondial (9.3% de la population frangaise) et a permis de disposer d’un grand
nombre de cas. Par ailleurs, la méthodologie de collecte des cas est bien adaptée au systeme de
soins francais et son exhaustivité a été évaluée a 96% [Gower-Rousseau et al., 1994]. Aussi, la com-
binaison de ’exhaustivité du registre et I'utilisation de statistiques de scan spatio-temporelles est
particulierement bien adaptée a I'identification de clusters géographiques d’origines environnemen-
tales. Par ailleurs, I’homogénéité de 1’offre de soin en gastro-entérologie dans la zone géographique
couverte par le registre confirme que les clusters de cas de MC mis en évidence ne sont pas impu-
tables a des modifications temporelles ou spatiales de 1'offre de soin.

Néanmoins, cette étude présente également des faiblesses. En effet, n’ont pas été pris en compte
le manque d’informations sur les conditions de vie des patients, leur statut socio-professionnel et
sur d’autres facteurs de risques potentiels de MC qui ne permettent pas de mettre en corrélation
directe les clusters géographiques et les caractéristiques environnementales. De surcroit, le registre
renseigne le lieu de résidence des patients a la date du diagnostic et non avant I’apparition de la
maladie.

En outre, la principale force de cette étude réside dans la taille important du registre qui
inclut des patients vivant dans différentes zones en termes d’environnement (urbain, péri-urbain et
rural) et, en termes de pollution, ce qui permet la réalisation de futures études épidémiologiques
analytiques telles que des études cas/témoins.

5 Conclusion

Dans le cadre de 1’épidémiologie, et notamment au sein des études écologiques, les statistiques
de scan spatiales et spatio-temporelles se révelent étre des outils pertinents et robustes afin de
détecter des clusters atypiques (i.e. statistiquement significatifs) en termes de sur-incidence ou
sous-incidence de cas d’'une pathologie. La prise en compte des dimensions spatiale et temporelle
rend ces méthodes singulieres dans le domaine des techniques de détection de clusters.

Au travers de cette étude, nous avons mis en évidence le fait que le nord de la France est
caractérisé par une forte hétérogénéité spatiale et spatio-temporelle de l'incidence de la maladie
de Crohn. L’existence de clusters spatiaux constants et non constants tout au long de la période
d’étude suggere que les facteurs de risque de la MC sont encore a l'oeuvre dans cette région.
Cette spécificité ouvre la voie a de futures études portant sur les différences de distribution des
variants génétiques et des facteurs environnementaux entre les clusters de sur-incidence et ceux de
sous-incidence en utilisant une approche objective.
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Conclusion générale et
perspectives

1 Conclusion générale

Dans le cadre de cette these, nous nous sommes intéressés au domaine de la détection de clusters
au moyen des statistiques de scan. Ce travail s’est tout d’abord axé sur I'influence de la forme de
la fenétre de scan sur I’approximation de la distribution de la statistique de scan bidimensionnelle
discrete (Chapitre 2). Ensuite, nous nous sommes intéressés au cas des statistiques de scan spatiales
et notamment & l'approximation de la distribution de la statistique de test (Chapitre 3). Enfin,
nous avons appliqué ces méthodes a I’étude de la Maladie de Crohn dans le Nord-Pas-De-Calais
par le biais des données collectées par le registre EPIMAD (Chapitre 4).

Au sein du chapitre 2, nous avons évalué l'influence de la forme de la fenétre de scan sur la
distribution des statistiques de scan bidimensionnelles discreétes. Nous avons réalisé une étude de
simulation prenant en compte des fenétres de scan de forme carrée, rectangulaire et circulaire
(cercle discret). Cette étude a mis en évidence le fait que les distributions des statistiques de scan
associées a ces formes sont tres proches les unes des autres mais significativement différentes. Par
ailleurs, nous avons mis en évidence, par le biais d’une étude de simulation, que la puissance du
test basé sur les statistiques de scan est liée a la forme de la fenétre ainsi qu’a la forme du cluster
existant sous 'hypothese alternative.

Dans le chapitre 3, nous avons proposé, dans le cadre des statistiques de scan spatiales, une
alternative a la méthode de Monte Carlo pour le test de rapport de vraisemblance généralisé. Le
principe de cette alternative réside dans le fait de conserver la phase de détection du MLC et, en uti-
lisant une modélisation basée sur une suite variables aléatoires de Bernoulli, d’estimer la probabilité
associée au MLC. L’approximation de cette probabilité a été réalisée par la formule proposée dans
[Haiman, 2007] basée sur les suites de variables aléatoires 1-dépendantes. Cette approximation, qui
donne également une erreur d’approximation, présente ’avantage d’étre constituée de quantités qui
sont calculables par le biais de formules exactes, diminuant ainsi les temps de calculs. Nous avons
réalisé une étude de simulation visant a comparer la méthode basée sur les simulations de Monte
Carlo et celle basée sur notre modélisation. A partir de simulations sous ’hypothese alternative,
nous avons mis en évidence que les deux méthodes fournissent des probabilités concordantes, notre
méthode présentant une puissance supérieure a celle basée sur les simulations de Monte Carlo et
un temps de calcul nettement plus faible.

Au sein du chapitre 4, nous avons appliqué les statistiques de scan spatio-temporelles & I’étude
de la répartition spatiale des cas de maladie de Crohn (MC) dans le nord de la France, de 1990
a 2006. Cette pathologie chronique, dont I’étiologie est inconnue, n’est pas mortelle mais altere
significativement la vie des patients. Nous avons isolés 18 clusters significatifs de deux types :
14 clusters spatiaux constants dans le temps et 4 clusters spatiaux non-constants dans le temps.
Parmi les 14 clusters du premier type, 5 clusters de sur-incidence et 4 clusters de sous-incidence
ont été détectés. Parmi les 4 clusters du deuxiéme type, 3 clusters de sur-incidence et 1 cluster de
sous-incidence ont été détectés. Ces clusters ouvrent la voie a des recherches de facteurs causaux
de nature génétique et/ou environnementale.
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2 Perspectives

Les statistiques de scan se révelent étre un domaine de recherche offrant un nombre conséquent
de perspectives, autant sur le plan théorique qu’appliqué. Cette section présente, de maniere suc-
cincte, les perspectives de recherche que nous voudrions développer.

Statistiques de scan a fenétre variable. Le chapitre 2 s’est attaché a décrire la plupart
des approximations de la distribution des statistiques de scan a fenétre fixe. Or, dans [Glaz and
Zhang, 2004], les auteurs ont mis en évidence le fait que les statistiques de scan & fenétre variable
présentent une meilleure sensibilité concernant la détection de clusters atypiques. Depuis, [Glaz and
Zhang, 2006, Zhang and Glaz, 2008] ont proposé des méthodes de type Mazimum scan score-type
statistics et Minimum p-value scan statistics afin de donner une approximation des statistiques
de scan a fenétre variable, en se basant sur des approximations de type ”"Product-Type”. Nous
proposons de développer une méthodologie, basée sur 'approximation d’Haiman, afin de donner
une approximation des distributions des statistiques de scan a fenétre variable, dans les cas uni et
bidimensionnels.

Statistiques de scan spatiales : prise en compte de variables explicatives. Les statis-
tiques de scan spatiales ne permettent pas, a '’heure actuelle, de prendre en compte des variables
explicatives dans le calcul du nombre attendu de cas dans une unité spatiale. Or, en épidémiologie,
I’hétérogénéité spatiale du nombre de cas de maladie peut étre imputable & de nombreux facteurs
tels que les caractéristiques socio-démographiques propres a chaque unité spatiale. La prise en
compte de ces facteurs est réalisée, pour le moment, par le biais de standardisation indirecte et en
considérant uniquement des variables qualitatives. Une piste de solution réside dans 'utilisation
de modeles spatiaux log-linéaires afin de prendre en compte tout type de variables explicatives et,
par conséquent, donner une estimation du nombre attendu de cas par unité spatiale.

Prise en compte de données manquantes. Dans le cadre temporel, une donnée manquante
peut étre définie par un évenement intervenant dans un intervalle de temps mais dont la date
précise est inconnue. Dans le cadre spatial, une donnée manquante est définie par un évenement
apparaissant dans le domaine géographique étudié mais dont les coordonnées spatiales sont incon-
nues. A I’heure actuelle, les méthodes de statistiques spatiales prennent en compte que des données
completes. Dans le cas de présence de données manquantes, deux possibilités s’offrent & nous : la
suppression de ces données ou leur imputation. La premiere possibilité implique de facto une perte
de puissance statistique et nécessite ’hypothese d’une répartition uniforme des données manquantes
(missing at random). Or, si cette hypothese n’est pas vérifiée, les clusters détectés pourraient étre
uniquement considérés comme des artefacts liés a disparité des fréquences de données manquantes
selon les unités temporelles ou spatiales. Aussi, la prise en compte de données manquantes par le
biais de méthodes d’imputation de données temporelles ou spatiales nous semble une perspective
de recherche pertinente.

Applications a I’épidémiologie. Le chapitre 4 a mis en évidence l'intérét des méthodes de
statistiques de scan dans la détection de clusters atypiques de clusters de cas de maladies. Dans
le cadre de pathologies dont I'étiologie est peu connue voire inconnue, la mise en évidence de
zones géographiques atypiques permet aux cliniciens d’émettre des hypotheses sur les causes de
ces maladies. A la vue du nombre important de registres de cas de maladies dans le domaine
médical, il apparait évident que les méthodes de statistiques de scan vont étre amenées a étre
utilisées de maniere récurrente. A ’heure actuelle, nous appliquons ces méthodes dans I’analyse de
la répartition spatiale des cas de lymphomes non-hodgkiniens dans le Nord-Pas-De-Calais (Registre
Lymphonor), les cas d’insuffisance rénale, dans la méme région (registre REIN) ainsi que les cas
de tentative de suicide (F2RSM).

Les perspectives d’application de ces méthodes dans le domaine de la Santé Publique sont
nombreuses et notamment dans le cadre de données génétiques et environnementales. Par ailleurs,
les statistiques de scan peuvent étre également utilisées dans le cadre de systemes de surveillance
prospectifs, particulierement dans la détection d’épidémies.
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Annexe A

Test basé sur la statistique de
scan : cas bidimensionnel discret

1 Modele binomial

Soit [0, N1] x [0, N2] une région rectangulaire, N1, No € N. Soit {X;;} une famille de variables
aléatoires binomiales B(n, py), indépendantes :

P(Xij = i) = (:)PZ”(l —pK)" 1<i< Ny, 1<j< Ny,
ij

ou
Vi, s,mi,mo €N, 1<m; <Ny, 1<mog <Ny, 1<t<Ni—mi+1,1<s<No—mg+1

J— 0 si {i,7}€]0,Nq] x [0, No]\[t,t +mq — 1] X [s,5+ mg — 1]
1 st {i gy et t+my —1] X [s,5 4+ my — 1]

Les X;; correspondent au nombre d’événements observés dans la sous-région élémentaire [i — 1,14 x
[7 — 1,4]. Supposons m; et msy fixés et les parametres py connus. On souhaite tester I’hypothese
nulle H, selon laquelle les X;; sont i.i.d. B(n,po) :

Ho : po=m (A1)

Contre une hypothese alternative H; supportant un cluster d’évenements dans une fenétre de taille
mi1 X mgy :

Hi:p1>po (A.2)

Proposition A.l. Le test de rapport de vraisemblance généralisé (TRVG) rejette Hy (A.1) au
profit de Hy (A.2) lorsque la statistique de scan bidimensionnelle discréte & fenétre de taille fize
my X ma, S(ml,mo, N1, No), exceéde un seuil T déterminé & partir de P(S(ml,mg, N1, No) >
T|Ho) = « 0t « correspond au risque de premicre espéce associé au test.

Preuve. Le preuve suit un raisonnement identique au cas unidimensionnel. La fonction de vrai-
semblance sous Ho, Ly, , a pour expression

s 101 (R

i=1j=1

La fonction de vraisemblance Ly, (t,s), a pour expression

t—1s—1 t4+mq1—1s+mo—1
LH1 t 8 H H ( >p0 1_p0 n Tij H H < ) 1_p1)n—w1j
i=1j5=1
CIOIE () )

i=t+m1 j=s+mso
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Le rapport de vraisemblance LR(t,m) a donc pour expression

IS I () )pr (L= py)n s
[ TG (2 )we (1= po)—=s”

et son logarithme, LLR(t,s,m1,msa),

LR(t,s,my,msa) =

t+myi—1s+mao—1
LLR(t,s,mi,mg) = log H H ( ) I —py)n"
j=

t+mq1—1s+mo—1
—log H H <$CZJ> T(1=po)" ™,

qui se simplifie

t+mi—1s+mao—1 1 »
1 —p1
LLR(t,s,m1,m2) E E {x” log ( o) + (n — x;5) log ( ) }

1—po

Tout comme dans le cas unidimensionnel, posons C; = log (571,) et Cy = log (1:5;). Comme
p1 > po alors Cy >0 et Cy < 0.

t+mi—1s+mo—1 t+mi—1s+mo—1
LLR(t,s,ml,mz) =C; Z Z Tij + Cy Z Z (n—zij).
1=t Jj=s 1=t j=s

Posons

t+mqi—1s+mo—1

Vis = § § Tij,
1=t

Vi correspond au nombre de cas observés dans la fenétre de taille [t,t +my — 1] X [s, s +mg — 1].
LLR(t,s,m1,ma) = Civts + Co(miman — vys).

Pour my et ma fixés, et comme C; > 0 et Co < 0, le LLR(t,m) est une fonction monotone
croissante en vis. Par conséquent, le test de rapport de vraisemblance rejette Hy pour une valeur
de vi5 aussi grande que possible, a la savoir la statistique de scan bidimensionnelle discréte a fenétre
fize de taille mq X my :

S(mi,ma, N1, Na) = max Ut s.
1<t<N;i—m;+1
1 S S S N2 — mo + 1

2 Modele de Poisson

Soit [0, N1] x [0, N2] une région rectangulaire, Ny, No € N. Soit {X;;} une famille de variables
aléatoires de Poisson P(\y), indépendantes :

e N
P(Xij = xij) = ——— 1<i<N;, 1<j<N,,
Lij+
ou
Vi, s,mi,mes €N, 1<m; <Ny, 1<mo <Ny, 1<t<N—mi+1,1<s<Ny—m2+1

k- 0 si {4,5} €[0,N1] x [0, NoJ\[t,t +my1 — 1] X [s, 5 +mg — 1]
1 osi {i gy et t+my —1] X [s,5 4+ my — 1]
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Les X;; correspondent au nombre d’événements observés dans la sous-région élémentaire [i — 1,14 x
[7 — 1,4]. Supposons m; et mso fixés et les parametres py connus. On souhaite tester I’hypothese
nulle H, selon laquelle les X;; sont i.i.d. P(Ag) :

Ho: o =M (A.3)

Contre une hypothese alternative H; supportant un cluster d’évenements dans une fenétre de taille
mip X my :

Hl : )\1 > )\0 (A4)

Proposition A.2. Le test de rapport de vraisemblance généralisé (TRVG) rejette Ho (A.3) au
profit de Hy (A.4) lorsque la statistique de scan bidimensionnelle discréte & fenétre de taille fize
m1 X mag, S(ml,mg, N1, Na), excéde un seuil T déterminé a partir de P(S(ml, ma, N1, Na) >
T|Ho) = « 0t « correspond au risque de premiére espéce associé au test.

Preuve. Le preuve suit un raisonnement identique au cas unidimensionnel. La fonction de vrai-
semblance sous Ho, Ly,, a pour expression

N1 N3

=M=

1=17=1

,)\0)\901]

La fonction de vraisemblance Ly, (t,s), a pour expression

t—1s—1 _/\0)\97,] t+mi1—1s+mo—1 _)\1>\x” Ny _)\0)\90”

Lt = ITIT == 11 1 1

i=1j=1 i=t+mi j=s+ms J
Le rapport de vraisemblance LR(t,m) a donc pour expression

Ht+m171 Hs+m271 e M /\fij
i=t j=s ;!

LR(t,s,mi,my) =

el
l—[t+m1—1 Hs+m2—1 e Mo,

i=t j=s T3]
et son logarithme, LLR(t,s, m1, ms),

t+my1—1s+mo—1

LLR(t S ml,mg Z Z -1+ Tij log()\l)) — ()\0 + Tij IOg()\o))] s
j=

qui se simplifie

t+myi—1s+mo—1

LLR(t, S, ml,mg) = m1m2(>\0 — )\1) +C Z Z Tij,

ou C' =log (i—é) Posons

t+mi—1s+mo—1

E E Tij,
=t j=s

ol Vs correspond au nombre de cas observés dans la fenétre de taille [t,t+mq —1] X [s, s+mo —1].
LLR(t,s,m1,ma) = mima(Ag — A1) + Crs

Comme A1 > Ao, C > 0 et myma(Ng — A1) < 0. Pour my et mo fixés le LLR(t,m) est une
fonction monotone croissante en vys. Par conséquent, le test de rapport de vraisemblance rejette Hy
pour une valeur de vys aussi grande que possible, a la savoir la statistique de scan bidimensionnelle
discrete a fenétre fixe de taille my x my :

S(mi,ma, N1, No) = max Vis-
1<t<N;i—m1+1
1 S S S N2 —ma + 1
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Annexe B

Formule d’interpolation linéaire

Si Ny and Ns ne sont pas multiples de my and mso nous avons besoin d’une interpolation afin
de donner une approximation de P(S(m1,ma, N1, No) < n). Posons Ry = Ni x Ni la plus grande
région rectangulaire contenue dans R = Ny x No et posons Ry = N7 x N2 la plus petite région
rectangulaire contenant R.

Pour un n € N donné, posons p; = P(S(my,ma, Ni, N3) < n) correspondant a la valeur de
la distribution de la statistique de scan en scannant Ry et po = P(S(my,me, N3, N3) < n) la
valeur de la distribution de la statistique de scan en scannant Rs. De maniere évidente, p; > po et
]P’(S(m1, mo, N1, N2) < ’I’L) S [pl,pg}.

Posons p* = P(S(m1, ma, N1, Na) < n) la valeur estimée de la distribution de la statistique de
scan en scannant R obtenue par interpolation linéaire comme suit (voir Figure B.1). L’équation de

P(S(m1,ma,n1,n2) < n)

Nll Ny le ny

F1cURE B.1 — Approximation de p* par interpolation linéaire.

la droite Dy passant par les points (Ni, NJ) et (N2, N2) a pour expression

ny = Anq, + B,

ol
NN}
NT_ NI
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et

N2Z - N.
B_N;4w<N§ ﬁ)
1

Posons (N7, N5) le point sur Dy qui est le plus proche de (N7, Na). Clairement, (N7, N3) est le
point défini par Uintersection de D; avec la droite perpendiculaire & D; passant par (Np, Na),
nommée Ds. Des calculs élémentaires donnent les expressions suivantes pour Ny et NJ :

C-B
Ny =""7,
A+Z
* A2(C_B)
N; = A +1 +B,

avec C' = Ny + %Nl. En utilisant le théoreme de Thales, on obtient finalement

Ni — NY

p*:pl_(pl )Nl NQ-
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Annexe C

Forme de la fenétre : applications
numériques supplémentaires

TABLE C.1 — Approximations de P(S < n) : Scan d’une région N7 x Ny = 42 x 42 avec différentes
formes de fenétres.

Scanning window shape Approximation and approximation error for P(S < n)

Square
mq=mg =4, K=1L =12, N =10
X;j ~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X, ~ P(0.25)
my =4 n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23)
3 0.985482  0.005324 13 0.941050  0.015285 13 0.907245  0.028243
4 0.999735  0.000978 14 0.982274  0.005066 14 0.971505  0.007914
P 5 0.999999  7.99E-10 15 0.995073  0.002207 15 0.992204  0.003505
) —
Rectangle
my =1, mg =16, K =48, L = 3, N = 10°
X;; ~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X, ~ P(0.25)
— I:I:I:‘//I:I:I:‘ n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23)
,,,_,{15 3 0.990571  0.003023 13 0.963984  0.006572 13 0.957232  0.021233
4 0.999807  0.000488 14 0.990747  0.003057 14 0.987906  0.005119
5  1.000000  0.000000 15 0.998023  0.001356 15 0.996412  0.002316
Rectangle
my =2, mg =8, K=24, L =6, N =10°
. X;; ~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X;j ~ P(0.25)
my =
n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23)
' 3 0.982114  0.004750 13 0.951232  0.010641 13 0.917379  0.034018
4 0.999779  0.000748 14 0.988426  0.004261 14 0.976583  0.008009
5  1.000000  0.000000 15 0.996092  0.002124 15 0.993762  0.003004
Rectangle
my =8, mpg=2 K=6, L =24, N=106
i~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X;j ~ P(0.25)
=8 n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23)
3 0.987399  0.005148 13 0.953775  0.016608 13 0.918798  0.019169
4 0.999867  0.000676 14 0.985515  0.004862 14 0.978260  0.006486
5  1.000000  0.000000 15 0.997181  0.001674 15 0.994439  0.003073
my =2
Rectangle
my =16, mg =1, K =3, L =48, N = 10%
X;; ~ B(1,0.01) X;j ~ B(5,0.05) X;j ~ P(0.25)
m=16 7 7 n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23) n (2.16) (2.23)
3 0.990953  0.003519 13 0.965199  0.014372 8 13 0.958368  0.009658
4 0.999764  0.000521 14 0.991177 0.003537 14 0.986935  0.004355
5  1.000000  0.000000 15 0.997826 0.001518 15 0.996679  0.002277
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