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GLOSSAIRE 

Bornitude : C’est un terme utilisé lorsqu’on veut exploiter le fait qu’une fonction est 

bornée. 

 

Commandabilité : Un système est dit commandable si pour tout intervalle de temps 

considéré, il existe une commande lui permettant d’atteindre un point final à partir d’un 

point initial donné. 

 

Fonction barrière : En optimisation sous contrainte, en mathématiques, une fonction 

barrière est une fonction continue dont la valeur en un point augmente jusqu’à l'infini 

lorsque le point s'approche de la limite de la région réalisable. Il est utilisé comme un 

terme pénalisant pour les violations de contraintes. 

 

Fonction de Lyapunov : C’est une fonction, généralisant l'énergie d'un système et permet 

d'estimer la stabilité d'une solution d'une équation différentielle. La recherche d'une telle 

fonction est un problème dont la solution, sauf cas particulier, n'a rien d'évident. Dans le 

cas de systèmes linéaires aux paramètres incertains, cette recherche peut se formaliser en 

un problème d'optimisation et, lorsque celui-ci est convexe, il existe des algorithmes de 

résolution efficaces. Il existe également des méthodes permettant de réaliser un bouclage 

de manière qu'une fonction de Lyapunov, choisie à l'avance, garantisse la stabilité. La 

théorie de Lyapunov est utilisée pour l’étude de stabilité des systèmes dynamiques. 

 

Linéarisé (Système) : Ce terme se dit d’un système d’équations différentielles linéaire 

obtenu par linéarisation d’un système non linéaire. 

 

Multimodèle (Approche) : L’approche multimodèle est une approche mathématique 

visant à représenter du mieux possible le fonctionnement dynamique d’un processus, en 

utilisant des modèles Linéaires Invariants dans le Temps (LTI). 

 

Observabilité : Ce terme définit le caractère de ce qui est observable, c'est-à-dire la qualité 

de ce qui peut être observé. Un système est dit observable si l'observation de ses entrées et 

sorties pendant un intervalle de temps fini permet de déterminer l'état initial, et donc, par 



intégration de l'équation d'état, de connaître à tout instant la variable d’état appartenant à 

l'intervalle considéré. 

 

Singularité : Ce terme décrit le caractère singulier d’un point ou un objet mathématique 

qui n'est pas bien défini : par exemple, une valeur où une fonction d'une variable réelle 

devient infinie ou encore un point où une courbe a plusieurs tangentes. 

 

Stabilisabilité : Un système est dit stabilisable, c'est-à-dire la qualité de ce qui peut être 

stabilisé, si ses pôles non commandables appartiennent tous au demi-plan gauche ouvert. 

Un système commandable est donc stabilisable. 
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AVANT-PROPOS 

 

Ce travail de thèse de doctorat est le fruit de plusieurs années de travaux collaboratifs faits 

en partie à Madagascar et en partie en France. 

A Madagascar, ce thème de recherche n’est pas le fruit du hasard mais sa définition a été 

basée sur plusieurs critères et en particulier les travaux effectués durant le second cycle à 

l’ESP Antsiranana. Les paragraphes suivants donnent un aperçu des principaux résultats 

ainsi obtenus. 

En projet 1, concernant l’établissement des algorithmes relatifs à un « logiciel d’aide au 

projet d’installation des lignes de distribution », il a été question de procéder aux calculs 

mécaniques (tension de pose pour que la ligne résiste aux conditions les plus défavorables : 

vent fort, échauffement,…) et électrique (section et longueur des câbles, chute de tension et 

perte de puissance admissibles) ; puis, d’inventorier les différents matériels nécessaires à 

l’installation (câbles, supports et ses armements, dispositifs de protection,…) et enfin de 

détailler la méthodologie d’installation en illustrant les démarches de choix des éléments 

compatibles dans des algorithmes. 

En projet 2, il a été question de procéder à l’« étude et principe de réglage des systèmes de 

protection dans un réseau radial » pendant lequel il a été spécifié les différents types de 

défauts pouvant apparaître dans le type de réseau considéré ainsi que les appareils de 

protection spécifiques à l’élimination de chaque défaut ; après, d’étudier le principe et les 

étapes de réglage de chaque appareil de protection et de l’ensemble du système tout entier 

de telle façon à assurer la coordination des isolements. 

Un mémoire d’ingéniorat en génie électrique était ensuite le précurseur d’un travail sur 

un « logiciel d’aide à la construction et à l’exploitation d’une ligne de distribution » qu’un 

autre diplômant de l’année suivante avait finalisé (tout en étant parmi ses encadreurs à titre 

d’assistant de laboratoire). Il s’agissait de faire un état de l’art sur les projets 

d’électrification rurale, l’étude des différents régimes du neutre et de la compatibilité 

électromagnétique vis à vis des réseaux électriques ; puis, d’aborder le choix des éléments 

constitutifs, des accessoires de lignes, des systèmes de protection qui a été traduit ensuite 

par des algorithmes (se basant sur les résultats obtenus en projets 1 et 2). Le diplômant qui 

avait pris la suite avait pour rôle, en se basant sur les existants, de procéder à la 

programmation de telle façon à concevoir le logiciel. 



En début de troisième cycle, il s’agissait d’aborder le mariage de ces sous-domaines des 

réseaux électriques avec un sous-domaine de l’automatique : la commande. 

Le sujet de mémoire de Diplôme d’Etudes Approfondies (DEA) en génie électrique a 

traité le « Comportement d’un réseau électrique îloté suite à l’enclenchement d’une 

génératrice asynchrone entraînée par éolienne et alimentant un redresseur contrôlé, cas de 

la Compagnie Salinière de Madagascar  (CSM) ». Nous étions deux candidats à traiter ce 

thème et il s’agissait pour la partie me concernant, de se focaliser sur la « synthèse des lois 

de commande et critères de performance du système », domaine de l’automatique. Le 

début des travaux concernait des généralités sur la CSM et son réseau électrique, suivi de 

l’état de l’art sur la conversion de l’énergie éolienne détaillant les différentes approches 

pour le choix des différents éléments du système éolien à adopter ; puis, de procéder à la 

modélisation du réseau existant et de l’ensemble éolien à implanter, de fixer le choix sur 

trois génératrices asynchrones de 60kW, chacune alimentant un bus continu par 

l’intermédiaire d’un redresseur à Modulation de Largeur d’Impulsion (MLI). Le réseau 

électrique est par ailleurs alimenté par un onduleur MLI. Ensuite, il était question aussi de 

procéder à l’étude des régimes permanents et transitoires du réseau en considérant le 

fonctionnement en régime de pointe sans et avec défauts ou manœuvres quelconques. La 

dernière étape des travaux consistait à synthétiser des lois de commande et des critères de 

performance du système de telle façon à ce que le système tout entier répond toujours aux 

différents régimes de vent et de charge (faible, moyen, fort). La solution proposée pour 

assurer la compensation d’énergie réactive a été de faire fonctionner certains groupes hors 

service, selon la puissance réactive demandée, en dessous de leur puissance nominale. Ces 

travaux ont nécessité un séjour de trois semaines au laboratoire du Groupe de Recherche en 

Electrotechnique et Automatique du Havre (GREAH) EA 3220. Ce stage a permis de 

procéder à la simulation des différents régimes du vent du site de la CSM sur le simulateur 

éolien du laboratoire. Il s’agissait aussi de défendre le choix de génératrice vis à vis des 

membres du laboratoire qui eux, travaillent sur de nouvelles générations de génératrices 

éoliennes : les machines à courant continu, à aimants permanents et les machines 

synchrones à réluctance variable. 

La suite des travaux de recherche depuis le DEA a été effectuée de décembre 2006 à mars 

2007 lors d’un stage-recherche (stage professionnel) de l’AUF au sein du Laboratoire 

d’Automatique de Grenoble UMR 5528 (LAG-ENSIEG-INPG), devenu depuis 2007 le 

Département Automatique de GIPSA-lab (Laboratoire Grenoble Images Parole Signal 

Automatique) UMR 5216 (Institut National Polytechnique de Grenoble – CNRS – UJF – 



Stendhal). Il s’agissait d’étudier l’« Application de l’approche LPV stochastique pour la 

commande des réseaux électriques ». Durant ce stage, la modélisation 2-axes des réseaux 

électriques se rapprochant de la configuration réelle (généralement, on se limite à la 

modélisation à un axe) ainsi que la simulation de réseau électrique à une machine débitant 

sur un bus infini, puis d’un réseau interconnecté à trois machines ont été effectués, à partir 

du logiciel Power Designer. La linéarisation et la formulation de la méthode LPV 

stochastique pour la synthèse de correcteurs ont aussi été abordées. 

De décembre 2007 à février 2008, l’obtention d’une bourse de perfectionnement en 

formation de l’AUF au sein du même laboratoire à Grenoble a permis de continuer les 

travaux de recherche sur l’« Application de l’approche LPV stochastique pour la 

commande des réseaux électriques », plus particulièrement sur l’actualisation de l’état de 

l’art dans le domaine, le choix et la mise en œuvre de la méthode LPV stochastique partant 

de différents modèles de réseaux. Les travaux déjà faits ont justifié que le thème était 

innovant. Lors du même séjour, il a aussi été abordé la « Conception d’un cours 

d’automatique pour une licence professionnelle en ligne en Maintenance Industrielle » que 

les deux Instituts Supérieurs de Technologie (ISTs) malgaches (Antananarivo et 

Antsiranana) se proposaient de lancer et qui a permis de réorganiser totalement les cours 

d’automatismes industriels et d’automatique des différents cycles au sein de l’IST-D 

[Diplôme de Technicien Supérieur (DTS), Diplôme de Technicien Supérieur 

Spécialisé (DTSS) et Ingéniorat], appliqué depuis le second semestre de l’année 

universitaire 2008-2009. Les contenus des cours, travaux dirigés et travaux pratiques sont 

disponibles et tous les enseignants de cette matière peuvent s’en servir. 

Suite à ces différents travaux collaboratifs réalisés avec l’équipe SYStème non linéaire et 

COmplexité (SYSCO) du Département Automatique de GIPSA-lab, l’encadreur a été 

satisfait et a proposé un sujet de thèse qu’il codirige avec Monsieur Gildas Besançon, 

également Professeur à Grenoble INP. Les objectifs généraux à atteindre sont déjà définis. 

Comme il s’agit d’une thèse en co-direction, les travaux se font alternativement au sein de 

l’équipe SYSCO, domaine énergie (durant 3 mois chaque année), aux Laboratoire des 

Réseaux Electriques de l’ESP Antsiranana (dirigé par le Professeur Jean Marie 

Razafimahenina) et Laboratoire d’Electronique et d’Automatismes de l’IST-D. Cette thèse 

vise à permettre le développement des activités de recherche de principales équipes entre le 

GIPSA-lab, l’ESP Antsiranana et l’IST-D dans l’optique de mettre en place une 

convention de partenariat de longue durée. 
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INTRODUCTION GENERALE 

 

L’électricité est connue universellement comme étant un vecteur de développement. Par 

ailleurs, sa production, son exploitation (transport, répartition, distribution et conduite) 

ainsi que son utilisation doivent être bien maîtrisées et gérées au mieux. Les problèmes 

relatifs à une mauvaise maîtrise et/ou une mauvaise gestion de l’énergie électrique peuvent 

varier d’un pays à un autre ou d’un continent à un autre, allant d’une simple perturbation 

(flicker, surcharge) à un défaut plus grave (court-circuit) pouvant entrainer une coupure 

totale et prolongée de la fourniture de l’énergie électrique. 

On peut citer par exemple, pour l’Amérique, le phénomène de panne de courant à grande 

échelle dit « blackout » du jeudi 14 août 2003 pendant lequel les États et provinces du 

Nord-Est de l'Amérique du Nord sont tombés dans le noir à cause de l'arrêt de plusieurs 

centrales électriques les 12 et 13 août, ainsi que la coupure de plusieurs lignes de 345kV 

dans l'Ohio. Par effet de cascade en cette période de forte consommation, la panne 

s'étendait en quelques heures sur 256 centrales électriques. Ce phénomène est similaire à ce 

qui s’est passé en Europe de l’Ouest, le 4 novembre 2006. Suite à un incident survenu dans 

le Nord de l’Allemagne, le grand réseau électrique européen était divisé en trois zones 

déconnectées les unes des autres. Ces zones ont subi des déséquilibres à cause d’une 

production et consommation très différentes. Heureusement que le bon déroulement des 

procédures de sauvegarde a permis aux gestionnaires de réseau d’éviter le blackout. Pareil 

en Asie où une énorme panne d'électricité a touché le nord de l'Inde, coupant le courant de 

plusieurs centaines de millions (environs 300 millions) d'habitants dans neuf Etats, dont 

celui de New Delhi, le lundi 30 juillet 2012,… pour ne citer que ceux-ci. Il s’agissait dans 

ces cas de grands réseaux à plusieurs génératrices interconnectées. 

Il est donc très important d’éviter ces types de défauts mais surtout, lorsqu’ils se produisent 

quand même, de pouvoir ramener le système au régime sain avec les mêmes points de 

fonctionnement nominaux d’avant défaut. D’où le rôle de la commande ou plus 

précisément de la stabilisation des réseaux électriques. 
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Par contre, dans le cas de nombreux pays africains, les réseaux ont une dimension plus 

petite et sont principalement ilotés. Par ailleurs, l’origine et la manifestation des problèmes 

sont différentes. Il s’agit plutôt dans la plupart des cas des difficultés à satisfaire 

l’ensemble des besoins en électricité des populations, connues sous le terme « délestage », 

comme ce qui a touché le Sénégal en 2011 jusqu’en 2012, la Côte d’Ivoire dans les années 

1980 et 2010, Madagascar (dans presque toutes les grandes villes : Antananarivo, 

Toamasina, Mahajanga, Fianarantsoa, Toliara,… et tout récemment Antsiranana, 

Farafangana) les années 2008 jusqu’à maintenant. Ce phénomène favorise les vols de 

câbles (cas très fréquents à Madagascar où ce phénomène est à l’origine de 15% des 

coupures de courants, 60% même en Guinée), l’insécurité, … 

Mais qu’il s’agisse d’un réseau iloté ou d’un réseau interconnecté, une commande 

décentralisée est toujours faisable car ce terme même sous-entend que les grandeurs de 

commande sont disponibles localement. 

Le thème abordé dans ce rapport concerne la commande non linéaire des réseaux 

électriques, plus précisément l’« Etude de commandes non linéaires pour réseaux 

électriques – Application à un système SMIB ». Il s’agit dans le cadre de cet ensemble de 

travaux pour l’obtention du diplôme de Doctorat en Génie électrique de l’Université 

d’Antsiranana en co-direction avec GIPSA-lab de Grenoble INP de procéder à la 

stabilisation d’un réseau électrique par des approches de commande non linéaires. 

Des travaux ont déjà été abordés dans ce sens au sein de GIPSA-lab pour ne citer que la 

thèse de doctorat de ROOSTA Ali-Rèza en 2003 [ROO03] sur la « Contribution à la 

commande décentralisée non linéaire des réseaux électriques » dans laquelle il a abordé 

parmi tant d’autres la méthode backstepping. Ce qui est nouveau dans le cadre de ce 

travail, c’est la prise en compte de contraintes inégalités sur la sortie et la mise en œuvre de 

l’approche multimodèle obtenue par transformation par secteurs non linéaires. 

En effet, nous savons tous que le fait de linéariser un système non linéaire, comme celui 

qui traduit la dynamique d’un réseau d’énergie électrique, autour d’un point de 

fonctionnement nous permet tout simplement de représenter le système initial dans une 

plage de fonctionnement bien définie. Ceci nous donne des restrictions si on veut 

généraliser le résultat sur une plage plus large et par ailleurs une telle approche n’est plus 

assez fiable lorsque le système demande beaucoup plus de précisions, alors que les 

résultats obtenus par des approches de commande non linéaires sont nombreux et 

exploitables. 
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L’objectif est donc dans un premier temps de s’approprier des résultats obtenus par des 

approches linéaires comme les systèmes linéaires à saut, les systèmes linéaires à 

commutation, l’approche multimodèle ainsi que la synthèse des lois de commande 

proposées, c'est-à-dire la généralisation de la commande optimale linéaire-quadratique, de 

la commande robuste pour les systèmes linéaires à saut aléatoire, et des approches de type 

LMI dans le contexte des systèmes multimodèles. 

Dans un deuxième temps, il s’agit de mettre en œuvre l’approche non linéaire dite de 

backstepping en contraignant l’angle de puissance du générateur à ne pas sortir des valeurs 

limites que nous préciserons et qui assureront la stabilité du système. 

Premièrement, il a été abordé une recherche bibliographique à Madagascar puis en France 

(question documentation, encadrement rapproché et accès au logiciel sous licence du 

laboratoire) pour développer un modèle standard de systèmes interconnectés relatif au 

contrôle de tension dans un réseau électrique présentant une séquence de déclenchements 

consécutifs à une surcharge du réseau cas. 

Deuxièmement, les différentes approches de commandes linéaire et non linéaire, en se 

basant sur les résultats obtenus par la commande optimale linéaire-quadratique et la 

commande robuste pour les systèmes linéaires à saut aléatoire ont été passées en revue. 

Ensuite, un modèle standard de systèmes interconnectés correspondant à l’étude de cas du 

contrôle de tension dans un réseau électrique et une méthodologie de commande sur la 

base des modèles développés ont été élaborés. On a utilisé un modèle plus simple 

représenté par une génératrice connectée à un bus infini correspondant à un réseau puissant 

dont la tension et la fréquence sont constantes, connu sous la terminologie anglaise Single 

Machine Infinite Bus (SMIB). 

Troisièmement, il a été question de  simulation et validation des études de cas ainsi que la 

finalisation du travail. C’est au cours de cette année que les articles relatifs à la thèse 

étaient publiés. 

Ce rapport est structuré de la façon suivante : 

Dans le premier chapitre, nous allons parler d’une part des généralités sur les systèmes 

dynamiques non linéaires et leurs commandes : la définition, les phénomènes physiques 

non linéaires, la modélisation, les propriétés de commandabilité et de stabilisabilité, les 

approches de commande et de synthèse des lois de commande. D’autre part, nous donnons 

un aperçu sur les réseaux d’énergie électrique : les éléments constitutifs et la structuration, 

les grandeurs caractéristiques, la stabilité et ses facteurs d’influences, la modélisation, la 
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supervision et conduite, ainsi que le contrôle de la puissance réactive par les dispositifs 

FACTS. Le cas particulier d’un système SMIB y est aussi abordé. 

C’est dans le deuxième chapitre que nous abordons les généralités sur les multimodèles et 

leur application au cas du système SMIB : leur origine, leur obtention, leurs structures, 

leurs intérêts, leur élaboration, leur stabilité, leur loi de commande et leur synthèse des 

régulateurs, ainsi que la modélisation multimodèle et commande PDC d’un système SMIB. 

Des résultats de simulations sont présentés en comparant des lois de commande PID et 

PDC. 

Dans le troisième chapitre, la méthode générale de synthèse récursive de la loi de 

commande par backstepping  avec son application, avec résultats de simulations à l’appui, 

pour la commande non linéaire d’un système SMIB sont abordés. Puis une extension 

concernant la conception basée sur la passivité et celle basée sur l’interconnexion en 

prenant comme exemple d’application la commande de robot sous contrainte et celle basée 

sur la linéarisation. 

Une conclusion générale avec quelques perspectives terminent le rapport. 
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Chapitre I : GENERALITES SUR LA COMMANDE NON 

LINEAIRE DES RESEAUX D’ENERGIE ELECTRIQUES 

 

I.1. SYSTEMES DYNAMIQUES NON LINEAIRES ET LEURS 

COMMANDES 

Il s’agit de présenter dans ce paragraphe une généralité sur les systèmes dynamiques non 

linéaires, leurs modélisations en vue de leurs commandes ainsi que les différentes 

approches de commande les plus rencontrées. 

 

I.1.1. Systèmes dynamiques non linéaires 

I.1.1.1. Définition 

Un système est un ensemble de pièces, d’objets ou d’entités qui réalisent une opération 

spécifique. Il y a donc une notion d’action sur l’environnement en fonction d’excitations 

extérieures. Il est ainsi défini par ses entrées et ses sorties qui le relient à l’environnement 

extérieur. 

On appelle systèmes dynamiques non linéaires les systèmes dynamiques dont le 

comportement n'est pas linéaire, c'est-à-dire soit la sortie n'est pas proportionnelle à 

l'entrée, soit plus généralement ne satisfaisant pas au principe de superposition. 

La linéarité ou la non linéarité d’un système peut donc être mise en évidence soit par 

modélisation mathématique, soit par des expériences montrant que le principe de 

superposition n’est pas respecté. 

On distingue les non linéarités : 

- faibles, remplaçables par des caractéristiques linéaires au voisinage d’un point, 

- essentielles, 

- avec saturation (discontinues) et, 

- à hystérésis. 

 

I.1.1.2. Représentation générale d’état 

La forme la plus générale de représentation pour un système dynamique est la 

représentation d'état composée de deux équations : 
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DE��F
 G HIF, E�F
, J�F
KL�F
 G MIF, E�F
, J�F
KN        (1.1) 

La première équation représente l'équation d'évolution et la seconde l'équation 

d'observation (mesures). La représentation d'état linéaire est un cas particulier de cette 

forme si les fonctions � et 8 sont linéaires (on représente alors les fonctions sous forme 

matricielle E� G OE P QJ, L G RE P SJ). 

� est toujours appelé le vecteur des variables d'état (les signaux portant toute l’information 

dynamique). Il évolue généralement dans un sous espace T de ;�. � désigne le temps, ! le 

vecteur des variables de sortie (les grandeurs agissant sur le processus) et 
 le vecteur des 

variables d'entrée (la grandeur sur laquelle on peut agir, la commande, mais aussi les 

grandeurs sur lesquelles on n’a pas d’action, les perturbations, qui peuvent être mesurées 

ou non). 

 

I.1.1.3. Modélisation des systèmes dynamiques 

L'automatique est avant tout l'art de modéliser, d'analyser, puis de commander les systèmes 

dynamiques ; mais aussi celui de traiter l'information et de prendre des décisions. Ses 

domaines d'application sont aussi nombreux que variés : mécanique, électromécanique, 

électronique, thermodynamique, agro-alimentaire, biotechnologies, transports, 

aéronautique, spatial, industries de transformation, économie, ... L’automatique comprend 

aussi d’autres sous-domaines comme l’identification, le diagnostic, la stabilisation, 

l’estimation d’état,… La stabilité a comme finalité l’analyse tandis que pour la 

stabilisation, c’est la synthèse. 

La modélisation d’un système dynamique est l’exercice qui vise, au départ d’une 

description discursive et qualitative du système, à en établir une description mathématique 

quantitative sous la forme d’un modèle d’état. Il peut alors permettre de : 

- rendre la dérivée d’une fonction de Lyapunov à déterminer définie négative le long 

des solutions, 

- choisir une fonction de Lyapunov (CLF ou fonction de Lyapunov de commande ou 

fonction de Lyapunov assignable) pour spécifier le système par le choix de la 

commande. 

Voici quelques exemples de systèmes non linéaires [HAL03] : 

- Dynamique d’une fusée, 

- Circuit redresseur avec filtre LC, 
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- Relais électromagnétique, 

- Machine élémentaire à deux enroulements. 

Il existe encore de nombreux modèles de systèmes physiques non linéaires comme celui 

d’un sous-marin, d’un avion, d’un turbo-générateur, d’un véhicule télécommandé, d’une 

pendule libre ou forcé, d’un générateur synchrone couplé à un système énergétique de 

puissance infinie, d’un circuit avec jonction Josephson, d’un synchroniseur de phase PLL, 

d’un circuit à diode tunnel, d’un ensemble mécanique avec masse, ressort et friction, d’un 

oscillateur à résistance négative, d’un modèle de neurone, réseaux neuronaux, … 

 

I.1.1.4. Phénomènes physiques non linéaires 

Les phénomènes physiques non linéaires sont très variés. A titre d’exemples, nous allons 

nous limiter à citer les suivants : 

- Echappement en temps fini, 

- Plusieurs équilibres isolés, 

- Oscillations entretenues, 

- Oscillations sous harmoniques, harmoniques ou presque-harmoniques, 

- Comportement chaotique. 

 

I.1.1.5. Propriétés de commandabilité et de stabilisabilité 

Un système est dit commandable si quel que soit ����
 l'état à l'instant initial, et quel que 

soit �I��K l'état à l'instant final, il existe une commande 
��
, appliquée sur un intervalle 

de temps fini U��; ��W, qui permet de rejoindre l'état final partant de l'état initial, c'est-à-dire 

telle que EIFXK G 0. La commandabilité est une propriété structurelle forte du système. 

Il est souvent suffisant d'utiliser la propriété de stabilisabilité. 

Dans le cas d’un système linéaire, la commandabilité est caractérisée par une condition de 

rang à partir de . , / . Si elle n’est pas vérifiée, elle permet de définir les pôles 

commandables et non commandables. La stabilisabilité est alors définie par les pôles 

commandables donc stables. 

De façon générale, un système linéaire est stabilisable s’il existe une commande par retour 

d'état J�F
 G ZE�F
 tel que la matrice carrée �O [ QZ
 soit de Hurwitz, c'est-à-dire ayant 

toutes ses valeurs propres à partie réelle strictement négative. 
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I.1.2. Approches de commande 

Pour commander un système, on s’appuie en général sur un modèle obtenu à partir de 

connaissances a priori comme les lois physiques ou à partir d’observations expérimentales. 

Dans beaucoup d’applications, on se contente d’une application linéaire autour d’un point 

de fonctionnement ou d’une trajectoire. Il est tout de même très important d’étudier les 

systèmes (ou les modèles) non linéaires et leur commande pour les raisons suivantes : 

- Tout d’abord, certains systèmes ont, autour de points de fonctionnement 

intéressants, une approximation linéaire qui n’est pas commandable de sorte que la 

linéarisation est inopérante, même localement, 

- En second lieu, et même si le linéarisé est commandable, on peut désirer élargir le 

domaine de fonctionnement au-delà du domaine de validité de l’approximation 

linéaire. 

On peut retrouver plusieurs approches de commande selon les caractéristiques les plus 

importantes du système à commander, la connaissance du procédé et les objectifs de 

commande définis par l’utilisateur. Sans vouloir être exhaustifs, nous essayons de faire un 

tour d’horizon concernant les techniques les plus souvent rencontrées dans la littérature 

[LAM…]. 

 

I.1.2.1. Commande adaptative 

Elle consiste à réajuster certains paramètres intervenant dans le calcul de la commande en 

fonction de la dynamique du processus pour maintenir les performances du système 

lorsque les paramètres du modèle varient. 

 

I.1.2.2. Commande robuste 

Elle est orientée vers la conception de correcteurs à paramètres fixes capables d’assurer ses 

propriétés en présence de perturbations et d’incertitudes paramétriques du modèle valable 

dans un domaine de fonctionnement. 

 

I.1.2.3. Commande optimale 

Elle s’intéresse à trouver à partir d’un modèle et parmi les commandes admissibles, celle 

qui permet à la fois de vérifier des conditions initiales et finales données, de satisfaire 

diverses contraintes imposées et d’optimiser un critère mathématique choisi. 
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I.1.2.4. Commande prédictive 

Elle se base sur l’utilisation d’un modèle dynamique du système pour anticiper son 

comportement futur, comme la commande prédictive à base de modèle ou de l’anglais 

Model Predictive Control (MPC) à laquelle on va apporter une attention particulière car il 

est bien connu que le MPC est une technique basée sur la construction d’une séquence 

optimale de commandes pour un horizon glissant. En raison de la formulation dans le 

domaine temporel, elle s’avère être un outil puissant pour la manipulation explicite des 

contraintes et des incertitudes dans l’étape de synthèse, avec un incontestable succès parmi 

les praticiens. On distingue le MPC non linéaire [FIN02] et MPC sous contraintes 

[MAY00]. 

 

I.1.2.5. Commande neuronale 

Elle s’avère intéressante pour la commande des systèmes en s’appuyant sur des modèles 

non linéaires d’entrée-sortie obtenus à partir des données. 

 

I.1.2.6. Commande floue 

C’est une technique appropriée tant pour formaliser la connaissance heuristique exprimée 

par des règles, que pour intégrer cette connaissance sur le comportement des procédés avec 

l’information obtenue à partir des données numériques. Dans le cadre de notre travail, on 

va s’intéresser à cette dernière. 

 

I.1.3. Approches pour la synthèse des lois de commande 

On distingue différentes approches pour la synthèse des lois de commande des systèmes 

automatisés : les approches linéaires et les approches non linéaires. 

 

I.1.3.1. Approches linéaires 

Dans le cadre des approches linéaires, on peut rencontrer : 

- La commande classique par PID, 

- la théorie des petits signaux en représentation d’état, 
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- la synthèse de correcteurs par LMIs qui s’intéresse à la robustesse, la performance, 

le compromis robustesse/performance, le placement des valeurs propres du système 

en boucle fermée, 

- etc. 

 

I.1.3.2. Approches non linéaires 

Pour les approches non linéaires, il s’agit : 

- des techniques de linéarisation : linéarisation par retour d’état (entrée-état, entrée-

sortie) ou par retour de sortie [SPO89], [ISI95]. Les commandes par retour d’état 

statique et dynamique sont utilisées lorsque toutes les variables d’état peuvent être 

mesurées (ou à la limite obtenues par mesure ou par changement de variable). On 

utilise la commande par retour de sortie lorsque le correcteur possède des états 

internes ou statiques ou bien si un vecteur de sortie est uniquement disponible. 

- de la technique par fonction de Lyapunov [KHA96], qui consiste à rechercher 

conjointement une fonction de Lyapunov (qui est une fonction énergie) candidate et 

une loi de commande permettant de garantir la stabilité asymptotique en boucle 

fermée. Elle possède une propriété de robustesse plus importante que la technique 

de linéarisation. On distingue plus particulièrement la synthèse récursive de 

fonction de Lyapunov par backstepping [KRS95]. Elle fera l’objet de notre étude. 

Les fonctions de Lyapunov sont un outil bien connu pour l’étude de la stabilité des 

systèmes dynamiques non contrôlés. Pour un système contrôlé, on appelle fonction 

de Lyapunov contrôlé une fonction qui est de Lyapunov pour le système bouclé par 

une certaine commande, 

- de la technique prédictive [CLA87], 

- de la technique par approche géométrique [ISI89], 

- de la technique par commande à structure variable ou par modes glissants, 

- etc. 

 

La stabilisation par retour d’état ou de sortie c'est-à-dire en information partielle consiste à 

concevoir une commande qui soit une fonction régulière (au moins continue) de l’état, et 

telle qu’un point de fonctionnement (ou une trajectoire) soit asymptotiquement stable pour 

le système bouclé. On peut voir cela comme une version affaiblie de la commande 

optimale : le calcul d’une commande qui optimise exactement un certain critère (par 
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exemple rallier un point en temps minimal) conduit en général à une dépendance très 

irrégulière en l’état ; la stabilisation est un objectif qualitatif (rallier un point 

asymptotiquement) moins contraignant que la minimisation d’un critère, et qui laisse 

évidemment beaucoup plus de latitude et permet d’imposer par exemple beaucoup de 

régularités. Les problèmes de stabilisation sont souvent résolus, du moins au voisinage de 

points de fonctionnement réguliers, par des méthodes d’automatique linéaire aujourd’hui 

bien maîtrisées, les méthodes étudiées ici concernent le comportement au voisinage de 

points où les méthodes linéaires sont inefficaces (approximation linéaire non 

commandable) ou vise à maîtriser le comportement sur une région plus étendue de l’espace 

d’état. Une question très importante est la robustesse de cette stabilité. En effet, les lois de 

commande dépendent énormément de la structure du modèle, et la conservation de la 

stabilité asymptotique pour des structures ou des valeurs des paramètres voisines n’est pas 

acquise. 

 

I.1.4. Exemples de commande de systèmes non linéaires en électricité 

- Commande non linéaire (commande en tension et/ou commande en courant) d’une 

Machine à Réluctance Variable, 

- Commande non linéaire (commande en couple et/ou commande en vitesse) d’une 

machine asynchrone, 

- Etc. 

 

I.2. RESEAUX D’ENERGIE ELECTRIQUES ET LEURS 

COMMANDES 

Ce paragraphe concerne le système de Production, de Transport, de Distribution et 

d’Utilisation (PTDU) de l’énergie électrique et leur commande. 

  

I.2.1. Introduction 

De façon générale, un réseau est un ensemble de structures (physiques, biologiques, 

chimiques) formé par interconnexion en vue d’une tache prédéfinie (par exemple le 

traitement ou le transport de l’énergie, de la substance ou de l’information). Les 

interconnexions, elles, apparaissent comme association, par connexion matérielle ou 
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informationnelle, des systèmes distincts pour assurer une mise en commun des ressources 

visant un fonctionnement meilleur ainsi que la continuité du service en cas de défaut. 

Un réseau d’énergie électrique est un système d’éléments interconnectés (Fig. 1) qui est 

conçu : 

- pour convertir d’une façon continue de l’énergie qui n’est pas sous forme électrique 

en énergie électrique (centrales électriques, Fig. 2), 

- pour transporter l’énergie électrique sur de longues distances (lignes électriques, 

Fig. 3), 

- pour transformer l’énergie électrique sous des formes spécifiques soumises à des 

contraintes bien déterminées (transformateurs de puissance, Fig. 4). 

 

Fig.  1: Structuration d’un réseau électrique 

Il est constitué d’un ensemble d’éléments appelés dipôles (impédances, sources,…) et est 

défini comme la mise en connexion d’un ensemble fini de dipôles. Il a une structure de 

graphe dont les branches sont aussi formées par les dipôles. 

 

 

Fig.  2: Centrales électriques (respectivement nucléaires et thermiques) 
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Fig.  3: Lignes électriques sur pylônes métalliques 

 

Fig.  4: Transformateurs de puissance 

Dans sa définition technique, le réseau électrique (Fig. 5) correspond à un ensemble formé 

par des centres de production qui sont les centrales électriques contenant les génératrices, 

les lignes électriques triphasées aériennes et souterraines exploitées à différent niveau de 

tension, les transformateurs pour pouvoir élever ou abaisser le niveau d’une tension à une 

autre et les utilisateurs qui sont les consommateurs de l’énergie électrique, connectés entre 

elles par ce qu’on appelle « jeu de barres », point où partent les accès au réseau. 
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Fig.  5: Système PTDU ou réseau électrique 

Pour un consommateur, le réseau devrait idéalement être vu, de l’endroit où il prend son 

énergie électrique, comme une source de tension alternative parfaite : c'est-à-dire une 

source dont l’amplitude et la fréquence sont constantes quelle que soit la charge qu’il 

alimente. 

Pour satisfaire leur clientèle, les compagnies d’électricité doivent donc s’efforcer de 

maintenir l’amplitude et la fréquence de la tension le plus près possible de leur valeur 

nominale sur l’ensemble du réseau d’énergie électrique. 

Par ailleurs, il est important de maintenir le niveau de tension près de la valeur nominale 

aux différents nœuds du réseau. Dans les réseaux triphasés, on parle souvent de barres 

plutôt que de nœuds. Une barre est l’équivalent d’un nœud sur les trois phases du système. 

Des niveaux de tension largement inférieurs à la tension nominale pourraient provoquer 

une dégradation considérable de la performance des charges et provoque aussi des 

surintensités de courant dans les moteurs d’induction utilisés dans de nombreuses usines ; 

alors que des surtensions occasionnent des bris d’équipements et des surintensités de 

courant dans les dispositifs constitués de matériaux ferromagnétiques saturables, en 

particulier les transformateurs de puissance, et pourraient engendrer aussi une dégradation 

de la performance des charges. 
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I.2.2. Grandeurs caractéristiques des réseaux électriques 

Dans l’exploitation des réseaux électriques, la tension \  et la fréquence �  (et donc la 

vitesse relative de rotation électrique - ) doivent rester dans des marges admissibles 

respectivement de 5% en Basse Tension (BT), 10% en Moyenne Tension (MT) et 1% en 

Haute Tension (HT). 

La pulsation est définie par la relation : ` G 2bH          (1.2) 

Pour une fréquence de référence de 50cd, - vaut environ 314,159hij/l . 
Prenant le cas d’une ligne MT dont la marge de variation autorisée est de 1%. Dans ce cas, 

les valeurs de la fréquence admissibles doivent être 49,5 m H m 50,5ncdo. 
Aussi, pour une variation ∆� de la fréquence, la variation de pulsation correspondante 

vaudrait : ∆` G 2b∆H          (1.3) 

Pour un ∆� de 1cd, ∆- vaut 6,28hij/l. 

 

I.2.2.1. Stabilité des réseaux électriques 

a) Stabilité de manière générale d’un système 

Un système est stable s’il a tendance à fonctionner dans son mode normal (celui pour 

lequel il a été conçu) en régime permanent et s’il a tendance à revenir à son mode de 

fonctionnement à la suite d’une perturbation. Une perturbation sur un réseau peut être une 

manœuvre prévue, comme l’enclenchement d’une inductance shunt, ou non prévue comme 

un court-circuit causé par la foudre entre une phase et la terre par exemple. Lors de la 

perturbation, l’amplitude de la tension aux différentes barres du réseau peut varier ainsi 

que la fréquence. La variation de la fréquence est due aux variations de la vitesse des rotors 

des alternateurs. 

 

b) Stabilité liée aux réseaux électriques 

Un réseau d’énergie électrique est stable s’il est capable, en régime permanent à la suite 

d’une perturbation, de fournir la puissance qu’exigent les consommateurs tout en 

maintenant constantes et près des valeurs nominales la fréquence, donc la vitesse de 

rotation des alternateurs, et l’amplitude de la tension aux différentes barres du réseau. On 

définit trois types de stabilité : 

- la limite de stabilité en régime permanent, 
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- la stabilité dynamique, 

- et la stabilité transitoire. 

La stabilité des réseaux électriques peut donc être définie comme étant l’aptitude à 

maintenir les grandeurs de fréquence et de tension sur l’ensemble du réseau électrique. 

Sortir de cet état peut provoquer une instabilité généralisée du réseau avec dégâts matériels 

(côté production, transport, distribution et clients) et/ou mise hors tension d’une partie ou 

de l’ensemble du réseau. Comme dans tout problème physique de stabilité, des actions de 

contrôle automatique ou manuel dit d’asservissement peuvent être mises en place suite à 

l’écart par rapport à la valeur de référence de la fréquence et de la tension. 

 

- Stabilité en fréquence 

La fréquence des réseaux électriques interconnectés est précisément contrôlée. La raison 

première du contrôle de la fréquence est de permettre la circulation d’un courant électrique 

alternatif fourni par plusieurs générateurs à travers le réseau. Une variation de la fréquence 

du système correspond à un écart entre consommation et production. Une surcharge du 

réseau due à une perte d’un générateur va provoquer une baisse de la fréquence du réseau. 

La perte d’une interconnexion avec un autre réseau dans une situation d’export va 

provoquer une augmentation de la fréquence. 

Pour les grands réseaux électriques, des systèmes automatisés permettent via des 

délestages, des déclenchements de lignes ou de manœuvres, d’assurer le maintien de la 

fréquence dans une zone acceptable. Pour des petits réseaux électriques, il n’est pas 

possible d’assurer une telle précision. 

Lorsqu’un problème de fréquence apparaît, trois réglages successifs interviennent : le 

réglage primaire, secondaire et tertiaire. 

 

- Réglage primaire 

Chaque groupe participant au réglage de fréquence agit localement. Grâce à son régulateur 

de vitesse, il adapte sa puissance en fonction de la vitesse (et donc de la fréquence du 

réseau). Cette marge de puissance disponible s’appelle la réserve primaire. Grâce à 

l’interconnexion des réseaux électriques, la réserve primaire totale correspond à la somme 

des réserves primaires de tous les groupes participant au réglage primaire de fréquence et 

connectés au grand réseau interconnecté. Le réglage primaire permet de revenir à un 

équilibre production-consommation. Cependant, la fréquence à la fin de ce réglage n’est 
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plus la fréquence nominale. Les transits sur les lignes d’interconnexions ne sont plus les 

mêmes non plus. 

 

- Réglage secondaire 

Pour résoudre l’écart de fréquence, on fait appel à une énergie réglante secondaire. Ce 

réglage n’est pas local, il est effectué à une plus grande échelle. Le dispatching calcule à 

partir des données de fréquence et de transits sur les lignes d’interconnexion, la production 

nécessaire afin de ramener la fréquence à sa valeur nominale et de rétablir les transits sur 

les lignes d’interconnexion aux valeurs contractuelles. Automatiquement, les groupes 

participant au réglage secondaire et connectés au dispatching, vont faire évoluer leur 

puissance fournie afin de fournir cette énergie réglante secondaire. A la fin de ce réglage, 

la fréquence retrouve sa valeur nominale et les échanges entre réseaux interconnectés sont 

rétablis à leur valeur contractuelle. 

 

- Réglage tertiaire 

Le réglage tertiaire intervient si l’énergie réglante secondaire disponible est insuffisante. 

Ce réglage n’est pas automatique comme le primaire et le secondaire mais manuel. Il 

correspond à un ensemble de contrats avec les producteurs plus ou moins contraignants en 

temps de réponse et en puissance requise. C’est un appel sur le mécanisme d’ajustement. 

Cette réserve d’énergie tertiaire est dite rapide si mobilisable en moins de 15stu  ou 

complémentaire si mobilisable en moins de 30stu. 

 

- Stabilité en tension 

Les raisons d’une stabilité en tension sont assez similaires à celles de la stabilité en 

fréquence. Une tension trop haute provoque la destruction du matériel. Une tension trop 

basse provoque un courant plus fort à puissance égale, donc des pertes joules plus 

importantes avec risque de surintensité et de destruction du matériel. Une sous-tension peut 

provoquer aussi des problèmes de fonctionnement de l’équipement raccordé au réseau. 

Lorsqu’un problème de tension survient, trois réglages successifs interviennent. Au niveau 

du consommateur, les tensions sont généralement rétablies par les réglages automatiques 

des transformateurs. Mais ceux-ci n’ont pas d’effet régulant et peuvent même accroître 

l’instabilité du réseau. 
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- Réglage primaire 

Seuls les alternateurs peuvent fournir de la puissance réactive afin de régler la tension. Le 

régulateur primaire de tension fixe automatiquement la puissance réactive fournie en 

fonction de la tension. Il agit sur la tension d’excitation de l’alternateur. C’est une 

régulation locale. 

 

- Réglage secondaire 

Le réglage secondaire de la tension est un réglage effectué à une plus grande échelle. 

Plusieurs « points pilotes » sont choisis afin d’être la référence de tension dans une sous-

région. Ces groupes réglants ont leur tension de référence automatiquement calculée et 

transmise par le dispatching. 

 

- Réglage tertiaire 

C’est un réglage manuel. Il comprend l’ensemble des opérations ordonnées par le 

dispatching qui permettent d’assurer le maintien et/ou le rétablissement du plan de tension. 

 

I.2.2.2. Facteurs d’influence reliés à la stabilité de la tension 

L’instabilité de la tension d’un grand réseau est un problème de nature complexe. Plusieurs 

éléments d’un réseau contribuent à la création d’un scénario propice à une instabilité de 

tension. Les éléments suivants ont un impact important sur la stabilité de la tension du 

réseau : 

- les génératrices et le comportement de leurs dispositifs de réglages et de protection, 

- les dispositifs à compensation shunt réglable et fixe, 

- les chargeurs de prises en charge (ULTC) et les transformateurs fixes, 

- le relais de protection, 

- les caractéristiques de la charge. 

Parmi ces éléments qui influent sur la stabilité de la tension, on retrouve les lignes de 

transport d’énergie. Les lignes de transport affectent considérablement les niveaux de 

tension en fonction de la charge. Si la charge est importante, la tension sur le réseau a 

tendance à être faible, le niveau de tension peut s’élever au dessus de la tension nominale 

en différents endroits sur le réseau. Sur les lignes de transport non compensées, le taux de 

régulation de la tension a donc tendance à être mauvais. 



23 

 

La stabilité en régime permanent est aussi influencée par la longueur des lignes de 

transport : plus la ligne est longue, plus la limite de stabilité en régime permanent est 

faible. Ces deux effets néfastes des longues lignes de transport, sur le taux de régulation de 

la tension et sur la stabilité du réseau peuvent être diminués et même théoriquement 

éliminés en utilisant des techniques de compensation shunt et le réglage de la tension 

incluant des mesures comme la commutation par compensation shunt et le réglage de la 

tension des génératrices. 

La majorité des auteurs subdivisent l’étude des lignes de transport en trois catégories : 

- les lignes courtes : longueur inférieure à 80vs, 

- les lignes de longueur moyenne : longueur inférieure à 240vs, 

- et les lignes longues : plus de 240vs de long. 

La ligne n’absorbe aucune puissance active car, par hypothèse, elle est sans perte. En 

résumé, lorsqu’une ligne est terminée par une impédance égale à son impédance 

caractéristique, on obtient les caractéristiques suivantes : 

- l’amplitude de la tension et l’amplitude du courant sont constantes partout sur la 

ligne, 

- aucune puissance réactive n’est absorbée ou générée aux bouts de la ligne, la seule 

puissance active qui est transportée sur la ligne est la puissance naturelle 

qu’absorbe la charge. 

On appelle effet Ferranti ou effet capacitif le phénomène d’élévation de la tension le long 

de la ligne. Plus la ligne est longue, plus cet effet est important. 

Un autre phénomène important qui apparaît aussi sur les lignes sans charge ou faiblement 

chargée est la génération de puissance réactive par la capacité équivalente de la ligne. Cette 

puissance réactive est absorbée par la génératrice au début de ligne. Pour absorber cette 

puissance réactive, sans modifier la tension, il est nécessaire de sous-exciter la génératrice. 

Ce qui amène à deux problèmes : échauffement au niveau du stator de la machine et 

abaissement du niveau de stabilité du système. Pour ces raisons, il est encore une fois 

essentiel d’effectuer une compensation adéquate sur les lignes de transport lorsque ces 

dernières fonctionnent à vide ou à faible charge. 

 

I.2.3. Modélisation d’une génératrice électrique 

Le diagramme vectoriel correspondant à la génératrice synchrone est présenté dans la 

figure 6 suivante : 
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Fig.  6: Diagramme vectoriel de la machine synchrone 

Sur la base du modèle électrique équivalent de la figure 6, le modèle mathématique d’une 

machine synchrone est le suivant : 

wx
xy
xx
z J{ G [|}t{ [ ~� { [ `�1 P l
~�J� G [|}t� [ ~�� P `�1 P l
~{JX G |XtX P ~�X0 G |�t� P ~� �0 G |�t� P ~� �� G `l�l� P Sl G ���� [ `I~{t� [ ~�t{K

N      (1.4) 


� : Tension directe, en quadrature et d’excitation (avec � G � ou � ou �), 

;<, ;�, ;1, ;= : Résistances statorique, de l’enroulement d’excitation, de l’axe direct et en 

quadrature, 

*� : Flux de l’axe direct, en quadrature, 

- : Pulsation, 

�� : Courant direct, en quadrature, d’excitation, de l’axe direct et en quadrature, 

� : Opérateur de dérivation de Laplace, 

( : Angle de puissance, 

> : Constante, 
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1 : Facteur d’amortissement, 

���� : Puissance mécanique. 

Les flux sont exprimés par : 

wx
y
xz~{ G �{t{ P ���tX P ��{t�~X G ��{t{ P �XtX P ��{t�~� G ��{t{ P ��{tX P ��t�~� G ��t� P ���t�~� G ���t� P ��t�

N       (1.5) 

7� : Inductances propres des enroulements direct, en quadrature et d’excitation, 

4�� : Inductances mutuelles entre les deux enroulements direct et en quadrature, 

Et : 

wx
xy
xx
z E{ G `�{EX G `�XE� G `��E� G `��E� G `��E�{ G `��{E�� G `���

N         (1.6) 

Posons aussi : 

wxx
y
xxz

E� G E{ [ E�{ G E� [ E��EX G ������
�
����′�E� G E{ [ E′{ P ��′����
�

�′���′′�
E� G I�����K�

����′′�

N        (1.7) 

Ce qui implique : 

wxx
xy
xxx
z `~{ G E{t{ P �E{ [ E�
tX P �E{ [ E�
t�`~X G �E{ [ E�
t{ P ������
�

����′� tX P �E{ [ E�
t�
`~� G �E{ [ E�
t{ P �E{ [ E�
tX P �E{ [ E′{ P ��′����
�

�′���′′� � t�`~� G E�t� P IE� [ E�Kt�
`~� G IE� [ E�Kt� P I�����K�

����′′� t�

N   (1.8) 

Si : 

wx
y
xz �′′{ G [ ����′′������ `~�

�′� G ����′������ `~X� G `~�ltu� P `~{��l�� G `~���l� [ `~{ltu�
N        (1.9) 
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Alors : 

wx
xx
xx
xy
xx
xx
xx
z � G `l

�l� P Sl G ���� [ �� 1E′′� [ 1E′′{� ����l� [ �ltu�
��ltu� P ���l�
 P �′′{E′′� ����l� [ �ltu�
 P �′′�E′′{ ��ltu� P ���l�
�
�′{��′� � G �X [ E{ [ E�E′{ [ E� �′� P E�E′′{ E{ [ E′{E′{ [ E� �′′� P �E′′{ [ E�
�E{ [ E′{
E′′{�E′{ [ E�
 ����l� [ �ltu�


�′′{��′′� � G �′� [ E′{E′′{ �′′� P E′{ [ E′′{E′′{ ����l� [ �ltu�
 P �′′{� �E′′{ [ E�
�E′{ [ E�
 �′� �
�′′���′′� { G [ E�E′′� �′′{ [ E′� [ E′′�E′′� ��ltu� P ���l�


1̀ �� G [|} �ltu��E′′� P ��l��E′′{ � � [ �1 P |} � 1E′′� [ 1E′′{� ltu���l�� � [ |} ��′′{ltu�E′′� [ �′′���l�E′′{ � [ IJ{��l� P J�ltu�K
1̀ �� G �1 [ |} � 1E′′� [ 1E′′{� ltu���l�� � [ |} ���l��E′′� P ltu��E′′{ � � [ |} ��′′{��l�E′′� [ �′′�ltu�E′′{ � [ IJ���l� P J{ltu�K

N 

           (1.10) 

Posons également : 

wx
xy
xx
z �X G ������  JX

�′{� G ������
�
¡� �����′�
 G ¢ � �′′{� G ��′����
�

¡�£��′���′′�

�′′�� G I�����K�

¡�¤I����′′�K

N        (1.11) 

Une large pulsation - rend variable rapidement �, �. Autrement dit : 

¥� P |} ¦ §�′′� P §�′′�¨ ¥ P 1 P �©��′′��′′� G 0,      (1.12) 

§¡ G 0 et ;� est très petit, d’où : 

wx
xy
xx
z � G `l�l� P Sl G ���� [ ª�′′�«��′′� [ �′′�«��′′� P ¦ §�′′� [ §�′′�¨ J{J�¬

�′{��′� � G �X [ ������′���� �′� P ���′′�
����′��′���� �′′� P ��′′����
�����′�
�′′���′����
 J�

�′′{��′′� � G �′� [ �′��′′� �′′� P �′���′′��′′� J� P �′′{� ��′′����
��′����
 �′� �
�′′���′′� { G [ ���′′� �′′{ P ����′′��′′� J{

N   (1.13) 

Si de plus : ���� ­ 0, � ′′{� ® ¯′�°§�  et  � ′′�� ® §̄� sont très petits, (1.13) devient : 

wxy
xz � G `l�l� P Sl G ���� [ ª[ �′�«��′� P ¦ §�′� [ §��¨ J{J�¬

�′{��′� � G �X [ ���′� �′� P ����′��′� J�
N     (1.14) 
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Seuls les transitoires mécaniques et sur le terrain sont donc considérés. 

Si les transitoires mécaniques sont seulement considérés, comme >′�� est très petit, alors le 

système d’équation se réduit tout simplement à : 

± � G `l�l� P Sl G ���� [ ª[ � «��� P ¦ §�� [ §��¨ J{J�¬N     (1.15) 

En projetant la tension \ sur les deux axes � et �, nous avons : 

²J� G [³ltu�J{ G ³��l� N, 
En considérant constantes la puissance mécanique ���� et la tension d’excitation ��, nous 

avons : 

���� G � ´�� ltu� P ¦ §�� [ §��¨ ³�ltu���l�, 

¦���� P ´�
�� [ ´�

��¨ µ¶ [ �� ´�� µ· P 2����µ� [ �� ´�� µ P ¦���� P ´�
�� [ ´�

�� ¨ G 0,  (1.16) 

Où les variables d’états sont : �′′�, �′′� et �′� qui sont toutes fonction de (. 

Dans un souci d’étude de la stabilité au sens de Lyapunov, la fonction de Lyapunov 

généralement associée à une machine synchrone est de la forme : 

¸��, l, E
 G §� `l� P §� E¹OE P §� E¹���
 P §� �¹��
E P §� º��
   (1.17) 

O G O¯ » 0. 

 

I.2.4. Supervision et conduite des réseaux électriques 

Les systèmes de supervision et de contrôle permettent de contrôler en temps réel 

l’évolution des paramètres des postes et de manœuvrer à distance les appareillages. Il est 

également possible d’interagir sur certains paramètres. Ces systèmes sont utilisés : 

- à des fins d’exploitation : il est ainsi possible de gérer un poste complètement à 

distance (y compris via Internet pour certains systèmes), 

- à des fins de maintenance : par exemple pour surveiller l’évolution de la pression 

du gaz SF6 dans les disjoncteurs, 

- à des fins d’optimisation : par exemple la gestion de la consommation ou 

équilibrage de la charge dans les transformateurs, 

- pour la sécurité des biens et des personnes, en permettant par exemple de visualiser 

la position des sectionneurs (qui ne doit jamais se substituer à un contrôle visuel de 

l’isolation en cas d’intervention sur une partie isolée). 
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Un système de supervision et de contrôle est constitué d’une partie matérielle (centrale de 

mesure, bus de terrain, …) et d’une partie logicielle (traitement et affichage des données). 

La partie matérielle permet de relever les paramètres et d’interagir physiquement avec 

l’installation, alors que le logiciel est le cerveau du système. 

 

I.2.5. Contrôle de la puissance réactive : les dispositifs FACTS 

La technologie Flexible Alternative Current for Transmission System (FACTS) est un 

moyen permettant de contrôler les transits de puissance afin d’exploiter le réseau de 

manière plus efficace et plus sure. Avec leur aptitude à modifier l’impédance apparente des 

lignes, ils peuvent être utilisés aussi bien pour le contrôle de la puissance active que pour 

celui de la puissance réactive ou de la tension. 

Durant les dix dernières années, l’industrie de l’énergie électrique a été confrontée à des 

problèmes liés à de nouvelles contraintes qui touchent différents aspects de la production, 

du transport et de la distribution de l’énergie électrique. On peut citer entre autres les 

restrictions sur la construction de nouvelles lignes de transport, l’optimisation du transit 

dans les systèmes actuels, la cogénération de l’énergie, les interconnexions avec d’autres 

compagnies d’électricité et le respect de l’environnement. 

Dans ce contexte, il est intéressant pour le gestionnaire du réseau de disposer d’un moyen 

permettant de contrôler les transits de puissances dans les lignes afin que le réseau de 

transport existant puisse être exploité de la manière la plus efficace et la plus sure possible. 

Jusqu’à la fin des années 1980, les seuls moyens permettant de remplir ces fonctions 

étaient des dispositifs électromécaniques : les transformateurs déphaseurs à réglage en 

charge pour le contrôle de la puissance active, les bobines d’inductance et les 

condensateurs commutés par disjoncteurs pour le maintien de la tension et gestion du 

réactif. Toutefois, des problèmes d’usure ainsi que leur relative lenteur ne permet pas 

d’actionner ces dispositifs plus de quelques fois par jour. Ils sont par conséquent 

difficilement utilisables pour un contrôle continu des flux de puissance. Une autre 

technique de réglage des transits de puissances actives et réactives utilisant l’électronique 

de puissance a fait ses preuves. La solution de ces problèmes passe par l’amélioration du 

contrôle des systèmes électriques déjà en place. Il est nécessaire de doter ces systèmes 

d’une certaine flexibilité leur permettant de mieux s’adapter aux nouvelles exigences. 

La tension possède quatre caractéristiques principales : fréquence, amplitude, forme d’onde 

et symétrie. La valeur moyenne de la fréquence fondamentale mesurée doit se trouver dans 
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l’intervalle 50cd ¼ 1cd . Le gestionnaire du réseau doit maintenir l’amplitude de la 

tension dans un intervalle de l’ordre de ¼10% autour de sa valeur nominale. Cependant, 

même avec une régulation parfaite, plusieurs types de perturbations peuvent dégrader la 

qualité de la tension : 

- les creux de tensions et coupure brève, 

- les variations rapides de tensions (flicker), 

- et les surtensions temporaires ou transitoires. 

Les creux de tension sont produits par des courts-circuits survenant dans le réseau général 

ou dans les installations de la clientèle. Leur durée peut aller de 10sl à plusieurs secondes 

en fonction de la localisation du court-circuit et du fonctionnement des organes de 

protection (les défauts sont normalement éliminés en 0,1 à 0,2l en HT, 0,2l à quelques 

secondes en MT et les régulateurs devront réagir à cet effet : Cf tableau 1.1 ci-dessous). 

Selon l’Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE), les FACTS sont des 

systèmes de transmission en courant alternatif comprenant des dispositifs basés sur 

l’électronique de puissance et d’autres dispositifs statiques utilisés pour accroître la 

contrôlabilité et augmenter la capacité de transfert de puissance du réseau. Avec leurs 

aptitudes à modifier les caractéristiques apparentes des lignes, les FACTS sont capables 

d’accroître la capacité du réseau dans son ensemble en contrôlant les transits de puissances. 

Les dispositifs FACTS ne remplacent pas la construction de nouvelles lignes. Ils sont un 

moyen de différer les investissements en permettant une utilisation plus efficace du réseau 

existant. 

Les deux principales raisons qui justifient l’installation des dispositifs FACTS dans les 

réseaux électriques sont : 

- l’augmentation des limites de stabilité dynamique, 

- et la meilleure maîtrise des flux d’énergie. 

Selon les critères, trois familles de dispositifs FACTS peuvent être mises en évidence : 

- les dispositifs shunt connectés en parallèle dans les postes du réseau, 

- les dispositifs séries insérés en série dans les lignes de transport, 

- les dispositifs combinés série-parallèle qui recourent simultanément aux deux 

couplages. 

On distingue les SVC, le STATCOM, le TCSC/GCSC, le SSSC, le TCPST, l’UPFC et 

l’IPFC. C’est l’UPFC [GHO03] qui est le plus bénéfique en termes de contrôle du transit 
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de puissance, contrôle de la tension, stabilité transitoire et stabilité statique, par contre, 

c’est le SVC [CON05, MAN08] qui est encore le plus largement utilisé actuellement. 

 

Compensation série de la puissance réactive 

La compensation série augmente la puissance maximale transportable, en diminuant 

l’angle de transmission de la ligne. Ces deux effets font en sorte qu’elle est un moyen très 

efficace d’augmenter la limite de stabilité en régime permanent du réseau et par 

conséquent la stabilité dynamique et transitoire. 

- La première génération est basée sur les thyristors classiques utilisés pour 

enclencher ou déclencher les composants afin de fournir ou absorber de la 

puissance réactive dans les transformateurs de réglage, 

- La deuxième génération, dite avancée, est née avec l’avènement des 

semiconducteurs de puissance commandables à la fermeture et à l’ouverture 

comme les thyristors GTO, assemblés pour former les convertisseurs de tension ou 

de courant afin d’injecter des tensions contrôlables dans le réseau, 

- Une troisième génération, utilisant des composantes hybrides, adaptée à chaque 

cas. 

Cas du SVC (Static VAR Compensator) : 

Le SVC ou compensateur statique de puissance réactive (CSPR) est un dispositif qui sert à 

maintenir la tension en régime permanent et en régime transitoire à l’intérieur de limites 

désirées. Il injecte de la puissance réactive dans la barre où il est branché de manière à 

satisfaire la demande de puissance réactive de la charge. On l’utilise pour contrôler et 

améliorer la tension et la puissance réactive dans un réseau de transport d’énergie 

électrique. 

Le SVC a un seul port avec une connexion parallèle au système de puissance. Les 

thyristors sont à commutation naturelle, ils commutent à la fréquence du réseau. Il existe 

deux types de SVC : les SVC industriels et les SVC de transmission. 

Les SVC industriels sont souvent associés à des charges déséquilibrées qui peuvent varier 

très rapidement telles que les laminoirs ou les fours à arcs pour lesquels les fluctuations 

rapides de puissance réactive limitent les capacités de production et provoquent le 

scintillement des lampes (flickers). Les SVC de transmission ont pour fonction de réduire 

la tension des réseaux moins chargés en absorbant de la puissance réactive, d’augmenter la 

tension des réseaux fortement chargés en fournissant de la puissance réactive et d’aider le 

système à retrouver sa stabilité après un défaut. 
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Les installations FACTS sont généralement situées à des postes déjà existants. Toutefois, 

les deux cas sont à considérer : lorsque le SVC est placé en un nœud et lorsqu’il est placé 

au milieu de la ligne. 

Lorsqu’ils sont connectés aux nœuds du réseau, les SVC sont généralement placés aux 

endroits où se trouvent des charges importantes ou variant fortement. Ils peuvent être 

également positionnés à des nœuds où le générateur n’arrive pas à fournir ou absorber 

suffisamment de puissance réactive pour maintenir le niveau de tension désiré. Lorsqu’un 

SVC est présent au nœud � , seul l’élément ½��  de la matrice d’admittance nodale est 

modifié, l’admittance du SVC lui étant additionnée. 

Lorsque le compensateur statique est inséré au milieu d’une ligne, cette dernière est divisée 

en deux tronçons identiques. Le SVC est relié au nœud médian additionnel �. 

Afin de prendre en compte ce nouveau nœud, une ligne et une colonne supplémentaires 

devraient être ajoutées à la matrice d’admittance nodale. Pour éviter à changer le nombre 

de nœuds du réseau et donc la taille de la matrice d’admittance, une transformation étoile 

triangle permet de réduire le système en supprimant le nœud �  et en calculant les 

paramètres d’une ligne équivalente. 

Tableau 1: Paramètres typiques du SVC 

MODELE PARAMETRE DEFINITION VALEUR TYPIQUE 

Modèle de mesure >� Temps de mesure 0,001 à 0,005s 

Modèle de contrôle 

des thyristors 

>� 

>� 

Temps mort 

Temps de retard 

0,001s 

0,003 à 0,006s 

Modèle de 

régulateur de tension 

A� Gain intégral Dépend du temps de 

réponse du système 

Pente ou statisme 

(slope) 

�<7 Représente la 

caractéristique 

statique en régime 

permanent 

0,01 à 0,05pu 

> : Temps constant effectif du régulateur compris entre 20 et 50ms. 

 

I.3. LE SYSTEME SMIB 

Un réseau SMIB est constitué d’une machine synchrone qui alimente un réseau électrique 

de puissance infinie (c’est-à-dire dont la puissance est largement supérieure à celle de la 
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génératrice synchrone) au travers de lignes et d’un transformateur. La machine synchrone 

est modélisée par une force électromotrice constante � derrière une réactance � �. Le nœud 

infini est un point où la tension est constante et fixée en module et en phase (inertie très 

grande des autres machines). 

 

I.3.1. Equations mécaniques de conservation de la quantité de 

mouvement de l’ensemble turbine-machine synchrone 

D’une manière générale, le mouvement de rotation de l’arbre est régi par les deux 

équations suivantes [GUO01], [GAL03] : 

���F
 G `�F
          (1.18) 

�̀ �F
 G [ �¾ `�F
 P ¡°�¾ I���F
 [ ���F
K      (1.19) 

Avec : ( : Angle de puissance du générateur en [rad], 

- : Vitesse relative de rotation électrique du générateur en [rad/s]. 

A l’équilibre, on doit avoir �� G �� compte tenu des pertes mécaniques. On en déduit la 

valeur de l’angle interne initial. Suite à une perturbation, : change instantanément mais 

pas (. Ceci induit une rupture de l’équilibre des couples (accélération,…). Autour du point 

d’équilibre, il y a un domaine de stabilité limité. Ainsi, si la perturbation est trop grande, 

c'est-à-dire qu’elle injecte trop d’énergie dans le système, l’état après perturbation peut 

sortir du domaine de stabilité et entraine une perte de synchronisme irrévocable en 

quelques millisecondes. 

Dans le cadre de ce travail, nous allons considérer la puissance mécanique �� constante. 

 

I.3.2. Equations électriques de la machine synchrone 

Les dynamiques très rapides sont négligées car elles sont dominées par les dynamiques 

électromagnétiques et électromécaniques de la machine synchrone. Nous nous limitons au 

modèle à un axe de la machine synchrone. 

 

I.3.2.1. Dynamique électrique du générateur 

Ce comportement est défini par : 

¿�  ��F
 G §¯À�° �¿X�F
 [ ¿��F
�       (1.20) 
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> �� : Constante de temps de l’excitation, enroulements axe d et D ouverts. 

 

I.3.2.2. Equations électriques 

¿��F
 G ��©�À�© ¿ ��F
 [ �����À�
�À�© }̧��l��F
 ; E{} G E{ P E}    et   E {} G E { P E} (1.21) 

¿X�F
 G v�JX�F
         (1.22) 

�� : Constante de proportionnalité. 

���F
 G Á©Â��Ã
��© ltu��F
        (1.23) 

Ä��F
 G Á©��© ltu��F
 G ÅÆ�Ã
�Ç�È         (1.24) 

É�F
 G Á©Â��Ã
��© ��l��F
 [ Á©���©        (1.25) 

¿��F
 G E�{ÄX�F
         (1.26) 

Ã̧�F
 G §��© ÊE}�¿���F
 P E}� }̧� P 2E{E}E{}���F
��F��F
ËÌ�    (1.27) 

Auxquelles on ajoute les équations de la turbine : 

����F
 G [ §̄
Í ���F
 P ÎÍ¯Í ÏÂ�F
       (1.28) 

Ï�Â�F
 G [ §̄
Ð ÏÂ�F
 P ÎÐ¯Ð Ñ���F
 [ §�¡° `�F
Ò     (1.29) 

Les lignes, transformateurs et charges sont régis par les modèles standards IEEE : 

- Lignes de transmission : Schéma équivalent en Ó en incluant les éléments shunts 

(Fig. 7). 

 

Fig.  7: Modèle en π de ligne électrique 

- Transformateurs : Modèle basse fréquence R, L série (Fig. 8). 
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Fig.  8: Modèle général de transformateur de puissance 

- Modèle I(, -, � �K 

En introduisant l’équation (1.23) dans (1.19) ainsi que l’équation (1.21) dans (1.20), ce 

système est représentable par un modèle I(, -, � �K non linéaire d’ordre 3 de la forme : 

wxy
xz ���F
 G `�F
�̀ �F
 G [ ¡°�¾ ����À���©�À�© }̧���lI��F
KltuI��F
K [ �¾ `�F
 [ ¡°�¾ Á©�À�© ¿ ��F
ltuI��F
K P ¡°�¾ ���

¿ � ��F
 G [ §¯�°
�����À�
�À�© }̧��lI��F
K [ §¯�°

��©�À�© ¿ ��F
 P §¯�° v�JX�F

N, 

                   (1.30) 

- Modèle I(, -, ��K 

En introduisant l’équation (1.23) dans (1.19), puis en dérivant (1.21) et en remplaçant 

¿�  ��F
  dans cette fonction dérivée par son expression dans (1.20), ce système est 

classiquement représentable par un modèle I(, -, ��K non linéaire d’ordre 3 de la forme : 

wxy
xz ���F
 G `�F
�̀ �F
 G [ �¾ `�F
 [ ¡°�¾ §��© }̧ltu��F
¿��F
 P ¡°�¾ ���

¿���F
 G ����′��′�© }̧ltu��F
`�F
 [ §¯′�°
��©�′�© ¿��F
 P ��©�′�©

ÔÕ¯′�° JX�F

N   (1.31) 

avec les sorties d’intérêts suivantes (tension et puissance) : 

Ã̧��F
 G E}�E{}� ª¿���F
 P }̧� P 2E{E} }̧��l��F
¿��F
¬ 
���F
 G §��© }̧ltu��F
¿��F
              (1.32) 

Avec : 

- Variable d’entrée de commande 
 : la tension d’excitation 
���
 du générateur : 

J�F
 G JX�F
. 

- Variables d’état � du réseau : l’angle de puissance relatif (��
, la vitesse relative de 

rotation électrique -��
 ainsi que la fréquence correspondante et la tension interne 

transitoire en quadrature � ���
  ou la tension interne en quadrature ����
  du 
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générateur selon le modèle considéré  : E�F
 G n��F
 `�F
 ¿��F
o¯  (Cf. 

Chapitre 2) ou E�F
 G n��F
 `�F
 ¿ ��F
o¯ (Cf. Chapitre 3). 

- Variable à contrôler ! : on veut stabiliser l’angle de puissance ( : L�F
 G ��F
. Ce 

qui revient à stabiliser la tension de sortie �� du générateur. 

Conditions initiales : E� G n�� `� 0o¯. 

La puissance mécanique �� est supposée ici constante et égale à ���. -�  est la vitesse de 

rotation nominale du générateur, 6 et 1 sont les coefficients d’inertie et d'amortissement 

mécanique, et ��, � �, ���, � ��, >�� les paramètres électriques, toutes ces grandeurs étant 

supposées constantes en régime de fonctionnement normal. 

Beaucoup de travaux ont été faits par rapport à la commande non linéaire des réseaux 

électriques. On peut citer par exemple [CON05], [LEO02], [GAL03], [MAN08], [ROO01], 

[WAN96], [ATA99] ou [GOU01]. 

 

Exploitation d’un réseau électrique 

La puissance active � transitée entre deux réseaux de tension �� et �Ö présentant un angle 

de transport ( (déphasage entre �� et �Ö) et connectés par une liaison d’impédance : est 

donnée par l’équation suivante : 

� G ÁÌÁ�× ltu�          (1.33) 

ou de façon plus générale (réseau interconnecté) : 

�ØÔ G ´Ù´Ú×ÙÚ ltu��Ø [ �Ô
         (1.34) 

Cette équation montre qu’il est possible d’augmenter la puissance active transitée entre 

deux réseaux soit en maintenant la tension des systèmes, soit en augmentant l’angle de 

transport entre les deux systèmes, soit en réduisant artificiellement l’impédance de la 

liaison. 

 

I.4. CONCLUSIONS 

Ce premier chapitre a fait l’objet de généralités sur la commande non linéaire des réseaux 

électriques. On a commencé par introduire ce que c’est qu’un système dynamique, les 

principales non linéarités, les approches de commande et de synthèse de lois de commande 

ainsi que les différentes propriétés. Puis, nous avons rappelé les réseaux électriques : leurs 

constitution, problèmes de stabilité et de stabilisation, conduite,… ainsi que le cas 
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particulier d’un système SMIB auquel nous avons donné deux modèles que nous 

utiliserons par la suite. 

Dans le chapitre suivant, nous allons parler de l’approche multimodèle à états couplés, 

pour la stabilisation (commande directe de l’angle de puissance, donc de la tension de 

sortie) d’un réseau SMIB obtenu par transformation par secteurs non linéaires. 
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Chapitre II : 

 

 

Modélisation et commande d’un système 
SMIB par approche multimodèle 
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Chapitre II : MODELISATION ET COMMANDE D’UN 

SYSTEME SMIB PAR APPROCHE MULTIMODELE 

 

II.1. INTRODUCTION 

Les multimodèles constituent un moyen d'aborder les problèmes de commande dans le 

contexte linéaire, tout en assurant la précision de la reproduction du comportement du 

système dans une large plage de fonctionnement. A la lumière du nombre de travaux ces 

dernières années (voir [ORJ07] par exemple), cette approche a connu un regain d’intérêt, 

notamment dans des applications telles que la prédiction de séries temporelles, l’estimation 

d’état, la conception et la synthèse d’observateurs, la commande ou la simulation. Elle peut 

aussi être vue comme un certain type de modélisation floue, correspondant à l’approche 

dite de Takagi et Sugeno (T-S en abrégé) [TAK85], comme indiqué par exemple dans 

[MUR97, ICH08, ICH09, KRU06]. 

Dans ce chapitre, après une section de rappels sur la question, nous proposons une mise en 

œuvre de l’approche multimodèles à états couplés par transformation par secteurs non 

linéaires, et sa commande par compensation parallèle distribuée (de l’anglais Parallel 

Distributed Compensation : PDC) pour la stabilisation de l’angle de puissance d’un 

générateur électrique connecté à un bus infini (modèle SMIB [KUN93]). Nous comparons 

aussi les résultats avec ceux obtenus par la commande classique PID (à actions 

Proportionnelle, Intégrale et Dérivée). 

 

II.2. RAPPELS SUR LES MULTIMODELES ET LA COMMANDE 

PDC 

II.2.1. Introduction aux multimodèles 

II.2.1.1. Motivation 

La modélisation représente l’indispensable étape préliminaire à la conduite de processus 

industriels. Cette étape fondamentale est nécessaire que ce soit pour l’élaboration d’une loi 

de commande ou bien pour le développement d’une procédure de diagnostic. La 

modélisation d’un processus vise à établir les relations qui lient les variables 

caractéristiques de ce processus entre elles et à représenter d’une manière rigoureuse le 

comportement de ce processus dans un domaine de fonctionnement donné. En fonction des 
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connaissances a priori sur le processus à étudier, on peut envisager différents types de 

modèles en vue de représenter son comportement. 

Les sciences de l’ingénieur font largement appel aux modèles non linéaires pour décrire les 

comportements dynamiques des systèmes physiques réels. Si les modèles non linéaires 

sont en mesure de décrire correctement les comportements non linéaires d’un système, ils 

peuvent néanmoins s’avérer, en fonction de leur complexité mathématique, difficilement 

exploitables dans un contexte de synthèse d’une loi de commande et/ou de mise en place 

d’une stratégie de diagnostic du système. Une hypothèse contraignante, mais largement 

utilisée, consiste à supposer que le système évolue autour d’un point de fonctionnement. Il 

est alors possible d’envisager une étape de linéarisation du modèle non linéaire 

(linéarisation tangente) afin de réduire sa complexité mathématique et permettre l’emploi 

des outils d’analyse de systèmes linéaires  (et même des systèmes Linéaires Invariants dans 

le Temps – LTI). En pratique, cependant, cette hypothèse de linéarité n’est pas toujours 

respectée (trop locale) et par conséquent le modèle linéarisé n’est pas complètement 

représentatif du comportement global du système. Une amélioration consiste, lorsque le 

point de fonctionnement change, à réactualiser le modèle linéarisé. 

Une approche globale basée sur de multiples modèles LTI (linéaires ou affines) autour de 

différents points de fonctionnement a été élaborée ces dernières années. L'interpolation de 

ces modèles locaux à l'aide de fonctions d'activation normalisées permet de modéliser le 

système global non linéaire. Cette approche, dite multimodèle, s'inspire des modèles flous 

de type Takagi-Sugeno (T-S). 

En effet, un multimodèle réalise une partition floue de l'espace caractéristique C dit aussi 

espace de décision (c'est l'espace caractérisé par l'ensemble des variables caractéristiques 

(de décision) 	��
 qui peuvent être des variables d'état mesurables et/ou la commande). Les 

zones de fonctionnement sont définies en termes de propositions sur les variables de 

prémisse. Cette représentation est connue pour ses propriétés d'approximateur universel. 

Elle se révèle une technique efficace de modélisation des systèmes non linéaires 

relativement complexes (systèmes électromécaniques, biologiques, etc.), et permet de 

simplifier l’étude de :  

- la stabilité d’un système non linéaire, grâce à l’outil numérique LMI (Inégalités 

Matricielles Linéaires) qui permet de trouver des solutions aux équations de 

Lyapunov, 

- la synthèse des correcteurs (obtenus par exemple de retours d’état pour chaque 

modèle local), comme la synthèse des observateurs [AKH04]. 
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II.2.1.2. Bref historique 

Au départ, certains auteurs ont essayé de représenter des systèmes non linéaires avec des 

modèles linéaires par morceaux construits à partir d’un arbre de décision. Il en résulte une 

approximation discontinue du système due aux commutations entre les différents modèles 

linéaires. Malheureusement, ces discontinuités peuvent être indésirables dans la majorité 

des applications industrielles. Pour remédier à ce problème, il est préférable d’assurer un 

passage progressif d’un modèle à un autre. On substitue aux fonctions de commutation à 

front raide des fonctions à pente douce, ce qui crée un chevauchement entre les zones de 

validité des modèles. Dans ce cas, les fonctions de commutation deviennent des fonctions à 

dérivées continues dont la pente détermine la vitesse de passage d’un modèle à un autre. 

Dans la littérature, nous pouvons dénombrer de nombreux types de modèles flous. 

Cependant, on peut distinguer deux classes principales de modèles flous : le modèle flou 

de Mamdani et le modèle flou T-S. La principale différence entre ces deux modèles réside 

dans la partie conséquence. Le modèle flou de Mamdani utilise des sous ensembles flous 

dans la partie conséquence alors que le modèle flou T-S utilise des fonctions (linéaires ou 

non linéaires) des variables mesurables. Dans le modèle T-S, la partie conséquence est un 

modèle linéaire (représentation d'état, modèle autorégressif). Afin d’exploiter la théorie 

très riche des modèles LTI, le modèle T-S dont la partie conséquence est un modèle 

linéaire en représentation d'état est de loin le plus utilisé en analyse et commande (moyen 

d'intervenir sur le système à contrôler). 

En 1985, Takagi et Sugeno [TAK85] ont proposé un modèle flou d’un système constitué 

d’un ensemble de règles « si prémisse alors conséquence », telle que la conséquence d’une 

règle est un modèle affine. Le modèle global s’obtient par l’agrégation des modèles locaux. 

Quelques années après, Jacob et al ont présenté l’approche multi-experts qui est la 

combinaison de différents experts par l’entremise de fonctions d’activation, tel qu’un 

expert est un modèle décrivant le comportement local d’un système. L’ensemble de toutes 

ces techniques conduit à un modèle global d’un système qui est une combinaison de 

modèles localement valables. 

La représentation des systèmes dynamiques non linéaires par multimodèle est une 

technique relativement récente dont la formalisation mathématique date des travaux de 

Johansen et Foss en 1992 [JOH92]. Elle regroupe en son sein plusieurs concepts de 

modélisation connus sous d’autres appellations telles que modèles flous, systèmes multi-



41 

 

experts, etc. Les multimodèles apparaissent ainsi comme une généralisation de plusieurs 

types de modèles. 

L’approche multimodèle permet d’éviter l’utilisation d’un modèle unique très complexe. 

L’idée est de réduire la complexité du système en effectuant une décomposition de son 

espace de fonctionnement en un nombre fini de zones de moindre complexité délimitées 

par une fonction poids. Chaque zone de fonctionnement est ensuite modélisée par un sous-

modèle de structure simple. La caractérisation du comportement dynamique du système est 

alors effectuée en combinant la contribution relative de chaque sous-modèle à travers ces 

fonctions poids associées. 

On préfère rechercher un modèle apte à donner une bonne caractérisation globale du 

comportement dynamique du procédé, tout en permettant au concepteur une utilisation 

aisée, par exemple au moyen de techniques d’analyse de systèmes linéaires. Afin de 

répondre à ces attentes, de nouvelles techniques de modélisation ont vu le jour. Parmi elles, 

figure l’approche multimodèle. Les multimodèles permettent de prendre en compte la 

présence de plusieurs modes de fonctionnement. Le point commun aux différentes 

techniques de modélisation de systèmes non linéaires est la décomposition du 

comportement dynamique du système non linéaire en un nombre 4  de zones de 

fonctionnement, chaque zone étant caractérisée par un sous-modèle ��. En fonction de la 

zone où le système non linéaire évolue, la sortie !"� de chaque sous-modèle contribue plus 

ou moins à l’approximation !" du comportement global du système non linéaire, soit : 

LÛ�v
 G ∑ ÝØ�v
Ý̂Ø�v
ßØà§         (2.1) 

où la contribution de chaque sous-modèle est définie par les fonctions de pondération ��. 
Les multimodèles offrent des propriétés mathématiques qui peuvent être mises à profit lors 

de la synthèse de l’observateur. Ces propriétés favorisent en particulier l’extension aux 

systèmes non linéaires de certains résultats obtenus pour les systèmes linéaires et ce, sans 

avoir à effectuer d’analyse spécifique de la non-linéarité du système. 

Les multimodèles reposent sur la stratégie du « diviser pour régner ». Le système est 

complètement représenté par la donnée d’un ensemble de modèles locaux, leur région de 

validité et le mécanisme d’interpolation. Le comportement global obtenu pour le système 

complexe modélisé est fortement lié à la nature de la procédure gérant la transition d’un 

mode de fonctionnement à l’autre. 

L’approche multimodèle connaît un regain d’intérêt ces dernières années, notamment dans 

des applications telles que la prédiction de séries temporelles, la commande ou la 

simulation. 
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Dans la plupart des travaux, des modèles locaux de structure affine sont utilisés en raison 

de leur simplicité. Cependant, si le système comporte de fortes non linéarités, le nombre de 

modèles locaux peut être très important, ce qui augmente la complexité du modèle. La 

validité locale d’un modèle pour une observation donnée est spécifiée par un degré 

d’activation du modèle qui indique en même temps le degré d’appartenance de 

l’observation (ou de la variable d’indexation correspondante) à la zone de validité du 

modèle. Les zones de validité étant des sous-espaces obtenus par subdivision de l’espace 

de fonctionnement global du système suivant des variables appelées variables 

d’indexation. Le degré d’activation d’un modèle local prend une valeur suffisamment 

importante (proche de 1) si la variable d’indexation correspondant à l’observation est 

proche du « centre » de la zone de validité du modèle, et tend progressivement vers zéro au 

fur et à mesure que la variable d’indexation s’en éloigne. 

 

II.2.2. Modélisation multimodèle  

II.2.2.1. Structures 

Le principe de l’approche multimodèle repose sur l’appréhension du comportement d’un 

système à l’aide d’un ensemble de sous-modèles agrégés à travers un mécanisme 

d’interpolation. Les multimodèles constituent alors un outil adapté à la modélisation des 

systèmes non linéaires. Quant à l’extension des outils d’analyse développés dans le cadre 

des systèmes linéaires, elle peut être envisagée sans effectuer une analyse spécifique de la 

non-linéarité du système. 

On peut énumérer différentes formes de multimodèles selon que l’on fait la segmentation 

sur l’entrée ou sur la sortie (c’est-à-dire sur les variables d’état mesurables) et aussi selon 

la nature du couplage entre les modèles locaux associés aux zones de fonctionnement.  

Plusieurs structures permettent alors d’interconnecter les différents sous-modèles afin de 

générer la sortie globale du multimodèle. Trois structures de multimodèles peuvent être 

distinguées selon la nature du couplage entre les modèles locaux : 

- la première à états couplés, où les sous-modèles partagent le même vecteur d’état 

(multimodèle T-S : sous-modèles homogènes) : utilisation des sorties globales dans 

l’expression, 

- la seconde à états découplés (voir [ORJ06] et [ORJ08] par exemple) : où les sous-

modèles sont découplés, chaque sous-modèle possédant alors son propre vecteur 

d’état (multimodèle découplé : sous-modèles hétérogènes). 
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Ces deux structures font appel à des mécanismes différents d’agrégation des sous-modèles, 

- la troisième à structure hiérarchisée. 

 

Multimodèle à états couplés (T-S) 

La structure du multimodèle T-S a été initialement proposée, dans un contexte de 

modélisation floue, par Takagi et Sugeno dans les années 80 [TAK85] et a été depuis 

largement popularisée, dans un contexte multimodèle, par les travaux de Johansen et Foss 

[JOH92]. L’intérêt de cette structure pour effectuer la modélisation, la commande ou 

l’estimation d’état, de l’observation et du diagnostic des systèmes non linéaires a été 

largement démontré. 

Les modèles T-S constituent une représentation mathématique très intéressante des 

systèmes non linéaires car ils permettent de représenter tout système non linéaire, quelle 

que soit sa complexité, par une structure simple en s’appuyant sur des modèles linéaires 

interpolés par des fonctions non linéaires positives ou nulles et bornées. Ces modèles 

permettent de représenter de manière précise les systèmes non linéaires. Ils ont une 

structure simple présentant des propriétés intéressantes les rendant facilement exploitables 

du point de vue mathématique et permettant l’extension de certains résultats du domaine 

linéaire aux systèmes non linéaires. Le multimodèle T-S s’adapte donc particulièrement 

bien à la modélisation des systèmes complexes présentant des nonlinéarités et des 

changements de structure engendrés par leur mode de fonctionnement. 

Comme précisé dans l’introduction, la difficulté d’étude des modèles de la forme : 

DE��F
 G HIE�F
, J�F
KL�F
 G MIE�F
, J�F
KN         (2.2) 

où ��, 8
 á ;Ö� sont des fonctions non linéaires continues, ���
 á ;� est le vecteur d'état 

et 
��
 á ;� est le vecteur d'entrée, 

a conduit à l’étude de classes particulières représentant seulement un ensemble restreint de 

systèmes non linéaires. 

Tout modèle flou T-S d'un système non linéaire est structuré comme une interpolation de 

systèmes linéaires. Un modèle flou de type T-S utilise des règles comme suit : 

Règle t : 
Si 	���
 est 3��,… et 	B��
 est 3�B, alors : 

²E� �F
 G OØE�F
 P QØJ�F
L�F
 G RØE�F
 N        (2.3) 
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où ���
 á ;�  est le vecteur d’état, 
��
 á ;�  le vecteur d’entrée et !��
 á ;�  est le 

vecteur de sortie, 3�� sont les fonctions d'appartenance des ensembles flous, t G â1, … , �ä, 
4 est le nombre de règles, å G â1, … , æä, .� á ;�ç�, /� á ;�ç� et 0� á ;�ç�. 

	���
 , …, 	B��
  sont les variables des prémisses qui peuvent être des fonctions des 

variables d'état, des entrées ou une combinaison des deux. A chaque règle est attribué un 

poids ��I	��
K qui dépend du vecteur d�F
 G Ud§�F
, … , dè�F
W et du choix de l'opérateur 

logique. L'opérateur « ET » est souvent choisi comme étant le produit, d'où : 

�ØId�F
K G ∏ êØë �dë�F
�èëà§  ; t G â1, … , �ä     (2.4) 

Avec �ØId�F
K ì 0, íF ì 0 

Le modèle global est : 

E��F
 G ∑ îÙIï�Ã
KIðÙ��Ã
ñòÙ«�Ã
KóÙôÌ ∑ îÙIï�Ã
KóÙôÌ        (2.5) 

Sachant que : 

ÝØId�F
K G îÙIï�Ã
K∑ îÙIï�Ã
KóÙôÌ         (2.6) 

La structure du multimodèle T-S se présente alors sous les formes suivantes, de même le 

signal de sortie qui est obtenu par la même technique : 

En mode continu : 

DE��F
 G ∑ ÝØId�F
KâOtE�F
 P QtJ�F
äßØà§L�F
 G ∑ ÝØId�F
KIRtE�F
KßØà§
N      (2.7) 

Ou encore : 

DE�F P 1
 G ∑ ÝØId�F
KâOtE�F
 P QtJ�F
äßØà§L�F
 G ∑ ÝØId�F
KIRtE�F
KßØà§
N     (2.8) 

En mode discret : 

Soit le système non linéaire discret : 

DE�v P 1
 G HIE�v
K P QIE�v
KJ�v
L�v
 G õIE�v
K N      (2.9) 

D’où la représentation multimodèle : 

DE�v P 1
 G ∑ ÝØId�v
KâOtE�v
 P QtJ�v
äßØà§L�v
 G ∑ ÝØId�v
KIRtE�v
KßØà§
N     (2.10) 

Où ��I	��
K, � á ö� sont les fonctions d’activation et 	��
 les variables de décision. 

La fonction ��I	��
K dite d'activation détermine le degré d'activation du �-ème modèle 

local associé et représente les fonctions de pondération qui assurent la transition entre les 
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sous-modèles voisins. Selon la zone où évolue le système, cette fonction indique la 

contribution plus ou moins importante du modèle local correspondant dans le modèle 

global. Ces fonctions peuvent être de forme triangulaire, sigmoïdale ou gaussienne, et 

satisfont les propriétés de somme convexe suivantes : 

D0 m ÝØId�F
K m 1∑ ÝØId�F
K G 1ßØà§
N; ít G 1, … , �, íF      (2.11) 

La variable d’indexation 	��
 peut correspondre, par exemple, à des variables mesurables 

du système (le signal d’entrée ou de sortie du système) ou à des variables non mesurables 

(l’état du système par exemple). 

La particularité d'un modèle T-S est que les ensembles flous sont seulement utilisés dans la 

partie prémisse des règles. La partie conclusion est décrite par des modèles numériques. 

Cette particularité rend un modèle flou T-S équivalent à un multimodèle. 

Une formulation mathématique plus générale des modèles T-S est donnée par les équations 

suivantes : 

DE��F
 G ∑ ÝØId�F
KIOØE�F
 P QØJ�F
KßØà§L�F
 G ∑ ÝØId�F
KIRØE�F
 P SØJ�F
KßØà§
N      (2.12) 

Les 4  sous-modèles sont définis par des matrices connues .� á ;�ç� , /� á ;�ç� , 

0� á ;�ç� et 1� á ;�ç�. 

Les modèles nonlinéaires flous T-S sont assimilables à des multimodèles. Ils 

comprennent : 

- les fonctions d’activation ou d’interpolation, 

- l’espace caractéristique de décision C  : espace caractérisé par l’ensemble des 

variables caractéristiques 	��
  qui peuvent être des variables d’état mesurables 

et/ou la commande, 

- les variables de décision et, 

- les modèles locaux ou sous-modèles : on distingue les modèles locaux affines, les 

modèles locaux polynomiaux et les modèles locaux neuronaux de type MLP. 

 

a) Modèles locaux couplés avec segmentation de l’entrée 

Modèle local � : 
²EØ�v P 1
 G OtE�v
 P QtJ÷�v
LØ�v
 G RtEØ�v
 N       (2.13) 

J÷�v
 G ÝtId�v
KJ�v
 ; t á Äø        (2.14) 
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Modèle global : 

DE�v P 1
 G ∑ Et�v P 1
ßØà§ G ∑ IOtE�v
 P QtJ÷�v
KßØà§L�v
 G ∑ LØ�v
ßØà§ G ∑ RtEØ�v
ßØà§
N    (2.15) 

 

b) Modèles locaux couplés avec interpolation des sorties locales 

Modèle local � : 
²EØ�v P 1
 G OtE�v
 P QtJ�v
LØ�v
 G RtEØ�v
 N ;  t á Äø     (2.16) 

Modèle global : 

DE�v P 1
 G ∑ ÝØId�v
KIOtE�v
 P QtJ÷�v
KßØà§L�v
 G ∑ ÝØId�v
KRtEØ�v
ßØà§
N     (2.17) 

 

Multimodèles à états découplés 

La structure du multimodèle découplé introduit une certaine flexibilité dans l’étape de 

modélisation. En effet, la dimension des sous-modèles peut être adaptée à la complexité 

des zones de fonctionnement car dans cette structure, chaque sous-modèle peut avoir un 

nombre d’états différent. Ce multimodèle a déjà été exploité pour effectuer l’identification 

et/ou la commande des systèmes non linéaires. En revanche, les possibilités offertes par 

cette structure pour l’estimation d’état restent actuellement peu exploitées. 

Ce type de multimodèle dit découplé se caractérise par des sous-modèles sans état 

commun, par opposition au multimodèle classiquement utilisé dit T-S où les sous-modèles 

partagent le même état. Il offre ainsi la possibilité d’utiliser un vecteur d’état de dimension 

différente pour chaque sous-modèle. Des conditions garantissant la convergence de l’erreur 

d’estimation sont formulées par un ensemble de LMIs. 

Dans ce contexte de modélisation, plusieurs catégories de multimodèles peuvent être 

distinguées selon la façon dont les sous-modèles sont associés. Parmi elles figure le 

multimodèle découplé. La différence entre cette structure et celle présentée au paragraphe 

précédent réside dans le fait que chaque modèle local est indépendant de tous les autres : 

²E�Ø�F
 G OØEØ�F
 P QØJ�F
 P SØLØ�F
 G RØEØ�F
 P ¿ØJ�F
 P ùØ N       (2.18) 

Dans cette structure, la notion d’état local, correspondant à un domaine de fonctionnement, 

apparaît beaucoup clairement. Le multimodèle (modèle global) est ainsi donné par : 

D E�Ø�F
 G OØEØ�F
 P QØJ�F
 P SØL��F
 G ∑ ÝØId�F
K�RØEØ�F
 P ¿ØJ�F
 P ùØ
ßØà§ N; t á â1, … , �ä   (2.19) 
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Rappelons que les variables locales ����
  n’ont pas forcement un sens physique. Les 

matrices .� , /�  et 1�  ainsi que les fonctions d’activation ��I	��
K sont calculées de la 

même façon que précédemment (structure couplée). Cette structure peut être vue comme la 

connexion parallèle de 4 modèles affines pondérés par leurs poids respectifs. 

Ce multimodèle peut aussi se présenter sous la forme d’une représentation d’état par : 

²E�Ø�F
 G �OØ P ∆OØ
EØ�F
 P QØJ�F
 P SØj�F
LØ�F
 G RØEØ�F
 N     (2.20) 

L�F
 G ∑ ÝØId�F
KLØ�F
 P új�F
ßØà§       (2.21) 

où �� á ;� et !� á ;� sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie du �-ème 

sous-modèle ; 
 á ;� , ! á ;�  et � á ;B  sont respectivement l’entrée, la sortie et la 

perturbation du système. Les matrices .� á ;�ç� , /� á ;�ç� , 1� á ;�ç�, 0� á ;�ç� et 

@ á ;�çB sont des matrices constantes connues caractérisant le comportement nominal de 

chaque sous-modèle et l’influence des perturbations sur le système. 

Les imprécisions de la modélisation du système sont représentées par des incertitudes 

structurées bornées en norme : ∆OØ G �ØêØ�F
ùØ         (2.22) 

où 4� et 2� sont des matrices connues, constantes et de dimensions appropriées et 3���
 

une fonction matricielle inconnue, avec des éléments de Lebesgue mesurables, satisfaisant 

à : 

êØ̄ �F
êØ�F
 m Ä; íF        (2.23) 

Les différentes zones de fonctionnement du système sont indexées à l’aide de la variable 

de décision 	��
 supposée inconnue mais accessible par mesure en temps réel. Elle est une 

variable caractéristique du système, par exemple, des variables d’état mesurables et/ou des 

signaux d’entrée ou de sortie. 

La contribution relative de chaque sous-modèle, selon la zone où évolue le système, est 

déterminée par les fonctions de pondération ��I	��
K . Elles délimitent les zones de 

validité, assurent la transition entre les sous-modèles et possèdent les propriétés de somme 

convexe. La sortie du multimodèle est alors obtenue en effectuant une somme pondérée 

des sorties des sous-modèles. 

 

a) Modèles locaux découplés avec segmentation de l’entrée 

Modèle local � : 
²EØ�v P 1
 G OtEt�v
 P QtJ÷�v
LØ�v
 G RtEØ�v
 N ;       (2.24) 



48 

 

 J÷�v
 G ÝtId�v
KJ�v
 ;  t á Äø       (2.25) 

Modèle global : 

DE�v P 1
 G ∑ IOtEt�v
 P QtJ÷�v
KßØà§L�v
 G ∑ LØ�v
ßØà§
N      (2.26) 

 

b) Modèles locaux découplés avec interpolation des sorties locales 

Modèle local � : 
²EØ�v P 1
 G OtEØ�v
 P QtJ�v
LØ�v
 G RtEØ�v
 N ;  t á Äø     (2.27) 

Modèle global : 

DE�v P 1
 G ∑ ÝØId�v
KIOtEØ�v
 P QtJ÷�v
KßØà§L�v
 G ∑ ÝØId�v
KLØ�v
ßØà§
N     (2.28) 

 

Multimodèle à structure hiérarchisée ou hypermultimodèle 

Bien que l’approche multimodèle ait connu un grand succès dans beaucoup de domaines 

(commande, diagnostic, ...), son application est limitée aux systèmes ayant peu de variables 

(dimension réduite). Le nombre de modèles locaux augmente d’une façon exponentielle 

avec l’augmentation du nombre de variables. Par exemple, un multimodèle à sortie unique 

avec � variables et � fonctions d’activation définies pour chaque variable est composé de 

��  modèles locaux. Les chercheurs ont étudié ce problème en utilisant différentes 

approches. Pour surmonter ce problème, Raju et al ont proposé un multimodèle à structure 

hiérarchique afin de réduire le nombre de modèles locaux. 

Un hypermultimodèle ou multimodèle hiérarchisé est un multimodèle de multimodèles. Ce 

type de structure vise à réduire la complexité du multimodèle global et à améliorer 

l’interprétation de chaque multimodèle. Il est ainsi possible de modéliser des systèmes de 

grande dimension à partir d’une décomposition en sous-systèmes modélisables à leur tour 

par un multimodèle. 

 

En résumé, les principaux intérêts de l’approche multimodèles sont les suivants : 

- les multimodèles constituent des approximateurs universels, n’importe quel 

système non linéaire pouvant être approximé avec une précision imposée en 

augmentant le nombre de sous-modèles. En pratique cependant, un nombre 

relativement réduit de sous-modèles suffit à l’obtention d’une approximation 

satisfaisante ; 
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- les outils d’analyse des systèmes linéaires peuvent être utilisés, au moins 

partiellement, sur les multimodèles si les sous-modèles sont de type linéaire ; 

- il est possible de relier le multimodèle à la physique du système non linéaire afin de 

donner un sens au multimodèle et plus précisément d’associer à un sous-modèle un 

comportement particulier du système non linéaire. 

 

Classiquement, trois problèmes doivent être résolus pour élaborer un multimodèle : 

- la décomposition du comportement dynamique (décomposition de l’espace de 

fonctionnement) du système non linéaire en un nombre 4  de zones de 

fonctionnement et le choix de la variable d’indexation des fonctions de 

pondération, cette étape s’accompagne éventuellement d’une optimisation des 

fonctions poids associées à chaque zone, 

- le choix de la variable caractéristique (c’est-à-dire la variable de décision 	) du 

système permettant d’indexer les fonctions de pondération, 

- la détermination (le choix) de la structure du multimodèle et l’identification 

paramétrique (détermination des paramètres) de chaque sous-modèle (procédure 

d’agrégation des sous-modèles). 

 

II.2.2.2. Obtention 

Afin d’obtenir un multimodèle, on peut citer trois approches largement utilisées dans la 

littérature. 

La première approche repose sur les techniques d’identification. La structure du modèle 

ainsi que les fonctions d’activation sont tout d’abord choisies a priori. En utilisant des jeux 

de données d’entrées-sorties récoltées à partir des mesures effectuées sur le système réel, 

des techniques d’identification sont ensuite mises en place en cherchant ou en imposant la 

structure du multimodèle. On utilise la méthode par identification de type « boîte noire » 

lorsque le système non linéaire n'a pas de forme analytique. 

La seconde approche repose sur la linéarisation du modèle non linéaire explicite que l’on 

souhaite « simplifier » ou rendre plus manipulable autour de plusieurs points de 

fonctionnement. Dans ce cas, il s'agit de modèles locaux affines dus à la présence de la 

constante de linéarisation, les différentes valeurs des constantes de linéarisation du modèle 

non linéaire donnent les différents modèles locaux affines. Des sous-modèles linéaires sont 

alors obtenus pour chaque zone de fonctionnement. En utilisant des techniques 
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d’optimisation afin de minimiser l’erreur quadratique de sortie, les fonctions d’activation 

peuvent être générées. On utilise la méthode par linéarisation du système autour de 

plusieurs points de fonctionnement lorsqu'on dispose d'un modèle mathématique. 

La troisième approche est basée directement sur la connaissance analytique du modèle non 

linéaire. Elle est connue sous le nom de transformation par secteurs non linéaires. C’est 

une transformation mathématique, plus précisément une transformation polytopique 

convexe d’un système linéaire affine en la commande. Contrairement aux deux approches 

précédentes qui donnent une approximation du modèle non linéaire, cette troisième 

méthode fournit un modèle T-S représentant de manière exacte le modèle non linéaire. 

L'idée de cette approche est l'appréhension du comportement non linéaire d'un système par 

un ensemble de modèles locaux caractérisant le comportement du système dans différentes 

zones de fonctionnement. En effet, les multimodèles s'écrivent sous forme d'interpolation 

entre des modèles linéaires (LTI) valide dans une zone de fonctionnement. On utilise donc 

la méthode basée sur des transformations mathématiques lorsqu'un modèle analytique est 

disponible. C’est ce que nous allons utiliser dans le cadre de ce travail. 

Dans le cas des deux premières méthodes, les paramètres du multimodèle (paramètres des 

modèles locaux et des fonctions d'activation) sont obtenus en utilisant des algorithmes 

d'optimisation numériques en choisissant la structure du multimodèle ainsi que les 

fonctions d'activation. Dans la première situation, à partir des données sur les entrées et les 

sorties, nous pouvons identifier les paramètres du modèle local correspondant aux 

différents points de fonctionnement. Dans la deuxième et la troisième situation, on suppose 

disposer d'un modèle mathématique non linéaire. 

 

Obtention du multimodèle par identification 

En représentant un système non linéaire sous forme multimodèle, le problème de 

l'identification des systèmes non linéaires est réduit à l'identification des sous-systèmes 

définis par des modèles locaux linéaires et des fonctions d'activation. Les méthodes 

d'optimisation numérique sont alors utilisées pour estimer ces paramètres. 

Généralement, la construction d'un multimodèle à partir des entrées/sorties exige : 

- la définition d'une structure de multimodèle, 

- la définition des fonctions d'appartenance, 

- l'estimation des paramètres des fonctions d'activation et des modèles locaux et, 

- l'évaluation des performances du multimodèle. 
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Pour l’identification des systèmes non linéaires par les multimodèles, un des points 

fondamentaux dans cette décomposition reste le choix du nombre ainsi que l’emplacement 

des points de fonctionnement afin de refléter au mieux l’évolution intrinsèque du système. 

Il est important de définir des critères pour une meilleure sélection des régimes linéaires : 

- stabilité des régimes de fonctionnement, 

- bonnes performances des régimes et, 

- bonnes commutations entre les modèles. 

Cependant, l’augmentation des problèmes liés à la commutation entre modèles et au temps 

de calcul n’est pas négligeable. De ce fait, il sera judicieux de choisir le nombre de 

modèles et la zone des modèles avec parcimonie. 

Lorsque le modèle du système est non linéaire par rapport aux paramètres, il n’existe pas 

de solution analytique afin d’estimer ces paramètres. On recourt à des techniques itératives 

d’optimisation non linéaire. Plusieurs méthodes d’optimisation peuvent être utilisées, selon 

les informations disponibles a priori. Si la connaissance a priori sur les paramètres des 

fonctions d’activation et ceux des modèles locaux ne sont pas disponibles. Alors, ces 

paramètres doivent être optimisés au moyen d’une procédure itérative en raison des non-

linéarités du modèle global (multimodèle) par rapport à ses paramètres. 

Les méthodes d’optimisation sont généralement basées sur la minimisation d'une fonction 

de l'écart entre la sortie estimée du multimodèle !���
 et la sortie mesurée du système 

!��
. Le critère le plus utilisé est le critère qui représente l'écart quadratique entre les deux 

sorties indiquées. 

û�ü
 G §� ∑ µ�F, ü
�ýÃà§ G §� ∑ IL��F
 [ L�F
K�ýÃà§      (2.29) 

où 2 est l'horizon d'observation et , est le vecteur de paramètres des modèles locaux et 

ceux des fonctions d'activation. 

Les méthodes de minimisation du critère T�,
  s'appuient, le plus souvent, sur un 

développement limité du critère T�,
  autour d'une valeur particulière du vecteur de 

paramètres , et d'une procédure itérative de modification progressive de la solution. Si l'on 

note � l'indice d'itération de la méthode de recherche et ,��
 la valeur de la solution à 

l'itération �, la mise à jour de l'estimation s'effectue de la manière suivante : 

ü�v P 1
 G ü�v
 P þS�v
        (2.30) 

Où ' représente un facteur d'ajustement permettant de régler la vitesse de convergence 

vers la solution, 1��
 est la direction de recherche dans l'espace paramétrique. Selon la 

façon dont 1��
 est calculée, on distingue différentes méthodes d'optimisation numérique 
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dont les principales sont l’algorithme Levenberg-Marquardt, l’algorithme du gradient et 

l’algorithme de Newton ainsi que l’algorithme de Gauss-Newton. 

 

a) Algorithme du gradient 

Cette méthode est basée sur un développement du critère T�,
  au premier ordre. La 

direction de recherche à l’itération � est spécifiée par le gradient 5I,��
K du critère de la 

manière suivante : 

S�v
 G �Iü�v
K G N������à��Ô
 G N∑ ���Ã,�
��ýÃà§ ��à��Ô
    (2.31) 

' dépend de la vitesse de convergence du critère. Généralement, il est calculé par une 

méthode heuristique qui consiste à augmenter ' si le critère décroît et à le réduire dans le 

cas contraire. 

 

b) Algorithme de Newton 

Cette fois, l’algorithme est basé sur le développement au deuxième ordre. La direction et le 

pas de recherche sont spécifiés simultanément par l’équation : 

S�v
 G c�§�Iü�v
K         (2.32) 

ou 6��
 est la matrice hessienne du critère défini par : 

c�v
 G N���Ã,�
�� ���Ã,�
��Í P ∑ ����Ã,�
��� µ�F, ü
ýÃà§ ��à��Ô
     (2.33) 

Dans ce cas, le pas de recherche ' est égal à 1. L’inconvénient principal de cet algorithme 

réside dans le calcul de l’inversion du hessien à chaque itération. 

 

c) Algorithme de Gauss-Newton 

Afin de simplifier la méthode de Newton, on utilise une expression approchée du hessien 

en négligeant les termes du deuxième ordre, on obtient : 

c� G ���Ã,�
�� ���Ã,�
��Í          (2.34) 

Le hessien étant défini positif, cet algorithme garantit la convergence vers un minimum. 

Cet algorithme est sensible au choix initial du vecteur des paramètres , et lorsque la 

dimension de l’espace des paramètres est très importante, l’algorithme risque de converger 

vers des minimas locaux. 

Gasso a présenté plusieurs méthodes d’optimisation paramétrique d’une structure 

multimodèle. Pour simplifier le problème, soit il suppose que la position des points de 

fonctionnement est connue, soit il met en œuvre une procédure à deux niveaux qui alterne 
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entre l’optimisation du vecteur de paramètres des modèles locaux et celle du vecteur de 

paramètres des fonctions d’activation. 

Les modèles « boite noire » sont identifiés à partir des données sur les entrées et sur les 

sorties autour de différents points de fonctionnement. Indépendamment du type de modèle 

choisi, cette identification requiert la recherche d'une structure optimale, l'estimation des 

paramètres et la validation du modèle final. 

L’identification d’un système, en temps réel ou non, est une étape essentielle de n’importe 

quelle conception de système de commande ou de diagnostic. L’identification des systèmes 

linéaires a été étudiée depuis de très nombreuses années et beaucoup de méthodes 

permettent de conduire cette étude. Cependant, dans beaucoup de situations pratiques, 

l’hypothèse de linéarité ne peut pas être vérifiée et s’avère inappropriée en raison de 

l’existence d’éléments non linéaires et/ou variants dans le temps. Dans ce cas, il est 

difficile d’appliquer les méthodes conventionnelles d’identification. Ces dernières années, 

le développement de nouvelles méthodologies de commande dans le domaine de 

l’intelligence artificielle comme les réseaux de neurones et la théorie de la logique floue, 

ont fourni des outils alternatifs pour aborder le problème de l’identification des systèmes 

non linéaires. En particulier, depuis l’introduction de la notion de la logique floue par 

Zadeh, beaucoup de chercheurs ont montré l’intérêt de cette théorie pour l’identification 

des systèmes représentés par des multimodèles. 

En représentant un système non linéaire sous forme multimodèle, le problème de 

l’identification de systèmes non linéaires est réduit à l’identification des sous-systèmes 

définis par des modèles locaux linéaires. Les méthodes d’estimation basées sur les 

moindres carrés sont alors utilisées pour identifier les paramètres du multimodèle (modèles 

locaux) et ceux des fonctions d’activation. Cependant, cette méthode exige la connaissance 

des données entrées-sorties du système non linéaire autour de différents points de 

fonctionnement afin de pouvoir caractériser les modèles locaux. 

 

Obtention du multimodèle par linéarisation 

Dans ce cas, on dispose de la forme analytique du modèle non linéaire du processus 

physique qu'on linéarise autour de différents points de fonctionnement judicieusement 

choisis. Considérons le système non linéaire de la forme (2.2). 

Par la suite, nous représenterons le système non linéaire par un multimodèle, composé de 

plusieurs modèles locaux linéaires ou affines obtenus en linéarisant le système non linéaire 

autour d'un point de fonctionnement arbitraire ���, 
�
 á ;� ç ;� : 
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DE���F
 G ∑ ÝØId�F
K�OØE��F
 P QØJ�F
 P SØ
ßØà§L��F
 G ∑ ÝØId�F
K�RØE��F
 P ¿ØJ�F
 P ùØ
ßØà§
N     (2.35) 

Avec : 

OØ G N����,«
�� ��à�Ù«à«Ù
 ; QØ G N����,«
�« ��à�Ù«à«Ù

 ; SØ G ê�EØ, JØ
 [ OØE [ QØJ 

RØ G N����,«
�� ��à�Ù«à«Ù
 ; ¿Ø G N����,«
�« ��à�Ù«à«Ù

 ; ùØ G ��EØ, JØ
 [ RØE [ ¿ØJ  (2.36) 

Notons que dans ce cas, le nombre 4  de modèles locaux dépend de la précision de 

modélisation souhaitée, de la complexité du système non linéaire et du choix de la 

structure des fonctions d'activation. 

 

Obtention du multimodèle par transformation 

Nous proposons d'étudier cette transformation dans le cas général d'un système non 

linéaire affine en la commande donnée en (2.8). 

La méthode est basée sur une transformation polytopique convexe de fonctions scalaires 

origine de la non-linéarité [ICH08]. L'avantage d’une telle méthode est de ne pas engendrer 

d'erreur d'approximation et de réduire le nombre de modèles par rapport à la méthode de 

linéarisation. La méthode présentée est basée uniquement sur la bornitude des termes non 

linéaires (c’est-à-dire des fonctions continues). 

Considérons le cas général d'un système continu non linéaire : 

E��F
 G HIE�F
K P QJ�F
.        (2.37) 

Avec : ��. 
 á ;� ; 
�. 
 á ;� ; �I��. 
K á ;�  et / á ;�ç� 

Lemme 2.1 [WAN95] : Soit MIE�F
K  une fonction bornée de ni, 
o � |  ;  pour tout 

E á ni, 
o avec �i, 

 á |ñ�. Alors il existe deux fonctions : 

êØ�. 
 �  ni, 
o � n0,1o ; t á Ä� 

E�F
 � êtIE�F
K         (2.38) 

Avec ê§IE�F
K P ê�IE�F
K G 1 et deux scalaires 
 et � tels que : 

MIE�F
K G 
.ê§IE�F
K P �.ê�IE�F
K      (2.39) 

Une décomposition de 8 sur n�,�o peut en effet être obtenue par : � G min�án�,�o M�E
 ;  
 G max�án�,�o M�E
     (2.40) 

ê§IE�F
K G �IE�F
K�����  ;  ê�IE�F
K G ���IE�F
K���      (2.41) 

Sous l'hypothèse de la continuité et la bornitude des fonctions �I���
K et �I���
K avec 

H�0
 G 0 et õ�0
 G 0, ces fonctions peuvent être réécrites sous la forme suivante : 
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HIE�F
K G ∑ êØIE�F
KOtE�F
�Øà§  ; õIE�F
K G ∑ êØIE�F
KRtE�F
�Øà§   (2.42) 

Le modèle devient : 

DE� �F
 G ∑ êØIE�F
KIOtE�F
 P QtJ�F
K�Øà§L�F
 G ∑ êØIE�F
KIRtE�F
 P StJ�F
K�Øà§
N      (2.43) 

Dans ce cas, le multimodèle obtenu représente de façon exacte le modèle non linéaire sur 

l'intervalle compact considéré. 

Rappelons que dans le contexte de la synthèse de régulateurs par analyse convexe, le 

nombre de contraintes LMIs est égal au nombre de modèles locaux. Ainsi, il faut 

minimiser le nombre de modèles locaux. La réduction de ce nombre, dépendant de la 

méthode de transformation, est synonyme de moins de conservatisme. Ces méthodes 

s'appliquent au cas continu qu’au cas discret. 

En mode continu : 

DE��F
 G HIE�F
K P QIE�F
KJ�F
L�F
 G õIE�F
K P SIE�F
KJ�F
N       (2.44) 

En mode discret : 

DE�v P 1
 G HIE�v
K P QIE�v
KJ�v
L�v
 G õIE�v
K P SIE�v
KJ�v
 N      (2.45) 

��. 
 á ;� ; 
�. 
 á ;� ; !�. 
 á ;� ; �I��. 
K á ;� ; �I��. 
K á ;� ; /I��. 
K á ;�ç� ; 
1I��. 
K á ;�ç�. 

Remarque : 

La représentation mathématique des multimodèles s’apparente aussi à des formes de 

modélisation de systèmes de type Linéaires à Paramètres Variants dans le temps (ou LPV). 

Certains systèmes LPV sont intéressants à étudier notamment les systèmes LPV affines de 

la forme O� P ∑ üÔëOëýëà§ . De nombreux travaux existent dans ce domaine attractif où on 

traite diverses formes de modèles pouvant s’écrire sous une forme LPV. Une autre 

représentation intéressante des systèmes LPV est la représentation polytopique où les 

systèmes non linéaires sont modélisés sous une forme polytopique, similaire à celle utilisée 

en multimodèle. Cette forme polytopique est une généralisation des systèmes affines. Des 

fois, il est question d’un système avec des incertitudes paramétriques mis sous forme LPV 

affine puis sous forme polytopique. On notera toutefois que la présence de défauts y est 

rarement mentionnée et reste donc peu traitée. 
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II.2.3. Stabilité et stabilisation 

Les modèles flous T-S en représentation d’état sont les plus utilisés en commande 

contrairement à un modèle entrée/sortie. De même, la synthèse de lois de commande (ou 

d’observateurs) des processus modélisés par l'approche multimodèle utilisent la 

représentation d'état afin d'étendre au cas non linéaire des techniques de commande par 

retour d'état. 

L’analyse de la stabilité et la synthèse de loi de commande des multimodèles sont basées 

essentiellement sur la théorie de Lyapunov et la formulation LMI. La synthèse des 

régulateurs en multimodèles utilise les techniques comme les systèmes incertains, les 

systèmes interconnectés, la passivité, etc. 

 

II.2.3.1. Stabilité d’un multimodèle 

La stabilité des multimodèles a été beaucoup étudiée. Elle dépend de l’existence d’une 

matrice commune, symétrique et définie positive, qui garantit la stabilité de tous les 

modèles locaux. Ces conditions de stabilité peuvent être exprimées en utilisant des LMIs. 

La stabilité des multimodèles utilise des approches de commande telles que l’approche 

Lyapunov (fonctions de Lyapunov quadratique ou non), l’approche géométrique, le critère 

de Popov (ou critère du cercle), la transformation en un problème de type Lur’e, 

l’utilisation des propriétés des 4-matrices, etc. 

L’étude de la stabilité des modèles T-S s’effectue principalement en utilisant la méthode 

directe de Lyapunov. Cette méthode implique le choix d’une fonction candidate de 

Lyapunov. Dans toute la suite, sans perte de généralité, on suppose que le point d’équilibre 

est l’origine. Le choix de cette fonction est le premier élément dans l’étude de la stabilité 

qui introduit du conservatisme. 

 

Définition de la fonction candidate de Lyapunov 

Une fonction candidate de Lyapunov �  est une fonction scalaire définie positive 

satisfaisant : �E� � ∞ ⇒  ¸�E
 � ∞        (2.46) 

Avec :  
��E�
 m ¸�E
 m ���E�
         (2.47) 

où # á �� et $ á �� sont des fonctions définies positives. 
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a)  Stabilité quadratique 

La fonction candidate de Lyapunov la plus couramment utilisée est dite quadratique. Elle 

est définie par : 

¸IE�F
K G E¯�F
�E�F
 � G �¯ » 0.      (2.48) 

Si on étudie la stabilité avec ce type de fonction de Lyapunov, on parlera de stabilité 

quadratique. Il s’agit de chercher une matrice symétrique et définie positive �  et sa 

fonction de Lyapunov associée telles que certaines conditions simples garantissent les 

propriétés de stabilité. L’inconvénient de cette technique est qu'elle conduit à des 

conditions de stabilité souvent conservatives. 

Considérons un système non linéaire en boucle ouverte et représenté sous forme 

multimodèle par l’équation d’état suivante : 

E��F
 G ∑ ÝØId�F
KOtE�F
ßØà§         (2.49) 

∑ ÝØId�F
KßØà§ G 1 et ÝØId�F
K ì 1      (2.50) 

La stabilité des multimodèles T-S dépend des valeurs propres des matrices .�  mais 

également des valeurs des fonctions d’activation (ou de pondération) ��I	��
K. 

La stabilité d’un multimodèle T-S est assurée si les conditions, sous la forme d’un 

ensemble de LMI, des théorèmes suivants sont satisfaites. 

 

Théorème 2.1 : Le multimodèle T-S à temps continu est asymptotiquement stable s’il 

existe une matrice symétrique et définie positive � telle que les LMIs suivantes soient 

vérifiées : 

OØ̄ � P �OØ � 0, t G 1, … , �.       (2.51) 

Ce théorème n’offre qu’une condition suffisante pour assurer la stabilité asymptotique du 

multimodèle car aucune caractéristique des fonctions �� n’est prise en compte. En effet, on 

suppose, en utilisant cette relaxation, que �Ý§Id�F
K, … , ÝßId�F
K� á n0 1oß, or il est tout 

à fait possible que certains 4-uples soient inatteignables. Ceci constitue une autre source 

de conservatisme. L’inégalité matricielle peut être résolue en utilisant des outils 

numériques LMIs. Ce résultat est obtenu en dérivant, le long de la trajectoire du 

multimodèle, la fonction de Lyapunov quadratique. L’existence de la matrice de Lyapunov � dépend de deux conditions : 

- la première est liée à la stabilité de tous les modèles locaux. Il est nécessaire que 

chaque matrice .�  pour � á â�, … , 4ä ait des valeurs propres dans le demi-plan 

gauche du plan complexe, 
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- la deuxième condition est relative à l’existence d’une fonction de Lyapunov 

commune aux 4 modèles locaux. 

D’après ce théorème 2.1, la stabilité du multimodèle est liée, d’une part, à la stabilité de 

tous les sous-modèles et, d’autre part, à l’existence d’une matrice de Lyapunov � 

commune à tous les sous-modèles. Remarquons que la première condition n’implique en 

aucun cas la seconde. La recherche analytique de la matrice � satisfaisant ces conditions 

soulève un problème dont la résolution s’avère difficile et ce, même dans les cas à faible 

dimension. Il existe toutefois des algorithmes d’optimisation convexe efficaces en mesure 

de résoudre numériquement ce type de problème. Il convient cependant de souligner que 

les conditions du théorème ne sont que suffisantes. Une recherche infructueuse de la 

matrice � n’implique pas l’instabilité du multimodèle. 

En effet, de nombreux exemples montrent qu’un multimodèle T-S peut être stable alors 

qu’il comporte des sous-modèles instables et vice versa. La stabilité du multimodèle est 

alors établie à la condition de trouver une solution aux LMIs. Dans le cas contraire, aucune 

conclusion ne peut être avancée. 

De nouvelles fonctions de Lyapunov, ayant pour objet la réduction de ces sources de 

conservatisme, ont ainsi été proposées dans la littérature. Une approche récente, visant à 

obtenir des conditions moins conservatives, considère une décroissance non uniforme de la 

fonction de Lyapunov. 

 

Théorème 2.2 : Un multimodèle T-S �est globalement asymptotiquement stable et converge 

vers 0 s’il existe une fonction candidate de Lyapunov � telle que : �tsÃ�� ¸IE�F
K G 0, íE�0
 á |ø       (2.52) 

Remarque : 

Dans toute la suite, pour simplifier les notations pour toute matrice :, quand on écrit 

Ï » 0 �Ï � 0
, on suppose que : est symétrique, c’est-à-dire Ï G Ï¯. Enfin, la notation 

matricielle Ï »   correspond à Ï [  » 0 , c’est-à-dire la matrice Ï [   est définie 

positive. 

En considérant le modèle T-S continu en régime libre défini en (2.49) et (2.50), la stabilité 

quadratique s’étudie en calculant la dérivée de la fonction de Lyapunov quadratique : 

{{Ã ¸IE�F
K G {{Ã IE¯�F
�E�F
K G E� ¯�F
�E�F
 P E¯�F
�E� �F
   (2.53) 

Ou encore : 

{{Ã ¸IE�F
K G I∑ ÝØId�F
KOtE�F
ßØà§ K¯�E�F
 P E¯�F
�I∑ ÝØId�F
KOtE�F
ßØà§ K, (2.54) 
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En utilisant les notations définies précédemment, on obtient : 

{{Ã ¸IE�F
K G E¯�F
�Oï̄ � P �Oï
E�F
      (2.55) 

 

b) Stabilité relaxée 

Dans le paragraphe précédent, l’existence d’une matrice, symétrique et définie positive �, 

commune pour toutes les inégalités est indispensable pour assurer la stabilité asymptotique 

du multimodèle. Cependant, si le nombre de modèles locaux est grand, il peut être difficile 

de trouver une matrice commune qui garantisse la stabilité simultanée de tous les modèles 

locaux. De plus, ces contraintes sont souvent très conservatrices et il est bien connu que, 

dans beaucoup de cas, une matrice symétrique et définie positive commune n’existe pas, 

alors que le système est stable. 

Pour surmonter ce problème, de nombreux travaux ont été développés afin d’établir des 

conditions de stabilité relaxant certaines des contraintes précédentes comme l’utilisation 

d’une fonction de Lyapunov quadratique par morceaux, des conditions de stabilité 

asymptotique dépendantes de la nature de l’entrée et de la dynamique de la sortie, de la 

technique de Lyapunov et la formulation LMI, d’autres conditions de stabilité en utilisant 

des fonctions de Lyapunov non quadratiques de la forme : 

Ø̧IE�F
K G E¯�F
�ØE�F
, t á â1, … , �ä      (2.56) 

¸IE�F
K G siE � §̧IE�F
K, … , Ø̧IE�F
K, … , ß̧IE�F
K�    (2.57) 

Où ��  sont des matrices symétriques et définies positives, ou polyquadratiques, de la 

forme : 

¸IE�F
K G E¯�F
 ∑ ÝØId�F
K�ØßØà§ E�F
      (2.58) 

Théorème 2.3 : Supposons qu’il existe des matrices symétriques et définies positives �� 
pour � á â�, … , 4ä et des scalaires positifs +���, vérifiant les inégalités suivantes : 

OØ̄ �ë P �ëOØ P ∑ ¥ØëÔI�ë [ �ÔKßÔà§ � 0 ; ít, å á â1, … , �ä   (2.59) 

alors, le multimodèle est globalement asymptotiquement stable. 

Ce résultat n’exige pas l’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique commune aux 

différents modèles locaux et ne s’appuie que sur les fonctions locales de Lyapunov pour 

assurer la stabilité asymptotique globale du multimodèle. 
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c) Stabilité des multimodèles incertains 

Dans les paragraphes précédents, nous avons rappelé quelques conditions de stabilité 

concernant les systèmes non linéaires certains représentés sous forme multimodèle. Or, 

lorsque ces derniers sont soumis à l’influence de perturbations ou bien d’incertitudes de 

modèle, les conditions de stabilité trouvées ne sont plus valables. Pour cela, considérons le 

multimodèle suivant, présentant des incertitudes sur les matrices d’état locales. 

E��F
 G ∑ ÝtId�F
KIOt P ∆Ot�F
K�tG1 E�F
      (2.60) 

Où les matrices ∆.���
 sont des matrices inconnues et variables dans le temps, la seule 

information dont nous disposons est la suivante : �∆OØ�F
� m �Ø  ; ít á â1, … , �ä      (2.61) 

Où (� est un scalaire positif. 

 

Théorème 2.4 : Le multimodèle incertain est globalement asymptotiquement stable, s’il 

existe une matrice symétrique et définie positive � et un scalaire positif $ solutions des 

inégalités matricielles suivantes : 

OØ̄ � P �OØ P ��� P ��§�Ø�Äøçø � 0; � » 0 ; ít á â1, … , �ä   (2.62) 

 

II.2.3.2. Stabilisation d’un  multimodèle 

La loi de commande en multimodèles utilise des techniques de synthèse basées sur le 

retour d’état. On distingue : 

- la stabilisation par retour d'état (stabilisation par retour d'état reconstruit, 

stabilisation robuste par retour d'état), 

- la stabilisation par retour de sortie (stabilisation par retour de sortie statique, 

stabilisation robuste par retour de sortie statique), 

- la stabilisation robuste des multimodèles incertains et, 

- la stabilisation par un multicontrôleur 6� basé sur observateur. 

Il existe les lois de commande : 

- Parallel Distributed Compensation ou PDC ou compensation parallèle distribuée 

[WAN96] : régulateur par retour d’état relatif à chaque modèle local LTI, qui 

comprend les PPDC (proportional PDC) et les PDC augmentés du terme : 

∑ �!ÙId�F
K�Ã êØE�F
ßØà§ .        (2.63) 
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Mais aussi d’autres lois de commande basées sur le retour d’état comme le DPDC 

et l’OPDC. 

La loi de commande PDC correspond à un retour d’état linéaire qui prend en 

compte les mêmes fonctions positives ��I	��
K que celles du multimodèle. Elle est 

donnée par : 

J�F
 G [ ∑ ÝtId�F
KêtE�F
�tG1        (2.64) 

Si êØ G ê, ít á â1, … , �ä, on retrouve une loi linéaire. 

- CDF pour les systèmes SiMo et MiMo. 

La commande multicontrôleur a été aussi largement étudiée. 

 

Loi de commande PDC 

A partir de la disponibilité d’un modèle flou, celui-ci peut être utilisé pour la synthèse d’un 

contrôleur de deux manières. En premier lieu, n’importe quelle technique (non linéaire) 

basée sur un modèle peut être appliquée. Parmi les techniques les plus fréquemment 

utilisées dans cette approche, on trouve la linéarisation entrée-sortie et par rétroaction, la 

commande prédictive et les techniques basées sur l’inversion du modèle. Deuxièmement, 

le contrôleur lui-même peut être un système flou dont la structure correspond à la structure 

du modèle flou du procédé. Cette idée, appelée dans le cas de systèmes flous de type T-S 

« compensation parallèle distribuée », de l’anglais Parallel Distributed Compensation 

(PDC), est très fructueuse. 

L’idée est de construire un régulateur par retour d’état relatif à chaque modèle local LTI. 

De façon similaire à la technique utilisée pour interpoler les modèles locaux, la loi de 

commande globale est obtenue par interpolation des lois de commande linéaires locales. La 

philosophie de la commande PDC consiste à calculer une loi de commande linéaire par 

retour d’état, pour chaque sous-modèle du modèle flou. La détermination d’une loi de 

commande revient à déterminer pour chaque modèle local des gains matriciels, par 

exemple en utilisant une synthèse sous la forme de LMI ou par minimisation d’un critère 

quadratique. 

Dans l’approche du type PDC, l’objectif de la modélisation consistera plutôt à trouver un 

compromis entre la complexité du modèle et sa performance numérique au niveau de la 

représentation du système dynamique. En effet, la complexité du contrôleur est 

directement associée à celle du modèle flou étudié. 
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La commande de type PDC a pour but d’intégrer dans une seule loi de commande globale 

les lois de commande individuelles issues de l’approche multimodèle. La partie 

« antécédent » des règles reste la même que pour le modèle flou T-S tandis que la partie 

« conséquent » est remplacée par une loi de commande par retour d’état. Dans ce contexte, 

chaque sous- modèle du modèle flou de type T-S est stabilisé localement par une loi 

linéaire. La loi de commande globale, qui en général est non linéaire, est une fusion floue 

des lois de commande linéaires. Pour l’application de la commande de type PDC, il est 

nécessaire que tous les sous-modèles linéaires soient stabilisables. Dans toute la suite, on 

suppose que les sous- modèles sont commandables et observables (l’observabilité étant la 

capacité de reconstruire l’état à partir des mesures). 

Soit le multimodèle T-S continu suivant : 

DE��F
 G ∑ ÝØId�F
KIOtE�F
 P QtJ�F
KßØà§L�F
 G ∑ ÝØId�F
KIRtE�F
KßØà§
N      (2.65) 

En appliquant la loi de commande au modèle, la boucle fermée dans le cas continu prend la 

forme suivante : 

²E� �F
 G �Od [ Qdêd
E�F
L�F
 G RdE�F
 N        (2.66) 

Ou, de façon plus explicite : 

E��F
 G ∑ ∑ ÝØId�F
KÝëId�F
KIOt [ QtêåKE�F
ßØà§ßëà§      (2.67) 

Les conditions de stabilité du système en boucle fermée reviennent à chercher les gains de 

commande 3� tels que la dérivée de la fonction candidate quadratique de Lyapunov soit 

négative. Stabiliser le modèle revient à résoudre le problème suivant : 

Trouver une matrice � définie positive et des matrices 3�, � á â�, … , 4ä telles que : 

�Oï [ Qïêï
¯� P ��Oï [ Qïêï
 � 0       (2.68) 

On remarque que l’inégalité n’est pas linéaire en les variables � et 3� . En utilisant la 

propriété de congruence avec la matrice symétrique de rang plein Ï G ��§ , on obtient : 

ÏOï̄ P OïÏ [ Ïêï̄ Qï̄ [ QïêïÏ � 0       (2.69) 

En effectuant le changement de variable bijectif �Ø G êØÏ , t á â1, … , �ä , le problème 

devient LMI en les variables : et 4�. On définit les quantités suivantes : "Øë G ÏOØ̄ [ �ë̄ QØ̄ P OØÏ [ QØ�ë       (2.70) 

On se retrouve donc avec les quantités ∑ ∑ ÝØId�F
KÝëId�F
K"Øëßëà§ßØà§  et tous les résultats 

peuvent en être déduits. 
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Théorème 2.5 [WAN95] : Soient un modèle T-S continu, la loi de commande PDC et les 

&��, s’il existe une matrice : définie positive et des matrices 4�, � á â�, … , 4ä, telles que 

les conditions ci-avant soient vérifiées, alors la boucle fermée est globalement 

asymptotiquement stable. De plus, si le problème a une solution, les gains de la PDC sont 

donnés par : êØ G �ØÏ�§.          (2.71) 

et la commande PDC par : 

J�F
 G [ ∑ ÝØId�F
KßØà§ êØE�F
        (2.72) 

Les conditions de stabilité sont assez conservatives car elles demandent la stabilité de tous 

les modèles (dominants et croisés). Le théorème suivant permet de réduire ce 

conservatisme en tenant compte des interactions entre les modèles locaux voisins 

(caractérisés par le nombre 4 de modèles locaux actifs à chaque instant). Les conditions 

obtenues n’imposent que la stabilité des modèles dominants. 

La dérivée de la fonction le long des trajectoires du multimodèle s'écrit : 

�̧ �F
 G ∑ ∑ ÝØId�F
KÝëId�F
KE�F
� ¦IOt [ QtêåK�� P �IOt [ QtêåK¨ E�F
ßëà§ßØà§ � 0 

           (2.73) 

En posant : �Øë G OØ [ QØêë,         (2.74) 

les conditions suffisantes suivantes sont énoncées. 

Théorème 2.6 : Le multimodèle en boucle fermée est asymptotiquement stable s’il existe 

une matrice symétrique � » 0 et des matrices =��  avec ÉØë G ÉØë̄  vérifiant les inégalités 

suivantes : �ØØ̄� P ��tt P Étt � 0 ; t G â1, … , �ä      (2.75) 

��tåñ�åt� �¯ � P � ��tåñ�åt� � P ÉØë P ÉØë̄ m 0 ; t � å     (2.76) 

#É§§ … É§ß… … …Éß§ … Éßß
$ » 0        (2.77) 

pour tout �, � G �, … , 4, exceptées les paires ��, �
 telles que : 

ÝØId�F
KÝëId�F
K G 0.        (2.78) 

La détermination des gains 3�, � G â�, … , 4ä de la loi de commande PDC passe alors par 

la transformation des conditions du théorème 2.6 en un problème équivalent prenant la 

forme de LMI pouvant être résolues par les outils numériques existants. Cette 
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transformation correspond à de simples changements de variables bijectifs Ï G ��§  et 

êØ G �Ø��§  en multipliant à droite par la matrice :  et à gauche par sa transposée 

(congruence) les inégalités précédentes. On obtient les expressions LMI suivantes en 

fonction des variables :, 4� et <�� : OØÏ P ÏOØ [ QØ�Ø [ �Ø̄ QØ̄ P %ØØ � 0      (2.79) 

OØÏ P ÏOØ P OëÏ P ÏOë [ QØ�ë [ �ë̄ QØ̄ [ Që�Ø [ �Ø̄ Që̄ P %Øë P %Øë̄ � 0; t � å 
           (2.80) 

#É§§ … É§ß… … …Éß§ … Éßß
$ » 0        (2.81) 

Notons que le nombre de conditions à vérifier est 
4�4ñ�
Ö , et que ce nombre croit en 

fonction du nombre de règles 4. Il est alors clair que le nombre de modèles locaux est un 

des facteurs importants du conservatisme des résultats issus des conditions du théorème 

2.6. 

Le fait d’utiliser la condition, avec t � å, permet de réduire un peu la conservativité des 

résultats puisqu’il n’est pas obligatoire d’avoir tous les sous-modèles croisés �Øë G
IOØ [ QØêëK stables. 

L’obtention du régulateur flou PDC consiste donc à déterminer les matrices de gains de 

retour d’état 3�, � G â�, … , 4ä satisfaisant les conditions du théorème pour une matrice � 

définie positive. 

Pour calculer les matrices de retour d’état, il est possible d’utiliser une synthèse 

quadratique et vérifier ensuite qu’il existe une matrice � » 0 commune. Il est également 

possible d’utiliser un placement de pôles pour assurer que les valeurs propres de �Øë G
IOØ [ QØêëK  avec t á â1, … , �ä  tombent dans un domaine pré-spécifié. On peut, alors, 

raisonnablement penser que si les pôles sont proches pour les modèles bouclés �Øë G
IOØ [ QØêëK , il y a de fortes chances que les équations soient également vérifiées. 

Néanmoins, des exemples où les paires �.�, /�
 n’ont pas la même forme montrent que ce 

résultat n’est pas garanti. 

Une autre façon de déterminer la matrice � et les gains de commande 3�, � G â�, … , 4ä 
simultanément est l’utilisation des outils issus de l’optimisation convexe, et plus 

particulièrement des LMIs. Certains outils LMIs sont utilisables à l’aide du logiciel 

MATLAB et de la boite à outils LMI Control Toolbox. 
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Dans le cas particulier où les multimodèles vérifient la propriété de colinéarité positive des 

matrices d’entrée �&
Ø » 0 �  QØ G 
ØQ, ít á Äø
, le multimodèle en boucle fermée s’écrit 

sans termes croisés : 

E��F
 G ∑ ÝØId�F
K�Ot [ Qtêt
E�F
ßØà§        (2.82) 

Les conditions de stabilité obtenues aux théorèmes 2.5 et 2.6 sont réduites à la stabilité des 

modèles dominants : � » 0, �OØ [ QØZØ
� P ��OØ [ QØZØ
 � 0, t á Äø     (2.83) 

La loi de commande aboutit, elle aussi, à des conditions similaires (il suffit de substituer /� 
par /). Remarquons que si les paires �.�, /�
, � á ö� sont commandables, alors il existe des 

gains de retour d’état 3�  permettant de placer les valeurs propres des modèles locaux 

dominants �.� [ /�3�
  au même endroit. Dans ce cas, il est probable qu’une matrice 

commune à tous les modèles dominants existe. 

Remarque : 

On s’aperçoit facilement que la loi de commande PDC fait intervenir des termes croisés (le 

terme I.� [ /�3�K est dit croisé quand t ­ å et dominant quand t G å) : le modèle local 

�.�, /�
 avec le gain de retour linéaire 3�. 
Pour résoudre cette difficulté, un retour d’état linéaire est utilisé où les fonctions 

d’activation sont omises : J�F
 G êE�F
. Cependant, la méthode s’avère très pessimiste car 

il est facile de trouver des exemples où il n’existe pas de loi de commande linéaire 

stabilisante alors qu’une loi de commande PDC existe. Ce constat est justifié par le fait que 

la variable commune 3  doit stabiliser 4  modèles locaux alors que, dans le cas de la 

commande PDC, on tient compte du taux de recouvrement à travers les fonctions 

d’activation. 

 

II.3. APPLICATION AU SYSTEME SMIB ET COMPARAISON AV EC 

PID 

II.3.1. Mise sous forme multimodèle du SMIB 

Comme on a vu dans le chapitre I, un réseau SMIB est constitué d’une machine synchrone 

qui alimente un réseau infini au travers de lignes et d’un transformateur (voir la figure 9 ci-

dessous), et il peut être modélisé par les équations suivantes (voir paragraphe I.3.2.2., 

formule 1.31) : 
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Fig.  9: Modèle d’une machine connectée à un nœud infini 

wxy
xz ���F
 G `�F
�̀ �F
 G [ �¾ `�F
 [ ¡°�¾ §��© }̧ltu��F
¿��F
 P ¡°�¾ ���

¿���F
 G ����′��′�© }̧ltu��F
`�F
 [ §¯′�°
��©�′�© ¿��F
 P ��©�′�©

ÔÕ¯′�° JX�F

N, 

avec les sorties d’intérêts suivantes (tension et puissance) : 

Ã̧��F
 G E}�E{}� ª¿���F
 P }̧� P 2E{E} }̧��l��F
¿��F
¬ 
���F
 G §��© }̧ltu��F
¿��F
              (2.84) 

Notons que l’on utilise ici le modèle I(, -, ��K, qui est valable pour des perturbations 

modérées et dont on va voir qu’il se prête bien à l’application de l’approche multimodèle, 

au lieu du modèle plus communément considéré en I(, -, �′�K. 

Les entrées connues du système sont les signaux de commande, les entrées inconnues sont 

les perturbations, le bruit de mesure, les erreurs ou incertitudes de modélisation, les 

défauts, etc. Dans le modèle (1.31), la variable d’entrée de commande 
 est la tension 

d’excitation 
���
 du générateur ; les variables d’état � du réseau sont l’angle de puissance 

(, la vitesse relative de rotation électrique - et la tension interne en quadrature ��  du 

générateur. 

Conditions initiales : E� G n�� `� ¿��o¯ 

Dans le cadre de ce travail, nous allons considérer la puissance mécanique ��� constante, 

et les variables d’état utilisables pour la commande (l’extension avec observateur en cas 

contraire étant facilement envisageable). Enfin, tous les autres paramètres du modèle 

représentent les caractéristiques électriques du réseau [KUN93] et sont supposés connus et 

constants en fonctionnement normal.  
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Comme la finalité de l’étude est la commande, nous allons considérer un multimodèle à 

état couplé (modèle T-S) que l’on obtiendra par transformation par secteurs non linéaires à 

partir du modèle non linéaire du système. C’est faisable car le modèle analytique du 

système est disponible. 

Remarquons tout d’abord que le modèle (1.31) présenté peut être réécrit comme suit : 

' ���F
�̀ �F
¿���F
( G )0 1 00 [ �¾ [ ¡°�¾ §��© }̧ltu��F

0 ����′��′�© }̧ltu��F
 [ §¯′�°

��©�′�©
*' ��F
`�F
¿��F
( P ' 00��©�′�©

ÔÕ¯′�°
(J P

' 0¡°�¾ ���0 (                    (2.85) 

ou encore : 

' ���F
�̀ �F
¿���F
( G O� ' ��F
`�F
¿��F
( P ltu��F
O} ' ��F
`�F
¿��F
( P ' 00��©�′�©
ÔÕ¯′�°
(J P ' 0¡°�¾ ���0 ( (2.86) 

Avec : 

O� G )0 1 00 [ �¾ 0
0 0 [ §¯À�°

��©�À�©
*       (2.87) 

O} G )0 0 00 0 [ ¡°�¾ §��© }̧0 ����À��À�© }̧ 0 *       (2.88) 

Le sinus variant entre +1 et -1, on pourrait simplement considérer deux modèles définis 

respectivement par deux matrices : 

O§� G O� [ O} G )0 1 00 [ �¾ 0
0 0 [ §¯À�°

��©�À�©
* [ )0 0 00 0 [ ¡°�¾ §��© }̧0 ����À��À�© }̧ 0 * G

)0 1 00 [ �¾ ¡°�¾ §��© }̧
0 [ ����À��À�© }̧ [ §¯À�°

��©�À�©
*       (2.89) 
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et O�� G O� P O} G )0 1 00 [ �¾ 0
0 0 [ §¯À�°

��©�À�©
* P )0 0 00 0 [ ¡°�¾ §��© }̧0 ����À��À�© }̧ 0 * G

)0 1 00 [ �¾ [ ¡°�¾ §��© }̧
0 ����À��À�© }̧ [ §¯À�°

��©�À�©
*.       (2.90) 

avec les fonctions ���I	��
K suivantes : 

Ý§�Id�F
K G §� I1 [ ltuE§�F
K       (2.91) 

Ý��Id�F
K G §� I1 P ltuE§�F
K       (2.92) 

Le système initial peut donc être représenté comme suit : E��F
 G OE�F
 P QJ�F
 P Z. 

Avec les deux sous-modèles : E��F
 G O§�E�F
 P QJ�F
 P Z, 

E��F
 G O��E�F
 P QJ�F
 P Z. 

D’où le système initial représenté par multimodèle : 

E��F
 G ∑ ÝØ��OØ�E�F
 P QJ�F
 P Z
�Øà§ . 

On obtient alors un modèle sous la forme : 

E��F
 G Ý§�Id�F
KO§�E�F
 P Ý��Id�F
KO��E�F
 P QJ�F
 P Z       (2.93) 

où les matrices B et K découlent directement de (2.85). 

' ���F
�̀ �F
¿���F
( G §� I1 [ ltuE§�F
K ¹ )0 1 00 [ �¾ ¡°�¾ §��© }̧
0 [ ����À��À�© }̧ [ §¯À�°

��©�À�©
*' ��F
`�F
¿��F
( P §� I1 P

ltuE§�F
K)0 1 00 [ �¾ [ ¡°�¾ §��© }̧
0 ����À��À�© }̧ [ §¯À�°

��©�À�©
*' ��F
`�F
¿��F
( P ' 00��©�À�©

ÔÕ¯À�°
(J�F
 P ' 0¡°�¾ ���0 ( 

           (2.94) 

 

II.3.2. Synthèse de commande PDC vs PID 

Le multimodèle obtenu peut permettre une synthèse de commande de type PDC comme vu 

précédemment (Cf. Lemme 2.1 et Théorème 2.5). En vu de comparaison avec des 

approches plus standard, une commande par PID est également proposée ici. 
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La comparaison sera effectuée sur la base des paramètres du modèle issus du cas d’étude 

de [ROO01], et résumés ci-après : 

H� G 50cd ; `� G 314.159hij/l;  S G 5æJ;  c G 4æJl��;  � {� G 8l��; v� G 200æJ ; 

E{ G 1.81æJ; E { G 0.3æJ; E¯ G 0.15æJ; E¢§ G 0.5æJ  ; E¢� G 0.93æJ ; E{} G E¯ P
E{ P �+Ì�+��+Ìñ�+� G 2.28518 ; E {} G E¯ P E { P �+Ì�+��+Ìñ�+� G 0.77518 ; E} G E¯ P �+Ì�+��+Ìñ�+� G
0.47518; siE-v�JX�F
- G 7æJ. 

�� G 67.5° (�� G 1.18hij) ; ��� G 0.9æJ ; ̧ Ã� G 1.0æJ 

 

II.3.2.1. Commande PID 

La commande PID n’est pas la plus performante des commandes mais c’est la plus 

répandue. P, I  et D sont les initiales de Proportionnel, Intégral, Dérivé. P dépend de 

l'erreur présente à annuler ���
, I  de l'accumulation des erreurs du passé et D est une 

prédiction des erreurs à l'avenir, fondée sur le taux actuel de changement. 

P : � G §��/�Øø G §��Î0  ; J�F
 G Zè��F
 G §��Å ��F
     (2.95) 

I  : Ä G §1�}�Ã G §ÎÙ G 1�è��Ã}ÃØ��  ; J�F
 G ZØ 2 ��¥
j¥Ã� G §È 2 ��¥
j¥Ã�     (2.96) 

D : S G hiF� G Z{ ; J�F
 G Z{ {��Ã
{Ã .       (2.97) 

En général, une large valeur du gain proportionnel AB génère une réponse rapide mais 

aussi un risque d’instabilité et d’oscillation du système. Une large valeur de A� entraine 

une élimination rapide de l’erreur. Tandis qu’une large valeur de A�  diminue le 

dépassement mais présente un risque d’instabilité et la réponse transitoire va tomber. 

On peut considérer deux approches selon qu’on travaille avec l’angle de puissance (��
 ou 

la vitesse relative de rotation électrique -��
 du générateur : 

��F
 G ��F
 [ ���F
 ou ��F
 G `�F
 [ `��F
.      (2.98) 

J�F
 G Zè��F
 P ZØ 2 ��¥
j¥Ã� P Z{ {��Ã
{Ã .       (2.99) 

J�F
 G Zè ���F
 P §̄
Ù 2 ��¥
j¥Ã� P �{ {��Ã
{Ã �.      (2.100) 

Avec : 

ZØ G Î0̄
Ù , >� : temps d’intégration,       (2.101) 

Z{ G Zè�{, >� : temps de dérivation.      (2.102) 
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Loi de commande PID relative à l’angle de puissance (première approche) 

{«�Ã
{Ã G Zè {��Ã
{Ã P ZØ��F
 P Z{ {���Ã
{Ã� ,       (2.103) 

{«�Ã
{Ã G Zè {3�Ã
{Ã P ZØ���F
 [ ��
 P Z{ {{Ã �{3�Ã
{Ã �,      (2.104) 

{«�Ã
{Ã G Zè`�F
 P ZØ���F
 [ ��
 P Z{ {¡�Ã
{Ã .      (2.105) 

Nous avons procédé à un réglage manuel comme suit : 

Si le système doit rester en ligne, une méthode de réglage est d'abord de définir des valeurs 

de A� et A� à zéro. Augmenter AB jusqu'à ce que la sortie de la boucle oscille, puis AB 

devrait être réglé à environ la moitié de cette valeur pour un quart de la décroissance 

d'amplitude du type de la réponse. 

Puis augmentez A�  jusqu'à ce que tout décalage soit correct en temps utile pour le 

processus. Cependant, une valeur de A� trop élevée sera source d'instabilité. 

Enfin, l'augmentation de A�, si nécessaire, jusqu'à ce que la boucle soit suffisamment 

rapide pour atteindre sa référence après une perturbation de charge. Cependant, une valeur 

de A� trop élevée va provoquer une réaction excessive et dépassement. 

Une mise au point de la boucle rapide PID crée en général un léger dépassement pour 

atteindre le point de consigne plus rapidement, mais certains systèmes ne peuvent pas 

accepter le dépassement, dans ce cas, un sur-amortissement du système en boucle fermée 

est nécessaire, ce qui nécessitera un A� mis au dessous de la moitié de la valeur de AB qui 

a causé l’oscillation. 

 

Tableau 2: Réglage des paramètres du régulateur PID par la méthode de Ziegler- Nichols 

en boucle ouverte [ZIE42, ZHO06, MUD…] 

Type de 

commande 

Zè ZØ Z{ 

P 0,5Z«   

PI 0,45Z« 1,2Zè/�«  

PID 0,6Z« 2Zè/�« Zè. �«/8 

 

Loi de commande PID relative à la vitesse de rotation (seconde approche) 

J�F
 G Zè�`�F
 [ `�
 P ZØ 2 �`�¥
 [ `�
j¥Ã� P Z{ {�¡�Ã
�¡°
{Ã .    (2.106) 

J�F
 G Zè�`�F
 [ `�
 P ZØ 2 �`�¥
 [ `�
j¥Ã� P Z{ {I¡�Ã
K{Ã [ Z{ {�¡°
{Ã ,   (2.107) 
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J�F
 G Zè�`�F
 [ `�
 P ZØ��F
 P Z{ {I¡�Ã
K{Ã ,      (2.108) 

J�F
 G Zè�`�F
 [ `�
 P ZØ��F
 P Z{ �[ S
c `�F
 [ `02c

1
Ejl ¸lltu��F
¿4�F
 P `02c �s0�, (2.109) 

J�F
 G ZØ��F
 P �Zè [ SÎ�c � `�F
 [ `02c
Î�Ejl ¸lltu��F
¿4�F
 P �`0Î�2c �s0 [ Zè`��.  (2.110) 

 

En procédant à la comparaison des comportements du système SMIB par rapport aux deux 

approches, on constate que : 

- les deux lois de commandes donnent à peu près les mêmes résultats sur les 

comportements de chacune des grandeurs d’entrée, d’état et de mesures (angle de 

puissance (��
 , vitesse relative de rotation électrique -��
 , tension interne en 

quadrature ����
, loi de commande 
��
, tension de sortie ����
 et puissance de 

sortie ����
) au cas du régime sain (sans défaut) et du régime perturbé (avec une 

chute de tension modeste de 15%) ; 

- les deux lois de commande donnent à peu près les mêmes allures mais des résultats 

assez différents surtout concernant les grandeurs angle de puissance (��
, tension 

interne en quadrature ����
 et tension de sortie ����
 au cas du régime perturbé 

causé par une erreur initiale de 1,64% sur l’angle de puissance (��
 . Ce que 

montrent les figures 10, 11 et 12 suivantes. 

 

Fig.  10: Variation de l’angle de puissance δ sous les deux approches PID avec l’angle de 

puissance et la vitesse relative 
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Fig.  11: Variation de la tension interne en quadrature �� sous les deux approches PID 

avec l’angle de puissance et la vitesse relative 

 

Fig.  12: Variation de la tension de sortie �� sous les deux approches PID avec l’angle de 

puissance et la vitesse relative 

II.3.2.2. Commande PDC 

Avec ces valeurs numériques des paramètres considérées, le système d’équations devient : 

5 E�§�F
 G 0. E§�F
 P 1. E��F
 P 0. E·�F
 P 0.J�F
 P 0E���F
 G 0. E§�F
 [ 1.25 ¹ E��F
 [ 17.1846 ¹ ltuE§�F
 ¹ E·�F
 P 0.J�F
 P 35.3429E�·�F
 G 0. E§�F
 P 1.9479 ¹ ltuE§�F
 ¹ E��F
 [ 0.36849 ¹ E·�F
 P 73.6984 ¹ J�F
 P 0N 
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Ce qui donne : 

O§ G #0 1 00 [1.25 17.18460 [1.9479 [0.36849$  ; O� G #0 1 00 [1.25 [17.18460 1.9479 [0.36849$   
Q G Q§ G Q� G # 0073.6984$  ; Z G # 035.34290 $ 

Les variations des fonctions d’activation ���I	��
K sont données par la figure 13 suivante : 

 

 

Fig.  13: Fonctions d’activation ���I	��
K  

 

En vue de compenser l’effet de perturbations en basse fréquence, mais aussi de comparer 

avec le régulateur standard de type PID, on peut également prévoir une action intégrale 

dans la commande, en augmentant le modèle en conséquence et en lui appliquant la même 

approche multimodèle. Ce sont les résultats obtenus avec ce dernier schéma qui sont 

présentés dans la suite. 

Ainsi, on considère un modèle étendu pour la commande avec un état de plus. 

�È G 2 I��ü
 [ �1�XKjüÃ�         (2.111) 

Le système étendu est donc : 
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wx
y
xz ��È G ��F
 [ �1�X���F
 G `�F
�̀ �F
 G [ �¾ `�F
 [ ¡°�¾ §��© }̧ltu��F
¿��F
 P ¡°�¾ ���

¿���F
 G ����′��′�© }̧ltu��F
`�F
 [ §¯′�°
��©�′�© ¿��F
 P ��©�′�©

ÔÕ¯′�° JX�F

N   (2.112) 

Représenté de façon condensée comme suit : E���F
 G O�E��F
 P Q�J�F
 P Z�       (2.113) 

Avec : 

O� G
67
800 10 01 000 0 [ �¾ [ ¡°�¾ §��© }̧ltu��F


0 0 ����′��′�© }̧ltu��F
 [ §¯′�°
��©�′�© 9:

;
 ; E��F
 G 68

�È�F
��F
`�F
¿��F
9;  ; 

Q� G 68
000��©�′�©

ÔÕ¯′�°9
;  ; Z� G 68

[�1�X0¡°�¾ ���0 9;       (2.114) 

D’où : 

67
8��È�F
���F
�̀ �F
¿���F
9:

; G

67
800 10 01 000 0 [ �¾ [ ¡°�¾ §��© }̧ltu��F


0 0 ����′��′�© }̧ltu��F
 [ §¯′�°
��©�′�© 9:

;
68

�È�F
��F
`�F
¿��F
9; P 68
000��©�′�©

ÔÕ¯′�°9
;J�F
 P

68
[�1�X0¡°�¾ ���0 9;,          (2.115) 

67
8��È�F
���F
�̀ �F
¿���F
9:

; G

67
800 10 01 000 0 [ �¾ 0

0 0 0 [ §¯′�°
��©�′�©9

:;68
�È�F
��F
`�F
¿��F
9; P
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ltu��F

67
800 00 00 000 0 0 [ ¡°�¾ §��© }̧

0 0 ����′��′�© }̧ 0 9:
;
68

�È�F
��F
`�F
¿��F
9; P 68
000��©�′�©

ÔÕ¯′�°9
;J�F
 P 68

[�1�X0¡°�¾ ���0 9;, 

           (2.116) 

En remarquant que le passage de l’angle par les valeurs multiples de Ó  peut poser 

problème pour la commande, et en considérant un fonctionnement en régulation autour 

d’une valeur d’angle de référence (� dans o�, Ón, on peut adapter l’approche à cette plage 

de fonctionnement pour l’angle, et donc considérer des matrices .� et .Ö pour les valeurs 

extrêmes du sinus sur cet intervalle, soit µ » 0 et P1 (en pratique, on pourra considérer par 

exemple µ G 0,001). 

On obtient alors : 

O�� G
67
800 10 01 000 0 [ �¾ 0

0 0 0 [ §¯′�°
��©�′�©9

:;  ; O}� G
67
800 00 00 000 0 0 [ ¡°�¾ §��© }̧

0 0 ����′��′�© }̧ 0 9:
;

, 

(2.117) 

O§� G O�� P µO}� G
67
800 10 01 000 0 [ �¾ [µ ¡°�¾ §��© }̧

0 0 µ ����′��′�© }̧ [ §¯′�°
��©�′�© 9

:;,    (2.118) 

O�� G O�� P O}� G
67
800 10 01 000 0 [ �¾ [ ¡°�¾ §��© }̧

0 0 ����′��′�© }̧ [ §¯′�°
��©�′�© 9

:;.    (2.119) 

Soient : 

Ý§�Id�F
K G §�§��
 I1 [ ltu��F
K,   

Ý��Id�F
K G §�§��
 I[µ P ltu��F
K       (2.120) 
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67
8��È�F
���F
�̀ �F
¿���F
9:

; G §�§��
 I1 [ ltu��F
K
67
800 10 01 000 0 [ �¾ [µ ¡°�¾ §��© }̧

0 0 µ ����′��′�© }̧ [ §¯′�°
��©�′�© 9

:;68
�È�F
��F
`�F
¿��F
9; P

§�§��
 I[µ P ltu��F
K
67
800 10 01 000 0 [ �¾ [ ¡°�¾ §��© }̧

0 0 ����′��′�© }̧ [ §¯′�°
��©�′�© 9

:;68
�È�F
��F
`�F
¿��F
9; P 68

000��©�′�©
ÔÕ¯′�°9
;J�F
 P

68
[�1�X0¡°�¾ ���0 9;,          (2.121) 

Pour traiter le terme affine A, on peut d'abord remarquer qu’en se référant à une opération 

sur le générateur autour d'un angle de référence (� dans o�, Ón (voir par exemple [BES12] 

pour une prise en compte explicite d'une telle contrainte), une première commande par 

rétroaction de la forme : 

JX G [ Å<°¯À�°�À�©=>?3ÔÕÁ©�}Øø3
� ` P J        (2.122) 

peut être appliquée au modèle (1.31) de telle sorte qu'il devient : 

' ���F
�̀ �F
¿÷���F
( G )0 1 00 [ �¾ [ ¡°�¾ §��© }̧ltu��F

0 ����À��À�© }̧ltu��F
 [ §¯À�°

��©�À�©
*' ��F
`�F
¿÷��F
( P ' 00��©�À�©

ÔÕ¯À�°
(J�F
 

           (2.123) 

Où : 

¿÷� G ¿� [ Å<°��©Á©}Øø3           (2.124) 

et 
��
 est la nouvelle variable de commande. 

On peut maintenant résoudre les LMIs avec .��, .Ö� : 

∑ ÝØ�Id�F
K�ÏOØ̄ [ �Ø̄ QØ̄ P OØÏ [ Q�Ø
�Øà§ � 0.            (2.125) 

pour les ÝØ�Id�F
K=ÝØ����F

  selon l’équation  (2.119). 

A noter que pour se donner un paramètre de réglage sur la commande, on peut modifier 

cette inégalité en y incluant en plus un coefficient ¥ » 0 comme suit : 

∑ ÝØ�Id�F
K �ÏOØ̄ [ �Ø̄ QØ̄ P OØÏ [ Q�Ø P @� Ï��Øà§ � 0.    (2.126) 
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II.3.3. Simulations et comparaisons 

Nous présentons sur les figures 14 à 19 la comparaison des différentes évolutions des 

variables d’état, de commande et de sortie du système en régime sain auquel on a constaté 

une valeur raisonnable de ¥ G 1. 

 

Fig.  14: Evolution de l’angle de puissance δ du générateur du réseau SMIB correspondant 

à différentes valeurs du paramètre de réglage τ 

 

 

Fig.  15: Evolution de la vitesse relative de rotation électrique ω du générateur 

correspondant à différentes valeurs du paramètre de réglage τ 
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Fig.  16: Evolution de la tension interne en quadrature �� du générateur du réseau SMIB 

correspondant à différentes valeurs du paramètre de réglage τ 

 

 

Fig.  17: Evolution de la commande u du PDC correspondant à différentes valeurs du 

paramètre de réglage τ 
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Fig.  18: Evolution de la tension de sortie �� du générateur du réseau SMIB correspondant 

à différentes valeurs du paramètre de réglage τ 

 

 

Fig.  19: Evolution de la puissance de sortie �� du générateur du réseau SMIB 

correspondant à différentes valeurs du paramètre de réglage τ 
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O§� G '00 10 01 000 0 [1.25 [0.1718460 0 0.0019479 [0.36849 (, 

O�� G '00 10 01 000 0 [1.25 [17.18460 0 1.9479 [0.36849(, 

Q� G ' 00073.6984(, 

 Z� G ' [1.18035.34290 (. 

La mise en œuvre de la méthode et les calculs associés ont été effectués en utilisant l’outil 

MATLAB, et avec ¥ G 0.1, on obtient les résultats suivants pour les gains : 

ê§ G �[0.0307 [0.2202 [ 0.1677 0.0218
, 

ê� G �[2.5588 [18.0185 [13.689   1.56
. 

à partir desquels la commande PDC peut être calculée : 

J�F
 G §§��.��§ �1 [ ltu�
 ¦0.03072 I��ü
 [ �1�XKjüÃ� P 0.2202 ¹ � P 0.1677 ¹ ` [
0.0218 ¹ ¿� P IJ1�X [ 0.2202 ¹ �� [ 0.1677 ¹ `� P 0.0218 ¹ ¿��K� P

§§��.��§ �[0.001 P ltu�
 ¦2.55882 I��ü
 [ �1�XKjüÃ� P 18.0185 ¹ � P 13.689 ¹ ` [
1.56 ¹ ¿� P IJ1�X [ 18.0185 ¹ �� [ 13.689 ¹ `� P 1.56 ¹ ¿��K�.  (2.127) 

Elle a été testée en simulation avec différents types de défauts, et les résultats comparés 

avec ceux obtenus en utilisant un PID réglé comme suit : 

J�F
 G 0.12���F
 [ ��
 P 0.0012 ���¥
 [ ��
j¥ P {�3�Ã
�3°
{ÃÃ� .    (2.128) 

Nous avons choisis le point de fonctionnement : 

n�1�X `1�X ¿�1�X J1�Xo tel que �1�X G 1.18hij et ̀ 1�X G 0. 

Comme ¿� G ��©Å<°Á©}Øø3  et JX G Â�ÔÕ, alors ¿� G 2.2261149 et JX G 0.01113 

Alors n�1�X `1�X ¿�1�X J1�Xo G n1.18hij 0hij/l 2.2261149æJ 0.01113æJo. 
Les résultats présentés ci-après correspondent à deux situations, l’une d’une chute de 

tension d’amplitude 15% provoquées par exemple par un enclenchement brusque de forte 
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charge, à t=12s et pendant 500ms, et l’autre une erreur initiale de 1,64% sur l’angle de 

puissance (72° au lieu de 67,5°) : 

a) chute de tension de 15%, 

b) erreur initiale de 1,64% sur (�. 

 

Fig.  20: Evolution de l’angle de puissance δ du générateur du réseau SMIB, cas (a) 

 

Fig.  21: Evolution de l’angle de puissance δ du générateur du réseau SMIB, cas (b) 
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Fig.  22: Evolution de la vitesse relative de rotation électrique ω du générateur, cas (a) 

 

 

Fig.  23: Evolution de la vitesse relative de rotation électrique ω du générateur, cas (b) 
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Fig.  24: Evolution de la tension interne en quadrature �� du générateur du réseau SMIB, 

cas (a) 

 

Fig.  25: Evolution de la tension interne en quadrature �� du générateur du réseau SMIB, 

cas (b) 
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Fig.  26: Evolution des commandes 
� PDC et PID, cas (a) 

 

 

Fig.  27: Evolution des commandes 
� PDC et PID, cas (b) 
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Fig.  28: Evolution de la tension de sortie �� du générateur, cas (a) 

 

Fig.  29: Evolution de la tension de sortie �� du générateur, cas (b) 
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Fig.  30: Evolution de la puissance de sortie �� du générateur, cas (a) 

 

 

Fig.  31: Evolution de la puissance de sortie �� du générateur, cas (b) 
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le fonctionnement du réseau, mais en comparant les pics de valeurs ainsi que les 

oscillations lors des différentes simulations, il apparaît que la commande PDC pilote mieux 

le système que le PID. Elle agit aussi plus rapidement. 

Dans le deuxième cas, on constate que pour l’erreur sur (� simulée, la commande PID 

n’arrive plus à ramener le système au point de fonctionnement voulu alors que le PDC y 

arrive sans trop de problème, moyennant quelques pics transitoires. Ceci est montré par les 

figures 21, 23, 25, 27, 29 et 31. 

 

II.4. CONCLUSIONS 

Dans ce chapitre, l’approche multimodèle T-S obtenu par transformation par secteurs non 

linéaires a été utilisée pour la régulation d’un système SMIB et illustrée lors d’une chute de 

tension provoquée par un enclenchement brusque d’une forte charge, ou à des 

perturbations directes de l’angle de puissance. Nous nous sommes limités aux équations 

d’états et nous avons pu réduire le nombre de sous-modèles à deux. Nous avons constaté 

que la loi de commande PDC permet toujours de ramener le système aux points de 

fonctionnement en régime nominal dans les simulations considérées. Il apparaît aussi que 

les résultats obtenus sont meilleurs par rapport à ceux donnés par une approche classique 

de type PID, pour une méthode qui n'est pas beaucoup plus compliquée : meilleur maintien 

des points de fonctionnement, moins d’oscillations et plus de rapidité. Une extension de ce 

travail peut être envisagée pour le cas d’un réseau multimachines, ou en tenant compte de 

la présence des dispositifs FACTS comme dans [CON05] et [MAN08] par exemple. 

L’évitement des valeurs d’angle singulières pour la commande n’est cependant pas garanti 

par cette approche. Ce problème motive plus spécialement l’approche non linéaire 

proposée au chapitre suivant. 
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Chapitre III : 

 

 

Commande par backstepping sous 
contraintes de SMIB et autres systèmes 
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Chapitre III : COMMANDE PAR BACKSTEPPING SOUS 

CONTRAINTES DE SMIB ET AUTRES SYSTEMES  

 

III.1. INTRODUCTION 

Ce chapitre porte sur la méthode dite de « backstepping » [HEN…] pour la synthèse d’une 

loi de commande non linéaire (voir [KRS95]) ainsi que son utilisation dans le cas de la 

commande d’un générateur connecté à un  bus infini (SMIB), et même au-delà.  

Après un rappel de la procédure générale, le chapitre souligne comment elle peut être 

adaptée pour garantir en plus de la stabilité le respect de contraintes de type inégalité sur la 

sortie considérée (selon une idée initialement présentée dans [BES01], utilisée dans 

[BES03], et re-décrite par la suite dans [NGO05, KEN09, KEN11]). L’approche s’appuie 

sur  des fonctions « barrières » (introduites à l'origine dans un contexte d'optimisation pure 

[FRI55], et constitue une alternative aux méthodes plus numériques à base d’optimisation 

pour la gestion des contraintes, comme en Model Predictive Control (MPC), voir par 

exemple [MAY00, FIN02, ALA06]. 

Cette approche est ensuite illustrée par le problème de commande de l'angle ou de la 

tension dans le cas du système SMIB. Plusieurs résultats de simulations sont présentés en 

conséquence. 

Le chapitre prolonge enfin l’étude des fonctions Barrières utilisées comme outil de 

conception pour la commande sous des contraintes de sortie à travers quelques exemples 

supplémentaires : pour les systèmes passifs notamment, ou encore les systèmes 

interconnectés. Quelques exemples d’application illustratifs sont aussi finalement présentés 

brièvement. 

 

III.2. METHODE DE SYNTHESE DE LOI DE COMMANDE PAR 

BACKSTEPPING 

III.2.1. Généralités sur la commande backstepping 

Le terme backstepping signifie que l’on remonte la chaîne d’intégrateurs jusqu’à la 

commande, en construisant pas à pas la fonction de Lyapunov et la commande par retour 

d’état. Cette méthode de backstepping est donc une méthodologie de synthèse récursive 
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conjointe d’une fonction de Lyapunov et de la loi de commande associée. Elle met à profit 

les relations causales successives pour les construire de manière itérative et systématique. 

Avec cette méthodologie, la construction de la loi de commande de type retour d’état et de 

la fonction de Lyapunov associée se fait de façon systématique et en même temps. Elle 

transforme un problème de conception de la commande d’un système complet en une 

séquence de problème de conception pour des systèmes d’ordre inférieur (la plupart du 

temps scalaire). En exploitant la simplicité et la flexibilité apportées par les systèmes 

scalaires, le backstepping peut souvent résoudre les problèmes de stabilisation, de 

poursuite, et les problèmes de commande robuste dans des conditions moins restrictives 

que celles d’autres méthodes. Ainsi, alors que la méthode de linéarisation entrée-sortie 

exige des modèles définis et compense souvent des non-linéarités utiles, la méthode 

backstepping offre un choix d’outils de synthèse permettant de s’accommoder 

d’incertitudes et peut éviter des éliminations des non-linéarités utiles pour la performance 

et la robustesse de la commande. 

Pour que la technique backstepping puisse s’appliquer, le système non-linéaire doit être 

sous forme « strict feedback » (rétroaction stricte), ce qui constitue une restriction de 

l’approche : la dérivée de chaque composante du vecteur d’état doit être une fonction des 

composantes précédentes et dépendre additivement de la composante suivante. De plus, et 

contrairement au bouclage linéarisant, le backstepping offre la possibilité de conserver 

dans le bouclage les non-linéarités stabilisantes. E� G H�E
 P õ�E
E§,         (3.1) E �§ G H§�E, E§
 P õ§�E, E§
E�,        (3.2) E �� G H��E, E§, E�
 P õ��E, E§, E�
E·,       (3.3) 

… E �Ô�§ G HÔ�§�E, E§, … , EÔ�§
 P õÔ�§�E, E§, … , EÔ�§
EÔ,    (3.4) E �Ô G HÔ�E, E§, … , EÔ
 P õÔ�E, E§, … , EÔ
J,      (3.5) 

Où � á ;� et )�, … , )� sont des scalaires. 

Nous supposons par ailleurs que le système admet l’origine comme état d’équilibre. Il 

s’agit d’un retour strict du fait que les fonctions ��, �� dans l’équation dynamique de  )�, � G ��, … , �
 dépendent seulement de �, )�, … , )�. 
 

III.2.2. Méthode générale de synthèse récursive par Backstepping 

Le sous système � vérifie l’hypothèse suivante : 
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en considérant que )� est son entrée de commande u (commande virtuelle), le système: 

E� G H�E
 P õ�E
J, E á |ø, J á |,   H�0
 G 0  (3.6) 

admet un retour d’état stabilisant J G 
�E
 tel que : �Á��
�� G nH�E
 P õ�E

�E
o m [ú�E
 m 0, íE á |ø     (3.7) 

 pour une fonction de Lyapunov V et une fonction définie positive W. 

La procédure récursive commence avec le sous système : 

² E� G H�E
 P õ�E
E§E �§ G H§�E, E§
 P õ§�E, E§
E� N. 
Nous considérons d’abord ����, )�
 comme : 

§̧�E, E§
 G ¸�E
 P §� nE§ [ 
�E
o�,       (3.8) 

Où #��
 est le retour stabilisant présenté ci-avant. 

Afin de trouver la fonction stabilisante #���, )�
 pour la dynamique de )Ö, nous avons 

besoin de rendre �� � définie négative lorsque E� G 
§. 

Si nous choisissons d G E§ [ 
 alors la dérivée temporelle �� � sera : �̧§ G �̧ P dd�.          (3.9) 

Or, la dérivée temporelle de � est : 

�̧ G �Á�� �H P õ

 P �Á�� õd        (3.10) 

d� G H§�E, E§
 P õ§�E, E§
E� [ ���� �H�E
 P õ�E
E§
     (3.11) 

Donc, nous aurons : 

�̧§ G �Á�� �H P õ

 P �Á�� õ�E§ [ 
 
 P �E§ [ 
 
 ÑH§�E, E§
 P õ§�E, E§
E� [ ���� �H�E
 P
õ�E
E§
Ò. 
Sous l’hypothèse précédente ¦�Á�� �H P õ

 m [ú�E
¨, nous pouvons écrire : 

�̧§ m [ú�E
 P nE§ [ 
o F�Á�� õ P H§�E, E§
 P õ§�E, E§
E� [ ���� �H P õE§
G (3.12) 

Afin de trouver une forme pour #� , on rajoute et on retranche le terme 

����, )�
.#���, )�
. Donc, nous avons : 

�̧§ m [ú�E
 P nE§ [ 
o F�Á�� õ P H§�E, E§
 P õ§�E, E§
. 
§�E, E§
 P õ§�E, E§
nE� [

§�E, E§
o [ ���� �H P õE§
G        (3.13) 

Si on choisit le terme suivant pour #� : 
§�E, E§
 G §/Ì��,HÌ
 F[�§nE§ [ 
�E
o [ �Á�� õ [ H§�E, E§
 P ���� �H P õE§
G  (3.14) 
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On va obtenir : �̧§ m [ú�E
 [ �§nE§ [ 
�E
o� P nE§ [ 
�E
oõ§�E, E§
nE� [ 
§�E, E§
o  (3.15) 

Nous définissons : ú§�E
 I ú�E
 P �§nE§ [ 
�E
o�, ��§ » 0
      (3.16) 

D’un autre côté, on sait bien que  
�ÁÌ�HÌ G �E§ [ 

. Donc, nous réécrivons �� � comme suit : 

�̧§ m [ú�E, E§
 P �ÁÌ�HÌ õ§�E� [ 
§
       (3.17) 

Avec cette configuration, on voit bien que si on choisit pour )Ö  la loi de commande 

virtuelle  #� (c'est-à-dire que E� G 
§ ), alors �� � est négative. 

Avec #���, )�
 déterminé, notre prochaine étape consiste à augmenter le sous-système 

avec l’équation )� Ö  depuis le strict feedback. Sous une forme compacte, nous 

obtenons comme système : 

 

Ï�§ G ê§�Ï§
 P �§�Ï§
E�        (3.18) E �� G H��Ï§, E�
 P õ��Ï§, E�
E·       (3.19) 

Où
 
�Ö�:�, )Ö
, �Ö�:�, )Ö
 correspondent respectivement à

 
�Ö��, )�, )Ö
, �Ö��, )�, )Ö
 et  

Ï§ G Ñ EE§Ò, ê§�Ï§
 G ªH�E
 P õ�E
E§H§�E, E§
 ¬, �§�Ï§
 G ª 0õ§�E, E§
¬   (3.20) 

 

A ce niveau, nous introduisons la fonction de Lyapunov candidate du système : 

�̧�Ï§, E�
 G �̧�Ï§
 P §� nE� [ 
§�Ï§
o�      (3.21) 

 

Pour la commodité des notations, nous avons employé Ï� G E et 
�Ï�
 G 
�E
. De la 

même manière que nous avons fait pour trouver
 
#���, )�
, nous obtenons #Ö�:�, )Ö
 ou 

bien #Ö���, )�, )Ö
 sous la forme suivante : 
��Ï§, E�
 G §/� F[��nE� [ 
§o [ �ÁÌ�HÌ õ§ [ H� P ��Ì�×Ì �ê§ P �§E�
G   (3.22) 

Il est clair que cette procédure se terminera à la �-ième étape dans laquelle le système strict 

feedback entier sera stabilisé par la commande réelle 
. Avec notre notation compacte, le 

système entier se met sous la forme : 

 ²Ï�Ô�§ G êÔ�§�ÏÔ�§
 P �Ô�§�ÏÔ�§
EÔE �Ô G HÔ�ÏÔ�§, EÔ
 P õÔ�ÏÔ�§, EÔ
J N      (3.23) 
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Où : 

ÏÔ�§ G ªÏÔ��EÔ�§ ¬,   êÔ�§�ÏÔ�§
 G ªêÔ���ÏÔ��
 P �Ô���ÏÔ��
EÔ�§HÔ�§�ÏÔ��, EÔ�§
 ¬, 
�Ô�§�ÏÔ�§
 G ª 0õÔ�§�ÏÔ��, EÔ�§
¬       (3.24)

 
Et la fonction de Lyapunov candidate est : 

Ô̧�E, E§, … , EÔ
 G Ô̧�§�ÏÔ�§
 P §� nEÔ [ 
Ô�§�ÏÔ�§
o�    (3.25) 

Nous allons chercher 
  telle que ̧ �Ô m [úÔ m 0  avec úÔ » 0  quand úÔ�§ » 0  où EÔ ­ 
Ô�§ : 

�̧Ô G �EÔ [ 
Ô�§
 FHÔ P õÔJ [ ��ÚJÌ�×ÚJÌ �êÔ�§ P �Ô�§EÔ
G    (3.26) 

�̧Ô m [úÔ�§�ÏÔ��, EÔ�§
 P �ÁÚJÌ�HÚJÌ õÔ�§�EÔ [ 
Ô�§
 P �EÔ [ 
Ô�§
 FHÔ P õÔJ [
��ÚJÌ�×ÚJÌ �êÔ�§ P �Ô�§EÔ
G        (3.27) 

�̧Ô m [úÔ�§�ÏÔ��, EÔ�§
 P �EÔ [ 
Ô�§
 F�ÁÚJÌ�HÚJÌ õÔ�§ P HÔ P õÔJ [ ��ÚJÌ�×ÚJÌ �êÔ�§ P
�Ô�§EÔ
G          (3.28) 

�̧Ô m [úÔ�ÏÔ�§, EÔ
 m 0        (3.29) 

Si la condition de non singularité : õÔ�E, E§, … , EÔ
 ­ 0, íEØ á |, t G 1, … , v     (3.30) 

est satisfaite, alors le choix le plus simple pour 
 sera : 

J G §/Ú F[�ÔnEÔ [ 
Ô�§o [ �ÁÚJÌ�HÚJÌ õÔ�§ [ HÔ P ��ÚJÌ�×ÚJÌ �êÔ�§ P �Ô�§EÔ
G  (3.31) 

Avec �Ô » 0 et, d’autre part : 

úÔ I úÔ�§ P �ÔnEÔ [ 
Ô�§o�.       (3.32) 

 

III.2.3. Cas de la commande sous contrainte de sortie 

Afin de présenter la méthode, considérons un système sous forme strict feedback constitué 

de 3 sous-systèmes et d’une sortie comme suit : 

 5 E�§ G H§�E§
 P õ§�E§
E�E�� G H��E§, E�
 P õ��E§, E�
E·E�· G H·�E§, E�, E·
 P õ·�E§, E�, E·
JN      (3.33) 

L G E§           (3.34) 
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Si les gi ne s’annulent pas, on peut lui appliquer la méthode backstepping que nous avons 

rappelée précédemment. 

Si maintenant la sortie doit en plus vérifier une contrainte sous la forme |L�F
| �   pour 

un Y>0 donné, il a été montré dans [BES01] (puis plus récemment dans [KEN09])  que la 

méthode de backstepping peut toujours être appliquée, via un choix approprié de la 

première fonction de Lyapunov dans la procédure, sous la forme :  

§̧�E§
 G §� ��õ L�L���Ì�         (3.35) 

Montrons ici comment cette procédure peut être adaptée au cas où y doit être stabilisé en y0 

tout en respectant une contrainte plus générale, de la forme i � L�F
 � 
           (3.36) 

pour a, b donnés. 

Etape 1 : 

Considérons tout d’abord  le sous-système contenant la première équation de la dynamique E�§ G H§�E§
 P õ§�E§
E§        (3.37) 

Et introduisons la fonction de Lyapunov ����� [ !�
 donnée par : 

§̧�E§ [ L�
 G §� Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�
,      (3.38) 

On a la dérivée qui vaut : 

�̧§�E§ [ L�
 G Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò ����
��Ì��
����Ì
 E�§     (3.39) 

�̧§�E§ [ L�
 G Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò ����
��Ì��
����Ì
 nH§�E§
 P õ§�E§
E�o  (3.40) 

�̧§�E§ [ L�
 G Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò ����
��Ì��
����Ì
 nH§�E§
 P õ§�E§

§�E§ [ L�
o  (3.41) 

En prenant : 
§�E§ [ L�
 G [ XÌ��Ì
/Ì��Ì
 [ @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�, ¥§ » 0,   (3.42) 

Donc, 

�̧§�E§ [ L�
 G [¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�
,    (3.43) 

����� [ !�

 
sera strictement assignée. 

On peut ainsi écrire �� ���� [ !�
 sous la forme : 

�̧§�E§ [ L�
 G [¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� P �H§�E§
 P õ§�E§
E� P
¥§��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�¨ Ñ ����
��Ì��
����Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò,    (3.44) 
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�̧§�E§ [ L�
 G
[¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� P
�E� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�� Ñõ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò. 

(3.45) 

Etape 2 : 

Considérons le sous-système : ² E� G H§�E§
 P õ§�E§
E§E �§ G H��E§, E�
 P õ��E§, E�
E� N   (3.46) 

Où )Ö est le second retour stabilisant et #Ö���, �Ö
 la seconde commande virtuelle. 

Ainsi, en choisissant la fonction de Lyapunov �Ö��� [ !�, �Ö
 telle que : 

�̧�E§ [ L�, E�
 G §� Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� P §� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�
 

           (3.47) 

On a : �̧��E§ [ L�, E�
 G
[¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� P
ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò Ñõ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò P
ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò ÑE�� P X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 [
@Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P @Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E�§Ò,    (3.48) 

�̧��E§ [ L�, E�
 G
[¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� P
ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò Ñõ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P E�� P
X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P @Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E�§Ò, (3.49) 

�̧��E§ [ L�, E�
 G
[¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� P
ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P
@Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò Ñ�õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P E�� P

X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E� P H��E§, E�
 P õ��E§, E�

��E§, E�
Ò. 
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           (3.50) �Ö��� [ !�, �Ö

 
sera strictement assignée en prenant : 


��E§, E�
 G §/���Ì,��
 �[ �õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� [
X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 [ @Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E� [ H��E§, E�
 [ ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P
@Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�,

        

(3.51)

 
��E§, E�
 G [ §/���Ì,��
 ��õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E� P H��E§, E�
 P ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P
@Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�.        (3.52) 

Donc : �̧��E§ [ L�, E�
 G
[¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� [ ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� � 0 .

           (3.53) 

 

Etape 3 : 

Enfin, pour le système global : 

 5 E�§ G H§�E§
 P õ§�E§
E§E �§ G H��E§, E�
 P õ��E§, E�
E�E �� G H·�E§, E�, E·
 P õ·�E§, E�, E·
JN      (3.54) 

Prenons pour fonction Lyapunov de commande : 

·̧�E§ [ L�, E�, E·
 G �̧�E§ [ L�, E�
 P §� nE� [ 
��E§, E�
o�.   (3.55)
 

Nous obtenons : �̧·�E§ [ L�, E�, E·
 G �̧��E§ [ L�, E�
 P IE· [ 
��E§, E�
KIE�· [ 
���E§, E�
K. (3.56)
 

Avec : 


���E§, E�
 G [ /����Ì,��
/����Ì,��
 ��õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E� P H��E§, E�
 P ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P
@Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� [ §/���Ì,��
 �Ñ�����
/�Ì��Ì
��Ì��
����Ì
�����
��ñ����Ì��Ì
/Ì��Ì
��Ì��
�����Ì
� [
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¥§ /NÌ��Ì
/Ì��Ì
��/�Ì���Ì
/ÌO��Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
�õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ����
��Ì��
����Ì
 E�§Ò P
XNÌ��Ì
/Ì���Ì
�XÌ��Ì
/NÌ��Ì
/Ì��Ì
��X�Ì��Ì
/�Ì��Ì
/Ì��Ì
ñ�XÌ��Ì
/�Ì���Ì
/ÌO��Ì
 P
¥��
 [ i
 � ���/Ì��Ì
���/�Ì��Ì
��Ì��
����Ì
/Ì���Ì
 [ ����ñ����Ì��Ì
/Ì��Ì
��Ì��
�����Ì
�� P H���E§, E�
 P
¥� ÑE�� P X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P @Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E�§Ò�,

 
           (3.57) 
���E§, E�
 G
/����Ì,��
/����Ì,��
 ��õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 P
@Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E� P H��E§, E�
 P ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� [

§/���Ì,��
 �Ñ�����
/�Ì��Ì
��Ì��
����Ì
�����
I�ñ����Ì�XÌ��Ì
ñ/Ì��Ì
��
K/Ì��Ì
��Ì��
�����Ì
� [
¥§ /NÌ��Ì
/Ì��Ì
��/�Ì���Ì
/ÌO��Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
�õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ����
�XÌ��Ì
ñ/Ì��Ì
��
��Ì��
����Ì
 Ò P
XNÌ��Ì
/Ì���Ì
�XÌ��Ì
/NÌ��Ì
/Ì��Ì
��X�Ì��Ì
/�Ì��Ì
/Ì��Ì
ñ�XÌ��Ì
/�Ì���Ì
/ÌO��Ì
 P
¥��
 [ i
 ��X���Ì,��
ñ/���Ì,��
�O
/Ì��Ì
���/�Ì��Ì
��Ì��
����Ì
/Ì���Ì
 [ ��I�ñ����Ì�XÌ��Ì
ñ/Ì��Ì
��
K/Ì��Ì
��Ì��
�����Ì
� � P
H���E§, E�
 P
¥� ÑH��E§, E�
 P õ��E§, E�
E· P X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
@Ì/Ì��Ì
 ����
�XÌ��Ì
ñ/Ì��Ì
��
��Ì��
����Ì
 Ò�.        (3.58) 

Et : 

IE· [ 
��E§, E�
KnE�· [ 
���E§, E�
o G
IE· [ 
��E§, E�
KnH·�E§, E�, E·
 P õ·�E§, E�, E·
J [ 
���E§, E�
o,

   
(3.59)

 IE· [ 
��E§, E�
KnE�· [ 
���E§, E�
o G IE· [ 
��E§, E�
KnH·�E§, E�, E·
 [ 
���E§, E�
 P
õ·�E§, E�, E·
Jo.

         
(3.60)
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Ainsi : 

�̧·�E§ [ L�, E�, E·
 G [¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� [ ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P
¥1õ1E1��õE1[i
[L0L0[i
[E12PE3P1õ2E1,E2õ1E1
[iE1[i
[E1[¥1õ1E1õ12E1��õE1[i
[L0L0[i
[E1PH1E1õ1E1[H1E1õ1E1õ12E1P¥1õ1E1
[iE1[i
[E1E2PH2E1,E2P¥2E2PH1E1õ1E1P¥1õ1E1��õE1[i
[L0L0[i
[E1.H3E1,E2, E3[õ2E1,E2õ22E1,E2õ1E1
[iE1[i
[E1[¥1õ1E1õ12E1��õE1[i
[L0L0[i
[E1PH1E1õ1E1[H1E1õ1E1õ12E1P¥1õ1E1
[iE1[i
[E1E2PH2E1,E2P¥2E2PH1E1õ1E1P¥1õ1E1��õE1[i
[L0L0[i
[E1P1õ2E1,E2
[iõ1E1E1[i
[E1[
[i
Pi[2E1H1E1Põ1E1E2õ1E1E1[i2
[E12[¥1õ1E1õ1E1[2õ12E1õ13E1��õE1[i
[L0L0[i
[E1Põ1E1
[iE1[i
[E1[¥1õ1E1õ12E1
[iH1E1Põ1E1E2E1[i
[E1PH1E1õ12E1[H1E1õ1E1õ1E1[2H1E1õ1E1õ1E1P2H1E1õ12E1õ13E1P¥2
[iH2E1,E2Põ2E1,E2E3õ1E1[E2õ1E1E1[i
[E1õ12E1[E2
Pi[2E1H1E1Põ1E1E2õ1E1E1[i2
[E12PH2E1,E2P¥2H2E1,E2Põ2E1,E2E3PH1E1õ1E1[H1E1õ1E1õ12E1[¥1õ1E1õ12E1��õE1[i
[L0L0[i
[E1P¥1õ1E1
[iH1E1Põ1E1E2E1[i
[E1Põ3E1,E2, E3J, 

    (3.61) 

La commande 
 qui rendra �P��� [ !�, �Ö, �P
 strictement assignable est alors : 

J G
§/O��Ì,��,�O
 Q[H·�E§, E�, E·
 P
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/����Ì,��
/����Ì,��
 ��õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 P
@Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E� P H��E§, E�
 P ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� [

§/���Ì,��
 �Ñ�����
/�Ì��Ì
��Ì��
����Ì
�����
I�ñ����Ì�XÌ��Ì
ñ/Ì��Ì
��
K/Ì��Ì
��Ì��
�����Ì
� [
¥§ /NÌ��Ì
/Ì��Ì
��/�Ì���Ì
/ÌO��Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
�õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ����
�XÌ��Ì
ñ/Ì��Ì
��
��Ì��
����Ì
 Ò P
XNÌ��Ì
/Ì���Ì
�XÌ��Ì
/NÌ��Ì
/Ì��Ì
��X�Ì��Ì
/�Ì��Ì
/Ì��Ì
ñ�XÌ��Ì
/�Ì���Ì
/ÌO��Ì
 P
¥��
 [ i
 ��X���Ì,��
ñ/���Ì,��
�O
/Ì��Ì
���/�Ì��Ì
��Ì��
����Ì
/Ì���Ì
 [ ��I�ñ����Ì�XÌ��Ì
ñ/Ì��Ì
��
K/Ì��Ì
��Ì��
�����Ì
� � P
H���E§, E�
 P
¥� ÑH��E§, E�
 P õ��E§, E�
E· P X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
@Ì/Ì��Ì
 ����
�XÌ��Ì
ñ/Ì��Ì
��
��Ì��
����Ì
 Ò� [

¥· R E· P
§/���Ì,��
 ��õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 P

@Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E� P H��E§, E�
 P ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�ST.
 

           (3.62) 

Et donc : 

�̧·�E§ [ L�, E�, E·
 G [¥§ ����
��Ì��
����Ì
 Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� [ ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P
@Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò� [

¥· R E· P
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§/���Ì,��
 ��õ§�E§
 ����
��Ì��
����Ì
 [ @Ì/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P X�Ì��Ì
/Ì��Ì
�XÌ��Ì
/�Ì��Ì
/Ì���Ì
 P
@Ì/Ì��Ì
 ����
��Ì��
����Ì
 E� P H��E§, E�
 P ¥� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�S� � 0.

 
         (3.63) 

En résumé : 

Pour le système (3.34) - (3.35) et la fonction de Lyapunov de la forme (3.38), on a : 

�̧§ G Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò �����Ì��
����Ì
 ç nH§�E§
 P õ§�E§
E�o   (3.64) 

Ce qui conduit à définir : 

�̧�E§ [ L�, E�
 G §� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�
              (3.65) 

Si on poursuit la procédure de backstepping, et si on définit *Ö; *P par les expressions 

suivantes : 

�̧� G ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò ç n~��E§, E�
 P õ��E§, E�
E·o, 
·̧ G §� ÑE· P U���Ì,��
/���Ì,��
 P @�/���Ì,��
V2 �̧ P /Ì��Ì
/���Ì,��
V2 §̧ �����Ì��
����Ì
Ò�

, 

�̧· G ÑE· P U���Ì,��
/���Ì,��
 P @�/���Ì,��
V2 �̧ P /Ì��Ì
/���Ì,��
V2 §̧ �����Ì��
����Ì
Ò ç n~·�E§, E�, E·
 P
õ·�E§, E�, E·
Jo                    (3.66) 

on peut finalement obtenir le résultat suivant : 

Proposition 3.1. En considérant le système (3.34) avec u G 3 et õØ�E§, … , EØ
 ì "Ø » 0 

pour tous �� á o�; �n  et �Ö, �P á ; , alors, avec les notations (3.65)-(3.66), la loi de 

commande suivante : 

J G [ §/O��Ì,��,�O
 U~·�E§, E�, E·
 P ¥·V2 ·̧ P õ��E§, E�
V2 �̧W,    (3.67) 

est bien définie pour tous ¥§ , ¥� , ¥· » 0 , et garantit que �tsÃ��|L�F
 [ L�| G 0  avec 

i � L�F
 � 
  tandis que �Ö��
, �P��
 restent bornés pour F ì 0, et ceci quel que soit 

����
 á o�, �n, �Ö��
, �P��
 á ;. 

La démonstration découle directement de la discussion précédente vérifiant : 

�̧§ P �̧� P �̧· m [2¥§ §̧ �����Ì��
����Ì
 [ 2¥� �̧ [ 2¥· ·̧.     (3.68) 

où les +� apparaissent comme des paramètres de réglage. 

L'approche s'étend évidemment au cas plus général du système (3.1)-(3.5). 

L’application au cas du système SMIB peut maintenant être présentée. 
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III.3. APPLICATION DE L’APPROCHE BACKSTEPPING SOUS 

CONTRAINTE A LA COMMANDE D’UN SYSTEME SMIB 

III.3.1. Rappel de la problématique SMIB 

Le problème de commande de la tension en sortie d'un générateur connecté à un réseau 

électrique SMIB déjà considéré précédemment se prête tout à fait bien à l’application de 

l’approche backstepping sous contrainte présentée ci-avant.  

Des approches par linéarisation exacte par retour d'état (comme dans [GAO92], [WAN93], 

[WAN96]) ou par backstepping (voir [ROO01], [ROO02]) pour ce système ont en effet 

déjà montré qu’elles pouvaient être efficaces, à condition de rester loin des singularités. 

La méthode sous contrainte peut permettre de garantir en plus l’évitement de ces 

singularités. 

Rappelons que le SMIB peut être schématisé comme sur la figure 32, où 5 correspond au 

générateur, �� à sa tension terminale, �� à la tension du bus infini et :� à une réactance de 

transmission équivalente. 

 

Fig.  32: Schéma « SMIB » 

Ce système est classiquement représentable par un modèle non linéaire d’ordre 3 de la 

forme (Cf Chapitre I, équation (1.30)) : 

wxy
xz ���F
 G `�F
�̀ �F
 G [ ¡°�¾ ����À���©�À�© }̧���lI��F
KltuI��F
K [ �¾ `�F
 [ ¡°�¾ Á©�À�© ¿ ��F
ltuI��F
K P ¡°�¾ ���

¿ � ��F
 G [ §¯�°
�����À�
�À�© }̧��lI��F
K [ §¯�°

��©�À�© ¿ ��F
 P §¯�° v�JX�F

N

. 

En prenant ��F
 G E§�F
 , `�F
 G E��F
  et ¿ ��F
 G E·�F
 , le modèle (1.30) peut donc 

finalement être ré-écrit : 

wx
y
xz E�§�F
 G E��F


E���F
 G [ `�2c E{ [ E {E{}E {} }̧�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K [ Sc E��F
 [ `�2c }̧E {} ltuIE§�F
KE·�F
 P `�2c ���
E�·�F
 G [ 1�{�

�E{ [ E {
E {} }̧��lIE§�F
K [ 1�{�
E{}E {} E·�F
 P 1�{� v�J�F


N 

           (3.69) 
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Ou encore : 

5 E�§�F
 G E��F
E���F
 G 
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P ��E��F
 P "�ltuIE§�F
KE·�F
 P W�E�·�F
 G 
·��lIE§�F
K P "·E·�F
 P þJ�F
 N. 
           (3.70) 

avec #�, $�, &�, %�, ' des paramètres constants directement issus des équations (3.69). 
� G [ ¡°�¾ ����À���©�À�© }̧� ;  �� G [ �¾ ;  "� G [ ¡°�¾ Á©�À�© ;  W� G ¡°�¾ ��� ; 


· G [ §¯�°
�����À�
�À�© }̧ ;  "· G [ §¯�°

��©�À�©;  þ G §¯�° v�    

           (3.71) 

Déjà, il est de la forme : E� G H�E
 P õ�E
J, E á |ø,  J á | (on suppose que H�0, 0
 G 0) 

mais de plus, il est sous forme strict feedback dont la forme générale est donnée en (3.34) 

du paragraphe précédent (avec les fonctions ��, �� découlant également directement des 

équations (3.70)). H§�E§
 G 0;  õ§�E§
 G 1; 

H��E§, E�
 G 
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P ��E��F
 P W�;  õ��E§, E�
 G "�ltuIE§�F
K ; 

H·�E§, E�, E·
 G 
·��lIE§�F
K P "·E·�F
;  õ·�E§, E�, E·
 G þ.   (3.72) 

La procédure backstepping peut donc être utilisée avec �� comme sortie, à condition que 

������
 ne s'annule pas, c’est-à-dire par exemple que �� reste confiné dans  o�, Ón. 
Il est clair que les valeurs multiples de Ó sont ici des singularités pour la commande. 

Néanmoins en considérant n’importe quelle référence !� á o�, Ón  pour l’angle �� , la 

procédure constructive du paragraphe précédent s’appuyant sur les équations (3.65)-(3.66)-

(3.67) peut donner une loi de commande explicite pour que �� suive !� tout en restant 

dans o�, Ón. 
En remarquant que la tension de sortie du générateur dépend directement de (, cette 

méthode donne aussi une façon de contrôler explicitement cette tension. 

 

III.3.2. Synthèse de commande par backstepping sous contrainte 

En appliquant directement les résultats des calculs développés dans le cas général au 

paragraphe précédent, on obtient : 

 H�§�E§
 G 0;  õ�§�E§
 G 0; 

H���E§, E�
 G 2
���l�IE§�F
K P ��E���F
 [ 
�, 

H���E§, E�
 G 2
���l�IE§�F
K P ���H��E§, E�
 P õ��E§, E�
E·
 [ 
�,
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H���E§, E�
 G 2
���l�IE§�F
K P �� �
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P ��E��F
 P W� P
"�ltuIE§�F
KE·�F
� [ 
�, 

H���E§, E�
 G
2
���l�IE§�F
K P ��
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P ���E��F
 P ��"�ltuIE§�F
KE·�F
 P��W� [ 
�. 

õ���E§, E�
 G "���lIE§�F
K        (3.73) 

La loi de commande 
 est donc : 

J G §X Q[
·��lE§ [ "·E· P Y��Z}�ÌY��}Øø��Ì � ����
��Ì��
����Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P ¥§ ����
��Ì��
����Ì
 E� P

�ltuE§��lE§ P ��E� P W� P ¥� ÑE� P ¥§��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò¬ [

§Y�}Øø�Ì �Ñ������
��ñ����Ì��
��Ì��
�����Ì
� � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P ����
�����Ì��
�����Ì
�Ò P
¥��
 [ i
 ���}Øø�Ì�Z}�Ìñ����ñ[�ñY�}Øø�Ì�O��Ì��
����Ì
 [ ����ñ����Ì��
��Ì��
�����Ì
�� P 2
���l�E§ P
��
�ltuE§��lE§ P ���E� P ��"�ltuE§E· P ��W� [ 
� P ¥� Ñ
�ltuE§��lE§ P ��E� P
W� P "�ltuE§E· P ¥§ ����
����Ì��
����Ì
Ò� [ ¥· R E· P §Y�}Øø�Ì � ����
��Ì��
����Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
¥§ ����
����Ì��
����Ì
 P 
�ltuE§��lE§ P ��E� P W� P ¥� ÑE� P ¥§��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò¬ST. 
           (3.74) 

Ou encore : 

 

 J G
§X Q[
·��lE§ [ "·E· P �Z}�ÌY�}Øø��Ì � ����
��Ì��
����Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P ¥§ ����
��Ì��
����Ì
 E� P

�ltuE§��lE§ P ��E� P W� P ¥� ÑE� P ¥§��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò¬ P

§Y�}Øø�Ì �Ñ�����
��ñ����Ì��
��Ì��
�����Ì
� � ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� [ ����
�����Ì��
�����Ì
�Ò P
¥��
 [ i
 ���}Øø�Ì�Z}�Ìñ����ñ[�ñY�}Øø�Ì�O��Ì��
����Ì
 [ ����ñ����Ì��
��Ì��
�����Ì
�� [ 2
���l�E§ [
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��
�ltuE§��lE§ [ ���E� [ ��"�ltuE§E· [ ��W� P 
� [ ¥� Ñ
�ltuE§��lE§ P ��E� P
W� P "�ltuE§E· P ¥§ ����
����Ì��
����Ì
Ò� [ ¥· R E· P §Y�}Øø�Ì � ����
��Ì��
����Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
� P
¥§ ����
����Ì��
����Ì
 P 
�ltuE§��lE§ P ��E� P W� P ¥� ÑE� P ¥§��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò¬ST

 

           (3.75) 

 

Application numérique 

En vue d’une illustration en simulation de l’effet de ces commandes, les valeurs 

numériques suivantes sont considérées : 

- les paramètres du modèle issus du cas d’étude de [ROO03], et résumés ci-après 

(avec  � et � comme dans l’équation (2.39) et L G E§) : 

H� G 50cd ; `� G 314,159hij/l; Z� G S G 5æJ; c G 4æJ. l; � {� G 8l; v� G 200æJ; 

E{ G 1,81æJ ; E { G 0,3æJ; E¯ G 0,15æJ; E¢§ G 0,5æJ; E¢� G 0,93æJ ; E{} G E¯ P
E{ P �+��+Ì�+�ñ�+Ì G 2,28518; E {} G E¯ P E { P �+��+Ì�+�ñ�+Ì G 0,77518 ; E} G E¯ P �+��+Ì�+�ñ�+Ì G
0,47518 ; siE-v�JX�F
- G 7æJ ; �� G 67,5° G 1,18hij ; ��� G 0,9æJ ; Ã̧� G 1,0æJ ; 
i G 0,1hij ; 
 G �b [ 0,1
hij ; L� G �� 

Ce qui donne : 
� G 45.1 ; �� G [1.25 ; W� G 35.3 ; "� G [62.7 ; 
· G 0.371 ; "· G [0.516 ; þ G 0.145 ; 
E�0
 G �æt/2 0 [W� "�⁄ 
¯ ; 

- une loi de commande pour ( selon les équations (3.65)-(3.66)-(3.67), avec : 

H§ G 0, õ§ G 1 ; 
H� G 
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P ��E��F
 P W� ; 
õ� G "�ltuIE§�F
K ; 
H· G 
·��lIE§�F
K P "·E·�F
 ;  õ· G þ 

et des paramètres de commande choisis ici comme suit : ¥§ G 1, ¥� G 1, ¥· G 50. 

La commande est explicitée ci-dessous : 

J G
§�,§¶¶]· R[0,37143��lE§ P 0,51635E· [
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�Z}�Ì^�,^^^¶}Øø��Ì Ñ _��,���Ì��,§
�_��,§��Ì
 ��õ ���Ì��,§
�_��,§�M°
�M°��,§
�_��,§��Ì
� P _��,���Ì��,§
�_��,§��Ì
 E� P
45,0775ltuE§��lE§ [ 0,25E� P 35,3429 P ��õ ���Ì��,§
�_��,§�M°
�M°��,§
�_��,§��Ì
�Ò [

§^�,^^^¶}Øø�Ì �Ñ� �_��,�
�_���Ì��
��Ì��,§
��_��,§��Ì
�� ��õ ���Ì��,§
�_��,§�M°
�M°��,§
�_��,§��Ì
� [ �_��,�
�
��Ì��,§
��_��,§��Ì
� E�Ò P

�b [ 0,1
 �¶`,�aa`}Øø�Ì�Z}�Ì�§,�`��ñ·`,·¶�]�^�,^^^¶}Øø�Ì�O��Ì��,§
�_��,§��Ì
 [ ���_���Ì��
��Ì��,§
��_��,§��Ì
�� [
90,155��l�E§ [ 101,424375ltuE§��lE§ [ 0,3125E� P 140,9994ltuE§E· [ 34,444 [

�_��,�
����Ì��,§
�_��,§��Ì
� [ 50 � E· [ §^�,^^^¶}Øø�Ì Ñ �_��,�
��Ì��,§
�_��,§��Ì
 ��õ ���Ì��,§
�_��,§�M°
�M°��,§
�_��,§��Ì
� P
�_��,�
����Ì��,§
�_��,§��Ì
 P 45,0775ltuE§��lE§ [ 1,25E� P 35,3429 P E� P

��õ ���Ì��,§
�_��,§�M°
�M°��,§
�_��,§��Ì
�Ò¬S.         (3.76) 

 

III.3.3. Résultats de simulation 

Sur cette base, l'approche de commande proposée sera illustrée dans trois contextes 

différents : 

Cas 1 : tout d'abord la commande directe de l'angle, comme application directe de la 

proposition 3.1 ; 

Cas 2 : deuxièmement la commande de la tension, comme illustration d’application 

pratique de cette approche ; 

Cas 3 : enfin, le même problème de régulation de tension, mais en présence d'incertitudes 

dans le modèle et de courts-circuits imprévus, comme illustration de robustesse. 

Pour le premier cas, des résultats de simulation sont donnés par la figure 33, où il est clair 

que l'angle (  peut effectivement être piloté à loisir, et même très proche des valeurs 

singulières qui sont � ou Ó ici. 
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Fig.  33: Sortie y=δ (en continu), sa référence (-.) et ses contraintes (-), cas 1 

 

Pour le deuxième cas, on utilise l’expression suivante pour la tension du générateur : 

Ã̧ G §��© bE}�I¿�� P }̧�K P 2E{E}E{}����F��
, 
avec : �� G §��© }̧¿�ltu��
, 

et : ¿� G ��©�À�© ¿ � [ ����À��À�© }̧��l��
.             (3.77) 

Étant donnée une référence �?, la consigne !� pour l'angle ( est simplement choisie pour 

que l'état stationnaire réalisé corresponde à Ã̧ G 1̧. 
Quelques résultats de simulations correspondants, incluant une situation extrême où �� 
demande un angle très proche de sa borne inférieure 0,1 sont présentés sur la figure 34 

pour le suivi de la tension, et la figure 35 pour le suivi de l’angle correspondant. 
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Fig.  34: Tension terminale �� (en continu) et sa référence (en pointillés), cas 2 

 

 

Fig.  35: Angle de puissance δ (en continu) et sa référence (pointillés) choisie en vue du 

suivi de tension, cas 2 

On peut remarquer à ce stade que cette stratégie ne permet a priori pas de suivi d’une 

consigne de tension en présence de perturbations, et y remédier en ajoutant une action 

intégrale à la commande de la façon suivante : la référence !� pour ( est choisie telle que : 

Ã̧ G [¥Ø 2 � Ã̧��l
 [ 1̧
jlÃ� P 1̧       (3.78) 
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pour ¥Ø » 0 et ��� la tension terminale courante – éventuellement perturbée (c’est-à-dire 

Ã̧� G Ã̧ P j pour une perturbation possible �). 

Ceci garantit en effet que �Ø G 2 � Ã̧��l
 [ 1̧
jlÃ�  satisfait : 

��Ø G [¥Ø�Ø P j,          (3.79) 

donc suit une dynamique stable, et telle qu’en régime statique, ��� atteigne �?. 

Des résultats de simulation correspondant à des exemples de perturbations en tension de 

type échelon, d’amplitude particulièrement grande (à des fins d'illustration), et à deux 

reprises (F G 0,2l , F G 10l) sont présentés sur la figure 36 (où ¥Ø G 0.5) : on y voit 

clairement que la consigne est bien suivie. 

 

Fig.  36: Tension terminale �� (en continu) et sa référence (en pointillés) avec 

perturbations de tension, cas 2 

 

On peut également voir comment l'angle est adapté dans ce cas, via l'action intégrale, pour 

rejeter l’effet de la perturbation sur la tension contrôlée (et ceci même en s’approchant de 

sa borne minimale) sur la figure 37. 
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Fig.  37: Angle de puissance δ (en continu), sa référence (en discontinu) et sa borne 

inférieure, avec perturbation de tension, cas 2 

 

Enfin, des simulations ont aussi été effectuées en présence d'incertitudes dans le modèle, 

soit pour illustrer l’effet d’erreurs paramétriques dans la commande, soit pour évaluer 

l’effet de défauts imprévus de type courts-circuits en cours de fonctionnement. 

Pour le cas d’erreurs de modèle, des résultats de simulation sont présentés à la figure 38, 

correspondant à la situation précédente de « grande perturbation » de tension, mais avec en 

plus des erreurs dans les paramètres électriques de quelques pourcents (plus précisément -

12% sur ��, +10% sur � �, +5% sur ��� et -10% sur � ��) : on peut constater que l’effet 

des erreurs paramétriques simulées est tout d'abord compensé, de même que celui des 

perturbations ensuite. 
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Fig.  38: Tension terminale �� (en continu) et sa référence (en pointillés) avec erreurs  

paramétriques et perturbation de tension, cas 3 

 

Le suivi de l’angle correspondant est présenté sur la figure 39. 

 

 

Fig.  39: Angle de puissance δ (en continu) et sa référence (en pointillés) avec les bornes 

admissibles (en discontinu), cas 3 
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Pour une situation plus significative, le scénario d’erreurs paramétriques est remplacé par 

la simulation des courts-circuits imprévus : le scénario consiste d’abord en un court-circuit 

à F G 0,5l, correspondant à l’annulation de la tension �� du générateur, et après un certain 

temps, à un retour à un mode de fonctionnement en tension, par la suppression de la ligne 

défaillante,  et donc une réactance de ligne équivalente différente. 

Quand la durée du court-circuit >��  est suffisament courte, son effet sur l'angle est 

relativement limité et peut facilement être compensée par la commande proposée : ceci est 

illustré par les figures 40 à 42 correspondant à �}� G 20sl, où la figure 40 présente la 

tension contrôlée, la figure 41 la fréquence correspondante, et la figure 42 la commande 

requise (tension d'excitation). 

 

 

Fig.  40: Tension terminale �� (en continu) et sa référence (en pointillés) 
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Fig.  41: Vitesse angulaire ω avec court-circuit de 20ms 

 

Fig.  42: Commande u avec court-circuit de 20ms 

 

Pour des courts-circuits plus longs, l'angle peut être amené à sortir de ses limites 

admissibles o�, �n, mais la commande proposée le maintient dans l’intervalle pré-spécifié : 

ceci est illustré par les figures 43 à 46 correspondant à une durée de court-circuit plutôt 

longue pour être illustratif,  �}� G 220sl , pour laquelle l'angle approche beaucoup sa 

borne � (comme on peut le voir sur la figure 43). 
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Il est évident que contraindre l'angle à rester dans sa région se fait dans ce cas au prix de 

transitoires de grande amplitude sur la variable de commande (comme on peut le voir sur 

la figure 46) - ainsi que sur - (illustré par la figure 45), et le comportement final doit être 

un compromis entre de grandes variations de tensions d'excitation et de grandes variations 

de l’angle de puissance. 

 

Fig.  43: Angle de puissance δ (en continu), sa référence (en pointillés) et ses contraintes 

avec court-circuit de 220ms 

 

Fig.  44: Tension terminale �� (en continu) et sa référence (en pointillés) avec court-circuit 

de 220ms 
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Fig.  45: Vitesse angulaire ω avec court-circuit de 220ms 

 

 

Fig.  46: Commande u avec court-circuit de 220ms 

 

Conclusions 

Une stratégie de synthèse explicite de commande par backstepping avec contraintes sur la 

sortie a été mise en évidence, permettant de stabiliser un système autour d’un 

fonctionnement pré-spécifié, tout en contraignant l’évolution de la sortie contrôlée, et donc 

en évitant éventuellement en même temps des singularités pour la commande. 
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On peut souligner ici que le même effet bénéfique pourra être obtenu vis-à-vis des 

singularités pour l’observation, qui peuvent se produire aussi dans le contexte non linéaire 

[BES07], comme ceci a déjà été souligné dans [BES01]. En conséquence, une extension 

naturelle de ce travail est l’obtention d’observateurs et des lois de commande par retour de 

sortie en présence de singularités. Cette approche peut ainsi donner des solutions 

alternatives à certaines approches déjà proposées pour ce type de problème dans le cas de 

générateurs synchrones par exemple [LEO02], [MAY04]. 

Des extensions ultérieures au cas adaptatif comme dans [DAM04], ou en présence de 

FACTS comme dans [CON05], [MAN08] peuvent enfin être envisagées. 

 

III.4. EXTENSIONS A D’AUTRES SYSTEMES 

Dans le présent paragraphe, le but est de continuer à mettre l'accent sur les potentialités des 

fonctions barrières en commande, en particulier suivant [BES12], en mettant l'accent sur  

différentes classes de systèmes auxquels une telle approche peut s'appliquer : d’une part 

une classe de systèmes répondant à une propriété connue comme passivité, pour lesquels il 

est montré comment les mêmes techniques peuvent favoriser la garantie des contraintes de 

sortie; d’autres part des systèmes soumis à des contraintes d'interconnexion pour lesquels 

des méthodes similaires peuvent donner une stabilisation. 

Des exemples plus concrets illustrent ces résultats. 

 

III.4.1. Conception basée sur la Passivité 

L’idée principale développée ci-avant peut aussi être utilisée pour concevoir – ou redéfinir 

– des lois de commande de manière à garantir des contraintes de sortie pour les systèmes 

qui satisfont une certaine condition de passivité [KHA02]. 

Considérons en effet un système avec la forme ci-dessous : 

E��F
 G HIE�F
K P õIE�F
KJ�F
, 

L�F
 G MIE�F
K,         (3.80) 

Avec � á ;�; 
 á ;; ! á ; et �; �; 8 des fonctions lisses. 

Puis, avec la notation habituelle pour les produits dérivés de Lie (voir par exemple 

[ISI95]), on a ce qui suit : 

Proposition 3.2. Supposons que : 

-  �/M�E
(degré relatif supérieur à 1) 
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- &v � c� |  lisse, et des fonctions définies positives ¸; ú � c� |  pour certains 

 c� |ø  contenant  0  tels que : �X¸�E
 P �/¸�E
v�E
 m [ú�E
 , íE á c 

(stabilisabilité avec  c  comme région d'attraction) 

- �/¸�E
 G M�E
 ou �/¸�E
 G �XM�E
, íE á c (passivité de sortie par rapport à 

8��
 ou 7�8��
). 

Alors pour tout c�G âE á |ø: |M�E
| � �ä� c  contenant 0 , � » 0 , il existe e  tel que le 

système piloté par J G v�E
 P ��E
  satisfait �tsÃ���E� G 0  et |L�F
| � �  pour tout 

E�0
 á c� et F ì 0. 

Notez que si c G |ø, ce qui correspond grosso modo à un résultat de stabilisation globale, 

semi-globalement par rapport à 8��
. La preuve résulte facilement de l'utilisation d'une 

fonction de Lyapunov modifiée de la forme ÷̧�E
 G ¸�E
 P §̧IM�E
K  avec ��  comme 

dans (3.35),  G �. 

En effet, cela donne avec J G v�E
 P ��E
 : 

÷̧� �E
 m [ú�E
 P �/¸��E
 P ���
�������
 �XM�E
, 

à partir de laquelle on peut choisir ��E
 G [ ¢ ���
�������
 si �/¸ G M, et ��E
 G [ ���
�������
 si 

�/¸ G �XM, pour conclure. 

Notez que le résultat s'étend facilement aux systèmes MiMo. 

 

III.4.2. Conception basée sur l’interconnexion 

Il est bien connu que les contraintes de petit gain peuvent permettre d'étendre des 

synthèses séparées à des résultats interconnectés (voir par exemple [ISI95]), et donc une 

autre application des fonctions barrières peut être la conception des commandes pour les 

systèmes interconnectés. 

Pour l'illustrer, considérons par exemple un système : E�§ G H§�E§
 P õ§�E§
J§, 

E�� G H��E�
 P õ��E�
J� P j�E§, E�
.      (3.81) 

pour certains ��, ��, � lisses, les états �� á ;�� (de �) et la commande 
� á ;. Ensuite, on 

peut déclarer ce qui suit : 

Proposition 3.3. Supposons que : 
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- &vØ � cØ� | lisse, et des fonctions définies positives Ø̧, úØ : cØ� | pour certains cØ� |øÙ  contenant 0  tels que �XØ Ø̧�EØ
 P �/Ø Ø̧�EØ
vØ�EØ
 m [úØ�EØ
 , íEØ á cØ , 

t G 1, 2 (stabilisabilité  des sous-systèmes sur i resp.) ; 

- �{ �̧�E�
 m "§�E§, E�
ú§�E§
 P "��E§, E�
ú��E�
 P "·�E§, E�
Vú§�E§
Vú��E�
  

pour EØ á cØ  et un certain "Ø�E§, E�
 G "fØIM§�E§
, M��E�
K continu : "fØ�0, 0
 G 0, 

pour un certain MØ �  |øÙ � |, t G 1, 2 ou 3 quand elle est définie ; 

- pour t á â1, 2ä de telle sorte que &å �  �Yg��Ù ­ 0, �/ØMØ�EØ
 G 0 et �/Ø Ø̧�EØ
 G MØ�EØ
 

ou �/ØMØ�EØ
, íEØ á cØ  ; 
Alors, si  �Yg��Ù ­ 0  seulement pour å ­ 2  et un certain � , pour tout c�ØG âEØ á |øÙ �
 |MØ�EØ
| � �Øä� cØ  contenant 0  , il existe �Ø � c�Ø� |  telle que : J1 G v1�E1
 P �1�E1
 

pour h G t , v1�E1
  autrement, veille à ce que �tsÃ���E� G 0 pour tout EØ�0
 á c�Ø  si 

 �Y���Ù ­ 0 pour un �, il existe � fØ » 0 tel que pour tout c�Ø comme ci-dessus avec 0 � �Ø m � fØ, 
le résultat en est de même. 

Pour la preuve, Cf Annexe 1. 

Cela signifie d’une certaine façon une certaine stabilisation globale de (3.81) sur c§çc�, 

semi-globale (resp. locale) par rapport à 8����
, 8Ö��Ö
. 

La preuve est similaire à celle de la proposition 3.2 (basée sur la modification d'une 

fonction de Lyapunov ̧§ P µ �̧). 

Notez que cela peut être étendu à un plus grand nombre de sous-systèmes et 

d’interconnexions, ou inversement, que lorsque le modèle (3.81) se réduit à une seule 

équation en fonction de  ���
, cette approche donne une conception robuste par rapport à 

la perturbation �. 

 

III.4.3. Exemples d’application 

III.4.3.1. Commande de robot sous contrainte 

Comme exemple, nous allons montrer comment la conception basée sur la passivité peut 

donner une solution de commande pour les systèmes robotiques sous contraintes. À cette 

fin, nous considérons le modèle classique d'Euler-Lagrange d'un robot comme suit 

[CAN96] : ��4
4N P R�4, 4� 
4� P ��4
 G J,       (3.82) 
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où �, ��  représentent les positions et les vitesses généralisées, 4 la matrice d'inertie (définie 

positive), 0��  la force de Coriolis et les forces centrifuges (avec 4� [ Ö0  inclinaison 

symétrique), 5 l'effet de gravité, et 
 la commande. Un tel système peut généralement être 

conduit à une position cible �� par une loi du type PD (pour les matrices définies positives 

AB, A�) : 

J G ��4
 [ Zè�4 [ 4�
 [ Z{4� .       (3.83) 

Maintenant, en notant que lorsque la commande est changée en : 

J G ��4
 [ Zè�4 [ 4�
 [ Z{4� P �,      (3.84) 

le système d'entrée � et de sortie ��  est passif (considérer simplement ¸ G §�4� ¯��4
4� P
§� �4 [ 4�
¯Zè�4 [ 4�
), la proposition 3.2 peut être appliquée pour mieux garantir une 

évolution sous contrainte de �. On peut se référer à [BES01] pour une application au cas 

bien connu du pendule inversé. 

Certains exemples plus originaux peuvent être donnés par un problème de commande de 

mouvement coordonné : pour un ensemble de robots mobiles sous contraintes de 

communication, cela peut en effet conduire à une contrainte sur les distances entre eux. Par 

souci d'illustration, on a simplement pris l'exemple d'une chaîne de robots simples - décrite 

par une position et une vitesse contrôlée, chacun d'eux ayant à suivre la précédente à une 

distance donnée et ne recevoir que les informations qu'il contient pour autant que la 

distance reste assez petite (la première ayant à suivre une cible mouvante dans les mêmes 

conditions). Cela se traduit par une série de problèmes de suivi avec des contraintes sur les 

erreurs de suivi afin de garantir que la communication est maintenue. 

Plus formellement, étant donné que chaque robot se réduit à : E�§Ø G E�Ø, E��Ø G JØ.          (3.85) 

Pour l'indice de robot t G 1 à ù, sa position ��� , sa vitesse �Ö�  et sa commande 
� , le 

problème est de concevoir des lois de commande pour 
� de manière à assurer que, pour 

1 m t m ù : �tsÃ��|E§Ø�F
 [ E§Ø�§�F
| G jØ        (3.86) 

[jØ��� m E§Ø�F
 [ E§Ø�§�F
 m [jØ�Øø, íF ì 0      (3.87) �tsÃ��|E�Ø�F
 [ E�Ø�§�F
| G 0        (3.88) 

où �����
 représente le mouvement de la cible mobile pour la tête de la chaîne, �� désigne 

la distance à atteindre entre le robot � et le robot � [ �, avec ����� la distance maximale 
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admissible (pour garder la communication) et ����� la distance minimale admissible (pour 

éviter la collision), pour satisfaire bien sûr jØ�Øø � jØ � jØ���. 

Les résultats de simulation sont fournis dans le cas de deux robots seulement, avec des 

objectifs identiques à distance � , valeur minimale ���� , valeur maximale ���� , les 

contraintes respectivement sur ��� [ ���  et �Ö� [ ��� , les valeurs numériques choisies 

comme suit : j G 0.5;  j�Øø G 0.1;  j��� G 1; 

une trajectoire de référence E§��F
 G F juste linéairement croissante par rapport au temps, 

vitesses initiales nulles et les positions initiales, comme suit : E§§�0
 G [0.3;  E�§�0
 G [0.9 

pour satisfaire la contrainte de distance, mais pas la distance de la cible. 

Certains résultats sont résumés sur la figure 47 : 

 

Fig.  47: Position coordonnée de suivi ��� sous contrainte 

Pour F m 2, on peut voir comment chaque motion a lieu en effet selon les références. 

Au temps F G 2l , une perturbation est simulée sur le premier robot, l'éloignant de sa 

référence, et en diminuant successivement la distance par rapport au second robot. Il peut 

être vérifié que la distance entre le robot � et sa référence est encore maintenue inférieure à 

j��� G 1, alors que la distance entre les deux robots est maintenue supérieure à j�Øø G
0.1. 

Il peut également être vu sur la figure 48 comment cela est bien sûr au détriment d'une 

énergie plus grande de commande, à la fois pour le robot � et le robot Ö. 
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Fig.  48: Position coordonnée de commande 
� sous contrainte 

A l'instant F G 5l, une perturbation est introduite au robot Ö en l'éloignant du robot �, et il 

peut à nouveau être vu sur la figure 47 comment elle est encore maintenue assez proche 

pour ne pas perdre le contact. 

A l'instant F G 8l une autre perturbation sur le robot � tend à le pousser vers sa référence, 

ce qui est de nouveau compensé tout en gardant une distance minimale, et de nouveau 

l'effet transmis au robot Ö est également compensé en respectant les contraintes souhaitées. 

Le comportement de la commande correspondante peut être vu sur la figure 48 en 

conséquence. 

 

III.4.3.2. Commande basée sur la linéarisation 

Comme illustration de la proposition 3.3, on peut considérer simplement le cas d’un seul 

sous-système sujet à une perturbation, par exemple en raison d'une linéarisation de premier 

ordre. Par souci d'illustration, prenons un exemple de la forme ci-dessous : 

E��F
 G OIRE�F
KE�F
 P QJ�F
 avec RQ G 0 , O lisse    (3.89) 

(qui peut notamment résulter du modèle SMIB (3.70)). 

En supposant que l'on peut trouver un gain de commande 3 pour lesquels il existe des 

matrices symétriques définies positives �, 9  telles que ��O�0
 [ Qê
 P �O�0
 [
Qê
¯� G [É, �Q G R¯, alors la proposition 3.3 s'applique et on peut trouver e��
 de sorte 

que J G [êE P ��E
 stabilise globalement le système, au niveau local par rapport à 0�. 
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III.5. CONCLUSIONS 

Dans ce chapitre, nous avons souligné comment il peut être possible de mettre  en œuvre 

une méthode backstepping pour la stabilisation d’un réseau SMIB sous des contraintes de 

sortie, à partir d’une fonction de Lyapunov initiale bien choisie. Cette fonction correspond 

à une fonction barrière, et nous avons proposé quelques pistes d’extensions de l’utilisation 

d’un tel outil pour d’autres problèmes de commande, notamment en robotique.  

L’approche peut encore être étendue à d’autres situations, comme le cas de modèles 

incertains ou des contraintes variables, de façon similaire aux travaux de [KEN09, 

KEN11]. Elle peut aussi être généralisée au cas de commande par retour de sortie. Elle 

peut enfin être appliquée à de nombreux autres exemples concrets, incluant des 

configurations de réseaux électriques plus complexes, multimachines ou avec des éléments 

de compensation FACTS [CON05, MAN08] par exemple. 
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES 

Nous nous sommes intéressés dans ce travail de thèse de doctorat en génie électrique, 

spécialité automatique, à la commande non linéaire des réseaux électriques, en utilisant 

plus spécialement les deux approches : multimodèle et backstepping. 

Nous avons commencé notre démarche par des études bibliographiques sur la 

problématique des réseaux électriques comme sur les différentes méthodologies de 

commande pouvant être envisagées, et avons choisi de nous concentrer sur le cas d’un 

système réduit à une seule machine connectée à un bus infini comme cas d’étude. 

Dans un premier temps, nous avons retenu le formalisme multimodèle de Takagi-Sugeno 

pour écrire le modèle non linéaire du système SMIB en vue de le réguler lors d’un défaut. 

Les non-linéarités du système étant d’une forme particulière, l’écriture multimodèle s’est 

avérée particulièrement adaptée, car elle permet une réécriture sans approximation. Après 

avoir décrit le modèle d'état non linéaire spatiale du système, nous avons utilisé la 

transformation par secteur non-linéaire pour être en mesure d'établir le modèle de Takagi-

Sugeno. En raison de certaines simplifications, la forme quasi-LPV ne présente qu'un seul 

terme non linéaire intervenant dans la matrice d'état, ce qui est facilement pris en compte. 

Le modèle T-S obtenu, d'ordre trois, est alors décrit par seulement deux matrices d'état et 

une matrice d'entrée unique. Sur la base de ce modèle, un régulateur parallèle distribué 

PDC (retour d’état multiple) est synthétisé par résolution de LMIs obtenues en cherchant 

une fonction de Lyapunov quadratique. La loi de commande PDC a été comparée à une loi 

de commande de type PID. Des résultats de simulations ont enfin été proposés à titre 

d’illustrations, notamment dans des cas de chute de tension, ou d’erreur initiale sur l’angle 

de puissance. En raison du comportement intrinsèque non linéaire du système, la loi de 

commande PDC fournit de meilleurs résultats que le régulateur PID classique. 

Le caractère non linéaire du modèle se traduit aussi par l’existence de valeurs d’angle 

pouvant poser problème pour la commande (singularités). Garantir l’évitement de ces 

valeurs ne peut se faire sans prendre en compte plus spécifiquement la nonlinéarité du 

modèle. Dans ce contexte, nous avons étudié la commande backstepping en présence de  

contraintes sur la sortie à commander : pour le cas du SMIB, l’angle de puissance devra se 

trouver à l’intérieur d’un intervalle bien précis pour que la stabilité du système soit assurée. 

Nous avons simulé plusieurs cas de figure (commande directe de l'angle, commande de la 

tension et régulation de tension en présence d'incertitudes dans le modèle et de courts-
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circuits imprévus) et nous avons pu constater que la commande proposée arrivait toujours à 

stabiliser le système. 

Nous avons aussi pu souligner certains intérêts des fonctions dites barrières utilisées dans 

le cas du SMIB, pour d’autres problèmes de commande. Nous avons ainsi proposé certains 

brefs rappels sur l'idée de base de manipulation des contraintes de sortie symétriques, puis 

une amélioration de cette idée pour des contraintes plus générales (non symétriques), enfin 

quelques exemples choisis de la situation de commande où cette technique peut être utile. 

Il ne s'agissait pas d'être exhaustif, mais d’illustrer la façon de résoudre certains problèmes 

particuliers par la même technique (conception de commande pour les systèmes sous forme 

de retour strict avec des contraintes de sortie, commande d'une classe des systèmes passifs, 

commande des systèmes interconnectés). Même si les ingrédients de base sont en effet 

connus, les résultats ne sont pas standards. Quelques exemples concrets d'applications ont 

également été présentés, issus de différents secteurs d'intérêt au-delà du simple SMIB 

(maîtrise de l'énergie, robotique et commande coopérative). 

La façon dont la commande est obtenue peut paraître compliquée, comme la forme de 

commande elle-même, notamment en comparaison avec des  lois de commande standards 

de type PID, mais elle suit une procédure systématique constructive, exactement comme 

dans la procédure célèbre et bien admis backstepping. Il est souligné que notre souci est ici 

les contraintes de sortie, et par rapport à une approche basée sur l'optimisation - ce qui peut 

être considéré comme la méthode la plus commune pour gérer ces contraintes, nous nous 

retrouvons ici avec une loi de commande explicite, comme dans le cas linéaire, mais pour 

des systèmes non linéaires. Des commandes alternatives peuvent être trouvées menant au 

même comportement que dans les résultats de simulation présentés, mais le principal 

avantage est que dans la conception proposée, les contraintes sur la sortie - en plus d'être 

systématiquement obtenues - sont formellement garanties (avec la stabilité). Le prix à 

payer est l’énergie de la commande, qui peut croître beaucoup en conséquence. 

La présentation proposée nécessite aussi une information complète sur l’état, et son 

extension à l’utilisation d'un observateur est une perspective intéressante à considérer.  

De plus, si dans ce travail on a surtout considéré à titre d’application un réseau simplifié 

constitué d’une seule machine connectée à un bus infini par l’intermédiaire de lignes et 

transformateur (système SMIB), on peut aussi penser à étendre les résultats obtenus aux 

réseaux électriques multimachines, ou encore en introduisant les dispositifs électroniques 

de compensation de la puissance réactive appelés FACTS [CON05, MAN08]. 
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On peut aussi envisager l’extension de l’étude au cas des réseaux intelligents (Smart Grids) 

incluant les sources d’énergie renouvelables, et même à d’autres systèmes interconnectés 

tels les réseaux de communications par exemple, en utilisant les approches systèmes à 

retard (time delay systems). 

Ainsi, ce travail peut intéresser directement les gestionnaires des réseaux électriques ainsi 

que les constructeurs d’équipements électriques, mais aussi d’autres secteurs comme la 

robotique, ou indirectement d’autres décideurs comme l’armée,...  
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Annexe 1 : Démonstration de la proposition 3.3 

 

Considérons �� et �Ö comme dans la proposition 3.3, et une fonction composite : 

¸:G §̧�E§
 P ε �̧�E�
 pour un certain ε » 0.     (A.1) 

Puis le long des trajectoires de (3.82) en boucle fermée avec les commandes : 

 JØ G vØ�EØ
; t G 1, 2 comme dans la proposition 3.3,    (A.2) 

on a : �̧ m [�1 [ µ"§
ú§�E§
 [ µ�1 [ "�
ú��E�
 [ µ"·Vú§Vú�   (A.3) 

De ce fait, si "� � 1 et &�, &P sont limitées, il existe i assez petit pour que le côté droit de 

cette inégalité devient définie négative : le problème est donc de garantir ces limites. 

Prenons d'abord le cas où "� � 1 pour tout ��, �Ö  alors que &�, &P  dépendent de ��, �Ö. 

Dans ce cas, nous considérons certaines lois de commande modifiées pour 
�, 
Ö de la 

forme suivante : JØ G vØ�EØ
 P �Ø�EØ
, t G 1, 2       (A.4) 

pour certains e� à déterminer, et une fonction de Lyapunov modifiée : 

÷̧ :G §̧�E§
 P ε �̧�E�
 P ∑ §� log =m�=m��nm�om
��pà§ .     (A.5) 

Puis : 

÷̧� m [�1 [ µ"§
ú§�E§
 [ µ�1 [ "�
ú��E�
 [ µ"·Vú§Vú� P ∑ ¦LrpVplp P�pà§
nm=m��nm Ltphp�.          (A.5) 

De cela, et le fait que �/Ø Ø̧ G MØ  ou �XØMØ , les e�  peuvent être choisies de manière à 

récupérer le côté droit de (A.3). 

Mais maintenant, depuis le choix de ÷̧ , chaque fois que les EØ sont telles que |MØ�EØ
| � �Ø, 
les &� doivent satisfaire à la condition de bornitude pour que cette droite peut être définie 

négative pour un i approprié. 

Cela signifie que les c�� sont invariantes et l'état va chuter à zéro. 

Dans le cas où &Ö peut dépasser 1 en fonction de ��, �Ö, en utilisant le fait qu'il se lit "�IM§�E§
, M��E�
K  et s'annule en zéro M§ G M� G 0 , il existe �÷�  assez petit, afin que |MØ�EØ
| � � fØ implique que "� � 1. Par les mêmes arguments que ci-dessus, les 8� peuvent 

être maintenues bornées par rapport aux �÷� et la conclusion suit. 
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Résumé : Les multimodèles sont un moyen d'apporter les problèmes de commande dans le 

contexte linéaire, tout en assurant la précision de la reproduction du comportement du système dans 

une large plage de fonctionnement. Dans ce travail, nous avons d’une part mis en œuvre l’approche 

multimodèles à états couplés par transformation par secteurs non linéaires, et sa commande par 

compensation parallèle distribuée pour la stabilisation de l’angle de puissance d’un générateur 

électrique connecté à un bus infini (modèle SMIB). Nous avons comparé les résultats avec ceux 

obtenus par la commande classique PID. 

D’autre part, ce travail souligne tout d'abord comment la procédure dite de « backstepping » pour la 

synthèse d’une loi de commande non linéaire peut être adaptée pour garantir en plus de la stabilité 

le respect de contraintes de type inégalité sur la sortie utilisée. Cette approche est ensuite illustrée 

par le problème de commande de l'angle ou de la tension dans le cas du modèle SMIB. Il met aussi 

l'accent sur certaines caractéristiques des fonctions Barrières utilisées comme un outil de 

conception pour la commande sous des contraintes de sortie : un simple choix d'une telle fonction 

pour la conception backstepping avec contraintes asymétriques, une application possible pour les 

systèmes passifs, et un intérêt particulier pour les systèmes interconnectés. Plusieurs résultats de 

simulations sont présentés en conséquence. 

Mots clés : Multimodèle, Commande PDC, Système SMIB, LMI, Takagi-Sugeno, Fonction de 

Lyapunov, Commande non linéaire, Backstepping, Contraintes de sortie, Systèmes passifs, Euler-

Lagrange, Commande coordonnée 

 

Abstract : Multiple models are a way to bring control problems to the linear context, while 

accurately reproducing the behavior of the system in a wide operating range. In this work, a 

multiple model approach with coupled states and its Parallel Distributed Compensation control 

have been firstly implemented to stabilize the power angle of a Single-Machine-Infinite-Bus 

(SMIB) system. Comparisons with simulation results obtained by classical PID control are given. 

This work secondly emphasizes how the well-known backstepping procedure for constructive 

nonlinear control design can be adapted to further guarantee some constraints on the output 

evolution. This approach is then illustrated with the problem of angle or voltage control in a simple 

SMIB model of an electrical network. It also emphasizes some features of barrier functions used as 

a design tool for control under output constraints : a simple choice of such a function for 

backstepping design and asymmetric constraints, a possible application to passive-like systems, and 

a special interest for interconnected systems. Some illustrative examples are briefly presented 

accordingly. 

Keywords : Multiple models, PDC control, SMIB system, LMI, Lyapunov function, Nonlinear 

control, Backstepping, Output constraint, Passive systems, Euler-Lagrange, Coordinated control 
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A simple strategy for constrained backstepping design with application to 

SMIB control 
 

Gildas Besançon, Didier Georges, Liva Falisoa Rafanotsimiva and Jean Marie Razafimahenina 
 
    Abstract --- This paper first emphasizes how 
the well-known backstepping procedure for 
constructive nonlinear control design can be 
adapted to further guarantee some constraints 
on the output evolution. This approach is then 
illustrated with the problem of angle or voltage 
control in a simple Single-Machine-Infinite-
Bus model of an electrical network. Various 
simulations are finally provided accordingly. 
 

Keywords : Nonlinear control, Backstepping, 
Output constraint, Single Machine Infinite Bus 
system. 

 
I. INTRODUCTION 

 
     Controlling electrical networks so as to ensure 
good transient performances in normal operation 
and keep stability in front of unexpected 
disturbing behaviours or failures is one of the 
major challenges when dealing with energy 
management. 
     In this context, various advanced control tools 
have been studied, in particular for the most 
simple case of a single machine connected to a 
bus assumed to be infinite, corresponding to the 
so-called SMIB model (see e.g. [1]). In this 
simple model however, it can be noticed that the 
control problem can have to face singularities 
when the power angle is driven too far from its 
steady-state value : in addition to the fact that 
large deviations of this angle are undesirable for a 
synchronism purpose, this motivates some control 
strategies ensuring constraints on the power angle    
evolution.  Such  a  constraint  problem  could  be  
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handled by optimization approaches, but having 
to face nonlinearities, while various alternative 
explicit control designs have already been studied 
for this system. In particular, exact linearization 
by state feedback (as in [2], [3], [4]) as well as 
backstepping (see [5], [6]) approaches  have  
proved  to  be  fairly  efficient  when keeping far 
from the singularities. 
     In the present paper, taking advantage of some 
former result proposed a few years ago for 
backstepping control design with output 
constraint (presented in [7]), a new control 
strategy for SMIB with constrained angle is 
proposed. This strategy applies to any system for 
which backstepping can be used, namely systems 
in a so-called strict feedback form, with an 
additional guarantee of output constraint. The 
main advantage here w.r.t. optimization based 
approaches (such as MPC) is the explicit solution 
which is obtained. 
 
     The general methodology here proposed is first 
described in section II, and its application to the 
control of SMIB systems is then presented in 
section III, together with various illustrative 
simulation results. Some conclusions end the 
paper in section IV. 
 

II. CONSTRAINED CONTROL 
METHODOLOGY 

 
     Consider a system in so-called strict feedback 
form as follows : E�§ G H§�E§
 P õ§�E§
E�, E�� G H��E§, E�
 P õ��E§, E�
E·, 

…         (1) E�ø G Hø�E§, … , Eø
 P õø�E§, … , Eø
J, L G E§, 
where J is the control input and L the output to be 
controlled. 
Clearly as long as the õØ ’s do not vanish, a control 
law can be built following the well-known 
backstepping procedure [8]. 
The point here is to highlight how the 
corresponding Lyapunov function can be chosen 
so as to further ensure some constraint on the 
evolution of L, together with a stabilization at a 
specific value L�. 
 



 

 

     In order indeed to guarantee that L�F
 satisfies 
an inequality of the form : i � L�F
 � 
     (2) 
for some i ; 
  and any time F , whenever L�0
 
satifies it, as well as L�, the idea is just to start the 
backstepping procedure with a Lyapunov function 
of the form : 

§̧�E§ [ L�
 G §� Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�
    (3) 

(which generalizes the one proposed in [7]). 

 
     This function is indeed defined on S Goi [ L�; 
 [ L�n  and clearly satisfies ̧§ » 0  as 
long as E§ ­ L� , while vanishing only when E§ G L� and is radially unbounded on S. 
In addition, it satisfies along trajectories of (1) : �̧§ G Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò �����Ì��
����Ì
 ç nH§�E§
 P õ§�E§
E�o, 
from which E�  can appropriately be chosen as 
long as õ§ does not vanish over oi; 
n. 
This for instance yields : 

�̧�E§ [ L�, E�
 G§� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�
   (4) 

From this the backstepping procedure can go on 
till the end... 
For a third order system for instance, by defining 
notations ~�; ~· as follows : �̧� G ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò ç n~��E§, E�
 P õ��E§, E�
E·o, 

·̧ G §� ÑE· P U���Ì,��
/���Ì,��
 P @�/���Ì,��
V2 �̧ P
��E§, E�
Ò�

, 

With : ��E§, E�
 G /Ì��Ì
/���Ì,��
V2 §̧ �����Ì��
����Ì
 �̧· G ÑE· P U���Ì,��
/���Ì,��
 P @�/���Ì,��
V2 �̧ P
��E§, E�
Ò ç  n~·�E§, E�, E·
 P õ·�E§, E�, E·
Jo  

                        (5) 
we can finally state : 
     Proposition 2.1. Considering system (1) with u G 3  and õØ�E§, … , EØ
 ì "Ø » 0  for any E§ á oi; 
n  and any E�, E· á | , then using 
notations of (4)-(5), the control law defined by : J G [ §/O��Ì,��,�O
 U~·�E§, E�, E·
 P ¥·V2 ·̧ P
õ��E§, E�
V2 �̧W,                      (6) 
is well defined for any ¥§ , ¥� , ¥· » 0 , and  
guarantees that : íE§�0
 á oi, 
n, E��0
, E·�0
 á |. �i
 limÃ��|L�F
 [ L�| G 0 , �ii
 F ì 0 , i � L�F
 � 
  and E��F
 , E·�F
 are bounded.*  
This means that whenever the output to be 
controlled starts within a given set oi; 
n, then it 
can be driven to any target value within this set 
without leaving it. 

The proof directly follows from the backstepping 
procedure, indeed yelding (with the above 
notations) : �̧§ P �̧� P �̧· m [2¥§ §̧ �����Ì��
����Ì
 [ 2¥� �̧ [2¥· ·̧. 
 

III. APPLICATION TO SMIB CONTROL 
 
     As an illustrative example, let us consider the 
problem of voltage control at the output of a 
generator connected to an electrical network. By 
considering the network to be aggregated into an 
equivalent « infinite bus », the model reduces to 
the so-called Single-Machine-Infinite-Bus case 
[1]. 
 
     It can be briefly represented as in figure 1, 
where �  stands for the generator, Ã̧  for its 
terminal voltage, and ̧}  the infinite bus voltage, 
while Ï}  gathers all equivalent transmission 
reactances. 
 
 

 
Fig. 1. SMIB scheme 

 
     Such a system can be classically described by 
a third order nonlinear model of the following 
form : ���F
 G `�F
, �̀ �F
 G[ ¡°�¾ ����À���©�À�© }̧���lI��F
KltuI��F
K [

�¾ `�F
 [ ¡°�¾ Á©�À�© ¿ ��F
ltuI��F
K P
¡°�¾ ���, 

¿ � ��F
 G [ §¯�°
�����À�
�À�© ��lI��F
K [

§¯�°
��©�À�© ¿ ��F
 P §¯�° v�JX�F
,  (7) 

where : 
•  � , ̀  usually stand for the relative power 

angle and corresponding frequency, and ¿ �  is the generator internal voltage, all 
the three of them defining the state 
variables E§, E�, E·. 

•  JX  is the generator excitation voltage, 
assumed to be the control variable J, and ��  the mechanical power here assumed 
to be set to a constant value; 

•  `�  is the nominal generator rotation 
speed, c ; S  inertia and damping 
mechanical coefficients, and E{ , E { , E{}, E {} , �{�  electrical 



 

 

parameters, all of them assumed to be 
constant in normal operation. 

Hence the model can be re-written as follows : E�§�F
 G E��F
, E���F
 G 
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P��E��F
 P "�ltuIE§�F
KE·�F
 P W�,           E�·�F
 G 
·��lIE§�F
K P "·E·�F
 PþJ�F
.                     (8) 
where 
Ø ,�Ø , "Ø ,WØ , þ 's are constant parameters 
easily deduced from model (7). 
 
     From this, the model is clearly in strict 
feedback form (1) (with HØ ’s, õØ ’s directly 
resulting from (8)), for which backstepping can 
yield a control for output E§ , provided that ltu�E§
  does not vanish, namely for instance E§ á o0, bn . This means that given a reference 
value L� á o0, bn  for angle variable , the 
constructive procedure described in previous 
section through equations (4)-(5)-(6) provides an 
explicit control solution for E§ to track L�. 
Noting then that the voltage at the output of the 
generator depends on � , this further provides a 
possible way for an explicit voltage control 
design. 
Both aspects will be illustrated in the sequel, with 
simulations based on : 
 

•  model parameters taken from the test-
bed studied in [6], and summarized 
below - using notations i ; 
  for 
constraints on L G E§ as in equation (2) : 
� G 45.1 ; �� G [1.25 ; W� G 35.3 ; "� G[62.7 ; 
· G 0.371 ; �· G [0.516 ; þ G 0.145 ; E�0
 G �æt/2 0 [W� õ�⁄ 
¯ i G 0.1 ; 
 G b [ 0.1. 

•  a control law for � as directly given by 
proposition 2.1 and equations (4)-(5)-(6), 
with : H§ G 0, õ§ G 1 ; H� G 
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P��E��F
 P W� ; õ� G "�ltuIE§�F
K ; H· G 
·��lIE§�F
K P "·E·�F
 ; 

 õ· G þ 
and control parameters here chosen as (for the 
sake of illustration) : ¥§ G 1, ¥� G 1, ¥· G 50. 
 
     On this basis, the proposed control approach 
will be illustrated in different contexts : 
1) first with a purpose of direct angle driving - as 
a direct application of proposition 2.1; 
2) then with a purpose of voltage control - as an 
illustration of further potentialities of the 
proposed approach; 

3) finally with the same purpose of voltage 
regulation but in the presence of model 
uncertainties and even unexpected short-circuits - 
as an illustration of robustness aspects. 
 
     For the first case, some simulation results are 
reported on figure 2 where it can be seen how the 
angle �  can indeed be driven as desired, even 
close to its singular values equal to  0, b. 
 

 
Fig.2. L (solid) vs its reference (-.) and its 

constraints (-) 
 

     For the second case, we use the fact that the 
output generator voltage is driven by : 

Ã̧ G §��© bE}�I¿�� P }̧�K P 2E{E}E{}����F��
, 

with : �� G §��© }̧¿�ltu��
, 

and : ¿� G ��©�À�© ¿ � [ ����À��À�© }̧��l��
. 

Given a reference voltage 1̧, the target L� for 
angle � is then just chosen such that the achieved 
steady-state corresponds to Ã̧ G 1̧. 
 
     Some corresponding illustrative results, 
including some extreme case when Ã̧ makes the 
angle to approach 0.1 are given by figure 3 for the 
voltage tracking, and figure 4 for the related angle 
tracking. 
 
 



 

 

 
Fig. 3. ̧ Ã (solid) vs its reference (dotted) 

 

 
Fig. 4. Angle (solid) vs its reference for voltage 

tracking (dotted). 
 
     Noting that this strategy as it is fails to 
guarantee asymptotic tracking of the voltage 
reference in the presence of disturbances, some 
integral action can be added to correct this : to 
that end, the reference L�  for �  is now chosen 
such that : 

Ã̧ G [¥Ø 2 � Ã̧��l
 [ 1̧
jlÃ� P 1̧, 
for ¥Ø » 0 and ̧ Ã� the actual (possibly disturbed) 
terminal voltage (̧ Ã� G Ã̧ P j  for possible 
voltage disturbance j). 

This indeed guarantees that �Ø G 2 � Ã̧��l
 [Ã�1̧
jl satisfies :  ��Ø G [¥Ø�Ø P j, 
namely stable dynamics, and under steady state 
regime, ̧ Ã� reaches ̧1. 
 
     Simulation results corresponding to examples 
of large voltage (step-like) disturbances again for 
the purpose of illustration are presented on figure 
5 (with ¥Ø G 0.5 ) : it is clear there that the 
reference is well tracked. 

 

 
Fig. 5. Terminal voltage (solid) vs its reference 

(dotted) under voltage disturbances 
 
     It can in addition be seen on figure 6 how the 
angle is adapted thanks to the integral action, so 
as to make the output voltage to follow its 
reference (and even very close to its lower limit). 
 

 
Fig. 6. Power angle (solid) vs its reference (-.) 

and lower constraint, under voltage disturbances 
 
     Finally, some simulations were also performed 
in the presence of uncertainties in the model, 
either just to simulate some parameter errors in 
the control law w.r.t. the model, or to simulate the 
occurrence of unexpected short-circuits during 
operation. 
 
     For illustration of closed loop behavior in the 
presence of model errors, simulation results are 
reported in figure 7, corresponding to a similar 
situation of large voltage disturbance as before, 
but in addition with  modeling errors in electrical 
parameters of a few percents (more precisely here 
-12% on E{, +10% on E {, +5% on E{} and -10% 
on E {}) : it can indeed be seen how the effect of 



 

 

parameter errors is first rejected, and then the 
effect of voltage disturbance. 
 

 
Fig. 7. ̧ Ã (solid) vs its reference (dotted) under 

parameter errors and voltage disturbance 
 
 
     The corresponding angle tracking can be seen 
on figure 8. 
 

 
Fig. 8. Angle (solid) vs its reference (dotted) 

within admissible limits (-.) 
 
     For a more significant situation, the parameter 
errors are replaced by the simulation of 
unexpected short-circuits, in the same spirit as in 
[6] for instance1 : the considered scenario consists 
in simulating one short-circuit at some time 
(t=0.5sec), corresponding to a zero effect of }̧ on 
the generator, and to assume that after some 
(short) time, the failing line is removed, and an 
operating configuration is recovered, but with a 
different equivalent reactance for the line. 
 
1where comparisons with classical PSS-AVR are also 
provided, clearly in favor of the usual backstepping, which is 
the basis of our approach here. 
 

When the short-circuit delay �}� is short enough, 
its effect on the angle is only a small deviation 
which is easily compensated by the proposed 
controller : this is illustrated  by  results  of   
figures 9  to 11  obtained  with Tsc=20ms, where 
figure 9 shows the controlled voltage, figure 10 
the corresponding frequency behaviour, and 
figure 11 the required excitation control. 
 

Fig. 9. ̧ Ã (solid) vs its reference (dotted) under a 
20ms short-circuit 

 

 
Fig. 10. ̀  under a 20ms short-circuit. 

 



 

 

 
Fig. 11. J under a 20ms short-circuit. 

 
     For longer effects of short-circuits, the angle 
can tend to get out of the desired interval oi, 
n, 
but in such a case the proposed controller can 
keep it within the pre-specified bounds : this is 
illustrated by results presented in figures 12 to 15 
obtained under a (quite long) short-circuit delay 
Tsc=220ms, for which the angle significantly 
approaches 
 (as it can be understood from figure 
12). 
 
     Of course constraining the angle within the 
desired region is achieved at the expense of large 
transient values of the control variable (as it can 
be seen on figure 15) – as well as transients on ` 
(illustrated by figure 14), and the behaviour to be 
finally tuned will have to be a trade-off between 
large excitation voltages and large angle 
deviations. 
 

 
Fig. 12. Angle (solid) vs its reference (-.) and 

constraints under a 220ms short-circuit 

 

 
Fig. 13. Terminal voltage (solid) vs its reference 

(dotted) under a 220ms short-circuit 

 

 
Fig. 14. Angle velocity under a 220ms short-

circuit 
 

 
Fig. 15. J under a 220ms short-circuit 

 



 

 

 
IV. CONCLUSIONS 

 
     A strategy for backstepping with output 
constraint has been proposed, allowing to achieve 
stabilization while respecting pre-specified 
constraints on some variables, but at the same 
time to overcome problems of singularities for the 
control. 
It can be mentioned that a similar benefic effect 
occurs for observability w.r.t. a similar problem 
of singularities that can occur in this context [10], 
as this has already been emphasized in [7]. From 
this, some natural extension of the present work is 
to provide observers as well as output feedback 
controllers for systems admitting singularities. 
This can provide alternative solutions for 
synchronous generator control w.r.t. those of [11], 
[12] for instance. 
Future works can also be dedicated to adaptive 
versions as in [13] or the use of similar tools for 
SMIB controlled by so-called FACTS as in [14], 
[15]. 
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Commande backstepping avec contrainte d’un générateur connecté  

à un réseau électrique 
 

Gildas Besançon, Didier Georges, Liva Falisoa Rafanotsimiva et Jean Marie Razafimahenina 
 
     Résumé - Ce papier souligne tout d'abord 
comment la procédure dite de « backstepping » 
pour la synthèse d’une loi de commande non 
linéaire peut être adaptée pour garantir en 
plus de la stabilité le respect de contraintes de 
type inégalité sur la sortie utilisée. Cette 
approche est ensuite illustrée par le problème 
de commande de l'angle ou de la tension dans 
le cas d’un réseau électrique simplifié 
représenté par une machine connectée à un bus 
infini (modèle SMIB). Plusieurs résultats de 
simulations sont présentés en conséquence. 
 
Mots-clés : Commande non linéaire, 
Backstepping, Contrainte de sortie, Système 
SMIB. 

 
I. INTRODUCTION 

 
     Assurer de bonnes performances en 
fonctionnement normal, comme la stabilité en 
présence de perturbations imprévues ou des 
défauts dans le réseau reste un enjeu important 
dans la gestion de l'énergie. 
Dans ce contexte, plusieurs outils de commande 
« avancée » ont été étudiés, notamment sur la 
base du cas d’étude le plus simple d'une seule 
machine connectée à un bus infini, correspondant 
au modèle habituellement désigné (selon la 
terminologie anglaise) SMIB (voir [1] par 
exemple). 
Ce modèle, si simple soit-il, est néanmoins non 
linéaire d’une part et présente de surcroît un 
problème de singularités pour la commande 
lorsque l'angle de la puissance s’éloigne de son 
point de fonctionnement nominal. Ajouté au fait 
que  les  grandes  variations  de  cet  angle sont de  
     Ce travail a été réalisé lors d’une visite du 3ème auteur à 
GIPSA-lab financée par l'ambassade de Françe à Madagascar, 
numéro 671310F (BGF 2009). 
     G. Besançon et D. Georges sont au Département 
Automatique de GIPSA-lab, Grenoble INP, CNRS UMR 
5216, BP.46, 38402 Saint-Martin d'Hères, France. 
{Gildas.Besancon, Didier.Georges} @ grenoble-inp.fr 
       G. Besançon est aussi à l’Institut Universitaire de France. 
     L.F. Rafanotsimiva et J.M. Razafimahenina sont à l'Ecole 
Sup. Polytechnique, Antsiranana Univ., BP.0, 201 
Antsiranana, Madagascar. {livafalisoa, 
razafimaheninajeanmarie} @ yahoo.fr 

toute façon à limiter pour des raisons de 
synchronisme, ceci motive encore davantage 
l’examen de stratégies de contrôle garantissant le 
respect de contraintes sur l'évolution de l’angle 
de puissance. Ce type de contrainte pourrait être 
prise en compte par des approches d'optimisation, 
de type commande prédictive mais avec une 
certaine complexité liée au contexte non linéaire, 
alors que pour le modèle considéré, des lois de 
commande non linéaires explicites ont déjà été 
proposées dans le cas sans contrainte. En 
particulier, des approches par linéarisation exacte  
par  retour  d'état  (comme dans [2], [3], [4]) ou 
par backstepping (voir [5], [6]) ont déjà montrées 
qu’elles pouvaient être efficaces, à condition de 
rester loin des singularités. 
 
    Dans cet article-ci, en se basant sur un travail 
précédant sur la commande par backstepping avec 
contrainte sur la sortie ([7]), une nouvelle 
stratégie de commande du système SMIB avec 
contrainte sur l’angle est proposée. Cette stratégie 
peut être appliquée à tout système pour lequel la 
méthode backstepping fonctionne, c’est à dire les 
systèmes dits sous forme de strict feedback, 
donnant en plus des garanties de respect de 
contrainte inégalité sur la sortie. La principale 
différence avec les approches de type prédictive 
est ici l’obtention de solution explicite pour les 
lois de commande. 
 
     La méthodologie générale est d'abord 
présentée au paragraphe II, et son application à la 
commande du système SMIB est ensuite 
présentée au paragraphe III, avec plusieurs 
résultats de simulation en guise d’illustration. 
Quelques conclusions terminent l’article au 
paragraphe IV. 
 

II. METHODOLOGIE DE COMMANDE 
EXPLICITE AVEC CONTRAINTE EN SORTIE 
 
     Considérons un système sous la forme « strict 
feedback » suivante : E�§ G H§�E§
 P õ§�E§
E�, E�� G H��E§, E�
 P õ��E§, E�
E·, 
…      (1) E�ø G Hø�E§, … , Eø
 P õø�E§, … , Eø
J, L G E§, 
où J désigne l'entrée de commande et L la sortie à 
commander et chaque EØ une variable d’état. 



 

 

Il est maintenant bien connu que tant que les õØ ne 
s’annulent pas, une loi de commande peut être 
construite par la méthode de backstepping [8]. 
L’idée ici est de montrer comment construire la 
fonction de Lyapunov dans cette procédure de 
façon à garantir le respect des contraintes données 
a priori sur l'évolution de la sortie L, tout en la 
stabilisant à une valeur de référence également 
donnée a priori L�. 
 
Formellement en effet, si on veut que la sortie 
vérifie i � L�F
 � 
              (2) 
pour des contraintes i, 
 données et tout temps F, 
dès lors que c’est vrai pour L�0
, et également 
pour la référence L�, la clé est juste de démarrer la 
procédure de backstepping avec une fonction de 
Lyapunov de la forme : 

§̧�E§ [ L�
 G §� Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�
     (3) 

(qui généralise celle proposée précédemment dans 
[7]). 
 
     Cette fonction est en effet défini sur S Goi [ L�; 
 [ L�n et satisfait clairement §̧ » 0 tant 
que E§ ­ L�, tout en s’annulant pour E§ G L�. 
 
Elle est de plus radialement non borné sur S, et 
vérifie le long des trajectoires de (1) : �̧§ G Ñ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò
�E§
 nH§�E§
 Põ§�E§
E�o, 
avec 
�E§
 G �����Ì��
����Ì
. 
 
De là, une trajectoire à suivre pour E�  peut 
facilement être définie, tant que õ§  ne s’annule 
pas sur oi; 
n. 
Ceci conduit par exemple à : 

�̧�E§ [ L�, E�
 G§� ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò�
   (4) 

Et on peut continuer de cette façon jusqu'à la fin 
... 
 
Pour un système d’ordre 3 par exemple, si on 
définit ~�; ~· par les expressions suivantes : �̧� G ÑE� P XÌ��Ì
/Ì��Ì
 P @Ì/Ì��Ì
 ��õ ���Ì��
���M°
�M°��
����Ì
�Ò ç n~��E§, E�
 P õ��E§, E�
E·o, 

·̧ G §� ÑE· P U���Ì,��
/���Ì,��
 P @�/���Ì,��
V2 �̧ P
��E§, E�
Ò�

, 

avec ��E§, E�
 G /Ì��Ì
/���Ì,��
V2 §̧
�E§
 �̧· G ÑE· P U���Ì,��
/���Ì,��
 P @�/���Ì,��
V2 �̧ P
��E§, E�
Ò ç  n~·�E§, E�, E·
 P õ·�E§, E�, E·
Jo  

               (5) 
on peut finalement obtenir le résultat suivant : 
 

     Proposition 2.1. En considérant le système (1) 
avec u G 3  et õØ�E§, … , EØ
 ì "Ø » 0  pour tous E§ á oi; 
n et E�, E· á |, alors, avec les notations 
(4)-(5), la loi de commande : J G [ §/O��Ì,��,�O
 U~·�E§, E�, E·
 P ¥·V2 ·̧ P
õ��E§, E�
V2 �̧W,              (6) 
est bien définie pour tous ¥§ , ¥� , ¥· » 0 , et 
garantit que limÃ��|L�F
 [ L�| G 0  avec i � L�F
 � 
  tandis que E��F
 , E·�F
  restent 
bornés pour F ì 0, et ceci quel que soit E§�0
 áoi, 
n, E��0
, E·�0
 á |. 
 
La démonstration découle directement de la 
discussion précédente. 
 
III. APPLICATION A LA COMMANDE D’UN 

SYSTEME « SMIB » 
 
     En guise d’exemple illustratif, considérons le 
problème de commande de la tension en sortie 
d'un générateur connecté à un réseau électrique. 
En représentant ce réseau de façon agrégé par un 
« bus infini » équivalent, on obtient le modèle dit 
de « Machine Seule - Bus Infini », SMIB en 
anglais [1]. 
 
Il peut être schématisé comme sur la figure 1, où �  correspond au générateur, Ã̧  à sa tension 
terminale, ̧} à la tension du bus infini et Ï} à une 
réactance de transmission équivalente. 

 
Fig. 1. Schéma « SMIB » 

 
Ce système est classiquement représentable par 
un modèle non linéaire d’ordre 3 de la forme : ���F
 G `�F
, �̀ �F
 G[ ¡°�¾ ����À���©�À�© }̧���lI��F
KltuI��F
K [

�¾ `�F
 [ ¡°�¾ Á©�À�© ¿ ��F
ltuI��F
K P
¡°�¾ ���, 

¿ � ��F
 G [ §¯�°
�����À�
�À�© ��lI��F
K [

§¯�°
��©�À�© ¿ ��F
 P §¯�° v�JX�F
,         (7) 

Avec : 
- �, ` pour l'angle de puissance relatif et 

la fréquence correspondante, et ¿ �  la 
tension interne du générateur, tous trois 
définissant les variables d'état E§, E�, E·. 

 
- JX  la tension d'excitation du générateur, 

considérée comme la variable de 



 

 

commande J , et ��  la puissance 
mécanique supposée ici constante; 

 
- `�  la vitesse de rotation nominale du 

générateur, c et S  les coefficients 
d’inertie et d'amortissement mécanique, 
et E{ , E { , E{}, E {} , �{�  les paramètres 
électriques, toutes ces grandeurs étant 
supposées constantes en régime de 
fonctionnement normal. 

 
Le modèle peut donc finalement être ré-écrit : E�§�F
 G E��F
, E���F
 G 
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P��E��F
 P "�ltuIE§�F
KE·�F
 P W�,   (8) E�·�F
 G 
·��lIE§�F
K P "·E·�F
 PþJ�F
.  
avec 
Ø ,�Ø , "Ø ,WØ , þ  des paramètres constants 
directement issus des équations (8). 
 
Il s’ensuit que le modèle est clairement sous la 
forme « strict feedback » (1) du paragraphe 
précédent (avec les fonctions HØ , õØ  découlant 
également directement des équations (8)), et donc 
que la procédure backstepping peut être utilisée 
avec E§ comme sortie, à condition que ltu�E§
 ne 
s'annule pas, c’est-à-dire par exemple que E§ reste 
confiné dans  o0, bn. 
 
Il est clair que les valeurs multiples de b sont ici 
des singularités pour la commande. Néanmoins en 
considérant n’importe quelle référence L� á o0, bn 
pour l’angle E§ , la procédure constructive du 
paragraphe précédent s’appuyant sur les équations 
(4)-(5)-(6) peut donner une loi de commande 
explicite pour que E§ suive L� tout en restant dans o0, bn. 
En remarquant que la tension de sortie du 
générateur dépend directement de � , cette 
méthode donne aussi une façon de contrôler 
explicitement cette tension. 
 
Ces deux possibilités sont illustrées par des 
simulations présentées ci-après avec les données 
suivantes : 

- Des paramètres du modèle issus du cas 
d’étude de [6], et résumés ci-après (avec  i  et 
  comme dans l’équation (2) et L G E§): 
� G 45.1 ; �� G [1.25 ; W� G 35.3 ; "� G[62.7 ; 
· G 0.371 ; "· G [0.516 ; þ G 0.145 ; E�0
 G �æt/2 0 [W� "�⁄ 
¯ i G 0.1 ; 
 G b [ 0.1. 

- une loi de commande pour � selon les 
équations (4)-(5)-(6), avec : H§ G 0, õ§ G 1 ; 

H� G 
�ltuIE§�F
K��lIE§�F
K P��E��F
 P W� ; õ� G "�ltuIE§�F
K ; H· G 
·��lIE§�F
K P "·E·�F
 ; õ· G þ 
et des paramètres de commande choisis ici 
comme suit : ¥§ G 1, ¥� G 1, ¥· G 50. 
 
Sur cette base, l'approche de commande proposée 
sera illustrée dans trois contextes différents : 
1) tout d'abord la commande directe de l'angle, 
comme application directe de la proposition 2.1; 
2) deuxièmement la commande de la tension, 
comme illustration d’application pratique de cette 
approche; 
3) enfin, le même problème de régulation de 
tension, mais en présence d'incertitudes dans le 
modèle et de courts-circuits imprévus, comme 
illustration de robustesse. 
 
Pour le premier cas, des résultats de simulation 
sont donnés par la figure 2, où il est clair que 
l'angle � peut effectivement être piloté à loisir, et 
même très proche des valeurs singulières que sont 0 ou b ici. 
 
Pour le deuxième cas, on utilise l’expression 
suivante pour la tension du générateur : 

Ã̧ G §��© bE}�I¿�� P }̧�K P 2E{E}E{}����F��
, 

avec : �� G §��© }̧¿�ltu��
, 

et : ¿� G ��©�À�© ¿ � [ ����À��À�© }̧��l��
. 

 
Étant donnée une référence 1̧ , la consigne L� 
pour l'angle �  est simplement choisie pour que 
l'état stationnaire réalisé corresponde à Ã̧ G 1̧. 
 
Quelques résultats de simulations correspondants, 
incluant une situation extrême où Ã̧ demande un 
angle très proche de sa borne inférieure 0.1 sont 
présentés sur la figure 3 pour le suivi de la 
tension, et la figure 4 pour le suivi de l’angle 
correspondant. 
 



 

 

 
Fig. 2. y �en continu
, sa référence �-.
 et ses contraintes �-
, cas �1
 

 
Fig. 3. V� (en continu) et sa référence (en pointillés), 

cas (2) 
 

 
Fig. 4. Angle (en continu) et sa référence (en 

pointillés) choisie en vue du suivi de tension, cas 
(2) 

 
     On peut remarquer à ce stade que cette 
stratégie ne permet a priori pas de suivi d’une 
consigne de tension en présence de perturbations, 
et y remédier en ajoutant une action intégrale à la 
commande de la façon suivante : la référence L� 
pour � est choisie telle que 

Ã̧ G [¥Ø 2 � Ã̧��l
 [ 1̧
jlÃ� P 1̧ , pour ¥Ø » 0  et 

Ã̧� la tension terminale courante – éventuellement 
perturbée (c’est-à-dire ̧Ã� G Ã̧ P j  pour une 
perturbation possible j). 

Ceci garantit en effet que �Ø G 2 � Ã̧��l
 [ 1̧
jlÃ�  
satisfait ��Ø G [¥Ø�Ø P j , donc suit une 
dynamique stable, et telle qu’en régime statique, 

Ã̧� atteigne ̧1. 
     Des résultats de simulation correspondant à 
des exemples de perturbations en tension de type 
échelon, d’amplitude particulièrement grande (à 
des fins d'illustration), et à deux reprises (t=0.2s, 
t=10s) sont présentés sur la figure 5 (où ¥Ø G 0.5) 
: on y voit clairement que la consigne est bien 
suivie. 

 
Fig. 5. Tension terminale (en continu) et sa 

référence (en pointillés) avec perturbations de 
tension, cas (2) 

 
On peut également voir comment l'angle est 
adapté dans ce cas, via l'action intégrale, pour 
rejeter l’effet de la perturbation sur la tension 
contrôlée (et ceci même en s’approchant de sa 
borne minimale) sur la figure 6. 



 

 

 
Fig. 6. Angle de puissance (en continu), sa 

référence (en discontinu) et sa borne inférieure, 
avec perturbation de tension, cas (2) 

 
     Enfin, des simulations ont aussi été effectuées 
en présence d'incertitudes dans le modèle, soit 
pour illustrer l’effet d’erreurs paramétriques dans 
la commande, soit pour évaluer l’effet de défauts 
imprévus de type courts-circuits en cours de 
fonctionnement. 
     Pour le cas d’erreurs de modèle, des résultats 
de simulation sont présentés figure 7, 
correspondant à la situation précédente de 
« grande perturbation » de tension, mais avec en 
plus des erreurs dans les paramètres électriques de 
quelques pourcents (plus précisément -12% sur E{, +10% sur E {, +5% sur E{} et -10% sur E {}) : 
on peut constater que l’effet des erreurs 
paramétriques simulées est tout d'abord 
compensé, de même que celui des perturbations 
ensuite. 

 
Fig. 7. V� (en continu) et sa référence (en 
pointillés) avec erreurs  paramétriques et 

perturbation de tension, cas (3) 
 

Le suivi de l’angle correspondant est présenté 
figure 8. 
 

 
Fig. 8. Angle (en continu) et sa référence (en 
pointillés) avec les bornes admissibles (en 

discontinu), cas (3) 
 
     Pour une situation plus significative, le 
scénario d’erreurs paramétriques est remplacé par 
la simulation des courts-circuits imprévus : le 
scénario consiste alors d’abord en un court-circuit 
à t=0.5s, correspondant à l’annulation de la 
tension ̧ }  du générateur, et après un certain 
temps, à un retour à un mode de fonctionnement 
en tension, par la suppression de la ligne 
défaillante,  et donc une réactance de ligne 
équivalente différente. 
     Quand la durée du court-circuit �}�  est 
suffisamment courte, son effet sur l'angle est 
relativement limité et peut facilement être 
compensée par la commande proposée : ceci est 
illustré par les figures 9 à 11 correspondant à 
Tsc=20ms, où la figure 9 présente la tension 
contrôlée, la figure 10 la fréquence 
correspondante, et la figure 11 la commande 
requise (tension d'excitation). 
 



 

 

Fig. 9. V� (en continu) et sa référence (en 
pointillés) avec court-circuit de 20ms 

 
Fig. 10. ω avec court-circuit de 20ms. 

 

 
Fig. 11. J avec court-circuit de 20ms. 

 
Pour des courts-circuits plus longs, l'angle peut 
être amené à sortir de ses limites admissibles 

oi, 
n, mais la commande proposée le maintient 
dans l’intervalle pré-spécifié : ceci est illustré par 
les figures 12 à 15 correspondant à une durée de 
court-circuit plutôt longue pour être illustratif,  
Tsc=220ms, pour laquelle l'angle approche 
beaucoup sa borne 
 (comme on peut le voir sur 
la figure 12). 
 
Il est évident que contraindre l'angle à rester dans 
sa région se fait dans ce cas au prix de transitoires 
de grande amplitude sur la variable de commande 
(comme on peut le voir sur la figure 15) - ainsi 
que sur ̀  (illustré par la figure 14), et le 
comportement final doit être un compromis entre 
de grandes variations de tensions d'excitation et 
de grandes variations de l’angle de puissance. 
 

 
Fig. 12. Angle (en continu), sa référence (en 

pointillés) et ses contraintes avec court-circuit de 
220ms 

 

 
Fig. 13. Tension terminale (en continu) et sa 
référence (en pointillés)  avec court-circuit de 

220ms 
 



 

 

 
Fig. 14. Vitesse angulaire avec court-circuit de 

220ms 
 

 
Fig. 15. J avec court-circuit de 220ms 

 
 
 

IV. CONCLUSIONS 
 
      Une stratégie de synthèse explicite de 
commande par backstepping avec contraintes sur 
la sortie a été mise en évidence, permettant de 
stabiliser un système autour d’un fonctionnement 
pré-spécifié, tout en contraignant l’évolution de la 
sortie contrôlée, et donc en évitant éventuellement 
en même temps des singularités pour la 
commande. 
      On peut souligner ici que le même effet 
bénéfique pourra être obtenu vis-à-vis des 
singularités pour l’observation, qui peuvent se 
produire aussi dans le contexte non linéaire [9], 
comme ceci a déjà été souligné dans [7]. En 
conséquence, une extension naturelle de ce travail 
est l’obtention d’observateurs et des lois de 

commande par retour de sortie en présence de 
singularités. Cette approche peut ainsi donner des 
solutions alternatives à certaines approches déjà 
proposées pour ce type de problème dans le cas de 
générateurs synchrones par exemple [10], [11]. 
Des extensions ultérieures au cas adaptatif comme 
dans [12], ou en présence de FACTS comme dans 
[13], [14] peuvent enfin être envisagées. 
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