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Introduction

A un certain niveau d’abstraction, la dynamique de nombreux systemes est es-
sentiellement régie par des regles opérationnelles appliquées en réaction a ’occur-
rence d’événements. On parle alors de Systémes & Evénements Discrets (SED), et
on peut citer comme exemples les systemes de production, les réseaux de transport,
les réseaux informatiques. L’étude des SED vise, entre autres, a analyser leurs com-
portements, identifier leurs propriétés et les commander. Pour ce faire, différents
formalismes de modélisation sont utilisés dans la littérature (réseaux de Petri, auto-
mates a états finis, chaines de Markov, ...).

Dans la théorie initiée par Ramadge et Wonham [Ramadge 1987, Ramadge 1989,
les événements correspondent a des lettres et les SED sont modélisés par des machines
a états finis. La plupart des résultats ont trait a la maitrise du comportement logique
des SED, par exemple, restreindre le comportement afin que certains états interdits
ne soient plus atteignables. Les modeles reposant sur I’algebre (max,+) s’intéressent
plutot au comportement temporisé des SED. Par exemple, ils peuvent étre utilisés
pour déterminer des temps de cycle, ou pour piloter les entrées de sorte a respec-
ter des échéances en sortie [Baccelli 1992, Heidergott 2006]. Alors que les automates
modélisent naturellement les non-déterminismes inhérents aux conflits ou choix (par
exemple, pour prendre en compte plusieurs ordonnancements possibles), les modeles
(max,+) permettent plutot d’appréhender les SED avec un comportement détermi-
niste (typiquement en fixant un ordonnancement pour ce méme exemple).

Stéphane Gaubert a montré le premier dans [Gaubert 1995] que les automates
avec multiplicités dans l'algebre (max,+), aussi appelés automates (max,+), com-
binent ces deux approches : les concepts sur les automates a états finis peuvent étre
combinés avec les résultats de I'algebre (max,+) pour étudier a la fois les aspects
logiques et temporisés des SED. En particulier, les automates (max,+) ont été ap-
pliqués avec succes pour l'analyse de performances [Gaubert 1995, Gaubert 1999b,
Su 2011], I'ordonnancement de taches [Weyerman 2007, Houssin 2011] et la com-
mande supervisée [Komenda 2009b, Badouel 2011, Su 2012]. De fagon plus générale,
les automates a multiplicités constituent un outil théorique largement étudié, et des
applications existent bien au-dela du champ des SED, notamment dans les domaines
du traitement d’'image et de la reconnaissance vocale (voir [Droste 2009] pour un



2 Introduction

apercu).

Dans la littérature, le comportement des automates (max,+) est représenté :

— soit par des équations récurrentes sur des labels, qui peuvent étre percues
comme une généralisation de la représentation d’état en dateur pour les sys-
témes (max,+)-linéaires,

— soit par des séries formelles a coefficients dans l'algebre (max,+), qui jouent
un role équivalent aux langages pour les automates logiques (booléens).

Avec ces représentations, plusieurs problémes cruciaux s’averent complexes, ou

méme indécidables, pour les cas généraux d’automates (max,+). Citons par exemple :

— ’égalité et I'inégalité entre séries formelles représentant des automates (max,+)
est non-décidable [Krob 1994] ;

— la pseudo-inverse (résiduation) du produit de séries formelles est rationnelle
uniquement sous des hypotheses restrictives [Badouel 2011]. Par conséquent,
pour obtenir des controleurs réalisables, I’approche de commande supervisée
dans [Komenda 2009b] ne peut s’appliquer qu’a une classe réduite d’automates
(max,+).

Dans ce manuscrit, nous proposons des représentations alternatives pour les auto-
mates (max,+). Ces représentations traduisent I’évolution des automates avec moins
de précision, dans le sens ou seuls leurs comportements extrémaux sont décrits.
Cependant, on escompte que ces représentations permettent d’élargir la classe de
problemes qui peuvent étre résolus avec une complexité raisonnable.

Plus exactement, on définit des équations récursives dans 'algebre (max,+) et
l'algebre (min,+) afin de décrire les comportements pire-cas et meilleur-cas des au-
tomates. Il est alors montré que ces représentations ont une application directe pour
évaluer les performances du systeme avec une faible complexité de calcul. De plus, il
est possible de modéliser I'influence d’entrées exogenes grace a un terme rajouté a ces
représentations. On obtient alors un modele sous la forme d’équations analogues aux
équations d’état standard pour les systémes non-autonomes dans ’algebre (max,+).
Cela permet d’adapter des lois de commande existantes pour les systemes (max,+)-
linéaires. Dans un premier lieu, une commande en boucle ouverte est étudiée pour
les automates (max,+).

Ce mémoire est organisé comme suit :

— Les définitions et propriétés ainsi que les représentations des automates (max,+)
sont rappelées dans le premier chapitre. Nous nous intéressons en particulier
aux notions d’ambiguité des automates (max,+) de par leur importance pour
les contributions ultérieures. Un bref état de l'art est présenté, dans lequel
sont cités plusieurs travaux utilisant le formalisme des automates (max,+)
pour I’étude des SED.

— Le second chapitre introduit les nouvelles représentations apportées pour les
automates (max,+). Ces représentations permettent d’évaluer deux grandeurs
caractéristiques des SED, a savoir, les durées d’achevement des séquences et
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les longueurs de séquences achevées. Ces contributions sont illustrées par des
exemples académiques visant a faciliter la compréhension.

— Dans le troisieme chapitre, I’accent est mis sur 'apport des nouvelles repré-
sentations relativement a ’évaluation de performances des SED, en explicitant
les indicateurs de performance qui peuvent en étre déduits. Ces indicateurs
sont comparés aux résultats de la littérature, tant sur le plan de l'originalité
que des performances. Enfin, deux applications sont présentées pour illustrer
et interpréter la portée de ces indicateurs sur des exemples d’ateliers organisés
en jobshop.

— Le quatrieme chapitre contribue a la commande des SED a I’aide des auto-
mates (max,+) en utilisant I'une des représentations extrémales développées
dans cette these. Une entrée exogene est modélisée pour influencer la dyna-
mique du systeme (en retardant lactivation des transitions d’état de I'auto-
mate (max,+)). Une loi de commande en boucle ouverte peut alors étre pro-
posée pour les automates (max,+). La solution de commande proposée est
illustrée par des exemples de jobshop et de croisement ferroviaire.
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CHAPITRE ]_

Automates (max,+) pour les SED
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Dans ce chapitre, 'objectif est d’introduire les automates (max,+) en tant qu’ou-
til de modélisation et d’analyse des Systemes a4 Evénements Discrets (SED). Les
quatre premieres sections précisent les définitions et propriétés utiles pour la suite
de notre propos. Ces éléments sont extraits de références de base sur le sujet telles
que [Gaubert 1995], [Sakarovitch 2003, chap. III], [Klimann 2004], [Kirsten 2009],
[Droste 2009]. La section 5 met en valeur certains résultats de la littérature afin de
constituer un état de 'art, non exhaustif, de 'apport des automates (max,+) pour
I’étude des SED.

1  Définition générale

Les automates & multiplicités dans le semi-anneau Ry,ax ! sont appelés automates
(max,+). Ils peuvent étre vus comme des automates logiques, tels que ceux étudiés

'Le dioide (ou semi-anneau idempotent) Rumax est I'ensemble (R U {#co}) muni de I'opérateur
max comme somme ¢ et de l'addition usuelle comme produit ®, avec € = —oco et e = 0 comme
éléments neutres respectifs. L’ensemble des matrices n X n & éléments dans Ray, muni de addition
et de la multiplication matricielles définies de facon conventionnelle & partir de & et ®, est également
un dioide noté Ry, . Le lecteur peut se reporter aux références [Baccelli 1992], [Gaubert 1992] et
[Heidergott 2006] pour une présentation détaillée de cette structure algébrique et de son utilisation.
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dans [Ramadge 1989] et [Cassandras 2006, chap. II-IIT], auxquels le temps est inté-
gré, c’est-a-dire, comme une classe d’automates temporisés.

Définition 1 Un automate (maz,+) est un quadruplet G = (Q, %, o, 1) dans lequel :

- @ et X désignent les ensembles finis d’états et d’événements;

=1
- € Rma‘f‘

siog=e¢e ;

est tel que pour tout ¢ € Q, oy = e ou €, un état q étant dit initial

- p Xt = RL%':‘Q‘ est un morphisme sur le monoide libre*> ¥* spécifié de facon
unique par la famille de matrices pu(a) € @Lﬂ:@‘, a € X, sachant que pour un

motw=aji...ay, ON G :
p(w) = p(ay ...an) = plar) ... plan),

ot le produit matriciel mis en jeu est celui de RL?J:@‘. Un coefficient [p(a)]qq 7#
€ signifie que, dans l’état q, 'occurrence de ’événement a provoque une transi-
tion d’état vers ¢, et la valeur [p(a)qq est interprétée comme la durée associée

a cette transition (durée d’activation de l’événement a avant qu’il survienne).

Remarque 1 Cette définition est légérement différente de celle donnée dans
[Gaubert 1995] ot des retards initiauz et finaux sont considérés. Dans le cadre de nos
travauz, nous nous intéressons aux automates (max,+) dont les retards initiauzr sont
tous égauz a e = 0 (cette hypothése est sans perte de généralité car une transforma-
tion adéquate est toujours possible). De plus, on ne définit pas de vecteur permettant
de distinguer les états finauz avec leurs retards, par conséquent tous les €tats peuvent
étre vus comme des états finaux (marqués), comme c’est le cas pour les automates
de type-tas [Gaubert 1999b].

Remarque 2 Une définition équivalente d’un automate (maz,+) consiste a le spé-
cifier comme un quadruplet G = (Q,%,Q;, 1), ot Q; est l’ensemble fini des états
initiaur.

Exemple 1 La figure 1.1 est un exemple de représentation graphique qui peut étre
associée a chaque automate (max,+) :

— les sommets correspondent aux états q € Q ;

— un arc existe d’un état q € Q a un état ¢’ s’il existe a € X tel que [p(a)lqq # € -
celui-ci représente la transition d’état lorsque I’événement a survient aprés son
activation durant [p(a)lqy unités de temps et il est représenté avec le label
a/p(a)gq ;

— un arc d’entrée symbolise un état initial.

2S8i ¥ est un ensemble fini (alphabet), le monoide libre " est défini par ’ensemble des séquences
finies de lettres (mots) de . Un mot w € ¥* peut étre écrit comme une séquence w = aiaz...an
avec ai, az, ..., an € 3 et n un nombre naturel. Les langages formels sont des sous-ensembles du
monoide libre ¥*. La concaténation de deux mots u et v est notée uv, et u* désigne I’ensemble des
mots de la forme u™ avec n un nombre naturel et u° égal au mot vide e.
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Pour cet exemple, on a Q = {I,11}, ¥ = {a,b,c}, et

e ermo= (2 2) o= (5 %)= (2 3)

Les séquences d’événements possibles sont les mots : a, ac, ab, acc, acb, aba, accc,
acch, acba, abac, abab, ... du langage (ac*b)*.

a/2

N

P

b/1

Figure 1.1 — Un automate (max,+).

Remarque 3 Dans un automate (maz,+), un méme événement peut étre impli-
qué dans plusieurs transitions d’état distinctes, avec des multiplicités possiblement
différentes. En d’autres termes, la durée d’activation d’un événement est spécifice
selon létat de départ de I’état d’arrivée de la transition. Cette caractéristique fournit
aux automates (max,+) la capacité suffisante a modéliser la totalité des phénomeénes
pouvant intervenir au sein d’un SED (la concurrence, le parallélisme, le choiz et la
synchronisation). On renvoie le lecteur a [Gaubert 1999b, sec.III] pour une présenta-
tion de la diversité des SED qui peuvent étre étudiés a l’aide d’automates (mazx,+).
Pourtant, la définition du périmetre de modélisation des automates (mazx,+) est,
a notre connaissance, un probléme toujours ouvert. Clitons a ce sujet les travaux
[Gaubert 1999a], [Lahaye 2013¢c, Lahaye 2013a] qui contribuent a cerner la classe de
réseaux de Petri qui peuvent étre représentés par des automates (mazx,+).

2 Déterminisme et ambiguité

Un automate (max,+) est dit déterministe si :

— il comporte un unique état initial, c’est-a-dire, qu’il existe un unique q € @ tel
que ag # €;

— depuis chaque état, 'occurrence d’un événement ne peut pas induire plusieurs
transitions d’état possibles, c’est-a-dire, si pour tout a € ¥ chaque ligne de
p(a) contient au plus un élément différent de .

Exemple 2 L’automate (maz,+) représenté sur la figure 1.1 est un automate dé-
terministe.

Si ces conditions ne sont pas satisfaites, 'automate est dit non-déterministe. On
peut distinguer plusieurs types d’automates non-déterministes au travers de la notion
d’ambiguité.
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On introduit les notions suivantes afin de faciliter leur distinction.

Si [p(a)]pq # €, alors on note (p,a,q) la transition dans 'automate. Soient m > 1
et m = (qo,a1,q1)(q1,02,92) - .- (@m—1, @m, ¢m ) désignant une séquence de transitions.
On dit que 7 est un chemin allant de gy & gn,- On note o () le produit ® des poids
sur le chemin 7, soit :

U(W): ® [:u(ai)]%'—uh: Z [M(ai)]%’—wi' (1'1)

i=1,....m i=1,....m

Soient p,q € @ et w € ¥*. On note par p ~» g 'ensemble des chemins qui vont
de p vers q et dont les événements associés aux transitions successives forment le
mot w (il peut y avoir plusieurs chemins dans le cas d’un automate (max,+) non
déterministe). On peut montrer que :

[w(araz .. am)lggn = B oln) . (1.2)

ay...am
TEGo ~ dm

Cela signifie que [p(aiag . .. am)]lgq., est égal au maximum des poids des chemins qui
vont de qg a ¢, et qui ont ajas...a, comme label.

Exemple 3 Soit l'automate (mazx,+) non-déterministe de la figure 1.2. Si on prend
Uexemple de la séquence d’événements w = aab, celle-ci est reconnue par deux che-
mins allant de Uétat I a 'état I :

- m=U,a,II)I1,a,I1I)(I1,b,1I),

- mo=I,a,I)I,a,II)(1I,b,1).

a/3

N
a/l C@ @Q a/2

PN Y

b/2

Figure 1.2 — Un automate (max,+) non-déterministe.

et ) o (@ ) = (g <)

Le terme p(aab)r; = 7 donne bien le poids mazimum entre les deux chemins
ciblés ci-dessus.

On distingue au moins deux définitions pour la notion d’ambiguité dans la litté-
rature. Un automate (max,+) peut étre dit non-ambigu si :
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1. chaque séquence w € %* est reconnue par au plus un chemin allant d’un état
initial gy € Q; vers un état final ¢y € Q5 C Q (voir par exemple [Klimann 2004,
Kirsten 2009]), soit :

Qi % Qs <1, Ve s (1.3)

2. pour chaque séquence w € ¥*, et pour une paire d’états (p,q) € @ x @ donnée,
il existe au plus un chemin reconnaissant w et allant de p & ¢ (voir par exemple
[Béal 2008]), soit :

Ip~ q| < 1,Yw € X*,¥p,q € Q. (1.4)

La premiere définition est plus restrictive que la seconde?, autrement dit, si la non-
ambiguité est vérifiée pour la définition du point 1, elle le sera pour le point 2.
Dans ce manuscrit, on utilise une notion d’ambiguité "intermédiaire” (plus générale
que la condition (1.3) mais moins que celle exprimée par (1.4)) que l'on qualifie de
non-ambiguité forte (pour la distinguer de celles rappelées ci-dessus).

Définition 2 (Automate fortement non-ambigu) : Un automate (max,+) est dit for-
tement non-ambigu s’il existe au plus un chemin partant d’un état initial, reconnais-
sant une séquence w € X* et aboutissant a un état ¢ donné, soit :

1Q; % q| <1, Yw € %, Vg € Q.

Afin d’illustrer ces nuances de non-ambiguité, on se propose de prendre comme
exemples les automates G, G2 et (G5 représentés respectivement sur les figures 1.3,
1.4 et 1.5.

— L’automate G est fortement non-ambigu et non-ambigu selon la définition du
point 2. Par contre (en considérant que Q¢ = @) il y a une ambiguité selon la
définition du point 1 puisque :

Qi ~ Q| = 2.

— L’automate Gy n’est pas fortement non-ambigu (on pourra dire faiblement
ambigu), ni non-ambigu selon la définition du point 1 (en considérant Q¢ = @),
car

Qi ~ ITT| = [Q; ~ Q| = 2.

— L’automate G3 est un automate ambigu selon I'ensemble des définitions (en

considérant Q = Q) car :

121V =1Q: £ Q=2

3Pour se convaincre de I'implication (1.3) = (1.4), on peut aisément vérifier la contraposée. En
effet, supposons qu’il existe p,q € Q et w € ¥ tel que :

P ~ q > 1.
11 doit alors étre clair qu’il exite ¢; € Qi, g5 € Qf, u,v € I tel que

lgi ~ p~ g~ qr| > 1.



10 Chapitre 1. Automates (max,+) pour les SED

/aﬁ\
CP ()
a/1

N

QP )

Figure 1.3 — L’automate (max,+) Gj.

()
a/Q/ \a/l
7o

Figure 1.4 — L’automate (max,+) Gs.

@

(™)
P —”

Figure 1.5 — L’automate (max,+) Gs.

3 Représentation sous la forme d’équations d’état dans
Rmax

La représentation usuelle pour les automates (max,+) consiste a décrire leur évo-

: N =1 o
lution et leur dynamique & travers un vecteur z(w) € Rmﬂ? |, w € ¥*, défini par :

z(w) = ap(w). (1.5)

L’élément z(w)q, g € Q, est interprété comme la date a laquelle I’état ¢ est atteint
consécutivement a la séquence d’événements w partant d’un état initial (avec la
convention que [z(w)], = ¢ si I'état ¢ n’est pas atteint quand la séquence w est
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achevée).
Les éléments de x sont appelés des dateurs généralisés [Gaubert 1995], et on a :

z(e) = a,
{w(wa) = z(w)u(a). (1.6)

ou € désigne le mot de longueur nulle. La représentation (1.6) peut étre vue comme
une équation d’état (max,+) linéaire pour laquelle la dynamique dépend de lettres
a € ¥ (labels associés aux événements).

Rappelons que la théorie des systémes (max,+) linéaires manipule généralement (voir
par exemple [Baccelli 1992], [Gaubert 1992], [Heidergott 2006]) des équations d’état
de la forme :

z(0) = b,
{a:(k:-i—l) = A(k)z(k).

ou la dynamique dépend pltét d’un numéro d’événement k.

Remarque 4 On peut facilement vérifier que :

TEQiv>q
Exemple 4 Soit l’automate représenté sur la figure 1.6.
a/3
@ (D D

PN Y

b/2

Figure 1.6 — Un automate (max,+) non-déterministe.

Ona:

e 3 € €
S fabh Q= {111} a= (e ¢ ) o= (25 ) um= (5 ).
En appliquant la représentation (1.6) pour la séquence w = aab, on obtient :

(#(aab)] = [a ® p(a) @ p(a) © p(b)] = [ 7 € ].

Le résultat [x(aab)]; = 7 signifie que la séquence aab permet d’atteindre I’état I
a Uinstant t = 7. On peut noter que cette valeur est le maximum entre les poids des
deux chemins qui reconnaissent aab, a savoir (I,a,I11)(I1,a,II)(11,b,1)
et (I1,a,I11)(I1,a,II)(II,b,1).
L’élément [z(aab)|rr = € indique que la séquence aab ne permet pas d’atteindre I’état

1I.
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Remarque 5 Dans le cas des automates fortement non-ambigus, pour ¢, € @Q
et w € T*, Uensemble Q; ~> qn est Uensemble vide ou un singleton. Soit m =
(go,a1,q1)(q1,02,92) - . (Gm—1,am, @m) le seul chemin reconnaissant ajas ... an (qo €
Q;), les équations (1.2) et (1.7) sont alors réduites a :

z(w)g,, = [op(araz . .. am)lg,, = plaraz ... am)goq,, = ® [1(ai)lg;— ;- (1.8)

i=1...m

4 Représentation sous la forme de séries formelles

Le vecteur de dateurs généralisés peut s’écrire, de facon équivalente, sous la forme
d’un vecteur de séries formelles, soit :

x = GB z(w)w.

wEeED*

Ce vecteur est une solution de (1.6) qui s’écrit :

r=a®u", (1.9)

avec u = P p(a)a et p* = @ p". On manipule alors des séries formelles en des va-
a€l neN

riables non commutatives dans ¥* et & coefficients dans Ryax. Pour comparaison, les
systemes (max,+) linéaires peuvent étre modélisés par des représentations mettant
en jeu des séries formelles en deux variables commutatives v et §, & exposant dans
Z et a coefficients booléens [Baccelli 1992, chap. III].

Exemple 5 On obtient pour l'automate représenté sur la figure 1.6 le vecteur de
séries formelles suivant :

v o= a®(ula)adpbb),
- a®<§b ;’Z) :

= [ (Ba®e)(20)*20)* ((2a)* @ (5ba)*)* ].

5 Apports connus pour I’étude des SED

Les automates (max,+) permettent d’étudier les aspects logiques et temporels
des SED. En effet, un intérét de cette approche est qu’elle allie des résultats issus
de la théorie des automates (qui se concentre par essence sur les questions logiques)
a ceux issus de la théorie des systemes (max,+)-linéaires (qui traite essentiellement
des aspects temporels).

Dans cette section, nous exposons brievement plusieurs résultats de la littérature
utilisant le formalisme automate (max,+) pour aborder des questions relatives a
Iévaluation de performances et la commande supervisée des SED (évoquons & nou-
veau les applications & 'ordonnancement [Houssin 2011], [Weyerman 2007] qui ne
sont pas reprises ici).
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5.1 Evaluation de performances

Les automates (max,+) ont été utilisés pour évaluer les performances de certains
SED. Citons notamment les articles [Gaubert 1995] et [Su 2011], ou les automates
(max,+) sont utilisés pour estimer les durées d’achévement maximum et minimum
pour les séquences d’une longueur donnée.

5 .1.1 Durée d’achévement maximum pour les séquence d’une longueur
donnée

Pour certains systemes, il est important de pouvoir disposer de la durée d’ache-
vement maximum pour les séquences d’événements une longueur donnée n, on parle
alors de comportement selon le "pire cas”.

Pour des systémes de production dans lesquels les différentes séquences de longueur
n traduisent les différents ordonnancements possibles, on évalue alors le plus grand
makespan®.

Son calcul est présenté dans [Gaubert 1995] comme suit dans Rpay :

Lt = @ D le(w),

wWEX™ peR

= @ @ lap(ar)..plan)lp,

WEXM peEQ

= @ [aM"],,
peQ

avec
M =P pla). (1.10)
a€X
Dans cette expression, on évalue pour I’ensemble des séquences de n événements les
dates auxquelles les état terminaux p sont atteints. La valeur retenue pour 127t est
le maximum selon p, c’est-a-dire, la durée d’achevement maximum pour les séquences
de longueur n.

Dans [Su 2011, Su 2012], les auteurs considerent des systémes pondérés par le
temps °. Ces modeles correspondent & des automates a états finis auxquels on as-
socie une fonction de pondération du temps, ainsi qu'une fonction d’exclusion. La
fonction de pondération affecte une valeur non-négative a chaque événement, inter-
prétée comme la durée de chaque transition associée a celui-ci. A partir d’un systeme
pondéré par le temps, les auteurs construisent un automate de type-tas® (qui ap-
partient a une classe particuliere d’automates (max,+), voir [Gaubert 1999b]) dans

4Terme anglais utilisé dans le domaine de I'ordonnancement d’ateliers pour désigner le temps
total nécessaire pour élaborer tous les produits en quantités requises.

STraduction littérale de time-weighted systems.

5Un automate de type-tas est un 5-tuple H = (7, R, R, 1, u), ol

— T et R sont des ensembles finis de pieces et de slots respectivement,

— R:T — 2% est I'application qui associe & chaque piéce un sous-ensemble de slots,

~1:7 xR — Rt U{0,+00} donne la hauteur du plus petit contour de piece,

— u:T xR — RT U{0,+oo} donne la hauteur du plus grand contour de pisce.
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lequel le contour supérieur de la piece associée a un événement est défini & partir
de la fonction de pondération. Notons que ce contour supérieur a la méme valeur
dans tous les slots occupés par la piece. Dans 'automate (max,+) correspondant,
toutes les transitions qui mettent en jeu un événement donné ont la méme durée
(une seule durée possible pour chaque événement quel que soit I’état courant). Il est
clair que ces études s’appliquent donc & une classe restreinte d’automates (max,+)
(on discutera plus encore de la généralité de ces résultats dans le chapitre 3). Pour
ces systémes, un algorithme est présenté dans [Su 2011] pour le calcul de la durée
d’achéevement maximum.

5 .1.2 Durée d’achévement minimum pour une séquence de longueur
donnée

Il peut aussi étre utile d’évaluer la durée d’achévement minimum pour les sé-
quences d’une longueur donnée n, on parle alors de comportement selon le "meilleur
cas” ou encore de cas optimal.

Dans le cas d'un automate (max,+) modélisant les ordonnancements possibles au
sein d’un systeme manufacturier, on peut ainsi évaluer le plus petit makespan.

Dans [Gaubert 1995], le cas optimal est formulé comme suit :

[ = min minfz(w)),.
L’algorithme présenté dans [Gaubert 1995] ne s’applique qu’a une classe réduite d’au-
tomates (max,+), a savoir les automates déterministes.

Dans [Su 2011], il est démontré” que, dans le cas général, ce probleme est NP-
Complet.

5.2 Commande supervisée

La commande a l’aide des automates (max,+) s’inspire de la théorie de la supervi-
sion pour les automates a états finis, initiée dans [Ramadge 1987] et [Ramadge 1989].

1. Une approche comportementale a été développée dans [Komenda 2008],
[Komenda 2009a], [Komenda 2009¢| et [Komenda 2009b]. Elle est basée sur
la composition de deux automates (max,+) qui représentent respectivement le
controleur (G.) et le systeme & controler (G). Cette composition spécifie I'inter-
action du controleur avec le systéme en présence d’événements incontrolables.
On note y € Ruyax(X) (resp., Y. € Ruax(X))® la représentation en séries for-
melles (le comportement) du systéme (resp., du controleur). On se donne une

Les slots représentent les ressources du systéme. Une piece symbolise une activité qui mobilise des
ressources (les slots qu’elle occupe) pour une durée correspondant & la hauteur occupée par la piece.
La dynamique du systéme est alors traduite par empilement de pieces (enchainement d’activités)
a la maniere du jeu Tetris.

"Le résultat est démontré pour une classe restreinte de systémes (schématiquement, cette classe
correspond aux automates (max,+) pour lesquels une seule valeur de pondération est possible par
événement), et s'étend a fortior: & ’ensemble des automates (max,+).

8]Rm.dx(E) est le dioide des séries formelles & variables dans ¥ et & coefficients dans Roax. Il est
muni de "addition mot & mot et d’'une multiplication sous forme de convolution.
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série Yres € Ruax(X) spécifiant le comportement désiré du systeme controlé,
classiquement appelée la consigne. Cette approche est naturelle, au sens ou
les comportements de référence sont classiquement définis par des langages de
spécification, lesquels correspondent a des séries formelles dans le cadre des
automates (max,+).

Le comportement du systéeme controlé est alors donné par :

Ye QEU Y.

oil Oy, désigne le produit d’Hadamard généralisé”.
Un probleme de commande traité consiste a trouver la plus grande série y, telle
que

Yref = Ye O, Y-

Cette inégalité s’interprete au regard de 1’ordre naturel de Rp,.(2). Il s’agit de
trouver la plus grande série 7., c’est-a-dire, les plus grands coefficients 7,.(w)
pour chaque mot w, et donc les plus grands coefficients (7. ©x, y)(w), tels que
Yres(w) = (7 O, y)(w).

Ainsi le superviseur recherché vise a retarder autant que possible ’achevement
des séquences d’événements w du systeme supervisé. D’un point de vue logique,
ce superviseur est le plus permissif qui permette de restreindre le langage du
systeme au langage maximal spécifié par y,.y.

En introduisant la notation HyZ“ pour l'application correspondant au produit
de Hadamard généralisé, a savoir :

Hyzu D s— 50w, Y,

il a été montré que cette application est a la fois résiduable et dualement
résiduable!?, et donc la solution au probléeme de commande est donnée par :

(Hyzu)ﬁ(yref)a

Le produit de Hadamard de séries formelles de Rimax(3) est défini par :

5,5 € Rmax(X), 5O 8 £ Guwes+ (s(w) ® s’ (w))w.

Aussi, le produit de Hadamard généralisé Oy, s’écrit comme suit :

(I(Ge) O3, U@))(w) = U(Ge)(Pe(w)) ® U(G)(w),
ol P, est une projection qui retire des mots w € X" les lettres de 3, C X, 'ensemble des événements
incontrolables.

1972 théorie de la résiduation (voir [Blyth 1972] pour une présentation détaillée et [Baccelli 1992,
§4.4] pour une spécification aux dioides) permet la définition de pseudo-inverses d’applications iso-
tones (f isotone si @ > b = f(a) > f(b)). En particulier, une application isotone f : C — D est
dite :

— résiduable si Vy € D, la plus petite borne supérieure de ’ensemble {x € C | f(z) <y} existe et

appartient a cet ensemble, celle-ci est notée f u(y)7 Iapplication f* étant appelée la résiduée de
f

— dualement résiduable si Vy € D, la plus grande borne inférieure de I’ensemble {z € C | f(z) = y}

existe et appartient & cet ensemble, celle-ci est notée fb(y)7 I’application fb étant appelée
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ol (HyZ“)ﬁ désigne la résiduée du produit de Hadamard généralisé.

Un autre probleme de commande traité consiste a trouver la plus petite série
Yy telle que :

Ye O, Y = Yref-

Le superviseur recherché ainsi retarde le moins possible le systéeme, et d’un
point de vue logique, est le moins permissif garantissant le comportement mi-
nimal spécifié via y,qy.

La solution est donnée par :

(Hg?u)b(yref)a

ol (HyZ“)b désigne la résiduée duale du produit de Hadamard généralisé.

. Une autre approche de commande est présentée dans [Su 2012]. L’objectif est

d’obtenir un superviseur qui satisfait le plus grand sous-langage minimisant les
durées d’achevement.

L’auteur modélise les SED par un ensemble fini d’automates logiques dont les
événements sont pondérés par le temps (time-weighted systems). ceux-ci sont
définis par un 3-tuple (G, f, h) ol, pour I un ensemble fini d’indices :

— G={G; € ¢(%;) | i € I} est un ensemble d’automates a états finis'?,

— f: U2 — R" est la fonction de pondération par le temps qui, & chaque

iel
événement o € |J X, associe sa durée d’exécution,
i€l
- h:(UZ) x(UZ2Zi) — {0,1} est la fonction d’exclusion mutuelle. On a
i€l i€l

h(o,0") =1 si les événements o et ¢’ sont mutuellement exclusifs (si lorsque
I’'un des événements est en cours d’exécution alors 'autre événement ne peut
pas étre exécuté), sinon h(o,o0’) = 0.
Un algorithme est proposé pour le calcul de K*, le plus grand sous-langage
controlable a temps minimum, c’est-a-dire, le plus grand ensemble de séquences
controlables, satisfaisant une contrainte non temporisée, et dont la durée d’ache-
vement est minimum. Pour cela, 'auteur utilise la théorie des automates de
type-tas (classe particuliere d’automates (max,+)) pour calculer la durée d’ache-
vement des séquences, ainsi que le makespan des sous-langages.
Le superviseur déduit de K* spécifie a tout instant, et en fonction de la sé-
quence d’événements survenus jusqu’alors, les événements autorisés.

Plus précisément, le superviseur autorise un événement :

— ¢’il est non contrélable,

résiduée duale de f.

(%) est I'ensemble de tous les automates & états finis dont I’alphabet est %.
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— ou s’il est controlable, s’il n’existe pas d’autre événement en-cours provo-
quant ’exclusion, et si la séquence en vigueur complétée par I’événement
appartient a K*.

L’auteur précise que 'obtention de K* est un probleme NP-difficile.

6 Conclusion et motivations

Le comportement des automates (max,+) est représenté de deux manieres dans

la littérature :

— soit par les équations récurrentes (1.6) sur les événements (lettres), ce qui peut
étre vu comme une généralisation de la représentation d’état en dateurs des
systemes (max,+) linéaires.

— soit par les séries formelles (1.9) & coefficients dans Ry,ay qui jouent le méme
role que le langage formel pour les automates logiques.

De nombreux problemes restent difficiles a résoudre, ou méme sont non décidables
pour les automates (max,+) avec ces représentations. En particulier :

— Dégalité et l'inégalité entre des séries formelles représentant des automates
(max,+) sont non décidables [Krob 1994] ;

— le calcul de la durée d’achévement minimum pour des séquences de longueur
donnée est un probleme NP-complet [Su 2011];

— la pseudo-inversion (appelée la residuation) du produit des séries formelles est
rationnelle seulement si celles-ci sont non-ambigués [Badouel 2011] (c’est-a-
dire, reconnues par des automates non-ambigus au sens strict de la définition
spécifiée par 1’équation (1.3)). Par conséquent, afin d’obtenir des controleurs
réalisables, 'approche de commande dans [Komenda 2009b] doit se restreindre
a cette sous-classe d’automates (max,+).

Pour tenter de contourner ces problemes, nous proposons dans ce manuscrit des re-
présentations alternatives pour les automates (max,+). Ces représentations décrivent
le comportement des automates avec moins de précision, car seuls leurs comporte-
ments extrémauz sont décrits. Néanmoins, I'objectif de ces représentations est de
pouvoir résoudre, ou approcher, les solutions de problemes importants, ceci avec une
complexité raisonnable. Dans le prochain chapitre, nous allons expliciter ces nouvelles
représentations.
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CHAPITRE 2

Mod¢élisation du comportement
extrémal des automates (max,+)
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Dans ce chapitre, plusieurs représentations sont décrites pour modéliser les com-
portements extrémaux des automates (max,+). Au lieu de décrire exactement leur
évolution, comme dans les représentations classiques (1.6) et (1.9) (en différenciant
les événements entre eux pour chaque occurrence), ces représentations n’apportent
que des bornes pour les comportements du SED correspondant (en considérant tous
les événements possibles pour chaque occurrence).

Les représentations présentées aux sections 1 et 2 ont été esquissées dans les commu-
nications [Boukra 2012c|, [Boukra 2012a], [Boukra 2012b], et leur présentation plus
complete se trouve dans la soumission [Boukra 2013]. Les résultats de la section 3
n’ont pas encore donné lieu a une publication.

Ce chapitre contient des contributions (originales a notre connaissance) au forma-
lisme des automates (max,+). Les deux chapitres suivants, plus applicatifs, s’ap-
puieront sur ces résultats pour présenter des éléments concourant a 1’évaluation de
performances et la commande de SED modélisés par des automates (max,+).

Définissons d’abord plusieurs notations utiles tout au long de ce chapitre.
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Notation 1 Pour un automate (maz,+) G = (Q,%X,a,u), soit H l’ensemble des
transitions défini comme suit :

H 2 {(p,a,q) € Qx T x Q| [(@)lpg # 2} (2.1)

Dans le but d’alléger la présentation, un élément de H peut aussi étre noté par un
entier correspondant a sa position dans l’ensemble (on suppose alors que l'ordre des
éléments de H est fixé).

Pour un état donné p € Q, on définit l'ensemble H, C H tel que :

H,={(r,d,s)e H ‘ r=p}.

L’ensemble H), regroupe les transitions partant de l’état p.

1 Représentations évaluant les dates d’achevement

Soit la matrice A € DIHI*IH| (D peut correspondre & Rpyay, ou Rpyin') définie
pour les indices j et k des transition (p,a,q) et (r,a’,s) dans H par :

Ay, = {[M(a/)]rs sis=p, (2.2)

sinon.

Une interprétation est : A # € signifie que la transition (p, a, ¢) (d’indice j dans H)
peut survenir consécutivement a 'occurrence de la transition (r,d’, s) (d’indice k£ dans
H) dont la durée est égale a [uu(a’)],s ; au contraire Aj;, = ¢ signifie que la transition
(p, a, q) ne peut pas survenir consécutivement a ’occurrence de la transition (r,a’, s).

Exemple 6 L’automate (mazx,+) G4 représenté sur la figure 2.1 est non-déterministe,
mais fortement non-ambigu.
Pour G4, on a

H={,a,I),(I,b,II),(II,c,1I)},
et

3
A=1 3
€

M M
= M M

Par exemple Az 1 = 3 signifie que la transition (I1,b,11) (d’indice 2) peut survenir
consécutivement a l’occurrence de la transition (I,a,I) (d’indice 1) dont la durée est
€gale a 3 unités de temps.

Définition 3 Un vecteur x € DXL est dit homogéne si Vp € Q, Vi,j € H,,
x; = xj. En d’autres termes, I’élément x; d’un vecteur homogene dépend uniquement
de l’état d’origine de la transition i. Puisque la somme sur D est idempotente, x; est
égale a @ieHP x;. On notera alors cette valeur x,,.

'Le dioide Rumin est 'ensemble R U {£o0} muni de Popérateur min comme somme @ (d’élément
neutre € = +00) et de 'addition usuelle comme produit ® (d’élément neutre e = 0).
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a/3 c/1

Figure 2.1 — Automate Gjy.

Puisque les lignes de A qui correspondent a des transitions de méme origine sont
identiques, on déduit que pour chaque vecteur homogene y € DHI*1 e vecteur
x = A ® y est aussi homogene.

On définit, par récurrence, la séquence de vecteurs homogenes x(n) € DHIx1
pour n € N par :

(1) (p,a,q) = O pour tout (p,a,q) € H, (2.3)

z(n+1)=A®z(n) pourn>1. '

1.1 Dans l’algébre (max,+)

La proposition 1 qui suit montre comment la récurrence (2.3), formulée dans
lalgebre (max,+), concourt a la représentation du comportement "pire-cas” d’un
automate (max,+).

Proposition 1 Soient A et Z(n), n € N, définis respectivement par (2.2) et (2.3)
avec D = Rypax. Alors T(n +1),, n € N, p € Q, est U'élément mazimum de oy, =
{z(w), | lw| = n}, c’est-a-dire, la durée d’achévement mazimum pour toutes les
séquences de longueur n aboutissant a [’état p.

Preuve 1 On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour tout p € Q, on a par définition :

T(1)p = ap = z(e)p = {z(w)y | Jw| = 0}.
Hérédité.
max 0y 41p
= Bufwzniny @

@qGQ @{a\(q,a,p)EH} @{w’Hw’\:n} x(w/)q ® :“(a)qpv (Selon (16))7
= @qgQ(@{uﬂHuﬂ:n} x(w/)Q) ® (@{aKq,a,p)EH} M(a)qp)
= B+ 1)q ® (Dg(gapeny 1(@)gp), par hypothése de récurrence,
= @QGQ @(q,a,p)EHq :U’(a)qp ® E(n + 1)(q,a,p)u

Dapen, Dicn, Aian @T+Dgap), (selon (2.2)),

[A®T(n+ 1),
Z(n + 2),.



22 Chapitre 2. Modélisation du comportement extrémal

Exemple 7 Considérons lautomate G4 étudié dans l'ezemple 6 et représenté sur la
figure 2.1. On a :
Z(n)(1,a,1)
Z(n) = | T(n)qprm
Z(n)(11,e,11)

Le vecteur T satisfait l’équation (2.3), ¢’est-a-dire :

e 3
()= e |, Tn+1)=| 3 ®T(n).

N & M
_ 0 M

Le tableau 2.1 contient les premiéres valeurs obtenues grace a cette récurrence
dans Ryax.

n 11213141 5
E(n)(LQ,I) € 3 6 9 12
E(n)(l,b,n) € 3 6 9 12

j(n)(chJn € 2 5 8 11
Tableau 2.1 —

Par exemple, les séquences possibles de longueur 4 et aboutissant a l’état 11 sont
{ccce, beee, abee, aabe, aaab}. On obtient o l'aide de la représentation (1.6) :

x(cece)rr =4, x(bece)rr =5, x(abee)rr = 7,x(aabe)rr =9, z(aaab)rr =11,

ce qui donne o417 = {4,5,7,9,11}.
D’autre part, on a :
Hir={(1,¢,11)}.

On vérifie bien que :
z(5)rr = 5(5)(11,@11) = 11,

correspond a l'élément mazimum de o417, qui est la durée d’achevement mai-
mum pour toutes les séquences de longueur 4 aboutissant a l’état I11.

1.2 Dans ’algébre (min,+)

La proposition suivante contribue a la description du comportement optimal d’un
automate (max,+). Cette représentation est formulée dans I’algebre (min,+). Tou-
tefois, nous devons garder & l'esprit qu’elle décrit un automate (max,+).

Proposition 2 Soient A et x(n), n € N, définis respectivement par (2.2) et (2.3)
avec D = Ryin. Alors z(n+1),, n €N, p € Q, est un minorant de oy, ), = {z(w), |
|lw| = n}, c’est-a-dire un minorant des durées d’achévement des séquences de lon-
gueur n aboutissant a l’état p.
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Preuve 2 Vq,411 € Q, on a :

zn+1)g,., = [A®@2z(n)]g.- (en utilisant (2.3)),
= @ Ay @z(n),

= 69 D A,k @z(n)k,

n€Q k€Hy,

= @D D A,..2x(n)g,, (car x est homogeéne).
n€Q k€Hy,

D’apres (2.2) qui définit A, on a :

Vi1 €Q, D Ay .k = D wan)gugnss-
keHg, an€X

On a alors, Vgn4+1 € Q :

= @ EE z(n )qn ® #(an)%qnﬂv
D D Dz ®ula)ge®... @ #(an)qnqnﬂ»

q1eQ an€X a1 €Y

. b D ... D Qg @ M(al)Q1Q2 ®...® M(an)qnqn+17 (*)

n€Q q1€Q an€X a1 €D

= min ... min min ... min ag, +p(01)gg + oo 0n)guguins (%)

@E@

Clairement, le terme ag, ® 1(a1)g1q @ -+ @ (An)gngns, n'est pas égal a € (=
+00) si q1 est un état initial et si le chemin (q1,a1,q2) --. (Gn, Qn, Gn+1) existe dans
Vautomate. On a alors [x(n + 1)]4,., = € s'il n’y a aucune séquence de longueur n
aboutissant @ qpy1-

Supposons que [x(n + 1)]g,., # € et notons a;...a, € L* une séquence qui
satisfait la minimisation dans (xx). On considére deux cas :

(i) Si l’ensemble Q; A Gn+1 est un singleton, aucune opération mingcq,

i = 1,...n nlintervient dans (xx) et x(n + 1)q,,, est égal a [apu(a;) ® ... ®
p(an)lgnir = x(@y -+ ap)gny, (Par identification avec (1.8)).

(ii) S’il existe plusieurs chemins reconnaissant la séquence a, . ..a, allant d’un
état dans Q; vers qny1, alors p(ay)gigo @ -+ @ 1@y )gngns, aveC g1 € Q; peut
prendre des valeurs différentes. Dans ce cas, l’équation (xx) calcule le minimum
de ces valeurs alors que x(ay ...0,) g, = [op(ay) ® ... @ p(ay,)lg.,, corres-
pond au maximum de ces valeurs. En d’autres termes, la valeur calculée par
I’équation (xx) peut élre strictement inférieure 4 x(a; ... ay,)qg,,, -

Les arguments énoncés dans (i) et (ii) conduisent a conclure que z(n+1)

un minorant de oy q,,, = {x(w)q,,, | w| = n}.

Gny1 €St

Proposition 3 5i G est fortement non-ambigu, alors z(n + 1), est I’élément mini-
mum de oy, = {z(w)p | |w| =n}.
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...a

Preuve 3 Si G est fortement non-ambigu, alors |Q; fgn Gn+1| < 1 pour tout
Gn+1 € Q et tout ay ...a, € ¥*. Il n’y a que le cas (i) dans la preuve de la proposition
2 qui est possible, et x(n+ 1) appartient alors a Uensemble oy, 4, ., = {x(W)n41 ‘
|lw| =n}.

dn+1

Exemple 8 Considérons de nouveau l’automate G4 représenté sur la figure 2.1. 1l
est fortement non-ambigu, et comme précisé dans la Proposition 3, x(n+ 1), donne
le minimum des durées d’achévement pour les séquences de longueur n aboutissant
a état p.

Le tableau 2.2 contient les premiéres valeurs obtenues pour x a l’aide de la récurrence

(2.3) dans Ryiy.

n 112134 5
E(n)(f,a,f) e|3[6]9]12
x(n)pary | ©]3]6]9]12

z(n)urern | ©]1]2|3] 4
Tableau 2.2 —

Nous avons affirmé dans Uexemple 7 que l’ensemble des durées d’achévement
possibles pour les séquences de longueur 4 aboutissant a l’état 11, est donné par :

04,11 = {47 5> 77 9> 11}7

et Hip ={(I1,¢,11)}.
L’élément minimum de l’ensemble o4 11 est donné par :

2(5) 11,1y = 4

Examinons un autre exemple (d’un automate faiblement ambigu) ou le résultat x(n-+
1), est un minorant de I’ensemble oy, , et non pas un minimum.

Exemple 9 Soit 'automate (max,+) faiblement ambigu de la figure 2.2 (en parti-
culier |Q; ~ II| =2).

a/3

N

(1) @Qa/l

PN Y

b/2

Figure 2.2 — Automate Gf5.

H={(I,a,II),(II,a,II),(II,b,1)},
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et

A=

w w M
— =M

2
€
€

Le tableau 2.3 contient les premieres valeurs obtenues pour x a l’atde de la récurrence
(2.3) dans Ryiy.

n 112131415

() (e | ©]2]3]4]5

2(n)(irarn | €| 1]2]3 |4

x(n)apn |€]1]2]3]4
Tableau 2.3 —

L’ensemble des durées d’achévement des séquences de longueur 3 aboutissant a
létat 11 est :
o311 = {5,6,8},

ces dates correspondant auz séquences {aaa,baa,aba} respectivement. On a Hip =
{UI,a,11),(I1,b,1)}.

Un minorant de l’ensemble o3 11 = {5,6,8} est donné par :

)10y = 2@y = 3

2 Représentations évaluant les longueurs de séquences

Les deux représentations de la section précédente ont permis de décrire le com-

portement extrémal d’un automate (max,+), en évaluant les durées d’achévement
pour des séquences de longueur donnée. Dans cette section et de fagon duale, nous
allons, grace a deux autres représentations décrivant le comportement extrémal d’un
automate (max,+), évaluer les longueurs de séquences s’achevant avant, ou a, une
date donnée.
Il est & noter qu’on utilise des variables qui dépendent du temps ¢ et qui peuvent, a
tort, faire penser & des variables compteurs manipulées dans I’algebre (min,+) (voir
par ex. [Baccelli 1992, §5.2]). Les variables qu’on utilise sont mises en jeu dans des
représentations dans les algebres (max,+) et (min,+), pour modéliser les comporte-
ments extrémaux d’automates (max,+).

Notation 2 Soit T' l’ensemble des temporisations associées aux événements :
T2 {7 |3aeX,IpeQ,Ige Q avee [u(a)]pg =T}

On suppose que T C N.

Soient les matrices E, € DHIxIH] (D peut correspondre & Ry, ou Ryay), 7 € T,

définies pour les indices j et k des transitions (p,a,q) et (r,a’,s) dans H par :
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1 sis=pet|ua)]s=r,
€ sinon.

Il est & noter que pour tout vecteur homogene = € DHIXL g vecteurs B, ®
7 € T sont aussi homogenes.
On définit, par récurrence, la séquence de vecteurs homogenes suivante z(t) € DHIx1
pour t € N :

2(0)paq = ap pour tout (p,a,q) € H,
2(t) — P E.zt—1)dz((t—-1), pour t > 0.
TeT,7<t
(2.5)

2.1 Dans l’algéebre (max,+)

La proposition suivante permet d’évaluer la longueur maximum des séquences
s’achevant avant une date donnée, et contribue en cela a caractériser le cas optimal
représenté par un automate (max,+).

Proposition 4 Soient E,, 7 =€ T, et Z(t), t € N, définis respectivement par (2.4)
et (2.5) avec D = Rpypax. Alors Z(t),, t €N, p € Q, est un majorant de l’ensemble
Yp = {Jw| | z(w)y < t}, cest-a-dire, un majorant des longueurs des séquences
permettant d’atteindre ’état p avant, ou a, la date t.

Si G est fortement non-ambigu, alors Z(t), est l’élément maximum de .

Preuve 4 Soitn > 0 et w € ¥* avec |w| = n, on note m, un chemin allant d’un

z Ly \ s \ . w .
état initial a g, € Q selon la séquence w, a savoir m, € Q; ~> ¢,. On raisonne par
récurrence pour démontrer que Z(o(my))q, > n.

Initialisation. Pour n =0, on a qo un état initial, o(mg) = 0 et Z(0)g, = g, = 0.
Hérédité. On note (qo,a1,q1) ... (qn—1,an,qn) les transitions successives de m, et

[Erlgn ks k € H, les valeurs [E.] & identiques pour tout any1 € X el

(qn yn+41 7q7l+1)
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Gn+1 € Q. On a :

TeTt>T ke H

Z @ [ET]Qn,(anl,an,Qn) ® [E(O—(ﬂ-n) - T)]((hz—l#hu‘]n)’
TeT t>1

(en spécifiant pour k = (gn—1, an,qn))

@ [ET]Qny(Qn—lyaan) ® [E(O—(ﬂ-n_l) + /’L(an)quflqn - T)](Qn—lyan7Qn)’
TeT t>1

v

(par définition de o et )

=1® E(J(ﬂ-nfl))qn—n
(puisque 37 € T tel que [p(an)lg,_1,q. = T)
>14+(n—1) (=n), (par hypothése de récurrence).

Soit t € R tel que x(w),, < t. Puisque Z est monotone (i.e. Z(t) > Z(t — 1)), on
a (d’apres (1.7) pour la derniére inégalité) :

On a montré précédemment que [Z(o(my))]q, > |mn|(=n) et on en déduit que :
Z()g, = [mnl.

Le méme raisonnement est valable pour tout chemin ' reconnaissant w' tel que
t > x(w')g,, ce qui permet de conclure que Z(t)q, est un majorant de 74, = {|w| ‘

n

Considérons maintenant le cas ou G est un automate fortement non-ambigu. On
peut vérifier que :

E(t)Qn 7& g,

implique qu’il existe un chemin (qo,a1,q1) - - - (qn-1,an, qn) avec qo € Q; tel que :

:u(al)qoth s M(an)qnfl% <t.

Par définition de la notion de forte non-ambiguité, ’ensemble Q; M g est un

singleton et d’aprés (1.8) on a :

z(ar...an)g, = pt(a1)gq - - #(an)gn_1gn-

On a alors x(ay ...an)q, < t, ce qui signifie que Z(t)q, = |ai...a,| appartient a
Yean = {w] | #(w)g, < t}. Comme il a été démontré que c’était un majorant, on
peut déduire que Z(t)q, est l’élément maximum de cet ensemble.
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Figure 2.3 — Automate Gg.

Exemple 10 On considére l'automate (mazx,+) Gg représenté sur la figure 2.3. On
notera que Gg est non-déterministe (a partir de l’état 11 deuz transitions sont pos-

sibles selon b) mais fortement non-ambigu.
On a :

H={,a,II),(II,b,11I),(I11,c,IV),(I1I,b,1V),(IV,d,I)},

T = {1,2,3}.

Selon la définition (2.4), on obtient :

€ € € € € e € € ¢ 1 E € € € €
1 ¢ ¢ € ¢ € € € € ¢ E € € € ¢
Ei=]|¢e¢ 1 e ¢ e |,Ea=]|¢€ e € € e |,E3=]|¢€ € ¢ ¢ ¢
1 ¢ ¢ € ¢ € € € € ¢ E € € € ¢
e € 1 € ¢ E € € € € e € ¢ 1 ¢
Les équations (2.5) s’écrivent :
Z(t)(1,a,17)
Z()(r1,b,111)
Z(t) = | Z&)urrernvy |
Z(t) (11,,1v)
Z(t)(rv,a,n)

E, ®%(t—71)®%(t—1) pour t > 0.
TeT, >t

|
—~~
o
SN—
I
M O M o 0
|
—
~
~—
I

Le tableau 2.4 contient les premiéres valeurs obtenues a l'aide de cette récurrence
dans Ryax.
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t 0[1(2|3|4|5]|6|7
Zt)(rarn ||l |3]|3]3]3
E(t)(IIbIII elelel|lele|d|4d]4
E( ) (I11,c,1V) e|1(1]1]111|5]5
E(t)(jjij) elele|lele|d|4d]4
E(t)(IVdI elel2]212]2(2]6

Tableau 2.4 —

Par exemple, les séquences permettant d’atteindre ’état IV avant la date t = 7
sont : {b, bc, bcdabc} On a alors v7 v = {1,2,6}.
D’autre part, on a :

Z(T)1v = Zv,a,1)(7) = 6,

qui correspond bien a l’élément mazximum de ~y7 v, c’est-a-dire, la longueur maxi-
mum des séquences permettant d’atteindre ’état IV avant la date t = 7.

2 .2 Dans l'algébre (min,+)

A Taide de la proposition 5 qui suit, la longueur minimum des séquences s’ache-
vant avant une date donnée peut étre évaluée. Ce résultat participe donc a la des-
cription du comportement pire-cas d’un automate (max,+).

Proposition 5 Soient E_, 7 =€ T, et 2(t), t € N, définis respectivement par (2.4)
et (2.5) avec D = Ryyin. Lélément z(t),, t €N, p € Q, est un minorant de I’ensemble
Yep = {|w| | z(w), < t}, autrement dit, un minorant des longueurs de séquences pos-
stbles, permettant d’atteindre [’état p avant, ou a, la date t.

Si G est un automate (max,+) fortement non-ambigu, alors z(t), est l’élément mi-
nimum de 7 p.

Preuve 5 Simplement en réécrivant la preuve de la proposition 4 dans Ry, (ot @
correspond & un min et [ordre est inversé), on prouve le résultat de la proposition 5.

Exemple 11 On considére a nouveau l'automate (maz,+) Gg représenté sur la fi-
gure 2.8. Les matrices z et E_ sont des répliques dans Ry, de Z et E. données dans
lexemple 10.

Le tableau 2.5 contient les premiéres valeurs obtenues pour z(t).

t
E( )(I a,Il)
2(t)(rp,110)
2(t ) II1,cIV)
é(t)(n bIV)
2(t)avan

LR NCHEONNONEON Na)
(LR NCH N e O N
N|D | =DM ]| D
=l D= D|M[W
=D ] D] |~
=l | =] O[N] Ot
=D (=0 NS
[l RO R RCH R TN

Tableau 2.5 —
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Par exemple, les séquences possibles aboutissant a [’état I et se terminant avant,
ou 4, la date t =5 sont : {bd,bed}. On a alors v5 1 = {2,3}.
D’autre part, on a :

2(5)r = 2(5)(1,0,11) = 2,

ce qui correspond a l’élément minimum de 75 1.

3 Représentations symétriques

Dans les deux sections précédentes, on a proposé des représentations permettant
d’évaluer les dates d’achevement et les longueurs de séquences aboutissant a un
état donné. En suivant la méme logique de modélisation, il est possible d’établir des
représentations symétriques qui permettent d’évaluer les mémes grandeurs mais pour
les séquences partant d’un état donné.

3 .1 Représentations symétriques évaluant les dates d’achévement

Avec la représentation classique des automates (max,+) spécifiée par I'équa-
tion (1.6), on définit parfois le vecteur 8 € ﬁﬁ: ! pour spécifier des délais finaux
[Gaubert 1995]. Plus précisément, 8, # € si ¢ est un état final, et G, désigne le délai

associé & cet état. On définit alors y(w) € Ryax, w € ¥*, par :

y(w) = z(w)p,

qui s’interprete comme la durée d’achévement de la séquence w (maximum des poids
des chemins reconnaissant w, partant d’un état initial et aboutissant a un état final).
Conformément a la définition 1, on considere dans ce mémoire que tous les états d’un
automate (max,+) sont finaux et qu'il n’y a pas de délais finaux (ce qui correspond
a supposer qu'ils sont nuls). Ces hypotheses reviennent a considérer que

Il est aisé de vérifier que :

ww)© 8, = @ o).

TEPQ

Autrement dit, [p(w) ® (], est le maximum des poids des chemins partant de I’état
p et ayant w comme label.

Soit la matrice A € DIHIIH] (D peut correspondre & Rpax OU Rnin) donnée par
(2.2). On définit, par récurrence, la séquence de vecteurs x(n) € DX pour n € N
par :
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(2.6)

X(l)(p,a,q) = ﬁp pour tout (pv a, q) € Ha
x(n+1)=AT @ x(n) pourn > 1.

Proposition 6 Soient A et X(n), n € N, définis respectivement par (2.2) et (2.6)

avec D = Ryax. Alors @ X(n+1);, n € N, p € Q, est l'élément mazimum de
jEH,

{lu(w) ® Bl, | [w| = n}, cest-a-dire, la durée d’achévement mazimum pour les

séquences de longueur n partant de p.

Preuve 6 On raisonne par récurrence.

Inatialisation. Pour tout p € Q, j € Hy,, on a par définition :

X(1); = e = {[u(w) ® Blp | [w] = 0}.

Hérédité.
[1(w) ® B,

max
{wllw|=n+1}

®q€Q ®{a|(p,a,q)€H} @{w’||w’|:n} N(a)pq ® [:u(w/) ® B]qa
@qu (@{a\(p,a,q)eH} u(a)pq) ® (@{w/uw'\:n} [n(w') ® ﬂ]q),

@qEQ ( @{a\(p,a,q)eH} iu(a)PQ) ® (@jEHq Y(n + 1)j)’
(par hypothése de récurrence)

- 69(zo,cuq)EHp G_BYZEHC, ZJ}(zv,a,q) ®X(n+ 1),
@(p,a,q)EHp [A ® Y(n + 1)](p,a,q)a
Djcu, X(n +2);.

Exemple 12 On considere a nouveau 'automate Gy représenté sur la figure 2.1.

AT =

QIO RNV
[QE QRN
— N M

Y(n)(l,a,l)
neN, x(n)=| x(n)uprm
X(n)(11,¢,11)

Le vecteur Y satisfait (2.6), c¢’est-a-dire :

x|
3
+
N
I

M M W

0 m W

=N M
®
x|
2
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Le tableau 2.6 contient les premieres valeurs obtenues grace a cette récurrence
dans Ryax-

n 112134 5
X(n)(LQ,I) € 3 6 9 12
X(n)apin |€|2]3]4]5
X()ren |e]|1]2]3] 4

Tableau 2.6 —

Par exemple, la durée d’achévement maximum pour les séquences de longueur 3
qut partent de l’état I est donnée par :

@ X(4); =X4)1,0,1) ©X4) 1511y =904 =09,
JEH]

Proposition 7 Soient A et x(n);, n € N, définis respectivement par (2.2) et (2.6)

avec D = Ry Alors @ x(n+1), n € N, p € Q, est un minorant de {[u(w) ®
jEHp

Blp | |lw| = n}, c’est-a-dire, un minorant des durées d’achévement des séquences de

longueur n partant de p.

Si l'automate (mazx,+) G est non ambigu au sens de la définition spécifiée par (1.4),

alors @ x(n+1),n €N, peQ, est 'élément minimum de {[p(w)® B, | |w| =n}.
jEH,

Preuve 7 Vqo € Q, on a :

@ x(n+1); = @ [AT ® x(n)];, (en utilisant (2.6)),
JEHg, JE€Hq
- JS? lg{é?jl ® X(n)la
a0

= @D D D A, @x()

jGHqO q1EQ k}Equ
D’apres (2.2) qui définit A, on a :

Vk € Hfhv @ Ak‘,j = @ 'u(al)qmn'
JEHg, a1 €X

On a alors, Yqo € Q :

D x(n+1);

jE€Hy,
= @ @ N(al)QO,m@X(n)/ﬁ
q1€EQ a1€EX

=D ... D D D na)pu®- - ®uan)g_19. @ Ba, (*)

EeQ qn€Q a1 €Y an€X

= Inin ... min min ... min p(ar)goq + oo U0 )g g + B (%)
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Clairement, le terme p(a1)goq @ - - @ (an) g, _1gn @ Bg, N'est pas €gal a € si le che-

min (o, a1,q1) - -- (qn-1,an, gn) existe dans Uautomate. On a alors @ x(n+1); =
JEH , —
€ s’il n'existe aucune séquence de longueur n démarrant de qq.

Supposons que @ [x(n + 1)]; # € et notons a; ...a, € X* une séquence qui

j€Hy,
satisfait la minimisation dans (xx). On considére deux cas :
(i) Si qo gt qn est un singleton, ce qui est le cas si l'automate est non am-
bigu au sens de la définition spécifiée par (1.4), aucune opération mingcq,
i = 1,...n nlintervient dans (xx) et @ x(n+1); est égal a [p(a;) ® ... ®
JEHy
1(a,)Ble = [1lay .. a,)Blg qui est Uélément minimum de {{p(w) @ Blg, |
|lw| = n}.

(ii) Si|qo fign qn| > 1, alors p(a1)goq @ .. @ p(an)g,_1qn peut prendre plusieurs
valeurs distinctes. Dans ce cas, l'équation (xx) retient le minimum de ces va-
leurs alors que [p(a,)®...®u(a,)Blq, est égal au mazimum de ces valeurs. Cela
signifie que @ x(n+1); est alors un minorant de {[u(w) @ By, | [w| = n}.

jE€Hq,

Exemple 13 Pour l'automate G4 représenté sur la figure 2.1, on a :

X(n)(l,a,l)
neN, x(n)=1| x(n)uprn
X(n)(n,c,u)
Le vecteur x satisfait (2.6), c’est-a-dire :
e 3 3 €
xX)={e |, xn+1)=| e ¢ 2 | ®@x(n).
e ¢ 1

Le tableau 2.7 contient les premieres valeurs obtenues grace a cette récurrence dans
Rmin'

n 1(2(341|5
X()an |€]3]5]6]7
X(n)(f,b,u) el 21345

X()rern |e|1]2]3]4
Tableau 2.7 —

Le minimum des durées d’achévement des séquences de longueur 3 qui partent
de l’état I est obtenu comme suit :

@ X(4); = x4 1,0,y © X4 (15,1 =6 D4 =4
JEH]
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3 .2 Représentation symétrique évaluant les longueurs de séquences

Proposition 8 Soient E.,7 € T, les matrices définies par (2.4) avec D = Ryax. On
|H|x1

max » t € N, comme suit :

définit, par récurrence, la séquence de vecteurs ((t) € R

C(O)(p,a,q) = ﬁpa pour tout (p) a, Q) € H’
C(t) = ) EZ RC(t—T1)DC(t—1), pour t > 0.
TeT,7<t
~ (2.7)
L’expression @ [((t)]; majore les longueurs de séquences débutant par l’état p et
jEH,

se terminant avant, ou 4, Uinstant t (majorant de l'ensemble {|w| | [u(w)B], < t}).
Si G est non-ambigu au sens de la définition spécifiée par l'équation (1.4), alors

@ [C(t)]; est Uélément mazimum de lensemble {|w| | [u(w)B], < t}.
jEH,

Preuve 8 Soitn > 0 et w € ¥* avec |w| = n, on note m, un chemin allant d’un

z ’ \ . w . P
état qo € Q selon la séquence w, & savoir m, € qo ~> qn. On raisonne par récurrence
pour démontrer que @ ((o(m,)); > n.

JE€Hgq
Initialisation. Pour n = 0, on a pour tout gy € Q : o(mp) = 0 et @ ((0); =
jE€Hq,
By = 0.
Hérédité. On note (qo,a1,q1) - .. (qn—1, an, qn) les transitions successives de m,. On
a:
VQO € Q7

=@ @ [Ef®lolm) -7 ®(olm) 1),

jEH, TET,t>T J

> @ @ [E 9lo(m) 1),

)
jEH TET t>T J
—=T

=@ & DIEredolm) -1k
JjEHqy T€Tt>T k€H

_T —
2 @ @ [ET]jv(QIya27q2) ® [C(J(W”) - T)](qhaQ,QQ)’
JE€Hgy TETt>T

(en spécifiant pour k = (q1,a2,q2))
T

> @ @ [Fr]j,(qhaz,qz) ® [Z(O'(Trnfl) + N(U’?)QMQ - T)](Q1,a2,qz)7
JjE€Hgy TETt>T

(par définition de o et )

=1® @ C(o(m-1))

ZEqu
(puisque 3T € T tel que [p(az)lg g0 = T7)
>1+4+(n—1) (=n), (par hypothése de récurrence).

Soit t € R tel que x(w),, < t. Puisque ¢ est monotone (i.e., ((t) > ((t — 1)) on
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a (d’apres (1.7) pour la derniére inégalité) :
P (1), > P (@w)y); = @ {om));.
jE€Hq, jE€Hq, jE€Hq,

On a montré précédemment que @ [((c(mn))]; > |mnl(= n) et on en déduit
jeHy,

@ Z(t)j > |mnl.

jEHq,

que :

Le méme raisonnement est valable pour tout chemin w' reconnaissant w' tel que

t > z(w')y,, ce qui nous améne & conclure que @ ((t); est un magjorant de l’en-
jEH,

semble {|u] | [u(w)5], < t}.

Considérons maintenant le cas ot G est un automate non-ambigu au sens de
I’équation (1.4). On peut vérifier que :

P <), #e

JE€Hg,
implique qu’il existe un chemin (qo,a1,q1) - - - (qn-1,an, qn) avec qo € Q; tel que :

M(al)qom oo N(an)qn_lqn <t.

Par définition de la notion de non-ambiguité , Uensemble qo 3" ¢, est un

singleton et d’aprés l’équation (1.8) on a :
[1(ar ... an) ® Blgy = 1(a1)goqs - - - #(An) g 1gn-
On a alors [p(ay ...an) ® By, < t, ce qui signifie que @ ((t); = a1 ...an| appar-
jE€Hq,
tient a {|w| | [u(w)Blg, < t}. Comme il a été démontré que c’était un majorant, on

peut déduire que @ ((t); est U'élément mazimum de cet ensemble.
JE€Hg,

Exemple 14 On considére l'automate (mazx,+) Gy représenté sur la figure 2.4. On
notera que G différe de Uautomate Gg, représenté sur la figure 2.3 et étudié dans
lexemple 10, seulement par le fait que tous ses états sont initiaux. Cette hypothése
permet de considérer tous les états comme états initiaur potentiels de séquences.

Le tableau 2.8 contient les premieres valeurs obtenues a ’aide de cette récurrence
dans Rpax.

Par exemple, comme 'automate G7 est non-ambigu, on obtient le maximum des
longueurs de séquences débutant par ’état I et se terminant avant t = 7 :

@ (N = C(D sy @ D arprn =4®6 =6,
JEHT
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b/3

()
a/l d/2

Figure 2.4 — Automate Gfr.

t 0[1[2[3]4]5]6][7
CWaan |e|1]2]3]3]4a]5]6
(O arprn |e|1]2]2]3]4]5]6
Z()mcw el1|1[2]3]4[5]5
Z(t)HbIV elele|l1|1]2]|3]4
(W avan |ele|l]2]3]4]4]5

Tableau 2.8 —

4  Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit de nouvelles représentations pour les au-
tomates (max,+). Celles-ci décrivent les comportements extrémaux. En effet, grace
a une approche différente pour la représentation analytique des automates (max,+),
on peut borner les durées d’achevement des séquences en fonction de la longueur, et
symétriquement, borner les longueurs des séquences en fonction de dates d’acheve-
ment.

Le prochain chapitre traite des indicateurs de performances qui peuvent étre
déduits de ces représentations, en apportant des détails sur leur complexité algorith-
mique et leur originalité comparés aux travaux semblables dans la littérature.

Une autre possibilité est abordée dans le chapitre 4. Grace a ces représentations,
on aborde en effet la problématique de commande de SED modélisés par des au-
tomates (max,+). Une étape préalable consiste a modéliser une entrée exogene au
sein de ces représentations, afin de représenter une influence externe sur 1’évolution
dynamique du systeme.
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Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a l'utilisation des représentions
introduites dans le chapitre précédent pour I’évaluation de performances des SED.
Il est mis en avant que ces représentations permettent d’évaluer des bornes sur les
durées d’achevement et les longueurs de séquences, avec divers degrés de raffinement
possibles. Pour certains SED, ces indicateurs peuvent étre d’importance significative.
Par exemple,

— pour la vérification et la validation de systemes temps réel, les durées d’ache-
vement minimum et maximum fournissent des garanties concernant le meilleur
et le pire temps d’exécution de taches, alors que les bornes sur les longueurs
de séquences indiquent les nombres minimum et maximum de taches pouvant
étre accomplies avant une date donnée;

— pour des systemes de production au sein desquels différents ordonnancements
sont possibles, les durées d’achevement minimum et maximum fournissent des
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bornes sur le makespan', alors que les bornes sur les longueurs de séquences
informent sur les quantités minimum et maximum de produits qui peuvent étre
livrés a une date donnée.

Les deux premieres sections portent sur les bornes concernant les durées d’acheve-
ment des séquences. Ces résultats ont été partiellement introduits dans [Boukra 2012a]
et [Boukra 2012c|, puis finalisés dans [Boukra 2012b] et [Boukra 2013]. Plusieurs pa-
piers ont déja traité de ces indicateurs dans la littérature. On décrit dans ces sections
a la fois l'originalité et le caractére concurrentiel (en terme de complexité) des résul-
tats proposés.

Les sections 3 et 4 traitent de bornes sur les longueurs de séquences pouvant
étre achevées a une date donnée. Ces résultats ont été présentés en partie dans
[Boukra 2012b] et [Boukra 2013]. Nous n’avons pas connaissance d’autres travaux
dans la littérature traitant de ces indicateurs.

Afin d’illustrer les apports des résultats et démontrer leur applicabilité, ils sont
mis en oeuvre dans la derniere section pour I’étude d’ateliers jobshop?.

1 Calcul de bornes supérieures pour les dates d’ache-
vement

Considérons un SED modélisé par un automate (max,+). Comme discuté au
paragraphe 5.1.1 du chapitre 1, un indicateur de performance pertinent pour ce sys-
teme peut étre d’évaluer la durée d’achévement maximum pour les séquences d’une
longueur choisie. En particulier, si au sein de 'automate (max,+) les séquences pos-
sibles modélisent ’ensemble des ordonnancements pouvant s’appliquer & un systeme
manufacturier, on est alors a méme d’évaluer le plus grand makespan.

La représentation introduite dans la Proposition 1 permet précisément d’évaluer la
durée d’achévement maximum pour les séquences de longueur n, noté [Vt selon :

Lt = Pl +1)]; = PA"zL));. (3.1)

jeH jeH

1.1 Originalité et complexité

Comme rappelé dans la Section. 5 .1.1, I'indicateur de performance noté, (¥,

(durée d’acheévement maximum pour les séquences de n événements) est étudié dans
[Gaubert 1995]. Plus précisément, il est proposé d’évaluer :

lgorst _ @[aMn]p7

PeEQ

!Terme anglais utilisé dans le domaine de l'ordonnancement d’ateliers pour désigner le temps
total nécessaire pour élaborer tous les produits en quantités requises.

2Nom anglais qui désigne les ateliers & cheminements multiples dans lesquels les téaches suc-
cessives des différents travaux requierent des machines partagées selon des séquences possiblement
dissemblables.
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avec

wIQIXIQ
M= @N(U’) € Rpax -
agll

La complexité en temps est alors égale & O(n|Q|?) (car ce calcul requiert n produits
de matrices de dimension |Q| X |@Q] dans Ryax).

Une application directe de la formule (3.1) a une complexité en temps égale a
O(n|H|?). Toutefois, il est possible de réduire cette complexité en exploitant la forme
particuliere de la matrice A définie par 1’équation (2.2). En effet, on peut observer
que toutes les valeurs différentes de € dans une colonne sont identiques.

Propriété 1 Soient :
— Ao la colonne de A d’indice k, avec k € H,
— Hy pour k = (r,d, s), le sous-ensemble de H défini par Hy = {(p,a,q) € H ‘
p = s}, c’est-a-dire 'ensemble des transitions qui peuvent survenir consécuti-
vement a la transition k.

~ Qe la valeur identique pour tous les éléments différents de € dans la colonne
Aok

On peut vérifier que :

[A™ ek = @ Af;l ® o} pour n > 1. (3.2)
JeH}

Exemple 15 Considérons l'automate étudié dans l’exemple 6 pour illustrer la pro-
priété 1. On a :
H={(1,a,I),(I,b,1I),(I1,c,II)},

et

N
Il
m W w
M M
= M M

Soit k = (1,a,I), on a alors :

3

Aeran=1| 3 |,
9

HI,a,I = {(I7Q7I)7 (-[7 bu II)};
Qo (I,a,1) = 3
Dans Ruax, on obtient par exemple :

A=

o © ©
O]
LW M M
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On vérifie alors bien la relation (3.2) puisque :

9 12
—4 —3 —3
[A ].7(170‘7]) = (A.,(I,a,l) @ A.,([,b,[[)) ) Ge,(I,a,1) = 9 | ®3= 12
8 11
La relation est également satisfaite dans Ruyin, on a :
9 ¢ ¢
A=19 ¢ ¢ |,
6 4 3
et
9 12
[A4]-,(I,a71) = (Ai(l,a,l) @Ai(l,b,H)) ® Qo100 = | 9 | @3=| 12
4 7
Cette propriété permet de calculer [“°7$! exprimé par 1’équation (3.1), avec une

complexité en temps égale & O(n|H|?).

Pour les automates dont le nombre d’arcs |H| est proche du nombre d’états @),
on peut affirmer que notre approche a une meilleure complexité que la méthode de
[Gaubert 1995]. Il est & noter qu'il existe des automates dans lesquels |Q| < |H], et
d’autres dans lesquels |Q| > |H|, et la comparaison entre les complexités des deux
méthodes peut alors aboutir a des conclusions contradictoires.

Dans [Su 2011}, comme mentionné dans la Section 5 .1.1, un algorithme est pré-
senté pour le calcul de la durée d’achévement maximum avec une complexité algo-
rithmique de 1'ordre de O(|H||R|?) (ot1 R est une couverture de cliques pour %, de

) 2
cardinalité maximale u) Selon les automates, la cardinalité |H| peut étre infé-
rieure ou supérieure a |X|?. On ne peut donc pas complétement trancher quant & la
performance de cet algorithme vis-a-vis de notre méthode. De plus, cet algorithme
s’applique seulement & une classe restreinte de systéemes. Pour étre plus précis, on
peut dire que la classe est moins générale que celle des automates fortement non-
ambigus.

En effet, d’'une part, on peut observer que comme les chemins avec un méme
label ont le méme poids (car & un événement donné est associé un seul poids pos-
sible), alors la maximisation de I’équation (1.7) n’intervient pas. Plus précisément,
pour tout w € ¥*, ¢ € @, on a alors un poids identique o(7) pour tous les chemins
7 € Q; ~ q. L’ensemble des résultats spécifiés dans ce manuscrit pour les automates
fortement non-ambigus, c¢’est-a-dire si |Q; v q| < 1, se vérifient également si 1’en-
semble des poids possibles |o(7)| avec © € Q; ~ ¢, contient au plus un élément, et
s’appliquent donc aussi aux automates (max,+) dérivés des systéemes pondérés par
le temps considérés dans [Su 2011, Su 2012].
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D’autre part, les automates fortement non-ambigus, dans lesquels les transitions
associées a un méme événement ont plusieurs durées possibles, ne peuvent pas étre
représentés par les systemes pondérés par le temps définis dans [Su 2011].

1.2 Raffinements

Dans Ryax, Z(n + 1)(p,a7q) donne la date la plus tardive a laquelle la transition
(p,a,q) peut survenir consécutivement & l'occurrence de n événements.
On peut alors affirmer que Z(n + 1) (,q,q) + [1£(@)]pq est la durée d’achévement maxi-
mum pour les séquences de longueur (n + 1) se terminant par 1’événement a et
aboutissant a 1’état q.
On a donc la possibilité d’affiner 'indicateur (durée maximum d’achévement pour
une longueur de séquence donnée) en le spécifiant pour un dernier événement et un
état d’arrivée.
On peut poursuivre plus encore ce raisonnement pour spécifier ce résultat a des
séquences se terminant par une sous-séquence d’événements w choisie. En effet,

T(n + 1D (pag) + [1(a)]pg + [1(w)lgr,

permet d’établir la durée d’achevement maximum pour les séquences de longueur
n+ 1+ |w| se terminant par la séquence aw et aboutissant a I'état r.

Exemple 16 Dans l'exemple 7, on a explicité la représentation de l'automate Gy
(dessiné sur la figure 2.1) permettant d’évaluer la durée maximum d’achévement de
séquences de longueur donnée. On obtient le résultat suivant :

Z(5)(r1,e,r1) = 11,

qui est la durée d’achévement maximum pour toutes les séquences de longueur 4
aboutissant a U’état 11. En d’autres termes, 5(5)(1170711) est la date la plus tardive
a laquelle la transition (I1,c,II) peut survenir consécutivement a l'occurrence de 4
événements.

Alors

T(5)(11,e,01) + (1) 1,11 = 12,

est la durée d’achévement mazximum pour toutes les séquences de longueur 5 se ter-
minant par l’événement c et aboutissant a l’état 11.

On peut également utiliser le résultat de la Proposition 6 pour, de fagon symé-
trique, calculer la date d’achévement maximum des séquences de longueur n + |w|,
partant d’un état p et débutant par la sous-séquence w comme suit dans Ry :

()], © P X(n+1));.

JEH,
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2 Calcul de bornes inférieures pour les dates d’ache-
vement

Comme indiqué dans la section 5 .1.2, pour un SED modélisé par un automate
(max,4+), il peut étre intéressant d’évaluer la durée d’achévement minimum pour les
séquences d’une longueur choisie. Appliqué & un systéme manufacturier cet indicateur
caractérise le plus petit makespan.

La représentation introduite dans la Proposition 2 permet d’obtenir un minorant,
voir un minimum si automate (max,+) correspondant est fortement non-ambigu des
durées d’achevements pour les séquences de longueur n, noté Iy’ ' En effet, on a a
’aide de cette représentation dans Ruin

17" > Plz(n +1)); = PIlA"z(1)];. (3.3)

jeH jeH

2 .1 Originalité et complexité

L’indicateur de performance, noté (%, qui tend & calculer le minimum des durées
d’achévement pour les séquences de longueur n est défini dans [Gaubert 1995] par :

1" = min mi .
n = min minlz(w)l,

La procédure proposée dans [Gaubert 1995] pour évaluer I ne s’applique qu’a une
classe restreinte d’automates (max,+), & savoir les automates déterministes.

Notre contribution & travers le résultat (3.3) permet d’obtenir un minorant de cet
indicateur avec une complexité algorithmique identique & celle pour obtenir [Vt &
savoir O(n|H|?). Le minimum ;" est obtenu lorsque Pautomate (max,+) étudié est
fortement non-ambigu (Définition 2).

Vis-a-vis du résultat dans [Gaubert 1995], la Proposition 3 permet d’élargir la
classe d’automates (max,+) (du cas déterministe au cas fortement non-ambigu) pour
laquelle on peut calculer I;” L,

Remarque 6 Contrairement auz automates a états finis (booléens), les automates
(maz,+) non déterministes ne peuvent pas toujours étre déterminisés, c’est-a-dire,
qu’il n’est pas toujours possible de trouver un automate (mazx,+) déterministe équi-
valent. Méme si ce sujet a été largement étudié (les références [Gaubert 1995],
[Gaubert 1999a], [Mairesse 2002/, [Klimann 2004], [Lombardy 2006]

[Kirsten 2009] et [Lahaye 2013c] constituent une bibliographie partielle sur le sujet),
le probléme de déterminisation des automates (maz,+) reste relativement ouvert. En
particulier, et a notre connaissance, les automates (mazx,+) fortement non-ambigus
ne satisfont pas nécessairement les conditions connues dans la littérature pour étre
suffisantes a leur déterminisation.
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Il n’existe pas d’algorithme, & notre connaissance, permettant d’évaluer I;” t pour les
automates (max,+) ambigus. Notre approche permet de calculer un minorant avec
une complexité polynomiale.

2 .2 Raffinements

Dans Rpyin, z(n + 1)(p7a,q) minore la date & laquelle la transition (p,a,q) peut
survenir consécutivement a n événements.
On peut alors affirmer que z(n + 1), q.4) + [#(w)]pg est un minorant pour les durées
d’achévement des séquences de longueur (n + |w|) se terminant par la séquence w
et aboutissant a ’état g. Pour les automates fortement non-ambigus, on obtient la
durée d’achevement minimum.

Exemple 17 Dans l'exemple 8, on a explicité la représentation de l'automate Gy
(représenté sur la figure 2.1) permettant d’évaluer les durées d’achévement minimum.
On obtient le résultat suivant :

2(5) (11,611 = 4,

qui correspond a la date d’achévement minimum pour les séquences de longueur 4
aboutissant a ’état 11.
Alors

2(5)(r1,e,01) + [0S 11,11 =5,

est la durée d’achévement minimum pour les séquences de longueur b se terminant
par l’événement c et aboutissant a l’état I1.

La Proposition 7 peut aussi étre utilisée pour cerner les dates d’achevement mi-
nimum de séquences de longueur donnée. Plus précisément, ’expression dans Ry, :

[(w)]p ® P x(n+1);,

JE€Hp

fournit un minorant (I’élément minimum si 'automate est non-ambigu) des dates
d’achévement des séquences de longueur n + |w| partant de I’état p et débutant par
la sous-séquence w.

3 Calcul de bornes supérieures pour les longueurs de
séquences

La représentation introduite dans la Proposition 4, permet de calculer un indica-
teur de performances qui, a notre connaissance, n’a pas été étudié dans la littérature.
Ce dernier s’apparente a un compteur appliqué au cas optimal, car il permet d’évaluer
le nombre maximum d’événements pouvant avoir lieu sur un horizon de temps donné.
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En effet, un majorant pour les longueurs de séquences achevées avant, ou a, un
instant ¢ est obtenu a l’aide de ’expression suivante dans Ry :

D)

JjeEH
Pour les automates fortement non-ambigus, on obtient la longueur maximum.

La valeur Z(t)(p,q,q) majore les longueurs de séquences précédant la transition
(p,a,q) et s’achevant avant, ou a, l'instant ¢.
Alors, Z(t)(pa,q) + 1 est le majorant des longueurs de séquences se terminant par
I'événement a, aboutissant & 'état ¢ et s’achevant avant, ou a, l'instant ¢ + [u(a)]pq-

Exemple 18 Dans l'exemple 10, on a explicité la représentation de l’automate for-
tement non-ambigu Gg (dessiné sur la figure 2.3) permettant d’évaluer les longueurs
de séquences mazimum s’achevant avant une date donnée. On obtient la longueur
mazimum des séquences aboutissant a 'état IV et s’achevant avant la date t = 7,
en calculant :

Z(va,n(7) = 6.
Cette valeur correspond a la longueur maximum des séquences qui précedent la tran-
sition (IV,d,I) et qui s’achévent avant la date t = 7. Il en résulte que la longueur

maximum des séquences se terminant par l’événement d et aboutissant a [’état I
avant la date t =9 est égale a 7.

Dans la Proposition 8, on évalue un majorant (I’élément maximum si l’auto-
mate est non-ambigu) pour les longueurs de séquences débutant par un état p et se
terminant avant, ou a, l'instant ¢ a ’aide de ’expression suivante :

P K1),
JjEH,

. Par extension :

[wl + P L),

JE€Hp

donne un majorant pour les longueurs de séquences partant de 1’état p, débutant par
la sous-séquence w et s’achevant avant la date t + [p(w)],.

4  Calcul de bornes inférieures pour les longueurs de
séquences

On peut utiliser la Proposition 5 pour élaborer un indicateur qui peut étre as-
similé a un compteur associé au comportement pire-cas. En effet, on peut évaluer
grace a ce résultat le nombre d’événements pouvant survenir sur un horizon de temps
donné. A notre connaissance, il s’agit d’'un apport original de notre étude.
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Un minorant pour les longueurs de séquences achevées a l'instant t est obtenu a

I’aide de :

PLw);-

JjEH
Ce terme donne la longueur minimum des séquences achevées a t pour les automates
(max,+) fortement non-ambigus.

Formulé différemment, g(t)(pﬂ,q) minore les longueurs de séquences précédant la
transition (p, a,q) et s’achevant avant, ou a, l'instant ¢.
On peut donc affirmer que z(t)p,q,q+ 1 minore les longueurs de séquences se terminant
par I'événement a, aboutissant a 1’état ¢ et s’achevant avant, ou a, l'instant ¢ +

[11(@)]pg-

Exemple 19 Dans l'exemple 11, on utilise la représentation pour l'automate Gg
qui €value les longueurs s’achevant avant un instant t donné. A Udaide de celle-ci, on
déduit la longueur minimum des séquences aboutissant a l’état I et s’achevant avant,
ou a, la datet =5 :

2(5)(1,a,11) = 2,

ce qui correspond aussi a la longueur minimum des séquences qui précedent la tran-
sition (I,a,II) s’achevant avant, ou a, la date t = 5.

Alors la longueur (non nulle) minimum des séquences se terminant par l’événe-
ment a et aboutissant a l’état 11 avant, ou a, la date t =5 est égale a 3.

5 Applications a des exemples d’ateliers Jobshop

Nous allons maintenant nous intéresser a I'illustration des résultats de I’évaluation
de performances, en les appliquant & deux exemples d’ateliers Jobshop.

5.1 Jobshop 1

On considere un Jobshop (inspiré par 'exemple dans [Gaubert 1999b]) avec deux
ressources Ri, Ro exécutant deux types de jobs J1, Jo.
Il y a 6 taches élémentaires, notées a, b, ¢, d, e et f, dont les durées d’exécutions sont
respectivement 2, 2, 2, 1, 1 et 3. La séquence de production pour le job [J; est abc, ce
qui signifie que les taches élémentaires a, b et ¢ doivent étre exécutées dans cet ordre
afin d’achever la tache [J;. La séquence de production pour le job [J> est def. Les
ressources exécutent les taches l'une apres autre. Les taches a et d (resp. c et f) sont
traitées en utilisant la ressource Ry (resp. Rs). Les deux ressources R et Ro sont
nécessaires pour réaliser les taches b et e. De plus, deux occurrences du méme job
ne peuvent pas étre traitées simultanément : par exemple dans la séquence [J1.J1 le
premier job [J; doit étre achevé avant que le second job [J; puisse commencer (mais
dans le cas d’une séquence J1J2, le second job J5 peut débuter avant I’achevement
du premier job J1).



46 Chapitre 3. Apports pour I’évaluation de performances des SED

On considére toutes les séquences possibles et un fonctionnement au plus tot, de
plus, le systeme commence a fonctionner a la date 0.

Le systeme peut étre modélisé par le réseau de Petri temporisé?® de la figure 3.1

dans lequel :

— des temporisations sont associées aux transitions (la notation a/7 signifie que
la transition correspondante a comme label la lettre a et comme durée de
franchissement 7),

— une politique de présélection est utilisée pour décider quelle transition est a
tirer lorsqu’il y a plusieurs transitions de sortie a une place, et on considere
alors tous les choix possibles,

— on suppose qu'un jeton du marquage initial arrive dans le réseau de Petri a
Iinstant 0.

Ce réseau de Petri est uniquement proposé pour l'illustration (dans le but de

clarifier les explications et fixer les idées) car le jobshop sera étudié a 1’aide d’un
modele d’automate (max,+), a savoir 'automate de la figure 3.2.

Notons, qu’a notre connaissance, il n’y a que des réponses partielles au pro-
bleme de la transformation d’un réseau de Petri temporisé en un automate (max,+)
(et vice-versa). Une approche proposée dans [Gaubert 1999b] associe un automate
(max,+) a tout réseau de Petri temporisé sauf. Cet automate (max,+) est généra-
lement non-déterministe et peut admettre un langage qui est plus grand que celui
du réseau de Petri (i.e., il reconnait des séquences qui ne sont pas des séquences de
franchissement possibles). Pour ’exemple de jobshop considéré, une procédure basée
sur les automates de type tas proposée dans [Gaubert 1999a] peut alors étre utilisée
pour la déterminisation, c’est-a-dire la construction d’un automate (max,+) déter-
ministe correspondant au réseau de Petri de la figure 3.1. Une autre contribution
[Lahaye 2013b] propose une procédure récursive qui construit un automate (max,+)
déterministe équivalent a un réseau de Petri temporisé sauf. L’équivalence corres-
pond au fait que 'automate et le réseau de Petri possedent le méme langage, et que
la date d’achevement d’une séquence de franchissement dans le réseau de Petri est la
méme que celle de la séquence de transitions d’état correspondante dans 'automate
(max,+). De plus, il a été prouvé que la procédure se termine si entre toute paire de
transitions reliée par un chemin orienté, il existe un chemin orienté qui ne contient
pas plus d’'une place dite "conflictuelle” (i.e., avec plus d’une transition de sortie).
Cette condition est satisfaite par le réseau de Petri de la figure 3.1 et cette procédure?
a été utilisée pour obtenir 'automate (max,+) de la figure 3.2.

3Un réseau de Petri est un quadruplet G = (P, T, F, M), pour lequel P est un ensemble fini
de places (représentées par des cercles), 7 est un ensemble fini de transitions (représentées par des
rectangles), F C (P x7T)U(P xT) est une relation entre les places et les transitions (représentées par
des arcs orientés), M : P — N définit le marquage initial des places (représenté par des jetons dans
les places). Un réseau de Petri est dit temporisé si des durées de franchissements sont associés aux
transitions et/ou des temps de séjour minimal sont associés aux places (voir [Ramchandani 1973],
[David 1989] et [Murata 1989] pour plus de détails).

4A noter que la complexité de cette procédure reste & démontrer
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Figure 3.1 — Atelier jobshop 1 représenté par un réseau de Petri.

Illustrons maintenant comment les résultats des chapitres 2 et 3 de ce manuscrit

peuvent contribuer a ’étude des performances de ce systeme manufacturier.

— En utilisant la représentation évaluant les durées d’acheévements de séquences
au sein d’automates (max,+), introduite dans la section 1 du chapitre 2, on
peut évaluer les performances du jobshopl en matiére de durées d’exécutions
pour un nombre de taches désirées. Pour ce faire, on définit d’abord I’ensemble
H qui contient les 22 transitions d’état de automate (max,+) correspondant
(|H| = 22). Cet ensemble permet de définir les éléments du vecteur z(n) défini
par la récurrence (2.3), ce qui conduit ensuite a la construction de la matrice A
selon (2.2). Cette représentation est présentée dans la section 1 de Pannexe A.
Comme les jobs J; et J5 exigent trois taches, n jobs seront représentés par 3n
transitions dans 'automate. De plus, on s’intéresse aux séquences de transitions
qui menent vers les états 6, 8 et 13, correspondant aux états ol les jobs J; et
Jo sont completement achevés. Cette représentation, développée dans les deux
algebres (max,+) et (min,+), permet de déduire les deux indicateurs suivants :

1. Dans Ryax, nous étudions le comportement pire cas du jobshopl, ainsi le
résultat de la proposition 1 :

D Er+

JjEHgUHsUH 13

donne les dates maximum auxquelles le systeme peut achever un nombre
de jobs désiré. Par exemple, on obtient pour 10 jobs (n = 30) :
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Figure 3.2 — Atelier jobshop 1 représenté par un automate (max,+).

@D =By =60,

jeHsUHsUH 13
ce qui signifie que le temps d’exécution maximum pour 10 jobs est de 60
unités de temps. Ceci correspond au makespan du pire ordonnancement,
c’est-a-dire, 10 fois le job J; comme illustré sur le chronogramme de la
figure 3.3.

o[l [elele]  [eIefe]  [e[b[e]  [a®[¢]

[ab]¢] [a]b] ] [a]b]¢] [a]b]¢] [a[b]¢]
Lovnc b bocc oo boco bocc oo beenc bocecbeen e b |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Figure 3.3 — Chronogramme de réalisation de 'ordonnancement correspondant a 10
fois le job J7 au sein du jobshopl.

2. Dans Rypin, la représentation décrit le comportement optimal du systeme.
Notons que puisque 'automate (max,+) est fortement non-ambigu (1’en-
semble des chemins allant d’un état initial, reconnaissant une séquences
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w et aboutissant & un état ¢ donné est un singleton ou 'ensemble vide),
on obtient en utilisant le résultat de la proposition 2 :

P zn+),
JEHsUHgUH 3

la date minimum a laquelle le jobshop1 peut achever un nombre de taches
donné. Par exemple, on obtient pour 10 jobs :

B By, =4

JjEHgUHsUH 3
Ce résultat signifie que le date d’achevement optimale pour 10 jobs est
égale a 41 unités de temps. Cela correspond au makespan du meilleur
ordonnancement, en l'occurrence cinq fois J2J1, dont le chronogramme
d’exécution est représenté sur la figure 3.4.

a bc a bc a bc a bc a boc
) [ B T B
de f d e f de f de f de f
[0 [T [ O [

Lvvocbovoc boroc boeoc bovac bevc boeoc beene Lo |
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figure 3.4 — Chronogramme d’exécution de 'ordonnancement correspondant a cing
fois JoJ1 dans le jobshopl.

— En utilisant la représentation qui permet d’évaluer les longueurs de séquences
au sein d’automates (max,+), introduite dans la section 2 du chapitre 2, on
peut évaluer le nombre de taches que le jobshopl peut exécuter sur un horizon
de temps donné. Pour cela, on construit les matrices Fy, Ey et Ej3 relatives
aux différentes durées associées aux taches du jobshop, ce qui permet d’établir
la récurrence (2.5) qui définit le vecteur z(n) (dont les éléments sont ordonnés
selon l'ordre des transitions dans 'ensemble H). Cette représentation (présen-
tée en détails dans la section 1.2 de 'annee A) donne les résultats suivant dans
Riax €t Roin (on s’intéresse aux séquences aboutissant aux états 6, 8 et 13) :

1. Dans Ryax, on décrit le comportement optimal du jobshopl car on évalue,
grace au résultat de la proposition 4 :

b o
JEHsUHgUH 3

le nombre maximum (car I’automate (max,+) correspondant est fortement
non-ambigu) de jobs qui peuvent étre exécutés jusqu’a une date ¢ donnée.
On obtient, par exemple pour ¢t = 41 :

P =4 =30.

JjEHsUH3UH ;3
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Ce résultat est cohérent avec celui obtenu au point précédent, puisque cela
nous informe que 10 jobs (soient 30 taches) peuvent étre achevés avant
I'instant 41 (comme illustré sur la figure 3.4 ).

2. Dans Ry, on décrit le comportement pire-cas du jobshop! puisque le
résultat de la proposition 5 :

B Lo

JEHgUHgUH 3

nous permet d’évaluer le nombre minimum de jobs qui peuvent étre exé-
cutés jusqu’a une date t. On obtient pour ¢ > 6 :

D Lo6)=3

JEHgUHgUH13

Ce résultat signifie qu’a partir de I'instant 6, le nombre minimum de taches
réalisées est égal a 3, c’est-a-dire, un job.

5.2 Jobshop 2

On s’intéresse maintenant a un autre modele d’atelier de type Jobshop représenté
par le réseau de Petri de la figure 3.5 et modélisé par 'automate (max,+) équivalent
dessiné sur la figure 3.6.

Comme pour l'exemple précédent, les jobs [J1 et Jo sont réalisés par les séquences
de taches respectives abc et def.

Figure 3.5 — Atelier jobshop 2 représenté par un réseau de Petri.
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Figure 3.6 — Atelier jobshop 2 représenté par un automate (max,+).

Ce modele de jobshop se différencie du premier par le fait que deux jobs du méme
type peuvent se chevaucher. Par exemple une deuxieme occurrence du job Jj (resp.
J2) peut survenir avant la fin de la premiere. En effet, la deuxiéme occurrence de la
tache a (resp. d) peut survenir & Iissue de la premiere tache b (resp. €) et ainsi étre
exécutée en parallele a la tache ¢ (resp. f).

— Afin d’évaluer les performances en matiere de temps d’exécution au sein du
jobshop2, on va appliquer la représentation évaluant les durées d’achevements
de séquences au sein d’automates (max,+). Comme pour le jobshop1, on définit
d’abord ’ensemble H qui contient les 18 transitions de l'automate (max,+)
(|[H| = 18). La matrice A est construite selon (2.2) pour étre utilisée dans
la récurrence (2.3) (voir la section 2.1 de annexe A pour une présentation
détaillée de cette représentation). Ici on s’intéresse aux séquences de transitions
qui menent vers les états 2, 3, 6 et 9, la ou les jobs J; et Jo sont achevés.
Cette représentation développée dans Rpax et Rpmin permet d’interpréter les
indicateurs de performances suivants :

1. Dans Ryay, on s’intéresse au comportement pire-cas du jobshop2. Grace
au résultat de la proposition 1 :

) [z(n+ 1),

JEHUH3UHgUHg

on obtient les dates maximum auxquelles le jobshop2 peut achever le
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nombre de taches donné par n. Par exemple, on obtient pour 10 jobs
(n=30) :

P [(31)]; = 42.

JEHUH3UHgUHg

Ce résultat signifie que le temps maximum pour 'exécution de 10 jobs
est de 42 unités de temps, ce qui correspond au pire ordonnancement (10
fois J7) dont le chronogramme d’exécution est représenté sur la figure 3.7.

[alblc] [alble] [afble| [a]ble] [a[b]c]

lalbfc] [afblc] [a]bJc] [afblc] [a]b]c]

Lovocborocborocboroc oo oo oo ber b |
O 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Figure 3.7 — Chronogramme de réalisation de 'ordonnancement correspondant & 10
jobs J1 au sein du jobshop2.

2. Dans Ry, on décrit le comportement optimal du jobshop2. L’automate
(max,+) de la figure 3.6 vérifie la condition de forte non-ambiguité, ce qui
permet d’obtenir, grace a I’expression déduite de la propositions 2 :

P en+),

JEHUH3UHgUHg

les durées minimum pour lesquelles le jobshop2 peut achever un nombre
de taches donné par n. Par exemple, pour 10 jobs (n = 30), on obtient :

B ey, =4

JEH2UH3UHgUHg

Le temps minimum pour 10 jobs est de 41 unités de temps. Cette valeur
correspond au makespan du meilleur ordonnancement, en 'occurrence
cing fois J2J1, ou dix fois J>. Le chronogramme d’exécution de ce der-
nier ordonnancement est représenté sur la figure 3.8.

— Pour évaluer le nombre de taches que le jobshop2 peut exécuter sur un horizon
de temps donné, on utilise les représentations qui permettent d’évaluer les lon-
gueurs de séquences des automates (max,+). On s’appuie alors sur 1’ensemble
H pour définir les matrices E1, Fo et E3 relatives aux différentes durées asso-
ciées aux taches du jobshop, ainsi on peut écrire la récurrence (2.5) qui définit
z(n) (la section 2.2 de Pannexe A détaille cette représentation). Cette repré-
sentation donne les résultats suivant dans Rpax €t Ruyin (on s’intéresse aux
séquences aboutissant aux états 2, 3, 6 et 9) :
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el £ [def £] [de[ £] [de[f] [de[f]
e £ ] e[ £ ] [e[ ] [de[f] [de[F]
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Figure 3.8 — Chronogramme de réalisation de ’ordonnancement correspondant a dix
fois le job J> au sein du jobshop2.

1. Dans Ryay, c’est le comportement optimal du jobshop2 qui est décrit,
car on évalue le nombre de taches maximum pouvant étre exécuté sur un
horizon de temps donné. En effet, grace au résultat de la proposition 4 :

P [Z(t)];

jEHQUHgUH;sUHg

on dispose du nombre maximum (car 'automate (max,+) correspondant
vérifie la condition de forte non-ambiguité) de jobs pouvant étre achevés
jusqu’a une date ¢ donnée. On obtient, par exemple pour t = 41 :

S [2(41)]; = 31.
JEHUH3UHgUHg

Ce résultat est cohérent avec celui que I'on a obtenu au point précédent,
puisque cela traduit le fait que 10 jobs peuvent étre achevés avant, ou a,
Iinstant 41, comme indiqué sur la figure 3.8.

2. Dans Ryi,, le comportement pire-cas du jobshop2 est décrit, puisque le
résultat de la proposition 5 :
&P (1),

JEH2UH3UHgUHg

permet d’évaluer le nombre minimum de jobs qui peuvent étre achevés a
une date ¢. On obtient pour ¢t > 6 :

o, 2(®)]; =3, t = 6.

jGHQUH3UH6UH9

Ce résultat signifie qu’a partir de I'instant 6, le nombre minimum de taches
achevées est égal a 3, c’est-a-dire, un job.

6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a explicité des indicateurs de performance directement dé-
rivés des représentations proposées au chapitre 2.
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En premier lieu, on a mis en avant comment évaluer la durée d’acheévement maxi-
mum pour les séquences d’une longueur donnée. La méthode proposée est de com-
plexité polynomiale en temps, et est compétitive vis-a-vis des procédures décrites
dans la littérature concernant ce probleme, a savoir [Gaubert 1995] et pour une
classe restreinte de systemes [Su 2011]. On a, de plus, souligné les possibilités d’affi-
ner l'indicateur que rend possible notre approche.

Dans un deuxieéme temps, on a montré comment évaluer la durée d’achévement
minimum pour les séquences de longueur donnée. Il a été montré que, dans le cas
général, ce probleme est NP-complet. La procédure proposée est de complexité po-
lynomiale en temps et résout le probleme sous I’hypothese de non-ambiguité forte.
Cette solution est compétitive sur le plan de la complexité et étend la classe de
systemes considérée vis-a-vis de la procédure décrite dans [Gaubert 1995]. Si I'hypo-
these de non-ambiguité forte n’est pas satisfaite, alors on apporte un minorant de
la solution. A notre connaissance, il n’existait pas d’élément de réponse pour ce cas
général dans la littérature.

On a ensuite exploité les représentations du chapitre 2 pour calculer des indica-
teurs de performance qui, & notre connaissance, n’avaient pas encore été étudiés dans
la littérature. Il s’agit des longueurs maximum et minimum des séquences pouvant
étre achevées sur un horizon temporel donné. La procédure proposée a une com-
plexité en temps polynomiale. Sous 'hypothese de non-ambiguité forte, on obtient
les longueurs minimum et maximum, a défaut, la procédure fournit respectivement
un minorant et un majorant.

Enfin, on a illustré et interprété ces indicateurs en les appliquant & deux modeles
d’ateliers Jobshop. Ces interprétations permettent d’expliciter les apports pour I’éva-
luation de performances de ces systemes (bornes pour les makespans, garanties sur
latteignabilité d’états sur un horizon donné, ... ).

Comme dans [Gaubert 1995], notre approche pourrait profiter des propriétés
spectrales des matrices définies dans Rpax ou Ryin. En d’autres termes (voir Sec-
tion V dans [Gaubert 1995] pour plus de détails), une matrice A € D¥** (avec D
correspondant & Ryax ou Rnin) peut admettre une propriété de cyclicité, a savoir,
AT = X¢A™ pour n € N assez grand et ¢ € N, A € R. Le scalaire A correspondant
au rayon spectral de A et plusieurs algorithmes sont disponibles pour son calcul.
Rappelons que si A est irréductible, alors I’algorithme de Karp calcule A avec une
complexité en temps de O(|H| x E), ou E désigne le nombre d’éléments différents de
e de A, alors que I'algorithme de Howard présente expérimentalement, une moyenne
linéaire pour le temps de calcul [Cochet-Terrasson 1998]. Pour A (respectivement
A), X\ caractérise Paccroissement de la durée d’achévement maximum (respective-
ment minimum) pour un n assez grand, ainsi les indicateurs de performance étudiés
peuvent étre facilement déduits pour de plus grandes longueurs de séquences. Dans
les travaux a venir, on souhaite exploiter les formes particulieres des matrices qu’on
manipule, dans le but de rendre plus explicite la contribution de la théorie spectrale
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aux indicateurs de performances qu’on a apportés. En particulier :

— II conviendrait d’identifier les conditions d’irréductibilité des matrices A pro-
posées pour représenter les automates (max,+), et plus généralement d’étudier
leur robustesse [Butkovic 2010]. Cela fournirait les conditions pour lesquelles
les matrices A admettent une propriété de cyclicité.

— L’étude des vecteurs propres de A pourraient donner des vecteur initiaux pour
la récurrence (2.3), de telle sorte que le calcul des durées d’achévement soit
directement en fonction de A (i.e, & partir de la longueur de séquences n = 0).
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CHAPITRE 4:

Contributions a la commande des
automates (max,+)
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Les systemes a événements discrets modélisés a 'aide d’automates (max,+) a
travers la représentation usuelle (1.5), ou I'une des représentations extrémales intro-
duites dans le chapitre 2, peuvent étre considérés comme autonomes dans le sens ou
I’évolution de leur dynamique ne dépend pas d’une influence exogene. En effet, la
totalité des variables mises en jeu dans ces représentations traduisent des grandeurs
qui peuvent étre considérées comme internes au systeme, et on ne distingue donc pas
de variables jouant le réle d’entrées pour celui-ci.

La problématique de définir des entrées pour la représentation usuelle (1.5), dans
le but de modéliser les influences externes, est a notre connaissance toujours ou-
verte. En effet comme rappelé dans la section 5 .2 du chapitre 1, des approches de
commande ont été développées en se basant sur cette représentation. Toutefois, 1'in-
fluence du controleur sur le systeme est alors traduite par une composition parallele
ou un produit synchrone entre leurs représentations, et non par un signal d’entrée
représentant la commande.

Ce chapitre tend a enrichir les nouvelles représentations introduites au chapitre
2 pour les automates (max,+) de telle sorte que des influences exogenes puissent
étre prises en compte au travers de variables supplémentaires identifiées comme des
entrées. Pour cela, on va restreindre notre attention a la représentation définie dans
la proposition 1 et qui décrit le comportement pire-cas en termes de dates d’achéve-
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ment.

Dans la section 1, on montre comment modéliser des entrées au sein d’une telle repré-
sentation. On obtient alors un modele pour les automates (max,+) qui s’apparente
a un modele d’état d’un systéme (max,+)-linéaire non autonome. Cette analogie de
forme ouvre la voie a la transposition aux automates (max,+) de lois de commande
établies pour les systemes (max,+)-linéaires (ce sujet de recherche est particuliere-
ment actif depuis une vingtaine d’années, les références [Cohen 1989, Menguy 2000,
Lahaye 1999a], [De Schutter 2001, Cottenceau 2001, Maia 2003, Lhommeau 2004],
[Houssin 2007, Lahaye 2008, Houssin 2013, Amari 2012] donnent un apercu de la
multiplicité des travaux). Les résultats de la section 2 constituent un premier pas
dans ce sens. En effet, la commande en boucle ouverte selon le critere juste-a-temps,
bien connue pour les systemes (max,+)-linéaires, est adaptée a la représentation éta-
blie a la section 1 pour les automates (max,+).

La section 3 vise a illustrer I'intérét de cette approche de commande au travers
d’applications a la gestion d’un jobshop et d’un croisement de lignes ferroviaires.
Ces travaux sont a notre connaissance originaux. On peut trouver une premiere dif-
fusion dans [Boukra 2013].

1 Représentation de systéemes non-autonomes

Dans la théorie de la supervision, tout comme dans ’approche de commande dans
[Komenda 2009b| pour les automates (max,+), il est considéré que le superviseur
influence I’évolution du systeme en conditionnant ’occurrence de certains événements
(qualifiés de controlables). Avec notre approche, pour des SED modélisés par des
automates (max,+), on considere des influences externes au systéme pouvant agir
sur les transitions d’état controlables.

Définition 4 Une transition d’état est dite controlable si la validation de [’événe-
ment impliqué peut étre retardée.

On suppose qu'on peut observer et compter les transitions d’état (les occurrences
d’événements). C’est-a-dire qu’a tout instant, on considére connaitre le nombre de
transitions exécutées jusque-la.

Soit en A la matrice définie par I’équation (2.2) avec D correspondant & Ry, et
v(n) € _Lﬁ‘xx 1, n € N, un vecteur modélisant I'influence externe.
On définit itérativement la séquence de vecteurs T.(n) € @Lﬁ‘g ! pour n € N comme

suit :

{?EO) =5 _ . (4.1)
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. — _—|H|x|H
La ma‘mceBER' |||

max  est définie par :

Bk = (4.2)

— e sij=k et jest une transition controélable,
€ sinon.

Notons que pour une transition j incontrolable, Bj; = ¢ pour tout k£ € H et donc

Te(n +1); = [AT(n)]; (4.3)

ce qui signifie que l'entrée T(n); n’a aucune influence sur le signal Z.(n + 1);.
Dans le cas inverse,

Te(n +1); = [ATc(n)]; @ 0(n); (4.4)

le signal T.(n + 1); dépend alors de T(n);.

Proposition 9 Pour tout j € H, on définit ’élément ©(n); comme la date a partir
de laquelle la transition j est autorisée lorsque n transitions d’état ont été observées
(en supposant que U(0)(p q.q) > ap). L'élément To(n+1); désigne la valeur mazimum
de l’ensemble contenant les dates a partir desquelles la transition j peut survenir a
l'issue de n transitions d’état.

Preuve 9 D’une part, Z.(n+1) > T(n+1) ot ZT(n+1); (défini dans la proposition
1 sans influence externe) est la date d’achévement mazximum pour les séquences de
longueur n a l'issue desquelles la transition j peut survenir.

On a d’autre part T.(n+1) > Bo(n) ot [Bv(n)]; correspond a la date a partir de
laquelle la transition j est autorisée apres que n transitions d’état aient été observées.

Ces deux observations permettent de conclure que T.(n + 1); désigne le mazi-
mum des dates a partir desquelles la transition j peut survenir consécutivement a n
transitions d’état.

Notons que la récurrence (4.1) mene a :
n .
T(n+1) = A Bv(n - i). (4.5)
=0

Remarque 7 Pour des automates conventionnels (booléens), l'influence d’un controle
(supervision) est modélisée a l'aide d’un produit (synchrone) avec le langage
[Ramadge 1989]. La situation est comparable au contréle des automates (mazx,+)
basé sur leur représentation comportementale dans [Komenda 2009b]. Dans ces ap-
proches, le contréle n’est donc pas considéré comme une entrée exogéne agissant
sur U'état du systéme (il n’apparait pas comme un terme additionnel dans l’équation
d’état comme dans l’équation (4.1)).
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Remarque 8 Awvec l'approche décrite ci-dessus, une entrée influence une transi-
tion d’état en prévision d’un comportement pire-cas dans le futur (c’est-a-dire, en
anticipant le fait que les séquences de durées d’achévement maximum puissent étre
exécutées par le systémes). Par exemple, si on considére un systéme avec plusieurs
ordonnancements possibles (et [’ordonnancement choisi est inconnu), alors ’entrée
va agir comme si le pire ordonnancement (avec le plus grand makespan) s’applique
pour les transitions futures. Dans la section suivante, cette représentation permet
de calculer des lois de commande garantissant des objectifs pour le systéme (typique-
ment des deadlines pour l’achévement de séquences de longueur donnée) quel que soit
Pordonnancement appliqué en pratique. C’est une différence significative par rapport
a Uapproche de commande proposée dans [Komenda 2009b] qui est basée sur la re-
présentation comportementale, et dont la commande dépend de ’état courant et du
mot correspondant o la séquence qui a permis d’atteindre cet état. La commande est
alors définie selon l’'ordonnancement choisi.

Notons que U(n); peut étre choisi égal a T = 400, ce qui veut dire que la transition
controlable j est autorisée seulement a lissue d’un délai infini. Ceci est équivalent
a interdire cette transition, et ainsi des problemes de commande logique peuvent étre
abordés.

2 Approche de commande en juste-a-temps

La représentation définie par les équations (4.1) et (4.5) est utilisée pour traiter
le probleme de commande suivant :

Trouver la plus grande trajectoire {U(n)},en telle que :

n
@ A Bo(n —i) = 2(n), (4.6)

i=0
ol [z(n)]; spécifie I’échéance souhaitée pour les séquences de longueur n précédant la
transition j. En d’autres termes, on souhaite imposer que ’ensemble des séquences
de longueur n préfixant la transition j soient achevées avant, ou a, I'instant [z(n)];.

Les motivations sont les suivantes :

— L’inégalité (4.6) implique que I'entrée T est telle que ZTo(n + 1); < z(n); pour
tout n € N, j € H. Cela signifie que toutes les séquences de longueur n doivent
s’achever avant ’échéance spécifiée par z(n). Autrement dit, le maximum des
dates a partir desquelles la transition j peut survenir a l'issue de n transitions
d’état doit étre inférieur a I’échéance z(n);.

— Rechercher la plus grande entrée {v(n)},en signifie que 'on souhaite autoriser
I’occurrence des transitions au plus tard.

Dans ce sens, la loi de commande satisfait le critere appelé juste-a-temps.
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Remarque 9 On peut choisir un signal de consigne z tel que z(n); = T = 400
(échéance infinie) pour une transition j et pour n supérieur d une valeur donnée N .
Ceci conduit & une entrée de commande qui retarde indéfiniment (ce qui revient d
interdire) la transition controlable j. Ceci peut étre utile :

— pour traiter des aspects de commande logique,

— ou alors si {z(n)}nen est partiellement connu. Dans ce cas, il est possible de
considérer qu’au dela de la N-iéme les échéances sont +00. Lorsqu’on s’in-
téresse a la commande de systémes industriels, cela permet de spécifier, soit
qu’un nombre fini N de produits est a réaliser, soit que les ordres de produc-
tion sont inconnus au-dela du N -ieme produit. Dans les deux cas, les échéances
manquantes, ou inconnues, sont alors supposées non contraignantes au fonc-
tionnement courant du systéeme.

Les Propositions 10 et 11 donnent une réponse positive au probleme de com-
mande (4.6), et peuvent étre vues comme des adaptations de résultats établis pour
les systémes (max,+) linéaires [Baccelli 1992, §5.6], [Lahaye 1999b], [Menguy 2000],
[Lahaye 2000], [Lahaye 2008].

Ces résultats sont basés sur la théorie de la résiduation' du produit dont on rappelle
plusieurs propriétés.

Rappel 1 Dans le dioide complet Ryax, Uapplicatioin x — a ® x est résiduable ; sa
résiduée est Uapplication y — ayy. Les quelques formules de [Baccelli 1992, §4.4]
suivantes seront utiles par la suite :

a® (agr) <z, (f1)
aj(z Ay) = (akz) A (aky) (f2)
(a®b) ke = by(ayz) . (f-3)

Proposition 10 La trajectoire {Topt(n) tnen définie par :

n €N, Top(n) = N\(AB)Yz(n + i), (4.7)

>0

est la plus grande solution v de (4.6).

Preuve 10 Soit {(n)}nen une solution de (4.6). On a alors :

'La théorie de la résiduation permet la définition de pseudo-inverses d’applications isotones dé-
finies sur des ensembles ordonnés : une application f : C' — D est dite résiduable si Vy € D, le plus
petit élément de 'ensemble {z € C|f(x) = y} existe et appartient & cet ensemble.
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Vn € N, é ZiEE(n —1i) = z(n),
=0
& VYneNVi|i>0eti<n, Zigﬁ(n—i)jz(n),
o VneNVili>0eti<n, w(n—i)=(AB)xz(n),
o V' eNYi|i>0etn >0, v(n) < (AB)xz(n' +i),
(avec n' =n —1)
& Vn/ €N,Vi >0, 3(n') = (A'B)yz(n' + 1),
& VYn/ €N, o(n') = A (A B)Ra(n' + i) = Top(n).
1>0

Dans la proposition suivante, nous montrons que 7,y peut étre calculé a l'aide
d’une récurrence ”a rebours”.

Proposition 11 La trajectoire {Topt(n)}nen, définie par (4.7), est la plus grande
solution T de :

{an) =A%g(n +1) Az(n), 48)

Preuve 11 Montrons d’abord que {Ugpi(n)}nen est solution de (4.8).
On définit {fopt(n)}nEN par 5opt(n) = Bk{gopt(n)y et donc :

Eopt(n) = /\ Zi§z(n +1i) (conformément a (f.3)).

120

On vérifie alors que {Eqpt(N) bnen est solution de la premiére équation de (4.8) :

[AxEop(n+ )] Az(n) = [ZMA\O A'xz(n+i+1)] Az(n),
= A [ARA'Xz(n+i+1)] Az(n), (selon (f2))
- A (A %2+ i+ 1)] Az(n), (selon (£.3))
= ié\O(AWZ(n + 1)),

= gopt(n)~

Montrons a présent, que chaque solution de (4.8) est plus petite que {Topt (1) fnen.
Soit {v(n)Inen une solution de (4.8), on a :
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3(n) = BY(AN(+1)A z(n)),
AR +2) Az(n+1)] Az(n)),

[
2Ne(n+2) AANz(n+ 1) A z(n)) ,

ABRE( + 1) A %/:\:ngiyz(n + ), (Vi > 0)
N A BYz(n+j),
= E;pt(n)'

PN

Remarque 4.1 Le calcul de la solution de commande en juste-a-temps {Topt (1) fnen
a Uaide de (4.8) met seulement en jeu des résiduations du produit de matrices et
des infimums de matrices dans [’algébre (max,+). La complexité en temps est par
conséquent polynomiale.

3 Applications

3 .1 Gestion d’ateliers a cheminements multiples
3 .1.1 Jobshop 1

On considere le jobshop introduit dans la section 5 .1 du chapitre précédent, noté
jobshop1 et représenté par le réseau de Petri et automate (max,+) qui sont dessinés
respectivement sur les figures 4.1 et 4.2.

On considere la consigne suivante : retarder le systeme au maximum, tout en
assurant que ’exécution de 10 jobs s’acheve avant, ou a, la date t=70, quel que soit
I’'ordonnancement appliqué. Ceci se traduit par :

[2(30)]; = 70, pour j € Hg U Hg U Hy3.

On considere ce seul objectif, et on spécifie donc :

70 sije HgUHgUH;3et0<n <30,
[2(n)]; = { :
T sinon.
Les valeurs de [z(n)]; égales a T' = +o0 signifient que les échéances correspondantes
ne sont pas connues et par conséquent on leur attribue la valeur la moins contrai-
gnante.
— En premier lieu, on considére que tous les événements sont controlables (B est
égale a la matrice identité). En appliquant la récurrence (4.8), on obtient (Un
détail de ce calcul se trouve dans la section 1 de 'annexe B) :

[Uopt(o)](l,a,2) = 10.
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Figure 4.1 — Atelier jobshop 1 représenté par un réseau de Petri.

Cela signifie que si le premier job effectivement réalisé est 71, alors le début
de sa réalisation est autorisé a partir de la date 10. Ainsi, méme si le pire
ordonnancement est appliqué (10 jobs J; dont la durée d’achévement est égale
a 60), ces 10 jobs sont alors achevés avant, ou a, la date 70.

On obtient d’autre part,

[’Uopt(o)](l,d,3) = 13.

Cela signifie que si le premier job effectivement réalisé est Jo, alors le début de
sa réalisation est autorisé a partir de la date 13. Ainsi, méme si 9 jobs J; sont
ensuite réalisés (la duré d’achevement de 9 jobs J; apres un job Jo est égale a
57), les 10 jobs seront toujours achevés avant ou a la date 70.

On note que dans les deux cas (débuter par [J; ou par J»), le résultat de
commande nous permet d’assurer des dates d’achevement qui respectent la
consigne désirée z, en juste-a-temps.

Supposons maintenant que toutes les transitions associées au job J; sont in-
controlables (a,b et ¢ incontrélables). Dans ce cas la matrice B est différente
de la matrice identité, car les éléments de la diagonale qui correspondent aux
transitions incontrolables sont égaux & € = —oo (conformément a la définition
(4.2) de la matrice B).

L’ordonnancement qui ne contient que des jobs [J1 n’est pas controlable, on ne
peut donc pas retarder la réalisation de ces jobs s’il s’agit de I'ordonnancement



3 . Applications 65

Figure 4.2 — Atelier jobshop 1 représenté par un automate (max,+).

effectivement appliqué. On obtient par exemple :
[Vopt (1)) (1,a,2) = T, ¥n € N,

Puisque B; (1,4,2) = €,V (car a est incontrolable), les itérés [vopt(n)](1,0,2), 7 €
N, n’influent pas (ne retardent pas) ’évolution du systeme. La récurrence (4.8)
donne alors la plus grande valeur pour [vop(n)](1,4,2), qui de toute fagon n’a
pas d’influence sur I’évolution du systeme.

Cependant, tous les autres ordonnancements sont controlables, car il suffit que
I'ordonnancement contienne un job Jo (dont les événements sont controlables),
pour que le controleur retarde sa réalisation au maximum, tout en respectant
le principe du juste-a-temps. Par exemple, on obtient (comme dans le cas ou
toutes les transitions sont controlables, voir le point précédent) :

[Uopt(o)] (1,d,3) = 13.

Cela signifie que le début de la réalisation du job J5 est autorisé a partir de
la date 13. Ainsi, méme si la suite de 9 jobs [J; (incontrolables) sont ensuite
réalisés, les 10 jobs seront toujours achevés avant, ou a, la date 70.
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On obtient également :
[Uopt(27)](9,f,2) = 65.

Ainsi, méme si Pordonnancement optimal est appliqué (5 fois J71, dont la
durée d’achévement est égale a 41 unités de temps), la derniere transition du
9¢me job Ja, & savoir (9, f,2), est retardée telle que quelle que soit la séquence
d’événements qui survient ensuite, on est assuré de finir les 10 jobs avant ou a

la date désirée : t=70.

En d’autres termes, le principe du controle en juste-a-temps est respecté, car les
dernieres transitions, selon ’ordonnancement optimal, sont :(9, f,2)(2,b,4)(4, ¢, 6),
qui ont pour durée d’acheévement 5 unités de temps (voir la figue 4.3).

a pc

de f

Lol bl
50 55 60 65 70

Figure 4.3 —  Chronogramme de l'exécution de l’ordonnancement
ToT1 T T1 ToTJh T2 TJ1J2J1 apres controle en juste-a-temps.

3 .1.2 Jobshop 2

On considere le jobshop introduit dans la section 5 .2 du chapitre précédent, noté
jobshop?2 et modélisé par le réseau de Petri et Pautomate (max,+) qui sont dessinés
respectivement sur les figures 4.4 et 4.5.

Pour une consigne qui exige de retarder le systeme au maximum, tout en assurant
que 'exécution de 10 jobs s’acheve au plus tard a la date ¢ = 50, 'application du
résultat de commande en juste-a-temps permet d’obtenir, entre autres, les résultats
suivants :

— En considérant que tous les événements sont controlables, on obtient :

[vopt(o)](l,a,Z) = 8.

Cela signifie que 'entrée exogene va retarder la réalisation du premier job [J;
jusqu’a la date t = 8. Si le pire ordonnancement est ensuite effectivement
appliqué (dont le makespan est égal & 42), alors 1’échéance pour les 10 jobs
sera tout de méme satisfaite.

Par ailleurs,

[Vopt (0)](1,4,3) = 9,
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Figure 4.5 — Atelier jobshop 2 représenté par un automate (max,+).

indique que 'on retarde la réalisation du premier job J» a la date ¢ = 9. Ainsi,
quelle que soit la suite de jobs qui s’effectuera & la suite du job J5 (méme
si c’est une suite de 9 jobs J;) le makespan de ’ensemble des 10 jobs sera
inférieur o égale a 41 unités de temps, ce qui assure I’achévement avant ou a
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la date ¢t = 50.
— On considere maintenant que les événements du job J» sont incontrolables. On
obtient toujours :

[Vopt (0)](1,0,2) = 8-

Cela signifie que la commande continue a retarder les événements controlables
du job J1.

On a aussi :
[Uopt(26)](4,c,6) = 44.

Ce résultat peut servir dans le cas ou le job [Js est le dernier de I'ordonnance-
ment. En effet, le dernier événement du job Ji, ¢, ne sera autorisé qu’a partir
de la date t = 44. Ceci anticipe 'occurrence du job [Js en dernier, c’est-a-dire
que la derniere séquence qui démarrerait a la date ¢ = 44 serait : cdef qui a
comme durée d’exécution 6 unités de temps (voir figure 4.6). La consigne en
juste-a-temps est donc satisfaite car I’ensemble de I'ordonnancement s’acheve
avant, ou a, 'instant ¢t = 50.

o boracbooa oo bora booc boeoe b |
10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figure 4.6 — Déroulement de I'ordonnancement ... 717> au sein du systeme controlé.

3 .2 Gestion d’un croisement de lignes ferroviaires

Nous allons maintenant nous intéresser a un systéme de croisement de rails fer-
roviaires (figure 4.7). Celui-ci est composé de trois lignes unidirectionnelles notées :
L1, Lo et L3. On considere que chaque ligne comporte trois feux de signalisation,
notés comme suit :

~Li:a—ad —b,

- Lo:c—d—e,

~ Ly f—f—g

Un feu de signalisation permet d’autoriser ou interdire a un train de franchir ce
feu et de parcourir le trongon en aval jusqu’au feu suivant. Par exemple, le train
qui empreinte la ligne unidirectionnelle Lo va devoir franchir trois feux selon ’ordre
suivant : ¢, d puis e.

Le croisement ferroviaire comporte alors 9 feux de signalisation : a, d’, b, ¢, d, e, f et
f" auxquels on associe les durées respectives : 2, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1 et 2 unités de temps.
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Figure 4.7 — Croisement de 3 rails ferroviaires .

Une telle durée de passage traduit le temps nécessaire au train, s’il y est autorisé,
pour traverser le feu et parcourir le trongon jusqu’au prochain feu. Par exemple, le
train traversant la ligne £ met 2 unités de temps a franchir le feu a et arriver au
feu a’.

Afin d’éviter les collisions, le trongon [cd] de la ligne L9 ne pourra pas étre
traversé si un train se présente sur la ligne £; (c’est-a-dire, si un train est présent
sur le trongon [aa’] ou sur le trongon [a’b]). De méme, le trongon [de] de la ligne Lo
sera fermé si un train est présent sur la ligne L.

Réciproquement, la ligne £; (respectivement L3) n’est pas autorisée quand un
train passe sur le trongon [cd] (respectivement [de]) de la ligne L£y. D’autre part,
les feux sont utilisés pour garantir la présence d’un seul train sur les troncons de
ligne. Plus précisément, le feu a (respectivement f) autorise le passage d’un train &
la condition qu’aucun autre train ne soit présent sur les trongons [aa’] et [a’b] (res-
pectivement [ff'] et [f'g]). Sur la ligne Lo, un seul train est autorisé par trongon.
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Sur la ligne Lo, un seul train est autorisé par trongon.

Cette gestion des trains sur le croisement est modélisée par le réseau de Petri de
la figure 4.8.

Figure 4.8 — Croisement ferroviaire représenté par un réseau de Petri.

e?f/7f7g/0

Figure 4.9 — Croisement ferroviaire représenté par un automate (max,4+).

L’automate (max,+), dessiné sur la figure 4.9, admet le méme dateur que le
réseau de Petri de la figure 4.8, mais reconnait un langage plus grand (par exemple :
I’automate reconnait la séquence ffff.... qui n’est pas possible dans le réseau de
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Petri).

Toutefois, étant donné que ce modele d’automate (max,+) nous permet d’obte-
nir les bonnes dates d’achevement pour les séquences d’événements, selon la repré-
sentation classique de automate (max,+), on est certain que la représentation du
comportement pire-cas nous donne les durées d’achévement maximum pour toutes
les séquences de longueur n aboutissant a un état p donné. Par conséquent, on s’in-
téressera a l'évaluation des makespan du comportement pire-cas du systeme et a sa
commande.

Si le nombre de trains traversant le croisement est égal a n, le nombre de feux
franchis par ces trains sera égal a 3n, puisque chaque ligne comporte 3 feux de
signalisation. On peut alors interpréter quelques résultats obtenus en appliquant
la représentation pire-cas en matiere de durées d’achévement pour les automates
(max,+) (voir la section 2 de ’annexe B pour un détail des résultats). En effet, pour
le passage de 10 trains consécutifs par le croisement (n = 30) on obtient :

P [=(B1); =50.

JEH1UHg

Cela signifie que la traversée de 10 trains sur le croisement dure au maximum 50
unités de temps, ce qui correspond a 10 traversées consécutives de la ligne L.

On considére que tous les événements (les feux de signalisation) sont controlables.
On applique comme consigne pour 10 traversées de trains la date maximale ¢t = 80.
En utilisant le résultat de commande en juste-a-temps pour les durées d’achevements,
on obtient le résultat suivant :

[Vopt (0)] (1,a,2) = 30.

Le premier train candidat a la traversée de la ligne £ ne sera autorisé qu’a partir
de la date t = 30, afin que les 9 traversées de trains suivantes soient achevées au plus
tard a t = 80.

4  Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons apporté une modification a la représentation extré-
male évaluant les durées d’achévements maximum des séquences, en considérant une
influence extérieure. En effet, une entrée exogene a été définie, notée v(n), n € N,
qui agit sur la dynamique du systeme en retardant ou interdisant ’occurrence de
transitions controlables.

Ce qui nous conduit & une représentation des automates (max,+) qui s’apparente
aux équations d’états des systémes (max,+) linéaires :

{EC(O) =g,
Ze(n +1) = Az.(n) @ Bo(n).
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Un premier probleme de commande est alors posé, celui de trouver la commande qui
retarde le systeme le plus possible tout en respectant des échéances. C’est ce qu’on
appelle la commande en boucle ouverte selon le critere du juste a temps.

Un solution analytique a ce probleme est donnée, ainsi qu'un algorithme de com-
plexité polynomiale sous la forme d’une récurrence a rebours pour le calcul de la
solution de commande.

Enfin, des applications de cette commande sont présentées afin d’illustrer son apport
et son influence sur le systeme sur deux exemples d’atelier jobshop et un exemple de
croisement de lignes ferroviaires.

Parmi les perspectives qui découlent de ce travail de commande, il est prévu d’ap-
pliquer d’autres lois de commande développées pour les systémes (max,+)-linéaires.
En particuliers, I’entrée exogeéne pourrait étre influencée par retour d’information
(feedback) sous la forme d’une tructure de commande en boucle fermée. D’autres
criteres pourraient également étre considérés (minimisation de retards, commande
en juste apres, ...).

D’autre part, on peut envisager une méme approche de commande, a partir des
autres représentations de comportements extrémaux introduites au chapitre 2.
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Conclusion générale

Dans ce manuscrit, nous avons pu apporter des contributions a 1’étude des sys-
temes a événements discrets. Ces contributions concernent plus précisément la théorie
des automates pondérés dans l'algebre (max,+), appelés automates (max,+). L'uti-
lisation de cet outil de modélisation nous a permis d’obtenir des résultats dans les
domaines de I’évaluation de performances et de la commande.

Dans un premier temps, nous avons présenté cet outil de modélisation ainsi qu’une
partie des résultats et propriétés proposées dans la littérature. Cette présentation
conduit au constat servant de postulat a cette these : il existe de nombreux problemes
importants pour les automates (max,+) qui ne peuvent pas (ou seulement partiel-
lement) étre traités en utilisant les représentations connues pour ceux-ci. Ce travail
vise donc a proposer des représentations alternatives pour les automates (max,+)
avec 'ambition de pouvoir traiter de fagon efficace des nouveaux problemes.

L’idée est de définir un vecteur dont les éléments sont liés aux transitions d’état
de I'automate (max,+) et qui satisfont une récurrence soit sur la longueur des sé-
b
quences, soit sur le temps discrétisé.

Partant de cette approche, nous avons pu aboutir & différentes représentations dé-
crivant les comportements extrémaux des automates (max,+). Ces représentations
s’écrivent soit dans l'algebre (max,+), soit dans lalgebre (min,+), selon que l'on
cherche a décrire le comportement pire-cas ou le comportement optimal.

Grace a ces représentations, on a pu extraire des indicateurs de performances
intéressants, avec une complexité en temps polynomiale. De plus, pour une des re-
présentations exposées, on a pu définir une entrée exogene qui modélise une influence
extérieure. Une telle entrée peut étre vue comme un moyen pour retarder, voire inter-
dire, une transition d’état au sein de 'automate. On obtient alors une représentation
d’état semblable a celle des systémes (max,+)-linéaires. Cette ressemblance entre les
représentations nous incite ensuite a approfondir les analogies pour la commande.
Plus précisément, on transpose aux automates (max,+), une loi de commande en
boucle ouverte bien connue pour les systemes (max,+)-linéaires. Des applications a
différents systemes (2 systemes d’ateliers jobshop ainsi qu’'un systéme de croisement
de lignes ferroviaires) ont été présentés afin d’illustrer Papport des indicateurs de
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performance ainsi que de la commande proposée.

Les perspectives qui découlent de ces travaux, qui ont déja été soulignées, peuvent

se résumer comme suit :

— tirer profit des propriétés spectrales des matrices utilisées pour les représenta-
tions extrémales, dans le but de simplifier le calcul des indicateurs de perfor-
mance déduits et de définir des propriétés de cyclicité pour le systeme.

— transposer d’autres lois de commande connues pour les systemes (max,+)-
linéaires. Plus précisément, des structures de commande différentes peuvent
étre abordées, comme la commande en boucle fermée, la commande avec pré-
compensateur, ...

— appliquer les résultats de commande et d’évaluation de performance pour des
systemes réels. Un intérét serait d’interpréter des problématiques de gestion
de trafic ferroviaire, d’économie d’énergie, de diagnostic, d’ordonnancement
manufacturier, ...
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1  Détails pour 'exemple du jobshopl1

1.1 Evaluation des durées d’achévement

L’automate (max,+) modélisant le jobshop! est représenté sur la figure 3.2. L’en-
semble des transition est : H = {(1,a,2), (1,d,3),(2,b,4), (3,¢,5), (4,¢,6), (4,d,7),(5, f,8),(5,a,9)
,(6,a,2),(6,d,10),(7,¢,10), (8,a,11),(8,d,3), (9, f,2),(10,e,12),(11,b,4),
(12, £,13), (12, a, 14), (13, d, 10), (13, a, 15), (14, f, 15), (15, b, 4)}.

La matrice A est construite selon (2.2) :
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E € € € € € € € ¢ ¢ ¢ ¢ g € € € € € ¢ ¢ ¢& ¢
E &€ &€ € € € €€ € €& ¢ ¢ ¢ &g €& €& e € € ¢ ¢ ¢ ¢

2 € € € € € € € 2 € € € €1 e € € € € € € ¢

el €6 ¢ €6 6 €6 €6 €6 €6 ¢ €1 € € € € € € € € ¢
€ € 2 € € € € € € € € € € € € 2 € € € € € 2

2 € € € € € € € € € € € € 2 € € € € & 2
1l 6 6 €6 6 € €6 €6 €6 € € € € € € € € € ¢
l ¢ €6 €6 6 €6 €6 6 €6 € €6 € € € € € € € ¢

9
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E E € E 2 € € € E € € E E € E £ E € € € € €

9
9
9

W W W

E E € E 2 € € € E € €E E E € E € E € € € € €

€ € € € €1 € €6 € € € € € € € € € € € € € ¢

E E € E € €E 3 € € € € E € € E € E € € € € €

€E € E E € € 3 € € € € € € € € € € € € € € ¢

E E € E € €E € 2 € € € E € € E € €E € € € € €

€ € € € € € € € € 0 e € € € € € € €1 € ¢ ¢

€ € € € € € €€ € €€ 0 € € e € € € € € € ¢
E € € € € € € € € € € € € €1 € € € € € € ¢
€ € € € € € € € € € € € €€l e € € € € € ¢
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Rappelons que ’équation (2.3) nous permet d’évaluer les durées d’achévement de

I'automate (max,+) comme suit :

pour tout (p,a,q) € H,

pour n > 1.

+1) = A® z(n)

D) p.a.q)
n

(
(

ZT
T

Appliquée dans Ry, €t Ryin, on obtient respectivement les durées d’achevement

du comportement pire cas T(n), et meilleurs cas z(n). Pour n = 0: 30 on obtient :
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s

1.2 Evaluation des longueurs de séquences

ts de Pautomate (max,+) est :

3

3

s

ées associées aux événemen

3

L’ensemble des dur

{0,1,2,3}.

T —

On construit alors les matrices E,, 7 € T selon (2.4) :
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E € € € &€ ¢ € € ¢ € € €€ € ¢ €& ¢ € &g €& ¢ & ¢
E E E E E E E E €E € € € € € € € € € €1 e ¢
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et E3

L’équation (2.5) nous permet d’évaluer les longueurs de séquences s’achevant avant,

ou a, l'instant ¢ :
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On obtient alors pour t =1:41:
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[ R R R A S S S S S R N S N S S N S N N N N N N N S S e e
W WWWL YL L0000 O OO0 O OO0V O OO0 O O OO0 O OO OO
W WWWLWL YL L0000 O O OO0 O OO0V O OO0 O OOV OO OO OO
W WWWY YL YOO O OO0 O O O OO0 O OO0V O OO0 O OOV OO OO OO
0w W WY VIO IO IO IO IO IO IO IO IO IO 1D IO 1O 10 1D 1D 1D 10 10 1D 1D 1O 10 1O 1O 10 10 10 10 1O 10 10 10
0w LWL VIO IO IO IO IO IO IO 1O 1O 1O 1O 1D 10 10 1D 10 10 1D 10 1O 10 10 10 10 1O 10 10 10 10 10 10 10 10
WW W H T T FF T H AT
WW W WO H T T FH T H T AT
W WWwMMMMMOMNMNMMIONONMMMOMMMNMMONOMMMINONMMMM MMM MMM
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2 Détails pour I’exemple du jobshop2

2 .1 Evaluation des durées d’achévement

L’automate (max,+) modélisant le jobshop2 est représenté sur la figure 3.6. L’en-
semble des transitions est : H = {(1,q,2), (1,d,3),(2,b,4), (3,¢,5), (4,¢,6), (4,d,7), (5,a,8), (5, f,9),
(6,a,2), (6,d,3), (7,¢,3), (8, £,2),(9,a,2),(9,d,3), (4,a,10), (10,c,2),
(5,d,11), (11, f,3)}.

On construit la matrice A selon (2.2) :

E €E E € € € € € € € € € € € € € € €
E €E E € € € € € € € € € € € € € € €
2 € € €€ € €€ 0 e e 1 0 € € 0 ¢ ¢
el € €6 €6 €6 € €€ 01 € e 0 ¢ e e 2
E € 2 € € € € € € € € € € € € € € €
€E € 2 € € € € € € € € € € € € € € €
€ € € 1 € €6 €6 € € € € € € € € € € €
€ € € 1 € € € € € € € € € € € € € ¢
A€ ¢ ¢ ¢ 2 € € € €E € € € € € € € € €
€E € € € 2 € € € € € € € € € € € € €
€ € € € €1 € € € € € € € € € € € ¢
E € € € € € 2 € € € € € € € € € € €
€E € € € € € € 3 € € € € € € € € € €
E € € € € € € 3 € € € € € € € € € €
€E € 2 € € € € € € € € € € € € € € €
E €E € € € € € € € € € € € € 2 € € ¢
€ € € 1 € € €6 € € € € € € € € € € ¢
E € € € € € € € € € € € € € € € 1 ¢

L’évaluation des durées d’achévement grace a (2.3) nous permet d’obtenir les résul-
tats suivants, pour n =0: 30 :
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woutowwowowTowwuGovwufoueFowouRowowuFowewuBewwuRoe
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wWowwwwewZveuToweBoweJovowuowowuIToweFovwuBlowed
wowutworswwRoveFTooeT oo ool woeRowleed
WowwwedswwRoveFToeT vl oweuRowwloved
wWowowewlovoTowwuBwoeJovouowwIoweFovwRowwd
wowwowwZoveuToweuBoeJovowuowowuIoweFovwuBlowewd
WON OO~ OO TWR VTR v oveRweB R e
WON OO~ OOZT VR VTR oo oouFowewBowowuRow
wotowowowowTovwGovwuIoueFowouRovewuFowewBewwuFoe
wotowowowowTowvwGovwufoueFowouRowwuFdowewBewwuRoe
W= oo wwdouTowwRooeJowwuloweuFoweudowBowow
WA w oo oS weRooJowwRowouRoweudowewuBoeow
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€
€
€
5
€
€
9
€
€
13
€
€
17
€
€
21
€
€
25
€
€
29

e e e € € e e e
e € e € € e e 5
4 4 2 2 € € € €
£ £ € € 6 6 5 4
e e 5 5 € 5 5 5
7 7 6 6 € e e e
€ € € € 9 9 8 8
€ e e € € 5 e e
11 11 10 10 e € £ £
€ € € e 13 13 12 12
e € e € € e e e
15 15 14 14 ¢ € € €
€ 5 e e 17 17 16 16
5 e 5 5 € 5 5 5
19 19 18 18 ¢ € € £
€ € € e 21 21 20 20 21
5 e 5 € € 5 5 5
23 23 22 22 ¢ € € €
€ € € e 25 25 24 24 25
e e e € € e e e
27 27 26 26 ¢ € € €
£ € € e 29 29 28 28

€
1
€
€
5
€
€
9
€
€
13
€
€
17
€
€
21
€
€
25
€
€

e 29 29
€

)

30

31

31 30 30 ¢
€

31

32 33 33 33 31

32

33 33

£

e 33 33
€

)

34

35

35 34 34 ¢
€

35

37 ¢ 35

36 37 37 ¢

37 37 36

)

£

€
39 39 38

37 37

£

£

38

39
€

€
41

38

)
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2.2 Evahuﬂﬁon.deslongueurS(haséquences

L’ensemble des durées associées aux événements est :
T=1{0,1,2,3}
On construit les matrices E;, 7 € T', selon (2.4) et on obtient :

CEEECEEECEEECEEEEE
EEEEEEEEEEEEEEEEEE
cececeeeleceleelee
ceceeceeecleeeleece
EEEEEEEEEEEEEEEEEE
CEEECEEECEEECEEEEE
EEEEEEEEEEEEEEEEEE
CEEECEEECEEECEEEEE
g, _ | ceceecceeceececeeee

07 | cececeeecceeeseeees |
EEEEEEEECEEEEEEEEE
CEEECEEECEEECEEEEE
EEEEEEEEEEEEEEEEEE
CEEECEEECEEECEEEEE
EEEEEEEEEEEEEEEEEE
EEEEEEEEEEEEEEEEEE
CEEECEEECEEECEEEEE
EEEEEEEEEEEEEEEEEE

B =

M M M M O M O M O M 6O M 6O M- 6O MO O O
M M ;O M 6O M 6 M 6 M 606 O 6 O =060 O O
M M M M O M O M O M 6O M 6O M- 6O O O O
M =M M 6O M 6 M 60 O 60 6060 60 6 O O
M M O M O M O M O M 6O M 6O M- 6O O O O
M mHm MO M 6O M 6O = 060 M 6 O 6 O 6O O O O
M M M M O M 6O M O M 6O M 6O M- 6O O O O
M mHm ;O M 6O M 6 M 6 M 606 MO 6 6O 6O O O O
M M ;O M 6O M 6 M 6 M 6 MO 6 O 6O O O O
M M O M O M 6O M 6O M 6O M 6O M- 6O O O O
M M ;O M 6O M 6O M 6O M 6 M 6O M = 060 O O
M M M M O M 6O M 6O M 6O M 6O O 6O = 6O O
M MM ;O M 6O M 6O M 6 M 6 M 6 ;O 6O O O O
M M O M O M 6O M 6O M 6 M 6O - 6O O O O
M M ;O M 6O M 6O M 6O M 6O M 6O M- 6O O M O
M M ;O M 6O M 6O M 6O M 6O M 6O ;- O O ;O O
o M & M 6O ;- 6 - 06 O 6 6 6O 6 - 6 M
M M ;O M 0O M O M 0 M O M 6O M- ;O M- M O
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E € € € € € ¢ ¢ ¢ € €€ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢ ¢
E € &€ € € ¢ ¢ ¢ ¢ €€ g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
1l €6 €6 €6 €6 €6 €6 €6 €6 €6 € € € € € € € €
€ € € € € € € € € € € € € € € ¢ ¢ 1

e €1 € €6 €6 € € € € € € € € € € € €

e €l € € €6 €6 €6 €6 € € € € € € € € €

E € € € € ¢ ¢ ¢ ¢ €€ €€ ¢ ¢ € € ¢ ¢ ¢
E € € € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ € g ¢ €& ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

e € € €1l € €6 €6 € € € € € € € € € €

e € € €l € €6 €6 € € € € € € € € € €

E € &€ € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ €€ € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

€ € € € € €1 € € € € € € € € € € €

E € &€ € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ €€ € ¢ €& ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
E € € € € ¢ ¢ ¢ ¢ € €€ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢ ¢

e €l € € €6 €6 €6 € € € € € € € € € €

E € € € € € € € € € € € € €1 € € ¢
E € € € € ¢ ¢ ¢ ¢ €€ g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
E € € € ¢ € ¢ € ¢ g ¢ ¢ g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

E € € € € € € €€ &£ ¢ €€ ¢ ¢ g ¢ ¢ ¢ ¢
E € € ¢ € € € € € € ¢ ¢ ¢ ¢ € €& ¢ ¢
E € € € € € € €€ ¢ ¢ €€ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
E € € ¢ € € € € € € ¢ ¢ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢
E € € € € € € €€ ¢ ¢ €€ €& ¢ g & ¢ ¢ ¢
E € € € € € € €€ ¢ ¢ €€ €& ¢ ¢ & ¢ ¢ ¢
E € € ¢ € € € € € € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
E € € € € € € €€ ¢ ¢ € €& ¢ ¢ & ¢ ¢ ¢
E € € ¢ € € € € € € ¢ ¢ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢
E € € € € € € €€ €€ ¢ €€ €& ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
E € € ¢ € € € €€ € € ¢ ¢ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢
E € € € € € € €€ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢ & ¢ ¢ ¢

€ € € € € € €l e € € € € € € € € ¢

€ € € € € € €1l € € € € € € € € € ¢

E € € ¢ € € € €€ € € ¢&¢ ¢ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢
E € € ¢ € € € € € € ¢ € ¢ € € ¢ ¢ ¢
E € € ¢ € € € €€ € € ¢ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢ ¢
E € € ¢ € € € €€ € € ¢ ¢ ¢ ¢ € ¢ ¢ ¢

L’équation (2.5) nous permet d’évaluer les longueurs de séquences s’achevant une

date donnée. On obtient pour t =1 : 41 :
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ANNEXE B

Détails des exemples pour la

commande

Sommaire
1 Commande du jobshopl . . . . . . . . . ... ... ... 97
2 Commande du croisement ferroviaire . . . ... ... ... 103

Dans cette annexe, nous explicitons les résultats numériques complets du calcul
de commande en juste-temps.

1 Commande du jobshopl

La représentation utilisée pour le jobshopl est détaillée dans la section 1.1 de
I’annexe A.

Rappelons que la consigne appliquée z(n) signifie que 'on souhaite une date
d’achévement maximum pour 10 jobs inférieur ou égale a 70 unités de temps :

70 sije HgUHgUH3et 0 <n <30,
[2(n)]; =

T  sinon.

On obtient alors grace a la récurrence (4.8), pour n =0 : 30 :
Si tous les événements sont controlables, alors la matrice B est la matrice identité
(des 7e” sur la diagonale et des ¢ partout ailleurs).



64 65 66
+oo oo 66

400 400 +oo 400
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Grace a la récurrence (4.1) (en considérant que toutes les transitions sont controlables), on obtient :

T (n+1) =

10 13
16 19
16 19
16 19
22 25
22 25
22 25
28 31
28 31
28 31
34 37
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34 37
40 43
40 43
40 43
46 49
46 49
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100

b Jo sont controlables alors la matrice B

és au jo

ez

ts associ

3

3

evenemen

Si seuls les
est donnée par :

E € € € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ g g ¢ ¢ ¢ € € ¢ & ¢

€ 0 €6 €6 €6 €6 € € €6 €6 € € € € € € € € € € € €

E € € € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ g g ¢ € ¢ € € ¢ & ¢

e € € 0 € € € € € € € € € € € € E € € € € €

E € &€ € € € € € € ¢ € ¢ ¢ € ¢ g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

e € € € € 0 € € € € € € € € € € € € € € € ¢

E € &€ € € € € €€ € ¢ € ¢ ¢ g ¢ &g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

€ € € € € € € 0 € € € € € € € € € € € € € ¢

E € &€ € € € € ¢ € ¢ €€ ¢ ¢ € €& g ¢ ¢ ¢ € ¢ ¢

€ € € € € € € € €0 e e € € € € € € € € € ¢

E € &€ € € € € € € ¢ € ¢ ¢ € €& &g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
€ € € € € € € € €€ €0 € € € € € € € € € ¢
E € &€ € &€ € € ¢ € ¢ € ¢ €& ¢ €& &g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
€ € € € € € € € € € €€ €0 € € € € € € € ¢
E € &€ € € € € ¢ € ¢ €€ ¢ ¢ € ¢ &g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
E € &€ € € € € ¢ € ¢ € ¢ ¢ ¢ ¢ &g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
€ € € € € € € € € € € € € € €€ 0 € € € € ¢
E € € € € € € € € € € € € € € €€ 0 € € ¢ ¢
€ € € € € € € € € € € € € € €€ ¢ ¢ 0

E € € € ¢ € € ¢ € ¢ € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

E € € ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ & ¢

W L WO

w W O

3

E € &€ € € € € ¢ € ¢ €€ ¢ €& € ¢ ¢ ¢ €& ¢ ¢ ¢



La récurrence (4.8) donne :

T
Uopt (n) =

“+o00
+oo
“+o00
+oo
+oo
“+o00
+oo
“+o00
+oo
“+o00
+oo
+oo
“+o00
+oo
“+o00
+oo
“+o00
+oo
“+o00
“+o00
+oo
“+o00
+oo
“+o00
+oo
“+o00
+oo
+oo
“+o00
+oo
“+o00

13 +o00
19 +o00
19 +o00
19 +o00
25 +o00
25 +o00
25 +o00
31 +o0
31 +o00
31 +o0
37 +o00
37 +o00
37 +o0
43 +o00
43 +o00
43 +o00
49 +o00
49 +o00
49 +o00
55 +o0
55 +o00
55 +o0
60 +o00
60 +o0
60 +o00
65 +o0
65 +o00
65 +o00
400  +oo
+oco  +oo
400  +oo

14 +o0
14 +o0
20 +o00
20 +o0
20 +o0
26 +o0
26 +o0
26 +o0
32 +o0
32 +o0
32 +o00
38 +o0
38 +o0
38 +o0
44 +o0
44 +o0
44 +o0
50 +o0
50 +o0
50 +o0
56 +o0
56 +o0
56 +o0
61 +o0
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Grace a la récurrence (4.1) (en considérant que seules les transitions du job [J2 sont contrdlables), on obtient :

Tl (n+1) =
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2 . Commande du croisement ferroviaire 103

2 Commande du croisement ferroviaire

L’automate (max,+) modélisant le croisement ferroviaire est représenté sur la
figure 4.9. L’ensemble des transitions est :

H={(1,a,2),(1,¢,4),(1, f",1),(1, f,1),(1,9,1),(2,a",3), (2, [, 2), (2, f,2),
(2,9,2),(3,6,1),(3, f',3), (3, f,3), (3,9, 3), (4,d,1), (4,d, 5), (5, ¢, 6),
(6,d,5),(6,d,1),(6,a,6),(6,a 76)7(675,6) (6, £,7),(7,f',8),(7,a,7),
(7,d',7),(7,b,7),(8,9,6),(8,d',8),(8,a,8),(8,b,8),(1,e,1),(2,¢,2),
(3,€,3),(6,¢,6),(7,¢,7),(8,¢,8)}.

La consigne appliquée a I’exemple du croisement ferroviaire, pour 10 traversées
de trains la date maximale est ¢t = 80 :

50 sij€ HyUHget0<n <80,
[2(n)]; =

T  sinon.

En considérant que tous les feux de signalisation sont contrélables, on aboutit a
une solution de commande grace a la récurrence (4.8), pour n =0: 30 :
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Grace a la récurrence (4.1), on évalue les durées d’achévements maximales du systéemes commandé, et on trouve pour n = 0 : 30 :

Tn+1)=

30
31
32
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32
31
32
32
32
30
32
32
32
31
32
32
32
31
33
33
33
32
31
33

32
32
34
34
34
32
34
34
34
32
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42
44
44
44
42
44
44
44
42
43
43
43

44
43
44
43
44

44
44
43
45
45
45

44
44
44
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45
44
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106 Annexe B. Détails des exemples pour la commande
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Résumé

Les travaux abordés dans cette thése concernent
la modélisation des systéemes a événements
discrets a l'aide d’automates a multiplicités dans
l'algebre (max,+), appelés automates (max,+).
Nous proposons des représentations alternatives
pour les automates (max,+). Celles-ci traduisent
I'évolution des automates de fagon approximative,
car seuls leurs comportements extrémaux sont
décrits, mais il est escompté de pouvoir résoudre
a l'aide de celles-ci des probléemes importants
avec une complexité raisonnable. Plus
exactement, des équations récursives ont été
définies dans 'algebre (max,+) et I'algébre (min,+)
afin de décrire les comportements pire-cas et
meilleur-cas des automates (max,+).

Il est montré que ces représentations permettent
d’évaluer les performances de systémes avec une
faible complexité de calcul.

L’influence d’une entrée exogene peut étre prise
en compte dans ces représentations et on obtient
alors un modéle analogue aux équations d’état
standard pour les systémes non-autonomes dans
l'algébre (max,+). Cette caractéristique permet
I'adaptation de lois de commande développées
pour les systemes (max,+) linéaires aux systemes
a événements discrets appréhendés a l'aide
d’automates (max,+).
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Abstract

The work presented in this thesis deals with the
modeling of discrete event systems using (max,+)
automata, that is automata with weights in the so-
called (max,+) algebra.

We propose alternative representations for
(max,+) automata. These representations
approximate the dynamics of (max,+) automata,
since only their extremal behaviors are described,
but they are expected to make possible to solve
important problems with reasonable complexity.
More precisely, recursive equations are defined
over (max,+) and (min,+) algebras to describe
worst case and optimal case behaviors of (max,+)
automata.

It is shown that several pertinent performance
indicators can be easily derived or approximated
from these representations with a low computation
complexity.

Another contribution is to define inputs which
model exogenous influences on their dynamic
evolution, and a new approach for the control of
(max,+) automata is proposed.
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