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présentée et soutenue publiquement
par

Anas Batou

le 03 Juin 2014

Titre :

Dynamique des structures déformables et des
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Résumé

Ce mémoire synthétise mes travaux de recherches post-doctorales au sein du labora-
toire Modélisation et Simulation Multi Echelle (MSME) sur la période Novembre 2008 -
Décembre 2013. Durant cette période, je me suis intéressé de manière générale à la quan-
tification des incertitudes et à la réduction de modèle pour la modélisation numérique
des systèmes dynamiques.
Dans une première partie, on s’intéresse à la modélisation des incertitudes dans les
systèmes multicorps (mécanismes). Pour ce type de système, les incertitudes concernent
les paramètres du modèle. Ces incertitudes sont liées soit à une variabilité naturelle,
soit à un manque de connaissance sur ces paramètres. On s’intéresse en particulier à
la modélisation des incertitudes relatives à la distribution de masse des solides rigides.
Afin d’être compatible avec le formalisme de la dynamique des systèmes multicorps,
cette modélisation est construite directement au niveau des propriétés globales d’inertie
(masse totale, centre de gravité et tenseur d’inertie) des solides rigides.
Dans la partie suivante, on s’intéresse à la modélisation et à l’identification en inverse
des incertitudes dans les structures déformables. Pour ces structures, en plus des incer-
titudes sur les paramètres, il existe des incertitudes de modèle induites par les erreurs
de modélisation (discrétisation, choix de la loi de comportement, ...). Pour prendre en
compte ces deux types d’incertitudes, une approche probabiliste mixte paramétrique/non
paramétrique est utilisée. L’accent sera mis sur l’identification des hyper-paramètres du
modèle stochastique en utilisant des mesures expérimentales. Plusieurs types d’observa-
tions expérimentales seront analysés.
Le troisième partie de ce mémoire présente une nouvelle méthodologie d’analyse dy-
namique des structures à forte densité modale. Celle-ci est basée sur une séparation
global/local de l’espace des déplacements admissibles, permettant ainsi de construire un
modèle réduit des déplacements globaux de petite dimension puis, si cela est nécessaire,
de prendre en compte les contributions locales par une approche probabiliste. Deux ap-
plications industrielles seront présentées : la première concerne l’analyse vibratoire BF
d’un véhicule automobile et la seconde concerne la réponse non-linéaire transitoire d’une
rangée d’assemblages combustibles.
Enfin, la quatrième partie de ces travaux concerne cette fois-ci l’aléa du chargement
appliqué. On s’intéresse en particulier à la génération d’accélérogrammes pour la con-
struction de chargements sismiques. On présente une nouvelle méthodologie de construc-
tion et de génération d’accélérogrammes prenant en compte des propriétés physiques et
des spécifications issues de l’ingénierie sismique. Cette méthodologie tient compte de la
grande dimension stochastique du processus stochastique modélisant l’accélérogramme.
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5.4 Extension à trois échelles pour l’analyse BF-MF-HF. . . . . . . . . . . . 105

5.5 Conclusions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.6 Perspectives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110



TABLE DES MATIÈRES 7
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Chapitre 1

Synthèse des activités
professionnelles.

1.1 État civil.

Anas Batou
Né le 10 septembre 1981 à Amiens
Marié, 2 enfants
Mâıtre de conférence
Laboratoire Modélisation et Simulation Multi Echelle, UMR 8208
Université Paris-Est Marne-la-Vallée
5, Bd Descartes
77 454 Marne-la-Vallée Cedex 2
Tel. : 01 60 95 77 92
Fax : 01 60 95 77 99
E-mail : anas.batou@univ-paris-est.fr

1.2 Parcours professionnel.

1.2.1 Formation

1999–2001 : CPGE PTSI/PT∗, Lycée Marie Curie, Nogent-sur-Oise.
2001–2005 : ENS Cachan - Département de génie mécanique.

2004–2005 : Master Dynamique des Structures et Systèmes couplés de l’Ecole Cen-
trale de Paris.

2005–2008 : Doctorat de l’université Paris-Est Marne-la-Vallée, dirigé par C. Soize
et intitulé ’Identification des forces stochastiques appliqués à un
système dynamique non-linéaire en utilisant un modèle numérique in-
certain et des réponses expérimentales’. Thèse Cifre EDF R&D. Jury :
D. Aubry, C. H. Lamarque, C. Blanzé, L. Billet, C. Soize.

anas.batou@univ-paris-est.fr
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1.2.2 Expérience professionnelle

2008–2010 : ATER à l’Université Paris-Est Marne-la-Vallée.
2010– : Mâıtre de conférence à l’Université Paris-Est Marne-la-Vallée.

1.3 Responsabilités collectives.

1.3.1 Responsabilités administratives

2013– : Membre de la commission permanente de recrutement de l’Université
Paris-Est Marne-la-Vallée pour les sections 60 et 62.

2013 : Membre extérieur du comité de sélection de l’INSA de Rouen pour la
section 60.

2014 : Membre extérieur du comité de sélection du Conservatoire National des
Arts et Métiers pour la section 60.

2014 : Membre extérieur du comité de sélection de l’INSA de Rouen pour la
section 60.

1.3.2 Responsabilités pédagogiques

2011– : Responsable de la dernière année pour la filière Génie Civil de l’école
d’ingénieur ESIPE.

2010– : Tutorat académique de 10 apprentis de l’ESIPE (accompagnement
pédagogique et suivi entreprise sur 3 années pour chaque étudiant).

1.4 Enseignements.

J’ai dispensé des cours à l’université Paris-Est Marne-la-Vallée durant ma thèse (vaca-
tions), puis durant mes deux années d’ATER et depuis ma prise de fonction de mâıtre de
conférence. Durant cette période, j’ai enseigné dans deux UFR : l’Institut Francilien des
Sciences Appliquées IFSA (licence de ’Sciences Physiques’ et Master de ’Mécanique et
Génie Civil’) et l’ESIPE. J’ai aussi préparé et dispensé des Travaux Pratiques en CPGE
PSI∗ du Lycée Janson de Sailly (Paris) de 2005 à 2009.

Liste des cours enseignés :

– Statistiques et Probabilités : ESIPE GC-1A, GM-1A, MFPI-1A. CM + TD.
– Dynamique des solides : ESIPE GM-2A. CM + TD + Projet.
– Dynamique des structures : ESIPE GC-2A, GM-2A, MFPI-3A. CM + TD +
Projet.

– Fiabilité des structures : ESIPE GC-3A. CM + TD.
– Introduction à la mécanique : L1 SP. TD.
– Ondes : M1 MGC. CM + TD.
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– Élasticité : ESIPE MFPI-2A. CM + TD.
– Analyse : L3 SP. CM + TD.
– Algèbre linéaire : L3 SP. CM + TD.
– Algèbre linéaire : ESIPE GC-1A. CM + TD.
– CAO : CPGE PSI∗. TP.

1.5 Activités de recherche.

1.5.1 Thématiques de recherche post-doctorales

– Quantification des incertitudes en dynamique des solides rigides.
– Quantification des incertitudes en dynamique des structures déformables.
– Réduction de modèle pour les structures dynamiques à forte densité modale.
– Génération d’accélérogrammes sismiques par la théorie de l’information.

1.5.2 Bilan de la production scientifique

– 1 chapitre de livre.
– 16 publications parues dans des revues avec comité de lecture.
– 27 actes de congrès avec comité de lecture (pour 31 présentations dans des conférences
internationales et nationales).

– 2 keynote lectures.

1.5.3 Séjours de recherche dans des institutions étrangères.

– Du 16/02/13 au 31/03/13 : Invitation par le professeur R. Sampaio, Pontefica
Universidade Catholica (PUC), Rio de Janeiro, Brésil.

– Du 01/12/13 au 08/12/13 : Invitation par le professeur H.H. Yoo, Hanyang Uni-
versity, Séoul, Corée. Cette visite a eu lieu dans le cadre du programme Hubert Curien
STAR [P6].

1.5.4 Projets et contrats de recherche

Projets financés sur des contrats industriels

[P1] 2009–2012, Participation au projet ”Réduction modale basée sur une séparation des
modes structuraux globaux et locaux imbriqués en vibroacoustique numérique pour la
réponse statistique basse et moyenne fréquence de systèmes complexes incertains. Appli-
cation à l’Avance de Phase en synthèse automobile”, financé par PSA Peugeot-Citroën
et correspondant à la thèse Cifre d’Adrien Arnoux.

[P2] 2010, Coordinateur du projet ”Construction d’un modèle réduit d’assemblage com-
bustible par filtrage des modes locaux”, financé par EDF R&D.
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Projets sur financements publics

[P3] 2011–2013, Participation au projet TYCHE - Advanced methods using stochastic
modeling in high dimension for uncertainty modeling, quantification and propagation
in computational mechanics of solids and fluids, financé par l’ANR (programme blanc).
Piloté par C. Soize (Université Paris-Est Marne-la-Vallée) et avec la participation de
l’Institut de Recherche en Génie Civil et Mécanique (École Centrale Nantes), le Lab-
oratoire d’Informatique pour la Mécanique et les Sciences de l’Ingénieur (CNRS) et le
Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et Matériau.

[P4] 2012–2014, Responsable scientifique MSME du projet SICODYN - pour des SIm-
ulations crédibles via la COrrélation calcul-essai et l’estimation d’incertitudes en DY-
namique des structures financé par FUI12/FEDER6. Piloté par by S. Audebert (EDF
R&D) et avec la participation de CETIM, LMT, FEMTO-ST, LAMCOS, NECS, Phimeca
Engineering, SAMTECH France, SULZER Pompes France, VIBRATEC.

[P5] 2013–2016, Coordinateur du projet ”HiMoDe - Réduction de modèle pour les struc-
tures dynamiques à forte densité modale en basses fréquences”, financé par l’ANR (pro-
gramme Jeunes Chercheurs).

[P6] 2013–2014, Participation au projet franco-coréen STAR (Programme Hubert Curien)
intitulé ”Quantification des incertitudes en dynamique des systèmes multi-corps” financé
par le ministère des affaires étrangères / NRF. Avec la participation de l’Université Paris-
Est Marne-la-Vallée (A. Batou et Prof. C. Soize) et de l’Université d’Hanyang, Séoul
(C.K. Choi et Prof. H.H. Yoo).

[P7] 2013–2016, Participation au projet TURBODYNA - Modélisation robuste du désac-
cordage dynamique non linéaire des roues aubagées aéronautiques, financé par l’ANR et
la DGA (projet ASTRID). Piloté par E. Capiez-Lernout (MSME).

Projets collaboratifs sur financements propres

[P8] 2009–2010, Coordinateur du projet ”Construction d’un modèle probabiliste repré-
sentant une famille de moteur EAS”, en partenariat avec EDF R&D.

[P9] 2013–2014, Coordinateur du projet ”Construction d’un modèle multicorps stochas-
tique d’un groupe motopropulseur (GMP)”, en partenariat avec PSA Peugeot-Citroën.

1.5.5 Prix et distinctions

– Prix ’50 ans Méc’Appli’ pour la meilleure communication au CFM 2011 (thématique
dynamique).
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1.5.6 Organisation de rencontres scientifiques

– Organisation du workshop Franco-Coréen entre le laboratoire MSME et le laboratoire
HYDYN (Université Hanyang, Séoul) ayant eu lieu à MSME les 08/07 et 09/07/2013.

1.5.7 Séminaires et keynote lectures

– 12/12/2008 : Séminaire intitulé ”Identification of stochastic forces applied to a non-
linear dynamical system using an uncertain computational model and experimental
responses” et donné à MSME lors du workshop Franco-Autrichien ”Uncertainties in
Structural Dynamics”.

– 29/01/2008 : Séminaire invité donné au LaMSID et intitulé ”Identification des forces
stochastiques appliquées à un système dynamique non linéaire en utilisant un modèle
numérique incertain et des réponses expérimentales”.

– 16/05/2010 : Keynote lecture intitulée ”Stochastic reduced-order model for dynami-
cal structures having numerous local elastic modes in the low-frequency range” donnée
lors du congrès ECCM 2010, Paris.

– 26/05/2011 : Keynote lecture intitulée ”Random dynamical response of a multibody
system with uncertain rigid bodies” donnée lors du congrès COMPDYN 2011, Corfu.

– 07/06/2013 : Séminaire intitulé ”Uncertainty quantification in multibody and struc-
tural dynamics” et donné à l’université d’Hanyang, Séoul à l’occasion d’une visite au
laboratoire HYDYN.

– 09/07/2013 : Séminaire intitulé ”Uncertainty quantification in structural dynamics in
presence of model uncertainties” et donné à MSME lors du séminaire HYDYN/MSME.

– 03/12/2013 : Séminaire intitulé ”Stochastic reduced-order model for dynamical struc-
tures having a high modal density” et donné à l’université d’Hanyang, Séoul à l’occa-
sion d’une visite au laboratoire HYDYN.

– 30/01/2014 : Séminaire invité donné au Femto-ST, Besançon et intitulé ”Réduction
de modèle et quantification des incertitudes pour les structures dynamiques à forte
densité modale”.

– 10/06/2014 : Séminaire invité, intitulé ”Réduction de modèle et quantification des
incertitudes pour les structures dynamiques à forte densité modale” et donné lors des
Rencontres Franciliennes de la Mécanique 2014.

1.5.8 Encadrement d’étudiants

– 2 doctorants.
– 8 étudiants en Master.
– 3 étudiants en L3.
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Doctorants :

– 2010–2013 : Adrien Arnoux (co-encadrement à 50 %), Réduction des modèles numéri-
ques en dynamique linéaire basse fréquence des automobiles. Thèse dirigée par C. Soize
et financée dans le cadre d’un contrat CIFRE avec PSA [P1].
Résumé : L’objectif de cette thèse était de construire un modèle réduit de petite di-
mension pour prévoir les réponses dynamiques dans une bande BF sur les parties
rigides d’un véhicule automobile complet. Un tel modèle réduit ”léger” est une aide
à la phase de conception en ”Avant Projet” de ces véhicules qui ont la particularité
de présenter de nombreux modes élastiques locaux en BF dus à la présence de nom-
breuses parties flexibles et d’équipements. Pour la construction du modèle réduit, une
base non usuelle de l’espace admissible des déplacements globaux a été introduite. La
construction de cette base requiert la décomposition en sous-domaines du domaine
de la structure qui a été réalisée par la Fast Marching Method. Afin de prendre en
compte les incertitudes sur les paramètres du modèle, les incertitudes de modèle in-
duites par les erreurs de modélisation et enfin les incertitudes liées à la non prise
en compte des contributions locales dans le modèle réduit des déplacements globaux,
un unique modèle probabiliste non paramétrique de ces trois sources d’incertitude a
été implémenté. Les paramètres de dispersion de ce modèle probabiliste ont été iden-
tifiés en utilisant le principe du maximum de vraisemblance et des réponses obtenues à
l’aide d’un modèle stochastique de référence qui inclut des informations expérimentales
résultant de travaux précédents. Le modèle réduit stochastique, pour la prévision des
déplacements globaux sur les parties rigides dans la bande BF qui a été développé, a
été validé sur un modèle de structure automobile ”nue” puis a été appliqué avec succès
sur un modèle complet de véhicule automobile.

– 2013–2016 : Olivier Ezvan (co-encadrement à 70 %), Réduction multi-échelle de
modèle en dynamique des structures adaptée à une très large bande fréquentielle et
quantification des incertitudes. Thèse dirigée par C. Soize et financée dans le cadre de
l’ANR Jeunes Chercheurs HiMoDe [P5].
Résumé : Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans le cadre de l’analyse vibratoire
des structures complexes dans une très large bande de fréquence (BF, MF et HF).
L’objectif est la construction d’un modèle réduit multi-échelle robuste adapté à cha-
cune des bandes BF, MF et HF constituant la large bande. Le caractère multi-échelle
est associé aux différentes longueurs d’onde des déformations spatiales qui apparaissent
dans les réponses vibratoires pour les différentes bandes BF, MF et HF. L’objectif est
de séparer l’espace des déplacements admissibles en trois sous-espaces réduits issus du
même modèle numérique afin de construire un modèle réduit adapté à chaque bande
de fréquence BF, MF et HF.

Étudiants en Master :

– 2010 : Viet Dung Hoang, Réduction de modèle pour les structures filaires à forte
densité modale.

– 2010 : Van Hai Nguyen, Utilisation d’algorithmes génétiques pour l’identification d’un
modèle probabiliste d’incertitude en dynamique des structures.
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– 2011 : Hai Quan DO, Analyse et comparaison des méthodes de sous-structuration
dynamique.

– 2011 : Khanh Ngoc Nguyen, Identification des paramètres d’un modèle probabiliste
de solide rigide en utilisant des réponses expérimentales.

– 2012 : Olivier Ezvan, Analyse et comparaison des méthodes de condensation dy-
namique.

– 2012 : Benjamin Morin, Interpolation de modèles réduits en dynamique des structures.
– 2013 : Oliver Ezvan, Extraction de bases modales pour les petites/moyennes/grandes
longueurs d’ondes spatiales.

– 2014 : Déborah Lavazec (co-encadrement à 30%), Etude de nouveaux métamatériaux
microstructurés pour l’atténuation acoustique et vibratoire en génie civil et transport.

Étudiants en L3 :

– 2012 : Mehdi Belarbi, Implémentation sous Matlab d’une interface utilisateur pour
la visualisation de mouvements de solides rigides.

– 2013 : Eshan Coowar, Implémentation d’une procédure de validation pour un logiciel
Éléments Finis.

– 2013 : Antonin Dubois, Construction d’un modèle dynamique multicorps d’un groupe
motopropulseur.

1.5.9 Participation à des jurys de thèse

– 03/10/2012 : Examinateur dans le jury de la thèse d’Adrien Arnoux intitulée ”Réduction
des modèles numériques en dynamique linéaire basse fréquence des automobiles”.

1.5.10 Activité de relecture pour des journaux scientifiques

– American Institute of Aeronautics and Astronautics (1)
– Applied Mathematical Modelling (1)
– Bulletin of Earthquake Engineering (1)
– Computer-Aided Civil and Infrastructure Engineering (2)
– International Journal for Numerical Methods in Engineering (1)
– Journal of the Acoustical Society of America (1)
– Journal of Sound and Vibration (1)
– Journal of Mathematical Research and Applications (1)
– Mechanical Systems and Signal Processing (2)
– Shock and Vibration (1)
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Chapitre 2

Introduction - Synthèse des activités
de recherche.

Ce chapitre fait la synthèse de mes activités de recherches post-doctorales au sein du
laboratoire MSME sur la période Novembre 2008 - Décembre 2013. Durant ces cinq
années, mes recherches ont principalement porté sur la quantification des incertitudes
et la réduction de modèle en dynamique des solides déformables et des solides rigides.
Ce chapitre commence par une brève introduction générale puis synthétise chacune des
thématiques qui seront détaillées dans les chapitres suivants. Pour chaque thématique,
la problématique est développée en faisant à chaque fois une analyse bibliographique de
l’existant, puis les contributions sur la problématique sont présentées en mettant l’accent
sur les originalités des travaux décrits dans ce mémoire. Enfin, ces problématiques sont
présentées du point de vue des projets et des encadrements liés à ces problématiques.
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2.1 Introduction générale.

Les travaux de ce mémoire se placent dans le cadre des méthodes de prévision de la
réponse transitoire ou fréquentielle d’un système dynamique complexe en utilisant un
modèle numérique. L’élaboration de ce modèle est guidée par la physique sous-jacente
du système étudié, par la nature des quantités d’intérêt et par les moyens de cal-
culs disponibles. Les progrès réalisés ces dernières années en modélisation mécanique,
en méthodes numériques, en CAO et en performance des machines de calcul permet-
tent de construire des modèles de calcul très détaillés et très avancés repoussant à
chaque fois les limites de la simulation numérique. Ainsi, le calcul numérique prend
une place de plus en plus importante dans le dimensionnement des systèmes dynamiques
au détriment des essais expérimentaux qui sont beaucoup plus coûteux. Cependant, bien
que cette complexification des modèles numériques s’accompagne d’une amélioration de
la richesse des quantités calculées, celle-ci s’accompagne inéluctablement d’une augmen-
tation des sources potentiels d’incertitudes. Si on prend l’exemple de l’analyse vibratoire
d’un véhicule automobile, les modèles numériques actuels les plus avancés parviennent à
synthétiser uniquement les premières résonances et les écarts calculs/essais augmentent
rapidement avec la fréquence. La figure 2.1 montre les modules de FRF mesurées sur
20 véhicules automobiles quasi-identiques [111] (certaines options peuvent varier d’une
voiture à l’autre). Cette figure montre une forte variabilité des FRF mesurées. Dans
[160], les auteurs ont fait le même constat sur un protocole expérimental similaire. Donc,
aussi précis et avancé soit un modèle numérique, il ne pourra jamais restituer la réponse
réelle du système qu’il représente à cause des fluctuations naturelles des spécimens d’un
système qui entrâınent des fluctuations sur les réponses dynamiques de ces spécimens.
Par conséquent, une stratégie de quantification des incertitudes doit être incorporée aux

Figure 2.1 – Modules de FRF pour 20 voitures nominalement identiques (illustration
tirée de [111]).

modèles numériques complexes afin les rendre plus robustes aux incertitudes.
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Plusieurs sources d’incertitudes peuvent affecter un modèle numérique (voir figure 2.2).

Figure 2.2 – Sources d’incertitudes dans les systèmes dynamiques.

(1) Tout d’abord, les incertitudes liées aux paramètres du système sont dues à un manque
de connaissance ou à une variabilité naturelle de ces paramètres induite par les tolérances
de fabrication ou pouvant apparâıtre durant le cycle de vie du système. Ces variabilités
des paramètres du système peuvent aussi être liées au fait qu’une famille de systèmes
quasi-identiques est souvent modélisée par un modèle générique construit à partir d’une
configuration nominale représentant toutes les configurations possibles du système étudié.
Dans la littérature, les incertitudes dues à un manque de connaissance et les incerti-
tudes liées à une variabilité naturelle sont parfois respectivement appelées incertitudes
épistémiques et incertitudes aléatoires.

(2) Une deuxième source d’incertitude est liée au chargement appliqué sur le système. Ces
incertitudes peuvent elle aussi être liées à un manque de connaissance ou à une fluctuation
statistique naturelle (comme un chargement sismique ou des forces turbulentes induites
par le vent).

Ces deux premiers types d’incertitude seront appelés incertitude de paramètres dans ce
mémoire.

(3) Une troisième source d’incertitude est liée au erreurs de modélisation induites par
exemple par l’utilisation d’une cinématique réduite, par le choix d’une loi de comporte-
ment élastique simplifiée, par un maillage grossier, etc. Ce type d’incertitude sera appelé
incertitude de modélisation dans ce mémoire.
(4) Enfin, une quatrième source d’incertitude concerne la variabilité expérimentale. Celle-
ci est à prendre en considération en corrélation calcul/essai pour la validation ou le
recalage d’un modèle à partir de mesures expérimentales.

Dans ce mémoire, deux types de systèmes dynamiques sont considérés : les systèmes mul-
ticorps et les structures déformables. Pour les systèmes multicorps (rigides), on s’intéresse
au positionnement de solides supposés rigides et reliés entre-eux par des liaisons plus ou
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moins complexes. Pour les solides déformables (en petits déplacements et petites rota-
tions), on s’intéresse au déplacement dynamique local des points du solide par rapport
à une configuration d’origine. Pour l’analyse dynamique des structures déformables, les
modèles numériques peuvent atteindre plusieurs dizaines de millions de Degrés de Lib-
ertés (DDL) et dans ce cas, une stratégie de réduction de modèle doit absolument être
mise en place afin de réduire les coûts de calcul.

Ce mémoire commence par aborder la quantification des incertitudes pour les systèmes
multicorps . Pour ce type de système, les incertitudes de modélisation sont négligeables
et donc seules les incertitudes de paramètres seront à prendre en compte. On s’intéressera
en particulier aux incertitudes relatives à la distribution spatiale de la masse de chaque
solide rigide composant un système multicorps.

Dans le chapitre suivant, on s’intéresse à la quantification les incertitudes pour les struc-
tures déformables. Pour ces structures, les incertitudes de modélisation ne sont plus
négligeables et augmentent avec la fréquence d’analyse, jusqu’à devenir incontournables
en analyse dans la bande des moyennes fréquences. L’accent sera mis sur la construction
de modèles probabilistes d’incertitude puis l’identification de ces modèles en utilisant des
données expérimentales.

Le troisième volet de ce mémoire est consacré à l’analyse dynamique des structures
déformables à forte densité modale. Pour ce type de structure, une nouvelle méthode de
séparation d’échelle global/local a été mise en place. Cette méthode permet de construire
un modèle réduit des déplacements globaux de petite dimension et de prendre en compte
les contributions locales par une approche probabiliste.

Enfin, le dernier chapitre, relatif à l’aléa du chargement appliqué, traite de la modélisation
et de la génération d’accélérogrammes pour la spécification de chargements sismiques.
La méthode proposée permet de prendre en compte une large gamme de spécifications
dans la construction de la loi de probabilité de l’accélération aléatoire du sol.

Les recherches présentées dans ce mémoire sont appliquées dans le sens où elles ont été
guidées par la volonté de répondre à des problématiques industrielles existantes. Ainsi les
méthodes proposées ont été influencées par les contraintes industrielles liées (1) aux codes
de calcul commerciaux utilisés (les méthodes proposées ne doivent pas être intrusives)
et (2) à la faible quantité de mesures expérimentales généralement disponibles pour un
système réel.

2.2 Quantification des incertitudes en dynamique des

solides rigides.

Problématique :

La dynamique des solides rigides plus communément appelée dynamique des systèmes
multicorps rigides (ou juste dynamique des systèmes multicorps) a fait l’objet de nom-
breuses recherches durant les trois dernières décennies. Ces recherches ont été poussées
par l’augmentation de la puissance de calcul à disposition des ingénieurs. Des méthodes
avancées ont été développées et implémentées dans des logiciels commerciaux et sont
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maintenant utilisées couramment dans plusieurs champs d’application tels que la robo-
tique, l’automobile, l’aéronautique, le chemin de fer, etc, afin de concevoir des systèmes
multicorps performants. Ces méthodes avancées sont décrites dans les ouvrages de référen-
ce [145, 222, 231].

Les incertitudes dans les systèmes multicorps peuvent être présentes au niveau (1) des
solides rigides eux-mêmes, (2) des liaisons entre les solides, et (3) des forces externes. Ces
incertitudes peuvent être liées à un phénomène aléatoire relatif au fonctionnement du
système (un contenu variable dans un véhicule par exemple), à un manque de connais-
sance sur des paramètres du système ou à la variabilité du système multi-corps (tolérances
de fabrication, endommagement durant le cycle de vie, différences pouvant exister en-
tre les spécimens et le modèle nominal). Les incertitudes dans les systèmes multicorps
rigides sont donc présentes au niveau des paramètres du système. Les incertitudes de
modèle induites par les erreurs de modélisation sont très faibles pour les systèmes mul-
ticorps rigides et ne seront pas abordées dans cette thématique. Mais il est à noter que
pour les systèmes multicorps flexibles, l’ajout de coordonnées élastiques pour la descrip-
tion de la déformation des solides introduit des incertitudes de modèle qui peuvent être
importantes.

Dans ces travaux, nous nous intéressons en particulier aux incertitudes liées à la dis-
tribution spatiale de la masse de chaque solide rigide. Ces incertitudes induisent des
incertitudes sur les propriétés d’inertie de chaque solide, c’est-à-dire sur la masse, le
centre de gravité et le tenseur d’inertie de chaque solide. Un solide rigide présentant de
telles incertitudes sera appelé solide rigide incertain. L’objectif des travaux lié à cette
thématique est de modéliser les incertitudes relatives à la distribution spatiale de la
masse d’un solide rigide par une approche probabiliste.

La quantification des incertitudes en dynamique et vibrations des structures par une
approche probabiliste a fait l’objet de nombreux travaux durant ces deux dernières
décennies. Une synthèse de ces travaux sera présentée dans la Section 2.3 relative aux
solides déformables. Curieusement, très peu de travaux concernant la quantification des
incertitudes dans les systèmes multicorps ont été publiés. Les quelques travaux publiés
concernent (1) les paramètres liées aux liaisons et aux forces internes (induites par des
ressorts, amortisseurs et actionneurs) tels que la raideur d’une suspension [171], les co-
efficients de frottement [224], les coefficients aérodynamiques [82] et (2) les forces et
déplacements imposés, comme le déplacement induit par un profil rugueux de route par
exemple (voir [197] et [220, 221, 82]). Ces travaux ne concernent donc pas les incerti-
tudes liées aux solides rigides eux-mêmes, c’est-à-dire les incertitudes liées au propriétés
d’inertie des solides rigides. Or ces incertitudes peuvent être élevées en cas de fortes vari-
abilités de la répartition spatiale de la masse des configurations du système et induire
de fortes variabilités sur la réponse dynamique du système multicorps. Un autre pan de
recherche relatif à la quantification des incertitudes dans les systèmes multicorps concerne
les méthodes de conception robuste où l’accent est mis sur la sensibilité de la réponse
du système aux variables de conception (voir par exemple [261, 141, 214, 143, 70, 211,
92, 198]). Là encore, ces travaux ne concernent pas les incertitudes relatives aux solides
rigides eux-même. Il est à noter que dans [192, 193], les auteurs construisent un modèle
d’incertitude sur la matrice de masse et la matrice gyroscopique pour un solide flexible
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par l’approche probabiliste non paramétrique [242]. Cependant, cette approche n’est pas
adaptée au formalisme de la dynamique des systèmes multicorps. Plus récemment, les
mêmes auteurs [194] ont proposé une approche élégante permettant de générer directe-
ment toutes les propriétés d’inertie d’un solide rigide via la construction d’une matrice
aléatoire contenant toute l’information relative à la masse d’un solide rigide. Cette ap-
proche constitue une alternative intéressante à l’approche que nous avons proposée.

Méthodologie proposée, originalité des recherches et résultats :

Dans ces travaux, nous introduisons une modélisation probabiliste originale d’un solide
rigide incertain. Celle-ci consiste à construire un modèle d’incertitudes sur les propriétés
d’inertie globales du solide rigide directement. En effet une modélisation des incerti-
tudes au niveau de la distribution spatiale de masse serait très difficile à construire car
cela nécessiterait de construire le système de lois marginales du processus stochastique
modélisant le champs de masse dans le solide. Or ce champs de masse sera de toute façon
intégré pour construire les propriétés globales d’inertie. De plus, une telle modélisation
ne serait pas compatible avec les logiciels commerciaux pour lesquels les données d’entrée
sont soit des géométries, soit des propriétés d’inertie directement.

Ainsi, la masse, le centre de gravité et le tenseur d’inertie représentant le solide rigide
incertain sont remplacés par une masse aléatoire, un centre de gravité aléatoire et un
tenseur d’inertie aléatoire pour lesquelles les lois de probabilités a priori doivent être
construites. La construction doit se faire sous certaines contraintes liées à des propriétés
physiques que doivent vérifier ces propriétés d’inertie. Par exemple la masse doit être
positive, le tenseur d’inertie doit être symétrique défini positif. Ces propriétés définissent
une information disponible sur les propriétés d’inertie aléatoires. Le problème de la con-
struction de la loi de probabilité a priori d’une variable aléatoire sous la contrainte définie
par l’information disponible est un problème mal posé car une infinité de solutions existe.
L’entropie de Shannon [232] mesure l’incertitude relative associée à une loi de probabilité.
Le principe du Maximum d’Entropie (MaxEnt) [232, 151, 155, 154] dans le contexte de la
théorie de l’information [232] est une méthode très efficace permettant de construire une
loi de probabilité sous la contrainte définie par l’information disponible. Cette méthode
permet de construire de manière unique la loi de probabilité maximisant l’incertitude
et prenant en compte l’information disponible. Dans nos travaux, le principe du Max-
Ent a été utilisé pour construire les lois de probabilité a priori de la masse aléatoire,
du centre de gravité aléatoire et du tenseur d’inertie aléatoire. Un soin particulier a
été apporté à la définition des propriétés physiques et donc de l’information disponible
pour le tenseur d’inertie aléatoire. Le modèle probabiliste de solide rigide incertain ainsi
obtenu est paramétré par un faible nombre d’hyperparamètres, ce qui présente un avan-
tage pour une identification en inverse si des données expérimentales sont disponibles
ou pour effectuer une analyse de sensibilité vis-à-vis des propriétés d’inertie dans le cas
contraire.

Une fois le modèle probabiliste des incertitudes pour les solides rigides incertains cons-
truit, ces solides rigides incertains peuvent être assemblés afin de former un système
multicorps stochastique qui peut être utilisé pour calculer la réponse aléatoire du système
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par la méthode de simulation de Monte-Carlo [217].

Cadre de la recherche, encadrements et production scientifique :

Collaborations nationales : Christian Soize (MSME), Laurent Gagliardini (PSA).

Collaborations internationales : Hong Hee Yoo (Hanyang University, Seoul), Chan Kyu
Choi (Hanyang University, Séoul).

Cette thématique de recherche a été initiée sur fonds propres. Elle a donnée lieu a une
première publication dans le journal Multibody System Dynamics [8]. Aussi, ces premiers
travaux ont été présentés lors d’une keynote lecture durant la conférence internationale
COMPDYN 2011 à Corfu, Grèce. Cette recherche a ensuite été poursuivie dans le cadre
du stage M2 de Khanh Ngoc Nguyen dans le but d’étudier l’identification des paramètres
du modèle probabiliste en utilisant des algorithmes génétiques. Dans le cadre d’un stage
L3, Mehdi Belarbi a participé à la programmation sous MATLAB d’un code de calcul
général de réponse dynamique d’un système multicorps.

Actuellement ces travaux se poursuivent (1) dans le cadre d’une collaboration avec PSA
Peugeot-Citroën (voir projet [P9]) pour laquelle l’objectif est de construire puis d’identi-
fier à l’aide de mesures expérimentales un modèle probabiliste de groupe motopropulseur
(GMP) (dans le cadre d’un stage L3, Antonin Dubois a participé à la construction d’un
modèle numérique multicorps de GMP) et (2) dans le cadre d’une collaboration avec le
laboratoire HYDYN (Université d’Hanyang, Séoul) via un projet Hubert Curien STAR
(projet [P6]) afin de mettre en place des stratégies de conception robuste de systèmes
multicorps rigides et flexibles en présence de diverses sources d’incertitudes.

2.3 Quantification des incertitudes en dynamique des

structures déformables.

Problématique :

Dans ces travaux, nous nous intéressons à la quantification des incertitudes en dynamique
et vibrations des structures déformables. Comme pour les systèmes multicorps, on sup-
pose que le modèle numérique utilisé est tel que le calcul de la réponse dynamique est
entaché d’incertitudes qu’il faut prendre en compte afin d’améliorer la robustesse de ce
modèle. Là encore, les incertitudes peuvent affecter les paramètres du système. Ces incer-
titudes sur les paramètres peuvent concerner les propriétés des matériaux, la géométrie,
les conditions limites ou le chargement. Dans cette recherche, nous nous intéressons
surtout aux incertitudes sur les propriétés des matériaux et sur la géométrie. La sensi-
bilité de la réponse dynamique vis-à-vis de ces incertitudes dépend du type de paramètre
et de la bande de fréquence d’analyse. En très basse fréquence (TBF), la sensibilité de la
réponse vis-à-vis des incertitudes liées aux propriétés des matériaux et à la géométrie est
en générale assez faible (mais celle-ci peut être sensible aux incertitudes liées aux condi-
tions limites [188]). Cependant, cette sensibilité augmente rapidement avec la fréquence
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et devient très élevée en moyenne fréquence (MF) lorsque les longueurs d’onde spatiales
des déplacements deviennent petites et se rapprochent de la longueur de corrélation des
hétérogénéités. Ces incertitudes de paramètres qui peuvent donc avoir des effets non
négligeables sur la variabilité de la réponse n’expliquent pas à eux seules les différences
généralement constatées entre les réponses dynamiques prédites par le modèle numérique
et les réponses expérimentales. Les erreurs de modèle sont inhérentes à tout processus de
modélisation physique/mathématique d’un système. Ces erreurs dépendent du degré de
précision que peut apporter la modélisation choisie. Par exemple, une modélisation en
poutre convient pour la prévision du comportement vibratoire d’une structure, unique-
ment si celle-ci est fortement élancée et que l’on ne s’intéresse pas à la réponse locale
près des bords de la structure. Autrement, l’utilisation d’un modèle poutre induit des
erreurs de modélisation. Un autre exemple concerne la loi de comportement choisie pour
les matériaux (linéarité, classe de symétrie,...). L’hypothèse de matériau isotrope est sou-
vent faite même en présence d’un peu d’anisotropie. Lorsqu’elles ne sont pas négligeables,
ces erreurs de modélisation induisent des incertitudes de modèle qu’il est nécessaire de
prendre en compte afin de garantir la robustesse des prévisions du modèle numérique.

Concernant la prise en compte des incertitudes sur les paramètres, la méthode la plus
courante est l’approche probabiliste paramétrique qui consiste à introduire un modèle
probabiliste a priori des incertitudes sur les paramètres incertains (voir par exemple
[225, 123, 226, 179, 227, 125, 228, 229, 251, 254]). Cette approche consiste à (1) soit di-
rectement construire la fonction de densité de probabilité a priori des quantités aléatoires
en utilisant de l’information disponible et le principe du MaxEnt [232, 151, 155, 154] (2)
ou soit à construire une représentation adaptée des quantités aléatoires basée sur une
décomposition en chaos polynomiaux (voir par exemple [123, 169]). La décomposition
en chaos polynomiaux, ses variantes, ses extensions et ses applications ont fait l’objet de
nombreux travaux ces quinze dernières années (voir par exemple [271, 167, 168, 245, 104,
118, 124, 267, 102, 103, 96, 183, 196, 226, 272]). Dans ce mémoire, la fonction de densité
de probabilité des quantités aléatoires est directement construite par le principe du Max-
Ent. Cette méthode permet d’obtenir une loi de probabilité a priori assez proche de la
réalité, ce qui facilite la construction d’une loi de probabilité a posteriori par actualisa-
tion Bayésienne si beaucoup de mesures expérimentales sont disponibles [213, 119, 253].

Concernant les incertitudes de modélisation induites par les erreurs de modélisation, il
est aujourd’hui clairement établi que celles-ci ne peuvent être prises en compte par les
approches probabilistes paramétriques (voir [64] et [242]). Dans la littérature, il existe
deux principales méthodes pour prendre en compte les incertitudes de modèle :

(1) Si une quantité importante de données expérimentales est disponible, la première
méthode consiste à introduire un modèle probabiliste de l’erreur de prédiction en sortie
de modèle (voir [64]). Un modèle probabiliste a posteriori peut ensuite être construit par
actualisation Bayésienne.

(2) S’il n’y a pas de données expérimentales disponibles, ou s’il y en a peu, la deuxième
méthode est l’approche probabiliste non paramétrique introduite dans [242, 243]. Dans
cette approche, le modèle probabiliste d’incertitude est directement construit au niveau
des opérateurs du modèle numérique et non sur la sortie du modèle numérique comme
dans la première approche. Cette approche a depuis fait l’objet de nombreuses extensions,
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validations expérimentales et applications industrielles (voir par exemple [85, 79, 246, 57,
86, 109, 186, 187, 111, 249, 115, 5, 6]).

Plus récemment, une méthode probabiliste mixte paramétrique/non-paramétrique dite
approche probabiliste généralisée des incertitudes a été introduite dans [251]. Cette métho-
de permet de prendre en compte les incertitudes de paramètres et les incertitudes de
modélisation de manière séparée, permettant ainsi de contrôler séparément le niveau de
fluctuation pour chacune des deux sources d’incertitude (paramètres et modélisation).

Dans le cadre des travaux présentés dans ce mémoire, plusieurs investigations ont été
menées sur cette thématique. (1) La première concerne la construction d’un modèle prob-
abiliste représentant une famille de structures dynamiques en présence d’incertitude de
modèle. (2) La deuxième concerne l’identification d’un modèle probabiliste d’incertitude
à partir de données modales (fréquences propres et modes propres). La difficulté liée à l’u-
tilisation de données modales concerne l’appariement des modes propres expérimentaux
avec les modes propres numériques. En présence de fortes variabilités des paramètres du
modèle, les modes propres peuvent s’intervertir ou se recombiner pour former de nou-
veaux modes propres. L’objectif est donc de mettre en place une méthode robuste de
suivi de modes afin garantir le bon appariement entre les observations expérimentales et
les observations numériques aléatoires. (3) Le troisième champs de recherche concerne
la modélisation probabiliste de champs de propriétés incertains en présence d’incerti-
tudes de modélisation. L’objectif est de construire un modèle probabiliste d’incertitude
à grande dimension stochastique qui soit facilement identifiable à l’aide de mesures
expérimentales. (4) Enfin nous nous sommes intéressés à l’analyse de sensibilité de la
réponse dynamique d’une structure vis-à-vis de l’incertitude sur les données d’entrée en
utilisant l’entropie comme mesure (relative) de l’incertitude.

Méthodologie proposée, originalité des recherches et résultats :

- Pour la première recherche, qui concerne la construction d’un modèle probabiliste
représentant une famille de structures dynamiques en présence d’incertitude de modèle,
l’approche probabiliste généralisée des incertitudes a été utilisée pour prendre en compte
les incertitudes liées à la variabilité de configurations (et donc de paramètres) et les in-
certitudes de modélisation liées à l’utilisation d’un modèle nominale générique grossier
pour effectuer les calculs des réponses dynamiques. Cette approche a été appliquée à la
modélisation probabiliste d’un moteur EAS de Réacteur à Eaux Pressurisées (REP) afin
de prédire les premières fréquences propres dans un cadre robuste (celles-ci ne doivent
pas être au voisinage de la fréquence de rotation du moteur afin d’éviter qu’il entre en
résonance). Cette étude constitue une première application industrielle de l’approche
probabiliste généralisée des incertitudes. Le modèle probabiliste a été identifié à partir
de mesures des premières fréquences propres de moteurs localisés sur différents sites. Le
modèle identifié peut ensuite être utilisé pour calculer les statistiques sur les fréquences
propres aléatoires.

- Pour la deuxième recherche relative à l’identification d’un modèle probabiliste des in-
certitudes à partir de données modales, une méthode originale a été développée afin
de faire correspondre les données expérimentales aux prévisions fournies par le modèle
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numérique stochastique. Celle-ci consiste, pour chaque observation expérimentale, à in-
troduire une transformation aléatoire de la base modale numérique aléatoire afin que
chaque réalisation de celle-ci soit la plus proche possible de la base modale expérimentale.
La transformation optimale est solution d’un problème de Procrustes dans la variété de
Stiefel. L’algorithme classique de la résolution de ce type de problème a dû être adapté
afin de tenir compte des cas où la base modale expérimentale n’est pas normalisée par
rapport à la masse. Une fois la transformation optimale aléatoire calculée, la base modale
numérique aléatoire et la matrice de raideur numérique aléatoire sont transformées afin
de correspondre à la base modale expérimentale et à la matrice de raideur expérimentale.
Cette mise en vis-à-vis des observations expérimentales et des observations numériques
aléatoires permet ensuite d’identifier un modèle probabiliste d’incertitude en utilisant la
méthode du maximum de vraisemblance. L’approche probabiliste généralisée des incer-
titudes a été utilisée pour construire le modèle d’incertitude. La méthodologie proposée
a été appliquée à la construction d’un modèle probabiliste d’incertitude d’une pompe
de centrale thermique. Il est à noter que dans [59], les auteurs ont proposé une solution
alternative basée sur une transformation des bases modales expérimentales cette fois-ci,
afin qu’elles soient le plus proche possible de la base modale du modèle numérique ; les
fréquences propres ont quant à elles été laissées inchangées.
- Pour la troisième recherche relative à la modélisation probabiliste des champs de pro-
priétés incertains en présence d’incertitudes de modélisation, l’approche probabiliste
généralisée des incertitudes a été étendue au cas où les paramètres incertains sont des
champs de propriétés de matériau modélisés par des champs aléatoires à dimension
stochastique élevée. Le modèle probabiliste a priori des champs de propriétés est con-
struit à l’aide du MaxEnt permettant d’obtenir un modèle à faible paramétrage pouvant
ainsi être identifiable facilement à l’aide de mesures expérimentales malgré la dimen-
sion stochastique élevée. Cette démarche a été appliquée sur l’exemple numérique d’une
poutre expérimentale 3D (simulée numériquement) modélisée par une poutre de Timo-
shenko. Les champs de propriétés incertains sont le champs de module de compressibilité
et le champs de module de cisaillement. Cet exemple numérique a en plus permis de
mettre en évidence les incertitudes de modèle importante pour la masse en théorie des
poutres lorsque l’on monte en fréquence.
- Enfin, pour le quatrième volet concernant l’analyse de sensibilité, nous avons mis en
place une stratégie d’étude de la sensibilité de la réponse d’une structure aux incertitudes
(et aux modèles d’incertitudes) des paramètres d’entrée via l’entropie au lieu de la vari-
ance comme cela est fait habituellement. Cette démarche permet d’ajouter ou de retirer
facilement de l’incertitude aux variables d’entrée en ajoutant ou en retirant de l’infor-
mation disponible. La démarche à été appliquée à l’analyse vibratoire d’une poutre dont
la section est aléatoire. La conclusion de cette étude est que l’omission d’information rel-
ative à la corrélation du champs stochastique de propriété entrâıne une sous-évaluation
de la variabilité de la réponse en BF et une surévaluation en MF. Cette recherche ne sera
pas détaillée dans ce mémoire.
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Cadre de la recherche, encadrements et production scientifique :

Collaborations nationales : Christian Soize (MSME), Mathieu Corus (EDF R&D), Sylvie
Audebert (EDF R&D).

Collaborations internationales : Rubens Sampaio (PUC, Rio de Janeiro), Thiago Ritto
(UFRJ, Rio de Janeiro), Victor Sacramento (PUC, Rio de Janeiro).

- La recherche relative à la construction d’un modèle probabiliste représentant une famille
de structures dynamiques en présence d’incertitude de modèle a été réalisée dans le
cadre d’une collaboration avec EDF R&D pour la construction d’un modèle générique
de moteur EAS (Projet [P8]). Cette recherche a donné lieu a une publication dans le
journal Mechanical Systems and Signal Processing [6]. Dans le cadre d’un stage M2, Van
Hai Nguyen a étudié l’identification de ce type de modèle probabiliste par l’utilisation
d’algorithmes génétiques.

- Concernant l’identification d’un modèle probabiliste d’incertitudes à partir de données
modales, les recherches ont été effectuées dans le cadre du projet FUI SICODYN (Projet
[P4]) dont l’objectif est d’améliorer les méthodes de corrélation calculs/essais en prenant
en compte les incertitudes. Les résultats de ces recherches (avec application sur la pompe)
ont été soumis à publication [18].

- Les recherches concernant la modélisation probabiliste des champs de propriétés in-
certains en présence d’incertitudes de modélisation ont été effectuées dans le cadre du
projet ANR TYCHE (Projet [P3]) dédié à la modélisation probabiliste des incertitudes
en grande dimension stochastique. Ces recherches ont donné lieu à une publication dans
la revue Archives of Applied Mechanics [12].

- Enfin les recherches concernant l’analyse de sensibilité de la réponse dynamique ont été
menées sur fonds propres en collaboration avec R. Sampaio (PUC, Rio de Janeiro) et T.
Ritto (UFRJ, Rio de Janeiro) et ont donné lieu à une publication [16].

2.4 Réduction de modèle pour les structures dyna-

miques à forte densité modale.

Problématique :

Ces travaux s’inscrivent dans le cadre de l’analyse vibratoire basses et moyennes fréquen-
ces des structures dynamiques complexes parmi lesquelles nous trouvons les structures
automobiles, les structures aéronautiques (lanceurs, avions,...), certaines structures du
génie civil (réacteurs nucléaires et autres ouvrages complexes). Pour ces structures, les
progrès réalisés ces dernières années en modélisation mécanique, en calcul numérique, en
CAO et en performance des machines de calcul permettent de construire des modèles
Éléments Finis (EF) très détaillés et très avancés. Cependant, ces modèles comportent un
très grand nombre de DDL entrâınant des coûts de calcul et des besoins en mémoire assez
importants. De plus, aussi précis soit le modèle, la réponse dynamique d’une structure
reste, à partir d’une certaine fréquence, très sensible aux incertitudes de paramètres et
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aux incertitudes de modélisations. Ainsi, bien que le calcul d’une réponse dynamique
d’un système à plusieurs dizaines de millions de DDL ne pose actuellement plus de
problèmes, il est nécessaire de mettre à la disposition des ingénieurs des techniques de
réduction de modèles aboutissant à des modèles de faible dimension et robustes vis-à-
vis des incertitudes. Ces modèles réduits permettent de diminuer la taille des espaces
mémoires alloués et les temps de calcul, permettant ainsi de réduire les coûts durant le
processus de conception et d’optimisation d’une structure.

Classiquement, le comportement vibratoire des structures dynamiques se caractérise
par la présence de trois bandes de fréquences distinctes [201] (voir figure 2.3) : Basses
Fréquences (BF), Moyennes Fréquences (MF) et Hautes Fréquences (HF). (1) La bande

Figure 2.3 – Bandes BF, MF et HF (illustration tirée de [201]).

BF est classiquement caractérisée par la présence de quelques modes propres élastiques
bien séparés et peu d’effets visco-élastiques dans les matériaux. En général ces modes pro-
pres sont globaux dans le sens où ils induisent un déplacement de toute la structure. Ainsi,
pour cette bande BF, la méthode d’analyse modale (voir par exemple [56, 185, 95, 189,
201] pour les méthodes générales et [147, 62, 181, 216, 114, 189, 200, 99, 107, 266] pour
les méthodes de sous-structuration dynamique) est bien adaptée pour la prévision de la
réponse dynamique de la structure. (2) La bande HF est caractérisée par un régime de dif-
fusion très sensible aux incertitudes sur les paramètres et aux incertitudes de modélisation
[201]. Pour cette bande, la densité modale est quasi-continue et il est nécessaire d’avoir
recours à des méthodes énergétiques/statistiques. Ainsi la méthode SEA [176, 177] est
bien adaptée pour la prévision du comportement vibratoire moyen dans la bande HF.
(3) Enfin, la bande MF, est un régime intermédiaire caractérisé par une très forte densité
modale, des effets visco-élastiques non-négligeables dans les matériaux et une forte sen-
sibilité aux incertitudes de paramètres et aux incertitudes de modélisation. Les modes
propres dans cette bande sont localisés et sont caractérisés par de faibles longueurs d’onde
spatiales. Les méthodes utilisées pour prédire la réponse dans cette bande s’inspirent des
méthodes BF et/ou des méthodes HF (voir par exemple [239, 258, 238, 262, 260, 269,
162, 81, 241, 105, 178, 180, 264, 244, 72, 234, 110, 91, 126, 165, 94, 166, 148]). La com-
plexité des structures citées en exemple s’est fortement accrue ces dernières décennies.
Cette complexité est liée à la multiplication des équipements embarqués, l’utilisation de
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nouveaux matériaux composites, la mise en place de liaisons complexes entre les éléments
de la structure et la présence de plusieurs échelles de rigidité (par exemple, une structure
mâıtresse rigide couplée à des sous-structures plus souples). Cette complexité accrue se
traduit par une augmentation de la densité modale même en BF et une plus forte sen-
sibilité de la réponse BF/MF aux incertitudes. De plus, du fait que ces structures aient
plusieurs échelles de rigidité, le spectre est caractérisé par la présence de quelques modes
globaux bien séparés entre eux mais couplés à un très grand nombre de modes locaux
présents dès la BF. L’extraction de ces modes globaux est impossible car le mélange
de modes globaux et locaux fait que beaucoup de modes globaux ont des contributions
locales et vice-versa. Il est donc impossible de définir un critère d’extraction de modes
globaux car ceux-ci ne sont justement pas complètement globaux (voir figure 2.4). De

Figure 2.4 – Mode propre global de véhicule automobile présentant un fort déplacement
local du pavillon.

plus, même en étant parvenu à extraire une base robuste des déplacements globaux, il
est souvent nécessaire de prendre en compte les contributions locales car une partie de
l’énergie mécanique est transférée depuis les déplacements globaux vers les déplacements
locaux entrâınant un amortissement apparent sur les déplacements globaux. Ainsi, le
comportement vibratoire BF pour ces structures diffère du comportement classique en
BF mais diffère aussi du comportement vibratoire classique en MF et en HF.

L’objectif général est donc de construire un modèle réduit pour la prévision du com-
portement BF/MF des structures dynamiques à forte densité modale. La méthode que
nous proposons est basée sur une séparation de l’espace des déplacements admissibles en
un espace des déplacements globaux et un espace des déplacements locaux.

Le premier objectif est de construire un modèle réduit construit à l’aide d’une base des
déplacements globaux afin de prédire la réponse BF avec une bonne robustesse et des
temps de calculs raisonnables.
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Le second objectif est de prendre en compte les contributions locales dont le poids aug-
mente avec la fréquence, notamment en MF. Les déplacements locaux étant très sensibles
aux incertitudes, les contributions locales doivent être prises en compte par une approche
probabiliste.

L’extraction d’une base des déplacements globaux pour les structures complexes a fait
l’objet de peu de recherches. La plupart d’entre elles sont basées sur un filtrage spatial
des petites longueurs d’onde. Dans le domaine expérimental, ce filtrage est réalisé par
des techniques de régularisation [75], par des techniques d’éléments finis basés sur images
[140], par extraction du vecteur-propre de la matrice de mobilité fréquentielle [139]. En
ce qui concerne l’extraction à partir d’un modèle numérique, les méthodes sont basées
sur la technique des masses concentrées. Dans la méthode de Guyan [137], les masses
sont concentrées en certains nœuds et l’inertie des nœuds voisins est négligée. Le choix
des points de concentration est délicat pour les structures complexes [73, 202, 170]. La
technique des masses concentrées a fait l’objet d’autres recherches, notamment en ce
qui concerne la convergence de cette méthode [83], [152], [65]. Dans [164], les auteurs
proposent de construire une base des déplacements globaux à partir d’un modèle EF
grossier. Pour les structures élancées, une autre méthode consiste en la construction de
modèles simplifiés équivalents de type poutre ou plaque [199], [208]. Toutes ces méthodes
permettent d’extraire des bases des déplacements globaux plus ou moins précises mais
ne permettent pas de compléter cette base afin de prendre en compte les contributions
locales qui ne sont pas négligeables. Dans [138], l’auteur contourne le problème de la
forte densité modale en extrapolant la réponse dynamique à partir d’un faible nombre de
modes. Ce travail est intéressant lorsqu’il existe une expression analytique des déformées
modales, ce qui n’est pas notre cas. Enfin, la méthode POD (voir [156, 174], [146]) permet
aussi dans certains cas d’extraire une base de faible taille pour un système linéaire ou
non-linéaire (voir [60, 161, 219]), mais celle-ci doit être construite a posteriori. De plus,
la base POD est optimale pour un chargement donné. Dans [241], une méthode similaire
à la POD a été utilisée pour construire une base de faible dimension pour le domaine
MF, indépendante du chargement appliqué.

Méthodologie proposée, originalité des recherches et résultats :

La méthode originale que nous avons proposée pour la construction d’une base des
déplacements globaux est dans le même esprit que les méthodes des masses concentrées.
L’énergie cinétique est modifiée tout en préservant l’énergie élastique exacte. Ce procédé
permet de conserver les conditions aux limites ainsi que les déformées statiques exactes.
Seule la distribution de masse est changée. La modification de l’énergie cinétique consiste
en une réduction cinématique du déplacement pour l’opérateur de masse. Cette réduction
cinématique doit être construite de manière à filtrer les déplacements de longueurs d’onde
spatiales inférieures à un seuil ǫ pré-défini. La réduction cinématique est construite via un
projeteur sur un sous-espace de faible dimension. On peut de même définie le projeteur
complémentaire sur le sous-espace complémentaire. On peut alors construire une forme
bilinéaire de masse (ou matrice de masse pour le cas discret) projetée qui est de faible
rang et une forme bilinéaire de masse complémentaire.
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Les deux formes bilinéaires permettent de construire deux problèmes aux valeurs pro-
pres (PVP) : (1) un PVP global dont les solutions forment une base de l’espace des
déplacements globaux et (2) un PVP local dont les solutions forment une base de l’es-
pace des déplacements locaux. Les modes globaux et les modes locaux ainsi obtenus ne
sont pas des modes propres élastiques. Les deux PVP sont résolus séparément mais on
peut démontrer que la réunion de la base globale et de la base locale ainsi formées con-
stitue une base de l’espace des déplacements admissibles. Ces deux bases peuvent donc
être utilisées pour construire une approximation du déplacement en tronquant chacune
de ces deux bases.

On peut ainsi n’utiliser que les modes globaux pour une analyse BF si les contributions
locales sont jugées négligeables. Ce type de construction d’un modèle réduit pour la
prévision des contributions globales uniquement a été utilisé pour deux applications in-
dustrielles : (1) la première concerne la construction d’un modèle réduit pour la prévision
de la réponse vibratoire ”avant-projet” d’un véhicule automobile (dont certains détails
ne sont pas encore complètement définis) et (2) pour le calcul de la réponse non linéaire
d’une rangée d’assemblages combustibles soumis à un chargement sismique. Pour cette
dernière application, un modèle réduit suffisamment précis a pu être construit en util-
isant uniquement 245 modes globaux au lieu de 51 548 modes élastiques avec une analyse
modale classique.

Si les contributions locales ne sont pas négligeables (en analyse MF notamment), celles-
ci peuvent être prises en compte en ajoutant des coordonnées locales au modèle réduit.
De plus, la séparation global/local permet d’implémenter des modèles d’incertitude sur
les coordonnées globales et sur les coordonnées locales de manière séparée permettant
ainsi de contrôler les niveaux des fluctuations associées à chaque type de coordonnée de
manière séparée.

La construction du projeteur permettant de réduire la cinématique de l’énergie cinétique
est basée sur une décomposition du domaine en sous-domaines disjoints et de taille
homogène. Cette notion de taille est simple à définir pour des domaines volumiques. Par
contre, pour des domaines correspondant à des variétés courbes 2D (plaques, coques) et
1D (poutre) plongées dans R3, cette notion de taille est relative aux distances géodésiques
entre les points de ces variétés. Donc, sur une structure complexe telle qu’un véhicule
automobile constitué d’éléments volumiques, de coques, de poutres, etc, la construction
de sous-domaines de taille homogène n’est pas triviale et nécessite une méthode adaptée.
La méthode que nous avons proposée est basée sur la Fast Marching Method (FMM)
[159, 230]. Cette méthode permet de propager un front sur un maillage à partir d’un
point de départ (voir figure 2.5).

Enfin ces travaux ont été étendus à la séparation multi-échelle afin de permettre d’étudier
les structures possédant plusieurs échelles de rigidité et fournir ainsi un cadre intéressant
pour l’analyse dynamique BF/MF/HF des structures à forte densité modale.

Cadre de la recherche, encadrements et production scientifique :

Collaborations nationales : Christian Soize (MSME), Laurent Gagliardini (PSA), Nico-
las Brie (EDF R&D).
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Figure 2.5 – Propagation d’un front par la FMM.

Ces travaux de recherche ont été initiés sur fonds propres en collaboration avec Chris-
tian Soize et ont donné lieu à deux premières publications [28, 7]. Ces travaux se sont
poursuivis dans le cadre de la thèse CIFRE d’Adrien Arnoux en collaboration avec PSA
(projet [P1]) pour la construction d’un modèle réduit de véhicule automobile. Cette
thèse a produit une première publication dans Journal of Sound & Vibration [11] et une
deuxième dans Advances in Mechanical Engineering [13]. Aussi, ces premiers travaux ont
été présentés lors d’une keynote lecture durant la conférence ECCM 2010 à Paris. D’autre
part, la communication présentée sur ce sujet lors du Congrès Français de Mécanique en
2011 s’est vue décerner le prix ”50 ans Méc’Appli”.

Dans le cadre d’un contrat avec EDF R&D (projet [P2]), la méthode a été appliquée
pour la construction d’un modèle réduit non linéaire d’une rangée d’assemblages com-
bustibles en vue de son évaluation sismique. Les non-linéarités sont localisées et dues à
la présence de butées de choc. Cette extension au cas non linéaire appliquée à un rangée
d’assemblages a été publiée dans Nuclear Engineering & Design [9] . Ces travaux avait
été précédés du stage M2 de Viet Dung Hoang sur la réduction de modèle des structures
filaires à forte densité modale. Ces travaux sur les structures filaires ont été publié dans
International Journal for Uncertainty Quantification [10].

Le projet ANR Jeunes Chercheurs intitulé ”HiMoDe - Réduction de modèle pour les
structures dynamiques à forte densité modale en basse fréquence” (voir projet [P5]) a
débuté en Janvier 2013 et a pour objectifs (1) d’améliorer les projeteurs constants par
sous-domaines utilisés jusqu’alors, (2) d’étendre le domaine d’application de la méthode
au delà de la BF, (3) de valider expérimentalement la méthode, (4) de modéliser les con-
tributions locales par une approche énergétique/statistique et (5) d’étendre ces travaux
à la réduction de modèle en présence de non-linéarités géométriques. Dans le cadre de
ce projet, le stage puis la thèse (qui vient de débuter) d’Olivier Ezvan est relative aux
quatre premiers objectifs venant d’être cités. Deux publications relatives à ces objectifs
sont en cours de rédaction [20, 21].
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2.5 Génération d’accélérogrammes sismiques par la

théorie de l’information.

Problématique :

Dans le contexte de l’évaluation des risques sismiques, le calcul de la réponse transitoire
d’une structure dynamique requiert la spécification du chargement sismique correspon-
dant à des caractéristiques de site spécifiques et à des scénarios spécifiques. Ces charge-
ment sismiques peuvent être construits en utilisant directement des accélérogrammes
mesurés ([157, 191, 195]). Cette méthode a l’avantage de conserver les spécificités d’un
accélérogramme naturel et doit être utilisée à chaque fois qu’un nombre suffisant d’accélé-
rogrammes mesurés est disponible pour le site où la structure est localisée et pour
le scénario considéré par les ingénieurs. Plusieurs méthodes de sélection et de modi-
fication d’accélérogrammes ont été proposées afin d’étendre le domaine d’applicabilité
des accélérogrammes naturels stockés dans les bases de données mondiales ([142, 191,
195, 135]). Dans [274], les auteurs utilisent une représentation de Karhunen-Loève [156,
174] pour étendre une base de donnée. Cette méthode permet de générer de nouveaux
accélérogrammes ayant les mêmes spécificités naturelles que les accélérogrammes à partir
desquels la représentation de Karhunen-Loève a été construite.
Si aucun accélérogramme correspondant au cas étudié n’est disponible, alors des accéléro-
grammes synthétiques doivent être générés afin d’analyser la réponse transitoire d’une
structure. Du fait du caractère aléatoire des signaux sismiques, ces accélérogrammes
synthétiques sont simulés comme des réalisations de processus stochastiques. Une quan-
tité importante de méthodes de simulation ont été proposées dans la littérature. La
plupart de ces méthodes concernent la simulation de trajectoires de processus stochas-
tiques Gaussiens stationnaires (voir par exemple [54, 150, 209, 235]) ou non stationnaires
(en amplitude [256, 128] et en fréquence [210, 218, 212, 77, 78]) qui sont compatibles avec
un spectre de réponse. En effet, la plupart des codes de régulation comme l’Eurocode 8
([90]) imposent seulement la compatibilité de la valeur moyenne du spectre de réponse en
pseudo-vitesse (SRV) avec le spectre cible qui dépend de l’accélération maximale (PGA),
du type de sol, etc. Dans [172], les auteurs introduisent un réseau de neurones stochas-
tique (dont l’apprentissage est réalisé à l’aide d’accélérogrammes mesurés) pour générer
des accélérogrammes compatibles avec un spectre cible. Dans [127], les auteurs proposent
une méthode basée sur la représentation en ondelettes afin d’améliorer la compatibilité
avec le spectre cible.
L’existence d’un nombre aussi important de méthodes de simulation d’accélérogrammes
est principalement liée au fait que le problème consistant à construire un processus
stochastique centré dont le SRV moyen est égal à un spectre cible n’a pas de solution
unique. Notamment, l’hypothèse Gaussienne est souvent utilisée pour contrôler le contenu
fréquentiel mais n’est pas imposée par les codes de calcul.
Toutes les méthodes référencées ci-dessus se focalisent principalement sur la compati-
bilité de la valeur moyenne du SRV (qui correspond à la principale contrainte pour la
plupart des codes de régulation). L’objectif du travail présenté ici consiste à prendre en
compte des contraintes additionnelles relatives à (1) des propriétés des accélérogrammes
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sismiques naturels et (2) d’autres spécifications communément utilisées en ingénierie sis-
mique telles que l’accélération maximale du sol (PGA), la vitesse maximale du sol (PGV),
la vitesse absolue cumulée (CAV), l’intensité d’Arias (AI), etc. Ces deux dernières sont
importantes pour évaluer le potentiel destructeur des accélérogrammes et sont souvent
utilisées pour certaines applications sensibles comme l’évaluation sismique des réacteurs
nucléaires.

Méthodologie proposée, originalité des recherches et résultats :

Pour réaliser cet objectif, deux problèmes se posent. Le premier est lié à la construction
d’une loi de probabilité pour le processus stochastique d’accélération prenant en compte
les contraintes additionnelles venant d’être citées. Le deuxième est lié à la construction
d’un générateur de réalisations indépendantes de ce processus stochastique représenté
par un vecteur aléatoire à grande dimension stochastique.

Une méthode permettant potentiellement de réaliser ces deux objectifs a récemment été
introduite dans [248, 252] pour la génération de trajectoires d’un processus stochastique
d’accélération dont le SRV moyen est compatible avec un SRV cible. Cette méthode
est basée sur deux ingrédients répondant aux deux problèmes précédemment évoqués :
(1) La loi de probabilité du vecteur aléatoire représentant le processus stochastique
d’accélération sous la contrainte du SRV moyen est construite par le principe du Max-
Ent levant ainsi le problème de la non-unicité de la construction et (2) la construction
de la distribution de probabilité de ce vecteur aléatoire comme la mesure invariante
d’une Équation Différentielle Stochastique d’Itô (EDSI) permettant ainsi de construire
des réalisations indépendantes de ce vecteur aléatoire. Ce travail a été développé dans
le contexte général de la génération d’accélérogrammes compatibles avec un SRV donné
et appliqué à un équipement ou un sous-système secondaire et n’était pas spécifique aux
accélérogrammes sismiques. Les travaux présentés dans ce mémoire se basent sur cette
méthode.

Deux contributions par rapport aux articles [248, 252] ont été apportées dans ces travaux :

- la première contribution concerne la construction d’un nouvel algorithme adapté à la
grande dimension stochastique pour le calcul des multiplicateurs de Lagrange relatifs à
la loi de probabilité construite par le MaxEnt. Ce nouvel algorithme est basé sur (1) la
minimisation d’une fonctionnelle convexe appropriée et (2) la construction de la distri-
bution de probabilité comme la mesure invariante d’une EDSI avec un choix judicieux
des conditions initiales aléatoires et de l’amortissement afin de permettre d’atteindre
rapidement la mesure invariante.

- la deuxième contribution concerne la prise en compte de contraintes additionnelles (en
plus du SRV moyen) relatives à la vitesse finale (obtenu par intégration de l’accélération),
au déplacement final, à la variabilité du SRV autour de sa valeur moyenne, aux statis-
tiques sur le PGA aléatoire, le PGV aléatoire, le CAV aléatoire et l’AI aléatoire. Cette
liste peut bien sûr être complétée si nécessaire.

La méthode a été appliquée avec succès pour la génération d’accélérogramme compatible
avec un SRV Eurocode 8 (voir figure 2.6) et prenant en compte les contraintes addition-
nelles précédemment listées.
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Figure 2.6 – Gauche : Exemple d’accélérogramme simulé. Droite : SRV moyen estimé
(trait mixte) et SRV cible de type Eurocode 8 (trait pointillé).

Cadre de la recherche, encadrements et production scientifique :

Collaborations nationales : Christian Soize (MSME).

Ces recherches ont été effectuées dans le cadre du projet ANR TYCHE (Projet [P3])
dédié à la modélisation probabiliste des incertitudes en grande dimension stochastique
et ont donné lieu à deux publications : La première [12] dans la revue SIAM/ASA
Journal on Uncertainty Quantification présente le nouvel algorithme d’identification des
multiplicateurs de Lagrange pour les lois de probabilité issues du MaxEnt en grande di-
mension stochastique et la seconde [12] dans la revue Bulletin of Earthquake Engineering
est dédiée à la génération d’accélérogrammes compatibles avec les spécifications citées
ci-dessus.
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Chapitre 3

Quantification des incertitudes en
dynamique des solides rigides

Ce chapitre, qui est dédié à la quantification des incertitudes en dynamique des solides
rigides, a été introduit dans la Section 2.2. On s’intéresse en particuliers aux systèmes
multicorps composés de solides rigides incertains (pour lesquels la distribution spatiale
de masse est incertaine). On introduit dans ce chapitre un modèle probabiliste original
de solide rigide incertain. Ainsi la masse, le centre de gravité et le tenseur d’inertie
décrivant classiquement un solide rigide sont remplacés par une masse aléatoire, un centre
de gravité aléatoire et un tenseur d’inertie aléatoire. Les lois de probabilités de ces trois
quantités aléatoires sont construites par le principe du MaxEnt en utilisant à chaque
fois de l’information disponible relative à des propriétés physiques et mathématiques.
Une attention particulière a été portée à la construction du tenseur d’inertie aléatoire.
Une fois les lois de probabilité et les générateurs de réalisations indépendantes associés
construits, plusieurs solides rigides incertains peuvent être reliés entre eux par des liaisons
pour obtenir un système dynamique multicorps stochastique dont le modèle permet de
calculer la réponse aléatoire.
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3.1 Rappel sur la modélisation déterministe des sys-

tèmes multicorps.

Un système multicorps est constitué de plusieurs solides rigides ou flexibles qui inter-
agissent entre eux par l’intermédiaire de liaisons ou de forces induites par des ressorts,
des amortisseurs ou des actionneurs. D’autre part des forces externes sont appliquées
sur les solides. Il existe de nombreuses méthodes avancées pour le calcul de la réponse
dynamique de tels systèmes et celles-ci sont aujourd’hui implémentées dans de nombreux
logiciels commerciaux et utilisées de manière courante par les ingénieurs de nombreuses
industries telles que la robotique, l’automobile, l’industrie spatiale, l’industrie ferroviaire,
etc. En plus de permettre le calcul de la réponse de systèmes multicorps, ces logiciels
permettent aussi de dimensionner ces systèmes à l’aide de méthodes adaptées.

3.1.1 Mise en équation.

L’équation dynamique matricielle pour le calcul de la réponse d’un système multicorps
s’obtient classiquement en appliquant les équations d’Euler-Lagrange à chaque solide
rigide puis en prenant en compte les contraintes induites par les liaisons en introduisant
des multiplicateurs de Lagrange. Cette démarche est détaillée dans les ouvrages classiques
[222, 231], nous la résumons ici très brièvement.
Soit nb le nombre de solides rigides du système multicorps. Chaque solide RBi, i =
1, . . . , nb de domaine Ωi est caractérisé par ses propriétés d’inertie induites par la distri-
bution spatiale de la masse. Ainsi un solide rigide RBi a trois attributs : une masse mi,
un centre de gravité Gi de position ri et un tenseur d’inertie représenté par la matrice
d’inertie [Ji]. Ces trois quantités sont respectivement définies par

mi =

∫

Ωi

ρ(x) dx, (3.1)

ri =
1

mi

∫

Ωi

x ρ(x) dx, (3.2)

[Ji]u = −
∫

Ωi

x′ × x′ × u ρ(x′) dx′ , ∀u ∈ R
3, (3.3)

où x est le vecteur position défini dans un référentiel fixe et où ρ(x) est la masse volu-
mique. On remarquera que la matrice d’inertie [Ji] est définie à partir des coordonnées
locales x′ relatives au référentiel local d’origine Gi et dont l’orientation des axes du repère
est définie par le vecteur rotation γ dont la nature dépend du paramétrage choisi pour
définir les rotations.
La réponse du système multicorps est définie par le vecteur u = (r1, ..., rnb

,γ1, ...,γnb
)

qui contient le vecteur déplacement du centre gravité ainsi que le vecteur rotation de
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chaque solide rigide. On cherche à calculer la réponse u(t) pour tout t dans l’intervalle
[0 , T ]. On suppose que les liaisons entre les solides rigides se réduisent à nc contraintes
holonomiques s’écrivant

ϕ(u, t) = 0. (3.4)

Cette équation est dérivée deux fois par rapport au temps (pouvant entrâıner une légère
violation des contraintes). La réponse u(t) est alors solution de l’équation différentielle
matricielle suivante

[
[M ] [ϕu]

T

[ϕu] [0]

] [
ü
λ

]
=

[
q− k

− d
dt
ϕt − [ d

dt
ϕu] u̇

]
, ∀t ∈ [0, T ], (3.5)

avec les conditions initiales

u(0) = u0 , u̇(0) = v0 , (3.6)

où [M ] est la matrice masse définie par

[M ] =

[
[M r] 0
0 [Ms]

]
, (3.7)

où les matrices [M r] et [Ms] sont définies par

[M r] =



m1[I3] · · · 0

...
. . .

...
0 · · · mnb

[I3]


 , [Ms] =




[J1] · · · 0
...

. . .
...

0 · · · [Jnb
]


 . (3.8)

Dans l’équation (3.5), k(u̇) est le vecteur des forces de Coriolis qui dépend non linéairement
du déplacement u̇, q(u, u̇, t) est le vecteur des forces externes et internes (induites par des
ressorts, amortisseurs et actionneurs), λ est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange,
[ϕu(u(t), t)] est la matrice jacobienne de ϕ(u(t), t) par rapport à u(t) et ϕt = ∂ϕ/∂t.

3.1.2 Exemple d’application.

La figure 3.1 montre un exemple de système multicorps simple qui servira d’exemple
d’application dans ce chapitre. Il est constitué de cinq solides rigides et est représentatif
d’un véhicule roulant sur un sol irrégulier. On s’intéresse au déplacement du solide Rb5.
Dans la configuration initiale, ce solide est supposé symétrique par rapport aux plans
(G5, x0,1, x0,2) et (G5, x0,1, x0,3) où G5 est le centre de gravité de Rb5 initialement posi-
tionné en r0,5 = (0.6, 0.0, 0.5). La masse du solide Rb5 est m5 = 3000 kg. Le matrice
d’inertie J5 du solide Rb5 est diagonale.
En ce qui concerne les liaisons :
− La liaison sol-Rb1 est une glissière suivant x0,3. Le déplacement suivant x0,3 est im-
posé. La liaison sol-Rb2 est une glissière suivant x0,3 et x0,1. Le déplacement suivant x0,3
est lui aussi imposé tandis que le déplacement suivant x0,1 reste libre. Les déplacements
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u1 u2

G5

Rb1

Rb3

Rb4

Rb2

Rb5

x0,1

x0,2

x0,3

Figure 3.1 – Système multicorps.

imposés u1(t) et u2(t) sont tracés sur la figure 3.2 pour t dans l’intervalle [0, 0.03] s.

− Les liaisons Rb1-Rb3 et Rb2-Rb4 sont des suspensions 6D.
− Les liaisons Rb3-Rb5 et Rb4-Rb5 sont des liaisons pivots. On s’intéresse à la réponse
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Figure 3.2 – Déplacement imposé u1(t) (gauche) et u2(t) (droite).

d’un point Pobs du solide Rb5 initialement localisé en (−2.0,−1.0, 0.5). À cause des
symétries du système étudié le mouvement reste dans le plan (Pobs, x0,1, x0,3). Ces symétries
seront brisées lorsque nous introduirons de l’aléa sur le tenseur d’inertie et le centre de
gravité de Rb5. Les déplacements et rotations (angles d’Euler en séquence (1, 2, 3)) du
point Pobs dans le plan (Pobs, x0,1, x0,3) sont tracés sur la figure 3.3.
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Figure 3.3 – Réponse du point Pobs : De gauche à droite, déplacement x0,1, déplacement
x0,3, et rotation x0,2.

3.2 Modélisation probabiliste des solides rigides in-

certains.

On suppose maintenant que pour certains solides du système multicorps, la distribu-
tion spatiale de masse ρ(x) est incertaine entrâınant des incertitudes sur les propriétés
d’inertie de ces solides rigides. Une solution pour prendre en compte ces incertitudes
pourrait consister à remplacer directement le champs ρ(x) par un champs stochastique
(approche paramétrique). En dehors de la grande difficulté relative à la construction de
ce champs stochastique, cette approche ne serait pas dans l’esprit des méthodes d’analyse
des systèmes multicorps pour lesquelles les propriétés d’inertie sont définies de manière
globale sur chaque solide. Cette approche ne serait donc pas compatible avec la plupart
des logiciels commerciaux existants. Le modèle probabiliste est donc construit au niveau
des représentants globaux, à savoir la masse, le centre de gravité et le tenseur d’inertie
(approche non paramétrique). Ainsi pour chaque solide rigide incertain, ces trois quan-
tités sont remplacées par des quantités aléatoires dont il reste à déterminer les lois de
probabilité. Celles-ci sont construites en utilisant le principe du Maximum d’Entropie
[151, 155] (MaxEnt).

3.2.1 Principe du Maximum d’Entropie (MaxEnt).

L’objectif est de construire la fonction de densité de probabilité d’un vecteur aléatoire
X à valeurs dans Rn et pour lequel de l’information est disponible. Cette information
est relative à des propriétés physiques et/ou à d’autres données disponibles sur X. Ce
problème de construction est mal posé car il possède en général une infinité de solutions.
Par exemple, si l’unique information est un support borné (de mesure non nulle) pour X,
alors il existe bien une infinité de fonctions de densité probabilité définies sur ce borné.
Le principe du MaxEnt (voir [232, 151, 263, 233, 184, 155]) est un outils très puissant
permettant de construire une fonction de densité de probabilité d’un vecteur aléatoire
sous les contraintes définies par l’information disponible. Un autre avantage du Max-
Ent est qu’il permet de construire des fonctions de densité de probabilité à très faible
paramétrage, ce qui permet de faciliter l’identification en inverse des paramètres de la loi
obtenue si des mesures expérimentales sont disponibles. Le principe du MaxEnt consiste à
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maximiser l’incertitude (mesurée par l’entropie) relative à X sous des contraintes définies
par l’information disponible sur X. En plus de fournir des lois de probabilité physique-
ment admissibles et prenant en compte toutes les données disponibles, ce principe permet
d’obtenir une solution unique (si elle existe). En effet, parmi toute les solutions vérifiant
l’information disponible, la solution retenue est celle qui maximise l’incertitude et donc
celle qui est la plus conservative.

La méthode du MaxEnt a été appliquée avec succès à une large gamme de champs
disciplinaires, par exemple en analyse et reconstruction d’images [236], en analyse du
signal [204], en économétrie [129, 270], en théorie du langage [67], en sciences physiques
appliquées [173, 175, 265, 101, 237] et pour les incertitudes en mécanique [242].

On cherche à déterminer la fonction de densité de probabilité pX(x) du vecteur aléatoire
X dont le support est K ⊂ R

n. On suppose que l’information disponible s’écrit

E{g(X)} = f , (3.9)

où x 7→ g(x) est une fonction, appelée fonction d’information dans ce mémoire, à valeurs
dans Rµ et où f est un vecteur cible donné. L’équation (3.9) peut se réécrire

∫

Rn

g(x)pX(x)dx = f . (3.10)

Une contrainte additionnelle de normalisation est introduite par

∫

Rn

pX(x)dx = 1 . (3.11)

L’entropie de la fonction de densité de probabilité pX(x) est définie par

S(pX) = −
∫

Rn

pX(x) log(pX(x))dx . (3.12)

Soit C l’ensemble de toutes les fonctions définies sur Rn à valeurs dans R+ et vérifiant
les contraintes définies par les équations (3.10) et (3.11). Alors le principe du MaxEnt
consiste à construire x 7→ pX(x) comme l’unique solution maximisant l’entropie S(pX)
sous les contraintes définies par les équations (3.10) et (3.11). Pour résoudre se problème
de maximisation sous contraintes, on introduit donc un multiplicateur de Lagrange λ0
associé à l’Eq. (3.11) et un multiplicateur de Lagrange λ ∈ Rµ associé à l’Eq. (3.10)
dont l’espace admissible est Lµ. On peut alors démontrer (voir [151, 155]) que la solution
MaxEnt, si elle existe, est définie par

pX(x) = 1lK(x) c(λ
sol) exp(−〈λsol, g(x)〉) , (3.13)

où c(λ) est défini par

c(λ) =

{∫

K

exp(−〈λ, g(x)〉) dx
}−1

. (3.14)
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Le multiplicateur de Lagrange λ peut alors être calculé en utilisant l’équation l’Eq. (3.10).
Un nouvel algorithme permettant de calculer efficacement λ en grande dimension stochas-
tique sera présenté dans le chapitre 6 relatif à la génération d’accélérogrammes sismiques.

3.2.2 Application aux solides rigides.

Soit RBi un solide rigide incertain. Sa masse mi, le vecteur position initiale r0,i de son
centre de gravité et sa matrice d’inertie [Ji] sont remplacés respectivement par la masse
aléatoire Mi, le vecteur position aléatoire R0,i et la matrice aléatoire [Ji]. Étant donnée
que ces trois quantités aléatoires sont construites à partir du même champs ρ(x), il est
évident qu’elle sont statistiquement corrélées entre elles et sont donc dépendantes. Cette
corrélation dépend de la loi de probabilité du champ stochastique local de distribution de
masse. Cette loi de probabilité n’étant pas accessible (et nous ne voulons pas la constru-
ire), aucune information sur la corrélation entre Mi, R0,i et [Ji] n’est disponible. Cepen-
dant, la corrélation entre la masse aléatoire Mi et le vecteur position aléatoire R0,i est,
de part leur définition respective, très faible. On peut donc les supposer indépendantes.
Par contre, la masse aléatoire Mi et la matrice aléatoire [Ji] sont dépendantes. Nous
verrons dans la Section 3.2.2.3, consacrée à la construction de [Ji], comment supprimer
cette dépendance par un changement de variable adapté.

3.2.2.1 Construction de la masse aléatoire Mi.

Pour la masse aléatoire Mi, l’information disponible est définie par

Mi > 0 , (a)

E{Mi} = mi , (b)

E{logMi} = CMi
, |CM | < +∞ . (c)

(3.15)

L’équation (3.15-a) traduit la positivité de la masse. L’équation (3.15-b) est relative à la
valeur moyenne qui doit être égale à la valeur nominale mi. En effet, s’il n’y avait pas
d’incertitudes, c’est bien cette valeur nominale qui serait utilisée comme valeur moyenne.
La dernière contrainte (3.15-c) est utile afin de s’assurer que la réponse aléatoire du
système multicorps stochastique soit bien un processus du second-ordre. La solution
MaxEnt est alors

p
Mi
(µ; δMi

) = 1l ]0,+∞[ (µ)
1

mi

(
1

δ2
Mi

)δ−2

Mi 1

Γ(δ−2
Mi

)

(
µ

mi

)δ−2

Mi
−1

exp

(
− µ

δ2
Mi
mi

)
, (3.16)

où Γ(α) =
∫ +∞

0
tα−1e−t dt est la fonction Gamma et où 1l ]0,+∞[ (µ) est la fonction indi-

catrice. Le coefficient de variation δ
Mi

doit vérifier 0 ≤ δ
Mi
< 1/

√
2. On voit ainsi que la

loi de probabilité de la masse aléatoire Mi est la loi Gamma complètement définie par la
valeur moyenne mi et le coefficient de variation δ

Mi
.

Pour reprendre l’exemple du système multicorps introduit dans la Section 3.1.2, la masse
du solide Rb5 est remplacée par une masse aléatoire M5 de moyenne m5 = 3000 kg et de
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coefficient de variation δ
M5

= 0.5. La fonction de densité de probabilité de M5 est tracée
sur la figure 3.4.
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Figure 3.4 – Fonction de densité de probabilité pour la masse aléatoire M5.

3.2.2.2 Construction de la position initiale aléatoire R0,i du centre de gravité.

Le domaine admissible pour le vecteur aléatoire R0,i est Di(h) paramétré par un vecteur
h. L’information disponible pour R0,i s’écrit alors

R0,i à valeurs dansDi(h) , (a)

E{R0,i} = r0,i ∈ Di(h) , (b)
(3.17)

où r0,i est la valeur nominale de la position initiale du centre de gravité. Alors la solution
MaxEnt est

p
R0,i

(a;h) = 1lDi(h) (a)C0 e
−<λr ,a> , (3.18)

pour laquelle le paramètre C0 et le vecteur λr sont solutions des équations

C0

∫
Di(h)

e−<λr ,a> da = 1 , (a)

C0

∫
Di(h)

a e−<λr,a> da = r0,i . (b)
(3.19)

On obtient donc une loi exponentielle. Pour le cas particulier où la valeur nominale r0,i
est confondue avec le barycentre du domaine Di(h), on peut démontrer [8] qu’on obtient
une loi uniforme

p
R0,i

(a;h) =
1

|Di(h)|
1lDi(h) (a) . (3.20)

Des réalisations indépendantes du vecteur aléatoire R0,i peuvent être construites facile-
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ment en utilisant l’algorithme de Metropolis-Hastings [144] avec une loi candidate uni-
forme sur un parallélépipède englobant le domaine Di(h).
En revenant à l’exemple précédent, on suppose que le domaine du centre de gravité est
un parallélépipède centré en (0, 0, 0) et de dimensions suivant x0,1, x0,2 et x0,3 valant
respectivement 0.5 m, 0.2 m et 0.02 m. Deux cas sont considérés. Pour le premier cas, la
valeur moyenne du vecteur R0,5 cöıncide avec le barycentre (voir figure 3.5 où x0,1 = x,
x0,2 = y et x0,3 = z). La loi de probabilité obtenue est donc uniforme pour ce cas. La
figure 3.6 montre 1000 réalisations du centre de gravité. Pour le second cas, la valeur
moyenne du vecteur R0,5 ne cöıncide pas avec le barycentre (voir figure 3.7). La loi
de probabilité obtenue n’est donc pas uniforme pour ce cas. La figure 3.8 montre 1000
réalisations du centre de gravité. Ce cas pourrait servir à modéliser par exemple le

Figure 3.5 – Domaine du centre de gravité pour le cas 1.
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Figure 3.6 – 1000 réalisations du centre de gravité pour le cas 1 : vues x0,1-x0,2, x0,1-x0,3
et x0,2-x0,3.

comportement aléatoire de passagers qui auraient plus tendance à s’asseoir à l’arrière
d’un véhicule.

3.2.2.3 Construction de la matrice d’inertie aléatoire [Ji].

La construction de la matrice d’inertie aléatoire [Ji] est plus délicate que les précédentes
constructions. La première difficulté est d’ordre technique car cette construction nécessite
de travailler dans des ensembles de matrices aléatoires qui sont délicats à manipuler.
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Figure 3.7 – Domaine du centre de gravité pour le cas 2.
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Figure 3.8 – 1000 réalisations du centre de gravité pour le cas 2 : vues x0,1-x0,2, x0,1-x0,3
et x0,2-x0,3.

La seconde difficulté est relative aux propriétés physiques que doit vérifier la matrice
aléatoire [Ji]. En effet, il est bien connu qu’une matrice d’inertie quelconque [Ji] doit
être définie positive. Cependant, pour qu’elle puisse être interprétée comme une matrice
représentant le tenseur d’inertie d’un système physique, cette dernière doit vérifier une
propriété plus forte [8] qui s’écrit

(
tr([Ji])

2
[I3]− [Ji]

)
∈ M

+
3 (R), (3.21)

où M
+
3 (R) est l’ensemble des matrices 3 × 3 réelles symétriques définies-positives. La

propriété (3.21) implique que [Ji] est définie-positive mais l’inverse est fausse. Une autre
difficulté relative à la matrice aléatoire [Ji] est qu’elle est dépendante de la masse aléatoire
Mi. Il faut donc normaliser [Ji] par rapport à Mi pour supprimer cette dépendance im-
plicite et pouvoir émettre l’hypothèse d’indépendance statistique entre ces deux quan-
tités aléatoires. Toutes ces difficultés nous amènent à introduire le moment d’inertie du
second-ordre défini par le tenseur

[Zi](u) =
1

mi

∫

Ωi

< x′,u > x′ ρ(x′) dx′ , ∀u ∈ R
3 , (3.22)
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qui est représenté par la matrice [Zi] définie par

[Zi] =
1

mi

∫

Ωi

x′(x′)T ρ(x′) dx′ =
1

mi
{tr([Ji])

2
[I3]− [Ji]} ∈M

+
3 (R). (3.23)

La tenseur mi [Zi] est parfois appelé tenseur d’Euler dans la littérature. Nous sommes
donc amenés à introduire le tenseur aléatoire du moment d’inertie du second-ordre
représenté par la matrice aléatoire [Zi] définie par

[Zi] =
1

Mi
{tr([Ji])

2
[I3]− [Ji]}. (3.24)

L’avantage de la matrice aléatoire [Zi] est (1) qu’elle est très peu dépendante statis-
tiquement de la masse aléatoire Mi et surtout (2) toute matrice définie-positive peut
être interprétée comme la matrice représentant le moment d’inertie du second-ordre
d’un système physique [8]. Nous n’allons donc pas construire directement [Ji] mais nous
allons plutôt construire [Zi] et en déduire [Ji] par la relation

[Ji] =Mi{tr([Zi]) [I3]− [Zi]} . (3.25)

L’information disponible pour la matrice aléatoire [Zi] est définie par

[Zi] ∈M
+
3 (R) , (a)

{[Zmax
i ]− [Zi]} ∈ M

+
3 (R) , (b)

E{[Zi]} = [Z i] , (c)

E{log(det[Zi])} = C l
i , |C l

i| < +∞ . (d)

E{log(det([Zmax
i ]− [Zi]))} = Cu

i , |Cu
i | < +∞ , (e)

(3.26)

où [Zmax
i ] est une borne supérieure [8]. L’équation (3.28-d) est utile pour que la réponse

aléatoire soit un processus du second-ordre tandis que l’équation (3.28-e) permet d’attein-
dre la borne supérieure [Zmax

i ] avec une probabilité nulle. La matrice [Z i] étant définie-
positive, celle-ci peut être factorisée par la méthode de Cholesky

[Z i] = [LZi
]T [LZi

] . (3.27)

Alors la matrice [Zi] peut être normalisée et s’écrire

[Zi] = [LZi
]T [Gi] [LZi

] , (3.28)
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où [Gi] est une matrice aléatoire pour laquelle l’information disponible est

[Gi] ∈M
+
3 (R) , (a)

{[Gmax
i ]− [Gi]} ∈M

+
3 (R) , (b)

E{[Gi]} = [I3] , (c)

E{log(det[Gi])} = C l
i
′
, |C l

i
′| < +∞ , (d)

E{log(det([Gmax
i ]− [Gi]))} = Cu

i
′ , |Cu

i
′| < +∞ , (e)

(3.29)

où C l
i
′
= C l

i− log(det[Z i]), C
u
i
′ = Cu

i − log(det[Z i]) et où la matrice [Gmax
i ] est une borne

supérieure pour [Gi] et est définie par

[Gmax
i ] = ([LZi

]T )−1 [Zmax
i ] [LZi

]−1 . (3.30)

La solution du MaxEnt est alors

p[Gi]([G ]) = 1l
M

+
3 (R)([G ])× 1l

M
+
3 (R)([G

max
i ]− [G ])× CGi

×
(
det [G ]

)−λl ×
(
det ([Gmax

i ]− [G ])
)−λu × e− tr([µ][G]) ,

(3.31)

où les paramètres CGi
, λl, λu et la matrice [µ] sont solutions des équations

E{1lMS
3 (R)

([Gi])} = 1 ,

E{[Gi]} = [I3] ,

E{log(det[Gi])} = C l
i
′
,

E{log(det([Gmax
i ]− [Gi]))} = Cu

i
′ .

(3.32)

Un générateur de réalisations indépendantes permettant de résoudre ces équations a été
proposé dans [8]. Celui-ci est basé sur une méthode de rejet où la loi candidate est celle des
matrices aléatoires définies-positives introduite dans [243] et pour laquelle un générateur
de réalisations indépendantes explicite est disponible. Des réalisations indépendantes
de la matrice aléatoire [Zi] s’obtiennent alors en utilisant l’équation (3.28) et on en
déduit un générateur de la matrice [Ji] en utilisant l’équation (3.25) et des réalisations
indépendantes de la masse aléatoire Mi.

On peut alors en déduire les propriétés de la matrice aléatoire [Ji] (voir [8]). Parmi ces
propriétés, on peut mettre en évidence l’existence d’une borne supérieure aléatoire pour
le tenseur aléatoire [Ji].

Finalement la loi de probabilité de la matrice aléatoire [Zi] est paramétrée par la moyenne
[J i] et les deux paramètres λl et λu qui contrôlent le comportement de la loi de probabilité
au voisinage des bornes. Plus exactement les paramètres λl et λu contrôlent l’écrasement
de la fonction de densité de probabilité à l’approche des bornes et permettent ainsi de
contrôler la variabilité associée à la matrice aléatoire [Zi] et donc d’étudier la sensibilité
de la réponse dynamique à la fluctuation de masse autour du centre de gravité représentée
par le tenseur d’inertie.
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3.3 Modèle stochastique d’un système multicorps avec

solides rigides incertains.

La présence de solides rigides incertains (chacun représenté par une masse aléatoire,
un centre de gravité aléatoire et un tenseur d’inertie aléatoire) se traduit au niveau
du système multicorps par une matrice de masse aléatoire, des forces de Coriolis (qui
dépendent du tenseur d’inertie) aléatoires et des conditions initiales (qui dépendent des
positions initiales des centres de gravité) aléatoires. Par exemple, si on considère un seul
solide rigide RBi incertain, on introduit les processus stochastiques U = (R1, ...,Rnb

,S1,
...,Snb

) et Λ indexés sur [0, T ]. On a alors à résoudre l’équation stochastique

[
[M]

[
ϕ

u

]T
[
ϕ

u

]
[0]

] [
Ü
Λ

]
=

[
q−K

− d
dt
ϕt −

[
d
dt
ϕ

u

]
U̇

]
, ∀t ∈ [0, T ] , (3.33)

U(0) = U0 , U̇(0) = v0 , (3.34)

où le vecteur U0 est le vecteur aléatoire des coordonnées initiales, le vecteur K(u̇) est le
vecteur aléatoire des forces de Coriolis. La matrice de masse aléatoire [M] est définie par

[M] =

[
[Mr] 0
0 [Ms]

]
, (3.35)

où les matrices [Mr] et [M]s sont définies par

[Mr] =




m1[I3] · · · 0
. . .

... Mi[I3]
...

. . .
0 · · · mnb

[I3]


 , [M

s] =




[J1] · · · 0
. . .

... [Ji]
...

. . .
0 · · · [Jnb

]


 . (3.36)

Les équations aléatoires (3.33) et (3.34) sont résolues par simulations de Monte Carlo
[217]. Le niveau de dispersion de la réponse aléatoire est contrôlé par le paramètre
de dispersion δ

Mi
de la masse aléatoire, par le paramètre géométrique h de la posi-

tion aléatoire du centre de gravité et par les paramètres λl et λu du tenseur d’inertie
aléatoire. Ces paramètres peuvent être identifiés expérimentalement en inverse si des
mesures expérimentales sont disponibles. Sinon, ces paramètres peuvent être fixés ar-
bitrairement dans le but d’effectuer une analyse de sensibilité de la réponse vis-à-vis
des propriétés d’inertie du solide rigide incertain et donc de vérifier la robustesse aux
incertitudes de la réponse dynamique calculée par le modèle multicorps.

L’exemple numérique développé précédemment dans ce chapitre est repris pour effectuer
une analyse de sensibilité. Plusieurs cas sont analysés :
(i) - Cas 1 : M5 aléatoire, r0,5 déterministe et [Zi] déterministe.
Pour ce premier cas, seule la masse du solide Rb5 est aléatoire. L’accélération aléatoire du
point Pobs est tracée sur les figures 3.9 et 3.10. Ces figures montrent que le déplacement
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Figure 3.9 – Cas 1 : Accélération aléatoire suivant x0,1 (gauche), x0,2 (milieu) et x0,3
(droite). Traits pleins : domaine de confiance à 95%. Trait pointillé : moyenne.
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Figure 3.10 – Cas 1 : Accélération angulaire aléatoire suivant x0,1 (gauche), x0,2 (mi-
lieu)et x0,3 (droite). Traits pleins : domaine de confiance à 95%. Trait pointillé : moyenne.

aléatoire du point Pobs reste plan. En effet, l’incertitude sur la masse M5 ne se propage
que sur les degrés de libertés de translation. Donc seule l’amplitude du mouvement plan
va varier lorsque la masse varie.
(ii) - Cas 2 : m5 déterministe, R0,5 aléatoire et [Zi] déterministe.
Pour ce deuxième cas, seule la position initiale du centre de gravité du solide Rb5 est
aléatoire. L’accélération aléatoire du point Pobs est tracée sur les figures 3.11 et 3.12.
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Figure 3.11 – Cas 2 : Accélération aléatoire suivant x0,1 (gauche), x0,2 (milieu) et x0,3
(droite). Traits pleins : domaine de confiance à 95%. Trait pointillé : moyenne.

Cette fois-ci, le centre d’inertie du solide Rb5 sort aléatoirement du plan, ce qui entrâıne
une forte fluctuation du mouvement en dehors du plan.
(iii) - Cas 3 : m5 déterministe, r0,5 déterministe et [Zi] aléatoire.
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Figure 3.12 – Cas 2 : Accélération angulaire aléatoire suivant x0,1 (gauche), x0,2 (mi-
lieu)et x0,3 (droite). Traits pleins : domaine de confiance à 95%. Trait pointillé : moyenne.

Pour ce troisième cas, seul le tenseur d’inertie du solide Rb5 est aléatoire. L’accélération
aléatoire du point Pobs est tracée sur les figures 3.13 et 3.14. L’introduction de termes
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Figure 3.13 – Cas 3 : Accélération aléatoire suivant x0,1 (gauche), x0,2 (milieu) et x0,3
(droite). Traits pleins : domaine de confiance à 95%. Trait pointillé : moyenne.
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Figure 3.14 – Cas 3 : Accélération angulaire aléatoire suivant x0,1 (gauche), x0,2 (mi-
lieu)et x0,3 (droite). Traits pleins : domaine de confiance à 95%. Trait pointillé : moyenne.

extra-diagonaux dans le tenseur d’inertie casse les symétries du système. D’autre part,
des fluctuations des forces de Coriolis sont introduites. Ainsi, on peut observer une forte
fluctuation du mouvement dans le plan et en dehors du plan.
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3.4 Conclusions.

Ces premiers travaux sur la quantification des incertitudes pour la dynamique des systèmes
multicorps ont permis de mettre en place une méthode de modélisation des incertitudes
relatives à la distribution spatiale de la masse d’un ou plusieurs solides rigides. Les fonc-
tions de densité de probabilité de la masse, de la position du centre de gravité et du
tenseur d’inertie ont été construites de manière rigoureuse par le principe du MaxEnt
aboutissant à des lois à faible paramétrage permettant ainsi d’être facilement identifi-
ables si des données expérimentales sont disponibles. Sinon, ce faible paramétrage permet
d’effectuer facilement une étude de sensibilité de la réponse du système multicorps vis-
à-vis des incertitudes sur les propriétés d’inertie. La modélisation probabiliste construite
permet d’introduire des brisures aléatoires des symétries du système étudié permettant
ainsi d’étudier la robustesse d’une modélisation pour laquelle plusieurs hypothèses sim-
plificatrices de symétrie auraient été introduites sur les solides rigides.

3.5 Travaux en cours et perspectives.

3.5.1 Prise en compte d’autres sources d’incertitudes et vali-

dation industrielle.

La première extension de ces travaux concerne la prise en compte des incertitudes autres
que celles relatives à la distribution spatiale de la masse, en particuliers au niveau de
l’interaction entre les solides rigides. Pour le cas des liaisons cinématiques, il existe des
incertitudes relatives aux paramètres d’une liaison, comme par exemple le centre d’une
liaison rotule ou l’axe d’une liaison glissière. Les incertitudes sur ces paramètres sont liées
aux tolérance de fabrication et aux dégradations que peut subir le système multicorps
durant son cycle de vie. Pour le cas des ressorts et amortisseurs, il peut là encore exister
des incertitudes concernant la loi de comportement de ces éléments. En effet, ces lois de
comportement sont identifiées dans des conditions d’essais qui peuvent être différentes
des conditions réelles d’utilisation de ces éléments. D’autre part, ces lois de comportement
sont amenées à évoluer durant leur phase de rodage puis durant tout le cycle de vie du
système multicorps.

La prise en compte de ces incertitudes paramétriques fait actuellement l’objet d’un projet
de collaboration avec PSA Peugeot-Citroën (voir projet [P9]). L’objectif de ce projet con-
cerne la construction d’un modèle multicorps stochastique d’un groupe motopropulseur
(GMP). En effet, pour ce type de système il existe des incertitudes relatives aux propriétés
d’inertie du moteur (il existe de nombreuses variantes pour chaque type de moteur) et
des incertitudes relatives au système de maintien du moteur réalisé par deux cales et
une biellette. Des mesures expérimentale ont été réalisées par PSA Peugeot-Citroën sur
plusieurs véhicules. Ces mesures permettront d’identifier les paramètres du modèle d’in-
certitude qui est en cours de construction.
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3.5.2 Conception robuste des systèmes multicorps.

D’autres travaux concernant la conception robuste des systèmes multicorps sont actuelle-
ment en cours. Ces travaux sont en collaboration avec le laboratoire HYDYN (université
d’Hanyang, Séoul) dans la cadre du projet Hubert Curien STAR (voir projet [P6]). Les
méthodes déterministes de conception robuste des systèmes multicorps (voir par exemple
[69], [98] pour une application aux véhicules automobiles, [259] pour les méthodes d’op-
timisation multi-objectives), qui consistent à identifier un paramètre d en minimisant
la distance entre une fonction d’intérêt g(u(d)) déterministe et une valeur cible g∗, ne
peuvent plus être utilisées dans un cadre incertain. L’objectif est de mettre en place des
stratégies de conception robuste en présence des sources d’incertitudes évoquées dans ce
chapitre.

3.5.3 Extension aux systèmes multicorps flexibles.

Pour les systèmes multicorps flexibles, les déformations d’un ou plusieurs solides sont
prises en compte en ajoutant des coordonnées élastiques (définies dans le repère local,
voir [231]) aux coordonnées de référence de chaque solide. Cette formulation dite du
”repère flottant” se traduit par l’introduction d’une matrice de raideur, d’une matrice
d’amortissement et d’une matrice de masse relatives aux coordonnées élastiques. Cette
formulation introduit des nouvelles incertitudes de paramètres et de modélisation qu’il
serait intéressant de prendre en compte par une approche probabiliste non-paramétrique
[242] par exemple.
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Chapitre 4

Quantification des incertitudes en
dynamique des structures
déformables.

Ce chapitre, qui est consacré à la prise en compte des incertitudes en dynamique des
structures déformables, a été introduit dans la Section 2.3. Nous nous intéressons en
particulier à la dynamique BF pour laquelle la méthode d’analyse modale permet de
construire un modèle réduit de faible taille et suffisamment prédictif pour servir de base
à la construction d’une modélisation probabiliste des incertitudes. Cette modélisation se
fait en deux étapes. La première consiste à construire un modèle probabiliste a priori
des incertitudes dont la loi de probabilité est contrôlée par des paramètres à identi-
fier. La méthode de construction privilégiée ici est l’approche probabiliste généralisée
des incertitudes introduite par C. Soize dans [251]. Cette méthode permet de pren-
dre en compte de manière séparée les incertitudes liées aux paramètres du système et
les incertitudes de modélisation. La seconde étape consiste à identifier les paramètres
contrôlant le modèle probabiliste a priori. Cette identification est réalisée en utilisant la
méthode du maximum de vraisemblance et des données expérimentales. Plusieurs types
de données expérimentales seront analysées : (1) fréquences propres, (2) fréquences pro-
pres et vecteurs propres et (3) réponses fréquentielles. D’autre part, deux applications
industrielles seront présentées. La première concerne un moteur EAS appartenant au cir-
cuit de refroidissement de secours d’un réacteur nucléaire. La seconde est relative à une
pompe de centrale thermique. Enfin, nous présenterons une extension de cette méthode à
la construction de modèles probabilistes de champs de propriétés incertains en présence
d’incertitudes de modélisation.
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4.1 Construction du modèle réduit nominal.

On s’intéresse au comportement vibratoire d’une structure tri-dimensionnelle à com-
portement linéaire et amorti et définie sur un domaine Ω. Ce domaine est fixé sur la par-
tie Γ0 de sa frontière ∂Ω et est libre sur l’autre partie Γ. La normale unitaire extérieure à
la frontière est n. Le déplacement du point de coordonnées x appartenant à Ω sera noté
u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)). Soit B = [ωmin, ωmax] la bande de fréquence sur
laquelle est calculée la fonction de réponse en fréquence. La transformée de Fourier du
champs de déplacement est notée u (x, ω). Le champ des forces volumiques extérieures
appliquées dans Ω et le champ des forces surfaciques appliquées sur Γ sont respectivement
notés fvol (x, ω) et fsurf (x, ω).

On prend les hypothèses d’un matériau viscoélastique à mémoire instantanée, anisotrope
et non homogène. Le tenseur des contraintes σjk est alors relié au tenseur des déformations
ǫlh par la relation σjk (x) = ajklh (x) ǫlh (u) + iω bjklh (x) ǫlh (u) avec ajklh et bjklh les
tenseurs réels du quatrième ordre ayant les propriétés usuelles de symétrie, de positivité
et de bornitude en x.

Le problème aux limites pour les équations linéarisées de la structure est

−ω2ρui −
∂σij
∂xj

= fvol, i dans Ω , (4.1)

σijnj = fsurf, i sur Γ , (4.2)

u = 0 sur Γ0 , (4.3)

où, comme au chapitre précédent, ρ (x) est la masse volumique.

Soit Hcomp, l’espace complexe de toutes les fonctions de carré intégrable de Ω dans C3

muni du produit scalaire 〈u,v〉 =
∫
Ω
u (x) .v (x)dx. Soit Vcomp l’espace des champs de

déplacements admissibles. La formulation variationnelle du problème aux limites défini
par les équations (4.1),(4.2) et (4.3) consiste à trouver pour tout ω dans B la fonction
u(ω) à valeurs dans Vcomp tel que ∀v dans Vcomp,

−ω2m (u,v) + iωd (u,v) + k (u,v) = g (v;ω) . (4.4)

Dans l’équation (4.4), la forme sesquilinéaire de massem est définie surHcomp×Hcomp par
m (u,v) =

∫
Ω
ρu.vdx. La forme sesquilinéaire d’amortissement d est définie sur Vcomp×

Vcomp par d (u,v) =
∫
Ω
bijkh (x) ǫkh (u) ǫij (v) dx. La forme sesquilinéaire de raideur k est

définie sur Vcomp×Vcomp par k (u,v) =
∫
Ω
aijkh (x) ǫkh (u) ǫij (v) dx. La forme antilinéaire

g des forces extérieures est définie sur Vcomp par g (v;ω) =
∫
Γ
fsurf, i(x, ω)vi(x)ds +∫

Ω
fvol, i(x, ω)vi(x)dx.

La réponse de la structure est analysée par la méthode des éléments finis (EF). On
suppose que np paramètres de la structure sont incertains. Ces paramètres sont regroupés
dans le vecteur h dont le domaine admissible est Ch. Ainsi, pour tout ω dans le bande
d’analyse B, on cherche le vecteur U(ω) ∈ Cm des m degrés de libertés (DDL) solution
de l’équation

(−ω2[M(h)] + iω[D(h)] + [K(h)])U(ω) = F (ω) , (4.5)
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où [M(h)], [D(h)] et [K(h)] sont les matrices de masse, d’amortissement et de raideur
et où F(ω) est le vecteur des forces extérieures. On suppose donc ici qu’il n’y a pas
d’incertitudes sur le chargement.

Le modèle réduit est construit par la technique d’analyse modale. Afin d’alléger les
développements, on suppose que la structure ne possède pas de modes de corps rigide.
Alors pour tout h appartenant à Ch, les n premières valeurs propres 0 < λ1(h) ≤ λ2(h) ≤
. . . ≤ λn(h) associés aux modes élastiques {φ1(h),φ2(h), . . . ,φn(h)} sont les solutions
du problème généralisé aux valeurs propres

[K(h)]φ(h) = λ(h)[M(h)]φ(h) . (4.6)

Le modèle réduit est construit en projetant la réponse du système sur le sous-espace
engendré par les n premiers modes élastiques. Soit [Φ(h)] la base modale (matrice dont
les colonnes sont les n premiers modes élastiques). On introduit alors l’approximation
U(n)(ω) de U(ω) qui s’écrit

U
(n)(ω) = [Φ(h)]q(ω) , (4.7)

où q(ω) est le vecteur des n coordonnées généralisées solution de l’équation matricielle
réduite suivante

(−ω2[M(h)] + iω[D(h)] + [K(h)])q(ω) = f(ω;h) , (4.8)

où [M(h)] = [Φ(h)]T [M(h)] [Φ(h)], [D(h)] = [Φ(h)]T [D(h)] [Φ(h)] et [K(h)] = [Φ(h)]T

[K(h)] [Φ(h)] sont les matrice de masse, d’amortissement et de raideur généralisées et où
f(ω;h) = [Φ(h)]T F(ω) ∈ Rn est le vecteur des forces généralisées. On suppose que les
modes propres élastiques sont normalisés par rapport à la masse. On a donc

[M(h)] = [In] , (4.9)

où [In] est la matrice identité et

[K(h)] = diag(λ1(h), λ2(h), . . . , λn(h)) . (4.10)

La dimension n du modèle réduit est déterminée par analyse de la convergence de la
réponse sur toute la bande de fréquence B et pour tout h dans Ch.

4.2 Construction du modèle réduit probabiliste.

L’objectif est de construire un modèle probabiliste pour la prise en compte (1) des incerti-
tudes sur les paramètres et (2) des incertitudes de modélisation. Il est important de pren-
dre en compte les incertitudes de modélisation car elles sont inéluctablement introduites
lors du processus de modélisation physique/mathématique d’une structure. Construire
uniquement une modélisation des incertitudes sur les paramètres, limite le domaine de
prédictibilité de la réponse stochastique. Pire encore, à cause des effets de compensation,
le modèle probabiliste des paramètres qui serait identifié expérimentalement sans pren-
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dre en compte les incertitudes de modélisation serait faux. Les deux types d’incertitudes
sont pris en compte de manière séparée par une approche mixte paramétrique/non-
paramétrique dite approche probabiliste généralisée des incertitudes et introduite dans
[251].

4.2.1 Construction du modèle probabiliste des incertitudes de

paramètres.

Comme au chapitre précédent, les incertitudes de paramètres sont prises en compte
en remplaçant les quantités incertaines par des quantités aléatoires. Donc le vecteur
h des paramètres incertains est remplacé par un vecteur aléatoire H à valeurs dans
R

np, défini sur un espace probabilisé (Θpar, T par,Ppar) et dont la fonction de probabilité
jointe p

H
(h) est construite par la méthode du MaxEnt (voir Section 3.2.1). Alors, les n

premières valeurs propres aléatoires 0 < Λpar
1 ≤ Λpar

2 ≤ . . . ≤ Λpar
n associées aux modes

propres élastiques aléatoires {φpar
1 ,φpar

2 , . . . ,φpar
n } sont solutions du problème généralisé

stochastique aux valeurs propres stochastique suivant

[K(H)]φpar = Λpar[M(H)]φpar . (4.11)

Soit [Φpar] la base modale aléatoire associée aux incertitudes de paramètres et soit
[Mpar] = [Φpar]T [M(H)] [Φpar], [Dpar] = [Φpar]T [D(H)] [Φpar] et [Kpar] = [Φpar]T [K(H)]
[Φpar] les matrices généralisées aléatoires de masse, d’amortissement et de raideur as-
sociées aux incertitudes de paramètres. Les modes propres aléatoires {φpar

1 ,φpar
2 , . . . ,φpar

n }
sont eux aussi normalisés par rapport à la masse, i.e.,

[Mpar] = [In] , p.s. (4.12)

et
[Kpar] = diag(Λpar

1 ,Λpar
2 , . . . ,Λpar

n ) . (4.13)

Par construction, les matrices [Mpar], [Dpar] et [Kpar] sont définies positives presque
sûrement et peuvent donc être factorisées par la décomposition de Cholesky,

[Mpar] = [LM ]T [LM ] ,

[Dpar] = [LD]
T [LD] ,

[Kpar] = [LK ]
T [LK ].

(4.14)

La fonction de densité de probabilité jointe p
H
(h) du vecteur aléatoire H dépend de

paramètres tels que des moyennes, des paramètres de dispersion, des multiplicateurs de
Lagrange (issus d’une construction par le MaxEnt). Ces paramètres sont regroupés dans
le vecteur αpar.
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4.2.2 Construction du modèle probabiliste des incertitudes de

modélisation.

Soit (Θmod, T mod,Pmod) un autre espace probabilisé. Pour prendre en compte les in-
certitudes de modélisation, les matrices aléatoires [Mpar], [Dpar] et [Kpar] sont rem-
placées par les matrices aléatoire [Mtot], [Dtot] et [Ktot], définies sur l’espace probabilisé
(Θtot = Θpar × Θmod, T tot = T par ⊗ T mod,Ptot = Ppar ⊗ Pmod) et telles que, pour tout
θtot dans Θtot,

[Mtot(θtot)] = [LM (θpar)]T [GM(θmod)][LM(θpar)] ,

[Dtot(θtot)] = [LD(θ
par)]T [GD(θ

mod)][LD(θ
par)] ,

[Ktot(θtot)] = [LK(θ
par)]T [GK(θ

mod)][LK(θ
par)] ,

(4.15)

où [GM ], [GD] et [GK ] sont des matrices aléatoires definies sur (Θmod, T mod,Pmod) et
dont les fonctions de densités de probabilités sont données dans [242, 243] dans le cadre
de l’approche probabiliste non paramétrique des incertitudes. Ces fonctions de densité
de probabilité ont été construites en utilisant le principe du MaxEnt et dépendent au
final des paramètres de dispersion δM , δD et δK qui contrôlent le niveau de dispersion
associé aux matrices [GM ], [GD] et [GK ] respectivement. Soit αmod = (δM , δD, δK), le
vecteur contenant ces trois paramètres de dispersion.

Les matrices aléatoires [Mtot] et [Ktot] sont pleines. Pour calculer les modes propres
aléatoires associés aux incertitudes de paramètres et de modélisation, on introduit un
problème aux valeurs propres stochastique de dimension réduite. Les n valeurs pro-
pres aléatoires 0 < Λ1 ≤ Λ2 ≤ . . . ≤ Λn associées aux vecteurs propres aléatoires
{φtot

1 ,φtot
2 , . . . ,φtot

n } sont solutions du problème généralisé stochastique aux valeurs pro-
pres

[Ktot]φtot = Λ[Mtot]φtot . (4.16)

Soit [Φtot] = [φtot
1 , . . . ,φtot

n ]. Ces modes propres aléatoires sont normalisés par rapport à
la matrice de masse [Mtot],

[M] = [Φtot]T [Mtot] [Φtot] = [In] , (4.17)

et on a
[K] = [Φtot]T [Ktot] [Φtot] = diag(Λ1, . . . ,Λn) . (4.18)

Alors les n premières valeurs propres du modèle probabiliste des incertitudes de paramè-
tres et de modélisation sont 0 < Λ1 ≤ . . . ≤ Λn auxquelles sont associés les vecteurs
propres aléatoires φ1, . . . ,φn tels que la matrice aléatoire [Φ] = [φ1, . . . ,φn] s’écrit

[Φ] = [Φpar] [Φtot] . (4.19)

Au final, le modèle probabiliste des incertitudes de paramètres et de modélisation est
paramétré par le vecteur α = (αpar,αmod) qui doit être identifié en utilisant des réponses
expérimentales si celles-ci sont disponibles. Autrement, le vecteur α est fixé arbitraire-
ment à différentes valeurs afin d’effectuer une analyse de sensibilité des quantités d’intérêt
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vis-à-vis des incertitudes de paramètres et de modélisation. L’espace admissible pour le
vecteur α est noté C.

4.2.3 Réponse aléatoire du modèle réduit probabiliste.

Pour tout ω dans B le processus stochastique U(ω) de la réponse aléatoire du modèle
probabiliste réduit s’écrit

U(ω) = [Φ]Q(ω) , (4.20)

où le processus stochastique Q(ω) des coordonnées généralisées aléatoires est solution de
l’équation stochastique

(−ω2[M] + iω[D] + [K])Q(ω) = F̃(ω) , (4.21)

où F̃(ω) = [Φ]T F(ω) est le processus stochastique des forces généralisées.

4.3 Identification du modèle probabiliste en utilisant

des données expérimentales.

L’objectif de cette section est l’identification du vecteur α qui contrôle complètement
le modèle réduit probabiliste construit ci-dessus. Ce vecteur est identifié en inverse en
utilisant des données expérimentales et des données numériques aléatoires construites
en utilisant le modèle réduit probabiliste. Le processus d’identification du vecteur α

requiert deux étapes : (1) La première est la construction d’une observation commune
pour les systèmes réels et pour le modèle numérique stochastique. Le choix l’observation
dépend du type et de la richesse des données expérimentales à disposition mais aussi
des quantités d’intérêt que le modèle stochastique est censé prédire (voir par exemple
[182, 190, 117, 131, 132] pour les incertitudes de paramètres, et [250, 249, 80, 88, 6, 59]
pour les incertitudes de paramètres et de modèle). (2) La deuxième étape consiste à
construire une mesure de l’écart entre les observations expérimentales et les observations
numériques. Dans ce rapport, la méthode du maximum de vraisemblance est privilégiée
en raison du faible nombre de mesures expérimentales généralement disponibles pour un
système industriel réel.
Dans un premier temps, nous développons la deuxième étape à savoir l’identification
du vecteur α par la méthode du maximum de vraisemblance pour une observation quel-
conque. Puis plusieurs types d’observation seront analysés et illustrés sur des applications
industrielles ou numériques.

4.3.1 Méthodologie générale d’identification.

On suppose que nexp configurations expérimentales ont été instrumentées. Pour chaque
configuration j, un vecteur observation wexp,j = (wexp,j

1 , . . . , wexp,j
nj

) appartenant à Rnobs,j

est identifié. Ainsi, le nombre et la nature des observations d’une configuration à l’autre
peut varier. Pour chaque configuration j, ce vecteur observation est comparé au vecteur
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aléatoire correspondant calculé avec le modèle stochastique et est noté Wj qui est à
valeurs dans Rnobs,j . Soit wj 7→ p

Wj
(wj;α) la fonction de densité de probabilité jointe

du vecteur aléatoire Wj de l’observation numérique. La valeur optimale αopt du vecteur
α est identifiée par la méthode du maximum de vraisemblance, i.e.,

αopt = argmax
α∈C
L(α) , (4.22)

où L(α) est la fonction de log-vraisemblance définie par

L(α) =

nexp∑

j=1

log(p
Wj

(wexp,j;α)) . (4.23)

Pour chaque valeur du vecteur α, les fonctions de densité de probabilité p
Wj

(wj;α) sont
estimées par une méthode d’estimation à noyaux multi-dimensionnels [268]. Si la taille
du vecteur aléatoire Wj est grande une réduction statistique peut être effectuée afin
de faciliter l’estimation de la vraisemblance. Dans [249], cette réduction est effectuée
par une décomposition en composantes principales. Puis la vraisemblance est construite
directement sur ces coordonnées principales qui sont décorrélées (mais dépendantes).
On remplace alors la densité de probabilité conjointe des coordonnées principales par
le produit des marginales d’ordre un (modification de la fonction de coût, comme si les
coordonnées principales étaient indépendantes).

Remarque 4.1 : Ce problème d’optimisation (4.22) est non-convexe. Au vue de la grande
dimension du vecteur α, sa résolution requiert un algorithme de recherche aléatoire.
Ainsi, la précision du résultat obtenu est fonction du coût calcul de la recherche, c’est-
à-dire du nombre de CPU et du temps à disposition pour effectuer la recherche. Il n’y
a donc aucune garantie que la valeur optimale α obtenue soit bien le maximum de la
fonction coût construite.

Remarque 4.2 : Étant donné le faible nombre de mesures expérimentales généralement
disponibles sur une structure réelle et étant donné l’hétérogénéité des données mesurées
entre les configurations expérimentales, l’estimateur de la log-vraisemblance n’est en
général pas convergé vis-à-vis de nexp. Si le coût calcul le permet une validation croisée
permet de vérifier que la solution obtenue avec le peu de données expérimentales à
disposition reste robuste vis-à-vis des configurations non mesurées.

Remarque 4.3 : L’identification du vecteur α peut être effectuée en deux étapes. La
première consiste à identifier uniquement αpar en utilisant une observation peu sensible
aux incertitudes de modélisation (la fréquence fondamentale par exemple). Puis à αpar

fixé, la deuxième étape consiste à identifier αmod en utilisant l’ensemble des données
expérimentales.

Remarque 4.4 : Un bon prédicteur pour αopt peut facilement être obtenu en supposant
que le vecteur aléatoire Wj suit une loi Normale de moyenne wj(α) et de matrice de
covariance [CW j(α)]. Dans ce cas, la fonction de log-vraisemblance (4.23) est approchée
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par

L(α) =

nexp∑

j=1

{−nobs,j log(2 π)−
1

2
log(det([CW j(α)]))

− 1

2
(wexp,j −wj(α))T [CW j(α)]−1(wexp,j −wj(α))} , (4.24)

qui peut être estimée par Monte Carlo et des réalisations indépendantes du vecteur
aléatoire Wj. Le déterminant de la matrice de covariance peut devenir très petit si
la dimension du vecteur aléatoire Wj est élevée entrâınant des problèmes numériques.
Dans ce cas, il vaut mieux passer par les valeurs propres de la matrice de covariance et
l’équation (4.24) se réécrit

L(α) =

nexp∑

j=1

{−nobs,j log(2 π)−
1

2

nobs∑

k=1

log(σj
k(α))

− 1

2
(wexp,j −wj(α))T [CW j(α)]−1(wexp,j −wj(α))} (4.25)

où σj
k(α), k = 1, . . . , nobs,j sont les valeurs propres de la matrice de covariance [CW j(α)].

4.3.2 Observations sur les fréquences propres.

Lorsque la densité modale est faible (en BF généralement), les mesures de fréquences
propres sont des données expérimentales qui peuvent s’obtenir facilement en utilisant
une seule mesure de FRF en un point où tous les modes de la bande d’analyse s’expri-
ment. De plus, l’identification des fréquences propres ne nécessite pas la connaissance de
l’excitation et peuvent donc s’obtenir de manière assez précise avec une excitation au
marteau [113].

4.3.2.1 Construction de l’observation.

Pour chaque configuration j, nj fréquences propres f
exp,j
1 , . . . , f exp,j

nj
sont identifiées. Par

ailleurs, on suppose qu’il y a correspondance entre les modes identifiés d’une configuration
à l’autre. Autrement, les modes devraient être appariés et donc des données sur les
vecteurs propres sont nécessaires (voir Section 4.3.3).
L’observation expérimentale est wexp,j = (f exp,j

1 , . . . , f exp,j
nj

). L’observation numérique

Wj = (F j
1 , . . . , F

j
nj
) est constituée des nj premières fréquences propres aléatoires F j

1 =√
Λ1/(2 π), . . . , F

j
nj

=
√

Λnj/(2 π) du modèle réduit stochastique. Là encore, on suppose
qu’il y a correspondance entre les modes expérimentaux et les modes aléatoires calculés
avec le modèle réduit stochastique. Ceci suppose que les variations de paramètres n’en-
gendrent ni de croisements de modes ni de recombinaisons de modes. L’observation des
fréquences propres peut être remplacée par l’observation des logarithmes des fréquences
propres normalisées par rapport aux fréquences propres expérimentales (qui sont stricte-
ment positives ici). Dans ce cas, Wj = (log(F j

1 /f
exp,j
1 ), . . . , log(F j

nj
/f exp,j

nj
)) et le vecteur
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wexp,j est nul. Cette variante permet, pour chaque configuration j, de ramener le sup-
port des observations à Rnobs,j. Ceci présente deux avantages : (1) Aucune précaution
n’est à prendre pour la construction de la densité de probabilité jointe des fréquences
propres aléatoires par une méthode d’estimation à noyaux multi-dimensionnels et (2)
l’approximation Gaussienne (4.24) pour l’observation numérique devient physiquement
plus admissible.

4.3.2.2 Illustration sur un système réel : Moteur EAS

Problématique et mesures expérimentales :
Afin d’assurer la sécurité de ses installations, EDF (Électricité De France) réalise régulière-
ment une large variété d’essais expérimentaux sur les composants de ses centrales nucléaires.
Parmi ces composants, les moteurs EAS sont des structures composées d’un moteur, d’un
système de maintien, d’un carter et d’autres éléments structuraux (voir figure 4.1). Ce

Figure 4.1 – Moteur EAS.

moteur est utilisé en cas d’urgence afin de diffuser des réfrigérants dans le circuit pri-
maire. Il arrive parfois que les niveaux de vibration d’un moteur EAS atteignent une
limite critique. Ces niveaux élevés sont dus à un phénomène de résonance car les trois
premières fréquences propres de la structure moteur sont dans le voisinage de la fréquence
de rotation du moteur.
Les premières fréquences propres ont été mesurées sur 11 configurations situées sur
différents sites. Les FRF ayant permis d’identifier les fréquences propres ne sont pas
exploitables. Pour des raisons de confidentialité, les fréquences propres sont normalisées
(et donc adimensionnées) par rapport à la fréquence de rotation du moteur. Les mesures
expérimentales sont regroupées dans le tableau 4.1. Il est à noter que la troisième
fréquence propres n’a été identifiée que sur 5 configurations. Le tableau 4.1 montre une
forte dispersion des fréquences propres mesurées, à tel point qu’elles se chevauchent.
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j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

f exp,j
1 0.77 0.78 0.77 0.81 0.85 0.97 0.85 0.91 0.96 0.85 0.95

f exp,j
2 0.84 0.86 0.79 0.85 0.90 0.98 0.92 0.92 1.04 0.88 0.98

f exp,j
3 1.01 1.13 0.85 1.02 1.0 − − − − − −

Table 4.1 – Fréquences propres mesurées.

Ces fortes dispersions font qu’aucune solution générique n’a pu être trouvée afin d’éliminer
les niveaux de vibration élevés des moteurs EAS sur l’ensemble du parc nucléaire d’EDF.
Ainsi, la construction d’un modèle générique prenant en compte ces variabilités aide à
trouver une telle solution générique.
Construction du modèle probabiliste :
Le maillage du modèle nominal est représenté sur la figure Fig. 4.2. La dalle en béton, la
plaque de base et la plaque métallique sont modélisées par des éléments volumiques. Le
carter est modélisé par une poutre et le moteur est modélisé par un solide rigide. Enfin
la jonction moteur/plaque de base est modélisée par un ressort de rotation. Les trois

Figure 4.2 – Maillage du modèle nominal

premières fréquences propres du modèle nominal sont (f1 = 0.82, f2 = 0.87, f3 = 1.11).
Le premier mode propre du modèle nominal est représenté sur la figure 4.3.

Figure 4.3 – Premier mode propre du modèle nominal

Les incertitudes sur les paramètres sont liées à la variabilité de 8 paramètres qui sont :
(1) la masse volumique et les deux coefficients de Lamé de la dalle en béton, (2) la masse
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volumique et les deux coefficients de Lamé de la plaque métallique, (3) l’inertie de flexion
du carter et la raideur de rotation de la jonction moteur/plaque de base. En utilisant le
principe du MaxEnt, ces 8 paramètres sont modélisés par 8 variables aléatoires Gamma
indépendantes paramétrées chacune par une moyenne et un coefficient de variation. La
dimension de αpar est donc 16.

D’autre part, le modèle EF étant assez grossier, celui-ci comporte des incertitudes de
modélisation qui sont prises en compte au niveau des matrices de masse et de raideur
généralisées (les quantités d’intérêt étant les fréquences propres, la matrice d’amortisse-
ment n’intervient pas dans le modèle). Ainsi αmod = (δM , δK).

Le vecteur αpar est identifié séparément en résolvant le problème d’optimisation (4.22)
par un algorithme génétique et en utilisant les données sur les deux premières fréquences
propres uniquement. Puis le vecteur αmod est identifié en utilisant les données sur les
trois premières fréquences propres. La fonction de vraisemblance à αopt

par fixé est tracée
sur la figure 4.4.
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Figure 4.4 – Fonction de vraisemblance à αopt
par fixé.

Statistiques sur les premières fréquences propres :

Une fois le modèle probabiliste construit, celui-ci peut être utilisé pour calculer des
statistiques sur les premières fréquences propres.

Les fonctions de densité de probabilité jointes (f1, f2) 7→ p
F1,F2

(f1, f2), (f1 , f3) 7→
p
F1,F3

(f1, f3) et (f2, f3) 7→ p
F2,F3

(f2, f3) sont tracées sur la figure 4.5. Les probabilités d’ap-
partenance à l’intervalle critique [0.92, 1.08] sont estimées par Monte Carlo et résumées
dans la tableau 4.2.

4.3.3 Observations sur les fréquences propres et les vecteurs

propres.

L’identification expérimentale des vecteurs propres associés aux valeurs propres nécessite
un nombre important de capteurs répartis sur l’ensemble de la structure instrumentée.
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Figure 4.5 – Fonctions de densité de probabilité jointes (f1, f2) 7→ p
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F2,F3
(f2, f3). Les lignes droite délimitent la zone

critique [0.92, 1.08].

Événement Probabilité
{F1 ∈ [0.92, 1.08] ∪ F2 ∈ [0.92, 1.08] ∪ F3 ∈ [0.92, 1.08]} 0.70
{F1 /∈ [0.92, 1.08] ∩ F2 /∈ [0.92, 1.08] ∩ F3 /∈ [0.92, 1.08]} 0.30
{F1 ∈ [0.92, 1.08] ∩ F2 ∈ [0.92, 1.08] ∩ F3 ∈ [0.92, 1.08]} 0.0

Table 4.2 – Statistiques sur les trois premières fréquences propres.

La plupart des méthodes d’identification expérimentale des vecteurs propres permet-
tent d’obtenir des vecteurs propres normalisés par rapport à la masse [113]. Cependant,
comme nous le verrons ci-après, la normalisation des modes propres expérimentaux n’est
pas nécessaire à l’identification du modèle probabiliste.

4.3.3.1 Construction de l’observation.

Observations expérimentales

Pour chaque configuration j, nj pulsations propres ωexp,j
1 , ωexp,j

2 , . . . , ωexp,j
nj

associées à nj

vecteurs propres ϕ̂exp,j
1 , ϕ̂exp,j

2 , . . . , ϕ̂exp,j
nj

ont été identifiées expérimentalement. Dans un
premier temps, on suppose que ces vecteurs propres sont normalisés par rapport aux
masse modales (qui sont donc supposées elle aussi avoir été identifiées). Entre deux con-
figurations, le nombre et la localisation des capteurs sont différents et donc les maillages
expérimentaux sont différents. Pour chaque configuration j, mj degrés de libertés sont

mesurés. Soit [Φ̂exp,j] la matrice modale expérimentale de taille mj×nj dont les colonnes
correspondent aux nj vecteurs propres expérimentaux de la configuration j. On suppose
que nj < n < mj < m pour j dans {1, . . . , nexp}, où n est le nombre de modes propres
calculés par le modèle probabiliste.

Transformation des données modales

Pour tout j, on introduit la matrice [P j] de dimension mj ×m qui réalise une projection
depuis les DDL du modèle probabiliste vers les DDL expérimentaux. Alors la base modale
projetée aléatoire du modèle probabiliste est définie par

[Φ̃
j
] = [P j] [Φ]. (4.26)
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La base modale expérimentale [Φ̂
exp,j

] ne peut pas être directement comparée à la base

modale projetée aléatoire [Φ̃
j
] parce qu’il n’existe en général pas de correspondance di-

recte entre les modes expérimentaux et les modes numériques. Les méthodes classiques
de suivi de modes (voir [158, 74]) basées sur les indices de MAC [113] sont efficaces pour
détecter les croisements de modes mais ne sont pas capables de détecter des recombi-
naisons de modes (voir [205], [206], [55], [189]). Dans [55], les auteurs ont introduit une
classe d’équivalence sur les modèles réduits basée sur une transformation de la base de
réduction [Φ̃] du modèle réduit et des matrices généralisées via une matrice orthogonale
[Q] qui est calculée en minimisant la distance ‖ [Φ̃] [Q]− [Φ̂ref ] ‖F , où ‖ . ‖F est la norme
de Frobenius et [Φ̂ref ] est une base de réduction de référence. Nous allons nous baser sur
cette méthode pour construire une observation numérique correspondant à l’observation
expérimentale. Ainsi, dans notre cas, la base de référence est la base modale expérimentale
et nous cherchons à construire une base aléatoire numérique correspondante (et donc de

même taille) [Φ̂
j
] définie par

[Φ̂
j
] = [Φ̃

j
] [Qopt,j], (4.27)

où [Qopt,j] est une matrice aléatoire orthogonale de dimension n × nj à valeurs dans la
variété de Stiefel compacte OSt(n, nj) définie par

OSt(n, nj) = {[Q] ∈ R
n×nj , [Q]T [Q] = [Inj

]}. (4.28)

Alors les matrices aléatoires de masse et de raideur généralisées sont transformées par
les relations

[M̂j] = [Qopt,j]T [M][Qopt,j] = [Inj
] ,

[K̂j] = [Qopt,j]T [K][Qopt,j] ∈ M
+
nj
(R).

(4.29)

Il est à noter que, comme nj < n, la dimension du modèle réduit aléatoire transformé est
inférieure à la dimension du modèle réduit aléatoire initial et donc cette transformation
ne définit pas une classe d’équivalence de modèle réduit comme dans [55]. Pour tout θ
dans Θ, la matrice orthogonale [Qopt,j(θ)] est calculée pour minimiser la distance entre

la base modale transformée [Φ̂
j
(θ)] et la base expérimentale [Φ̂exp,j], i.e.,

[Qopt,j(θ)] = arg min
[Q]∈OSt(n,nj)

‖ [Φ̃j
(θ)] [Q]− [Φ̂exp,j] ‖F . (4.30)

Ce problème de minimisation est un problème de Procruste dans la variété de Stiefel.
Contrairement au problème de Procruste classique (pour lequel la solution est recherchée
dans l’ensemble des matrices orthogonales carrées [133]), ce problème de Procruste dans
la variété de Stiefel n’a pas de solution analytique. Cependant, une solution peut tout
de même être obtenue de manière itérative (voir [66]) en utilisant l’algorithme 1.
Le nombre d’itérations niter1 est déterminé par l’analyse de la convergence de l’erreur

‖ [Φ̃j
(θ)] [Qopt,j(θ)]− [Φ̂exp,j] ‖F . En général, cette erreur ne converge pas vers zéro. Cette

analyse de convergence peut être réalisée pour toute les réalisations [Φ̃
j
(θ)] ou peut être
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Algorithm 1: Algorithme de résolution du problème de Procruste.

Initialisation :

[C] = [Φ̃
j
(θ)]T [Φ̃

j
(θ)] ;

[W ] : matrices des (n− nj) premiers vecteurs propres de [C] ;

[A] = [Φ̂exp,j, [Φ̃
j
(θ)][W ]] ;

Boucle :

for ℓ = 1, . . . , niter1 do

[P ] = [Φ̃
j
(θ)]T [A] ;

[P ] = [U ][S][V ]T (SVD) ;

[Q̃] = [U ][V ] ∈ OSt(n, n) ;
[Q̃] = [Q1, Q2], avec [Q1] ∈ OSt(n, nj) et [Q2] ∈ OSt(n, n− nj) ;
[Qopt,j(θ)] = [Q1]

[A] = [Φ̂exp,j, [Φ̃
j
(θ)][Q2]] ;

effectuée une seule fois en utilisant les modes propres du modèle nominal. Dans ce cas,

le nombre d’itérations niter1 est le même pour les réalisations [Φ̃
j
(θ)].

Si les vecteurs propres expérimentaux ϕ̂exp,j
1 , ϕ̂exp,j

2 , . . . , ϕ̂exp,j
nexp

ne sont pas normalisés par
rapport à la masse, alors la transformation (4.27) n’est pas suffisante pour rapprocher
suffisamment la base mode modale aléatoire numérique de la base modale expérimentale.
Il est alors nécessaire d’inclure à l’algorithme 1 une boucle externe de mise à l’échelle

afin que les colonnes des matrices [Φ̂exp,j] et [Φ̂
j
(θ)] = [Φ̃

j
(θ)][Qopt,j(θ)] aient la même

norme. Cette boucle externe est détaillée dans l’algorithme 2.

Algorithm 2: Boucle de mise à l’échelle pour le problème de Procruste.

Initialisation :

Mettre à l’échelle les colonnes de [Φ̂exp,j] par rapport aux nj premières colonnes

de [Φ̃
j
(θ)] ;

Boucle :

for ℓ = 1, . . . , niter2 do

Résoudre [Qopt,j(θ)] = argmin ‖ [Φ̃j
(θ)] [Q]− [Φ̂exp,j] ‖F ;

[Φ̂
j
(θ)] = [Φ̃

j
(θ)][Qopt,j(θ)] ;

Mettre à l’échelle les colonnes de [Φ̂exp,j] par rapport aux colonnes de [Φ̂
j
(θ)] ;

Construction d’une observation

Pour j = 1, . . . , nexp, les données modales expérimentales sont constituées de (1) la base

modale expérimentale [Φ̂exp,j], (2) la matrice de raideur modale [K̂exp,j] = diag(λexp,j1 ,

λexp,j2 , . . . , λexp,jnj
) avec λexp,ji = (ωexp,j

i )2 et (3) la matrice de masse modale [M̂ exp,j] =
[Inj

]. Pour identifier le paramètre α du modèle probabiliste, ces trois quantités doivent
être comparées aux données modales aléatoires calculées par le modèle probabiliste :
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(1) la base modale aléatoire [Φ̂
j
], la matrice aléatoire de raideur généralisée [K̂j] et

(3) la matrice aléatoire de masse généralisée [M̂j]. Étant donné que par construction

[M̂j] = [M̂ exp,j] = [Inj
] presque sûrement, seules les bases modales et les matrices de

raideur seront utilisées pour la comparaison. Avant de procéder à l’identification, il faut
construire une représentation des données expérimentales et numériques. Afin d’éviter des
difficultés qui seraient liées à l’estimation de la fonction de densité de probabilité jointe
du vecteur aléatoire d’observation sur un support complexe, il est préférable de rechercher
une représentation des observations sur un espace Euclidien Rnobs,j . Ces représentations
sont construites par les transformations logarithmiques [55] suivantes

[Φ̂
obs,j

] = [Φ̂
j
]− [Φ̂exp,j], [Φ̂exp,obs,,j] = [0]. (4.31)

pour les bases modales, et

[K̂obs,j] = logm([K̂exp,j]−
1
2 [K̂j][K̂exp,j]−

1
2 ), [K̂exp,obs,j] = [0], (4.32)

pour les matrices de raideur, où logm est le logarithme matriciel. La vecteur aléatoire des

observations Wj est alors constitué des mj × nj éléments de la matrice aléatoire [Φ̂
obs,j

]
et des nj× (nj +1)/2 éléments de la partie triangulaire supérieure de la matrice aléatoire

[K̂obs,j]. Le vecteur des observations expérimentales wexp,j est quant à lui nul. On a donc
nobs,j = (mj × nj + nj × (nj + 1)/2).

4.3.3.2 Illustration sur un système réel : Pompe Sulzer

Système réel et mesures expérimentales :

On s’intéresse au comportement dynamique d’une pompe utilisée par EDF dans ses
centrales thermiques. Cette pompe, représentée sur la figure 4.6, est composée d’un
diffuseur et d’une volute et est montée sur un cadre métallique.

Figure 4.6 – Pompe étudiée.
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Une analyse modale expérimentale a été réalisée sur deux spécimens de cette pompe
localisés sur deux sites différents. Donc nexp = 2 configurations expérimentales (nommées
pompe 1 et pompe 2) sont mesurées. Les maillages expérimentaux de ces deux pompes
sont différents (voir Fig. 4.7).

Figure 4.7 – Maillages expérimentaux : Pompe 1 (gauche) et pompe 2 (droite).

Sur la pompe 1, n1 = 6 modes propres ont été identifiés. Les fréquences propres sont
76.8 Hz, 134.4 Hz, 162.0 Hz, 211.9 Hz, 233.4 Hz et 251.2 Hz. Sur la pompe 2, n2 = 11
modes propres ont été identifiés. Les fréquences propres sont 69.9 Hz, 84.6 Hz, 151.8 Hz,
160.6 Hz, 166.3 Hz, 167.8 Hz, 202.5 Hz, 224.6 Hz, 244.3 Hz, 252.1 Hz et 288.3 Hz. Les six
premiers modes propres pour la pompe 1 et la pompe 2 sont représentés sur les figures
4.8 et 4.9 respectivement.

Figure 4.8 – Pompe 1. Six premiers modes propres (Traits noirs épais).

Figure 4.9 – Pompe 2. Six premiers modes propres (Traits noirs épais).
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On peut voir sur ces figures qu’à part pour le premier mode, il est difficile d’apparier les
modes de la pompe 1 à ceux de la pompe 2. Ceci est dû à la variabilité entre les deux
configurations mesurées.

Modèle nominal :

Le maillage du modèle nominal est représenté sur la figure 4.10.

Figure 4.10 – Maillage du modèle nominal.

Le modèle EF est constitué d’éléments volumiques, d’éléments plaque et de ressorts
discrets. Le modèle assemblé a 488 220 DDL. Il y a neuf paramètres incertains qui sont
le module d’Young de l’acier, le module d’Young de la fonte, trois épaisseurs des plaques
formant le cadre métallique et quatre raideurs de ressorts relatifs aux conditions aux
limites. Les modèles nominaux pour les pompes 1 et 2 ont été recalés sur les premières
fréquences propres expérimentales. Les 6 premières fréquences propres pour le modèle
nominal de la pompe 1 sont 76.4 Hz, 81.2 Hz, 143.1 Hz, 163.5 Hz, 185.5 Hz et 200.1 Hz.
Les deux premiers modes propres sont tracés sur la figure 4.11.

Figure 4.11 – Modes propres du modèle nominal de la pompe 1.

Les 6 premiers modes du modèle nominal de la pompe 1 projetés sur le maillage expérimental
sont représentés sur la figure 4.12.
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Figure 4.12 – 6 premiers modes propres projetés pour la pompe 1.

La matrice de MAC pour la pompe 1 est illustrée sur la figure 4.11.
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Figure 4.13 – Matrice de MAC pour la pompe 1.

Les 6 première fréquences propres pour le modèle nominal de la pompe 2 sont 78.6 Hz,
82.4 Hz, 140.7 Hz, 157.4 Hz, 181.6 Hz et 192.9 Hz. Les 6 premiers modes du modèle
nominal de la pompe 2 projetés sur le maillage expérimental sont représentés sur la
figure 4.14.

Figure 4.14 – 6 premiers modes propres projetés pour la pompe 2.

La matrice de MAC pour la pompe 2 est illustrée sur la figure 4.15.
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Figure 4.15 – Matrice de MAC pour la pompe 2.

On peut voir sur les figures 4.13 et 4.15 que les indices de MAC pour la pompe 1 et la
pompe 2 sont faibles. Il est donc difficile d’établir une correspondance entre les modes
expérimentaux et les modes calculés avec les modèles nominaux. La transformation in-
troduite dans la Section 4.3.3.1 est testée sur les bases modales des modèles nominaux
afin qu’elles soient mises en correspondance avec les modes expérimentaux (cette trans-
formation sera ensuite déterminée et appliquée pour chaque réalisation du modèle prob-
abiliste). Les nouvelles matrices de MAC pour les pompes 1 et 2 après transformation
sont représentées sur les figures 4.16 et 4.17 respectivement.
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Figure 4.16 – Matrice de MAC pour la pompe 1 après transformation.
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Figure 4.17 – Matrice de MAC pour la pompe 2 après transformation.

On peut constater une nette amélioration des MAC après transformation.

Construction du modèle probabiliste :

Les modules d’Young incertains et les raideurs incertaines sont, après application du
MaxEnt, modélisés par des variables aléatoires indépendantes Gamma. Les épaisseurs
incertaines sont, après application du MaxEnt, modélisées par des variables aléatoires
indépendantes uniformes. Les neuf variables aléatoires sont paramétrées par leur valeur
moyenne et leur paramètre de dispersion. La dimension de αpar est donc 18.

Les incertitudes de modélisation sont prises en compte au niveau des matrices de masse et
de raideur généralisées et donc αmod = (δM , δK). Le vecteur α

opt est identifié en résolvant
le problème d’optimisation (4.22) par un algorithme génétique.

Pour α = αopt, les fonctions de densité de probabilité des six premières valeurs propres
des matrices [K̂1] et [K̂2] sont tracées sur les figures 4.18 et 4.19 respectivement. On
peut voir sur ces figures que les 5 premières fréquences propres expérimentales pour la
pompe 1 et la pompe 2 sont prédites par le modèle stochastique avec un bon niveau
de probabilité. La valeur moyenne de la matrice de MAC entre les modes aléatoires

[Φ̃
j
] (avant transformation) du modèle stochastique et les modes expérimentaux [Φ̂exp,j]

est tracée sur la figure 4.20 pour la pompe 1 et sur la figure 4.21 pour la pompe 2. La
comparaison des figures 4.20 et 4.21 avec les figures 4.13 et 4.15 montre que l’aléa dans le
modèle stochastique introduit des croisements et recombinaisons de modes qui modifient

l’appariement. La valeur moyenne de la matrice de MAC entre les modes aléatoires [Φ̂
j
]

(après transformation) du modèle stochastique et les modes expérimentaux [Φ̂exp,j] est
tracée sur la figure 4.24 pour la pompe 1 et sur la figure 4.23 pour la pompe 2. On peut
voir sur ces figures que la transformation aléatoires des modes propres aléatoires permet
d’obtenir un bon appariement entre les modes aléatoires du modèle stochastique et les
modes expérimentaux.
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Figure 4.18 – Fonction de densité de probabilité des valeurs propres aléatoires de [K̂1].

Lignes verticales : valeurs expérimentales correspondantes (valeurs propres de [K̂exp,1]).
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Figure 4.19 – Fonction de densité de probabilité des valeurs propres aléatoires de [K̂2].

Lignes verticales : valeurs expérimentales correspondantes (valeurs propres de [K̂exp,2]).

4.3.4 Observations sur les réponses fréquentielles.

Les mesures de réponses fréquentielles (ou les FRF) sont des données expérimentales très
riches lorsque les sources d’excitation sont bien mâıtrisés (utilisation de pots vibrants par
exemple). Elles contiennent plus d’informations expérimentales que les données modales
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Figure 4.20 – Pour la pompe 1, valeur moyenne de la matrice de MAC entre les modes
aléatoires avant transformation du modèle stochastique et les modes expérimentaux.
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Figure 4.21 – FPour la pompe 2, valeur moyenne de la matrice de MAC entre les modes
aléatoires avant transformation du modèle stochastique et les modes expérimentaux.

mais sont moins robustes vis-à-vis des incertitudes de paramètres et de modélisation.
Elles doivent être utilisées pour identifier les paramètres du modèle probabiliste lorsque
les quantités d’intérêt sont très sensibles aux incertitudes (par exemple, un déplacement
ou une contrainte locale). De plus, plus on monte en fréquence et plus la sensibilité des
réponses fréquentielles aux incertitudes augmente.

4.3.4.1 Construction de l’observation.

Pour chaque configuration j, la réponse fréquentielle est mesurée pour ndof,j DDL et
nfreq,j pulsations ωj,1, . . . , ωj,nfreq,j (le nombre de DDL observés et l’échantillonnage peut
varier d’une configuration à l’autre). On introduit alors le vecteur aléatoire de réponse
Uobs, j(ωj,i) = (log10(|U1(ωj,i))|, . . . , | log10(Undof, j

(ωj,i))|). Le vecteur aléatoire d’observa-
tion est donc Wj = (Uobs, j(ωj,1), . . . ,U

obs, j(ωj,nfreq,j)). On a donc nobs, j = ndof, j × nfreq,j.
La dimension du vecteur aléatoire Wj est très grande. Il est donc fort utile de réduire la
dimension stochastique par une analyse en composantes principales lors de l’identification
du paramètre α du modèle stochastique.
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Figure 4.22 – Pour la pompe 1, valeur moyenne de la matrice de MAC entre les modes
aléatoires après transformation du modèle stochastique et les modes expérimentaux.
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Figure 4.23 – Pour la pompe 2, valeur moyenne de la matrice de MAC entre les modes
aléatoires après transformation du modèle stochastique et les modes expérimentaux.

4.3.4.2 Exemple numérique : Champs incertains de propriétés de matériau
et incertitudes de modélisation - Grande dimension stochastique

Système réel et génération des réponses fréquentielles aléatoires expérimen-
tales :

Le système réel (modélisé numériquement) est une poutre rectangulaire 3D encastrée
à ses extrémités (voir figure 4.24) et composée de deux sous-domaines Ωexp

1 défini sur
{0 ≤ x1 ≤ 3.75} et Ωexp

2 défini sur {3.75 ≤ x1 ≤ 10}. Le module de compression
et le module de cisaillement varient suivant la direction x1 et sont modélisés par des
champs aléatoires. Dans Ωexp

1 , le module de cisaillement {x1 7→ Kexp
1 (x1)} est un champs
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aléatoire Gamma de moyenne 5.56 × 109 N/m2, de coefficient de variation 0.2 et de
longueur de corrélation 0.375 m et le module de cisaillement {x1 7→ Gexp

1 (x1)} est un
champs aléatoire Gamma de moyenne 4.17×109 N/m2, de coefficient variation 0.09 et de
longueur de corrélation 0.375 m. Dans Ωexp

2 , le module de cisaillement {x1 7→ Kexp
2 (x1)}

est un champs aléatoire Gamma de moyenne 6.67×109 N/m2, de coefficient de variation
0.2 et de longueur de corrélation 0.625 m et le module de cisaillement {x1 7→ Gexp

2 (x1)}
est un champs aléatoire Gamma de moyenne 5.0× 109 N/m2, de coefficient de variation
0.09 et de longueur de corrélation 0.625 m. Les champs aléatoires Kexp

1 , Gexp
1 , Kexp

2 et
Gexp

2 sont pris statistiquement indépendants (voir justification dans [136]).

Une charge ponctuelle unitaire sur la bande de fréquence d’analyse est appliquée en
(x1 = 4.250, x2 = 1.100, x3 = 0.800). Au total, nexp = 200 configurations expérimentales

x

x

x

1

2

3

Figure 4.24 – Système réel.

sont simulées (voir [247] pour la méthode de simulation des champs stochastiques de
propriétés mécaniques). La bande d’analyse est B = [0, 1200] Hz.

Modèle nominal :

Le modèle nominal est une poutre de Timoshenko de mêmes dimensions que le système
réel. Les champs de module de compression et de module de cisaillement ont pour valeurs
les valeurs moyennes des champs stochastiques introduits pour le système réel. La même
force ponctuelle est appliquée en x1 = 4.250. Le modèle de Timoshenko introduit ne prend
volontairement pas en compte les inerties de rotation des sections afin d’introduire des
erreurs (et donc des incertitudes) de modélisation sur la masse.

La figures 4.25 compare la FRF aléatoire expérimentale à la FRF calculée avec le modèle
nominal au point P2 situé sur la fibre neutre en x1 = 3.125. On voit sur cette figure qu’à
très basse fréquence (3 premières résonances), la réponse est très robuste aux incertitudes
mais cette robustesse diminue ensuite rapidement avec la fréquence.

Modèle probabiliste des incertitudes de paramètres uniquement :

Comme pour le système réel, le module de compression et le module de cisaillement sont
modélisés par des champs stochastiques qui sont identiques à ceux utilisés pour générer
le système réel à la différence que le champs stochastique du module de compression
du deuxième domaine est multiplié par un paramètre de recalage β > 0. On a donc
αpar = (β).
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Figure 4.25 – FRF calculée avec le modèle nominal (trait plein épais). FRF
expérimentale : Région de confiance (traits fins) et réponse moyenne (trait pointillé).

Pour β = 1, la FRF aléatoire du modèle probabiliste est tracée sur la figure 4.26. On
voit sur cette figure que la prise en compte des incertitudes de paramètres améliore les
prévisions sur la bande BF [0 , 550] Hz mais pas sur la bande MF [550 , 1200] Hz. En effet,
l’approximation poutre Timoshenko est robuste en BF mais introduit des incertitudes
de modélisation en MF qu’il faut prendre en compte.
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Figure 4.26 – FRF aléatoire calculée avec le modèle probabiliste des incertitudes de
paramètres uniquement : Région de confiance (traits épais). FRF expérimental : Région
de confiance (traits fins).



80 Quantification des incertitudes en dynamique des structures déformables.

Modèle probabiliste des incertitudes de paramètres et de modélisation :
Les incertitudes de modélisation sont prises en compte sur la masse et la raideur unique-
ment. Il y a donc trois paramètres à identifier et α = (β, δM , δK). On peut donc se
permettre de discrétiser le domaine de α pour en rechercher la valeur optimale. Finale-
ment, on trouve αopt = (0.7, 0.5, 0.2). La valeur optimale pour δM est très élevée car
les inerties de rotation de section n’ont volontairement pas été modélisées. La fonction
de vraisemblance pour δM = δoptM et δK = δoptK et la fonction de vraisemblance pour
β = βopt sont tracées sur la figure 4.27. Pour α = αopt, la réponse aléatoire du modèle
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Figure 4.27 – Fonction de vraisemblance pour δM = δoptM et δK = δoptK (gauche) et
fonction de vraisemblance pour β = βopt (droite).

probabiliste est tracée sur la figure 4.28. On peut voir sur cette figure que la prise en
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Figure 4.28 – FRF aléatoire calculée avec le modèle probabiliste : Région de confiance
(traits épais). FRF expérimental : Région de confiance (traits fins).

compte des incertitudes de modélisation permet d’englober les réponses expérimentales
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sur une bande de fréquence plus large améliorant ainsi la robustesse de la prévision.

4.4 Conclusions et perspectives.

Nous avons présenté une méthodologie permettant de construire un modèle probabiliste
des incertitudes sur les paramètres et des incertitudes de modélisation. La méthode pro-
posée aboutit à un modèle à faible paramétrage, ce qui facilite l’identification du modèle
à partir de données expérimentales. Concernant la méthode d’identification, la méthode
du maximum de vraisemblance permet d’identifier les paramètres du modèle avec des
données hétérogènes (variant d’une configuration à l’autre) mesurées sur un faible nombre
de configurations. Plusieurs types d’observation pour l’identification ont été analysées :
fréquences propres, modes propres et réponses fréquentielles. La robustesse de ces obser-
vations vis-à-vis des incertitudes n’étant pas la même, il est important de bien choisir
l’observation à considérer en fonction des quantités d’intérêt sur lesquelles les incerti-
tudes doivent être quantifiées. En effet, les coûts expérimentaux pour l’obtention des
premières fréquences propres sont inférieurs aux coûts expérimentaux pour l’obtention
des réponses en fréquence sur une large bande et en plusieurs points du système.
En ce qui concerne les perspectives de ces travaux, hormis les nombreuses sources pos-
sibles d’incertitudes sur les paramètres qui n’ont pas encore été abordées, celle qui
nous semble la plus importante est la prise en compte des incertitudes liées aux pro-
tocoles expérimentaux. En effet dans les travaux présentés dans ce chapitre, ces incerti-
tudes qui sont inhérentes à toute manipulation expérimentale peuvent être importantes
et doivent donc être prises en compte dans l’étape d’identification du modèle proba-
biliste. Ces incertitudes expérimentales concernent (1) l’instrumentation des configura-
tions expérimentales (emplacements et orientations des capteurs, emplacements, orien-
tations et intensités des sources d’excitation) (2) la châıne d’acquisition des données
des capteurs et (3) le traitement des données afin de construire les FRF et les données
modales. La quantification de ce type d’incertitude est l’un des objectifs du projet SICO-
DYN actuellement en cours (voir projet [P4]).
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Chapitre 5

Réduction de modèle pour les
structures dynamiques à forte
densité modale.

Ce chapitre, qui a été introduit dans la Section 2.4, présente une nouvelle méthode d’ana-
lyse dynamique des structures complexes caractérisées par une forte densité modale.
Une nouvelle méthodologie de réduction de modèle adaptée à ce type de structure est
présentée ici. Cette construction se fait en deux étapes : (1) La première étape consiste
en la construction d’une base de réduction adaptée. Il s’agit en fait de construire non pas
une mais plusieurs bases de réduction. Chacune de ces bases est adaptée à une échelle
spatiale d’observation bien précise correspondant à une gamme de longueurs d’onde pour
le déplacement. L’espace des déplacements admissibles pourra alors être approché par
la réunion de ces bases de réduction. (2) La deuxième étape consiste à quantifier les
incertitudes pour ce type de structures. Il s’agit en fait de construire des modèles d’in-
certitudes adaptés à chaque échelle d’observation. Ces deux étapes sont successivement
présentées dans ce chapitre. La méthodologie est présentée en ne considérant que deux
échelles spatiales d’observation : (1) les déplacements globaux qui sont caractérisés par
des déplacements dans toute la structure et auxquels on associe de grandes longueurs
d’onde et (2) les déplacements locaux qui sont localisés sur des composants de la struc-
ture, ces composants étant généralement souples et attachés à une structure mâıtresse
rigide. Une généralisation à trois échelles (voire plus) est présentée en fin de chapitre.
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5.1 Construction des bases de réduction pour les

déplacements globaux et les déplacements lo-

caux.

L’objectif est de construire une base de réduction pour les déplacements globaux appelée
par la suite base globale et une base de réduction pour les déplacements locaux appelée
par la suite base locale. Ces deux bases sont construites en utilisant un filtrage basé sur
les longueurs d’onde des déplacements. Ainsi la base globale est construite en empêchant
les longueurs inférieures à une valeur ǫ donnée de s’exprimer. La méthode proposée
ici pour réaliser ce filtrage est dans le même esprit que les méthodes dites des masses
concentrées qui consistent à concentrer la masse (et donc l’énergie cinétique) en quelques
points de la structure puis à condenser l’énergie élastique en ces points par la méthode
de condensation de Guyan [137]. Cela revient à approximer l’énergie cinétique tout en
maintenant l’énergie élastique exacte. La méthode que nous proposons introduit elle
aussi une approximation de l’énergie cinétique uniquement afin de ne pas dégrader les
déformées statiques et les conditions limites. Cette approximation est basée sur une
réduction de la cinématique du déplacement dans l’énergie cinétique.
Dans cette Section, nous commençons par introduire une nouvelle méthode de réduction
cinématique de l’énergie cinétique. Puis les bases globales et locales sont obtenus en con-
struisant puis en résolvant séparément deux problèmes aux valeurs propres pour lesquels
l’énergie cinétique a une cinématique réduite tandis que l’énergie élastique est laissée
intacte.

5.1.1 Réduction cinématique de l’énergie cinétique.

5.1.1.1 Modèle continu.

Méthodologie générale.
On part de la formulation variationnelle établit au chapitre précédent (Section 4.1).
Soit H le sous-espace de Hcomp composé de fonctions réelles et V le sous-espace de
Vcomp composé de fonctions réelles. La réduction cinématique est construite à l’aide d’un
projeteur u 7→ hr(u) défini sur H et à valeurs dans un sous-espace Hr de H de dimension
fini nr. On peut alors construire le projeteur complémentaire u 7→ hc(u) = u − hr(u)
défini surH et à valeurs dans un sous-espace Hc deH. On note ur = hr(u) et uc = hc(u).
Par construction, on a donc H = Hr ⊕Hc (voir figure 5.1).

Il reste à construire le projeteur hr. Soit m(u,v) =
∫
R3 ρ(x)u(x).v(x)dx la forme

bilinéaire symétrique définie positive de masse définie sur H×H. On munit alors l’espace
H du produit scalaire < u,v >m= m(u,v) et de norme associée ‖ u ‖m= m(u,u)1/2.
Alors la projection ur(x) de la fonction u(x) est construite comme la fonction minimisant
la norme ‖ u−ur ‖2m avec ur appartenant à Hr. Physiquement, cela revient à minimiser
l’énergie cinétique de l’erreur associée à la projection. Soit {gr

1(x), . . . , g
r
nr
(x)} une base

de Hr et soit [G] = [gr
1 . . . g

r
nr
]. Alors toute fonction ur dans Hr peut s’écrire

ur(x) = [G(x)] δ(u) , (5.1)
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Figure 5.1 – Projection de u sur Hr.

où δ(u) est le vecteur des coordonnées de ur dans la base {gr
1(x), . . . , g

r
nr
(x)} qui cor-

respondent donc à des degrés de libertés dynamiques relatifs à la cinématique réduite.
Il suffit donc finalement de calculer le vecteur δopt(u) qui est solution du problème de
minimisation

δopt(u) = arg min
δ∈Rnr

‖ u− [G] δ ‖2m . (5.2)

Il s’agit d’un problème des moindres carrés. On peut démontrer aisément que la solution
de ce problème est

δopt(u) = [M]−1 c(u) , (5.3)

où la matrice de masse réduite [M] et le vecteur c(u) sont définis par

[M] = [

∫

R3

ρ(x) [G(x)]T [G(x)]dx] et c(u) =

∫

R3

ρ(x) [G(x)]Tu(x)dx . (5.4)

La projection ur s’écrit
ur = hr(u) = [G][M]−1 c(u) , (5.5)

et la projection complémentaire uc s’écrit

uc = hc(u) = u− [G][M]−1 c(u) . (5.6)

Le théorème de projection orthogonale [58] garantit l’existence et l’unicité des projections
ur et uc et permet de démontrer la propriété suivante

m(uc,vr) = 0, ∀vr ∈ Hr, (5.7)

et en particulier,
m(uc,ur) = 0, (5.8)

Cette propriété fondamentale est très importante et sert à démontrer que la réunion de
la base globale et de la base locale, qui seront construites dans la Section 5.1.2, forme
une base de l’espace des déplacements admissibles. La forme bilinéaire réduite mr(u,v)
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est définie par
mr(u,v) = m(ur,vr) = m(u,vr) = m(ur,v) , (5.9)

et a pour expression

mr(u,v) = δopt(u)T [M]δopt(v) = c(u)T [M]−1c(v) . (5.10)

De même, la forme bilinéaire complémentaire mc(u,v) est définie par

mc(u,v) = m(uc,vc) = m(u,vc) = m(uc,v) , (5.11)

et, en utilisant l’équation (5.8), a pour expression

mc(u,v) = m(u,v)−mr(u,v). (5.12)

La matrice [M] et le vecteur c(u) dépendent du choix du sous-espace Hr. Nous allons
maintenant expliciter quelques cas particuliers. Tous ces cas particuliers correspondent
à des approximations par morceau construites à partir de la décomposition du domaine
Ω en nJ sous-domaines Ωj disjoints. La taille de ces sous-domaines est de l’ordre de
grandeur de la plus grande longueur l’onde à filtrer.

Cas particulier 1 : Déplacement constant par sous-domaine.

Pour ce premier cas, le déplacement u est approché par un déplacement ur constant sur
chaque sous-domaine Ωj :

ur(x) =

nJ∑

j=1

1lΩj
(x)u0,j(u) . (5.13)

Dans ce cas δ(u) = (u0,1(u)
T , . . . ,u0,nJ

(u)T )T et nr = 3nJ . On a donc [G(x)] =
[1lΩ1

(x) [I3], . . . , 1lΩnJ
(x) [I3]] et on démontre que

[M] =



m1[I3] · · · 0

...
. . .

...
0 · · · mnJ

[I3]


 , (5.14)

où mj =
∫
Ωj
ρ(x) dx est la masse du sous-domaine Ωj . On retrouve la matrice de masse

correspondant à nJ masses discrètes découplées m1, . . . , mnJ
. Finalement la projection

ur du déplacement u a pour expression

ur(x) =

nJ∑

j=1

1lΩj
(x)

1

mj

∫

Ωj

ρ(x′)u(x′) dx′ , (5.15)

L’expression (5.15) correspond à l’expression originale de la projection ur telle qu’elle
avait été définie dans les premiers articles sur la problématique de ce chapitre et corre-
spond à un moyennage, sur chaque sous-domaine, du déplacement u par rapport à la
densité de masse ρ.
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Cas particulier 2 : Déplacement de solide rigide par sous-domaine.
Le cas particulier précédent permet de construire une approximation de l’énergie cinétique
sur chaque sous-domaine qui permettra d’extraire une base des déplacements globaux.
Cependant, cette approximation ne prend pas en compte les inerties de rotation des
sous-domaines qui peuvent devenir importantes lorsqu’on monte en fréquence. Pour
ce deuxième cas particulier, ces rotations sont prises en compte en approximant le
déplacement u par un (petit) déplacement de solide rigide sur chaque sous-domaine
Ωj :

ur(x) =

nJ∑

j=1

1lΩj
(x) {u0,j(u) + u1,j(u)× (x− rj)} , (5.16)

où ri = (1/mj)
∫
Ωj

x ρ(x) dx est le centre d’inertie du sous-domaine Ωj . Dans ce cas,

δ(u) = (u0,1(u)
T ,u1,1(u)

T , . . . ,u0,nJ
(u)T ,u1,nJ

(u)T )T et nr = 6nJ . La matrice de masse
réduite a pour expression

[M] =




m1[I3] 0 · · · 0 0
0 [J1] · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · mnJ
[I3] 0

0 0 · · · 0 [JnJ
]




, (5.17)

où [Jj ] est la matrice d’inertie du sous-domaine Ωj (voir Eq. (3.3)). Cette matrice [M]
correspond à la matrice de masse de nJ solides rigides découplés (voir Eqs. (3.7) et (3.8)).
Finalement la projection ur du déplacement u a pour expression

ur(x) =

nJ∑

j=1

1lΩj
(x) { 1

mj

∫

Ωj

ρ(x′)u(x′) dx′

+ [Jj ]
−1(

∫

Ωj

ρ(x′)(x′ − rj))× u(x′) dx′)× (x− rj)} . (5.18)

Cette projection ur correspond à une régression linéaire par sous-domaine où la matrice
relative à la pente appartient à l’espace des matrices réelles antisymétriques.
Remarque 5.1 : Il serait possible d’approximer le champs de déplacement u par un
champs de grand déplacement de solide rigide par sous-domaines défini par

ur(x) =

nJ∑

j=1

1lΩj
(x) {u0,j(u) + [Rotj(u)](x− rj)} , (5.19)

où [Rotj(u)] serait une matrice de rotation. Cependant, l’espace Hr ainsi construit ne
serait pas un sous-espace de H (il n’est pas stable par combinaison linéaire). Cette
approximation correspond d’ailleurs à la recherche des axes de Tisserand en dynamique
des systèmes multicorps flexibles [116, 134].
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Cas particulier 3 : Déplacement linéaire par sous-domaine.

Ce cas particulier correspond à une généralisation du cas particulier précédent. Plus
exactement, il correspond à l’approximation du champ de déplacement u par un champ
de déplacement ur linéaire par sous-domaine :

ur(x) =

nJ∑

j=1

1lΩj
(x) {u0,j(u) + [T (u)] (x− rj)} , (5.20)

où [T (u)] est une matrice réelle 3 × 3. Dans ce cas, on démontre que la projection ur

s’écrit

ur(x) =

nJ∑

j=1

1lΩj
(x) { 1

mj

∫

Ωj

ρ(x′)u(x′) dx′

+mj (

∫

Ωj

ρ(x′)u(x′) (x′ − rj)
T dx′)[Zj]

−1(x− rj)} , (5.21)

où [Zj] est le moment d’inertie du second-ordre (voir Eq. (3.22)) du sous-domaine Ωj .
La projection définie par l’équation (5.21) correspond à une régression (interpolation)
linéaire par sous-domaine du champ de déplacement u.

Remarque 5.2 : Sur chaque sous-domaine, cette interpolation linéaire peut être générali-
sée à une interpolation d’ordre supérieure en tronquant une base hilbertienne polynomiale
quelconque.

5.1.1.2 Modèle éléments finis.

La réduction cinématique pour un modèle EF pourrait être construite sans difficulté en
discrétisant les équations développées ci-dessus. Nous allons cependant procéder autre-
ment en construisant directement la réduction cinématique sur le modèle discrétisé.
Cette approche permet de ne pas être intrusif vis-à-vis des codes de calcul et permet de
préserver les relations d’orthogonalité entre les déplacements projetés et les déplacements
complémentaires.

Comme dans le chapitre précédent, on note U le vecteur des m DDL et [M] la matrice
masse (voir Section 4.1 pour la discrétisation EF dans le domaine fréquentiel) relative à
la discrétisation de la forme bilinéaire (ou sesquilinéaire) m. On suppose pour simplifier
les développements qu’il n’y a pas de DDL de rotation.

Méthodologie générale.

On cherche à construire une approximation Ur du vecteur U en introduisant le projeteur
U 7→ hr(U) à valeurs dans un sous-espace Yr de Rm de dimension nr et le projeteur
complémentaire U 7→ hc(U) = U − hr(U) à valeurs dans un sous-espace Yc de Rm de
dimension nc = m− nr. On a là encore Rm = Yr ⊕ Yc.

On munit Rm du produit scalaire < U,V >M= UT [M]V et de norme associée ‖ U ‖M=<
U,U >

1/2
M

. Alors la projection Ur du vecteur U est construite comme le vecteur min-
imisant la norme ‖ U−Ur ‖2

M
avec Ur appartenant à Yr. Soit {gr

1, . . . , g
r
nr
} une base de
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Yr et soit [G] = [gr
1, . . . , g

r
nr
]. Alors toute fonction Ur de Yr peut s’écrire

U
r = [G] δ(U) , (5.22)

où δ(U) est le vecteur des coordonnées de Ur dans la base {gr
1, . . . , g

r
nr
}. Il suffit donc

finalement de calculer le vecteur δopt(U) qui est solution du problème de minimisation

δopt(U) = argmin
δ∈Rnr

‖ U− [G] δ ‖2
M
. (5.23)

On peut démontrer aisément que la solution de ce problème est

δopt(U) = [M]−1 c(U) , (5.24)

où la matrice de masse réduite [M] et le vecteur c(U) sont définis par

[M] = [G]T [M][G] et c(U) = [G]T [M]U . (5.25)

La projection Ur s’écrit alors

U
r = hr(U) = [G][M]−1 c(U) = [Hr]U , (5.26)

avec
[Hr] = [G]([G]T [M][G])−1[G]T [M] . (5.27)

Cette matrice est pleine et de rang nr et son noyau est Yc. La projection Uc s’écrit

U
c = hc(U) = U− [G][M]−1 c(U) = [Hc]U , (5.28)

avec
[Hc] = [Im]− [Hr] . (5.29)

Cette matrice est pleine et de rang nc = m− nr et son noyau est Yr. Par ailleurs, on a
la propriété d’orthogonalité

(Uc)T [M]Vr = 0, ∀Vr ∈ Yr, (5.30)

et en particulier
(Uc)T [M]Ur = 0, (5.31)

La matrice de masse projetée [Mr] est telle que

U
T [Mr]U = (Ur)T [M]Vr = (U)T [M]Vr = (Ur)T [M]V , (5.32)

et a donc pour expression

[Mr] = [Hr]T [M][Hr] = [M][Hr] = [Hr]T [M] . (5.33)

Cette matrice est semi-définie positive (nr valeurs propres non nulles). De même, la
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matrice de masse complémentaire [Mc] est telle que

U
T [Mc]U = (Uc)T [M]Vc = (U)T [M]Vc = (Uc)T [M]V , (5.34)

et a donc pour expression

[Mc] = [Hc]T [M][Hc] = [M][Hc] = [Hc]T [M] = [M ]− [M r] . (5.35)

Cette matrice est semi-définie positive (nc valeurs propres non nulles). Les matrices
[Hr], [Mr], [Hc] et [Mc] sont pleines par blocs relatifs aux sous-domaines. Leur stockage
nécessiterait donc des ressources mémoire importantes. Mais comme nous le verrons, ces
matrices n’ont pas besoin d’être assemblées pour calculer la base globale et la base locale.
Les matrices [Hr] et [Hc] ont été explicitées dans [20] pour certains cas particuliers. Nous
n’en présentons qu’un seul ci-dessous.

Cas particuliers : Matrice de masse diagonale - Déplacement constant par
sous-domaine.

Pour ce cas simple, on considère qu’il n’y a pas de couplage par la masse et donc la
matrice de masse est diagonale et s’écrit [M]i j = [M]i iδi j. Le vecteur U est approché par
le vecteur Ur constant sur chaque sous-domaine Ωj :

U
r
i = udir(i),sd(i)(U) , (5.36)

où la fonction i 7→ sd(i) retourne le numéro de sous-domaine auquel appartient le DDL
i et la fonction i 7→ dir(i) retourne la direction (1,2 ou 3) du DDL i. Ainsi δ(U) =
(u1,1(U), u2,1(U), u3,1(U), . . . , u1,nJ

(U), u2,nJ
(U), u3,nJ

(U)). Dans ce cas, on démontre que
[M]i j = mi δi j où mi = (1/3)

∑m
k=1[M]k k δsd(k) i est la masse totale du sous-domaine Ωj

et donc

[Hr]i,j =
1

msd(i)

[M]j j δsd(i) sd(j) δdir(i) dir(j) . (5.37)

Finalement la projection Ur est telle que

U
r
i =

1

msd(i)

m∑

k=1

[M]k k δsd(i) sd(k) δdir(i) dir(k)Uk . (5.38)

La projection définie par l’équation (5.40) correspond, comme pour le cas continu, à un
moyennage du déplacement (pondéré par la masse) sur chaque sous-domaine et suivant
chaque direction. L’hypothèse d’une matrice de masse diagonale facilite les calculs. Pour
le cas d’une matrice de masse consistante non diagonale, les calculs sont plus lourds car
le calcul de l’inverse de la matrice [M] n’est plus immédiat.

Construction des sous-domaines.

Afin de réaliser un bon filtrage des déplacements locaux, il est préférable de construire
le projeteur par sous-domaine en utilisant une décomposition du domaine Ω en nJ sous-
domaines Ωj . Pour un modèle discrétisé par éléments finis, il s’agit de ranger les nœuds du
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maillage par sous-domaine. Étant donné que le filtrage est contrôlé par la taille ǫ des sous-
domaines, il est nécessaire d’avoir des sous-domaines de taille homogène. Cette notion de
taille est simple à définir pour des domaines volumiques. Par contre, pour des domaines
correspondant à des variétés courbes 2D (plaques, coques) et 1D (poutre) plongées dans
R3, cette notion de taille est relative aux distances géodésiques entre les points de ces
variétés. Donc, sur une structure complexe telle qu’un véhicule automobile constitué
d’éléments volumiques, de coques, de poutres, ..., la construction de sous-domaines de
taille homogène n’est pas triviale et nécessite une méthode adaptée.

La méthode que nous avons proposée est basée sur la Fast Marching Method (FMM)
[159, 230]. Cette méthode permet de propager un front sur un maillage à partir d’un
point de départ. Cette propagation est basée sur la résolution de l’équation Eikonale non
linéaire

‖ ▽g(x) ‖= s(x) , (5.39)

où g(x) est la distance géodésique entre le point x et un point de départ x0 et où s(x)
est une fonction positive arbitraire. Dans le cadre de la thèse d’Adrien Arnoux, nous
avons adapté cette méthode afin de prendre en compte les spécificités liées à un maillage
complexe de véhicule automobile [11, 13] (voir figure 5.2).

Figure 5.2 – Propagation d’un front par la FMM.

La construction des sous-domaines se fait alors en deux étapes. (1) La première étape con-
siste à choisir nJ points de départ de fronts. Ceux-ci doivent être régulièrement répartis
sur la structure soit manuellement, soit de manière itérative par propagation de fronts
successifs de rayon ǫ jusqu’à la couverture totale du domaine Ω. Un exemple de choix de
points de départ pour un véhicule automobile (caisse nue) est représenté sur la figure 5.3.
Sur cet exemple, les points de départ ont en plus été contraints d’être placés sur la partie
rigide du véhicule. (2) La seconde étape consiste à faire partir nJ fronts simultanément
depuis les nJ centres. Les variétés de rencontre des fronts constituent alors les frontières
des nJ sous-domaines. Un exemple de construction de sous-domaines est représenté sur
la figure 5.4.
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Figure 5.3 – Exemple de choix pour les centres des sous-domaines pour un véhicule
automobile.

Figure 5.4 – Exemple de construction des sous-domaines pour un véhicule automobile.

5.1.2 Problème aux valeurs propres global et problème aux

valeurs propres local.

Seuls les problèmes aux valeurs propres (PVP) pour les modèles discrétisés sont détaillés
ici. Les développements relatifs aux modèles continus sont détaillés dans [7]. Le PVP
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global qui permet de calculer la base globale est construit en conservant la matrice de
raideur [K] (et donc l’énergie élastique) exacte mais en remplaçant la matrice de masse
[M] (et donc l’énergie cinétique) par la matrice de masse projetée [Mr]. Les vecteurs
propres des déplacements globaux φg ∈ Rm qui constituent la base globale sont ainsi
solutions du PVP généralisé suivant

[K]φg = λg[Mr]φg . (5.40)

Ce problème admet une famille de nr valeurs propres positives finis 0 < λg1 ≤ . . . ≤ λgnr
,

associées à la famille finie des vecteurs propres algébriquement indépendants {φg
1, . . . ,φ

g
nr
}.

Pour le problème aux valeurs propre local, la matrice de masse [M] est remplacée par
la matrice de masse complémentaire [Mc]. Ainsi, les vecteurs propres des déplacements
locaux φℓ ∈ Rm qui constituent la base locale sont solutions du PVP généralisé

[K]φℓ = λℓ[Mc]φℓ . (5.41)

Ce problème admet une famille de valeurs propres positives 0 < λℓ1 ≤ . . . ≤ λℓnc
, associées

à la famille finie de vecteurs {φℓ
1, . . . ,φ

ℓ
nc
}.

Dans [9], un algorithme d’itération dans les sous-espaces adapté, ne nécessitant pas
l’assemblage des matrices pleines [Mr] et [Mc], a été proposé afin de résoudre directe-
ment le PVP global et le PVP local. Autrement ces deux PVP peuvent aussi être résolus
par une méthode de double projection dans laquelle la matrice [K] est projetée sur les
modes propres élastiques classiques tandis que la matrice [M] est projetée sur les modes
propres élastiques filtrés par l’opérateur [Hr]. Cette méthode de double projection est
moins intrusive vis-à-vis des codes de calcul car elle ne nécessite pas l’extraction de la
matrice de raideur [K] mais peut nécessiter le calcul d’un nombre important de modes
propres classiques pour obtenir une bonne convergence des bases globales et locales. Une
propriété importante concernant la base globale et la base locale est que la réunion de
ces deux bases forme une base de l’espace admissible [7]. Par conséquent, ces deux bases
peuvent être utilisées pour construire une approximation du déplacement U (ou u(x)
pour le cas continu) par troncature de ces deux bases. Alors, l’approximation U(ng,nℓ) de
U à l’ordre (ng, nℓ) s’écrit

U
(ng,nℓ) =

ng∑

α=1

qgαφ
g
α +

nℓ∑

β=1

qℓβ φ
ℓ
β , (5.42)

où qg1 , . . . , q
g
ng

sont les coordonnées globales et qℓ1, . . . , q
ℓ
nℓ

sont les coordonnées locales.
Cette équation se réécrit

U
(ng ,nℓ) = [Φg]qg + [Φℓ]qℓ , (5.43)

où [Φg] = [φg
1, . . . ,φ

g
ng
], [Φℓ] = [φℓ

1, . . . ,φ
ℓ
nℓ
], qg = (qg1 , . . . , q

g
ng
) et qℓ = (qℓ1, . . . , q

ℓ
nℓ
).

Pour l’exemple de la voiture représentée sur la figure 5.3, le onzième mode élastique est
représenté sur la figure 5.5. Ce mode correspond à un mode global de flexion avec une
fort déplacement local du pavillon. Les bases globales et locales ont été calculées pour
ce véhicule en utilisant le projeteur constant par sous-domaine pour 90 sous-domaines.
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Figure 5.5 – Onzième mode élastique.

La figure 5.6 montre l’histogramme des fréquences propres solutions du PVP global
et l’histogramme des fréquences propres solutions du PVP local. On remarque une forte
densité modale pour les vecteurs de la base locale et une faible densité modale les vecteurs
de la base globale. Le quatrième vecteur de la base globale φ

g
4 calculé avec la méthode

ci-dessus et représenté sur la figure 5.7 correspond à la partie globale du onzième mode
élastique représenté sur la figure 5.5. On voit donc que les déplacements locaux ont bien
été filtrés sur ce mode.
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Figure 5.6 – Densité modale. Solutions du PVP global (rouge) et solutions du PVP
local (bleu).
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Figure 5.7 – Quatrième vecteur de la base globale.

5.2 Modèle réduit des contributions globales uni-

quement.

Dans cette section, seule la base globale est utilisée pour la construction du modèle
réduit, i.e.,

U
ng = [Φg]qg . (5.44)

Les contributions locales sont donc négligées dans un premier temps. La base locale sera
utilisée dans la section suivante dans un cadre probabiliste. Deux analyses correspondant
à deux applications industrielles sont présentées. La première correspond à la réponse
linéaire dans le domaine fréquentiel d’un véhicule automobile. La seconde correspond à
la réponse transitoire non linéaire d’une rangée d’assemblages combustibles de réacteur
nucléaire.

5.2.1 Réponse linéaire fréquentielle - Application à l’analyse

vibratoire d’un véhicule automobile

Modèle réduit déterministe des déplacements globaux.

Comme au chapitre précédent, on cherche le vecteur U(ω) solution, pour tout ω dans le
bande d’analyse B, de l’équation

(−ω2[M] + iω[D] + [K])U(ω) = F (ω) , (5.45)

où [M], [D] et [K] sont les matrices de masse, d’amortissement et de raideur respec-
tivement et F est le vecteur force (voir section 4.1 pour la construction de ce système
matriciel à partir du problème aux limites). En projetant cette équation dans la base
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globale, le vecteur qg(ω) est solution de l’équation matricielle réduite suivante

(−ω2[Mgg] + iω[Dgg] + [Kgg])qg(ω) = fg(ω) , (5.46)

où [Mgg] = [Φg]T [M] [Φg], [Dgg] = [Φg]T [D] [Φg] et [Kgg] = [Φg]T [K] [Φg] sont les matrices
de masse, d’amortissement et de raideur généralisées globales et où fg(ω) = [Φg]T F(ω)
est le vecteur des forces généralisées globales.
Le modèle EF de la caisse nue représentée sur la figure 5.3 possède 1 462 698 DDL. La
FRF U

ng(ω) a été calculée sur la bande d’analyse [0 , 120 ] Hz en un point du plancher
pour une excitation en deux points du moteur (voir [11]) avec 36 modes globaux (en
utilisant le projeteur constant par sous-domaine avec 90 sous-domaines). La figure 5.8
compare Ung(ω) à la réponse fréquentielle exacte calculée par analyse modale classique
(avec 160 modes propres élastiques). On peut voir que la réponse construite avec le
modèle réduit des déplacements globaux est proche de la réponse exacte.
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Figure 5.8 – FRF en vitesse pour la caisse nue. Réponse exacte (trait pointillé) et
réponse calculée avec 36 vecteurs de la base globale.

Modèle réduit stochastique des déplacements globaux.
Afin de prendre en compte les incertitudes des paramètres du système et les incer-
titudes de modélisation pouvant exister même en BF, une modélisation probabiliste
généralisée des incertitudes (voir Section 4.4) peut être implémentée sur le modèle réduit
des déplacements globaux. Alors, pour tout ω dans B, le processus stochastique U(ng)(ω)
de la réponse aléatoire du modèle probabiliste réduit s’écrit

Ung(ω) = [Φg]Qg(ω) , (5.47)

où le processus stochastique {Qg(ω), ω ∈ B} des coordonnées globales aléatoires est
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solution de l’équation stochastique

(−ω2[Mgg] + iω[Dgg] + [Kgg])Qg(ω) = f̃g(ω) , (5.48)

où f̃g(ω) = [Φg]T F(ω).
Cette modélisation des incertitudes a été adoptée dans [11, 13] pour prendre en compte
les incertitudes présentes dans le modèle EF d’un véhicule de caisse nue. Les paramètres
de dispersion ont été identifiés en utilisant une observation construite sur les FRF (voir
Section 4.2.3). La figure 5.9 compare le domaine de confiance de la réponse stochastique
Ung(ω) (correspondant à la FRF déterministe de la figure 5.8) au domaine de confiance
expérimental (obtenu en fait par un modèle stochastique de référence recalé à partir
de mesures expérimentales). On peut voir que le domaine de confiance de la réponse
stochastique Ung(ω) inclut bien le domaine de confiance expérimental.

Figure 5.9 – FRF aléatoire en vitesse pour la caisse nue. Domaine de confiance
expérimental (zone en gris foncé) et et domaine de confiance du modèle réduit stochas-
tique des déplacements globaux (zone en gris clair).

5.2.2 Réponse transitoire non linéaire - Application à l’analyse

sismique d’une rangée d’assemblages combustibles.

On s’intéresse maintenant à la réponse non linéaire transitoire U(t) dans un intervalle
[0 , T ] du modèle EF en présence de non-linéarités localisées de choc (butées élastiques).
Pour capturer la physique de ces chocs, il est en général nécessaire de prendre un très
petit pas de temps entrâınant des coûts de calcul très élevés si le modèle EF est gros. Il est
donc nécessaire de réduire le modèle EF. Un modèle réduit construit par analyse modale
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nécessite le calcul de beaucoup de modes propres pour obtenir une bonne convergence
de la réponse non linéaire. Donc, en présence de structures à forte densité modale, le
nombre de modes propres à calculer serait très grand et le modèle réduit obtenu ne
serait pas de taille suffisamment petite pour calculer la réponse transitoire non linéaire
efficacement. Nous proposons ici d’utiliser une base globale afin de construire un modèle
réduit prédictif et de faible dimension permettant de restituer correctement les effets des
non-linéarités de choc.

Construction du modèle réduit des déplacements globaux.

La réponse non-linéaire U(t) est solution de l’équation

[M] Ü(t) + [D] U̇(t) + [K]U(t) + F
NL(U(t), U̇(t)) = F(t) , t ∈]0 , T ] , (5.49)

avec les conditions initiales

U(0) = U̇(0) = 0 , (5.50)

où FNL(U(t), U̇(t)) est le vecteur des forces non linéaires. La réponse non linéaire U(t) est
projetée sur la base globale. Alors, l’approximation Ung(t) de U(t) s’écrit

U
ng(t) = [Φg]qg(t) , (5.51)

où le vecteur qg(t) des coordonnées globales est solution de l’équation non linéaire réduite

[M ]q̈g(t) + [D]q̇g(t) + [K]qg(t) + f̃NL(qg(t), q̇g(t)) = f̃(t) , t ∈]0 , T ] , (5.52)

avec les conditions initiales
qg(0) = q̇g(0) = 0 , (5.53)

où f̃NL(qg(t), q̇g(t)) = [Φg]TFNL([Φ]gqg(t), [Φ]gq̇g(t)) est le vecteur des forces non linéaires
généralisées.

Illustration sur une application industrielle : Rangée de sept assemblages
combustibles.

Cette méthodologie a été utilisée dans [9] afin de construire un modèle réduit d’une
rangée de sept assemblages combustibles pouvant s’entrechoquer. Chaque assemblage
combustible constituant la rangée est constitué (1) d’une ossature rigide composée de 25
tubes guide rigides soudés à 10 grilles et encastrés à leurs extrémités et de 264 crayons
combustibles flexibles. Le maillage du modèle EF de cette structure est représenté sur
la figure 5.10. Le modèle EF a 3 147 060 DDL. Sur le bande [0 , 400 ] Hz, il y a 51 548
modes élastiques. Afin de modéliser les chocs grille/grille des assemblages combustibles
et les chocs grille/paroi, 80 butées élastiques ont été ajoutées au modèle EF.

Le modèle réduit des déplacements globaux a été validé par rapport à la réponse fréquen-
tielle d’un seul des sept assemblages identiques composant la rangée car dans ce cas, une
réponse de référence exacte peut être calculée. La validation de la réponse non linéaire
transitoire est alors effectuée par une analyse de convergence de la réponse transitoire non
linéaire vis-à-vis du nombre de vecteurs de la base globale. La densité modale cumulée
pour un assemblage est représentée sur la figure 5.11. La base globale et la base locale
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Figure 5.10 – Rangée de sept assemblages combustibles.
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Figure 5.11 – Densité modale cumulée pour un assemblage combustible.

ont été calculées en utilisant un projeteur constant par sous-domaine pour des sous-
domaines correspondant à 100 tranches d’égale épaisseur afin de filtrer les déplacements
locaux transverses. La figure 5.12 représente un vecteur de base globale et un vecteur
de base locale pour un assemblage. Le modèle réduit d’un assemblage combustible a été
construit avec 35 vecteurs de base globale. La figure 5.13 compare la FRF d’un point
situé au milieu de la quatrième grille pour une excitation au milieu de la neuvième grille
construite avec le modèle réduit à la réponse exacte. On peut voir que, sur la bande
[0 , 100 ] Hz, le modèle réduit donne une très bonne approximation. Par contre, sur la
bande [100 , 300 ] Hz, les écarts sont plus importants. Ces écarts sont dus aux erreurs
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Figure 5.12 – Troisième vecteur de la base globale et huitième vecteur de la base locale
pour un assemblage combustible.
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Figure 5.13 – FRF pour un assemblage combustible : réponse construite avec le modèle
réduit des déplacements globaux (trait plein) et réponse exacte (trait pointillé).

irréductibles induites par la non prise en compte des contributions locales.

Une fois le modèle réduit validé, la réponse non linéaire transitoire de la rangée de sept
assemblages combustibles a été calculée pour une accélération du support représentée
sur la figure 5.14. La figure 5.15 montre cette réponse construite avec 245 vecteurs de
base globale pour un point situé au milieu de la sixième grille du cinquième assemblage
combustible. On peut voir sur cette figure que les effets des chocs ont bien été restitués
(une étude de convergence des forces de chocs vis-à-vis de la dimension de la base globale
a été menée). Il est à noter que cette réponse est impossible à obtenir sans réduction
(avec des moyens de calcul usuel) et serait très difficile à obtenir avec une analyse modale
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Figure 5.14 – Accélération du support.
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Figure 5.15 – Réponse non linéaire transitoire obtenue avec le modèle réduit des
déplacements globaux.

classique à cause de la très forte densité modale.
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5.3 Modèle réduit stochastique pour les contribu-

tions globales et les contributions locales.

Dans cette section les contributions locales sont prises en compte pour la prévision de la
réponse fréquentielle d’une structure dynamique à forte densité modale. Dans un premier
temps, le modèle réduit est construit de manière déterministe puis une modélisation
probabiliste ad-hoc est implémentée sur ce modèle réduit.

5.3.1 Modèle réduit déterministe des déplacements globaux et

locaux.

Construction du modèle réduit.

Le modèle réduit dans le domaine fréquentiel est construit [7, 10] en projetant l’équation
matricielle (5.45) dans la base globale et la base locale. On introduit alors l’approx-
imation U(ng ,nℓ)(ω) de U à l’ordre (ng, nℓ) (voir Eq. (5.44)). Soit nt = ng + nℓ et
q(ω) = (qg(ω) ,qℓ(ω)) le vecteur des nt coordonnées généralisées. Alors, le vecteur q(ω)
est solution de l’équation matricielle réduite suivante

(−ω2[M ] + iω[D] + [K])q(ω) = f̃(ω) , (5.54)

où [M ], [D] et [K] sont les matrices (nt × nt) généralisées de masse, d’amortissement et

de raideur qui sont définies par blocs de la manière suivante

[M ] =

[
Mgg Mgℓ

(Mgℓ)T M ℓℓ

]
, [D] =

[
Dgg Dgℓ

(Dgℓ)T Dℓℓ

]
, [K] =

[
Kgg Kgℓ

(Kgℓ)T Kℓℓ

]
. (5.55)

Soit A (ou A) désignant M , D ou K (ou M, D ou K). Alors, les différents blocs sont
définis par

[Agg]αβ = (φg
α)

T [A]φg
β , [A

gℓ]αβ = (φg
α)

T [A]φℓ
β , [A

ℓℓ]αβ = (φℓ
α)

T [A]φℓ
β . (5.56)

Les matrices [Kgg] et [Kℓℓ] sont diagonales par construction. Le vecteur des forces
généralisées s’écrit f̃(ω) = (f̃g(ω) , f̃ ℓ(ω)) où f̃gα(ω) = (φg

α)
T
F(ω) et f̃ ℓα(ω) = (φℓ

α)
T
F(ω).

Validation sur un exemple numérique.

La construction du modèle réduit est illustrée [10] sur un exemple numérique constitué
d’un mini-assemblage combustible constitué de 4 grilles, 5 tubes guide et 44 crayons
combustibles (Voir figure 5.16). La bande d’analyse est B = 2π×]0 , 120] rad/s. Le
modèle EF am = 12 750 DDL. Les bases locales et globales sont calculées par le projeteur
constant par sous-domaine avec 49 sous-domaines correspondant à des tranches d’égale
épaisseur. Pour la bande d’analyse, ng = 23 et nℓ = 477. Le module de la réponse en
fréquence est calculé en deux points d’observation. Le point Pobs1 est situé sur la plus
haute grille (et donc sur une partie rigide) et le point Pobs2 est situé entre les deux plus
hautes grilles sur le crayon 3-3 (et donc sur une partie flexible). La figure 5.17 compare le
module de la réponse en fréquence pour différentes bases de projection. On peut voir sur
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Figure 5.16 – Géométrie du mini-assemblage combustible. Maillage (gauche) et vue
d’une grille (droite).
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Figure 5.17 – Fonction de réponses en fréquence pour les points Pobs1 (gauche) et Pobs2
(droite). Comparaison pour différentes bases de projection : réponse exacte (trait plein
épais), base globale uniquement (trait pointillé), base locale uniquement (trait mixte),
base globale + base locale (trait plein fin superposé au trait plein épais) .

cette figure que la réponse construite avec un modèle réduit construit avec la base globale
et la base locale est parfaitement superposée à la réponse exacte. Pour le point Pobs1
situé sur la partie rigide les contributions globales sont prépondérantes. Pour le point
Pobs2 situé sur la partie flexible, les contributions locales sont importantes excepté pour
les deux premières résonances qui correspondent à deux modes élastiques d’ensemble (et
donc globaux) de l’assemblage.

5.3.2 Modèle réduit stochastique des déplacements globaux et

locaux.

Dans cette section, les incertitudes sur les paramètres et les incertitudes de modélisation
sont prises en compte au niveau du modèle réduit directement par une approche non
paramétrique adaptée à la séparation global/local. En effet, la sensibilité des contribu-
tions globales aux incertitudes est en général faible (sauf pour les incertitudes liées aux
conditions limites [188]) tandis que la sensibilité des contributions locales aux incerti-
tudes est plus élevée. Il parait donc important de construire séparément les deux modèles
d’incertitudes associés aux deux types de contribution. Dans [10], une modélisation prob-
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abiliste uniquement sur les contributions locales a été proposée, celle-ci exploite une
réduction par double projection. Nous proposons ci-dessous une autre modélisation per-
mettant de construire un modèle d’incertitude sur les deux types de contribution et ne
reposant pas sur une double projection.

Construction du modèle réduit stochastique.

Pour réaliser cette construction, nous repartons de la décomposition par blocs de la
matrice réduite [A],

[A] =

[
Agg Agℓ

(Agℓ)T Aℓℓ

]
. (5.57)

Les blocs de cette matrice peuvent se réécrire

[Agg] = [P g]T [A][P g], [Agℓ] = [P g]T [A][P ℓ], [Aℓℓ] = [P ℓ]T [A][P ℓ], (5.58)

où [P g] et [P ℓ] sont des matrices d’extraction des DDL généralisés globaux et locaux
respectivement, c’est-à-dire, [P g] = [Ing

0nℓ
] et [P ℓ] = [0ng

Inℓ
]. Le modèle probabiliste

des incertitudes est construit par une approche non paramétrique (voir section 4.2.2) en
remplaçant la matrice [A] par une matrice aléatoire [Ag] pour les contributions globales
et une matrice aléatoire [Aℓ] pour les contributions locales dans la constructions par
blocs (5.58). Ces matrices aléatoires se factorisent par leur décomposition de Cholesky

[Ag] = [Lg
A]

T [Lg
A], [Aℓ] = [Lℓ

A]
T [Lℓ

A] . (5.59)

Les blocs déterministes de l’équation (5.58) sont alors remplacés par les blocs aléatoires
suivant

[Agg] = [P g]T [Ag][P g], [Agl] = [P g]T [Lg
A]

T [Lℓ
A][P

ℓ], [Aℓℓ] = [P ℓ]T [Aℓ][P ℓ], (5.60)

Ainsi le bloc aléatoire de couplage [Agℓ] couple bien les deux modèles d’incertitude. Avec
une telle construction, la matrice aléatoire [A] s’écrit alors

[A] =

[
Agg Agℓ

(Agℓ)T Aℓℓ

]
= [Lg

AP
g Lℓ

AP
ℓ]T [Lg

AP
g Lℓ

AP
ℓ] . (5.61)

La matrice aléatoire [A] est donc clairement définie positive presque sûrement. Ce modèle
d’incertitude est contrôlé par deux paramètres de dispersion δA,g et δA,ℓ associés re-
spectivement aux matrices aléatoires [Ag] et [Aℓ], ce qui permet de contrôler pour
chaque matrice aléatoire généralisée le niveau de fluctuation des contributions globales
indépendamment du niveau de fluctuation des contributions locales.

Validation sur un exemple numérique.

L’exemple précédent est repris en intégrant le modèle d’incertitude présenté ci-dessus
avec δM,g = δD,g = δK,g = 0, δD,ℓ = 0 et δM,ℓ = δK,ℓ = 0.1 Ce qui signifie que le
niveau de fluctuation attribué aux contributions globales est nul pour cet exemple. La
réponse en fréquence aléatoire est représentée sur la figure 5.18. Comme attendu, on
peut observer que la variabilité de la réponse est faible pour les résonances correspon-
dant aux déplacements globaux. Cette variabilité est plus élevée aux fréquences où les
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Figure 5.18 – Réponse en fréquence aléatoire pour les points Pobs1 (gauche) et Pobs2
(droite). Region de confiance (traits pleins) et réponse moyenne (trait pointillé).

contributions locales ne sont plus négligeables.

5.4 Extension à trois échelles pour l’analyse BF-MF-

HF.

Jusqu’à présent, seules deux échelles étaient considérées : l’échelle globale et l’échelle
locale. En dynamique des structures, trois bandes d’analyse fréquentielles distinctes sont
à considérer : les BF, les MF et les HF. Chacune de ces trois bandes est caractérisée
par une gamme de longueurs d’onde des déformations qui définit une échelle d’observa-
tion. Étant donné que nous nous intéressons aux structures à forte densité modale dans
le domaine BF, les bandes de fréquence BF, MF et HF se chevauchent. Il n’y aurait
donc plus à parler en termes de bande de fréquence mais plutôt en terme de taille de
longueur d’onde et donc d’échelle. Cependant, afin d’améliorer la lisibilité de cette sec-
tion, les qualificatifs BF, MF et HF sont conservés. On parlera donc d’échelle BF associé
aux grandes longueurs l’onde, d’échelle MF associée aux moyennes longueurs l’onde et
d’échelle HF associée aux petites longueurs l’onde. L’extension présentée ici concerne ces
trois échelles. La méthode peut facilement être généralisée à plus de trois échelles par
récurrence.

Construction des projeteurs.

On considère maintenant deux projeteurs : u 7→ hǫ1(u) à valeurs dans un sous-espace
Hǫ1 de H de dimension fini nǫ1 et u 7→ hǫ2(u) à valeurs dans un sous-espace Hǫ2 de H de
dimension fini nǫ2. Ces deux projeteurs sont construits suivant la méthode décrite dans
la section 5.1.1.1 et correspondent à deux échelles de filtrage différentes. On peut alors
construire les projeteurs complémentaires u 7→ hǫ1⊥(u) = u− hǫ1(u) à valeurs dans un
sous-espace Hǫ1⊥ de H et u 7→ hǫ2⊥(u) = u−hǫ2(u) à valeurs dans un sous-espace Hǫ2⊥

de H. On peut alors construire les projeteurs u 7→ hBF(u), u 7→ hMF(u) et u 7→ hHF(u)
tels que

hBF(u) = hǫ1(u) ∈ Hǫ1,
hMF(u) = hǫ2(hǫ1⊥(u)) ∈ Hǫ1⊥ ∩Hǫ2,
hHF(u) = hǫ1⊥(u)− hǫ2(hǫ1⊥(u)) ∈ Hǫ1⊥ ∩Hǫ2⊥,

(5.62)
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On note uBF = hBF(u), uMF = hMF(u), uHF = hHF(u), HBF = Hǫ1, HMF = Hǫ1⊥ ∩ Hǫ2

et HHF = Hǫ1⊥ ∩ Hǫ2⊥. Par construction, on a donc u = uBF + uMF + uHF et H =
HBF⊕HMF⊕HHF. De plus cette construction permet d’avoir les relations d’orthogonalité
suivantes

m(uBF,uMF) = 0,

m(uBF,uHF) = 0,

m(uMF,uHF) = 0.

(5.63)

Les deux dernières équations de (5.62) peuvent se réécrire hMF(u) = hǫ2(u)−hǫ2(hǫ1(u)
et hHF(u) = u− hǫ1(u)− hǫ2(u) + hǫ2(hǫ1(u)). En construisant les projeteurs hǫ1 et hǫ2

de sorte que hǫ2(hǫ1) = hǫ1 et donc Hǫ1 ⊂ Hǫ2 (voir figure 5.19), les équations (5.62) se
réécrivent

hBF(u) = hǫ1(u) ∈ HBF,
hMF(u) = hǫ2(u)− hǫ1(u) ∈ HMF,
hHF(u) = u− hǫ2(u) ∈ HHF,

(5.64)

On voit que ce choix particuliers pour les projeteurs hǫ1 et hǫ2 permet d’obtenir des

Figure 5.19 – Sous-espaces HBF, HMF et HHF pour le cas Hǫ1 ⊂ Hǫ2.

projeteurs hBF, hMF et hHF plus simples à construire. La dimension du sous-espace HBF

est alors nǫ1 et la dimension du sous-espace HMF est (nǫ2−nǫ1). La condition hǫ2(hǫ1) =
hǫ1 est satisfaite pour les deux types particuliers de construction suivants : (1) Si les deux
projeteurs hǫ1 et hǫ2 appartiennent à une classe (la même pour hǫ1 et hǫ2) de projeteurs
définis par sous-domaine, alors il suffit que les sous-domaines relatifs à hǫ2 soit imbriqués
dans ceux relatifs à hǫ1 (voir figure 5.20), c’est-à-dire Ω = ∪nǫ1

i=1Ω
i = ∪nǫ1

i=1 ∪
nǫ2,i

j=1 Ωi,j, où
nǫ1 est le nombre de sous-domaines relatifs à hǫ1 et nǫ2,i est le nombre de sous-domaines
relatifs à hǫ2 contenus dans le sous-domaine Ωi. (2) Si les deux projeteurs hǫ1 et hǫ2 sont
construits par troncature d’une base hilbertienne de H alors l’ordre de troncature de hǫ2

doit être plus élevé que celui de hǫ1.
Construction du modèle réduit.
En suivant le même démarche que celle adoptée pour la séparation global/local, les
projeteurs sont redéfinis à partir du modèle discrétisé aboutissant aux matrices projetées
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Figure 5.20 – Imbrication des sous-domaines pour les projeteurs hǫ1 et hǫ2.

[MBF], [MMF] et [MHF] qui permettent de construire trois PVP : (1) le PVP BF qui
permet de construire une base BF [ΦBF], (2) le PVP MF qui permet de construire une
base MF [ΦMF] et (3) le PVP HF qui permet de construire une base HF [ΦHF]. Alors,
l’approximation U(nBF,nMF,nHF) de U à l’ordre (nBF, nMF, nHF) est obtenue par troncature,
i.e.,

U
(nBF,nMF,nHF) = [ΦBF]qBF + [ΦMF]qMF + [ΦHF]qHF , (5.65)

où qBF est le vecteur des coordonnées généralisées BF, qMF est le vecteur des coordonnées
généralisées MF et qHF est le vecteur des coordonnées généralisées HF.

Si on s’intéresse au calcul de la réponse fréquentielle du système, on cherche alors le
vecteur q(ω) = (qBF,qMF,qHF) solution de l’équation matricielle réduite suivante

(−ω2[M ] + iω[D] + [K])q(ω) = f̃(ω) , (5.66)

où pour A désignant M , D ou K,

[A] =




ABF,BF ABF,MF ABF,HF

(ABF,MF)T AMF,MF AMF,HF

(ABF,HF)T (AMF,HF)T AHF,HF


 . (5.67)

Comme pour la séparation global/local, un modèle d’incertitude défini par bloc peut être
implémenté afin de construire un modèle réduit stochastique où les fluctuations des con-
tributions BF, les fluctuations des contributions MF et les fluctuations des contributions
HF sont contrôlées de manière séparée.

La méthode de séparation a été validée dans [21] sur un exemple numérique simple d’une
structure plaque présentant trois niveau de rigidité. Le maillage de cette structure est
représenté sur la figure 5.21. Cette structure est composée d’un cadre très rigide (rouge)
à laquelle des sous-strutures plus souples sont connectées (bleu ciel). Des panneaux (bleu
foncé) encore plus souples sont connectés à ces sous-structures. Les bases BF, MF et
HF sont calculées en utilisant des projeteurs constants par sous-domaine sur les sous-
domaines imbriqués représentés sur la figure 5.22. Des vecteurs des bases BF, MF et
HF sont représentés sur la figure 5.23. La figure 5.24 montre la FRF de cette structure
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Figure 5.21 – Maillage de la structure plaque.

Figure 5.22 – Sous-domaines imbriqués pour les projeteurs hǫ1 (gauche) et hǫ2 (droite).

pour plusieurs bases de projection. On voit sur cette figure qu’à très basse fréquence, les
contributions MF et HF sont négligeables mais ces contributions augmentent rapidement
avec la fréquence.

5.5 Conclusions.

Nous avons présenté une nouvelle méthodologie permettant de construire un modèle
réduit et de quantifier les incertitudes pour des structures dynamiques à forte densité
modale. Cette méthode est basée sur la construction de différentes bases de réduction,
chacune adaptée à une échelle donnée. Chaque base de réduction est construite en
résolvant un PVP pour lequel l’énergie cinétique est projeté sur un sous-espace cor-
respondant à une cinématique réduite. Cette méthodologie a été appliquée avec succès
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Figure 5.23 – Premier vecteur de base BF (gauche), quatrième vecteur de base MF
(milieu) et premier vecteur de base HF (droite).
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Figure 5.24 – FRF : Réponse exacte (trait noir caché sous la courbe verte), base BF
(trait rouge), base BF-MF (trait bleu), base BF-MF-HF (trait vert).

sur des structures industrielles à plusieurs millions de DDL pour le calcul d’une réponse
fréquentielle ou transitoire en présence d’une forte densité modale. La méthode présentée
peut facilement être implémentée sur les logiciels commerciaux car les projeteurs sont
directement construits au niveau du modèle discrétisé.

La souplesse offerte par la séparation des contributions globales et locales (ou BF, MF
et HF) permet d’implémenter un modèle d’incertitude adapté à chaque échelle par une
approche non paramétrique. Pour chaque échelle, le niveau de variabilité est contrôlé par
trois paramètres de dispersion (masse, amortissement et raideur).
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5.6 Perspectives.

Les perspectives à ces travaux sont nombreuses. La première est la validation expérimen-
tale de la construction du modèle réduit stochastique des contributions globales et locales.
En effet, jusqu’à présent, la seule validation expérimentale a été réalisée pour un modèle
réduit stochastique des contributions globales uniquement. La deuxième perspective à ces
travaux concernent la modélisation stochastique des contributions locales (ou HF pour
3 échelles). Dans l’approche proposée dans ce chapitre, cette modélisation est construite
par une approche non paramétrique sur les coordonnées locales qui peuvent être très
nombreuses si la densité modale est forte. Donc le modèle réduit stochastique obtenu
n’est pas de petite taille si la densité modale est très forte. D’autre part, ce n’est pas
tant ces coordonnées locales qui nous intéressent mais plutôt l’amortissement apparent
qu’elles induisent sur les coordonnées globales à cause du couplage existant entre ces deux
types de coordonnée. Il serait donc intéressant de modéliser les contributions stochas-
tiques locales par une approche énergétique modale qui aboutirait à un modèle réduit à
faible nombre de variables énergétiques. Cette modélisation est prévue dans le cadre de
l’ANR JCJC HiMoDe (voir projet [P5]). Une troisième perspective concerne les struc-
tures non linéaires. Jusqu’à présent seules les non-linéarités localisées ont été abordées. Il
serait intéressant de construire un modèle réduit (éventuellement stochastique) pour les
structures dynamiques à forte densité modale en présence de non-linéarités géométriques.
Cette étude est elle aussi prévue dans le cadre de l’ANR JCJC HiMoDe.



Chapitre 6

Génération d’accélérogrammes
sismiques par la théorie de
l’information.

Ce dernier chapitre, qui a été introduit dans la Section 2.5, est relatif à l’aléa sur
les chargements appliqués à un système dynamique. On s’intéresse en particuliers aux
chargements induits par une accélération sismique du sol. L’aléa introduit ici n’est pas
lié à une source d’incertitude mais à une variabilité naturelle de l’accélération du sol au
cours d’un séisme. L’objectif ici est de générer des accélérogrammes sismiques compati-
bles avec un spectre de réponse et d’autres spécifications utilisées de manière courante en
ingénierie sismique. La série temporelle relative à l’échantillonnage du processus stochas-
tique de l’accélerogramme est représentée par un vecteur aléatoire de grande dimension
stochastique. La fonction de densité de probabilité de ce vecteur aléatoire est construite
par le principe du MaxEnt sous les contraintes définies par l’information disponible. Cette
information disponible est définie par des propriétés physiques de l’accélérogramme et
par des spécifications. Dans cette recherche, nous avons introduit un nouvel algorithme
pour le calcul des multiplicateurs de Lagrange relatifs aux contraintes introduites dans
la construction de la loi de probabilité par le principe du MaxEnt. Ce nouvel algorithme
est basé sur (1) la minimisation d’une fonctionnelle convexe appropriée et (2) la con-
struction de la distribution de probabilité comme la mesure invariante d’une Équation
Différentielle Stochastique d’Itô (EDSI). Dans ce chapitre, les contraintes suivantes rela-
tives à un accélérogramme sont étudiées : variance des composantes du vecteur aléatoire
(pour définir l’enveloppe de l’accélérogramme), statistiques sur le spectre de réponse,
accélération maximale du sol (PGA), vitesse maximale du sol (PGV), vitesse absolue
cumulée (CAV), intensité d’Arias (AI), vitesse finale et déplacement final.
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6.1 Construction des lois de probabilités de l’accé-

lérogramme et générateur de réalisations indé-

pendantes.

6.1.1 Échantillonnage et construction de la loi de probabilité.

L’accélération aléatoire du sol est modélisée par un processus stochastique du second-
ordre centré non Gaussien {A(t), t ∈ [0, T ]}. On introduit l’échantillonnage tj = j∆t, j =
1, . . . , N et T = N×∆t de ce processus stochastique. On obtient ainsi la série temporelle
{A1, . . . , AN} avec Aj = A(tj) à laquelle on associe le vecteur aléatoireA = (A1, . . . , AN).
On cherche donc à construire la distribution de probabilité du vecteur aléatoire A et à
en générer des réalisations indépendantes qui constitueront des accélérogrammes. La
fonction de densité de probabilité a 7→ pA(a) est construite par le principe du MaxEnt
(voir Section 3.2.1). On a donc

pA(a) = c0(λ
sol) exp(−〈λsol, g(a)〉) , (6.1)

où c0(λ) est défini par

c0(λ) =

{∫

RN

exp(−〈λ, g(a)〉) da
}−1

. (6.2)

Cette solution dépend donc du vecteur des multiplicateurs de Lagrange λsol qui doit être
calculé en utilisant l’information disponible. C’est l’objectif de la section suivante.

6.1.2 Calcul des multiplicateurs de Lagrange

Dans cette section, on présente une nouvelle méthodologie pour le calcul de λsol.

6.1.2.1 Fonction objective et méthodologie.

En utilisant les équations (3.10) et (6.1), le vecteur λsol est solution de l’équation non
linéaire

∫

RN

g(a) c0(λ) exp(−〈λ, g(a)〉) = f . (6.3)

Au lieu de résoudre directement cette équation, une méthode plus efficace pour le calcul
du vecteur λsol consiste à résoudre le problème d’optimisation suivant (voir [53, 129, 203,
87]),

λsol = arg min
λ∈Lµ⊂Rµ

Γ(λ) , (6.4)
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où la fonction objective Γ s’écrit

Γ(λ) = 〈λ, f〉 − log(c0(λ)) . (6.5)

Soit {Aλ , λ ∈ Lµ} une famille de vecteurs aléatoires dont la fonction de probabilité est
définie, pour tout λ dans Lµ, par

pAλ
(a) = c0(λ) exp(−〈λ, g(a)〉) . (6.6)

On a alors A = A
λ
sol . Le gradient ∇Γ(λ) et le hessien [H(λ)] de la fonction Γ(λ)

s’écrivent

∇Γ(λ) = f − E{g(Aλ)} , (6.7)

[H(λ)] = E{g(Aλ)g(Aλ)
T} − E{g(Aλ)}E{g(Aλ)}T , (6.8)

Le hessien [H(λ)] correspond donc à la matrice de covariance du vecteur g(Aλ), qui
est définie positive (si on suppose que les contraintes définissant l’information disponible
sont algébriquement indépendantes) et donc la fonction Γ est strictement convexe et
atteint son minimum en λsol. Le problème d’optimisation (6.4) peut être résolu par la
méthode itérative de Newton pour la fonction croissante ∇Γ. Cette méthode n’est pas
inconditionnellement convergente. Par conséquent, on introduit une sous-relaxation et
l’algorithme itératif s’écrit

λi+1 = λi − α [H(λi)]−1
∇Γ(λi) , (6.9)

où α est choisi dans l’intervalle ]0 , 1] afin d’assurer une convergence vers la solution λsol.

6.1.2.2 Cas Gaussien

Dans cette section, on étudie le cas où l’information disponible aboutit à un vecteur
aléatoire A centré Gaussien. Ce cas est intéressant pour calculer la matrice de covari-
ance du vecteur centré Gaussien A lorsque µ contraintes sont définies par µ fonctions
indépendantes linéaires (ou affines) de moments du second-ordre. Pour un accélérogramme
sismique, ce type d’information est utile pour définir l’enveloppe temporelle et pour
contrôler la vitesse finale et le déplacement final. On suppose que 1 < µ ≤ N(N + 1)/2.
L’information disponible est alors définie par,

E{A} = 0 , (6.10)

E{1
2
〈A, [Kj ]A〉} = hj , j = 1, . . . , µ , (6.11)

où [K1], . . . , [Kµ] sont µ matrices réelles symétriques de dimension (N × N) que l’on
suppose algébriquement indépendantes. Dans ce cas, on peut démontrer que le vecteur
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des multiplicateurs de Lagrange associé à la contrainte (6.10) est nul et donc la solution
MaxEnt s’écrit

pAλ
(a;λ) = c0(λ) exp(−

1

2
〈a, [Kλ]a〉) , (6.12)

où [Kλ] =
∑µ

j=1 λj[Kj ] est supposée être définie positive pour tout λ dans Lµ et où c0(λ)
est la constante de normalisation telle que

c0(λ) = (2π)−
N
2

√
det[Kλ] . (6.13)

On voit clairement que Aλ est un vecteur aléatoire Gaussien centré de matrice de co-
variance [K(λ)]−1. Pour ce cas Gaussien, Γ(λ), ∇Γ(λ) et [H(λ)] peuvent être calculés
analytiquement. On obtient ainsi

Γ(λ) = 〈λ,h〉+ N

2
log(2π)− 1

2
log(det([Kλ]) . (6.14)

où h = (h1, . . . , hµ). Le gradient s’écrit

(∇Γ(λ))i = hi −
1

2
tr([Kλ]

−1[Ki]) (6.15)

et le Hessien s’écrit

[H(λ)]ij =
1

2
tr([Kλ]

−1[Ki][Kλ]
−1[Kj ]) . (6.16)

Finalement, λsol peut être calculé itérativement en utilisant l’équation (6.9).

6.1.2.3 Cas général non Gaussien

En général, pour le cas non Gaussien, les intégrales sur RN dans les équations (6.7) et
(6.8) ne peuvent pas, comme pour le cas Gaussien, être calculées analytiquement pour les
grandes valeurs de N . De plus, toujours à cause de la grande dimension, ces intégrales
ne peuvent pas êtes discrétisées dans R

N comme proposé dans [273] dans le contexte
du MaxEnt. Dans [87, 89], les auteurs calculent ces intégrales par intégration par partie
et dans [61], elles sont approximées par l’utilisation d’une base fonctionnelle pour la
distribution MaxEnt. Ces deux dernières méthodes ne sont pas non plus adaptées à la
dimension élevée.
Ces intégrales sont donc estimées par la méthode de Monte Carlo pour laquelle il faut
construire un générateur de réalisations indépendantes du vecteur Aλ adapté à la grande
dimension stochastique. Dans ce chapitre, nous utilisons une version légèrement mod-
ifiée de la méthode introduite dans [248, 252] et appartenant à la classe des méthodes de
Monte Carlo par châınes de Markov (MCMC).
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Générateur de réalisations indépendantes.

Le générateur introduit dans [248, 252] consiste à construire la fonction de densité de
probabilité du vecteur aléatoire Aλ comme la fonction de densité de probabilité pAλ

associée à la solution stationnaire d’une EDSI non linéaire du second-ordre. Les avantages
de cet algorithme par rapport aux générateurs MCMC classiques comme l’algorithme
de Metropolis-Hastings (voir [144]) sont : (1) Les résultats mathématiques concernant
l’existence et l’unicité d’une mesure invariante peuvent être utilisés, (2) on peut introduire
une matrice d’amortissement pour rapidement atteindre la mesure invariante et (3) il
n’y a pas besoin d’introduire une loi candidate qui n’est pas évidente à déterminer en
grande dimension. La version du générateur présentée ici diffère de celle présentée dans
[248, 252] par (1) le choix de conditions initiales aléatoires qui permettront de rapidement
atteindre la mesure invariante et (2) l’introduction d’une matrice d’amortissement au
lieu d’un amortissement homogène afin de contrôler la dissipation (et donc la vitesse de
convergence de la réponse vers la mesure invariante) de chaque composante.

Soit u 7→ ψ(u,λ) une fonction définie par

ψ(u,λ) = 〈λ, g(u)〉 . (6.17)

On introduit alors le processus stochastique {(U(r),V (r)), r ≥ 0} à valeurs dans RN ×
RN vérifiant, pour tout r ≥ 0, l’EDSI [149] suivante (voir [240])

dU (r) = V (r) dr

dV (r) = −∇uψ(U(r),λ) dr − 1
2
[Dλ]V (r) dr + [Sλ] dW (r) ,

(6.18)

avec les conditions initiales

U(0) = U 0 , V (0) = V 0 p.s . (6.19)

Dans cette EDSI, ∇uψ(u,λ) est le gradient de la fonction ψ(u,λ) par rapport à u, tel
que

∇uψ(u,λ) = [∇ug(u)]λ , (6.20)

où la matrice [∇ug(u)] est le gradient de la fonction g(u) par rapport à u. La matrice
[Dλ] est la matrice définie positive d’amortissement, la matrice triangulaire inférieure
[Sλ] est telle que [Dλ] = [Sλ][Sλ]

T et W = (W1, . . . ,WN) est le processus stochas-
tique normalisé de Wiener indexé sur R+. La condition initiale aléatoire (U 0,V 0) est
indépendante du processus stochastique {W (r), r ≥ 0}. La loi de probabilité des con-
ditions initiales sera discutée plus tard. On peut alors démontrer (voir [240, 248]) que,
sous certaines conditions de continuité et de bornitude pour la fonction u 7→ ψ(u,λ) et
son gradient u 7→ ‖∇uψ(u,λ)‖, l’EDSI définie ci-dessus admet une mesure invariante
définie par la fonction de densité de probabilité ρλ(u, v) par rapport à du dv (qui est
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l’unique solution de l’équation de Fokker-Planck) définie par

ρλ(u, v) = c0(λ) exp(−ψ(u,λ))× (2π)−N/2 exp(−1
2
‖v‖2) , (6.21)

qui montre que

pAλ
(a) =

∫

RN

ρλ(a, v) dv . (6.22)

On peut en déduire que, pour r → +∞, le processus stochastique {(U(r),V (r)), r ≥ 0}
converge, en loi de probabilité, vers un processus stationnaire pour lequel la loi marginale
d’ordre un est ρλ(u, v) du dv. On peut donc en conclure que, pour r → +∞, le processus
stochastique {U(r), r ≥ 0} converge, en loi de probabilité, vers un processus stationnaire
pour lequel la loi marginale d’ordre un est pAλ

(a) da, c’est à dire

lim
r→+∞

U(r) = Aλ en loi de probabilité. (6.23)

De plus, pour r → +∞, (1) U(r) et V (r) convergent vers des variables aléatoires
indépendantes, (2) U(r) et V (r) tendent à être indépendants des conditions initiales
aléatoires et (3) V (r) converge vers un vecteur aléatoire centré Gaussien dont la matrice
de covariance est la matrice identité. Ainsi, en utilisant une réalisation indépendante du
processus de Wiener W et une réalisation indépendante des conditions initiales (U 0,V 0),
une réalisation indépendante du vecteur aléatoire Aλ peut être construite comme la so-
lution de l’EDSI pour r suffisamment grand. La valeur r0 de r pour laquelle la mesure
invariante est approximativement atteinte dépend du choix de la matrice d’amortisse-
ment [Dλ] et de la loi de probabilité des conditions initiales aléatoires. L’amortissement
induit par la matrice [Dλ] doit être suffisamment grand pour tuer rapidement la réponse
transitoire mais un amortissement trop élevé introduirait des erreurs importantes et crois-
santes lors de l’intégration numérique de l’EDSI. Concernant les conditions initiales, plus
la distribution de probabilité des conditions initiales est proche de la mesure invariante,
plus courte sera la réponse transitoire. En particulier, si la distribution de probabilité
pU0,V 0

(u, v) dudv est égale à la mesure invariante ρλ(u, v) dudv, alors pour tout r > 0,
la distribution de probabilité du vecteur aléatoire (U(r),V (r)) est la mesure invariante.
Le choix de la fonction de densité de probabilité pU0,V 0

qui permet d’atteindre rapide-
ment la mesure invariante sera rediscuté lors de la construction de l’algorithme de calcul
des multiplicateurs de Lagrange. Ce choix est crucial pour les performances de cet algo-
rithme.

Discrétisation de l’EDSI.

Plusieurs schémas d’intégration des EDSI ont été proposés dans la littérature. Ils sont
classiquement divisés en trois types : les schémas explicites, les schémas implicites et
les schémas semi-implicites. Une synthèse de ces schémas peut être trouvée dans [76].
Comme proposé dans [248], l’EDSI est discrétisée ici par un schéma d’intégration semi-
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implicite qui évite la résolution d’une équation algébrique non-linéaire à chaque pas tout
en permettant de réduire significativement le pas de temps par rapport à un schéma
purement explicite [76]. Les détails concernant cette construction peuvent être trouvés
dans [248, 252, 14].

On suppose que la fonction d’information g, définissant l’information disponible s’écrit
g(a) = (gL(a), gNL(a)) où gNL = ({gNL}1, . . . , {gNL}µNL

) est une fonction non linéaire et
gL = ({gL}1, . . . , {gL}µL

) est une fonction quadratique dont les composantes sont telles
que

{gL(a)}i =
1

2
〈a, [Ki]a〉 , (6.24)

où [K1], . . . , [KµL
] sont µL matrices réelles symétriques de dimension (N ×N) supposées

indépendantes. On introduit ensuite la décomposition λ = (λL,λNL) ∈ Lµ = LµL
×LµNL

des multiplicateurs de Lagrange. Alors pour tout λ ∈ Lµ, la fonction ψ(a,λ) s’écrit

ψ(a,λ) =
1

2
〈a, [KλL

]a〉+ ψNL(a,λNL) , (6.25)

où la matrice symétrique [KλL
] =

∑µL

j=1 {λL}j [Kj] est supposée définie positive pour
tout λL dans LµL

et où ψNL(a,λNL) =
∑µNL

j=1 {λNL}j{gNL(a)}j. Ainsi, le gradient de la
fonction ψ(a,λ) par rapport à a s’écrit

∇aψ(a,λ) = [KλL
]a+∇aψNL(a,λNL) , (6.26)

où∇aψNL(a,λNL) =
∑µNL

j=1 {λNL}j∇a{gNL(a)}j . Donc le gradient∇aψ(a,λ) est décom-
posé en une partie linéaire en a et une partie non linéaire.

Soit ∆rλ le pas d’intégration de la discrétisation de l’EDSI. Soit ∆W 1, . . . ,∆WM , M
vecteurs aléatoires Gaussiens centrés mutuellement indépendants et de matrice covari-
ance égale à ∆rλ [IN ]. On introduit alors la série temporelle {(U k,V k), k = 1, . . . ,M}
avec U k = (Uk

1 , . . . , U
k
N) et V

k = (V k
1 , . . . , V

k
N). Les conditions initiales correspondantes

(U 0,V 0) sont supposés être des vecteurs aléatoires du second-ordre indépendants de la
série temporelle {(U k,V k), k = 1, . . . ,M}.

Pour ℓ = 1, . . . , ns, en utilisant ns réalisations indépendantes {∆W k+1,ℓ, k = 1, . . . ,
M−1} de la famille de vecteurs aléatoires {∆W k+1, k = 1, . . . ,M −1} et ns réalisations
indépendantes (U ℓ

0,V
ℓ
0) des conditions initiales aléatoires (U 0,V 0) (qui sont aussi indé-

pendantes de {∆W k+1, k = 1, . . . ,M − 1}), les ns réalisations indépendantes UM,ℓ du
vecteur aléatoire UM sont générées en résolvant ns fois, pour k = 1, . . . ,M − 1, les
équations suivantes (qui correspondent à la discrétisation de l’EDSI)

[Eλ]V k+1,ℓ = [Bλ]V k,ℓ −∆rλ[KλL
]U k,ℓ +∆rλL

k,ℓ
NL + [Sλ]∆W k+1,ℓ ,

U k+1,ℓ = U k,ℓ + 1
2
∆rλ (V

k+1,ℓ + V k,ℓ) ,

U 1,ℓ = U ℓ
0 , V 1,ℓ = V ℓ

0 .

(6.27)
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où [Eλ] = [IN ] +
1
4
∆rλ [Dλ] +

1
4
∆r2

λ
[KλL

] et [Bλ] = [IN ]− 1
4
∆rλ [Dλ]− 1

4
∆r2

λ
[KλL

]. Le

vecteur Lk
NL et défini par Lk

NL = −{∇aψNL(a,λNL)}a=U
k . Si le gradient ∇aψNL(a,λNL)

ne peut pas être calculé analytiquement, alors Lk
NL peut être approché par différences

finis.

Alors, siM est suffisamment grand, les ns réalisations indépendantes du vecteur aléatoire
Aλ sont construites telles que Aℓ

λ
≃ UM,ℓ pour ℓ = 1, . . . , ns.

Estimations des espérances mathématiques

La moyenne E{g(Aλ)} et le moment d’ordre deux E{g(Aλ)g(Aλ)
T} sont estimés clas-

siquement par

E{g(Aλ)} ≃
1

ns

ns∑

ℓ=1

g(Aℓ
λ) , (6.28)

E{g(Aλ)g(Aλ)
T} ≃ 1

ns

ns∑

ℓ=1

g(Aℓ
λ)g(A

ℓ
λ)

T . (6.29)

Algorithme de calcul des multiplicateurs de Lagrange

Concernant les conditions initiales de l’algorithme, une valeur initiale λinit de λ doit être
donnée. Une fonction de densité de probabilité (U 0,init,V 0,init) correspondant au vecteur
aléatoire des conditions initiales (U 0,V 0) for λ = λinit doit également être précisée.
Concernant V 0,init, étant donné que pour M suffisamment grand, V M ∼ N (0, [In]),
la fonction de densité probabilité de V 0,init est choisie comme étant la loi Gaussienne
réduite, V 0,init ∼ N (0, [In]). Concernant U 0,init, si on impose λNL,init = 0, alors Aλinit

est
un vecteur centré Gaussien pour lequel la matrice de covariance est [KλL,init

]−1. Alors la
fonction de densité de probabilité U 0,init est choisie telle que U 0,init ∼ N (0, [KλL,init

]−1),
et la valeur initiale λL,init peut être identifiée par la méthode introduite dans la section
Section 6.1.2.3 concernant le cas Gaussien. Alors λNL,init est choisi tel que (λL,init,λNL,init)
est dans Lµ.

A chaque itération de l’algorithme, le calcul de λi+1 étant donné λi requière le cal-
cul du gradient et du Hessien pour λi. Ces quantités sont estimées en résolvant l’EDSI
dont la fonction de densité de probabilité des conditions initiales aléatoires est choisie
comme étant la mesure invariante construite pour λi−1 pour lequel des réalisations
indépendantes sont connues. Ainsi, lorsque l’algorithme se rapproche de la solution opti-
male, les réponses transitoire des EDSI deviennent de plus en plus courtes. L’algorithme
d’identification des multiplicateurs de Lagrange est résumé dans l’Algorithme 3.

Il est à noter que la mise à jour du vecteur λ est séquentielle mais pour chaque valeur de
λ, les ns boucles de Monte Carlo peuvent être calculées sur des processeurs parallèles.
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Algorithm 3: Algorithme de calcul des multiplicateurs de Lagrange.
INITIALISATION :
i = 1 ;
λi = λinit ;
error(i) = +∞ ;
for ℓ = 1, . . . , ns do

U ℓ
0 = U ℓ

0,init ;

Générer V ℓ
0 ∼ N (0, [In]) ;

BOUCLE :
while error(i) > ǫ do

for ℓ = 1, . . . , ns do
U 1,ℓ ← U ℓ

0 ;
V 1,ℓ ← V ℓ

0 ;
Résoudre l’EDSI → (UM,ℓ,V M,ℓ) ;
Aℓ

λ
i ← UM,ℓ ;

U ℓ
0 ← UM,ℓ ;

V ℓ
0 ← V M,ℓ ;

Estimer E{g(Aλ
i)} ≃ (1/ns)

∑ns

ℓ=1 g(A
ℓ
λ
i) ;

Estimer E{g(Aλ
i)g(Aλ

i)T} ≃ (1/ns)
∑ns

ℓ=1 g(A
ℓ
λ
i)g(Aℓ

λ
i)T ;

Estimer ∇Γ(λi) = f −E{g(A
λ
i)} ;

Estimer [H(λi)] = E{g(Aλ
i)g(Aλ

i)T} − E{g(Aλ
i)}E{g(A

λ
i)}T ;

Estimer error(i+ 1) = ‖∇Γ(λi)‖ / ‖f‖ ;
λi+1 = λi − [H(λi)]−1

∇Γ(λi) ;
i← i+ 1 ;

6.2 Exemple d’informations relatives à un accéléro-

gramme sismique.

Dans cette section, des exemples d’informations relatives à un accélérogramme sismique
sont présentés. Bien sûr, la liste n’est pas exhaustive et peut être complétée si nécessaire.
Pour chaque type d’information la fonction d’information g(a) est spécifiée. De plus, les
matrices [K1], . . . , [KµL

] (pour les fonctions d’information quadratiques) et les gradients
∇a{gNL(a)}j pour j = 1, . . . , µNL sont aussi calculés.

6.2.1 Valeur moyenne

L’accélérogramme sismique est modélisé par un processus stochastique centré. Donc, le
vecteur A doit être centré. Nous avons donc la contrainte suivante

E{A} = 0 . (6.30)
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La fonction d’information correspondant à la moyenne est définie par

{gmean
NL (a)}j = aj , (6.31)

dont le gradient est défini par

{∇a{gmean
NL (a)}j}i = δij , (6.32)

6.2.2 Variance des composantes

Cette contrainte permet de spécifier l’enveloppe de l’accélérogramme et donc de fixer la
durée de la phase forte. Comme le vecteur aléatoire A doit être centré, il est équivalent
d’imposer la variance des composantes. Ainsi, pour j = {1, . . . , N}, ces contraintes sont
définies par

E{A2
j} = σ2

j < +∞ . (6.33)

La fonction d’information s’écrit alors

{gvar
L (a)}j = a2j . (6.34)

Par conséquent, pour tout i et j dans {1, . . . , N}, on a

{∇a{gvar
L (a)}j}i = 2ajδij , [Kvar

j ]ik = 2 δkjδij . (6.35)

6.2.3 Variance de la vitesse finale et du déplacement final

L’objectif de cette contrainte est de contrôler la vitesse finale et le déplacement final
qui sont supposés ici être nuls. Classiquement, un tel contrôle est réalisé par un filtrage
a posteriori des accélérogrammes (voir par exemple [256, 71]). La méthode que nous
proposons permet de prendre en compte cette correction directement dans la construction
de la loi de probabilité. Soit V (t) et D(t) les processus stochastiques de la vitesse et du
déplacement respectivement. En supposant que V (0) = D(0) = 0 presque sûrement, on
peut aisément démontrer que

V (t) =

∫ t

0

A(τ) dτ , (6.36)

D(t) =

∫ t

0

V (τ) dτ , (6.37)

où {A(t), t ∈ [0, T ]} est le processus stochastique d’accélération. On démontre alors par
intégration par parties que

D(t) =

∫ t

0

(t− τ)A(τ) dτ . (6.38)
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En discrétisant V(t) et D(t), on introduit les variables aléatoires I
(1)
n (A) et I

(2)
n (A)

définies par

I(1)n (A) = V (tn) ≃ ∆t
n∑

j=1

Aj , (6.39)

I(2)n (A) = D(tn) ≃ (∆t)2
n∑

j=1

(n− j + 1)Aj , (6.40)

où A = (A1, . . . , AN). La nullité de la vitesse finale, I
(1)
N (A) = V (tN) et la nullité du

déplacement final, I
(2)
N (A) = D(tN) sont spécifiés en écrivant I

(1)
N (A) = 0 et I

(2)
N (A) = 0.

Ces propriétés devraient être satisfaites presque sûrement, ce qui signifie que toutes les
trajectoires simulées du processus stochastique d’accélération devraient satisfaire cette
propriété. Le principe du MaxEnt ne permet pas d’imposer des contraintes presque
sûrement. On va donc procéder autrement. Étant donné que A est centré, les vari-
ables aléatoires I

(1)
N (A) et I

(2)
N (A) sont aussi centrées. On introduit alors les contraintes

suivantes

E{(I(1)N (A))2} = 0 , E{(I(2)N (A))2} = 0 , (6.41)

qui montrent, en utilisant l’inégalité de Tchebychev ([100]), que I
(1)
N (A) et I

(2)
N (A) con-

vergent vers 0 en probabilité.

Les fonctions d’information associées s’écrivent

{gint
L (a)}1 = (I

(1)
N (a))2 , {gint

L (a)}2 = (I
(2)
N (a))2 , (6.42)

qui sont des fonctions quadratiques. Par conséquent, pour tout i et j dans {1, . . . , N},
on a

{∇a{gint
L (a)}1}j = 2 (∆t)2

N∑

k=1

ak . (6.43)

{∇a{gint
L (a)}2}j = 2 (∆t)4 (N − j + 1)

N∑

k=1

(N − k + 1) ak , (6.44)

[K int
1 ]ji = 2 (∆t)2 , [K int

2 ]ji = 2 (∆t)4(N − j + 1)(N − i+ 1) . (6.45)
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6.2.4 Valeur moyenne du SRV

Pour 0 < ωmin < ω < ωmax et 0 < ξmin < ξ < ξmax < 1, le SRV aléatoire s(ω, ξ;A) du
processus stochastique {A(t), t ∈ [0, T ]} est défini par [93]

s(ω, ξ;A) = ω max
t∈[0,T ]

|y(t;ω, ξ, A)| , (6.46)

où le processus stochastique {y(t;ω, ξ, A), t ∈ [0, T ]} est défini par

y(t;ω, ξ, A) =

∫ t

0

h(t− τ ;ω, ξ)A(τ) dτ , (6.47)

où

h(t;ω, ξ) = −1l [0,+∞[ (t)
1

ω
√
1− ξ2

exp{−ξ ω t} sin{ω
√
1− ξ2 t} , (6.48)

où h(t;ω, ξ) est la réponse impulsionnelle d’un oscillateur à un DDL de fréquence propre
ω et de taux d’amortissement ξ. Soit κω des points d’échantillonnage {ω1, . . . , ωκω

} de
l’intervalle de fréquence [ωmin, ωmax], tels que ωκω

< π/∆t. Similairement, soit κξ des
points d’échantillonnage {ξ1, . . . , ξκξ

} de l’intervalle du taux d’amortissement [ξmin, ξmax].
Soit κ = κω×κξ. La discrétisation du SRV introduit le vecteur du SRV aléatoire S = s(A)
où s = (s1, . . . , sκ) qui est une fonction non-linéaire définie par

sj(a) = s(ω, ξ,a) pour (ω, ξ)j dans {ω1, . . . , ωκω
} × {ξ1, . . . , ξκξ

}, (6.49)

où

s(ω, ξ,a) = ωmax{|y1(ω, ξ,a)|, . . . , |yN(ω, ξ,a)|} , (6.50)

avec

yi(ω, ξ,a) = {[B(ω, ξ)]a}i , (6.51)

et où [B(ω, ξ)] est une matrice réelle définie par

[B(ω, ξ)]ij = −
∆t

ω
√
1− ξ2

exp{−(i−j)ξω∆t} sin{(i−j)ω
√
1− ξ2∆t} . (6.52)

L’information relative à la valeur moyenne du SRV aléatoire est définie, pour tout j dans
{1, . . . , κ}, par

E{sj(A)} = sj , (6.53)

où s = (s1, . . . , sκ) est la valeur cible du SRV moyen.
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La fonction d’information est définie, pour tout j dans {1, . . . , κ}, par

{gVRS
NL (a)}j = sj(a) . (6.54)

Pour tout j et pour (ω × ξ) = (ω × ξ)j, le gradient s’écrit

{∇a{gVRS
NL (a)}j}i = {∇asj(a)}i (6.55)

= ω [B(ω, ξ)]qi sgn{yq(ω, ξ,a)} ,

où sgn{yq(ω, ξ,a)} est le signe de yq(ω, ξ,a) défini dans l’équation (6.51), et où

q = imax{|y1(ω, ξ,a)|, . . . , |yN(ω, ξ,a)|} , (6.56)

où imax est une fonction à valeurs dans {1, . . . , N} définie par

imax(x1, . . . , xN) = imax(x) = arg max
i∈{1,...,N}

xi , (6.57)

dont la solution est presque sûrement unique [14].

6.2.5 Variabilité du SRV aléatoire

La contrainte précédente qui concerne la valeur moyenne du SRV aléatoire ne permet pas
de contrôler les fluctuations statistiques du SRV aléatoire autour de sa moyenne. Or ces
fluctuations peuvent être imposées par les codes de régulation. Dans cette section, cette
variabilité est contrôlée en introduisant une contrainte relative à la probabilité que le SRV
aléatoire appartienne à une région délimitée par deux enveloppes données. L’enveloppe
supérieure du SRV est définie par le vecteur sup = (sup1 , . . . , s

up
κ ) et l’enveloppe inférieure

du SRV est définie par le vecteur slow = (slow1 , . . . , slowκ ). On introduit alors la contrainte
suivante

P ({slow1 < s1(A) < sup1 , . . . , s
low
κ < sκ(A) < supκ }) = p0 , (6.58)

qui peut se réécrire

E{
κ∏

j=1

1l [slowj ,supj ] (sj(A))} = p0 . (6.59)

Les fonctions indicatrice x 7→ 1l [slowj ,supj ] (x) qui ne sont pas différentiables sont régularisées

en introduisant l’approximation x 7→ 1lreg
[slowj ,supj ]

(x) définie par

1lreg
[slowj ,supj ]

(x) =
1

2
(tanh(

x− slowj

ǫ
)− tanh(

x− supj
ǫ

)) , (6.60)

avec 0 < ǫ≪ 1, pour laquelle la dérivée par rapport à x, notée δreg(x), est telle que

δreg(x) =
d

dx
1lreg
[slowj ,supj ]

(x) =
1

2 ǫ
(tanh2(

x− supj
ǫ

)− tanh2(
x− slowj

ǫ
)) . (6.61)
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Ainsi, la contrainte définie par l’équation (6.59) est approchée par

E{
κ∏

j=1

1lreg
[slowj ,supj ]

(sj(A))} = p0 . (6.62)

La fonction d’information est définie par

gVRS-ENV
NL (a) =

κ∏

j=1

1lreg
[slowj ,supj ]

(sj(a)) , (6.63)

et son gradient s’écrit

{∇ag
VRS-ENV
NL (a)}i = gVRS-ENV

NL (a)
κ∑

j=1

{∇asj(a)}i
δreg(sj(a))

1lreg
[slowj ,supj ]

(sj(a))
, (6.64)

où {∇asj(a)}i est défini par l’équation (6.55).

6.2.6 Valeur moyenne pour le PGA aléatoire et valeur moyenne

pour le PGV aléatoire.

Le PGA caractérise l’amplitude maximale de l’accélération. Le PGA aléatoire associé au
processus stochastique {A(t), t ∈ [0, T ]}, est défini par

PGA(A) = max
t∈[0,T ]

|A(t)| . (6.65)

Dans les codes de régulation, une valeur nominale du PGA est utilisée pour constru-
ire le SRV. Cependant, même si le SRV moyen des accélérogrammes simulés approche
parfaitement le SRV cible, la valeur moyenne du PGA des accélérogrammes simulés ne
correspond pas forcément à la valeur nominale du PGA. Dans cette section, cette corre-
spondance est forcée en introduisant la contrainte

E{max{|A1|, . . . , |AN |}} = PGA , (6.66)

où PGA est la valeur cible du PGA moyen.

Concernant le PGV aléatoire, qui est défini par PGV(A) = max{|V (t)|, t ∈ [0, T ]}, sa
valeur moyenne est contrôlée en imposant la contrainte suivante

E{max{|I(1)1 (A)|, . . . , |I(1)N (A)|}} = PGV , (6.67)

où PGV est la valeur cible du PGV moyen et où I
(1)
j (A) est définie dans l’équation

(6.39).

La fonction d’information pour le PGA est donc

gPGA
NL (a) = max{|a1|, . . . , |aN |} , (6.68)
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et son gradient s’écrit

{∇ag
PGA
NL (a)}i = δiq sgn{aq} , (6.69)

où q = imax{a}, où la fonction x 7→ imax(x) est définie dans l’équation (6.57).
Pour le PGV, la fonction d’information est définie par

gPGV
NL (a) = max{|I(1)1 (a)|, . . . , |I(1)N (a)|} , (6.70)

dont le gradient d’écrit

{∇ag
PGV
NL (a)}i = sgn{I(1)q (a)} 1l [1,q] (i) , (6.71)

où q = imax{|I(1)1 (a)|, . . . , |I(1)N (a)|}.

6.2.7 Valeur moyenne du CAV aléatoire

Le CAV aléatoire ([112]) est défini comme l’intégrale de la valeur absolue de l’accélération
aléatoire sur l’intervalle [0, T ],

CAV(A) =

∫ T

0

|A(τ)|dτ . (6.72)

Le CAV est utilisé pour l’évaluation des risques sismiques des réacteurs nucléaires. La
discrétisation de l’équation (6.72), conduit à la contrainte suivante

E{∆t
N∑

j=1

|Aj|} = CAV , (6.73)

où CAV est la valeur cible de la valeur moyenne du CAV aléatoire.
La fonction d’information correspondante est

gCAV
NL (a) = ∆t

N∑

j=1

|aj| , (6.74)

dont le gradient s’écrit

{∇ag
CAV
NL (a)}i = ∆t sgn{ai} . (6.75)

6.2.8 Valeur moyenne de l’AI aléatoire

L’AI aléatoire est définie (à une constante multiplicative près) comme l’intégrale du carré
de l’accélération aléatoire sur l’intervalle [0, T ],

AI(A) =
π

2 g

∫ T

0

A2(τ)dτ . (6.76)
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où g est l’accélération de la pesanteur. La discrétisation de l’équation (6.76), conduit à
la contrainte suivante,

E{π∆t
2 g

N∑

j=1

A2
j} = AI , (6.77)

où AI est la valeur cible de la valeur moyenne de l’AI aléatoire.

La fonction d’information s’écrit

gAI
L (a) =

π∆t

2 g

N∑

j=1

a2j , (6.78)

qui est une fonction quadratique. Pour tout i et j dans {1, . . . , N}, on a

{∇ag
AI
L (a)}i =

π∆t

g
ai , [KAI]ij =

π∆t

g
δij . (6.79)

Remarque 6.1 : La contrainte définie par l’équation (6.77) relative à l’AI est une
combinaison linéaire des contraintes définies par l’équation (6.33) relative à la variance
des composantes. Par conséquent, si la contrainte relative à la variance a déjà été prise
en compte, la contrainte relative à l’AI est redondante et ne pas être prise en compte
afin de garantir l’unicité de la solution construite le principe du MaxEnt. D’ailleurs,
habituellement, l’AI est utilisée pour calibrer l’enveloppe de l’accélérogramme.

6.3 Applications

Dans cette section, différents jeux d’information disponible sont étudiés. Le premier
cas correspond à des contraintes imposées sur la valeur moyenne, la variance des com-
posantes, la vitesse finale et le déplacement final. Les autres cas correspondent à des
ajouts successifs de contraintes par rapport au premier cas. La durée de l’accélérogramme
est T = 20 s. Le processus stochastique d’accélération est échantillonné en N = 1600 pas
de temps. La dimension stochastique de ce problème est donc très élevée.

6.3.1 Cas 1. Contraintes : valeur moyenne, variance des com-

posantes, vitesse finale et déplacement final

Ce cas conduit à un loi Gaussienne pour l’accélérogramme. Pour ce cas, le SRV moyen
n’est pas contrôlé et n’est donc pas utilisable pour une évaluation sismique. Il est cepen-
dant utile pour initialiser les valeurs des multiplicateurs de Lagrange pour des cas plus
compliqués conduisant à une loi de probabilité non Gaussienne. L’écart-type cible des
composantes est tracé sur la figure 6.1. L’algorithme de la Section 6.2.2 est appliqué avec
30 itérations. La figure 6.2 montre deux réalisations indépendantes du vecteur aléatoire
Aλsol

. Les trajectoires correspondantes pour la vitesse et le déplacement sont tracées sur
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Figure 6.1 – Cas 1 : Écart-type cible des composantes.

les figures 6.3 et 6.4. Comme prévu, les vitesses finales et déplacements finaux sont nuls.
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Figure 6.2 – Cas 1 : Deux réalisations pour l’accélération stochastique.
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Figure 6.3 – Cas 1 : Deux réalisations pour la vitesse stochastique.
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Figure 6.4 – Cas 1 : Deux réalisations pour le déplacement stochastique.

6.3.2 Cas 2. Contraintes : Cas 1 et SRV moyen

Le SRV cible est tracé sur le figure 6.5. Il a été construit suivant l’Eurocode 8 pour un
sol de type A et un PGA valant 5 ms−2. La figure 6.6 compare le SRV cible de ce Cas 2
au SRV moyen correspondant au Cas 1 (pour lequel la contrainte sur SRV n’avait pas
été prise en compte). On peut voir que pour le Cas 1, le SRV moyen est loin de la cible.
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Figure 6.5 – SRV cible.

Pour l’EDSI correspondant à ce Cas 2 pour lequel le SRV moyen est imposé, M = 600
pas de calcul sont utilisés. A chaque itération, ns = 900 simulations de Monte-Carlo sont
effectuées. La figure 6.7 compare l’écart type estimé des composantes à la valeur cible.
La figure 6.8 compare le SRV moyen estimé au SRV cible. Les figures 6.7 et 6.8 montrent
une bonne correspondance entre valeurs estimées et valeurs pour la variance et le SRV
moyen.

6.3.3 Cas 3. Contraintes : Cas 2 et variabilité du SRV

L’enveloppe inférieure est définie par slow = 0.5 × s et sup et l’enveloppe supérieure est
définie par sup = 1.5×s. La figure 6.9 montre ces deux enveloppes et 100 trajectoires du
SRV aléatoires correspondant au Cas 2. On peut voir sur cette figure une forte fluctuation
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Figure 6.6 – SRV moyen : Cible (trait pointillé) et estimation pour le Cas 1 (trait plein).
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Figure 6.7 – Écart-type pour le Cas 2 : Cible (trait pointillé) et estimation (trait plein).

du SRV aléatoire autour de sa moyenne et beaucoup de trajectoires sortent de la région
délimitée par les deux enveloppes. Pour ce Cas 2 toujours, la probabilité pour le SRV
aléatoire d’appartenir à cette région est estimée par Monte Carlo . La valeur estimée est
p0 = 4.09×10−2. Pour le Cas 3 présent, cette probabilité est imposée avec p0 = 9.0×10−2

et ǫ = 0.07. La figure 6.10 montre 100 trajectoires du VRS aléatoire. En comparaison
à la figure 6.9, on peut voir que les fluctuations statistiques autour du SRV moyen
ont beaucoup baissé et que les trajectoires sont désormais entre les deux enveloppes. On
estime E{gVRS-ENV

NL (A)} = 8.99×10−2 , ce qui est très proche de la valeur cible 9.0×10−2.

6.3.4 Cas 4. Contraintes : Cas 3 et PGA moyen, PGV moyen

et CAV moyen

Pour ce dernier cas, les valeurs moyennes pour le PGA, le PGV et le CAV sont aussi
contrôlées. Le tableau 6.1 résume les résultats. On peut voir une bonne correspondance
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Figure 6.8 – VRS moyen : Cible (trait pointillé for Case 2, estimation pour le Cas 1
(trait plein), estimation pour le Cas 2 (trait mixte).
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Figure 6.9 – SRV aléatoire sans contraintes sur la variabilité du SRV (Cas 2) : 100
trajectoires (traits fins), enveloppes inférieures et supérieurs (traits épais).

entre les valeurs estimées et les valeurs cible. La figure 6.11 montre deux réalisations
du vecteur aléatoire Aλsol

. Les vitesses et déplacements correspondant sont tracés sur
les figures 6.12 et 6.13. On peut voir que les vitesses finales et les déplacements fin-
aux sont toujours nuls. La figure 6.14 compare les écarts-types estimés aux écarts-type
cible. La figure 6.15 compare le SRV moyen estimé au SRV cible et montre 100 trajec-
toires du SRV aléatoire. La probabilité d’être entre les deux enveloppes est estimée à
E{gVRS-ENV

NL (A)} = 8.97 × 10−2 (la valeur cible est 9.0 × 10−2). On peut voir sur ces
figures que les correspondances entre valeurs estimées et valeurs cible sont toujours aussi
bonnes.

Remarque 6.2 : Les résultats pour ce dernier cas montre de bonnes correspondances en-
tre valeurs estimées et valeurs cible. Cependant les trajectoires générées pour l’accélération
présentent des écarts avec les accélérogrammes sismiques naturels. En effet, en général, la
phase de croissance de l’accélérogramme doit avoir des contributions hautes fréquences



6.3 Applications 131

10
1

10
20

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Frequency (rad/s)

V
R

S
 (

m
s−

1 )

Figure 6.10 – SRV aléatoire pour le Cas 3 : 100 trajectoires (traits fins), enveloppes
inférieures et supérieurs (traits épais).

Table 6.1 – Résumé des Cas 1-4 : PGA moyen, PGV moyen et CAV moyen, valeur
estimée et valeur cible.

Contrainte Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 Cible
p0 1.25× 10−7 0.041 0.0899 0.0897 0.09
PGA moyen (ms−2) 5.68 6.12 6.30 4.98 5.00
PGV moyen (ms−1) 0.34 0.55 0.56 0.45 0.45
CAV moyen (ms−1) 12.06 11.87 11.97 13.04 13.0
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Figure 6.11 – Cas 4 : Deux réalisations pour l’accélération stochastique.

élevées et ces contributions doivent ensuite baisser [257]. Dans notre cas, le contenu
fréquentiel de l’accélération est imposé par un SRV de type Eurocode qui ne dépend
pas du temps. Pour avoir un contenu fréquentiel qui dépend du temps, une contrainte
adaptée doit remplacer l’actuelle contrainte relative à la moyenne du SRV.
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Figure 6.12 – Cas 4 : Deux réalisations pour la vitesse stochastique.
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Figure 6.13 – Cas 4 : Deux réalisations pour le déplacement stochastique.
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Figure 6.14 – Variance : Cible (trait pointillé) et estimation (trait plein).
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Figure 6.15 – SRV aléatoire pour le Cas 4. Gauche : Moyenne ciblée (trait pointillé) et
moyenne estimée (trait mixte). Droite : 100 trajectoires (traits fins), enveloppes inférieurs
et supérieurs (traits épais).

6.4 Conclusions.

Dans ce chapitre une nouvelle méthode pour la génération d’accélérogrammes compa-
tibles avec une large gamme de spécifications a été présentée. Dans cette méthode, les
spécifications sont directement imposées dans la construction de la loi de probabilité de
l’accélérogramme aléatoire et donc les trajectoires générées ne nécessitent pas de correc-
tions a posteriori afin qu’elles vérifient les spécifications. Pour générer ces trajectoires,
un nouvel algorithme de calcul des multiplicateurs de Lagrange adapté à la grande di-
mension stochastique du problème a été mis en place. La méthode proposée est souple et
permet si nécessaire d’inclure d’autres contraintes en plus de celles développées ici. Les
exemples développés montrent une bonne précision de la méthode malgré la présence de
contraintes fortement non linéaires (comme le SRV).
D’un point de vue ingénierie pour lequel le respect des spécifications est de première
importance, la méthode proposée peut directement être utilisée pour simuler des trajec-
toires d’accélérogrammes et effectuer l’analyse sismique dynamique d’une structure non
linéaire.
Cependant, d’une point de vue purement physique, les trajectoires générées pourraient
être améliorées en introduisant des contraintes additionnelles relatives à la dépendance
temporelle du contenu fréquentiel des accélérogrammes.

6.5 Perspectives.

Les perspectives à ces travaux sont multiples :
(1) La première déjà évoquée ci-dessus concerne l’ajout de contraintes relatives à la
dépendance temporelle du spectre imposé en sortant donc du cadre Eurocode 8. Une
manière de procéder serait d’imposer un SRV instantané s(t, ω, ξ,A). L’équation re-
liant l’accélération aléatoire au SRV instantané pourrait être construite en utilisant
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une représentation adaptée du processus stochastique {A(t), t ∈ [0, T ]}, telle qu’une
représentation en ondelettes (voir par exemple [127]).
(2) Une deuxième perspective concerne la prise en compte d’une variabilité spatiale de
l’accélérogramme aléatoire afin de construire un chargement pour les structures multi-
supportées.
(3) Une troisième perspective serait de prendre en compte des statistiques plus avancées
sur les PGA, PGV, CAV et AI comme les variances ou les corrélations entre ces grandeurs
aléatoires.
(4) Enfin une quatrième perspective concerne l’application des accélérogrammes générés à
une structure réelle non linéaire. Il serait notamment intéressant de comparer les réponses
ainsi obtenues aux réponses obtenues avec des accélérogrammes aléatoires Gaussiens
classiques.



Chapitre 7

Conclusions et perspectives.

7.1 Bilan des recherches.

Modélisation des incertitudes :

Pour les deux types de systèmes étudiés (systèmes multicorps et solides déformables), les
incertitudes ont été modélisées par une approche probabiliste. A chaque fois, le principe
du MaxEnt a été privilégié pour la construction des modèles probabilistes. En effet
cet outil offre un cadre qui permet de construire les lois de probabilité a priori des
paramètres incertains de manière unique en prenant en compte l’information disponible
et donc les propriétés physiques de ces paramètres. Au travers des exemples industriels
et numériques présentés dans ce mémoire, cette approche de modélisation a permis de
construire des modèles d’incertitude à faible paramétrage et donc facilement identifi-
ables avec le peu de mesures expérimentales généralement disponibles pour un système
réel. Cette démarche permet d’obtenir des lois de probabilité a priori assez proche de
la réalité et peuvent éventuellement ensuite servir à construire des lois de probabilité
a posteriori par actualisation Bayésienne si beaucoup de mesures expérimentales sont
disponibles. Pour les systèmes déformables, cette approche permet aussi de construire
une modélisation probabiliste des incertitudes de modélisation au niveau des opérateurs
du modèle.

Propagation des incertitudes :

En ce qui concerne les méthodes de résolution des équations stochastiques, la méthode
de simulation de Monte Carlo a été privilégiée dans ces travaux car elle présente deux
avantages majeures : (1) elle est non intrusive vis-à-vis des logiciels commerciaux et (2)
sa vitesse de convergence vis-à-vis du nombre de simulations est indépendante de la di-
mension stochastique. Cette méthode reste à ce jour, la plus efficace en grande dimension
stochastique. Concernant les générateurs de réalisations indépendantes nécessaires à l’u-
tilisation de la méthode de Monte Carlo, le dernier chapitre de ce mémoire a proposé
une méthode permettant de générer des réalisations indépendantes de vecteurs aléatoires
construits par le MaxEnt. Les exemples présentés ont mis en évidence l’efficacité de cette
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méthode en grande dimension stochastique et en présence de contraintes fortement non
linéaires.

Réduction de modèle :

Les coûts de calculs de la méthode de Monte Carlo étant assez élevés pour les gros
modèles, il est nécessaire de précéder la construction du modèle stochastique d’une
réduction de modèle efficace. Pour les structures déformables à faible densité modale,
la méthode d’analyse modale permet de construire un modèle réduit de faible dimension
et prédictif en BF. Pour les structures déformables à forte densité modale, nous avons
proposé une nouvelle méthodologie de réduction basée sur une séparation global/local
de l’espace des déplacements admissibles. En plus d’une réduction de la dimension, cette
méthode permet de construire une modélisation séparée des incertitudes pour les contri-
butions globales et les contributions locales.

Identification des modèles probabilistes :

Les modèles probabilistes a priori d’incertitudes construits par le principe du MaxEnt
sont à chaque fois identifiés par la méthode du maximum de vraisemblance en utilisant
des mesures expérimentales. Cette approche a deux avantages : (1) elle permet de trouver
une solution au problème d’identification même lorsque le nombre de spécimens mesurés
est faible, ce qui est souvent le cas dans l’industrie et (2) elle permet de prendre en
compte des données qui sont différentes d’un spécimen à l’autre. Cette méthode a été
appliquée avec succès à l’identification de modèles d’incertitude de voiture, de moteur
EAS de réacteur nucléaire, de pompe de centrale thermique avec à chaque fois peu de
données expérimentales. Les défauts de cette méthode sont : (1) la fonction de vraisem-
blance n’étant pas convexe, la recherche de l’optimum doit utiliser un algorithme de
recherche aléatoire (et donc sans garantie sur la solution obtenue) et (2) certaines config-
urations non mesurées peuvent ne pas être prédites par le modèle probabiliste identifié ;
il est donc conseillé de procéder à une validation croisée du modèle identifié pour vérifier
la robustesse de la solution obtenue par le maximum de vraisemblance.

Transfert des méthodes vers l’industrie :

Certaines des méthodes développées dans ce mémoire ont été adoptées par nos parte-
naires industriels qui ont implémenté ces méthodes dans leurs logiciels internes. La
non-intrusion des méthodes proposées a largement facilité ce transfert. L’utilisation des
méthodes de quantification des incertitudes dans l’industrie devrait connâıtre un bon
dans les prochaines années grâce (1) à l’amélioration des performances des machines à
disposition des ingénieurs qui rend la méthode de simulation de Monte Carlo plus ac-
cessible et (2) à la volonté des industriels de réduire le plus possible le nombre d’essais
expérimentaux. De plus, il est maintenant clairement établi que les incertitudes sur les
données d’entrée peuvent induire des fluctuations importantes sur les quantités d’intérêts
(notamment en analyse MF pour les structures déformables). Dans ce contexte, le di-
mensionnement des structures avec des méthodes déterministes n’est plus adapté et les
méthodes de conception robuste sont de plus en plus plébiscitées par l’industrie.
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Systèmes multicorps flexibles :

Concernant la quantification des incertitudes dans les systèmes dynamiques multicorps,
plusieurs chantiers sont en cours. Le premier concerne la prise en compte des incerti-
tudes sur les liaisons cinématiques entre les solides. Ces incertitudes sont induites par les
tolérances de fabrication. Le deuxième concerne les méthodes de conception robuste en
utilisant les modèles probabilistes d’incertitudes développés dans ce mémoire.
Concernant les systèmes dynamiques multicorps flexibles, l’ajout de coordonnées élasti-
ques aux coordonnées globales introduit des incertitudes de modélisation en plus des
incertitudes de paramètres. Ces systèmes dynamiques constituent un point de rencontre
entre les systèmes multicorps rigides et les structures déformables. Ainsi, les méthodes
de quantification des incertitudes pour les systèmes multicorps flexibles s’inspireront des
méthodes de quantification des incertitudes élaborées pour chacun de ces deux types de
système dynamique.

Incertitudes expérimentales :

Concernant l’identification des modèles probabilistes des incertitudes, les incertitudes
liées aux erreurs de mesure n’ont pas été prises en compte dans les méthodes proposées
dans ce mémoire. Une méthode classique pour la prise en compte de ces erreurs de mesure
consiste à ajouter un bruit de mesure en sortie du modèle probabiliste (voir par exemple
[5, 254, 59]). Ce bruit est en général modélisé par un vecteur aléatoire centré Gaussien de
matrice de covariance donnée. Il serait intéressant de raffiner cette modélisation des er-
reurs de mesure en construisant des modèles probabilistes pour les incertitudes relatives
(1) à l’instrumentation des configurations expérimentales (emplacements et orientations
des capteurs, emplacements, orientations et intensités des sources d’excitation) (2), à la
châıne d’acquisition des données des capteurs et (3) au traitement des données mesurées.
Ces perspectives seront analysées dans le cadre du projet FUI SICODYN.

Dynamique MF des structures déformables :

Pour les structures déformables, le problème relatif à la prévision robuste du comporte-
ment MF des structures complexes n’est pas encore complètement résolue. Les moyens in-
formatiques permettent aujourd’hui de modéliser finement une structure afin de capturer
les petites longueurs d’onde spatiales avec une bonne précision. Le problème actuelle-
ment n’est pas lié à la capture des petites longueurs l’onde mais à (1) la prise en compte
de la forte sensibilité des contributions locales aux incertitudes de paramètres et de
modélisation et (2) à l’apparition d’effets viscoélastiques importants lorsque l’on monte
en fréquence. La méthode de séparation global/local que nous avons proposée offre un
cadre intéressant pour contrôler les incertitudes liées aux contributions locales. Cette
méthode pourrait être améliorée en utilisant des modèles d’amortissement viscoélatique
avancés et adaptés à l’analyse MF (voir par exemple [130, 201, 108, 223, 163, 106, 255]).
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