N

N

Etude des délais de survenue des effets indésirables
médicamenteux a partir des cas notifiés en
pharmacovigilance: probleme de I’estimation d’une
distribution en présence de données tronquées a droite
Fanny Leroy

» To cite this version:

Fanny Leroy. Etude des délais de survenue des effets indésirables médicamenteux a partir des cas
notifiés en pharmacovigilance: probleme de I'estimation d’une distribution en présence de données
tronquées a droite. Santé publique et épidémiologie. Université Paris Sud - Paris XI, 2014. Francais.
NNT: 2014PA11T012 . tel-01011262

HAL Id: tel-01011262
https://theses.hal.science/tel-01011262

Submitted on 23 Jun 2014

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01011262
https://hal.archives-ouvertes.fr







Remerciements

En premier lieu, je tiens a remercier chaleureusement mes directeurs de these, Pas-
cale Tubert-Bitter et Jean-Yves Dauxois, pour la confiance qu’ils m’ont accordée, leur
gentillesse, leurs encouragements et leur disponibilité tout au long de ces quatre an-
nées passées ensemble. Merci Pascale pour ta bienveillance, ton soutien permanent et
ton optimisme a toute épreuve. Merci Jean-Yves pour toutes ces heures passées dans
le train, I’avion, le métro ou encore le taxi, encadrer une these a distance n’est pas
chose simple. Je te remercie pour tous ces efforts consentis, pour ta persévérance et ton

investissement permanent.

Je remercie le centre régional de pharmacovigilance de Bordeaux, et tout particu-
lierement Hélene Théophile et Francoise Haramburu, de nous avoir fourni les données
qui ont motivé ce travail et qui ont permis d’illustrer les méthodes développées tout au
long de cette these. Un grand merci a elles pour leur aide 6 combien précieuse dans la

bonne exploitation de ces données et I'interprétation des résultats.

Je tiens a remercier les membres du jury qui m’ont fait '’honneur d’évaluer ce travail.
Merci a Catherine Quantin d’avoir accepté de présider le jury ; merci a mes rapporteurs,
Shulamith Gross et Michal Abrahamowicz, pour le temps qu’ils ont consacré a la lecture
minutieuse du manuscrit, pour leurs commentaires précieux et constructifs. Merci enfin
a mes examinateurs, Bernard Bégaud et Philippe Broét, d’avoir accepté d’évaluer mon

travail.

Je remercie I'ensemble de I’équipe Biostatistique du CESP ; merci a Thierry Moreau,

ex-directeur de ’'U780, de m’avoir si bien accueillie & mon arrivée ; a Ghislaine Breton et

1l



iv REMERCIEMENTS

Edith Lesieux-Potier pour leur patience et leur persévérance dans toutes les démarches
administratives ; a Aurélien Latouche pour ses conseils avisés; a Sylvie Escolano pour
sa spontanéité et sa bonne humeur communicative et merci a Ismail Ahmed pour ses
lectures attentives et ses remarques pertinentes. Un grand merci également a Rachel
Nadif et a I’ensemble de I'équipe Epidémiologie Respiratoire et Environnementale du
CESP pour leur soutien et leur bonne humeur au quotidien.

Je remercie I'Université Paris-Sud qui a financé les trois premieres années de ce tra-
vail de thése grace & une allocation de I'Ecole Doctorale 420, la Fondation ARC pour la
recherche sur le cancer qui m’a accordée une bourse de quatrieme année (DOC20121206
119) et I’équipe Biostatistique qui a pris part au financement des derniers mois de cette
these ainsi qu’aux congres et séminaires auxquels j’ai participé tout au long de ces
quatre ans.

Je remercie I'Université Paris Descartes de m’avoir donné I'opportunité d’enseigner
au sein de 'UFR Mathématiques et Informatique. Ce fut une expérience tres enrichis-
sante, tant sur le plan professionnnel que personnel.

Mes prochains remerciements s’adressent a tous mes collegues du CESP que j’ai eu
le plaisir de rencontrer et de cotoyer tout au long de ces quatre années, et tout par-
ticulierement a Dorota, Helena, Juliette, Alexia, Margarita, Elsa, Ismail, Mohammed,
Orianne, Margaux, Annabelle, Marta, Emilie, Zhen, Sylwester, Jonathan et Yves.

Un grand merci a tous mes amis qui ont suivi, de pres ou de loin, toutes les péripéties
survenues au cours de ces quatre ans. Merci a Eléonore, Joffrey, Mouna et David pour
leur oreille attentive et leur optimisme sans faille.

Merci a ma famille et a la famille de Nicolas pour leur soutien et leurs encourage-
ments au quotidien. Merci Maman pour tous ces déjeuners du jeudi midi, toutes ces
pates, pizzas et sashimis engloutis pour la bonne cause. Enfin, j’écris ces derniers mots
pour Nicolas, qui n’a jamais douté et qui est capable aujourd’hui de faire un résumé de

ma these presque aussi bien que moi : MERCI.



Résumé

Ce travail de these porte sur 'estimation paramétrique du maximum de vraisem-
blance pour des données de survie tronquées a droite, lorsque les délais de troncature
sont considérés déterministes. Il a été motivé par le probleme de la modélisation des
délais de survenue des effets indésirables médicamenteux a partir des bases de données
de pharmacovigilance, constituées des cas notifiés. Les distributions exponentielle, de

Weibull et log-logistique ont été explorées.

Parfois le caractere tronqué a droite des données est ignoré et un estimateur naif est
utilisé a la place de I'estimateur pertinent. Une premiere étude de simulations a montré
que, bien que ces deux estimateurs - naif et basé sur la troncature a droite - puissent
étre positivement biaisés, le biais de I'estimateur basé sur la troncature est bien moindre
que celui de l'estimateur naif et il en va de méme pour I'erreur quadratique moyenne.
De plus, le biais et I'erreur quadratique moyenne de I’estimateur basé sur la troncature
a droite diminuent nettement avec I’augmentation de la taille d’échantillon, ce qui n’est

pas le cas de I'estimateur naif.

Les propriétés asymptotiques de 'estimateur paramétrique du maximum de vrai-
semblance ont été étudiées. Sous certaines conditions, suffisantes, cet estimateur est
consistant et asymptotiquement normal. La matrice de covariance asymptotique a été
détaillée. Quand le délai de survenue est modélisé par la loi exponentielle, une condition
d’existence de 'estimation du maximum de vraisemblance, assurant ces conditions suffi-
santes, a été obtenue. Pour les deux autres lois, une condition d’existence de I’estimation

du maximum de vraisemblance a été conjecturée.



vi RESUME

A partir des propriétés asymptotiques de cet estimateur paramétrique, les inter-
valles de confiance de type Wald et de la vraisemblance profilée ont été calculés. Une
seconde étude de simulations a montré que la couverture des intervalles de confiance
de type Wald pouvait étre bien moindre que le niveau attendu en raison du biais de
I'estimateur du parametre de la distribution, d’un écart a la normalité et d’un biais de
I'estimateur de la variance asymptotique. Dans ces cas-la, la couverture des intervalles
de la vraisemblance profilée est meilleure.

Quelques procédures d’adéquation adaptées aux données tronquées a droite ont été
présentées. On distingue des procédures graphiques et des tests d’adéquation. Ces procé-
dures permettent de vérifier 'adéquation des données aux différents modeles envisagés.

Enfin, un jeu de données réelles constitué de 64 cas de lymphomes consécutifs a un
traitement anti TNF-« issus de la base de pharmacovigilance francaise a été analysé,
illustrant ainsi 'intéréet des méthodes développées.

Bien que ces travaux aient été menés dans le cadre de la pharmacovigilance, les
développements théoriques et les résultats des simulations peuvent étre utilisés pour
toute analyse rétrospective réalisée a partir d’'un registre de cas, ou les données sur un

délai de survenue sont aussi tronquées a droite.



Abstract

This work investigates the parametric maximum likelihood estimation for right-
truncated survival data when the truncation times are considered deterministic. It was
motivated by the modeling problem of the adverse drug reactions time-to-onset from
spontaneous reporting databases. The families of the exponential, Weibull and log-

logistic distributions were explored.

Sometimes, right-truncation features of spontaneous reports are not taken into ac-
count and a naive estimator is used instead of the truncation-based estimator. Even if
the naive and truncation-based estimators may be positively biased, a first simulation
study showed that the bias of the truncation-based estimator is always smaller than
the naive one and this is also true for the mean squared error. Furthermore, when the
sample size increases, the bias and the mean squared error are almost constant for the

naive estimator while they decrease clearly for the truncation-based estimator.

Asymptotic properties of the truncation-based estimator were studied. Under suffi-
cient conditions, this parametric truncation-based estimator is consistant and asymp-
totically normally distributed. The covariance matrix was detailed. When the time-to-
onset is exponentially distributed, these sufficient conditions are checked as soon as a
condition for the maximum likelihood estimation existence is satisfied. When the time-
to-onset is Weibull or log-logistic distributed, a condition for the maximum likelihood

estimation existence was conjectured.

The asymptotic distribution of the maximum likelihood estimator makes it possible

to derive Wald-type and profile likelihood confidence intervals for the distribution pa-
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viii ABSTRACT

rameters. A second simulation study showed that the estimated coverage probability of
the Wald-type confidence intervals could be far from the expected level because of a bias
of the parametric maximum likelihood estimator, a gap from the gaussian distribution
and a bias of the asymptotic variance estimator. In these cases, the profile likelihood
confidence intervals perform better.

Some goodness-of-fit procedures adapted to right-truncated data are presented. Gra-
phical procedures and goodness-of-fit tests may be distinguished. These procedures
make it possible to check the fit of different parametric families to the data.

[ustrating the developed methods, a real dataset of 64 cases of lymphoma, that
occurred after anti TNF-« treatment and that were reported to the French pharmaco-
vigilance, was finally analyzed.

Whilst an application to pharmacovigilance was led, the theoretical developments
and the results of the simulation study may be used for any retrospective analysis from

case registries where data are right-truncated.
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Introduction

Le cadre statistique dans lequel s’inscrit cette these est celui de I'estimation d’une

distribution en présence de données tronquées a droite.

L’analyse des données de survie est le domaine de la statistique qui s’intéresse a la
modélisation du délai jusqu’a la survenue d'un événement d’intérét. Ce délai de survenue
est caractérisé par une variable aléatoire X. A partir de I'observation d’un échantillon
de réalisations de cette variable aléatoire X, un des enjeux de I'analyse des données de

survie est ’estimation de la distribution de la variable aléatoire X.

Parfois, il n’est pas possible d’observer completement cet échantillon de réalisations
de la variable aléatoire X ; seules des réalisations partielles sont observées. On dit alors
qu’on observe des données incompletes. La censure et la troncature sont les deux causes
de données incompletes les plus répandues en analyse de données de survie. La censure
est un mécanisme qui empéche 'observation exacte du délai de survenue d’intérét. On
sait juste que ce délai appartient a un certain intervalle de temps. La troncature survient
quand on ne peut observer que les individus de 1’échantillon dont le délai de survenue
appartient a un certain intervalle de temps. On observe donc un sous-échantillon. Les

mécanismes de censure et de troncature peuvent survenir simultanément.

Soit A, A et Ay trois réels. La variable aléatoire X est dite tronquée a droite (res-
pectivement tronquée & gauche) quand on ne peut observer une réalisation de X que si
cette réalisation est inférieure (respectivement supérieure) au réel A. La variable aléa-
toire X est dite tronquée par intervalle quand on ne peut observer une réalisation de

X que si cette réalisation appartient a 'intervalle [Ay, Ay]. Autrement dit, la variable
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aléatoire X est tronquée par intervalle si elle est a la fois tronquée a droite et tronquée a
gauche. Les réels A, Ay et Ay peuvent varier d’une réalisation a une autre. Ils peuvent
étre considérés comme déterministes ou aléatoires. Nous considérons dans cette these
le cadre déterministe. L’observation des délais d’incubation du SIDA chez les patients
infectés par une transfusion de sang contaminé dans les années 80 constitue le jeu de
données tronquées a droite le plus étudié dans la littérature scientifique. Seuls les in-
dividus ayant été transfusés par du sang contaminé et ayant développé le SIDA avant
la date de fin d’étude sont observés. Les individus entrent dans 1’échantillon lorsque
I'événement d’intérét (le SIDA) survient ; leur délai de survenue est alors observé ré-
trospectivement. Autrement dit, seuls les individus dont le délai d’incubation du SIDA
est inférieur au délai écoulé entre la date de la transfusion de sang contaminé et la date

de fin d’étude sont observés.

La pharmacovigilance est la surveillance des médicaments ayant re¢u une autorisa-
tion de mise sur le marché avec pour objectifs I'identification d’effets indésirables et la
prévention du risque d’effet indésirable résultant de leur utilisation. Les essais cliniques
réalisés avant la mise sur le marché du médicament échouent a identifier ces effets indé-
sirables, lorsqu’ils sont rares ou de délai de survenue long, en raison des contraintes de
réalisation de ces essais, ce qui a conduit a ’essor des méthodes de surveillance post-
marketing au cours des dernieres décennies. Les données de notifications spontanées
constituent une source précieuse pour mener a bien les objectifs de la pharmacovigi-
lance. Il s’agit de bases de données ou sont enregistrés les effets indésirables suspectés et
notifiés qui surviennent apres la mise sur le marché des médicaments. Des méthodes fon-
dées sur ces bases de données ont été développées pour la détection de signal, ¢’est-a-dire
I'identification de potentiels effets indésirables. On distingue des méthodes de détection
ciblée (Fourrier et al., 2001; Tubert et al., 1991; Moore et al., 1997; Van der Heijden
et al., 2002) et des méthodes de détection automatisée (Bate et al., 1998; DuMouchel,
1999; Szarfman et al., 2002; Evans et al., 2001; Ahmed et al., 2009, 2010).

Il a récemment été suggéré que la modélisation du délai jusqu'a la survenue d'un

effet indésirable médicamenteux pourrait étre un complément utile aux méthodes de
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détection de signal, que celles-ci soit fondées sur les notifications spontanées (Maignen
et al., 2010; Van Holle et al., 2012) ou sur des données longitudinales observationnelles
(Cornelius et al., 2012). 11 s’agit du délai écoulé entre une exposition & un médicament
et la survenue d’'un effet indésirable imputable a ce médicament. La distribution du
délai de survenue d’un effet indésirable médicamenteux est lié au mécanisme d’action
sous-jacent. L’estimation de la distribution du délai de survenue permettrait de mieux
comprendre le mécanisme de survenue de 'effet indésirable médicamenteux, d’identifier
des groupes d’individus a risque ou des fenétres de temps a risque dans le déroulement
d’un traitement et ainsi de prévenir ou diagnostiquer précocément la survenue des effets
indésirables. Par ailleurs, ’estimation du délai de survenue permettrait d’améliorer la
planification des études pharmacoépidémiologiques mises en place pour confirmer ou
non un signal ; par exemple, des fenétres de temps a risque doivent étre choisies a priori
pour les études épidémiologiques basées sur les cas seuls (Farrington, 1995; Maclure,
1991). L’estimation de la distribution du délai de survenue d'un effet indésirable mé-
dicamenteux, basée sur la source de données précieuse que constituent les notifications

spontanées, contribue a mener a bien les principaux objectifs de la pharmacovigilance.

On considere dans cet exposé un médicament (ou classe médicamenteuse) et un
effet indésirable, imputable a ce médicament, particuliers. Soit Ep D'effet indésirable
d’intérét, survenu consécutivement a la prise du médicament D. On souhaite estimer
la distribution du délai jusqu’a la survenue de l'effet indésirable Ep, caractérisé par la
variable aléatoire X, a partir d’un échantillon de réalisations de cette variable aléatoire
X issu des notifications spontanées. Soit t, la date a laquelle on effectue 'analyse des
données de survie. Cette date coincide avec la date d’extraction des données a partir
des notifications spontanées. Etant donné que ces bases de données incluent les indi-
vidus exposés a un médicament qui ont présenté un effet indésirable imputable a ce
médicament, seuls les délais de survenue des patients exposés au médicament D qui
ont développé l'effet indésirable Ep avant la date d’analyse ¢, peuvent étre observés.
Autrement dit, les individus dont le délai jusqu’a la survenue de l'effet indésirable Ep

est inférieur ou égal au délai écoulé entre la date d’exposition et la date d’analyse %,



4 INTRODUCTION

sont observés. Par conséquent, les données sur le délai jusqu’a la survenue de l'effet
indésirable Ep issues des notifications spontanées sont tronquées a droite. La problé-
matique de cette these est donc I'estimation d’une distribution en présence de données
tronquées a droite.

L’estimateur non-paramétrique du maximum de vraisemblance en présence de don-
nées tronquées a droite a été développé et utilisé pour estimer le délai d’incubation du
SIDA chez les patients infectés par du sang contaminé (Lagakos et al., 1988; Kalbfleisch
et Lawless, 1991). Cependant, cet estimateur ne permet d’estimer qu’une distribution
conditionnelle de la variable aléatoire X. Pour mener a bien les objectifs de la phar-
macovigilance, nous avons besoin de I'estimation de la distribution du délai jusqu’a la
survenue de l'effet indésirable Ep, mais pas a une constante multiplicative inconnue
pres. Nous nous sommes donc intéressés dans cette these a 'estimation paramétrique
de la distribution de la variable aléatoire X en présence de données tronquées a droite.
Nous supposons un modele fonction d’un parametre 6 pour la variable aléatoire X et
I’'objectif est d’estimer ce parametre 6 a partir des données observées. Nous travaillons
avec 'estimateur du maximum de vraisemblance.

Les méthodes adaptées aux données tronquées a droite sont méconnues et peu ré-
pandues dans la recherche biomédicale. Par conséquent, les méthodes classiques en
analyse de données de survie, c’est-a-dire qui ne prennent pas en compte la troncature,
sont parfois utilisées a la place des méthodes appropriées. Or, une telle procédure peut
conduire a des estimations biaisées. Le premier objectif de cette these a été de mettre en
évidence les conséquences de la non prise en compte du caractere tronqué a droite des
données sur I'estimation du maximum de vraisemblance du parametre de la distribution
supposée.

L’estimateur non-paramétrique du maximum de vraisemblance, bien qu’il ne per-
mette pas d’estimer la distribution non conditionnelle de la variable aléatoire X, a de
bonnes propriétés asymptotiques. On souhaiterait que l'estimateur paramétrique ait
également de bonnes propriétés asymptotiques. En raison du caractere tronqué a droite

des données et du cadre déterministe que nous avons fixé, la théorie asymptotique clas-
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sique du maximum de vraisemblance paramétrique ne s’applique pas dans notre cas. Le
second objectif de la these a donc été d’examiner les propriétés asymptotiques de cet
estimateur.

L’établissement des propriétés asymptotiques précédentes permet d’associer un in-
tervalle de confiance a 'estimation obtenue par maximum de vraisemblance. Le troi-
sieme objectif de cette these a été d’étudier la qualité de 'estimation par intervalle de
I’estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance.

Enfin, le choix d’'un modele paramétrique approprié aux données observées est une
question complexe. La derniere partie de ce travail de these a été d’explorer quelques
outils adaptés aux données tronquées a droite permettant de justifier le choix d'un
modele par rapport a un autre.

Trois modeles paramétriques classiques en analyse des données de survie ont été
considérés : exponentiel, Weibull et log-logistique. Nous avons choisi ces trois familles
de lois car elles permettent de traiter la multiplicité des fonctions de risque instantané
que 'on peut rencontrer en pharmacovigilance.

Un jeu de données réelles constitué de 64 cas de lymphomes consécutifs a un traite-
ment anti TNF-« issus de la base de pharmacovigilance francaise et qui nous a été fourni
par le centre régional de pharmacovigilance de Bordeaux a été analysé afin d’illustrer
les méthodes mises en ceuvre ou développées tout au long de cette these.

Le chapitre 1 est consacré a la présentation des cadres non-paramétrique et paramé-
trique. Les conséquences de la non prise en compte de la troncature a droite sont étudiées
au chapitre 2 ; une premiere étude de simulations est présentée. Les chapitres 3 et 4 s’in-
téressent au développement des propriétés asymptotiques de ’estimateur paramétrique
du maximum de vraisemblance. Les intervalles de confiance sont développés dans le cha-
pitre 5; une seconde étude de simulations est détaillée. Le chapitre 6 présente quelques
outils d’adéquation adaptés aux données tronquées a droite. Ce manuscrit s’acheve par
une discussion sur le travail réalisé et 1’énoncé de quelques perspectives. Par souci de
fluidité, les démonstrations de certains théoremes ainsi que des résultats de simulations

sont renvoyés en annexe.






Chapitre 1

Cadres non-paramétrique et

paramétrique

1.1 Notations

On considere, a la date d’analyse t, fixée, la population de taille finie mais inconnue
N des individus exposés au médicament D qui ont présenté ou présenteront l'effet
indésirable Ep avant de décéder. On souhaite estimer la distribution du délai jusqu’a la
survenue de 'effet indésirable médicamenteux Ep dans cette population. On suppose la
variable aléatoire X continue, de support R™*, de fonction de répartition F' et de densité
de probabilité f. Pour estimer la distribution de la variable aléatoire X, nous disposons
des notifications spontanées. A l'instant ¢,, on observe uniquement 1’échantillon de
taille n inférieure a N des individus exposés au médicament D ayant déja présenté
Ieffet indésirable Ep. La figure 1.1 donne deux exemples hypothétiques d’individus
appartenant a la population considérée. Pour chacun de ces deux individus, soit (x;) =12
le délai jusqu’a la survenue de I'effet indésirable médicamenteux Ep et (¢;),_, , le délai
écoulé entre la date d’exposition au médicament D et la date d’analyse ¢,. Le patient
n° 1 est observé car il a développé l'effet indésirable Ep avant la date d’analyse t,; on

a donc x; < t;. Le patient n°2 n’est pas observé parce que l'effet indésirable EF'p n’est

7
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pas encore survenu au moment de 'analyse; on a donc xo > t5. Le délai (ti)i:1,2 est
défini comme étant le délai de troncature associé a l'individu i. La date d’analyse t, est
commune a tous les individus. En revanche, chaque patient a sa propre date d’exposition
au médicament D. Ainsi, chaque patient a son propre délai de troncature.

On désigne par T’ la variable aléatoire continue caractérisant ce délai de troncature,
de fonction de répartition GG, de densité de probabilité g et indépendante de X. Le
support de la variable aléatoire T est Uintervalle [0,7], ou 7 coincide avec le délai
écoulé entre 'autorisation de mise sur le marché (AMM) du médicament D et la date
d’analyse t,. On définit la quantité w par la probabilité pour une observation de ne pas

étre tronquée :

P(X <T)
+oo +oo
/ F(2)g(t)dtda.

La quantité w est inconnue car entierement définie par les distributions des variables
aléatoires X et T'. La probabilité p = 1 — w s’interprete comme étant la proportion
théorique de données tronquées dans la population. On ne peut pas savoir a ’avance
combien d’individus seront observés. Par conséquent, la taille d’échantillon est aléatoire.
Soit Z la variable aléatoire caractérisant le nombre d’individus, parmi N, qui sont
observés. L’entier n est une réalisation de cette variable aléatoire Z. Les observations
s’écrivent donc (n, (xi,ti)lggn), ou chaque couple (z;,t;) est tel que x; < ¢;. Il s’agit
d'une réalisation du vecteur aléatoire (Z, (X;, T;| X; < Ti);;c»)-

L’aléa de la taille d’échantillon n’est pas considéré dans cet exposé ; nous travaillons

conditionnellement a la taille d’échantillon n.
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4
X, PATIENT N°1:
| | OBSERVE
Exposition Effet indésirable
5
D ] PATIENT N°2:
2
| | NON OBSERVE
Exposition Effet indésirable
i T Temps (semaines)
AMM Date d’analyse 1,

FI1GURE 1.1 — Troncature a droite et délais jusqu’a la survenue d’'un effet indésirable
médicamenteux issus des notifications spontanées.

1.2 Cadre non-paramétrique

La vraisemblance conditionnelle des délais de survenue et de troncature observés

sachant que I’échantillon est de taille n s’écrit :

L2, @ntr,. ot F,Gn) = [[ P (Xi = 20, T, = 6 X; < T))

Cette vraisemblance permet d’estimer la fonction de répartition GG. En revanche, la
seule partie identifiable de F' a partir de la vraisemblance conditionnelle (1.1) est la
distribution conditionnelle de X sachant que X est inférieur ou égal a 7, de fonction de

répartition
F(x)
F(r)

F*(z) = I{0 <z <7}, (1.2)

ou [{A} désigne la fonction indicatrice de I’événement A. Le parametre w n’est pas
identifiable. Par principe d’invariance, s’il était possible d’estimer la distribution non

conditionnelle de X, I'estimation du maximum de vraisemblance du parametre w pour-
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rait étre obtenue. La vraisemblance conditionnelle des délais de survenue observés sa-
chant que I’échantillon est de taille n et sachant les délais de troncature peut également

étre considérée pour estimer la distribution de X. Elle a pour expression,

L(xl,...,xn;F|t1,...,tmn):ﬁf(xlj). (1.3)

Comme pour la vraisemblance (1.1), la partie identifiable de F' a partir de la vrai-
semblance (1.3) est la distribution conditionnelle (1.2). Par symétrie, la vraisemblance
conditionnelle des délais de troncature observés sachant que 1’échantillon est de taille n

et sachant les délais de survenue est définie par,

& glt)
L(ty,..  ta;Glzy, .. an,n) = [ ——, (1.4)
! ! :q1_am)

1=

et on peut en déduire une estimation de la fonction de répartition G.

Woodroofe (1985), Keiding et Gill (1990) et Gross et Huber-Carol (1992) ont obtenu
les estimations non-paramétriques du maximum de vraisemblance de F* et G a partir
de la vraisemblance conditionnelle (1.1). Keiding et Gill (1990) ont utilisé une approche

par processus Markoviens.

Vardi (1985), Lagakos et al. (1988) et Kalbfleisch et Lawless (1991) ont dérivé l'esti-
mateur non-paramétrique du maximum de vraisemblance de F™* a partir de la vraisem-
blance conditionnelle (1.3). Vardi (1985) se place dans un cadre plus général qui englobe
les données tronquées a droite. Lagakos et al. (1988) ont utilisé une approche par temps
inversé ; 'inversion du temps transforme les données tronquées a droite en données
tronquées a gauche, pour lesquelles I'estimateur non-paramétrique du maximum de
vraisemblance a déja été développé (Cox et Oakes, 1984). En considérant les variables
aléatoires S =7 — X et Y = 7 — T, les observations transformées (7 — x;, 7 — ), ;,,
sont des réalisations indépendantes et identiquement distribuées du vecteur aléatoire

(85, Y[S>Y).
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Wang (1987) a prouvé que, des que les estimateurs non-paramétrique F* et G issus
respectivement des vraisemblances conditionnelles (1.3) et (1.4) existent, alors F* et G
coincident avec les estimateurs non-paramétriques issus de la vraisemblance condition-

nelle (1.1).

L’estimateur non-paramétrique de F* du maximum des vraisemblances (1.1) ou (1.3)
s’écrit :

Fa) =] (1—%)1{0<x<7}, (1.5)

Vi >T

ou l'ensemble (v;) désigne les s valeurs distinctes et ordonnées des réalisations

1<j<s
(Ti)1<icn les quantités n; = >0 T{X; =v;}, pour 1 < j < s, représentent le
nombre d’individus de I’échantillon ayant un délai de survenue égal a v; et les quantités
N; =50 T{X; <wv; <t} pour 1 < j < s, désignent le nombre d’individus & risque.
Comme la fonction de répartition empirique ou 'estimateur de Kaplan-Meier (Kaplan
et Meier, 1958), l'estimateur (1.5) est un estimateur produit-limite. Mais la définition

des ensembles d’'individus a risque est moins intuitive pour ce dernier que pour les deux

premiers.

Vardi (1985) a énoncé une condition nécessaire et suffisante pour l'existence et 'uni-
cité de I'estimateur non-paramétrique F*. Woodroofe (1985) propose une alternative a

cet estimateur quand la condition de Vardi (1985) n’est pas vérifiée.

Woodroofe (1985) et Keiding et Gill (1990) ont étudié les propriétés asymptotiques
de cet estimateur. L’estimateur non-paramétrique (1.5) est un estimateur consistant
de F*. De plus, pour (a,b) un couple de réels tel que 0 < a < b < 7, la fonction
aléatoire \/n (F\ (V- F *()> définie sur [a,b] converge faiblement vers le processus

gaussien W*(-) centré et de fonction covariance

Cov(W*(x), W*(y)) = F*(z) F"(y) / T ( )ng((z))’
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ou

min(z,7) poo

C(z) = i/ / I'{u < v}dG(v)dF(u),
min(z,7) poo

R(z) = % /_ / I {u < v} dG(v)dF(u).

La covariance peut étre estimée par

CovW @ W) = F@FW 3 s (1.6)

max(x,y)<vj<T

La loi asymptotique de cet estimateur sera utilisée dans le chapitre 6, pour la pré-

sentation des outils d’adéquation adaptés aux données tronquées a droite.

Remarque 1.2.1. Dans la littérature scientifique traitant de I’estimateur non-paramétrique
du maximum de vraisemblance, on trouve que la partie identifiable de F' a partir des
observations est soit la distribution conditionnelle de X sachant que X est inférieur ou
égal a 7 soit la distribution conditionnelle de X sachant que X est inférieur ou égal au
maximum des délais de troncature observés t* = max (¢;). Etant donné que ce maxi-

mum t* converge en probabilité vers 7 quand la taille d’échantillon tend vers I'infini, on

peut considérer indifféremment 1'une ou 'autre de ces distributions conditionnelles.

Remarque 1.2.2. Wang et al. (1986) et Tsai et al. (1987) suggerent d’estimer la distri-
bution conditionnelle de X sachant que X est inférieur ou égal a T™, ou T™ est tel qu’il

y ait suffisamment d’individus a risque pour tout intervalle d’estimation.

1.3 Cadre paramétrique

Dans un cadre paramétrique, ’estimation d’une distribution se réduit a I’estimation
d’un parametre qui peut étre multidimensionnel. Soient F'(-;0) et f(-;6) respective-
ment les fonction de répartition et densité de probabilité de X, ou 6 = (64, ...,0,) est le
parametre vectoriel que 'on cherche désormais a estimer. Soit G(+; 3) et g(-; 3) respec-

tivement les fonction de répartition et densité de probabilité de T', dépendantes d’un
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parametre . La vraisemblance conditionnelle des délais de survenue et de troncature

observés sachant que I’échantillon est de taille n s’écrit désormais :
1

et la vraisemblance conditionnelle des délais de survenue (resp. délais de troncature)
sachant que ’échantillon est de taille n et sachant les délais de troncature (resp. délais

de survenue) s’écrit :

- f(x:;6)
Lz, w0t te,n) =[] (1.8)
AL (t:;6)

(resp. L(ty,... ,ty; Bz, ..., xp,n)

H1 t“fz,ﬁ) ) . (1.9)

i=1

Les références bibliographiques traitant de I'estimateur paramétrique du maximum
de vraisemblance en présence de données tronquées a droite sont peu nombreuses. Elles
considerent toutes le probleme de 'estimation de la distribution du délai d’incubation
du SIDA. Medley et al. (1987), Medley et al. (1988), Kalbfleisch et Lawless (1988) et
Kalbfleisch et Lawless (1989) ont dérivé l'estimateur paramétrique du maximum de
vraisemblance des parametres 6 et § a partir de la vraisemblance conditionnelle (1.7).
Lui et al. (1986), Lagakos et al. (1988), Brookmeyer et Gail (1988) et Lawless (2003)
ont, quant a eux, obtenu l'estimation du parametre 6 en considérant la vraisemblance
conditionnelle (1.8). Certains d’entre-eux ont précisé qu’on ne pouvait pas se fier a cette
estimation. Cependant, peu ou pas d’explications ont été données et aucune étude de

simulations n’a été mise en ceuvre.

Choisir une distribution paramétrique pour la variable aléatoire T' n’est pas simple.
De plus, les échantillons issus des notifications spontanées sont généralement de taille
restreinte, ce qui réduit les capacités de I’échantillon a estimer conjointement les pa-
rametres 6 et [ de maniere convenable. La problématique de ce travail de these étant

I’estimation de la distribution non conditionnelle de la variable aléatoire X, on choisit
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de travailler tout au long de cet exposé a partir de la vraisemblance conditionnelle (1.8),
ce qui revient a considérer les délais de troncature comme déterministes. On souhaite
désormais estimer le parametre vectoriel § appartenant a un ensemble ©.

L’estimation du maximum de vraisemblance, obtenue a partir de la vraisemblance

conditionnelle (1.8) est noté 6, et est défini par :

-~

0, = argmax L(x1,Ta, ..., 2,; 0| t1,ta, ... t,,n). (1.10)
0o
On a gn = (51,1, o ,@n). Un algorithme itératif se révele souvent nécessaire pour

résoudre ce probleme d’optimisation. Les algorithmes de Newton-Raphson et de Nelder-

Mead ont été utilisés pour les études de simulations présentées aux chapitres suivants.

Trois modeles paramétriques classiques en analyse des données de survie ont été
considérés : exponentiel, Weibull et log-logistique. Le tableau 1.1 donne la paramétri-
sation choisie pour ces trois familles de lois. Nous avons choisi ces trois familles de
lois car elles permettent de traiter la multiplicité des risques instantanés que 1’on peut
rencontrer en pharmacovigilance. En effet, certains effets indésirables ont un délai de
survenue tres court, de quelques minutes a quelques heures apres I'exposition au traite-
ment. D’autres surviennent seulement apres quelques jours, semaines, mois voire méme
quelques années d’exposition. Cette variation dépend de nombreux facteurs tels que la
pharmacocinétique du médicament et de ces métabolites, ou bien le mécanisme patho-
physiologique de I'effet indésirable (Arme-p, 1992). Le modele le plus simple suppose un
risque instantané constant au cours du temps; la distribution correspondante est la loi
exponentielle de parametre ¢;. Mais les effets indésirables peuvent aussi survenir pré-
cocement ou tardivement comme c’est le cas par exemple quand le risque de survenue
de l'effet indésirable dépend de la durée d’exposition au médicament. Deux familles de
lois, parmi d’autres, permettent de modéliser ces fonctions de risque : les distributions
de Weibull et log-logistique (Tableau 1.1). Ces deux distributions dépendent de deux
parametres (6, 02) ; le parametre 6, est le parametre d’échelle et 0 est le parametre de

forme. La fonction de risque du modele de Weibull est décroissante si 0 est strictement
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inférieur a 1, croissante si 0y est strictement supérieur a 1 et constante si 6y est égal a
1. Dans ce dernier cas, la loi de Weibull coincide avec la distribution exponentielle. La
fonction de risque du modele log-logistique est décroissante si 0y est inférieur stricte-
ment a 1 et admet un unique maximum si 6, est supérieur strictement a 1. La figure 1.2
montre les différentes formes de fonction de risque instantané que 1’on peut rencontrer
en considérant ces trois familles de distributions.

Les chapitres suivants sont consacrés, tout d’abord, a 'importance de la prise en
compte de la troncature a droite dans l'estimation de 6, ensuite a 1’établissement des
propriétés asymptotiques de cet estimateur du maximum de vraisemblance condition-

nelle et enfin a 'obtention d’intervalles de confiance pour le parametre 6.
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TABLEAU 1.1 — Parametres, supports, densités, fonctions de répartition et espérances des distributions exponentielle, de

Weibull et log-logistique.

Distribution Exponentielle (6,) Weibull (64, 65) Log-logistique (61, 62)
Parametre(s) 0, >0 0, >0 0, >0
02 >0 05 > 0
Support x>0 x>0 x>0
6 _ 0105 (6,2)%2 1
Densité f(x) = brexp (—bhx)  f(x) = 0105(0120)" exp(—(012)")  f(x) = ?&&%
0,1)%
Fonction de répartition 1 — exp(—6;x) 1 — exp(—(6;2)%) %Mw&v@
) 1 1 1 7/ (0162)
E l (14 TA72)
spérance 0 0, A + mwv sin(7/05)

['() est la fonction gamma.
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F1GURE 1.2 — Forme des fonctions de risque instantané des distributions exponentielle,
de Weibull et log-logistique. Les fonctions de risque instantané de la loi exponentielle
de parametre 0.006, de la loi de Weibull de parametres (0.006,0.5), de la loi de Weibull
de parametres (0.006,4), de la loi log-logistique de parametres (0.006,0.5) et de la loi
log-logistique de parametres (0.006,4) sont représentées.






Chapitre 2

De I'importance de prendre en

compte la troncature a droite

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé les expressions de la vraisemblance
et de 'estimateur du maximum de vraisemblance quand les données sont tronquées a
droite. Cependant, le caractere tronqué a droite des données n’est pas toujours pris en
compte. Les méthodes classiques en analyse de données de survie, c¢’est-a-dire qui ne
prennent pas en compte la troncature, sont parfois utilisées a la place des méthodes
appropriées. Une telle procédure peut conduire a des estimations biaisées. L’objectif de
ce chapitre est de mettre en évidence les conséquences, sur 'estimation du maximum
de vraisemblance du parametre de la distribution supposée, de ne pas tenir compte
du caractere tronqué a droite des données. Les deux estimations, naive et basée sur la
troncature a droite, sont présentées. Une comparaison de ces estimations a 1’aide d’une
étude de simulations est mise en ceuvre. Enfin, notre jeu de données réelles constitué
de 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti TNF-« issus de la base de

pharmacovigilance francaise est présenté et analysé.

19
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2.1 Deux estimations paramétriques du maximum

de vraisemblance

2.1.1 Estimation naive

Quand la troncature a droite est ignorée, les données observées sont considérées
comme completes. On observe n délais de survenue, (x;),_,_,, correspondant a n réali-
sations indépendantes et identiquement distribuées de la variable aléatoire X. La vrai-

semblance de I’échantillon s’écrit alors :
L(wy, w2, ..., 23 0) = [ [ f(2::6). (2.1)

L’estimation du maximum de vraisemblance, gy = <0EN’1, e QEN,r> , obtenue a partir

de cette vraisemblance est une estimation naive de 6 et est définie par :

Opn = argmax L(xy, xa, ..., x,;0).
0co

Cette estimation est souvent obtenue en résolvant explicitement les équations normales,
méme si parfois un algorithme itératif est nécessaire pour résoudre ce probleme de

maximisation.

2.1.2 Estimation basée sur la troncature

Il s’agit de I'estimation (1.10), obtenue a partir de la vraisemblance (1.8) et présen-
tée au chapitre précédent. La vraisemblance (1.8) est différente de la vraisemblance
(2.1). Cette estimation basée sur la troncature a droite (EBT), que nous noterons
§EBT = (@\EBTJ, o ,gEBT,T> dans la suite de ce chapitre, est ’estimation pertinente

du parametre 0. Cet estimateur est différent de é\EN.

Remarque 2.1.1. La vraisemblance (1.8) est bien égale a la vraisemblance (2.1) quand

la troncature a droite disparait.
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2.2 Comparaison des estimateurs par étude de si-

mulations

2.2.1 Design

Une premiere étude de simulations a été mise en ceuvre a l’aide du logiciel R (R Core
Team, 2012) afin d’évaluer les conséquences, en termes de biais et d’erreur quadratique
moyenne, de la non-considération du caractere tronqué a droite des données lors de
I'obtention de I'estimation du maximum de vraisemblance, mais aussi afin de visualiser
les performances de l'estimateur basé sur la troncature a droite dans des situations

fréquemment rencontrées en pharmacovigilance.

Les familles des distributions exponentielle, de Weibull et log-logistique ont été consi-
dérées pour la génération du délai jusqu’a la survenue de I'effet indésirable médicamen-
teux. Les valeurs 0.05 et 1 ont été utilisées pour le parametre #; de la loi exponentielle
et pour le parametre d’échelle 6; des lois de Weibull et log-logistique. Pour le parametre
de forme 65 des lois de Weibull et log-logistique, les valeurs 0.5 et 2 ont été choisies. Les
fonctions de base rexp, rweibull et la fonction rllogis du package eha ont été utilisées
pour la génération des délais de survenue. Les délais de troncature ont été générés selon
une loi uniforme continue sur l'intervalle [0, 7], & I'aide de la fonction runif du logi-
ciel R. Les délais de survenue et de troncature ont été générés indépendamment. Soit
k = P(X < 7), la probabilité qu'une réalisation de X appartienne a U'intervalle [0, 7]
des valeurs observables de X. La borne supérieure 7 de 'intervalle a été déterminée de
maniere a ce que l'on ait Kk = 0.25, 0.50 ou 0.80. La probabilité 1 — k est une borne
inférieure de la proportion théorique 1 — w de données tronquées dans la population.

En effet, la variable aléatoire T est presque-surement inférieure ou égale a 7 donc on a
PIX<T)<P(X<7)=k.

Et on a ainsi 1 — P(X > T') > 1 — k. Cependant, cette probabilité x est directement
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liée au support de la distribution du délai de troncature et sera considérée comme
. oo y (s , T L
parametre d’intérét dans l'interprétation des résultats. Pour chaque réalisation générée
du vecteur aléatoire (X, T), si le délai de survenue généré était inférieur ou égal au délai
de troncature généré, alors cette réalisation était incluse dans la base. Sinon, une autre
réalisation du vecteur aléatoire était simulée. Ce processus a été poursuivi jusqu’a ce
que l'on obtienne un échantillon de taille n = 100 ou n = 500. Le tableau 2.1 regroupe

les différents scénarios obtenus en croisant ces parametres de distribution.

Pour chaque échantillon généré, les estimations naive et basée sur la troncature a
droite du parametre vectoriel 6 de la distribution supposée ont été obtenues. Un al-
gorithme itératif de maximisation s’est révélé nécessaire pour résoudre ce probléme,
excepté pour obtenir ’estimation naive de la loi exponentielle. La fonction maxLik du
package maxLik du logiciel R a été utilisée pour la maximisation de la vraisemblance.
Nous avons fait appel a I’algorithme de Newton-Raphson pour la distribution exponen-
tielle et a I'algorithme de Nelder-Mead pour les lois de Weibull et log-logistique. Pour

chaque scénario étudié, 1000 réplications ont été générées.

Pour chaque scénario, pour chaque composante du parametre vectoriel 6 et pour
chacune des deux approches, naive et basée sur la troncature, le biais et 'erreur qua-
dratique moyenne de I’estimateur ainsi que la probabilité que I'estimateur soit supérieur
a la vraie valeur du parametre ont été estimés. Le biais est estimé par la moyenne em-

pirique des écarts entre ’estimation et la vraie valeur du parametre :

Biais <§> =E (é\) -0,

B (7) = B (9) — 0

L’erreur quadratique moyenne (EQM) est la somme de la variance et du biais au carré

de 'estimateur. Il est estimé par la somme de la variance empirique et de I’estimation
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TABLEAU 2.1 — Scénarios de ’étude de simulations n°1 : trente scénarios différents
pour une taille d’échantillon, obtenus en considérant trois familles de distributions pour
le délai de survenue X, différentes valeurs du parametre 6 de la distribution et trois
valeurs de la probabilité k qu’une réalisation de X appartienne a l'intervalle [0, 7] des
valeurs observables de X . Les délais de troncature ont été simulés selon une loi uniforme
continue sur l'intervalle [0, 7]. La borne supérieure 7 de U'intervalle a été déterminée de
maniere a ce que l'on ait P(X < 7) = k.

Distribution 0 K T
Exponentielle  0.05 0.25 5.75
Exponentielle  0.05 0.50 13.86
Exponentielle  0.05 0.80 32.19
Exponentielle 1 0.25 0.29
Exponentielle 0.50  0.69
Exponentielle 0.80 1.61
Weibull 0.05,0.5) 0.25 1.65
Weibull 0.05,0.5) 0.50 9.61
Weibull 0.05,0.5) 0.80 51.81
Weibull 1, 0.5) 0.25 0.083
Weibull 1, 0.5) 0.50  0.48
Weibull 1, 0.5) 0.80  2.59
Weibull 0.05, 2) 0.25 10.73
Weibull 0.05, 2) 0.50 16.65
Weibull 0.05, 2) 0.80 25.37
Weibull 1, 2) 0.25 0.54
Weibull 1, 2) 0.50  0.83
Weibull 0.80 1.27

Log-logistique
Log-logistique
Log-logistique
Log-logistique
Log-logistique
Log-logistique
Log-logistique
Log-logistique
Log-logistique

0.05, 0.5) 0.25 2.22
0.05,0.5) 0.50 20
0.05, 0.5) 0.80 320
1,05) 025 0.11
1,05)  0.50 1
1,05) 080 16
0.05,2) 025 1155
0.05,2) 050 20
0.05,2) 0.80 40

e e N e R R R R N N i N N N i N N N R T N o S S
—_
~—

Log-logistique (1, 2) 0.25 0.58
Log-logistique (1, 2) 0.50 1
Log-logistique (1, 2) 0.80 2




CHAPITRE 2. DE L’IMPORTANCE DE PRENDRE EN COMPTE LA
24 TRONCATURE A DROITE

du biais au carré :

EQM (5) - E(?— 9)2
— Var (5) n (Biais (5))2,
o () -5 () (5 )
1 1000 1000 o~ s\ 2
= 55 ( . — m20k> + (Biais ()

L’erreur quadratique moyenne est une mesure de la dispersion de 'estimateur autour
de la vraie valeur du parametre. Elle est souvent utilisée pour comparer des estimateurs
puisque elle prend en compte a la fois le biais et la variance de ’estimateur. La proba-
bilité que I'estimateur soit supérieur a la vraie valeur du parametre est estimée par la
proportion de réplications ou ’estimation est supérieure a la vraie valeur du parametre.
L’estimation de cette probabilité nous permet de voir si ’estimateur a tendance a sous-
estimer ou surestimer de maniere systématique le parametre. Ces estimations du biais,
de 'erreur quadratique moyenne et de la probabilité que I'estimateur soit supérieur a
la vraie valeur du parametre sont basées sur les 1000 réplications réalisées pour chaque
scénario. Cependant, étant donné que l'algorithme itératif peut échouer a trouver I'es-
timation du maximum de vraisemblance, ces quantités ont en réalité été estimées sur

I’ensemble des réplications ot il n’y a pas eu de probleme de maximisation.

2.2.2 Résultats

2.2.2.1 Biais et erreur quadratique moyenne

Pour les deux approches, pour toutes les distributions considérées et pour chaque
composante du parametre vectoriel 6, plus k augmente, plus le biais et 'erreur qua-
dratique moyenne sont réduits (Tableaux 2.2, 2.3 et 2.4). Cette diminution avec k est
plus faible pour le parametre 6y que pour le parametre ;. Les deux estimateurs ont

tendance a étre positivement biaisés. Cependant, ce biais est parfois presque nul pour
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I’estimateur basé sur la troncature a droite. Le biais et ’erreur quadratique moyenne
de 'estimateur naif sont toujours plus élevés que ceux de 'estimateur pertinent, bien
que l’écart entre les deux estimateurs soit moins net pour le parametre 6, que pour le
parametre ¢;. Quand la taille d’échantillon n augmente, le biais et I’erreur quadratique
moyenne sont presque constants pour ’estimateur naif alors que pour I'estimateur basé
sur la troncature, ils diminuent clairement (Tableaux 2.2, 2.3 et 2.4). Enfin, le biais de
I’estimateur naif peut étre inacceptablement élevé quelle que soit la valeur de k tandis
que 'estimateur basé sur la troncature a droite montre de bonnes performances quand
k est égal a 0.8, et souvent méme pour des valeurs inférieures selon la distribution

considérée.

Par ailleurs, dans la derniere colonne des tableaux 2.2, 2.3 et 2.4 apparait le nombre
de problemes de maximisation que I’on rencontre dans I’approche basée sur la troncature
a droite. Il n’y a aucun probleme de maximisation quand la troncature a droite est
ignorée. En revanche, pour 'estimateur basée sur la troncature, le nombre de problemes

de maximisation augmente quand x ou n diminuent.

2.2.2.2 Proportion des réplications ou ’estimateur est supérieur a la vraie

valeur du parametre

Les tableaux rassemblant les résultats de ce critere apparaissent dans ’annexe A de
ce manuscrit. Pour les deux approches, pour toutes les distributions considérées et pour
chaque composante du parametre vectoriel 0, les tableaux A.1, A.2 et A.3 montrent
que l'estimateur naif de 6; semble étre presque toujours supérieur a la vraie valeur du
parametre et ce n’est pas loin d’étre vrai aussi pour le parametre 5. Cela suggere que
I'estimateur naif de #; puisse étre presque-strement plus élevé que la vraie valeur du

parametre, ce qui serait une caractéristique statistique peu enviable de cet estimateur.
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TABLEAU 2.2 — Résultats de 1'étude de simulations n°1 (1000 réplications) pour la
distribution exponentielle : estimations du biais et de I'erreur quadratique moyenne des
estimateurs naif et basé sur la troncature a droite, pour deux valeurs du parametre ¢, de
la distribution exponentielle, trois probabilités £ qu'une réalisation du délai de survenue
X appartienne a l'intervalle des valeurs observables de X et deux tailles d’échantillon
n.

Estimateur naif EBT
6)1 K n Biais(@EN,l) EQM(@EN’ﬁ BiaiS(QEBTJ) EQM(QEBT,I) NPM
0.05 0.25 100 0.498 0.250 0.030 0.005 224
500 0.498 0.248 0.007 0.001 79
0.50 100 0.195 0.038 0.008 0.001 85
500 0.193 0.037 <0.001 <0.001 1
0.80 100 0.073 0.005 <0.001 <0.001 2
500 0.072 0.005 <0.001 <0.001 0
1 0.25 100 10.06 102 0.462 2.17 72
500 9.95 99 0.046 0.48 10
0.50 100 3.91 15.4 0.126 0.49 29
500 3.86 14.9 -0.022 0.12 0
0.80 100 1.45 2.16 0.004 0.11 0
500 1.45 2.11 0.004 0.02 0

Abréviations : EN, estimateur naif ; EBT, estimateur basé sur la troncature a droite;
EQM, erreur quadratique moyenne ; NPM, nombre de problemes de maximisation.
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TABLEAU 2.4 — Résultats de I’étude de simulations n°1 (1000 réplications) pour la distribution log-logistique : estimations
du biais et de l'erreur quadratique moyenne des estimateurs naif et basé sur la troncature a droite, pour quatre valeurs du
parametre (61, 0) de la distribution log-logistique, trois probabilités k qu’une réalisation du délai de survenue X appartienne
a l'intervalle des valeurs observables de X et deux tailles d’échantillon n.

Estimateur naif EBT
OeN 1 OEN 2 OeBT 1 OuBT 2
0, 0, K n  Biais EQM Biais EQM Biais EQM Biais EQM NPM
0.05 0.5 0.25 100 6.45 44 0.384 0.16  0.258 0.25 0.041 0.008 217
500  6.33 40 0.372  0.14  0.043 0.01 0.005  0.001 52
0.50 100 1.05 1.2 0.319 0.108  0.045  0.012 0.020  0.006 22

500  1.02 1.1 0.308 0.096  0.009  0.001 0.003  0.001 0

0.80 100 0.165 0.031 0.195 0.041 0.008  0.001 0.008  0.004 0

500 0.158 0.026 0.189 0.036  0.001 <0.001 0.001 <0.001 0

1 05 0.25 100 129 17533 0.383  0.15 2.06 87 0.042 0.008 207
500 127 16217 0374  0.14 1.01 6 0.008  0.001 41

0.50 100 21.0 467 0.317 0.106 0.93 5.0 0.019  0.006 43

500 20.5 426 0.308 0.096 0.20 0.6 0.004 0.001 0

0.80 100 3.31 12 0.201 0.044  0.209 0.55 0.016  0.005 0

500  3.17 10 0.190 0.037  0.037 0.09 0.002 <0.001 0

0.05 2 025 100 0.150 0.022 1.06 1.2 <0.001 0.001  0.08  0.085 4
500 0.149 0.022 1.04 1.1  -0.001 <0.001 0.01 0.018 0

0.50 100 0.079 0.006 0.932 094 <0.001 <0.001 0.06  0.094 3

500 0.078 0.006 0.903 0.83 <0.001 <0.001 0.01 0.017 0

0.80 100 0.035 0.001 0.665 0.50 <0.001 <0.001 0.03  0.078 0

500 0.035 0.001 0.649 043 <0.001 <0.001 0.01 0.013 0

1 2 0.25 100 2.99 9.0 1.07 1.2 0.024 0.57 0.08  0.089 0
500  2.98 89 1.04 1.1 -0.028 0.20 0.01 0.020 0

0.50 100 1.57 249 0943 096  0.007 0.19 0.063  0.095 1

500  1.56 245 0.896 0.82 -0.013 0.04 0.004  0.018 0

0.80 100 0.702  0.50 0.668 0.50  0.004 0.042 0.045  0.072 0

500 0.693  0.48 0.648 043  0.004 0.007 0.015 0.013
Abréviations : EN, estimateur naif; EBT, estimateur basé sur la troncature a droite ; EQM, erreur quadratique moyenne ;
NPM, nombre de problemes de maximisation.

o




2.3. APPLICATION : DELAI DE SURVENUE D’UN LYMPHOME 29

2.3 Application : Délai de survenue d’un lymphome

En France, I’Agence Nationale de Sécurité du Médicament (ANSM) gere la base de
données des notifications spontanées. Le systeme de pharmacovigilance national repose
sur les 31 centres régionaux de pharmacovigilance répartis sur tout le territoire francais.
Tous les effets indésirables qui surviennent apres la mise sur le marché des médicaments
et qui sont déclarés aux centres régionaux par les professionels de santé ou par les

patients eux-mémes sont enregistrés dans cette base.

Le centre régional de pharmacovigilance de Bordeaux nous a fourni un jeu de don-
nées réelles constitué de 64 cas de lymphomes survenus consécutivement a la prise d'un
traitement anti TNF-a. Ces données ont été extraites de la base de pharmacovigilance
francaise le 1°" février 2010 (Théophile et al., 2011). La population est constitué des
patients souffrant d’arthrite rhumatoide, de la maladie de Crohn, de spondylite ankylo-
sante, d’arthrite psoriatique, de psoriasis, du syndrome de Sjégren, de dermatomyositis,
de polymiositis ou de polyarthropathie et exposés & un ou (successivement) plusieurs
des trois traitements anti TNF-a disponibles sur le marché au moment de 'extraction
de la base : etanercept, adalimumab et inflizimab. La survenue d’un lymphome malin a
été confirmée par une analyse histopathologique. L’autorisation de mise sur le marché
a été obtenue en aout 1999 pour le traitement inflizimab, en septembre 2002 pour le
traitement etanercept et en septembre 2003 pour le traitement adalimumab. Ces 64 cas
sont survenus entre juillet 2001 et octobre 2009. Les dates d’exposition au traitement
et les dates de survenue de l'effet indésirable étaient connus pour tous les cas donc
aucun des délais de survenue ni des délais de troncature n’était manquant. Les 64 cas
de lymphomes ont donc été utilisés pour les analyses. Le délai de troncature maximum

observé est de t* = 529 semaines.

Tous traitements confondus, les estimations naive et basée sur la troncature a droite
du maximum de vraisemblance du parametre 6 ont été obtenues pour les modeles expo-
nentiel, de Weibull et log-logistique. A partir de ces estimations, nous avons déterminé

les délais de survenue moyens correspondants (cf. Tableau 1.1). En complément, nous
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avons dérivé l'estimation non-paramétrique (1.5) du maximum de vraisemblance.

Le tableau 2.5 présente les estimations des parametres pour les trois modeles et les
deux approches. Il n’y a eu aucun probleme de maximisation. Les estimations naives
sont toujours plus élevées que les estimations basées sur la troncature a droite. D’apres
les résultats de 'étude de simulations, on peut penser que 'estimateur naif surestime
les vraies valeurs des parametres 6; et 05 et que la taille du biais est liée a la probabi-
lité inconnue k. L’estimation du parametre 6 par I'approche basée sur la troncature a
droite permet d’estimer k en calculant F(t* = 529, é\EBT). Cependant, les estimations
de k varient en fonction du modele étudié. En particulier, pour le modele de Weibull,
I'estimation est proche de 1 (K = 0.98). Plus l'estimation se rapproche de 1, plus les es-
timations naive et pertinente sont proches. Ce constat n’est pas surprenant étant donné
que, comme précisé dans la remarque 2.1.1, la vraisemblance de 'estimateur pertinent
est égale a la vraisemblance de 'estimateur naif quand la troncature disparait.

La figure 2.1 montre, pour les données, 1'estimation non-paramétrique de la fonc-
tion de survie conditionnelle, L) o Testimation paramétrique du maximum de

F(5290)°
F(x,0TBE)

vraisemblance des fonctions de survie conditionnelle, —
F(529,0TBE)

, et non conditionnelle,
F(z, @\TBE), obtenue par I'approche basée sur la troncature a droite. Comme attendu,
les estimations des fonctions de survie conditionnelles sont toujours plus proches de
I’estimation non-paramétrique du maximum de vraisemblance que les estimations des
fonctions de survie non conditionnelles. Les fonctions de survie conditionnelle et non
conditionnelle de la loi de Weibull sont presque confondues parce que I'estimation de la
probabilité x est presque égale a 1. En effet, x caractérise la part observable du support
de la distribution de X. Avec k = 0.98, on peut observer presque toute la distribution.
La figure 2.1 montre que I'estimation de la fonction de survie conditionnelle de la loi de
Weibull est plus proche de I'estimation non-paramétrique de la fonction de survie que les
estimations paramétriques des fonctions de survie conditionnelles des lois exponentielle
et log-logistique. Ainsi, le modele de Weibull semble étre un candidat raisonnable pour

décrire les données. Ce constat met en évidence la nécessité de procédures d’adéquation

adaptées aux données tronquées a droite pour déterminer le modele décrivant le mieux
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les données. Le chapitre 6 présentera quelques outils permettant d’étudier de maniere
plus approfondie 'adéquation des données aux modeles considérés.

La figure 2.2 montre I'estimation paramétrique du maximum de vraisemblance de la
fonction de survie non conditionnelle pour les deux approches. La distance entre les deux
approches diminue avec 'estimation k de la probabilité x (dans cet ordre : exponentiel,
log-logistique et Weibull). De plus, les fonctions de survie basées sur les estimations
pertinentes sont toujours au-dessus de celles basées sur les estimations naives, ce qui
est cohérent avec le fait que ’estimateur naif surestime la vraie valeur des parametres 6,
et 6. Méme pour le modele de Weibull, c¢’est-a-dire le modele avec 'estimation de & la
plus proche de 1, le délai de survenue moyen serait de 135 semaines par l’approche naive
et de 193 semaines avec l'estimation pertinente, ce qui constitue un écart important
(Tableau 2.5).

Nous avons aussi calculé des intervalles de confiance a 95% du délai de survenue
moyen pour I’approche basée sur la troncature a droite. Etant donné que la normalité
asymptotique de 'estimateur pertinent n’a pas encore été étudiée et suite a la remarque
d’un reviewer, ces intervalles de confiance ont été dérivés a ’aide du bootstrap. Le boots-
trap est une méthode de rééchantillonnage ; de nouveaux échantillons sont créés a partir
de I'échantillon initialement observé (z;,t;), ., (Efron et Tibshirani, 1993). Classique-
ment, il consiste a tirer aléatoirement avec remise parmi les observations (z;,1;), <i<n’
ou chaque observation a une probabilité 1/n d’étre tirée. Dans le cas de données tron-
quées, Gross et Lai (1996) ont étudié une alternative : on considere les estimations
non-paramétriques F et G des fonctions de répartition F' et G obtenues a partir de la
vraisemblance (1.1) des observations. On obtient la premicre observation x4 en tirant

aléatoirement avec remise parmi les observations (z;) out chaque observation a une

1<i<n?
probabilité d’étre tirée qui est fonction de . Indépendamment, on obtient la premiere
réalisation ¢} en tirant aléatoirement avec remise parmi les observations (¢;), <i<ny OU
chaque observation a une probabilité d’étre tirée qui est fonction de G. Si b <

alors cette observation est incluse dans 1’échantillon. Sinon, un autre couple est tiré

aléatoirement. On génere des couples (x%,t%) jusqu’a ce que 'échantillon soit de taille

1771
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n. Gross et Lai (1996) ont comparé ces deux procédures de bootstrap pour des don-
nées tronquées et censurées et ont conclu qu’il était préférable d’utiliser le bootstrap
classique. La méthode du bootstrap classique a donc été utilisée pour générer 5000 nou-
veaux échantillons de taille n = 64 et obtenir un échantillon de 5000 estimations du
délai de survenue moyen a partir duquel nous construisons un intervalle de confiance.
La méthode corrigée des percentiles pour le biais et accélération (BCa) a été appliquée
pour le calcul des intervalles de confiance. Elle consiste a prendre les percentiles de
la distribution du bootstrap des 5000 estimations du délai de survenue moyen corres-
pondants & des fractions (par exemple 2.5% et 97.5% pour un intervalle de confiance
a 95%) corrigées (Efron et Tibshirani, 1993). Les intervalles de confiance obtenus sont
rassemblés dans le tableau 2.5. Quel que soit le modele étudié, aucun de ces intervalles
de confiance n’inclut I'estimation naive du délai de survenue moyen, et ce bien que les

intervalles de confiance soient extrémement larges.

2.4 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en évidence 'importance de la prise en compte du
caractere tronqué a droite des données. L’estimateur @\EBT est 'estimateur pertinent du
parametre 6, fondé sur la vraisemblance (1.8), et doit étre utilisé quand les données
sont tronquées a droite. Le chapitre suivant étudie les propriétés asymptotiques de cet

estimateur, que nous noterons a nouveau 6,,.
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FIGURE 2.1 — Analyse des 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti TNF-
« : estimations basées sur la troncature a droite de la distribution du délai jusqu’a la
survenue d'un lymphome consécutif a la prise d’un traitement anti TNF-«. Les don-
nées sont constituées de 64 cas de lymphomes. Les modeles exponentiel, de Weibull et
log-logistique sont considérés. Les estimations paramétriques basées sur la troncature a
droite de la fonction de survie non conditionnelle (U), de la fonction de survie tronquée
a 529 semaines (C) ainsi que Iestimation non-paramétrique du maximum de vraisem-
blance de la fonction de survie tronquée a 529 semaines (NPMLE) sont représentées.
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FIGURE 2.2 — Analyse des 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti TNF-
« : estimations naives et basées sur la troncature a droite de la distribution du délai
jusqu’a la survenue d’'un lymphome consécutif a la prise d'un traitement anti TNF-a.
Les données sont constituées de 64 cas de lymphomes. Les modeles exponentiel, de
Weibull et log-logistique sont considérés. Les estimations paramétriques naives (Naive)
et basées sur la troncature a droite (TBE) de la fonction de survie non conditionnelle
sont représentées.






Chapitre 3

Propriétés asymptotiques de
’estimateur paramétrique du

maximum de vraisemblance

3.1 Introduction

Dans le cas ot la vraisemblance conditionnelle (1.7) est considérée pour obtenir 'es-
timation conjointe de X et de T', les données observées sont constituées de n réalisations
indépendantes et identiquement distribuées du vecteur aléatoire (X,7'| X < T'). Dans
ce cas, la théorie asymptotique classique du maximum de vraisemblance s’applique.
Cependant, modéliser la variable aléatoire T" augmente le nombre de parametres a esti-
mer, ce qui n’est pas raisonnable avec les petites tailles d’échantillon que ’on rencontre
en pharmacovigilance. De plus, choisir une distribution paramétrique pour 7" n’est pas
simple. Nous avons donc considéré la vraisemblance conditionnelle (1.8) et travaillons
ainsi dans un cadre déterministe pour les délais de troncature. Dans ce contexte, les
délais de survenue observés (;), ;,, constituent un échantillon de réalisations indépen-
dantes des variables aléatoires de distribution respective la distribution conditionnelle

de X; sachant {X; < t;}, de fonction de répartition F'(-;0)/F(t;;0) et de densité de

37
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probabilité f(-;0)/F(t;;0). On a précisé dans la section 1.1 que chaque patient avait
son propre délai de troncature. Par conséquent, nos observations sont des réalisations
indépendantes mais non-identiquement distribuées.

La question fondamentale des propriétés asymptotiques de l'estimateur paramé-
trique du maximum de vraisemblance dans le cas d'un parametre multidimensionnel et
en présence d’observations indépendantes et identiquement distribuées est étudiée de-
puis plusieurs décennies déja. Une revue de la littérature est donnée par Hoadley (1971)
ou Lehmann (1983). Pour prouver la consistance de 'estimateur, Chanda (1954) résolva
les équations normales tandis que Lehmann (1983) étudia le signe d’une fonction de la
log-vraisemblance sur une sphere centrée en la vraie valeur du parametre vectoriel 6.

Les propriétés asymptotiques de 'estimateur paramétrique du maximum de vraisem-
blance en présence d’observations indépendantes mais non-identiquement distribuées
ont déja été explorées. Hoadley (1971) a considéré le cas de densités de probabilité
ayant une part discréte et une part continue. Le cas particulier des modeles formant
la famille exponentielle a été étudié par Nordberg (1980). Cependant, certaines distri-
butions largement utilisées en analyse des données de survie ne constituent pas une
famille exponentielle ; c’est le cas par exemple de la loi de Weibull. 11 existe d’autres ap-
proches ot les hypotheses que doivent vérifier les densités de probabilité sont énoncées
différemment : Ibragimov et Khas’Minskii (1972, 1975a,b, 1981) ont exploré les proprié-
tés asymptotiques de cet estimateur en utilisant le rapport de vraisemblance. Van der
Vaart et Wellner (2000) ont développé les propriétés asymptotiques des M-estimateurs
dans un cadre tres général, incluant les données indépendantes mais non-identiquement
distribuées, en utilisant les processus empiriques. Mais les hypotheses proposées dans
ces papiers peuvent ne pas étre simples a vérifier dans certaines situations. Tandis que
Bradley et Gart (1962) ont développé 'extension de la preuve de Chanda (1954) au
cas de réalisations indépendantes mais non-identiquement distribuées, il n’existe pas
d’extension de la preuve de Lehmann (1983). Dans leur papier, Bradley et Gart (1962)
considerent deux cas de figure : soit le nombre de densités de probabilité distinctes

qui peuvent étre observées dans la population d’ou provient ’échantillon est fini, soit
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celui-ci est infini. Dans le cadre statistique initial présenté dans la section 1.1, on a fait
I’hypothese que la variable aléatoire caractérisant le délai de troncature était continue
(hypothese classique pour un délai de survenue). Pour le cadre déterministe dans lequel
nous nous plagons désormais, la distribution de 7" importe peu. Cependant, elle déter-
mine dans quel cas de figure nous nous trouvons vis-a-vis du nombre de densités de
probabilité distinctes qui peuvent étre observées dans la population étudiée. En effet,
a chaque valeur distincte du délai de troncature correspond une densité de probabilité
distincte. Le délai de troncature est le délai écoulé entre la date d’initiation du traite-
ment médicamenteux et la date d’analyse ¢,. Le nombre de jours écoulés entre la date
d’autorisation de mise sur le marché du médicament et la date d’analyse ¢, est fini. Par
conséquent, il est réaliste de faire 'hypothese d’'un nombre fini de délais de troncature
distincts observables dans la population étudiée.

Dans ce chapitre, nous développons l'extension de la démonstration de Lehmann
(1983) aux observations indépendantes mais non-identiquement distribuées. Par souci
de généralité, nous considérons les deux cas de figure traités par Bradley et Gart (1962).
Pour chaque cas, nous définissons les notations associées, nous énoncons des condi-
tions suffisantes pour que l'estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance
soit consistant et asymptotiquement normal et nous développons les preuves. Dans le
cas d’'un nombre infini de densités de probabilité distinctes, les hypotheses sont 1égere-
ment différentes de celles énoncées par Bradley et Gart (1962). Les démonstrations de
la consistance sont renvoyées en annexe (annexes B et C).

Pour une suite de variables aléatoires indexée par n, les convergences en probabilité

C , . P d
et en distribution sont notées respectivement — et — .
n—+o00 n—-+00
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3.2 Cas d’un nombre infini de distributions de pro-

babilité observables

3.2.1 Notations et hypotheses

Soit (1, s, ..., x,) un échantillon de réalisations de n variables aléatoires indépen-
dantes (X1, Xo,...,X,) de densité de probabilité respective f;(-;8), pour i = 1,...,n,
ou § = (01,0s,...,60;,...,60,) est un parametre vectoriel inconnu partagé par toutes
ces densités de probabilité non nécessairement identiques. Le vecteur 6 appartient a
I'ensemble ©, un ouvert de R”. Soit 0° = (679,65, ... ,9?, ..., 0% la vraie valeur du pa-
rametre. Pour tout ¢ = 1,...,n, soit S; C R le support de la densité de probabilité
fi(+;0). Le support S; doit étre indépendant du parametre vectoriel inconnu 6. Soit ||. ||

une norme sur © ou R"; I'espace © est muni de la topologie induite par cette norme.
La vraisemblance de ’échantillon s’écrit
n
L(zy,29,...,2,;0) = H fi(x::0)
i=1

et I'estimateur du maximum de vraisemblance est défini par

Qn = argmaXL(thQy vy Tng 0)
0co

Les équations normales s’écrivent
VologL(z1,x9, ..., x,;0) =0,

ou Vy est l'opérateur gradient.

Remarque 3.2.1. Nous supposons que le parametre vectoriel inconnu 6 est partagé par
toutes les densités de probabilité parce que c’est le cas pour les données tronquées a
droite. Cependant, les théoremes et leurs démonstrations restent valables quand ce n’est

pas le cas.
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Nous faisons les hypotheses suivantes :

Hypothese 3.2.1. L’estimateur du mazimum de vraisemblance est solution des équa-

tions normales.
Hypothese 3.2.2. Les équations normales ont une unique solution.

Hypotheése 3.2.3. Pour tout 0 € ©,i=1,...,n et (j,p,q) € {1,...,7}3, les dérivées

partielles
Ologfi(;6)  %logfi(36) ~, 8logfi(;6)
00, ' 06,00, 00,00,00,

existent pour presque tout x.

Hypothese 3.2.4. Pour tout 0 € ©,i=1,...,n etje{l,...,r}, la dérivée partielle

a—efi(-; 0) est une fonction intégrable sur S; et
J

0 0

Remarque 3.2.2. L’intégrale d’une densité de probabilité sur son support vaut 1. Par

conséquent, le membre de droite de ’équation ci-dessus est nul.

Hypothese 3.2.5. Pour tout 0 € ©, i = 1,....n et (j,p) € {1,...,r}%, la dérivée

partielle ——— f;(+;0) est une fonction intégrable sur S; et

02 0 0
I 0)de = - / 9
/Si aejaep 89] S; 8910

Hypothése 3.2.6. Pour tout 0 € ©,i=1,....n et (j,p) € {1,...,r}>%

32109fi(Xi;9) 82l09fz (Xi;0)
Ee( 06,00, ) ¢l nli”foonZE"< 09,00, )

0?
00,00,

existent et

D?logf;(X;; 0) P, D?logf;(X;;0)
Y l E ’L (3] .
Z 06,00, noteo niteon Z f ( 90,00, )
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Hypothese 3.2.7. Pour tout 0 € ©,i=1,...,n et (j,p,q) € {1,...,r}>,

aBZOin<Xi§ 0) . 1 ¢ a3l09fi<Xi; 0)
By (SRS TN ot tim — S By (St i
9( 00,00,00, ) o 4 "( 00,00,00, )

1=

existent et

L Plogfi(Xii0) . L~ [OPlogfi(X;0)
1§~ loghi(Xi; 6) Iy |
n L 90,00,00, i nlﬁmn; ’ (—aejagpagq )

Remarque 3.2.3. La loi faible des grands nombres (Feller, 1968) donne des conditions

suffisantes pour la convergence en probabilité des hypotheses 3.2.6 et 3.2.7.

Remarque 3.2.4. Les hypotheses 3.2.4-3.2.6 nous assurent que, pour tout 6§ € O et
je{l,...;r},ona

n

Z al()ng Xz; 9 P lim ZE <810gfz Xz, 9)) —0. (31)

n—H—oo n—-+oo N

L’hypothese 3.2.4 nous assure que 'espérance Eqy (Ologf;(X;;0)/06,) existe et est nulle
pour tout ¢ = 1,...,n et j € {1,...,r}. Ainsi, la limite dans le membre droit de
I'expression (3.1) existe. D’apres I'hypothese 3.2.5, la variance Var (Ologf;(X;;6)/00;)
coincide avec l'espérance Eq (—0%logf;(X;;0)/00,00,) et la limite nlim (1/n)> 7", Var
(Ologfi(X;;6)/00;) coincide avec la limite hm (1/n) >0 Eg (—0%log fi(Xi;0)/06;00,).
L’hypothese 3.2.6 nous assure que ces quantltes existent. Ainsi, les conditions suffisantes

de la loi faible des grands nombres sont vérifiées et on a bien 'expression (3.1).

Hypothese 3.2.8. Il existe K tel que pour tout € © et (4,p,q) € {1,...,r}3,

< K.

. BN (93logfi(Xi;9)
- B, | 222w 7))
n@'ﬁoon; "( 00,00,00, )
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Hypothese 3.2.9. La matrice 1 (90) = ([jp (00))1<. , 0l

<J,p<r

N D?logfi(X;; 0)
0y __ % [2)
[jp (6 ) = lim -— E Ego (—W

)
00

est définie positive.

Remarque 3.2.5. D’apres les hypotheses 3.2.4 et 3.2.5, nous sommes déja strs que I (6°)

existe et est une matrice semi-définie positive.

Hypothese 3.2.10. Pour tout € > 0,

? "~ [ Ologfi(X;; 0)
90) ! <Z< 90;

j=1

2\ 2
)) > ev/n =0.
00

Remarque 3.2.6. L’hypothese 3.2.10 est ’hypothese du théoreme de la limite centrale

L ; B | D ( 06,

j=1

multivariée pour des observations indépendantes mais non-identiquement distribuées

(Feller, 1971).

3.2.2 Consistance

Le théoreme suivant établit la consistance de l'estimateur paramétrique du maxi-

mum de vraisemblance.

Théoreme 3.2.1. Si les hypotheses 3.2.1-3.2.9 sont satisfaites, ’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance én = (‘/9\17“ . ,§M> est un estimateur consistant de 8° = (9?, e
6°), c’est-a-dire pour tout ¢ >0, P <‘ é’\n — QOH < C) — 1.
n—-+o0o

A partir de la formule de Taylor-Lagrange et en considérant séparément chaque terme
de ce développement, la démonstration de ce théoreme consiste a montrer que la vrai-
semblance en chaque point de la sphere de centre 6° et de rayon ¢ - constante arbitraire
strictement positive - est inférieure strictement a la vraisemblance au point 6°, centre
de la sphere. Ceci assure alors 'existence d’un maximum local de la fonction de vrai-

semblance dans l'intérieur de la boule de centre 6° et de rayon (. Les hypotheses 3.2.1
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et 3.2.2 permettent de faire coincider ce maximum local avec I'estimateur du maximum
de vraisemblance, ce qui acheve la démonstration de la consistance. Les détails de cette

preuve sont renvoyés a ’annexe B.

3.2.3 Normalité asymptotique

Le théoreme suivant établit la normalité asymptotique de I’estimateur paramétrique

du maximum de vraisemblance.

Théoréme 3.2.2. Si les hypotheses 3.2.1-3.2.10 sont satisfaites, le vecteur aléatoire

ﬁ(én —0%) est asymptotiquement normal d’espérance nulle et de matrice de covariance

[1(6°)] "

Démonstration. D’apres la formule de Taylor-Lagrange et I'hypothese 3.2.3, nous savons

que : pour tout § € O, il existe # appartient au segment ]0°, 0 tel que pour tout
j=1,...,r,

1 i Ologf;(z;;0)
T n 00,

Z alogfz xz;

0 i—1 90

a logfl(xw )
0
+29 ~ ) ; 20,00,

I~ 0 0 83logfi(a;i;9)
T2 2 6, =6), Q)n 96,06,00

p=1 ¢=1 i=1 J g o

00

Mais pour 6 = 6,,, nous avons

— Z Vilog fi(zi;0)|5, = 0.
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Alinsi, pour tout j = 1,...,r, nous avons,

Plog fi(wi; 0)
_29 B Z 96,00,

00

a 1ngz(l‘u ) 1 . alogfz(l‘u 9)
= 0 —n0 Z oS\ T P TUSJ\Y YT
Z Z 6 9 o )n — 00,00,00, n Z

p—l g=1 4 80] 90.
Factorisant par Z;zl(@\p — 6) et multipliant par y/n, on obtient
"L 9Plog fi(xi; 0)
_ \/_ #
ok logfz(xz 810ng x;;0
6, — 90 —’ ’ .
2 Z S 2 00,00,06, |, v & Z 90, |y
En notation matricielle, cela donne
Olog f;(i; 0)
A1in Q12 **° Qirp V(6 — 67) 96, 60
~ 0 o | Ologfi(zi;0)
A21n  Q22n -+ Q2pp V(0 — 03) 1 Z T 00, "
: . : : Vn = f
Qrin  Qr2n " Qpep \/ﬁ(é\r - 6)79) w
B |
ou
1 - aQIngi(xi; 9) 1 : 8310gf,(x1, )
o = D 5500 —52.(6, - 90)n 00,00,00, |,
i=1 J=7P 69 q=1 i=1 JYYpYYq g
Les vecteurs Vylogf;(Xi;0)|4, pour tout ¢ = 1,...,n, sont indépendants mais non-

identiquement distribués d’espérance nulle et de matrice de covariance V;(6°) = (V;;,(6°)), <ip<r

)

ou
alogfi(Xi; 9)

Olog f;(X;; 0
V;jp(eo) = Ego ( 0. ( )
J

0° 8917
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Nous savons d’apres ’hypothese 3.2.5 que

8210gfi(Xi; 9)

Vijp(go) = Ego (_ 9000
=P

)

et d’apres I’hypotheses 3.2.9 que

1
lim —
n—+oo N

STV%) = 1(6°).

Ainsi, d’apres 'hypothese 3.2.10 et le théoreme de la limite centrale multivariée pour des
variables aléatoires indépendantes mais non-identiquement distribuées (Feller, 1971),

nous obtenons

1 n
7n ; Volog fi(Xi; )] o nﬁoo N(0, 1(6°)). (3.2)

D’apres les hypotheses 3.2.6 et 3.2.7, la consistance de 'estimateur du maximum de

vraisemblance et le théoréme de Slutsky, nous avons pour tout (j,p) € {1,...,r}?,

P
@i =2 Lin(0").

Ces convergences en probabilité et la convergence (3.2) conduisent a

V(6 —69)

o~

\/H(QT - 079)
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3.3 Cas d’un nombre fini de distributions de proba-

bilité observables

3.3.1 Notations et hypotheses

On note toujours (xy, 9, ..., x,) I'échantillon de réalisations de n variables aléa-
toires indépendantes. Etant donné qu’il y a un nombre fini de densités de probabilité
distinctes observables dans la population d’ou est issu 1’échantillon, celui-ci peut étre
indexé en fonction de la densité de probabilité de chaque réalisation. Soit M le nombre
de densités de probabilité différentes observables dans la population étudiée. Pour tout
i=1,...,M, soit (z;1,Zi, ..., Tik,-..,Tin,) le sous-échantillon de réalisations des n;
variables aléatoires (X1, Xjo, ..., Xik, ..., Xin,) indépendantes et identiquement distri-
buées de densité de probabilité f;(-;6). Alors Zf‘il n; = n et I’échantillon peut mainte-
. La vraisemblance des observations a pour expression :

o
nant s’écrire (Tir)|<icar1<pen,

M n;

L(z11, 212, .., Tviny; 0) = H H filzi: 0)

i=1 k=1
et I'estimateur du maximum de vraisemblance est défini par :

0, = argmax L(z11,T12,..., Tany; 0).
0cO

Les équations normales s’écrivent
V@lOgL(lL‘H, T12y .. ,ZL‘MnM; 9) = 0

Pour tout i = 1,..., M, soit u; = n;/n la proportion des observations de densité de
probabilité f;(-;0) et 0 < A; < 1 la limite de la suite y; quand n tend vers l'infini. Ces
quantités vérifient la relation 3200 A = 1.

Remarque 3.3.1. Le cas ou il existerait ¢ tel que A\, = 0 (resp. A, = 1) correspond au

cas ou il y aurait en réalité seulement M — 1 densités de probabilité distinctes dans
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la population étudiée (resp. les observations seraient indépendantes et identiquement
distribuées).

Remarque 3.3.2. Dans notre contexte de pharmacovigilance, le nombre de délais de tron-
cature distincts observables dans la population peut étre élevé mais la taille d’échantillon
limitée. Il est alors fort probable que tous les délais de troncature ne soient pas observés
dans ’échantillon disponible. Dans ce cas-la, on définit m(n) le nombre de densités de
probabilité observées dans I’échantillon et, sans perte de généralité, on suppose que
(fi(:10)) 1<icim(ny st ensemble des m(n) densités de probabilité distinctes observées.
11 suffit ensuite de remplacer M par m(n) dans les écritures de I’échantillon et de la

vraisemblance. La suite m(n) vérifie alors
m(n) — M. (3.3)

Nous faisons les hypothéses suivantes :

Hypothese 3.3.1. L’estimateur du mazimum de vraisemblance est solution des équa-

tions normales.
Hypothese 3.3.2. Les équations normales ont une unique solution.

Hypotheése 3.3.3. Pourtout € ©,i=1,..., M et (j,p,q) € {1,...,7}3, les dérivées

partielles
dlogfi(-;0)  0?logfi(+;0) ot PPlogfi(-;0)
20, ' 00,00, 00,00,00,

existent pour presque tout x.

Hypothese 3.3.4. Pourtout € ©,i=1,..., M etj € {1,...,r}, la dérivée partielle

0
8—912(-; 0) est une fonction intégrable sur S; et
J

0 0

Remarque 3.3.3. L’intégrale d’une densité de probabilité sur son support vaut 1. Par

conséquent, le membre de droite de ’équation ci-dessus est nul.
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Hypothese 3 3.5. Pour tout # € ©,i=1,....M et (j,p) € {1,...,r}% la dérivée

partielle ———f;(+;0) est une fonction intégrable sur S; et

86 00,

0? 0 0

Hypothese 3.3.6. [l existe K tel que pour tout 0 € ©, i = 1,.... M et (j,p,q) €
{1,...,7}3,

"\ 00,00,00,

existe et

M
33109fz’(Xi1‘9)>
; “\ 96,00,00,

Hypothese 3.3.7. Pour tout 0 € ©,i=1,..., M et (j,p) € {1,...,7}?,

Fo
00,00,

existe et la matrice I (0°) = (I, (6°)),_. ot

1<yg,p<r’

Plogf,(Xu; 6)
0 E o () (29
L (77) ZA 0”( 96,00,

)
60

est définie positive.

Remarque 3.3.4. D’apres les hypotheses 3.3.4 et 3.3.5, nous sommes déja siirs que 1(6°)

existe et est une matrice semi-définie positive.

Remarque 3.3.5. Pour chaque densité de probabilité, les observations du sous-échantillon
correspondant sont indépendantes et identiquement distribuées. Il n’y a donc pas besoin
de supposer les convergences en probabilité qui apparaissent dans les hypotheses 3.2.6
et 3.2.7 de la section précédente. De la méme maniere, il n’y a pas besoin d’hypothese
analogue a I’hypothese 3.2.10 pour que le théoreme de la limite centrale multivariée soit

vérifié.
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3.3.2 Consistance

Le théoreme suivant établit la consistance de I'estimateur paramétrique du maxi-

mum de vraisemblance.

Théoreme 3.3.1. St les hypotheses 3.3.1-3.3.7 sont satisfaites, ’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance gn = («/9\1,“ o ,¢/9\m> est un estimateur consistant de 0° = (69, ...,
0°), c’est-a-dire pour tout ¢ > 0, P (‘ 0, — QOH < () —+> 1.
n—-+0oo

A partir de la formule de Taylor-Lagrange et en considérant séparément chaque terme
de ce développement, la démonstration de ce théoreme consiste a montrer que la vrai-
semblance en chaque point de la sphere de centre 6° et de rayon ¢ - constante arbitraire
strictement positive - est inférieure strictement a la vraisemblance au point 6°, centre
de la sphere. Ceci assure alors 'existence d'un maximum local de la fonction de vrai-
semblance dans l'intérieur de la boule de centre §° et de rayon (. Les hypotheses 3.3.1
et 3.3.2 permettent de faire coincider ce maximum local avec 'estimateur du maximum
de vraisemblance, ce qui acheve la démonstration de la consistance. Les détails de cette

preuve sont renvoyés a ’annexe C.

3.3.3 Normalité asymptotique

Le théoreme suivant établit la normalité asymptotique de I'estimateur paramétrique

du maximum de vraisemblance.

Théoreme 3.3.2. Si les hypotheses 3.3.1-3.53.7 sont satisfaites, le vecteur aléatoire

\/ﬁ(gn —0%) est asymptotiquement normal d’espérance nulle et de matrice de covariance

[1(6")] "

Démonstration. D’apres la formule de Taylor-Lagrange et ’hypothese 3.3.3, nous savons

que : pour tout § € O, il existe § appartenant au segment |6°, [ tel que pour tout
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j=1,...,7,

i Z 1 (9logfl xlk, g: l@logfi(:cik;H)

— n; “ N 04, 40

= =1

p=1 k= i

T T

1

plql

Mais pour 6 = 6,,, nous avons

Z“Z Z Volog fi(za;: 0)l5, =
i=1 i

Ainsi, pour tout 7 = 1,...,r, nous avons,

00

: M 1 &?logf;(w; 0)
_ 0. — o - F08)ikTik, U)
(6 9p>; kz:n 00,00,

=1
L M 1 Plogfi(zm; 0 .
_Q;;Q 90 9 ‘902 nZWG’:iZI

Factorisant par E;Zl(gp —67) et multipliant par y/n, nous avons pour tout j = 1,...

VA ) |3 o

Z

1 o~ - 1 8 10gf1<xzk>
+§;(9‘1 z_: Z::n 00,06,00,

)

00

9/

= 1 Plogfi(wir; 0)
0 i\ ik,
Z —6) ; Z n; 06,00,

+3 9—902 Z

] \/—2; Z ,ri Glogfl xzkn )

00

1 Plogfi(zau;0)

n 00,00,00, |,

Zi logfz xzkv )
n;
k=

90

00

7707
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1 .
En écrivant u; = \/p;4/ —, nous obtenons pour tout j =1,...,7,
V n

DY [z DI

Z

1 logfi(z;
*3 29_902 Zn, a%gaexal;

00

] Z\/E\/_Z 1 810ng mlk, )

00

9/
En notation matricielle, cela donne
Olog fi(w; 0)
A11n Q12 **° Qg Vn(b; —69) 5 8(91 ) 90
~ - log fi(wix; 0
Q21p  Q22n -~ Q2rp V(6 — 69) i i 1 «— 00, |
: B : : i—1 Vi k=1 :
Qripn Aron  *° Qrep \/ﬁ(é\r - 92) (9logfl($zk7 0)
By |y
ou
i Z 107 log fi(wx; 0) 12T: i Z 10 log fi(zix; 0)
Aipn = — L L =
P , n; 00,00, 90 : n; 00;00,004 |,
=1 k= q=1 i=1 k=
Les vecteurs Vglogf;(Xik; 0)|40, pour tout k = 1,...,n;, sont indépendants et identique-

ment distribués d’espérance nulle et de matrice de covariance V;(6°) = (Vi;,(6°)), <jper

)

ou

log fi( X
Viip(6°) = Ego dlogfi(Xi; 0)
00,

a0,

90
Nous savons d’apres ’hypothese 3.3.5 que

D?log fi(Xi1; 0)
- 0 _ E _ 1 21
Viip(07) = Ego < 96,00,

)

Ainsi, d’apres le théoreme de la limite centrale multivariée pour des variables aléatoires
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indépendantes et identiquement distribuées, nous obtenons

\/_Zvelogfz w50l = N(O,V(6).

Et d’apres le théoreme de Slutsky,

Nm Z Volog fi(Xix: 0)] 0 T> N0,V (6°)).

\/_

Etant donné que la somme finie de variables aléatoires indépendantes gaussiennes est

une variable aléatoire gaussienne, nous avons finalement

M n;
1 «— _ d 0
2 V7= > Voloafi(Xiwi )l = N(0.1(6")) (3.4)
=1 k=1

D’apres les hypotheses 3.3.6 et 3.3.7, la consistance de l'estimateur du maximum de

vraisemblance et le théoreme de Slutsky, nous avons pour tout (j,p) € {1,...,r}?,

Ajpn njoo ij(eo)

Ces convergences en probabilité et la convergence (3.4) conduisent a

V(6 — 69)
: —5 N(0, [1(6%)] 7).

n—-+o0o

V6, — 6)

Remarque 3.3.6. Dans le cas ou toutes les densités de probabilité ne sont pas observées
dans I’échantillon (cf. remarque 3.3.2), adaptation de la démonstration repose sur le

résultat (3.3) et sur la proposition suivante :
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Proposition 3.3.1. Soit (U;);c;cps €t (Li) ;< deuz suites de variables aléatoires indé-
pendantes. Pour tout i = 1,..., M, soit v;(n) une suite quelconque et l; un réel. Sous

les hypothéses m(n) — M, v;(n) - lietUs -5 L, ona

n——+o00 n—-+00 n——+o00

m(n) M

n—-+oo
=1 i=1

3.4 Application au délai de survenue d’un effet in-

désirable médicamenteux

Les délais jusqu’a la survenue d’un effet indésirable médicamenteux que nous ob-
servons, (2;);c,c,, constituent un échantillon de réalisations indépendantes des va-
riables aléatoires de distribution respective la distribution conditionnelle de X; sa-
chant {X; < t;}, de fonction de répartition F'(-;0)/F(t;;0) et de densité de probabilité
f(+;0)/F(t;;0). Dans ce cas-la, le parametre 0 est partagé par toutes les densités de pro-
babilité et celles-ci appartiennent toutes a la méme famille de distributions : la famille
des distributions tronquées de X.

Soit {tg}, < <), Uensemble des M délais de troncature distincts qui sont observables
dans notre population considérée (la population des individus exposés au médicament
D qui ont présenté ou présenteront 1'effet indésirable Fp avant de décéder). L’ensemble
des délais de troncature observés {t;},_,., est inclus dans I'ensemble {u4}, /. Sans
perte de généralité, nous supposons que I'ensemble {u,}, <q<m AVEC T < M coincide avec
I’ensemble des délais de troncature observés {¢;},;,, (apres suppression des doublons).

Pour tout ¢ = 1,..., M, soient f, (-;0) = f(-;0)/F(uy;6) la densité de probabilité
associée au délai de troncature uy, de support S, indépendant de 6. Pour tout ¢ =
1,..., M, soit n, le nombre de réalisations de densité de probabilité f,(-; ). Pour ¢ =

m+1,...,M,onan, =0. Onanzz;nzlnq. Pour tout ¢ = 1, ..., M, soit u, = n,/n la
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proportion d’observations de densité de probabilité f,(-; ). Pour tout ¢ =m+1,... M,

on a g, = 0. Pour tout ¢ = 1, ..., M, soit )\, la limite de la suite p, quand n tends vers
I'infini. Ces quantités vérifient la relation Zf]\il Ag = 1. Pour tout ¢ = 1,...,m, soit
(g1, g2, - -, Tgk, - - -, Tqn, ) le sous-échantillon de réalisations des n, variables aléatoires

(Xq1, Xg2, -+, Xgks - - -, Xgn, ) indépendantes et identiquement distribuées de densité de

probabilité fy(-; ). L’échantillon observé peut maintenant s’écrire (Zgr); < cpn1<pen, -
XM, IxhxTNq

Si l'ensemble des densités de probabilités {f, (;60)}, ), vérifient les hypotheses
3.3.1-3.3.7, alors l'estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance é\n est un

estimateur consistant de 0° et le vecteur NLD <§n — 90> est asymptotiquement normal
. -1

d’espérance nulle et de matrice de covariance [I (60)} = [([I (90)] . ) } ou

TP/ 1< p<r

M
D?logf,(X,1;0)
0], = oAk (-

0 o5

3.5 Conclusion

Des conditions suffisantes pour que 'estimateur paramétrique du maximum de vrai-
semblance soit consistant et asymptotiquement normal ont été énoncées. Mais quelles
sont les familles de lois qui vérifient ces conditions suffisantes ? Plus particulierement,
est-ce que les trois familles de lois que l'on considere depuis le début de cet exposé
vérifient ces hypotheses ?

Dans le chapitre suivant, nous vérifierons si les hypotheses 3.3.1-3.3.7 sont satis-
faites quand la variable aléatoire X caractérisant le délai jusqu’a la survenue de l'effet
indésirable médicamenteux suit respectivement une loi exponentielle, de Weibull ou

log-logistique. Dans ces cas-la, les densités de probabilité (f, (-;6)) appartiennent

1<g<M

respectivement aux familles des lois exponentielle tronquées, de Weibull tronquées ou

log-logistique tronquées, celles-ci étant tronquées par les réels {ug}, <q<M-






Chapitre 4

Cas des lois exponentielle, de

Weibull ou log-logistique

4.1 Cas de la loi exponentielle

Dans ce cas, pour tout ¢ = 1,...,n, la distribution de l'observation x; est la loi

exponentielle tronquée au temps t;, de densité de probabilité

O1exp(—6,7)
(1 — exp(—61t;))

fi,(x;61) = I{0 < z < t;},

ou 6 est un parametre inconnu strictement positif.

Pour que l'estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance soit consistant

et asymptotiquement normal, il faut que I'’ensemble des lois exponentielle tronquées

{fq ('? 01)}1<q<M7 ou

01exp(—6;7)
(1 — exp(—biuy))

I{0 <z < u,},

fq(xS 91) =

vérifient les hypotheses 3.3.1-3.3.7. Pour tout ¢ =1, ..., M, le support S, de la densité

de probabilité f, (-;61) est I'intervalle semi-ouvert |0, u,], indépendant de 6;.

o7
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4.1.1 Hypotheses 3.3.1 et 3.3.2

La vraisemblance de ’échantillon s’écrit

thexp(—01x4)

m Ngq
L(211,T12, -+, Ty s 01| U1, U, - o U, ) = HH

pule e 1 — exp(—byuy)

Nous considérons cette vraisemblance comme une fonction de 6, définie sur RT*. Pour
simplifier les notations, nous la notons L () pour la suite. La log-vraisemblance, fonc-
tion de 6; définie sur R**, s’écrit

m  Ngq

logL(60;) = Z (logth — bhzg — log (1 — exp(—biuy))) - (4.1)

q=1 k=1

La fonction (4.1) est continue et dérivable sur R™ de dérivée,

OlogL(6:) @ ugexp(—0iu,)
691 Z Z (61 Yok 1— exp(—@luq) ’ (42)

=1 k=1
La fonction (4.2) s’annule-t-elle en un unique point de R™ ? La fonction (4.2) est

continue et dérivable sur R™ de dérivée,

0?logL(6,) zm: nq ( ugexp(—ﬁluq)(l — exp(—biuy))
o (1 — exp(—6yu,))
N uqexp(—eluq)(uqexp(—ﬁluq))>
(1= oxp(—011,))°
1 uzexp(—01u,)
R exp(—@luq))Q)
uzexp(—01ug) B i)
(1-— exp(—@luq))2 63
Ouzexp(—0iug) — 1 — exp(—261u,) + 2exp(—01uq)> 43)
02(1 — exp(—b1u,))”

=1 k=1

L)

3
Q

Il
11:
il

3
Q

I
(=]
||M3
I
El
S
I

NE

1l
I
Bl
i
1L

Nous voulons étudier le signe de la fonction (4.3). Le dénominateur de chaque membre
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de cette double somme étant strictement positif, étudions le signe du numérateur. Pour

tout ¢ = 1,..., M, on définit la fonction y, et sa dérivée y, sur R par :

Ua(61) = BuZexp(—B1ug) — 1 — exp(~20ug) + Zexp(—bru),
Yo (01) = exp(—0rug) (201u? — O7u] + 2ugexp(—biug) — 2uy).

Pour tout ¢ = 1,..., M, étant donné que le terme exp(—0u,) est strictement positif,

le signe de la fonction y/ est celui de la fonction h, définie sur R** par
hqe(61) = 291u3 — qu;’ + 2ugexp(—biuy) — 2u,.
Pour tout ¢ = 1,..., M, la fonction h, est dérivable deux fois sur R**, de dérivées :
hi(61) = 2u? — 20,u] — 2u’exp(—biu,),
ho(61) = 2u) (exp(—6iug) — 1).
Une étude de signe de la fonction h; donne :
hy(61) =0 <=6, =0,

hy(61) >0 <=6, <0,

hy(61) <0 <=6, > 0.

La fonction h; étant définie sur R**, la fonction h, est une fonction strictement dé-
croissante sur R™ pour tout ¢ = 1,..., M. Une étude des limites en zéro et en l'infini

montre que

01 —+o0
lim A/ (6;) = 0.
iy a(81)
Pour tout ¢ =1,..., M, la fonction h; est strictement négative sur R™. La fonction h,

est donc une fonction strictement décroissante sur RT*. Une étude des limites en zéro

et en l'infini montre que
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lim hq(el) = —0Q0,

01— +oo
lim h,(6;) = 0.
91—)0 q< 1)
Par conséquent, pour tout ¢ = 1,..., M, la fonction h, est strictement négative sur R**.

Il en va de méme de la fonction y;. La fonction y, est donc une fonction strictement
décroissante sur R™*. Une étude des limites en zéro et en 'infini montre que

lim yq(el) = _17

91 ——+400

lim y,(6;) = 0.

610
La fonction y, est donc strictement négative sur R**. Ainsi, la fonction (4.3) est une
fonction strictement négative sur R™ et la fonction (4.2) est strictement décroissante
sur R, Une étude de limite en 'infini et l'utilisation d’un développement limité en

zéro montrent que

. OlogL(0) | TN
T e DD
dlogL(fh) L,
élﬁo 691 N Z <? B qu)
L q=1 k=1

Finalement,

m Ng
. U , . .
- Si E E (?q — qu) < 0, alors les équations normales n’ont pas de solution et
q=1 k=1
I'estimateur du maximum de vraisemblance n’existe pas.

m Nq
. U , . . .
- Si E E (?q — a:qk> > 0, alors les équations normales ont une unique solution,
qg=1 k=1
I'estimateur du maximum de vraisemblance existe et est unique.

On définit

0, = zm: i (% - qu> . (4.4)

g=1 k=1
La condition @) > 0 est une condition d’existence du maximum de vraisemblance pour

la loi exponentielle tronquée. Cette condition avait déja été mentionnée par Bartlett
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(1953) dans ’étude des particules instables en chambre noire.

4.1.2 Hypothese 3.3.3

Soit f, la fonction de deux variables définie par :

fo: [0,uy] x R — R**

0rexp(—0,x) (4.5)

(@,00) — fo(x,0,) = 1 —exp(—bhu,)

Pour tout x appartenant a l'intervalle [0,u,], le logarithme de la fonction (4.5) est
dérivable par rapport a 6; sur R™, de dérivée
dlog fy(x,61) _ 1 uqgexp(—biu,)

-z . 4,
90, 0, " 1 exp(—Ohuy) (46)

Pour tout z appartenant a 'intervalle [0, u,], la fonction (4.6) est dérivable par rapport

a 0 sur RT™, de dérivée

Plogfy(x,60) 1 N uzexp(—01ug)
06? 62 (1-— exp(—@luq))Q'

(4.7)

Pour tout x appartenant a 'intervalle [0, u,], la fonction (4.7) est dérivable par rapport

a 6, sur R™, de dérivée

Plogfy(x,01) 2 ugexp(—biuy)(exp(—261u,) — 1)

0% G (1 — exp(—bru,))*

4.1.3 Hypothese 3.3.4

D’apres les théoremes classiques, la fonction (4.5) est une fonction continue sur

[0, u,] x RT*. La fonction ¢, de deux variables définie par

©g: [0,u,] x R"™* — R

o, (4.8)

Ys(1.0,),

(.ZU, 91) — 601
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existe et est continue sur [0, u,] X R*T*. Par conséquent, la fonction de ¢, définie sur R**

par

0, — folz,01)dx,

[0,4]

est dérivable sur R*T* et vérifie

0 / 0
— x,01)dr = — fo(x,01)dx.
891 [Ovuq] fq( 1) [Oauq] 861 fq( 1>

4.1.4 Hypothese 3.3.5

D’apres les théoremes classiques, la fonction (4.8) est continue sur [0, u,] x R™. La

fonction de deux variables définie par

0,u,] x R™ — R
[0, uq

B
(2,01) —> 8%1(3:,90,

(4.9)

existe et est continue sur [0, u,] x RT*. Ainsi, la fonction définie sur R™* par

0, — wq(x,01)dz,
[O,uq}

est dérivable sur RT* et vérifie

0 9]
— x,01)dxr = — ,01)dx.
891 /[Ovuq] ()OQ( 1) \/[;’uq} 801 gpq (:E 1) )
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4.1.5 Hypothese 3.3.6
La dérivée troisieme du logarithme de la fonction f,, d’expression

Plogf,(z,01) 2 ugexp(—biug)(exp(—261u,) — 1)
06 6 (1— exp(—bruy))"
2(1 — exp(—b01ug))* + Ougexp(—01ug) (exp(—2601uy) — 1)
03(1 — exp(—fru,))"
2(1 — exp(—0iu,))" + O3udexp(—01u,) (exp(—0iuy) — 1)(exp(—biuy) + 1)
03(1 — exp(—6yu,))*

)

est indépendante de x. L’espérance de cette dérivée troisieme existe pour tout ¢ =

1,..., M, et on cherche donc une constante K telle que
Plogf,(x,0;)
— || < K.
( 063

La dérivée troisitme, en tant que fonction de 6;, est continue sur R™. De plus, une

étude de limite en I'infini montre que

01 —+o0 86’? =0

Un développement limité a l'ordre 8 montre que
Hfug
120

2(1 — exp(—01uy))* + Hzf’u exp(—bhuy)(exp(—6iu,) — 1)(exp(—bru,) + 1) ~
et un autre développement limité montre que
03 (1 — exp(—61u,))* ~ 0] u,.

Ainsi, on a
(93fq(:c, 91) 0111,3
o8 ® % 1200

et la dérivée troisieme admet donc une limite nulle en zéro. Par conséquent, cette
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fonction, en tant que fonction de 6, est bornée. On peut donc trouver une constante

K;, indépendante de 6y, telle que

63
‘80310gfq(l‘ 91) Kz

M

En prenant K = Z K;, on obtient
q=1
Blogf,(z,01)|  w . |dPlogf,(z,6:)
)\ =i A AR D =l A YA K.
Z o ; o | T

4.1.6 Hypothese 3.3.7

Le calcul de 'espérance de la dérivée seconde du logarithme de la fonction f, donne

pour tout g =1,..., M,

61)2 (1-— exp(—Gluq))z'

Etant donné que le parametre 6; est un scalaire, la matrice I(6;) est une constante. On

B, | — 0*log fo(Xq1, 1)
003

1 uzexp(—6iu,)
01 (

a

i/[: /\ E 8210gfq(quv 91)
’ 962

q=1

M uzexp(—01uq)
NI

po 1 — exp(—biuy,))

Nous avons déja étudié chaque membre de cette somme dans la section 4.1.1. Chaque
élément de cette somme étant strictement positif, la matrice I(6;) est définie positive

pour tout #; appartenant a R™*.

4.1.7 Conclusion

En supposant que la condition )7 > 0 soit vérifiée, 'estimateur du maximum de

vraisemblance du parametre de la loi exponentielle tronquée est un estimateur consistant
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de 6° et le vecteur \/ﬁ(@\n — 6°) est asymptotiquement normal d’espérance nulle et de

matrice de covariance

uzexp(—6iu,)
[EA (eo (1 exp(— e?uq>>2>]
4.2 Cas des lois de Weibull et log-logistique

Si la variable aléatoire X suit une loi de Weibull, la distribution de 'observation
x;, pour tout ¢ = 1,...,n, est la loi de Weibull tronquée au temps t;, de densité de

probabilité

010 (012)% exp(—(012)")
(1 — exp(—(01t:)™))

(@ (01, 02)) =

I(O<x<tl),

ou 6 = (01,05) est un parametre de dimension 2 inconnu dont les deux composantes
sont strictement positives. Pour que l'estimateur paramétrique du maximum de vrai-
semblance soit consistant et asymptotiquement normal, il faut que I’ensemble des lois

de Weibull tronquées {f, (10)},.,<) 01

0105(012)% exp(—(012)")
(1 — exp(—(61ug)™))

fo(z;0) =

10 <z < uy),

vérifient les hypotheses 3.3.1-3.3.7. Pour tout ¢ = 1,..., M, le support S, de la densité
de probabilité f, (-;€) est I'intervalle semi-ouvert |0, u,], indépendant de 6.

De la méme maniere, si la variable aléatoire X suit une loi log-logistique, la distri-
bution de I'observation z;, pour tout ¢ = 1,...,n, est la loi log-logistique tronquée au

temps t;, de densité de probabilité

921392_1 1 + (elti)ez

o) = = 1 Gy

ou § = (6,,02) est un parametre de dimension 2 inconnu dont les deux composantes

sont strictement positives. Pour que l'estimateur paramétrique du maximum de vrai-
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semblance soit consistant et asymptotiquement normal, il faut que I’ensemble des lois

log-logistique tronquées { f, (;0)}, <qen OU

021’9271 1+ (Hluq)92
up (14 (6hx))?

fo(z;0) = 1(0 <2 < uy),
vérifient les hypotheses 3.3.1-3.3.7. Pour tout ¢ =1, ..., M, le support S, de la densité

de probabilité f, (-;0) est I'intervalle semi-ouvert |0, u,], indépendant de 6.

Montrer que les hypotheses 3.3.1-3.3.7 sont satisfaites pour ces deux familles de
distributions semble impossible. Cependant, comme pour la loi exponentielle tronquée,
nous avons établi une conjecture sur l'existence de ’estimation paramétrique du maxi-
mum de vraisemblance. Cette condition, énoncée ci-dessous, serait la méme pour les

lois de Weibull tronquées et pour les lois log-logistique tronquées.

Considérons les fonctions h et ()5 définies par :
. 9 N
h:0; — 05(01) tel que 8710gL (:pl, ey T (01, 05(61)) | wq, - ,um,n> =0,
2

m Ngq 05
Q2 1 02 — Q2(0;) = ZZ (qu — :Uzz) .

q=1 k=1

Nous conjecturons que si QQ(EIIEO h(6y)) > 0, alors 'estimation du maximum de vrai-
semblance existe et est solution des équations normales. Contrairement a la loi expo-
nentielle tronquée, un travail supplémentaire est nécessaire pour prouver théoriquement
cette condition. Mais 1’étude de simulations présentée dans le chapitre 5 viendra ren-

forcer cette conjecture.

En supposant que les conditions 3.3.1-3.3.7 soient satisfaites (ce qui implique que
la condition ci-dessus soit vérifiée), I'estimateur du maximum de vraisemblance du pa-
rametre de la loi de Weibull tronquée (ou de la loi log-logistique tronquée) est un
estimateur consistant de 6° et le vecteur \/ﬁ(gn - 90) est asymptotiquement normal

d’espérance nulle et de matrice de covariance (3.5).

L’expression formelle de la matrice de covariance asymptotique pour les distribu-
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tions de Weibull et log-logistique n’est pas donnée car contrairement a la distribution
exponentielle, certaines des espérances de cette matrice ne se calculent pas explicite-

ment.






Chapitre 5

Estimation par intervalle du

parametre

L’établissement des propriétés asymptotiques précédentes permet d’associer a l’esti-
mation du parametre de la distribution obtenue un intervalle de confiance asymptotique
de type Wald. Il est donc légitime de se poser la question de la qualité de I’estimation
par intervalle de l'estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance. Une se-
conde étude de simulations est mise en ceuvre. Des problemes de maximisation de la
vraisemblance empéchent le calcul de I'intervalle de confiance. Nous faisons le lien entre
ces échecs et la condition d’existence du maximum de vraisemblance que nous avons
énoncée au chapitre 4. Par ailleurs, certaines estimations des probabilités de couver-
ture des intervalles de confiance de type Wald sont éloignées du niveau attendu. Nous
explorons le biais, la normalité et la variance de ’estimateur, qui sont trois sources
potentielles d’estimations non satisfaisantes. A la vue des résultats de cette étude de
simulations, un autre intervalle de confiance est exploré. Les propriétés asymptotiques
établies précédemment permettent de vérifier que le rapport de vraisemblance suit tou-
jours asymptotiquement une distribution du chi-2 quand les données sont tronquées a
droite. Nous calculons donc les intervalles de confiance fondés sur le rapport de vrai-

semblance profilée. Nous avons choisi de présenter séquentiellement les résultats pour

69
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I'intervalle de confiance de Wald et l'intervalle de confiance de la vraisemblance profilée,

mais ces résultats ont été obtenus a partir de la méme étude de simulations.

5.1 Intervalle de confiance de type Wald

Des régions de confiance pour le parameétre vectoriel inconnu 6° et des intervalles de
confiance pour chaque composante du parametre % peuvent étre calculés a partir de la
distribution asymptotique de I’estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance.

-iéme

L’intervalle de confiance a 100(1 — a)% de type Wald pour la j composante du

parametre vectoriel 6° est :

ICIOO(I—&)% (‘9;]> -

e[, ]

——1
oll 21_q/2 est le quantile a 100(1 —ca/2)% de la loi normale centrée réduite et {1(90) ]
JJ

|
est le ji®me ¢lément de la diagonale de I'estimation [I (60)} de la matrice de covariance

asymptotique [1(6°)] "
Dans l'expression (3.5), en remplagant 6° par é’\n et les quantités A\, par n,/n pour

tout ¢ = 1,...,m et par 0 pour tout g =m +1,..., M, on estime [/ (00)]jp, pour tout

i ) . (5.1)

Mais en pratique 'espérance Ej est estimée et la composante de rang (4, p) de la matrice

i ) . (5.2)

Efron et Hinkley (1978) ont montré que, quand I'espérance Ejy & une forme explicite, il

1<j,p<r, par

g
n ”L

7 0%log (fo(Xq1;0))
2 (‘ aej-ae;

g=1

I (6°) est approximée par :

[ ] IR ( 0log (fi,(wi;0))
p N 06,00,

=1

valait mieux utiliser l'estimation (5.2) que l'estimation (5.1).
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5.2 Qualité de lestimation par intervalle de type

Wald

5.2.1 Design

Une étude de simulations a été mise en ceuvre a 'aide du logiciel R (R Core Team,
2012) pour évaluer la qualité de 'estimation par intervalle, en termes de biais et de
probabilités de couverture, a taille d’échantillon finie et asymptotiquement. Le biais a

été étudié a cause de son influence sur les probabilités de couverture.

Les délais de survenue ont été générés a partir des trois modeles de distribution
considérés précédemment : exponentiel, Weibull et log-logistique. Deux valeurs du pa-
rametre #; ont été considérées pour la distribution exponentielle : 0.006 et 0.05. Les
mémes valeurs ont été utilisées pour le parametre d’échelle #; des lois de Weibull et
log-logistique. Pour le parametre de forme 65, les valeurs 0.5 et 2 ont été choisies. Les
fonctions de base rexp, rweibull et la fonction rllogis du package eha ont été utilisées
pour la génération des délais de survenue. Les délais de troncature ont été générés
indépendamment des délais de survenue et selon la loi uniforme discrete de support
(1) = {0.1,0.2,0.3,...,7} ou 7 est un multiple de 0.1. Le nombre décimal 7 a été
choisi de maniere a obtenir la proportion souhaitée p de données tronquées a droite.
Alors p et 7 sont liés par la relation suivante : p = (1/#7(7)) 2_,co(r) (1 — F)(u),
ou 1 — F est la fonction de survie du délai de survenue. Etant donné que 7 est un
nombre décimal, cette équation peut ne pas avoir de solution. Dans ce cas, le plus petit
nombre décimal 7 tel que l'ensemble .(7) = {0.1,0.2,0.3,...,7} vérifie 'inéquation
(L/#7(7)) Xuer() (1 — F)(u) < p a été choisi. Les valeurs {0.25,0.50,0.75} ont été
considérées pour la proportion p de données tronquées a droite. Les délais de tronca-
ture ont été générés a l'aide de la fonction sample du logiciel R. Pour chaque réalisation
du vecteur aléatoire (X, 7)), si le délai de survenue était inférieur au délai de tron-
cature, alors la réalisation était incluse dans la base. Sinon, une autre réalisation du

vecteur aléatoire (X, T) était simulée. Des réalisations du vecteur aléatoire (X, T") ont
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été générées jusqu’a ce que la taille d’échantillon atteigne la valeur fixée n. Les valeurs
{100, 200, 500, 1000} ont été considérées pour la taille d’échantillon n. Pour chaque taille
d’échantillon n, le tableau 5.1 présente les différents scénarios obtenus en croisant les
différents parametres des simulations.

Pour chaque scénario, 1000 réplications ont été simulées. A partir des résultats de
ces 1000 réplications, les estimations du biais et des probabilités de couverture des
intervalles de confiance & 95% de type Wald ont été calculées pour chaque composante
du parametre vectoriel 6.

La fonction maxzLik du package maxLik du logiciel R a été utilisée pour la maxi-
misation de la vraisemblance. Nous avons fait appel a I’algorithme de Newton-Raphson
pour la distribution exponentielle et a 1’algorithme de Nelder-Mead pour les lois de

Weibull et log-logistique.

Remarque 5.2.1. La variable aléatoire T' avait été simulée selon une loi uniforme conti-
nue dans la premiere étude de simulations. Mais ’examen des propriétés asymptotiques
de l'estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance nous a conduit a faire
I’hypothese qu’il y avait un nombre fini de délais de troncature distincts dans la po-
pulation. Nous avons donc changé le processus de simulation et choisi de générer la
variable aléatoire T selon une loi uniforme discrete. Dans la premiere étude de simu-
lations, la probabilité x qu'une réalisation de X appartienne a l'intervalle [0, 7] des
valeurs observables de X avait été choisie comme parametre des simulations. Pour cette
deuxieme étude de simulations, nous avons préféré considérer la proportion p de données

tronquées.

5.2.2 Résultats
5.2.2.1 Biais et probabilités de couverture

Quelle que soit la famille de lois, la maximisation a échoué pour certaines réplica-
tions. Par conséquent, les estimations du biais et des probabilités de couverture ont été

calculées sur I'ensemble des réplications ou il n’y a pas eu de probléeme de maximisation.
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TABLEAU 5.1 — Scénarios de I’étude de simulations n° 2 : trente scénarios différents pour
une taille d’échantillon, obtenus en considérant trois familles de distributions pour le
délai de survenue, différentes valeurs du parametre 6 de la distribution et trois valeurs de
la proportion p de données tronquées a droite. Les délais de troncature ont été simulés
selon une loi uniforme discrete de support {0.1,0.2,...,7}. Le nombre décimal 7 a été
choisi de maniere a obtenir la proportion souhaitée p de données tronquées.

Distribution 6 P T
Exponentielle  0.006 0.75  100.9
Exponentielle  0.006 0.50  265.5
Exponentielle  0.006 0.25 653.3
Exponentielle  0.05 0.75 12.1
Exponentielle 0.05 0.50 31.8
Exponentielle  0.05 0.25 78.3
Weibull (0.006, 0.5) 0.75 32.1
Weibull (0.006, 0.5) 0.50 198.4
Weibull (0.006, 0.5) 0.25 898.9
Weibull (0.05,0.5) 075 3.8
Weibull (0.05,0.5) 050  23.7
Weibull (0.05,0.5) 0.25 107.7
Weibull (0.006, 2) 0.75  165.2
Weibull (0.006, 2) 0.50 2914
Weibull (0.006, 2) 0.25 590.7
Weibull (0.05, 2) 0.75 19.8
Weibull (0.05, 2) 0.50 34.9
Weibull (0.05, 2) 0.25 70.7
Log-logistique  (0.006, 0.5) 0.75 44.5
Log-logistique  (0.006, 0.5) 0.50  439.2
Log-logistique  (0.006, 0.5) 0.25 4489.1
Log-logistique  (0.05, 0.5)  0.75 5.2
Log-logistique  (0.05, 0.5)  0.50 52.5
Log-logistique (0.05, 0.5) 0.25  538.3
Log-logistique  (0.006, 2)  0.75  187.7
Log-logistique (0.006, 2)  0.50  388.4
Log-logistique  (0.006, 2)  0.25  928.7
Log-logistique  (0.05, 2) 0.75 22.5
Log-logistique (0.05, 2) 0.50 46.5
Log-logistique  (0.05, 2) 025 1113
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Distribution exponentielle Dans le tableau 5.2 sont rassemblés les estimations du
biais, les estimations des probabilités de couverture et les nombres de problemes de
maximisation pour la distribution exponentielle.

L’estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance a tendance a étre légere-
ment positivement biaisé. Quelle que soit la valeur de 6, le biais diminue quand la taille
d’échantillon augmente ou quand la proportion de données tronquées a droite diminue.
Ces résultats sont cohérents avec les résultats de I'étude de simulations présentée au
chapitre 2.

Quand la proportion de données tronquées est égale a 0.75, il y a une amélioration des
estimations des probabilités de couverture quand la taille d’échantillon augmente. Les
estimations sont plus élevées qu’attendu pour les plus petites tailles d’échantillon. Pour
les autres proportions de données tronquées, les estimations sont toujours satisfaisantes.

Le nombre de probléemes de maximisation diminue quand la taille d’échantillon aug-
mente ou quand la proportion de données tronquées a droite diminue. La proportion de

problemes de maximisation atteint 13.3% des réplications.

Distributions de Weibull et log-logistique Les résultats sont analogues pour les
deux distributions. Dans le tableau 5.3 (resp. tableau 5.4) sont rassemblés les estimations
du biais, les estimations des probabilités de couverture et les nombres de problemes de
maximisation pour la distribution de Weibull (resp. log-logistique).

Quel que soit le parametre, I'estimateur du maximum de vraisemblance a tendance
a étre positivement biaisé. Le biais diminue quand la taille d’échantillon augmente ou
quand la proportion de données tronquées a droite diminue. Le biais est peu élevé pour
la composante 6 tandis qu’il peut parfois étre inacceptablement élevé pour le parametre
f,, méme pour de grandes tailles d’échantillon. La encore, ces résultats sont cohérents
avec les résultats de ’étude de simulations présentée au chapitre 2.

Quel que soit le scénario, les estimations des probabilités de couverture sont toujours
satisfaisantes pour le parametre 6s.

En revanche, pour le parametre 6, il y a des triplets (6y, 02, p) ou les probabilités
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TABLEAU 5.2 — Résultats de I’étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la
distribution exponentielle : biais (><1O4)7 probabilité de couverture des intervalles de
confiance a 95% de type Wald (PC;) et nombre de problemes de maximisation (Pbs),
pour deux valeurs du parametre 0, de la distribution exponentielle, trois proportions p
de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

66 p n Biais(#;) PCy(6;) Pbs

x10%

0.006 0.75 100 9.492 0.98 114
200 3.172 0.97 42

500 0.311 0.96 4
1000 0.760 0.94 0
0.50 100 0.667 0.95 0
200 0.640 0.95 0

500 -0.100 0.95 0
1000 0.257 0.94 0
0.25 100 0.511 0.96 0
200 0.221 0.95 0

500 -0.086 0.94 0
1000 0.103 0.95 0
0.05 0.75 100 93.73 0.98 133
200 33.29 0.97 43

500 9.403 0.95 5
1000 3.560 0.94 0
0.50 100 7.097 0.95 0
200 3.962 0.95 0

500 0.406 0.95 0
1000 1.022 0.95 0
0.25 100 8.661 0.95 0
200 0.366 0.96 0

500 3.829 0.95 0
1000 0.867 0.95 0
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de couverture sont toujours satisfaisantes (il s’agit des plus petites valeurs de p) mais
il y a aussi des triplets (6, 62, p) ou les probabilités de couverture des intervalles de
confiance de type Wald sont anormalement plus basses qu’attendu (il s’agit des plus
grandes valeurs de p). Ces probabilités de couverture anormalement faibles surviennent
plus souvent pour les petites tailles d’échantillons (dans ces cas-la, il y a une amélio-
ration quand la taille d’échantillon augmente) mais il y a aussi des triplets (0y, 6, p)
ou les probabilités de couverture sont inacceptablement peu élevées quelle que soit la
taille d’échantillon (il y a méme parfois une dégradation quand la taille d’échantillon
augmente).

Le nombre de probléemes de maximisation diminue quand la taille d’échantillon aug-
mente ou quand la proportion de données tronquées a droite diminue. La proportion
de problemes de maximisation atteint 25.4% des réplications pour la distribution de

Weibull et 13.4% pour la distribution log-logistique.

5.2.3 Etude approfondie

L’objectif de cette section est d’essayer de comprendre pourquoi il y a parfois un
grand nombre de problemes de maximisation ou pourquoi certaines estimations des pro-
babilités de couverture des intervalles de confiance de type Wald pour le parametre (de
forme) sont éloignées du niveau attendu 95%. Pour le premier point, nous approfondis-
sons la condition d’existence du maximum de vraisemblance que nous avons énoncée
au chapitre 4. Pour le second point, nous explorons le biais, la normalité et la variance

de l'estimateur, qui sont trois sources potentielles d’estimations non satisfaisantes.

5.2.3.1 Problémes de maximisation

La statistique @1 (4.4) a été calculée pour les 1000 réplications de chaque scénario
ou le délai de survenue X suit une distribution exponentielle. Pour les distributions
de Weibull et log-logistique, une valeur 6,5 (de 6;) tres proche de 0 a été choisie et,

pour chaque réplication de chaque scénario, les quantités Oos = h(6;5) et Q2(0s5) ont été
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TABLEAU 5.3 — Résultats de I’étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la dis-
tribution de Weibull : biais (x 104), probabilité de couverture des intervalles de confiance
a 95% de type Wald (PC;) et nombre de problémes de maximisation (Pbs), pour quatre
valeurs du parametre (61, 65) de la distribution de Weibull, trois proportions p de don-
nées tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

01 92 P n Blals<91) PC1(91) B1a18(¢92> PCl(Qg) Pbs

x10% x10%

0.006 05 0.75 100 2203 0.93 430.7  0.95 241
200 1240  0.92 199.5  0.96 169

500 48.66  0.91 66.87  0.97 99
1000 25.43  0.89 31.19 095 44
0.50 100 27.42  0.88 163.7  0.97 82
200 16.99  0.89 86.34  0.96 18

500 6.045  0.91 20.02  0.95 0
1000 2.254  0.93 0.021  0.95 0
0.25 100 3.208  0.91 79.80  0.94 1
200 2.767  0.91 2750  0.94 0

500 0.638  0.96 6.204  0.96 0
1000 0471  0.96 9.792  0.95 0

0.05 0.5 0.75 100 1928  0.94 392.1 097 254
200 1128 091 251.6  0.94 199

500 4376 0.89 70.46  0.96 120
1000 219.1  0.89 25.43  0.97 36
0.50 100 253.3  0.87 1411 0.96 75
200 160.0  0.89 92.68  0.95 18

500 54.43  0.90 23.06  0.95 0
1000 34.74  0.94 8.302  0.96 0
0.25 100 36.73  0.93 113.1  0.96 3
200 8.171  0.93 30.54  0.95 0

500 7.961  0.94 20.52  0.95 0
1000 2.829  0.95 8.651  0.94 0
0.006 2 0.75 100 2813 0.85 501.6  0.93 16
200 3.034  0.89 230.2  0.92 6

500 0.961  0.94 1044 0.95 0
1000 -0.812  0.94 30.16  0.94 0
0.50 100 20.670  0.96 303.7  0.95 0
200 -0.405  0.96 96.58  0.95 0

500 20.092  0.96 67.81  0.95 0
1000 -0.101  0.95 20.96  0.94 0
0.25 100 0.343  0.94 2239  0.94 0
200 0.129  0.95 170.6  0.96 0

500 20.050  0.94 49.35  0.96 0
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TABLEAU 5.3 — (Suite et fin) Résultats de 1'étude de simulations n° 2 (1000 réplications)
pour la distribution de Weibull : biais (x 104), probabilité de couverture des intervalles
de confiance a 95% de type Wald (PC;) et nombre de problemes de maximisation (Pbs),
pour quatre valeurs du parametre (61, 6,) de la distribution de Weibull, trois proportions
p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

01 92 P n Blals<91) PC1(91) B1a18(¢92> PCl(Qg) Pbs

x10% x10%

1000 0.070  0.95 20.92  0.96 0

0.05 2 0.75 100 3487 0.84 518.8  0.94 2
200 2265  0.89 212.7  0.93 0

500 1559  0.93 72.90  0.93 0
1000 -7.311  0.95 20.40  0.96 0
0.50 100 3119 0.95 1541 0.96 1
200 2074 0.97 1441  0.95 0

500 1741 0.95 62.75  0.95 0
1000 -1.049  0.97 4131 0.94 0
0.25 100 2.044  0.95 209.1  0.94 0
200 1416  0.95 4824  0.95 0

500 0.440  0.95 4495  0.95 0
1000 -0.087  0.95 1472 0.96 0
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TABLEAU 5.4 — Résultats de I’étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la
distribution log-logistique : biais (><104), probabilité de couverture des intervalles de
confiance a 95% de type Wald (PC;) et nombre de problemes de maximisation (Pbs),
pour quatre valeurs du parametre (61, 6) de la distribution log-logistique, trois propor-
tions p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

01 92 P n Blals<91) PC1(91) B1a18(¢92> PCl(Qg) Pbs

x10% x10%

0.006 05 0.75 100 1401 0.88 2027 097 134
200 7426 0.88 0.97  0.96 56

500 27.10  0.87 47.06  0.96 14
1000 15.49  0.89 2651  0.95 2
0.50 100 25.84  0.86 1154  0.96 5
200 16.81  0.90 76.32  0.95 1

500 5760 0.94 35.05  0.96 0
1000 1.164  0.93 1.861  0.93 0
0.25 100 7.102  0.92 98.44  0.95 0
200 4.093  0.93 3826 0.95 0

500 1.742  0.94 3720  0.94 0
1000 0.870  0.94 4580  0.95 0

0.05 0.5 0.75 100 1354 0.91 3295 096 127
200 705.1  0.89 1721 0.96 71

500 258.6  0.90 55.96  0.95 11
1000 96.04  0.89 1.360  0.95 0
0.50 100 246.0  0.87 1377 0.95 8
200 1029  0.89 31.08  0.95 0

500 50.80  0.91 16.96  0.95 0
1000 33.60  0.94 23.01  0.95 0
0.25 100 70.48  0.92 1127 0.96 0
200 27.30  0.93 61.43  0.94 0

500 1341 0.94 3434 0.95 0
1000 7.128  0.95 6.683  0.93 0
0.006 2 0.75 100 0.729  0.91 720.9  0.94 9
200 20532 0.95 195.8  0.96 1

500 0326 0.95 96.78  0.94 0
1000 -0.139  0.95 3210  0.94 0
0.50 100 0.438  0.95 4871 0.95 0
200 0.162  0.95 116.2  0.94 0

500 0.061  0.95 106.3  0.93 0
1000 0.150  0.95 5751 0.95 0
0.25 100 0.617  0.94 4303 0.94 0
200 0.103  0.95 1435  0.96 0

500 20.074 095 39.81  0.95 0
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TABLEAU 5.4 — (Suite et fin) Résultats de 1'étude de simulations n° 2 (1000 réplications)
pour la distribution log-logistique : biais (><104), probabilité de couverture des inter-
valles de confiance a 95% de type Wald (PC;) et nombre de problemes de maximisation
(Pbs), pour quatre valeurs du parametre (61, 6,) de la distribution log-logistique, trois

proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

b 6 p n Biais(f;) PCy(#;) Biais(fy) PCyi(6;) Pbs
x 107 x10*

1000 -0.094 0.95 30.85 0.95 0

0.05 2 0.75 100 -4.643 0.92 461.3 0.94 0
200 6.484 0.96 361.7 0.95 0

500 -1.035 0.96 88.71 0.96 0

1000 1.842 0.95 80.44 0.94 0

0.50 100 -1.733 0.95 3274 0.94 0

200 -1.424 0.95 96.25 0.95 0

500 -0.948 0.95 97.45 0.95 0

1000 -0.112 0.96 44.67 0.96 0

0.25 100 2.507 0.95 373.2 0.94 0

200 1.377 0.95 189.6 0.96 0

200 -0.086 0.95 53.41 0.94 0

1000 0.465 0.95 49.53 0.95 0
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calculées.

Les tableaux 5.5-5.7 rassemblent, pour chaque scénario, le nombre de réplications ou
il y a eu un probleme de maximisation, le nombre de réplications ou la condition d’exis-
tence n’était pas satisfaite (donc en réalité le maximum de vraisemblance n’existait pas
pour la distribution exponentielle ou était suspecté de ne pas exister pour les distribu-
tions de Weibull et log-logistique) et le nombre de réplications ou il y avait cohérence
entre la survenue d’'un probleme de maximisation et la vérification de cette condition
d’existence (nous avons additionné le nombre de réplications ou il y avait un probleme
de maximisation et ou la condition d’existence n’était pas satisfaite et le nombre de ré-
plications ot il n’y avait pas de probleme de maximisation et ol la condition d’existence
était satisfaite).

Les tableaux 5.5-5.7 montrent que, quel que soit le scénario, il y a coincidence presque
parfaite entre la survenue d’un probleme de maximisation et la non-vérification de cette
condition d’existence.

Pour la distribution exponentielle, tous les problemes de maximisation excepté un
(ou la statistique () était positive mais tres proche de 0) sont survenus quand la condi-
tion d’existence n’était pas satisfaite (Tableau 5.5).

Pour les autres distributions, il y a quelques discordances (Tableaux 5.6-5.7). Pour
les scénarios ou le parametre 0, était strictement inférieur a 1, il y avait deux types de

discordances :

1. Il y avait un probleme de maximisation et la condition d’existence était satisfaite
mais la statistique ()2 était presque nulle. Peut-étre n’avons-nous pas choisi 6,

assez proche de 0 pour ces réplications ?

2. L’estimation du maximum de vraisemblance a été obtenue et la condition d’exis-
tence n’était pas vérifiée mais I'estimation de #; était tres inférieure a la vraie

valeur du parametre et le gradient correspondant était loin d’étre nul.

Le premier type de discordance est le plus répandu.

Pour les scénarios ou le parametre 05 est strictement supérieur a 1, il y avait un seul
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type de discordances. L’estimation du maximum de vraisemblance a été obtenue et la
condition d’existence n’était pas satisfaite mais I’estimation obtenue était tres inférieure
a la vraie valeur du parametre, le gradient correspondant était presque nul, la variance
tres élevée et la statistique @QQ2(fas) tres élevée en valeur absolue. Ces discordances

pourraient provenir de la limite suivante

. OlogL
Vo, > 1, 61911210 20,

(61) = 0.

On trouverait vraiment un parametre vectoriel (6y, 6s), pour lequel les équations nor-
males seraient vérifiées mais ou la fonction de vraisemblance n’atteindrait pas son maxi-

muin.

5.2.3.2 Biais

Le biais significatif d’un estimateur peut expliquer les estimations non satisfaisantes

des probabilités de couverture. Les tableaux 5.2-5.4 montrent que :

— Pour la distribution exponentielle, les triplets (61, p, n) ou les estimations des
probabilités de couverture sont supérieures a celles attendues sont les triplets (6,
p, n) ou l'estimateur du maximum de vraisemblance est biaisé (méme si le biais
correspondant est relativement faible). Les triplets (61, p, n) ou les estimations
des probabilités de couverture sont satisfaisantes sont ceux ou l’estimateur du
maximum de vraisemblance n’est pas biaisé.

— Pour les distributions de Weibull et log-logistique, les triplets (61, 63, p) ou les esti-
mations des probabilités de couverture pour le parametre 6; ont un comportement
anormal quand la taille d’échantillon augmente ou bien sont inacceptablement peu
élevées pour de petites tailles d’échantillon sont les triplets (01, 0o, p) ou 'estima-
teur du maximum de vraisemblance de 6, est biaisé (et le biais est important).
Les triplets (61, 02, p) ou les estimations des probabilité de couverture sont satis-
faisantes pour le parametre 6; (resp. #3) sont ceux ou l'estimateur du maximum

de vraisemblance de 6, (resp. ;) n’est pas biaisé.
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TABLEAU 5.5 — Résultats de 1'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la
distribution exponentielle : nombre de réplications ou il y a eu un probleme de maxi-
misation (Pbs), nombre de réplications ou la condition d’existence n’était pas satisfaite
(Cond) et nombre de réplications ou il y avait coincidence entre la survenue d’un pro-
bleme de maximisation et la vérification de la condition d’existence (Conc), pour deux
valeurs du parametre 6, de la distribution exponentielle, trois proportions p de données
tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

6, P n Pbs Cond Conc
0.006 0.75 100 114 114 1000
200 42 41 999

500 4 4 1000
1000 0 0 1000
0.50 100 0 0 1000
200 0 0 1000

500 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.25 100 0 0 1000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.05 0.75 100 133 133 1000
200 43 43 1000

200 ) 5 1000
1000 0 0 1000
0.50 100 0 0 1000
200 0 0 1000

500 0 0 1000
1000 0 0 1000

0.25 100 0 0 1000
200 0 0 1000

500 0 0 1000
1000 0 0 1000
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TABLEAU 5.6 — Résultats de I’étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la dis-
tribution de Weibull : nombre de réplications ot il y a eu un probleme de maximisation
(Pbs), nombre de réplications ou la condition d’existence n’était pas satisfaite (Cond)
et nombre de réplications ou il y avait coincidence entre la survenue d’un probleme
de maximisation et la vérification de la condition d’existence (Conc), pour quatre va-
leurs du parametre (0, 6;) de la distribution de Weibull, trois proportions p de données
tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

6, 0, p n Pbs Cond Conc
0.006 0.5 0.75 100 241 244 995
200 169 170 997

500 99 99 998

1000 44 40 996

0.50 100 82 79 989

200 18 20 998
200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.25 100 1 1 1000
200 0 0 1000
500 0 0 1000
1000 0 0 1000

0.05 0.5 0.75 100 254 251 997
200 199 200 999

500 120 120 998

1000 36 38 998

0.50 100 75 73 998

200 18 18 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.25 100 3 31000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.006 2 0.75 100 16 110 906
200 6 51 955

200 0 3 997
1000 0 0 1000
0.50 100 0 0 1000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000

0.25 100 0 0 1000
200 0 0 1000
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TABLEAU 5.6 — (Suite et fin) Résultats de 1'étude de simulations n° 2 (1000 réplications)
pour la distribution de Weibull : nombre de réplications ou il y a eu un probleme
de maximisation (Pbs), nombre de réplications ou la condition d’existence n’était pas
satisfaite (Cond) et nombre de réplications ou il y avait coincidence entre la survenue
d’un probleme de maximisation et la vérification de la condition d’existence (Conc),
pour quatre valeurs du parametre (01, ;) de la distribution de Weibull, trois proportions
p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

6, 0, p n Pbs Cond Conc

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.05 2 0.75 100 2 106 896
200 0 48 952

500 0 9 991
1000 0 0 1000
0.50 100 1 1 1000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.25 100 0 0 1000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000




86 CHAPITRE 5. ESTIMATION PAR INTERVALLE DU PARAMETRE

TABLEAU 5.7 — Résultats de I’étude de simulations n° 2 (1000 réplications) pour la distri-
bution log-logistique : nombre de réplications ot il y a eu un probleme de maximisation
(Pbs), nombre de réplications ou la condition d’existence n’était pas satisfaite (Cond)
et nombre de réplications ou il y avait coincidence entre la survenue d’un probleme de
maximisation et la vérification de la condition d’existence (Conc), pour quatre valeurs
du parametre (6;,0) de la distribution log-logistique, trois proportions p de données
tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

6, 0, p n Pbs Cond Conc
0.006 0.5 0.75 100 134 119 985
200 56 48 992

500 14 13 999
1000 2 1 999
0.50 100 5 2 997
200 1 0 999

200 0 0 1000
1000 0 0 1000

0.25 100 0 0 1000
200 0 0 1000

500 0 0 1000
1000 0 0 1000

0.05 0.5 0.75 100 127 124 997
200 71 70 999

200 11 9 998
1000 0 0 1000
0.50 100 8 6 998
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000

0.25 100 0 0 1000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.006 2 0.75 100 9 24 985
200 1 3 998

200 0 0 1000
1000 0 0 1000

0.50 100 0 0 1000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000

0.25 100 0 0 1000
200 0 0 1000
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TABLEAU 5.7 — (Suite et fin) Résultats de 1'étude de simulations n° 2 (1000 réplications)
pour la distribution log-logistique : nombre de réplications ou il y a eu un probléeme de
maximisation (Pbs), nombre de réplications ou la condition d’existence n’était pas sa-
tisfaite (Cond) et nombre de réplications ou il y avait coincidence entre la survenue d’'un
probléme de maximisation et la vérification de la condition d’existence (Conc), pour
quatre valeurs du parametre (6;,62) de la distribution log-logistique, trois proportions
p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

6, 0, p n Pbs Cond Conc

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.05 2 0.75 100 0 24 976
200 0 2 998

500 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.50 100 0 0 1000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
0.25 100 0 0 1000
200 0 0 1000

200 0 0 1000
1000 0 0 1000
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5.2.3.3 Normalité

Nous avons construit les histogrammes des estimations du maximum de vraisem-
blance pour chaque parametre et pour chaque scénario. Les scénarios ou les estimations
des probabilités de couverture sont satisfaisantes sont les scénarios ol les histogrammes
des estimations ressemblent a un histogramme de loi gaussienne. C’est le cas pour le

parametre 0y (Figures 5.1 et 5.2).

Sur les figures 5.3-5.6 sont rassemblés quelques exemples d histogrammes pour quelques
scénarios ou les estimations des probabilités de couverture ne sont pas satisfaisantes.
Ces histogrammes sont typiques du comportement général de ’estimateur du maximum
de vraisemblance dans ce cas-la. On remarque qu’il y a une amélioration quand la taille
d’échantillon augmente ou quand la proportion de données tronquées diminue. Un écart
entre la distribution de I'estimateur et la distribution gaussienne peut expliquer les es-
timations non satisfaisantes des probabilités de couverture. Les histogrammes montrent
que pour la distribution exponentielle, les triplets (61, p, n) ou les estimations des pro-
babilités de couverture sont supérieures a celles attendues sont les triplets (61, p, n) ou
la distribution de I'estimateur du maximum de vraisemblance est la plus éloignée de la
distribution gaussienne (Figures 5.3 et 5.4), c’est-a~dire quand la taille d’échantillon est
petite (n=100) et la proportion de données tronquées importante (p=0.75). Les figures
5.5 et 5.6 présentent les histogrammes de quelques scénarios ou le délai de survenue
est généré selon la distribution de Weibull. Les histogrammes sont semblables pour les
scénarios correspondants quand le délai de survenue est généré selon la distribution log-
logistique. Pour les distributions de Weibull et log-logistique, les quadruplets (61, 0s,
p, n) ou les estimations des probabilités de couverture ne sont pas satisfaisantes pour
le parametre 6; sont les quadruplets (6y, 0, p, n) ou la distribution de I'estimateur du
maximum de vraisemblance de 0, est la plus éloignée de la distribution gaussienne. La
figure 5.6 montre que, quand la proportion de données tronquées est élevée (p=0.75),
la normalité asymptotique ne semble pas étre atteinte pour les plus grandes tailles

d’échantillon (n=1000).
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FIGURE 5.1 — Résultats de I'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la dis-
tribution de Weibull : histogrammes des estimations du maximum de vraisemblance du
parametre 6 pour n=100, #;=0.006, #,=0.5 et trois proportions de données tronquées
a droite p.

Abréviation : EMV, estimation du maximum de vraisemblance.
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FIGURE 5.2 — Résultats de 1'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la dis-
tribution de Weibull : histogrammes des estimations du maximum de vraisemblance du
parametre 0y pour p=0.75, #;=0.006, #;=0.5 et quatre tailles d’échantillon n.
Abréviation : EMV, estimation du maximum de vraisemblance.
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FIGURE 5.3 — Résultats de I'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la dis-
tribution exponentielle : histogrammes des estimations du maximum de vraisemblance
pour n=100, #;=0.006 et trois proportions de données tronquées a droite p.
Abréviation : EMV, estimation du maximum de vraisemblance.
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FIGURE 5.4 — Résultats de 1'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la dis-
tribution exponentielle : histogrammes des estimations du maximum de vraisemblance
pour p=0.75, #;=0.006 et quatre tailles d’échantillon n.

Abréviation : EMV, estimation du maximum de vraisemblance.
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FIGURE 5.5 — Résultats de I'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la dis-
tribution de Weibull : histogrammes des estimations du maximum de vraisemblance du
parametre 6; pour n=100, #;=0.006, #,=0.5 et trois proportions de données tronquées
a droite p.

Abréviation : EMV, estimation du maximum de vraisemblance.
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FIGURE 5.6 — Résultats de 1'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la dis-
tribution de Weibull : histogrammes des estimations du maximum de vraisemblance du
parametre 6; pour p=0.75, #;=0.006, #;=0.5 et quatre tailles d’échantillon n.
Abréviation : EMV, estimation du maximum de vraisemblance.
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5.2.3.4 Matrice de covariance

Remplacer la matrice de covariance asymptotique par son estimation (5.2) pour dé-
river les intervalles de confiance peut impacter les estimations des probabilités de cou-
verture. Nous souhaitons évaluer cet impact. La vraie valeur des parametres (6°, \,, ¢ =
1,..., M) peuvent étre utilisés pour obtenir d’autres expressions de la matrice a inver-
ser et des intervalles alternatifs basés sur ces autres expressions de la matrice peuvent
étre calculés. Nous comparons les estimations des probabilités de couverture des inter-
valles de confiance avec les estimations des probabilités de couverture de ces intervalles
alternatifs qui ne sont pas des intervalles de confiance puisque les vraies valeurs des pa-
rametres sont utilisées. Afin de distinguer 'impact de I’estimation de 6 de I'impact de
I'estimation des quantités A, dans I'estimation de la matrice de covariance, différentes
expressions de la matrice a inverser sont considérées. Cependant, la matrice obtenue
en substituant simplement #° dans I'expression (5.2) (expression 1) peut ne pas étre
définie positive et donc inversible. Pour cette raison, une autre estimation de 1’espé-

rance Fy sera utilisée pour minimiser la survenue de ce probleme (expressions 2-5). Les

expressions suivantes de la matrice sont considérées :

Expression 1 En remplacant I'estimation én par sa vraie valeur #°, on obtient 'ex-

)

Cependant, pour les distributions de Weibull et log-logistique, la matrice sous-

pression I

1 0?log fi, (2;0)
O] = Y =V
[I 1 ]jp N Z n < 00,00,

i=1

jacente était rarement définie positive. Par conséquent, les estimations des pro-
babilités de couverture des intervalles alternatifs obtenus a partir de ’expression

I™ ne sont disponibles que pour la distribution exponentielle.

Expression 2 Pour les distributions de Weibull et log-logistique, nous avons utilisé

@1)'

Pestimation (5.1) de [I (6°)],, pour 1 < j,p <

i Nap [ _ 0*log (fo(Xq130))
n O 09j39p

g=1
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Pour la distribution exponentielle, cela conduit a la méme estimation [I/(\GO)} et
ne produit pas d’expression alternative. Etant donné que ’espérance n’a pajsp de
forme explicite pour les deux autres distributions, nous avons utilisé la fonction
integral du logiciel R pour approximer l'espérance Fy. Cette approximation est
notée E@. Pour s’assurer que les résultats soient comparables, nous avons d’abord
déterminé les estimations des probabilités de couverture des intervalles alternatifs

basés sur la matrice I® ol I'approximation Ej; de l'espérance, l'estimation du

parametre vectoriel @\n et les estimations des quantités )\, sont utilisées :

)

L’expression 2 est une expression intermédiaire permettant d’introduire la troi-

m 2
@] — g | 0*logfy(Xq1;0)
[I ]jp Z EGn ( agjaep

sieme expression.

Expression 3 Maintenant, I’estimation du parametre vectoriel gn est remplacé par

sa vraie valeur §° dans I'expression 1®, ce qui nous permet d’obtenir I’expression

S
J)

Les estimations des probabilités de couverture des intervalles alternatifs calculés

_ Zm: ngp ( Plogfi(X;0)
B ” 96,00,

a partir des expressions I ou I® sont disponibles pour les distributions de

Weibull ou log-logistique.

Expression 4 La quatrieme expression de la matrice a inverser permet d’étudier
I'influence de l'estimation des quantités A,. Pour tout ¢ = 1,..., M, la vraie

valeur de la quantité )\, est :

P (T =wuy) P(X < uy)

Ao = P(T> X)

Considérant les M délais de troncature distincts qui peuvent étre observés dans

la population dont est issu I’échantillon et les vraies valeurs des quantités ), on
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obtient I'expression I®* de la matrice :

M
Plogfy(Xor: 0)
@] _ (. a(Aq1;
1 Zqzl AqE{%( 06,00,

y
y

pour les autres distributions. Malheureusement, malgré 'utilisation de I’approxi-

pour la distribution exponentielle et

(7] :i)\ 7 [ 9logfy(Xq;0)
i = 2P, 96,00,

mation Ej , cette matrice n’était pas systématiquement définie positive pour les
distributions de Weibull et log-logistique. Par conséquent, les résultats de l'in-
fluence de I'estimation des quantités A, sont disponibles seulement pour la distri-

bution exponentielle.

Expression 5 Enfin, l'effet cumulé de I'estimation du parametre vectoriel 6 et des

quantités A\, a été étudié. On obtient ainsi la cinquieme matrice / (%) d’expression

)

M
1ogf,(X,130)
9] = Ep | — Lt
1], ;Aq 9( 26,00,

pour la distribution exponentielle et

)

pour les autres distributions. Les estimations des probabilités de couverture des

M
[ Plogfy(Xe:6)
5] _ - a( Xl
1], ;AQEQ( 20,00,

intervalles alternatifs obtenus & partir de cette matrice 1® sont disponibles pour

les trois distributions.

Le tableau 5.8 résume l'obtention de ces expressions. Comme nous ’avons déja dit,

les intervalles calculés a partir de ces expressions de la matrice a inverser ne sont pas des

intervalles de confiance puisqu’ils sont basés sur les vraies valeurs des parametres qui
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sont inconnus en pratique; ce sont des intervalles alternatifs et sont seulement utilisés
afin d’étudier I'influence de I'estimation de la matrice de covariance asymptotique dans
I’estimation des probabilités de couverture.

En complément, la “vraie” valeur de I’écart-type asymptotique (valeur exacte pour
la distribution exponentielle et valeur approximée a l’aide de ’approximation Ego pour
les autres distributions) obtenue a partir de I'expression 5, et son estimation basée sur
les réplications ont été calculées pour chaque composante du parametre vectoriel 6.

Les résultats pour la distribution exponentielle sont rassemblés dans le tableau D.1
de l'annexe D. Les estimations des probabilités de couverture supérieures a celles at-
tendues ne viennent pas d’un biais de I'estimateur de la variance asymptotique. Etant
donné que ce biais est directement lié au biais de ’estimateur du parametre 6, ces es-
timations non satisfaisantes des probabilités de couverture des intervalles de confiance
de type Wald semblent provenir d’'un écart a la normalité. Pour les triplets (61, p, n)
ou les probabilités de couverture sont satisfaisantes, I’écart-type est bien estimé.

Les résultats sont similaires entre la distribution de Weibull et la distribution log-
logistique. Les résultats pour le parametre 6; de la distribution de Weibull (resp. log-
logistique) sont présentés dans le tableau D.2 (resp. tableau D.3) de I'annexe D. Pour
les triplets (01, 0o, p) ou les estimations des probabilités de couverture des intervalles de
confiance de type Wald sont satisfaisantes, I’écart-type est bien estimé. Les variations
avec n pour ces triplets semblent provenir des fluctuations d’échantillonnage, d’un biais
résiduel ou d'un écart résiduel a la normalité.

Pour les triplets (01, 02, p) ou les estimations des probabilités de couverture des inter-
valles de confiance de type Wald sont inférieures au niveau attendu et pour lesquels les
variations de ces estimations avec n est anormal, une amélioration des probabilités de
couverture quand la taille d’échantillon augmente ou quand la proportion de données
tronquées diminue apparaissent quand 1’expression 3 est utilisée. Cependant, les estima-
tions des probabilités de couverture sont presque toujours inférieures avec 13 qu’avec
179\0), ce qui s’explique par le biais et I’écart a la normalité. Pour les triplets (0, 05,

p) ol les estimations des probabilités de couverture des intervalles de confiance de type
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TABLEAU 5.8 — Etude de simulations n°2 : estimation de l'inverse de la matrice de
covariance asymptotique utilisée pour calculer les intervalles de confiance et expressions
alternatives utilisées pour calculer des intervalles alternatifs.

1(6°) 7D 72 73 T4 75
— — — or — or
’ n =1 n =1 ’ ’ n =1 * n =1 ’
0 0=0, 6=6" 6=0, 6=0" 0=0, 6 =0°
Ao T e e e A
n n n n

Wald étaient anormalement faibles par rapport au niveau attendu mais pour lesquels
la variation avec n est satisfaisante, I’écart entre les estimations observées et le niveau
attendu diminue quand Pexpression I est utilisée. Par conséquent, les estimations des
probabilités de couverture observées viennent d’un biais de I'estimateur de la variance
asymptotique (directement lié au biais de I'estimateur du parametre 6;), d'un biais de
I’estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance et d’un écart a la normalité,
et ces effets se compensent souvent.

Le tableau D.4 (resp. tableau D.5) de 'annexe D montre qu'il n’y a pas de biais de
I'estimateur de la variance asymptotique pour le parametre 6, de la distribution de

Weibull (resp. log-logistique).

5.3 Qualité de ’estimation par intervalle de la vrai-

semblance profilée

5.3.1 Intervalle de confiance de la vraisemblance profilée

La vraisemblance profilée permet de calculer des intervalles de confiance pour chaque

composante du parametre vectoriel 6. La théorie de la vraisemblance profilée a été déve-
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loppée dans un cadre multivarié pour des observations indépendantes et identiquement
distribuées. Dans ce cas, les propriétés asymptotiques de 'estimateur paramétrique du
maximum de vraisemblance suffisent a prouver que le rapport de vraisemblance profilée
suit asymptotiquement une distribution du chi-2, ce qui permet le calcul des intervalles
de confiance de la vraisemblance profilée (Pawitan, 2001). Pour des observations indé-
pendantes mais non-identiquement distribuées, sachant les propriétés asymptotiques de

0, présentées au chapitre 3 et suivant la démonstration de Pawitan (2001), la distribu-

tion asymptotique du rapport de vraisemblance profilée est inchangée.

Etant donné que la distribution exponentielle est décrite par un parametre scalaire
et que les distributions de Weibull et log-logistique sont décrites par un parametre
de dimension 2, cette méthode est présentée pour ces deux cas particuliers. Quand le
parametre est un scalaire, le rapport de vraisemblance profilée coincide avec le rapport

de vraisemblance et

N0 L(Jfl, ;In;en‘tla . 7tmn> i> 2
gL(xla ,.’En790|t1,. 7tn7n) n—+00 u

L’intervalle de confiance a 100(1 — «)% correspondant pour le parametre 6° est donné
par :

L(zy, ..., 200t ... th,m)
L(zy,...,2,;0|t1,. .. t,,n)

[CIOO(I—a)%<60) = {9; 2log < X%,la} ) (5.3)

oll X7 ,_, est le quantile & 100(1 — )% de la distribution du chi-2 & 1 degré de liberté.

Pour un parametre de dimension 2, § = (0, 0,), sa vraie valeur et son estimation
du maximum de vraisemblance sont 0° = (6%,69) et 6,, = (01,,604,). Pour calculer un
intervalle de confiance pour la composante 69, la méthode de la vraisemblance profilée
consiste a considérer #; comme le parametre d’'intérét et f; comme un parametre de

i I t lcul int lle d fi 1 te 69
nuisance. Inversement, pour calculer un intervalle de confiance pour la composante 65,
le parametre 0y est considéré comme parametre d’intérét et ; comme un parametre de

nuisance. Plus précisement, pour une valeur fixée de 6, ’estimation du maximum de
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vraisemblance de 6, est décrite par la fonction h déja introduite au chapitre 4 :

h:60; — @\2(91) tel que ilogL <a:1, U - (91,9\2(91))‘ ti,... ,tn,n> =0,
005

et la vraisemblance profilée de 6y est L(xy,...,x,; (01, h(01))|t1,. .., t,,n). Le rapport

de la vraisemblance profilée vérifie :

L(xla"'axn;(01n702n)|t17"'atnan) d 2

OgL(xlv <oy T (0?, h(@?))“l, ey b, n) n—+o00 X1

L’intervalle de confiance asymptotique a 100(1 — )% correspondant pour le paramétre
09 s'écrit :

L(ﬂj‘l, R (é\ln;‘/g;n) tl, ce ,tn,n)

IC1001—a(0°) = < 6: 21 2 . (54
100 )%< 1) : OgL(‘rlw"an;(ehh(el))‘tl?"'7tn7n) = XLl_a ( )

De maniere symétrique, un intervalle de confiance asymptotique a 100(1 — «)% pour la
composante f peut étre obtenu.

L’intervalle de confiance basé sur la vraisemblance profilée pourrait avoir un meilleur
comportement que les intervalles de type Wald car la méthode de la vraisemblance
profilée est moins sensible a la paramétrisation choisie (Pawitan, 2001). Nous avons
comparé dans I’étude de simulations présentée dans la section 5.2 les estimations des
probabilités de couverture des intervalles de confiance de type Wald et les estimations

des probabilités de couverture des intervalles de confiance de la vraisemblance profilée.

5.3.2 Etude de simulations

Pour chaque scénario de I'étude de simulations présentée dans la section 5.2 (cf.
tableau 5.2), les probabilités de couverture des intervalles de confiance & 95% basés sur
le rapport de vraisemblance ont été estimées si le délai de survenue suivait une dis-
tribution exponentielle et les estimations des probabilités de couverture des intervalles

de confiance a 95% basés sur la vraisemblance profilée ont été calculées si le délai de
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survenue suivait une distribution de Weibull ou log-logistique. Pour estimer les proba-
bilités de couverture, il n’a pas été nécessaire de calculer explicitement les intervalles
de confiance de la vraisemblance profilée. Pour la distribution exponentielle, si la vraie

valeur Y du parametre vérifie I'inégalité suivante :

L(zy, ..., x; §n|t1, R 0
L(zy, ..., xp;00t, ... ty,n)

210g < X%,l—oﬁ

alors I'intervalle de confiance (5.3) contient la vraie valeur du parametre. Pour les distri-
butions de Weibull et log-logistique, si la vraie valeur §° du parametre vérifie I'inégalité

suivante : R
L(:z:l,...,:cn;(eln,HQn) tl,...,tn,n)

2
< Xid—as
L(z1, (00, ROt tpym) L

2log

alors l'intervalle de confiance (5.3) contient la vraie valeur du parametre. En comp-
tabilisant le nombre de réplications, parmi 1000, ou cette inégalité était vérifiée, on
obtenait ’estimation de la probabilité de couverture. L’algorithme de Newton-Raphson

a été utilisé pour I'étape de maximisation nécessaire pour le calcul de la vraisemblance
profilée L(zy,...,2,; (0, h(09)|t1,. .. ta, ).
Les résultats concernant ces intervalles de confiance sont présentés dans les tableaux

5.9, 5.10 et 5.11.

Pour la distribution exponentielle, les estimations des probabilités de couverture

sont similaires pour les deux types d’intervalles de confiance.

Pour le parametre 65 des distributions de Weibull et log-logistique, les estimations
des probabilités de couverture sont semblables pour les deux types d’intervalles de
confiance. En revanche, pour le parametre 6;, les estimations des probabilités de cou-
verture des intervalles de confiance basés sur la vraisemblance profilée sont nettement

meilleures que celles des intervalles de confiance de type Wald.

L’étape de maximisation supplémentaire nécessaire pour établir I'intervalle de confiance
de la vraisemblance profilée du parametre 0y a échoué pour certaines réplications ou

Iestimation du maximum de vraisemblance du parametre vectoriel # avait pourtant été
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obtenue. Les estimations des probabilités de couverture de ces intervalles de confiance
ont donc été calculées sur I’ensemble des réplications ou il n’y avait pas de probleme de
maximisation. La proportion des réplications ou cette étape de maximisation supplé-
mentaire a échoué, parmi les réplications ot la maximisation initiale n’avait pas échoué,
a le méme comportement en fonction de la taille d’échantillon et de la proportion de
données tronquées que le nombre de problémes de maximisation initiale. Il atteint 11.7%

pour la distribution de Weibull et 1.3% pour la distribution log-logistique.

5.4 Application : Délai de survenue d’un lymphome

Revenons a l'analyse des 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti
TNF-« issus de la base de pharmacovigilance francaise. Ces données ont été présentées
dans la section 2.3 du chapitre 2.

Il y avait m = 59 délais de troncature distincts dans 1’échantillon observé. Comme il
n’y a eu aucun probleme d’approvisionnement durant la période de commercialisation
des traitements, le nombre M de délais de troncature distincts qui peuvent étre observés
dans la population dont est issu 1’échantillon coincide avec le nombre de semaines qui
se sont écoulées entre 'autorisation de mise sur le marché du traitement ayant été mis
sur le marché en premier, inflizimab, et la date d’analyse, c’est-a-dire M = 548.

Tous traitements confondus, nous avons calculé les quantités @); ou Q2(6s5) pour
les distributions exponentielle, de Weibull et log-logistique afin de savoir si la condition
d’existence du maximum de vraisemblance est satisfaite. Nous avons dérivé, pour ces
distributions, les estimations du maximum de vraisemblance (déja obtenues dans la sec-
tion 2.3 du chapitre 2) et les intervalles de confiance a 95% associés pour les parametres
des distributions.

Le tableau 5.12 montre que, quelle que soit la distribution, la quantité Q1 ou Q2(6as)
est strictement positive. L’estimation du maximum de vraisemblance du parametre de
la distribution existe pour la distribution exponentielle et semble exister pour les autres

distributions. Les estimations des parametres ainsi que leurs intervalles de confiance a
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TABLEAU 5.9 — Résultats de 1'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la
distribution exponentielle : probabilité de couverture des intervalles de confiance a 95%
de type Wald (PCy, pour rappel), probabilité de couverture des intervalles de confiance &
95% de la vraisemblance profilée (PCs) et nombre de problemes de maximisation (Pbs),
pour deux valeurs du parametre 0, de la distribution exponentielle, trois proportions p
de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

91 P n PCl(Gl) PCQ(¢91> Pbs
0.006 0.75 100 0.98 0.98 114
200 0.97 0.97 42

500 0.96 0.96 4
1000 0.94 0.94 0

0.50 100 0.95 0.95 0
200 0.95 0.94 0

500 0.95 0.95 0
1000 0.94 0.94 0
0.25 100 0.96 0.96 0
200 0.95 0.95 0

500 0.94 0.95 0
1000 0.95 0.95 0
0.05 0.75 100 0.98 0.98 133
200 0.97 0.97 43

500 0.95 0.95 )
1000 0.94 0.94 0

0.50 100 0.95 0.94 0
200 0.95 0.95 0

500 0.95 0.95 0
1000 0.95 0.95 0

0.25 100 0.95 0.94 0
200 0.96 0.96 0

200 0.95 0.95 0
1000 0.95 0.95 0
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TABLEAU 5.10 — Résultats de ’étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la
distribution de Weibull : probabilité de couverture des intervalles de confiance a 95% de
type Wald (CPy, pour rappel), probabilité de couverture des intervalles de confiance a
95% de la vraisemblance profilée (CPs), nombre de problemes de maximisation (Pbs) et
nombre de problemes supplémentaires de maximisation liés a la vraisemblance profilée
(Supp), pour quatre valeurs du parametre (6y,605) de la distribution de Weibull, trois
proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

b0 6 p =n PCi(61) PCy(61) PCi(62) PCy(2) Pbs Supp
0.006 0.5 0.75 100 0.93 0.95 0.95 0.96 241 89

200 0.92 0.97 0.96 0.96 169 22
200 0.91 0.97 0.97 0.98 99 4
1000 0.89 0.97 0.95 0.95 44 1
0.50 100 0.88 0.97 0.97 0.97 82 1
200 0.89 0.96 0.96 0.95 18 0
200 0.91 0.95 0.95 0.94 0 0
1000 0.93 0.95 0.95 0.95 0 0
0.25 100 0.91 0.95 0.94 0.94 1 0
200 0.91 0.93 0.94 0.94 0 0
500 0.96 0.97 0.96 0.96 0 0
1000 0.96 0.96 0.95 0.95 0 0

0.05 0.5 0.75 100 0.94 0.97 0.97 0.98 254 65

200 0.91 0.96 0.94 0.95 199 45

200 0.89 0.96 0.96 0.96 120 7
1000 0.89 0.98 0.97 0.97 36 0
0.50 100 0.87 0.97 0.96 0.96 5 4
200 0.89 0.96 0.95 0.95 18 0

200 0.90 0.94 0.95 0.95 0 0
1000 0.94 0.95 0.96 0.96 0 0
0.25 100 0.93 0.97 0.96 0.96 3 0
200 0.93 0.94 0.95 0.95 0 0

200 0.94 0.95 0.95 0.95 0 0
1000 0.95 0.95 0.94 0.95 0 0
0.006 2 0.75 100 0.85 0.96 0.93 0.96 16 23
200 0.89 0.96 0.92 0.94 6 2

500 0.94 0.95 0.95 0.95 0 0
1000 0.94 0.94 0.94 0.94 0 0
0.50 100 0.96 0.95 0.95 0.95 0 0
200 0.96 0.95 0.95 0.95 0 0

200 0.96 0.96 0.95 0.95 0 0
1000 0.95 0.95 0.94 0.94 0 0
0.25 100 0.94 0.94 0.94 0.94 0 0
200 0.95 0.95 0.96 0.95 0 2
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TABLEAU 5.10 — (Suite et fin) Résultats de I’étude de simulations n°2 (1000 répli-
cations) pour la distribution de Weibull : probabilité de couverture des intervalles de
confiance a 95% de type Wald (PCy, pour rappel), probabilité de couverture des inter-
valles de confiance a 95% de la vraisemblance profilée (PCy), nombre de problemes de
maximisation (Pbs) et nombre de problémes supplémentaires de maximisation liés a la
vraisemblance profilée (Supp), pour quatre valeurs du parametre (6, 6,) de la distri-
bution de Weibull, trois proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles
d’échantillon n.

91 92 P n PCl(Ql) PCg(el) PCl(eg) PCQ(QQ) Pbs Supp
500 0.94 0.95 0.96 0.95

1000 0.95 0.95 0.96 0.95

0.05 2 0.75 100 0.84 0.96 0.94 0.96
200 0.89 0.96 0.93 0.95

200 0.93 0.93 0.93 0.93

1000 0.95 0.95 0.96 0.96

0.50 100 0.95 0.96 0.96 0.96

200 0.97 0.97 0.95 0.95

500 0.95 0.95 0.95 0.95

1000 0.97 0.96 0.94 0.94

0.25 100 0.95 0.95 0.94 0.94

200 0.95 0.94 0.95 0.95

500 0.95 0.95 0.95 0.95

1000 0.95 0.95 0.96 0.96

DO DD DD DD DD O OO NOO
DO DD DD DD oo NN WOoOOo
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TABLEAU 5.11 — Résultats de ’étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la
distribution log-logistique : probabilité de couverture des intervalles de confiance a 95%
de type Wald (PCy, pour rappel), probabilité de couverture des intervalles de confiance &
95% de la vraisemblance profilée (PCsy), nombre de problemes de maximisation (Pbs) et
nombre de problemes supplémentaires de maximisation liés a la vraisemblance profilée
(Supp), pour quatre valeurs du parametre (61, 6,) de la distribution log-logistique, trois
proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

91 92 P n PCI(Ql) PCQ(@l) PC1(02) PCQ(QQ) Pbs
0.006 0.5 0.75 100 0.88 0.97 0.97 0.97 134
200 0.88 0.97 0.96 0.96 o6

200 0.87 0.96 0.96 0.95 14

[@p]

=
=]
i)

1000 0.89 0.94 0.95 0.95 2
0.50 100 0.86 0.96 0.96 0.96 5
200 0.90 0.95 0.95 0.95 1
200 0.94 0.96 0.96 0.96 0
1000 0.93 0.95 0.93 0.93 0
0.25 100 0.92 0.95 0.95 0.95 0
200 0.93 0.95 0.95 0.95 0
500 0.94 0.94 0.94 0.94 0
1000 0.94 0.95 0.95 0.95 0

0.05 0.5 0.75 100 0.91 0.97 0.96 0.96 127 1
200 0.89 0.97 0.96 0.96 71
200 0.90 0.96 0.95 0.95 11
1000 0.89 0.95 0.95 0.95 0
0.50 100 0.87 0.95 0.95 0.95
200 0.89 0.95 0.95 0.95
200 0.91 0.94 0.95 0.95
1000 0.94 0.94 0.95 0.95
0.25 100 0.92 0.95 0.96 0.96
200 0.93 0.94 0.94 0.93
200 0.94 0.96 0.95 0.95
1000 0.95 0.95 0.93 0.93
0.006 2 0.75 100 0.91 0.95 0.94 0.95
200 0.95 0.94 0.96 0.95
500 0.95 0.95 0.94 0.94
1000 0.95 0.95 0.94 0.95
0.50 100 0.95 0.95 0.95 0.95
200 0.95 0.94 0.94 0.95
200 0.95 0.95 0.93 0.93
1000 0.95 0.96 0.95 0.95
0.25 100 0.94 0.94 0.94 0.94
200 0.95 0.95 0.96 0.96

SO DD DO DD DO DO DD OO DO DD DD DD OO DD WHDODOODoOoODoOoOD o oo oo o

SO DO DO DD OO OIDDDODDODDOoOOoOOoO o
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TABLEAU 5.11 — (Suite et fin) Résultats de 'étude de simulations n°2 (1000 réplica-
tions) pour la distribution log-logistique : probabilité de couverture des intervalles de
confiance a 95% de type Wald (PCy, pour rappel), probabilité de couverture des inter-
valles de confiance a 95% de la vraisemblance profilée (PCy), nombre de problemes de
maximisation (Pbs) et nombre de problémes supplémentaires de maximisation liés a la
vraisemblance profilée (Supp), pour quatre valeurs du parametre (61, 6,) de la distribu-
tion log-logistique, trois proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles
d’échantillon n.

91 92 P n PCl(Ql) PCg(el) PCl(eg) PCQ(QQ) Pbs Supp
500 0.95 0.95 0.95 0.94

1000 0.95 0.95 0.95 0.95

0.05 2 0.75 100 0.92 0.95 0.94 0.94
200 0.96 0.95 0.95 0.95

200 0.96 0.96 0.96 0.96

1000 0.95 0.95 0.94 0.95

0.50 100 0.95 0.96 0.94 0.94

200 0.95 0.95 0.95 0.96

500 0.95 0.94 0.95 0.95

1000 0.96 0.96 0.96 0.96

0.25 100 0.95 0.95 0.94 0.94

200 0.95 0.95 0.96 0.96

500 0.95 0.95 0.94 0.94

1000 0.95 0.95 0.95 0.95

DO DD DD DO DO oo o0 oo
DO DD DD DO oo oo 0o
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TABLEAU 5.12 — Analyse des 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti
TNF-a : quantités @1 ou Q2(fas), estimations des parametres, intervalles de confiance
a 95% de type Wald (IC;) et intervalles de confiance a 95% de la vraisemblance profilée
(1Cy).

Distribution Q1 ou () Parametre Estimation IC; 1C,

Exponentielle 940 0, 0.0017 [0, 0.0044] [0, 0.0044]

Weibull 1178 0, 0.0047 [0.0029, 0.0065] [0.0019, 0.0062]
0, 1.50 [1.09, 1.90] [1.09,1.91]

Log-logistique 2358 0, 0.0041 [0.0011, 0.0070] [0.0008, 0.0068]
0, 153 [1.03, 2.04] [1.06, 2.06]

95% sont rassemblés dans le tableau 5.12. Les intervalles de confiance asymptotiques
a 95% sont larges et semblables pour les deux méthodes. La figure 5.7 montre les
estimations des fonctions de risque instantané pour les trois distributions. La forme
du risque instantané est bien différente d'une distribution a une autre. Cependant,
déterminer quelle distribution serait un candidat raisonnable pour décrire nos données

n’est pas simple.

5.5 Conclusion

Les propriétés asymptotiques énoncées au chapitre 3 permettent de calculer un in-
tervalle de confiance asymptotique de type Wald pour chaque composante du parametre
vectoriel de la distribution étudiée. Une deuxieme étude de simulations, présentée dans
ce chapitre, a été mise en ceuvre afin d’évaluer la qualité de cette estimation par inter-
valle. Un certain nombre d’échantillons générés ne vérifiaient pas la condition d’existence
du maximum de vraisemblance qui a été mise en évidence théoriquement ou conjecturée
au cours du chapitre 4. Dans ce cas, le calcul de l'intervalle de confiance était impos-
sible. Le risque de survenue d’un probleme d’existence du maximum de vraisemblance
est plus élevé quand la proportion de données tronquées est importante ou quand la
taille d’échantillon est petite. Lorsque 'intervalle de confiance pouvait étre obtenu, cette
étude de simulations a montré que les estimations des probabilités de couverture des

intervalles de confiance de type Wald pouvaient étre éloignées du niveau attendu, en
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FIGURE 5.7 — Analyse des 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti TNF-
« : estimations paramétriques des fonctions de risque instantané pour les distributions
exponentielle, de Weibull et log-logistique.
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raison du biais de I'estimateur paramétrique du maximum de vraisemblance et d'un
écart a la normalité. De maniere générale, plus la proportion de données tronquées est
élevée ou plus la taille d’échantillon est petite, plus I’écart entre ’estimation et le ni-
veau attendu est important. Dans ces cas-1a, la qualité de I’estimation par intervalle de
confiance issu de la vraisemblance profilée est meilleure. La encore, les propriétés asymp-
totiques du chapitre 3 justifient théoriquement le calcul de cet intervalle de confiance.
Une étape de maximisation supplémentaire étant nécessaire pour le calcul de cet inter-
valle de confiance pour les distributions de Weibull et log-logistique (ce probléme ne se
pose pas pour la distribution exponentielle étant donné que le parametre est de dimen-
sion 1), la survenue d’un échec de cette maximisation rend impossible le calcul de cet
intervalle. Un tel échec s’est avéré cependant inexistant pour le calcul de l'intervalle de
confiance du parametre #,, extremement rare pour le calcul de I'intervalle de confiance
du parametre 6, de la loi log-logistique et survenant dans moins de 12% des cas pour

le calcul de I'intervalle de confiance du parametre 65 de la distribution de Weibull.



Chapitre 6

Quelques procédures d’adéquation

Pour chaque composante du parametre vectoriel des distributions exponentielle, de
Weibull et log-logistique, nous pouvons, a la lecture des chapitres précédents, énoncer
les propriétés asymptotiques de l'estimateur du maximum de vraisemblance de cette
composante et associer a 'estimation les intervalles de confiance de type Wald et de la

vraisemblance profilée.

Pour notre jeu de données réelles constitué de 64 cas de lymphomes consécutifs
a un traitement anti TNF-«, ces travaux ont été réalisés en parallele pour les trois
distributions, sans s’inquiéter jusque-la de savoir quelle était la famille de distributions
en adéquation avec les données. Nous nous interrogeons désormais sur les procédures
d’aide a la décision de la famille de lois sous-jacente a ces données. Classiquement, les
méthodes disponibles se répartissent en deux catégories : les procédures graphiques et

les tests d’adéquation.

Les procédures d’adéquation adaptées aux données tronquées a droite sont peu nom-
breuses. L’objectif de ce chapitre n’est pas pour autant de faire une revue exhaustive de
la littérature des procédures d’adéquation qui s’appliqueraient aux données tronquées
a droite. Nous présentons seulement quelques outils qui nous permettront de vérifier

I’adéquation de nos données a un modele exponentiel, de Weibull ou log-logistique.

Dans la suite de ce chapitre, on désigne par F™* (resp. S*) la fonction de répartition

109
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(resp. fonction de survie) de la distribution conditionnelle de X sachant que X est

inférieur ou égal a t* (le maximum des délais de troncature observés), d’expression

oy Fl@)
= F

[{0<z <t} (6.1)

6.1 Procédures graphiques

Plusieurs procédures graphiques se distinguent. Elles reposent, pour la plupart, sur
la comparaison des estimations paramétriques et non-paramétriques du maximum de
vraisemblance de la distribution de la variable aléatoire X . En présence de données tron-
quées a droite, I'estimateur non-paramétrique (1.5) ne permet d’estimer que la fonction
de répartition F* (6.1). L’estimation du maximum de vraisemblance du parametre de la
distribution supposée permet quant a elle d’estimer a la fois la fonction de répartition
F et la fonction de répartition F™*. Une solution pour étendre ces procédures graphiques
aux données tronquées a droite est donc de comparer les estimations paramétriques et

non-paramétriques du maximum de vraisemblance de la fonction de répartition F™*.

6.1.1 Superposition de l’estimation non-paramétrique et de

P’estimation paramétrique

Il s’agit de la procédure graphique la plus simple a mettre en ceuvre. Elle consiste a
superposer sur un méme graphique les estimations paramétrique et non-paramétrique du
maximum de vraisemblance de F™*. C’est la procédure d’adéquation graphique proposée
par Lawless (2003) quand les données sont tronquées a droite. Elle a été mise en ceuvre
au chapitre 2 (cf. figure 2.1) quand nous voulions juger de 'adéquation des 64 cas de
lymphomes aux modeles exponentiel, de Weibull et log-logistique. Nous avions alors
noté que le modele de Weibull semblait étre un candidat raisonnable pour décrire les
données.

Sur la figure 2.1 du chapitre 2 étaient superposées I'estimation non-paramétrique de
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S* ainsi que les estimations paramétriques de S (fonction de survie de X) et de S* pour
les trois modeles. La figure 6.1 reprend cette procédure graphique mais sans considérer
I’estimation de S et en consacrant un graphique a chaque modele. Cette figure confirme
que la distribution de Weibull (resp. exponentielle) semble étre, parmi ces trois lois,
celle qui décrit le mieux (le moins bien) les données.

L’écart entre les deux estimations, qui repose sur I’évaluation d’un écart de courbure,
est plus difficile a apprécier que I’écart entre un nuage de points et une droite. Les deux

procédures graphiques suivantes comparent un nuage de points a une droite.

6.1.2 Graphique probabilité-probabilité

Nous proposons d’adapter la procédure graphique probabilité-probabilité de la ma-
niere suivante : cela consiste a tracer le nuage des points (13 *(v;), F* (Uj;é\n>>, ol
s () et F* (-; @L) sont respectivement les estimations non-paramétrique (1.5) et para-

métrique de la fonction de répartition F™* et I’ensemble (v;) désigne les m valeurs

1<jsm
distinctes et ordonnées des délais de survenue observés dans 1’échantillon (comme lors
de la présentation de Iestimateur non-paramétrique (1.5)).

Pour une taille d’échantillon assez grande et en cas d’adéquation entre le modele
paramétrique supposé et les données observées, le nuage de points se confond avec la
premiere bissectrice. Cependant, du fait des fluctuations d’échantillonnage, les points
du nuage ne sont presque jamais parfaitement alignés avec la premiere bissectrice.

En présence d’'une variable aléatoire continue, une amélioration classique de cette
procédure consiste a remplacer F\* (vj) par la quantité

F# = 0.5F" (vj) + 0.5F" (v7 ),
ol F* (vj_) est la limite a gauche au point v; de la fonction P

La figure 6.2 rassemble les graphiques probabilité-probabilité ainsi que la procédure
améliorée pour les trois distributions. L’amélioration de la procédure ne modifie que

tres légerement les graphiques. Pour les distributions exponentielle et log-logistique, le
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a. Adéquation a la loi exponentielle

o
- = Non-paramétrique
o @ —— Paramétrique
> o |
Q o
©
s < |
£ O
c
e oo
o
o ]
° N T T | T T
0 100 200 300 400 500
Semaines
b. Adéquation a la loi de Weibull
Q]
= = Non-paramétrique
© —— Paramétrique
2 o 7
e
3 ©
o O 7
©
s < |
£ O
c
A
o
o ]
e N T T T T T
0 100 200 300 400 500
Semaines
c. Adéquation a la loi log-logistique
o ]
= —— Non-paramétrique
o @ = Paramétrique
= o
5
[0 ©
o O
kel
s X
3 o
c
e o
o
o
S

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Semaines

FIGURE 6.1 — Analyse des 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti TNF-
« : superposition des estimations non-paramétrique et paramétrique de la fonction de
survie S* (t* = 529) pour les distributions exponentielle (a), de Weibull (b) et log-
logistique (c).
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nuage de points oscille autour de la premiere bissectrice pour les plus petites valeurs du
délai de survenue et s’éloigne nettement de la premiere bissectrice pour les plus grandes
valeurs du délai de survenue. Pour la distribution de Weibull, le nuage de points oscille
autour de la premiere bissectrice pour presque toutes les valeurs du délai de survenue.
Cette figure est en accord avec la figure 6.1.

Les deux procédures graphiques que nous venons de voir ont recourt a 1’estimation
paramétrique du maximum de vraisemblance. Ce sont des procédures qui permettent

d’apprécier 'adéquation des données a la distribution particuliere F'(-;6,,). La procédure

graphique suivante permet de s’affranchir de ’estimation paramétrique.

6.1.3 Procédure de linéarisation

Supposons que la fonction de répartition F'(-;6) soit telle qu’il existe des fonctions
g1 et go indépendantes de 0 telles que gy (F (z;0)) = Ag2 (z) + p. Cette procédure
graphique repose sur la construction du nuage de points <g1 (]/7\ (vj)> ;g2 (vj)> ott I est
I’estimation non-paramétrique de F'.

Pour une taille d’échantillon assez grande et en cas d’adéquation entre le modele
paramétrique supposé et les données observées, le nuage de points se confond, aux
fluctuations d’échantillonnage pres, avec la droite de coefficient directeur A et d’ordonnée
a 'origine pu.

Contrairement aux deux premieres procédures graphiques, cette méthode ne fait
pas appel a l'estimation du parametre 6 ; elle permet méme de l'estimer puisque les
coefficients A\ et u dépendent de 6 et sont estimables graphiquement. Cette procédure
graphique présente I'avantage d’explorer I’adéquation a une famille de lois.

Dans le cadre précis qui nous intéresse et qui est celui des données tronquées a

droite, on cherche s’il existe des fonctions ¢g; et g, indépendantes de 6 telles que
g1 (F7 (2;0)) = Aga (z) + 1, (6.2)

et on construit le nuage de points <91 <]3* (v]-)) g (vj)>.
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FIGURE 6.2 — Analyse des 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti TNF-
« : graphique probabilité-probabilité et superposition de la premiere bissectrice pour
les distributions exponentielle (a), de Weibull (c) et log-logistique (e), et procédure
améliorée pour les distributions exponentielle (b), de Weibull (d) et log-logistique (e).
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Pour les trois familles de lois qui sont considérées dans cet exposé, il n’est pas

possible de trouver un couple de fonctions g; et go vérifiant 1’équation (6.2).

6.1.4 Remarques

Toutes les procédures graphiques présentées ci-dessus sont fondées sur ’estimation
de la fonction de répartition F*. Toute autre fonction caractérisant la variable aléatoire
X peut se substituer a la fonction de répartition. Il peut s’agir de la fonction de survie,

de la fonction de risque instantané ou de la fonction de risque cumulé.

Ces méthodes sont basées sur les estimations paramétriques (sauf la procédure de
linéarisation) et non-paramétriques du maximum de vraisemblance. Cependant, toute
autre estimation pourrait se substituer a I'estimation du maximum de vraisemblance,
des lors que cet estimateur a de bonnes propriétés. Le “hazard plotting” par exemple,
s'intéresse aux procédures graphiques fondées sur l'estimateur non-paramétrique de
Nelson-Aalen de la fonction de risque cumulé et a été considéré pour le cas des don-
nées tronquées a gauche (Nelson, 1990). Pour l'estimation paramétrique, on pourrait

considérer 'estimateur des moments.

Les deux premieres procédures graphiques sont fondées sur l’estimation paramé-
trique du maximum de vraisemblance. Par conséquent, dans les cas ol un probleme de

maximisation survient, ces méthodes ne peuvent pas étre mises en ceuvre.

6.1.5 Conclusion

Les procédures graphiques sont simples a mettre en ceuvre, facilement interprétables
et s’appliquent a toutes les distributions théoriques. Cependant, elles sont fondées sur
I’appréciation de ’analyste et donc subjectives. Les tests d’adéquation permettent de

discriminer de maniere objective entre plusieurs familles de lois.
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6.2 Tests d’adéquation

On considere toujours notre variable aléatoire X de fonction de répartition F'. On
distingue les tests d'une hypothese nulle simple et les tests d’une hypothese nulle com-
posite. Les tests d’une hypothese nulle simple vérifient ’adéquation a une distribution
de probabilité particuliere, c’est-a-dire

HO F = FO

(6.3)
H :F+F,

tandis que les tests d’'une hypothese nulle composite vérifient I’adéquation a une famille
paramétrique de distributions de probabilité, c¢’est-a-dire
HO - F < y()

(6.4)
Hl - F ¢ ﬁo,

ou % est un ensemble de distributions définies par un parametre ¢ € ©.

6.2.1 Transformation par la fonction de répartition

Cette méthode, détaillée dans le cas général dans le chapitre 6 du livre de D’Agos-
tino et Stephens (1986), permet de tester une hypothese nulle simple et repose sur le

théoreme suivant :

Théoreme 6.2.1. Si X est une variable aléatoire continue de fonction de répartition

F, alors U = F (X) est une variable aléatoire continue de loi uniforme sur [0, 1].

Par conséquent, si Xq, Xs,..., X, sont des variables aléatoires continues indépen-
dantes et identiquement distribuées de fonction de répartition Fj, alors les variables
aléatoires Uy = Fy (Xy),Us = Fo (X2),...,U, = Fy(X,) sont des variables aléatoires
continues indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 1]. On peut

alors remplacer le test d’adéquation des données (X7, Xs,...,X,) a la fonction de ré-
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partition Fp, par le test d’adéquation des données (Uy, Us, ..., U,) a la loi uniforme sur
[0, 1].

Cette méthode s’étend facilement aux données tronquées a droite. Les délais de sur-
venue (z1, Tg, . .., T,) que nous observons sont des réalisations indépendantes mais non-
identiquement distribuées des variables aléatoires continues (X1, X, ..., X,,) de distri-
bution respective la fonction de répartition F' (z) = F'(z)/F(t;) pour tout i = 1,...,n.
Alors sous Hy, les variables aléatoires ' (X)), F2(X3), ..., Fin(X,) sont des variables
aléatoires continues indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur
[0, 1]. On a transformé un échantillon de données indépendantes mais non-identiquement,
distribuées en un échantillon de données indépendantes et identiquement distribuées de

loi indépendante des parametres de la distribution sous-jacente de départ.

On peut désormais utiliser tous les outils existants pour tester ’adéquation de don-

nées indépendantes et identiquement distribuées a une loi uniforme continue sur [0, 1].

Mais pour notre application, nous n’avons pas d’idée précise de la distribution a

tester. Nous voudrions réaliser les tests suivants :

Hjy : X suit une loi exponentielle
1. (6.5)
H, : X ne suit pas une loi exponentielle,

Hjy : X suit une loi de Weibull
2. (6.6)

H, : X ne suit pas une loi de Weibull,

Hy : X suit une loi log-logistique
3. (6.7)
H, : X ne suit pas une loi log-logistique.
Il s’agit dans ce cas de tester une hypothese nulle qui n’est plus simple, mais com-
posite. Le test d’adéquation le plus utilisé dans le cas général est le test du chi-2. La
famille des tests d’adéquation du chi-2, lorsque le parametre doit étre estimé, inclut

deux types d’approches dans le cas général (hors données tronquées) : soit c’est 1esti-

mation du maximum de vraisemblance de 1’échantillon observé qui est utilisée et alors



118 CHAPITRE 6. QUELQUES PROCEDURES D’ADEQUATION

la distribution asymptotique de la statistique “usuelle” n’est pas une loi du chi-2 et doit
étre corrigée, soit on utilise comme estimateur la valeur du parametre qui minimise la
statistique et dans ce cas, la statistique est distribuée de maniere asymptotique sui-
vant une loi du chi-2. Une autre distinction peut étre apportée, suivant que 1’on fixe la
partition du support, ou bien que l'on fixe les probabilités des intervalles constituant
la partition. Le test qui suit, et qui s’applique aux données tronquées a droite, utilise
I’estimateur qui minimise la statistique et s’appuie sur les probabilités des intervalles

constituant la partition.

6.2.2 Généralisation du test du chi-2 de Pearson-Fisher

Li et Doss (1993) ont généralisé le test du chi-2 de Pearson-Fisher (Fisher, 1922;
Fisher et al., 1924) a tous les cas ol un estimateur non-paramétrique de la fonction de
répartition F' de la variable aléatoire X est disponible et admet une certaine loi limite.
L’estimateur non-paramétrique du maximum de vraisemblance (1.5) dans le cas de
données tronquées a droite rentre dans ce cadre. D’ailleurs, les auteurs mettent en ceuvre
ce test pour les données sur le délai d’incubation du SIDA. Cependant, dans notre cas,
I’estimateur non-paramétrique estime la fonction de répartition F'*. Cette généralisation

du test du chi-2 de Pearson-Fisher permet la réalisation des tests suivants :

4
Hy : F* appartient a I’ensemble des lois exponentielles tronquées

au temps t*
1. (6.8)
Hy : F* n’appartient pas a I’ensemble des lois exponentielles tronquées

au temps t*,

(
Hy : F* appartient a I'ensemble des lois de Weibull tronquées

au temps t*
2. (6.9)
H, : I n’appartient pas a I’ensemble des lois de Weibull tronquées

au temps t*,
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.
Hy : F* appartient a I'ensemble des lois log-logistique tronquées

au temps t*
3. (6.10)

Hy : F* n’appartient pas a I’ensemble des lois log-logistique tronquées

au temps t*.

Les détails de la mise en ceuvre de ce test sont les suivants. Pour tout n, soit 0 = af <
al < ... < ap =t" une partition du support de la distribution supposée F™* (-;6) telle
que a} soit fonction de F * estimateur non-paramétrique (1.5) et converge en probabilité

vers une constante a;, avec 0 < aq et ap_1 < t*. Pour tout ¢ = 1, ..., k, on définit

pi(0) = F* (a};0) — F" (a;_1;0)
Pi=F" (ap) = F* (aiy).
On note p" (0) = (pi'(0))1<icr €8 P = (Di(0))1<ip, les vecteurs associés a ces quantités.
Soit D, (f) une matrice appartenant a l’ensemble des matrices carrées de taille k, fonc-
tion de 0 et des éléments composant la partition (a}'), ., du support de F*(-;0). Li et

Doss (1993) proposent plusieurs possibilités pour cette matrice D,, (€), notamment les

deux matrices diagonales suivantes :

D, (0) = I, matrice identité de taille k, (6.11)

D, (6) = diag ((p7(0)) ™, (m(0)) ", ..., ((6) %) (6.12)

On définit les vecteurs suivants :

on (0) = v (p—p"(0)),
&n (0) =D, (0) ¥n (0) :

L’estimation du parametre 6 utilisée dans ce test est la valeur gd qui minimise la quantité

& (0)&, (0),oul (0) désigne la transposée du vecteur &, (6). Dans le cas olt on considere
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la matrice (6.12) pour la matrice D, (), la statistique qui est minimisée pour obtenir

I'estimation du parametre 6 est la statistique de Pearson-Fisher.

On désigne par ! la matrice carrée de taille k — 1 dont ’élément de rang (j,p), pour
tout 1 < j,p < k — 1 est l'estimation (1.6) de la variance asymptotique de 1'estimateur

non-paramétrique (1.5) :

2! = Cov(W*(a?), W*(a)).

Soit la matrice C),(0) de taille k& x r définie par

apt (0) apt (0)
00, 00,
Cn(e) =D, (9) :
Ipy (0) Ipy (0)
00, 00,

Soient la matrice carrée P,(#) de taille k et J la matrice de taille & x (k — 1) définies

par

Pa(8) = I — Ca(0)[CL(0)Cr ()] Cl(0),

10 0 0
-1 1 0 0
J 0 -1 1 0
0O 0 O 1
0O 0 O -1

On définit la matrice 2, (6) = P,(0)D,,(6)JSJ' D, (0) P, (6) et son estimation %, obte-
nue en remplacant le parametre 6 par son estimation §d. Soit ZA]; I'inverse généralisée

de in On définit la statistique de test Q = ¢, <§d> i; & (é\d). Alors, sous certaines



6.2. TESTS D’ADEQUATION 121

conditions de régularité, on a

Ao
n—-+o0o Xk_T_ 1

Ce test d’adéquation a été mis en ceuvre pour tester 'adéquation des 64 cas de
lymphomes aux modeles exponentiel, de Weibull et log-logistique. Nous avons considéré
une partition a 5 classes du support [0,¢*] avec t* = 529 semaines. Les éléments de
la partition ont été choisis de maniere a ce que chaque intervalle de la partition soit
équiprobable vis-a-vis de I’estimation non-paramétrique (1.5), c’est-a-dire que pour tout

i=1,...,k onap; =02 et on considere la partition (a;),,, telle que :
F*(a?) =0, F*(a?) = 0.2, F*(a?) = 0.4, F*(a}) = 0.6, F*(a}) = 0.8, F*(al) = 1.
On a donc pris les quantiles de la fonction de répartition F*. On obtient la partition
ay =0,a] = 88,ay = 132,a5 = 198, a) = 253, af = 529.

On a choisi D, (#) = I. La fonction ginv du package MASS du logiciel R (R Core Team,
2012) a été utilisée pour obtenir I'inverse généralisée de la matrice ¥,,(0). Le risque de
premiere espece a 6té fixé a 5%.

Le tableau 6.1 présente les résultats de ce test d’adéquation. Les estimations é\n et /Q\d
sont différentes. En particulier, I’estimation §2d du parametre 65 de la loi de Weibull est
tres proche de 1, ce qui n’était pas le cas de 'estimation du maximum de vraisemblance
é\gn. En conséquence, les statistiques de test pour les distributions exponentielle et de
Weibull sont identiques. Ce test d’adéquation rejette I’hypothese nulle d’adéquation a
une distribution exponentielle ou a une distribution de Weibull. Le test d’adéquation ne
rejette pas 'hypothese nulle d’adéquation a une distribution log-logistique et la p-value

associée est bien loin du seuil fixé 0.05.
Le test d’adéquation rejette I'hypothese nulle d’adéquation avec la distribution ex-

ponentielle, ce qui est en accord avec ce qui était suggéré par les procédures graphiques.

Mais ce test d’adéquation rejette également I'hypothese nulle d’adéquation a la dis-
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tribution de Weibull et ne rejette pas I’hypothese nulle d’adéquation a la distribution
log-logistique, ce qui n’est pas cohérent avec les conclusions tirées des procédures gra-

phiques.

TABLEAU 6.1 — Analyse des 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement anti
TNF-« : estimation du parametre minimisant une distance du “type” chi-2, statistique
de test () et p-value des tests d’adéquation aux modeles exponentiel, de Weibull et
log-logistique.

Distribution Exponentielle Weibull Log-logistique

Oa 0.0036 0.0033 0.0061
Boa . 1.09 2.29
Q 9.31 9.31 1.85
ddl 4 3 3
p-value 0.025 0.009 0.396

Abréviation : ddl, degrés de liberté.



Discussion et perspectives

Nous avons considéré tout au long de cet exposé un médicament D (ou classe mé-
dicamenteuse) et un effet indésirable Ep, consécutif a la prise de ce médicament, parti-
culiers. Nous souhaitions estimer la distribution du délai jusqu’a la survenue de l'effet
indésirable Ep et évaluer I'intérét des notifications spontanées pour mener cette esti-
mation. Or, les données sur le délai jusqu’a la survenue de l'effet indésirable Ep issues

des notifications spontanées sont tronquées a droite.

Nous avons choisi de travailler avec I'estimateur du maximum de vraisemblance. La
présentation du cadre non-paramétrique a mis en évidence le défaut de 'estimateur
non-paramétrique du maximum de vraisemblance. Celui-ci ne permet d’estimer la dis-
tribution du délai de survenue qu’a une constante multiplicative pres inconnue. Nous
nous sommes donc concentrés sur l'estimateur paramétrique du maximum de vraisem-
blance et nous avons exploré plus particulierement les distributions exponentielle, de

Weibull et log-logistique.

Les méthodes adaptées aux données tronquées a droite restent peu répandues dans
la recherche biomédicale. Un estimateur naif, c’est-a-dire qui ne prend pas en compte
la troncature, est parfois utilisé a la place de 'estimateur pertinent. Nous avons mis
en évidence, a l'aide d'une étude de simulations, les conséquences de la non prise en
compte du caractere tronqué a droite des données sur l'estimation du maximum de
vraisemblance du parametre de la distribution supposée. Les deux estimateurs, naif et
basé sur la troncature a droite, peuvent étre positivement biaisés mais le biais est bien

moindre pour l'estimateur basé sur la troncature et il en va de méme pour 'erreur

123
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quadratique moyenne. De plus, le biais et I’erreur quadratique moyenne de 'estimateur
pertinent diminuent nettement avec I'augmentation de la taille d’échantillon, ce qui
n’est pas le cas de 'estimateur naif.

Cette premiere étude de simulations a montré que l'estimateur paramétrique du
maximum de vraisemblance semblait avoir de bonnes propriétés asymptotiques. Nous
les avons explorées. Les conditions suffisantes pour que cet estimateur soit consistant
et asymptotiquement normal ont été énoncées. Nous avons vérifié que ces conditions
suffisantes étaient satisfaites quand le délai de survenue de l'effet indésirable médica-
menteux suit la distribution la plus répandue en analyse des données de survie : la loi
exponentielle. Au passage, nous avons mis en évidence une condition d’existence de
I’estimation du maximum de vraisemblance. Nous n’avons pas pu vérifier que les condi-
tions suffisantes étaient satisfaites pour les distributions de Weibull et log-logistique.
Cependant, nous avons conjecturé une condition d’existence de I'estimation du maxi-
mum de vraisemblance pour ces deux distributions. Il pourrait étre intéressant de prou-
ver théoriquement cette conjecture. Nous ne pouvons pas proposer d’interprétation de
cette condition d’existence méme dans le cas plus simple de la distribution exponen-
tielle. L’étude des discordances entre la survenue d’un probléeme de maximisation et la
vérification de la condition d’existence a montré que calculer les quantités ()1 ou Q)
permettait de détecter les estimations qui ne sont pas pertinentes.

L’établissement des propriétés asymptotiques précédentes permet d’associer a I’esti-
mation du parametre de la distribution obtenue un intervalle de confiance asymptotique
de type Wald. Nous avons étudié, a 1’aide d'une seconde étude de simulations, la qualité
de l'estimation par intervalle de type Wald de I'estimateur paramétrique du maximum
de vraisemblance. En raison du biais de l'estimateur du parametre, d’'un écart a la
normalité et du biais de l'estimateur de la variance asymptotique, la probabilité de
couverture de l'intervalle de confiance de type Wald n’est pas toujours satisfaisante.
L’établissement des propriétés asymptotiques précédentes permet de vérifier que le rap-
port de vraisemblance suit toujours asymptotiquement une distribution du chi-2 quand

les données sont tronquées a droite. Nous avons donc étudié les performances des inter-
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valles de confiance fondés sur la vraisemblance profilée. Et dans les cas ou la couverture
des intervalles de confiance de Wald était éloignée du niveau attendu, la probabilité de
couverture associée a l'intervalle de confiance de la vraisemblance profilée était nette-
ment plus satisfaisante.

La méthode basée sur la vraisemblance profilée est moins sensible a la paramé-
trisation que les intervalles de confiance de type Wald. Choisir la meilleure paramé-
trisation n’est pas simple mais cela pourrait améliorer la normalité de l'estimateur a
taille d’échantillon finie et ainsi améliorer la probabilité de couverture des intervalles de
confiance de type Wald. Par exemple, pour que les supports des distributions supposées
soient en accord avec ’échelle des temps que 'on rencontre en pharmacovigilance, des
valeurs tres proches de zéro ont été considérées pour le parametre (d’échelle pour les
distributions de Weibull et log-logistique). Par conséquent, les estimations sont proches
de zéro, qui est une des bornes de l'intervalle des valeurs possibles pour le parametre.
Changer de paramétrisation afin que le parametre (d’échelle) soit plus éloigné de cette
borne de l'intervalle pourrait réduire 1’écart a la normalité de I'estimateur.

Dans la derniere partie de cet exposé, nous avons présenté quelques procédures
d’adéquation adaptées aux données tronquées a droite. Nous avons examiné trois pro-
cédures graphiques, un test d’adéquation pour une hypothese nulle simple et un test
d’adéquation pour une hypothese nulle composite. Ce dernier est une généralisation
du test du chi-2 de Pearson-Fisher. Ces procédures d’adéquation ont été appliquées a
notre base de données constituée de 64 cas de lymphomes consécutifs a un traitement
anti TNF-a. Les procédures graphiques désignent le modele de Weibull comme étant le
meilleur modele pour décrire les données mais la généralisation du test du chi-2 rejette
I’hypothese nulle d’adéquation au modele exponentiel et 'hypothese nulle d’adéquation
au modele de Weibull mais ne rejette pas I’hypothese nulle d’adéquation au modele
log-logistique.

Ce test d’adéquation est complexe a mettre en ocuvre. Une nouvelle estimation
du parametre vectoriel 6 est nécessaire. Cette estimation est basée sur les données

groupées par intervalle de la partition et minimise une distance du “type” chi-2. Les
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estimations du maximum de vraisemblance et du “type” chi-2 sont tres différentes pour
notre application. En particulier, I'estimation du “type” chi-2 du parametre de forme
est tres proche de 1 pour la loi de Weibull, ce qui n’était pas le cas de I'estimation du
maximum de vraisemblance et ce qui conduit au rejet du modele de Weibull par ce test.
Dans le cas des données indépendantes et identiquement distribuées, il existe un test
du chi-2 corrigé qui utilise ’estimation du maximum de vraisemblance du parametre
de la distribution testée. Ce test est plus simple a mettre en ceuvre. L’extension de ce
chi-2 corrigé aux données tronquées a droite est envisagée. Il pourrait étre intéressant
de mener une étude de simulations afin de comparer les performances de ces deux tests
ou de faire une étude de sensibilité afin d’étudier I'influence du choix de la partition.

De maniere générale, les tests du chi-2 sont souvent moins puissants que d’autres
types de tests (D’Agostino et Stephens, 1986). Cependant, les tests d’adéquation adap-
tés aux données tronquées a droite sont peu nombreux. Hwang et Wang (2008) ont
proposé un autre test du chi-2 basé sur I'estimation du maximum de vraisemblance de
I’échantillon observé. Guilbaud (1988) a étendu le test de Kolmogorov-Smirnov aux don-
nées tronquées a gauche et censurées a droite. Nous envisageons d’évaluer la procédure
de test consistant a effectuer le test de Guilbaud apres avoir préalablement appliqué la
méthode d’inversion du temps de Lagakos et al. (1988) pour se ramener a des données
tronquées a gauche. Une perspective de ce travail serait donc la construction de tests
d’adéquation adaptés aux données tronquées a droite.

Tout au long de cet exposé, nous nous sommes concentrés sur les distributions ex-
ponentielle, de Weibull et log-logistique mais il serait utile d’examiner d’autres modeles
comme les distributions gamma ou log-normale ou encore les modeles de mélange. Dans
des situations plus complexes, le traitement peut étre composé de plusieurs médica-
ments, chacun d’entre-eux induisant I'effet indésirable mais dans une fenétre de temps
différente. Dans ce cas, les variations au cours du temps de la fonction de risque ins-
tantané peuvent étre multiples et une famille de distributions plus complexes pourrait
se révéler utile.

Quand la condition d’existence est satisfaite mais qu’aucune estimation du maxi-
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mum de vraisemblance est obtenue, la mise en ceuvre de I'algorithme EM (Dempster
et al., 1977) résoudrait peut-étre le probleme. Quand la condition d’existence n’est pas
satisfaite, il n’est pas possible d’obtenir I’estimation du maximum de vraisemblance.
Dans ces cas-la, une approche alternative comme le bootstrap peut étre explorée. De
maniere générale, 'estimateur du maximum de vraisemblance pouvant étre positive-
ment biaisé et de biais élevé a taille d’échantillon finie, il serait intéressant de considérer
d’autres estimateurs paramétriques, tels que 'estimateur des moments ou ’estimateur
des quantiles, et de comparer les performances de ces approches alternatives avec celles

de Pestimateur du maximum de vraisemblance.

De maniere non-paramétrique, on ne peut estimer la distribution du délai de surve-
nue qu’a une constante multiplicative pres inconnue. Sans autre source de données, cette
constante multiplicative n’est pas identifiable. On pourrait imaginer utiliser les données
de vente ou de prescription du médicament D pour estimer la taille N de la population
exposée au médicament D). En considérant tous les conditionnements du médicament D
disponibles sur le marché, a partir du nombre d’unités vendues pour chacun des condi-
tionnements depuis la mise sur le marché et apres avoir estimé la durée moyenne d’un
traitement, une estimation de la taille N de la population exposée au médicament D
peut étre obtenue. Cette estimation de N permet d’estimer la constante multiplicative
inconnue et ainsi estimer de maniere non-paramétrique la fonction de répartition F' que
I’on souhaitait estimer initialement. En examinant les propriétés asymptotiques de I'es-
timateur de NV, on pourra étudier les propriétés asymptotiques de ce nouvel estimateur
non-paramétrique. Cependant, la population de taille N est constituée des individus
exposés au médicament D qui ont présenté ou présenteront l'effet indésirable avant
de décéder. Les données de vente nous permettent d’estimer la taille de la population
exposée au médicament D). Mais il est peu probable que tous les individus exposés au
médicament D présenteront l'effet indésirable avant de décéder. Pour pouvoir utiliser
cette estimation de N, peut-étre faudrait-il compléxifier notre modele et intégrer la
proportion inconnue de la population qui ne présentera jamais l'effet indésirable. Au-

trement dit, un modele a taux de guérison devrait peut-étre étre considéré. La question
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de l'identifiabilité de ce modele se poserait alors.

Les délais de survenue et de troncature sont calculés a partir de la date d’exposition
au médicament. Quand les effets indésirables surviennent a long terme, comme c’est le
cas par exemple pour des lymphomes, la date d’initiation du traitement peut ne pas
étre connue exactement mais au mois pres ou a ’année pres. Dans ces cas-la, les délais
de survenue et de troncature, en plus d’étre tronqués, sont censurés par intervalle. Une
extension de ce travail aux données tronquées et censurées par intervalle est envisa-
gée. Mais il faudrait peut-étre plutot s’intéresser a l'estimateur semi-paramétrique du
maximum de vraisemblance du vecteur aléatoire (X, T).

Nos données sont constituées uniquement des individus exposés au médicament D
qui ont présenté l'effet indésirable Fp avant la date d’analyse. Cependant, la base de
pharmacovigilance francaise contient tous les effets indésirables de tous les médicaments.
Il serait donc envisageable de collecter tous les individus exposés au médicament D qui
ont présenté un effet indésirable, qu’il s’agisse de l'effet indésirable Ep ou d’un autre.
Les cas d’effets indésirables autres que Ep devraient étre traités comme des données
censurées et tronquées. La vraisemblance se compliquerait mais cela permettrait d’aug-
menter la taille d’échantillon et de mieux estimer la queue de distribution du délai de
survenue.

Les notifications spontanées résultent de trois procédés consécutifs : la survenue de
I’effet indésirable, son diagnostic et sa notification. La sous-notification est importante,
méme pour les effets indésirables graves. Parmi les causes de la sous-notification, on
compte la sévérité de l'effet indésirable, I'age du patient et 'ancienneté de l'effet indé-
sirable mais aussi des facteurs dépendant du temps comme la durée écoulée depuis la
mise sur le marché ou la durée d’exposition (Weber, 1986; Tubert-Bitter et al., 1998;
Haramburu et al., 1997; Moride et al., 1997; Bégaud et al., 2002). Dans I’approche pro-
posée ici, la sous-notification est supposée uniforme. Une telle hypothese peut ne pas
toujours étre acceptable. Cependant, avec des effets indésirables a long terme comme les
lymphomes et une surveillance homogene durant toute la période de mise sur le marché

du médicament, cette hypothese d’uniformité est vraisemblable.
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Le délai de notification peut parfois étre tres long. Au moment de I’analyse, certaines
observations tronquées peuvent 1’étre a cause du délai de notification et non pas a cause
du délai de survenue. Il pourrait étre intéressant de modéliser ce délai de notification
et de le prendre en compte dans la modélisation du délai de survenue.

A plus long terme, il serait bien d’aborder deux autres des enjeux de ’analyse
des données de survie : la comparaison des distributions du délai de survenue de deux
médicaments ou I’établissement des facteurs de risque a ’aide d’un modele de régression.

Bien que ces travaux aient été menés dans le cadre de la pharmacovigilance, les
développements théoriques et les résultats des simulations peuvent étre utilisés pour
toute analyse rétrospective réalisée a partir d’'un registre de cas, ou les données sur un

délai de survenue sont aussi tronquées a droite.
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Annexe A

Tableaux A.1, A.2 et A.3

TABLEAU A.1 — Résultats de I'étude de simulations n°1 (1000 réplications) pour la
distribution exponentielle : proportion des réplications ou 'estimateur du maximum de
vraisemblance est supérieur a la vraie valeur du parametre, pour les estimateurs naif et
basé sur la troncature a droite, pour deux valeurs du parametre 6; de la distribution
exponentielle, trois probabilités k qu’une réalisation du délai de survenue X appartienne
a l'intervalle des valeurs observables de X et deux tailles d’échantillon n.

0, K n  Estimateur naif EBT

0.05 0.25 100 100% 61.6%
500 100% 55.3%

0.05 0.50 100 100% 55.3%
500 100% 50.4%

0.05 0.80 100 100% 51.1%
500 100% 51.7%

1 0.25 100 100% 54.8%
500 100% 50.7%

1 0.50 100 100% 53.2%
500 100% 48.0%

1 0.80 100 100% 50.0%
500 100% 51.0%

Abréviations : EN, estimateur naif ; EBT, estimateur basé sur la troncature.
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TABLEAU A.2 — Résultats de I'étude de simulations n°1 (1000 réplications) pour la
distribution de Weibull : proportion des réplications ou l'estimateur du maximum de
vraisemblance est supérieur a la vraie valeur du parametre, pour les estimateurs naif
et basé sur la troncature a droite, pour quatre valeurs du parametre (6;,65) de la
distribution de Weibull, trois probabilités x qu’une réalisation du délai de survenue X
appartienne a l'intervalle des valeurs observables de X et deux tailles d’échantillon n.

Estimateur naif EBT

0 0y K n  Ogng >0 Oeng >0 Ogera > 01 Orpro > 0d
0.05 0.5 0.25 100 100% 100% 81.4% 71.9%
500 100% 100% 64.6% 64.5%

0.05 0.5 0.50 100 100% 100% 63.3% 60.1%
500 100% 100% 53.4% 51.0%

0.05 0.5 0.80 100 100% 99.6% 52.0% 53.3%
500 100% 100% 48.6% 51.6%

1 0.5 0.25 100 100% 100% 79.3% 76.0%

500 100% 100% 62.0% 61.2%

1 0.5 0.50 100 100% 100% 65.9% 64.6%

500 100% 100% 53.8% 51.8%

1 0.5 0.80 100 100% 99.5% 52.7% 52.2%

500 100% 100% 51.9% 50.6%

0.05 2 0.25 100 100% 98.1% 52.1% 61.6%
500 100% 100% 52.2% 53.7%

0.05 2 050 100 100% 94.2% 51.6% 53.3%
500 100% 100% 50.6% 51.0%

0.05 2 0.80 100 100% 85.4% 56.1% 55.8%
500 100% 97.9% 52.2% 49.6%

1 2 0.25 100 100% 98.2% 56.2% 62.5%

500 100% 99.9% 50.1% 54.8%

1 2 050 100 100% 94.3% 53.9% 54.2%

500 100% 99.9% A7.1% 48.1%

1 2 0.80 100 100% 85.3% 54.1% 54.2%

500 100% 97.9% 52.7% 52.2%

Abréviations : EN, estimateur naif ; EBT, estimateur basé sur la troncature.
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TABLEAU A.3 — Résultats de 1'étude de simulations n°1 (1000 réplications) pour la

distribution log-logistique

. proportion des réplications ou l’estimateur du maximum

de vraisemblance est supérieur a la vraie valeur du parametre, pour les estimateurs
naif et basé sur la troncature a droite, pour quatre valeurs du parametre (6;,6) de la
distribution log-logistique, trois probabilités x qu'une réalisation du délai de survenue
X appartienne a l'intervalle des valeurs observables de X et deux tailles d’échantillon

n.

Estimateur naif EBT

0, 0o K n  Ogni>01 Opno >0y Oppri > 01 Oppra2 > 02
0.05 0.5 0.25 100 100% 100% 67.2% 67.7%
500 100% 100% 53.6% 52.0%

0.05 0.5 0.50 100 100% 100% 55.4% 57.5%
500 100% 100% 51.1% 52.0%

0.05 0.5 0.80 100 100% 100% 51.1% 53.2%
500 100% 100% 50.8% 51.5%

1 05 0.25 100 100% 100% 67.7% 66.1%

500 100% 100% 55.9% 56.1%

1 0.5 0.50 100 100% 100% 54.9% 57.2%

500 100% 100% 53.4% 53.4%

1 05 0.80 100 100% 100% 55.1% 56.5%

500 100% 100% 51.9% 52.0%

0.05 2 0.25 100 100% 100% 53.2% 55.9%
500 100% 100% 51.8% 51.8%

0.05 2 0.50 100 100% 100% 55.0% 54.2%
500 100% 100% 53.3% 52.2%

0.05 2 0.80 100 100% 100% 50.3% 51.5%
500 100% 100% 53.9% 54.4%

1 2 0.25 100 100% 100% 52.7% 56.1%

500 100% 100% 53.3% 51.0%

1 2 0.50 100 100% 100% 54.3% 56.4%

500 100% 100% 50.1% 49.5%

1 2 0.80 100 100% 100% 52.0% 53.7%

500 100% 100% 52.9% 55.0%

Abréviations : EN, estimateur naif ; EBT, estimateur basé sur la troncature.






Annexe B

Démonstration du théoreme 3.2.1

Démonstration. D’apres la formule de Taylor-Lagrange, d’apres ’hypothese 3.2.3, pour

tout ¢ = 1,...,n et pour tout § € ©, on peut écrire

510gfz z;0)

logfz(xza ) 1ngz Xy, 90 + Z (0] — (9?)
00
0? 0%log fi(xi; 6) 0 0
+ le Zl 80 ae 50 (9] 6.])(9P Hp)
? logfi(x;0) 0 0 0
Te ZZZ 96,00, 39 (ej_9j>(0p_6p)<9q_9q)7
] 1 p=1gq o'

olt #" appartient au segment |6, /.

Remarque B.0.1. L’écriture de cette formule nécessite que le segment ]6°, [ appartienne

a 0, ce qui est toujours vrai si © est un ensemble convexe.
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En sommant pour ¢ allant de 1 a n, on a pour tout 6 € O,

(6, — 67)
60

. 1
> logfi(wi;6) Z log (%) + 303 2ol ) ngz 20
=1 i=1 j=1
(0 — 65)(6, — 6,)

8logfz x50
+Z ZZ 90,00, |0
Flogfi(w; 0
+Z ZZZ aeaeae

= 7=1 p=1

(ej - 9?)(617 - 92)(9q - 02)-

9/

Par inversion des sommes et multiplication des deux membres par 1/n, on obtient pour

tout 0 € O,

1 n 1 n r 51 fz( . )
ﬁ;bgfi(:m;@)—Ezlogfi(xi;eo) :Z(e _nt Z%

j=1 =1

LSS0 - 0, - ) 2—821(;%;3“9)
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dlog fi(x:;0)
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j:l p:l q:l

00

00

9/

De plus, on a (1/n) Zlogfi(xi; 0) = (1/n)logL(xy, ..., x,;0), que nous noterons (1/n)
i=1
logL(#) pour la suite de la démonstration. Ainsi, pour tout § € ©,

%logL(Q) - %108;14(‘90) = ET:(Q o 00) Z alo%@(%’)

j=1 L

=1

lel

LNSSTN" (g _ g0 — a0 a. — g0y L 3~ Plogfizi0)
5222 20— (e — )6, Q)nizl 06,00,00,
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00

90

9/

En ajoutant et en retranchant un méme terme dans le membre de droite, on obtient

pour tout 0 € O,
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1 1 0 Ny 0 dlog fi(wi; 0)
~logL(0) — ~logL(6") = > (¢ e)nz 5, |,
j:1 =1
U 1 0%og fi(x:;0) L 0%og fi(X;: 0)
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B.1
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9/

Considérons séparément chaque terme du membre droit de I’équation (B.1). D’apres la
remarque 3.2.4, nous avons déja, pour tout j =1

‘7T7
1 < Ologf;(Xy;0) p 1 « Olog f;(X:; 0)
ek lim — ) Ep [ —22070)0 ) =o.
n; 00; |0 nortoo niriloon; o 99, |y

D’apres 'hypothese 3.2.6, nous avons pour tout (7,p) € {1,...,7}%
Z aZIngz Xme)
50 a0,

IEN 0*log fi(Xi; 0) r
im = B ( 2Sn D)) Py g
0 ni“foonz; 90( 00,00, 90) Woo

Pour tout (j,p) € {1,...,r}? nous avons pour tout § € O,

I~ 0 I d?log fi(Xi; 0)

30300 )0 ep>ngrgmn§Eeo( |
1~ 0 0\ 1 IR aQIngi(Xi§9)
—5];;@'—9j><9p—9p>n£f£m52139° (—WQO '

D’apres ’hypothese 3.2.9, il s’agit d’une forme quadratique définie négative. Ainsi nous

avons, pour tout (4,p) € {1,...,7}? et pour tout 6 € © différent de 6°,

) <o
90

_ZZ —%)(6, — 69) lim ZEH <w

s n—>+oo n 89]097,
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D’apres 'hypothese 3.2.7, pour tout (4,p,q) € {1,...,7},

1~ Plogfi(Xi;0)

n 4= " 90,00,00,

P

)
n—-+o0o

. BN d®log fi( Xi; 0)
b E9’< 00,06,00,

)

n—+oo 1, < T

0’ i=

et d’aprés 'hypothese 3.2.8, nous avons pour tout (4,p,q) € {1,...,7}3,

n 3 . .
lim lZEO’ <8 logfl(Xzae) )
0/

< K.
n—+oo n i1 8@89},89(1
Soit (¢, €) un vecteur de constantes positives arbitraires. Les résultats précédents per-

mettent d’écrire trois groupes d’inégalités. Pour tout ¢, pour tout e, il existe ng tel que

pour tout n supérieur ou égal a ng et pour tout (4,p,q) € {1,...,r}>, les probabilités

suivantes
P( ><2>,
1~ 9logfi(Xi; ) . 1 0*log fi(Xi; 0)
Pl|= — lm =Y Bp | —=o0 > (|,
(nz 00,00, |, ot ; "( 09,00, ¢
p< M),

sont majorées par €/ (r (1 47+ 1r?)). Soit S I'événement satisfaisant les r(1 + r + r?)

<2K}.

Les majorations des probabilités précédentes nous donnent P(S*) < €, ou S* est le com-

1 Zn: dlog fi(X; 0)
n 8@

i=1 60

)

1 Plogfi(Xi;6)
n 2= " 90,00,00,

9/

inégalités suivantes :

1 <~ 0®logfi(X;0)

1 Zn: dlog fi(X;; 0)
n 2~ 96,06,09,

< 2...
891 CJ Y

00 0’

plémentaire de S, c’est-a-dire I’événement o au moins une des inégalités précédentes
n’est pas satisfaite. Nous avons ainsi P(S) > 1 —e.

Maintenant, étudions le signe de la quantité (1/n)logL(#) — (1/n)logL(#°) pour les
éléments de S et pour § appartenant a la sphere S (6°,¢) de centre 0° et de rayon (.
Puisque § appartient a S (6°,¢), il existe j € {1,...,7} tel que |#; — 67| < ¢. Ainsi nous



145

avons,
,

2(0 _ 90) Z alogfl x’u

7=1 =1

ch

60

et

Iy 0 oy | 1~ 0logfi(w:;6)

I Plog fi( Xi; 0)
— lim —;Ego <—@9j3«9p

58

Jj=1p=1

De plus, étant donné que la matrice d’une forme quadratique est symétrique et donc

diagonalisable en base orthonormée, nous avons

0%logf;(X;;0)
S0 |0 0 Jim > me (TR

7=1 p=1

)] = Z’Yj ?7
00 j=1

ou Zﬁ = Z 9]0-)2 = (%. D’apres hypothese 3.2.9,

j=1
Z’yjﬁ? max (74 ZBQ—maX(’yJ)C < 0.
j=1 j=1
Ainsi,
1« 0 T Plog fi(Xi; 0) 2
- . g _ - Z oJun 7 < , )
s |0-eno) J 3 ke (TR )| <m0t <0

Une étude du signe de la fonction (1/2)r?¢* + max(v;)¢? prouve que l'on peut trouver
J

(o et a positifs tels que pour tout ¢ plus petit que (o,
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1 - o [ o\ 7))
m o2 E ( 00,00,

)] < —a(®
9o

b

1 —~ 0 20 l - aQIngi($i§9)

7j=1 p=1 i=1 00 i—

F333 |- -t 3 (P

j=1 p=1 i=

1 ~\ . no _no 0 l - 3310gfi(37i;9)
622 - [(03 03’)(919 ep)(eq eq)ni:1 —89j39p89q )

) WLIE

Jj=1p=1 ¢=1

ot b = r>M/3. Rassemblant toutes les inégalités précédentes, nous avons pour les

éléments de S et pour tout 6 appartenant a S(0°, () :
1 1 0 3 2 3
—logL(f) — —logL(0”) < r(® — aC* 4 bC°.
n n

Sous I'hypothese ¢ < a/(r + b), nous avons pour tout élément de S, (1/n)logL(f) —
(1/n)logL(6°) < 0 pour tout # € S(A°,(). Ainsi, événement C dont chaque élément
vérifie, pour tout 6 € S(6°, (),

1 1
ZlogL(0) — =logL(6°) < 0
nog() nog( ) <0,

contient S et vérifie P(C) > P(S) > 1 — e. Finalement nous avons, pour tout ¢ plus

petit que min ({y, a/(r + b)), la probabilité
0 1 1 0
P(vo e S0 (), ﬁlogL(Q) - ElogL(@ ) <0

tend vers 1 quand n tend vers 'infini. Il existe é\n appartenant a l'intérieur de la boule

B(6°,¢) de centre 6° et de rayon (, c’est-a-dire tel que 0, — 00” < ¢, tel que logL(#)




147

ait un maximum local en 6,,. Par conséquent,

é\”_QOH <§> — 1.

n—-+400

V¢ < min ((O,TLM), P(’

D’apres les hypotheses 3.2.1 et 3.2.2, §n est 'estimateur du maximum de vraisemblance.

]






Annexe C

Démonstration du théoreme 3.3.1

Démonstration. D’apres la formule de Taylor-Lagrange, d’apres 1'hypothese 3.3.3, on

peut écrire pour tout ¢ = 1,..., M, pour tout £k =1,...,n; et pour tout # € O,

1 ik
log fi(wix, 0) = log fi(wix, 6°) +Z ang—ﬂfﬂ

8 logfz xzkv
_ZZ 06,00,

(6; — 67)
90

(05— 05)(6, — 03)

j= lp— 0°
#5235 TRl - 6, - 1), )
6 & 2 2 098989 Q,J 3V = %) = ),

ol ¢ appartient au segment ]6°, 6].

En sommant pour ¢ allant de 1 a M et pour k allant de 1 a n;, nous avons pour tout

0 e 0o,

(6, —63)

00

o - Olog fi(win; 0)
Zzlogfz $zk7 Zzlogfl xllm )+Z 00
J

i=1 k=1 i=1 k=1 =1 k=1 1

Jj=
Plogfi(wa; 0)
+ZZ ZZ — e
=1 k=1 j=1p
alogfzxzka
+ZZ ZZZ 96,00,09,

i=1 k=1 jlpl

(05— 05)(0, — 03)

00

(05 — 05)(0, — 0,) (0, — 0;)-

9/

149
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Par inversion des sommes, multiplication des deux membres par 1/n et en remarquant

que 1/n = p;/n;, nous avons pour tout # € O,

ZN@Z _logfz mzka Z,U%Z_logfz xzk; )
i=1 =1 T
1 alogfz xzk» )
+§:j( ) Z an ,
. 1 0%ogfi(z; 0)
T3 ZZ =06, =) Zl an 26,00,

] 1 p=1 60
r r r M
1 0 0 0 S 1 9log fi(wir; 0)
6222(9] O30 = 6)(0, —03) 3 1 an- 090;00,00, |,
1 p=1 g=1 =1 k=1

De plus, Z L Z 1/n)logfi(xik, 0) = (1/n)logl(zy, ..., x,; 0) que nous noterons (1/n)

=1
logL(f) pour la Sulte de cette démonstration. Ainsi, pour tout 0 € ©,

1 1 lﬁlogf,arzk)
“logL(6) — =logL(6° 9—80 ’
nog<>nog<>2 ZZ

00

£ S0 g0 s

]lpl t

+1ii2((9‘_90) 90 (0, _90 i Z 1 alogfz(ﬂ%k, 0)
6 r - n;  00,00,00,

j=1 p=1 ¢=1 !

00

0/

En ajoutant et en retranchant un méme terme dans le membre de droite, nous obtenons

pour tout 0 € O,
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1 0 _ 0 1 alogfz xzka )
nlogL(@) logLG —ZG 0;) ; Z o

M

00

+= ZZ@ —00)(8,—") Z i%

]1p1 i=1

2N (Y
Z)‘ Eyo (8 log fi(Xi; 0)
0?logfi(X;1;0)
0 0 . i\il5
+ = ]Elpgle Q (6, 9 E )\E(;( 20,00,

06,00,
)

E 0, — 09, — O 1 Plogfi(wa; 0)
+6;p ;@ 05)(0p = 0p)(0 = 6) 21: an 96,06,00,

=1 g=

60

(C.1)

0/

Considérons séparément chaque terme du membre droit de I’équation (C.1). Etant
donné que les observations du sous-échantillon associé a la densité de probabilité f;(-;6)
sont indépendantes et identiquement distribuées, nous avons d’apres la loi faible des

grands nombres (Feller, 1968), pour tout i =1,..., M et j=1,...,r,

)-o.
00

1810gf2( ik 0)
n; 00,

Egp | ———————=
e ( 90,

— 90 n—-+o00

D’apres le théoreme de Slutsky, pour tout 7 =1,...,r

Z Z 1 alogfz ik; 0) P 0
i1 0 n—+00 '
D’apres la loi faible des grands nombres, nous avons pour tout (j,p) € {1,...,7r}%

]- azlogfl( iks )
n; 00,00,

P logfi(Xi1;0)
L Egpo
’ ( 86,00,

)

D’apres le théoréme de Slutsky, nous avons pour tout (j,p) € {1,...,r}?

o M—too

k=1 0

M 2
P . 0 10gfi(Xz'1§9)
— Z /\lEgo ( 80]80])

1 0210gf2 ik )
Z Z 90,07,

Z

)

b
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Ainsi, on a pour tout (j,p) € {1,...,7}?

1 a lngl zka
Z Z 0,07,

’L

M 2 (Y. -
2 26,06,

P
— 0.
0 0 n—-+00

Pour tout (j,p) € {1,...,7}? et pour tout € ©, on a

M

8210gf-(X~1' 0)
— 90 6, — 90 AiEgo ( it )
. I 0 0 8210gfi(Xi1; 0)
2 ; le =5 Z b ( 06,00, g0/

D’apres 'hypothese 3.3.7, il s’agit d’une forme quadratique définie négative. Ainsi nous

avons, pour tout (4,p) € {1,...,7}? et pour tout § € © différent de 6°,

) <o
90

D’apres la loi faible des grands nombres, nous avons pour tout (7,p,q) € {1,...,7}3,

J)

D’apres le théoréme de Slutsky, nous avons pour tout (,p,q) € {1,...,7}3,

)

Etant donné que la fonction valeur absolue est une fonction continue, nous avons pour

tout (j,p,q) € {1,...,r}>,
)

§2 3000, )3 e (LB

j=1 p=1

1 8 logfz( iks )
n;, 00;00,00,

n—-+o0o

P O*logfi(Xi1; 0)
— By
"( 80,00,00,

k=1 o

f: Z 1 03logf:( X 0)
- n;  00,00,00,

M 3
P 0 logfi(Xu;Q)
— N;Egr
400 2_; e ( 96,00,00,

01

?

M 3 (Y.
=1

Z Z 1 (9 logfz Zk,
- n 960,00,00, 06,0,00,

o n—-+00
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et d’apres 'hypothese 3.3.6, nous avons pour tout (4,p,q) € {1,...,7}3,

)| <x
6/

Soit (C,€) un vecteur de constantes positives arbitraires. Les résultats précédents per-

/ 83logfi(Xi1; 9)
00,;00,00,

mettent d’écrire trois groupes d’inégalités. Pour tout ¢, pour tout e, il existe ng tel que

pour tout n supérieur ou égal & ng et pour tout (4,p,q) € {1,...,7}>, les probabilités

(Z Zlﬁlogfz Xix: 0) 2@)’

suivantes
M 2 '
1 a logfz zka . Z/\iEGO (9 logfz(lea 9)
n; 00,00, 90 — 00,00,

1 6 logfl Xlk,e)
>
(; W3 V)] |,

sont majorées par €/ (r (14 7+ r?)). Soit S I'événement satisfaisant les r(1 + r + r?)
inégalités suivantes :

{ <2M}.

Les majorations des probabilités précédentes nous donnent P(S*) < €, ou S* est le com-

00

)

)

0/

1 (‘910ng ik )

1 8 1ngz iks )
221 an 00,.00,.00,

0 0/

plémentaire de S, c¢’est-a-dire I’événement ot au moins une des inégalités précédentes

n’est pas satisfaite. Nous avons ainsi P(S) > 1 —e.

Maintenant, étudions le signe de la quantité (1/n)logL(f) — (1/n)logL(#°) pour les
éléments de S et pour @ appartenant a la sphere S (6°,¢) de centre 6° et de rayon (.
Puisque 6 appartient a S (6°,¢), il existe j € {1,...,7} tel que |§; — 67| < ¢. Ainsi nous

avons,

Z 90 Z Z 1 8logf l’zk,

7j=1

<Z<<
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et
] = — 1 0*logf;(z; 0)
5;; —6%)(6, — 6% [Z Z S
8210gfi<Xi1§9) 1~ v
_ Zl AiEgo ( 90,00, 90>] ' < 5 Z Z CQQ
= j=1 p=1

De plus, étant donné que la matrice d’une forme quadratique est symétrique et donc

diagonalisable en base orthonormée, nous avons

‘ZZ — 09)(6, — 0°) ZAEQO( Ogejaepl

7j=1 p=1

)] = ZV] ]27
00 j=1

T

ou Zﬁf = Z (0; — 9?)2 = (%, D’apres 'hypothese 3.3.7,

Z%ﬂ? max (v ZBQ = max(’yj)C2 < 0.
Jj=1 J=1
Ainsi,

T s

M
1 0 0 . 0*log fi(Xi; 0)
9 ; pz; [(6)] 0])<0P gp) lz:; AiEqgo ( aejaep

< max (v;)¢% < 0.
J

)

Une étude du signe de la fonction (1/2)r?¢* + max(v;)¢? prouve que l'on peut trouver
J

(o et a positifs tels que pour tout ¢ plus petit que (o,

1€910ng :L‘ka
_ZZQ —09)(6,—60) [Z Z 50,67, 90_

j=1 p=1 M

I~ 0 0 aQIngi(Xil; 9)
— B
+3 [ —602)(6, — 6°) ;)\ 90< 06,06,

M 2 (Y. .
Z >\iE00 <8 ]'ng’b(Xlla 0)
-~ 00,00,

)] < —al>
90

j=1 p=1

b)
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<
<
<

1 alogfz Tiks )
g0 0)(9, — 6°) g 08Ji\Tik; U)
j@@w -6, 92 ngmmeyl

S5 3) %) PRI

J=1 p=1 ¢=1

ot b = r3K /3. Rassemblant toutes les inégalités précédentes, nous avons pour les élé-

ments de S et pour tout @ appartenant a S(6°,() :
1 1
—logL(6) — —logL(#%) < r¢* — a¢* + b3,
n n

Sous I'hypothese ¢ < a/(r + b), nous avons pour tout élément de S, (1/n)logL(f) —
(1/n)logL(6°) < 0 pour tout § € S(6° ¢). Ainsi, I'événement C' dont chaque élément
vérifie, pour tout 6 € S(0°, ¢),

1 1
—logL(#) — —logL(6°
“logL(0) — ~logL(8%) < 0,

contient S et vérifie P(C) > P(S) > 1 — e. Finalement nous avons, pour tout ¢ plus
petit que min ({y,a/(r + b)), la probabilité

P (ve € S(6°,0), %logL(Q) - %logL(HO) < o)

tend vers 1 quand n tend vers 'infini. Il existe (/9\71 appartenant a l'intérieur de la boule

H < ¢, tel que logL(6)

B(6°,¢) de centre §° et de rayon ¢, c’est-a-dire tel que

ait un maximum local en 6,,. Par conséquent,

V(¢ < min ((0, ), P( §n

D’apres les hypotheses 3.3.1 et 3.3.2, §n est 'estimateur du maximum de vraisemblance.

]

—90H <g) L

n—-+0o
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Remarque C.1. Dans le cas ou toutes les densités de probabilité ne sont pas observées
dans I'échantillon (cf. remarque 3.3.2), 'adaptation de la démonstration repose sur le

résultat (3.3) et sur la proposition suivante :

Proposition C.1. Soit (U;) ;<) une suite de variables aléatoires indépendantes. Pour
tout i = 1,..., M, soit vi(n) une suite quelconque. Soient (Li);;cps €t (li)ycicpy deus

suites de réels. Sous les hypotheses m(n) — M, vi(n) — I; et U; L Li, ona
n—s+o00 n—+00 n—-+00
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Tableaux D.1, D.2, D.3, D.4 et D.5
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TABLEAU D.1 — Résultats de I'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour la
distribution exponentielle : probabilité de couverture des intervalles de confiance & 95%

—

de type Waldb(Z(6°)), probabilités de couverture des intervalles alternatifs (1(*5) et
vraie valeur (o) et estimation (o) de 1'écart-type asymptotique, pour deux valeurs du
parametre 6; de la distribution exponentielle, trois proportions p de données tronquées
a droite et quatre tailles d’échantillon n.

00 p n 160y 1 @ 1o o G

0.006 0.75 100 0.98 0.98 0.98 0.98 0.0050 0.0050
200 0.97 097 097 097 0.0035 0.0035

500 0.96 096 0.95 0.95 0.0022 0.0022

1000 0.94 0.94 0.94 094 0.0016 0.0016

0.50 100  0.95 094 095 0.94 0.0020 0.0020
200 0.95 094 094 094 0.0014 0.0014

500 0.95 095 0.95 0.95 0.00090 0.00090

1000 0.94 0.94 0.94 0.94 0.00064 0.00064

0.25 100  0.96 095 097 0.95 0.0010 0.0010
200 0.95 0.95 095 0.95 0.00071 0.00072

500 0.94 095 095 0.94 0.00045 0.00045

1000 0.95 0.96 0.95 0.96 0.00032 0.00032

0.05 0.75 100 098 0.97 0.98 0.97 0041  0.042
200 0.97 097 097 097  0.029  0.029

500 0.95 095 095 095 0018  0.018

1000 0.94 0.94 094 094 0013  0.013

0.50 100 0.95 094 095 094  0.017  0.017
200 0.95 095 095 095  0.012  0.012

500 0.95 095 095 095 0.0075 0.0075

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.0053 0.0053

0.25 100 0.95 094 095 094 0.0084 0.0085
200 0.96 096 096 0.96 0.0059 0.0060

500 0.95 096 095 0.96 0.0038 0.0038

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.0027  0.0027
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TABLEAU D.2 — Résultats de 'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour le
parametre 6; de la distribution de Weibull : probabilité de couverture des intervalles

—

de confiance a 95% de type Wald (I(6°)), probabilités de couverture des intervalles
alternatifs (1(>39) et “vraie” valeur (o) et estimation () de 'écart-type asymptotique,
pour quatre valeurs du parametre (01, ;) de la distribution de Weibull, trois proportions
p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

72

73

7)

91 02 P n 1(00> 01 81

0.006 0.5 0.75 100 0.93 0.93 0.80 0.80 0.023 0.033
200 092 091 084 0.84 0.016 0.021

500 091 091 0.89 0.89 0.010 0.011

1000 0.89 0.89 091 0.91 0.0073 0.0074

0.50 100 0.88 0.88 094 094 0.008  0.0077

200 089 0.89 094 094 0.0060 0.0056

500 091 091 095 095 0.0038  0.0036

1000 0.93 0.93 0.95 0.96 0.0027  0.0026

0.25 100 091 091 096 096 0.0034 0.0032

200 091 091 094 094 0.0024 0.0023

500 096 0.96 097 096 0.0015 0.0015

1000 096 096 096 0.96 0.0011 0.0011

0.06 0.5 0.75 100 094 094 0.80 0.80 0.19 0.29
200 091 091 083 0.83 0.14 0.18

500  0.89 0.89 0.89 0.89 0.086 0.094

1000 0.89 0.89 0.93 0.93 0.061 0.063

0.50 100 0.87 0.87 0.94 0.94 0.071 0.066

200 0.89 0.89 093 0.93 0.050 0.047

500 090 090 095 0.95 0.032 0.030

1000 0.94 094 0.95 0.95 0.022 0.022

0.25 100 093 094 096 0.96 0.028 0.027

200 093 093 096 0.96 0.020 0.019

500 094 094 096 0.96 0.013 0.012

1000 0.95 0.95 094 0.94 0.0089 0.0088

0.006 2 075 100 0.85 0.85 090 0.90 0.0027 0.0031
200 0.89 091 092 092 0.0019 0.0023

500 094 094 094 094 0.0012 0.0013

1000 0.94 094 0.94 0.94 0.00085 0.00088

0.50 100 096 0.96 0.94 0.94 0.00077 0.00082

200 096 096 095 0.95 0.00054 0.00057

500  0.96 0.96 096 0.96 0.00034 0.00035

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.00024 0.00025

0.25 100 094 094 0.93 0.93 0.00037 0.00037

200 095 095 095 0.95 0.00026 0.00026
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TABLEAU D.2 — (Suite et fin) Résultats de I'étude de simulations n°2 (1000 réplica-
tions) pour le parametre ¢; de la distribution de Weibull : probabilité de couverture

—

des intervalles de confiance & 95% de type Wald (1(0°)), probabilités de couverture des
intervalles alternatifs (1(>35) et “vraie” valeur (o) et estimation (7,) de Iécart-type
asymptotique, pour quatre valeurs du parametre (6q,65) de la distribution de Weibull,
trois proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

01 02 P n I(QO> 1(2) 1(3) ](5) 01 6'\1
500 094 094 094 0.94 0.00016 0.00016
1000 0.95 0.95 0.94 0.94 0.00012 0.00012
0.05 2 075 100 084 0.85 0.89 0.89 0.022 0.026
200 0.89 090 091 0091 0.016 0.018
500 093 093 092 0.92 0.010 0.011
1000 095 095 093 093 0.0071  0.0073
0.50 100 095 095 094 094 0.0064 0.0069
200 097 097 096 0.95 0.0045 0.0047
500 095 0.96 094 0.95 0.0029 0.0029
1000 0.97 0.97 0.96 0.96 0.0020 0.0020
0.25 100 095 095 094 094 0.0031 0.0031
200 095 095 094 094 0.0022 0.0022
500 095 095 094 094 0.0014 0.0014
1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.00097 0.00097




161

TABLEAU D.3 — Résultats de 'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour le pa-
rametre 6 de la distribution log-logistique : probabilité de couverture des intervalles de

confiance a 95% de type Wald (1(0°)), probabilités de couverture des intervalles alterna-
tifs (I(23°)) et “vraie” valeur (o) et estimation (7,) de I’écart-type asymptotique, pour
quatre valeurs du parametre (01, 6,) de la distribution log-logistique, trois proportions
p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

72

73

7)

91 02 P n 1(00> 01 81

0.006 0.5 0.75 100 0.88 0.88 0.81 0.81 0.015 0.024
200 0.88 0.88 0.85 0.85 0.011 0.014

500  0.87 0.87 090 0.90 0.0068 0.0075

1000 0.89 0.89 0.90 0.90 0.0048 0.0051

0.50 100 0.86 0.86 090 0.90 0.0069 0.0072

200 090 090 092 092 0.0049 0.0051

500 094 094 095 095 0.0031 0.0031

1000 0.93 0.93 0.95 0.95 0.0022  0.0022

0.25 100 092 092 094 094 0.0036 0.0037

200 093 093 094 094 0.0026 0.0026

500 094 094 093 093 0.0016 0.0016

1000 094 094 095 095 0.0011 0.0011

0.06 0.5 0.75 100 091 091 0.79 0.79 0.13 0.22
200 0.89 0.89 0.83 0.83 0.091 0.12

500  0.90 0.90 0.89 0.89 0.057 0.065

1000 0.89 0.89 0.93 0.93 0.041 0.042

0.50 100  0.87 0.87 0.90 0.90 0.058 0.062

200 0.89 0.89 092 0.92 0.041 0.041

500 091 091 094 0.94 0.026 0.026

1000 0.94 094 0.95 0.95 0.018 0.018

0.25 100 092 092 094 0.94 0.030 0.031

200 093 093 094 0.94 0.021 0.021

500 094 094 095 0.95 0.013 0.013

1000 0.95 0.95 094 0.94 0.0096 0.0096

0.006 2 075 100 091 092 096 0.96 0.0022 0.0022
200 095 095 094 094 0.0016 0.0016

500 095 095 095 0.95 0.00099  0.0010

1000 0.95 0.95 0.94 0.94 0.00070 0.00070

0.50 100 095 095 095 095 0.0010 0.0010

200 095 095 095 0.95 0.00074 0.00075

500  0.95 0.95 095 0.95 0.00047 0.00047

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.00033 0.00033

0.25 100 094 094 094 0.94 0.00065 0.00065

200 095 0.95 095 0.95 0.00046 0.00046
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TABLEAU D.3 — (Suite et fin) Résultats de 1'étude de simulations n°2 (1000 réplications)
pour le parametre #; de la distribution log—logimle : probabilité de couverture des
intervalles de confiance a 95% de type Wald (I(6°)), probabilités de couverture des
intervalles alternatifs (1(>35) et “vraie” valeur (o) et estimation (7,) de I'écart-type
asymptotique, pour quatre valeurs du parametre (01, 6,) de la distribution log-logistique,
trois proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

91 02 P n I(QO> 1(2) 1(3) ](5) 01 6'\1
500 095 095 095 0.95 0.00029 0.00029
1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.00021 0.00021
0.05 2 075 100 092 094 095 095 0.018 0.019
200 096 096 095 0.95 0.013 0.013
500 096 0.96 096 096 0.0083  0.0083
1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.0058  0.0058
0.50 100 095 095 096 095 0.0088  0.0088
200 095 095 094 094 0.0062 0.0062
500 095 094 094 095 0.0039 0.0039
1000 096 096 096 0.96 0.0028 0.0028
0.25 100 095 095 095 0.95 0.0054 0.0055
200 095 096 095 095 0.0038  0.0038
500 095 0.95 094 094 0.0024 0.0024
1000 095 0.95 096 0.96 0.0017 0.0017
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TABLEAU D.4 — Résultats de 'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour le
parametre 65 de la distribution de Weibull : probabilité de couverture des intervalles

o~

de confiance a 95% de type Wald (I(6°)), probabilités de couverture des intervalles
alternatifs (1(>39) et “vraie” valeur (o3) et estimation () de 'écart-type asymptotique,
pour quatre valeurs du parametre (01, ;) de la distribution de Weibull, trois proportions
p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

72

73

75)

(91 02 P n ](90) 09 /0'\2
0.006 0.5 0.75 100 095 0.95 093 0.93 0.083 0.082
200 096 096 095 095 0.058 0.058

500  0.97 097 097 0.97 0.037 0.037

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.026 0.026

0.50 100 097 097 096 0.96 0.072 0.073

200 096 095 095 096 0.051 0.051

500 095 095 095 095 0.032 0.032

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.023 0.023

0.25 100 094 094 094 093 0.060 0.061

200 094 094 093 094 0.042 0.042

500 096 096 096 0.96 0.027 0.027

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.019 0.019

0.06 0.5 0.75 100 097 096 0.96 096 0.083 0.082
200 094 094 094 094 0.058 0.058

500 096 096 097 0.97 0.037 0.037

1000 097 097 097 0.97 0.026 0.026

0.50 100 096 096 096 0.96 0.072 0.072

200 095 095 095 095 0.051 0.051

500 095 0.95 095 095 0.032 0.032

1000 0.96 0.96 0.95 0.95 0.023 0.023

0.25 100 096 096 0.95 0.95 0.060 0.060

200 095 095 095 095 0.042 0.042

500  0.95 095 095 0.95 0.027 0.027

1000 094 094 0.95 0.95 0.019 0.019

0.006 2 075 100 093 092 095 095 028 0.27
200 092 093 095 095 019 0.19

500 095 094 094 094 0.12 0.12

1000 0.94 094 094 0.93 0.087 0.087

0.50 100 095 096 095 094 0.22 0.22

200 095 095 095 095 0.15 0.15

500 0.95 095 0.95 095 0.097 0.097

1000 0.94 094 094 094 0.069 0.069

0.25 100 094 094 093 093 0.17 0.17

200 096 095 095 095 0.12 0.12
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TABLEAU D.4 — (Suite et fin) Résultats de I'étude de simulations n°2 (1000 réplica-
tions) pour le parametre 65 de la distribution de Weibull : probabilité de couverture

—

des intervalles de confiance & 95% de type Wald (1(0°)), probabilités de couverture des

intervalles alternatifs (1(335))

et “vraie” valeur (09) et estimation (d3) de 1'écart-type

asymptotique, pour quatre valeurs du parametre (6q,65) de la distribution de Weibull,
trois proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

91 02 P n ](00) ](2) 1(3) 1(5) 02 6'2
500 096 0.96 0.96 096 0.075 0.075

1000 096 0.95 0.96 0.95 0.053 0.053

0.05 2 075 100 094 092 095 096 0.28 0.27
200 093 093 095 095 0.19 0.19

500 093 093 093 093 0.12 0.12

1000 096 096 0.95 0.96 0.087 0.087

0.50 100 096 096 095 095 022 0.22

200 095 095 095 095 0.15 0.15

500  0.95 0.95 095 0.95 0.097 0.098

1000 094 094 094 0.94 0.069 0.069

0.25 100 094 094 094 093 0.17 0.17

200 095 095 095 095 0.12 0.12

500  0.95 095 096 0.95 0.075 0.075

1000 096 0.96 0.96 0.96 0.053 0.053
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TABLEAU D.5 — Résultats de 'étude de simulations n°2 (1000 réplications) pour le pa-
rametre 6y de la distribution log-logistique : probabilité de couverture des intervalles de

confiance a 95% de type Wald (1(0°)), probabilités de couverture des intervalles alterna-
tifs (I(23°)) et “vraie” valeur (o3) et estimation (G3) de 1’écart-type asymptotique, pour
quatre valeurs du parametre (01, 6,) de la distribution log-logistique, trois proportions
p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

72

73

75)

(91 02 P n ](90) 09 /0'\2
0.006 0.5 0.75 100 097 097 095 095 0.084 0.086
200 096 096 095 095 0.059 0.060

500 096 096 096 096 0.038 0.038

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.027 0.027

0.50 100 096 096 095 095 0.075 0.076

200 095 095 095 095 0.053 0.053

500 096 096 095 0.95 0.034 0.034

1000 0.93 0.93 094 094 0.024 0.024

0.25 100 095 095 094 094 0.064 0.065

200 095 095 095 095 0.045 0.046

500 094 094 094 094 0.029 0.029

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.020 0.020

0.06 0.5 0.75 100 096 0.96 0.95 095 0.084 0.086
200 096 096 094 094 0.059 0.060

500 095 095 095 0.95 0.038 0.038

1000 0.95 095 095 0.95 0.027 0.027

0.50 100 095 095 095 0.95 0.075 0.076

200 095 095 095 095 0.053 0.053

500 095 095 095 095 0.034 0.034

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.024 0.024

0.25 100 096 096 096 0.96 0.064 0.065

200 094 094 094 094 0.045 0.046

500 095 095 095 095 0.029 0.029

1000 0.93 0.93 094 0.94 0.020 0.020

0.006 2 075 100 094 095 093 093 029 0.29
200 096 096 095 095 020 0.21

500 094 094 094 094 013 0.13

1000 0.94 095 0.95 0.95 0.091 0.091

0.50 100 095 095 094 094 025 0.25

200 094 094 094 094 0.18 0.18

500 093 093 093 093 0.11 0.11

1000 0.95 095 094 0.95 0.079 0.079

0.25 100 094 094 093 093 021 0.21

200 096 096 096 096 0.15 0.15
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TABLEAU D.5 — (Suite et fin) Résultats de 1'étude de simulations n°2 (1000 réplications)
pour le parametre 6, de la distribution log-logistique : probabilité de couverture des

intervalles de confiance a 95% de type Wald (I(6°)), probabilités de couverture des

intervalles alternatifs (1(>35))

et “vraie” valeur (o) et estimation (d9) de I’écart-type

asymptotique, pour quatre valeurs du parametre (01, 6,) de la distribution log-logistique,
trois proportions p de données tronquées a droite et quatre tailles d’échantillon n.

(91 02 P n ](90) ](2) 1(3) 1(5) 09 /0'\2
500 095 095 094 0.94 0.095 0.095

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.067 0.067

0.05 2 075 100 094 095 095 095 0.29 0.29
200 095 095 093 093 020 0.21

500 096 096 096 096 0.13 0.13

1000 0.94 095 095 0.95 0.091 0.092

0.50 100 094 094 095 095 025 0.25

200 095 096 095 095 0.18 0.18

500 095 095 095 095 0.11 0.11

1000 096 096 0.96 0.96 0.079 0.079

0.25 100 094 094 093 093 021 0.21

200 096 096 096 096 0.15 0.15

500 094 094 094 094 0.095 0.095

1000 0.95 0.95 0.95 0.95 0.067 0.067
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