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✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✹

❆ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✸✽

❇ ❆ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r µ ✶✹✷

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✹✺
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡①t✿

❆❙❈❖▼❊❚❆▲ ♣r♦❞✉❝❡s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ st❡❡❧s ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡✱ ♣❡tr♦❧❡✉♠ ❛♥❞

♠❛♥② ♦t❤❡r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ st❡❡❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❙❈❖▼❊❚❆▲

❞❡♠❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝✉st♦♠❡r✬s

❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠✲

♣♦rt❛♥t ❣♦❛❧s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❣♦❛❧s✱ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡♠✐♥❡♥t✳ ■♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢

s✉♣❡r✐♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ ♠❛❝❤✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❧♦✇❡r r❡❥❡❝t✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡ ♠♦st ❞❡♠❛♥❞✐♥❣

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❣❡❛rs✱ ❝❛♠s❤❛❢ts✱ ❡t❝ r❡q✉✐r❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r❞♥❡ss

t♦ r❡s✐st ❢❛t✐❣✉❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❈♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❤❛r♥❡ss ✐s ❝❛r✲

❜✉r✐③❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭> AC3✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥

❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛r❜✉r✐③❛t✐♦♥✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿ ❆❧✱ ◆❜✱

❚✐✱ ❡t❝ ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❛❞❞❡❞✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ ❈ ❛♥❞ ◆ t♦

❢♦r♠ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✿ ❆❧◆✱ ◆❜❈✱ ◆❜❈◆✱ ❡t❝ ❛♥❞ r❡t❛r❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦✈❡♠❡♥t

❜② ♣✐♥♥✐♥❣✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❆❙❈❖▼❊❚❆▲ t❤❛t

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥tr♦❧✱ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✉♥✇❛♥t❡❞ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡✇

❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❚❤✐s ✐s r❡❣✉❧❛r❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

◆♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭◆●●✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✇❤♦❧❡

❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❆●● ♦✛❡rs ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❤❡❛t tr❡❛t✲

♠❡♥ts✿ s✉❝❤ ❛s ❝❛r❜✉r✐③✐♥❣✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞❡s✐❣♥✱ ✐t

✐s ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆●● ✐♥ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❛t❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡

❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❬✻✹❪✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐✲

✶
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Normal or  
no grain growth 

AGG initiation 

AGG propagation 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♦r ♥♦ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ ❬✻✹❪✳

❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❬✻✹❪✱ ✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❧♦✇❡r❡❞

t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❆●● ♦♥ ❢❛t✐❣✉❡ ❧✐❢❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐ts

♣r♦♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❖✈❡r t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡ ♦r s♦✱ ❡✛♦rts ❛r❡ ✐♥✈❡st❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t

❆●● ✐♥ st❡❡❧✳ ❉❡s♣✐t❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡✛♦rts✱ ❆●● ✐s ❧✐tt❧❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❞❡❜❛t❡s

❛❜♦✉t t❤❡ r♦♦t ❝❛✉s❡ ♦❢ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣r♦❥❡❝t✱ ❡✛♦rts ❛r❡ ❣✐✈❡♥

t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛❜♦✉t ❆●● ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❛❝t♦rs ♣r♦♠♦t✐♥❣

❆●● ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆tt❡♠♣ts ❛r❡ t❛❦❡♥ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❆●● ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧s✳

P❤❉ ♣r♦❥❡❝t str✉❝t✉r❡✿

❚❤✐s P❤❉ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ P❤❉ ♣r♦❥❡❝ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥✲

❞❡r ❆❙❈❖▼❊❚❆▲ ❈❘❊❆❙ ✐♥ t❤❡ ▼❆❚❊■❙ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❉✳ ❆❈❊❱❊❉❖✭✷✵✵✼✮ ❬✸❪

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛✉st❡♥✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❛❧❧♦②
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Materials 
micro 

properties 

Precipitation 
state 

Grain growth 

Thermo-
mechanical 
treatment 

Grain size 
evolution 

Grain growth 
type: AGG/NGG 

Volume 
fraction 

Precipitate 
modeling 

Coupled 

modeling 

Materials by 
design 

Volume fraction 

Precipitate size 
distribution & 

chemistry 

Grain 
growth 

modeling 

Materials 
macro 

properties 

Induction coupled 
plasma analysis 

Precipitate chemistry 

Precipitate size distribution 

Picric acid etching + 
image analysis 

Development  required 

Need further improvement or 
modification 

Already known method 

Measurement required 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t str✉❝t✉r❡✳

st❡❡❧s✳ ❍❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭Pr❡❝✐❙♦✮ ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤ ❚❤❡✲

♦r✐❡s ✭❈◆●❚s✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐❧✉t❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐s ✇♦r❦✱ ❈✳ ▲❡❣✉❡♥✭✷✵✶✵✮ ❬✹✵❪

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧s ✐♥ r❡❧❛✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ♦♥s❡t ♦❢ ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤

✭❆●●✮ ✐♥ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ st❛t❡✱ s❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣ ✇❤❡♥

❜♦t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t

✇♦r❦ ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ t♦ ♣r♦❣r❡ss t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛✉st❡♥✐t❡

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s P❤❉ ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❢✉rt❤❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧s✳ ❋♦r

t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐♥

❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ t②♣❡ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡ t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♠✐❝r♦ s❝❛❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

s✉❝❤ ❛s✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠❛❝r♦

s❝❛❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t❡✲

❞✐♦✉s ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇♦r❦✱ ❡♠♣❤❛s✐s

✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛✲
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t✉r❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉♥✲

❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r ❝♦❞❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝s✱

t❤❡ t❛s❦s ♣❧❛♥♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ●r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ st❛t❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✷✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✸✳ ❆♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦

♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡s✳

✹✳ ❆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥t ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❡♥✲

❛❜❧❡ ✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✺✳ ❚❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡

❝♦✉♣❧❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥

✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s✳

▼❛♥✉s❝r✐♣t ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✿

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡✈✐s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ♣r❡✲

❞✐❝t ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ s❡✈❡r❛❧ t❛s❦s ❛r❡ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡ t❛s❦s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦

❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♣t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❆ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

❝❤❛♣t❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ■t ✐s

❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✲

✐♥❣ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✿ ✶

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✷ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ st❛t✐❝ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦② ✭❋❡❱◆❜❈◆✮ t♦ ✈❡r✐❢② ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❆●● ❛♥❞ ◆♦r♠❛❧ ♦r ◆♦ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭◆●●✮ ✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦✇ st❡❡❧✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞

●r♦✇t❤ ❚❤❡♦r✐❡s ✭❈◆●❚s✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡✲
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❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✐❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❛t r❡s✐❞❡ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥❧② ❝♦♥✲

tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥

t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s✿ ✶ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ✷ st❡❡❧✲❇✱ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡❞ P❧❛s♠❛ ✭■❈P✮ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢②

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s✳

❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞✲

❡❧s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❡r♠❡❞ ❛s t❤❡

❵❙♦❢t ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✭❙❈▼✮✬✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❙❈▼✱ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

❙♦✱ ✐♥ ❛ st❛t✐❝ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ s②st❡♠✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✲

t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆●● ♦r ◆●●✮ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡

❙❈▼ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆❣r❡❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

s❝❤❡♠❡✬s str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t✐❝ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

✇✐t❤ t✐♠❡ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ ❵❉②♥❛♠✐❝ ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✭❉❈▼✮✬✳ ❚❤❡ ❉❈▼ ❞❡♣✐❝ts ❛ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

❡✈♦❧✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❉❈▼ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❉❈▼ ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ❞r❛✇ ❛

t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✉s✲

tr✐❛❧ ❛❧❧♦②s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣s

t♦ ❞❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❈▼✳

■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

♣r♦❥❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❢✉t✉r❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮

♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛tt❡♠♣ts ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♠✲

♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦

❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❡t❛r❞❛♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❝♦♠❡s s♦♠❡

♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧✬s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭♠♦♥♦ ❞✐s♣❡rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭◆●●✮ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ❞✉r✐♥❣ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❬✺❪✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡

s✐♠♣❧✐st✐❝ t❡r♠✱ ◆●● ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❡✈♦❧✈❡s ❜✉t t❤❡

❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤❛♣❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆❜♥♦r♠❛❧

●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛♣✐❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❆ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❆●● ❤❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ❬✷✶❪✳

❚❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❆●● ❛r❡ ♥♦t ②❡t ✈❡r② ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❝❧❛✐♠ t❤❛t

❆●● ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ✭❡✳❣✳ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❡①t✉r❡✮ ❬✺✻❪✳

❲❤❡r❡❛s ♦t❤❡rs ❝✐t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✐✳❡✳ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✮ ❛s t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢

❆●● ❬✺✱ ✾❪✳ ❆♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❛s♦♥

❢♦r ❆●● ✇❤❡r❡ t❡①t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦✇ ❛❧❧♦②

✻
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✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧

st❡❡❧✱ ✇❤❡r❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ t❡①t✉r❡ ✐s s❡❧❞♦♠ ❢♦✉♥❞✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

❆●● ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ❬✸✵❪✳ ❇❡s✐❞❡s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣✱ ❆●● ✐s ❛❧s♦

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✉t❡ ❞r❛❣ ❡✛❡❝ts ❬✸✼❪✳ ■t ✐s r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥✲❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡

❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡r❡ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❋r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ss✉♠❡❞

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ❬✺✼✱ ✸✸❪✳ ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥✲

❡r❣② ❛❧❧♦✇s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r❛✐♥s ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t♦ ❣r♦✇ ♣r❡❢❡r❛❜❧②

❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤✉s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② r❛♣✐❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ❛tt❛✐♥

❛❜♥♦r♠❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛✉t❤♦rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢♦r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭s❡❡ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r

♣❛♣❡r ♦❢ ❍✐❧❧❡rt ❬✷✹❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ●❧❛❞♠❛♥ ❬✷✶❪✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s

✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❆●● ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼✳ ❍✐❧❧❡rt ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡

✏❛❜♥♦r♠❛❧✑ ♦r ✏❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✑ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛s ❛ ❞❡❢❡❝t ♠♦❞❡❧ ❬✷✹❪✳ ■♥

t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥❡✐❣❤❜♦rs ✐t ❤❛s✳

❩❡♥❡r ❬✼✶❪ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✱ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ❡①❡rt ❜❛❝❦ ♣r❡ss✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s

❜❛❝❦ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❩❡♥❡r P✐♥♥✐♥❣✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

✇♦r❦s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✉♥♣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ❬✷✹✱ ✺✱ ✷✵❪✳

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

❣r♦✇ ✐♥ ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❇ré❝❤❡t ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ t❤❛t ❧❡❞

t♦ ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✐♥♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✲

✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

t❤❛♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡t ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❆●● ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❍❡r❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡

♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ tr✐♣❧❡ ♦r q✉❛❞r✉♣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

t♦ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❣✐✈❡♥

✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❬✹✵❪ ❛♥❞

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬✺✸❪✳

❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✷❉ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥

✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❆●● ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✭✐✮ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♣✐♥♥❡❞

❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❆●● ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❛ s✐♠♣❧❡

♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❆●● s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ●r❛✐♥

✼
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✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧

Normal Grains 

Abnormal Grain 

��� 
�� 

State  

��� + 2�� 

State 2 
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r Dab s✉r✲
r♦✉♥❞❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✱ Dn✳ ❚❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ✐s ❣r♦✇✐♥❣ ❢r♦♠
st❛t❡ ➀ t♦ st❛t❡ ➁ ❜② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✐ts ❞✐❛♠❡t❡r ❜② ✷Dn✳

❜♦✉♥❞❛r② ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❩❡♥❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞

❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛✐♠s ❛t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❆●● ♠❛② ♦❝❝✉r✳

✷✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧✿

✶✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡ t②♣❡ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

✷✳ ❙♦❧✉t❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❙♦✱ s♦❧✉t❡ ❞r❛❣ ❤❛s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥

r❡t❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ s♦❧✉t❡ ❞r❛❣ ✐s ♥♦t

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✳

✸✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ✜♥❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ s♦❧✉t❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s

t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❆●● ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs✳

✽
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✷✳✷✳✷ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥s

❚❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡r❢❛✲

❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❆●●✱ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡

❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥s✉♠❡s t❤❡♠✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❣r❛✐♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s s♣❤❡r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥ ♦❢

❞✐❛♠❡t❡r Dab ✭t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥✮ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② s♠❛❧❧❡r ✭♥♦r♠❛❧✮ ❣r❛✐♥s ♦❢ ❞✐✲

❛♠❡t❡r Dn ✭st❛t❡ ➀✮✳ ❚❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ❞✐❛♠❡t❡r ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡

♦❢ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❛tt❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✭Dab +2Dn✮ ✭st❛t❡ ➁✮✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ✇♦r❦ δW = E1 − E2 r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ st❛t❡ ➀ t♦

st❛t❡ ➁ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ Pab ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ t♦ ❣r♦✇ ✭❛s s❤♦✇♥

✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✱ s✉❝❤ ❛s δW = PabδV ✳ ❍❡r❡✱ δV ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧

❣r❛✐♥ ❢r♦♠ st❛t❡ ➀ t♦ st❛t❡ ➁✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ δV = λabD
2
abδDab/2✱ ✇❤❡r❡ λab ✐s ❛

❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❛❝t♦r ✭λab = π ❢♦r ❛ s♣❤❡r❡✮✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ng✱ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ Dn ❛♥❞ Dab✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ♦✈❡r ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s✿

ng = ρ
λab(Dab +Dn)

2

λpλnD2
n

= 4µ
λab
λn

(Dn +Dab)
2

D2
n

✭✷✳✶✮

❍❡r❡✱ ρ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r✱ λn ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❛❝t♦r ✭λn = π ❢♦r ❛

s♣❤❡r❡✮✱ λp ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♦✈❡r ❛❝t✉❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

❣r❛✐♥s ✭λp = 1/4 ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❡✮ ❛♥❞ µ = ρ/(4λp)✳ ❆ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ st✉❞② ♦❢ t❤❡

♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■t ✐s

❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❈ st✉❞② t❤❛t µ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺✹ ❛♥❞ ✵✳✺✻✳ ❚❤❡

t♦t❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ st❛t❡ ➀ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E1 =
γg
2

[

λabD
2
ab + ngλnD

2
n

]

=
γgλab
2

[

D2
ab + 4µ(Dab +Dn)

2
]

✭✷✳✷✮

❍❡r❡✱ γg ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧

❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ➁ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮ ✐s✿

E2 =
γgλab
2

[Dab + 2Dn]
2 ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦

δW ❞♦♥❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❜② δV ✿

PDab
=
δW

δV
=
E1 − E2

δDab

δDab

δV
=
E1 − E2

2Dn

2

λabD2
ab

✭✷✳✹✮

✾
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PDab
=

2γg
Dn

[

µ− (1− µ)

(

Dn

Dab

)2

+ (2µ− 1)
Dn

Dab

]

✭✷✳✺✮

❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♠♦✈❡ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

t❤❛t ❛♥② ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠❡❡t s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

♣✐♥♥✐♥❣✳

❩❡♥❡r s❤♦✇❡❞ t❤❛t s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❜❛❝❦ str❡ss ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤✐♥❞❡r

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❆ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r ❡①❡rts ❛ ❢♦r❝❡ fz = ksrγg ♦♥

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❤❡r❡ ks ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ π ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡

♣❛rt✐❝❧❡s ✭N✮ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭f✮ ❜② f = Nkvr̄
3✱ ✇❤❡r❡

kv ✐s ❛♥♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 4π/3 ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞

r̄ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ns ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

✇✐t❤ ✶ ♠2 ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ns = 2r̄N ❛♥❞ t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

❛s✿

P̄Z = nsfz =
2ksγgf

kvr̄
✭✷✳✻✮

◆♦✇✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② n ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ r❛❞✐✐ ri ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ni

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✭✐✳❡✳ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ni(ri)✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐s s✐♠♣❧② ❛ s✉♠ ♦✈❡r ♣✐♥♥✐♥❣

♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❝❧❛ss ✭i✮✿

PZ =
n
∑

i

2riniksriγg = 2ksγgNr, where Nr =
n
∑

i

nir
2
i ✭✷✳✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❞♦❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② PDn
= λγg/Dn✱ ✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳

❩❡♥❡r ❛♥❞ ●❧❛❞♠❛♥♥ ❬✷✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✹ ❢♦r λ✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥

♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✱ ❘✐♦s ❬✺✹❪ ♣r♦✈❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❜❡ ✽ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡ t♦ ❣r♦✇ ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡❛❝❤ ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣

s✐③❡ ♦❢ Dl
n✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✿

PZ =
λγg
Dl

n

with Dl
n =

λkv
2ksNr

✭✷✳✽✮

❚❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❣r❛✐♥ s✐③❡ Dl
n ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② ♣✐♥♥✐♥❣

❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
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❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r

❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❬✸✵✱ ✷✵✱ ✷✹❪ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

dDab

dt
=M (PDab

− PZ) ✭✷✳✾✮

❍❡r❡✱M =M0 exp
(

− Q

RT

)

✳ M ✐s ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ Q ✐s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

❡♥❡r❣②✱ R ✐s ♠♦❧❛r ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ T ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ M0 ✐s ❛ ♣r❡✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❬✸✵✱ ✷✵✱ ✷✹❪✿

dDn

dt
=M (PDn

− PZ) ✭✷✳✶✵✮

❚✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❆●● ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dDab

dt
> 0 and

d

dt

(

Dab

Dn

)

> 0 ✭✷✳✶✶✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✶ st❛t❡s t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❆●● t♦ ♦❝❝✉r✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s

✭> Dn✮ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇t❤ ✭dDab/dt > 0✮✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t✱ ❧❛r❣❡r

❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮✳ ❖♥❧② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❛ s②st❡♠ t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❆●● ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✺✱ ✷✳✽✱ ✷✳✾ ❛♥❞ ✷✳✶✵✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ x = Dn/D
l
n ❛♥❞ y =

Dab/Dn✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❆●● ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

µ− (1− µ)y−2 + (2µ− 1)y−1 − xλ/2 > 0 ✭✷✳✶✷✮

µ− (1− µ)y−2 + (2µ− 1)y−1 − λ/2 [x+ y (1− x)] > 0 ✭✷✳✶✸✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✷ ❛♥❞ ✷✳✶✸ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r

❛ r❛♥❣❡ ♦❢ x ❛♥❞ y ②✐❡❧❞ t❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ◆●● ❛♥❞ ❆●●✳

✷✳✸ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ✇✐t❤ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣

❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✷ ❛♥❞ ✷✳✶✸ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ ❆●● ❢♦r µ = 0.54 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x = Dn/D
l
n

✭♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✮ ❛♥❞ y = Dab/Dn ✭✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✮✳ ❆s ❡①✲

♣❡❝t❡❞✱ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭dDab/dt✮ ✐s ❤✐♥❞❡r❡❞ ❜② s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛✈♦r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ✐s

❧❛r❣❡ ✭❤✐❣❤❡r ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ r❡❧❛✲

t✐✈❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s t♦ ❣r♦✇ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢

❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ✭d(Dab/Dn)/dt✮ ✐s t❤❡♥ ❢❛✈♦r❡❞ ✇❤❡♥ ✭✐✮ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❤✐❣❤
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ ❆●● ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ µ = 0.54
❛♥❞ λ = 0.6✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ❡①❤✐❜✐ts ✻ ❞♦♠❛✐♥s✿ ➀✿ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ❣r♦✇
✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✱ ➁✿ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❣r♦✇✱ ➂✿ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♣✐♥♥❡❞✱ ➃✿
❜♦t❤ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♣✐♥♥❡❞✱ ➄✿ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♣✐♥♥❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s
❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇s ✭✉♥st❛❜❧❡ ❆●● r❡❣✐♦♥✮ ❛♥❞ ➅✿ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥
❣r♦✇ ✐♥ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r ✭✉♥st❛❜❧❡ ❆●● r❡❣✐♦♥✮✳ y s❝❛❧❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡❞
s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ ❢r♦♠ y = 1✳

❛♥❞ ✭✐✐✮ s✐③❡ ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s ✐s ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡

✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❆●● s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧

❣r❛✐♥s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② t♦ ❦❡❡♣ ❛ ✜♥❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②

❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❤♦✇ s✐♠✐❧❛r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

❆♥❞❡rs❡♥✬s ❡t ❛❧✳ ❬✺❪✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Dn/D
l
n ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉♥✐t②✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞

t❤❛t ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t 1.4Dn ✭µ = 0.54✮

t♦ ✷Dn ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧②✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✶✳✹Dn✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r ✭µ✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❆●●

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❆●● r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ s❤✐❢ts t❤❡

❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ ♠❛♣✳ ❆ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❛❝t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❤❛s

❛ ❧❛r❣❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳

❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❆●●✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❝❝✉r

❡✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ µ ✐s ❛ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❧♦②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ t❤❛t µ ♠✐❣❤t

❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺✹✲✵✳✺✻ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✮✱ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❧♦②

✶✷
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0 0.5 1 1.5 2= �� ���  

=� ��
� �  Initiation 
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     µ=0.52      µ=0.54      µ=0.5 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ ❆●● ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ λ❂✵✳✻ ❛♥❞
µ =✵✳✺✱ ✵✳✺✷ ❛♥❞ ✵✳✺✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ✱
❡♥❝❧♦s❡❞ ❆●● r❡❣✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

s②st❡♠s✳

✷✳✹ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❜② s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛r✲

t✐❝❧❡s

❇ré❝❤❡t ❡t ❛❧✳✳ ❬✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ♦♥ tr✐♣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s ♦r q✉❛❞r✉♣❧❡

♣♦✐♥ts ✭s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦✈❡♠❡♥t

t❤❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡✐♥❣

fc = α0fz✱ ✇❤❡r❡ α0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t q✉❛❞r✉♣❧❡

♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✿ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s

♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❞r✉♣❧❡

♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡t ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢

❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❬✸✾❪ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣♦♦r❧②

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡

✇❤♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❝r❡❛t❡ ❤✐❣❤❡r ♣✐♥♥✐♥❣

❢♦r❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✱ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❣♦t ♣✐♥♥❡❞

♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❜❡❝♦♠❡ tr✐♣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❝r❡❛t❡s ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡
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❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s

♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❝❝✉♣② t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧②✳

❆❢t❡r ✜❧❧✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ r❛❞✐✉s✱ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❝❧❛ss❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳

■♥ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r Dab ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧

❣r❛✐♥s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r Dn✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ❜②

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✶✹✱ ✇❤❡r❡ K0 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥ ❛♥❞ KV ✐s ❛

❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✳

N∗ =
K0

KVD3
n

[✾] ✭✷✳✶✹✮

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦♥♦ ❞✐s♣❡rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄✮✮ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ N ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣ ✭P̄C✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✇❤❡r❡ N > N∗

P̄C = K0(α0ksγgr̄)
1

KAD2
n

✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ N < N∗

P̄C =
N

N∗
K0(α0ksγgr̄)

1

KAD2
n

✭✷✳✶✻✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡s s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ni(ri) ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t❡s nn =
∑

i ni✳ ❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s

✭q✉❛❞r✉♣❧❡ ♦r ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t✮✱ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥✲

♥✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✉s rc ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ♦❝❝✉rs ❢♦r ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❆s r❡♣♦rt❡❞

❜② ❇ré❝❤❡t ❡t ❛❧✳✳ ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■❢ nn < N∗✿

PC =
∑

i

ni

N∗

K0αksγgri
KAD2

n

=
KV αksγg
KA

Dn

n
∑

i=1

niri ✭✷✳✶✼✮

■❢ nn > N∗✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② PC ❛♥❞ PZ ✿

PC =
KV αksγg
KA

Dn

n
∑

i=i∗

niri and PZ = 2ksγg

i∗
∑

i=1

nir
2
i ✭✷✳✶✽✮

❲❤❡r❡✱ i∗ ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡

❡✐t❤❡r ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ♦r ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❆s t❤❡

♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✐s fC = α0ksγgri✱ ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✭❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❜❡✐♥❣ ❝r❡❛t❡❞

❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♦❢ ❝❧❛ss ✐♥❞❡① ✶ t♦
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Zener pinning

Corner pinning

�∗ �� 
� �� � 

 �� �� �� > �∗�
�=�∗−�  

 �� �� �� < �∗�
�=�∗  

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❝♦r♥❡r
♣✐♥♥✐♥❣ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳

i∗ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♦❢ ❝❧❛ss ✐♥❞❡①

i∗ t♦ n ❛r❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✿

n
∑

i=i∗

ni < N∗ <

n
∑

i=i∗−1

ni ✭✷✳✶✾✮

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✶✾ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②✳ ❍❡r❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❝❧❛ss ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s ✜❧❧ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts t✐❧❧ i∗ ✭❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ r❡❞ ❝♦❧♦r✮ ❛♥❞

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ≤ i∗✱ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ i∗ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Dn✿ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐s Dn✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s N∗ ❛♥❞ ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① i∗✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦r♥❡r ❛♥❞ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✾ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✵ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dDab

dt
=M [PDab

− PC − PZ ] ✭✷✳✷✵✮

dDn

dt
=M [PDn

− PC − PZ ] ✭✷✳✷✶✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ d/dt (Dab/Dn) ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✵ ❛♥❞ ✷✳✷✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

d

dt

(

Dab

Dn

)

=
1

Dn

dDab

dt
−
Dab

D2
n

dDn

dt
✭✷✳✷✷✮

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t♦t❛❧

♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱
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✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✷✳✺ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✶✶✮ ✐♥ ✐❞❡♥t✐✲

❢②✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❧✐♠✐t❛t✐♥❣

❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉s✲

❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r♦✇t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✭✇✐t❤ t✐♠❡✮ s②st❡♠ ✭❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭Niri✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡✭Dn✮✮✳

❲❡ ❝❛♥ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

dDab

dt
> 0 and

d

dt

(

Dab

Dn

)

> 0 ✭✷✳✷✸✮

❊①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✷✷ s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭d/dt(Dab/Dn) >

0✮ t♦ ❜❡ tr✉❡✱ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭dDab/dt > 0✮ ❤❛s t♦ ❜❡ tr✉❡✳ ❙♦✱ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿

d

dt

(

Dab

Dn

)

=
1

Dn

dDab

dt
−
Dab

D2
n

dDn

dt

=
2γgM

D2
n

[

µ− (1− µ)

(

Dn

Dab

)2

+ (2µ− 1)
Dn

Dab

−
λDab

2Dn

]

−
M

Dn

(

Dab

Dn

+ 1

)

(PC + PZ)

✭✷✳✷✹✮

❍❡r❡✱ Dab ❝❛♥ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ Dn ❛♥❞ ∞ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦♥❧② tr✉❡ ✇❤❡♥ Dn/D
l
n > 1✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❆●● ✐s ✐♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡

s✐♠✐❧❛r t♦ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ▼✉❧❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪ ❛♥❞ ❍✉♠♣❤r❡②s ❬✸✵❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢

Dab ❞❡❧✐♠✐t✐♥❣ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st

✈❛❧✉❡ ♦❢ Dab ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Dmin
ab ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛s Dmax

ab ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ■♥

❢❛❝t✱ ✐♥ ❛ ♥♦ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r µ = 0.56 ❛♥❞ λ = 0.6✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❆●●

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❜❡t✇❡❡♥✱ Dmin
ab /Dn ≈ 1.26 ❛♥❞ Dmax

ab /Dn ≈ 1.43✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱

d/dt(Dab/Dn) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛

♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ Dmax
ab ❝❛♥ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ✶ ♦r ❝❧♦s❡ ❜✉t

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✷ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✸ ✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ✸ ❜❡❛rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (d/dt(Dab/Dn) > 0) ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ d/dt(Dab/Dn) ❝❛♥ r❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ Dn ❛♥❞ ➀ ♦r ➁ ♦r ➂✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t M = 1✳

♦❢ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ ✸ ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❣r♦✇

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ♦♥❡s✳ ■♥ ❝❛s❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ✈❡r②

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ♦♥❡ ❣r♦✇ ❢❛st❡r ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❢❛❝t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r②

❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✮✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t Dmax
ab ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ✷ t✐♠❡s ♦❢ Dn ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❆●● t♦ ♦❝❝✉r✳

❙♦✱ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ ❆●● ❛♥❞ ◆●● ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Dmax
ab /Dn > 2 Probable grain growth condition : ❆●●

Dmax
ab /Dn < 2 Probable grain growth condition : ◆●●

✭✷✳✷✺✮

❚❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❛r❜✐tr❛r② ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞

♠❛② ✈❛r② ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✈❡r② ✇✐❞❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛ st❛t✐❝ s②st❡♠

✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ✭Dn✮ s✐③❡ ❛♥❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦

♣r❡s❡♥t d/dt(Dab/Dn) ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❆●●✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s②st❡♠ ✇✐t❤

❡✈♦❧✈✐♥❣ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ Dmax
ab /Dn ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✱

Dmax
ab /Dn ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞

s②st❡♠✳

✷✳✻ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ♣✐♥✲

♥✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❩❡♥❡r ✭PZ or P̄C✮ ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ✭PC or P̄C✮ ♣✐♥♥✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ✭❛✮ ❉✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ✮ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄ = 2.7nm✮ ❛♥❞ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
✭fv = 0.0001✮✳ ✭❜✮ ❉✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s❛♠❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ = 0.2✮ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭fv = 0.0001✮ ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ✐♥
♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄✮✳ ❍❡r❡✱ m−3 r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❡r ❝✉❜✐❝ ♠❡t❡r
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✱Dn = 10µ♠✳
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❚✇♦ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞✿ ✶ ❚❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭fv = 0.0001✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄ = 2.7♥♠✮ ❛r❡ ❦❡♣t

❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✇✐❞❡r ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✭σ✮ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✭❛✮ ❢r♦♠ ❝✉r✈❡ ✶ t♦ ✺✮ ❛♥❞ ✷ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

✭fv = 0.0001✮ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ = 0.2✮ ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡❛♥

r❛❞✐✉s ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✭❜✮ ❢r♦♠ ❝✉r✈❡ ✶ t♦ ✺✮✳

❚❤❡ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✭P̄Z✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✻ ❛♥❞ ✭PZ✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✼✳ ❚❤❡ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✭P̄C✮

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✺ ♦r ✷✳✶✻

❛♥❞ ✭PC✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✶✼

♦r ✷✳✶✽✳ ❍❡r❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s t❛❦❡♥ ❛s Dn❂✶✵ µ♠ ❛♥❞

t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r α = 2.0✳

❆❧❧ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✭❜♦t❤ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ✭❛✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✭❛✮ ❛♥❞

✭❜✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ✭❜✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✬s st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥ ✭σ✮ ♦♥ ❜♦t❤ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✭❛✮✱ ✐t ❝❛♥

❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞

s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇ ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✉s✐♥❣ ✇❤♦❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇ r❛t❤❡r ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥

❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡s

✐♥ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐t s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✮✳ ❇❡t✇❡❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐✲

❛t✐♦♥ ✭σ✮ ♦❢ ✵✳✶ ❛♥❞ ✵✳✷ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ∼✶✵✵✵ t♦ ∼✹✵✵✵ Pascal✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❧♦✇❡r ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥♦✲❞✐s♣❡rs❡

✭♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ♠✉❧t✐ ❝❧❛ss ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s

❝❧❛ss❡s✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❛❞✐✉s ❝❧❛ss✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s ❝❧❛ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡

✐♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❝❝✉rs✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r

❞❡♥s✐t② r❡✢❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❈♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭P̄C✮ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✼

✭❜✮✮ s❤♦✇s ✐♥s❡♥s✐t✐✈✐t② ✭q✉✐t❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛✲

t✐♦♥ ✭σ✮ ♦❢ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✲
✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ = 0.1 to 0.2✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✿ ✭❛✮ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✿ P̄Z ❛♥❞ PZ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✭❜✮ ❈♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✿ P̄C ❛♥❞ PC ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s
❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄ = 2.16 nm to 5.31 nm✮ ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ ✭❝✮ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✿ P̄Z ❛♥❞ PZ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s
❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✭❞✮ ❈♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✿ P̄C ❛♥❞ PC ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥
r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷✵
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧

✉s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭PC✮ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣ σ✳ ❆s ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❧❛r❣❡st ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r

♣♦✐♥ts✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❧❛r❣❡r r❛❞✐✐ ❝❧❛ss ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ σ✮✱ ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄✮ ❤❛✈✐♥❣ s❛♠❡

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✭P̄Z✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥

r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭PZ✮ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✭❝✮✮ s❤♦✇s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞ ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄✮✳ P̄Z ❛♥❞ PZ s❤♦✇s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✱ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r

q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣

✭❜♦t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❜♦t❤ ♦✈❡r❛❧❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s

❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭PC✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✭P̄C✮ ✭s❡❡ ✜❣✲

✉r❡ ✷✳✼ ✭❞✮✮✳ ■♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ✭✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♣♣r♦❛❝❤✮ ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❆s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥

s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s s♦❧❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ❜♦t❤ ❩❡♥❡r ✭P̄Z✮ ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✭P̄C✮ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❞t❤ ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡s✲

s✉r❡ ✐s t❤❡♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥✮ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✭PZ✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❞t❤ ✭σ✮✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✭PC✮ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ■♥❝r❡❛s❡ ✐♥

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭❤❛✈✐♥❣ s❛♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞

✐♥ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❛t❤❡r

❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✳ ◗✉✐t❡ ♦♣♣♦s✐t❡ tr❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r t❤❡

❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s ✭P̄C ❛♥❞ PC✮✳ P̄C ❛♥❞ PC ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣s ✭P̄C ❛♥❞ PC✮ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✳ ■t ❝❛♥

❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥

r❛❞✐✉s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡✱ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

r❛t❤❡r s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛s❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✬s st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ✮ ❛♥❞
♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ♦♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✿ ✭❛✮ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ σ = 0.175
❛♥❞ ✭❜✮ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ = 0.2✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄✮ ❛♥❞
♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ♦♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✿ ✭❝✮ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✱ r̄ = 2.16nm ❛♥❞
✭❞✮♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✱ r̄ = 5.31nm✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ fv❂✵✳✵✵✵✶✱ t❤❡
❆●● ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r µ❂✵✳✺✻✱ λ❂✵✳✻ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ M❂✶✳

✷✳✼ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❆●●

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ✮ ❛♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥ ✭r̄✮ ♦♥ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♣r❡✲

❡①✐st✐♥❣ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ r❡❛❧✐③❡ ❤♦✇ t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❛❧s♦ ✈❛r✐❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡

❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦♥ ❆●●✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ t❤❛t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ s✐③❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ t❤❛t ✐s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❛❜♥♦r♠❛❧

❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ Dn = 1µm

❜❡❝❛✉s❡ d/dt(Dab/Dn) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇✐t❤✐♥ Dmax
ab /Dn = 1 t♦ <✷ ❢♦r ❜♦t❤ σ = 0.175

❛♥❞ ✵✳✷✳ ❆s t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡❧❛t✐✈❡

❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❧♦✇❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❆●●✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶µ♠ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Dmax
ab ✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡

✷✷
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s✉❣❣❡st✱ Dn❂ ✸✱ ✼ ❛♥❞ ✶✺µ♠

s❤♦✇✐♥❣ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✭d/dt(Dab/Dn)✮ ❜✉t ❢♦r

Dn = 11µ♠ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Dmax
ab ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ t❤❛t ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✬s st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ✮✱ ❡♥❧❛r❣❡ Dmin
ab

t♦ Dmax
ab r❛♥❣❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳

❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✬s st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥✲

❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❞t❤✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ t❤❛t ✇✐❞❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧

❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✐ ❝❧❛ss❡s✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r r❛❞✐✐ ❝❧❛ss❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t

♣✐♥♥✐♥❣✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❞t❤✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡s ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ✐t ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✮✳ ❆ t♦t❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✭PZ + PC✮✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛

❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✭dDn/dt✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ Dmin
ab t♦ Dmax

ab

r❛♥❣❡ ♦❢ ❆●● s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡♥❧❛r❣❡s✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ✭❝✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✮ ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s

✭Dn =✸✱ ✼✱ ✶✶ ❛♥❞ ✶✺µm✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ Dn ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄✮✱ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤

r❛t❡ ✭d/dt(Dab/Dn)✮ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s✳ ❆s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭fv =

0.001✮ ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ d/dt(Dab/Dn)

❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t♦t❛❧ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥✬s r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ❛

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ Dmin
ab t♦ Dmax

ab r❛♥❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞②✱ ✐t

❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t ✐♥ ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥

r❛❞✐✉s ✭r̄✮✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ Dmax
ab ♦❢ ❣r❛✐♥s ❤❛✈✐♥❣ s✐③❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛♥✳ ❚❤✉s✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

✷✳✽ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❊✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ♦♥ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❛

❝♦♥st❛♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛♥ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧✇❛②s

❡①✐ts✳ ■♥ t❤❡ ✸✲❉ ♣❧♦t✱ d/dt(Dab/Dn) ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ③✲❛①✐s✱ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r

Dn ♦♥ ①✲❛①✐s ❛♥❞ Dab/Dn ♦♥ ②✲❛①✐s✳ ❍❡r❡✱ Dab r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❧❛r❣❡r

❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✱ t❤❛t ✐s ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❆●● ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ♦♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭d/dt(Dab/Dn)✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ fv = 0.00033 ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥
r❛❞✐✉s r̄ = 26♥♠✳ ❆●● ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r µ = 0.56 ❛♥❞ λ = 0.6✳ d/dt(Dab/Dn)
✈❛❧✉❡ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ①✲② ♣❧❛♥❡ ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ s❝❛❧❡✳

st❛t❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛♥❣❡ ♦❢ ❣r❛✐♥

s✐③❡s ✭Dmin
ab t♦ Dmax

ab ✮✳ ■♥ ❡✈❡r② ❝❛s❡✱ Dmin
ab r❡t❛✐♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ Dn ❛♥❞ Dmax

ab

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮✳ Dmax
ab r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ ✷ ✭♥♦ ❆●●✮

❢♦r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ✶✲✸µ♠✳ ❆ ❣r❛❞✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ Dmax
ab ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣

t♦ Dn❂✶✾µ♠ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤✐s Dmax
ab ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶ s✉❣❣❡sts t❤❛t

❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆

❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✭dDn/dt✮ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡

✭d/dt(Dab/Dn)✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t Dmax
ab ❣❡t ❡❧❡✈❛t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

r❛t❡ ❤❛s t♦ r❡❛❝❤ ③❡r♦ ✭PDn
< PZ + PC✮ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✭Dmax
ab → ∞✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛t❡ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱

t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥s ✭❞✐❛♠❡t❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✮ r❡♠❛✐♥ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r

❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ❣r♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❆●●✳ ❲❤❡♥ ❣r❛✐♥s ✐♥ ❛ s②s✲

t❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✭✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r✮✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❤❛✈❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐s ♠❛①✐♠✉♠✳
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋❡❱◆❜❈◆ ❛❧❧♦② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛t♦♠✐❝ ✪✳
❊❧❡♠❡♥t ❈ ❙✐ ▼♥ ❙ ◆✐ ❈r
❛t✪ ✷✳✷ ✵✳✵✺✺ ✵✳✵✽✽ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✷✶ ✵✳✵✺✷

❊❧❡♠❡♥t ▼♦ ❚✐ ◆❜ ❱ ◆
❛t✪ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✼✶ ✵✳✷✶✼ ✵✳✵✷✺

Time 

Te
m

p
er

at
u

re
 

700°C, 10 Day 

800°C, 10 Day 

Water 
quench 

Fully 

precipitate 

state (FP) 

900°C to 1200°C 
2, 20 and 200min 

Ac3 

Ac1 

FP 

1280°C, 30min 

Water 
quench 

Water 
quench 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋❡❱◆❜❈◆ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦②✳

✷✳✾ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s t❡st❡❞

❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦②

✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥ ✭◆♦r♠❛❧✴❆❜♥♦r♠❛❧✮ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧♦②

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳

✷✳✾✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

■♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ❋❡❱◆❜❈◆ ❛❧❧♦② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✪ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❛❧❧♦② ✐s ✜rst s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✐③✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✶✷✽✵◦❈ ❢♦r ✸✵ ♠✐♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ r❛♣✐❞ q✉❡♥❝❤ ✐♥ ✇❛t❡r✳ ❆❢t❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✐③✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t✱ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✽ ♠♠

✐♥ s✐③❡ ❛r❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ AC1 ❛t ✼✵✵◦❈ ❢♦r ✶✵ ❞❛②s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✶✵ ❞❛②s

♦❢ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✽✵✵◦❈ ❛❜♦✈❡ AC3 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❱❈◆ ❛♥❞

◆❜❈◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡rr✐t❡ ✭α✮ ♣❤❛s❡ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❜❡❧♦✇ AC1✳ ❚❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛❜♦✈❡ AC3 ❛❧❧♦✇❡❞ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣

♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ✭γ✮ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ❋❡❱◆❜❈◆ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦② ❛ ❧♦♥❣ ❤❡❛t
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❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❆ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
ks ❬✾❪ kv ❬✾❪ λn γg α KV ❬✾❪ KA ❬✾❪ µ

π ✹π✴✸ ✵✳✻ ✶ ✷ (1.1)3 π/6 (1.1)2 π/2 ✵✳✺✹

tr❡❛t♠❡♥t t✐♠❡ ❤❡❧♣❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✏❋✉❧❧② Pr❡❝✐♣✐t❛t❡❞ ✭❋P✮✑ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❧❛r❣❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭> 100♥♠✮✳ ❚❤❡ ❋P st❛t❡ ✐s t❤❡♥ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ AC3

❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ t✐♠❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✷✳✾✳✷ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✷✳✾✳✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❛♥❞ ✷✳✶✷ ✭❛✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❡✮✱ t❤❡ ❱❈◆ ❛♥❞ ◆❜❈◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ ❛ ❝❧❛ss i ✭m−3✮ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss ✇✐❞t❤ ✭∆ri✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❛♥❞ ✷✳✶✷ ✭❜✮✱ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❢✮✳

❚❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭vfi = NiD
3
i /
∑n

i NiD
3
i ✮

♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧❛ss ✐♥ ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✷✱ ✷✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ♠✐♥ s❤♦✇❡❞ ♥♦r♠❛❧ ✭γ✮ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✭❛✮✱

✭❝✮ ❛♥❞ ✭❡✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ A1✱ A2 ❛♥❞ A3 t❤❛t

t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐❛♠❡t❡r ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡

s♠❛❧❧❡r ❝❧❛ss❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✱ ✷✵ ❛♥❞

✷✵✵ ♠✐♥ s❤♦✇❡❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ✭γ✮ ❣r♦✇t❤✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✭❛✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❡✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ B1✱ B2 ❛♥❞ B3 t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐❛♠❡t❡r ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❤✐❣❤❡r

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ✭♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆●●✮✳

✷✳✾✳✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮

♦❢ ❋❡❱◆❜❈◆ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦②✱ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ Pr❡✲

❝✐♣✐t❛t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈

❛♥❞ ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✱ ✷✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ♠✐♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts

❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❆●● ♦r ◆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳

■♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❋❡❱◆❜❈◆ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦②✱ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛r❡

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ P✐♥♥✐♥❣

♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✷✳✶✽✳ ❚❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤
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231 grains 

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

m−4  
m−4  

m−4  

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋P st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t
✾✵✵◦❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡s✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋P st❛t❡ ❤❡❛t
tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✭❛✮ ✷ ♠✐♥✱ ✭❝✮ ✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ✭❡✮ ✷✵✵ ♠✐♥✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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m−4  
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(a) (b) 

(c) (d) 

(f) (e) 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋P st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞
❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡s✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋P st❛t❡
❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✭❛✮ ✷ ♠✐♥✱ ✭❝✮ ✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ✭❡✮ ✷✵✵ ♠✐♥✳ ●r❛✐♥ s✐③❡
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❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r (A1)✿ ✷ ♠✐♥✱ (A2)✿ ✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ (A3)✿ ✷✵✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t
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Start 

Read input data 

Read parameters 

�� = �� 
(initialize, i=0) �∗ calculation 

� = ���   ,�� � = ���  , ��  

 

1. � � ��  

2. � �� /�� 

������/��> 2 
i=i+1 �� = �� + ∆�  

� ≤ � 

��� N�� 

yes 

no 

yes 

Data 

����   Precipitate  size distribution  
 

Austenite grains 
size, �� 

�∗ > � 
���  ���� ����  ��� = � 
��� = � ���  ���� ����  

no 

yes no 

i: Index of class, iϵ[1,N]. ��: Radius of precipitate class i. ��: Number of precipitate in class i. �∗: Number of corner points. 
N: Number of precipitate classes. � : Corner point pinning pressure. � : Zener pinning pressure. ��: Mean grain diameter. ���: Abnormal grain size. 
AGG: Abnormal grain growth. 
NGG: Normal or no grain growth. 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✸✵
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❆ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆●●♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t Dmax
ab /Dn ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

✾✵✵◦❈ ✷ ♠✐♥ ✵ ◆●● ◆●●
✾✵✵◦❈ ✷✵ ♠✐♥ ✵ ◆●● ◆●●
✾✵✵◦❈ ✷✵✵ ♠✐♥ ✵ ◆●● ◆●●
✶✵✺✵◦❈ ✷ ♠✐♥ ✷✳✷✹✺ ❆●● ❆●●
✶✵✺✵◦❈ ✷✵ ♠✐♥ ∞ ❆●● ❆●●
✶✵✺✵◦❈ ✷✵✵ ♠✐♥ ∞ ❆●● ❆●●

✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✷✳✷✵ ❛♥❞ ✷✳✷✶✳ ❆ st❡♣

❜② st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✉s❡❞ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✷✿

✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣✱N∗ = K0/(KVD
3
n)

r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ Dn ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✳

✷✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s ✭❢✉rt❤❡st r✐❣❤t ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣

♣r❡ss✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧❛ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✶✼✳

✸✳ ❆❢t❡r ✜❧❧✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✐ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ✭✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❢t❡r ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts✮ ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡

❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧❛ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✶✽✳

✹✳ ●r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ Di
ab st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ D1

ab = Dn t♦ Dend
ab =

100×Dn ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✷✵✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❣r♦✇t❤ ♣r❡s✲

s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❣r❛✐♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✷✶✳ ●r♦✇t❤

r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥s dDab/dt ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s dDn/dt ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✷✷ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆●● ♦r

◆●●✮ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ Dmin
ab ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ Dmax

ab

❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ✭d/dt(Dab/Dn) >

0✮ ✐s tr✉❡✳ ■❢ Dmax
ab /Dn > 2✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❆●●✳

✷✳✾✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✷✱ ✷✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ♠✐♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✭❛✮

t♦ ✭❝✮✳ ■♥ t❤❡s❡ st❛t❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s dDab/dt = 0 ❛♥❞ d(Dab/Dn)/dt = 0

❛r❡ ♥♦t ♠❡t ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧ts Dmax
ab /Dn = 0✱ t❤✉s ♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●●✳ ❚❤❡s❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❆●● ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ❋❡❱◆❜❈◆
♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦②✳ ❆●● ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✭❛✮ ✷
♠✐♥ ✭❜✮ ✷✵ ♠✐♥ ✭❝✮ ✷✵✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✭❞✮ ✷ ♠✐♥ ✭❡✮ ✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ✭❢✮ ✷✵✵
♠✐♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ = 0.6 ❛♥❞ µ = 0.54✳
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✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧

r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✲

✉r❡ ✷✳✶✶✳ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✱ ✷✵ ❛♥❞ ✷✵✵

♠✐♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✭❞✮ t♦ ✭❢✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t

❜♦t❤ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s dDab/dt > 0 ❛♥❞ d(Dab/Dn)/dt > 0 ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ❢♦r

❛❧❧ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ❛t ✶✵✺✵◦❈✱ Dmax
ab /Dn > 2✳ ❙♦✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡r❡

✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

t✐♠❡s✳ ❆❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✱

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉❧❧② ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳

✷✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❆●● ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

♦♥❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥s✳ ■❢ ♦♥❧② ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♦❝❝✉rs✱

❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t

❆●● ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✭♣✐♥♥✐♥❣ ❛t t❤❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ ♦r t❤❡ tr✐♣❧❡

♣♦✐♥t✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆ ❝❧❡❛r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥

r❛❞✐✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t✱ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧

♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧ ✭❋❡❱◆❜❈◆✮✱ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞

❤❛✈✐♥❣ ✈❛r②✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② ♦♥❡ s❡t ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❆●● ❛♥❞ ◆●● ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡

❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❛r❡

♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❲❛❣♥❡r ❛♥❞ ❑❛♠♣♠❛♥♥ ❬✻✽❪ ♣r♦♣♦s✐✲

t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤ ❚❤❡♦r✐❡s ✭❈◆●❚s✮✱

❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♥♦♥✲✐s♦t❤❡r♠❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❈◆●❚s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

❇♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭✐♥ ♠❛tr✐①✮ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ✭✐♥ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ tr✐♣❧❡ ♣♦✐♥t✮ ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣✐❝✲

t✉r❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡s ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ tr✐♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②

t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❧✐❡ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❙♦✱ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡

❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❡✛❡❝t ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s✳ ❚❤❡

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❣r❡❡♠❡♥ts

❛♥❞ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

♠♦❞❡❧✬s ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥ts✳
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✸✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s

❚❤❡ ❈◆●❚s ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✶✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s s✐♠♣❧✐❝✐t②

❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭r❛❞✐✉s✮ t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

✷✳ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐✉♠✳ ❚❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣❤❛s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠♣s♦♥ ❡✛❡❝t✳

✸✳ ❙♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡✳

✹✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ❞♦❡s ♥♦t ❡❢✲

❢❡❝t ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ✐s s♦❧❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② s♦❧✉t❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

✺✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♦❢ ❛❧❧

r❛❞✐✉s❡s✳

✻✳ ❙♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r②✳

■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✸✳✷ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛✉st❡♥✐t✐❝ ✭γ✮

st❛t❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛

❜✐♥❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❛ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ AxBy ❝❛♥ ❜❡

❛ss✉♠❡❞ ❛♥❞ ✐t ✭A ✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ B ✐s ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝✐❡s✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞

❛s θ ♣❤❛s❡✳ ■❢ (x+ y)n ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

t❤❡ AxBy ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ●✐❜❜s ❡♥❡r❣② ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t Pr❡ss✉r❡ ✭P ✮ ❛♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭T ✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dGγ
n = xdn

∂Gγ
n

∂nA

+ ydn
∂Gγ

n

∂nB

✭✸✳✶✮

= dn (xµγ
A + yµγ

B) ✭✸✳✷✮

❍❡r❡✱ µA = ∂G
γ
n

∂nA
❛♥❞ µB = ∂G

γ
n

∂nB
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t

A ❛♥❞ B ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
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✸✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥✱ ●✐❜❜s ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Gγ
0 = nA

[

G0
A + kbT lnXA

]

+ nB

[

G0
B + kbT lnXB

]

+ Ω
nAnB

nA + nB

✭✸✳✸✮

❍❡r❡✱ XA ❛♥❞ XB ❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t A ❛♥❞ B ❛♥❞ Ω ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t A ❛♥❞ B ✐♥ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ●✐❜❜s ❡♥❡r❣②

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ θ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dGθ
n = dn

(

xG0
A + yG0

B + xyΩA
B + kbT (x lnXA + y lnXB)

)

✭✸✳✹✮

❍❡r❡✱ ΩA
B ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t A ❛♥❞ B ✐♥ t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✭θ ♣❤❛s❡✮✳ ■♥ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠

r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

dGγ
n + dGθ

n = 0 ✭✸✳✺✮

❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ t♦ ✸✳✺✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡

♦❢ t❤❡ AxBy ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

∆Gθ = kbT ln ([XA]
x[XB]

y) ✭✸✳✻✮

❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ♦❢ AxBy

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥ ❛ ❞✐❧✉t❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❡①✐ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛t

t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s XI
A ❛♥❞ XI

B✮✱ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s t✇♦

♣❛r❛♠❡t❡rs Aat% ❛♥❞ Bat% ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ln(Ks) = ln ([XA]
x [XB]

y) = −
Aat%

T
+Bat% ✭✸✳✼✮

✸✳✸ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥

Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✐t ❝❛♥

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽✳

∆Gθ(R) =
4

3
πR3∆g + 4πR2γp ✭✸✳✽✮

❍❡r❡✱ ∆g ✐s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♣❡r ♠♦❧❡ ❛♥❞ γp ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✉♥✐t

❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ●✐❜❜s ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ♣r❡✲
❝✐♣✐t❛t❡✬s ♥✉❝❧❡✉s r❛❞✐✉s ✇❤❡r❡ t❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ✐♥ ❧♦❣✲s❝❛❧❡✳ R∗ ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✉s
❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ✐s ∆G∗ ❛♥❞ ❩ ✐s
t❤❡ ❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ❢❛❝t♦r✳

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ∆G ♦✈❡r❝♦♠❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ∆G∗✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s

t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ st❛❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡✐ (R > R∗) ✭ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

r❛❞✐✉s R∗ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✾✳

R∗ = −
2γp
∆G∗

= −
R◦

SP
✭✸✳✾✮

❍❡r❡✱ R0 ✐s t❤❡ st❛❜❧❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ✸✳✶✵✳

R0 =
2γpν

p
at

kbt
✭✸✳✶✵✮

SP = log (([XA]
x [XB]

y) /Ks) ✭✸✳✶✶✮

❍❡r❡✱ νpat ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ SP ✐s t❤❡ s✉♣❡rs❛t✲

✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ❉ör✐♥❣ ❬✽❪ ❛♥❞ ❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ❬✼✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡

❦✐♥❡t✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❱♦❧♠❡r ❛♥❞ ❲❡❜❡r ❬✻✼❪✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❇❡❝❦❡r✲❉ör✐♥❣ ❛♥❞ ❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✷✳

J = β∗N0Z exp

[

−
∆G∗

kBT

]

✭✸✳✶✷✮

✸✼
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❍❡r❡✱ β∗ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ r❛❞✐✉s R∗✱ N0

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ Z ✐s t❤❡ ❩❡❧❞♦✈✐❝❤

❢❛❝t♦r✳

Z =
νpat

2πR∗2

√

γp
kBT

✭✸✳✶✸✮

❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✸✳ ❘✉ss❡❧ ❬✺✽❪ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r

β∗ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s Dm
i ✱ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠✐❝

❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❛tr✐① Xm
i ✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❛t♦♠✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥ XP

i ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡

♣❛r❛♠❡t❡r a✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r β∗ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹✳

β∗ =
4πR∗2

a4

(

∑

i

XP
i

Dm
i X

m
i

)

−1

✭✸✳✶✹✮

❑❛♠♣♠❛♥♥ ❛♥❞ ❲❛❣♥❡r ❬✸✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✶✺ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❜② ✐♥✲

tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥❝✉❜❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ = 4/(2πβ∗Z2)✳ ■♥ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ st❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡✉s

s✐③❡ R∗

kBT ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻✳

dN

dt
= N0Zβ

∗ exp

(

−
∆G∗

kbT

)

exp
(

−
τ

t

)

✭✸✳✶✺✮

R∗

kBT = R∗ +
1√
πZ

✭✸✳✶✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✺ ✐s tr✉❡ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛t ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭fv ≪ 0.1✮ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

s✐t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ■♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦r

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭fv ≫ 0.1✮✱ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡ ❡❢✲

❢❡❝t✐✈❡❧② ❜❡✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✺ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

N ′

0 = N0 (1− ψfv) ✭✸✳✶✼✮

❍❡r❡✱ ψ = νMat /ν
P
at ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❛♥❞

♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

✸✳✹ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① s❤✐❢ts t❤❡

s♦❧✉❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✛❡❝t ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝✲

❝♦✉♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ ❡✛❡❝ts ❬✻✻✱ ✶✾❪✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞

✸✽
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❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬✺✶❪ ♦❢ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ s♦❧✉❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ AxBy

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽✳

2γpν
P
at

RkbT
= log

[

XI
A(R)

XA(∞)

]

+ log

[

XI
B(R)

XB(∞)

]

✭✸✳✶✽✮

❍❡r❡✱ XI
A(R) ❛♥❞X

I
B(R) ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t❡ A ❛♥❞ B ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

✐♥t❡r❢❛❝❡✱ XA(∞) ❛♥❞ XB(∞) ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t❡ A ❛♥❞ B ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✼✱ ✸✳✶✵ ❛♥❞ ✸✳✶✽✱ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✾✳

Ksexp

[

R◦

R

]

= XI
AX

I
B ✭✸✳✶✾✮

✸✳✺ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥

Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❜♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s❧②✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✐t ❝❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❡✐t❤❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ❤❡t❡r♦❣❡✲

♥♦✉s ❣r♦✇t❤✳ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞✐❝t❛t❡ t❤❛t ♦♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❍❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛♥❞

❣r♦✇ ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤

❧②✐♥❣ ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❢✉❧❧② r❡❝♦✈❡r❡❞

❛♥❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ❢✉rt❤❡r

❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳

✸✳✺✳✶ ●r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■t ✐s

❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦❡s

♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋✐❝❦✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢

❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✵✮✳

dR

dt
=

Dm

ψXP −XI

∂X

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R

✭✸✳✷✵✮

❩❡♥❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ s✉♣❡r✲

s❛t✉r❛t✐♦♥
(

Xm −XI(R) ≪ ψXP −XI
)

❬✼✶❪✳ ❯s✐♥❣ ❩❡♥❡r✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ✐♥✲

tr♦❞✉❝✐♥❣ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

✸✾
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❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿



































dR
dt

∣

∣

A
=

Dm

A

R

Xm

A
−XI

A
(R)

ψXP−XI

A
(R)

dR
dt

∣

∣

B
=

Dm

B

R

Xm

B
−XI

B
(R)

ψXP−XI

B
(R)

XI
AX

I
B = Ksexp

[

R◦

R

]

✭✸✳✷✶✮

❍❡r❡✱XI ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✲

♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ Dm
i r❡❢❡rs t♦ s♦❧✉t❡ s♣❡❝✐❡ i ❞✐✛✉s✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

■♥ ❛ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ❞✐✛✉s✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥

t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ✭Dm
B ≫ Dm

A ✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞

❜② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛t♦♠✬s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✭AxBy✮ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s s♦❧❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ A s♦❧✉t❡

❛t♦♠s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

XI
B(R) = Xm

B where, Xm
B is B interstitial solute atoms in the matrix ✭✸✳✷✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✷✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭dR/dt and XI
A✮✳

✸✳✺✳✷ ●r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

❙♣❤❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❜✉❧❦ ❞✐✛✉s✐♦♥

♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣✐♣❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛t t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

t❤❛t s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛♥ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❆❧✲

t❤♦✉❣❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❧❦✱ ✐t ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤✉s ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛♥ ❡①❡rts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

✐♥ ❣r♦✇t❤✳

❋✐s❤❡r ❬✶✼❪ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ t❤✐♥ s❧❛❜ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥✳

■♥ ❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ t❤✐♥ s❧❛❜ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡

♠❛tr✐① ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❢♦r s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s✳ ❋✐s❤❡r✬s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞

t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐❞t❤✱ δ = 0.5♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥✜r♠❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ✇✐t❤ ✇✐❞t❤✱ δ✳ ✭❜✮ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ ❛ t❤✐♥ s❧❛❜ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ✭❝✮ ❆
✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❬✷✽✱ ✶✵❪✳
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❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❍♦②t ❬✷✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② s♦❧✉t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ③❡r♦ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ▲✳

▼✳ ❈❤❡♥❣ ❬✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ s♦❧✉t❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇✐t❤ ❛ t❤✐♥ s❧❛❜ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛tt❛❝❤❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐ts ❡q✉❛t♦r ❬✷✽✱

✶✵❪✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✭❜✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❜✉❧❦ ❛♥❞

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ♦❝❝✉rr✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✇♦ ❝♦❡①✐st✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s✳ ❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r

♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦♥❧②✳

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣

t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✭❝✮✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t❡

❛t♦♠s ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ❛♥❞ ✉♥✐t ❛r❡❛ ❛t

♣♦✐♥ts r ❛♥❞ r+ dr ❛r❡ Nr ❛♥❞ Nr+dr✳ dNc ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❞✐✛✉s✐♥❣ t♦ t❤❡

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡✳ dNb ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t❡

❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✉❡ t♦ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✷✸✳

Nr −Nr+dr − dNc = dNb ✭✸✳✷✸✮

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s Cb =

Cb(r, t)✱ Cm ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✱ Dm ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ Db ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ Dn ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❍❡r❡✱ r ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

Nr = −Db (2πrδ)
∂Cb

∂r

∣

∣

∣

∣

r

✭✸✳✷✹✮

dNb = 2πrdrδ
∂Cb

∂t
✭✸✳✷✺✮

dNc = h2πrdr (Cb − Cm) ✭✸✳✷✻✮

❍❡r❡✱ dNc ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❜✉❧❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t h ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❢♦r ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s h = 4Dm/Dn ❬✸✶❪✳

❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✹ t♦ ✸✳✷✻✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥

✹✷
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✼✳

∂Cb

∂t
= Db

(

∂2Cb

∂r2
+

1

r

∂Cb

∂r
−

h

δDb
(Cb − Cm)

)

✭✸✳✷✼✮

❋♦r ❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ∂Cb/∂t = 0 ❛♥❞

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t C = Cb − Cm ❛♥❞ β2 = h/(δDb) t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✼ tr❛♥s❢♦r♠s

t♦✿

r2
∂2C

∂r2
+ r

∂C

∂r
− β2r2C = 0 ✭✸✳✷✽✮

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✸✳✷✾ ❛♥❞ ✸✳✸✵✳ ❍❡r❡✱ R ✐s t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ CI ✐s ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

Cb = Cm when r ≫ R ✭✸✳✷✾✮

❛♥❞

Cb = CI when r = R ✭✸✳✸✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✽ ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠

♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✸✳✸✶✳

Cb(r) = A1I0 (βr) + A2K0 (βr) ✭✸✳✸✶✮

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✶✱ A1 ❛♥❞ A2 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ I0 ❛♥❞ K0 ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜❡ss❡❧

❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦r❞❡r ③❡r♦✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s✉❣❣❡st t❤❛t Cb ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ r r❡❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t②✳ ❆s I0 r❡❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t② ❛s

r r❡❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t② ❬✷❪✱ A1 ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♠✉❝❤

s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✸✳✷✾ ❛♥❞ ✸✳✸✵✳

Cb(r) =
CI − Cm

K0 (βR)
K0 (βr) + Cm ✭✸✳✸✷✮

K0(βr) ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❬✷❪✿

K0(βr) ≃
√

π

2(βr)
e−(βr) ✭✸✳✸✸✮

❚❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛

s♦❧✉t❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

❛s ✸✳✸✹✳

4πR2CIdR +Dm ∂Cm

∂r

∣

∣

∣

∣

R

4πR2dt+Db ∂Cb

∂r

∣

∣

∣

∣

R

2πRδdt = 4πR2CpdR ✭✸✳✸✹✮

✹✸
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❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✷ t♦ ✸✳✸✹ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ r❛❞✐✉s R✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ C ✐s

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ X/νat ❛♥❞ ψ = νMat /ν
P
at ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥

❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳ ❍❡r❡✱ νat ✐s t❤❡

♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dRb

dt
=

Xm −XI

ψXP −XI

(

Dm

R
+
δDb

4R2
+
δDbβ

2R

)

✭✸✳✸✺✮

❚❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✶✱ ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐❞t❤ δ = 0✳

✸✳✺✳✷✳✶ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t❤❛t ❧✐❡s ❛t t❤❡

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ▼✉❧t✐ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

r❡q✉✐r❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❢r♦♠ ❛ ❝❧❛ss ✭i✮ t♦ t❤❡

❜✉❧❦ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss i ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡st ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❙♦✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❢❡rs t❤❛t ❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

r❛❞✐✐ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❩❡♥❡r✬s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✼✶❪✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡❛ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ Dn ❛♥❞

t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s Ngb ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Agb =
1

2
λnD

2
nNgb ✭✸✳✸✻✮

❍❡r❡✱ λn ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② s❤❛♣❡✱ ❢♦r s♣❤❡r✲

✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ λn ✐s 4π✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s Ngb ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✿

Ngb =
1

λvD3
n

✭✸✳✸✼✮

❍❡r❡✱ λv ✐s ❛♥♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥ ✐♥ t❤r❡❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ λv ✐s 4π/3✳

❩❡♥❡r ❬✼✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❢r♦♠ ❝❧❛ss i ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

✇✐t❤ ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

N b
i = 2riNi ✭✸✳✸✽✮

✹✹
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮✳

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✻ t♦ ✸✳✸✽✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❢r♦♠ ❝❧❛ss i ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

N b
i =

λn
λvDn

Niri ✭✸✳✸✾✮

❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥

❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

n
∑

i

Nm
i =

n
∑

i

Ni −
n
∑

i

N b
i ✭✸✳✹✵✮

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❧✐❡ ❛t

t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✭
∑n

i N
b
i ✮ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭

∑n

i

(

Nm
i +N b

i

)

✮ ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❛t ❢♦r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s Dn < 4µ♠✱

♠♦r❡ t❤❛♥ ✵✳✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠❡❛♥ ♠❡❛♥ s✐③❡s Dn > 4µ♠ ②✐❡❧❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✺✪

♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t❤❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✉❣❣❡sts r❛t❤❡r ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✇❤❡♥ Dn > 4µ♠✳

✸✳✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❜✉❧❦ ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲

❛r② ✭dRb/dt✮ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ✭dR/dt✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❚❤❡

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s

✹✺
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▲✐st ♦❢ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❆❧ ✐♥ ❛✉st❡♥✐t❡✳
❉❛t❛ t②♣❡ ❱❛❧✉❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡

❆❧ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ 0Dm
Al 8.1× 10−3 ❬✺✾❪

❆❧ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ Qm
Al 252 kJ/mol ❬✺✾❪

❆❧ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ 0Db
Al 3× 10−4 ❬✸✻❪

❆❧ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ Qb
Al 167.4 kJ/mol ❬✸✻❪

❢♦❧❧♦✇s✿

dRb

dt
= k

(

Dm

R
+
δDb

4R2
+
δDbβ

2R

)

✭✸✳✹✶✮

✇❤❡r❡✱

β =

√

h

δDb
✭✸✳✹✷✮

h =
4Dm

Dn

✭✸✳✹✸✮

k =
Xm −XI

ψXP −XI
✭✸✳✹✹✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

dR

dt
= k

Dm

R
✭✸✳✹✺✮

❍❡r❡✱ Dm ✐s t❤❡ s♦❧✉t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ Db ✐s t❤❡ s♦❧✉t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ r❛t❡

✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ δ ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐❞t❤ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✺♥♠ ❬✶✼❪✱

XI ✐s t❤❡ s♦❧✉t❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ Xm ✐s t❤❡ s♦❧✉t❡

♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ XP ✐s t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ ψ =

νMat /ν
P
at ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

❇✉❧❦ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❆❧ ✐♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳

■♥ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r Dn ✐s t❛❦❡♥ ❛s ✶✵µ♠✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲

❛r② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✽✵♥♠ ❤❛s ✽ t✐♠❡s ❣r♦✇t❤

✭❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✮ r❛t❡ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛♥ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ✭dRb/dR✮✳ ❙♦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱

t❤❛t ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭>✶✶✵✵K✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ✭❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✮ ❞✉❡ t♦ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉❧❦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐s ❡q✉❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❢❛❝✲

t♦r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢✱ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✭<✺♥♠✮ ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ s♦❧✉t❡

✹✻
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②
✭dRb

dt
✮ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ✭dR

dt
✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❍❡r❡✱

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r Dn ✐s ✶✵ µ♠✳

❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦r

❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✻ ▼❛ss ❜❛❧❛♥❝❡

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❙♦✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ t✐♠❡

st❡♣ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦♥❡ ❜② ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡

♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s♣❡❝✐❡s ✭fj ✐s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ s♣❡❝✐❡s j✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡

♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s νatm ❛♥❞ νatpj ✳ P❛r❛♠❡t❡r ψj ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ψj = νatm/ν
at
pj
✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s i ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞

❛s X i
0✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss st❛t❡s t❤❛t ❡❧❡♠❡♥t i ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦r ✐♥ t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✿

ni
0 = ni

m +
∑

j

ni
pj

✭✸✳✹✻✮

❍❡r❡✱ ni
0 ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s✱ ni

m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡

♠❛tr✐① ❛♥❞ ni
pj

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ j✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✻ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s nT ❧❡❛❞s t♦✿

X i
0 =

ni
m

nm

nm

nT

+
∑

j

ni
pj

npj

npj

nT

✭✸✳✹✼✮

✹✼
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❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s npj ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ j ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

νatpj ✿

npj =
νpj
νatpj

= νT
νpj
νTνatpj

= νT
fj
νatpj

= ψjfj
νT
νatm

✭✸✳✹✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

nm =
νm
νatm

=
νT −

∑

j νpj
νatm

=
νT
νatm

[

1−
∑

j

fj

]

✭✸✳✹✾✮

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✻ t♦ ✸✳✹✾✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❜❛❧✲

❛♥❝❡✿

X i =
X i

0

[

1 +
∑

j ψjfj −
∑

j fj

]

−
∑

iX
i
pψjfj

1−
∑

j fj
✭✸✳✺✵✮

✸✳✼ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r✐❡s ✭❈◆●❚s✮✳ ✏▲❛❣r❛♥❣❡✲❧✐❦❡✑ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

❝❤♦s❡♥ ❬✹✸❪✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭P❙❉✮ ✐s ❞✐s❝r❡t❡❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧

❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t✐♠❡ ❬✺✷❪✳ ❊❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧❛ss

r❛❞✐✐ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts

♦❢ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✳✶✮ ♦❢ ❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r

r❛❞✐✐ r❡s✐❞❡ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛ss✉♠❡❞

✐♠♠♦❜✐❧❡✳ ❚❤✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❛t ❧✐❡ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ✇✐❧❧

❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡

s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②

t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡✲

❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s ✇✐❧❧ ✜❧❧

✉♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✭N∗✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ✇✐❧❧ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦r

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t②♣❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t②♣❡ t♦ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✐s s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

✹✽
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✸✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

Start 

Read input data 

Read parameters 

t=0, initialize 

Calculate: �∗& ��  
Precipitate 

nucleation: �∗ �� & 

dN/dt 

� > �∗ 
�� = �� + d��dt ∗ ∆� �� = �� + d��dt ∗ ∆� 

i=i+1 

� ≤ � 

� ≤ � ���  End 

yes no 

yes 
no 

yes no 

t=t+Δt 

���� & 

Mean grain 
diameter: ��   �∗: Number of corner points. �: Number of class. 
 ����� : Precipitate growth rate 

in grain boundary. 
 ����� : Precipitate growth rate 

in the matrix. 
 
i: Class index. 
 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳
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r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t②♣❡✳

❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

✐♥ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✺✶✱ ✸✳✺✷ ❛♥❞ ✸✳✺✸✳

Ri(t+∆t) = Ri(t) +
dRm

i

dt
∆t, Precipitate in matrix ✭✸✳✺✶✮

Ri(t+∆t) = Ri(t) +
dRb

i

dt
∆t, Precipitate in grain boundary ✭✸✳✺✷✮

◆❡✇ ❝❧❛ss ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ n ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

r❛t❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳

Nn+1 =
dN

dt
×∆t ✭✸✳✺✸✮

Rn+1 = R∗

kbT
✭✸✳✺✹✮

✸✳✽ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s♦❧✲

✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❡✛❡❝ts ❛r❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✳

▼❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✭❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ tr✐♣❧❡ ♣♦✐♥t ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡✮ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤✳ ❊✛♦rts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ♠✐①❡❞ ❣r♦✇t❤ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✮ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

❦✐♥❡t✐❝s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡❞ s②st❡♠✳

✸✳✽✳✶ ❊✛❡❝ts ♦❢ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t

❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts A ❛♥❞

B ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ log(Ks) = −A/T + B✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s♦❧✉❜✐❧✐t②

♣r♦❞✉❝t ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ B✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s✉❣❣❡st t❤❛t ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡

♦❢ B✱ ✉♥st❛❜❧❡ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠s t♦ ❛ st❛❜❧❡ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❛s ❢♦r

B = −3.5✱ ❛s ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛t ✾✵✵K✳ ❚❤✉s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ B ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①

❛♥❞ ✈✐s❡ ✈❡rs❛✳

✺✵
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐s log(Ks) =
−3793.6/T − 3.5137 ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❚❂✾✵✵◦❈✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭D0✮ ♦♥ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥
r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐s log(Ks) = −3793.6/T − 3.5137✱ ❆❧
❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② Q = 253.4❦❥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❚❂◦❈✳

✸✳✽✳✷ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✭γp✮ ♦♥ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

t❤❛t ❢♦r γp = 0.2 t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s ❢❛st❡r ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ r❡❛❝❤❡❞ ❛t ∼ 130 s❡❝✳ ❆❧◆ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s r❛t❤❡r s❤♦✇s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❜❧❡ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ✭γp > 0.2✮ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❜♦t❤

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s s❤♦✇ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥t❡r❢❛✲

❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ❆❧◆ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✇❤❡♥ γp ≤ 0.2✳

✸✳✽✳✸ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✱ ❆❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭D0✮ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝s

✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

r❛t❡ ♦❢ ❆❧ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t② ❢❛st❡r ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆ s✐♠✐❧❛r

❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆❧◆ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

✸✳✽✳✹ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❣r♦✇t❤

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ♦♥ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝s

✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❣r♦✇t❤✳ ❇♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

✺✷
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ♦♥ ❆❧◆✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s✲
s♦❧✈✐♥❣ st❛t❡✿ ✭❛✮ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
❣r♦✇✐♥❣ st❛t❡✿ ✭❝✮ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❞✮ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ s♦❧✉❜✐❧✐t②
♣r♦❞✉❝t ✐s log(Ks) = −3793.6/T − 3.5137 ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❚❂✶✵✺✵◦❈✳
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Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t

♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❙②st❡♠s

✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r Dn ≤ 3µ♠ s❤♦✇ ❢❛st❡r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

❧❛r❣❡r Dn > 3µ♠✳

❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t s②st❡♠ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ♠❡❛♥

❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ②✐❡❧❞ ❧❛r❣❡r ❆❧◆ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✾✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡

✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✭Dn✮✳ ❙♦✱ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②

s♠❛❧❧❡r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s✳ ❍✐❣❤❡r

♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❛r❣❡r

❆❧◆ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✳

■t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧◆ ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡✬s ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢❛st❡r ✇❤❡♥ Dn ❂✶ t♦ ✸ µ♠✳ ●r❛✐♥ s✐③❡s

❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸ µ♠ s❤♦✇ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❜♦t❤ ❆❧◆ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸ µ♠ ♦❢ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❤❛s

r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤✳ ❙♦✱ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣

♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸ µ♠ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ s✐♠✐❧❛r ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛✲

t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ♠✐①❡❞ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✮

❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✸✳✾ ▼♦❞❡❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s✳ ❉✐s✲

❝✉ss✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✸✳✾✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t✇♦

✐♥❞✉str✐❛❧ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧s✿ ✶ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ✷ st❡❡❧✲❇✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡

❛❧❧♦②s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts

❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳

■♥ st❡❡❧✲❆✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❆❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ st❡❡❧✲❇

❤❛s ❜♦t❤ ◆❜ ❛♥❞ ❆❧ ❛s ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❜✉t ◆❜ ❤❛s ✸ t✐♠❡s ❧❡ss ❛t♦♠✐❝ ✪ ✐♥

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❧✳

❚✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ♦❢ st❡❡❧✲❆ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❤❡❛t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ✭❛✮ ❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ st❡❡❧✲❆ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ❛♥❞
◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮✳ ✭❜✮ ❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ st❡❡❧✲❇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❆s ❘♦❧❧❡❞
✭❆❘✮ ❛♥❞ ■s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❙t❛t❡ ✭■❙❖✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t
❝②❝❧❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❛r❡ s❤♦✇♥✳
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(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❍✐❣❤ ❆♥❣❧❡ ❆♥♥✉❧❛r ❉❛r❦ ❋✐❧❡❞ ✭❍❆❆❉❋✮ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥
st❡❡❧✲❆✿ ✭❛✮ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✽✼✺◦❈ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❛♠♣ t✐♠❡✱ ✭❜✮
❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✱ ✭❝✮ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✽✼✺◦❈ ❢♦r
✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ✭❞✮ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳

tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❛✮✳ ❚❤❡ ❛s r♦❧❧❡❞ st❛t❡ ✭❆❘✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛

❜❛✐♥✐t✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝❛st s❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❧❧❡t✳ ❚❤❡

r♦❧❧✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✇❛s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❛t > 800◦❈ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛✐r ❝♦♦❧❡❞✳ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞

st❛t❡ ✭◆❚✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❛❜♦✈❡ ✭AC3✮

❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✭AC1✮ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥✲

t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳

❇♦t❤ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ❛r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉st❡♥✐t✐③✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✲

✉r❡ ✸✳✶✶✱ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❚❊▼✮ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s

♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✽✼✺ ❛♥❞ ✶✵✺✵◦❈ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ st❛t❡s✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s ❆❧◆✳

❆s ✐♥ st❡❡❧✲❆✱ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❡❧✲❇✳ ❚❤❡ ❛s r♦❧❧❡❞

✭❆❘✮ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r♦❧❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s❧♦✇ ❛✐r ❝♦♦❧✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛❜♦✈❡ ✭AC3✮ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✭AC1✮ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❜✮✮✳ ❙❧♦✇ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡

r♦❧❧✐♥❣ ❡♥s✉r❡❞ ❛ ❢✉❧❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡❞ st❛t❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s t♦ st✉❞② ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r

❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉st❡♥✐t✐③✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❜✮✮✳
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✸✳✾✳✷ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝ts

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲

❇ ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡s ❝❤❡♠✐str② ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ■❈P

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❚❊▼✮ ♦♥ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞

r❡♣❧✐❝❛✳ ■❈P ❛♥❛❧②s✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ s❛♠♣❧❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞

❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✬s ✐♥ P❛rts

P❡r ▼✐❧❧✐♦♥ ✭PP▼✮ ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡ PP▼ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞

t♦ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✺✺✳

fAxBy
υ (T, t) = fA

m

ρFe

ρAxBy

(

y

x

MB

MA

+ 1

)

✭✸✳✺✺✮

❍❡r❡✱ fAxBy
υ (T, t) ✐s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ AxBy ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ fA

m ✐s t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ❡❧❡♠❡♥t A ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ■❈P✱ ρFe ❛♥❞ ρAxBy
❛r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡

♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ MA ❛♥❞ MB ❛r❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧

❛♥❞ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

X i =
X i

0

[

1 +
∑

j ψjfj −
∑

j fj

]

−
∑

iX
i
pψjfj

1−
∑

j fj
✭✸✳✺✻✮

❆t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✺✻✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ s♦❧✐❞

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✭KS✮ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦②s✳

✸✳✾✳✷✳✶ ❆❧◆ s♦❧✉❜✐❧✐t②

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✱ ❆❧◆ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝ts ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡s ❬✹✶✱ ✶✻✱ ✺✵✱ ✷✷✱ ✷✻✱ ✷✺✱

✶✺✱ ✻✶✱ ✶✶✱ ✸✺❪ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s❝❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✐s

✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❆❧◆ s♦❧✉❜✐❧✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❧♦②

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡s ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r②✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❧◆ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❣❛✐♥ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦②s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✸✳✾✳✷✳✷ ◆❜❈ s♦❧✉❜✐❧✐t②

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ ◆❜❈ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐♥ st❡❡❧✲❇ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡s ❬✸✷✱ ✸✽✱ ✹✻✱ ✹✽✱ ✷✾✱ ✷✼✱ ✹✼✱ ✼✱ ✼❪✳ ■t

✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐♥ st❡❡❧✲❇✱ ◆❜ ✐s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡❞ ✇✐t❤ ❈ ❛s st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ◆❜❈✳ ❚❤❡

st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❧◆ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐♥ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇
✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡s ✐♥ ❛✉st❡♥✐t❡ (γ)✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❙♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ◆❜❈✴◆❜◆ ✐♥ ❛✉st❡♥✐t❡ (γ) ■r♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ◆❜❈ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐♥ st❡❡❧✲❇ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❞❛t❛✳
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(a) (b) 

m−4  m−4  
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❙t❡❡❧✲❆✬s ✐♥✐t✐❛❧ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❛✮ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮
st❛t❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮ st❛t❡✳ ❍❡r❡✱ m−4 ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞✐✲
✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② m−3 ❜② t❤❡ ❝❧❛ss ✇✐❞t❤ ∆R✳

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ◆❜❈ s♦❧✉❜✐❧✐t②

♣r♦❞✉❝t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡s✳

✸✳✾✳✸ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝✲

t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛✳ ❚❤❡ r❡♣❧✐❝❛ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❚❊▼✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ❍✐❣❤ ❆♥❣❧❡❞ ❆♥♥✉❧❛r ❉❛r❦ ❋✐❡❧❞ ✭❍❆❆❉❋✮ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❊❉❙ ❛♥❛❧②s✐s✳

■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s ✭s❡❡

❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❛❞✐✉s❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s✳ ◆✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✬s

❢r❡q✉❡♥❝② t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭fv✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚

st❛t❡ ♦❢ st❡❡❧✲❆✳ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡✬s ❆❧◆ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛ss❡♠❜❧②

✐s t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t

❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✶✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❧❛ss ❛ss❡♠❜❧② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ✜t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺✱ ❆❧◆ ❛♥❞ ◆❜❈ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s

♦❢ st❡❡❧✲❇ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤

❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❧❛ss ❛ss❡♠❜❧❡

✐s t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
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(a) (b) 
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❙t❡❡❧✲❇✬s ✐♥✐t✐❛❧ ❆❧◆ ❛♥❞ ◆❜❈ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❛✮ ❆s
❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ st❛t❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ■s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ✭■❙❖✮ st❛t❡✳ ❍❡r❡✱ m−4 ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② m−3 ❜② t❤❡ ❝❧❛ss ✇✐❞t❤
∆R✳

✸✳✾✳✹ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✹✳ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦✉♥❞ ✐♥

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ ❞✐✛✉s✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❆❧✱ ◆❜✱ ❈ ❛♥❞ ◆ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② st✉❞✐❡❞

s②st❡♠s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ◆❜ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙♦✱ ❢r♦♠ ❋r✐❞❜❡r❣✬s ❬✶✽❪

✇♦r❦ ✐t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ◆❜ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱

Qb
Nb = Qm

Nb/1.8✳

❚❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❜♦t❤ ❆❧◆ ❛♥❞ ◆❜❈ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r s♦✲

❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❛t❛ ❛r❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥

✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❤❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞

❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

■♥ t❛❜❧❡ ✸✳✺✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ st❡❡❧✲

❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇ ✐s ❧✐st❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❜♦t❤ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇✱ t❤❡ ❢✉❧❧②

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡❞ ✭◆❚ ❛♥❞ ■❙❖✮ st❛t❡ ❤❛s s♠❛❧❧❡r ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r t❤❛♥

t❤❡ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ st❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸ µ♠

❛♥❞ ❛s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳

✻✵
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✸✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ▲✐st ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❉❛t❛ t②♣❡ ❱❛❧✉❡ ❘❡❢❡r❡♥❝❡

❆❧◆ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❈✉❜✐❝ ❬✻✵❪
❆❧◆ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r 0.407 nm ❬✻✵❪
❆❧◆ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❲✉rt③✐t❡ ❬✻✵❪
❆❧◆ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a = 0.311 nm ❬✻✵❪

✫ c/a❂✶✳✻
❆❧◆ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② 0.5 J/m2 Pr❡s❡♥t ✇♦r❦
❆❧ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ 0Dm

Al 8.1× 10−3 ❬✺✾❪
❆❧ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ Qm

Al 252 kJ/mol ❬✺✾❪
❆❧ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ 0Db

Al 3× 10−4 ❬✸✻❪
❆❧ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ Qb

Al 167.4 kJ/mol ❬✸✻❪
◆ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ 0Dm

N 9.1× 10−5 ❬✷✶❪
◆ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ Qm

N 168.6 kJ/mol ❬✷✶❪
◆❜❈ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❈✉❜✐❝ ❬✺✺❪
◆❜❈ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r 0.44686 nm ❬✺✺❪
◆❜❈ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② 0.5 J/m2 Pr❡s❡♥t ✇♦r❦
◆❜ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ 0Dm

Nb 8.3× 10−5 ❬✷✶❪
◆❜ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ Qm

Nb 266.5 kJ/mol ❬✷✶❪
◆❜ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ 0Db

Nb 8.3× 10−5 ❬✶✽❪
◆❜ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ Qb

Nb Qm
Nb/1.8 kJ/mol ❬✶✽❪

❈ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ 0Dm
C 0.1× 10−4 ❬✷✶❪

❈ ✐♥ ❆✉st❡♥✐t❡✱ Qm
C 135.7 kJ/mol ❬✷✶❪

st❡❡❧✲❇✿log(Kγ
s (AlN))✭❛t ❢r❛❝t✐♦♥✮ ✲✼✶✸✵✳✼✴❚✲✶✳✶✸✺✷ Pr❡s❡♥t ✇♦r❦

st❡❡❧✲❇✿log(Kγ
s (NbC))✭❛t ❢r❛❝t✐♦♥✮ ✲✼✽✽✵✳✶✴❚✲✵✳✾✵✵✸ Pr❡s❡♥t ✇♦r❦

st❡❡❧✲❆✿log(Kγ
s (AlN))✭❛t ❢r❛❝t✐♦♥✮ ✲✸✼✾✸✳✻✴❚✲✸✳✺✶✸✼ Pr❡s❡♥t ✇♦r❦

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ■♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇✳
❙t❡❡❧✲❆ ❆❘ st❛t❡✱ Dn❂✶✻µ♠ ◆❚ st❛t❡✱ Dn❂✶✵µ♠
❙t❡❡❧✲❇ ❆❘ st❛t❡✱ Dn❂✼µ♠ ■❙❖ st❛t❡✱ Dn❂✻µ♠
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✸✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✾✳✺ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✲

✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ❤❡r❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇✱ ❛✉st❡♥✐t❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥

❞✐❛♠❡t❡r ✐s ≥✺ µ♠ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✸✳✺✮✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✳✹✱ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸ µ♠✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦✲

❧✉t✐♦♥ ❤❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡

t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❝❝✉rr✐♥❣

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②✳

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦②s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ st❡❡❧✲❆ ❜♦t❤ t❤❡ ❆❘ ✭❆s ❘♦❧❧❡❞✮

❛♥❞ ◆❚ ✭◆♦r♠❛❧✐③❡ ❚❡♠♣❡r❡❞✮ ❛♥❞ ✐♥ st❡❡❧✲❇ ❜♦t❤ t❤❡ ❆❘ ✭❆s ❘♦❧❧❡❞✮ ❛♥❞ ■❙❖

✭■s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❚r❡❛t❡❞✮ st❛t❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞

❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

✸✳✾✳✺✳✶ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②✿ st❡❡❧✲❆

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻✭❛✮✱ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥

t❤❡ st❡❡❧✲❆✬s ❆❘ st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✱ ❛t ✽✼✺◦❈ ❛♥❞

✾✵✵◦❈ t❤❡ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ✽✼✺◦❈ ❛♥❞ ✾✵✵◦❈

❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t s❤♦✇s✱ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r

✸✻✵✵ s❡❝✳ ❆t ✶✷✵✵◦❈✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧◆ ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r ✷✵ s❡❝ ✐♥t♦ t❤❡ ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥t✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥s r❛t❤❡r s❤♦✇s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❆❧◆ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ◆❚ st❛t❡✱ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r

✶ ❤r✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻✭❜✮✱ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥

t❤❡ st❡❡❧✲❆✬s ◆❚ st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❆t ✽✼✺◦❈ ❛♥❞ ✾✵✵◦❈ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t ❛t ✶✷✵✵◦❈✱ ❝♦♠♣❧❡t❡

❆❧◆ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ✷✵✵ s❡❝✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✇ q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ r❡♣r❡s❡♥ts ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚

st❛t❡ ❛t ✶✵✺✵◦❈✳ ■♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ st❛t❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥∼✷✵✵ s❡❝✳ ❚❤❡ ◆❚ st❛t❡ ❜❡❢♦r❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✶✵✺✵◦❈

✐s ❢✉❧❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡❞ ❜② ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✽✼✺◦❈ ❢♦r ✷ ❤r✳ ❆t ✶✵✺✵◦❈ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
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✾✵✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈ ✭❜✮ ◆❚ st❛t❡ ❛t ✽✼✺◦❈✱ ✾✵✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❆✬s ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡
❛t ✶✵✺✵◦❈✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❇✬s ■❙❖ st❛t❡ ✭❛✮ ✾✵✵◦❈
❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ ✭❜✮ ✶✵✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳

❆❧◆ ❤❛s ❧♦✇❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ♠❛tr✐①✳ ❉✉❡ t♦ ❧♦✇❡r

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ✐♥ ◆❚ st❛t❡✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❛s ❢r❡❡ s♦❧✉t❡ ❆❧ ❛♥❞ ◆ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡

s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❛t ✶✵✺✵◦❈✳ ❚❤✉s✱

t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✳

✸✳✾✳✺✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②✿ st❡❡❧✲❇

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧◆ ❛♥❞ ◆❜❈ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥

st❡❡❧✲❇✬s ■❙❖ st❛t❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆t ✾✵✵◦❈ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✭❛✮✮ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ ◆❜❈ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s q✉✐t❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✶✵✵✵◦❈ s❤♦✇s ❛ s♠❛❧❧❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✾✵✵◦❈✳ ❆t t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ◆❜❈ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ s❤♦✇s ❛

s❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡✳

❚❤❡ ❡①tr❡♠❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛t t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆t

✾✵✵◦❈✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ✺✽✵ s❡❝ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❛t

t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆t ✶✵✵✵◦❈✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ✽✵ s❡❝✳ ❍✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✛❡rs

❢❛st❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❆❧ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛st❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❛t ✶✵✵✵◦❈ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ ✾✵✵◦❈✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❛t❛✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s✳ ❆t ✶✶✵✵◦❈ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✭❛✮✮ ✐♥ t❤❡
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(a) (b) 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❇✬s ■❙❖ ❛♥❞ ❆❘ st❛t❡
✭❛✮ ❆❧◆ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ ✭❜✮ ◆❜❈ ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳

■❙❖ st❛t❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ✐t

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❇♦t❤ t❤❡ st❛t❡s ❛tt❛✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆❧◆ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❛♠❡

q✉❛♥t✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛t ✶✵✵ s❡❝✳ ◆❜❈ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s

s❤♦✇♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✭❜✮✳ ❆t ✶✶✵✵◦❈ ✐♥ ❜♦t❤ ❆❘

❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s ◆❜❈ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❜✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ◆❜❈ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛❢t❡r ✶ ❤r ♦❢ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

❛t ✶✶✵✵◦❈ ✐t ❛tt❛✐♥s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✱

t❤❛t ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤

❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳

✸✳✾✳✻ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❜♦t❤ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞

st❡❡❧✲❇✱ ❛✉st❡♥✐t❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ≥✺ µ♠ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✸✳✺✮✳ ■t ✐s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥

✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✳✹✮✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸ µ♠✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❋♦r

t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥

✐s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②✳

❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢

s♣❡❝✐♠❡♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✬s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❡❡❧✲❇✱ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞

■❙❖ st❛t❡s ❞♦♥❡ ❛t ✾✵✵◦❈ ✭❥✉st ❛❜♦✈❡ t❤❡ AC3✮ ❢♦r ✷ ♠✐♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤

✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r st❡❡❧✲❆ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✽✼✺◦❈ ❢♦r

✻✺
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(a) 

(b) 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❆✬s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ✭❛✮ ❆❘ st❛t❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ◆❚ st❛t❡✳

✷✵ ♠✐♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❛♠♣✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✱ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ✶✵✵✵ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥

❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✬s ❡✛❡❝ts ♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✾✳✻✳✶ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②✿ st❡❡❧✲❆

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵✱ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❆ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ✭❛✮

r❡♣r❡s❡♥ts ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❛t ✾✵✵◦❈ ❛♥❞

✶✵✺✵◦❈✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛t ✾✵✵◦❈✱ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s ✐♥ t❤❡

❣r♦✇t❤ st❛❣❡✱ ❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t ❞❡♣❧❡t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❞✉❡ t♦ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤♦✉r ❛♥❞ ✶✵✺✵◦❈

❢♦r ✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ♠✐♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
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(a) (b) 

(c) (d) 

m−4  
m−4  m−4  

m−4  
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❆✬s ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t
tr❡❛t❡❞ ❛t ✭❛✮ ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✱ ✭❜✮ ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ✭❝✮ ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✹✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ✭❞✮
✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✻✵ ♠✐♥✳

✜❣✉r❡ ✸✳✷✶ s✉❣❣❡sts ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵ ✭❜✮✳

❆s t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛ ❢✉❧❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ st❛t❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✱

t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❣r♦✇t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱

❜✉t t❤❡ tr❡♥❞ ✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ ✐s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞

❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ♠✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ s✉❣❣❡sts ❛ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡rr♦r ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛

✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✳
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(a) (b) 

(c) (d) 

m−4  
m−4  m−4  

m−4  

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❆✬s ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t
tr❡❛t❡❞ ❛t ✭❛✮ ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✱ ✭❜✮ ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ✭❝✮ ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✹✵ ♠✐♥ ❛♥❞ ✭❞✮
✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✻✵ ♠✐♥✳

(a) (b) 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❇✬s ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡ ❛t
✶✶✵✵◦❈✳ ✭❛✮ ❆❧◆ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ◆❜❈ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✻✽
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✸✳✾✳✻✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②✿ st❡❡❧✲❇

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✸✱ ❆❧◆ ❛♥❞ ◆❜❈ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❇ ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ✶✶✵✵◦❈ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✭❛✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❆❧◆ ♠❡❛♥

r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥

t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❆❧◆ ❣r♦✇s ✉♥t✐❧ ∼✼✻ s❡❝ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ■❙❖

st❛t❡ s❤♦✇s ❛ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡

s❤♦✇ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ♦❢ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s q✉✐t❡

❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✭❜✮ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ◆❜❈

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡✳ ◆❜❈ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✐♥

❜♦t❤ t❤❡ st❛t❡s r❡♠❛✐♥s q✉✐t❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t t✐♠❡✳

✸✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♥② ✐♥✲

❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐♥ ❛❧❧♦② ✇✐t❤

s✐♠♣❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ✐♥

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛t❡❣♦r② ✐♥❝❧✉❞❡s✿ ■ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜② ■❈P ❛♥❛❧②s✐s✱ ■■

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❤❡♠✐str② ❜② ❊❉❳ ❛♥❞ ■■■ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❜② ❍❆❆❉❋ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❚❊▼✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❧✐st❡❞ ❛s ❜❡❧♦✇✿

✕ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①✲

♣❡r✐❡♥❝❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳

✕ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✉st❡♥✲

✐t❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ Dn ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✸ µ♠✳ ■♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥

✸ µ♠ ❛✉st❡♥✐t❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

✕ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧

❛❧❧♦②s✿ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡

✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❛r✐s❡ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐ts❡❧❢✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❙♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧

❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✭s❡❡

❝❤❛♣t❡r ✸✮ ❛♥❞ ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ s♦❢t

♠❛♥♥❡r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t❡r♠ ❵❙♦❢t ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡❧ ✭❙❈▼✮✬ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣

t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ♦♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s

❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡

s❡♣❛r❛t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦

❜❡ ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❢✉❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❝❤❡♠❡✳ ❆ ♠♦r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤✉s ❝❤♦s❡♥✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

❝✉rr❡♥t st✉❞②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞❡♣✐❝t ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❜♥♦r♠❛❧

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❬✺✱ ✹✹✱ ✹✷✱ ✻✾❪ ❜✉t ✈❡r② ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❆●● ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇♦r❦s✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤

❢♦r t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡

❜✐❣❣❡st ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣✳
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✹✳ ❙♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

▼✐❧✐t③❡r ❡t ❛❧ ❬✹✹❪ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❛t❛ t♦ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦✇❡r

❧❛✇✳ ❚❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❜❜r✉③③❡s❡ ❛♥❞

▲✉☎❝❦❡ ❬✶❪ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r

✭♣✐♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞

✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇♥ ❛❧❧♦② ✇❤❡r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆

✜tt❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str✐❝ts t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ❡✛❡❝t✐♥❣

t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳

❙❛♥ ▼❛rtí♥ ❡t ❛❧ ❬✹✷❪ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤✱ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✺❪✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ▲✐❦❡

❆♥❞❡rs❡♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✺❪✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♦♥❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦✉♣❧❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ❇❡s✐❞❡s

t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦♥✲✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t✐♥❣

r❛t❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳

❳✉ ❑✳ ❡t ❛❧ ❬✻✾❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❞✉r✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛st✐♥❣✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❈◆●❚s ❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐ ❝❧❛ss ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥

t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧

t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❬✻✸❪✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❛❞✐✐

❝❧❛ss ✭r❡s♣❡❝t t♦ R∗

kbT
✮✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡r❡

❛r❡ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❛❜♦✉t ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❆●●✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧✐♠✐t❡❞ ❢r❛♠❡

✇♦r❦✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦r ❢♦✉♥❞ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦

❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♠✉❧t✐ ❝❧❛ss ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✱ ❜♦t❤

t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛♥②

❛❧❧♦② s②st❡♠✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s ✭R∗

kbT
✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t②✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❛❧❧♦②✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❢t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡

♣❛r❛♠❡t❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
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✹✳ ❙♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✹✳✶ ▼♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

■♥ t❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✿ ✶ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✷ ❆●●

♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✶ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✷ ❆●● ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

✶✳ ■♥ t❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t✐❝

❣r❛✐♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳

✷✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❝❝✉r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②✳

✸✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡

❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts✳ ❆s ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② r❡♠❛✐♥s st❛t✐♦♥❛r②✱

st❛❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛❧❧♦✇s t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❛t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts

r❡♠❛✐♥ t❤❡r❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✹✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦r♥❡r

♣♦✐♥t t♦ ♠♦✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭♥♦t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✮ t♦ ❣❡t

♣✐♥♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

✹✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ❛ st❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✲

✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s✿ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭fv(T, t)✮✱ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭r̄(T, t)✮ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ✭Niri(T, t)✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

r❡s✉❧ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭D0
n✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❝❝✉rs ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ♠❛rt❡♥s✐t✐❝ ♦r ❜❛✐♥✐t✐❝

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ tr❛♥s❢♦r♠s t♦ ❛✉st❡♥✐t❡✳

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳

■s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✭❛✮✮ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t✐♠❡ t0 = 0 s❡❝✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞ t✐♠❡ t1 ❛♥❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡ t0✳ ■♥ t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ ❢r♦♠ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♥♦t ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛ ♣r❡✲❤❡❛t❡❞ ❢✉r♥❛❝❡ ✭t♦ t❤❡ t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱

t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

❛♥❞ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✭❜✮✮
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��: Number of precipitate in class i. ��: Radius of precipitate in class i. ��: Precipitate volume fraction. � : Precipitate mean radius. ���� : Max time limit of simulation. ��: ��ℎ time. ��0: Initial mean austenite grain size. ���: Abnormal grain size. ��: Normal grain size. 

AGG: Abnormal grain growth. 

NGG: Normal or no grain growth. 

 

yes no 

�� = �� + ∆� 

�� = �� + ∆� 
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(a) Isothermal heat treatment setup (b) Heating rate simulation setup 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✿ ✭❛✮ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t✲
♠❡♥t s❡t✉♣ ❛♥❞ ✭❜✮ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳

❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛t ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t0 t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡

✜♥❛❧ t✐♠❡ t1 ✐t r❡❛❝❤❡s t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛❧ t✐♠❡ t1 ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ t0✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡

✐s ♥♦t s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦

❞❡♣✐❝t ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❛ st❛t✐❝ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤ ❡✈♦❧✈✐♥❣

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❙♦ ✐♥ ❛ s❡♥s❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❢❛❝t ❡✛❡❝ts t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆❜♥♦r✲

♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♦r ◆♦r♠❛❧✴◆♦ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭◆●●✮✮ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

P❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤✉s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✭❝❤❛♥❣❡ ✐♥

❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❜✉t t❤❡ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✮✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s✱ ❧❛r❣❡r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs t❤✉s ❧♦✇❡rs t❤❡ ❆●●

❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤r❡❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ r❛t❤❡r ♦✛❡rs ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

st❛t❡ ♦♥ ❆●●✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ st❛t✐❝ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ❡✛♦rts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❞❡♣✐❝t ❛

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❆●● ❛♥❞ ◆●● ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✼✹
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✹✳ ❙♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✹✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

❚❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ❜r✐❡✢②✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡

❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❆●● ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿

d

dt

(

Dab

Dn

)

> 0 ✭✹✳✶✮

❚❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿

d

dt

(

Dab

Dn

)

=
1

Dn

dDab

dt
−
Dab

D2
n

dDn

dt

=
2γgM

D2
n

[

µ− (1− µ)

(

Dn

Dab

)2

+ (2µ− 1)
Dn

Dab

−
λDab

2Dn

]

−
M

Dn

(

Dab

Dn

+ 1

)

(PC + PZ)

✭✹✳✷✮

❍❡r❡✱ PZ ✐s t❤❡ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ PC ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳

M =M0 exp

(

−
Q

RT

)

✭✹✳✸✮

❍❡r❡✱ Dab ❝❛♥ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ Dn ❛♥❞ ∞✳ ❆✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② M

✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✇❤❡r❡ M0 = 3.16 × 10−2 m2/s ✐s t❤❡ ♣r❡✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❢❛❝t♦r✱ Q = 300 kJ/mol ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❬✹✺❪✱ R ✐s t❤❡ ❣❛s

❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ T ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❑❡❧✈✐♥✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✐s ✐♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

✈❛❧✉❡s ♦❢ Dab ❞❡❧✐♠✐t✐♥❣ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ Dab ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Dmin
ab ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛s Dmax

ab ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ Dmin
ab ❛♥❞ Dmax

ab ✐s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❣r❛✐♥s✳ ■♥ ❛ ③❡r♦ ♣✐♥♥✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♥♦ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✮✱ ❢♦r µ = 0.56 ❛♥❞ λ = 0.6✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❆●●

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❜❡t✇❡❡♥✱ Dmin
ab /Dn ≈ 1.26 ❛♥❞ Dmax

ab /Dn ≈ 1.43✳

■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ d/dt(Dab/Dn) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ Dmax
ab

❝❛♥ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥

✶ ♦r ❝❧♦s❡ ❜✉t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✷ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✸ ✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦♥❧② ✸ ❜❡❛r✐♥❣ t❤❡

✼✺
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (d/dt(Dab/Dn) > 0) ♦♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ d/dt(Dab/Dn) ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ Dn ❛♥❞ ➀ ♦r ➁ ♦r ➂✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t M = 1✳

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ✸ ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥

❣r♦✇ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢✱ ✶ ❛♥❞ ✷ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ♦♥❡ ❣r♦✇ ❢❛st❡r ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r❛✐♥ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✮✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞

t❤❛t Dmax
ab ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ✷ t✐♠❡s ♦❢ Dn ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❆●● t♦ ♦❝❝✉r✳ ❙♦✱ ❛ r❡❛❧✐st✐❝

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ ❆●● ❛♥❞ ◆●● ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Dmax
ab /Dn > 2 Probable grain growth condition : ❆●●

Dmax
ab /Dn < 2 Probable grain growth condition : ◆●●

✭✹✳✹✮

■♥ ❛ st❛t✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ✭Dn✮ s✐③❡ ❛♥❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡s❡♥t d/dt(Dab/Dn) ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❆●●✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ Dmax
ab /Dn ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✱

Dmax
ab /Dn ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✇✐♥❣ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞

s②st❡♠✳

✹✳✸ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧

✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡s ✐♥ ❧♦✇

✼✻
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ✭❛✮ ❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✭❜✮
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❝✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax

ab ✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦
t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧②✳ ❍❡r❡✱
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T =✾✵✵◦❈✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ = 0.56 ❛♥❞ λ = 0.6✳

❛❧❧♦② st❡❡❧✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ❝❧❛ss❡s✿

✶✳ ●r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳

✷✳ ●r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳

✸✳ ●r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐st❡❞✱ ❝♦✈❡r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② ❞✉r✐♥❣ ❛✉st❡♥✐✲

t✐③✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞

❛ss✉♠✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳

✹✳✸✳✶ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs✲

❡♥✐♥❣

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛r❡

s❤♦✇♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❛✮✮ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t

✼✼
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❜✮✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✭❝✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡

✭Dn✮✳ ■♥ t❤✐s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✶µm ✭Dmax
ab /Dn < 2✮✳

✶ µ♠ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❤❛s ❤✐❣❤❡r ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ✭dDn/dt✮ t❤❛♥ ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✼ µ♠✳ ❚❤❡

♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ✭❛t ❧❡❛st ✷ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Dn✮ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡

❝❛♥ ♥♦t ❣r♦✇t❤ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r t❤✉s ♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●●✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❝✮ s❤♦✇s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Dmax
ab /Dn ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ Dn✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t ❛t ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭> 60 ♥♠✮ t❤❡r❡ ✐s ❛

❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❆●●✳ ■t ✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡

t❤❛t ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❆

❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s

t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❆●●✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ t❤❛t ❧❛r❣❡r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s

t❛❦❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❆●● t♦ ◆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱

t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❡rs✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

r❛t❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛ ♣r❡✲

❡①✐st✐♥❣ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣

✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✮✳

✹✳✸✳✷ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉✲

❝❧❡❛t✐♦♥

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❛✮✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠✲

❜❡r ❞❡♥s✐t② ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦❝❝✉rs

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✭❜✮✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❝✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❝✮ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ❢♦r ❛❧❧ t❤❡

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❛s Dmax
ab /Dn < 2 ❜❡❢♦r❡ ✶✵✵✵✵ s❡❝✳ ❆s t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮✱

t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ✭◆●●✮✳ ❆❜♦✈❡ ✶✵✵✵✵ s❡❝ Dmax
ab /Dn > 2✱

t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ st❛rt t♦ ❣r♦✇ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭Dn✮

❛♥❞ ❝❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❆●●✳

■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ✶ µ♠ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♥❡✈❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ❆●● r✐s❦ r❡❣✐♦♥✳

✶ µ♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❤❛s ❤✐❣❤❡r ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ✭> 1.5Dn✮ ❝❛♥

♥♦t ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❆●● ✐s ♥♦t ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡

✼✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ✭❛✮ ❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✭❜✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❝✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡
✭Dmax

ab ✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇
❛❜♥♦r♠❛❧❧②✳ ❍❡r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T =✽✵✵◦❈✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ = 0.56 ❛♥❞
λ = 0.6✳

✼✾
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❝✐♣✐t❛t❡✱ ✭❜✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❝✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax

ab ✮
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧②✳
❍❡r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T =✶✶✵✵◦❈✱ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r µ = 0.56 ❛♥❞ λ = 0.6✳

❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✸ t♦ ✼ µ♠✱ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡♥t❡rs t❤❡ ❆●● r✐s❦ ③♦♥❡

❡❛r❧✐❡r✳ ■♥ t❤✐s ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✭Dab✮ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡

♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦✛❡rs ❤✐❣❤❡r q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r❡✲

❡①✐st✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s t❤✉s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ dDab/dt ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❍✐❣❤❡r dDab/dt

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞r✐✈❡ Dn =✸ µ♠ ✐♥ t♦ t❤❡ ❆●● r✐s❦ ③♦♥❡ ❡❛r❧✐❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

✺ ❛♥❞ ✼ µ♠✳

❋✐♥❛❧❧② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✱t❤❛t ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❉✉r✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡

✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭3 µm✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❆●● ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②

❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳

✽✵
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✹✳✸✳✸ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✭❛✮✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥s

♦❢ ❛ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞

♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✭❛✮✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠✲

♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✭❜✮✮ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐s✲

s♦❧✈❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss❡s

r❡♠❛✐♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❞❡❝r❡❛s❡s r❛t❤❡r q✉✐❝❦❧②✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✭❝✮✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✭❝✮ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮

❡①❝❡♣t ✶µ♠✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❆●● ✭Dmax
ab /Dn > 2✮✳

Dmax
ab /Dn s❤♦✇s ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②

r❡❛❝❤❡s Dmax
ab /Dn ≈ 1.5 ❛❜♦✈❡ ✶✵✵✵✵ s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡

✐♥❞❡❡❞ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❥✉st ❛❜♦✈❡ ✶✵✵ s❡❝♦♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s Dmax
ab /Dn < 2✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡

❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ■♥

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧

❚❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❙❈▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡

❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t✇♦ st✉❞✐❡❞ ❛❧❧♦②s✿ ✶ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ✷ st❡❡❧✲❇ ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦②s✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ ❛❧❧♦②s ❛r❡ ❞♦♥❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

st❛t❡ ❛♥❞ ❆●●✳

✹✳✹✳✶ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②✿ st❡❡❧✲❆

✹✳✹✳✶✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ❛❧❧♦② ✐s ❆❧✳ ❚❤❡ ❊♥❡r❣② ❉✐s♣❡rs❡❞ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❊❉❙✮
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✪

❈ ❙✐ ▼♥ ◆✐ ❈r ❱ ❚✐ ❆❧ ◆❜ ◆
✵✳✼✵✷ ✵✳✹✵✼ ✵✳✹✺✺ ✶✳✷✷ ✶✳✹✼ ✵✳✵✵✻✾✻ ✵✳✵✵✶✾✹ ✵✳✵✺✹✾ ✵✳✵✵✶✼✶ ✵✳✵✺✾✽

Time 

Te
m

p
er

at
u

re
 

Hot rolling 

875°C, 1hr 

680°C, 2hr 

Slow 
cooling 

Slow 
cooling 

Water 
quench 

As rolled state (AR) 
Normalized 
tempered 
state (NT) 

1200°C, 1hr 

1050°C, 1hr 

900°C, 1hr 
Ac3 

Ac1 

NT & AR 

Steel-A 

875°C, 1hr 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❆s ❘♦❧❧❡❞
✭❆❘✮ ❛♥❞ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮ st❛t❡✳

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♦♥ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ ❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥

▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❚❊▼✮ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ❝❤❡♠✐str② ✐s ❆❧◆✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t

■♥❞✉❝t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡❞ P❧❛s♠❛ ✭■❈P✮ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡

❆❧◆ q✉❛♥t✐t② ✐s ♦♥❧② ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡✲

❞✉r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ st❡❡❧✲❆ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❚❤❡ ❆s ❘♦❧❧❡❞

✭❆❘✮ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛s ❝❛st s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆❘ st❛t❡ ✐s t❤❡♥

❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭> AC3✮ ❛t ✽✼✺◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ ✭< AC1✮ ❛t ✻✽✵◦❈ ❢♦r ✷ ❤r

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛✐r ❝♦♦❧✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮ st❛t❡✳ ▼❡t❛❧❧♦✲

❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡✬s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❜❛✐♥✐t✐❝✳

❆✉st❡♥✐t✐③✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ❛t ✽✼✺◦❈✱

✾✵✵◦❈✱ ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ q✉❡♥❝❤❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ r❡t❛✐♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡

q✉❡♥❝❤❡❞ s❛♠♣❧❡✬s ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦t ♣✐❝r✐❝

❛❝✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ r❡❛❝t❛♥t ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ t❤❡

♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐♦st❛t ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❛❧✐❝②❧✐❝ ❛❝✐❞✱ ❧✐t❤✐✉♠ ❝❤❧♦r✐❞❡ ❛♥❞

♠❡t❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ❛❝✐❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✭HCL +
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✹✳ ❙♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

H2SO4 +HF +HNO3✮ ❛r❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❈P t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

q✉❛♥t✐t② ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ PP▼✳ ❚❤❡ PP▼ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞

t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✹✳✺✳

fAxBy
υ (T, t) = fA

m

ρFe

ρAxBy

(

y

x

MB

MA

+ 1

)

✭✹✳✺✮

❍❡r❡✱ fAxBy
υ (T, t) ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ AxBy ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ fA

m ✐s t❤❡ ♠❛ss

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t A ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ■❈P✱ ρFe ❛♥❞ ρAxBy
❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡♥s✐t②

♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ MA ❛♥❞ MB ❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ t❤❡

s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛

✐♥ ❚❊▼ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍✐❣❤ ❆♥❣❧❡ ❆♥♥✉❧❛r ❉❛r❦ ❋✐❡❧❞ ✭❍❆❆❉❋✮ ♠♦❞❡✳ ■♠❛❣❡s t❛❦❡♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❆❆❉❋ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s❡s

❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭◆✉♠❜❡r ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✴m−3✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s m−4 ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♣❡r ❝❧❛ss ✭m−3✮ ✐s ❞✐✲

✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss ✇✐❞t❤ ✭∆R✮✳

✹✳✹✳✶✳✷ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾✱ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✬s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽(A2) ❛♥❞ (B2) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❆❘ ❛♥❞ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②

✜❣✉r❡ ✹✳✾✱ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t

✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ♠✐♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ t❤❛t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t t✐♠❡ ❛t ✶✵✺✵◦❈✱ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✇✐❞❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r

✐♥ t❤❡ ✶✵✺✵◦❈✲✻✵ ♠✐♥ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡✱ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

Pr✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❛♥❞ ✹✳✶✶✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥❡❞ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ✭♥♦r♠❛❧

❣r♦✇t❤✮ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✾✵✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳ ❆t ✶✷✵✵◦❈ t❤❡ ❣r❛✐♥

s✐③❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ❛s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①

❛♥❞ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥s ❝♦✉❧❞ ❣r♦✇ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❤✐♥❞❡r❛♥❝❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ♣r✐♦r

❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵✱ ✹✵

❛♥❞ ✻✵ ♠✐♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t

♠✐❝r♦❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ✐s ◆♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤

✭◆●●✮✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❛♥❞ ✹✳✶✶✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡❛t
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50 nm 

100 nm 

1  

1  

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✳ A2✿ ❆❘ st❛t❡✬s
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ A1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ B2✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ B1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳
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90  nm 

200 nm 

90 nm 

500 nm 

1  

�1 �  

1  

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✳ C2✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ C1✿ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ D2✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞
❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✹✵ ♠✐♥ ❛♥❞ D1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ E2✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✻✵ ♠✐♥ ❛♥❞ E1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳
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100μm 

100μm 

100μm 

1 

1 
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✳ A2✿ ❆❘ st❛t❡✬s ❣r❛✐♥
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ A1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ B2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ B1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞
C2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✷✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ C1✿
❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳
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100μm �1 

100μm 1 

100μm 1 

�  

 

 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✳ D2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ D1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ E2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✹✵
♠✐♥ ❛♥❞ E1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ F2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ st❛t❡
❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✻✵ ♠✐♥ ❛♥❞ F1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳
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100 nm 

200 nm 

 

1  

1 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✳ A2✿ ◆❚ st❛t❡✬s
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ A1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ B2✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ B1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳

tr❡❛t♠❡♥ts✱ ❆❘ st❛t❡ s❤♦✇❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ❛♥❞ ✹✳✶✸✱ t❤❡ ◆❚ st❛t❡✬s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷(A2) ❛♥❞ (B2) r❡♣r❡s❡♥t ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❚ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶

❤r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t

tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ♠✐♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐❞t❤ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ❛t ✶✵✺✵◦❈✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✱ ✐♥ t❤❡ ◆❚

st❛t❡ ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✶✵✺✵◦❈✲✻✵ ♠✐♥ ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥t✳

Pr✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹ ❛♥❞ ✹✳✶✺✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥❡❞ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ✭♥♦r♠❛❧

❣r♦✇t❤✮ ❢♦r ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❛t ✾✵✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❆❘ st❛t❡✱ ❛t ✶✷✵✵◦❈ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

❛r❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❣r♦✇ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❤✐♥❞❡r❛♥❝❡✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞
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10 nm 

100 nm 

50 nm 

 

�  
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�1 

1 
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✳ C2✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ C1✿ ❈♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ D2✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞
❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✹✵ ♠✐♥ ❛♥❞ D1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ E2✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✻✵ ♠✐♥ ❛♥❞ E1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳
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100μm 1 

100μm 1 

100μm 1 

 

 

 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✳ A2✿ ◆❚ st❛t❡✬s ❣r❛✐♥
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ A1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ B2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ B1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞
C2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✷✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ C1✿
❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳

✾✵
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✳ D2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵ ♠✐♥ ❛♥❞ D1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ E2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✹✵
♠✐♥ ❛♥❞ E1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ F2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❚ st❛t❡
❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✻✵ ♠✐♥ ❛♥❞ F1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳

✾✶
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡st ✶✵✪ ❣r❛✐♥s ❜② ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ♠✐♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ✐s

❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ (D2)✱ (E2) ❛♥❞ (F2)✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✉s

t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤

✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ ❆●● ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✶✵✪ ❣r❛✐♥s ✭❜② ♥✉♠❜❡r✮ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❛♥

✶ ❤r ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✶✵✺✵◦❈ ♦❢ t❤❡ ◆❚ st❛t❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♦❝❝✉♣②✐♥❣

✾✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❙♦✱ t❤❡s❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ♠❛❥♦r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧

✈♦❧✉♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ✐♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡s ✹✳✶✹✱ ✹✳✶✺

❛♥❞ ✹✳✶✻ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s

✭✷✵✱ ✹✵✱ ✻✵ ♠✐♥✮ s❤♦✇❡❞ ❆●● ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ s❤♦✇❡❞ ◆●●✳

✹✳✹✳✶✳✸ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✲

✉r❡ ✹✳✶✼✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❆●● ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈✱ ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈ ✭d/dt(Dab/Dn) = 0

s♦ Dmax
ab /Dn = 0✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈✳ ❆s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡

✭Dmax
ab ✮ ✐s ❛❜♦✉t ✷ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠✐❣❤t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡

❆●●✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❆●●✱ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ❛t ✾✵✵◦❈ ♠✐❣❤t ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s

✾✷
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés
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Risk of AGG 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❙♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✬s ❆s
❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ❛♥❞ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❞ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ♠❛r❦
t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❆●● ❢♦r Dmax

ab /Dn ✈❛❧✉❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ = 0.54 ❛♥❞
λ = 0.6✳

✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❛rr❛t❡❞ ❛❣❛✐♥ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r t❤❡ ◆❚ st❛t❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✲

s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✭Dmax
ab /Dn > 2✮ t✐❧❧ ∼✶✵✵✵ s❡❝ ✐♥t♦ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✲

✉r❡ ✹✳✶✺✮✳ ❆t ✶✵✺✵◦❈ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❤✐❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❣r♦✇t❤ t♦ ♦❝❝✉r t❤✉s ❆●● ✐s ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts

s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❆●● ✐s ♣r♦❜❛❜❧❡✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✶✷✵✵◦❈ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❜✉t

❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛❜♦✈❡ ✶✵ s❡❝ ✐♥t♦ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳ ❆ ✈❡r② s❤♦rt ♣❡r✐♦❞

✭∼✶✵ s❡❝✮ ♦❢ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ◆●●

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ②✐❡❧❞ ◆●● ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t✲

♠❡♥t✳ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✹✳✷✳

✹✳✹✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②✿ st❡❡❧✲❇

✹✳✹✳✷✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

♠❛❥♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ◆❜ ❛♥❞ ❆❧ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦②✳ ❚❊▼ ❛♥❞ ❛❧s♦ ■❈P ❛♥❛❧②s✐s

❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ◆❜❈ ❛♥❞ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t❡❞

st❛t❡s ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❙t❡❡❧✲❆✿ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❙t❛t❡ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❆❘✲✾✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●
❆❘✲✶✵✺✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●
❆❘✲✶✷✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●
◆❚✲✾✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ❆●● ◆●●
◆❚✲✶✵✺✵◦❈✭✶ ❤r✮ ❆●● ❆●●
◆❚✲✶✷✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✪
❈ ❙✐ ▼♥ ◆✐ ❈r ❆❧ ◆❜ ◆

✵✳✵✾✻✸ ✵✳✸✺✷ ✶✳✷✷ ✵✳✶✸✸ ✶✳✷✸ ✵✳✵✼✵✶ ✵✳✵✷✷✶ ✵✳✵✾✷✾
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State (ISO) 

1100°C, 1hr 
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Ac1 

AR & ISO 

Steel-B 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❆s
❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ❛♥❞ ■s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ✭■❙❖✮ st❛t❡✳
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(a) 

(c) 

(b) 

(d) 

m−4  
m−4  

m−4  
m−4  

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❆❧◆ ❛♥❞ ◆❜❈ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲
❇✳ ✭❛✮ ❆❘ st❛t❡✱ ✭❝✮ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✱ ✭❜✮ ■❙❖ st❛t❡ ❛♥❞
✭❞✮ ■❙❖ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳

❚✇♦ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❡❡❧✲❇ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✿ ✶ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ❛♥❞ ✷ ■s♦t❤❡r♠❛❧❧②

❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡ ✭■❙❖✮✳ ❚❤❡ ❆❘ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r♦❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛s ❝❛st s❡❝t✐♦♥

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❧♦✇ ❛✐r ❝♦♦❧✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ■❙❖ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥t ❛❜♦✈❡ ✭AC3✮ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✭AC1✮ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✮✳ ❆ s❧♦✇ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✐♥s✉r❡❞ ❛ ❢✉❧❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❆♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ✐s ❞♦♥❡ t♦ ♦❜t❛✐♥

❛ ❢✉❧❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡❞ st❛t❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ❛✉st❡♥✐t✐③✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥

t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✮✳

✹✳✹✳✷✳✷ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ r❡♣r❡s❡♥ts ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✱ ◆❜❈ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❆❧◆✳ ❆❢t❡r

t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✱ ❜♦t❤ ❆❧◆ ❛♥❞ ◆❜❈ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾✭❝✮✮✳ ■❙❖ st❛t❡ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ◆❜❈

❛♥❞ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ■❙❖ st❛t❡ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❆❧◆ ❛♥❞ ◆❜❈ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇✳ A2✿ t❤❡ ❆❘
st❛t❡✬s ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ A1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ B2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ B1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ C2✿ t❤❡ ■❙❖ st❛t❡✬s ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ C1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ D2✿ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❙❖ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈
❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ D1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❙♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇✬s ❆❘ ❛♥❞
■❙❖ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❞ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ♠❛r❦ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❆●● ❛r❡❛ ❢♦r Dmax

ab /Dn ✈❛❧✉❡✳
❍❡r❡✱ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ = 0.54 ❛♥❞ λ = 0.6✳

✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞

❛t ✶✶✵✵◦❈ s❤♦✇s ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡s ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ (B1) ❛♥❞ (B2)✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s

❛r❡ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ♠❛❥♦r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧

❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✮ ✐s ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥

t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✳

✹✳✹✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❚❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t

✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵

(B1)✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r s❤♦✇s ❛ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡

♦❢ ∼✶✻ µ♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✻ µ♠✳ ❆s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣✐♥♥✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❆●●✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ (D1) ❛♥❞ (D2) s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ ■❙❖ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ❆●● ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t
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❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❙t❡❡❧✲❇✿ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❙t❛t❡ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❆❘✲✶✶✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ❆●● ❆●●
■❙❖✲✶✶✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●

tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♦♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛t ∼ 46 s❡❝ ✐♥t♦ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t✲

♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ❢♦r ❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛

❢✉❧❧② ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ❣r♦✇♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲

t✉r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ (C1)✳ ❚❤❡ ■❙❖ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r

s❤♦✇s ❛ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ∼✾ µ♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ✸ µ♠ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✻ µ♠ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❛❢t❡r ✶ ❤r✳ ❆ ❙♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ ♣r❡❞✐❝t ❆●● ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ st❡❡❧✲❇ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞

✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✹✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦②

st❡❡❧ ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❡st❡❞ ❢♦r t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s st❡❡❧✲❆ ❛♥❞

st❡❡❧✲❇ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❜❡❧♦✇✿

✕ ❙♦❢t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡

✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✢♦✇ ♠❡t❤♦❞✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉✲

❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s✳ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✐s ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞

❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✕ ❙✐♠♣❧✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❦❡♣t ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥

❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳

✕ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s✿ ✶

❆●● ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✱ ✷ ❆●● ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸ ❆●● ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✈❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣s✿

✶✳ ❉❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✮✱ ❞❡✲
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❝r❡❛s❡s t❤❡ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✷✳ ❆ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐s

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❆●● t♦ ♦❝❝✉r✳

✸✳ ❚❤❡ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✮✳

✕ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡

✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t❡❞

st❛t❡s✳

✕ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡✲

♠❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s✳

✕ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✜♥❞✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t❤❛t

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡

❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✕ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t s❝❤❡♠❡ ♦❢ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❆●●

✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

✶✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✭Dn✮ ❞✉r✐♥❣ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛✉st❡♥✐✲

t✐③✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ■t ✐s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❛ ❦❡② ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❆●● ♦r ◆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤

♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✷✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ Dn(t)✱ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉rt❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❙♦✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s

❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛❜♥♦r♠❛❧✴♥♦r♠❛❧

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✮ ❛♥❞

❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮ ♠♦❞❡❧ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✳ ❉②♥❛♠✐❝

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ❵❉②♥❛♠✐❝ ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✭❉❈▼✮✬ ✐s

✉s❡❞ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❆●● ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ s✐♠✉❧✲

t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❉❈▼ ♦✈❡r t❤❡ ❵❙♦❢t

❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡❧ ✭❙❈▼✮✬ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✮ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥ Dab ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞

❜② ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥s Dn✳ ❉r✐✈✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✭❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✮ ♦❢ ❆●●

s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❣r❛✐♥s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐t✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❣r❛✐♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Dn✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡✲

❞✉❝❡s t❤❡ ❆●● ❞r✐✈✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❆●● ❞r✐✈✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Dn✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥

s✐③❡ Dn ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝♦r♥❡r ♣♦✐♥t ♣✐♥✲

♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✳ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛s ✐t ✐s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❙♦✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ Dn ❡✛❡❝ts ❜♦t❤ t❤❡ ❆●● ❞r✐✈✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t♦t❛❧ ♣✐♥✲

♥✐♥❣✱ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② t❤❡ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ r❛t❤❡r ♣♦rtr❛②

❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❉❈▼ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s

t♦ r❡♥❞❡r t❤❡ ♠✉t✉❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ s❤♦rt

r❡❝❛❧❧ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✐s ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❬✺✱ ✹✹✱ ✹✷✱ ✻✾❪ ❜✉t ✈❡r② ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❆●● ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇♦r❦s✱ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r

t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s

♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r

❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥

❝❤❛♥❣❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣✳

▼✳ ▼✐❧✐t③❡r ❡t ❛❧ ❬✹✹❪ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣✐♥♥✐♥❣ ♦♥ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❛t❛ t♦ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❧❛✇✳ ❚❤❡②

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❜❜r✉③③❡s❡ ❛♥❞ ▲✉☎❝❦❡ ❬✶❪

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭♣✐♥♥✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡r✮ ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣✲

♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇♥ ❛❧❧♦② ✇❤❡r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ✜tt❡❞

♣✐♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str✐❝ts t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ❡✛❡❝t✐♥❣ t❤❡

♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳

❉❛✈✐❞ ❙❛♥ ▼❛rtí♥ ❡t ❛❧ ❬✹✷❪ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✱ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✺❪✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡

❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳

▲✐❦❡ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✺❪✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♦♥❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦✉♣❧❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ❇❡s✐❞❡s

t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦♥✲✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t✐♥❣

r❛t❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳

❳✉ ❑✳ ❡t ❛❧ ❬✻✾❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❞✉r✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛st✐♥❣✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❈◆●❚s ❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐ ❝❧❛ss ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡

♠❡❛♥ t✐♠❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❡❛✲

s✉r❡ t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠♦❞❡❧

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r

♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❬✻✸❪✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r❡s❡♥t

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

r❛❞✐✐ ❝❧❛ss ✭r❡s♣❡❝t t♦ R∗

kbT
✮✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡r❡

❛r❡ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❛❜♦✉t ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❆●●✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧✐♠✐t❡❞ ❢r❛♠❡

✇♦r❦✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦r ❢♦✉♥❞ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦

❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

■♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥

✶✵✶
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

t✉r♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ❞②♥❛♠✐❝

❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡ ❡♥t✐t② ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳

✺✳✶ ▼♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✿ ✶ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

✷ ❆●● ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✶

Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✷ ❆●● ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳

❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

✶✳ ■♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ❡✈♦❧✉✲

t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✹✳

✷✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❝❝✉r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②✳

✸✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡

❝♦r♥❡r ♣♦✐♥ts✳ ❉✉r✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✱ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② tr✐♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♠♦✈❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ✐t✳

✺✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❆t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥

t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧✳ ❆●● ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛♥

❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭Di
n = Di−1

n + dDn/dt×∆t✮✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t✲

❡❣② ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮

❛♥❞ ◆♦r♠❛❧ ♦r ◆♦ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭◆●●✮✮ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣♦rtr❛✐t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❡✛❡❝ts t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ s②st❡♠✳

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳ ■s♦t❤❡r✲

♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❛✮✮ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t✐♠❡ t0 = 0 s❡❝✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞ t✐♠❡ t1 ❛♥❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡ t0✳ ■♥ t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t
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Precipitation 

model (t,T) 

Thermodynamic data 

Initial (����) 

���� 
AGG model 

(t,T) 

Zener pinning: �  

Corner pinning: �  

���� �   &   ��� ��� �  

�� < � � 
� ��� >  

AGG NGG 

��: Number of precipitate in class i. ��: Radius of precipitate in class i. ���� : Max time limit of simulation. ��: ��ℎ time. ��0: Initial mean austenite grain size. ���: Abnormal grain size.(between �� and ∞) ��: Mean grain size. 

AGG: Abnormal grain growth. 

NGG: Normal or no grain growth. 

 

yes no 

�� = �� + ∆� 
��� �, � = ���−� + ����� �� 

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✳
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(a) Isothermal heat treatment setup (b) Heating rate simulation setup 

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✿ ✭❛✮ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t✲
♠❡♥t s❡t✉♣ ❛♥❞ ✭❜✮ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳
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s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ ❢r♦♠ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♥♦t ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛ ♣r❡✲❤❡❛t❡❞ ❢✉r♥❛❝❡ ✭t♦ t❤❡ t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱ t❤❡

❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞

❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❜✮✮ ❜②

❛ss✉♠✐♥❣ ❛t ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t0✱ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧

t✐♠❡ t1✱ ✐t r❡❛❝❤❡s t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛❧ t✐♠❡ t1 ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ t0✳

✺✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

❚❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ❜r✐❡✢②✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡

❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❆●● ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿

d

dt

(

Dab

Dn

)

> 0 ✭✺✳✶✮

❚❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿

d

dt

(

Dab

Dn

)

=
1

Dn

dDab

dt
−
Dab

D2
n

dDn

dt

=
2γgM

D2
n

[

µ− (1− µ)

(

Dn

Dab

)2

+ (2µ− 1)
Dn

Dab

−
λDab

2Dn

]

−
M

Dn

(

Dab

Dn

+ 1

)

(PC + PZ)

✭✺✳✷✮

❍❡r❡✱ PZ ✐s t❤❡ ❩❡♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ PC ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳

M =M0 exp

(

−
Q

RT

)

✭✺✳✸✮

❍❡r❡✱ Dab ❝❛♥ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ Dn ❛♥❞ ∞✳ ❆✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② M

✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❤❡r❡ M0 = 3.16 × 10−2 m2/s ✐s t❤❡ ♣r❡✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❢❛❝t♦r✱ Q = 300 kJ/mol ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❬✹✺❪✱ R ✐s t❤❡ ❣❛s

❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ T ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❑❡❧✈✐♥✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✺✳✷ ✐s ✐♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

✈❛❧✉❡s ♦❢ Dab ❞❡❧✐♠✐t✐♥❣ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ Dab ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Dmin
ab ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛s Dmax

ab ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ Dmin
ab ❛♥❞ Dmax

ab ✐s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (d/dt(Dab/Dn) > 0) ♦♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ d/dt(Dab/Dn) ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ Dn ❛♥❞ ➀ ♦r ➁ ♦r ➂✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t M = 1✳

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❣r❛✐♥s✳ ■♥ ❛ ③❡r♦ ♣✐♥♥✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♥♦ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✮✱ ❢♦r µ = 0.56 ❛♥❞ λ = 0.6✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❆●●

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❜❡t✇❡❡♥✱ Dmin
ab /Dn ≈ 1.26 ❛♥❞ Dmax

ab /Dn ≈ 1.43✳

■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ d/dt(Dab/Dn) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ Dmax
ab

❝❛♥ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥

✶ ♦r ❝❧♦s❡ ❜✉t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✷ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✸ ✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦♥❧② ✸ ❜❡❛r✐♥❣ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✸ ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡

❝❛♥ ❣r♦✇ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢✱ ✶ ❛♥❞ ✷ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ♦♥❡ ❣r♦✇ ❢❛st❡r ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r❛✐♥ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✮✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞

t❤❛t Dmax
ab ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ✷ t✐♠❡s ♦❢ Dn ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❆●● t♦ ♦❝❝✉r✳ ❙♦✱ ❛ r❡❛❧✐st✐❝

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ ❆●● ❛♥❞ ◆●● ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Dmax
ab /Dn > 2 Probable grain growth condition : ❆●●

Dmax
ab /Dn < 2 Probable grain growth condition : ◆●●

✭✺✳✹✮

■♥ ❛ st❛t✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ✭Dn✮ s✐③❡ ❛♥❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡s❡♥t d/dt(Dab/Dn) ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❆●●✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ Dmax
ab /Dn ♣r♦✈✐❞❡s ❛

♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✇✐t❤ t✐♠❡✱ Dmax
ab /Dn ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✇✐♥❣ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥

✶✵✺
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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t❤❡ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠✳

✺✳✸ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞

✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

✶✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳

✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳

✸✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳

✹✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦♥ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳

■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r

♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ P❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡

❛✉st❡♥✐t❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r

❞❡♥s✐t② ❛r❡ ✈❛r✐❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ♠♦❞❡❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t ❆●●✳ ❊✛♦rts ❛r❡ ❣✐✈❡♥

t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

✺✳✸✳✶ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t✐♦♥ st❛t❡

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

❛ st❛❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛r❡

❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ t✐♠❡ t❤✉s ❛ st❛t✐❝ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✭Dn✮

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✭❝✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡

st✉❞✐❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡s r❡❛❝❤❡❞ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ ❛t 106 s❡❝ ✐♥ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❣r❛✐♥ s✐③❡s ✸✲✼µ♠ ❛r❡

✐♥ t❤❡ ❆●● r✐s❦ r❡❣✐♦♥ ❛s Dmax
ab /Dn > 2 ❜✉t ✶ µ♠ r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ ❛s Dmax

ab /Dn < 2✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❙♠❛❧❧❡st ❣r❛✐♥ s✐③❡✬s ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ❝♦♠✲

♣❛r❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥ ♥♦t ❣r♦✇

❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r ✭d/dt(Dab/Dn) < 0✮ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❆●●✳ ■t ✐s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥

❝❤❛♣t❡r ✷ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✽✮✱ t❤❛t ✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❆●●✳ ◗✉✐t❡

s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✭❞✮✳ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ✶ µ♠ ❣r❛✐♥

✶✵✻
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ✭❛✮ ❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭m−3✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛✲
❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✭❜✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✭❝✮ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥
s✐③❡ ✭Dn✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❞✮ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭Dmax

ab /Dn ✇❤❡r❡✱
d/dt(Dab/Dn) > 0✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❍❡r❡✱ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ T =✾✵✵◦❈ ❛♥❞ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r λ = 0.6 ❛♥❞ µ = 0.56✳

✶✵✼
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ✭❛✮ ❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭m−3✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐✲
t❛t❡✱ ✭❜✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✭❝✮ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❞✮
♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax

ab ✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧②✳ ❍❡r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T =✾✵✵◦❈✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs µ = 0.56 ❛♥❞ λ = 0.6✳

s✐③❡ ❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ❆●● r✐s❦ ③♦♥❡ ❛t 104 s❡❝ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✺ µ♠✳

❙②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✲✼ µ♠ r❛t❤❡r s❤♦✇ ❛♥ ❛❝❝❡❧✲

❡r❛t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ Dmax
ab ❥✉st ❛❜♦✈❡ 106 s❡❝ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②

❣r❛✐♥s ✇✐t❤ s✐③❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✭Dab✮ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ♦✉t ❣r♦✇ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢

❣r♦✇t❤ r❛t❡✮ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ✭Dn✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❆●● s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②

✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

✺✳✸✳✷ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs✲

❡♥✐♥❣

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❛✮ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞

t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺

✭❜✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✭❛✮✮ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❜✉t

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
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♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✭❜✮✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡

✭Dn✮✳ ■♥ t❤✐s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧②

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ✶ µm

✭Dmax
ab /Dn < 2✮✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✶ µ♠ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❤❛s

❤✐❣❤❡r ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ✭dDn/dt✮ t❤❛♥ ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✼ µ♠✳ ❚❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s

✭❛t ❧❡❛st ✷ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Dn✮ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ♥♦t ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②

❢❛st❡r t❤✉s ♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●●✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ s✐③❡ t♦ ❡✈♦❧✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 104 s❡❝ ✶ µ♠ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❝♦❛rs❡♥

t♦ ∼ 3 µ♠ ❛♥❞ ❡♥t❡rs t❤❡ ❆●● r✐s❦ r❡❣✐♦♥✳ ❆ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r

❞❡♥s✐t② ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ✭Dab✮ r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡

✭d/dt(Dab/Dn)✮ t❤✉s ❆●● r✐s❦✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ✭❙❈▼✮ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✶ µ♠

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❙❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❣❣❡st t❤❛t ✶ µ♠ s②st❡♠ ♥❡✈❡r ❡♥t❡rs

t❤❡ ❆●● r✐s❦ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❆●● ✐s ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t✐♠❡ ✭∼ 104 − 106 s❡❝✮✳ ❉❈▼ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ t♦ ❡✈♦❧✈❡

❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ◆●● r❡❣✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ✭> 106 s❡❝✮✳

❚❤❡ ❆●● t♦ ◆●● tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

❆ ❧♦✇ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✭d/dt(Dab/Dn)✮ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s✳

❆s t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♥♦t ❣r♦✇t❤ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r✱ t❤❡ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐❣r❛t❡ t♦ t❤❡ ◆●● r❡❣✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❞✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ Dn = 3 t♦ 5 µ♠✱ ❢r♦♠

t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✭Dmax
ab /Dn > 2✮✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✭✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✮ ❛♥❞ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❆●●✳ ■t ✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ t❤❛t

❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤✐s

r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❆●● r✐s❦✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❈▼ ✭s❡❡

❝❤❛♣t❡r ✹ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✱ t❤❡ ❉❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ②✐❡❧❞ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆●●

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r Dn = 3 t♦ 5 µ♠✳ ■♥ t❤❡ ❙❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❆●● t♦ ◆●●

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ✸ µ♠ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ s②st❡♠ ❡♥t❡rs

t❤❡ ◆●● r❡❣✐♦♥ ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ ✺ ❛♥❞ ✼ µ♠✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✈❡❞ t♦

q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r s✐③❡ ✐♥ ❉❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧ts ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❢r♦♠ ❆●● t♦ ◆●● ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣✐♥♥✐♥❣

✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ s❤✐❢t ♦❢ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✐♥ ❉❈▼✮ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r

✶✵✾
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ✭❛✮ ❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭m−3✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♥❣
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✭❜✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✭❝✮ ▼❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡
✭Dn✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ✭❞✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax

ab ✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥
❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧②✳ ❍❡r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
T = 800◦❈✱ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r λ = 0.6 ❛♥❞ µ = 0.56✳

st❛t❡ ❛❧❧♦✇s ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ s②st❡♠ t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❆●● t♦

◆●● tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❆s t❤❡ ❙❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s❤✐❢t❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣✐♥♥✐♥❣

✭♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✮

❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❢❛st❡r ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✺✳✸✳✸ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉✲

❝❧❡❛t✐♦♥

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❛✮ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞

t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻

✭❜✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✭❛✮✮

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦❝❝✉rs

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✭❜✮✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❞✮✳

✶✶✵
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❞✮✱ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❆●● ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❛s Dmax
ab /Dn < 2✳ ■♥ ❢❛❝t✱ Dmax

ab /Dn ≈ 1.4 ❛♥❞

♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ t✐♠❡ ❧❡ss t❤❛♥ 104 s❡❝✳ ❆s t❤❡ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥

❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ✭◆●●✮✳ ❋✐❣✲

✉r❡ ✺✳✻ ✭❝✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ✉♣ t♦ 104 s❡❝✱ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡s ❛❧s♦ r❡♠❛✐♥ q✉✐t❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

Dmax
ab /Dn s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❜♦✈❡ 104 s❡❝ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ✵✳✵✵✺✪✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②

r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ✭∼ 2.9 × 1017 m−3✮ ❛♥❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ∼ 30 ♥♠✳

❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ✐s ✐♥ s✉❝❤ ❛ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞

♣✐♥♥✐♥❣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❧♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r

❣r❛✐♥s ✭Dab✮ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❣r♦✇ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r ✭d/dt(Dab/Dn)✮ t❤❛♥

t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥s ✭Dn✮ ❛♥❞ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❛✮ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❞✮✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♥✐❢❡st ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❆s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡♥t❡rs t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ♠❛①✐♠✉♠

❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❜❡✲

❤❛✈✐♦r ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆●● t♦ ❆●● ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ t♦ ◆●● ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞

✇✐t❤ t✇♦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢❛❝t♦rs✿ ✶ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ❛♥❞ ✷ ♣✐♥✲

♥✐♥❣ ❜② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

❝♦♥st❛♥t ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❆●●

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣② t❤✉s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❆●● ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✮✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇✐t❤ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❧♦✇❡rs t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●●✳ ❆ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❆●● ❛t s♦♠❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥t♦ t❤❡

❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✱ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t②✱ ❤❛s ❤✐❣❤❡r ❝❡rt❛✐♥t② t♦

❛tt❛✐♥ ❆●● ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ◆●●✱ ✐t ✐s ♠♦r❡

❧✐❦❡❧② t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❆●● ♠✐❝r♦str✉❝✲

t✉r❡ t♦ ◆●●✳

❉❈▼ ❞❡♣✐❝ts ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ s❤♦✇s ◆●●→❆●●→◆●●✳

❚❤❡ ❙♦❢t ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✭❙❈▼✮ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮ s❤♦✇s ◆●● t♦

❆●● tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✸✲✼ µ♠ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ 106 s❡❝✳

❙♦✱ ✐♥ ❉❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢❛st❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❙❈▼✳

✶✶✶
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(c) (d) 

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ✭❛✮ ❱♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭m−3✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✭❜✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✭❝✮ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡
✭Dn✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❞✮ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax

ab ✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥
s✐③❡ ✭Dn✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧②✳ ❍❡r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T =
1100◦❈✱ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r λ = 0.6 ❛♥❞ µ = 0.56✳

✺✳✸✳✹ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦♥ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❛✮✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠✲

❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼

✭❜✮✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ✜✲

♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐ss♦❧✈❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❝❛♥ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✭❜✮✮ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞✐ss♦❧✈❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss❡s

r❡♠❛✐♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❞❡❝r❡❛s❡s r❛t❤❡r q✉✐❝❦❧②✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❞✮✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
ab ✮ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t♦ ❣r♦✇ ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ✭d/dt(Dab/Dn) > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❝✮ s✉❣❣❡st ❛♥ r❛♣✐❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❣r♦✇t❤ ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✶✲✼µ♠ r❡❛❝❤❡❞ ∼✹✵✵ µ♠ ❛t 106 s❡❝✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✭❞✮ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s

✶✶✷
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✪

❈ ❙✐ ▼♥ ◆✐ ❈r ❱ ❚✐ ❆❧ ◆❜ ◆
✵✳✼✵✷ ✵✳✹✵✼ ✵✳✹✺✺ ✶✳✷✷ ✶✳✹✼ ✵✳✵✵✻✾✻ ✵✳✵✵✶✾✹ ✵✳✵✺✹✾ ✵✳✵✵✶✼✶ ✵✳✵✺✾✽

✭Dn✮ ❡①❝❡♣t Dn = 1 µ♠✱ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❆●● ✭Dmax
ab /Dn > 2✮✳

Dmax
ab /Dn s❤♦✇s ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ∼ 1.4 ❛t 104 s❡❝✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥❞❡❡❞

❞✐♠✐♥✐s❤❡s ❥✉st ❛❜♦✈❡ 102s❡❝ ✐♥ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s Dmax
ab /Dn r❡❛❝❤❡s ❜❡❧♦✇ ✷✳

■t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❙❈▼ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹

s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮ ❛♥❞ ❉❈▼ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛♥ ❡①❛❝t❧② s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ t❤❡

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♦❧❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❚❤❡

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❤❛s s♠❛❧❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❉❈▼✮ ✐♥ t✇♦ ✐♥❞✉s✲

tr✐❛❧ ❛❧❧♦②s✿ ✶ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ✷ st❡❡❧✲❇ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❉❈▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✲

✐❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡♠❡♥ts

❛♥❞ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❜♦t❤ ❛❧❧♦②s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐✲

t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡s ✉t✐❧✐③❡❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t

tr❡❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❧❧♦②s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ ❛❧❧♦②s ❛r❡ ❞♦♥❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❉❈▼ ✐s ❛♣✲

♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❛❧❧♦②s ❛♥❞ ❛ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ✐s ❜✉✐❧❞ t♦ ❞❡♣✐❝t

❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s✳

✶✶✸
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

Time 

T
e

m
p

e
ra

tu
re

 

Hot rolling 

875°C, 1hr 

680°C, 2hr 

Slow 
cooling 

Slow 
cooling 

Water 
quench 

As rolled state (AR) 

Normalized 

tempered 

state (NT) 

1200°C, 1hr 

1050°C, 1hr 

900°C, 1hr 
Ac3 

Ac1 

NT & AR 

Steel-A 

875°C, 1hr 

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ❛♥❞
◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮ st❛t❡✳

✺✳✹✳✶ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②✿ st❡❡❧✲❆

✺✳✹✳✶✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦② ✐s ❆❧✳ ❊♥❡r❣② ❉✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲❘❛② ✭❊❉❳✮ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♦♥ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡

✭❚❊▼✮ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ❝❤❡♠✐str② ✭❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

❇❡s✐❞❡s t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡❞ P❧❛s♠❛ ✭■❈P✮ ❛♥❛❧②③❡r

✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥❧② ❆❧◆ q✉❛♥t✐t② ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♠♣❛❝t t❤❡

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ st❡❡❧✲❆ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳ ❚❤❡ ❆s ❘♦❧❧❡❞

✭❆❘✮ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❤♦t r♦❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛s ❝❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦②✳ ❚❤❡ ❆❘

st❛t❡ ✐s t❤❡♥ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ✭> AC3✮ ❛t ✽✼✺◦❈ ❢♦r ✶ ❤r ❛♥❞ ✭< AC1✮ ❛t ✻✽✵◦❈ ❢♦r

✷ ❤r ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛✐r ❝♦♦❧✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮ st❛t❡✳

▼❡t❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦② ✐s

❜❛✐♥✐t✐❝✳

❆✉st❡♥✐t✐③✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ❛t ✽✼✺◦❈✱

✾✵✵◦❈✱ ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ q✉❡♥❝❤❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ r❡t❛✐♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡

q✉❡♥❝❤❡❞ s❛♠♣❧❡✬s ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦t ♣✐❝r✐❝

❛❝✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ r❡❛❝t❛♥t ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ t❤❡

♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐♦st❛t ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❛❧✐❝②❧✐❝ ❛❝✐❞✱ ❧✐t❤✐✉♠ ❝❤❧♦r✐❞❡ ❛♥❞
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♠❡t❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ❛❝✐❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✭HCL +

H2SO4 +HF +HNO3✮ ❛r❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❈P t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

q✉❛♥t✐t② ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✬s ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ PP▼✳ ❚❤❡ PP▼ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞

t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✺✳✺✳

fAxBy
υ (T, t) = fA

m

ρFe

ρAxBy

(

y

x

MB

MA

+ 1

)

✭✺✳✺✮

❍❡r❡✱ fAxBy
υ (T, t) ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ AxBy ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ fA

m ✐s t❤❡ ♠❛ss

❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t A ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ■❈P✱ ρFe ❛♥❞ ρAxBy
❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡♥s✐t②

♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❛♥❞ MA ❛♥❞ MB ❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ t❤❡

s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛

✐♥ ❚❊▼ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍✐❣❤ ❆♥❣❧❡ ❆♥♥✉❧❛r ❉❛r❦ ❋✐❡❧❞ ✭❍❆❆❉❋✮ ♠♦❞❡✳ ■♠❛❣❡s t❛❦❡♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❆❆❉❋ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❛❞✐✉s❡s

❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭◆✉♠❜❡r ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✴m−3✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s m−4 ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♣❡r ❝❧❛ss ✭m−3✮ ✐s ❞✐✲

✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss ✇✐❞t❤ ✭∆R✮✳

✺✳✹✳✶✳✷ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡s ❛♥❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✽✼✺◦❈✱ ✾✵✵◦❈✱ ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡❝t✐♦♥✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✺✳✹✳✶✳✸ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ♦♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙t❡❡❧✲❆✬s ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ❛♥❞ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮

st❛t❡ ✐s ❤❡❛t❡❞ t♦ ✶✵✺✵◦❈ ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧②

q✉❡♥❝❤❡❞ ✐♥ ✇❛t❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✱ ✏●❧❡❡❜❧❡✑ t❤❡r♠♦✲

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t♦r ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✏●❧❡❡❜❧❡✑✱ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❤❡❛t❡❞ ③♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧

r❡❣✐♦♥ ✭∼✺♠♠ ✐♥ ❧❡♥❣t❤✮ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣r✐♣s✳ ❋♦r

t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝❡♥t❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s

❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✬s ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ st❛t❡
❤❡❛t❡❞ t♦ ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤❡❞✳ A2✿ ✵✳✶◦❈✴♠✐♥ ❛♥❞ A1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ B2✿ ✵✳✺◦❈✴♠✐♥ ❛♥❞ B1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ C2✿ ✶◦❈✴♠✐♥
❛♥❞ C1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳
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■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✱ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞

t♦ ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥❡❞ ♥♦r♠❛❧ ✭◆●●✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲

✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✱

❆❘ st❛t❡ s❤♦✇s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❆❘ st❛t❡ ✐s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✳

Pr✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✵✳✶◦❈✴♠✐♥✱

✵✳✺◦❈✴♠✐♥ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❡①❝❡♣t ❢♦r ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s s❤♦✇

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆●●✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ (A2) ❛♥❞ (B2)✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥s

✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r ❡q✉❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✶◦❈✴♠✐♥✱ s❤♦✇✐♥❣

❛ ♥♦r♠❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ (C1) ❛♥❞ (C2)✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❘

❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

❧❛r❣❡st ✶✵✪ ❜② ♥✉♠❜❡r ❣r❛✐♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✵✳✶ ❛♥❞ ✵✳✺◦❈✴♠✐♥ ❤❛s ∼✼✵✲

✼✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❛s ∼✺✵✪✳ ❚❤✐s ∼✷✵✪ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st

❣r❛✐♥s ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ✐♥ ✵✳✶ ❛♥❞ ✵✳✺◦❈✴♠✐♥

❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❛s ∼✹✺

t♦ ✺✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡st ✶✵✪ ❣r❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛

❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✱ ✻✺❪✱ ✐t ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ❆●● ✐♥ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡

❣r❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ s❤♦✇s ◆●● ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ✭✶◦❈✴♠✐♥✮

❜✉t ❆●● ❢♦r t❤❡ s❧♦✇❡r ♦♥❡s ✭✵✳✶ ❛♥❞ ✵✳✺◦❈✴♠✐♥✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r s❧♦✇❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✱ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♦❢ ∼✶✵✺✵◦❈ ✭✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇❡❞ t❤❛t✮✳ ❊✈❡♥ t❤❡ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢

❤♦❧❞✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ ❆●● t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡✱ t❤✉s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐t ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❢❛st❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✶◦❈✴♠✐♥✱ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ ♥❡❛r∼✶✵✺✵◦❈✳

❙❤♦rt❡r ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ❆●● t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ◆●●

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✱ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦

r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ❆●● ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡

❛t t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍✐❣❤❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ❝❛♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ ✜♥❡r ✭s♠❛❧❧❡r✮ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❜✉t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❆●● t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡

❛t ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉✣❝✐❡♥t ❤♦❧❞✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✬s ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠✲
♣❡r❡❞ ✭◆❚✮ st❛t❡ ❤❡❛t❡❞ t♦ ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤❡❞✳ A2✿ ✵✳✶◦❈✴♠✐♥ ❛♥❞
A1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✱ B2✿ ✵✳✺◦❈✴♠✐♥ ❛♥❞ B1✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤
❛♥❞ C2✿ ✶◦❈✴♠✐♥ ❛♥❞ C1✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡st ✶✵✪ ❣r❛✐♥s ❜② ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✵✳✶◦❈✴♠✐♥✱ ✵✳✺◦❈✴♠✐♥ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥ t✐❧❧ ✶✵✺✵◦❈✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✇❛t❡r q✉❡♥❝❤✳

✺✳✹✳✶✳✹ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❉②♥❛♠✐❝ ❈♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✭❉❈▼✮ ✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✿

✶ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✷ ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝✲

t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❦❡② str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❉❈▼ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❆●● ❛♥❞ ◆●● ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳

●r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

■t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡

❢r❛❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆●●✴◆●●✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱

♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡

❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆●●
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✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✭❝✮ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❆✬s ❆❘
❛♥❞ ◆❚ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❞ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ♠❛r❦ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❆●● ❛r❡❛ ❢♦r Dmax

ab /Dn ✈❛❧✉❡✳
❍❡r❡✱ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ = 0.54 ❛♥❞ λ = 0.6✳

♦r ◆●●✮ ✐♥ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❛♥❞ ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✶

❤r✱ Dmax
ab /Dn ✐s ❛❧✇❛②s ③❡r♦✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥ t❤❡

s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳ ■♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✷✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤r✱ Dmax
ab /Dn ✐s ❥✉st ❜❡❧♦✇ ✷

❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ✶✵ s❡❝ ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t s❤♦✇s ❛ ✈❛❧✉❡ ❜❡❧♦✇ ✶✳✺✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

st❛❣❡ ♦❢ ✶✷✵✵◦❈ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✱ ❆●● ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❜✉t ❢♦r ❛ ✈❡r② s❤♦rt ♣❡r✐♦❞

♦❢ t✐♠❡ ✭< 10 s❡❝♦♥❞✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❆●● ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡

✇✐❧❧ s♦♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s t♦ ◆●● ✇✐t❤ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛t t❤❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ❉❈▼ ♣r❡❞✐❝ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

♦❢ ◆❚ st❛t❡ ❛t ✶✵✺✵◦❈✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✮

✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❆●● ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ ◆❚ st❛t❡

❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❢♦r ✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ♠✐♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ◆●● ✐♥ ◆❚

st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ◆●● ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✮✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❙♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✮✱

♣r❡❞✐❝ts ❆●● ✐♥ ◆❚ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ❜✉t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

s❤♦✇s ❛ ◆●● ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ◆●● ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❆●●✳

●r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
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❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❙t❡❡❧✲❆✿ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❙t❛t❡ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❆❘✲✾✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●
❆❘✲✶✵✺✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●
❆❘✲✶✷✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●
◆❚✲✾✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●
◆❚✲✶✵✺✵◦❈✭✶ ❤r✮ ❆●● ❆●●
◆❚✲✶✷✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●

✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭AC1✮ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✐s

❢♦✉♥❞ ❜② ❞✐❧❛t♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✐♥ st❡❡❧✲❆✱ ❛✉st❡♥✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t

✽✵✵◦❈✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ❡✛❡❝ts ✐s s✐♠✲

✉❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✽✵✵◦❈ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵✺✵◦❈✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✐♥tr♦❞✉❝❡s s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t r❡t❛✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t✐❝ ♣❤❛s❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❛✮✱ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶✳✵◦❈✴♠✐♥

❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ▼♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹

✭❜✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❜♦✈❡ ✾✺✵◦❈ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐✉♠ q✉❛♥t✐t② ♥❡❛r ✶✵✺✵◦❈✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥ ❆❘ st❛t❡✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❢♦r s❧♦✇❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❢❛st❡r ♦♥❡s✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❜♦✈❡ ✾✺✵◦❈✳ ❚❤❡ s❧♦✇❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ❛❧✲

❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✇❤✐❝❤ ✐♥ ❢❛❝t ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✜♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵✺✵◦❈✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r s❧♦✇❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❢❛st❡r ♦♥❡✳

■♥ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮ st❛t❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❝✮✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜✉t ♦♥❧② ♥♦✲

t✐❝❡❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❧♦✇❡st ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✵✳✶◦❈✴♠✐♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ❛r❡

q✉✐t❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ◆❚ st❛t❡✱

♣r✐♠❛r✐❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❍❡r❡✱ ❛t t❤❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♠♣✱

t❤❡ ❢❛st❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✲

✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦✇❡r ♦♥❡✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ s❧♦✇❡r ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

st❛t❡ t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ✶✵✺✵◦❈ t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣ ❧♦✇❡r ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ✶✵✺✵◦❈ ✭✶ ❤r ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣✮✱ ✐♥
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◆❚ st❛t❡✱ ✭❜✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❆❘ st❛t❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ◆❚ st❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❝②❝❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮✳
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◆❚ st❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✳ ❚❤❡ r❡❞ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡
♠❛r❦ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❆●● ❛r❡❛ ❢♦r Dmax

ab /Dn ✈❛❧✉❡✳ ❍❡r❡✱ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ = 0.54
❛♥❞ λ = 0.6✳

❜♦t❤ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s✱ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r s❧♦✇❡st ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✵✳✶◦❈✴♠✐♥

s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❡st q✉❛♥t✐t②✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭❆●● ♦r ◆●●✮ ✐♥ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥

❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❆❘ st❛t❡

s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✱ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❆●●✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dmax
n ✮ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❣r♦✇t❤ r❡❧❛t✐✈❡

❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❣r❛✐♥ ✭Dn✮ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✷ t✐♠❡s ♦❢ Dn✳ ❆s t❤❡ ❣r❛✐♥s

✇✐t❤ s✐③❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❣r♦✇ ❢❛st❡r✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

r❡♠❛✐♥s q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ ◆❚ st❛t❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ ✵✳✶✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s s❤♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❆●● ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✱ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❢♦r ✵✳✶✱ ✵✳✺◦❈✴♠✐♥ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❆●● ❢♦r ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ (C1) ❛♥❞ (C2)✮ ✐s s❤♦✇✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ♦r ♥♦ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ◆❚ st❛t❡

s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✶◦❈✴♠✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧②

❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆s t❤❡

❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡

♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆●● t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡s❡
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❙t❡❡❧✲❆✿ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ s❛♠♣❧❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✳

❙t❛t❡ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❆❘✲✵✳✶◦❈✴♠✐♥ ◆●● ◆●●
❆❘✲✵✳✺◦❈✴♠✐♥ ◆●● ◆●●
❆❘✲✶✳✵◦❈✴♠✐♥ ◆●● ◆●●
◆❚✲✵✳✶◦❈✴♠✐♥ ❆●● ❆●●
◆❚✲✵✳✺◦❈✴♠✐♥ ❆●● ❆●●
◆❚✲✶✳✵◦❈✴♠✐♥ ❆●● ◆●●
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Steel-A: As rolled state(AR) 
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Steel-A: Normalized tempered(NT) 
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❡❡❧✲❆✿ ✭❛✮ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ st❛t❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ ✭◆❚✮
st❛t❡✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ r✐s❦ ③♦♥❡ ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❞ s❤❛❞❡✳

r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②

♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆●●✴◆●●✮ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✳

✺✳✹✳✶✳✺ ❚✐♠❡✲❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣✳ ❉❈▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

✽✵✵◦❈ t✐❧❧ ✶✸✵✵◦❈ ✉s✐♥❣ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❡♣ ♦❢ ✺✵◦❈✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❦❡♣t ❡q✉❛❧

❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✷❉

s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❆●● r✐s❦ ③♦♥❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇❤❡♥ Dmax
ab /Dn > 2✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ◆❚ st❛t❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻✱ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣s ♦❢ ❆❜♥♦r♠❛❧ ✭❆●●✮ ❛♥❞

◆♦r♠❛❧ ✭♦r ◆♦✮ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭◆●●✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❆s ❘♦❧❧❡❞

✭❆❘✮ st❛t❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻ ❛✮✱ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❛t ❛❧❧

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t✐❧❧ 104 s❡❝ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❆●●✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣✳ ❆t ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ ✶✶✵✵◦❈ ❥✉st ❛❜♦✈❡ 104 s❡❝♦♥❞ ✐♥
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✪
❈ ❙✐ ▼♥ ◆✐ ❈r ❆❧ ◆❜ ◆

✵✳✵✾✻✸ ✵✳✸✺✷ ✶✳✷✷ ✵✳✶✸✸ ✶✳✷✸ ✵✳✵✼✵✶ ✵✳✵✷✷✶ ✵✳✵✾✷✾

t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✳ ❚❤✐s

✐♥❞✐❝❛t❡s ❛t ✶✵✺✵ ❛♥❞ ✶✶✵✵◦❈✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ◆●● t♦ ❆●● ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r

❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡✱ ❛❣❛✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ◆●● ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

❆ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ❢♦r t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞

✭◆❚✮ st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻ ❜✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✱ t❤❡ ◆❚

st❛t❡ s❤♦✇s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ❆●● ✐s ♣r♦❜❛❜❧❡✳

▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❢♦r ✷✱ ✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ♠✐♥ ♦❢ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♦❢ ◆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✶✷✵✵◦❈✱ ✾✵✵◦❈ ❛♥❞ ✽✼✺◦❈ ❢♦r ✶ ❤r

✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ s❛♠♣❧❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✵✵✵◦❈

❢♦r ✶ ❤r✱ s❤♦✇s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❆●● ♣r♦❜❛❜❧❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ ◆●● ♣r♦❜❛❜❧❡ ✶✵✵✵◦❈✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛t ✶✵✵✵ ❛♥❞ ✶✵✺✵◦❈✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✛❡❝t

t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❆●● ♠♦❞❡❧✬s ♦✉t❝♦♠❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❆●● ♣r♦❜❛❜❧❡ ③♦♥❡ ❜✉t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❆●● ❛♥❞ ◆●● ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

✺✳✹✳✷ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②✿ st❡❡❧✲❇

✺✳✹✳✷✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❋r♦♠ t❤❡

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ◆❜ ❛♥❞

❆❧✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡❞ P❧❛s♠❛

✭■❈P✮ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ◆❜❈ ❛♥❞ ❆❧◆ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

❚✇♦ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❡❡❧✲❇ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✿ ✶ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ❛♥❞ ✷ ■s♦t❤❡r♠❛❧

❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡ ✭■❙❖✮✳ ❆❘ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r♦❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛s ❝❛st s❡❝t✐♦♥

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s❧♦✇ ❛✐r ❝♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t✲

♠❡♥t ❛❜♦✈❡ ✭AC3✮ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✭AC1✮ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✮✳ ❙❧♦✇ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ✐♥s✉r❡❞ ❛ ❢✉❧❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ♠✐✲

❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥

❛ ❢✉❧❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡❞ st❛t❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❘

✶✷✻
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 

© [M.A. Razzak], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

Time 

T
e

m
p

e
ra

tu
re

 

Hot rolling 

950°C, 30min 

650°C, 1 hour 

Slow 
cooling 

Slow 
cooling 

Water quench 

As rolled 

state (AR) 

Isothermal  

State (ISO) 

1100°C, 1hr 

Ac3 

Ac1 

AR & ISO 

Steel-B 

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❍❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❆s ❘♦❧❧❡❞
✭❆❘✮ ❛♥❞ ■s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ✭■❙❖✮ st❛t❡✳

❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s t♦ r❡❛❧✐③❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛t

❞✐✛❡r❡♥t ❛✉st❡♥✐t✐③✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✮✳

✺✳✹✳✷✳✷ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡s ❛♥❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ s❡❝✲

t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳✷✳

✺✳✹✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❉❈▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❡❡❧✲❇ ✐♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞

st❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

■t ✐s q✉✐t❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆●●✴◆●●✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞

♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♠❡❛♥

❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✭❛✮✱

✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s

❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛r❡ q✉✐t❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ t❤❛t t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♦✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ t♦ t❛❦❡ ✐♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❝❧♦s❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s✿ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❙t❡❡❧✲❇✿ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡✬s ✭❛✮ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✭❜✮ ♣r❡✲
❝✐♣✐t❛t❡ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✭❝✮ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✶✶✵✵◦❈ ❛r❡ s❤♦✇♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦② st❡❡❧✲❇✬s ❆❘
❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❞ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡ ♠❛r❦ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❆●● ❛r❡❛ ❢♦r Dmax

ab /Dn

✈❛❧✉❡✳ ❍❡r❡✱ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ = 0.54 ❛♥❞ λ = 0.6✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❙t❡❡❧✲❇✿ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❙t❛t❡ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❆❘✲✶✶✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ❆●● ❆●●
■❙❖✲✶✶✵✵◦❈✭✶ ❤r✮ ◆●● ◆●●

♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❉❈▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆●●

♦r ◆●●✮ ✐♥ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ❛♥❞ ■s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❚r❡❛t❡❞ ✭■❙❖✮ st❛t❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t

✶✶✵✵◦❈✲✶ ❤r✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✾✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ■❙❖ st❛t❡ Dmax
ab /Dn ≈ 2

✇❤✐❝❤ ✐s ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❆●● r✐s❦ ③♦♥❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡

♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts r❡❢❡rs ◆♦r♠❛❧

●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭◆●●✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✭A2✮✮✳ ■♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣r❡❞✐❝ts Dmax
ab /Dn > 3✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❆●● ❢❛✈♦r❛❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❆❘

st❛t❡ ❣r❛✐♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❣r♦✇

❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❆s ❢❛st❡r ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ✐♥✐t✐❛t❡

❆●● ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❡✐✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡

❆●● ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✳ ■♥ ❢❛❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✭B1✮ ✐♥❞❡❡❞

s❤♦✇s ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ❣r♦✇♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✶✶✵✵◦❈

❢♦r ✶ ❤r✳

❆❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ st❡❡❧✲❇ ♦♥ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✺✳

✶✷✾
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Steel-B: As rolled state(AR) 
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Steel-B: Isothermally heat treated (ISO) 
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❇✿ ✭❛✮ ❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ st❛t❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ■s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ✭■❙❖✮
st❛t❡✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❞ s❤❛❞❡❞ ③♦♥❡✳

✺✳✹✳✷✳✹ ❚✐♠❡✲❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣✳ ❉❈▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

✽✵✵◦❈ t✐❧❧ ✶✶✺✵◦❈ ✉s✐♥❣ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❡♣ ♦❢ ✺✵◦❈✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❦❡♣t ❡q✉❛❧

❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✷❉

s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❆●● r✐s❦ ③♦♥❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇❤❡♥ Dmax
ab /Dn > 2✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆❘ ❛♥❞ ■❙❖ st❛t❡s ❞✐s❝✉ss❡❞✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✵✱ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣s ♦❢ ❆❜♥♦r♠❛❧ ✭❆●●✮ ❛♥❞ ◆♦r✲

♠❛❧ ✭♦r ◆♦✮ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭◆●●✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ ◆●● ❢♦r ❆❘ st❛t❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ✶✷✵ s❡❝ ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣

t✐♠❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✵ ❛✮✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ❛t ✾✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t

❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❆●● ❜✉t ❞✉❡ t♦ ❧♦✇❡r ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❆●● ♠✐❣❤t ♥♦t

♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❆❘ st❛t❡

❛t ✶✶✵✵◦❈ s❤♦✇s ❆●● ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❞♦♥❡ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶ ❤r✳

❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❆❘ st❛t❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛❢t❡r ∼ 104 s❡❝ ❛t ✶✶✵✵◦❈✳ ❙♦✱ ❛ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆●●→◆●● ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❆●● ❢r♦♠ t❤❡

✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡st ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣

s❝❤❡♠❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❆●● ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ♠♦r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❆●●✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢

■s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ✭■❙❖✮ st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✭❜✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞

t❤❛t ❛t ✶✵✺✵◦❈ ❛♥❞ ✶✶✵✵◦❈ ✇✐t❤ ✶✵ ❤r ♦❢ ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❆●●

✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ▲✐♠✐t✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✭Dl
n✮✳

❙t❡❡❧✲❆ Dl
n(µm)

❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ✺✼
◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚❡♠♣❡r❡❞ st❛t❡ ✭◆❚✮ ✶✾

❙t❡❡❧✲❇ Dl
n(µm)

❆s ❘♦❧❧❡❞ ✭❆❘✮ ✶✸
■s♦t❤❡r♠❛❧❧② ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡ ✭■❙❖✮ ✶✵

❢♦r ✶ ❤r ❤♦❧❞✐♥❣ ❛t ✾✵✵◦❈ ❛♥❞ ✶✵✵✵◦❈ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✇ ◆●● ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱

❜✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❆●●✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❆●● ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥

♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❣✐✈❡ ❛♥

✐♥s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✬s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥✱ ✇❤② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛t

s❤♦rt❡r ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ s❤♦✇ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

✺✳✹✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣s

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣s ♦❢ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇ s❤♦✇s q✉✐t❡

❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛s r♦❧❧❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡✲

❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦②s✳ ❙t❡❡❧✲❇ ✭❆❧ ❛♥❞ ◆❜✮ ❝♦♥t❛✐♥s

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t✇♦ t✐♠❡s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛♥ t❤❡ st❡❡❧✲❆ ✭❆❧✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱

t❤❡ st❡❡❧✲❆✬s ❛s r♦❧❧❡❞ st❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✵✳✵✶✷✪ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ st❡❡❧✲❇✬s ❝♦♥t❛✐♥s ✵✳✵✸✪

✭∼✸ t✐♠❡s ♦❢ st❡❡❧✲❆✮ t♦t❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r❡✲

❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇ ❛r❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❣r❛✐♥

❞✐❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✻✮✳ ❚❤❡ ❆❘ st❛t❡ ✐♥ st❡❡❧✲❆ s❤♦✇s ✺✼ µ♠ ❛♥❞ ✐♥ st❡❡❧✲❇

✐t ✐s ✶✸ µ♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✹✳✹ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ st❡❡❧✲❆✳ ❙♠❛❧❧❡r ❧✐♠✐t✐♥❣ ❣r❛✐♥ s✐③❡

✐♥ st❡❡❧✲❇✬s ❆❘ st❛t❡ s✉❣❣❡sts ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤

st❡❡❧✲❆✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤❡ st❡❡❧✲❇ t❤❡ ❆●● r✐s❦ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡

♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ st❡❡❧✲❆ ✐t ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐♥ t❤❡ st❡❡❧✲❆✬s ❆❘ st❛t❡ s❤♦✇s ♠♦st❧② ◆●● ❜✉t ✐♥ t❤❡

st❡❡❧✲❇✬s ❆❘ st❛t❡ ❆●● ✐s q✉✐t❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t✳

❚❤❡ ❢✉❧❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ st❛t❡s✿ ■ ◆❚ ✐♥ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ■■ ■❙❖ ✐♥ st❡❡❧✲❇✱ ❛❧s♦

s❤♦✇❡❞ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞

t✐♠❡✳ ❚❤❡ ◆❚ st❛t❡ ✭st❡❡❧✲❆✮ s❤♦✇s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●● ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵✵ ❛♥❞ ✶✷✵✵◦❈

❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ■❙❖ st❛t❡ ✭st❡❡❧✲❇✮ s❤♦✇s

❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❤✐❣❤❡r ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ > 103s❡❝✳ ❙t❡❡❧✲❆✬s ◆❚ st❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s

✵✳✵✸✸✪ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ st❡❡❧✲❇✬s ❝♦♥t❛✐♥s ✵✳✵✼✹✪ ✭∼✸ t✐♠❡s ♦❢ st❡❡❧✲❆✮ t♦t❛❧ ♣r❡❝✐♣✐✲

t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ◆❚ st❛t❡ ✐♥ st❡❡❧✲❆ s❤♦✇s ✶✾ µ♠ ❛♥❞ t❤❡ ■❙❖ st❛t❡ ✐♥
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

st❡❡❧✲❇ ✐t ✐s ✶✵ µ♠ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ∼✷ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥

st❡❡❧✲❆✳ ❙♠❛❧❧❡r ❧✐♠✐t✐♥❣ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ st❡❡❧✲❇✬s ◆❚ st❛t❡ s✉❣❣❡sts ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r

♣✐♥♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ st❡❡❧✲❆✳ ▼♦❞❡r❛t❡ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ◆❚

st❛t❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t♦ ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛✲

t✐✈❡❧② ❢❛st❡r ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛t❡ ❆●●✳ ❋✉❧❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡❞ ■❙❖ st❛t❡ ❤❛s ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣✐♥♥✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts ❆●● ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❍✐❣❤❡r ❤♦❧❞✲

✐♥❣ t✐♠❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ t♦ ❝♦❛rs❡♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❆●● ♦♥s❡t✳ ❚❤❡s❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❛❧❧♦②s r❛t❤❡r ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❆●● ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠ ♠❛♣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♣ ❆●● ❝❛♥

❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ✈❡r② ❤✐❣❤❧② ♣✐♥♥❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦r ❛t ♠♦❞❡r❛t❡ ♣✐♥♥✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆ ❧♦✇ ♣✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭Dn/D
l
n < 0.5 r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡

❛♥❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❣r❛✐♥ s✐③❡✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❣r❛✐♥s t♦ ❣r♦✇ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡✈❡♥t

❆●●✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ st❡❡❧✲❇✬s ■❙❖ st❛t❡✱ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤❧② ♣✐♥♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

Dn/D
l
n > 0.9 ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥t ❆●● ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞

❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦

❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧ ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✐s t❡st❡❞ ❢♦r t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ st❡❡❧✲❇ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✿

✕ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✢♦✇ ♠❡t❤♦❞ ❜❡t✇❡❡♥

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ❤♦✲

♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

❢r♦♠ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢❡❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✲

❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣✐♥♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❆●● ♦r ◆●●✮ ❛♥❞

❛❧s♦ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✕ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝✲

❝♦✉♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts

❝❛✉s❡❞ ❜② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐✲

♥❡t✐❝s✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞

t❤❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s r❛t❤❡r ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠

✇❤❡r❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❧✇❛②s ❝❤❛♥❣❡s✳

✕ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿ ✶ ❆●● ✐♥ ♣r❡s✲
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✺✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ ✷ ❆●● ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✱

✸ ❆●● ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✹ ❆●● ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❣❛✈❡ ✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣s✿

✶✳ ■♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♠❡❛♥

r❛❞✐✉s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✷✳ ■♥ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ st❛t❡✱ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②

✭❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✮✱ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

✸✳ ❆ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐s

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❆●● t♦ ♦❝❝✉r✳

✹✳ ❚❤❡ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✮✳

✕ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧

❛❧❧♦②s✿ ✶ ❙t❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ✷ ❙t❡❡❧✲❇✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❢♦r ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦❧❞✐♥❣ t✐♠❡ ❛t ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s q✉✐t❡ ❤✐❣❤ ✭≥ 1 ❤r✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❤♦rt❡r ❤♦❧❞✐♥❣

t✐♠❡ ✭<✶ ❤r✮✱ ✐♥ s♦♠❡ ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✕ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡✲

♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②

✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦

✐♥ ♥♦♥✲✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✕ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡✲

❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

t♦♦❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❛❧❧♦②s ✇✐t❤♦✉t s♣❡♥❞✐♥❣

r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛♥❞ ②❡t t❤❡

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ r♦♦t

❝❛✉s❡ ♦❢ ❆●● ✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛❧s♦

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦r❦ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❞r❛✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ❆●●

♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ Pr✐♦r

❆✉st❡♥✐t❡ ●r❛✐♥ ✭P❆●✮ ❣r♦✇t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧✳ ◆♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❆❜♥♦r♠❛❧

●r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ P❆●✬s✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦

t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡

♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

❆♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡

❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❆❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r

♦♥❡s✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✿ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥

✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❡♥❞ t♦ r❡t❛r❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

♠♦✈❡♠❡♥t t❤✉s ♣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ♣✐♥♥✐♥❣ ♦❝❝✉rs ❜♦t❤ ❜② t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❛❧s♦ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦r q✉❛❞r✉♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳

❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✬s ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r

♣♦✐♥t ♣✐♥♥✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ st✉❞② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤♦❧❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s✱ s❤♦✇s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❩❡♥❡r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r ♣✐♥♥✐♥❣✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❆●● ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡

❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❣r♦✇ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r

♦r ♠❡❛♥ s✐③❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧♦❣② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭dDab/dt > 0 ❛♥❞ d/dt(Dab/Dn) > 0✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦② ✭❋❡❱◆❜❈◆✮ ❛♥❞

✶✸✹
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0094/these.pdf 
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✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❆●● ❛♥❞ ◆♦r♠❛❧ ●r❛✐♥

●r♦✇t❤ ✭◆●●✮ ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

❚❤❡♦r✐❡s ✭❈◆●❚s✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡

❡✐t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡✿ ✐ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❜② ■❈P

❛♥❛❧②s✐s✱ ✐✐ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❝❤❡♠✐str② ❜② ❊❉❙ ❛♥❞ ✐✐✐ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❍✐❣❤ ❆♥❣❧❡

❆♥♥✉❧❛r ❉❛r❦ ❋✐❡❧❞ ✭❍❆❆❉❋✮ ♠♦❞❡ ✐♥ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❚❊▼✮✳

Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✲

✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r q✉❛❞r✉♣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ t❤❛t ♦♥❧② s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥

✭< 0.5✪✮ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥

❢❛❝t ❝❛✉s❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s✿ ✶ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ✷ st❡❡❧✲❇✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥

●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s♦❢t❧②✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t❡r♠ s♦❢t

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆●● ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥

s❡♣❛r❛t❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❋✐rst✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✭NiRi(t)✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡

❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s t❤❛t✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣❡❞ ✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦♥❧② t❤❡

❡✛❡❝ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

❛♥❞ ❆●● ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✿ ❆ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭❝♦♥st❛♥t

✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✮✱ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞

♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❆●● ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

❈ ❆●● ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞

♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ s♦❢t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧

❛❧❧♦②s✿ ✶ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ✷ st❡❡❧✲❇✳ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❆●● ❛♥❞ ◆♦r♠❛❧ ♦r ◆♦ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭◆●●✮ ❛r❡ q✉✐t❡ ✐♥

❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❉✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐s ❢♦✉♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❤❡❛t

tr❡❛t♠❡♥t✳

✶✸✺
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■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥

●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t❡r♠

❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥

❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆●● ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❆●●

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱

♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭Dn✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛❦❡ ✐♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❧②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞

q✉❛❞r✉♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ✐♥ ❢❛❝t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝✲

✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧s ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤

✭> 5 µ♠✮✱ ♥♦t t♦ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ❣r♦✇t❤ ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧

♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡

❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ t✐♠❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛✲

♥✐s♠ ♠❛♣s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛❧❧♦②s✿ ✶ st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ ✷ st❡❡❧✲❇✱ s❤♦✇❡❞

❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❆●●✴◆●●✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲

❞✐❝t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤✉s t❤❡

❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❛✉st❡♥✐t✐③✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s✿

✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞❡s✐❣♥

❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ❝②❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡✈❡♥t ❆●● ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❡✛♦rts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❜♥♦r♠❛❧ ●r❛✐♥ ●r♦✇t❤ ✭❆●●✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡

✐♥ ❧♦✇ ❛❧❧♦② st❡❡❧s✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s t♦✇❛r❞s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ ❆●● ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ st❛t❡ t❤❛♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❞✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✱ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ❞✉❡

t♦ s♦❧✉t❡ ❞r❛❣ ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❡①t✉r❡ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

♣r❡s❡♥t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❣✐✈❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❆●●✱ t❤❡

❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❙♦✱ ✐♥ ❢✉t✉r❡✱ t❤❡

♣r❡s❡♥t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❢r❛♠❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆●● ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✕ ❚❤❡ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
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❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧✐❦❡ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ❣r♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❆❋▼✮ ❬✻✷❪ ✳ ❇❡✲

s✐❞❡s t❤❛t✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s st✉❞② ♦♥ ❋❈❈ ✐r♦♥✬s ❜✐✲❝r②st❛❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣✐✈❡

✉s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ❛♥❞

♠♦❜✐❧✐t② ❬✹✾✱ ✷✸❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ✐♥ ❋❈❈ ✐r♦♥ ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✜❧❡❞ ♦r

▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ t②♣❡ st✉❞② t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❆●●✳

✕ ■t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❙✳●✳ ❑✐♠ ❬✸✼❪ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t❡ ❞r❛❣ ❝❛♥

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣r❛✐♥✲❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❡①t✉r❡✱ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t②✱ ♣✐♥♥✐♥❣ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❣r❛✐♥ s✐③❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❞r❛❣ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦✲

r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❝❤❡♠❡✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✐♥ ❆●● ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡ ✭γ✮ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡♥ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♦♥

❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❆●●

✐♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ γ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ■♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❤❡❛t❡❞

t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❛✉st❡♥✐t✐③✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✱ ♠❡❛♥ γ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ α ♦r α′ t♦ γ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❆●●✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❡❛s✉r❡

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ α ♦r α′ t♦ γ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✮ ♠❡❛♥ γ ❣r❛✐♥

s✐③❡ ❢♦r ❡❛❝❤ st✉❞✐❡❞ ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ α ♦r α′

t♦ γ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞ ❬✶✸❪✳ ❇❡s✐❞❡s

t❤❡ ❈◆●❚s ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ♣❤❛s❡s ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❬✻❪ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡

❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ❞✉r✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ ❢r❛♠❡

✇♦r❦ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦

❞❡s✐❣♥ ❝✉st♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✶✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜② ■❈P✿

+ 

- 

ref 

Electrolyte 

Specimen 

Ref. 
electrode 

Potentiostat 

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❧②t✐❝ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✳

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡❞ P❧❛s♠❛ ✭■❈P✮

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ♠❛tr✐① ✐s ✜rst ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

s❛❧✐❝②❧✐❝ ❛❝✐❞✱ ❧✐t❤✐✉♠ ❝❤❧♦r✐❞❡ ❛♥❞ ♠❡t❤❛♥♦❧ ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✮✳ ❆s t❤❡

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✜❧tr❛t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❡♣❛r❛t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝✐❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ HNO3+HCL+HF +H2SO4✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

❛r❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❈P ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ s♦❧✉t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭i.e. ❆❧✱ ◆❜✱ ❱✱ ❈r✱ ❡t❝✮ ✐♥ P❛rt P❡r

▼✐❧❧✐♦♥ ✭PP▼✮✳ ❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t❡ ❡❧❡♠❡♥t✬s ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦

t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✬s ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❆✳✶✳

fP
ν (T, t) = fA

m(T, t)
ρM
ρAxBy

(

x

y

MB

MA

+ 1

)

✭❆✳✶✮
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❆✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❍❡r❡✱ fA
m(T, t) ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t A ♦❢ ❛

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ AxBy✱ ρM ✐s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ρAxBy
✐s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✱ MA ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t A✱ MB ✐s t❤❡ ♠♦❧❛r

♠❛ss ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t B ❛♥❞ fP
ν (T, t) ✐s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳

✷✳ Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✿

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

Pr❡❝✐♣✐t❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str② ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ st❛t❡ ❛r❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❚❊▼✮ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝✲

t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ❜② st❡♣ ♣r♦❝❡ss st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ t♦ r❡♣❧✐❝❛ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss

❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❋✐rst t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣♦❧✐s❤❡❞ t✐❧❧ ✶ µ♠ ❞✐❛♠♦♥❞ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ♦❜t❛✐♥

❛ ♠✐rr♦r ❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡✳

✷✳ P♦❧✐s❤❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡♥ ❡t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ✷✪ ♥✐t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✪ ❜② ✈♦❧✉♠❡ ◆✐tr✐❝

❛❝✐❞ ✐♥ ❊t❤❛♥♦❧✮ t♦ ❡①♣♦s❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

✸✳ ❊t❝❤❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ∼✷✵ ♥♠ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❜② s♣✉tt❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

✉s✐♥❣ ❙❈❉✺✵✵ ❇❆▲❚❊❈ s♣✉tt❡r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✳

✹✳ ❈❛r❜♦♥ ❝♦❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝✉t ✐♥t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸×✸mm2 sq✉❛r❡s✱

✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜t ♦♥ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❣r✐❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✷✵✵ ♠❡s❤ s✐③❡✳

✺✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ✺✪ ♥✐t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✺✪ ❜② ✈♦❧✉♠❡ ◆✐tr✐❝ ❛❝✐❞

✐♥ ❡t❤❛♥♦❧✮ ❜❛t❤ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❧✐❝❡❞ ❝❛r❜♦♥ ✜❧♠ ❞❡❧❛♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s

s✉r❢❛❝❡✳ ❉❡❧❛♠✐♥❛t❡❞ ✜❧♠ s❧✐❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ❜❛t❤s ♦❢

♠❡t❤❛♥♦❧✲❡t❤❛♥♦❧✲♠❡t❤❛♥♦❧ t♦ r❡♠♦✈❡ tr❛❝❡s ♦❢ ❛❝✐❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ✇❛s❤❡❞

s❧✐❝❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❝♦♣♣❡r ❣r✐❞s✳
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❆✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✻✳ ❚❤❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❝❛r❜♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♣❧✐❝❛s ❛r❡ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❏❊❖▲✷✵✶✵

❚❊▼ ✇✐t❤ ❛ ❋✐❡❧❞ ❊♠✐ss✐♦♥ ●✉♥ ✭❋❊●✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍✐❣❤ ❆♥❣❧❡ ❆♥♥✉❧❛r ❉❛r❦

❋✐❡❧❞ ✭❍❆❆❉❋✮ ♠♦❞❡✳ ❆♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ✷✵✵ ❦❱ ✇❛s ✉s❡❞✳

✼✳ ■♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ✐♥ ❍❆❆❉❋ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s s♦❢t✇❛r❡ ■♠✲

❛❣❡❏ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣❤❡r❡✬s r❛❞✐✉s✳

✸✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✿

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❍♦t ♣✐❝r✐❝ ❛❝✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭∼ 80◦❈✮ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡ r❡❛❝t❛♥t ✐s ✉s❡❞ t♦

r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❬✼✷✱ ✶✷✱ ✶✹❪✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✳

❚❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❙❛♠♣❧❡s ❤❡❛t tr❡❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉st❡♥✐t✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ q✉❡♥❝❤❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ r❡t❛✐♥ ✐♠♣✉r✐t② s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♣♦❧✐s❤❡❞ ❢r♦♠ r♦✉❣❤ s✐❧✐❝❛ ♣❛♣❡r t✐❧❧ ✶ µ♠ ❞✐❛♠♦♥❞

♣♦❧✐s❤✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠✐rr♦r ❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡✳

✷✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐s❤❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❤♦t ♣✐❝r✐❝ ❛❝✐❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐t❤

s✉r❢❛❝❡ r❡❛❝t❛♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣r✐♦r ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

✸✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣✱ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡t❝❤❡❞ s✉r❢❛❝❡ t♦

❛❝q✉✐r❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥s✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ♣✐❝r✐❝ ❛❝✐❞ ❡t❝❤✐♥❣

❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝❧❡❛♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st

❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛✉st❡♥✐t❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❤❛♥❞ tr❛❝✐♥❣

✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❧❡❛r❧② ❞❡❧✐♥❡❛t❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

✹✳ ❍❛♥❞ tr❛❝❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡♥ s❝❛♥♥❡❞ ❛♥❞ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✲

✇❛r❡ ❧✐❦❡ ✬■♠❛❣❡❏✬ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ▲❛r❣❡ q✉❛♥t✐t②
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❆✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥

s✐③❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❆ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r µ

1 2 

3 

4 5 6 7 8 
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4 –       Random primary selection 
 
1 
2 
5 
8 
6 
3 

Random secondary selections 

Sample grains from a normal grain size distribution in increasing diameter 

Available surface area, �� = 4  r4Surface area covered by surrouding grains projected area,  �� =  r1 + r + r + r8 + r + r3
Compact efficiency factor, � = 4� ≈ �� − ����

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t
❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r µ✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r ✭µ✮ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ♦r ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②✱ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❣r❛✐♥s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡
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❇✳ ❆ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r µ

❢♦r ❣r♦✇t❤✳ ❙♦✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣ ♦❢ µ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠✳ ❆ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ t②♣❡ st✉❞② ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦✲

♣r✐❛t❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ❛s t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❤❛s ❤✐❣❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

▲❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❈ st❡♣s ❛♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ▼❈ st❡♣s s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ✉s

❛♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢

t❤❡ ▼❈ t②♣❡ st✉❞② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❇✳✶✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❋✐rst✱ ❛ ♣r✐♠❛r② ❣r❛✐♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❇✳✶✱ ❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r②

r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❣r❛✐♥ ✐s ✹ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ r4✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡

♣r✐♠❛r② ❣r❛✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐t ✐s ❛ s♣❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s SP = 4π(r4)
2✳

✷✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ s❡❝♦♥❞❛r② ❣r❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r✐♠❛r②

❣r❛✐♥ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✳ ❆❢t❡r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ s✉r❢❛❝❡

❛r❡❛ ✭SUS✮ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❣r❛✐♥ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②

❣r❛✐♥✬s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ✭SSi
= π(rSi

)2✮✱ SUS = SP −
∑

SSi
✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t✐❧❧ SUS > 0✱ t❤✐s ♠❡❛♥ ✐❢ ❛♥②

s✉❜s❡q✉❡♥t r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❣r❛✐♥ ❤❛s ❧❛r❣❡r ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡

❛r❡❛ t❤❡♥ ✇❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❣r❛✐♥ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣

✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞✳

✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r µ = ρ/4λP ✇❤❡r❡

λP = 1/4 ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r❛✐♥✳ ❙♦✱ µ = ρ✱ ❛ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ s✉r❢❛❝❡

❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❣r❛✐♥ ✭SUS✮ ❛♥❞ t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ SP s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡

✉s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

✹✳ ❋✐♥❛❧❧② st❡♣ ✶ t♦ ✸ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t t✐♠❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ µ ✐s < 0.0001✳

■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❇✳✷✱ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▼❈ st❡♣ ✐s s❤♦✇♥

❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼❈ r✉♥

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r ✐♥ ❞❛t❛✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛tt❡r ✐♥ ❞❛t❡ r❛♥❣❡✱ ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❣r❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ st✉❞②✱ t❤❡ µ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ 0.56 ± 0.02✳ ■t

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦t❤❡r st❛t❡s ♦❢ t❤❡

st❡❡❧✲❆ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
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