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ETUDE MATHEMATIQUE ET NUMERIQUE DE MODELES EN
CHIMIOTAXIE-FLUIDE ET APPLICATIONS A LA BIOLOGIE

Résumé

Les résultats présentés dans ce mémoire sont dédiés a I’étude théorique et numérique de modeles
en chimiotaxie-fluide motivés par un large éventail de phénomenes biologiques comme la chimio-
taxie de populations cellulaires dans un fluide. Les deux premiers chapitres de cette these portent
sur la chimiotaxie dans un fluide au repos. Au début, on généralise un schéma de volumes finis
au cas de modeles isotropes de Keller-Segel avec des coefficients diffusifs scalaires généraux sur
des maillages admissibles. Ensuite, on propose et on étudie un schéma monotone combinant les
méthodes de volumes finis et d’éléments finis non conformes et permettant une discrétisation
efficace et robuste de modeles de Keller-Segel avec des tenseurs diffusifs anisotropes hétérogenes
sans imposer des conditions restrictives sur le maillage du domaine en espace. Les deux derniers
chapitres sont dédiés a 1’étude théorique (existence globale, unicité) et 1’étude numérique (exten-
sion de la méthode combinée) du systéme chimiotactisme-fluide complet constitué d’équations
chimiotaxiques anisotropes couplées aux équations de Navier-Stokes modélisant un fluide incom-
pressible. Ce couplage s’effectue a travers les termes décrivant d’un part le transport des cellules
vivantes et du chimio-attractant par le fluide et d’autre part la force gravitationnelle exercée
par ces organismes vivants sur le fluide. Les travaux de cette theése ont donné lieu a I’écriture
d’un code de calcul tres développé en Fortran 95 afin de valider nos résultats par des simulations

numériques.

Mots clés

Chimiotaxie, équations paraboliques dégénérées, systemes chimiotaxie-fluide, méthodes volumes
finis, méthodes éléments finis, existence globale de solutions faibles, unicité, convergence, simu-

lations numériques.
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MATHEMATICAL AND NUMERICAL STUDY OF CHEMOTAXIS-FLUID
MODELS AND APPLICATIONS IN BIOLOGY

Abstract

The results of this thesis are devoted to the theoretical and numerical study of chemotaxis-fluid
models motivated by a wide range of biological phenomena such as the chemotaxis of cell po-
pulations in a fluid. The first two chapters of this thesis deals with chemotaxis in a fluid at
rest. In the beginning, we generalize a finite volume scheme to the isotropic Keller-Segel mo-
del with general scalar diffusive coefficients on admissible meshes. Then, we propose and we
study a monotone combined finite volume-nonconforming finite element method allowing an ef-
ficient and robust discretization of Keller-Segel models with heterogeneous anisotropic diffusive
tensors and without restrictions on the mesh of the space domain. The last two chapters are
devoted to the theoretical study (global existence, uniqueness) and the numerical study (exten-
sion of the combined method) of a complete chemotaxis-fluid model consisting of anisotropic
chemotaxis equations coupled to Navier-Stokes equations through transport of living cells and
chemo-attractant by the fluid and through the gravitational force exerted by these living orga-
nisms on the fluid. The work of this thesis leads us to write a highly developed calculation code

in Fortran 95 to validate our results by numerical simulations.

Keywords

Chemotaxis, degenerate parabolic equations, chemotaxis-fluid systems, finite volume method,
finite element method, global existence of weak solutions, uniqueness, convergence, numerical

simulations.
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Notations

Q, 00
x = (x1,22, ..., q)
dr = dxidzs...dxy
do
Qr
2
n
Ths Dp
s+, S
axb
Vu, V-u, Vxu

sup essu

D(Q) =

p =

V (resp. H) =
LP(Q2) =

L =
WP (Q)

WlrQ) =

W™ (Qr) =

ouvert borné de R?, frontiere topologique de
point générique de R¢

mesure de Lebesgue sur €2

mesure de surface sur 9f2

[0,T] x Q, t € [0,T], t variable de temps, T' > 0
[0,T] x 99

normale unitaire extérieure a €2

maillage initial de €2, maillage dual de 2
max(s,0), max(—s,0)

produit vectoriel de a et b

gradient de u, divergence de u, rotationnel de u
Borne supérieure essentielle = le plus petit presque majorant a de u,
(u(z) < ap.p.z€N)

espace des fonctions différentiables et a support compact dans 2
{ue D),V -u=0}
Mo (resp. GL* (D) cloture de p dans H(Q) (resp. L3(Q))
espace des fonctions de puissance p — éme intégrables sur 2 pour la mesure dz;
1
lully = (f lu(@)IP dz)5 ou [[ulloe = sup,cq ess [u(a)
{ue L?(Q), [quds =0}
espace des fonctions dans LP(€)) qui possedent des dérivées généralisées
jusqu’a l'ordre m € N et qui sont p — sommables sur 2. En particulier,
1
{ue LP(Q); Vu € LP(Q)} avec ||ul|1p = ([|ullb + ||[Vul[p)? si1 <p < oo
et [[uf[1,00 = max(sup,eq €ss [u(z)], sup,eq ess [Vu(z)|)
{u € LP(Qr); 0 03u € LP(Qr) avec 2r + |s| < 2m}, (r,s,m € N). En particulier,

T
pour m =1, H“H];V;J(QT) = fo (HUHI;[/M(Q) + HatUHip(Q)) dt

Si X est un espace de Banach,

LP(0,T; X) =
L®(0,T;X) =
CH[0,T]; X) =

{f:10,T] = X mesurable; [; ||f(t)|[5 dt < oo} (1 < p < o0)
{f:10,T] = X mesurable; supesscjo || f(t)||x dt < oo}

espace des fonctions k — fois continiiment différentiables de [0,7] — X
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Introduction Générale

0.1 Motivations

Le mouvement dirigé d’organismes vivants en réponse aux gradients chimiques, chimiotaxie, a
suscité beaucoup d’intérét en raison de son réle primordial dans un large éventail de phénomenes
biologiques. Ce comportement peut s’agir d’une attraction ou d’une répulsion afin que les cellules
corporelles, les bactéries et d’autres organismes vivants dans un fluide assurent leurs nourritures
et évitent les agents nuisibles. Un exemple est donné par l'organisme modele de laboratoire
“Dictyostelium discoideum” qui se trouve sur les tapis de feuilles mortes dans les foréts et qui se
nourrit de bactéries et de levures. Dans le cas de carence nutritionnelle, cette amibe secréete un
chimio-attractant pour former un pseudo-plasmode (Fig. ressemblant a une petite limace
et constitué de milliers d’amibes agglomérées. Ce pseudo-plasmode peut persister plusieurs jours
afin de chercher des conditions nutritionnelles plus favorables. Un autre exemple est donné par les
bactéries “Bacillus subtilis” qui assurent leurs nutriments en se déplacant vers des milieux riches
en dioxygene (Fig. , ce qui rend nécessaire une compréhension profonde de mouvements

biologiques dirigés en fonction de certaines especes chimiques présentes dans l’environnement

ainsi que le développement d’outils appropriés pour les simulations numériques.

(a) Cellules "Dictyostelium Discoideum” ag- (b) Bactéries nageantes vers un milieu riche en dioxygéne.
glomérées.

FIGURE 1 — Chimiotaxie dans un fluide.
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Le chimiotactisme de la population cellulaire dans un fluide joue un réle primordial tout au
long du cycle de la vie : Les spermatozoides sont attirés par les substances chimiques libérées par
le revétement extérieur de 'ovule [47] ; au cours du développement de ’embryon, ce phénomene
joue un role dans l'organisation du positionnement des cellules, par exemple au cours de la
gastrulation [27] et la structuration du systéme nerveux [68]. Ainsi, ces mémes mécanismes
chimiotaxiques sont utilisés au cours de la croissance du cancer (Voir [20], [57]). Le changement
éventuel du potentiel migratoire des cellules dans un fluide a une importance relativement élevée
dans le développement de certains symptomes et syndromes cliniques. En effet, la modification
de la capacité chimiotaxique de ces micro-organismes par des agents pharmaceutiques permet

de diminuer le taux des infections ou la propagation des maladies contagieuses.

La modélisation théorique et mathématique de la chimiotaxie remonte aux travaux pion-
niers de Patlack [69] en 1950. Le modele de Keller-Segel introduit dans [53] était la pierre
angulaire de la plupart de ces travaux. Trente ans apres sa proposition, ce modele est devenu
le plus populaire pour le controle chimique des mouvements cellulaires dans le cas d’un fluide
au repos. En plus, l'article [5I] de Horstmann a introduit une étude mathématique détaillée
du modele chimiotaxique de Keller-Segel. Ensuite, Pedley et Kessler des 1988 ([50], [70], [71]),
Tuval et al. en 2005 (Voir [78]) ont proposé différents systemes chimiotactisme-fluide couplés

modélisant le comportement collectif de bactéries en suspension dans un fluide incompressible.

Les équations aux dérivées partielles décrivent un grand nombre de phénomeénes dans
I’environnement. Dans ce qui suit, on va construire une équation aux dérivées partielles (EDP)
qui modélise le comportement des organismes vivants via un chimio-attractant et on va énoncer
I'origine et 'interprétation biologique des termes de cette équation primordiale dans nos modéles.
Cette équation est décrite comme étant un processus de “saut en espace” durant lequel les
cellules subissent une trajectoire aléatoire basée sur des sauts instantanés dans l’espace. On
suppose qu’'une particule subit des sauts constants de longueur h sur un réseau discret en 1D.
En négligeant les interactions entre les particules, on obtient une équation d’évolution continue
en temps et discréte en espace pour une particule de densité N (x,t) a la position x et & I'instant
t:

(Wg’t) =T ,N@—ht)+T, ,N(x+h,7)— (T +T,)N(z,t) (1)
ou T, (resp. T, ) est la probabilité d’une particule & la position x de sauter & z+ h (resp. z — h)
pendant une unité de temps. Grace au choix de ces fonctions, on peut modéliser différentes
classes de mouvements. Dans ce manuscrit, on s’intéresse aux classes de modeles qui obéissent
a leffet de “Volume filling”. En d’autres termes, chaque cellule occupe une certaine place dans
la région du chimio-attractant ce qui réduit la chance de certaines cellules de trouver une place
dans cette région. Cet effet a été modélisé par un produit d’une fonction ¢(N) qui décrit la
probabilité qu’une densité cellulaire locale trouve une place autour du chimio-attractant et du
saut cellulaire en réponse d’un gradient spatial local du chimio-attractant C'. Donc,

TE = ¢(N(z + h,t))(a + b(C(z £ h,t) — C(x,1))). 2)

xT
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En plongeant le terme dans I’équation et en utilisant les techniques de [49], on a :

0N = (D(a(N) = Noxg(N)N: = Na(N)Cs)

T

ou D désigne un coefficient diffusif constant. Un simple choix de ¢(N) = 1—N/vy pour 0 < N <,
ol on note la densité cellulaire maximale par v > 1. Dans cette mémoire, on suppose que v = 1.

On passe facilement aux dimensions supérieures :
ON =V (DVN) + V- (N1~ N)VC) =0.

En général, le terme diffusif représente un mouvement aléatoire des cellules. Pour cela, on
considere une diffusion non-linéaire a(N) dépendant de la densité cellulaire. On introduit une
fonction x(N) comme étant la sensitivité des cellules vers les substances chimiques. Dans notre
theése, on introduit des tenseurs S(z) anisotropes et hétérogenes car la diffusion, dans les appli-
cations pratiques, est souvent hétérogene et anisotrope. D’ailleurs, un terme de transport u- VN
des cellules par un fluide incompressible s’ajoute a cette équation lorsqu’on étudie le comporte-
ment chimiotaxique des cellules dans un fluide de vitesse u qui n’est plus au repos. Par suite,

on obtient I’équation suivante :
OGN — V- (S(a:)a(N)VN) +V- (S(x)X(N)VC) Yu VN =0.

Ainsi, en tenant compte de la diffusion et de la convection du chimio-attractant C' dans ce
fluide incompressible modélisé par les équations de Navier-Stokes [75], nous sommes maintenant

capables d’énoncer le modele assez général de nos systemes étudiés dans ce manuscrit :

OeN +V - Jy = 0,
aC+V-Jo = g(N,0),
Oy —vAu+u-Vu+ VP = —NVO,
V-u = 0,

qui décrit le comportement chimiotaxique des cellules dans un fluide incompressible (V-u = 0) de
viscosité v, de vitesse u et de pression P. Le flux de cellules est noté par Jy = —S(x)a(N)VN +
S(x)x(N)VC + uN, le flux de chimio-attractant est noté par Jo = —M (x)VC + uC et le taux
de production et de consommation du chimio-attractant est noté par la fonction g(N,C). Le
couplage du fluide aux équations de chimiotaxie se réalise par les termes de transport inclus
dans Jy et Jo et par la force gravitationnelle V® exercée par une cellule sur le fluide.

Si les flux sont donnés par Jy = —DNyVN —xNVC et Jo = —DcVC (ot Dy, D¢ et x sont des
constantes positives de diffusion et de convection) dans un fluide au repos, on retrouve le modele

de Patlack-Keller-Segel [53] [69] qui est 1’exemple le plus simple de mouvements chimiotaxiques.

Une étude mathématique et numérique de systémes chimiotactisme-fluide est I'une des
motivations principales de cette these. Dans la suite de ce chapitre d’introduction générale,

nous allons dans un premier temps détailler des différentes méthodes numériques discrétisant
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les équations aux dérivées partielles. Ensuite, nous présentons un plan détaillé de ce manuscrit

avec les principaux résultats obtenus.

0.2 Méthodes numériques

Dans la plupart des cas, il n’est pas possible de trouver des solutions analytiques aux équations
aux dérivées partielles. C’est dans le but de pouvoir calculer des solutions approchées que les
méthodes numériques ont été développées. Aujourd’hui 'impact de ces méthodes est d’autant
plus essentiel que la puissance des ordinateurs ne cesse d’augmenter. Il existe plusieurs méthodes
numériques pour la discrétisation d’une équation aux dérivées partielles. Parmi ces méthodes,
les plus utilisées sont la méthode des éléments finis EF, la méthode des différences finies DF et
la méthode des volumes finis VF. La premiere question qui se pose est : Quelle est la différence
entre ces trois méthodes ? En fait, la réponse se lie au concept de la méthode, mais en effet dans

certains cas, ces méthodes donnent des schémas similaires.

e Pour la méthode des différences finies (cf. Thomée [77]), le domaine Q2 est représenté
par un nombre fini de points {z;} appelés noeuds du maillage. La solution du probleme
est représentée par un ensemble de valeurs u; approchant u(z;). La méthode consiste &
remplacer les dérivées partielles par des différences ou combinaisons a valeurs ponctuelles
de la fonction a l’aide de développements de Taylor. L’avantage de cette méthode est sa
grande simplicité d’écriture et son faible cotit de calcul. Un inconvénient est qu’on se limite

en général a des géométries simples.

e Pour la méthode des éléments finis (cf Ciarlet [19] ou Ern et Guermond [30]), le domaine
Q) est partitionné en un nombre fini d’éléments {K;} tels que UK; = Q. Cette méthode
s’appuie sur une formulation variationnelle obtenue en multipliant I’équation principale
par une “fonction test” puis en intégrant sur ). L’idée de base de cette méthode est de
remplacer ’espace V' dans lequel est posée la formulation variationnelle par un sous-espace
de dimension finie V},. La solution est alors approchée par u, = > a;p; ou les coefficients
a; sont les inconnues et la famille ¢; est une base de V. Le probleme approché posé sur

Vi, se ramene a la résolution d’un systeme linéaire.

e Pour la méthode des volumes finis, le domaine €2 est également partitionné en un nombre
fini de volumes {K;} tels que UK; = . L’idée de base pour la construction d’un schéma
volumes finis est d’intégrer ’équation sur chaque volume dit volume de contréle. Une
formule de Green est ensuite utilisée pour transformer l'intégrale de la divergence d’un
flux sur le volume de controle en une intégrale de la composante normale de ce flux sur
la frontiere de ce volume. Ensuite, cette intégrale est approchée en utilisant les inconnues
locales autour de cette frontiere. Il existe plusieurs catégories de méthodes des volumes
finis en fonction du placement des inconnues : Par exemple, les volumes centrés par mailles
(cf. Eymard, Gallouét et Herbin [33] ou Lazarov, Mishev et Vassilevski [59]) et les volumes
centrés par sommets (cf. Morton et Siili [65]). Dans cette these, on s’intéresse uniquement

aux volumes finis centrés par mailles qu’on va appeler volumes finis tout court.
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La méthode des volumes finis est une méthode de discrétisation bien adaptée pour la
simulation des lois de conservation. Elle se base sur la formulation forte de I’équation a résoudre.
Cette méthode est tres attirante dans la modélisation des problemes dont le flux joue un role
important, comme la mécanique des fluides et la diffusion de la chaleur, car le flux numérique
est conservé entre un volume de contréle et ses voisins. En comparaison avec la méthode des
différences finies, la méthode de volumes finis est également peu couteuse en termes de calcul
mais elle peut étre utilisée sur des géométries plus complexes. La spécifité des volumes finis par
rapport aux différences finies est que la discrétisation est faite sur les équations de bilan locales
et non pas sur I’équation aux dérivées partielles : ce sont les flux aux bords des volumes de
controle qui sont discrétisés et non pas 'opérateur différentiel.

Les idées essentielles des deux méthodes de volumes finis et d’éléments finis sont apparem-
ment trés différentes. Pourtant, la discrétisation d’une équation elliptique du deuxieéme ordre a
I’aide de ces méthodes peut conduire a des problemes discrets tres proches et parfois identiques.
En particulier, ces deux méthodes peuvent étre utilisées sur des géométries arbitraires en uti-
lisant des maillages structurés ou non structurés et possedent la propriété de la conservativité
locale. Tandis qu’elles sont trés voisines pour la discrétisation d’un terme diffusif du deuxieme
ordre, ces méthodes ont un comportement différent pour celles d’un terme convectif du premier
ordre, d’un terme réactif ou pour la discrétisation de la dérivée en temps. C’est ce qui motive

I'introduction de schémas combinant les méthodes de volumes finis et d’éléments finis.

0.3 Plan de la these

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres : Dans les deux premiers, nous supposons que
le fluide est au repos et nous généralisons tout d’abord un schéma de volumes finis pour la
discrétisation du modele de Keller-Segel avec des fonctions scalaires diffusives hétérogenes et
discontinues sur des maillages admissibles. Nous proposons et nous étudions ensuite un schéma
combinant les méthodes de volumes finis et d’éléments finis pour la discrétisation de modeles de
Keller-Segel avec un tenseur de diffusion hétérogene et anisotrope sur des maillages tres généraux.
Afin d’étre robuste et de respecter les bornes biologiques des quantités approchées, le schéma
combiné développé ne doit pas étre mis en échec dans le cas de transmissibilités négatives. Pour
dépasser ce probleme, nous corrigeons le flux diffusif dans le but d’obtenir un schéma monotone
sans aucune contrainte restrictive sur le maillage ou le tenseur. Dans les deux derniers chapitres
de cette these, nous établissons une étude mathématique et numérique détaillée d’'un modele
anisotrope couplé en chimiotaxie-fluide et nous énoncons les premiers résultats concernant ce
modele dégénéré en deux points. Au début, nous montrons les propriétés fondamentales de
solutions comme I’existence globale en temps et I'unicité. Apres, nous étudions la convergence
du schéma combiné monotone étendu a la discrétisation de tout le systeme chimiotactisme-fluide.
Tout au long de ces trois années de these, nous avons construit et développé un code sous Fortran
95 afin de réaliser des simulations numériques montrant le comportement chimiotactisme des

cellules dans un fluide et validant I'efficacité et la robustesse de notre schéma numérique.
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Chapitre [1| : Méthode de volumes finis généralisée pour un modéele isotrope de
Keller-Segel

Nous proposons dans ce chapitre une méthode de volumes finis pour la discrétisation
d’un modele de Keller-Segel avec des lois de diffusion dégénérées, non-linéaires, discontinues et

dépendant de I'espace. Pour cela, on considere le systéme suivant :

ON =V - (s(z)a(N)VN) + V- (s(z)x(N)VC) = 0,
0C —V - (m(z)VC) = g(N,C).

C’est un systéme formé d’'une EDP de convection-diffusion parabolique dégénérée modélisant
la densité N = N(x,t) d’'une population cellulaire couplée & une EDP parabolique modélisant
la concentration C' = C(z,t) d'un chimio-attractant. La fonction a(N) décrit la diffusion non-
linéaire, la fonction x (V) décrit la sensitivité des cellules vers le chimio-attractant et la fonction
g désigne le taux de production et de consommation du chimio-attractant.
La méthode de volumes finis (centrée par mailles) a été étudiée pour des équations paraboliques
dégénérées dans [36, B7] et pour des systemes de Keller-Segel avec des tenseurs homogenes
continus dans [2]. Ici, nous étudions la convergence d’un schéma de volumes finis généralisé
au cas des coefficients diffusifs hétérogenes et discontinus représentés par s(z) et m(x) sur des
maillages admissibles (la ligne joignant les centres de cercles circonscrits de deux volumes voising
est orthogonale a l'interface commune de ces volumes) dont les discontinuités coincident avec
les interfaces du maillage. Finalement, 'implémentation numérique est effectuée a 1’aide d’un
code développé et les cas tests mis en place dans ce chapitre sont liés a 'hétérogénéité et a la
discontinuité des coeflicients diffusifs.

Ce chapitre fait 'objet d’un article [16] soumis et accepté pour publication dans des actes
(avec comité de lecture) du congres ESAIM 2013.

Chapitre : Schéma volume fini-élément fini combiné monotone pour un

modele anisotrope de Keller-Segel

Dans ce chapitre, nous étudions le modele anisotrope de Keller-Segel :

ON —V - (S(z)a(N)VN) + V- (S(z)x(N)VC) = 0,
oC -V - (M(z)VC) = g¢(N,C).

Tout d’abord, I’existence globale d’une solution faible de ce probléme continu ainsi que 'unicité
sous une hypothése supplémentaire sont assurées mais les techniques de preuves sont détaillées
dans le troisieme chapitre de cette these dans le cadre trés général d’un systeme chimiotactisme-
fluide couplé. Nous nous intéressons en premier lieu dans ce chapitre a la construction d’un
schéma numérique efficace et robuste discrétisant notre modele anisotrope de Keller-Segel sur
des maillages trés généraux en dimension deux ou trois d’espace sans imposer aucune condition
d’admissibilité ou d’angles maximaux sur le maillage.

Il est bien connu qu’une méthode efficace de volumes finis n’entrainent pas d’oscillations
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numériques quand le probléme est dominé par la convection. En revanche, les caractéristiques
géométriques du maillage peuvent jouer un role prépondérant lorsque les flux numériques diffusifs
entrent en jeu et on ne sait pas étendre ces restrictions imposées sur le maillage méme au
cas simple d’un tenseur anisotrope de diffusion. En effet, dés que 'on souhaite discrétiser un
terme de diffusion plus général —V - (S(z)VA(N)) ou S est une matrice symétrique définie
positive, la condition géométrique nécessaire a la consistance du flux devient une condition de
S-orthogonalité dont la construction d’un maillage admissible adapté a ce probleme est illusoire
lorsque les coefficients de S varient. Plusieurs solutions ont été récemment proposées pour traiter
ce probléeme qu’on peut citer par exemple les approches de Coudiéere, Vila, Villedieu dans [21]
et d’Aavatsmark dans [I] qui utilisent une procédure de reconstruction permettant de calculer
de fagon consistante les flux numériques sur chaque aréte du maillage en reconstruisant une
approximation de toutes les composantes du gradient. Ainsi, on peut citer les méthodes de
volumes finis mixtes et de volumes finis hybrides dans [28] 34]. Malheureusement, la plupart
de ces approches ne satisfont pas le principe de maximum discret dans le cas d’une diffusion

anisotrope sur des maillages généraux (Voir [46]).

D’autre part, la discrétisation des flux diffusifs avec la méthode d’éléments finis n’impose
pas cette restriction d’admissibilité du maillage nécessaire a la consistance de ces flux mais elle
produit des oscillations numériques non justifiées quand la convection du probleme est domi-
nante. Pour cela, nous proposons un schéma combinant ces deux méthodes classiques initialement
proposé dans [3] en dimension deux d’espace et développé dans [31, 32] pour une équation pa-
rabolique dégénérée en dimension deux ou trois d’espace. Cette méthode combinée proposée a
notre modele anisotrope de Keller-Segel consiste a discrétiser les termes diffusifs non-linéaires
dégénérés a 'aide de la méthode d’éléments finis non conformes sur le maillage initial donné et
les autres termes d’évolution en temps et de convection non-linéaire a ’aide de la méthode de

volumes finis sur un maillage dual de diamants construits autour des faces du maillage initial.

Pour ’'approximation de notre modele, il est crucial dans le cadre des applications qui nous
concernent que le schéma respecte les bornes biologiques de quantités approchées, le dépassement
de celles-ci pouvant conduire a des résultats non biologiques : une densité cellulaire hors de
[0,1] ou une concentration négative du chimio-attractant. Cette condition de cohérence avec
la biologie se traduit mathématiquement par la vérification d’un principe de maximum. Pour
cela, nous prouvons que notre solution approchée du schéma combiné vérifie ce principe s’il
n’y a pas d’angles obtus dans le maillage et si le tenseur de diffusion est scalaire. Dans le cas
de transmissibilités négatives, nous corrigeons notre flux diffusif a 'aide d’une technique non-
linéaire inspirée de [12] [60] afin d’obtenir un schéma monotone et de maintenir le principe de
maximum et la convergence.

Finalement, nous présentons des résultats numériques effectués avec un nouveau code
développé sous Fortran 95 tout d’abord pour les problemes elliptiques anisotropes dans le but
de montrer 'efficacité et la robustesse du schéma numérique corrigé et ensuite pour le modele

de Keller-Segel avec des tenseurs anisotropes sur différents types de maillages non-structurés.

Ce chapitre fait 'objet de Darticle [14] publié dans le journal “Numerical Methods for



xxviil Introduction Générale

Partial Differential Equations”. Ainsi, I'existence globale de solutions faibles, 'unicité et une
version abrégée de la méthode combinée sans correction font I'objet de I'article [I5] publié dans
des actes (avec comité de lecture) du congres BIOMATH 2013.

Chapitre : Etude mathématique d’un modeéle anisotrope en chimiotaxie-fluide

Dans ce qui suit de cette theése, nous modélisons des bactéries dans un fluide (par exemple
leau) qui n’est plus au repos. Afin d’assurer leurs nutriments, ces bactéries nagent vers la zone
la plus riche en dioxygene dans le fluide. En méme temps, elles sont légerement plus denses que
le fluide sur lequel elles exercent une force de gravitation. Nous étudions dans ce chapitre le

modele suivant incluant tous ces effets :

AN — V- (S(x)a(N)VN) + V- (S(z)x(N)VC) +u- VN = f(N),

0,C -V .- (Mx)VC)+u-VC = —k(C)N,
ou—vAu+ (u-V)u+ VP = —NV¢,
V-u = 0, t>0,z€Q.

Les nouvelles inconnues qui interviennent dans ce modele sont : la vitesse u et la pression P
dans le fluide incompressible de viscosité v. Ce systéme se compose d’équations de chimiotaxie
anisotrope du chapitre 2 couplées aux équations de Navier-Stokes incompressibles par le trans-
port de cellules par le fluide 'u - VN, le transport du chimio-attractant par le fluide 'u - VC’
et la force de gravitation V& exercée par les cellules sur le fluide. La fonction f est liée aux
réactions chimiques et la fonction k(C) désigne le taux de consommation du chimio-attractant
par les cellules. Cette fonction g(N,C) = —k(C)N peut étre aussi remplacée par la fonction
aN — BC ou « et B sont des constantes positives, comme étant le cas dans les deux premiers

chapitres ou les substances chimiques sont produites et consommées en méme temps.

Motivé par I’étude numérique, de nombreuses études d’existence globale ont été établies
pour des systeémes isotropes chimiotactisme-Stokes avec une diffusion non-linéaire qui se dégénére
en un seul point (Voir [62, 63, [41]) en utilisant une inégalité d’entropie si elle existe. Nous
démontrons dans ce chapitre I’existence globale de solutions faibles du notre modele continu
par une autre méthode inspirée de [7, 64, [75] en présence d’anisotropie, de la dégénérescence
en deux points, de la sensitivité chimiotaxique modifiée et des équations de Navier-Stokes.
Au début, on montre I'existence de solutions faibles du probleme régularisé non dégénéré en
utilisant la méthode de semi-discrétisation en temps. Ensuite, on fait tendre le parametre de
régularisation vers zéro pour obtenir une solution faible du systeme original. Sous des hypotheses
supplémentaires, nous montrons ainsi 'unicité de solutions faibles du systéme chimiotactisme-

Stokes en utilisant une technique de dualité.

Ce chapitre fait 'objet de I'article [13] accepté pour publication dans le journal “Compu-
ters And Mathematics With Applications”.
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Chapitre |4 : Etude numérique d’un modeéle anisotrope en chimiotaxie-fluide

Ce dernier chapitre de la these est dédié a la discrétisation du systeme chimiotactisme-
fluide complet introduit dans le chapitre précédant. L’idée principale est l’extension de la
méthode combinée monotone introduite et étudiée au chapitre[2] De nombreux schémas numériques
ont été largement étudiés pour la discrétisation des équations de Stokes et de Navier-Stokes, par
exemple [42], 43], 44, [45], [72], [73]. Ainsi, Roger Temam dans son livre [75] nous montre clairement
que la contrainte d’incompressibilité du fluide (V - u = 0) dans les espaces fonctionnels ne nous
permet pas de discrétiser les équations de Stokes et de Navier-Stokes par les éléments finis les
plus simples linéaires et continus par morceaux. En effet, les résultats avec ces éléments varient
selon la dimension de I'espace des que la construction d’une base explicite de ’espace approché
n’est pas toujours possible. Cependant, les éléments finis non conformes nous permettent de
discrétiser les équations de Navier-Stokes indépendamment de la dimension d’espace et une base
explicite de I'espace approché est valable en dimension 2 (Voir [76]). Méme pour la discrétisation
des équations de Stokes stationnaires (Voir [22]), la méthode des éléments finis non conformes
est plus intéressante que celle des éléments finis conformes P2 qui fait inclure plus de degrés de
libertés avec un défit de précision en approchant la condition de divergence, afin d’obtenir des
estimations d’erreurs similaires avec les deux méthodes. Grace aux avantages des éléments finis
non conformes, nous discrétisons les équations de Navier-Stokes dans notre modele couplé en

utilisant ces éléments pour la vitesse et les éléments constants par morceaux pour la pression.

Suite a la discrétisation de nouveaux termes de transport dans les équations chimiotaxiques
par la méthode de volumes finis et a la discrétisation des équations de Navier-Stokes par la
méthode des éléments finis non conformes, nous établissons une étude de convergence détaillée
d’un schéma combiné discrétisant le systeéme chimiotactime-fluide. Similairement au chapitre
nous corrigeons les flux diffusifs de notre schéma numérique dans le cas de transmissibilités
négatives afin d’obtenir un schéma monotone vérifiant le principe de maximum discret. En se
basant sur un code sous Fortran 95, ainsi développé dans le cadre de cette these, des simulations
numériques de la chimiotaxie anisotrope des cellules dans un fluide sont effectuées pour valider

les résultats obtenus avec notre schéma combiné monotone proposé.

Ce chapitre fait 'objet d’un l'article “Monotone combined finite volume-non conforming

finite element method for a coupled chemotaxis-fluid model” qui est en cours de préparation.
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Chapitre 1

Méthode de Volumes Finis
généralisée pour un modele isotrope
de Keller-Segel

1.1 Introduction

Un schéma de volumes finis, discrétisant le modele de Keller-Segel avec des opérateurs diffusifs
homogenes, a été récemment étudié en détail dans [2]. Le but de ce chapitre est I’extension de ce
schéma afin de considérer des coefficients diffusifs hétérogenes et probablement discontinus car la
diffusion dans un milieu hétérogene peut impliquer des discontinuités des que les conductivités
des composantes du milieu sont différentes. En d’autres termes, les tenseurs sont notés par
S(x) = s(x)Id et M(x) = m(x)Id ou s et m sont des fonctions scalaires diffusives générales et
Id est la matrice identité. Enfin, on effectue plusieurs tests numériques pour valider ce schéma

généralisé de volumes finis.

1.1.1 Probleme posé
Ce chapitre est consacré a ’étude du systeme parabolique-parabolique suivant :

N —V - (s(x)a(N)VN) + V- (s(z)x(N)VC) = 0 dans Qr (1.1)
C —V - (m(z)VC) = g(N,C) dans Qr, (1.2)

avec des conditions aux bords de flux nul sur ;= 0Q x (0,7,
s(z)a(N)VN -n =0, m(z)VC -n=0, (1.3)
et des conditions initiales définies dans €2 :

N(z,0) = Ny(x), C(z,0) = Co(x). (1.4)
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OnaQr:=Qx(0,7)ouT >0 est un temps fixé et Q est un domaine ouvert borné polygonal

dans R%, d = 2 ou d = 3 dont le bord 99 est Lipschitz et 7 est un vecteur normal unitaire.

Dans ce modele, la densité de la population cellulaire et la concentration du chimio-
attractant (ou chimio-répulsant) sont représentées par N = N(x,t) et C = C(xz,t), respecti-
vement. De plus, a(N) est le coefficient de diffusion et y(N) est la sensitivité des cellules vers
le chimio-attractant. La positivité de x indique ’attraction chimique des cellules, le cas négatif
signifie la répulsion. La fonction g(N,C) décrit le taux de production et de dégradation du

chimio-attractant ; ici, on suppose qu’elle est une fonction linéaire :
g(N,C)=aN - 3C; a,8>0. (1.5)

Cette hypothese aussi utilisée dans la littérature reliée (Voir par exemple la référence [3]). Les

signes positifs de « et 5 sont nécessaires pour ’analyse mathématique du modele.

On suppose que x(0) = 0 et qu’il existe une densité maximale de cellules N,, telle que
X(Ny,) = 0. Cette derniére condition a une interprétation biologique claire : lorsque la densité
cellulaire atteint sa valeur maximale N,,, ’accumulation des cellules s’arréte en un point donné
de ). Cette interprétation est nommée par 'effet d’une densité cellulaire critique ou 'effet de
‘“Volume-filling effect” qui a été aussi prise en considération dans la modélisation de phénomenes
chimiotatctiques dans [49] et [67]. En plus, on suppose que le coefficient de diffusion a(NV)
dégénere en N = 0 et N = N,,,. Cela signifie que la diffusion s’arréte en ’absence de la popula-
tion cellulaire ou lorsque la densité des cellules atteint sa valeur maximale. La dégénérescence du

coefficient de diffusion a une grande conséquence sur le traitement mathématique et numérique

du systeme (T1)-(T4).

Grace a une normalisation de N,,, on peut supposer que N, = 1. En effet, il suffit de
1 . . S = o NNpm) =~/ x <
00n~51d~erer la EransfoNrmatlon suivante : N = Nim, C=0C,x(N)= X(Nim)’ a(N) = a(NNp,),
g(N,C) = g(NNp, C) et d’omettre les tildes de la notation.

Un exemple typique de x est :
X(N)=N(1-N); N €]0,1]. (1.6)

La positivité (resp. la négativité) de y désigne lattraction (resp. la répulsion) des cellules par

le chimio-attractant (resp. le chimio-répulsant). Dans ce manuscrit, x est toujours positive.

Les hypotheses principales sont :

X : [0,1] — R est continue et x(0) = x(1) = 0; (1.7)

a:[0,1] — RY est continue; a(0) = a(l) =0 et a(s) > 0 pour 0 < s < 1. (1.8)
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s,m € L>(Q) et il existe 5, s, m, m € R} tellesque s <s<setm<m<mpp.. (19)
On commence par définir une solution faible du systeme ((1.1)-(|1.4]).

1.1.2 Solution faible.

On suppose que

0< Ny<letCy=>0. (1.10)

Définition 1 Une solution faible du probleme continu (1.1)-(1.4)) est la paire (N,C), des
fonctions défines sur Qp = Q x [0,T], telle que :

0 < N(z,t) <1, C(x,t) >0 p.p. dans Qr,
N
N € L™®(Qr), A(N) := / a(r)dr € L*(0,T; HY(Q)),
0
C e L>®(Qr) N L2(0,T; H(Q)),

et pour tout p et 1 € D([0,T)xQ), la paire (N,C) satisfait :

/No Oxdx—/ Natcpdxdt—i—// z)VA(N) - Vo dxdt —
Qr Qr
// N)VC -V dxdt =0,
T
/ Co(z) (0, x)dz —/ Copp dxdt + // x)VC -V dxdt
Qr T

_ //T o(N,CY dadt.

1.2 Probléme discret

Cette section est consacrée a la formulation du schéma généralisé de volumes finis. Au début,

on décrit les discrétisations en espace et en temps et apres on énonce le schéma numérique.

1.2.1 Discrétisation en espace

On rappelle que le domaine €2 est un ouvert borné polygonal et connexe de bord 92 et qu’il est
inclus dans R? (d = 2 ou d = 3). On dit qu'un maillage 7;, du domaine €2, formé de polygones
K ouverts et convexes nommés volumes de controle, est admissible s’il vérifie les propriétés

suivantes :

e La cloture de 'union des K est Q .

e L’intersection entre deux volumes voisins K et L est un sommet ou un c6té en dimension

deux (une face en dimension trois). Donc, La mesure de 9K N 9L n’est pas nulle.
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e Il existe une famille P = (zx)keT;,, Ol £ est le centre du volume K tel que Tgay L ok 1,
ou ok 1, est 'interface commune entre deux volumes de controle voisins. Dans le cas d’une

triangularisation, on prend zx comme étant le centre du cercle circonscrit de K .

Dans ce chapitre, on considere 7; comme étant un maillage admissible de 2. Dans le cas de
fonctions diffusives discontinues, les discontinuités de s et m coincident avec les interfaces du

maillage. Dans ce qui suit, on utilise les notations suivantes :
e La taille du maillage : h= sup{diam(K), K € T}

e |K| =mes(K )= la mesure de Lebesgue d-dimensionnel de K (c’est l'aire de K en dimension

2 et le volume de K en dimension 3) et |o| est la mesure (d — 1)-dimensionnel de o.
o &t est ensemble des cotés intérieurs du maillage et Eqpp = {0; 0 C 0N} .

e di 1 est la distance euclidienne entre xx et xp. Si 0 C 02 alors di, est la distance

euclidienne entre xx et y, ou y, est la projection orthogonale de zx sur o.
e 7k, est la normale sortant de K et orthogonale a ok 1. ; k.1 = =1L,k -

e 7x, 1 est la transmissibilité & travers 'interface ok 1 définie par :

e N(K)={L € T,/0K N OL # (I} est ’ensemble de volumes voisins de K.

o Tk 1 est le diamant convexe construit en reliant les deux centres voisins zx et xy aux

sommets de 'interface commune o . On a :

o= J( U Txw).
)

KeTn LEN(K

FIGURE 1.1 — Discrétisation en espace de €2 .
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1.2.2 Discrétisation en temps

Une discrétisation de lintervalle [0,7] est donnée par un entier N € N*: ¢, = nAt pour
n € {0, N+ 1} et pour un pas de temps fixé At. Les inconnues discrétes sont notées par

wh = w(zg,t,) pour w= N ou C.

Soit D une discrétisation admissible de Qp = Q x [0,T] qui n’est autre qu'un maillage

admissible T;, de £ et un pas de temps fixé At > 0. On définit la régularité du maillage par :

h = max{At, max diam(K), max max d .
{ " KeT, (K), KeT, LEN(K) KL}

1.2.3 Fonctions discrétes associées

Sur un maillage 7, admissible, une fonction discrete W est définie par un ensemble {Wx } k7, .
On identifie W & une fonction wy, constante par morceaux sur {2 telle que wy,|x = Wk, VK € Ty,
Etant donné deux fonctions discreétes wy, et vy, le produit scalaire et la norme dans L?(€2) sont
définis par :
(whovn) 2y = 3 KWk Vic, [[wpl[Faq) = > KWkl
KeTy KeTy

En plus, on définit un produit scalaire positif qui correspond a une semi-norme H&(Q) discrete :

g
< Wh, U > g1 ()= d Z Z M(WL—WK)(VL_VK%
KeTn LeN(K) oL

lok I
wnlipey =d 30 D TG (WL = W)
KeTy, LeN(k) 1o

Finalement, on définit le gradient discret d’une fonction wy constante par volume de controle,

comme étant une fonction constante par diamant Tk f, :

W;r —
(Vhwh) = VK,Lwh = dLi‘/VK

. 1.11
Tk,L dgr L ( )

)

Notons que la mesure d-dimensionnel | T 1| est égale & é\a K,L|dKk, 1, donc la semi-norme |wy| H(Q)

coincide avec la norme de Vjwy, dans L2(Q).

1.2.4 Construction du schéma de volumes finis

Afin de discrétiser les équations (1.1)) et (1.2), on intégre formellement ces deux équations sur
chaque volume de controle K et on utilise la formule de Stokes pour les intégrales de divergence.

Alors, on obtient :

/ OcN dx —/ s(z)a(N)VN - ng dvy(z) —/ s(x)x(N)VC -nxde =0,
K oK oK
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/Kath:c—/aK m(z)VC - ng dy(z) = /Kg(N7 C)dx

Or, l'intégrale sur le bord 0K est la somme des intégrales sur les cotés (ou faces) du volume
K. D’apres 'hypothese (|1.3)), on ne tient pas compte des cotés extérieures car les flux de bord

sont nuls. Par la suite :

/8tNdx > / N)VN g pdy(z) — > / N)VC g dz =0,

LEN(K) LEN(K)

/@Cdm— S /U 2)VC .1 dy(x) = /Kg(N,C’)dx

LEN(K)

Une discrétisation implicite en temps consiste a remplacer ¢ par ¢, et a remplacer O, N (x, t,+1),

N n -N ybn C ,tn —C tn
0C (@, 1) par M +1A)t (@tn) Clzst +1A)t (,tn)

1.2.4.1 Terme diffusif

Le calcul du flux numérique diffusif nécessite d’approcher les valeurs de s(x)VA(N) - ng 1, sur
les interfaces ok 1 des volumes. Dans le cas de fonctions diffusives scalaires (s et m) continues
et sous ’hypothese d’admissibilité du maillage 7}, la valeur approchée du flux diffusif normal

peut étre calculée en utilisant des différences finies,

OK,L
[ s@vA) s drte) = s T (a) - avi) (1.12)
OK,L K,L
ou sk, = $(Tk ) désigne I'approximation de s(z) sur l'interface ok 1 et Tr  est le point

d’intersection du segment [z, x1] avec I'interface commune o 1. Par conséquent, les nouvelles

transmissiblités sont :

oKL
dr,

TK,LZSK,L (1.13)

Afin de traiter les discontinuités de coefficients diffusifs qui coincident avec les interfaces

du maillage, on introduit :

S = ]K| / x)dx et Sgo = |SKNK,0|, (1.14)

ou |.| est la norme euclidienne, sk, est I'approximation de s(x) sur 'interface o = o 1, et N

est le vecteur normal unitaire orthogonal a 'interface ok 1 en sortant du volume K.

Afin d’obtenir un flux conservatif, on introduit des inconnues auxiliaires u, sur les inter-
faces. Ces inconnues sont tres utiles a I’écriture du schéma numérique mais elles sont localement
éliminées afin d’écrire le probleme discret seulement avec les inconnues primaires (Ng)ge7; -

Comme s est continue sur K et L, 'approximation H, de s(z)VA(N) - nk, peut étre aussi
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effectuée de chaque part de ox 7, en utilisant le principe des différences finies,

A(No) — A(Nk)
dK,cr

A(NL) — A(No)

sur L.
dL,a

H, =skq sur K; Hy, = 51+

En exigeant 1’égalité de ces deux approximations ci-dessus (la conservativité du flux diffusif), on

obtient la valeur suivante de A(N,),

1

s | A(NL)
SL.o SK,o ( L
i e

SL,o
dL,O'

SK.o
AWK ).

A(Na) =

qui nous permet de déduire I'expression de I'approximation H,,

H, = 7,(A(NL) — A(Ng)) avec 7, = SKoSLo (1.15)

SL,O'dK,O' + SK,UdL,U

En conséquence,
/ s(x)VA(N) - nxrdy(xz) = TG‘UK7L|(A(NL) - A(NK)) , (1.16)
OK,L
avec les nouvelles transmissibilités suivantes :

TK,L = To |0K,L|- (1.17)

Finalement, on peut donc introduire la fonction suivante s; comme étant une approxima-

tion de s constante sur chaque diamant Tk f, :

= s(x i t ti
on(z) = { sk, :=s(ZTk,) sis estcontinue, (1.18)

TodK,, si s est discontinue sur les interfaces.

ou le terme 7, est bien défini dans (|1.15)).

Sous I'hypothése d’admissibilité du maillage 7y, on peut utiliser le méme raisonnement
pour en déduire une approximation similaire du flux normal s(x)VC'-ng 1, (resp. m(z)VC nk.1)

sur les bords de volumes de controle au sens des différences divisées de valeurs Cf, et Ck :

lok I,

d (CL—CK) (resp. 5éK,L = /LK7L(CL—CK)),
K,L

1
(50}(7[, = SK,L(SCK,L = SK,L

ol g1, sont les transmissibilités reliées au flux diffusif du chimio-attractant et qui sont définies

similairement aux termes 7, ;, mais cette fois ci en utilisant la fonction m(x).

1.2.4.2 Terme Convectif

Pour calculer le flux numérique convectif, on approche s(z)x(N)VC 1k 1, en utilisant les valeurs
Nk, Ny, et 6Ck,1, qui sont valables dans le voisinage de 'interface o 1. Pour cela, on utilise le

méme flux numérique G(Ng, Ni,, §Ck 1) défini dans [2]. La fonction G d’arguments (a, b, c) € R?
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désigne le flux numérique de convection et elle satisfait les propriétés suivantes :
e G(.,b,c) est croissante, V b, ¢ € R et G(a, ., c) est décroissante, V a,c € R.
e G(a,b,c)=-G(b,a,—c) V a,b,c € R; donc le flux est conservatif.

e G(a,a,c)= x(a)c V a,c € R; donc le flux est consistant.

Il existe C' > 0 telle que ¥ a,b,c € R, |G(a,b,c)| < C(|a| + |b])|c|.

Il existe un module de continuité w : Rt — RT tel que : Va,b,d’,V,c € R, |G(a,b,c) —
GV, o) <|clw(|la—d|+1]b—"V]).

Remarque 1 Voici une possibilité de construire un flux numérique G qui satisfait les propriétés

précédantes. On décompose x en sa partie x4 croissante et sa partie x| décroissante :

xi(2) = /0 () ds, xu(2) = /0 " ()" ds.

On rappelle que :

sT = max(s,0) et s~ = max(—s,0).

11 suffit donc de prendre comme flux numérique convectif,
G(a,b,c) = ¢ (x1(a) + x1(b)) — ¢ (x+(b) + x1(a)) - (1.19)
Notons que dans le cas ot x (par exemple (1.6])) posséde un mazimum local unique au point

N €1[0,1], on a : x4(2) = x(min{z, N}) et x,(2) = x(maz{z,N}) — x(N).

1.2.4.3 Schéma Numérique

Finalement, on peut écrire le schéma de volumes finis suivant : VK € Ty,

1 1
0 = — 0 = —
NY = 7 /KNO(x) dz, C% 7 /Kco(x) dx . (1.20)

Et Vn € [0,...,N], VK € Ty,

Nn+1 _ N©
KISE =R = 3 (AN AW )+ Y GOVE RO =0
LEN(K) LEN(K)
(1.21)
ol om nil i
K= 5 > ukr(CpT = Ot = |Klg(NE, Ci), (1.22)
LEN(K)

ou les transmissibilités sont définies par ((1.13) si les fonctions diffusives sont continues sur
- : : _ +1 ~ _
les interfaces ou par (1.17) sinon. Les inconnues sont N = {Ny }Ke’rh,ne{o,...,N} et C =

{C’?{H } KeTy,nefo,.. N} La solution discrete associée au schéma ((1.21))-([1.22]) est un couple (Vy, Cy,)
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de fonctions constantes par morceaux sur Q7 données par :

\V/K S 77“ Vn S [0, ...,N], Nh|(t",tn+1}><K - N;zv+1, Ch|(t",t”+1]><K - C?(+1 .

1.3 Convergence du schéma numérique

Cette section est consacrée a l’étude de convergence du schéma généralisé de Volume Fini
construit dans la section précédante. Tout d’abord, on commence par énoncer le théoreme de la
convergence. Ensuite, on va démontrer ce théoréme en construisant des estimations a priori et

en utilisant des arguments de compacité.

Théoréme 1 (Convergence du schéma) On suppose que Cy € L>(Q), Cyp > 0 et que 0 <

No <1 p.p. sur Q. Sous les hypotheses (1.5)), (1.7) et (L.8]),
1) 1l existe une solution (Ny, C,) du systéme discret (1.21)-(1.22)) avec la condition initiale (1.4)).

2) Toute suite (hy,)m qui tend vers 0 posséde une sous-suite telle que (Ny,. ,Ch.) converge p.p.
sur Qr vers une solution faible (N, C) du systéeme (1.1)-(L.2) au sens de la Définition 1]

La preuve de ce théoreme se divise en plusieurs Lemmes et Propositions dont les techniques sont

essentiellement utilisées dans [33] écrit par Eymard, Gallouét et Herbin.

1.3.1 Analyse a priori de solutions discretes

1.3.1.1 Positivité de (), et confinement de N,

Lemme 1 Soit (N, C?(H)KeTh nefo,..., Ny la solution discréte du schéma (11.21)-(1.22). Alors,
pour tout K € Ty, et pour tout n € {0,..,N}, on a : 0 < N}‘{H <1et C}‘{H > 0.

Preuve : Raisonnons par récurrence sur n. Grace a I’hypotheése , cette assertion est vraie
pour n = 0. Supposons qu’elle est vraie a 'ordre n et montrons par 'absurde qu’elle reste vraie
alordre n + 1 (N;é“ > 0). On suppose que N]@H < 0 et que Nz > 0. On considere un volume
fixe K tel que Ny = min{ N7} e .

Multiplions 1’équation ([1.21]) par —(NI”{H)*, on aura :

Nn+1 _ N©
—’K|KTtK(N}}H)_ + E i, L (AN — ANEDY) (N~
LEN(K)
— Y GINETLNPL (N T =0,
LEN(K)

D’une part, la monotonicité de l'opérateur A et la positivité des transmissibilités 7x 1 (par
définition) entrainent la positivité du terme diffusif. D’autre part, les propriétés du flux G (par
définition : la monotonicité et la conservativité) et le prolongement de x par 0 en dehors de [0, 1]

impliquent que

G(NE NP 60 < GINET, N 603t ) = 603 I (Nt = 0.
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En conséquence,

Nl Nn
KN < 0
Comme Nt = (NEHF — (N~ = —(NEHH)~, alors
—(NHH= — N7
5 =N vy
Cette derniére inégalité est satisfaite si (N-"!)~ = min{—Np" 0} < 0 qui n’est autre qu’une

contradiction.

En suivant le méme raisonnement, on peut montrer que Nﬁ“ < 1 en multipliant ((1.21))
par (N — 1)* et que CXT > 0 en multipliant (T.22) par -(C7)~

1.3.1.2 Estimations a priori discretes

Sous I'hypothese de transmissibilités positives, la Proposition suivante des estimations a priori

est démontrée en détail dans la Proposition 3.2 de [2].

Proposition 1 Soit (Nj-t C’I"<+1)K€7—h nefo,...N] la solution discréte du probléme (1.21))-(1.22)).
Alors, il existe une constante M dépendant de ||Col|oo, e, B et T telle que :

CEL <M. (1.23)

En plus, il existe une constante C > 0 dépendant de Q, T, ||Collos, cv, d et de la constante C

qui provient de la propriété de continuité du flur G telle que :

—ZAtZ > mwfa N}}“)—AN”“‘ ZAtZ > m|optt-cpt el

= KeT, LEN(K) n=0 KeT, LEN(K)
(1.24)

1.3.2 Existence d’une solution discrete

Proposition 2 Le probléme (1.21)-(1.22) admet au moins une solution (Nt C;?rl)KeTh nel0,.., N

Preuve : On suit une démarche similaire utilisée dans la preuve de la Proposition 4.1 de [2].
On note N}' = {N¢ ke, et Cf) = {C)} ke7;,- On montre l'existence de la solution discrete par

récurrence sur n. Supposons que (N}, C') existe et montrons I'existence de (V, ,?'H, C’,’ZH).

L’équation est une discrétisation en volumes finis d’une équation parabolique linéaire,
implicite en temps. C’est un systeme en dimension finie linéaire par rapport aux inconnues
{N[@H, K € Tp}. 1l suffit donc de montrer par récurrence que la solution unique du systéme
homogene associé est nulle (AC' = 0 = C' = 0) pour en déduire l'existence et 1'unicité de C;'*".

En effet, supposons que g = 0 et Ci = 0 et montrons que C’}L(H = 0 pour tout K € Tp. En
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multipliant I’équation discréte homogene associée a ((1.22)) par C’?(H et en additionnant sur tous

les volumes K € Tj, on obtient :

STIKICET? = > > prn(CP - cptheptt =o.

KeTy KeTn, LEN(K)

Le rassemblement de la somme du flux diffusif selon les interfaces implique que :

Z |K’ Cm+1 Z /JKL Cn+1 Cn+1) =0,

KeTy, O'KLES

d’out HCZHH%Q(Q) =0 et donc O = 0 pour tout K € T,.

Comme A(.) est strictement monotone alors A(.) est inversible. On peut réécrire I’équation
([T.21) en termes de w} avec Nj = A~ (w}); i € [0, ..., N]. Supposons que w]! et O existent.
On introduit le produit scalaire [.,.] sur R7" et on définit Papplication M qui associe, & un

vecteur W = (W}é“) KeT,, Uexpression suivante déduite de I’équation ([L.21)) :

A1 Wn+1 — A Ywn
M(W) _ (|K| ( K )At ( K) _ Z TK,L(W£L+1 _ W]Té+l)
LEN(K)
n+1 n+1 n+1
+ Y AT W), AT WY 0 ))KETh.
LEN(K)

On multiplie par W}?l, on additionne sur tous les volumes K € 7, on utilise les estimations

, et I'inégalité de Young pour en déduire que :
[MOW), W] > CIW]* = C'|W| — C" > 0 pour |W)| suffisamment grand ,
ot C, C" et C" sont des constantes strictement positives. En conséquence,
[M(OW), W] > 0 pour |W| suffisamment grand .
Cela implique qu’il existe un vecteur W telle que
MOW) =0.

En effet, raisonnons par l’absurde et supposons qu’il n’existe pas un W tel que M(W) = 0.

Dans ce cas, on peut définir sur une boule d’origine O et de rayon k, I’application suivante :

S : B(0,k) — B(0,k)
__ kMW)
w > S(W)——iw(w)].

L’application S est continue grace a la continuité de M et la norme [M(W)] n’est pas nulle

sur la boule B(0, R) convexe et compacte. Le théoréme de point fixe de Brower nous permet de
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conclure 'existence de W tel que

CEMOW)

En prenant la norme de deux c6tés de ((1.25)), on obtient que [W] = k > 0 et en prenant le produit

scalaire par W de chaque coté de (1.25)), on obtient que W, W] = [W)]? = —kw <0 qui

+1

n’est autre qu'une contradiction. Ainsi, wy™" existe et Par la suite la solution discrete N}’ZH

existe.

1.3.3 Estimations de compacité sur les solutions discretes

On montre maintenant des estimations de translatés en temps et en espace de la fonction discrete

wy, avec wp, = A(Np) ou Cj, néceessaires a l'application des arguments de compacité.
Lemme 2 I existe une constante C(Q2, T, Ny, Cy) > 0 telle que :

2
vee R [| Junltir )~ un(t.o)| dude < CIEI(¢] + 20) pour wy = AN, G
’x[0,T)

(1.26)

avec Q' ={zx € Q, [z,x+E& CQ} et

VT € (0,77, //
Qx[0,7—7]

Preuve : Tout d’abord, on simplifie les notations en écrivant :

Z au lieu de Z

OK,L [(K’L)€7—}12:K7$L7‘0’K,L‘7£0}

2
wp(t+7,2) —wp(t,x)| dedt < C(1+ At) pour w, = A(Np), Ch, .

(1.27)

Soit £ € R?, L € N(K). On définit sur Q' la fonction :

1 si[z,z+&] intersecte ok 1, K et L

BC"K,L (v) = {

0 sinon

£

GRS L’ et on remarque que

Ensuite, on définit c¢5, , = ’

i) /Q/ BO'K,L(x) dr < |O-K7LH§‘CO'K,L7

car fQ, Box.L (z)dx est la mesure de ’ensemble des points de ' qui se trouvent dans un cylindre

de base ok 1, et de vecteur générateur —¢. En plus, on a :

ii) Z /BO'K,L (m)CUK,LdK,L < |§’ + 2h.

OK,L
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En effet, dés que Q n’est pas supposé convexe, il se peut que [z, + ¢] ¢ Q. Pour éviter cela,
soit ¢ et 2/ € [,z + €] tel que 3 # 2 et le segment [/, 2'] C Q dont il existe deux volumes K
et L € Ty tels que : ¢/ € K et 2/ € L. Doty

Z/BO'KL CU'KL KL:(yl_Zl)'év

OK,L

ol y; = T ou Ty avec 0 € Eppy N Ex €t 21 = T ou xy avec 0’ € Eepe N Er dépendant de la
position de ' et 2’ dans K ou L respectivement.

Des que y1 =y + y2 avec |yo| < h et 21 = 2’ + 23 avec |22| < h, alors
(= 21| < 9= 1+ ol + o] < ]+ 20
Par la suite, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'estimation ([1.24)) entrainent que :

//,X[O . | ANt 3+ ) = ANy (t,2)|* dadt < //,X[O . ( 3 AW - A(N2+1)’50K7L($))2dxdt

OK,L

A Nn+1 Nn_H 2
//Q 0,7] Z | ( K )| /BUKL Z/BUKL dKLCO'KL) dxdt
!X

dr,Lc
OK,L TK,L OK,L

A Nn+1 Nn+1 2
ZBO’KL dKLCUKL ZA Z‘ ) ‘ /BUKL

oKL oKL dKLCUKL
< CTlyl(ly| +2h).

L’estimation ([1.27)) de translatés en temps est facilement montrée en adaptant les mémes tech-

niques du référence [2]. Ceci termine la preuve de ce Lemme.

1.3.4 Etude de Convergence

Dans cette section, on va montrer la convergence de la solution du probleme discret vers une

limite qui n’est autre qu’une solution faible du probléme continu au sens de la Définition

Lemme 3 Il existe une suite (h,)men/hm — 0 quand m — oo et des fonctions (N,C) sur Qr
vérifiant 0 < N < 1, A(N) et C € L*(0,T; HY(2)), telles que :

i) Np. — N et Cy. — C p.p. dans Qr et fortement dans LP(Qr)V1 <p < +oo,  (1.28)

i1) Vi, ANy, ) = VA(N) et V. Ch. — m(x)VC dans (L*(Qr))?, (1.29)

iii) sp(z) = s(z) p.p. dans Q. (1.30)
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Preuve : Le Lemme [2| et le critere de compacité de Kolmogorov (Voir [10], Theorem IV.25)

impliquent I'existence d’une sous-suite de IV}, telle que
A(Np) — A dans L*(Qr).
Puisque A est strictement monotone, il existe une densité unique N telle que A(N) = A. Donc,
A(Ny) — A(N) dans L*(Q7) et p.p. dans Q7 . (1.31)

Comme A~! est bien définie et continue, en appliquant la borne L™ sur N, et le théoreme de

convergence dominée de Lebesgue & Nj, = A71(A(Ny,)), on a :

Np — N dans LP(Qr) et p.p. dans Q7,1 < p < 400.

De la méme maniere, les estimations de translatés en espace et en temps et la L°°-borne
de C}, de ([1.23)) assurent I'extraction d’une sous-suite C}, telle que :

Cp — C dans LP(Qr) et p.p. dans Qp, 1 < p < +oo.

Montrons maintenant (1.29)). Grace a Uestimation (1.24), on a V,. A(up,, ) — T dans L*(Qr).

Il reste & montrer que I' = VA(N) en deux étapes :

Premiere étape : Montrons que :

hzm—0

Ep,. :// thA(th)cpda:dt—i—// A(Np. )V - pdzdt "= 0.
T T

/QA(th)(xJ)V (o(x,t)) dz = Z/ANh )z, )V - (p(z,t)) dz

KeTy,

Z Z AN”“/ (s, t)nK, ds

KeTn, LEN(K 9K,L
32 X (AN Ay [ st ds.
KeTh LEN(K) OK,L

D’apres la définition ((1.11) du gradient discret, on a :

/Vh (N, goda:—f Z Z Vi, ANy, ) dx

KGTh LEN(K Tk,L

g
=3 Z Z A(NE) A(NE“));TK’L} o(x, t)n,p dz .
KeTh LEN(K K,L| JTg 1,
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Des que ¢ est réguliére, on applique la formule de Taylor pour obtenir :

(x,t) KL dx — / o(s,t) KLdS‘<h
‘|TKL|/TKL X lok.Ll KL! n allellor @) -

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'estimation ((1.24)), on a :

2[Ep| < hallell oo Z Aty Z AN — AN |ok L]
KeT, LEN(K

N—-1
< haVCllellenam (Do At 3

n=0 KeTy, LEN(K)

Ensuite, on rappelle que la condition d’orthogonalité (die & I’admissibilité du maillage) implique
di.plog,| =dTk,L|, (1.32)

et que :

D> ITkel =29

KeT, LEN(K)

Par la suite,

1 hn—0
Ep,. < ihml\goﬂcl(m)\/QCTd\m 2370,

Deuxieme étape :

D’un part, la premiere étape et I'assertion impliquent que :
(Viy ANy )y ) = =(A(Nny,), V- 0) = =(AN), V- ) = (VA(N), ¢).
D’autre part, la convergence faible dans L?(Q7) déduite de entraine que :
(Viy A(Nngz ), @) = (T, 0) -
D’ouI'=VA(N).

Finalement, on montre ([1.30). On se base sur 'approximation s; définie dans (|1.18)).
Vs € L*(Q) C L1(9), on rappelle que la fonction constante sur chaque diamant T f, :

1

—_— s(x)dx.
’TK,L| Tk,L

sn(z) =

Soit ¢ € C%(Q) alors Ipp(z) = ﬁfTK,L e(z)dr — @(x) p.p. et [Hpp(x)] < [lolre@)
D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a : I, — ¢ fort dans L'(2). En

plus, par densité on a :

Vs € LY(Q), 3o € CV(Q); ||s — ol <e.
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D’ou :
h—0
Isn — sllpi) < llsh — Hrellp) + e — @l +lIs — ¢l — 0

Et on peut facilement déduire (|1.30]).

Lemme 4 Les fonctions limites N et C construites dans le Lemme[3 constituent une solution

faible du probleme (L.1)-(1.2) au sens de la Définition .

Preuve : Soit ¢}, := o(t", 2x), VK € Tp et n € [0,.., N +1] avec € D([0, T[xQ). On multiplie

par Atgo”“ et on additionne pour tout K € Tp, et n € [0, .., N]. On obtient :
Sp+Sh4Sh=o,

ou

i
I MZ'

Z [KI(NE = N
=

Z Aty T, L (AN — AN it
n=0  KeT, LeEN(K)

Sy = Z At YN GINEM NPT CK LRt

n=0 KeTn, LEN(K)

Terme d’évolution en temps. En faisant une intégration par parties et en tenant compte que

tp%“ = 0 pour tout K € T, on obtient :

N—-1
=) Y IKINET (et = o) = D IKINR ek

n=0 KeTj, KeTh

tn+1

=—zz/

/ N”Hf)t(p t,xx) dxdt — Z / No(z)p(0, xf) dxdt
n=0 K&T;

KeTy,

T
:—/ /Nh(t,x)atcp(t,x;() dacdt—/No(x)go(O,xK)dx.
0 Q Q

T
—/ /N@tgpd:cdt—/]\focp(o ) dx
0o Ja Q

En profitant de la régularité de la fonction test ¢, en appliquant Taylor et en utilisant le Lemme

On définit

i), on obtient facilement que :

‘ h—0

1S — gk
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Terme diffusif. En le regroupant par cotés et en appliquant Taylor, on a :

(NEH-I) _ A(N[Té—&—l) n+1 SD7IL<—4-1

dx,L dg1,

ZAtZ Z SK,L— |UKL|dKLd

KeTnp LEN(K)

N 1

= ZAt Z Z sk, LTk, L|(Vi,LAN, +1) 77KL)(V<,0(15"+1 Tr.L) NKL),
n=0  KeT, LeN(K)

ol Ty, est un point du segment [z, zr] et ni 1 = %. Par la suite,

(VK LA(Nn+1) V(p(tn+1 TK L))

]:Z:Atz 3

KeTy, LEN(K)

/ / DVRANY) - (V) dadt

ou

(vc}o)h|]tn,tn+1]XTK’L = vso(tn+la i‘K,L) .

Ensuite, il est clair d’apres le Lemme (3] ii) et iii), la continuité de ¢ qui donne (V¢), — Vo

dans L (Qr) et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue que

lim Sk ) - Ve dadt .
m——+00

Terme convectif. En regroupant par cotés, on aura :

== Z Aty Z G(NEHL NP 6O (o™ — o).
KeT, LEN(K

Pour chaque couple K et L de volumes voisins, on introduit N%! comme étant le minimum de
q p ) K,L
n+1 n+1 .
N et N7 et on pose :

= —fZAtZ D XINEEDOCE G — i),
KeT, LEN(K)

On introduit les deux fonctions Nj, et Np, -
~ 1 1 - 1 1
Niljm gnt11x1yc, 7= max{ N NPT Ny [ gy epy, 7= min{ N, NP

Selon la définition de V}, et (V)p, on peut écrire :

h* = —/ /Sh Nh YWiCh - (Vo) dxdt .
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En utilisant la monotonicité de A et I'estimation (1.24]), on a :

T
/O/Q\A(Nh)— ZNZ > |TKL|\AN”+1 ANE P

n=0 KeT, LeN(K

< B2 Z At Z Z |UKL| Nn+1) A(NITéJrl)’Q < Ch2 )
KeT, LEN(K

Donc,
A(Ny.) — A(Npy,) p-p- dans Q7 quand hyz — 0.

Comme A~! est continue alors,
Ny — Np. p.p. dans Q7 quand hz — 0.
En utilisant le Lemme i), iil) et que Niy, < Npy < Ny, onac

X(Np,. ) = x(N) p.p. dans Q7 et dans LP(Qr), pour p < +00.

Le Lemme [3]ii) implique que

lim S Rl / / N)VC - Vydzdt.
m—-+00

Ensuite, il en résulte des propriétés de G que :
[G(NEHL NPT 6CHT) — x (NSO = |GNEH NP 6O — GV, N 6CRT)|

< [6CKT lw(d|INEFH = NEH).
Donc,

18— 5| < / / w@Ny — Nu)IVaCr - (V-

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la borne uniforme de V,C}, d’apres ([1.24)), la borne

uniforme de s et la convergence Np_ — Nj,., on peut finalement déduire que :

lim S "= / / N)VC -Vedzdt.

m——+00

Finalement, il faut noter que les résultats de convergence concernant la concentration du chimio-

attractant C peuvent étre montrés de la méme facon et en suivant le méme raisonnement.

1.4 Tests Numériques

Dans cette section, des expériences numériques sont effectuées afin de vérifier nos résultats

théoriques. La résolution se fait a I’aide d’un code Fortran 95 étendu au cas de problemes avec
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des coefficients diffusifs hétérogenes et discontinus.

1.4.1 Probleme elliptique.

On cherche a montrer dans cette partie 'efficacité de la solution numérique calculée en utili-
sant les nouvelles transmissibilités . Ainsi, il faut faire attention qu’on puisse écrire ces
transmissibilités sur les interfaces d’une autre fagon. Il suffit de prendre dans la moyenne
arithmétique des approximations de la fonction diffusive s(x) sur les deux triangles voisins de

cette interface. Par suite, les transmissibilités s’écrivent :

’UK,L (SK.o + SL,U)
dK,L 2 '

TK,L = (1.33)

Le but du test suivant est de montrer que les transmissibilités ((1.17]) apportent de solutions ap-
prochées plus précises que celles calculées en utilisant les transmissibilités (1.33]). On va effectuer
ce test de comparaison sur le maillage admissible donné sur la Figure [1.2(b)]

1.4.1.1 Test 0 : Tuyau oblique

Afin de comparer 'efficacité de solutions numériques calculées avec ([1.17]) et ((1.33)), on considere

le probleme elliptique suivant :

V.- (s(x)VN) = f
Negacte = x+5y

Le domaine Q est le carré unité et il est divisé en trois sous-domaines :
N = {(z,y) € Y ¢1(x,y) <0},

Qo = {(z,y) € U d1(z,y) > 0 et ga(z,y) <0},
Q3 = {(‘T7y) € Q; ¢2($,y) > 0}7

avec ¢1(x,y) =y+9(x—0.5) —0.475 et ¢p2(z,y) = ¢1(x,y) —0.05. Les conditions aux bords sont

de Dirichlet non homogénes. Dans ce test, la pente du tuyau est § = 0.3, la fonction diffusive

scalaire,
1 si(z,y) € QUQs
s(z,y) = .
6 si (x,y) € Qo
est hétérogene discontinue et le second membre f = —V - (s(x,y)V Nezacte) = 0 déterminée en

fonction de la solution exacte et de la fonction diffusive scalaire choisies dans ce test.

La Figure[I.3]nous montre la solution exacte et la solution approchée obtenues dans ce test.

Les erreurs entre la solution exacte et la solution calculée avec les deux types de transmissibilités

(1.17)) et (1.33)) sont données dans le tableau et dans la Figure On conclut qu’avec la

moyenne harmonique, les solutions approchées sont plus efficaces.
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1.4.2 Probleme isotrope général de Keller-Segel

Dans ce qui suit, on effectue plusieurs tests numériques pour valider le schéma généralisé de
volumes finis appliqué au modele isotrope général de Keller-Segel. Le calcul de la solution
numérique est effectué selon l'algorithme suivant : A chaque instant discret t,41, on calcule
tout d’abord la solution C™*! du systeéme linéaire donné par 1’équation . Ensuite, on cal-
cule la solution N™*! du systéme non-linéaire en utilisant un algorithme de Newton pour
approcher la solution du systéme non-linéaire et une méthode de bigradient pour résoudre les
systemes linéaires résultants de la procédure de l'algorithme de Newton. On va effectuer nos

tests sur des maillages admissibles donnés dans la Figure

1.4.2.1 Test 1 : Cas hétérogeéne continu

On considere les données suivantes : L, = 1 et L, = 1 comme étant la longueur et la largeur du
domaine de Delaunay construit par un logiciel triangle et donné dans la Figure|1.2(a)l Dans ce

premier test, on considere les fonctions diffusives suivantes :
s(z) = (z —0.5)2 + (y — 0.5)% m(x) = 1.

En plus, df = 0.005, @ = 0.01, 8 = 5 x 1073, A(N) = D(XF — 22) avec D = 1071, x(N) =
ecN(1 — N)? avec ¢ = 4 x 1071 Finalement, le coefficient diffusif du chimio-attractant est d =
107°. Les conditions initiales sont définies par régions (Voir Figure . La densité initiale
est définie par No(z,y) = 1 dans le carré (z,y) € ([0.2,0.3] x [0.45,0.55]) et O ailleurs. La
concentration du chimio-attractant initiale est définie par Cp(z,y) = 5 dans I'union des deux
carrés (z,y) € ([0.45,0.55] x [0.25,0.35]) U ([0.45,0.55] x [0.65,0.75]) et O ailleurs. Dans la Figure
1.5] on observe I’évolution de la densité cellulaire en temps durant laquelle on remarque 1’effet
du chimio-attractant, des que les cellules sont finalement présentes dans les zones du chimio-

attractant.

1.4.2.2 Test 2 : Cas hétérogene discontinu

On présente ce deuxieme test pour traiter le cas des coefficients diffusifs hétérogenes et discon-

tinus. Pour cela, on considere

6 iy <0.5
s(x) = TIE m@) = 1.
1 siy>0.5

Le domaine € est le carré unité et le maillage est donné dans la Figure On peut ainsi re-
marquer que les discontinuités des coefficients diffusifs coincident avec les interfaces du maillage.
Ensuite, on choisit dt = 0.005, a = 0.01, 8 = 0.05, A(N) = D(X* — 22) avec D = 0.03,
X(N) = e¢N(1 — N)? avec ¢ = 0.1. Finalement, le coefficient diffusif du chimio-attractant est
d = 107°. Les conditions initiales sont définies par régions (Voir Figure . La densité initiale
est définie par Ny(z,y) = 1 dans le carré (z,y) € ([0.15,0.25] x [0.45,0.55]) et O ailleurs. La

concentration du chimio-attractant initiale est définie par Cy(x,y) = 5 dans I'union de deux
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Transmissibilités (1.33) (L.17)
Erreur L™ 2211 x 1072 | 1.578 x 1072
Erreur L2 4.889 x 10~% | 2.488 x 1072

Erreur L™ relative || 1.711 x 1072 | 1.221 x 10~ 2
Erreur L? relative || 2.928 x 10~% | 1.490 x 10~*

TABLE 1.1 — Test 0- Comparaison des erreurs de solutions approchées.

carrés (z,y) € ([0.45,0.55] x [0.7,0.8]) U ([0.45,0.55] x [0.2,0.3]) et O ailleurs. On observe clai-
rement dans la Figure le comportement de la densité cellulaire et son évolution en temps
ainsi que l'influence de la diffusion discontinue. On remarque que les cellules sont finalement
présentes en exces dans la zone inférieure du domaine.

On note aussi qu’on peut visualiser nos résultats numériques a l’aide des courbes d’évolution en
temps de la densité cellulaire et de la concentration du chimio-attractant sur des points fixés.
Pour ce deuxieme test, afin de comparer I'attitude de la densité cellulaire IV entre les zones
supérieures et inférieures du domaine, il suffit de fixer les deux points (0.25,0.46) et (0.25,0.54)
dans la zone initiale des cellules et les deux points (0.5,0.25) et (0.5,0.75) dans les deux zones du
chimio-attractant. On peut facilement remarquer la diffusion discontinue des qu’elle commence
en retard dans la région supérieure de la zone initiale des cellules (Voir Figure et le retard
de la convection des cellules vers la zone supérieure du chimio-attractant (Voir Figure [L.8(b)).

0.8 0.8

0.4+ 0.4

0.2+ 0.2

(a) Maillage de Delaunay de 620 triangles. (b) Maillage de type Boyer de 3584 triangles.

FIGURE 1.2 — Des maillages admissibles 7Tp,.
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0.8 0.8

0.4 0.6 0.8

(a) Solution exacte. (b) Solution approchée.

FI1GURE 1.3 — Test 0- Tuyau oblique.

(a) Condition Initiale de la densité cellulaire (b) Condition initiale de la concentration du chimio-
No. attractant Co.

FIGURE 1.4 — Test 1- Conditions initiales.
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(a) La densité cellulaire (N) al'instant ¢t = 5 (b) La densité cellulaire (N) & linstant ¢ = 12.5 avec
avec 0 < N < 0.1859. 0 < N <£0.1365.

(c) La densité cellulaire (V) a linstant ¢ = (d) La densité cellulaire (N) & linstant ¢ = 50 avec
17.5 avec 0 < N < 0.2345. 0 < N <0.4291.

(e) La densité cellulaire (N) & l'instant ¢t =
100 avec 0 < N < 0.3760.

FIGURE 1.5 — Test 1- Cas hétérogene continu sur un maillage de Delaunay.



24 Méthode de Volumes Finis généralisée pour un modéle isotrope de Keller-Segel

0 o8
o6 o6
i i
3 i
0 0.t
0 0.2
o P ole ola o'z ol o oa
s-anis s-axis

(a) Condition Initiale de la densité cellulaire (b) Condition initiale de la concentration du chimio-
No. attractant Co.

FIGURE 1.6 — Test 2- Conditions initiales.

0.8 0.8
0.6 0.6
] ]
5 3
0.4 0.4
0.2- 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
X-axis x-Axis

(a) La densité cellulaire (N) a l'instant t = (b) La densité cellulaire (N) & U'instant t = 5 avec 0 <
2.5 avec 0 < N < 0.1055. N <0.07963.

(c) La densité cellulaire (V) a linstant ¢ = (d) La densité cellulaire (N) & linstant ¢ = 40 avec
10 avec 0 < N < 0.1991. 0 < N <£0.5570.

F1GURE 1.7 — Test 2- Cas hétérogene discontinu sur un maillage du Benchmark FVCASB.
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Chapitre 2

Schéma Volumes Finis-Eléments
Finis combiné monotone pour un

modele anisotrope de Keller-Segel

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude d’un schéma combinant les méthodes de volumes finis
et d’éléments finis non conformes qui permet une discrétisation efficace du modele dégénéré de
Keller-Segel avec des tenseurs anisotropes sans imposer trop de restrictions sur le maillage du
domaine en espace. Dans le cadre des applications qui nous concernent, le schéma doit respecter
les bornes biologiques de quantités approchées et cela se réalise par la vérification du principe de
maximum. Dans le cas de transmissibilités négatives, une correction du flux diffusif est nécessaire
pour maintenir ce principe et Par la suite la convergence du probleme discret. Finalement, des
tests numériques sont effectués pour montrer la robustesse et Defficacité du schéma combiné

monotone.

2.1 Introduction

Dans le cas de tenseurs isotropes et homogenes réduits a une matrice d’identité, un schéma de
volumes finis a été récemment développé dans [2] et a été étendu au cas isotrope hétérogene et
discontinu dans le premier chapitre de cette these. Toutefois, le schéma de volumes finis clas-
sique centré par maille impose des restrictions sur le maillage (condition d’orthogonalité) pour
obtenir des flux diffusifs consistants et on ne peut pas I’étendre simplement au cas ou le tenseur
de diffusion est anisotrope ou le calcul du flux numérique diffusif général nécessite d’appro-
cher les valeurs S(z)VA(N) - n sur les interfaces du maillage. Une grande variété de méthodes
qui consistent a reconstruire tout le gradient de la solution sur les arétes et pas uniquement
sa composante normale, ont été proposées. Par exemple, le schéma MPFA “Multi-Point Flux
Approximation” étudié dans [I] mais le schéma résultant n’est pas symétrique et Par la suite
la résolution du systeéme linéaire pour le calcul de la solution approchée est plus cotiteuse. Un
autre exemple est le schéma de volumes finis hybride (aussi connu sous le nom de SUSHI) pro-

posé initialement dans [34] et généralisé dans [28], mais ce schéma n’assure pas la validité du
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principe de maximum discret. En revanche, il est bien connu que la discrétisation par éléments
finis permet une approximation tres aisée des flux diffusifs dans le cas de tenseurs anisotropes
sans imposer des restrictions sur le maillage (pas une condition d’orthogonalité ni une condition
d’angle maximal imposées pour que le maillage soit admissible). Mais, on sait qu’elle produit

des instabilités numériques non justifiées dans le cas d’une convection dominante.

Pour éviter les inconvénients de ces deux méthodes classiques, une idée assez intuitive sera
donc la combinaison d’une discrétisation de termes diffusifs par la méthode d’éléments finis et
des autres termes par la méthode de volumes finis. Les schémas combinant les éléments finis
conformes sur un maillage primaire non structuré avec les volumes finis sur un maillage dual
associé aux sommets, ont été proposés et étudiés, dans [39] et [40], pour des équations de la
mécanique des fluides. La combinaison des volumes finis avec des éléments Finis non conformes
a été introduite par Angot et Al dans [3] pour une équation de diffusion-convection avec un

terme convectif non-linéaire en dimension deux d’espace.

Dans notre travail, nous introduisons et nous étudions l'analyse de convergence d’un
nouveau schéma combiné discrétisant un modele de Keller-Segel avec des tenseurs anisotropes
hétérogenes en dimension deux ou trois d’espace sur des maillages généraux sans tenir compte
de la condition d’orthogonalité restrictive sur le maillage ni de la contrainte d’angle maximal
imposées dans [3]. On a besoin seulement d’une condition de régularité sur la forme du maillage

initial en espace.

D’autre part, le principe de maximum discret n’est pas vérifié, s’il y a d’angles obtus dans
le maillage et si le tenseur n’est pas un scalaire (Voir [31] et [32]), & cause des transmissibilités
négatives obtenues avec le schéma combiné. Pour cela, on présente une technique non-linéaire,
selon l'esprit de la méthode faite dans [60] et [12], comme une correction de flux diffusifs pour
obtenir un schéma monotone qui maintient les propriétés discretes du schéma initial, en particu-
lier la coercivité et la convergence vers une solution faible du probléme continu. Finalement, nos
résultats théoriques sont validés par des expériences numériques en tenant compte des différents
maillages possibles du domaine en espace, des tenseurs anisotropes et de la correction du schéma

combiné dans le cas de transmissibilités négatives.

2.2 Modele anisotrope de Keller-Segel.

Le modele anisotrope de Keller-Segel est donné par le systéme parabolique-parabolique suivant :

BN — V- (S(2)a(N)VN) +V - (5(z)x(N)VC) = 0 dans Qr (2.1)
0C -V - (M(z)VC) = g(N,C) dans Qr, (2.2)

avec des conditions aux bords de flux nul sur ¥;= 9Q x (0,7,

S(z)a(N)VN -n=0, M(z)VC -n=0, (2.3)
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et des conditions initiales définies dans 2 :
N(z,0) = Ny(x), C(z,0) = Co(z) . (2.4)

On rappelle que Qr := Q x (0,7) ou T > 0 est un temps fixé et 2 est un domaine ouvert
borné polygonal connexe dans R%, d = 2 ou d = 3 dont le bord 0 est Lipschitz et 1 est un
vecteur normal unitaire. Dans ce qui suit, on considere les mémes hypotheses , et
du premier chapitre ainsi que leurs interprétations. Seulement, on généralise I’hypothese
a la suivante : Les perméabilités S, M : Q@ — M4(R) o Mg4(R) est 'ensemble des matrices

symétriques d X d, vérifient :
Sij € L>(Q), M; ;€ L>(Q),Vi,5 €{1,..,d}, (2.5)
et il existe C's € RY et Cy € R telles que x € 2,V € R,

S(x)€- &> Cslél?, M(x)¢- € > Cylf. (2.6)

Tout d’abord, il faut noter que 'existence globale d’une solution faible de ce modele ainsi
que 'unicité sous une hypothése supplémentaire ont été énoncées et montrées dans le papier [15].
Pour plus des détails, ces résultats théoriques et les techniques suivies pour leurs démonstrations
sont donnés dans le troisieme chapitre de cette these (Remarque @ dans un cadre tres général

d’un systéeme chimiotactisme-fluide couplé.

Dans ce qui suit, on va construire un schéma combiné robuste et efficace discrétisant le
modele . . On construit le probleme discret et on effectue une étude de convergence
de la solution discréte vers une solution faible du probleme continu au sens de la Définition

suivante :

Définition 2 Une solution faible du probléeme continu (2.1)-(2.4) est la paire (N,C) qui a la

méme régularité donnée par la Définition (] telle que :

/ No(x)p(0, z)dx —/ Nop da:dt—f—/ 2)VA(N) - Vo dxdt —
Qr
/ S(z)x(N)VC -V dxdt =0,
Qr
/ Co(z)¥(0, z)dx —/ Copp dzdt +/ x)VC - Vi) dxdt
Qr

_ // N,y it

pour tout p et € W = {¢ € L*(0,T; H (Q2)), %d; € L*(Qr), ¢(.,T) = 0}.
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2.3 Probleme discret

Cette section est consacrée a la formulation du schéma combinant les méthodes de volumes
finis et d’éléments finis non conformes afin de discrétiser le modele anisotrope de Keller-Segel
(2.1)-(2.4). Au début, on décrit la discrétisation en espace et en temps, on définit les espaces

d’approximation et apres on introduit le schéma combiné.

2.3.1 Discrétisation en espace et en temps

On rappelle que Q est un ouvert polygonal borné de R? aver d = 2 ou 3. Afin de discrétiser
—, on considere une famille de maillages {7;,} du domaine 2, composé de simplexes
fermés avec des intérieurs disjoints, telle que Q = UK@;K . En plus, l'intersection de deux
volumes distincts K, L € T, est un ensemble vide, une face, un segment ou un sommet commun
de ces deux volumes. On note par &, (resp. par Eé”t, ﬁzt) I’ensemble de tous les segments
(resp. intérieurs, extérieurs) et par Ex lensemble de tous les segments d’un élément K € 7.
La taille du maillage 7, est définie par h := size(7j)=maxge7, diam(K) comme étant la borne
supérieure du diametre maximal de volumes de controle dans 7y,. On peut aussi définir un facteur
géométrique relié a la régularité du maillage, en imposant I’hypotheése suivante de régularité en
forme sur la famille de triangularisations {7}, : Il existe une constante positive k7 telle que
K|

in — LS whs0. 2.
P Giam(R)yd = " Vh >0 27)

L’hypothese (2.7)) est équivalente & l'existence d’une constante 67 > 0 telle que

diam (K
max diam(K) <0r,Yh >0, (2.8)
KeT, PK

ol px est le diametre de la plus grande boule inscrite dans le simplexe K.

FIGURE 2.1 — Maillage dual associé aux interfaces du maillage initial de €2 .
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Pour construire le schéma, il est nécessaire de définir un maillage dual associé au maillage
T, initial. Pour cela, on définit une partition duale Dj,, de simplexes fermés avec des intérieurs
disjoints nommés des volumes de contréle de €, telle que Q = U Dephl_). Un élément dual D est
associé a chaque coté op = o, € &,. On le construit en reliant les barycentres de volumes
voisins du co6té op a travers les sommets de op. Similairement au maillage initial, on définit Fp,
fﬁ”t et F£* respectivement par 'ensemble de tous les cotés, des cotés intérieurs et des cotés
extérieurs du maillage dual Dy,. Pour op € Ff*', le contour de D est complété par le coté op.

La Figure [2.1] représente le cas bidimensionnel. On utilise les notations suivantes :

e |D|= mes(D)= la mesure d-dimensionnel du volume D et |o| est la mesure (d — 1)-

dimensionnel du coté o.
e Pp est le barycentre du coté op.
e N(D) est ’ensemble des voisins du volume D.
e dp g = ‘PE — PD‘ est la distance entre les centres Pp et Pg.
e op g est interface commune entre le volume D et E € N (D).
e 7)p g est le vecteur normal unitaire a op g sortant de D.
e Kpp={K €Ty opr CK}.
° D}L"t et D™ sont respectivement les ensembles de volumes duals intérieurs et extérieurs.

Ensuite, on définit les espaces suivants d’éléments finis non conformes (détaillés dans I’Annexe

A):

int

Xpn={en € LZ(Q); ©n|k est linéaire VK € Tp, @y, est continue aux points Pp, D € D"},

Xp, = {pn € Xn; on(Pp) =0, VD € Dy} .

La base de X} est engendrée par des fonctions chapeaux ¢p, D € Dy telle que ¢p(Pgr) =
opg, B € Dy et § est le delta de Kronecker. On rappelle que les approximations dans ces
espaces de Crouzeix-Raviart sont non conformes dés que X; ¢ H'(Q). En effet, seulement la
continuité faible de la solution est assurée a travers les faces du maillages et donc la solution

peut étre discontinue sur les interfaces. On munit ’espace X}, par la semi-norme suivante :

1N, = 5 /K VN [2de,

KeTy

qui devient une norme sur Xp. On a le lemme suivant démontré dans [79].
Lemme 5 Pour chaque élément Wy, = ZDeDh Wpep € Xp, on a

. _ d+1
> diam(Kp )" (Wi — Wp)* < ——[|Whll%, . (2.9)
2dkT

op,p€D;"
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lop. k| 9 d+1 9
E — (Wg — W < ———F——||W . 2.1

UD7E€'D;'.1nt

Preuve : On remarque que :

(2.11)

Donc,

ST (diam(Kpp) C(We-Wp)P< Y (diam(KDE))d_Q]VWh‘KRE|2d%7E

O'D,EE.F;Lnt O'DyEE]'—;Lnt
d+1 . d 2 d+]- 2 d+]- 2
< “od (dzam(K)) ‘VWh|K‘ < m Z ’KHVWh‘K‘ = mHWhHXh
KeTy KeTy,

En utilisant le fait que le gradient de W} est une constante par morceaux sur 7y, les inégalités

d+1
de (2.11)), le fait que chaque K € T} contient exactement < 5 ) = d(d;r D cotés duals et

(2.7)), on réussit & montrer (2.9). De la méme fagon,

lop k| 9 2 d+1 9
Z y (Wg —Wp)~ < Z IYWhlkp | dp,lop,s| < WH”@H)@-

op,BEF; op,g€F;"t

Une discrétisation en temps de [0,7] est donnée par N € N* tels que t, = nAt pour
n € {0, ....,N + 1} et At est le pas constant de temps.

2.3.2 Schéma combiné

Afin de discrétiser le systeme (2.1)-(2.4), on utilise le schéma d’Euler implicite en temps et la
méthode d’éléments finis non conformes pour la discrétisation de termes diffusifs en espace. Les

autres termes sont discrétisés par la méthode de volumes finis sur le maillage dual Dy,.

En notant I'approximation du flux S(x)VC - np g sur U'interface op g par 6Cp g, on peut
considérer la méme fonction G(Np, Ng,6Cp g) que celle du premier chapitre comme étant une
approximation du flux numérique convectif S(x)x(N)VC - np g. Cette fonction est exprimée a
I'aide des valeurs Np, Ng et 6Cp g qui sont valables au voisinage de l'interface op g et elle
satisfait les mémes propriétés du flux G données au paragraphe du premier chapitre. On

peut aussi construire ce flux G selon la Remarque [1| du chapitre précédant.

Ensuite, pour tout élément N, = > pep, ND¥D de l'espace X}, on définit la fonction
Ap(Np) comme étant une fonction discrete de A(Ny,) :

An(Nw) = > A(Np)ep . (2.12)
DeEDy,
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Finalement, un schéma combiné volume fini-élément fini non conforme est donné par ’ensemble

des équations suivantes : Pour tout D € Dy,
NO 1/N()d %, 1/(]()d (2.13)
= — olx X, = — o\ €, .
P 1Dl Jp P IDl Jp

et pour tout D € Dy, n € {0,1,...,N},

IDI=>F— - > SprANETY + Y GINETL NETLeCEE) =0, (2.14)
DI=P—— = X MpeCy = [DIg(Np, Cp). (2.15)
EeDy,

La matrice de diffusion S (resp. M) (resp. Mp g) pour D, E € Di" est la matrice de rigidité
de la méthode d’éléments finis non conformes dont ses éléments Sp i expriment les coefficients

de flux diffusifs discrets entre les inconnues. Donc,

Spp=— Y (S@)Ver Veplox et Mpp=— > (M()Ver, Vep)ox (2.16)
KeTy KeTy

ol (.,.)o,x désigne le produit intérieur dans I'espace de Lebesgue [L%(K)]%. En plus, sC}5t;

désigne 'approximation du flux S(z)VC - np g sur U'interface op g :

6Cpg = Sp.p(CEH — OBt (2.17)

Remarque 2 (Comparaison avec la méthode de volumes finis.) Si le maillage Ty, est formé des
triangles équilatéraux et si les tenseurs diffusifs sont S(x) = M(x) = Id alors les segments

[Pp, Pg] sont perpendiculaires auz faces duales op g et on a :

lop.E
dp,E

SD,E: ,EGN(D),
(Voir [35], sections 3.4.1 et 3.4.2). Dans ce sens, on peut voir le schéma combiné comme étant
une extension du schéma volume fini classique aux maillages générauz et aux tenseurs diffusifs

anisotropes et hétérogénes.

Définition 3 En utilisant les valeurs de couples (Ng“, C’gﬂ), VD € Dy, et n € |0, ..,]\7], on
définit deux solutions approchées du probleme discret (2.14)-(2.15) au sens du schéma combiné

volume fini-élément fini non conforme :

i) Une solution élément fini non conforme (Np at, Chat) qui est une fonction linéaire par

morceaur en espace, continue aur barycentres des cotés intérieurs et constante par morceaur en
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temps telle que :
(Np,at(x,0), Chat(x,0)) = (N,?(x), C,?(az)) pour x € 2,
(Npat(z,t), Cpac(z,t)) = (N,?H(a:), C,?H(x)) pour x € Q, t €ltn, tnt1],

N n+1 __ n+1 n+1 __ n+1 .
ou Ny =3 pep, Np' ¢p et O} =3 pep, Cp' ¥D;

ii) Une solution volume fini (Npat, Chat) qui est une fonction constante par morceaus

en espace sur les volumes duals D et constante par morceaux en temps telle que :
(Nh,At(x,O), C’hAt(a:,O)) = (N,%, C%) pour x € D, D € Dy,

(Nh,At(CU,t), éh,At(l“,t)) = (NB+1, Cg+1) pourx € D, D € Dy, t E]tn,tn+1] .

On énonce maintenant un premier résultat de convergence du schéma combiné sous I’hypothese

suivante de la positivité de transmissibilités :

Spp>0et Mpr>0,VDeDy,, EcN(D). (2.18)
Remarque 3 Dés que :
_ lop|
V¢D|K = anD pour K € Ty, et op € &k,

montré dans I’Appendice A, on peut facilement remarquer que Uhypothése (2.18]) est satisfaite
quand les tenseurs diffusifs sont réduits o des fonctions scalaires et quand l’angle entre les

normales Ny, op € Ex pour tout K € Ty, est plus grand ou égale a I1/2.

Plus loin, dans la section 5, on présente une correction du flux diffusif permettant de surmonter
I’hypothese (2.18) par I'introduction d’une famille de schémas monotones.

Théoréeme 2 (Convergence du schéma)

On suppose ([3), (T7), (C5), (TI0), [@3) et (Z6). Sous Uhypothese (ETF) :
1) 1l existe une solution (Ny, Cp) du systeme discret (2.13)-(2.15]).

2) Toute suite (hy)m qui décroit vers zéro posséde une sous-suite (Np,,,Cp,. ) qui converge p.p.

sur Qr vers une solution faible (N,C') du systeme (2.1)-(2.4) au sens de la Déﬁm’tion@ .

La preuve de ce théoreme se décompose en plusieurs Lemmes et Propositions détaillés dans la

section suivante.

2.4 Existence et propriétés discretes

Dans cette section, on présente des lemmes techniques reliés a la conservativité, la coercivité et

la continuité du terme diffusif. Ainsi, on montre des estimations a priori nécessaires a la preuve
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de l'existence d’une solution discrete au probleme ([2.13)-(2.15)) et de la convergence.

2.4.1 Propriétés discretes du schéma.

Lemme 6 (Matrice de diffusion des éléments finis non conformes) Pour tout D € Dy, :

Spp=— Z Spe et Mpp=— Z MDE (2.19)
EeN (D) EeN (D

Preuve : On fixe un volume dual D € Dj,. En considérant la fonction de base ¢p, la somme
(2.16) est réduite en deux triangles K et L qui possedent op comme étant leur interface com-
mune,

SD,D = —(S(:C)V(,OD,VQOD)QL — (S(x)VgoD,VQOD)()’K. (2.20)

On note par E; et Ey les deux volumes duals associés aux deux autres cotés de 1’élément L.
Puisque 'on a

¢Yp+yE, +¢p, =1sur L,

alors

—(S(*)Vep,Vep)or = (S(x)Ver, Vep)oL + (S(x)Ver,, Vop)o,r

En utilisant une contribution similaire pour I’élément K et en remplacant dans 1’équation ([2.20)),
la preuve de la premiére assertion du Lemme [6] est achevée. Les mémes arguments sont suivis

pour montrer la deuxiéme assertion de ce Lemme.

En utilisant le fait que Sp.p = 0 et Mp g = 0sauf si E € N(D) ousi E = D, on déduit

de (2.19) que :

> SprANET = Y SpeAWNET) +SppANET) (2.21)
Ee€Dy, EeN (D)

= Y Spm(ANET) - ANET),
EeN (D)

Y MpeCit= Y Mpe(Cptt—cCpth. (2.22)
EeDy, EeN (D)

Notons que le schéma — est conservatif par rapport au maillage dual Dj,. En effet,
(2.14]) et (2.21]) impliquent que le schéma volumes finis-éléments finis est conservatif sur chaque
intervalle de temps et sur chaque volume dual car la somme des flux diffusifs sur les cotés de
chaque volume dual est égale a 'accumulation en temps et du flux convectif sur ce volume dual.
En fixant deux volumes duals voisins D et I/ € Dy, on remarque que Sp g = Sg,p en utilisant
la symétrie du tenseur S et cela implique une égalité qui differe d’une signe entre les deux
flux diffusifs discrets de D vers E et de E vers D. En d’autres termes, LS‘[)JE(NE+1 — Ngﬂ) =
—SE,D(NE}JFI _ Ng+1).
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Lemme 7 Soient Ap(Np)=>_pep, A(ND)pD et Ch=)_pcp, Coyp € Xp, alors :

L’opérateur diffusif discret est coercif,

— > A(Np) > SprA(Ng) = Csl|AnNW)I%, et — > Cp > MprCrs > CullCillk, -
DeDy, EeDy, DeDy, EeDy,
(2.23)

L’opérateur diffusif discret est continu,

‘ S AND) Y SppANE)| < esllAn(Na)IIZ, et’ S on Y MD,ECE‘ < eumllCull%, -

DeDy, EeDy, DeDy, EeDy,
(2.24)
En plus, les transmissibilités sont bornées : VD € Dy, E € N(D),
‘S | < cg (diam(KDE)d_Q y ‘./\/l | < CM (diam(KD,E)d_Q (2 25)
— e — .
PRk d-1)? PRk d-1)?

Preuve : Il résulte de (2.12) et de (2.16]) que :

- Z A(ND) Z SD7EA<NE> = Z (S(l')VAh(Nh),VAh(Nh))()’K.

DeDy, EeDy, KeTy,

Grace a la coercivité du tenseur S donné par (2.6), on peut facilement déduire (2.23)). Ensuite,

= 37 AWND) Y SppAWNE)| = | 30 (S@)VAN), VAN, |

DeDy, EeDy, KeTy,
et donc ([2.24)) sera une conséquence directe de (2.5). Montrons maintenant (2.25)). En effet, on
rappelle que Sp.g = — e, (S(2)Ver, Vop)o, k. Cette somme est seulement réduite sur les
triangles Kp g € Tj, pour E € N (D). Par la suite, en utilisant aussi que |S|z~ < c¢g, on obtient

|Sp.e| < CS’V<PE|KD,E Veplkp p|Kp.El-
En plus, on a que V@D‘K = LKD”nUD pour K € Tj, et op € €k (Voir Annexe A) ol ng,, est le

vecteur normal unitaire & op et sortant de K. Donc,

log|  lop|
|Kp,el |Kp,E|

|Sp.Ee| < cs |Kp,Egl -

; d—1
En utilisant le fait que |op|, |og| < % et la régularité du maillage (2.7)), on a :

)2d—2 )d—2

diam(Kp g cs (diam(Kp.E
(d—1)2%Kppg| ~ kr (d—1)2

|Sp.E| < cs

Proposition 3 (Principe de maximum discret)
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Sous les hypotheses (1.10) et (2.18)), la solution du probléme discret satisfait :
0< N <1etCH™t >0,YD €Dy, ne{0,1,.., N}

Preuve : On utilise un argument de récurrence pour montrer que NBH <1.0Onaque0<
NOD0 <let C%O > 0 d’apres (1.10)) et (2.13]). On suppose que cette assertion est vraie a l'ordre n
et on la montre par contradiction a I'ordre n+1. Pour cela, supposons que Npj, < 1 et NBOH > 1.
On fixe le volume dual Dy tel que NB;H = max DethgH. L’équation ([2.14]) implique que :
At
NBO _ Ngg—l Z SDQ, Ng+1)_A(Ng:1))+W Z G<Nn+1 Nn+1 6Cn+1 )
Ee/\/’ Do) OV Ben (Do)

En utilisant la monotonicité de A, la croissance de G par rapport au premiere variable et I'ex-
tension de x par 0 pour Ng:l > 1, on déduit que : 1 > Np > Ngjl qui est une contradiction.
Alors, NBH < 1VYD € Dy, et ¥n € {0,1,...,N}. En utilisant les mémes arguments, on peut

montrer les autres assertions de cette proposition.

2.4.2 Estimations a priori

Proposition 4 (Estimations a priori sous ’hypotheése (2.18))).
Soit (Ng“,Cg‘H)DGDh nefo,..,N} une solution du schéma (2.13)-(2.15)). Alors, il existe une
constante M dépendante de ||Col|oo, 0, B et T telle que

Cptl < M. (2.26)

En plus, il existe une constante C > 0 qui dépend de ||Co||so, @, d et de la constante de continuité

de G telle que
1 V12 Nl A
3 S DlCET +Cu Y AtlCR Ik, < C (2.27)
DeDy, n=0

Il existe aussi une constante C1 > 0 qui dépend de Q, T, ||Collo, @, d et de la constante de

continuité du flux G telle que

N-1

Zm SN SpelANEH-ANENPEY At Y N spploptt-ontP <o
DeDy, EEN(D) n=0 DeDy, EeN(D)
(2.28)
et donc )
N-1
S At|[AnNY[E, <C (2.29)
n=0

Preuve : L’estimation (2.26)) est démontrée en détail dans [2]. Montrons maintenant (2.27)). On
multiplie (2.15]) par AtC’gH et on somme pour tout D € Dy, et n € {0,..., N — 1}. On obtient
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a—b

que Ea 1 + Eg9 = Ey 3. D’apres l'inégalité suivante (a — b)a > , pour tout a,b € R, on a :

N-1
Eyi =Y Y |DI(CH —cp)cht!
n=0 DGDh

N-
Z > IDIGCEH P~ e ) Z IDI(CY 2 = [CH2).

DeDy, DeDh

l\:)\r—l

En utilisant I'estimation ([2.23)), on a

N N-1
Bop==3 At 3 Cptt 3 MpuCyt = Cu 3 MG,
DEDy, E€D, n=0

Finalement, la Proposition (3] et la forme ([1.5) impliquent que :

Eyy = At Y |Dlg(Np,CECE! < aMTQ|.
DeDy,

En regroupant les inégalités précédantes, on peut facilement déduire (2.27]).

Pour montrer (2.28]), on multiplie (2.14)) par AtA(NBH) et on somme pour tout D € Dy,
et n € {0, ...,N — 1}. On obtient E1; + E12 + E13 = 0. D’apres la convexité de la fonction
=[5 A(r)dr (B"(s) = a(s) > 0), on aura I'inégalité suivante : (a — b)A(a) > B(a) — B(b).
Alors,
N-1
Eii=Y_ > IDI(N5™ = NpANE™) (2.30)
n=0 DeDy,

N- )
Z > IDIBING™) = B(NE) = D [DIBNp ™) = B(ND)) -

0 DeDy, DeDy,

La propriété discrete (2.21) implique

Bip= Z At YT AWNET) Y SppANET (2.31)
DeDy, EeDy,

N—
XA Y s - )

DeDy, EeN (D)
apres 1 6té d  Pinéealité sui )
D’apres la propriété de coercivité (2.23)), on a aussi 'inégalité suivante :
N-1

Ei2>Cs Y At|ALNII%, - (2.32)
n=0
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Finalement, en utilisant la conservativité du flux numérique G, on integre par parties afin d’ob-
tenir :

n 1 n+1 n+1 n+1
Ei3= Z At YT AWNET) > GINGTLNETLeCER)
DeDy, EeN (D)

N-—
%Z £y D GWETL N (AN - ANE) -

DeDy, EeN (D)

Grace a la continuité du flux numérique G et a (2.17), on a :

~Nl

‘El 3’ < — Z At Z Z ’SDEHC’VH—I Cn-‘rlHA Nn+1 (Ng—’—l)} .
DEDh E'GN

Suite a une inégalité de Young et a la positivité de transmissibilités Sp f ,

N-1
Bigl<ed At Y Y Spp(Cptt - opth? (2.33)

n=0 DeDy, EeN (D)

N-1

1 2

SPNSDIDY SDE( (NEH) = ANE)
n=0 DeDy, EeEN(D

pour une constante ¢ positive. On peut facilement déduire (2.28)) en regroupant (4.26)), (4.27)) et

(2.33). Ensuite, en prenant en considération I'inégalité (4.28) a la place de (4.27) et en utilisant

Pestimation (2.28)), on peut finalement déduire ([2.29)).

2.4.3 Existence d’une solution discrete

L’existence d’une solution discréte du schéma combiné est donnée par la proposition suivante.

Proposition 5 1[I existe au moins une solution du probléme discret (2.13])-(2.15]).

Preuve : Notons par Ny = {Nj} et CF = {C}}. On montre 'existence par induction sur
n. Supposons que (N7, C?') existe et montrons I'existence de (N}, C’,Z‘H). Le systeme discret
(2.15)) est un systeme linéaire de dimension finie par rapport aux inconnues {Cgﬂ, D € Dp}.

La matrice résultante de ce systeme est symétrique et définie positive donc il existe une solution

unique C;" de (2:15).

Comme A(.) est strictement monotone alors A(.) est inversible. On peut réécrire le schéma
(2.14) en termes de w! avec N} = A=Y (w), i € [0, .., N] Supposons que wj et C’;ZH existent.
On choisit le produit des composantes [-, -] comme étant le poduit scalaire sur RP» et on définit

Papplication M, qui associe & chaque vecteur W = {WSH} pep,, 'expression suivante :

wpth AT W)

A > Sos(Wpt - Wit

EeN (D)

Mo = (1012
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+ Z G(A—l(WgH)’A—I(WEH);éCB%))DEDh.
)

EeN(D

On multiplie par WB+1, on somme sur tous les volumes D € Dy, on utilise 'estimation (2.28))
et I'inégalité de Young afin d’obtenir

[MW), W] > CIW|* = C'|W| — C" > 0 pour |W)| suffisamment grand,
avec les constantes C, C', C" > 0. Cela implique que
[M(W), W] > 0 pour |W| suffisamment grand,
et donc on obtient 'existence de W tel que
MW) =0.

n+1
h

Donc, le terme w existe et on a montré par conséquent 'existence au moins d’une solution

N ,TLLH de l’équation ([2.14). Des détails en plus sont donnés dans la preuve du Proposition [2| au
Chapitre 1.

2.5 Etude de convergence

2.5.1 Estimations de compacité sur les solutions discretes

Dans ce paragraphe, on dérive des estimations sur les translatés en espace et en temps nécessaires

a l'application du critere de compacité de Kolmogorov.

Lemme 8 (Estimations des translatés en temps)
1l eziste une constante Cy > 0 dépendant de Q, T et A telle que :

- . 2
// (ARt +7.2)) — AN (t.2))) dadt < Co(r + A, ¥r € 0,7
Qx[0,7—7]
Preuve : Soient 7 € [0,7] et t € [0,T7 — 7]. On peut écrire

//Q o (At +7.2)) —A(Nh(t,x)>)2 dzdt = /O " B,

avec

B(t)= Y ID|(ANRY) — A(NW)?, (2.34)
DeDy,
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ot ni(t) € {0,...,N — 1} tel que t,, < t +7 < tn, +1 et no(t) € {0,.... N — 1} tel que
tng <t <tpn, + 1. L’équation ([2.34) implique aussi que

Bty<e S (AN —aNp®)y =< ST DI(NET - Np).

DeDy, t<nAt<t+r1

On introduit la fonction caractéristique en temps :

1 sit<(n+1)At<t+T1
x(n,t)Z{ . ( )
0 sinon

L’équation ([2.14]) nous permet de passer a l'inégalité suivante :

By Y A > (awp® - amgy ( 3 Spm(ANET) - ANEHY)

t<nAt<t+r1 DeDy, EeN (D)

_ Z G(Nn+1 Nn+1 5Cn+1)) SBl(t)—l-Bz(t),

EeN (D)
avec
N-1 T—1
t) = ZAt/ xX(n,6) S (AWND) — A ( > Spe(A Ng“)—A(NBH)))dt,
n=0 0 DeDy, EeN(D)

(2.35)

et By est définie apres par (2.36). En écrivant la somme B;(t) sur les cotés duals intérieurs et

des que la coté op g € .F,im apparailt deux fois dans la somme originale, on a :
N-1 T—1
= A Tt Y Sy (AW - AWETHAWNEY) - A )
n=0 0 op,EEF;™
FANE) = AN AN = AN D)) Yt
En utilisant I'inégalité de Young et l'estimation ({2.25)) sur |Sp g|, on a que

Bi(t) <T1+Tr+ T3,

avec

N-1 T—1

CS 1 . —_ n n

=g o N / x(n,t) >~ diam(Kpp)" (AN — A(NpH))2dt,
T n=0 0 a’D’EE}—int

N-1 T—1

(&S 1 . — n n

L= e 2o A / xnt) S diam(Kp p) 2 (AN V) - AR )2t

n=0

O’D’EGJ‘—;;“5
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OD,E E]:,ilnt
L’inégalité (2.9)) entraine que :

Dy d+1 -

Bi(t) < (Ty + T+ Ty),

= k2 2d(d — 1)2

avec )
N-1 T—1

7=y AtHAh(N,?“)H%(h/O x(n,t) < Ci7
n=0

T—1 N-1

N-1 T—1
=Y At /0 KA, = 3 AN, /O x(n,t) € Cir
n=0

N-1 T—1 T—1
Tyi= ) At/o X, )l An(N; P&, = Z At An( Nm)Hxh/O x(n,t) < Chr,
n=0 n=0
et par conséquent Bj(t) < Cy7. Ensuite, on a
BO=- Y af oy > OOV N ACHAG ) - A0 )
O b

t<nAt<t+r DeDy, EeN(D

(2.36)

T—1
=— Y A / xn,t) 3> (GO NEF A (AW D) — AV D))
0

t<nAt<t+t DeDy, EeEN (D)

FGNBH NSO (AN — AV D))

On utilise I'inégalité de Young, |G(a,b,c)| < C(|a| + |b])|¢|, ([2.17), I'estimation (2.25) et la
Proposition [3| pour en déduire que

Ba(t) < C'(Bs(t) + Ba(t))
pour une constante C’ > 0, avec

=S A ) Y diem(Kpe) (AW ) AW O)PHCE gt
n=0 0

op EEFM

_ Z— N /OT—TX(n’ ) Z diam(KD,E)d_2<(A(Ng0(t))_A(Ng()(t)))Z_"(Cngl_Cngl)z)dt'

O'D,EG.Fint

On suit le méme raisonnement pour montrer que B3(t) < 7C et By(t) < 7C pour une certaine

constante C' > 0 et cela nous permet de déduire facilement la preuve du Lemme.

Lemme 9 (Estimations des translatés en espace)
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Il existe une constante ¢ > 0 qui dépend de Q, T, A et £ telle que :

// (AR (b2 +€) ~ AR (t,2))) dudt < Ié]([€] + h), vE € BY.
Qx[0,7]

Preuve : Soit £ € R, ¢ # 0. On définit la fonction Y, (z) pour tout o € Fint par :

{ 1 sifz,z+&No#0
Xo =

0 sinon
Une simple considération géométrique implique que p.p. = € Q avec t €]ty tni1],
|A(Np(t, 2+ €)) = A(Ny(t,2))[?

<C( Y JANE™) = AN N Xops(2)" +C D xop@)(ANGT)

O'D,EE‘F;‘ILnt O'De]:;;zt
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au premier terme, on a

(A2 +) AT ) <O Y Nops@diam(Kp )

G'D’EE}—;ILnt

(A(Ng™) — ANET)?
diam(KDE)

(X

O'D,EE.F;'.Lnt

X @) +C D Xop (@) AN = T + Ty
O’DE.FﬁIt

On remarque que le premier terme du T} est plus petit que C’'(|¢| + h) (Voir [79], Chapitre 2,

Lemme 2.3.4) ou C’ est une constante indépendante de la fonction y,. Ensuite, on intégre sur

Q7 et pour le deuxieme terme du 77, on obtient

N-1 n+ly n+1y12
Z At Z (A(NE™") — A(NST)) /XO’D7E(x)d$
n=0 Q

. dp,E
O’D’EEJ:,ZLnt ’

N-1 N-1
<l ar Y el iy avmie < e LSS Ay, %,
o AD.E 2(d — 1)kt
n=0 UD,EG-T_}ZLnt ’ n=0
d+1
<] ——(C
_|£|2(d—1)k7’ 15

des que [, Xop p(x)dz < |€|lop,p| et grace a (2.10) et (2.29). Pour terminer la preuve, il faut
encore traiter le terme Tb. Dés que [, Xop, (2)dz < |€||lop| et grace au théoréme des traces

appliqué sur chaque triangle K, on a :

Nl N—1
IEUD S RRBETASIEIED SRS SIIEE Al
n=0 —

O'DEJ:}EL“ UDG}—;?“
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\§|ZAt > W(NEYZ <\5|2At2/ AN

opeFErt n=0 KeTy,

N-1 N-1
= 1€l Y ALY I ANE ) 2m) < 1€1Y 0 AL Y AN i)

n=0  KeT;, n=0  KeT;,
N-1
= €| Crace Z AtHAh(Ni?H)H§(h < Cl¢l.
n=0

Finalement, on note qu’il existe une autre démonstration possible de la compacité de

solutions approchées dans les références [3] et [40].

2.5.2 Convergence du schéma combiné

Ce paragraphe est consacré a la preuve de la convergence forte de solutions approchées dans
L?(Qr) en utlisant les estimations a priori et le critere de compacité de Kolmogorov (see, e.g.,
[10]). Ensuite, on montre que la limite est une solution faible du probleme continu au sens de la
Définition

Lemme 10 La suite (Ah(Nh,At) — A(Nh’At>>hA converge fortement vers zero dans L*(Qr)
t

)

quand h — 0.
Preuve : En utilisant la définition des fonctions de base de ’espace X}, on a :
|A(Nh,at) = An(Npad)|? = [Ap(Nn,ad)(Pp) — Ap(Ni,ad) (@) = [V AR(Niar)-(Pp — )2

Une intégration sur €2 implique que :

> Z/ |V A (Niat) - (Pp — )| <Y Y [VAL(NVRa) |k |*(diam(D))?|K N D)

KnD

KeTy, op€Elk KeT, op€Elk

2
< B Y [VARNpa) |k [ IKT < B2 AR(Naad) X, -
KeTn

Donc,

N-1 , 0
|AR(Nn,at) — A(Npad)l |20 = B2 Z At|Ap(Npan)lk, < C1h* ==

n=0

Théoréme 3 (Convergence forte dans L*(Qr))
1l existe une sous-suite de (Ah(Nh,At))h Ay QUi converge fortement dans L?(Qr) vers une certaine

fonction T = A(N) € L*(0,T; H'()).

Preuve : L’estimation a priori (2.29) et les Lemmeset@impliquent que la suite (A(N hat)) AL
satisfait les hypotheses du théoréeme de compacité discrete pour les éléments finis non conformes

est relativement

(Voir [75], chapitre 2, Théoreme 2.4) et par conséquent la suite (A(Nh,m))h At
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compacte dans L?(Qr). Cela implique I'existence de sous-suites de (A(N h, At)) WAL
fortement vers une certaine fonction I' € L?(Qr). Gréace au Lemme (An(Nhat)) BAS

fortement vers une certaine fonction I' € L?(Qr). En utilisant la monotonicité de A4, on a que

qui convergent

converge

I' = A(N). En plus, suite aux estimations de translatés en espace du Lemme @] et au référence
[[33], Theorem 3.10], on déduit que A(N) € L*(0,T; H*(12)).

Comme A~ est bien définie et continue, en appliquant la borne L uniforme de N}, et le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue appliqué & Nj, = A~ (A(Ny)), il existe des sous-
suites Nh,At et Nj ¢ qui possedent la méme notation que les suites et qui convergent fortement

dans L?(Qr) et p.p. dans Q7 vers la méme fonction N.

Montrons maintenant que le couple limite (N,C) est une solution faible du probleme

continu. On introduit :
U= {yp € C*HQ x [0,T)), ¥(.,T) = 0}. (2.37)

En multipliant I'équation (2.14) par Aty (Pp,tn,+1) et en additionnant sur tous les volumes
duaux D € Di™ et pour tout n € [0 LN —1],ona:

Tr+Tp+Tc =0,

avec,

||
] le

Z ID|(NBH = NB)W(Pp, tnia),
€Dy,

N-1
Tp=) Aty > SppANEY(Pptes),
n=0

DeDy, E€Dy,

TC = Z At Z Z Ng+17Ng+lvécg+El)w<PDatn+l>'
= DeDy, EEN (D

Montrons que chaque terme converge vers sa version continue quand h, At — 0.

Le terme d’évolution en temps est équivalent a

Z > IDINEH R -t = Y IDIND (D)

n=0 DeDy, DeDznt

N-1 tn+1 8¢
:_Z Z/ /Ng“at Pp,t)dxdt — Z /NDw zp,0)dx
tn

n=0 DeDy, DeDy,

On définit 5
Tr = —/ NhAtwdxdt_/ NOh(Oax)w(wvo) dx
QT ’ at (9] ’
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N-1 bt

—Z Z /Ng+1a¢xtdxdt— /NDl/}.TO
n=0 DeDj, ”tn DeDy,
On a, pour tout x € D, D € Dy, et pour tout h > 0, ] (PD, t)— a—w(
f satisfait f(h) > 0 et f(h) 1290, Cela suit du fait que 2 y

t)| < f(h), ou la fonction
uniformément continu sur €. Par la suite

6t€C (Q) etdudoncmes‘c

Ty — Tr| < TIQ| f(h) =3 0.

Pour étudier la convergence du terme diffusif, on s’appuie sur des techniques utilisées dans
[79]. Tout d’abord, on remplace Sp g par sa valeur ce qui implique que

Tp = z;AtKZT/ S(z) VAN (2)) - v( 3 w(PD,th)ng(x)) dzx

DeDy,
On pose

Ip(x,tns1) == Y $(Ppsta1)en(@).
DeDy,

) Comme une premiére étape, on montre que

h—0
r— 0.

ZAt > / S(@)VARNTH2)) - V(L (2, tng1) — (2, tns1)) d
KeTy,

En effet, en utilisant la borne uniforme du tenseur S, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et une
estimation d’interpolation (Voir [[I8], Theorem 15.3]), on a

1
ITp,| < cs Z At|| Ay (NPT th > / IV (Iy (2, tng1) — (2, tnt) \2dx)2
n=0

KeTy,
N-1 )
<es Yy AARNTTY[x, (COTA( Y (@, tai1) 3 5)?)
n=0

KeTh
ol || i désigne la semi-norme H? et la constante C' ne dépend pas de h (ni de At). Finalement
en utilisant de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que
N-1 ) N-1 o
Tp,| < esCOTRCH( S At A (N HY)1%,)2 (Y Az "o,
n=0 n=0

) Comme une deuxiéme étape, on montre que

ZAt 3 / S(2)VAL(NI T (2)) - Vab(a, tn+1)dxdt—/ 2)VA(N) - Vi dzdt =9 0.
n=0 KeTy,
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Pour cela, on ajoute et on retranche fQT S(z)VAL(NTY) - Vo dadt et on considere

N-1 /tn+1
n=0 “tn

Tp, = / / S(x)(VAR(N T (2)) — VA(N)) - Vep(z, t) dudt .

T

> [ S@VANIH @) V(e tasr) ~ bl ) dod.

KeTy

Dés que 9 est de classe C! par rapport & t, alors |V (2, t,41) — Vb (z,t)| < g(At) A0 ) o

N-1
Tp,| < csg(At) Y At S ‘VAh(N}?“)]K“K].
n=0 KeTy,

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'estimation (2.29)) impliquent que :

N-1

(Tp,| < esg(ADT (D" At||An(NT|,)? < Cesg(ADTz |0z 250
n=0
Il nous reste a montrer que
Tp, = / / (VAL(N () = VA(N)) - w(z, t) dzdt 220, (2.38)
T
pour tout w € (C‘X’(QT))d. En effet,
T,ljs = /Q VAL (N (2)) - w(z,t) dedt + // ) - Vw(z,t) dedt = By + Ba,
T ¥

ot on utilise la formule de Green dans By car A(N) € L?(0,T; H'(Q)) mais dans B on applique
la formule de Green sur chaque K € 7T, car Ah(N[LLH) ¢ HY(Q). Par la suite,

B, = / Ap(N T (2)) V- (w(a, 1)) dxdt—i—/ Ap(NPTH (@) w(z, t)-n dy(z)dt .
0 KeT;, 0 KeTy,
En regroupant le second terme par cotés, on obtient :

B= [N [ (@l A @It 0 n @

oKL eglnt K,L

/ Z / Nn“ ))\K)w(%t) - dy(z)dt.

oK Eg?'ﬂf

Des que la fonction w est réguliere, on a :

w'nUD(x) :w'nUD(PD)"’_f(é)‘PD _$|7 r€op,§E [PDer
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avec |f(§)| < Cy. Donc,

T
Bi= [ [ (@b AN @)le) (0o (Po) 4 ()1 P =) d )i

0 O'KyLEgﬁM

D> [ (A @) (- (Po) + 1P — ) dy(a)i.
oK egezt

La continuité faible imposée aux points Pp dans 'espace X}, implique que la fonction Ay (N }?H) |k —

Ah(N,?H)\L (un polynéme d’ordre 1 qui s’annule en Pp) vérifie :
[ (A @)l - A @)IL) date) =o.
OK,L

Ensuite, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoreme des traces sur chaque triangle K im-
pliquent que :

h—0

— 0.

| (A @) ) data) < 0K AN @) | 2o < ColOK A0V @) e

Cependant, pour tout * € op = ok,

dz‘am(aKL)

AWV @)l = AN @) | < [V AR @) || =

diam(ok,1,)
4—d

ou on a utilisé que |z — Pp| < diam(ok,1)/2 pour d = 2 et que |z — Pp| < diam(ok, 1) pour

+HVARNG T (@)1

d = 3. Par la suite, il existe une constante C' dépendant de Cy et d telle que :

/ AN @)k — AN @)L ) £(€)1Pp — 2l do ()

0K, LES““

d
<Co Y lowal([TANE @)lic| + [VAR (N )] ) (2L 2

O'KﬂLEg;‘.Lnt
De méme,
n n diam(o
S [ (A @) @ Pl @) < Co Y loal(|T AN @] ) (P2
O.Ke(c/‘ezt OK,L UKGg;elmt

En regroupant toutes ces estimations et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut fa-

cilement déduire que Bi’ tend vers 0 quand A tend vers 0.

Grace a la convergence de A, (N;"™') vers A(N) dans L*(Qr), on déduit que T, ]/33 tend
vers 0 pour tout w € (C’OO(QT))d et par conséquent T]l33 tend vers 0 pour tout w € L*(Qr) par
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un argument de densité.
Comme Tp, et Tp, convergent vers 0 alors la convergence de ’étape b) est démontrée. En

regroupant les convergences des étapes a) et b), on déduit que :

T 29 / S(x)VA(N) - Vi dadt.
Qr

Finalement, on s’intéresse au terme convectif :

TC — Z At Z Z Nn-‘rl Nn+1 5cn+1) g—i—l'
= DeDy, EeN (D)

Pour chaque couple D et E de volumes voisins, on introduit :
Np's = min(NpH NpH (2:39)

et on pose
+1 +1,,n+1
zAtz S NERICH R
= DeDy, EeN (D)

Le diamant construit de barycentres des cotés Pp, Pg et de l'interface op g du maillage dual

est noté par Tp g C Kp g. Ensuite, on introduit

Ny, = max(Nt, N N,

;= min(NjyH NEH,
Itntns1]XTp B

ltntnt1]XTo B

et on réécrit

/ S(x Nh)VCh (V) dxdt .
Qr

Grace a la monotonicité de A et a 'estimation (2.9)), on aura

T
[, Jamn - |2<ZAL‘Z > ol AT — A

DeDy, EeN(D

< Z At Z Z (diam(Kp.g)) ‘A(Nn-i-l) (NEH)P < ot h—>00
- DGD}L EEN(D

avec d = 2 ou 3. Comme A~! est continue, on déduit qu’en termes de sous-suites,

|Np, — N =90 p-p. sur Qr.
En plus, N, < N, < Nj, et Ny, 20 N p.p. sur Q7. Donc, on aura que x(Ny) h=9 X(N) p.p.
sur Q7. Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue entraine que S(x)x(Nn)(Ve))n, —
S(2)x(N)Ve dans (L?(Qr))?. En utilisant la convergence faible du gradient discret de la solu-
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tion discréte Cj, dans (L?(Qr))? (traité comme pour A,(Nj,) dans (3.68)), on peut déduire :

Th 129 / S(z)x(N)VC - Ve dadt .
Qr

Il nous reste & montrer que
lim [T4 — T = 0. 2.40
hlf%| c—Te"| (2.40)

En se basant sur les propriétés de GG, on a :
’G(Nn—i-l Nn+1 5Cn+1) X(Nngl)écn—i_l’ |G(Nn+l Nn+1 5Cm+1) G(NB+E1'7 ]\]g-f—El7 5Cn+1)’

< |5Cn+1|‘A Nn—i—l) A(Ng—l-l)’ — SD,E|C%+1 _ Cg+1|‘A(Ng+l) _ A(Ng+1)|.

Donc,

|TC Z At Z Z SD E|Cn+1 CTH-IHA NTL+1 Ng—i—l)lh&%—l—l o w%+1| ]
DeDy, EeN(D

En utilisant I'inégalité de Young, I'etimation (2.28) et la formule de Taylor appliqué a 1, on
peut facilement déduire @

Finalement, on conclut que la couple limite (N,C) est une solution faible du probleme
continu au sens de la. Définition |2 I en utilisant la densité de l'ensemble ¥ dans W = {¢ €

LX(0,T; H'(9)), 57 € L*(Qr), ¢(.,T) = 0}.

2.6 Correction du schéma numérique

Lorsque la condition n’est pas satisfaite, on construit dans cette section une correction
non-linéaire qui nous mene a un schéma monotone possédant les mémes propriétés principales
du schéma initial. Notre but est 'obtention d’un schéma corrigé qui respecte le principe de
maximum discret et donc le confinement de la densité cellulaire dans [0, 1]. En plus, dés qu’on
évite les oscillations dans un régime a convection dominée en utilisant un flux numérique de
type "upwind”, notre intérét sera seulement la correction du terme diffusif non-linéaire qui est
le terme bloquant du principe de maximum discret dans notre schéma numérique. Dans [60] et
[12], les auteurs introduisent une correction non-linéaire & un probleéme elliptique discrétisé par
la méthode standard de volumes finis. Dans cette section, on va généraliser cette technique a

notre opérateur diffusif anisotrope dégénéré et non-linéaire.

Pour une raison de simplicité, on va omettre dans ce qui suit I'indice du temps n. On com-
mence par définir la notion d’un schéma monotone et d’une correction associée a la dicrétisation
d’un opérateur dégénéré non-linéaire : —div(S(z)V(A(N))).

Soit Dy, un maillage dual de €2. Une discrétisation numérique de 'opérateur diffusif est un systeme
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d’équations donné par la fonction suivante,

BPr . Rcard(Dh) N Rcard(’Dh)

) i (2.41)
A(Np)  — (Bp(A(Nw)))pepy, -

Définition 4 (Discrétisation Monotone) Une discrétisation BPr est monotone si :

Bp(A(Ny) = > 70.2(A(NW))(A(Np) — A(Ng)), VD € Dy,
EeN (D)

ot les fonctions Tp g : Reard(Dn) _y R satisfont la propriété suivante :

0. (A(N)) > 0, YA(Ny,) € R 4Pr) wD ¢ D, VE € N(D).

En se basant sur la structure de discrétisations monotones, on considere des corrections de la

forme suivante.

Définition 5 (Correction) Si le terme diffusif SP» = (Sp(A(Ny)))pep, du schéma initial est :

Sp = > SDE Np)— A(Ng)), VD € Dy, (2.42)
EeN (D

alors la correction de ce terme est définie par une famille fPr = (BD.E)DeD,, BN (D) des fonc-
tions Bp.k : Hp, — R, définies sur l’espace Hp, de fonctions constantes sur chaque volume de
controle dual a valeurs dans R.

Etant donné une correction BPr, on définit Uopérateur diffusif corrigé BPr par :

Bp(A(Nw)) = Sp(A(Nw) + > Bpe(A(Ny)(A(Np) — A(Ng)),VD € Dy, (243)
EeN (D)

En plus, on définit le terme correctif comme étant la fonction QPh : Hp, — Hp, telle que :

Qp( = Y Bou(ANK)(A(ND) - A(Ng)),VD € Dy, (2.44)
EeN(D)

Les corrections définies en haut nous meénent & une structure monotone si elles satisfont la

condition suivante :

Proposition 6 (Correction Monotone)
Soit (Yp,E) pep,,,Een (D) une famille de fonctions yp i : Hp, — Ry telle que pour tout A(Ny) €
Hp, et pour tout D € Dy,

si Y |A(Np)— A(Ng)| #0 alors > ypp(A(Ny))|A(Np) — A(Ng)| =1. (2.45)
EEN (D) EeN(D)
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Supposons que la correction BPr satisfait Uinégalité suivante :
VD € Dy, VE € N(D), Bp,5(A(NL)) > 7p,5(A(NL))|Sp(A(N))] - (2.46)

Alors Uopérateur diffusif corrigé est monotone.

Preuve : En utilisant la condition (2.45)), on peut écrire (2.42)) selon la forme suivante :

Sp(A(in)) = Y 0.e(A(NW)A(ND) — A(NE)[Sp(A(N)).
EeN (D)

Sachant que |z| = z.sgn(z), on a :

Sp(A(an)) = Y {v0.e(A(N4)sgn(A(Np)—A(NE))Sp(A(Na)) HA(Np)—A(NE)) . (2.47)
EeN (D)

Alors la coordonnée D de l'opérateur diffusif corrigé s’écrit :

Bp(A(Np) = > {v0,8(A(NW)sgn(A(Np) — A(Ng))Sp(A(Ny))) (2.48)
EeN (D)

+8p,2(A(Ny)) HA(ND) — A(NEg)) .
On choisit donc les nouvelles transmissibilités comme étant :

™0,8(A(N,)) = 7p,5(A(N4))sgn(A(Np) — A(NE))Sp(A(N,)) + Bp,e(A(N)),

VD € Dy, E € N(D). Ensuite, 'hypothése (2.46)) entrainent que les fonctions 7p g(A(Ny,)) sont

strictement positives. Donc, 'opérateur diffusif corrigé est monotone au sens de la Définition

Exemple 1 On peut considérer la famille suivante :

)

vp,E(A(Np)) =

\ 2 EeN(D) \A(lND)—A(NEN st ZEEN(D) [A(Np) — A(Ng)| # 0
0 sitnon

qui vérifie la condition (2.45)). Dans ce cas, la condition ([2.46|) s’écrit :

; Sp(A(Nh))
Bp,e(A(Np)) > > seno) AMND) — A(Ng)|

(2.49)

2.6.1 Propriétés du schéma corrigé

Notre point de départ est un opérateur diffusif conservatif, coercif et consistant au sens de la
Définition [6] donné au-dessous. On va montrer que notre opérateur diffusif corrigé maintient

toutes ces propriétés du schéma initial.

Définition 6 (Consistance du flux diffusif) Soit (Dy)n une suite de maillages duals de €.
Soit la famille (SPr), telle que, pour tout h > 0, SP» = (Sp)pep, est un schéma associé
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au discrétisation Dy,. Soit {Pp}pep, la famille des centres des volumes duals.

La famille (SPr)}, est consistante si, pour toute famille (A(Np))n de fonctions discrétes :
o [l existe une constante positive c telle que, pour tout h > 0, ||A(Nh)|]Xh <c;
e Il existe une fonction A(N) € H'(Q) telle que A(Ny,) — A(N) € L*(Q).
Alors,
v e ™), - > > SppANg)(Pp) " / S(z)VA(N) - Vi dz.
DeD,, E€D,, Q

En dépit de la conservativité du flux diffusif initial, le flux corrigé n’est pas nécessairement
conservatif. En fait, une simple hypothése de symétrie sur la correction assure la maintenance

de la structure conservative du flux diffusif.

Proposition 7 (Correction Conservative) Si la famille BPr est symétrique
VD € Dy, VEEN(D), BD,E:/BE,D7 (250)

alors Uopérateur diffusif corrigé (2.43)) est conservatif.

Preuve : La condition de symétrie nous conduit & une inégalité qui differe d’un signe entre les
deux flux diffusifs corrigés de D vers F et de E vers D. Dans d’autres termes, 8p g(A(N;))(A(Np)—
A(Ng)) = —Be.p(A(NL))(A(NE) — A(Np)). Dans le cas ot le stencil du schéma n’est pas limité

aux volumes voisins, on peut adapter la preuve selon [12].

On peut facilement remarquer la positivité des fonctions de correction comme étant une
conséquence de l'inégalité (2.46)). Dans d’autres termes,

VD € Dy, VE € N(D), pr >0. (2.51)

La Proposition suivante montre que ’hypothese (2.51]) est suffisante pour maintenir la coercivité

du schéma initial.

Proposition 8 (Correction Coercive) L’opérateur diffusif corrigé (2.43) est coercif grace a
la positivité de la famille 5Pn.

Preuve : Deés que le schéma initial est coercive (d’apres (2.23)) avec une constante C's > 0, on
multiplie (2.43) par A(Up) et on additionne sur tout D € Dy, pour en déduire que :

> Bo(A(NW))A(Up) > Csl|AMN)I1%, + Y D Bo,e(A(NA))(A(ND) - A(Ng))A(ND) .
DeDy, DeDy, EeN (D)

Grace a la conservativité du flux corrigé, on a :

> D Boe(ANK)(AND) — A(NE))A(Np)

DeDy, EeN (D)
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*Z > 6DE Nu))(A(Ng) — A(Np))* > 0,

DeDy, EeN (D

et donc la coercivité est conservée pour 'opérateur diffusif corrigé.

Proposition 9 (Ezistence d'une solution) Supposons que le terme correctif QPr : Hp, — Hp,

est continue. Alors, il existe une solution discréte du schéma corrigé.

Preuve : En suivant les mémes lignes de la Proposition [4] la monotonicité du flux diffusif corrigé

BPr implique de nouveau I’estimation & priori suivante,

N-1
Zm S D melANETHY-AWNE P ALY > malCpt-CcE P < C,
DeDy, EEN(D) n=0  DeDy EeN(D)

(2.52)
et donc on se retrouve dans le cas de transmissibilités positives et on déduit similairement
I’existence d’une solution discrete de notre schéma corrigé. L’existence peut étre aussi montrée
en utilisant la notion du degré topologique de Brower ou la continuité de flux corrigé QP»
implique la continuité de I’application hy = SP» 4+ tQP pour tout ¢ € [0,1]. On peut voir [12]

pour une démonstration détaillée.

2.6.2 Convergence du schéma corrigé

D’apres le sous-paragraphe , on peut donc corriger notre schéma initial et obtenir un
schéma monotone qui reste conservatif et coercif. De nouveau, la monotonicité et la coercivité
du schéma corrigé vont assurer les estimations a priori nécessaires. La convergence, en termes
de sous-suites, de la solution discréete du schéma monotone n’est autre qu'une conséquence du
critere de compacité de Kolmogorov. Ensuite, sous une hypothese numérique, on montre que
la limite est une solution faible du probleme continu. La convergence sera détaillée dans la

Proposition suivante.

Proposition 10 (Convergence) Soit (D)), une suite de maillages duals discrétisant Q. Soit
(BPr)y, une suite de corrections associées a (D), telle que BT est symétrique et positive, pour
tout h > 0. On note par BP» Uopérateur diffusif corrigé correspondant.

Supposons que la famille (A(Ny))p, satisfait :

e Pour tout h, (A(N},)), € Hp, est une solution de BP» ;

e Quand h — 0,
> diam(D) > BDE (NW)|A(Np) — A(Ng)| — 0. (2.53)
DeDy, EeN(D

Alors, A(Ny,) == b9 A(N) dans L*(Q) et N est une solution faible au sens de la Définition @

Preuve : Créce & l'estimation (2.52), A(N,,) est bornée dans Xj, (comme on a déduit cela de
I'estimation ([2.29)) avant la correction). Par conséquent, les estimations des translatés en espace

et en temps énoncées dans les Lemmes [§] et [9] restent vraies. De nouveau, en utilisant le critere de
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compacité de Kolmogorov et la monotonicité de A, on peut extraire une sous-suite qui converge
fortement vers A(N) dans L?(2). En plus, les mémes arguments de la preuve du Théoréme
entrainent la convergence forte de N, vers une fonction N dans L2(). Il nous reste & montrer
que la limite IV est une solution faible du probléme. En effet, étant donné une fonction réguliere
1, on pose YPr = (¢p) pep, € Hp,. En multipliant le schéma corrigé par 1p et en additionnant

sur D € Dy, on aura

> Bo(ANW))p = Y Sp(A(NW)ep + Y Qo(A(N))¥p .

DeDy, DeDy, DeDy,

Le comportement de la partie initiale de l'opérateur diffusif corrigé est connu. En effet, en
utilisant (2.21)) et la consistance de 'opérateur diffusif initial avec le probléeme continu au sens

de la Définition [6] on obtient que :

Ve C™(Q), Y Y Spe(A(Np) - A(Ne)¢(Pp)=— > Y SprANg)¥(Pp)

DeDy, EeN (D) DeDy, EeDy,

9 / S(z)VA(N) - Vi dz.
Q

Il nous reste maintenant de montrer que le terme correctif tend vers zéro. On a :

| > Qon(A(N))¥p) <§ > 5DE Nw)|A(Np) — A(Ng)||¢p — vel -

DeDy, DeDy, EeN(D

Des que 1 est suffisammment réguliere, il existe une constante Cy, indépendant de D, telle que
W}D — 1/)]3’ < CI/)’PD — PE‘ < 2C¢diam(D), VD e Dy, FE € N(D) .

Et d’apres 'hypothese (2.53)), on a la convergence du terme correctif vers zéro.

Dans le paragraphe suivant, on va montrer que la condition (2.53)) n’est pas restrictive

grace au choix des fonctions de corrections p g.

2.6.3 Exemple d’une correction

Dans les références [60] et [12], on peut trouver une méthode générale pour construire des
corrections satisfaisant toutes les conditions précédantes afin que 'opérateur diffusif corrigé soit
monotone, conservatif, consistant et coercif. Voici un exemple d’une correction appliquable a
notre probleme dégénéré non-linéaire qui a été initialement proposé dans [60] pour un probleme
linéaire elliptique.

Etant donné le parametre 1 > 0, on consideére la correction suivante,

i Sp(AFL)) Se(A(R,)
Po (AN = S TANy) — AND)] T Syence [AGY) — ANVD)]

+ 77|0'D,E| . (2.54)
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Dans ce qui suit, on va détailler la convergence de l'opérateur diffusif corrigé par (2.54)).
Selon le choix sélectionné dans ’Exemple |1} il est clair que la correction est monotone,
positive et symétrique. Donc, 'opérateur diffusif corrigé est conservatif et coercif. En plus, le
terme de correction est continue, borné sur Hp, et donc l'existence d’une solution est bien

assurée. La convergence est donné par,

Proposition 11 On note par BPr Uopérateur diffusif corrigé correspondant ¢ (2.54)). Supposons
que,

Dsggh{‘m‘g(')\sp(( DI} —0ash 0. (2.55)

Alors Uhypothése (2.53|) de la Proposition reste vraie.

Preuve : 1l suffit de montrer que (2.55) implique (2.53). VD € Dy,VE € N (D),
Bp,5(A(NL))|A(ND) — A(NE)| < [Sp(A(N))| + |SE(A(NL))| + nlop sl A(Np) — A(NE)| -

Il existe une constante positive C' indépendante de Dy, telle que

S diam(D) S B s(AN))AND) = AN < C S diam(D)|Sp(A(N))

DeDy, EeN(D DeDy,
+n Y diam(D) Y |ope|(A(Np) — A(Ng)). (2.56)
DeDy, EeN (D)

Ce dernier terme tend vers 0. En effet, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, |op g| < h,
dp.g < h, diam(D) < 2h et I'inégalité (2.10)), il existe une constante positive C’ > 0 telle que

’Zdiam(D) S Jopsl(A(ND) - ) (Z Z (diam(D \UDE\dDE)

DeDy, EeN (D) DeDy, EeN (D

ol

(X > ’UDE|( ND)—A(NE)Y)%SC’hHA(Nh)]ih’ﬂQO.

d
DeDy EeN (D D.E
- . C .
D’ailleurs, le premier terme dans (2.56|) est majoré comme suit

diam(D) } 7

Z diam(D)|Sp(A(Ny))| < 19| SUP {‘SD( (Na)) |D|

DeDy,

et grace a (2.55)), on a

D’ou 'hypothese (2.53)) est vérifiée et le résultat de convergence souhaité est une conséquence
de la Proposition
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2.7 Simulations numériques

Dans cette section, des tests numériques sont effectués pour montrer ’efficacité et la robustesse
du schéma volume fini-élément fini combiné monotone. La résolution se fait avec un nouveau code
FORTRAN 95 développé et étendu dans le cadre de cette these afin d’implémenter ce schéma
combiné monotone discrétisant le modele anisotrope de Keller-Segel. Au début, on démontre
efficacité et la robustesse de cette méthode pour un probleme elliptique. Apres, on présente des
expériences numériques illustrant le comportement de la solution discrete d’un modele aniso-
trope de Keller-Segel. Les simulations s’effectuent sur des différents maillages non structurés. Un
exemple d’un maillage F'V dual Dy, associé au maillage initial EF 7, de type Boyer est donné
sur la Figure [2.3] En plus, on peut raffiner ce maillage initial 75, en divisant chaque triangle
régulierement en sous—trlangles afin d’obtenir les maillages EF Tj,, i = 2, 3,4 et par conséquent
les maillages FV duals Dy, i = 2,3,4 ou h; sont les tailles du maillage données dans le Tableau
Les tenseurs de diffusion .S sont considérés comme étant fortement elliptiques, c’est a dire,
chaque tenseur S est une matrice symétrique ayant des valeurs propres majorées et minorées

par des constantes strictement positives.

On note que le cas d'une diffusion isotrope (S(z) = Id) sur un maillage triangulaire conte-
nant des angles supérieurs a II/2 entraine des problémes similaires obtenus en cas de tenseurs
diffusifs anisotropes sur un maillage de Delaunay (avec des angles aigus). Dans les deux cas, le
principe de maximum n’est pas nécessairement vérifié (On rappelle que ce principe est vrai sous
I’hypothese ) et une correction est nécessaire pour maintenir la monotonicité de ’opérateur
diffusif et donc le confinement de la densité cellulaire. Dans ce cas, on a ’algorithme itératif sui-

vant :

Supposons que la valeur de la solution U™ & l'instant t,, est connue, alors la solution U™*1

est calculée comme une limite d’une suite construite par le schéma itératif suivant :

Ng—i—l Nn

N,

Z SpsANG™) + Z BD B(A(N®)(ANEH) — A(NEH)) - (2.57)

EED“” EeN(D
k k k
+ Y GINpTL NETLCET) =0,
EeN (D)

[Sp(ANF)] \SE(A(Nk+1))|> 1
card:(N(D)) ’ card.(N(E)) /|A(NEFLY — A(NEFD)| + ¢

prE(A(Nk» — maXx (

N lop.eldp,E
JANETY) — A(NET) | + €

et
JAINSTY) — ANETD)

[ AN = AN +e

card:(N'(D)) = Z
EeN (D)

[AN ) - AN

TACNEY]| all < 1077 est satisfaite.

On arréte l'algorithme quand la condition
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2.7.1 Probleme elliptique.

On considere le probleme elliptique suivant :

9

o] V@) =
Nezacte = x(l—:z:)y(l—y)

oi1 Q est le carré unité, S : Q — R2*2 est le tenseur de diffusion et f = —V - (SV Nezqete) €5t
la donnée du probleme déterminée en fonction de la solution exacte et du champ diffusif choisis

dans chaque test.

2.7.1.1 Test 1. Anisotropie homogeéne

Dans l'ordre d’estimer et de comparer le taux de convergence entre le flux diffusif initial et le

flux diffusif corrigé, on considere le probleme elliptique (/) avec un tenseur diffusif S anisotrope

52107
0 9o

et on change la valeur de § > 0. Ce test a été mentionné dans [46] comme étant I'un des tests

et homogene défini par :

bloquants du principe de maximum discret et certains schémas ne convergent pas avec ce test.
Les simulations sont effectuées sur un maillage raffiné en espace D, du domaine 2 donné dans la
Figure Le minimum et le maximum obtenus avant et apres la correction, avec ’ordre de
convergence de ’erreur entre la solution exacte et la solution approchée calculée aux barycentres
des cotés du maillage initial (qui sont aussi les centres des volumes duals), sont donnés dans le
Tableau En fait, on peut facilement remarquer un meilleur ordre de convergence du schéma

corrigé ou le principe de maximum est vérifé.

Remarque 4 On dit que Dy € Dy, est une cellule mazimale pour A(N) si

SoUACO_ e (ISEAGN)
card:(N'(Dy))  E€Dy \card: (N (E))

Pour la correction régularisée utilisée dans I’équation (2.57)), la condition (2.53)) est équivalente
a Uexistence d’une cellule maximale Dy € Dy, pour A(N) (see [12]) telle que :

JE € N(Do); |A(Np,) — A(Ng)| = ¢.

On prend par exemple le cas de 6 = 1072 et on réussit a déterminer la cellule maximale dont :

[Spy (A(N))]

e —3,00x107° ete=1.94x107°.
card, (./\/(DO))
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2.7.1.2 Test 2. Anisotropie rotationnelle hétérogene

Dans ce test, on considére le probleme elliptique (I), sur le maillage dual raffiné Dy, ou le

tenseur de diffusion est rotationnel anisotrope et hétérogene,

_ 1 y?+ 022 —(1—0)xy
22+y? | (1= 8y  2? + 5y?

avec 6 = 1072, La Figure nous montre la concentration et la position des valeurs négatives
de la densité cellulaire approchée du schéma initial et du schéma corrigé. Apres la correction
du flux diffusif, on peut remarquer que le principe de maximum discret est bien respecté grace
a la disparition des valeurs négatives dans la Figure En plus, en comparant les erreurs
L? entre la solution exacte et les solutions approchées calculées par les deux schémas initial et

corrigé, on peut conclure un meilleur ordre de convergence obtenu avec le schéma corrigé.

2.7.1.3 Test 3. Isotropie sur un maillage non admissible au sens de volumes finis

On considere le probleme elliptique (1) avec Negacte = 22(1 —2)?y?(1 —y)? + 1 et S(z) = Id. On
effectue ce test numérique sur un maillage non admissible au sens de volumes finis donné dans la
Figure Géométriquement, la perte de I’admissibilité du maillage au sens de volumes finis
est provoquée par I'inversion des centres de deux mailles voisins (la distance entre les centres des
cercles circonscrits dg ;, < 0) et pour les faces frontieres o € Eﬁxt par des centres de mailles hors
de Q (di» < 0). Il est bien connu que sur des maillages non admissibles, le schéma de volumes
finis classique converge vers une solution avec des valeurs tres éloignées de la solution exacte
et de signes opposés (Voir [4], chapitre 1). En effet, Uapparition de transmissibilités négatives
entraine la perte de la consistance de flux diffusifs pour le schéma de volumes finis classique
centré par maille tandis que le schéma monotone converge avec une erreur L? d’ordre 107> en
vérifiant le principe de maximum (Voir Figure . Cet test encourage a utiliser la méthode
d’éléments finis non conforme comme étant une méthode d’approximation consistante de flux

diffusifs de nos modeles de Keller-Segel avec des conditions peu restrictives sur le maillage.

2.7.1.4 Test 4. Anisotropie sur un maillage non admissible au sens de volumes finis

On considere le méme Test 2 mais cette fois ci on l'effectue sur le maillage [2.2(d)| en variant
le parametre §. Les erreurs entre la solution exacte et la solution approchée, le minimum et le
maximum de la solution approchée sont donnés dans le Tableau De nouveau, le flux diffusif
corrigé nous donne le meilleur ordre de convergence et la satisfaction du principe de maximum

discret.

2.7.2 Probleme anisotrope de Keller-Segel

On effectue maintenant des tests numériques avec notre schéma combiné monotone appliqué au
modele anisotrope de Keller-Segel. L’algorithme utilisé est le suivant : A chaque instant t,1, on

calcule la solution C™! du systeme linéaire donné par équation (2.15]). Apres, un algorithme
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de Newton est utilisé pour approcher le systeme non-linéaire donné par 1’équation couplé
avec une méthode de bigradient pour résoudre le probleme linéaire résultant de ’algorithme de
Newton. Si I’hypothese n’est pas satisfaite, on ajoute une boucle itérative additionnelle
dans ’algorithme de Newton afin de corriger le flux diffusif et de comparer les résultats
obtenus avant et apres la correction. Afin de visualiser nos résulats numériques, on crée un fichier
de format .vtk et on le dessine a 1’aide de 'application Vislt. Dans les tests suivants, on choisit
les données initiales suivantes : un pas de temps dt = 0.0005, « = 0.01, § = 0.05, un opérateur
A(N) = D(NT2 - %3) et une sensitivité chimio-attractante y(/N). La valeur de cette fonction
X, le coefficient diffusif du chimio-attractant d et le coefficient D des tests suivants sont donnés

dans le Tabeau 2.4

2.7.2.1 Test 5. Anisotropie modérée.

On considere le tenseur diffusif suivant :

S_M_[1.5 0.5] |
0.5 1.5

Le domaine d’espace est le carré unité et les simulations s’effectuent sur le maillage construit par
le logiciel triangle et donné dans la Figure La répartition initiale de la densité cellulaire sur
le domaine € est arbitraire. La concentration du chimio-attractant est définie par Cy(z,y) =5
dans le carré (z,y) € ([0.4,0.6] x [0.4,0.6]) et 0 ailleurs (Voir Figure . Dans la Figure
on remarque que les cellules se déplacent vers la zone du chimio-attractant et pas de nécessité

de la correction grace au confinement de la densité N entre 0 et 1.

2.7.2.2 Test 6. Diffusion anisotrope sur un maillage du Benchmark FVCA5

Dans ce test, on considere le tenseur diffusif anisotrope suivant :

S:leo.
0 5

Les simulations s’effectuent sur le maillage donné dans la Figure et les conditions initiales
sont définies par régions dans la Figure La densité initiale est définie par Ny(x,y) = 1 dans
le carré (z,y) € ([0.45,0.55] x [0.45,0.55]) et O ailleurs. La concentration du chimio-attractant
est définie par Co(z,y) = 5 dans P'union des quatres carrés suivants : (z,y) € ((0.2,0.3] x
[0.45,0.55]) U ([0.45, 0.55] x [0.2,0.3]) U ([0.7,0.8] x [0.45,0.55]) U ([0.45,0.55] x [0.7,0.8]) et 0
ailleurs. Dans les Figures [2.9) et on observe l'influence de I’anisotropie des que les cellules
sont plus présentes dans deux régions du chimio-attractant. En plus, en comparant les valeurs
de N avant et apres la correction, on remarque que le schéma numérique corrigé respecte le
principe de maximum discret. Ce résultat démontre la robustesse du schéma monotone appliqué

au modele anisotrope de Keller-Segel grace au confinement de la densité cellulaire entre 0 et 1.
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2.7.2.3 Test 7. Diffusion anisotrope sur un maillage de Delaunay

On considere les tenseurs suivants :

g=| b5 1 M =1Id.
1 2

Le domaine d’espace est aussi le carré unité. Les simulations s’effectuent sur le maillage VF dual
d’un maillage initial de Delaunay donné dans la Figure [2.2(b)| et les conditions initiales sont
définies par régions dans la Figure La densité initiale est définie par Ny(x,y) = 1 dans
le carré (z,y) € ([0.45,0.55] x [0.45,0.55]) et O ailleurs. La concentration du chimio-attractant
est définie par Cy(z,y) = 5 dans I'union des quatre carrés suivants : (z,y) € ([0.275,0.325] x
[0.275, 0.325]) U ([0.275, 0.325] x [0.675,0.725]) U ([0.675, 0.725] x [0.275,0.325]) U ([0.675, 0.725] x
[0.675, 0.725}) et 0 ailleurs. Dans la Figure on peut remarquer le déplacement elliptique de
la densité cellulaire sous l'influence de tenseurs diffusifs pleins avant et apres la correction. En
plus, la correction est nécessaire pour que le principe de maximum soit vérifié ce qui montre de

nouveau la robustesse du schéma combiné monotone construit.

Remarque 5 En se basant sur la matrice S, on calcule les deux valeurs propres Ao = 0.7192 <
A1 = 2.7808 et les deux vecteurs propres e; = (0.6154,0.7882) et eo = (—0.7882,0.6154) associés
respectivement aux valeurs propres A1 et Ao. Tout d’abord, on peut facilement déduire le rapport
d’anisotropie = i—f = 3.8665. Ensuite, comme la matrice S est symétrique réelle donc il existe

une matrice de passage P orthogonale formée de vecteurs propres telle que

PSP =

A
10 avec P =
0 X

cos(0) —sin(0) ] ‘
sin(0)  cos(0)

Par conséquent, 0 = 51° et ¢a justifie la déviation subie par les cellules dans la Figure[2.13

2.7.2.4 Test 8. Diffusion anisotrope hétérogene sur un maillage avec un trou

Dans ce test, on considere les tenseurs suivants :

1 0 10 0
S = siy>2etS= siy<2, M=1d.
0 10 0 1

Le maillage considéré dans ce cas est un maillage avec un trou construit avec le logiciel Triangle
et donné dans la Figure Les conditions initiales sont données dans la Figure On
considere une distribution initiale arbitraire des cellules dans le domaine 2. La concentration du
chimio-attractant est définie par Cy(z,y) = 10 dans 'union des cinqg carrés suivants : (z,y) €
([0.4,0.6] x [2.4,2.6]) U ([0.4,0.6] x [0.4,0.6]) U ([2.4,2.6] x [0.4,0.6]) U ([2.4,2.6] x [2.4,2.6]) U
([1.4,1.6] x [3.4,3.6]) et 0 ailleurs. Dans la Figure on remarque la diffusion anisotrope
verticale (resp. horizontale) des cellules dans la moitié supérieure (resp. inférieur) du domaine
vers les régions du chimio-attractant. La vérification du principe de maximum avec le schéma

initial rend ce cas trés intéressant grace a la satisfaction de I'hypothese (2.18]) avec ce choix du
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Taille du maillage hi | ho hs hy
Nombre de triangles || 56 | 224 | 896 | 3584
Nombre de coOtés 92 | 352 | 1376 | 5440

TABLE 2.1 — Test 1- Raffinement du maillage FVCAS5 .

maillage et des tenseurs sans aucune correction du flux diffusif initial et par conséquent cela

explique le confinement de la densité cellulaire dans [0, 1].

0.2 0.2+

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

(a) Maillage T, FVCAS5 (3584 triangles). (b) Maillage de Delaunay (620 triangles).

0.8

0.6

A
-Axis

L7

(c) Maillage avec un trou (1563 triangles). (d) Maillage grossier (78 triangles).

FI1GURE 2.2 — Différents maillages 7j,.



2.7 Simulations numériques

63

delta §=10"2 § =100 § = 10! § =107 §=10°
Erreur L> 3.27x1072 | 412x107° | 1.23x 1072 3.27 x 1072 6.71 x 1072
Erreur L? 1.07x 1073 | 1.70 x 1072 | 1.52x 1074 1.07 x 1073 4.50 x 1073
NMax avant correction || 5.42 x 1072 | 6.248 x 1072 | 5.72 x 1072 5.42 x 1072 7.71 x 1072
NMin avant correction || —7.07 x 1074 | 4.545 x 107° | —=3.32x 107° | —7.08 x 10~* | —2.62 x 1073
Nombre d’itérations 1 0 1 59 88
Erreur L™ 2.21 x 102 - 1.13x 1072 | 3.11x107% | 4.39x 1072
Erreur L” 4.92 x 10~* - 128 x10~* | 9.65x10~* | 1.93x107°
NMax apres correction || 4.45 x 107 - 544 x107% | 516x107* | 511 x 107*
NMin aprés correction || 4.67 x 1076 - 122x107° | 1.23x107® | 1.31x107®
TABLE 2.2 — Test 1- Cas anisotrope homogene
delta §=10"1 §=10""2

Erreur L®° avant correction 5.63 x 102 4.60 x 101

Erreur L? avant correction || 3.17 x 1073 | 2.12 x 107!

NMax avant correction 8.80 x 102 4.79 x 10~ 1

NMin avant correction —2.62x 1072 | —2.82 x 10!

Nombre d’itérations 2 3

Erreur L* apres correction 4.34 x 1072 4.78 x 1072

Erreur L? aprés correction 1.89 x 1072 2.28 x 1073

NMax aprés correction 1.94 x 1072 | 2.21 x 1072

NMin apres correction 1.72 x 1073 4.34 x 107°

TABLE 2.3 — Test 4- Cas anisotrope hétérogene sur le maillage 2.2(d)| .

Tests Test 5 Test 6 Test 7 Test 8
= 2. 0.05 0.05 0.3
X(N)=1[ eN(1—-=N) | eN(1—-N)?|[cN(1—N) | eN(1—N)
c= 1.5 0.005 0.3 0.01

= 1076 1074 1074 5x107°

TABLE 2.4 — Parametres initiaux des Tests 5, 6, 7 et 8 .
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0.4 oe-]
(a) Maillage initial Ty, . (b) Maillage dual Dy, .

FIGURE 2.3 — Exemple d'un maillage initial 75, et son dual Dy, .

DB: Ucalculelyti ' ~q . DB: Ucorre
b \ e
o B

-

—oou

20215

- -
; ]
i .
0.4 0.4
0.2 0.2
user: charroungecrges user: chamoungeorges
Tue Jun 3 16:58.142014 Tue Jun 3 16:59:242014
(a) Schéma initial : Concentration des densités (b) Schéma corrigé : Disparition des densités négatives avec
négatives avec une erreur-L? = 2.33 x 1072 une erreur-L? = 1.77 x 1073,

FI1GURE 2.4 — Test 2- Concentration et position des densités négatives avant et apres la correction.
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DB: Uexacte Vi

Mesh
Var: mesh

0.6

¥-Axis

0.4

0.2 0.4 0.6 0.8

user: chamoungeorges
Wed Feb 26 08:23:06 2014

(a) Maillage dual associé au maillage [2.2(d)|

DB: Uexacte DB: Ucalculg
Mesh Psaudocolor
ar. mesk var.u
1.004
Pseudocobor
Var: Ueeetz —1003
o0e
0.8 0.8
1.002
— 008
1.001
oz
. 1.000
— 01 Max 1004
l Mn: 10c0
0.6 .6
oc
Max: 1004 vﬂevgcwsv
Min: 1.000 " s "
X x
] <
: :
L) L]
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 0.4 0.5 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
X-Axis X-Axis
user: chamoungeorges Lser: chamoungeorgas
Wed Feb 26 08:51:08 2014 Wec Feb 26 08:50:58 2014
(b) Solution exacte. (c) Solution approchée.

FI1GURE 2.5 — Test 3- Solution exacte et solution approchée.
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(a) Condition Initiale de la densité cellulaire No. (b) Condition initiale de la concentration du chimio-
attractant Cp.

FIGURE 2.6 — Test 5- Conditions initiales.

(a) Densité cellulaire : 0.38 < N(t = 0.2) < (b) Densité cellulaire : 0.42 < N(t = 15) < 0.96
0.98.

FIGURE 2.7 — Test 5- Evolution en temps de la densité cellulaire.
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(a) Condition Initiale de la densité cellulaire Np. (b) Condition initiale de la concentration du chimio-
attractant C.

FIGURE 2.8 — Test 6- Conditions initiales.

0.

Y-Axis

0.4

0.

a) Avant la correction : —0.009599 < N(t = (b) Apres la correction : 6.996 x 107> < N(t = 0.05) <
0.05) < 0.4080. 0.3140

FIGURE 2.9 — Test 6- Densité cellulaire avant et apres la correction a l’instant ¢ = 0.05.
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0.

Y-Axis

0.

0.

(a) Avant la correction : —0.009599 < N(t = (b) Apres la correction : 6.996 x 107° < N(t = 3.125) <
3.125) < 0.4080. 0.3140

FIGURE 2.10 — Test 6- Densité cellulaire avant et apres la correction & 'instant ¢ = 3.125.

(a) Condition Initiale de la densité cellulaire No. (b) Condition initiale de la concentration du chimio-
attractant Co.

FIGURE 2.11 — Test 7- Conditions initiales.
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a) Avant correction : —1.23x 1072 < N(t = (b) Apreés correction : 0. < N(t = 0.4) < 0.1885.
0.4) <0.1918.

(c) Avant correction : —2.47x 1072 < N(t = (d) Apres correction : 0. < N (¢t =1) < 0.4792.
1) < 0.4829.

(e) Avant correction : —2.81x1072 < N(t = (f) Apres correction : 0. < N(¢t = 4) < 0.6727.
4) < 0.6862.

FIGURE 2.12 — Test 7- Evolution en temps de la densité cellulaire avant et apres la correction.
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(b) Condition initiale de concentration du

(a) Condition Initiale de la densité cellulaire No.
attractant Co.

FIGURE 2.13 — Test 8 Conditions initiales.
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(a) La densité cellulaire (N) & linstant ¢ = (b) La densité cellulaire (N) & linstant ¢ = 0.02 avec
0.075 avec 0.3693 < N < 0.7454. 0.4005 < N < 0.7656.

(¢) La densité cellulaire (N) & l'instant ¢ = 1 (d) La densité cellulaire (N) & linstant ¢ = 10 avec
avec 0.4420 < N < 0.7561. 0.4804 < N <0.6970.

FIGURE 2.14 — Test 8- Evolution en temps de la densité cellulaire sur un maillage avec un trou.






Chapitre 3

Etude mathématique d’un modele

anisotrope en chimiotaxie-fluide

3.1 Introduction

Le systeme chimiotactisme-fluide couplé décrit le comportement collectif d’une suspension de
cellules attirées par un chimio-attractant dans un fluide qui n’est pas au repos. Ce modele a
été motivé par une expérience de bactéries nageantes de nature ”Bacillus subtilis” suspendues
dans une goutte d’eau et confinées entre deux (verticales et invisibles) plaques de verre de 1 mm
d’écart. Ces bactéries nagent vers le milieu riche en dioxygene dans le but d’assurer leurs nutri-
ments, tandis que d’autres bactéries manquent d’oxygene et se sont rendues immobiles. Dans ce
qui suit, on va étudier mathématiquement le modele suivant formé d’un systeme parabolique de

chimiotaxie avec des tenseurs diffusifs généraux couplé aux équations de Navier-Stokes,

ON =V - (S(z)a(N)VN) + V- (S(2)x(N)VC) +u-VN = f(N),

0C -V - (M(x)VC)+u-VC = —k(C)N,
Ou—vAu+ (u-V)u+ VP = —NVo,
V-u = 0, t>0,x €,

(3.1)
ott 2 est un domaine ouvert borné dans R?, d < 4 de bord 99 régulier. L’expérience correspond
aux conditions mixtes aux bords. Mais, on utilise ici des conditions aux bords de flux nul pour N
et C et de Dirichlet nulle pour u (non-glissement). Les conditions aux bords sur ¥;= 02 x (0,7")

associées a ce systeme d’équations sont données par :
S(z)a(N)VN -n=0, M(z)VC -n=0, u=0, (3.2)
ou 7 est la normale unitaire sortant de 0€2. Les conditions initiales sur €2 sont données par,

N(z,0) = Ny(z), C(z,0) = Cop(z), u(x,0) = ug(z). (3.3)
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Ici, on note la densité cellulaire, la concentration d’un chimio-attractant, la vitesse et la pres-
sion dans le fluide incompressible respectivement par N, C, u and P. En plus, a(N) désigne
le coefficient diffusif qui dépend de la densité cellulaire et x(N) est généralement écrit sous la
forme x(IN) = Nh(N) ou h est la fonction sensitivité chimiotactique. Les tenseurs anisotropes
et hétérogenes sont notés par S(z) et M(z). La motivation pour ce modele provient de ’étude
numérique de deux premiers chapitres de cette these et le but d’étudier la dynamique du com-
portement chimiotaxique des cellules dans un fluide qui n’est pas au repos. Ainsi, on note les

expériences décrites dans [17), 50, [78] concernant 'attitude des bactéries via un chimio-attractant.

Dans le modele , la densité cellulaire N se diffuse, elle se dirige vers le gradient
chimique et elle est transportée par le fluide. En plus, le chimio-attractant C' se diffuse, il est aussi
transporté par le fluide et il est consommeé proportionnellement a la densité cellulaire. La fonction
k(C) désigne le taux de consommation d’un chimio-attractant par les cellules et modélise le seuil
d’inactivité des bactéries en raison du manque d’oxygene. Le fluide de viscosité v est décrit par
une équation incompressible de Navier-Stokes. Il est couplé a N et C a travers le transport par le
fluide modélisé par u- VN, u-VC et la force gravitationnelle g = —N V¢ comme étant une force
extérieure exercée par les cellules sur le fluide. En effet, cette force extérieure peut étre produite
par des mécanismes physiques différents tels que : la gravité, les forces électriques et magnétiques
mais on s’intéresse seulement dans cette these a la force gravitationnelle Vo =" V(o — p)g”2
exercée par une bactérie sur le fluide suivant le vecteur unitaire z proportionnellement au volume
du bactérie V3, & I'accélération gravitationnelle g = 9.8m/s% et & la densité des bactéries (qui
sont plus denses que le fluide). En plus, dés que le fluide est lent, on peut donc utiliser I’équation

de Stokes au lieu de Navier-Stokes. Alors le systéme apparait comme,

HN =V - (S(@)a(N)VN) + V- (S(z)x(N)VC) +u-VN = f(N),

o0C -V -(Mx)VC)+u-VC = —k(C)N,
Oou —vAu+ VP = —NVo,
V-u = 0 t>0,x€.

(3.4)

Dans le cas de tenseurs isotropes homogenes (S(z) = M (x) = Id), d’une diffusion linéaire
(a(N) = 1) et d’'une sensitivité (x(NV,C) = NS(C) qui dépend de la concentration ou G(C)
est la sensitivité chimiotactique), plusieurs auteurs dans la littérature de la chimiotaxie, ont
récemment étudié l'existence globale face a ’explosion en temps fini d’une solution faible de
modeles et . L’outil principal utilisé pour montrer ’existence globale est une inégalité
entropique si elle existe. Dans [29], les auteurs ont montré 'existence globale de solutions faibles
pour le modele avec un potentiel ¢ faible ou avec une condition initiale de la concentration
C suffisamment petite. En plus, pour 2 = R? ou R3, en changeant le taux de consommation
(=k(C)N) en un autre de production (N — aC ot a > 0) et en considérant 1’équation station-
naire de C, les auteurs dans [63] ont montré l'existence d’'une masse critique initiale M pour
le modele , au-dessous de M on a l'existence globale et au-dessus de M on a l’explosion
en temps fini. Pour 2 = R2, 'existence globale en temps d’une solution faible du modele

est montrée dans [63]. En plus, dans le cas de tenseurs isotropes, d’'une diffusion non-linéaire
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(a(N) = mN™1) qui se dégénere seulement en un seul point (N = 0) et pour la méme sen-
sitivité (x(N,C) = NS(C)), D'existence globale d’une solution faible pour le modele (3.4]) est
montrée dans [41] pour 2 = R? et montrée aussi pour % <m <2 ou Q est borné dans R2. En
plus, le cas m = % dans tout I'espace Q = R? est traité aussi dans [63]. Selon notre connaissance,
ce sont les seuls résultats montrés a des modeles reliés a et .

Dans ce papier, on a deux buts : D’un part, on établit ’existence globale en temps de
solutions faibles des modeles et dans le domaine §2 ouvert et borné (2 C R%, d < 4),
en présence des tenseurs anisotropes et hétérogenes, d’une diffusion non-linéaire qui se dégénere
en deux points, d’une sensitivité chimiotactique modifiée y et des équations de Navier-Stokes.
D’autre part, on montre 'unicité de ces solutions faibles du systeme dans Q (Q c RY,
d = 2,3) sous des hypotheses et des régularités supplémentaires sur la donnée initiale.

Une technique de semi-discrétisation, inspirée de [64], est utilisée au début pour établir
Iexistence d’une solution faible du systeme Chimiotactisme-Navier-Stokes régularisé et non
dégénéré. On peut citer [75] pour des détails supplémentaires concernant ’existence globale
de solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes par une semi-discrétisation en temps
qui reste validée pour tout nombre des dimensions en espace. Ensuite, on tend le parametre de
régularisation vers zéro et on utilise des arguments de compacité, comme dans [2], pour passer
a la limite et pour montrer 'existence d’une solution faible du systeme dégénéré qui a
deux points de dégénérescence (N = 0 et N,,). Plus loin, la preuve de 1'unicité se base sur une

technique de dualité utilisée aussi dans [58] pour le modele classique de Keller-Segel.

Ce chapitre est structuré comme suit. Dans la section 2, on résume les états du probleme
mathématique, on formule le concept de solutions faibles pour les modeles (3.1)) et (3.4]) et on
énonce les théoremes principals d’existence globale et d’unicité de solutions faibles. Les sections

3, 4 et 5 sont consacrées a la preuve de ces Théorémes.

3.2 Préliminaires et résultats principaux

Dans cette section, on va énoncer les hypotheses posées sur les données initiales dans cette étude

mathématique et les résultats principaux obtenus dans ce chapitre.

On suppose que la densité critique N, vaut 1 et que les fonctions x et a satisfont les

meémes hypotheses ((1.7) et (1.8]) utilisées tout au long de cette thése. Les perméabilités S et M

possedent les mémes propriétés données par (2.5) et (2.6). Grace a (1.7)), (1.8)) et (2.5]), on peut
déduire I'existence de D et Dy € R* telles que p.p. z € , YN € [0,1],

1Dl amur) = 1S @)a(N)|| pmyw) < D, [1D1llmywy = 1S @)X (N am,ur) < Di - (3.5)
Ensuite, on exige que

k : [0, +oo[— R est une fonction de classe C'; k(0) = 0 et k'(c) > 0, Vc € RT, (3.6)
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f:[0,1] — R est une fonction continue avec f(0) =0, (3.7)

Vo € (L2(0))? et ¢ est une fonction indépendante du temps. (3.8)

Ensuite, pour p dans (0,00) et un entier m > 0, on note par W™?(Q) (resp. W™ (€2 % [0, 7))
Pespace de Banach qui contient les éléments de LP(€) (resp. de LP(2 x [0,T])) qui possedent
des dérivées généralisées jusqu’a l'ordre m (resp. derivées de la forme 9] 05 avec 2r + |s| < 2m)

et qui sont p-sommables sur €.

Finalement, ’étude de I’équation de Navier-Stokes nécessite l'introduction des espaces

suivants :

p={ueD),V-u=0},V=p"®et H=0p"" (3.9)

ot V et H sont les clotures de p dans HE(Q) et L?() respectivement.

Pour montrer I'unicité de solutions faibles du modele chimiotactisme-Stokes (3.4), on a

besoin apres de I'ensemble suivant des hypotheses sur les données initiales :

i) d <3, Ny € L™(Q), up € W2 #7(Q), Co € W #7(Q) avec une suffisante p > d,
ii) Vo € WHo°(Q), f est affine, y de classe Ct et les coefficients S; ; € C1(Q).
(3.10)

Avant ’établissement de I'existence globale, tout d’abord on a besoin d’une notion propre d’une

solution faible.

Définition 7 Supposons que
0<Ny<1,Cp>0,Co€ LX), up € H V-ug=0 et g L*0,T;V"). (3.11)
Le triplet (N,C, u) est dit une solution faible de (3.1)-(3.3) s
0 < N(z,t) <1, C(z,t) >0 p.p. dans Qr = Q x [0,T],
N € Cy(0,T; L*(Q)), N € L*(0,T; (HY())), A(N) := /ON a(r)dr € L*(0,T; H'(Q)),

C € I™(Qr) N L2(0,T; HY(Q)) N C(0, T; L2(Q)): 6:C € L2(0,T: (H'(Q))),
u € L°°(0,T; H) N L*(0,T;V) N Cyu(0,T; H); % e LY0,T; V'),
et (N,C,u) satisfait

T
/ <N, b1 >y g dt + // [S(z)a(N)VN — S(z)x(N)VC — Nu| - Vi dedt  (3.12)
0 T

- / F(N) dadt,
Qr
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T
/0 < 00, >ty db+ / / IM(@)VC — O] - 9 dadt = / / - NH(C) i,
(3.13)

T
/ < Ogu,p >y y dt + 1// Vu - Vi) dedt + // (u- V)uyp dzdt (3.14)
0 Qr Qr

_/Q — NV d:z:dt—// gy dxdt

pour tout 11, ¥y € L*(0,T; HY(Q)) et v € C2(]0,T[; V), ou C2(]0,T[; V) désigne l’espace des
fonctions continues a support compact & valeurs dans V et Cy,(0,T; L?(Q)) désigne I’espace des

fonctions continues a valeurs dans (une boule fermée de) L?(Q) induit par la topologie faible.

Définition 8 Grdce a l’équation linéaire de Stokes ((u-V)u = 0), le triplet (N, C,u) est dit une

solution faible de (3.2)-(3.4) dans le méme sens de la Définition[7] avec une meilleure régularité

en temps obtenue pour u. En effet, le terme ‘C%‘ appartient a L*(0,T;V") et par conséquent la

composante u appartient o C(0,T; H).

On énonce maintenant les théorémes principaux concernant ’existence globale et 'unicité

de solutions faibles.

Théoréme 4 Supposons que les hypothéses (3.6) a (3.9) sont vérifiées. Avec les données ini-

tiales (3.11), le systéme (3.1)-(3.3) posséde une solution faible globale (N,C,u) au sens de la
Définition[7.

Théoreme 5 Supposons qu’il existe une constante Cy > 0 telle que
(X(N1) = x(N2))? < Co(N1 — No)(A(N1) — A(N2)), VN1, Ny € [0,1]. (3.15)

Alors, sous I’ensemble (3.10)) des hypotheses supplémentaires, la solution faible globale du systéeme
(3-4)-(3-3) est unique.

La condition (3.15)) peut étre exprimée autrement selon la Remarque suivante.

Remarque 6 Sia(N)= N(1—N) et x(N) = (N(1— N))? alors la solution faible du systéme

(13.4)-(3.3) est unique si 5 > % En effet, ce résultat suit de [[58/, Proposition 4] qui nous donne
une condition suffisante garantissant l'inégalité (3.15)). Il suffit de tester si la fonction

N — X/(N)a(N)*% appartient a L>(0,1) .

Un simple calcul est laissé au lecteur.

Si on suppose pour le modele (3.1)) que la vitesse u du fluide et les forces de réaction f
sont négligeables et si on remplace la consommation de la substance chimique —k(C)N par sa

production aN — 8C ou « et 8 sont des constantes positives, on retrouve le modele anisotrope
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de Keller-Segel ([2.1))-(2.2) étudié dans le deuxieme chapitre. Les propriétés fondamentales des

solutions de ce modele sont données dans la Remarque suivante :

Remarque 7 Le Théorémel] et sa preuve détaillée dans ce chapitre restent vrais pour le modéle
(2.1)-(2.2) traité comme un cas particulier des modéles (3.1) et (3.4). En plus, on a besoin
seulement de supposer que les fonctions x et A sont de classe C' pour montrer 'unicité de ces

solutions faibles sous ’hypothése (13.15]).

Au début, notre but est la preuve du Théoreme[d] La difficulté principale dans Ianalyse de
notre systeme (3.1]) est la dégénérescence forte du terme diffusif. Pour surmonter cette difficulté,
on remplace le terme diffusif principal a(N) par a.(N) = a(IN) + € et on considére pour tout

€ > 0 fixé, le probleme non dégénéré suivant :

ON: =V - (8(z)a:(N:)VN:) + V- (S(2)x(Ne)VCe) + V- (Neue) = f(Ne),
0,C. =V - (M(‘T)VCE) +V. (CEUE) = _Nak(ca)a

Opue — vVAU: + (ue - V)us + Vpe = =NV,

V- u. =0,

(3.16)

avec les conditions aux bords et initiales suivantes,

S(z)a(N:)VN: -n =0, M(2)VC: -1 =0, u. =0 sur 99 x (0,7),
N:(z,0) = No(z), Ce(x,0) = Co(x), us(z,0) = up(x).

L’hypothese d’incompressibilité V-u. = 0 permet de remplacer le terme u. - VN, (resp. u.-VC;)
par V - (N.u.) (resp. V - (Czuz)) dans le probleme (3.16]). Afin de montrer le Théoreme [4] on a
besoin au début de montrer ’existence de solutions faibles du probléme non dégénéré , dans
la section 3, en utilisant la méthode de semi-discrétisation en temps. On applique le théoreme
de point fixe de Schauder pour I’équation de N, on considere I’équation de C comme étant une
équation parabolique de convection-diffusion et on utilise les mémes lignes du livre [75] pour la
semi-discrétisation en temps du probleme de Navier-Stokes. Ensuite, le critere de compacité de
Kolmogorov (Voir [10]) est utilisé comme un argument de compacité pour obtenir la convergence
vers une solution faible du systéme . Finalement, dans la section 4, on fait tendre le
parametre de régularisation € vers zéro pour obtenir une solution faible du systéme original
au sens de la Définition [7| comme étant une limite d’une suite de solutions approchées du
probleme non dégénéré. La convergence est aussi achevée grace a des estimations a priori et des

arguments de compacité.

3.3 Probleme régularisé non dégénéré : Existence globale

Pour montrer 'existence de solutions faibles du probleme non dégénéré ([3.16), on utilise une tech-
nique du semi-discrétisation en temps qui a été récemment étudiée dans [64] pour des systémes
modélisants le déplacement miscible des éléments radioactifs dans un domaine hétérogene et

poreux. Dans ce qui suit, on va construire une suite de solutions approchées par une semi-
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discrétisation en temps et on passera a la limite en utilisant des arguments de compacité. Le but

de cette section est énoncé dans la Proposition suivante.

Proposition 12 Le probléme non dégénéré (3.16) admet une solution faible (Ng, Ce,uc) au
sens de la Déﬁnition[?] telle que V11,109 € L2(0,T; HY(Q)) et ¢ € C2(0,T;V),

T
/ < OyNg, 1 > dt + // [S(:E)as(Ng)VNE — S(z)x(N:)VC: — Noug| - Vipy dedt  (3.17)
0 T

- / (N dadt,
QT

// (0,0 + [M(@)VC. — Cowr]- Vo] dvdt = / [ V(o dar (3.18)

T
/ < Oge, Y >y y dt + / Vue - VY dadt + // (ue - V)ugtp dedt (3.19)
0 Qr T

://Q —N.Vop dudt,

et de la Définition de l’espace V', on a

Vou.=0. (3.20)

3.3.1 Meéthode de semi-discrétisation en temps

Soit T'> 0 et N € N*. On définit h = At = % comme un pas constant de temps. Ensuite, on
définit deux opérateurs d’interpolation comme étant un outil primordial a ’étude de convergence.
Soit F est un espace de Banach.
Yw = (wo, w, ..., wg5) € EN“, lopérateur d’interpolation constant est défini de [0, T'| vers
FE par :
{ ~ H%w(O) = wy,
% w(t) = Y00 Wat 1 X nh,(nr ) (8) 810 <t < T,

OU X]nh,(n+1)h] (t) est une fonction caractéristique dans |nh, (n+1)h]. L’opérateur d’interpolation

linéaire de [0, T vers E est défini par

t t
H}vw(t) = [(1 +n— E)w" + (g - ")wn+1} X([nh,(n+1)k) () -

n=0

La fonction Hjlvw est continue et sa dérivée, pour tout ¢t # nh, est

N—

%(H}vw(t» =y [%(wn—i-l - wn)]X]nh«nH)hl (t)-
n=0

—_
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Notons que

N-1

HH?\?wHLP(o,T;E) = h(z ||wnH%)% sil<p<oo, (3.21)
n=0

s wHLoo(OTE‘) Juss wHLoo 0,T;E) — H}aXN(”wnHE)' (3.22)

30y

Maintenant, on définit une famille de solutions approchées du probléeme suivant discrétisé

en temps. Soit le triplet suivant
(Nojs, C’O o Up. E) (No, Co, ug) comme étant la donnée initiale. (3.23)

Si les solutions (Néz, CO oy U 8) (NT]LVE, CfLVE, ,; ) sont connues alors on définit la solution a

Pordre n + 1 par le triplet (N2, ., CN\, _,ull ) vérifiant :

n

i [ O N dot [ (8@ )TN - SV )VCL ) -vw(1 dw)
3.24

_/QN%-Lau?]Xa'le dm—/f(Nrﬁ-l7a>w1 dx,
1 ~
i (@ Clypade+ [ M@VCE . Vinda— [ Clycalle-Vonde  (329)

/ Chliy ) de,

1 ~ ~ ~ ~ ~
7 /Q (uﬁq_m - Uﬁf,g)lb dr + 1//QVu7]:[+1,6 -V dr + /Q (unN+17€ . V)unN_H’e@ZJ dx (3.26)

—— [ N Ve da,

V1,19 € HI(Q) et Vip e V.

3.3.1.1 Confinement de solutions approchées N, nt1,e €t C’nJrl R

Le but de ce paragraphe est la Proposition suivante.

Proposition 13 Il eziste M > 0 telle que pour tout n =0,..., N — 1,

0<N+16§16t0<0+1€§Mpp x € €.

Preuve : Au début, on note que N~ = maz(—N, 0) appartient & H* () (Voir [54], p. 54). On
utilise maintenant un argument d’induction. On a Né\fa = Ny > 0. Supposons que Né\; >0 et
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N,]L\ﬁrl . <0p.p. x€Qeton choisit Y1 = —(N,]Xrl,e)_ dans (3.24]), alors

1 . v
h/{;(Nn-i-la NT]L\,]a)( n-‘rla /D Z, n+15)VN +1a'v<N7ﬁ-17a) dx

/S Né\—fi-la)vcn—&-la'v( n—i—la /Nr]LYi-la (Nn—i-la)_dx

/ f +15 n—|—1 5)_d:E.

On note que la coercivité de l'opérateur diffusif D. = S(x)a. est assurée grace a la non

dégénérescence de a.. Ensuite, on a

[Nl Ve = 5 [ (e VUL ) de = 0.

Apres, on introduit des extensions continues et Lipschitziennes x et f de x et f sur R telles que

0 sis<0 0 sis<0
X(s) =14 x(s) sio<s<1 , f(s)= f(s) si0<s<1 ,
0 sis>1 f(1)>0 sis>1

qui nous permettent de conclure que S(z)yx (NT]LYHE) =0 et f( n+1s) = 0 pour Nn+16 < 0.
Alors,

/Né\fl—la n—i—la) d$<0

et par suite (NT]L\EFLS)_ = max(—Né\iLE,O) = 0, ce qui est une contradiction avec N,]LYH’E < 0.

Par conséquent,

VYn=0,.,N -1, N+1€>Opp z €. (3.27)

D’autre part, en choisissant ¢; = (NT]XH’E —1)* dans (3.24), on aura

1 -
h/Q(Nn—t-ls N?i\,ls)( n+le = +dl’+/D +16)V(NT]L\Q-1,€_ ) V(Nn+ls_1)+dx

/S n+1 s)vcn—l-ls V( n—i—le - +d$/ n+15 ns V(N +1,e 1)+dl‘

/ f n+1 5 n+16 - 1)+d$

Supposons que NTJXE <1 et que Nn 1. > 1. En suivant les mémes arguments, on peut aboutir a

une contradiction. Donc,

Vn=0,.,N — 1N+1€§1pp x €. (3.28)
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Finalement, on peut montrer similairement que

n

Vn=0,.,N-1,0<CN, . <Mpp zeQ. (3.29)

Le Lemme suivant contient un résultat classique montré dans [75].

Lemme 11 On considére la fonction trilinéaire suivante :
B:H}(Q)x HY(Q) x H'(Q) - R

(u,v,w) = B(u,v,w) = /Q(u -Vo)wdz.

Elle satisfait les propriétés suivantes :

1) SiV-u=0 alors B(u,v,v) =0. (3.30)

2) B est continue en dimensions d’espace d < 4. (3.31)

3.3.1.2 Existence de solutions approchées

On commence par énoncer l'existence d’une solution discrete u,]y 11, de équation obtenue
par une semi-discrétisation en temps de I’équation sous le fait de la borne L*°-uniforme du
second membre déduit de et . Ainsi, on donne quelques estimations utiles a I’étude de
convergence. On peut voir les détails des preuves dans le livre [75]. Pour une raison de clarité, on
va seulement donner les idées principales. En dimension d’espace d < 4, I'existence de uiy 1€V
solution de est donnée par le Lemme suivant montré dans [[75], Lemme 4.3].

Lemme 12 Pour chaque h fixé et pour tout n > 1, il existe au moins unN_H’E qui satisfait (3.26)).

En plus, on a les estimations et les résultats de convergence suivants,

0,N
| [T HLQ(O,T;V) < di, (3.32)
vh >0, HT—’ZH%USI - H?{fuéVHLQ(O,T—h;(LQ(Q))) < dih, (3.33)
0 (g <d 3.34
158 D20,y < (3.34)

o di = |luol|%}, + fOTHg(S)HQ,ds et g = (H(J)\?NEN)V¢ € L*(Qr). En plus, il existe u. €
L>(0,T; H) N L*(0,T;V) telle que, modulo une sous-suite,

1% — u. faible * dans L™(0,T; H) , (3.35)
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H(])Vuév — u, faiblement dans L?(0,T;V), (3.36)
H% é\? — u. fortement dans L?(0,T; H). (3.37)

Grace a (3.30)), (3.31) et (2.6)), 'existence d’une concentration unique cx i1, qui satisfait
I’équation (3.25) est une conséquence directe du théoreme de Lax-Milgram. De plus, on peut

facilement établir estimation uniforme suivante

e <, (3.38)

oil C” est une constante indépendante de N. En effet, il suffit de choisir C¥ 1, comme une fonc-
tion test dans (3.25)) et 'estimation (3.38]) est une conséquence directe du fait que la fonction &
est uniformément bornée, (2.6)), (3.28)), (3.29) et (3.30]).

Pour la démonstration de l'existence d’une solution NV na1 de I'équation (3 , on utilise
le théoreme de point fixe de Schauder. Pour cela, on introduit un sous-ensemble borné, fermé et

convexe de ’espace de Banach L?(€2) :
— (NN € L2(9Q); 0 < NV, (2) < 1, for ae. z € Q).

Une application directe du théoreme de Lax Mllgram et (| nous permettent de définir
I’application  : D — D par f(w) = N, 1. Ol NN n1,c est la fonctlon unique dans I'espace H'(Q)

n

qui vérifie,

1
h/(NnHe @ZJlde’—l—/S’ z)a.(w)VNY, ntle qudx—/s VC’ 1, - VY1 de,
Q
(3.39)

/ 8l wldx—/f NS, i de, by € H'()

Chaque point fixe de 6 est une solution de (3.24). On va montrer maintenant que l’ensemble
(D) est relativement compact dans L?(2). En choisissant 1; = N,]l\ﬁrLE comme une fonction test

dans (3.39)), en considérant les trois nombres réels positifs ai, ag, as et en utilisant (2.6)), (3.5)),
(3.30) et I'inégalité de Young, on aura

|| el 1Nl

i [N aPda o [ 1ONE, P < DUVCE L VN

IV Mzl NS e < Dl VN s + 20 HV el + SN, I
LN, 4 ag) N Lirz
_— a _— w .
agh nellL? 3 as L2
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/
;’ﬁ, as = i, as = ﬁ et on utilise (3.38)), la borne uniforme de f et de

NN afin de réduire l'estimation précédante &

Ensuite, on choisit a1 =

1 Y 5 N
NSl < g [ INS Pdo+ T [ VN, Pde < 0, (3.40)

ot C est une constante indépendante de w. Alors §(D) est borné dans H'(2) et donc (D) est
relativement compact dans L?(£2).

Montrons que 6 est une application continue. Soit (wy,), est une suite dans D et w € D tel
que w, — w dans L?(Q2) pour n — +o0. Posons N,, = 6(w,,). L’objectif est de montrer que
N, — 0(w) dans L?*(Q2) quand n — +oo0.

Tout d’abord, on extrait de (wp), une sous-suite (wp;); qui converge vers w presque partout
dans Q. Des que D (xz,w) = S(x)a-(w) et Di(x,w) = S(x)x(w) sont bornées et continues par

rapport a w, alors le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue implique que
D (@,wn,) — Da(z,w) dans (L} ()T,

D1 (2, wy,) — D1(x,w) dans (LQ(Q))d2.

La suite (Ny,),, est bornée dans H'(£) qui est un espace d’Hilbert donc il existe une sous-suite
(Ny,)q telle que N, ) — N dans H'() et Nn,), — N dans L?(Q) et p.p. dans  quand
q — +00. L’équation (3.39)) s’écrit alors :

1

E /Q (N(nj)q - Nﬁs)@bl dl’—i—/ﬂ Ds(l', w(nj)q)VN(n]-)q -V dl’—/Q D; (:L', w(n].)q)VCfIVJFLE - V1 dx

+/N(nj)q(“7]ze'v¢l)d$:/f(w(nj)q)% dz.
Q Q

Passant & la limite quand ¢ — +00, on aura N = 6(w). La sous-suite N, ) converge donc vers
f(w) = N dans L?(Q2) quand ¢ — +oo, et les mémes arguments montrent aussi que chaque
sous-suite de (N,), qui converge dans L?(Q2) a la valeur §(w) comme une limite. Alors, la
suite (Np,)n a un point d’accumulation unique et dés qu’elle est incluse dans un sous-ensemble
relativement compact dans L?(Q2), toute la suite (N,,), converge vers #(w) dans L?() ce qui
montre la continuité de 0. La compacité de # est une conséquence directe de et de I'injection
compacte de H'(Q) dans L?(12).

Finalement, le théoreme de point fixe de Schauder nous permet de conclure l'existence d’un
point fixe Nﬂrl,g € H'(Q) pour 6, qui n’est autre qu'une solution de .

3.3.2 Estimations a priori

Dans la Proposition suivante, on construit des estimations a priori indépendantes de N et concer-

nant les interpolations de NV N oot ON.
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Proposition 14 Il existe deux constantes positives A et A" indépendantes de N telles que

[N ||y = max oV el iy < 1 RO ||y = max e, el ooy < M
(3.41)
HH(J)VNENHLZ(O,T;(Hl(Q))) < A, HH?\?CeNHL%o,T;(Hl(o))) <A, (3.42)
VR > 0, (|- p TS NN — TG NN 20 1oy < AR (3.43)
HQ(H}VMN )‘ L2(0,T5(HY(Q))) ~ Q(H}V e )} porun@y) A (3.4
[ NN -1, NNHL2 0T @)) S A/ShQ _ (3.45)

Preuve : L’estimation (3.41)) est une conséquence simple de la Proposition En choisis-
sant 1o = CN 1, comme fonction test dans (3.25)) et en considérant (22.6), I'inégalité (a — b)a >

n

%(a2 - 62), 3.30), Proposition [13|et la borne uniforme de k, on obtient

}1L /Q [(Cn—l—l 5) - (07]1,?5)2] dx + /l/ (VC 1, 6) dr < Cq,

ot C; est une constante indépendante de N. En multipliant par h et en additionnant de n = 0

an=N-1,ona:

: - ;
/Q (CR ) de + | [VIZCY [ o oy < OLT + /Q (CoL)? du = A"

La méme démarche est suivie pour 'équation (3.24) ce qui termine la preuve de 'estimation
B42).

Montrons maintenant l’estimation ([3.43) des translatés en temps de solutions approchées
qui est utilisée comme une propriété de compacité pour la suite H%NEN dans L%(0,T; L%(Q)).
Soit A > 0, on a

I:= HT—hH?\?NaN _H(I)VNENHLQ(O,Tfh;(B(Q)))

T—h i i 9 T—h
- /0 /ﬂ (H%,NEN(t—i—h,x)—H%,NEN (t,x)) dwdt = /O A(t) dt

pour tout ¢ € [0,T — h], avec

A(t) = /ﬂ (N @) = N, (@) da
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(on note par [z] la partie entiere du réel ) qui est lue encore comme

Alt) = /Q (N o) = N2 () (Vo () = NS, (@)

Notons par ng(t) = [£] et n1(t) = [F]. En choisissant ¢ = (NN — NV ) dans ([3.24) et en

ni,e nQ,&

sommant de ng any — 1, on a :

ni—1 ny—1
Z / n+1a )( nla noa d$<— Z /D Zz, n+1£)VN +1a'v<N7]L\ia NnNoa)d
n=no n=no
/S n+1s)vc +1€'V(Nrjz\i€_N7%€ d(lj—i—/ n+1€ ns V(Nrjz\is_Né\és)d
/f +15 nle no a)dx:|
On définit

vi,{;:/]v 8|2dx et

pje = /Q [DAVNEP + DHVCN P+ [l P+ | F(NS)] dar
L’inégalité de Young implique que I < h(Iy + Iy + I3), ou

ni ni ni

Ilz/OT_h< 3 p,{za>dt, IQZ/OT_h( 3 W)dt Iy = /OT_h( 3 vjfha)dt.

n=ng+1 n=ngp+1 n=ng+1

On définit x,(¢t,t + h) = 1 si nh €]t,t + h] et x,(t,t + h) = 0 sinon. Done, I} peut se réécrire

comine

N

ThN . T—h v
L = / NV xa(t,t + h)dt = Z / Xn(t,t+ h) dt<hz N
n=1

deés que fOTfh n(t,t + h)dt < h. Similairement, on peut obtenir que Iy < hZle C,]ga et
Is<h Zn 1 Gy Finalement, on déduit que

N
1<y Rl +20Y).
=1

L’estimation (3.42)) et ’hypothese (3.7]) impliquent (3.43)).
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2
= #] 5
L2(0,T;(H(Q) Z 875 ”H 2

Pour montrer I'estimation (3.44]), on remarque tout d’abord que
N ~
N2
’ (@) Z E” mete = Vel oy

g ()
(3.46)

On choisit ¥ € H'(2) comme une fonction test dans (3.24]). L’inégalité de Cauchy-Schwarz et
la propriété (3.5)) impliquent que

L N L N

‘h <N, nt1.e — Noer U1 > (H1()),(HY(Q) ’ = ‘ﬁ Nn+1 e Nyt de

DI||VN, o)l V1l 22 + D1lIVC +15HL2 Nl VY] r2(a)e

Hlul Ml 2@l VUL (2@ + 11£( n+1s)||(L2(Q))d||1/11||(L2(Q))d : (3.47)

En simplifiant par [[¢1]g1(q), en élevant au carré et en utilisant I'inégalité suivante (a + b)?

2(a® + b?) pour a,b > 0, on obtient que pour tout n,

N = N sy < 2DV Nl gy + DRIV el + el e

I (N 6)”%[,2(5)))'1) :

En multipliant par h, en sommant de n = 0 a n = N — 1, en rappelant (3.21]) et en utilisant
les estimations (3.32)) et (3.42]), on obtient I'existence d’une constante positive A" qui ne dépend
pas de N et qui vérifie ([3.44)).

Finalement, on montre (3.45)). En effet,

L N — [mron NN
HHNNE —T1% N - / H(1+n—ﬁ)[N ~NN
n.

‘2 p A'h?
L2(0,T;(HY(2))") h

(HY(Q) — 37

est une conséquence de

(n+1)h + (n+1)h -1 t 1 (n+1)h h
1 — )24t = — (1 — 2dt=—h|=(1 S =
/nh (1+n h) dt h/nh h( +n h) dt h[g( +n h) Lh

w \

et

PO{[EHE

@)y < A’h (déduite de Iestimation (3.44))).

3.3.3 Passage a la limite

Dans ce paragraphe, on fait tendre N vers 400 et on montre I'existence d'une solution faible du

probleme non dégénéré.
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Proposit~ion 15 11 existe de sous-suites (H(J)VCgN)N et (H?\?Né\f}N encore notées par (H%Cév)]v
et (H%[NEN)N, et des fonctions N, et C. telles que

1‘[%6’;V —C: et H%NEN — N faiblement-* dans L (Qr) , (3.48)
H%Cg —C; et H?\?NEN — N. faiblement dans L*(0,T; H'(2)), (3.49)
H?VC'EN — C. et H%,NEN — N, fortement dans L*(Qr) et p.p. dans Qr (3.50)

ﬁ 1 AN\ IC: ﬁ 1 arNY) % : 2 77l /
5 (HNC'6 ) T et Y (HNN6 ) Y faiblement dans L*(0,T; (H"(Q2))"), (3.51)

H}VC’&N —C: et H}VNEN — N, faiblement-* dans L*(Qr) , (3.52)
quand N — +o0. En plus, N. et C. vérifient

N:(0,2) = Noe(z) et C-(0,2) = Coe(x) p.p., (3.53)

0 < N:(t,z) <1 et Celt,z) >0 p.p. (t,x) €[0,T] x Q2= Qr. (3.54)

Preuve : Chaque assertion de cette Proposition est montrée pour ’équation de N et par des
arguments similaires, on peut montrer les convergences reliées a I’équation de la concentration
C. Les assertions (3.48), (3.49) et (3.51) sont des conséquences directes des estimations (3.41)),
et construites dans la Proposition En montrant et qui sont res-

pectivement des translatés en espace et en temps de solutions approchées, les hypotheéses du

critere de compacité de Kolmogorov sont satisfaites. Par la suite, on peut déduire que la suite
(H%NEN ) est relativement compacte dans L?(0,T; L?(£2)). Donc, modulo une sous-suite, on a
la convergence .

Ensuite, la preuve de 1’assertion est similaire a la preuve de car on a la méme
L°°-norme des opérateurs d’interpolation. En plus, les estimations et la Proposi-
tion |13| nous permettent de montrer ’existence de w et d’une sous-suite Ngv telles que quand
N — +o0,

H}VNEN — w faiblement-* dans L*™(Qr),

9 1L AN aﬂ . 2 aeal '
&(HNNE ) T faiblement dans L*(0,T; (H"(22))").

L’injection compacte de I'espace L™ () dans (H'(2))" nous permet de déduire que (Voir [74])

HJIQNEN — w fortement dans C(0,T; (H'(Q))'), quand N — +oo. (3.55)
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Les estimations (3.45)) et (3.50) impliquent que H}VNEN — N, fortement dans L2(0,T; (H'(£2))")

quand N — +c0. Grace & l'unicité de la limite, on peut donc déduire que :
w= Ng. (3.56)

La suite (N.). appartient & I'espace C(0,T;(H(2))) C Cw(0,T;(H*())). En effet, cette
derniere inclusion est vraie car : Pour une suite (t,), qui converge , quand n — +00, vers ¢t dans
[0,7] on a :

| < Neltn) = Ne(t), v > | <[|INe(tn) = Ne(@ll @y 10l @) — 0-

Comme l'injection L?(Q) < (H(Q))’ est continue et N. € Cy,(0,T; (HY(Q)))NL>®(0,T; L*(2))
donc N. € Cy(0,T; (L*(Q))) (Voir [8], Chapitre 2, Lemme 2.5.7).

D’apres la convergence forte HJIVNEN(O) — N.(0,x) dans (H'(£2))’ déduite de (3.55)) et de
et d’apres la Définition de Hjl(] (VN, H}VNEN(O) = No.(z)) alors N.(0,2) = No.(z) p.p. z € Q
et I'assertion est montrée.

Finalement, montrons l’assertion . On définit n = [tN] +1=[f]+1,Vt €[0,T] et on
rappelle que IT% NN(t x) = Né\,’ (z ) Lorsque N — 400, on note que h = ([t %)] ) = —t
et que H?\?NaN(t, x) — N(t,x) p.p. (t,x) € Qp, d’apres (3.50) . Comme 0 < N;JIV (x) <1 alors
on a que 0 < N.(z,t) < 1.

Similairement & , on obtient

0

(Hl CN> _, 9C (0, T; (H'(Q))) quand N — 400 . (3.57)

ot

Pour montrer que le triplet (Ng, Cc,u:) est une solution faible de (3.16f), il nous reste

seulement & tester s’il vérifie les égalités variationnelles correspondantes.

L’équation (3.26)) s’écrit : Vo € L2(0,T;V),

T - - - -
/0 < O (Mgul), o > dt + / g V([ul) - Ve dadt + / / (Ml - VI uly dadt
T T

:// % NNV - dadt
T

et en autres termes : P, + P> + P3 = P;. Quand N tend vers 400, on obtient

P — / ,w > dt en utilisant -, P,— / Vu..V dxdt en utilisant (3.36)),

Py — // (ue - V)ugtp dxdt en utilisant (3.36]) et (3.37)),
T

P, — / NV ¢ -1 dxdt en utilisant (3.8)) et (3.50)).
Qr
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On note que la convergence détaillée du terme Pj est montrée dans [75].
L’équation (3.25) s’écrit : Vipo € L2(0,T; HY(Q)),

T - -
/ < O CN), y > dt + / M (z)V(II%,CN) - Vipy dadt
0 Qr

- / / 1% CN (m 1% 0l - Vi) dadt = — / / (1% NV YR, CN Yy dadt .
T T

Pour simplifier, on peut réécrire I’égalité comme V; + Vo + V3 = —V}. Quand N tend vers +o0,

on a

T
%1 —>/ < aacf,wg > dt en utilisant (3.57)).
0

Vo — / M (z)VC. - Vipy dzdt en utilisant (3.49) et la borne du tenseur M (x).
Qr

V3 — —/ CgUg . V’lﬁQ d.%'dt,
Qr

en effet, la convergence faible de ThH?vuév vers u. dans L?(Qr) est suffisante pour montrer cette

convergence,

Vs — (— / Ctte - Vo d:vdt) - _ / / 1% CN (%l - V) dadt + / Coue - Viby deedt
Qr T Qr

=— / / (M%CN — Coym %l - Vipy dadt — / Ce(mI%ul — ue) - Vo dadt
T Qr

La convergence du premier terme est une conséquence du théoreme de convergence dominée
: 0,N 2

de Lebesgue. La convergence faible de 7311 N Ue Vers ue dans L*(Qr) est suffisante pour que le

second terme converge vers 0. En outre, on peut aussi montrer la convergence du terme V3 en

utilisant la convergence forte dans L?(Qr) de ThH?\?”U,N vers u. déduite de (3.33) et (3.37)) et

£

donc,

‘Vs - (— // e - VCO1ho dxdt)‘ < H(H%C’ff —C.)- WQ\\LZ(QT)HThH?vufHLZ(QT)
T

FICel| oo [Ty = el |2y 1V 42| 2oy — 0

Finalement, on montre que

Vi — Nek(Ce)tpe dxdt
Qr

en effet,

vi- | | Nok(Co)a dodt] < TGN |l [BORC2) = KCo12(n W2l 2ar)
T

HIE(C) oo (@) T N2 = Nellzz(@uy 12l 2 (@r) -



3.3 Probléme régularisé non dégénéré : Existence globale 91

En utilisant (3.50) et la borne L> uniforme de k (k est une fonction de classe C! sur un compact)

et de H%{NSN , on obtient la convergence voulue.
L’équation (3.24) implique : Vo1 € L2(0,T; H'()),

T -
/0 < Oy (IT )zp1>dt+/ D, xHONN)V( ONY) -V dadt
= / ; Dy (2, TGNV (I,CN) - Wy dadt + // % NN (%0 - V) dadt
T T

/ SA%N, NYepy dadt .
Qr

Dans d’autres termes, Uy + Uy = Us + Uy + Us . Quand N tend vers 400,
U, — / ,wl > dt en utilisant (| -

Uy — / D.(x, N.)V N, - Vi)y dzdt,
Qr
en effet, on a H?VNEN — N, p.p. dans Q7 et donc Dg(m,H(])vNeN) — D.(x, N.) p.p. dans Qr
car D, = S(x)a. est continue par rapport au deuxieme variable. D’apres le théoreme de conver-

gence dominée de Lebesgue, (3.49)) et Pappartenance de D.(z, N.)Vi a L2(Qr), on a :

’UQ—/Q D.(z, N)V(N.) Vi dxdt‘ < ||(De(, 11, NN) Da(x,NS))Vz/Jl"L2(QT)HVH%N§HL2(QT)
T

+/ DE(:L",NE)(VH?VNQ? — VN.) -V dedt — 0.
Qr

Avec des arguments similaires, on peut monter que
Us —>/ D1 (z, N.)VC. - Vi dadt,
Qr
en utilisant (3.49)) et la continuité de D1 = S(z)x(N:) par rapport a Ne.

U, — / Ncue - Vipy dzdt (similaire a la convergence de V3).
Qr

v — | [ I dodt,

en effet, la continuité Lipschitz de la fonction f sur [0,1] et (3.50) impliquent cette derniere
convergence. Grace aux mémes arguments, on obtient la convergence de I’équation discrete
vers la formulation faible de 1’équation évolutive de Navier-Stokes donnée dans la Définition
(Voir [75]).
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3.4 Probleme principal dégénéré : Existence globale

Le but de cette section est de faire tendre le parametre de régularisation £ vers zéro pour
les suites de solutions faibles du probleme afin d’obtenir une solution faible du systeme
original au sens de la Définition m Notons que, pour tout € > 0 fixé, on a montré I’existence
d’une solution (Ng, C¢, ue) telle que 0 < N(z,t) < 1et 0 < Co(z,t) < M p.p. dans Q7. Ensuite,
pour aboutir & une conclusion & propos de l'existence d’une solution faible du systeme , on

doit montrer les estimations a priori suivantes.

3.4.1 Estimations a priori

En choisissant 13 = C: comme une fonction test dans (3.18)), en utilisant (3.30)) et N.(z,t) > 0,

on a :

d/ ]C’e\Qdm—ch// Ve dmdt+// CLI2 dudt < C (3.58)
dt Jo Qr Qr

ou C est une constante indépendante de €. Par conséquent,
(C.)e est une suite bornée dans L>(Qr) N L*(0,T; HY(Q)) . (3.59)

Donc il existe C' € L*>(Qr) N L(0,T; H'(2)) et une sous-suite de (C.) ayant la méme notation

de la suite telle que, quand ¢ tend vers 0,

C. — C faiblement-* dans L™ (Qr), (3.60)

C. — C faiblement dans L*(0,T; H'(Q)). (3.61)

On peut facilement déduire de la formulation faible ((3.18]) appliquée & une fonction test

@ € L*(0,T; (H'())) que

(86%)6 est une suite bornée dans L?(0, T (H'(Q))). (3.62)
Donc,
886;5 — % faiblement dans L*(0,T; (H'(Q))). (3.63)

Pour I’équation de Navier-Stokes, on considere u. o € H comme une condition initiale et la
fonction g = —N.V¢ € L>(Qr) C L*(0,T,V’) comme un second membre. En prenant ¢ = u,
comme une fonction test dans (3.19)), en utilisant le fait que

Oug 1d

(E,ua) = §$Hua(t)|]%{ and b(ue, ug, ue) =< (ue - Ve, ue >yry=0
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et en intégrant entre 0 et ¢, on obtient

1 t 1 t
el +o [ ol ds < 5l + [ llats)

Par conséquent, avec une simple application de I'inégalité de Young, on peut facilement déduire
que la suite de (ue)e de (3.19)-(3.20) est bornée dans L>(0,T; H) N L?(0,T; V). Donc, il existe
u € L2(0,T; V)N L>®(0,T; H) telle que quand ¢ tend vers 0,

Iy (o) .

ue — u faiblement-* dans L°°(0,7; H) et (3.64)

u. — u faiblement dans L(0,7;V). (3.65)

Remarque 8 FEn effet, il existe deux limites uy et us pour ces derniéres convergences mais on
peut facilement montrer que u1 = us = u. En effet, en écrivant clairement la définition d’une

convergence faible et faible-*, on a,
T
/ (u1(t) — ug(t), h(t))dt =0, Yh € L*(0,T; H) ¢ L*(0,T; H) N L*(0,T; V).
0

Ensuite, il suit du choiz de h = uy —uz que [|uy — ua||[r2(07,1) = fOT [|ui(t) — UQ(t)Hi] =0

En plus, grace au théoreme de compacité d’Aubin-Simon, I'injection de l'espace E2 1 = {u. €

L2(0,T;V); d;ﬁf € L'(0,T;V")} dans L?(0, T; H) est compacte (Voir [8], Théoréme 2.5.15). Donc,

modulo une sous-suite,

u. — u dans L*(0,T; H), quand € — 0. (3.66)

On peut aussi montrer cette derniere assertion par un théoreme de compacité qui contient des

dérivations fractionnaires et par la transformée inverse de Fourier d’une fonction. (Voir [75]).

Ensuite, en prenant 11 = A.(N;) = A(N:) + ¢N,; comme une fonction test dans (3.17]) :

T
/ < 0y(N¢g), Ae(N;) > dz —|—/ S(x)VA:(N;:) - VA(N) dxdt = / Neue - VA(Ne) dxdt
0 QT

Qr

/ S(2)x(N)VC, - VAL(N.) dadt + / FINA(N,) dadt .
Qr Qr

En considérant A(s fo r) dr et en utilisant (2.6), 'inégalité de Young pour VC; -V A, (N.),
- VA (N;) et la borne unlforme de x, fet Ac,on a:

N;
sup /A )(z,t)dx + ¢ sup /| (z, )] d + = // |VAL(N))|? dzdt
0<t<T 0<t<T Qr
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+g // IVN|? dedt < C, (3.67)
T
ol C' est une constante indépendante de . On déduit alors quand € tend vers 0 que

N. — N faiblement-* dans L>(Qr), (3.68)

VEN. — 0 dans L*(0,T; H'(Q)), A(N.) — T'; dans L*(0,T; H*(Q)). (3.69)

En utilisant la formulation faible (3.17]), les assertions (3.59) et (3.67)), on a :
T
‘/o < N, 1 > dt| <IVAN) 2o IVillrzp) + IVEV N L2 IV 2(0r)

IS (@)X (Nl oo (@ IV Cell 2@ IV V1 120y + uell 22 V1 220
NN 2ol L2@r) < Cllvill 20,701 () »

ou C' est une constante indépendante de €. Alors,

[0 Nel| 20,75 (2))) < € (3.70)
ON.  ON 200 7. (L (O
2 = S5 dans L0, T (HY(9))) (3.71)

D’apres (3.68)), (3.71)) et 'injection compacte L>(Q) — (H'(Q)), on peut similairement
a l'assertion ([3.55)) montrer que

N. — N dans C(0,T; (H*(Q))') quand ¢ — 0.

En plus, N € Cy,(0,T; L?(R2)) (Voir [8], Lemme 2.5.7). Avec les mémes arguments de la preuve
de 'estimation (3.53) dans la Proposition on peut aussi montrer que N(0,z) = Ny(z).

En plus, il est facile de montrer que A(N.) est uniformément borné dans W = {w €
L2(0,T; HY(Q)), %; € L0, T; (HY(Q)))} et comme on a W — L?(Q7) est compacte (Voir [§],
Théoréme 2.5.12) alors on déduit :

il existe une sous-suite de (N.)/A(N.) — 'y dans L*(Q7). (3.72)
Comme A est strictement monotone, alors il existe N telle que

Iy = A(N). (3.73)
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Par la suite,
A(N.) — A(N) dans L*(Q7) et p.p. dans Q7 . (3.74)

D’ailleurs, comme A~! est bien définie et continue, on applique & N, = A~Y(A(N,)) le théoréme

de convergence dominée de Lebesgue pour en déduire que,

N. = A7Y(A(N.)) — N dans L*(Q7) et p.p. dans Qr . (3.75)
Lemme 13 La suite (C.). converge fortement vers C dans L*(0,T; H*(Q)) quand e — 0.
Preuve : La soustraction de relations satisfaites par (N, C:) et (N, C) implique :
O (Ce=CO)+V-(M(2)V(Ce=C))+|ue-V(Ce=C)+(ue—u)- VO] = (Ne=N)k(C)+Ne (k(Ce)—k(C)) -

En prenant ¢y = C. — C' comme une fonction test, en utilisant (2.6)), (3.29), (3.30) (quand

V - (ue —u) = 0) et I'inégalité de Young, on peut conclure 'existence de deux constantes

positives ¢ et ¢y telles que
d 2 2 2
7 |Cc —C|*de+cy | |V(Ce—C)|*dx <¢y | |Ne — N| dx
Q Q Q
+02/ |C. — O da:—{—M/ lue — u||VC:| dx .
Q Q

En intégrant cette inégalité sur [0, 7] et en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

eM // |V(C. — C)|? dadt < ¢; // IN. — N|? dadt + ¢ // |C. — C? dudt
T T Qr
+M(// Jue — uf? da:dt)é(// VO dg;dt)%.
T Qr

Grace a (3.58) et la convergence forte de N, C. et u. respectivement vers N, C et u dans
L?*(Qr), on déduit la convergence forte de (VC.). vers VC dans L?(Qr).

3.4.2 Passage a la limite

Quand le parametre de régularisation € tend vers 0, on a :

T T
/ < O(Ne), 1 > dt — / < O¢N,1p1 > dt en utilisant (3.71)).
0 0

/ S(z)VAL(N;) - Vi dedt — / S(z)VA(N) - Vi dxdt,
Qr Qr

en effet, on définit V : L2(0,T; H(Q)) — L*(Qr) comme étant une application linéaire
continue et donc faiblement continue. Par conséquent, en utilisant (3.69) et (3.73), on a :
VA.(N.) — VA(N) dans L?(Q7). De nouveau, I'application : v — S(z)v faiblement continue
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implique que S(z)VA:(N;) — S(z)VA(N) dans L*(Qr).
/ S(z )VC: - Vi) dedt — / IX(N)VC - V) dadt ,
Qr
qui est une conséquence de la borne L* uniforme de x(V:) et du Lemme m
/ Neue - VY dedt — / Nu -V dzxdt ,
Qr Qr

en effet,

I—// (Now. - Vi — N - Vab) dmdt—// (N. — N)u. - Vi) dadt

—i—/ N(ue —u) - Vp dzdt .
Qr

D’apres le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue et (3.66)), on déduit que
I <||(Ne = N)VY|| 2o uell2@r) + e = ull 2o INVY|| 120 — 0.

Finalement, la continuité Lipschitz de f et la convergence forte de N. vers N dans L?(Qr)

impliquent que
J[ (#0¥0) = £¥)) dadt < LIN. = Nzl #1200 — 0.
T

3.5 Conclusion et Remarques

On a donc identifié N, C' et v comme étant des composantes d’une solution faible du systeme
dégénéré (3.1)-(3.3) au sens de la Déﬁnition En plus, on peut réécrire I’équation (3.14]) comme

d
£<u¢> < g—vAu—Bu),Y >y y, VeV (3.76)

Dés que le Laplacien —A est linéaire et continue de V dans V' et u € L?(0,T; V), alors la fonction
—Awu appartient & L?(0,7;V’). Ensuite, des que la forme b(u,u,w) =< (u - V)u,w >y =<
B(u),w >y est trilinéaire dans V (en dimension d’espace d < 4) alors ||B(u)||y: < c||ulf3 .
Par conséquent, la fonction B(u) appartient & L'(0,T;V’) et donc

d
di: appartient & L'(0,7;V").

D’ot la fin de la preuve du Théoreme

Remarque 9 A travers les mémes arguments, on peut montrer l’existence d’une solution faible
du systéeme — au sens de la Définition @ La seule différence dans le cas de couplage
avec l'équation de Stokes linéaire (B(u) = 0 dans (3.76)) est que % appartient a L*(0,T; V") et
par conséquent u appartient a C(0,T; H) (Voir [75]).

D’ailleurs, d’aprées [[55], Théoréme 6, page 100], une régularité LP différente de la condition
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2
initiale ug entraine une meilleure régularité de la solution u c’est a dire si ug € WQ_P’p(Q) et
V-ug =0 alors u € sz’l(QT) pour 1 <p < oo et

T T
| el + 10001 0y) dt < OO sy + [ INVOlEgy ). 377

ou C' est une constante positive. Par conséquent, les injections de Sobolev impliquent qu’il existe

un p > 2 suffisamment grande de tel sorte que Vu appartient ¢ L?(0,T; L>(Q)).

Remarque 10 Cette remarque est consacrée a l’équation du chimio-attractant du systéme
(B4). 5iCo e WQi%’p(Q), le second membre est uniformément borné dans Qr et la régularité de
u est donné par , alors des résultats classiques de régularité parabolique (Voir [56], cha-
pitre 4) implique que C appartient a LP(0,T; W?P(Q)) pour tout 1 < p < oo et par conséquent
il existe un p > 2 suffisamment grande de tel sorte que VC appartient ¢ L?(0,T; L>(Q)).

3.6 La pression

Pour l’équation de Navier-Stokes, on introduit @(t)= fot u(s) ds, fo s)ds et B(t)=
fo u(s)ds avec u,G et § € C(0,T; (Hl(Q))’) Jusqu’a malntenant, on a trouvé une
solut1on fa1ble u au sens de la formulation (3 -— 3.20)) qui vérifie I’équation (3.76]). En intégrant

cette derniére en temps sur [0, 7], on obtient que
<ult) —ug— A+ B— G, >=0,Vyp €V, vte0,T].

Ensuite, le Théoréeme de Rham (Voir [75], chapitre 1) implique l'existence de P(t) € LE(12), Vt €
[0, T] telle que u(t) —ugp — Au+ S+ VP(t) = G(t), ou

LE(Q) = {w € L*(Q), /dex =0}. (3.78)

Donc VP € C(0,T; (HY(2))") et alors P € C(0,T; L3(€2)). En dérivant au sens de distributions

par rapport au temps t, on obtient :
ou—Au+ (u-V)u+Vp=g,

oup = ‘fTI; € W=12°(0,T; L3(2)). Dans le cas du systeme (3.4) ou le fluide est modélisé par
I’équation de Stokes, il suffit de considérer § = 0 pour obtenir les mémes résultats concernant

la pression.

3.7 Preuve du Théoréeme d’unicité

Sous les hypotheses supplémentaires (3.10) et (3.15)), la preuve de I'unicité se repose sur une
technique de dualité classique. On va noter que les Remarques [9] et sont vérifiées grace a la

régularité imposée sur la donnée initiale dans (3.10). On considere le sous-ensemble L2(2) de
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L?(9)) définie dans (3.78) et on note par Nw € H*(Q) N L3(£2) la solution unique de

{ -V (S(@)VNw) = w (3.79)

S(@)VNw-n = 0

Soient (N, C1,u1) et (Na,Co,u2) deux solutions faibles du systeme (3.4) au sens de la
Définition |8} On fixe T' > 0 et on considere pour (t,z) € [0,T] x Q,

N(t,z) = Ni(t,x) — Nao(t,z), C(t,z) = Ci(t,z) — Co(t,x), U(t,x) = ui(t,z) — ua(t, ).

On commence par soustraire les équations (3.14) associées aux solutions wu; et wug du
systeme (3.4) et par choisir v = U comme une fonction test. Alors, on a :

<8tU,U>+V/VU'Vde:/Nqu-Ud:c.
Q Q

Le probleme variationnel associé au probleme dual (3.79) et la formule de Leibniz impliquent

que
d
GOy + VU gy == [ S@VNN -V (V6-U)da
= —/ S(z)VNN - [(ng) NVY)U + (U -V)Vo+ Vo xrot(U)+U x Tot(qu)] dz,
Q

ol a X b désigne le produit vectoriel de deux vecteurs a et b. Grace aux propriétés suivantes :
rot(Ve) =0, [la x bl[r2(0) < llallz2@)lbllz2@), |[rot(U)]|z2@) S [IVUl|L2(q) (ot a < b signifie
existence d’une constante positive ¢ telle que a < /), les inégalités de Poincaré et de Young,

on a :

d
£HU(75)H%2(Q) +|[VU(1)]172(g) < (3.80)

1@z (1 + ep + NIV llwe @ ) IV N (1) |20y [ VU (1) |20

1
< (SC%HS(x)H%OO(Q)HV¢H%/V1»°°(Q)> IVNN@)[[72(0) + VU 0|72y -

ol cp, ¢ et ¢ sont des constantes positives.

Ensuite, on soustrait les équations (3.13)) reliées aux solutions C et Co de I’équation du

chimio-attractant et on choisit ¥ = C' comme une fonction test, alors

<0 C,C > +/ M (z)VC? d:v—i—/ (U-VC’l)Cdm—i-/
Q Q

(vacmz—/wwmm@mmcm
Q

Q

—/M@wcmz—/wqywwmmcm—/smvmvvw@mmm
Q Q Q
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D’apres (2.6)), (3.30), (3.6) et 'inégalité de Young, on a

d

LNCOIRa@) + el VCDIR 2@y < 1101l @l U0 2 VC D zag@) + e (100 ago
S Lo (@) VNN @) 2(0) IVC )l L2(0) + HVCzl!Loo(sz)HS\\Loo(n)\!VNN(t)HL2(Q)HC(t)HL2(Q)>

1 1
< MPS|VCO)| 720y + gHU(t)Hiz(Q) + ekl |C()| 720y + gHS\|%OO(Q)HVNN(t)H%2(Q)

1
FOEIVCO)|[72(0) + 011117 )kl [V Col F 0 () I VAN (1) 2y + g||0(t)||%2(9) , (3.81)

ol ¢ est une constante positive.

Des qu'on a —V - (S(:U)V@t(NN)) = OyN dans (H*(Q))' et grace & la symétrie de S, on

peut écrire

/ S(x)VNN(¢) - VAN (E) dar = / S(2)VA'N(0) - VA'N(0) da + 2 / - %N, NN > ds.
Q Q 0 t

La soustraction des deux égalités variationnelles (3.12)) reliées aux solutions faibles Ny et Na

avec une fonction test N'N implique que :

t aN t
/O < S NN > ds = —/0 /QS(m)V(A(Nl) CA(NY))- VAN Ndeds  (3.82)

+ /0 /Q S(2) (x(N1) — X(N2)) VCy - VAN daxds + /0 /Q S(2)x(N2)VC - VAN dads

t t t
—i—/ / NU - VNNd:Uds—i—/ / Nug - VNNda:ds—i—/ / (f(N1) — f(N2))N'N dads .
0 JQ 0 JQ 0 JQ
Comme on a |N;| < 1, alors
/QNlU VNN dz < [[VN N[22 [[U0)| 2 - (3.83)
Ensuite, le probleme dual (3.79) et de nouveau la formule de Leibniz impliquent que :

/N(uz-VNN)dm:/S(:E)VNN-V(UQ-VNN)CZ:L‘
Q Q

- / S(z)VN'N - [(u2 “V)VNN + (VNN - V)ug + VNN x rot(us) + us ¥ mt(vNN)] de .
Q
(3.84)

La propriété rot(VAN'N) = 0 nous permet d’annuler la derniere intégrale. Ensuite, on traite la
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premiere intégrale en I’écrivant avec la forme suivante :

o d
/Q S(x)VNN.(ug.V)VNNdeE;k /Q uisj,k@(NN) aa:z( 5 A(NN))

ol u; € L>®() et les coefficients S;j sont supposés de classe C1 d’apres (3.10). Gréace a la

formule de Green, V - us = 0 et la symétrie du tenseur S, on obtient

) / S()VAN - (us - V)VA'N d = — / (V- u2)S@) VNN -VNNdz  (3.85)
Q

Q

_/Q(W -V(S(x)))VN'N - VNN dz < \’U2HL°°(Q)\’VSHLOO(Q)\\VNN(t)H%%Q)-

Ensuite, on déduit de la fonction affine f et du probleme dual (3.79) que

/Q (F(ND) = F(NR)NN d < all S| e oy [TAN (1) 2 gy - (3.86)

A Taide des inégalités (3.83)), (3.84), (3.85), (3.86) et des inégalités de Cauchy-Schwarz et de
Young, on peut déduire de 1’équation (3.82) que :

/S )WN'N(t)- VNN (t)dx < 2//N1 N2)(A(Ny) — A(Ny)) dads (3.87)

+20 [ [ )~ (N dods + 2 [ 1181w 0 IVC e TNV @
2
+258 [ 19Oy ds + 5 [ 1181 NN g ds
! 2 2 ! 2 ! 2
428 [ 0O + 5 [ IVVNOIsyds + [ sl 1951 (el TAN O oy ds
t
+2/0 111700 0y (Va2 (B)[7 () + [[Vua (D)1 22 IIVA N (8)][Z2(q) ds

t
12 /0 1511 o (o |V N ()] 2 g s

Maintenant, on integre les inégalités précédantes ([3.80) et (3.81) par rapport au temps et on
somme les inégalités intégrées avec (3.87]). Ensuite, on considere 0 < § < min(co, 2024;%’ 1)
et on utilise (3.15) pour en déduire que

t
1
es|[VNN (0720 +ICO72(q) + IUD[72(0) 5/0 (gJFCk)HC(t)H%Z(Q) ds

t1 t
+/0 (5+2)||U(t)|\%2(9)d5+/0 g[2+2a’|5\|m(9)+||u2(75)\|Loo(Q)||VS|\Loo(Q)

+||S|\%oo(sz) (3+2|‘vcl(t)”%°°(ﬂ) + 2(/[Vuz(t)|[7 00 (0 + ||VU2(75)H%2(Q)) + Gl VO (1) |7 (g
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IVl () [IVA N ()] 32y s

Les Remarques [9 et [I0] impliquent que

t
IVAN Ol HICOIE U@y < [ 1) [ITAN e HIC iy IV ] ds.
ou p(s) est une fonction intégrable positive. On conclut avec le Lemme de Gronwall (Voir [66])

que U(t) = C(t) = VN'N(t) = 0 pour tout ¢t € [0,T] et Par la suite la preuve du Théoreme

est achevée.






Chapitre 4

Etude numérique d’un modele

anisotrope en chimiotaxie-fluide

4.1 Introduction

Apres I’étude mathématique détaillée d’un systéme chimiotactisme-fluide dans le chapitre [3], nos
travaux maintenant sont dédiés a ’étude numérique et ’analyse de convergence de ce systeme
introduit dans la section sous les mémes hypotheses de la section du chapitre précédant.
En profitant des avantages d’éléments finis non conformes pour la discrétisation des équations de
Navier-Stokes (Voir [75]) ainsi que des avantages de la méthode combinée discrétisant le modele
anisotrope de Keller-Segel détaillée dans le chapitre 2, on cherche a étendre 'idée de la méthode
combinée au systeme chimiotactisme-fluide complet. Dans ce qui suit, on divise le modele

en deux systemes :

N —V - (S(x)a(N)VN)+V - (S(xz)x(N)VC)+u-VN = f(N),
8C —V - (M(z)VC) +u-VC = —k(C)N,

4.1
S(x)a(N)VN -n=0, M(z)VC-n = 0, (4.1)
N($7O):N0($)v C(.%’,O) = CO(:C):
et
Oou—vAu+ (u-V)u+ VP = —NV¢,
Vu = 0 t>0,ze€Q, (4.2)
u = 0 x € 011,

u(z,0) = wg(z).

Dans ce chapitre, on va discrétiser les équations de Navier-Stokes en utilisant les éléments
finis de Crouzeix-Raviart pour la vitesse et les fonctions constantes par morceaux pour la pres-
sion. Ainsi, on va discrétiser les nouveaux termes de transport dans les équations chimiotaxiques
par la méthode de volumes finis. Ensuite, on va construire le schéma combiné et étudier la conver-
gence vers une solution faible du probléme continu. Dans le cas de transmissibilités négatives et
similairement a la section du chapitre 2] on corrige les flux diffusifs de notre schéma combiné

pour que le confinement de solutions approchées, dans d’autres termes le principe de maximum
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discret, soit respecté. Finalement, on présente des expériences numériques afin de valider nos

résultats théoriques.

4.2 Discrétisation des équations de Navier-Stokes

Les résultats de cette section sont plus détaillés dans le livre [75] et I'annexe[B] Tout au long de ce
chapitre, on considere la méme discrétisation en espace du domaine €2 et la méme discrétisation
en temps de l'intervalle [0,7] que celles considérées dans la sous-section du chapitre

Seulement, on rappelle I'espace des éléments finis de Crouzeix-Raviart :

int

X, := {on € L*(Q); ¢k est linéaire VK € Tj, oy, est continue aux points Pp, D € DI}

Xj) = {¢n € Xp; en(Pp) =0, VD € D'}

Ainsi, on équipe 'espace X}, par le produit scalaire :

(No ViD= / VN, - VV; dz,
KeT, 7K

et la semi-norme :

||Nh\|§(h = Z /K |V N,|?dz qui devient une norme sur X} .
KeTy

4.2.1 Approximation de ’espace H} ()

La famille {X,?}h est une approximation externe stable et convergente de H{ () au sens donné

dans lannexe [B] 1l suffit de prendre :
o = (L), w:ue H} — wu={u,d1u,..,0qu} € F,

o prup = {up, up,...,0qup}, rRu € X}(L) avec up(Pp) = u(Pp).

4.2.2 Approximation de ’espace V

Etant donné le sous-espace V}, de 'espace X}, tel que :
Vi = {up, € (Xp)?, divy(up) =0}, (4.3)

ou la divergence discrete est définie par la fonction étagée suivante,

1
divy (up) = Z nili avec ng = / V -up, dx.
P K1 /i

L’espace V}, est une approximation externe stable et convergente de I'espace V' défini dans (3.9)).
En s’appuyant sur I’annexe [B] il suffit de prendre :

o F=(L2(Q)™, w:ueV — wu={u,du,.., Oqu} € F,
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o prup, = {up, Orup, ..., Oqup}, THu = up € V), avec
1
up(Pp) = o] udy. (4.4)
g

Grace au théoreme des traces défini sur chaque élément K, cette intégrale existe et rpu € X,
(Voir [3]). En plus, des que V-uy, est une constante sur chaque élément K, la condition concernant
la divergence discrete de uy, dans (4.3)) est équivalente a :

V- up =0dans K, VK € Ty, . (4.5)

La formule de Green et (4.4) impliquent que pour tout K € Tp,
/ V- updx = Z /uh-nd’y: Z /u-nd'y:/ V-udr=0.
K c€dK 9 ccdK VY K

Cette derniere intégrale est nulle des que V - u = 0 et donc rpu = uy, appartient a l'espace Vj,.

4.2.3 Approximation des équations de Navier-Stokes

Dans cette partie, on propose un schéma d’éléments finis pour I’approximation des équations de

Navier-Stokes modélisant le fluide incompressible. Le probléme approché est :
uf) = la projection orthogonale de ug sur Vj, dans L*(f2), (4.6)

et on cherche uZLH € Vi, ¥n € {0,.., N} telle que :

1

At (up™ =t vn) + v (™ on))a + ba(uj, up ™ o) = (g™, vn), You € Vi, (4.7)

ou le terme non linéaire (u - V)u est approché par bh(uz,uzﬂ, vp) et le second membre ¢g" =
~NV¢ € L2(Q).

4.2.4 Approximation de la pression

La pression approchée est contenue implicitement dans ’équation (4.7). Dans le but de la
présenter, on considere la forme linéaire suivante :
1 n+1 n+1

vp — E(uh — ujy, o) 4+ v((up T op))n + bn(up, up T o) — (97, vn)

qui est définie dans ’espace X}, et qui s’annule dans l'espace V}. En introduisant des multi-
plicateurs de Lagrange correspondants aux contraintes linéaires (4.5)), on trouve a l'aide d’un

théoreme classique d’algebre linéaire qu’il existe des nombres {Ag }ke7;, € R tels que,

1
Kt(uz+1_u27Uh)+’/((uz+1>Uh))h+bh(uzl7UZ+17Uh)_(gn7Uh) = )\K(/ Vup, dw), Yo, € Xp.
KeT, K
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On introduit la fonction pj qui appartient a I'espace des fonctions étagées Y}, telle que :

AK

ph= > PR(K)lk avec ph(K) = &

KeTy

et 1x désigne la fonction caractéristique reliée a I’élément K.

Par conséquent, on a :

é(uﬁ“ —ujt,on) + vt vp)) b (g, ul T op) — (07, diveoy) = (9" vn), Yo € Xp . (4.8)
Remarque 11 Le probléme de l'approximation numérique des équations de Navier-Stokes n’est
pas complétement résolu par la discrétisation de ces équations. Actuellement, on a be-
soin d’une base explicite de ’espace approché Vi, connue seulement en dimension deux (Voir
[76]). Donc, on peut résoudre en interprétant le probléme de Navier-Stokes comme étant
un probleme variationnel avec des contraintes linéaires et on résout ’équation (4.8]) en

utilisant un algorithme classique d’Uzawa.

4.3 Schéma numérique du systeme Chimiotactisme-fluide

Cette section est consacrée a la discrétisation du modele anisotrope chimiotactisme-fluide
sur des maillages généraux. Pour cela, on utilise le schéma d’Euler implicite en temps et on
considere la méthode d’éléments finis non conformes en espace pour la discrétisation des termes
diffusifs et de ’équation de Navier-Stokes. Les autres termes sont discrétisés au sens des volumes
finis sur le maillage dual. On rappelle que le flux numérique S(z)x(N)VC - np g est approché
par la fonction G(Np, Ng,6Cp ) dont les propriétés sont données au paragraphe du

premier chapitre.

On s’intéresse maintenant a la discrétisation de nouveaux termes de transport des cellules
et du chimio-attractant par le fluide. Pour cela, on note I'approximation du flux u - np g sur
I'interface op g par up g. Par suite, on approche le flux Nu - np g par une nouvelle fonction
G1(Np, Ng,up k) de convection numérique qui possede les mémes propriétés de la fonction G.

Ce nouveau flux convectif G; de type “upwind” est donné par :
G1(Np, Ng,up i) = u}, pNp —up pNg = up eNp i, (4.9)

ou UB getupp désignent respectivement les parties positives et négatives de up g (i.e. ua B=
max(up,g,0) et up, p = maz(—up,g,0)). En plus, Npp = Np siupp > 0 et Npp = Ng si

up g < 0.

Finalement, un schéma combiné volume fini-élément fini non conforme pour la discrétisation
du modele (3.1) est donné par l’algorithme itératif suivant :
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4.3.1 Premieére étape : Systéeme ({4.2)

Supposons que la solution discrete (NB, C”) DeDy, nef0,.. N} du modele a l'instant t, est
calculée par le systeme d’equatlons - - 4.14)) défini ci-dessous. Dans cette premiere étape, on
interprete le systeme (4.2)) comme étant un probléeme variationnel avec des contraintes linéaires
dont la convergence de 1’équation est étudiée avec un algorithme classique d’Uzawa.
Etant connus les éléments N = {NB} DeD,’ uy et pp a l'instant ¢,, on cherche donc u”+1 € Xy

n+1

et p," €Y, comme étant des limites de deux suites d’éléments :

n+1T€X etp"Jr T eY,, r=0,1,..,+oo

On commence 'algorithme par un élément pZ’ 0 arbitraire. Quand la vitesse uh+ ’

n+1,r+1 n+1,r+1
et Dy,

est connue,

on définit u, par

1
(T o) v (T o))+ b ap o) — () divgon) = (97, vn)

At
(4.10)
Yoy, € Xp, ot g" = —NJ'V¢ € L*(Q) et
1r+1 . 1
(P T g 4 p(div (u) TV ) = 0, Vg, € Y, (4.11)
L’existence et 'unicité de la solution UZH’TH est une conséquence du théoréme de projection et

n+1,r+1

on peut observer que I’équation (4.11)) définit explicitement p, . Concernant la convergence

de I’algorithme, on a la proposition suivante montrée dans [[ 5], ch. III, Proposition 6.7 ],

Proposition 16 Si le nombre p satisfait

0<p<?
P=a
alors, quand r — 400, uZH’TH converge vers uZH dans X, et anr1 T converge vers ppt!

dans Yy /R.

4.3.2 Deuxiéme étape : Systeme (4.1

Soit uZ“ la vitesse du fluide a l'instant ¢,,41, calculée a la premiere étape. Par la suite, VD € Dy,

1 1
N — = [ N, 0 _ / 4.12
9 \DI/D o) dr. € = 5 [ Cofa)da, (1.12)

et pour tout D € Dy, n € {0,1,..., N},

n+1 n

IDI—"7;

— > SpEANETY+ > GINpTLNETLeCh) (4.13)
EeDy, EeN (D)

+ Y GuNpETLNETL ) = F(NETY)
EeN (D)
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c"“ cp
ID|=2———L — N~ MppCr+ > Gi(CHT, Cpthup ) = —k(CHMNp . (4.14)
EeDy, EEN(D)
On rappelle que :
SD,E = — Z (S(.CU)VQOE, V(,OD)()J( et MD,E = — Z (M(w)V(pE,VQOD)07K. (4.15)
KeTh KeTh

Ainsi, (50}:‘{% et u%% désignent les approximations des flux S(x)VC'np g et u-np g sur 'interface

oD,E, respectivement,
60}521 — Spp(CEtt — OB e u%ﬁé — / unppdy . (4.16)
D,E

Définition 9 On définit deux solutions approchées au sens du schéma combiné volume fini-
élément fini non conforme :

i) Une solution élément fini non conforme (Np at, Chat, Unat) comme étant une fonction
linéaire par morceauz et continue auzx barycentres des cotés intérieurs en espace et constante par

morceaur en temps telle que :
(Nh,at(2,0), Cpai(x,0), upad(z,0)) = (Nzg(fﬁ% Ch(z), U(})L(ﬂﬁ)) pour x € {1,

(Nh,At(%t)a Ch7At(:L‘,t), uhAt(x,t)) = (N’?Jrl(m), C}?Jrl( ) ZJrl( )) pour x € Q and t E]tn,tn+1],

. n+1 __ n+1 n+1 __ n+1 n+1l __ n+1
ou Ny™" =3 pep, Np D, O =Y pep, Cp D etu,™ =3 pep, up (Pp)ep-
ii) Une solution volume fini (N Aty Chat, Un,at) comme étant une fonction constante par

morceaur en espace et en temps telle que :

(Np,at(,0), Choae(,0), ipai(z,0) = (N%a CP, U(;)L(PD)) pour x € D, D € Dy,
(Nh,At(xvt)a éh,At(l‘at)) ah,At(xvt)) = <Ng+1a C?)+1 n+1(PD)) pour x S D, D S Dh, t E]tn,tn+1] .

4.3.3 Résultats de convergence

Maintenant, on énonce les résultats de convergence sous I’hypotheése de transmissibilités positives
du chapitre 2| (Sp,g > 0, VD € Dy, E € N(D)). Si cette hypothese n’est pas vérifiée, on
peut introduire une famille de schémas monotones pour corriger les flux diffusifs, similairement
au section afin de maintenir le principe de maximum discret et la convergence.

Pour le probleme discret (4.6)-(4.7)), on a le théoréme de convergence suivant montré dans [75].

Théoréme 6 (Convergence de l’équation de Navier-Stokes)
Supposons que ug € H, V-ug =0 p.p. sur Q et g € L?(0,T; H), pour tout n € {0, ,]\7} Alors :
1) 11 existe une solution discréte unique up ar du systéme (4.6)-(4.7) si d = 2 et il existe au
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moins une solution st d = 3.

2) Les convergences suivantes sont vraies pour des sous-suites, ayant la méme notation des
suites, quand h et At tendent vers zéro :

Up At — U € L?*(Qr) fortement, U, At X dans L>(0,T; L3(Q)) et DrUn At — Wu dans L?(0,T; F).

Ensuite, on énonce le théoreme principal de convergence.

Théoréme 7 (Convergence du schéma combiné)

Supposons que les hypothéses a ainsi celles du Théoréme@ sont vérifiées. On considére
0< Ny <1,Co€ LX), Co>0,uy€ LX), V-up=0 p.p. sur Q et g € L*(0,T; H). Alors,
1) II existe une solution (Nhym, C’hym) du systéme discret — avec une condition ini-

tiale (4.12)).

2) Pour toute suite (hm)m qui décroit vers zéro, on peut extraire une sous-suite (Ny,, , Ch,, , Un,,)
qui converge p.p. sur Qr vers une solution (N,C,u) du systeme chimiotactisme-fluide (3.1)) au
sens de la Définition |7,

4.4 Convergence

Cette section est consacrée a 1’énoncé des propriétés discretes de nouveaux termes dans notre

schéma numérique ainsi a la démonstration détaillée du Théoreme

4.4.1 Propriétés discretes du schéma

Concernant les flux diffusifs, on a les mémes propriétés démontrées dans les lemmes [6] et [/} En

plus, on démontre les Propositions suivantes :

Proposition 17 On peut écrire,

> GuNEHL NPT by == > (upa) T (NEH - N (4.17)
EeN (D) EeN (D)

Preuve : Pour tout n € {0, .., N }, la solution discrete uZH appartient a 'epace V}, défini dans
. Alors, V - u”Jrl = 0 pour tout K € 7. Par conséquent,

Z ((UTZ;—El)Jr _ ( n+1 Z u%+E1 — Z / n+1 DB dy = / \v& uz-i—l dx
EeN (D) EeN (D) EeN(D
(4.18)

= Vuptt de + V- uptde = 0.
DNK DNL

En ajoutant et en retranchant le terme (u%ﬁé) N dans I'équation (4.9) et en utilisant (4-18)),

on peut facilement achever la preuve du Lemme [T7}

Corollaire 1 La Proposition[3 du chapitre [ reste vraie.
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Proposition 18 Siuy € L>(2) alors

luol| o) — (T + V||V ooy < up < [Juol|poo() + (T + 1|V |1 (q)

pour tout k € {0, ..., N} avec kAt <T.

Preuve : En effet, le probleme variationnel (4.7]) s’écrit :

1 -
A / (U™ — o da + (Vuth - Vop))p + by, up ™ o) do = —/ NpVoup de. (4.19)
Q

Tout d’abord, on introduit le vecteur H" = (H!");—1. 4 tel que pour tout i = {1,...,d}, la

2

. . N n . , n+1 _
fonction discrete H;* constante par morceaux en espace est notée par (H D ) DEDy, ne{0,..,N}*

¥n € {0,.., N + 1}, VD € Dy, Hpy = || V|| oo (e nAt + [[uo]| 1< (0 - (4.20)

Notre but maintenant est de montrer que (4.20]) est une super-solution de (4.19).
En effet,

H%EHO = ||UOHL°°(Q) (421)
A (HE —Hp) = ||V '
At\Ip D Lo ()

Montrons par induction que : uf < H*, Vk € {0,..., N+1}. Pour k = 0, u) < H® = [[uol| Lo ()

Supposons que up < H™ et montrons par contradiction que uZH < H™!. En soustrayant les

équations (4.19)) et (4.21)), on obtient :

A/ 2t Yy do + (Vul ™ - Vop))n + b (uf, uf ™ op) A/ — H™)vp, dz+

/Q V6 — V|l lon da

Ensuite, on choisit v, = (u)"™' — A1)+ = max(u}*! — H"1,0) € Vj, comme une fonction
test. On remarque que pour u}™* > A" on a bh(uh,uZH (up ™t — H ) = by (uf, (upth —
HY) T (upth — A7) = 0. Par la suite, on peut facilement déduire que :

1 n+1 n+1\+ 2
05 . (( uprtl = ) dz < 0.
Alors (up™ — H™1)* =0 et donc ujtt < H"+1. Ainsi,

sup ( max_H"") < [[uol| () + (T + DIVl 1)
NeN 0<n<N

En outre, il suffit de prendre Hp) = —||V@|| oo ()nAt + [[up]| o () au lieu de (4.20)) et de suivre

les mémes lignes pour démontrer I'autre 1negahte de cette pr0p081t10n.

On peut maintenant énoncer le corollaire suivant.
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Corollaire 2 Pour tout n € {0,..., N},

‘un+1‘</ |l np
OD,E

(4.22)

ot Cy, est une constante dépendant des données initiales et détaillée ainsi dans [75] dans le cadre

continu.

4.4.2 Estimations discréetes a priori

Proposition 19 Soit (Ng“, C?)H)Deph nefo,.. N} Une solution du schéma (4.12))-(4.14)). Alors,
il existe une constante C1 > 0, dépendant de ||Col|eo, e, d et de la borne de G telle que

N-1
= E IDI[CHH +Cn D AllCpt[y, < (4.23)
DEDh n=0
En plus, il existe une constante Cy > 0 telle que,
N-1
ST At ANy, < Co (4.24)
n=0

Par conséquent, il existe une constante C3 > 0, dépendant de Q, T, ||Col||co, @, d et de la

constante résultant des propriétés de G telle que

N-1
Z Aty ) SDE!A (VB AN At ST ST Spalopt Rt < Cs .
DeDy EeN(D n=0 DeDy, EEN(D)

(4.25)

Preuve : Au début, montrons l'assertion (4.23)). On multiplie ’équation (4.14)) par AthH et
on additionne sur tous les volumes D € Dy, et pour tout n € {0, N }. Par conséquent, on
obtient I’équation suivante : Ey 1 + E29 + Eo3 = FEo 4.

2 2
g Eb , pour tout a,b € R, on a :

D’apres I'inégalité suivante (a — b)a >

N-
Z Z |D| Cn+1 C%)C?;rl
n=0 DeDy,

N-
1 ~
Z Y. IDIICE P =1CpP) = 5 > IDIIC 1P = ICBP).

DeDy, DeDy,

L’estimation ([2.23)) implique que :

l\DM—l

Eyo = Z At Z C”+1 Z Mp, ECTL—H >Cuy Z At||0n+1HXh

= DEDh EGDh
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N-1 N—-1
E2,3 _ Z At Z Cg—i—l Z n-i-lcg-i-El _ Z At Z Cg—i—l Z Gy (On—i-l Cn-l—l %-i-é)

n=0 DED]—L EEN(D) n=0 DEDh EGN(D)

En utilisant (4.22)), on majore le terme E5 3 de la fagon suivante :

N-1
E23<MC ZAtZAtZ Z C”H‘<C— ZAtz Z |UDE|dDE

DeDy, EeN (D) DeDy, EeN(D
+Cy % Nzlm >y oD} cmin _cni?) < g, T—\Q|+C MENZlAtHOhHX
dp,E g
n=0 DG'DhEEN( ) n=0

Ainsi, on a que

Bya=—Y_ At Y [DI(CHTMND < o, MTIQ .
DeDy,

En regroupant les inégalités précédentes et en choisissant € = %J\?—J‘C‘, on peut facilement déduire

Passertion (4.23]). Ensuite, on montre l'assertion (4.25). En multipliant I’équation (4.13) par
AtA(NE™) et en additionnant sur tous les volumes D € Dy, et pour tout n € {0, ..., N}, ona:

Ei1+FEip+FEi3+Ei4=FE ;5.

La convexité de la fonction B(s) = [; A B"(s) = a(s) > 0) entraine 'inégalité suivante :

(a — b)A(a) > B(a) — B(b). Alors,

N—
Z Z D[N = NB)A(NEH) (4.26)
n=0 DED},

N- .
Z Z IDI(B(NEH) = B(Np)) = Y IDIBNy ™) = B(ND)) -
n=0 DeDy,

DeDy,

La propriété discrete (2.21]) implique que

Frz=- ZAt AWK Y SprANET) = ZAt >y SDE( Ng+1)—A(NB+1)>2

DeDy, EeD,, DeDy, EeN (D)
(4.27)
La propriété de coercivité ([2.23)) entraine que
N-1
Eip>Cs Y At|ALNFII%, - (4.28)

n=0
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Ensuite, la conservativité du flux numérique G implique que :

n 1 n+1 n+1 n+1
Ei3= ZAt > TANETY > GNETL NETSsCE)
DeDy, EeN (D)

== Z At Z Z G(NTH N, 5C"+1)(A(Ng+1)—A(Ng+1)> 7

= DeDy, EeN (D)

et d’apres les propriétés du flux G et de la définition (2.17]), on a

|Ev3] < = ZAt Z Z |3DEHC”+1 Cn+1HA Nn+1 (NEH)}-
n=0 DeDy, EeN(D

En utilisant I'inégalité de Young et grace a la positivité de transmissibilités Sp g, on a

]E13|<—2At Sy SDE Cntl ety ZAt >y SDE( NB“)—A(NEH))Q-

DeDy, EeN (D DeDy EeN (D
D’apres les inégalités (2.10)) et (| -,
o N-1 N-1
(Bl < = Y AR, +Ce Y AN, (4.29)
n=0 n=0

pour une constante C' positive. D’ailleurs,

E14 = Z At Z A Nn+1 Z U?DTEl‘NgTEl

DeDy, EeN (D)

N-

1 mn n n n n

52 > 2 GiNGTL NG upp) (AN — ANEH).
DGDhEEN(D

D’apres la Proposition [3| du chapitre [2| et assertion (4.22)), on obtient

|Bral < %Zm ST lon sl ANVER) — AN

= DeDy, EeN (D)

gg—(ZAtZ S "’DEMAN”H) AR+ < (Zmz T ]aDE|dDE).

= DeDy, EeN (D) DeDy EeN (D
Il en résulte du Lemme (2.10) que
N-1

|Eval <eC ) At|An(NFYI%, +C (4.30)
n=0
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Finalement, la continuité Lipschitz de la fonction f et la majoration Ngﬂ < 1 entrainent que

S IDINET V] < LTl (431)
DGDh

On peut facilement obtenir 'estimation (4.24)) en regroupant les inégalités (4.26)), (4.28)), (4.29),
(4.30) et (4.31)). Par conséquent, on peut facilement en déduire I'estimation (4.25) en utilisant
le Lemme du chapitre

4.4.3 Existence d’une solution discrete

L’existence d’une solution discrete du schéma combiné est donné par la proposition suivante.

Proposition 20 Le probléme discret (4.12)-(4.14) posséde au moins une solution.

Preuve : On a la méme preuve de la Proposition [5| du chapitre |2 11 nous suffit en plus de noter

la nouvelle expression suivante :

) - AT W)

AL > Spr(Witt—wpth

EeN (D)

M) = (1012

+ 3 QAT AT W seE + Y G (AT W), AT Wl
EeN (D) EeN(D)

—FAT W)

DeDy,

et de détailler ’estimation du terme supplémentaire,

> > Gl Wi, AT W s i) (AN — AVEH)
DeDy, EEN (D

Z Z |un+1|’A Nn—i—l) A(Ng—i-l)‘

DeDy, EeN (D)

<a( Y > EREamEth-angh) ) (Y > UDE]dDEf

DeDy, EEN(D) DeDy, EEN

=

< oz ||y, -

4.4.4 Convergence

Cette partie du chapitre est dédiée a la preuve de la convergence en s’appuyant sur des esti-
mations de translatés en espace démontrées dans le Lemme [9] du chapitre [2] et de translatés en
temps démontrées ci-dessous. Apres, on utilise le méme Lemme et le critere de compacité
de Kolmogorov, pour en déduire la convergence démontrée au théoreme [3| du chapitre [2 Dans
ce qui suit, on note seulement les lignes supplémentaires du nouveau terme convectif dans la

construction des estimations de translatés en temps.
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Lemme 14 (Estimations de translatés en temps)

1l eziste une constante Cy > 0 dépendant de 2, T et A telle que :
- - 2
// (A(Nh(t +ra)) — A(Nh(t,x))> dzdt < Os(r + At), V7 € 0,T).
Qx[0,T—7]

Preuve : On suit les mémes lignes de la preuve du Lemme [8| du chapitre [2]. Ici, on va seulement

détailler les techniques concernant le nouveau terme convectif.

T—1
Bi0== 3 arfl ) 350 GO N (05— )

t<nAt<t+rt DeDy, EeEN(D

T—1
—— Y N / Xty ST (G (N Nttt (AU Y) — AU )
0

t<nAt<t+1 DeDy, EeEN (D

FOUNET NG ) (AU ) - AURM)) ) (4.52)

On utilise I'inégalité de Young, |Gi(a,b,c)| < C(|a| + |b])|c|, I'inégalité (4.22]) et la Proposition
du chapitre 2] pour en déduire que

By(t) < C'(Bs(t) + Ba(t))

pour une constante C’ > 0 avec

N-1 _r
:cuZAt/T xmt) > lopsl| AN - ANG D) |at,
n=0 0

O'D,EG}—;Lnt

N-1 _r
—aya [ k) Y lenel A - A
n=0 0

O'D,EE}-,Z;nt
Par conséquent,
=l T=r lop,E| 0 1)\ 2\ 2 3
By(t) < C. Y At X(n,t)( > SRR (agO)-Ap®)) ) ( 3 |aD,E\dD,E) dt,
n=0 0 O'D,EEJ:}ZZ” D.E O’DYEE}-}Z;‘nt

< 70,0z = 7C.

De méme, le terme By(t) < 7C pour une constante C' > 0. Cela conclut la preuve du Lemme.

4.4.5 Passage a la limite

On s’intéresse dans cette partie au passage de la solution discrete a la limite vers une solution

faible du probléme continu. Pour cela, montrons que le triplet limite (N, C,u) est une solution



116 Etude numérique d’un modéle anisotrope en chimiotaxie-fluide

faible au sens de la Définition [7] Au début, on introduit ’espace
U= {y € C*HQ x [0,T)), ¥(.,T) = 0}. (4.33)

Apres, on multiple ’"équation (4.13]) par Aty)(Pp,t,+1) et on somme sur tous les volumes D € Dy,
et tous les n € {0, N — 1} pour obtenir :

Tr+Tp+Te +Te =Tg.

Ensuite, on recherche successivement les limites de ces termes quand h et At tendent vers zéro.
Les termes T, Tp et Te sont détaillés dans le chapitre [2| donc il suffit maintenant de tester la
convergence des autres termes.

Terme de transport par le fluide : Montrons que
Tc = Z At >3 GiINET NET et S g / N (z, t)u(z, t)-Vip(x, t) dedt .
= DeDy, EeN (D) Qr

Pour chaque couple de volumes voisins D et E, on pose :
Np = min(NpHL NE) (4.34)

et en utilisant la consistance du flux 1, on introduit :

T = ZAt Z Z Nn+1 ntlynid

DeDy, EeN (D)

Le diamant construit des centres des arétes voisins Pp, Pg reliés a 'interface op g du maillage

dual est noté par Tp g C Kp g. Alors, on introduit

Ny, = max(Nt, N, N,

;= min(NjyH, NEH .
Itnstni1]xXTp B

ltntnt1]XTo B

En utilisant la monotonicité de A et grace aux estimations et (| -, on a

T
[ [ - ) ’2<ZNZ S ol - ANE

= DeDy, EeN(D)

: Z At YT D7 (diam(Kpp)P[ANET) — ANE [ < ont E0,
DeDy, EEN )

avec d = 2 ou 3. Comme A~ est continue, on déduit qu’en termes de sous-suites, on a :

|Np, — N 200 p.p. sur Qr. (4.35)
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En plus, Nj < N, < N, et N, 20N p.p. sur 7. Montrons tout d’abord que

6 — Z Aty Y / NuH i g, b )dr (). (4.36)
DeDy, EeN (D
Pour cela, on ajoute et on retranche Nw(PD,th)uD 5 et NBJFEI fap . Z'H N, EY(T, the1) &

TC. Par suite, on obtient :
Te=Tc, +Tc, + Tey,

avec,

Z At Z Nip(z,tny1) Z ug%—O grace a ,

DeDy, EeN(D
ZN > 2 N [t s ) @) =0,
DeDy, EEN (D D.E

en effet, on a seulement besoin de remarquer que le terme uz% g= fUD,E‘ uap EV(x, thir) dy(z)
qui apparait deux fois sur chaque coté intérieur de T, est conservatif ( ZJ}} = —u:ZJ“El p) et

que Ng‘% = Ng*’Dl par définition. De plus,

ZAtZ > VB - M) (0 Postiufh [ at ppd( ) dr(a)).

DeDy, EEN (D)

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent que Tgl <Tec,Tc, avec

/ / Nh — dajdt %0 grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
T

Zmz ) ( [t (6P trin) = (o)) 3(0))

DeDy, EeEN (D oD.B

= ’TC5‘ < C2,¢h202 Z At Z Z ‘O-DE‘Q < Cth202|Q‘ThAt—>O 0
n=0 DeDy, EeN (D)

Par suite, on a
h,At—0
—

Tc 0.

1

Le théoréme de la divergence et la propriété V - (fA) = f(V - A) + A -V impliquent que,

zAtzN >

N-1
up ™ np (@, taga) dy = Y At
DeDy,  EeN(D)YD.E n=0

> /v (Nu (@, tyt) do

DeDy,
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N-1
- Z At Z / Nuft - Vip(a, ) do + Z At
D

N/ (V- u ™Y (@, tny) do . (4.37)

n=0 DDy n=0  DeD,
Comme V - uZH = 0 alors il suffit de montrer maintenant que

ZAt 3 /Nu”+1 Vb(z, tpyr)de 250 — / N(z, tyu(z,t) - Vi (z, t) ddt .

DeDy, Qr
On introduit

h At~>0

/ /NU"Jrl (VY (2, tyg1) — Vp(z,t)) dodt "= 0.

En effet, |V (z,th11) — Vio(x,t)| < g(At) et |Te,| < g(At)Cyuh. Et

T
To, = /0 /QN(:I:,t) (u(z,t) —up ™ (2)) - Vip(x,t) dzdt — 0,

car u} ! converge faiblement vers u dans L2(Qr), |V¥(z,t)| < Ca,y et N appartient & L2(Qr).
En regroupant les convergences ([4.36]) et (4.37)), on obtient que

~ A
= / Nz, tyu(z,t) - Vi (z, t) dwdt .
Qr
Pour conclure, il suffit de démontrer encore que :
lim [T — T4 = 0.
i [Te = Te)
En effet, Les propriétés de G impliquent que :
|G1 Nn+l Nn+1, TlL)+E1' Nn+1 n+1| }G Nn+1 Nn-i—l’ %+E1') Gl(Ng—Séy NgTElvu%Té)‘

<2NPT — N |[ubts| < 2Cu| Ny — Nalop sl

D’apres (4.35) et le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, on peut déduire que :

T — Tz < 26, Zmz Y [Nn = Nallopsllvg™ — bt

n=0 DeDy, EeN (D)

1
1,1 — 2 3 h,At—0
= Uu h .
<20 C¢h|Q|2T2<// [Ny = N dat) * 250
Qr

Terme de réaction : Montrons maintenant que :

N—-1
Tr=Y_ At >  |DIf(NFT$(Pp,tns1) MHO/ /f (z,))p(x, t) ddt .
n=0

DeDy,
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Pour cela, on introduit :

N-1
T = 3 80 0 JVE) [ (6Pt — b)) et 250,
n=0

DEDy, D

en effet, [¢(Pp,tny1) — w(x,t)’ < éd,(h + At) et |Tg,| < éwa(h + At)|QIT .

2 /D (FOVBHY) = F(N))s(a ) dadt =57 0,

N-1
Tr, = Z At
n=0  DeD,
en effet, |Tg,| < C1 4Ly fOT Jo |Npai(2,t) — N(z,t)| dedt et Ny a; converge fortement vers N
dans L?(Qr) — LY(Qr).

De méme, on multiplie ’équation (4.14) par Aty (Pp,t,+1) et on somme sur tous les
volumes D € Dy, et tous les n € {0, ..., N — 1} pour obtenir :

TT+TD+TC:Tv.

Pour cette équation, il nous reste seulement a montrer le passage a la limite du terme Ty,. Dans

d’autre termes, on va montrer que :

3 IDIKCETYNBY(Pp, tar) 25 /OT/Qk(C(a;,t))N(x,t)w(x,t) ddt .

N-—1
Ty = Z At
n=0  DeD,

De nouveau, on introduit :

Z k<CE+I>NB/ (V(Pp,tns1) — d(z,t)) dadt P 0,

N-1
Ty, = Z At
n=0  DeD, D

en effet, |¢(Pp,tnt1) — ¥(z,t)| < Cyp(h + At) et [Ty, | < CyLiM(h+ At)|Q|T.

N-1
Ty, =Y At Y /Dk(cg“)(Ng — N)(x, t) dadt 2570,
n=0 DeDy,

en effet, |Ty,| < MCy Ly fOT Jo | Nnat(z,t) — N(z,t)| dzdt et Nj a¢ converge fortement vers N
dans L?(Qr) — LY Q7).

> /D ((CH) — B(C)) N (w,t) dadt 2570,

N-1
Ty, = Y At
n=0  DeDy

en effet, Ty, < (Ji [, \z/;(k(cg“) — k(C(z,0)))|* dadt) ([ [, IN(2,t)[? dzdt) et le théorme

de convergence dominé de Lebesgue appliqué a wk‘(éh) impliquent la convergence désirée.
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Finalement, on conclut que le triplet limite (N, C,u) est une solution faible du probleme
continu au sens de la Définition [7] en utilisant la densité de l’ensemble ¥ dans W = {¢ €
e}
L*(0,T; H'(9)), 57 € L*(Qr), ¢(, T) = 0}.

4.5 Simulations Numériques

Dans cette section, on présente des tests numériques montrant le comportement dynamique de

solutions du systéme chimiotactisme-fluide complet suivant :

N — DV - (S(z)a(N)VN) +cV - (S(z)x(N)VC) + ¢1(u-VN) = 0,
0C —dV - (M (z)VC) + c2(u-VC) = aN —5C,
ou—vAu+VP = —NVo,
V-u = 0,

(4.38)

avec A(N) = [Na(N)de = [N N(1 - Nyde = (&% — ) \(N) = N(1 = N)?, a = 0.01,
B8=0.05et D, c, c1, co, d sont des constantes positives. Ce systéme est discrétisé par la méthode
combinée selon I’algorithme détaillé dans la section

4.5.1 Test 0 : Influence de la force gravitationnelle

Ce test vise a mettre en évidence la force gravitationnelle exercée par les cellules sur un fluide.
On rappelle que Vo = Vi.(pc — py1)gZ ou V. est le volume d’une cellule, p. est la densité d’une
cellule, py; est la densité du fluide et g = 9.8m/ 52 est I'accélération gravitationnelle. En fait, le
vecteur —V¢ n’est autre que la résultante des forces de la pesanteur (]3 = —pVegZ) et de la
poussée d’archimede (ﬁ = ppVegZ). Dans nos tests, les cellules sont plus denses que le fluide et

par conséquent un flux de gravitation est crée dans le sens du vecteur —Z.

On considere le carré unité comme étant le domaine en espace et on effectue les simulations
numériques sur le maillage donné dans la Figure Les conditions initiales sont définies par
régions dans la Figure On choisit dt = 0.0005, D = 0.05, ¢ = 0.5, ¢ = 20, cg = 0,
d=10"% v = 1072 et des tenseurs isotropes (S(r) = M(z) = Id).

Dans ce test, on démarre avec des composantes nulles de vitesse du fluide. Si la force
gravitationnelle est nulle (V¢ = (0,0)), on rejoint le cas d’un fluide au repos du chapitre 2 et
on observe clairement la diffusion et la convection de toutes les cellules vers le chimio-attractant
dans la Figure D’ailleurs, si on considere la force gravitationnelle V¢ = (0, 100), on remarque
dans la Figure [4.2] qu'une partie de cellules est attirée par les substances chimiques tandis que

lautre partie de cellules nagent en bas sous I'influence d’'un flux gravitationnel dominant crée.

4.5.2 Test 1 : Chimiotaxie isotrope dans un fluide monodirectionnel

Afin de visualiser le comportement chimiotaxique des cellules dans un fluide monodirectionnel,

on calcule la solution du systéme discret associé au probleme (4.38) en supposant que le fluide
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démarre a une vitesse horizontale (us = 0) et que le chimio-attractant n’est pas transporté
par le fluide (¢ = 0). Les conditions au bord associées au fluide sont de Dirichlet homogene
(non-glissement). Les simulations s’effectuent sur le maillage donné dans la Figure et
les conditions initiales sont définies par régions dans la Figure La densité initiale des
cellules est définie par Ny(z,y) = 0.1 dans le carré (z,y) € ([0.15,0.25] x [0.45,0.55]) et 0
ailleurs. La concentration initiale du chimio-attractant est définie par Cy(x,y) = 5 dans le carré
(z,y) € ([0.65,0.75] x [0.45,0.55]) et O ailleurs. Les composantes initiales de la vitesse sont
définies par ui(z,y) = 5 et up(z,y) = 0 dans le carré (z,y) € ([0.1,0.4] x [0.3,0.7]) et 0 ailleurs.
En plus, on considere dans ce test des tenseurs diffusifs isotropes (S(x) = M(z) = Id) et on
choisit dt = 0.0005, D = 0.009, ¢ = 0.1, ¢c; =1, c2 =0,d = 107%, v = 1073 et V¢ = (0, 10).
Dans la Figure on remarque leffet de la gravitation subie par les cellules (plus denses que le
fluide) qui a tourné un peu la direction du fluide vers le bas mais & U'instant ¢ = 20, les cellules
transportées par le fluide sont completement présentes dans la zone du chimio-attractant avant

de suivre la direction gravitationnelle verticale.

4.5.3 Test 2 : Cavité entrainée

On considere dans ce test le probleme standard de 1’écoulement d’un fluide dans une cavité
1
bidimensionnelle carrée dont la paroi supérieure est défilante a vitesse constante 0 et ceci

impose le déplacement du fluide & cette vitesse constante sur le bord situé en haut du domaine.
C’est I'un des plus importants tests en mécanique de fluide et cela tient principalement a deux
raisons : la simplicité de sa géométrie et la tres grande richesse de phénomenes physiques pouvant

étre observés dans cet écoulement.

4.5.3.1 Probléme de Stokes

En fait, on ne connait pas la solution analytique du probleme suivant :

oy —vAu+VP = 0 dans €2,
Veu = 0 dans Q

“ s 25 (4.39)
U = ( 1:)1 ) dans 052,

avec une viscosité v = 5 x 1072 et

1 siy=1,
u(zy) = 0  sinon

Pour cela, on discrétise ce systéme en utilisant les éléments finis non conformes, on considere un
maillage non-structuré d’un carré unité et son maillage dual associé (voir la Figure|4.4(a)|). Ainsi,
on néglige la pression a 1’état initial et on choisit dt = 0.0005 comme étant un pas constant en

temps. Les caractéristiques du maillage sont données dans le Tableau et ’évolution en temps

du champ de vitesse est clairement montrée dans les Figures [4.4(c)| et 4.4(d)l Nous observons
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bien le mouvement rotatif et I’accrochage du fluide & la paroi supérieure.

4.5.3.2 Chimiotaxie anisotrope dans une cavité entrainée

On s’intéresse maintenant a la dynamique du comportement chimiotaxique anisotrope des cel-

lules, modélisé par le systeme (4.38]), dans une cavité entrainée. Pour cela, on considere les

S:[ 8 _7],M:Id.

tenseurs suivants :

-7 20

Les simulations de ce test s’effectuent sur le maillage donné dans la Figure|4.4(a)| et les conditions

initiales de la densité cellulaire et de la concentration du chimio-attractant sont définies par

régions dans les Figures [4.5(a)| et 4.5(b)l Les valeurs initiales du champ de vitesse et de la

pression sont supposées nulles dans tout le domaine. Ensuite, on choisit dt = 0.0005, D = 0.001,
c=0l,c1=1,c=0d=2x10"% v =>5x10"% et V¢ = (0,1). Dans la Figure 4.5, on
observe I’évolution en temps de la densité cellulaire ainsi que I’évolution en temps des profils du
chimio-attractant et du vitesse de fluide. A I'instant ¢ = 0.5, les cellules commencent a se diffuser
d’une fagon anisotrope selon la matrice S. Ensuite, elles sont influencées par le champ de vitesse
a l'instant ¢t = 4 et elles sont transportées par ce champ. A un certain temps et sous 'influence
des signaux chimiques, une partie de cellules s’attirent vers la zone du chimio-attractant tandis

que 'autre partie reste transportée par le fluide.

4.5.4 Test 3 : Chimiotaxie anisotrope dans un fluide oblique

Motivé par la dynamique de la population cellulaire dans un fluide qui transporte a la fois les
cellules et les substances chimiques, on considere le systeme (4.38) avec des constantes ¢ et co

non nulles. Tout d’abord, on considere les tenseurs suivants :

g=| 10 M =1Id.
0 5

Les simulations de ce test s’effectuent sur le maillage donné dans la Figure Les condi-
tions initiales de la densité cellulaire et de la concentration du chimio-attractant sont définies par
régions dans la Figure Ensuite, on choisit dt = 0.0005, D = 0.001,d = 1073, v = 5x 1073
et Vo = (0,10).

Dans le but de montrer I'influence du fluide sur le comportement chimiotaxique des cellules, on
exerce tout d’abord ce test dans un fluide au repos et on observe dans la Figure [£.7]la diffusion
anisotrope des cellules et leur attraction par les substances chimiques. Ainsi, on a construit
les courbes d’évolution de la densité cellulaire N en temps dans la Figure aux points

(0.26,0.29) et (0.71,0.82) situés dans les zones inférieures et supérieures du chimio-attractant.

Ensuite, on prend en considération la dynamique d’un flux oblique qu’on l'initialise dans
la Figure [4.6(b)l Ainsi, la quantité des substances chimiques, présente dans la région inférieure

du domaine, est aussi transportée des le début par le fluide (c2 # 0). Comme premier cas, on
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Nombre de triangles || Nombres de diamants | max(diam(D)) | max(diam(K))
224 352 3.75 x 107° 5.47 x 1073

TABLE 4.1 — Caractéristiques du maillage .

suppose que la convection par le fluide est plus forte que celle par le chimio-attractant. Pour
cela, on prend 1 = ¢ < ¢; = 4 et on choisit c; = 10™%. Par conséquent, on visualise dans la
Figure le transport rapide des cellules vers la zone supérieure du chimio-attractant avant
qu’elles soient attirées vers la zone inférieure. En plus, on constate facilement I'influence d’un
fluide sur la chimiotaxie anisotrope en comparant les courbes des Figures et Comme
deuxiéme cas, on inverse les coefficients en choisissant 4 = ¢ > ¢; = 1 et ¢ = 10~%. Maintenant,
la convection des cellules par le fluide est plus faible que 'attraction par le chimio-attractant.
On remarque dans la Figure I’attraction d’une partie de cellules par les substances chimiques
dans la région inférieure et 'autre partie est transportée par le fluide vers la zone supérieure.
Pour le troisieme cas, on considere ¢ = 4 et ¢; = co = 0.01. On observe dans la Figure
que la totalité des cellules est attirée par le chimio-attractant de la zone inférieure afin de nager

ensemble dans le fluide vers la zone supérieure des substances chimiques.

N

(t = 1.25) < 0.0596, 0 < C(t = (b) 0 < N(t=1.9) < 0.3549, 0< C(t=1.9) < 8.676.

FIGURE 4.1 — Test 0- Sans force gravitationnelle (V¢ = (0,0)).
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(a) Conditions initiales : No(z,y) = 0.5 pour (b) 0 < N(t = 0.75) < 0.2329, 0.87 < C(t = 0.75) < 8.72.
(z,y) € {0.45,0.55} x {0.65,0.75} et Co(z,y) =
10 pour (z,y) € {0.45,0.55} x {0.25,0.35}.

(d) 0 < N(t =4) < 0.3141, 0.6039 < C(t = 4) < 6.039.

FIGURE 4.2 — Test 0- Effet de la force gravitationnelle (V¢ = (0,100)).
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Y-Axis

(a) Conditions initiales.

Y-Axis
Y-axis

(d) A Tinstant ¢ = 10.

(e) A linstant ¢ = 15.

FIGURE 4.3 — Test 1- Evolution en temps de la densité cellulaire dans un fluide monodirectionnel.
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(d) Lignes du champ de vitesse & t = 50.

FIGURE 4.4 — Test 2- Cavité entrainée.
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Y-Axis

(a) Densité cellulaire initiale No(z,y) = 0.1 (b) Concentration du chimio-attractant initial Co(x,y) =
dans le carré (z,y) € {0.6,0.7} x {0.6,0.7} et 20 dans le carré (z,y) € {0.25,0.35} x {0.25,0.35} et O

0 ailleurs. ailleurs.

X-Axis

(e) 0 < N(t=25) < 0.028. (f) 0 < N(t = 35) < 0.036.
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¥-Axis

X-Axis X-Axis

(g) 0 < N(t = 40) < 0.03852.

¥-Axis

X-Axis X-Axis

(i) 0 < N(t = 45) < 0.03457. (j) 0 < N(t = 50) < 0.04591.

FIGURE 4.5 — Test 2- Evolution en temps de la densité cellulaire dans une cavité entrainée.
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Y-Axis

(a) Conditions initiales sans fluide. La densité initiale est définie par No(z,y) = 0.1
dans le carré (z,y) € {0.45,0.45} x {0.45,0.45} et O ailleurs. La concentration
du chimio-attractant est définie par Co(z,y) = 10 dans les deux carrés (z,y) €
{0.2,0.3} x {0.2,0.3} U {0.7,0.8} x {0.7,0.8} et 0 ailleurs.

Y-Axis

X-Axis

(b) Conditions initiales avec fluide. On ajoute les composantes initiales de la vitesse
qui sont définies par ui(z,y) =5 et uz(z,y) = 5 dans le carré (z,y) € {0.1,0.6} x
{0.1,0.6} et 0 ailleurs.

FIGURE 4.6 — Test 3- Conditions initiales.
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(a) 0 < N(t=1) <0024, 041 < C(t=1) < (b) 0 < N(t=1.75) < 0.025, 0.26 < C(t=1.75) < 2.60.
4.14.

¥-Axis

N(t = 3.25) < 0.04, 020 < C(t = (d) 0 < N(t=4) <0.20, 0.12 < C(t =4) < 1.15.

Deneity collulairs M

e I 1 1 I 1 | I
]

Tetnps

(e) Evolution en temps de la densité cellulaire au point (0.26,0.29)
(courbe rouge) et au point (0.71,0.82) (courbe bleue).

FIGURE 4.7 — Test 3- Cas d’un fluide au repos (u = 0).
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y-Axis

(a) 0 < N(t = 0.5) < 0.028, 0.641 < C(t = (b) 0 < N(t = 0.75) < 0.021, 0.411 < C(t = 0.75) <
6 1

() 0< N(t=1)<0.06, 0<C(t=1) < 4.537. (d) 0< N(t=3) <044, 0< C(t = 3) < 2.334.

0.14 T T T

008 4

004 4

Ewolution de la densits callulairs

02t e

002 1 1 I
0 0.3 1 13 2 23 3

Tetmps

() Evolution en temps de la densité cellulaire au point (0.26,0.29)
(courbe rouge) et au point (0.71,0.82) (courbe bleue).

FIGURE 4.8 — Test 3- Premier cas (¢ < ¢1).
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< NE=1)<011, 045 < C(t=1) < (d) 0 < N(t=3) <0.5734, 0.21 < C(t = 3) < 2.122.

0.12

008

.06+

004+

002t

Ewolution de la densits callulairs

002 1 1 I
0 0.3 1 13 2 23 3

Tetmps

() Evolution en temps de la densité cellulaire au point (0.26,0.29)
(courbe rouge) et au point (0.71,0.82) (courbe bleue).

FIGURE 4.9 — Test 3- Deuxiéme cas (¢ > ¢1).
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Y-axis

(a) 0 < N(t=0.25) <0.12, 0< C(t=0.25) < (b) 0 < N(t=0.75) < 0.06, 0< C(t=0.75) < 21.16.
27.34.

() 0< N(t=1)<017, 1.08 < C(t=1)< (d) 0< N(t=2) <0.08, 0.51 < C(t=2) < 5.13.
10.4.

Ewolution de la denzité cellulairs

|
0 [ [ 15 2 25 3
Tetmps

() Evolution en temps de la densité cellulaire au point (0.26,0.29)
(courbe rouge) et au point (0.71,0.82) (courbe bleue).

FIGURE 4.10 — Test 3- Troisieme cas (¢ < ¢; = ¢2).






Conclusions et Perspectives

Durant cette these, on a réussi a étudier le comportement chimiotaxique anisotrope des cel-
lules dans un fluide. On a réunit la théorie et la pratique afin de décrire mathématiquement et
numériquement certaines observations biologiques expérimentales. En dépit de la dégénérescence
du flux diffusif en deux points, 'anisotropie et le couplage avec les équations de Navier-Stokes,
on a étudié 'existence globale de solutions faibles du systéme chimiotactisme-fluide. Sous des hy-
potheses supplémentaires, on a montré 'unicité des solutions du systéme chimiotactisme-Stokes.
Ensuite, on a construit un schéma combiné monotone efficace et robuste qui est un compromis
de deux méthodes classiques de discrétisation et qui respecte les bornes biologiques de quantités
approchées. Ainsi, on a implémenté ce schéma a ’aide d’un code tres développé écrit sous For-

tran afin de visualiser la dynamique de la population cellulaire dans un fluide.

Je conclus ce mémoire en donnant quelques éléments de perspective pour les années a
venir. En effet, de nombreuses directions de travail possibles se dégagent suite aux résultats
exposés dans ma these et on cite quelques unes. Tout d’abord, il apparait tres clairement que
le développement de la méthode combinée monotone performante pour les modéles chimiotaxie-
fluide est essentiel pour pouvoir envisager de tels modeles dans des géométries tridimensionnelles.
Il est possible ainsi d’étendre cette méthode pour des maillages non reliés contenant des éléments
non convexes. Aujourd’hui, vue la grande importance donnée & ’adaptation du maillage pour
réduire le cotut de calcul numérique, le raffinement local du maillage possible avec notre choix de
méthode combinée le rend une cible tres intéressante dans le monde d’implémentation numérique.
D’ailleurs, on peut étendre notre code au cadre le plus général des équations de Navier-Stokes

afin de visualiser la dynamique de la chimiotaxie anisotrope dans des régimes turbulents.






Annexe A

Eléments Finis non conformes

Tout au long de cette these, on utilise I’'élément fini non conforme de Crouzeix-Raviart. Cette
annexe est consacrée a la description et a la construction d’une base explicite de cet élément

triangulaire en dimension deux d’espace.

A.1 Elément fini de Crouzeix-Raviart

Cet élément a été introduit en 1973 dans [23] pour résoudre 1’équation de Stokes stationnaire.
Il a été aussi utilisé pour résoudre des équations élastiques linéaires [38]. En plus, I’élément
de Crouzeix-Raviart admet une extension d-dimensionnelle (Voir [I§]) appliquée dans [80] a
des problemes elliptiques du second ordre en dimensions supérieures. On propose dans cette
partie une bréeve description des éléments finis de Crouzeix-Raviart. Tout d’abord on introduit
I’ensemble :

P (K)= {qul;l; q € vect(1, x;, xixiy1), 1 =1,...,d},

ou Fk est la transformation bilinéaire qui permet d’obtenir I’élément K & partir de 1’élément
de référence K. Cette transformation F ' et les fonctions de base locales sur I'élément K en

dimension deux sont construites dans la section suivante.

Dans le cadre 3D, I’élément fini non conforme de Crouzeix-Raviart est représenté par un
tétraedre dont les degrés de liberté correspondent aux barycentres Pp des faces de tétraedres.

L’espace des éléments finis de Crouzeix-Raviart est défini par :

X,? = {on € L32(Q), onlx € P1, VK € Ty @y continue vis-a-vis de toutes les fonctionnelles
nodales Fi(pp) et Fy(pp) =0si0 C 0N },

ou la fonctionnelle nodale F,(.) est de maniere équivalente, la moyenne intégrale pondérée sur

la face o du triangle K et la valeur du champ au centre de la face :

Fy(p) = ;‘ / on(z)do = on(Pp).

ou Pp est le centre de la face o.
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Dans le cadre 2D, I'élément fini de référence K est représenté par une maille triangulaire
dont les degrés de liberté correspondent au milieu Pp de chacune des arétes comme le montre

la Figure et I’espace peut-étre reformulé comme suit
X5, = {¢n € Xn; on(Pp) = 0VYD € D™} avec
X, = {on € L*(Q); onlx € P1,VK € Ty, @, continue aux points Pp, D € D'} .

Les éléments finis de Crouzeix-Raviart engendrent un espace de fonctions discontinues,
affines sur chaque élément d’une triangulation du domaine. Le seul point de continuité au niveau
des interfaces étant le milieu des arétes. Ces éléments finis sont de type non conforme autrement
dit que ’espace des approximations n’est pas inclus au sens ensembliste dans I’espace de vie de

la solution.

A.2 Fonctions de base locales

Soit K un triangle quelconque de sommets A = (z1,y1), B = (x2,y2) et C = (x3,y3). On
introduit un triangle de référence K (Voir Figure |A.1) de sommets A = (0,0), B = (1,0) et
C = (0,1) et on cherche tout d’abord une transformation affine inversible Fy : K — K telle

7 z\ [z [ antang+bh
(] y a1 2 + axny + by

L’application Fk est déterminée d’une fagon unique par

ue :

Fx(A)= A, Fi(B) =B, Fg(C) =C.

0
F = i :>b1:l’1,b2:l'2
0 Y1
1 X9
F = = a1 = T2 —T1, G21 = Y2 — Y1
0 Yo
0 T
F( ):( 3>:>a12::1:3—x1,a22=y3—y1.
1 Y3

L’application Fx s’écrit donc,

. . - - ; b
FrR)=X =JgX +b=[ 7277 71 R
Y2—Y1 Ys— w1 (] ba

En effet,
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A.2 Fonctions de base locales

ou le jacobien Jx dépend de K et la transformation Fi est inversible si det(Jx) # 0. On a
(y2 —y1)(x3 — x1) = 2|K|. Parsuite,

NS N

g rmm ) ys—y1  —(w3 — 1) T — 1
K det(Jx) —(y2 — 1) T2 — 21 Yy— 1
T2\~ — )@ — 1) + (22— 1)y — 1)

det(Jx) = (2 — x1)(y3 — y1) —
Yy—un
1 ( (y3 = y1) (& = 21) = (@3 — 21)(y — y1) )
On possede maintenant tout ce qu’il faut pour construire les fonction de base. On introduit les

points milieux des arétes par :
11 1 1
P=(=,2), b=(=,0) et P3=(0,=).

1 (272)7 2 (27 )e 3 ( 72)
Les fonctions de base locales o1, ps et 3 correspondantes aux points P;, P» et Ps sur le triangle
de référence K telles que ©i(Pj) = d;; sont :

gﬁl —1+2( )@2—1—21’ @3—1—2y

En utilisant la transformation affine Fx, on obtient ces fonctions de base sur le triangle K

or= =1+ (s — ) = 20) = @3~ a2)ly =)

p2=1- ulﬂ((y:s —y)(z — 1) — (w3 —21)(y — y1)> 7
e = 1= (= =)@ = 21) + (w2 = 2) 0 = ).

On peut donc déduire les propriétés suivantes nécessaires a I'implémentation numérique

K K
/ (Y2 dSC = u, / gOi(pj dﬂf = 7|5ij7
K 3 K 3

1 Y3 — Yo 1 Y1 — Y3 1 Y2 — Y1
7v<)02:7 7v803:7 ]
( ) |K|<a:3—:c1> K]\ 21—

V(p1=7
‘K| T2 — I3
Jip1 02 (y3—y2)(y3—y1)/ . (y3 —y2)(y3 — y1)
dxdy = —2|K dzdj = —
x O Or N (T ) ER K
dp1 Oy dz O dy . (y3 yz)/ o
dxdy = 2| K dydz = 2| K| * 2 dzdy = y3 —
[ Sy = 2w [ ST [ S R IR
ou directement 5
01y — W3 = 12) 21K|/ dadg = ys — n.

K O K|
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Eléments Finis non conformes
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FIGURE A.1 — Elément fini de référence K .
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FIGURE A.2 — Transformation affine Fk.



Annexe B

Approximation d’un espace normé

Lors de la discrétisation des équations de Navier-Stokes par la méthode des éléments finis non
conformes, il est nécessaire de bien détailler 'idée d’approximation d’'un espace normé W par
une famille d’espaces normés {W},},,. Les idées données dans cette annexe sont tirées du livre

[75] du Roger Temam.

B.1 Approximation stable et convergente

Définition 10 Une approzimation interne d’un espace vectoriel normé W est une famille {Wh, pp,mn}n ;
o W), est un espace normé,
e Dy est une application linéaire continue qui opere de Wy, vers W,
e 13, est une application (qui peut étre non-linéaire) qui opere de W vers Wy, .

La comparaison entre deux éléments u € W et uy, € W), peut étre réalisée de deux manieres.
Soit on compare ppuy et u dans I'espace fixe W ou bien on compare rpu et u, dans l’espace
approché Wp. Il existe aussi une autre facon de comparaison, dans un espace normé F' extérieur

a W et Wy, donnée dans la Définition suivante.

Définition 11 Une approzimation externe de l'espace W est un ensemble formé de :
-) Un espace normé F et w : W — F un isomorphisme.

-) Une famille de triplet {Wh, pp,rn}h ; pour tout h,
o Wy est un espace normé,
e Py, est une application linéaire continue qui opére de Wy, vers F,
o 13, est une application (qui peut étre non-linéaire) qui opere de W vers W,.

Remarques :
1) Si F =W et w = identité, on aboutit de nouveau a une approximation interne de W.

2) pp, est un opérateur de prolongement et r, est un opérateur de restriction.
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Définition 12 Soient u € W et up € Wy, alors on dit que :
a) ||[wu — ppup||p est Uerreur entre u et uy,.
b) [lup, — rhullw, est Uerreur discréte entre u et up,.

¢) |[wu — pprpul|p est Uerreur de troncature de w.

On définit maintenant des approximations stables et convergentes.

Définition 13 L’approzimation Wy, est stable si l'opérateur de prolongement py, est stable, c’est
a dire, si||py|| = sup{||prun||F, un € Wh, |Jupllw, = 1} < C avec C une constante indépendante
de h.

Définition 14 Une famille uy, converge fortement (resp. faiblement) vers u si ppup converge
fortement (resp. faiblement) vers wu dans F. Une famille up converge discrétement vers u si

Uerreur discréte ||up — rpul|w, =00 .

Définition 15 Une approzimation externe Wy de W est convergente si :
(C1) Pour tout uw € W, pprpu "9 wu dans F.
(C2) Pour toute suite up, dans Wy telle que pprups converge faiblement vers un élément ¢ dans

F alors ¢ € wW.

Remarques :
1) La condition (C2) disprait si w est surjective.

2) La condition (C1) peut étre seulement vérifiée sur un sous-espace w dense dans W.
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