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❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❜❛tt❡r② r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞✐s♣♦s❛❧ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❜✐❣ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♣✐❞ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ♦✉r ❛♠❜✐❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

t❤❡r❡❢♦r❡ ❣r❛s♣ ♣❡♦♣❧❡✬s ✐♥t❡r❡st ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ❆♠♦♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣②

s♦✉r❝❡s✱ ✉s✐♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs t♦ ❝♦♥✈❡rt ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥✲

❡r❣② r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛s ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛♥②

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ ❛s ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡rs t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✈✐✲

❜r❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛❧s♦ ♣❡r♠✐t ❡❛s② ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②✳

❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭✧❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✧✱ ❙❙❍■✮✱

❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠✳

❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♣❡♥s ❛ ♥❡✇ st❛❣❡ ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ✇❡r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛r ♠♦t✐♦♥✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱

♠♦t♦r r♦t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧s♦

❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡ t♦ ❞✐s❝✉ss✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s❡✐s✲

♠✐❝ ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

✐s t♦ ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ s❡✐s♠✐❝ t②♣❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉♥❞❡r ❜r♦❛❞❜❛♥❞

❛♥❞✴♦r r❛♥❞♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ✧P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❍❛r✲

✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✧ ✭P❙❍■✮✳ ❋♦r P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦

❜❡ t✉r♥❡❞ ♦♥ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r
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t♦ ❤❛✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧s✳ ❆s t❤❡ s✇✐t❝❤

✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r②

t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✉♥❞❡r ❛ ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉♥❞❡r ♥♦✐s❡s ✇✐t❤ ❛ ❜❡❧❧✲❝✉r✈❡❞

s♣❡❝tr❛✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✉♥❞❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳

❚❤✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝✲

t♦r ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r❀ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡✐s♠✐❝ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❚❤❡

❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❚✇♦✲❉❡❣r❡❡✲♦❢✲❋r❡❡❞♦♠ ✭❚❉❖❋✮ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛

❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❆♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦♦♣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

✭❋❊▼✮ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ❞②♥❛♠✐❝

♠❛ss t♦ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t✱ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡❧❢✲♣♦✇❡r❡❞ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❍❡❛❧t❤ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❙❍▼✮ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡

❜❡st ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

✐s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡✲

r✐❛ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t

❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤✲

✐♥❣ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐♥

❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❊♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣❀ s❝❛✈❡♥❣✐♥❣❀ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝❀ st♦❝❤❛s✲

t✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣❀ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣❀ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✳
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❘és✉♠é

▲❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✭t❡❧s q✉❡

❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❛✉t♦♥♦♠❡s✮ ❧❡✉r ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ s❛♥s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆é❛♥✲

♠♦✐♥s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭♣✐❧❡s ❡t ❜❛tt❡r✐❡s✮✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛②❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t

♣r♦♠✉s ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s ✉♥ ❢r❡✐♥ à ❧❛ ♣r♦❧✐❢ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❝r♦s②stè♠❡s

é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ ❞❡

❝❡s é❧é♠❡♥ts ✭❧✬❛✉t♦✲❞é❝❤❛r❣❡ ❞r❛✐♥❛♥t q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ♣❧✉s ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡

♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✮ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡t ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s

❞✐s♣♦s✐t✐❢s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉① ❡t✴♦✉ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❡♥✈✐r♦♥✲

♥❡♠❡♥t❛❧❡s ❀ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝②❝❧❛❣❡ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s ét❛♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝♦ût❡✉①✳

P♦✉r ♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♠✲

♠é❞✐❛t ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛✉ ❝♦✉rs

❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t

❧✬❡✛❡t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣✐st❡s ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐é❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣✲

t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs ❛✉t♦♥♦♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛❧✐♠❡♥t❡r ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s é❧❡❝tr♦♥✲

✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❛❝t✐❢

♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥✮

❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦♠♠é❡ ✏❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✲

✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✑ ✭ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐sé❡ s✉r ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✮ s✬❡st

♠♦♥tré❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✱ ♣♦✉✈❛♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡

♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉♣ér✐❡✉r à ✶✵ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❜r❡❢ ✐♥✲

st❛♥t✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❝❡❝✐ ❢♦r♠❡ ❛✐♥s✐

✉♥ ❝✐r❝✉✐t rés♦♥❛♥t q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥

❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧ à ✉♥❡ ❞❡♠✐✲♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t rés♦♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❢♦r♠é✱ ✐❧ s❡

♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ t❡♥s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝✉♠✉❧❛t✐❢ q✉✐

❛✉❣♠❡♥t❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉✬à
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✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❡♥tr❡ t❡♥s✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❀ ❝❡s ❞❡✉① ❡✛❡ts

❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐t❡ ❡♥

❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❛r❡♠❡♥t à ❧❛ ré❛❧✐té✳ P❡✉ ❞❡

tr❛✈❛✉① ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱ ❡t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ♦♥t été ♠❡♥és ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ✭✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❜r✉✐t✳✳✳✮ ❀ ❝❡❝✐ ét❛♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s✲

♣♦s✐t✐❢s ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ré❝✉♣ér❛t❡✉rs ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ✐♥t❡r❢❛❝és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡r♦♥t ♣r✐s❡s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ♦✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s

t❤é♦r✐❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳ ❆✐♥s✐✱

♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✳

❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡

t❤ès❡ ❝♦♥s✐st❡r❛ à é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ❝♦✉♣❧❛❣❡ s✐s♠✐q✉❡

s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✱ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té

❛✜♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ s②stè♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡

✈✐❜r❛t♦✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ✉s❛❣❡ ✉❧tér✐❡✉r✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ▼❛tér✐❛✉① ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s❀ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡❀ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡❀ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

st♦❝❤❛t✐q✉❡❀ ❞és❛❝❝♦r❞ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡❀ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡❀ ré❝✉♣ér❛t❡✉r s✐s♠✐q✉❡✳

✐✈
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t

❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣❧② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ❡✈❡r②♦♥❡ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞

♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♠② ❞♦❝t♦r❛❧ st✉❞② ❛♥❞ ❜❡ ✇✐t❤ ♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ②❡❛rs✳ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦rt✉♥❛t❡

❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❋r❡♥❝❤ ❆❞♠✐♥str❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤✐♥❣ ♠② P❤❉

st✉❞② ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ●è♥✐❡ ❊❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❋❡rr♦è❧❡❝tr✐❝✐tè ✭▲●❊❋✮ ❛t t❤❡

■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ▲②♦♥ ✭■◆❙❆ ❞❡ ▲②♦♥✮✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❤❡❛rt❢❡❧t ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❈❧❛✉❞❡ ❘✐❝❤❛r❞ ❛♥❞

❉r✳ ▼✐❝❦❛ë❧ ▲❛❧❧❛rt ❢♦r t❤❡✐r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡❢❛t✐❣❛❜❧❡ s✉♣♣♦rt ✇✐t❤♦✉t

✇❤✐❝❤ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❛s ❛ ❞r❡❛♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ r❡❛❧✐t②✳

Pr♦❢✳ ❘✐❝❤❛r❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❣r❡❛t ❛❞✈✐s♦r ❛♥❞ ♠❡♥t♦r ✇❤♦ ❤❛s ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦❢♦✉♥❞

✐❞❡❛ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♥♦ ♠❛tt❡r ♦♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♦r ♥♦♥✲t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡st✐♦♥s✳ ❉r✳

▲❛❧❧❛rt ❤❛s ❣✐✈❡♥ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✇♦r❦ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❤❡ ❤❛s

♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ✉s❡❢✉❧ ❛❞✈✐❝❡s ♦♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤✳ ❆❧s♦✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦

❡①♣r❡ss ♠② s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❉❛♥✐❡❧ ●✉②♦♠❛r ❢♦r ❤✐s s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ ♠②

r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦✳ ❍❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢✉❧❧ ❡q✉✐♣♣❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥

r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❲❡♥✲❏♦♥❣ ❲✉ ❢r♦♠ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❚❛✐✇❛♥

❯♥✐✈❡rs✐t② ❢♦r ❤✐s ❛ss✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠② ♠❛st❡r ✇♦r❦

✐♥ ◆❚❯✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ Pr♦❢✳ ❊✐♥❛r ❍❛❧✈♦rs❡♥ ❢♦r ❤✐s

❣r❡❛t ❤❡❧♣ ♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛❞ ❛ ✈❡r② ❥♦②❢✉❧ ❛♥❞ ❢r✉✐t❢✉❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■

❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❧❡❛r♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐♠✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ▲❛❜ ▲●❊❋ ❢♦r

❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣r♦❢❡ss♦rs✱ ✇❤♦ ■ t❛❦❡ ❛s r♦❧❡✲♠♦❞❡❧s✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❋♦❧t❡t❡✱ Pr♦❢✳ ❉❛♥✐❡❧ ●✉②♦♠❛r✱ Pr♦❢✳ ❊✐♥❛r

❍❛❧✈❡rs♦♥✱ Pr♦❢✳ ❲❡♥✲❏♦♥❣ ❲✉ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❊❧✐❡ ▲❡❢❡✉✈r❡ ❢♦r s❡r✈✐♥❣ ♦♥ ♠② P❤❉ ❝♦♠✲

♠✐tt❡❡✳

▼② t❤❛♥❦s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✉❡ t♦ ♠② ❧♦✈❡❧② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✱ ▼❛s❛❡✱ ❉❛♥✱ ❇✐♥✱ ❨❛♥❣✱ ❑❛✐①✐❛♥❣✱

❋♦✉❛❞✱ ❍♦♥❣②✐♥❣✱ ▲✐✉q✐♥❣ ❛♥❞ ▼❡♥❣ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛♥❞ ❤❡❧♣✳ ❲✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✱

✇❡ ❤❛❞ s❤❛r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♦✣❝❡ ❢♦r ②❡❛rs ❛♥❞ ■ tr✉❧② ❡♥❥♦②❡❞ ✐t✳ ❲❡ ❛❧✇❛②s ❤❛❞ ❡①❝✐t✐♥❣

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❢✉♥ ❝❤❛t t♦❣❡t❤❡r✳ ■ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❢♦r❣❡t t❤❡ ♥✐❣❤ts ■ ✇❛❧❦❡❞
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❝♦♠♣❛♥✐♦♥s❤✐♣✱ ♠② ❧✐❢❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❤❡❧♣

❢r♦♠ ▼rs✳ ❊✈❡❧②♥❡ ❉♦r✐❡✉① ❢♦r t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ✇♦r❦✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦s

▼r✳ ❋ré❞ér✐❝ ❉❡❢r♦♠❡r✐❡ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤♠❡♥t ❢♦r

❡✈❡r②❞❛②✬s ❧✉♥❝❤ t✐♠❡✳ ■ r❡❛❧❧② ✇❛♥t t♦ ✇✐s❤ ❤✐♠ ❛ ✈❡r② ❤❛♣♣② ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ ■ ❛♠ s✉r❡

❤❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥✐t❡❧② ✜♥❞ s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ ✇❛♥ts t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ❧✐❢❡ ✇✐t❤ ❤✐♠✳ ❚❤❛♥❦s t♦ P❍❈

❖r❝❤✐❞ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ◆❚❯✱ ❚❛✐✇❛♥✱ ■ ❤❛❞ ♣❛ss❡❞ ❛ ✈❡r② ♣❧❡❛s❛♥t s✉♠♠❡r ✐♥ ❚❛✐✇❛♥

✇✐t❤ ▼✐❝❦❛ë❧✱ ❏❡❛♥✲❋❛❜✐❡♥ ❛♥❞ ❤✐s ✇✐❢❡✱ ❆♥❛ïs✱ ❛ ✈❡r② ✇❛r♠ ❢r✐❡♥❞ ✇❤♦ ■ ❧✐❦❡ ✈❡r②

♠✉❝❤✳

▲❛st❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❡❛t ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦ ♠② ❢❛♠✐❧②✱ ♠② ❞❛❞✱ ♠② ♠♦♠

❛♥❞ ♠② ❜r♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ❛❝❝♦♠♣❛♥② ♠❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❡♥ ■ ❢❡❡❧ s❛❞ ♦r ❤❛♣♣② ♦r ❡✈❡♥ ✇❤❡♥

■ ❛♠ ❜✉s②✐♥❣ ♦♥ ♠② ♦✇♥ ✇♦r❦✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❛♣♦❧♦❣② t♦ t❤❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ■

❛♠ ❛❧✇❛②s t♦♦ ❜✉s② t♦ t❛❧❦ t♦ t❤❡♠ ❛♥❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡♠✳

❲✐t❤♦✉t t❤❡ ❛ss✐st❛♥❝❡ ■ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠② ♣r♦❢❡ss♦rs✱ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ ♠② ❢❛♠✐❧②✱

♠② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥q✉✐r② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♠✉❝❤

❧❡ss r❡✇❛r❞✐♥❣✳

❚❤❛♥❦ ②♦✉ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ②♦✉✳

✖ ❲❯ ❨✐✲❈❤✐❡❤
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①✐✈ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

f0 r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

❍(t) ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❯♥✐t st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥

H tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥

hAB ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❆ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❇

■n ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n

I ❝✉rr❡♥t

I0 ✐♥✐t✐❛❧ ❝✉rr❡♥t

J s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛

j ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t

K st✐✛♥❡ss

❑ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐①

KpE st✐✛♥❡ss ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t

Ks str✉❝t✉r❛❧ st✐✛♥❡ss

k2 ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r

L ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡

l ❜❡❛♠ ❧❡♥❣t❤

▼ ♠❛ss ♠❛tr✐①

▼ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t

M ♠❛ss

mX ♠❡❛♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧ X

m̄ ♠❛ss ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤

◆ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

N ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs

P ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r

Ps ❡①tr❛❝t❡❞ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ s♦✉r❝❡

Q ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡

Qi ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

QM ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

q(x1, t) ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x1
qi ♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ith ♠♦❞❡

RL r❡s✐st❛♥❝❡

RAB ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❛❧s ❆ ❛♥❞ ❇

Rn
AB ❝②❝❧✐❝ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❛❧s ❆ ❛♥❞ ❇

S ♠❛t❡r✐❛❧ str❛✐♥
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◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ①✈

SAB ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧s A ❛♥❞ B

Sn
AB s♣❡❝tr❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭❙❈❉✮ ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❛❧s ❆ ❛♥❞ ❇

[ǫS] ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❛tr✐① ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥

❚ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐①

T ♠❛t❡r✐❛❧ str❡ss

TLCR ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ▲❈❘ ♦s❝✐❧❧❛t♦r

Ts s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞

t t✐♠❡

t0 t✐♠❡ ❞❡❧❛②

ta ♦r t
′

a s✇✐t❝❤ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r st❡♣ ✶

tb ♦r t
′

b s✇✐t❝❤ ❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r st❡♣ ✷

ti ✐♥✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡

tn s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t

tp t❤✐❝❦♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t

Ũ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

U1 ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡

U2 ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r

✉ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛tr✐①

u ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦r ❞❡✢❡❝t✐♦♥

uM ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡

V ✈♦❧t❛❣❡

Ṽ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥

Ṽ0 ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡

VM ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥

Vm ✈♦❧t❛❣❡ ❛❢t❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥

w ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤

① st❛t❡ ✈❡❝t♦r

xc ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s

y ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

Z ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

Z ✐♥t❡❣❡rs

●r❡❡❦ ❝❤❛r❛❝t❡r

❙②♠❜♦❧ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
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①✈✐ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

α ❋♦r❝❡ ❢❛❝t♦r

χ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♠❛tr✐①

β ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♠❛tr✐①

γ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛❝t♦r

ρ ❉❡♥s✐t②

ω ❆♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②

ω0 ◆❛t✉r❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②

ωs ❆♥❣✉❧❛r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②

ζ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦

Φ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✢✉①

φi P❤❛s❡ s❤✐❢t r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r i ✈❛r✐❛❜❧❡

η ❊✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r

λ ❘❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

ψ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s

υ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦

θ ❉❡✢❡❝t✐♦♥ s❧♦♣❡

δ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

ν P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦

❙✉❜s❝r✐♣ts

❙②♠❜♦❧ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

E ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t

D s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t

H ❤♦st str✉❝t✉r❡

p ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t

b ❜❡❛♠

h ❤❛r✈❡st❡r

s s✇✐t❝❤✐♥❣

sup s✉♣♣♦rt❡r

+ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥

− ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
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◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ①✈✐✐

❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❙②♠❜♦❧ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

❆❈ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❈✉rr❡♥t

❉❈ ❉✐r❡❝t ❈✉rr❡♥t

❋❊▼ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

■✴❖ ■♥♣✉t✴❖✉t♣✉t

▲❈❘ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡✲❈❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✲❘❡s✐st❛♥❝❡

▼❊▼❙ ▼✐❝r♦❊❧❡❝tr♦▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s

▼❖❙❋❊❚ ▼❡t❛❧✲❖①✐❞❡✲❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❋✐❡❧❞✲❊✛❡❝t✲❚r❛♥s✐st♦r

▼s▼ ▼❛❣♥❡t♦str✐❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s

P❙❉ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②

P❙❍■ P❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ✐♥❞✉❝t♦r

P❱❉❋ P♦❧②✭✈✐♥②❧✐❞❡♥❡ ❋❧✉♦r✐❞❡✮

P❩❚ ▲❡❛❞✲❩✐r❝♦♥❛t❡ ❚✐t❛♥❛t❡

❘❋■❉ ❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝② ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❘▼❙ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡

❙❈❉ ❙♣❡❝tr❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②

❙❉❖❋ ❙✐♥❣❧❡ ❉❡❣r❡❡ ❖❢ ❋r❡❡❞♦♠

❙❍▼ ❙tr✉❝t✉r❡ ❍❡❛❧t❤ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣

❙❙❉ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❉❛♠♣✐♥❣

❙❙❉❙ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❉❛♠♣✐♥❣ ♦♥ ❙❤♦rt ❝✐r❝✉✐t

❙❙❉■ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❉❛♠♣✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r

❙❙❍ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣

❙❙❍❙ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ❙❤♦rt ❝✐r❝✉✐t

❙❙❍■ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r

❙❲ ❙✇✐t❝❤

❚❉❖❋ ❚✇♦ ❉❡❣r❡❡ ❖❢ ❋r❡❡❞♦♠

❚▼❉ ❚✉♥❡❞ ▼❛ss ❉❛♠♣❡r

❲❙◆s ❲✐r❡❧❡ss ❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦s
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✶ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛✐♠s ❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦ ♦❢ t❤❡ t♦♣✐❝s ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡✲

s✐s✳ ■t ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t

t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♣♦✲

t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❢r♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥

♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s

t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ❝✉rr❡♥t s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦✳ ❆ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t❤✉s ❛❧s♦ ❡①♣♦s❡❞✳

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✇✐r❡❧❡ss ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛s ❛ r❛♣✐❞ ❣r♦✇t❤ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣✲

t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❤❛s ❜r♦✉❣❤t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✳

Pr✐♠❛r② ❜❛tt❡r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♠♦t❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣♦rt❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❞❡✈✐❝❡s✱ ❤❛✈❡ ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧❧② ❜❡❝❛♠❡ ❛ ❜r❛❦❡ ♦♥ t❤✐s ❣r♦✇t❤✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛s✲

s♦❝✐❛t❡❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ✐ss✉❡s ✭❝❤❛r❣✐♥❣✱ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❞❡♠❛♥❞s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ▼♦♦r❡✬s ❧❛✇✱ t❤❡ ❜❛tt❡r② ❝❛♣❛❝✐t② ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡r② s❧♦✇❧②

✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♠✐❝r♦♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ❛ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❍❡❛❧t❤

▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❙❍▼✮ s②st❡♠✱ ✐t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦st❧② t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❜❛tt❡r✐❡s

♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♦✈❡r t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡♥❡r❣② s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣❡r ❧✐❢❡s♣❛♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♠❜✐❡♥t ❡♥✲

❡r❣② ✐♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ♦r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐ts❡❧❢✱ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡

r❡❛s♦♥s✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ♦✉r ❛♠❜✐❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ ♠✉❝❤

❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❲✐r❡❧❡ss ❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦

✭❲❙◆✮ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❛ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠✳ ❙❡♥s♦rs

❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ♣♦✇❡r❡❞ ✉♣ ❜② ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤

✶
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✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❇❛tt❡r② ❝❛♣❛❝✐t② ✈❡rs✉s ♣r♦❝❡ss♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❡♥❡r❣② r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❲✐r❡❧❡ss ❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦s s②st❡♠ ❬✷❪

❧✐♠✐t❡❞ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛s ❜r✐❞❣❡s✱ ❛✐r♣❧❛♥❡s✱ s❤✐♣s ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣❧❛♥ts✱ ♣r♦✲

✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ❢♦r t❤❡ ❧✐❢❡s♣❛♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡♠

❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡❧❢✲s✉st❛✐♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ ✐s ❛ tr✐❝❦② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥✈❡rt ❛♠❜✐❡♥t ❡♥❡r❣②

✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ❤❡❛t ❧♦ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❜r♦❛❞✲

❜❛♥❞ ❛♥❞✴♦r r❛♥❞♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ✐s st✐❧❧ ❛ s✉❜❥❡❝t ❧❡ss

❡①♣❧♦r❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❞❡✈✐❝❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉✐♣♠❡♥ts r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❢r♦♠ ✶ µ❲ t♦ ✶✵✵

♠❲✳ ❆s✐❞❡ ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❲❙◆ ❛♥❞ ❙❍▼✱ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❛♠❜✐❡♥t s♦✉r❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥♦t❤❡r

♦♣t✐♦♥ ❢♦r s✉♣♣❧②✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❡♥❡r❣②✳
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✶✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ✸

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s

Pr♦❞✉❝t ❆✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

▲❈❉ s❝r❡❡♥ ✭✷✶✲✐♥❝❤✮ ✸✵✲✽✵ ❲

▲❛♣t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ✭❢✉❧❧② ♦♥✱ ❝❤❛r❣❡❞✮ ✸✵ ❲

❋❧✉♦r❡s❝❡♥t ❧✐❣❤t ❜✉❧❜ ✶✹ ❲

❉❱❉ ♣❧❛②❡r ✭♣❧❛②✐♥❣✮ ✶✵ ❲

✐♣❛❞ ✭✇✐✜ ❛♥❞ ✈✐❞❡♦ ♠♦❞❡✮ ✷✳✺ ❲

✐♣❤♦♥❡ ✺ ✭t❛❧❦✴st❛♥❞✲❜②✮ ✻✽✵ ♠❲✴✷✹ ♠❲

❍❚❈ ❖♥❡ ❙ s♠❛rt ♣❤♦♥❡ ✭t❛❧❦✴st❛♥❞✲❜②✮ ✻✸✵ ♠❲✴✶✼✵ ♠❲

❑✐♥❞❧❡ t♦✉❝❤ ❊r❡❛❞❡r ✭r❡❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡✮ ✷✶✵ ♠❲

❚❱ r❡♠♦t❡ ✶✵✵ ♠❲

❙♠❛❧❧ ♣♦rt❛❜❧❡ ❋▼ r❛❞✐♦ ✸✵ ♠❲

◗✉❛rt③ ✇r✐st✇❛t❝❤ ✶ µ❲

✶✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s

❊♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝♦♥✈❡rts ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ✉s❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆♠❜✐❡♥t ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♦✉r❝❡s✱ ❧✐❣❤t✱ ❛✐r✢♦✇✱ ❤❡❛t✱ s✉♥ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡s r❡✈✐❡✇❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❡r❣②

s♦✉r❝❡s ❢♦r ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❣❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❬✸✕✻❪✳ Pr✐②❛ ❤❛s

s❤♦✇♥ ❛ ❜r♦❛❞ s✉r✈❡② ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ❬✺❪✱ ❢♦r

✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s s✉r✈❡② ❡①♣❛♥❞s ❢r♦♠ ♥❛t✉r❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✱

t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❜❛tt❡r② ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ❯♥❞❡r ❞✐r❡❝t s✉♥❧✐❣❤t✱

s♦❧❛r ❝❡❧❧ ♦✛❡rs ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ❛❜♦✉t ✶✺✵✵✵ µ❲✴❝♠3✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ✷ ♦r❞❡rs

♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ s♦❧❛r ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ❛ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣

s♦✉r❝❡ ❢♦r ♣♦✇❡r✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❜✉t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r

❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❆❧s♦ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥

❡✣❝✐❡♥t s♦❧❛r ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦✈❡r✱ ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ t❤❡✐r

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♣♦✇❡r s❝❛✈❡♥❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞

❢r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦st ❛ttr❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡s✱ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❛✐r ✢♦✇ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ♣♦✇❡r✳ ❘♦✉♥❞② ❡t ❛❧ ❬✸❪ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛ ❞❡✈✐❝❡

✇✐t❤ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶ ②❡❛r ♦r ❧❡ss✱ t❤❡ ❜❛tt❡r② ✐s t❤❡ ❡❛s✐❡st ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st

✈❡rs❛t✐❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✱ ❜✉t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♣r♦✜t ♠♦r❡ ❢♦r

❛ ❧♦♥❣❡r ❧✐❢❡t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♠❡t❤✲
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✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡✴❝❛♥ ❜❡ t❛♣♣❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣

❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❬✺❪

❍✉♠❛♥ ❇♦❞② ❱❡❤✐❝❧❡s ❙tr✉❝t✉r❡s ■♥❞✉str✐❛❧ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❇r❡❛t❤✐♥❣✱ ❜❧♦♦❞

♣r❡ss✉r❡✱

❡①❤❛❧❛t✐♦♥✱ ❜♦❞②

❤❡❛t

❆✐r❝r❛❢t✱ ❯❆❱✱

❤❡❧✐❝♦♣t❡r✱

❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s✱

tr❛✐♥s

❇r✐❞❣❡s✱ r♦❛❞s✱

t✉♥♥❡❧s✱ ❢❛r♠

❤♦✉s❡

str✉❝t✉r❡s

▼♦t♦rs✱

❝♦♠♣r❡ss♦rs✱

❝❤✐❧❧❡rs✱ ♣✉♠♣s✱

❢❛♥s

❲✐♥❞✱ s♦❧❛r✱

t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞❛✐❧②

t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❲❛❧❦✐♥❣✱ ❛r♠

♠♦t✐♦♥✱ ✜♥❣❡r

♠♦t✐♦♥✱ ❥♦❣❣✐♥❣✱

s✇✐♠♠✐♥❣✱ ❡❛t✐♥❣✱

t❛❧❦✐♥❣

❚✐r❡s✱ tr❛❝❦s✱

♣❡❞❞❧❡s✱ ❜r❛❦❡s✱

s❤♦❝❦

❛❜s♦r❜❡rs✱

t✉r❜✐♥❡s

❈♦♥tr♦❧✲

s✇✐t❝❤✱ ❍❱❆❈

s②st❡♠s✱ ❞✉❝ts✱

❝❧❡❛♥❡rs✱ ❡t❝✳

❈♦♥✈❡②♦rs✱

❝✉tt✐♥❣ ❛♥❞

❞✐❝✐♥❣✱

✈✐❜r❛t✐♥❣

♠❛❝❤✐♥❡

❖❝❡❛♥ ❝✉rr❡♥ts✱

❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s✱

❊▼ ✇❛✈❡s✱ ❘❋

s✐❣♥❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s ❢♦r t❤❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❬✺❪

♦❞s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦ t♦ ♠✐❧✐✲✇❛tt s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇✲♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❆s

t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s ✐s ✈❡r② ❜r♦❛❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♠♦♥

r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡s r♦✉❣❤❧② ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✶✳ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✷✳

❛♠❜✐❡♥t✲r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✸✳ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ s♦❧❛r✱ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❜❛tt❡r② ❝❤❡♠✐str✐❡s ❬✸❪

✶✳✷✳✶ ❚❤❡r♠❛❧ ❊♥❡r❣②

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①✐sts ✉❜✐q✉✐t♦✉s❧② ✐♥ ♦✉r ❞❛✐❧② ❧✐❢❡✱ s✉❝❤ ❛s ❤❡❛t❡rs ❛♥❞ ❤❡❛t

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥✳ ■t ❝♦♠♠♦♥❧② ♣r❡s❡♥ts ✐♥ t✇♦ ❢♦r♠s✱ ✶✳ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ✷✳ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❢♦r♠ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙❡❡❜❡❝❦ ❡✛❡❝t

♦r t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠ ✐s t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳

✶✳✷✳✶✳✶ ❙❡❡❜❡❝❦ ✭❚❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝✮ ❊✛❡❝t

❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝

✈♦❧t❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙❡❡❜❡❝❦ ✭t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝✮ ❡✛❡❝t✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❚❤♦♠❛s ❏♦❤❛♥♥

❙❡❡❜❡❝❦✳ ❚❤❡ ❙❡❡❜❡❝❦ ❡✛❡❝t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s

V =

∫ T2

T1

(SB(T )− SA(T ))dT , ✭✶✳✶✮

SA ❛♥❞ SB ❛r❡ t❤❡ ❙❡❡❜❡❝❦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧s ❆ ❛♥❞ ❇ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❡✱ ❛♥❞ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❥✉♥❝t✐♦♥s✳

❆ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ✭❚❊✮ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦♣❡❞ s❡♠✐✲

❝♦♥❞✉❝t♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❛rr❛♥❣❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✐♥ s❡r✐❡s ❜✉t t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆ ♣r❛❝t✐✲

❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ t❤❡r♠♦❣❡♥❡r❛t♦r ❜② t❤❡ ▼✐❝r♦♣❡❧t ●♠❜❍✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✶✳✻✭❛✮✳ ❚❊ ❧❡❣ ♣❛✐rs ♦r t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥✲ ❛♥❞ ♣✲t②♣❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r

♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦♥ t✇♦ s✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡rs✳ ❲❤❡♥

❤❡❛t ✐s ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ s✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡rs ✭❤♦t s✐❞❡ ❛♥❞ ❝♦❧❞ s✐❞❡✮✱ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡

♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❊ ❧❡❣s ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❇✐2❚❡3✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠✉♠

✶✽% ❈❛r♥♦t ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t ✸✺✵❑✳ ❚❤❡ ❦✐t ♦❢ t❡r✲

♠♦❣❡♥❡r❛t♦r ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ❢❡✇ ♠✐❧✐✇❛tts ✉♥❞❡r t❡♥ t♦ t❤✐rt② ❞❡❣r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
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✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡✳ ❆ t❤❡r♠♦❝♦✉♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭♠❡t❛❧s ❆

❛♥❞ ❇✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❙❡❡❜❡❝❦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡

✈♦❧t❛❣❡ ❱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t t❡r♠✐♥❛❧s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ T1 ✲

T2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ❬✼❪

❚❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ♥♦✐s❡ ❡♠✐s✲

s✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❤❛r✈❡st❡rs✱ ❜✉t t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r st✐❧❧ ✐♥

❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧ ❬✽❪

❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❙❡❡❜❡❝❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡ ❤❡❛t ❧♦ss ❝❛✉s❡❞ ❜② ❏♦✉❧❡ ❛♥❞ P❡❧t✐❡r ❡✛❡❝t ✇✐t❤ ❡❧❡❝✲

tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

♠❛t❡r✐❛❧s r❛✐s❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤❡❛t ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t❀ ✐t ❤♦✇❡✈❡r ❛❧s♦

♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐✣❝✉❧t ❝❛✉s❡❞ ❜② ❜❡tt❡r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

❛♥❞ ❤✐❣❤ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬✾❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦st❧② ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ s❝❛r❝❡ ❛♥❞ t♦①✐❝ ♠❛✲

t❡r✐❛❧ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝

❣❡♥❡r❛t♦rs r❡str✐❝t✐✈❡✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡r♠♦❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❖♠❡r ❡t ❛❧ ❬✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t✇♦ st❛❣❡ s♦❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r

❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❤❡❛t ❛♥❞ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦✉❧❞

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵ % ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r t✐❧t ❛♥❣❧❡ ✐s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✵ ❞❡❣r❡❡ ❛t

❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳

✶✳✷✳✶✳✷ P②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❙❡❡❜❡❝❦ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

t✐♠❡✲✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❈❡rt❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡

t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✉♥❞❡r

❛ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ◆♦t ❧✐❦❡ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡
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✶✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ✼

Cold side 

Hot side 

Silicon substrate 

p-type legs, Bi2Te3 

bases compounds 

n-type legs, Bi2Te3 

bases compounds 

n contact 

p contact 

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ▼✐❝r♦♣❡❧t ❚❤❡r♠♦❣❡♥❡r❛t♦r✿ ✭❛✮ ❚❤❡r♠♦❣❡♥❡r❛t♦r❀ ✭❜✮ ❚❊✲P♦✇❡r P▲❯❙ ✭s♦✉r❝❡✿

✇✇✇✳♠✐❝r♦♣❡❧t✳❝♦♠✮

❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

✐ts ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭❛s t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝

❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✮✳ ❆ str♦♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝

♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❤❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♦❧❡❞✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ♠♦♠❡♥t

✇❤❡♥ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉✛❡rs ❛ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ st♦r✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ✶✾✽✸

❖s❧❡♥✬s ❣r♦✉♣ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✜rst ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝②❝❧❡✱ ✬❖❧s❡♥ ❝②❝❧❡✬ ♦r ✬❊r✐❝ss♦♥

❝②❝❧❡✬ ❬✶✶❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✱ ❛ ❝♦♣♦❧②♠❡r P✭❱❉❋✲❚r❋❊✮ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✸✵ ♠❏✴❝♠3

❜❡t✇❡❡♥ ✷✸ t♦ ✻✼ ◦C ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✺✺ ❦❱✴♠♠ ❬✶✷❪✳ ❩❤✉ ❡t

❛❧ ❬✶✸❪ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝✲✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

t❤r♦✉❣❤ r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧✱ ♦rt❤♦r❤♦♠❜✐❝ ❛♥❞ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ♣❤❛s❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊r✐❝ss♦♥ ❝②❝❧❡

✇✐t❤ ❛ ✶✳✶ ♠♠ t❤✐❝❦ ❬✶✶✵❪✲♦r✐❡♥t❡❞ P❩◆✲✹✳✺P❚ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ ✵✳✵✶ ❍③ t♦ ✶ ❍③✱ ❛♥❞ ❛ ✶✵✶✳✽ ♠❏✴❝♠3 ❡♥❡r❣② ✐s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❊r✐❝ss♦♥ ❝②❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶✸✵ ◦C ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ EL =✵

▼❱✴♠ ❛♥❞ EH =✷ ▼❱✴♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

t✐♠❡✲✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❡❜❛❧❞ ❡t ❛❧ ❬✾❪✱ ❛ ❜❡tt❡r

♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❤❛❞ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❢♦r ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭10−4 ❍③✮ ❛♥❞ ❧♦✇ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
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✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

Antenna

RF-to-DC
Conversion

Power 
Conditioning

Radio Waves

Output
to Load

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❘❋ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠ ❬✷✶❪✳

✶✳✷✳✷ ❆♠❜✐❡♥t✲❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❙♦✉r❝❡s

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢r♦♠ ✉❜✐q✉✐t♦✉s r❛❞✐♦ tr❛♥s♠✐tt❡rs✱ ❜✉t t❤❡ ❡♥❡r❣②

❤❛r✈❡st✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣

r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦r ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t♦ ❣❡t ✉s❡❢✉❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡

❝♦♠♠♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t♦ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❜r♦❛❞❝❛st ❘❋ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ❡♥❡r❣② ❬✶✹❪

t♦ ♣♦✇❡r r❡♠♦t❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❘❋ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r❡❝❡✐✈✐♥❣

r❛❞✐♦ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛✱ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t

♣♦✇❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦✇ ❝♦♠♠♦♥♣❧❛❝❡ ✐♥ ♣❛ss✐✈❡ ❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝②

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❘❋■❉✮ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s②st❡♠s ♦❢ ❛♠❜✐❡♥t ❘❋

❡♥❡r❣② ❛r❡ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡r✱ ✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢❡✇ µ❲✳ ❨❡❛t♠❛♥ ❬✶✺❪ r❡❝❛❧❧❡❞

t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶ ❱✴♠ r❡❝♦✈❡rs ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✵✳✷✻ µ❲✴m2 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

✜❡❧❞ ♥❡❛r ❛ s♦✉r❝❡ ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ✈♦❧ts ♣❡r ♠❡t❡r✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❘❋ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✱ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rts ♦♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣

❡✣❝✐❡♥t ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ r❡❝t❡♥♥❛s ✭r❡❝t✐❢②✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛✮ ❬✶✻✕✶✾❪✳ ❆♥ ❛rr❛② ♦❢ r❡❝t❡♥♥❛s ❤❛s

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✱ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♣♦✇❡r

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❝♦♥✜❣✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ r❡❝t❡♥♥❛ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ s❡r✐❛❧ ❛♥❞

♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❬✷✵❪✳

❆♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ❧✐❣❤t r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆ ♥❛♥t❡♥♥❛ ✭♥❛♥♦❛♥t❡♥♥❛✮

✐s ❛ s♦❧❛r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝t✐❢②✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛s

t♦ ❝♦❧❧❡❝t s♦❧❛r ❡♥❡r❣② ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘♦❜❡rt ✐♥ ✶✾✼✷ ❬✷✷❪✳ ❆ ♥❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❛♥

❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦❧❧❡❝t♦r ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❜s♦r❜ s♣❡❝✐✜❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥t❡♥♥❛✳ ■❞❛❤♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s ❤❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❛♥t❡♥♥❛

t♦ ❛❜s♦r❜ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✸✲✶✺ µ♠ ❬✷✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✳

❚❤❡s❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✵✳✵✽✲✵✳✹ ❡❱✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❛♥t❡♥♥❛s ❝❛♥ ❛❜s♦r❜
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✶✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ✾

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ◆❛♥t❡♥♥❛ ❜② ■❞❛❤♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✿ ✭❛✮ ❆♥ ❛rr❛② ♦❢ ♥❛♥t❡♥♥❛s✱ ♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ❣♦❧❞ ❛♥❞

✐♠❛❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡❀ ✭❜✮ ◆❛♥t❡♥♥❛ s❤❡❡t✱ st✐t❝❤❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❢r♦♠

✶✽ ❝♦✉♣♦♥s

❝❧♦s❡ t♦ ✾✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥✲❜❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❆ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ✭P❱✮ ❝❡❧❧ ❛❧s♦ ❤❛s

t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❧✐❣❤t ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✉s✐♥❣ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣

♠❛t❡r✐❛❧ s✐❧✐❝♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ ❧✐❣❤t t♦ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②✳ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ P❱ ❝❡❧❧s ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✶✺ % ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡r❛❣❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♦✈❡r ❛ ✷✹❤ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ❛ t❡♠♣❡r❛t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✷ ❲· ♠−2✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❡♥❣✐♥❡❡rs ❛t ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❤❛✈❡ ✜❣✉r❡❞ ♦✉t

❤♦✇ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❤❡❛t ♦❢ s♦❧❛r ❡♥❡r❣② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥

t✇✐❝❡ ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❛s ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❜② ❝♦❛t✐♥❣ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤

❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❝❡s✐✉♠ ❬✷✹❪✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦✉❧❞

♦✛❡r ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱

❜✉t ✐ts ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶✳✷✳✸ ❱✐❜r❛t✐♦♥ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♠❛♥② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ s♠❛❧❧

✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ✢♦♦r✱ r♦t❛t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡r② t♦ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❧♦❛❞s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣❛rts ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ❡♥❣✐♥❡✳ ■t ✈❛r✐❡s ✇✐❞❡❧② ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✸✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❧♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①t❡r✐♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

❢❛❝t♦rs✳ ■t s✐♠♣❧② ✉s❡s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣♦✇❡r s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s t❤✐♥✲ ❛♥❞ t❤✐❝❦✲✜❧♠ ❧✐t❤✐✉♠ ❛♥❞ ❧✐t❤✐✉♠✲✐♦♥ ❜❛tt❡r②

❛♥❞ t❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮✳
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✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠✲

♠❡r❝✐❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ❬✷✺❪

❱✐❜r❛t✐♦♥ ❙♦✉r❝❡ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✭♠ s−2✮ ❋r❡q✉❡♥❝②peak ✭❍③✮

❈❛r ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✶✷ ✷✵✵

❇❛s❡ ♦❢ ✸✲❛①✐s ♠❛❝❤✐♥❡ t♦♦❧ ✶✵ ✼✵

❇❧❡♥❞❡r ❝❛s✐♥❣ ✻✳✹ ✶✷✶

❈❧♦t❤❡s ❞r②❡r ✸✳✺ ✶✷✶

P❡rs♦♥ t❛♣♣✐♥❣ t❤❡✐r ❤❡❡❧ ✸ ✶

❈❛r ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛♥❡❧ ✸ ✶✸

❉♦♦r ❢r❛♠❡ ❥✉st ❛❢t❡r ❞♦♦r ❝❧♦s❡s ✸ ✶✷✺

❙♠❛❧❧ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ♦✈❡♥ ✷✳✺ ✶✷✶

❍❱❆❈ ✈❡♥ts ✐♥ ♦✣❝❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✵✳✷✲✶✳✺ ✻✵

❲✐♥❞♦✇s ♥❡①t t♦ ❛ ❜✉s② r♦❛❞ ✵✳✼ ✶✵✵

❈❉ ♦♥ ♥♦t❡❜♦♦❦ ❝♦♠♣✉t❡r ✵✳✻ ✼✺

❙❡❝♦♥❞ st♦r② ✢♦♦r ♦❢ ❜✉s② ♦✣❝❡ ✵✳✷ ✶✵✵

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ P♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ✈❡rs✉s ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r ❝♦♠♠♦♥ r❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❧✐t❤✐✉♠✴❧✐t❤✐✉♠✲✐♦♥ ♣♦✇❡r s✉♣✲

♣❧② str❛t❡❣✐❡s ❬✷✺❪
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✶✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ✶✶

M 

K 

C 

u(t) 

y(t) 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ✇✐t❤ ❛ r❡s♦♥❛♥t s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s♣r✐♥❣ ❑ ❛♥❞ ♠❛ss ▼ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r

❞❛♠♣❡r ❈ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

s❡✐s♠✐❝ ♠❛ss✱ u(t)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ y(t) ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Mü(t) + Cu̇(t) +Ku(t) = −Mÿ(t). ✭✶✳✷✮

❚❤❡ ✜rst ❦♥♦✇♥ ❞❡✈✐❝❡ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ✇❛t❝❤ ♠❛❞❡ ❜② ❆❜r❛❤❛♠✲

▲♦✉✐s P❡rr❡❧❡t ✐♥ ✶✼✼✵✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤✐s ✇❛t❝❤ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐♥❞❡❞ ❞✉r✐♥❣

♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❛r❡r✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t

✇❛② t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜❛tt❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ s❡✈❡r❛❧

t②♣❡s ♦❢ ♠✐❝r♦✲❣❡♥❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ❡❧❡❝✲

tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❡✐t❤❡r ✈✐❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

✭❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✮✱ ♦r ✈✐❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝✮✱ ♦r ✈✐❛ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ♣♦❧②♠❡rs✱ ♦r ✈✐❛ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡

♣♦❧②♠❡rs ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❤❛r✲

✈❡st✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ t❤❡

♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

●❡♥❡r❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✳

❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❣✐✈❡s ❛ q✉✐❝❦ ✐❞❡❛ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ✜rst

r♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦♦❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②❀ t❤❡ t❤✐r❞ r♦✇ ❡①♣♦s❡s

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❤❛r✈❡st❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
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✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

Ambient Vibration-based Energy Sources & Energy-Harvesting Systems 

Electromagnetic 

Energy Harvesting 

Electrostatic 

Energy Harvesting 

Electrostrictive 

Energy Harvesting 

Piezoelectric 

Energy Harvesting 

Waste Mechanical 

Energy 

(Generator)  

Initially Charged 

Varactor (Variable 

Capacitor, 

Electret) 

Initially Polarized  

(External Electric 

Field or Hybridize 

with Electret or 

Other Genators 

able to Deliver 

High Voltage ) 

Waste Mechanical 

Energy (PZT-

based materials, 

Piezoelectric 

Polymers) 

By Changing 

Magnetic Field  

Vibrations Change 

the Distance 

Between Two 

Electrode Plates 

Vibrations Change 

the Polarization 

(Pseudo 

Piezoelectric 

Behavior) of 

Electrostrictive 

Materials  
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Deforming and 

Vibrations of 

Piezoelectric 

Materials  

Optimization, Energy-Harvesting and Battery Charging Circuit 

Storage Unit (Battery, Capacitor, Supercapacitor) 

1 

2 

3 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠s ✭♣❛rt✐❛❧❧② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✻❪✮

✶✳✷✳✸✳✶ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡rs ❢♦r ❤❛r✈❡st✐♥❣ t❤❡ ✈✐✲

❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡rs ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥

♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ❚❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① Φ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✈♦❧t❛❣❡ V

❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦✐❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t✐♠❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❧✐♥❦❛❣❡ ♦❢ t❤❡

❝♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✐❧ t✉r♥s N ✭❊q✳ ✭✶✳✸✮✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① Φ t❤r♦✉❣❤ ❛

s✉r❢❛❝❡ Ai ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B ✭❊q✳ ✭✶✳✹✮✮✳

V = −dΦ
dt

= −N dΦ

dt
✭✶✳✸✮

Φ =

∫ ∫

Ai

B · dA ✭✶✳✹✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡

❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣♦✇❡r ❤❛r✈❡st✐♥❣ t♦ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t

♠✐❝r♦❣❡♥❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❤❛r✈❡st ♠✐❝r♦✲ t♦ ♠✐❧❧✐✲✇❛tt ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣♦✇❡r ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ r♦t❛t✐♦♥❛❧

❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❞❡✈✐❝❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ✢❛s❤❧✐❣❤t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✶✳✶✷✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✢❛s❤❧✐❣❤t ✐s s❤❛❦❡♥✱ ❛ ♠❛❣♥❡t ♠♦✈❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦✐❧✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❋❧❛s❤❧✐❣❤t ❜② ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦r ❬✹❪

❝❤❛r❣❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❧✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐♦❞❡✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✵ ♠❲ ❛t ❛ st❡❛❞② s❤❛❦❡ r❛t❡

✷✵✵ ❝②❝❧❡✴♠✐♥✳

▼❛♥② st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t✳ ❙♦♠❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ▼❊▼❙ ✭♠✐❝r♦✲❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✮ s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦✇❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ✶

µ❲ ❛♥❞ ✶✵✵ µ❲✳ ❖t❤❡r ❡♠❜♦❞✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r str✉❝t✉r❡s ❝♦✉❧❞ r❡❛❝❤ ♣♦✇❡rs ♦❢

❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ µ❲✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲✐ ❡❧ ❛❧ ❬✷✻❪ ❝❛♥ s✉♣♣❧② ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞

tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ■t ♦❝❝✉♣✐❡s ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶ cm3 ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ ✼✵ µ❲✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❝♦♥t✐♥✉❡❞

❜② ▲❡❡ ❡❧ ❛❧ ❬✷✼❪ ✇❤♦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛ ♠✐❝r♦✲❣❡♥❡r❛t♦r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❆❆

❜❛tt❡r② ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✾✶✹✳✽ ▼❍③ ❋▼ ✇✐r❡❧❡ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✳ ❙②st❡♠s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❲ r❛♥❣❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥

♠❛❞❡✱ ❛s t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ♦❢ ❊❧✲❍❛♠✐ ❡❧ ❛❧ ❬✷✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶

♠❲ ❢♦r ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✷✹✵ ♠♠3 ♦r t❤❛t ♦❢ ❏❛♠❡s ❡❧ ❛❧ ❬✷✾❪ ✇❤♦s❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t r❡❛❝❤❡❞

✸ ♠❲✳ P❡r♣❡t✉✉♠ ▲❚❞✳ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡✐r ❝♠3 s❝❛❧❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲

❜❛s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦r r❛✐❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥

♦✉t♣✉t ✉♣ t♦ ✷✵ ♠❲ ✉♥❞❡r ❛ ✶✵ ❣ ❘▼❙ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ st✉❞✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✱ ✐t

✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✈❡rt❡rs ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s

st✐❧❧ s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ▼❊▼❙ s❝❛❧❡ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦

t❤❡ ♣♦♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♠❛❣♥❡ts ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❝♦✐❧s✳

❆♥♦t❤❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥

✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✳ ▼❛❣♥❡t♦str✐❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭▼s▼✮ ❛r❡ ❛

❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦r ❝❤❛♥❣❡

♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss ✭❱✐❧❧❛r✐ ❡✛❡❝t✮✳ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥t❛❝t ♠♦❞❡✳ ❙t❛❧❡②

❛♥❞ ❋❧❛t❛✉ ❬✸✶❪ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ❚❡r❢❡♥♦❧✲❉ ❜❛s❡❞ ♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐✈❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠

❉❈ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✸✺ ❱✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ❤❛r✈❡st❡r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ P❩❚ ❛♥❞ ❚❡r❢❡♥♦❧✲❉
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢✿ ✭❛✮ ■♥♥❡r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r❀ ✭❜✮ t❤❡ ❆❆ s✐③❡ ♠✐❝r♦

♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r✲♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝✐r❝✉✐t ❬✷✼❪
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s. 230 C for PZT-5H). 

 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ Pr♦t♦t②♣❡ ♦❢ ▼s▼ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❬✸✹❪

❬✸✷✱ ✸✸❪ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❜✉t ✐t ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣

❋❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❨✉❛♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐✈❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤

t❤❡ ❛❧❧♦② ✭▼❡t❣❧❛s ✷✻✵✺❙❈✮ t♦ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t

♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✷✵✵ µ❲ ❛♥❞ ✾✵✵ µ❲✴❝♠3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛t ❛ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②

❬✸✹❪✳

✶✳✷✳✸✳✷ ❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥

❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♠♦✈❡✲

❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▼❊▼❙ s❝❛❧❡

❞❡✈✐❝❡s ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ♠✐❝r♦✲♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠s✱ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡❧♦❛❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣

♣♦✇❡r✳ ▼❡♥✐♥❣❡r ❡❧ ❛❧ r❡❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ❬✸✺❪✳ ❚❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣✉t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts

❛s ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r ♣❧❛t❡✱ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ✐t ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s ✉♥❞❡r ♠♦t✐♦♥✳ ❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛♥

❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦✿ ✶✳ ❊❧❡❝tr❡t✲❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ✷✳ ❊❧❡❝tr❡t✲❜❛s❡❞

❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr❡t✲❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝

❣❡♥❡r❛t♦r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✮✱ ❡✐t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡

❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♦r ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❛✲

♣❛❝✐t♦r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠♦✈❡s ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳

❋♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ♣❧❛t❡s ♠♦✈❡

❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❝❤❛r❣❡s ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r✳ ❋♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡✱ ❛s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡

❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥❡t ❡♥❡r❣② ✐s ❣❛✐♥❡❞ ✭t❤❡ ♥❡t ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❚✇♦ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♠✐❝r♦❣❡♥❡r❛t♦rs✿ ✭❛✮ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t✲❣❛♣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r

❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛t ▼■❚ ❢♦r ❛ ✶ ❝♠2 ❞❡✈✐❝❡❀ ✭❜✮ ❛ ✷ ❝♠2 ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✲♣❧❛t❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❢❛❜r✐❝❛t❡❞

❛t ■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ❬✹❪

Q−V ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ Cmax ❛♥❞ Cmin ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ✈♦❧t❛❣❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝②❝❧❡ ✭Vcst = Vmax✮✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝②✲

❝❧❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡rt ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝②❝❧❡✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❢❡❛✲

t✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ ▲❛❧❧❛rt ❡t ❛❧ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❤✐❣❤ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❜r✉♣t❧② ❝❤❛♥❣❡s

t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ t❤✐s

❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦r ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❜❡tt❡r ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥

✐t ✐s ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝②❝❧❡ ✐♥ ❬✸✼❪✳ ▼■❚ ❛♥❞ ■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡

❜♦t❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡❧❡❝tr❡t✲❢r❡❡ ♠✐❝r♦✲❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✮ ✉s✐♥❣ s✐❧✐❝♦♥

♠✐❝r♦✲♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❛♥ ❛❝✲

t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s✉♣♣❧②

s♦✉r❝❡ ✭❜❛tt❡r②✱ ❝❤❛r❣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t♦r✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣♦❧❛r✐③❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ ❝②❝❧❡ ♦r ❛t ❧❡❛st ❛t t❤❡ ✜rst ❝②❝❧❡✳ ❲❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛r❣❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r

✈♦❧t❛❣❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝②❝❧❡s✱ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❝♦♥✈❡rt❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡

str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦✿

✶✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❣❛♣ ❝❧♦s✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt❡r✳

✷✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦♥✈❡rt❡r✳

✸✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❣❛♣ ❝❧♦s✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt❡r✳
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+ + + + + + + + + + + + + +  + + + + +   
R 

i 

electrode 

Counter-electrode 

electret 

VR 

Q2 

Qi 

Q1 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✿ ❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❝♦♥✈❡rt❡r ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr❡t ❬✸✽❪

✹✳ ■♥✲♣❧❛♥❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✳

❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦r ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥♣✉t ✐s t♦ ✉s❡ ❡❧❡❝tr❡ts✱

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣②

❤❛r✈❡st❡rs❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr❡ts ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts

✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr❡t✲❜❛s❡❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝

❣❡♥❡r❛t♦r ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❡❧❡❝tr❡t✲❢r❡❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr❡t

❧❛②❡rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ♣❧❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r t♦ ♣♦❧❛r✐③❡ ✐t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✳

❍❛❧✈♦rs❡♥ ❡t ❛❧ ❬✸✾❪ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛ ▼❊▼❙ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r

✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr❡t ❜✐❛s✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ✇♦r❦s ✐♥ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❤✐❣❤

✈♦❧t❛❣❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✶ µ❲ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❛t ❛ ✵✳✵✸ ❣2✴❍③

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ◆❛r✉s❡ ❡t ❛❧ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♠✐❝r♦
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Figure 1.

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✿ ◆❡✇ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♠✐❝r♦ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦❜❛❧❧ ❜❡❛r✐♥❣s

❬✹✶❪

♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr❡t str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t♦r s❤♦✇s ❛ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ♦❢ ✹✵ µ❲ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②

✈✐❜r❛t✐♦♥ ✭✷ ❍③✱ ✵✳✹ ❣✮ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❧✐❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠✐❝r♦❜❛❧❧ ❜❡❛r✐♥❣s✳

❇♦✐ss❡❛✉ ❡t ❛❧ ❬✹✵❪ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠✉❧t✐❜✉♠♣ ❡❧❡❝tr❡t✲❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r

✇✐t❤ ❋❊▼ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❇♦❧❛♥❞✬s ❢♦r♠✉❧❛ t♦ s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❜✉♠♣s ✭❡❧❡❝tr♦❞❡ ✇✐❞t❤✮ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡ s♣❛❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦

♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r✳

❆♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ♣♦✇❡r✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ❜❡✲

❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲t♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❧♦✇✲❝♦st ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②

✇✐t❤ ▼❊▼❙ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t ❝❛♣❛❝✐t♦r ❣❛♣ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡

♥❡❡❞ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ♦r ❝❤❛r❣❡ ✐♥♣✉t ♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr❡t ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦r ❞✐✣❝✉❧t✳

✶✳✷✳✸✳✸ ❊❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ P♦❧②♠❡r

▲❛❧❧❛rt ❡t ❛❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ♣♦❧②♠❡rs ✇✐t❤ ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷✱ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡

♣♦❧②♠❡rs ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❤✐❣❤ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②

✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❤✉♠❛♥ ♠✉s❝❧❡✳

❊❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ str❛✐♥ Sij ❛♥❞

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② Dm ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
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(a) Frequency contents

(b) Stress-strain curves
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s②st❡♠s ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✹✷❪
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♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❬✹✸✱✹✹❪✿










Sij =Mmnij · En · Em + sE
ijkl

· Tij

Dm = εTmn · En + 2 ·Mmnij · En · Tij,
✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ sEijkl ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱ Mmnij ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✲✜❡❧❞✲r❡❧❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ εTmn ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ Tij ✐s t❤❡ str❡ss ❛♥❞ Em✱ En t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲t♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✲

✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♠♦t✐♦♥✱ ❞✐♣♦❧❛r ♠♦✈❡♠❡♥t ♦r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡

♣♦❧②♠❡rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦str✐❝✲

t✐✈❡ ♣♦❧②♠❡r✿ ✶✳ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ✷✳ ♣s❡✉❞♦✲♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝②❝❧❡

❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝✲

tr✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲t♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣

✐♥ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss✴str❛✐♥ ❛♥❞

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✲✐♥t❡♥s✐t②✴✢✉①✲❞❡♥s✐t② ❧♦♦♣s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t② ✭❏✴♠3✮✱ t❤❡ ❛r❡❛ ✐♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❝②❝❧❡s ❜❡✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❝♦♥✲

tr♦❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥❝❧♦s❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ❝②❝❧❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧ ❬✹✺❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

❛✮ ❈♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t r❡❧❡❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸✮✿

✶✳ ❙tr❡t❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E0✳
✷✳ ❘❡❧❡❛s✐♥❣ ✐♥ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✭❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣❡✮✳
✸✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t② t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❜✮ ❈♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✹✮✿

✶✳ ❙tr❡t❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E0✳
✷✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ E1✳
✸✳ ❘❡❧❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss✳
✹✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ E0✳

❝✮ ❖♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t str❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺✮✿

✶✳ ❙tr❡t❝❤✐♥❣ ✐♥ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✭❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t②✮ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ E0✳
✷✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ E1✳
✸✳ ❘❡❧❡❛s✐♥❣ ✐♥ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ✭❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✢✉① ❞❡♥s✐t②✮✳
✹✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ E0✳
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❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✹✺❪
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str❡ss❡❞ ❛♥❞ ✉♥str❡ss❡❞ ❬✹✺❪
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✶✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣② ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ✷✸

❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❊♥❡r❣② ❇❛❧❛♥❝❡ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✹✷❪

❈♦♥st❛♥t ❊❧❡❝tr✐❝

❋✐❡❧❞ ❙tr❡t❝❤✐♥❣

❛♥❞ ❖♣❡♥✲❈✐r❝✉✐t

❘❡❧❡❛s❡

❈♦♥st❛♥t ❊❧❡❝tr✐❝

❋✐❡❧❞ ❙tr❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞

❘❡❧❡❛s❡

❖♣❡♥✲❈✐r❝✉✐t

❙tr❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞

❘❡❧❡❛s❡

Pr♦✈✐❞❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

2MT0E
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❊①tr❛❝t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
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1 − εE2
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❍❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t②
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2
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▲❛❧❧❛rt ❡t ❛❧ ❬✹✷❪ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ✐♥ ❚❛✲

❜❧❡ ✶✳✹✳ P✉r❡ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ❝②❝❧❡s r❡q✉✐r❡ ♥♦♥③❡r♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ♥♦♥③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧ str❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦♠❡ ❡♥❡r❣② ✇❛st❡ ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❝②❝❧❡s r❡q✉✐r❡ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❤❡♥❝❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s✱ s❡❧❢✲♣♦✇❡r❡❞ s②st❡♠✳

❆♥♦t❤❡r ❢❛♠✐❧② ❢♦r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ✐s s✉❜❥❡❝t✐♥❣ ❛ ❉❈✲❜✐❛s❡❞

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❬✹✻✱✹✼❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❛ ♣s❡✉❞♦ ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ♣s❡✉❞♦

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝②❝❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜②

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ EAC ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐❛s ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞ EDC ✱ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ♠❛❣♥✐t✉❞❡ r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ε≫ 2MT ✿










Ṡ = sṪ + 2M(EDC + EAC)
2

Ḋ = (ε+ 2MT ) ĖAC + 2M (EDC + EAC) Ṫ ,
✭✶✳✻✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛✲

❧❡♥t ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t d = 2MEDC ✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥

✐♥ ▲❛❧❧❛rt✬s ✇♦r❦ ❬✹✽❪ ❛s✿

Wmax ≈ 2π
M2

ε
E2

DC
T 2

0
. ✭✶✳✼✮
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❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✭❡✳❣✳ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②✮✳ ❆ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ♣♦❧②♠❡rs ❬✹✼✱ ✹✽❪✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦str✐❝t✐✈❡ ♣♦❧②♠❡rs ✐s st✐❧❧ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢♦r

s✉♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡✱ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❡✇ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧

❣r❡❛t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡rs ♠❛② st✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❤✉♠❛♥ ♠♦t✐♦♥✳

✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧s

P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs t♦ ❝♦♥✈❡rt ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✳ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❞❡✈✐❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ µ❲ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♠❲✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r t✇♦ ♠❛✐♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦✲

♠❛❣♥❡t✐❝ ❤❛r✈❡st❡r✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ✐♥t❡❣r❛✲

❜✐❧✐t② ✇✐t❤ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱ ❡❛s② ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✱ ❡❛s② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r♦❜✉st✐♥❡ss✱

❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦✉t♣✉t ✭❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻✮✳ ❆❝✲

❝♦r❞✐♥❣✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ r❡❝❡♥t

❞❡❝❛❞❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣✉t ♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣

s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st✐♥❣

s②st❡♠s✱ ❤♦✇ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②

✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ♦r❞❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✸✳✶ ❇r✐❡❢ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❍❛r✈❡st❡r

P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❛✐♥ t♦

❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝✉rr❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② str❛✐♥❡❞✱ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s

❞❡❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ str❡ss✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s ❛♣♣❡❛r ♦♥ ❝❡rt❛✐♥

♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s✉r❢❛❝❡s❀ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ r❡✈❡rs❡s✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ✐s r❡✈❡rs❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ■❊❊❊ st❛♥❞❛r❞s✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥
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✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧s ✷✺

❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❊♥❡r❣②✲❍❛r✈❡st✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤

▼❊▼❙ s②st❡♠s

❱❡r② ❣♦♦❞ ❉✐✣❝✉❧t ●♦♦❞

❊♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ▲♦✇ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤

❈✉rr❡♥t s✐③❡ ▼✐❝r♦ ▼❛❝r♦ ▼❛❝r♦✴♠✐❝r♦

Pr♦❜❧❡♠s ◆❡❡❞ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣

❝❤❛r❣❡ s♦✉r❝❡ ♦r

❡❧❡❝tr❡t❀ ✈❡r② ❧♦✇

❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t

❱❡r② ❧♦✇ ♦✉t♣✉t

✈♦❧t❛❣❡s❀ ❜✉❧❦②

▼♦❞❡r❛t❡ ♦✉t♣✉t

✈♦❧t❛❣❡s❀ ❧✐♠✐t❡❞

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❛✐♥

❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❍✐❣❤ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡❀

❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐♥

♠✐❝r♦s②st❡♠s

▲♦♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡❀

❘♦❜✉st♥❡ss❀ ♥♦

✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡

♥❡❡❞❡❞

◆♦ ♥❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧

❛♥② ❣❛♣❀ ♥♦ ✈♦❧t❛❣❡

s♦✉r❝❡ ♥❡❡❞❡❞

  

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻✿ ❖✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲

♥❡t✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❬✹✾❪
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✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

o
＋
−P

Tension

−
+P

Compression

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✼✿ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ s♦✉r❝❡✿ ❤tt♣✿✴✴❜♦st♦♥♣✐❡③♦♦♣t✐❝s✳❝♦♠✴❄❉❂✻

❛s ❊q✳ ✭✶✳✽✮✱ ✇❤❡r❡ {T}✱ {S}✱ {E} ❛♥❞ {D} ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❡ss✱ t❤❡ str❛✐♥✱

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❡♥s♦rs✳ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ [cE]✱

t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ str❡ss ♠❛tr✐① [et] ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♠❛tr✐① ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t

❝♦♥st❛♥t str❛✐♥✱ [εS]✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s❦ ♣♦❧❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐ts s②♠♠❡tr② ❛①✐s

❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② str❡ss❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡

❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❛s ❊q✳ ✭✶✳✾✮ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ✭♦r ❞✐s✲

♣❧❛❝❡♠❡♥t✮ u✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ Fp ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❦✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ V ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐s❦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s

❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ Q✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡

C0✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α✱ ❛♥❞ t❤❡ st✐✛♥❡ss ✐♥ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t KpE ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦✲❞✐s❦✳ A ❛♥❞

tp ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

❡❧❡❝tr♦❞❡s✳
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✭✶✳✽✮











Fp = KpEu+ αV

Q = αu− C0V
✭✶✳✾✮

C0 =
εS33A

tp
, α =

e33A

tp
, KpE =

cE33A

tp
✭✶✳✶✵✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t✇♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

♠❛② ❜❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ✸✶ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✸✸ ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✸ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦❧✐♥❣

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✸✶ ♠♦❞❡✱ t❤❡ str❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡

♣♦❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ✸ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ str❛✐♥❡❞ ✐s ✐♥ ✶

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✸✶ ♠♦❞❡s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐♥ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡
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✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧s ✷✼

3 2 

1 + 

- 

V 

3 2 

1 + 

- 

V 

T 

T 

31 mode 

33 mode 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✶ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✸✸ ♠♦❞❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✶ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t②♣❡ ♦❢ ✸✶ ♠♦❞❡ ✐s ❛ ❜✐♠♦r♣❤✳ ■♥ t❤❡ ✸✸

♠♦❞❡✱ t❤❡ str❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡

❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ✐s ♣♦❧❡❞ ♦♥ ✐ts t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ✸✸

♠♦❞❡✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ str❡ss ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✸✶ ♠♦❞❡ ❤❛s

❜❡❡♥ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡✳ ❇❛❦❡r ❡❧ ❛❧ ❬✺✵❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

t②♣❡s ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ✸✶ ♠♦❞❡ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❢❛❝t♦r✱ k2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡q✉❛❧ ✈♦❧✉♠❡s✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ✇✐t❤ ✸✶

♠♦❞❡ ♣r♦❞✉❝❡s t✇♦ ♦r❞❡rs ♠♦r❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r❝❡

❛s ❛ ❧❛r❣❡r str❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❘♦✉♥❞② ❡❧ ❛❧ ❬✸❪ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ✸✶ ♠♦❞❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❢♦r❝❡✱

❧♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ✸✶ ♠♦❞❡ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛s ❧❛r❣❡r str❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡

♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ✐♥♣✉t ❢♦r❝❡s✳

❊①❝❡♣t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥♣✉t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ♣♦✇❡r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❜② ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✶✳ ❞✐r❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲t♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣✱ ✷✳ ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲t♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✾✮✳ ❋♦r ❞✐r❡❝t❧②✲❝♦✉♣❧❡❞

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs✱ t❤❡ str❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✈✐❛ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ❛

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ❞✐r❡❝t❧② ❞r✐✈❡♥ ✐✳❡✳✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✭✐♥✲

t❡r♠❡❞✐❛t❡ st♦r❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t ♦r ❛ ✈✐❜r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡✮✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❛s t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝
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✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

Mechanical coupling
Piezo-insert

V

Mechanical stress

✭❛✮

Mechanical stress

V

Piezo-insert

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✾✿ ●❡♥❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❬✺✷❪✿ ✭❛✮ ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲t♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣❀ ✭❜✮ ❞✐r❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲t♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❡❧❡♠❡♥t r❡❧❡❛s❡s ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ t❤❡ str❡ss ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s✐❞✲

❡r❡❞ ❛s ❧♦st ♦r ✉♥✉s❛❜❧❡✳ ❆s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ✐♠✲

♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ s❤♦❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼■❚ ✐s ❛ ❢❛♠♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞

♣♦✇❡r ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✭✽ ♠❲✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶ % ♦r ❧❡ss ❬✺✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢

❛♣♣❧②✐♥❣ str❡ss ♦♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t✳ ❚❤✐s ❡①✲

❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝r♦✲❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦ss❡s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❡r

t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② t✉♥✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✭♦r s❡✐s♠✐❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r✮ ❛❧✲

❧♦✇s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ♣❡rs✉❛❞✐♥❣ t❤❡ ❡❛s✐❡r ♠✐❝r♦✲❣❡♥❡r❛t♦r

♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❡❛s✐❡st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤✐s t②♣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✵✳ ■t ✐s ❛ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts

❛r❡ ❜♦♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

st❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t②♣❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥

❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❆❧s♦✱ ❛ s❡✐s♠✐❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r s✉✛❡rs ❞❡❢❡❝ts

♦❢ ♥❛rr♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② t✉♥✐♥❣ ✐ss✉❡✳ ❆ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✭♦r

✐♥❞✐r❡❝t❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ♦r s❡✐s♠✐❝✮ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❧✉♠♣❡❞

♠❛ss✲s♣r✐♥❣✲❞❛♠♣❡r✲♣✐❡③♦ s✐♥❣❧❡✲❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ✭❙❉❖❋✮ s②st❡♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✶✳✸✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ❛ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss M ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

♦♥ ❛ str✉❝t✉r❛❧ st✐✛♥❡ss Ks✱ ❛ ❞❛♠♣❡r C✱ ❛♥❞ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
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✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧s ✷✾

Force ExcitationFixed 

block Piezo insert

V

Load Resistance

✭❛✮

V

F

t

t

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✵✿ ❈❧❛ss✐❝ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✿ ✭❛✮ s②st❡♠ s❝❤❡♠❛t✐❝❀ ✭❜✮ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞

r❡s♣♦♥s❡

V 

I 

M 

C Ks 

Excitation 

u 

Energy 

harvesting 

device 

Piezoelectric 

material 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✶✿ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t

t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0✳ ❆♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss M ✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❧✉♠♣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬✺✸✕✺✺❪✿

Mü+ Cu̇+Ksu = F − Fp, ✭✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Fp = KpEu+ αV,

I = αu̇− C0V̇ . ✭✶✳✶✷✮

Fp ✐s t❤❡ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t KpE ❛♥❞ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❢♦r❝❡ αV ❛♥❞ F ✐s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡✳

❲✐❧❧✐❛♠s ❛♥❞ ❨❛t❡s ❬✺✻❪ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ❣❡♥❡r❛t♦r ❢♦r

♠✐❝r♦s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥
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✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

♣r♦❝❡ss ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❬✺✼✱✺✽❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r

s②st❡♠s✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦✇❡r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❬✺✾❪✳ ▲✉ ❡❧ ❛❧ ❬✻✵❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❛s❡❞

♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡

❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

r❡s✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡❛❝❤

❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❘✐❝❤❛r❞s ❡❧ ❛❧ ❬✻✶❪ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣②

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❡①❝✐t❡❞ ❛t ✐ts r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜② ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t

❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡s✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Q▼ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k✷✳ ❚❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❡①♣r❡ss✐♦♥

✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✶✸✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❦ ✷✱ ❞❡✜♥❡s t❤❡

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✱ ◗▼✱

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝❛♣❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜②

str✉❝t✉r❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ▲❡❢❡✉✈r❡ ❡t ❛❧ ❬✻✷❪✱ ❙❤✉ ❛♥❞ ▲✐❡♥ ❬✺✺❪ ❤♦✇❡✈❡r ❤❛✈❡

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❢♦r t✇♦ r❡s✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♠❡❞✐✉♠

t♦ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠s ✭k2QM > π✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②

❘✐❝❤❛r❞s ❡t ❛❧ ✭❊q✳ ✭✶✳✶✸✮✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t✳

η =
1

1 + 2
k2QM

✭✶✳✶✸✮

✶✳✸✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❘♦✉♥❞② ❡t ❛❧ ❬✻✸❪ ❞✐❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ ♠❛ss❡s✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦♥ ❛ t✇♦✲❧❛②❡r ❜✐♠♦r♣❤ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✲❝♦♥✜❣✉r❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝✲

tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ s✐♠♣❧② ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞

❜❡❛♠ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝✐r❝✉✐t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣

t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡

❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✐s

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ωn✱ ❛♥❞ ✐t ❞r♦♣s ♦✛ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s ωn

❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ ω ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✷✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣r♦♦❢

♠❛ss ✐♥ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ tr❡♥❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✷✭❜✮✮❀ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢

♠❛ss t♦ ✜① t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥
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Figure 3. Simulations for a 1 cm3 piezoelectric scavenger driven by vibrations of 2.5 m/s2. (a) Power output versus driving

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✶ ❝♠3 ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛✈❡♥❣❡r ❞r✐✈❡♥ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ ✷✳✺ ♠✴s2✿ ✭❛✮

P♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✈❡rs✉s ❞r✐✈✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✶✷✵ ❍③✱ ❛♥❞

✐ts ♣r♦♦❢ ♠❛ss ✐s ✾ ❣❀ ✭❜✮ P♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✈❡rs✉s ♣r♦♦❢ ♠❛ss✳ ❆❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t

❡①❝❡♣t ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝✲❜❡❛♠ t❤✐❝❦♥❡ss❀ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✾✵ µ♠❀ ✭❝✮

P♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✈❡rs✉s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ✐s ✾ ❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✾✵ µ♠ ❬✻✸❪

t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣

❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ k2✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧② ✉♣ t♦

❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜❡❝♦♠❡s q✉✐t❡ ♠♦❞❡st✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦

✐♠♣r♦✈❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs t❤r♦✉❣❤ ❡✐t❤❡r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦r ❝✐r❝✉✐tr②

❛♥❞ ♣♦✇❡r st♦r❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ✇♦r❦ ♦❢ ❆♥t♦♥ ❛♥❞ ❙♦❞❛♥♦ ❬✻✹❪✳

✶✳✸✳✷✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ s❡✐s♠✐❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t✉♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡✲

q✉❡♥❝② ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞

♣♦✇❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ str❛✐♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✲

✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

str✉❝t✉r❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② t✉♥✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❛✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② t✉♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ ✇♦r❦

r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② tr❛❝❦✐♥❣ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤ ✇✐❞❡♥✲❜❛♥❞❀ ❜r♦❛❞❜❛♥❞

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

●✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t✉♥✐♥❣ ✐ss✉❡✱ ❘♦✉♥❞② ❛♥❞ ❨❛♥❣ ❬✻✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ ❲✐❧❧✐❛♠s✬s ♠♦❞❡❧ ❬✺✻❪ ❢♦r ❛❝t✐✈❡❧② ❛❧t❡r✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ st✐✛♥❡ss ♦r ♠❛ss
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✸✿ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞s t♦ ❛❧t❡r ❜❡❛♠ st✐✛♥❡ss✳ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❛♠ s❝❛✈❡♥❣❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐❛❧ ♣r❡❧♦❛❞ ✭✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❤❛❧❢ ♦❢ ♣r♦♦❢ ♠❛ss r❡♠♦✈❡❞

❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✮❀ ✭❜✮ ❘❛t✐♦ ♦❢ t✉♥❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ♣r❡❧♦❛❞ ❬✻✸❪

t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ st✐✛♥❡ss ♦r t❤❡ ♠❛ss ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❝t✉❛t♦r ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♥❡t ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s

❛♥❛❧②s✐s✱ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦ ✇✐t❤ ❛❝t✐✈❡ t✉♥✐♥❣ ❛❝t✉❛t♦rs ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t ❜❡♥❡✜t ✐♥ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r

❛❧✇❛②s ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐♥ ❛♥

❛❝t✐✈❡ ✇❛②✱ ❘♦✉♥❞② ❡t ❛❧ ❬✻✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❧t❡r t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡

❜❡❛♠ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞s✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜❡❛♠ ✇✐t❤

❛ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✸✳ ❚❤❡ ♣r❡❧♦❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

s❝r❡✇✐♥❣ ♦r ♦t❤❡r ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ♣✉s❤ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛♠♣s ❛t ❡✐t❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✵ % ❜② ✉s✐♥❣ ❛

♣r❡❧♦❛❞ ❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✸✭❜✮✮✳ ▲❛❧❧❛rt ❡t ❛❧ ❬✻✻❪

❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❧♦✇✲❝♦st s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s❡❧❢✲t✉♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

st✐✛♥❡ss t✉♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ●✉②♦♠❛r ❡t ❛❧ ✐♥ ❬✻✼❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❡❧❡♠❡♥t ✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✱ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❛

♣r❡✲str❡ss ♦♥ ✐t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♥❡t ♣♦s✐t✐✈❡

❡♥❡r❣② ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❛ ✇✐❞❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❈❤❛❧❧❛ ❡t ❛❧ ❬✻✽❪ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ t✉♥❛❜❧❡ st✐✛♥❡ss ✉s✐♥❣ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

❢♦r❝❡s ❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r❡❡ ❡♥❞✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

t✉♥❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✷✷ t♦ ✸✷ ❍③ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ✷✹✵ t♦ ✷✽✵ µ❲ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳ ❩❤✉ ❡t ❛❧ ❤❛✈❡

❞♦♥❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✻✾❪ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✹✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ str❛✐♥ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜❡❛♠ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ✭❛✮ ❯ ❂

✶❀ ✭❜✮ ❯ ❂ ✶✳✺✹❀ ❛♥❞ ✭❝✮ ❯ ❂ ✷✳✶✼✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ❧♦❛❞ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ ❬✻✸❪

❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡

♦♥ s♦♠❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝❡r❛♠✐❝s ✶✮✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡

❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛r❡❛ ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❤❛r✈❡st❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❘♦✉♥❞② ❡t ❛❧ ❬✻✸❪ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭▲❡❛❞ ③✐r❝♦♥❛t❡ t✐t❛♥❛t❡ ✭P❩❚✮ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✮✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②

tr✐❛♥❣✉❧❛r tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ str❛✐♥ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞

♣♦ss❡ss ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✹✮✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❛♠ ❤❛r✲

✈❡st❡rs ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●♦❧❞s❝❤♠✐❞t❜♦❡✐♥❣

❛♥❞ ❲♦✐❛s ❬✼✵❪✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❜❡❛♠ s❤❛♣❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛✲

t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❜✉t ♣r❡✈❡♥t✐♥❣

❡①❝❡❡❞ t❤❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ str❡ss✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤r❡❡ ❜❡❛♠ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣

♠❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐✲

t✉❞❡✳ ❆ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ❜❡❛♠ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛ ❤❡❛✈② t✐♣ ♠❛ss ✭♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❜❡❛♠ ♠❛ss✮ ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ P❛t❡❧ ❡t ❛❧ ❬✼✶❪ ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡r ❧❡♥❣t❤✱

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡r ♣♦s✐t✐♦♥✮ ♦♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❛♥t✐❧❡✈❡r

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡r ❧❡♥❣t❤ ✭❛♥❞ s✉❜✲

str❛t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t♦ ✜① t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ❡①✐sts t♦ ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ t❤✐❝❦♥❡ss ✭❛♥❞ t✐♣ ♠❛ss ✐♥❡rt✐❛✱ t♦ ✜① t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦

✶■♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝❡r❛♠✐❝s ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❝❤♦✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥

❝❤♦✐❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✺✿ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠

❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳ ❈❛♦ ❡t ❛❧ ❬✼✷✱✼✸❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❛ P❩❚ t❤✐♥✲✜❧♠ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r

k2 ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r

r❡❛❝❤❡s ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✹✷ % ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡

❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ t❤✐❝❦♥❡ss ✇❛s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t♦

❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ k2❀ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❜str❛t❡ st✐✛♥❡ss ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦✱ ❢♦r ❛ ✷µ♠ t❤✐❝❦ s✉❜str❛t❡✱

❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❢❛❝t♦r ✹ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ t❤✐❝❦♥❡ss ❢r♦♠ ✶µ♠ t♦ ✸µ♠✳

✶✳✸✳✷✳✷ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❈✐r❝✉✐tr② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

♣♦✇❡r ❝✐r❝✉✐tr②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✺

❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♣♦rt✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❡❢t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢

✈✐❜r❛t✐♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ♥❡❛r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣♦r✲

t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐♦❞❡ ❜r✐❞❣❡

r❡❝t✐✜❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ s②st❡♠ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦✉t ♦❢ s❝♦♣❡ ✐♥

t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❊①❝❡♣t t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ❝✐r❝✉✐t s②st❡♠✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡

❛❞❛♣t✐♦♥ ❝✐r❝✉✐t ❝❛♥ ❡①✐st t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉✐t ✇✐❧❧

❛❝t✐✈❡❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t

❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉✐t ❞❡s✐❣♥ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s✉❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞
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✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧s ✸✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✻✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ❬✼✺❪

✐♥t♦ ✸ ♣❛rts✱ ✶✳ s✐♠♣❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❆❈ ❛♥❞ ❉❈ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❆❈

✴ ❉❈ ❜② ❛ ❞✐♦❞❡ ❜r✐❞❣❡✮ ✱ ✷✳ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ✭❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✮✱ ✸✳

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❬✼✹❪✳

❆ ❜r✐❞❣❡ r❡❝t✐✜❡r ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✜❧t❡r ❝❛♣❛❝✐t♦r t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❆❈ ✈♦❧t❛❣❡

❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥s❡rts t♦ ❉❈ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❙❤✉ ❛♥❞ ▲✐❡♥ ❬✺✺❪ ❞✐❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞

❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞✱ ♠❡❞✐✉♠✲❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧②✲

❝♦✉♣❧❡❞ ❆❈✲❉❈ r❡❝t✐✜❡❞ ♣✐❡③♦✲❤❛r✈❡st❡rs✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦✉❧❞

❜❡ ❛ r❡s✐st❛♥❝❡ ❧♦❛❞✱ ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❧♦❛❞✱ ♦r ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

r❡s✐st❛♥❝❡ ❧♦❛❞✱ ❜♦t❤ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❧♦❛❞ ✇✐❧❧ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♥❣

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ❛ ❧♦✇❡r

❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k2✳ ▲✉✬s ✇♦r❦ ❬✻✵❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥s❡rts ✐s ♠❛①✐♠✉♠✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ r❡❝❤❛r❣❡❛❜❧❡ ❜❛tt❡r② ♦r ❛ s✉♣❡r❝❛♣❛❝✐t♦r

❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣♦✇❡r✱ ❛ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❖tt♠❛♥ ❡t ❛❧ ❬✼✺❪

✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✻✮✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ st❡♣✲❞♦✇♥✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ✉s❡❞

t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❤❛r✈❡st❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ❬✼✻❪✳ ❋♦r ❛ st❡♣✲❞♦✇♥

❝♦♥✈❡rt❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉t② ❝②❝❧❡

❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡r❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✱

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ✐s s❤♦✇♥

t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❛tt❡r②✱ ❜②

✹ t✐♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛tt❡r② ✇❛s ❞✐r❡❝t❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞

❛ ❆❈✲❉❈ r❡❝t✐✜❡r✳ ❊①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❖tt♠❛♥✱ ▲❡❢❡✉✈r❡ ❬✻✷❪ ❡t ❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❜✉❝❦✲❜♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r ✭♦r ❛ ✢②❜❛❝❦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡

❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✮✳ ❚❤❡ ❜✉❝❦✲❜♦♦st ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ❛❝ts ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥♣✉t ❛✈❡r❛❣❡

r❡s✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r✱ s♦

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥
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✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

✇♦r❦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡❝t✐✜❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✭♦r t❤❡ ✐♥♣✉t

✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✮ ✐s ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

❜❛tt❡r②✱ ✇✐t❤ ✽✽% ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢

❤❛✈✐♥❣ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ ❛ ❜✉❝❦✲❜♦♦st ❝♦♥✈❡rt❡r✱ t❤❡

❝♦♥✈❡rt❡r ♦r ❛ s✇✐t❝❤ ❞❡✈✐❝❡ ✐s t✉r♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❡①tr❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s

❝❛❧❧❡❞ ✬❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❊❧❡❝tr✐❝ ❈❤❛r❣❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ✭❙❊❈❊✮✬ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✼✭❝✮✮

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼✼❪✳ ❆s ❙❊❈❊ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❝❦✲❜♦♦st

❝♦♥✈❡rt❡r✱ ✐t ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦✇❡r

❤❛r✈❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ✹ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ s✐♠♣❧② ❛ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞ ✭st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✮✳

❆ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●✉②♦♠❛r ❡❧ ❛❧ ❬✺✹❪

❢r♦♠ ❛♥ ✐❞❡❛ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❛♠♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ✬❙②♥✲

❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❉❛♠♣✐♥❣✬ ✭❙❙❉✮ ❬✼✽❪ ❬✼✾❪ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠

t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✬❙②♥❝❤r♦✲

♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✭❙❙❍✮✬ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t

✈♦❧t❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

♣r♦❝❡ss✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✺✹✱ ✽✵✕✽✷❪✳ ❈♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✮✱ t❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❜♦✈❡ ✾✵✵% ✉♥❞❡r ❛ ♣r♦♣❡r ❞❡s✐❣♥✳

◆♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ s✇✐t❝❤ ✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭P❛r❛❧❧❡❧✲❙❙❍■✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✼✭❡✮✮ ♦r ✐♥ s❡r✐❡s

✭❙❡r✐❡s✲❙❙❍■✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✼✭❣✮✮❀ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✇❤❡♥ ❡①tr❡♠❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❝❝✉rs

❢♦r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋❡✇ ✇♦r❦s r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

✐♥t❡r❢❛❝❡s ❬✽✶✱ ✽✸✕✽✻❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✼ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻✳ ■❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✉s❡❞

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s r♦✉❣❤❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t k2QM ✱ ❙❙❍ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s ♣❡r♠✐ts ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❙❊❈❊ s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ❢♦r ❧♦✇✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r s②s✲

t❡♠s❀ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤♦✇❡✈❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❛t

k2QM = π/4✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ ❛❞❛♣t✐♦♥✱ P❛r❛❧❧❡❧ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦r❦s ❛t ❛

❤✐❣❤❡r r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ✇❤✐❧❡ ❙❡r✐❡s ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡q✉✐r❡s ❛

❧♦✇❡r r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❙❊❈❊ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s

t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❧♦❛❞ ❛❞❛♣t✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s

✐t ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❙❤✉ ❡t ❛❧ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t
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✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧s ✸✼

❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r

▼❛①✐♠✉♠ P♦✇❡r

❊①♣r❡ss✐♦♥

❙✉✐t❛❜❧❡

❍❛r✈❡st❡r

❙②st❡♠

❘❡s✐st✐✈❡ ▲♦❛❞ ❆❞❛♣t✐♦♥

❙t❛♥❞❛r❞ ❉❈

■♥t❡r❢❛❝❡

k2QM ≤ π,

Pmax = π
2

k2QM

(π+k2QM )2
FM

2

C

k2QM ≥ π,

Pmax = FM
2

8C

❍✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ k2QM ≤ π,

Ropt =
π

2C0ω

k2QM ≥ π,

Ropt =
2α2−πC0Cω±2α

√
α2−πC0Cω

2C(C0ω)2

❙❊❈❊ ❉❈

■♥t❡r❢❛❝❡

P = 2
π

k2QM

(1+ 4
π
k2QM)

2
FM

2

C ▲♦✇✲❝♦✉♣❧❡❞ ◆♦ ♥❡❡❞ ❧♦❛❞ ❛❞❛♣t✐♦♥

P❛r❛❧❧❡❧

❙❙❍■ ❉❈

■♥t❡r❢❛❝❡

Pmax ≈
k2QM

π(1−γ)+8k2QM

FM
2

C

❱❡r② ❧♦✇ ❛♥❞

♠❡❞✐✉♠✲

❝♦✉♣❧❡❞

❍✐❣❤❡r t❤❛♥ Ropt ♦❢ st❛♥❞❛r❞

✐♥t❡r❢❛❝❡✱

Ropt =
π

C0ω(1−γ)
1

1+
8k2QM
π(1−γ)

❙❡r✐❡s ❙❙❍■

❉❈ ■♥t❡r❢❛❝❡

Pmax ≈ k2QM

2π 1−γ
1+γ

+8k2QM

FM
2

C ❱❡r② ❧♦✇ ❛♥❞

♠❡❞✐✉♠✲

❝♦✉♣❧❡❞

▲♦✇❡r t❤❛♥ Ropt ♦❢ st❛♥❞❛r❞

✐♥t❡r❢❛❝❡✱

Ropt =
π

2C0ω

(

1−γ
1+γ + 4

πk
2QM

)

❜♦t❤ ❙❡r✐❡s ❛♥❞ P❛r❛❧❧❡❧ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r

❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❬✻✻✱ ✽✵✱ ✽✼❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❙❊❈❊ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱

P❛r❛❧❧❡❧ ❙❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❙❡r✐❡s ❙❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻✳

❊①❝❡♣t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ❙❙❍■ ▼❘ ✭▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡❝t✐✜❡r✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❛r❜✉✐♦ ❡t ❛❧ ❬✽✽❪ ✉❧t✐♠❛t❡❧②

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✬❉♦✉❜❧❡ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞

❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣✬ ✭❉❙❙❍✮ ❝✐r❝✉✐t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❛❧❧❛rt ❡t ❛❧ ❬✽✾❪ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣♦✇❡r

♦✉t♣✉t ❢♦r ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡

❙❡r✐❡s ❙❙❍■ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ t❤❡ ❙❊❈❊ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r

✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ st❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲

♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙❊❈❊ ❝✐r❝✉✐t

♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝② t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ ❛❞❛♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦r ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ❛❧❧♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
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✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

✭❣✮ ✭❤✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✼✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❬✽✶✱✽✻❪✿ ✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ ✭❜✮ ❙t❛♥✲

❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❉❈ ✇❛✈❡❢♦r♠s❀ ✭❝✮ ❙❊❈❊ ❉❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ ✭❞✮ ❙❊❈❊ ❉❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s❀
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✶✳✹ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ✸✾

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss

♠❛② s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❞❡❧✐❝❛t❡ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ▲●❊❋✱ ■◆❙❆

❞❡ ▲②♦♥ ❬✾✵✱ ✾✶❪✱ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡❛s② ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣ ❞❡❧❛②❡❞ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✭t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❧❛②❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ❣r❛t❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐❡③♦✲✈♦❧t❛❣❡✮✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣✉❧s❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ t❤❛t ❞r✐✈❡s ❛ tr❛♥s✐st♦r

❛❝t✐♥❣ ❛s t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ tr✉❧② s❡❧❢✲♣♦✇❡r❡❞ ✭✐t

✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✉♠❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❡♥❡r❣②✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✸ % ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♦♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✮ ✉s✐♥❣ ✇✐❞❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❧②

✐♥t❡❣r❛t❡❞✳

✶✳✹ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r s✐♠♣❧❡r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥s

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✉s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ ♦r ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❡♥❣✐♥❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛✐r♣❧❛♥❡ ✇✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❡✣✲

❝✐❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛ s❡✐s♠✐❝ ✭♦r ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✮ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❆ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✲

✈❡st❡r ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♠✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s r❡❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧②

✈❛r✐❛t❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✇✐❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✲

✇✐❞t❤ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t♦

t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐❣♥❛❧ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

❛♥❞ ❛♠❜✐❣✉♦✉s r❡s♣♦♥s❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉✐ts✳

■♥ t❤❡ ❙❙❉ ❛♥❞ ❙❙❍ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s❤✉♥t✐♥❣

❝✐r❝✉✐t✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✐♥♣✉t s②st❡♠

❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❧❛❜♦r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ st✉❞✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r♦✉❣❤❧②

❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✶✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❛♥❞ ✷✳ st♦❝❤❛st✐❝

❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞✴r❛♥❞♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
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✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

✶✳✹✳✶ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❍❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤ ❲✐❞❡ ❇❛♥❞✇✐❞t❤

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐s t❤❡✐r ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ♦✉t ♦❢

r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚♦ ✇✐❞❡♥ t❤❡✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

✇❤❡r❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r✈❡st❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❛r✲

r❛② ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t❡r✱ ❝♦✉♣❧❡❞

♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣r✐♥❣s ❛♥❞ ❜✐✲st❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ❬✻✾✱✾✷✱✾✸❪✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❛♠ ❤❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾✹❪ ❛♥❞ ❬✾✺❪ s❤♦✇♥ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✽✳ ▲✐❡♥ ❛♥❞ ❙❤✉

❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❛rr❛② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥t❡r❢❛❝❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✾✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✭tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧✮✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t

✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s♠❛❧❧ ✭s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❛rr❛②✮✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❛r❛❧❧❡❧✲❙❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t✉r♥s ✐♥t♦ ❛ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ♠♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ✉♥❞❡r P❙♣✐❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦

✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r

✇❤❡♥ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❙❡r✐❡s✲❙❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❛♥❞ ❧♦✇❡r ❢♦r P❛r❛❧❧❡❧✲❙❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ✇❤❛t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✽✶❪✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❛♠ ❛rr❛② ❤❛r✈❡st❡r ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞ ❛❧s♦ s❤♦rt❡♥s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r

t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ♣❡r ✇❡✐❣❤t ❛s ♦♥❧② t❤❡

✐♥✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦✛✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜❡❛♠s

❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ▲✐❡♥✬s ❛♥❞ ❙❤✉✬s

✇♦r❦ ❬✾✻❪ t❤❛t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠s ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t

♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❆ ✇✐❞❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st♦♣✲

♣❡rs ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t❡r✮ ❬✾✼✕✾✾❪✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧ ❬✾✾❪ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❊▼❙ ❡♥❡r❣②

❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ t♦♣✲ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✲st♦♣♣❡rs ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇✐❞❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❛♥❣❡

♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❢r♦♠ ✸✵❍③ t♦ ✹✽❍③✳ ❇❧②st❛❞ ❡t ❛❧ ❬✾✼❪ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②

❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❊▼❙ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st♦♣♣❡rs ❝♦♥s✐❞❡r✲

✐♥❣ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉✐ts ✭st❛♥❞❛r❞ ❆❈✱ st❛♥❞❛r❞ ❉❈✱ ❙❙❍■ ❛♥❞ ❙❊❈❊✮ ✐♥

❙P■❈❊ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ❛♥❞ ❙❊❈❊ ✐♥t❡r❢❛❝❡s

✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✉♥t✐❧ st♦♣♣❡r ✐♠♣❛❝ts ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
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✶✳✹ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ✹✶

u( )Acceleration

Cantilever Beams and Proof Masses

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✽✿ ❆♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠s ✇✐t❤ ♣r♦♦❢ ♠❛ss❡s ❛t t❤❡✐r t✐♣s✳ ❲❤❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛ss❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✱ t❤✐s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡r ❬✾✹❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✾✿ ❆♥ ❛rr❛② ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✭❛✮

st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ ✭❜✮ ♣❛r❛❧❧❡❧✲❙❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ ✭❝✮ s❡r✐❡s✲❙❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✾✻❪

✇♦r❦ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵✵❪ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧ st♦♣♣❡r ✐s ✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♣r✐♥❣✲❞❛s❤♣♦t s②st❡♠✳ ❆ ❧♦ss❧❡ss r✐❣✐❞ ❡♥❞

st♦♣ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜t ✐♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ ❤✐❣❤

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❞ st♦♣ ✐♠♣❛❝ts ❛r❡ s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t✳ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ N s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✇✐❞❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❬✻✸✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷❪✳

❆❧❛❞✇❛♥✐ ❡t ❛❧ ❬✶✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛❣♥✐✜❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r❡❞ ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✇✐❞❡♥ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛r♦✉♥❞ ❛

s✐♥❣❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss ✇✐t❤ s♣r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❜❡❛♠ ❛♥❞

t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❜❛s❡✳ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧ ❬✶✵✹❪ ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ❛

♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛❣♥✐✜❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✇✐❞❡♥ t❤❡ ♦♣✲

❡r❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦✈❡r ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❊rt✉r❦ ❡t ❛❧ ❬✶✵✺❪ tr❛♥s❢♦r♠❡❞

t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡❝t❛♥❣❧❡ s❤❛♣❡ ❜❡❛♠ ✐♥t♦ ❛ ▲✲s❤❛♣❡❞ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❡❛♠ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ❛♥❞

❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❍❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st✐✛♥❡ss ♠✐❣❤t ❜❡

❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✇✐❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❬✶✵✻✱ ✶✵✼❪✳

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜✐st❛❜❧❡ ❤❛r✈❡st❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣r✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✵✮✳

❆ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts ❛s ❛ ❜✐st❛❜❧❡ s②st❡♠ ✇❛s ❡①✲
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✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✵✿ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st✐✛♥❡ss✿ ✭❛✮ ❇✐st❛❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥

❤❛r✈❡st❡r❀ ✭❜✮ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❤❛r✈❡st❡r ❬✶✵✻❪

♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❋❡rr❛r✐ ❡t ❛❧ ✐♥ ❬✶✵✽❪✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❜✐st❛❜❧❡ ❤❛r✈❡st❡r ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✉♥❞❡r ❛ ❜❛♥❞✲♣❛ss✲✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡✲♥♦✐s❡ ❡①✲

❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ✭t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤

❛ ♠❛ss✲s♣r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✮✳ ❙❡❜❛❧❞ ❡t ❛❧ ❬✶✵✾✱✶✶✵❪ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❢♦r ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❉✉✣♥❣ r❡s♦♥❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡

❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t t♦ ❜r♦❛❞❡♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥✲

❡❛r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ❉✉✣♥❣ r❡s♦♥❛t♦r ❤❛s s❤♦✇♥ ❛ ✼✳✼✺ % ❜❛♥❞✇✐❞t❤ t❤❛♥

❛ ✶✳✹ % ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✶

ms−1✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ❝♦✉❧❞ ♦♥❧②

❤❛✈❡ ✵✳✾✷ ♠❲ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✷✳✷ ♠❲✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ✐s

s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②

✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✉❡ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛❣✐♥❣ ♦r ❢❛t✐❣✉❡✮✳

❲✐❝❦❡♥❤❡✐s❡r ❛♥❞ ●❛r❝✐❛ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛❣♥❡t str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝✲

✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♠❛❣♥❡ts ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐st❛❜❧❡ ❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠ ✐♥ ❬✶✶✶❪✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐st❛❜❧❡

❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ✉♥❞❡r ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❤❛s

❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ③❡r♦ ❛s ❛t ✈❡r② ❧♦✇

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t✐♣ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❞✉❡ t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡

❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✳ ❆ ❜r♦❛❞❜❛♥❞✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤✐s ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

❞r✐✈✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ❝❛♥ ❤❛r✈❡st

✹ t✐♠❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❆ ❜✐st❛❜❧❡ ❤❛r✲

✈❡st❡r ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❜② ♣r♦♣❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ✭st♦❝❤❛st✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡✮ ❬✶✶✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳
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✶✳✹ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ✹✸

❆ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ✇✐❞❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡

♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚♦ ✇✐❞❡♥ t❤❡

❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠

❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ QM ❢❛❝t♦r✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇✐t❤♦✉t

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ QM ❢❛❝t♦r ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s♠❛❧❧ ❤❛r✈❡st❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞

❤❛r✈❡st❡r ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ s♠❛❧❧ ❤❛r✈❡st❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡

♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ♥♦t ✈♦❧✉♠❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st♦♣♣❡rs ♠✐❣❤t ❧✐♠✐t t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❢❛t✐❣✉❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r

❜❡❛♠✳ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ✢❛t r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥❀ ✐t ♠✐❣❤t

❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❛ss✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r ❜✐st❛❜❧❡ ❤❛r✈❡st❡r ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛t ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥

❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥❀ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❤②st❡r❡s✐s ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r t❤❛t

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞♦✇♥✲s✇❡❡♣ ✭♦r ❛♥ ✉♣✲s✇❡❡♣✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❛♥

✉♣✲s✇❡❡♣ ❢♦r ❤❛r❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✭♦r ❛ ❞♦✇♥✲s✇❡❡♣ ❢♦r s♦❢t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✮ ♦r ✇♦rs❡ t❤❛♥

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✇❡❡♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✶✳✹✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st❡rs ✉♥❞❡r ❛

❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❊①❝✐t❛t✐♦♥

■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ r✐❝❤ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❡①❝❡♣t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ✇✐❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✈❡r②

❢❡✇ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇❤❡♥ ✐t ✐s

❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r✴❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛t✐st✐❝ str❛t❡❣✐❡s ♦r

❛♥❛❧②③❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✶✳✹✳✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❲♦r❦ ♦❢ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❍❛r✈❡st❡r ❉r✐✈❡♥

❜② ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥s

▼✐❧❧❡r ❡t ❛❧ ❬✶✶✸❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ▼❊▼❙ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♠❜✐❡♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✇✐t❤

❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧
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✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❝❛♥ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r ❛r❜✐tr❛r② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦s❀ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✽✷ % ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❱❡st❢♦❧❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦❧❧❡❣❡✱

◆♦r✇❛②✱ ✉t✐❧✐③❡❞ ❙P■❈❊✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t s✐♠✉❧❛t♦r✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣②

✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❬✾✼✱✶✶✹✱✶✶✺❪✳ ❩❤❛♦ ❛♥❞ ❊rt✉r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ♥✉♠❡r✲

✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣s ✉s✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✲❜❛s❡❞ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❊✉❧❡r✲▼❛r✉②❛♠❛

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❜r♦❛❞✲

❜❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❬✶✶✻❪✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥♣✉t P❙❉ ❧❡✈❡❧s✳ ▲❡❢❡✉✈r❡ ❡t ❛❧ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞

✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉✐t ❬✶✶✼❪✳ ■♥

t❤❡✐r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ✶✵ ❍③

t♦ ✷ ❦❍③ ❜❛♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t s♣❡❝tr✉♠ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡s✳ ❋r♦♠

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡rs ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❙❊❈❊ ✭❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❊❧❡❝tr✐❝ ❈❤❛r❣❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ r✐❣❤t s✇✐t❝❤ tr✐❣❣❡r✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ❙❊❈❊ t❡❝❤♥✐q✉❡ r♦✉❣❤❧②

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 2 ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥

❤❛r♠♦♥✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✐s 3✳

❙t❛t✐st✐❝ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉✐ts ✉♥❞❡r ❛

r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ●✉②♦♠❛r ❡t ❛❧ st❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦♣❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t

✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s❡♠✐✲♣❛ss✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭❙❙❉✮ ❬✶✶✽❪✱ ❛♥❞

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦r

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s

t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦t ♦♥❧② ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❡①tr❡♠❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛✱

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣②✱

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①tr❡♠✉♠✱ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t✉r♥ ♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

✈♦❧t❛❣❡ r❡❛❝❤❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛❧✉❡ ✭✈m✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡

❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♠❛①✐♠✉♠✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣② s❤♦✇s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✶✳ ❚❤❡r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①✐sts ❛

tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ s✇✐t❝❤✳ ❲✐t❤ ♠♦r❡ ♥✉♠❜❡rs

♦❢ s✇✐t❝❤❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡
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✶✳✹ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ✹✺

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❙❙❉■ ❝♦♥tr♦❧ ✿ ✭❛✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ str❛t❡❣② ✇✐t❤ s✇✐t❝❤✲

✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❡①tr❡♠✉♠✳ ✭❜✮ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛①✐♠✉♠

✭s❧♦✐❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t ✈♦❧t❛❣❡❀ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ str❛✐♥ ♦❢ ❞❡✢❡❝t✐♦♥✮✳

❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ❢♦r ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐✲

♣❧❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ●✉②♦♠❛r ❡t ❛❧ ❬✶✶✽❪ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✿

✶✳ ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▲❛✇ ✭❈P▲✮ ❬✶✶✾❪✱ ✷✳ ❙t❛t✐st✐❝s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✸✳ ❘♦♦t ♠❡❛♥

sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts

t❤❛♥ s✐♠♣❧❡ ❙❙❉■✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❜❡tt❡r ❡♥❡r❣② ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦s t♦

❞❡❝✐❞❡ ♣r♦♣❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❢♦r❝❡ ✐♥♣✉t ❝❛s❡s✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡

❛ s❡❧❢✲♣♦✇❡r❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts ❛t

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①tr❡♠❛ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡✈❡r② ❡①tr❡♠❛✱ ▲❛❧❧❛rt ❡t ❛❧ ❬✾✶❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇

s❡❧❢✲♣♦✇❡r❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❙❙❉■ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡

❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r s✇✐t❝❤✳

✶✳✹✳✷✳✷ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❍❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❇r♦❛❞❜❛♥❞

❱✐❜r❛t✐♦♥s

❘❡❛❧✲✇♦r❧❞ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ ❛tt❡♥t✐♦♥

r❡❝❡♥t❧② ❡✐t❤❡r ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✶✺❪ ♦r ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❬✶✶✼✱✶✷✵❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜❡✲

❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡

❢r♦♠ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝✱ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❍❛❧✈♦rs❡♥ ❬✶✷✶❪

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
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✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ♦♥ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

s②st❡♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❛❧ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧✲

t❡r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧t t♦ ❜❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❆ s✉♣♣♦rt str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛

r❛♥❞♦♠ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts P❙❉✱ Sa✱ ❤❛s ❜❡❡♥

♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s

s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡

✇♦✉❧❞ ❜❡

P =
mSa

2

(

rP
rP + rS + rL

)2
rLk

2QM

1 + ( 1
QM

+ k2QM)r + r2
, ✭✶✳✶✹✮

r =
rP (rS + rL)

rP + rS + rL
, ✭✶✳✶✺✮

✇❤❡r❡ k2QM ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ r ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss r❡s✐st❛♥❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❧♦❛❞

r❡s✐st❛♥❝❡ rL✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss str❛② s❡r✐❡s r❡s✐st❛♥❝❡ rS ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s❤✉♥t

r❡s✐st❛♥❝❡ rP ✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r P ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✳

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♥✲

❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ r❛♥❞♦♠ r❡s♣♦♥s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❡✛❡❝ts✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

❝♦✉♣❧❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♣ ♦❢

t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦✲

t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✶✷✷❪✳ ❋r♦♠ s♦❧✈✐♥❣ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬✶✷✸❪✳ ■♥ ❍❛❧✈♦rs❡♥✬s ✇♦r❦ ❬✶✷✶❪✱ t❤❡

❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞

♣♦✇❡r ❢♦r ❛ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ s②st❡♠ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡

st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❊q✳ ✭✶✳✶✹✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✳

❆❞❤✐❦❛r✐ ❡t ❛❧ ❬✶✷✹❪ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② r❛♥✲

❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r✳ ■t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❞✐r❡❝t✲❝♦✉♣❧❡❞ t②♣❡

❤❛r✈❡st❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞33 ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ❞✉❡ t♦ st❛t✐♦♥✲

❛r② ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❜❛s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥

♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❤❛r✈❡st❡r ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡s✐st❛♥❝❡

✈❛❧✉❡s✳ ❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t✲❝♦✉♣❧❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡
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✶✳✹ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ✹✼

❛♥❞ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✳

❩❤❛♦ ❛♥❞ ❊rt✉r❦ ❬✶✶✻❪ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r

♦✉t♣✉t ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡

s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❍❛❧✈♦rs❡♥ ❬✶✷✶❪

❛♥❞ ❆❞❤✐❦❛r✐ ❬✶✷✹❪✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✲❜❛s❡❞ ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❊✉❧❡r✲▼❛r✉②❛♠❛✮ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✲

t②♣❡ r❛♥❞♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①❛❝t ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡rs ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳ ◆❡✈✲

❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ♥♦t

❜❡❡♥ ✇❡❧❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝

❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡

❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
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✷ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣②

❍❛r✈❡st✐♥❣

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✲

✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱

✧❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣✧ ✭❙❙❍✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡

❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ❢♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥✲

❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛❣♥✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡

✭❙❙❍■✿ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✮✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✉②✲

♦♠❛r ❡t ❛❧✱ s❤♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ♦✈❡r ✾✵✵%✳ ■t

❛ss✉♠❡s t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ❢♦r ❛ ✈❡r② s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ t❤❡

✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r ❛t ❛❧❧ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡✳

❚❤✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✐t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡

✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❙❍ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇❧②✲❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧

s✇✐t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡✲

t❛✐❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♥❞✴♦r r❛♥❞♦♠

❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❛♣✲

♣❧✐❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❛s❡s t♦ s❤♦✇ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱

✹✾
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✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

H se
+

+
sampling

gain

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

t❤❡ ✏s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣✑ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐❣✲

♥❛❧ s ❜② ✐ts ♦✇♥ s❛♠♣❧❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡

✐♥♣✉t ❛♥❞ H ❛ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②

✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s✐❣♥❛❧ s✱ ❛❧✐❛s✐♥❣

♦❝❝✉rs ❛♥❞ ✐s ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣✑✳ ❚❤❡

❤❛r✈❡st❡r✬s ♦✈❡r❛❧❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

❛t s②st❡♠ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛s ✧P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✧ ✭P❙❍■✮✳ ❲✐t❤ ❛

♣r♦♣❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥

s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ♣r♦♣❡r❧②✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡

✇✐t❤ ❜♦♥❞❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ♠♦❞✲

❡❧❡❞ ❛s ❛ ④s♣r✐♥❣✰♠❛ss✰♣✐❡③♦✰❞❛♠♣❡r⑥ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ ♠❛ss ▼✱ ❛ s♣r✐♥❣ ❑s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠♣❡r ❈ ❢♦r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦ss❡s✳

❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❋ ✭♦r Ma ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ a ❢♦r ❛ s❡✐s♠✐❝ t②♣❡

✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r t♦ ❜❡ ✶ ❬✶✵✺❪✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣✐❞ ♠❛ss ▼✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ♠♦✈❡s

✇✐t❤ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✈♦❧t❛❣❡ V ❛❝r♦ss t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r ❛♥❞

❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❝✉rr❡♥t I✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣✐❞

♠❛ss t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ♦❢ t❤❡ ④s♣r✐♥❣✰♠❛ss✰♣✐❡③♦✰❞❛♠♣❡r⑥

s②st❡♠

▼ü = ❋−❑❊u− α❱− ❈u̇, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ ❑ ❊ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st✐✛♥❡ss ❢♦r s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡

st✐✛♥❡ss ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t KpE ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ st✐✛♥❡ss Ks✱ ❛♥❞ α ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡
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✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✺✶

M

          C

F

I

VKs

u

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ str✉❝t✉r❡

❢❛❝t♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡✱ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥✈❡rs❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝

❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡r

t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✿
∫

❋u̇ dt =
1

2
▼u̇2 +

1

2
❑❊u

2 +

∫

❈u̇2 dt+

∫

α❱u̇ dt. ✭✷✳✷✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❡♥❡r❣② ♣r♦✈✐❞❡❞

❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❋ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡❧❛st✐❝

❡♥❡r❣②✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✸✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❡♥❡r❣② ✭❊q✳ ✭✷✳✹✮✮ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝

❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡✱ ✇❤❡r❡ C0 ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✳

I = αu̇− C0V̇ ✭✷✳✸✮
∫

α❱u̇ dt =
1

2
❈✵❱

2 +

∫

❱■ dt ✭✷✳✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✈♦❧t❛❣❡

❱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② u̇ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s t♦

❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ♦♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧

❙❙❉ ❛♥❞ ♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❙❙❍ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ ❱ ❛♥❞ u̇✱

❛♥❞✱ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙❙❉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✬❙②♥✲

❝❤r♦♥✐③❡❞ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✬ ✭❙❙❍■✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❙❙❉■ ✐♥t❡r❢❛❝❡

✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡② s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡♥

t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❛❝❤❡s ✐ts ❡①tr❡♠❛✱ ❜✉t ✐♥ ❙❙❍■✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❤❛r✈❡st❡❞
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✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

V Is

Ip

RL
L

✭❛✮

t

SSHI

 

 

V

u

v

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡✿ ✭❛✮ ❙❙❍■ ❝✐r❝✉✐t ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ ✭❜✮ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✉♥❞❡r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✈♦❧t❛❣❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❢♦r

❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

✈♦❧t❛❣❡ V ✐♥✲♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② v ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

❞❡✈✐❝❡ ❡♥❢♦r❝❡s ❛ L− C0 −R ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ To = 2π
√
LC0❀ ❛❢t❡r

t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t✐♠❡ ti = π
√
LC0✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡

♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

♥❡t✇♦r❦ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❧♦ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Qi ♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛❝t♦r γ = e
−π
2Qi ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❛♥❣✐♥❣

❢r♦♠ ✵✳✻ ∼ ✵✳✾✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦❧t❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞

❜② t❤✐s ❢❛❝t♦r ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✺✮✿

V (t+n ) = −γV (t−n ). ✭✷✳✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✬s ❝✉rr❡♥t ❧❛✇✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡

s✉♠ ♦❢ ❝✉rr❡♥ts ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ V (t)
RL

✱ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t

❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0V̇ (t) ❛♥❞ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡

αu̇(t)✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❧② ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡

✐s ❝❧♦s❡❞✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ♥✉❧❧ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

✐♥st❛♥t t = tn✳ ❆s t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡

✈✐❜r❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ δ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛♥

✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
∞
∑

n=−∞

δ (t− tn) ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✈♦❧t❛❣❡
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✷✳✷ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✺✸

♦❢ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❊q✳ ✭✷✳✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢♦r ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣

t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✱ tn✳

V (t)

RL

= αu̇(t)− C0V̇ (t)− (1 + γ)C0

∞
∑

n=−∞

V (t)δ (t− tn), ✭✷✳✻✮

■♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛r❡❧② ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜✉t ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② r❛♥❞♦♠✱

t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞❡✲

✈✐❝❡s✱ Eextracted✱ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t ❡✈❡r② s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t

tn✿

Eextracted ∝ C0

∑

n

Vn
2. ✭✷✳✼✮

Vn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ nth s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t

♠✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ♣❛rt ♦❢ Eextracted ✇✐❧❧

❜❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s

❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ●✉②♦♠❛r ❡t ❛❧ ❬✶✶✽✱ ✶✶✾❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡

❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤♦✉t t❡❞✐♦✉s st❛t✐st✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦r r❡❝✉rs✐✈❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛

✇❡❧❧✲❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧

❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r ❝❤♦s❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞

❜r✐♥❣ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ P❡r✐✲

♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r ✭P❙❍■✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t ❝♦♥s✐sts

✐♥ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ❢♦r ❛ ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛

✈♦❧t❛❣❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② fs
♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ T ✳ ■t ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
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✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ r❡s♦♥❛♥t str✉❝t✉r❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇s✱ ♣❡r✐✲

♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐t❤ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

✐♥st❛♥t ✐s ❡❛s✐❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ✇✐♥❞♦✇❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❆❧✲

t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡

✉♥❞❡r s♦♠❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t ❡①tr❡♠❛✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ s❡❡♥ ❛s ❛ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦❝❡ss ❛♥❞

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ V (t) ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❢♦r ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ st❡♣s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤✐s t❡❞✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆❧✲

t❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣♦✇❡r❡❞ ✇✐t❤ ❉❈ s♦✉r❝❡s✱ t❤✐s ❆❈ t♦ ❉❈

♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❆❈ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❈ ♣r♦❝❡ss✱ ♠♦r❡

❤❛r♠♦♥✐❝s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❉❈ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥❧② t❤❡

✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞

s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲

❛❧✐❛s✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

❲❤❡♥ ❛ s✐♥❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✉♥❞❡r ❛ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥✮

❛t ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧

✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❛✮✮✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s t❤❡

❛❞❞❡❞ s❛♠♣❧❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛❞❞s ✉♣

t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r ♣❤❛s❡ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣

❡✛❡❝t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❜✮✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✭❝✮ s❤♦✇s✳

✷✳✷✳✶ P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ Pr♦❝❡ss

❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡st ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ ❛

s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✭❛✮✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ③❡r♦ ❛t ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ■❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✭❜✮✮✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ③❡r♦ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r −γ✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞s✱ s♦ ❛
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✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❢♦r ❛ s✐♥❡ s✐❣♥❛❧✿ ✭❛✮ ❆ s✐♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣❧✉s ❛ ❉✐r❛❝

❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ✭❜✮ ❆ s✐♥❡ s✐❣♥❛❧ ✉♥❞❡r ❛ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❀ ✭❝✮ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s♣♦♥s❡

❛❢t❡r t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱

t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

✷✳✷✳✶✳✶ P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ Pr♦❝❡ss ♦♥ ❙❤♦rt ❈✐r❝✉✐t

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡

✈♦❧t❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐♥st❛♥t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❍❡r❡ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts tn−1 ❛♥❞ tn ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇♦r❦s ♦♥ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ②✐❡❧❞s✿

V (t) =
α

C0

u(t) + κ(t), ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ κ(t) ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤ t✉r♥s ♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐♥✲

st❛♥t tn−1 ❛♥❞ ❛t t❤✐s t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❛❝❤❡s V (tn−1)❀ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧t❛❣❡✳ ❆s t❤❡

✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭ α
C0
u(t)✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧t❛❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✛❡❝t
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C0 

IC0 
IS 

V 

u

✭❛✮

C0 

IC0 
IS 

L 

V 

u

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ P❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡✿ ✭❛✮ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❀ ✭❜✮

s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r
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V(t)

κ(t)

α/C
0
u

α

C0
u(tn)

α

C0
u(tn−1) = 9.338

tntn−1

An−1 = 10.33

An

V (t−
n−1) = 19.66

V (t−n )

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ✉ ❛♥❞ ❱ ❛t s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣

♣r♦❝❡ss ♦♥ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡✿ ✭❛✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t❀ ✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡✲

❢♦r♠s
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✷✳✷ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✺✼

κ(t) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛s ✐♥

❊q✳ ✭✷✳✽✮✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t tn−1 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✾✮❀

An−1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t = tn−1 ♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛✲

t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❀ An = κ(t+n ) = κ(t−n+1)✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s t✉r♥❡❞ ♦✛ ❛❢t❡r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡

ti ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② s❤♦rt✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❦❡♣t ♦♣❡♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡①t s✇✐t❝❤✐♥❣

✐♥st❛♥t tn ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡

❡①✐st❡❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t An−1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t s✇✐t❝❤✐♥❣

✐♥st❛♥t V (tn) ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❊q✳ ✭✷✳✶✵✮✳ ❆t t❤❡ ✐♥st❛♥t t−n ✱ t❤❡ s✇✐t❝❤ t✉r♥s ♦♥ ❛❣❛✐♥

❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛s ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t+n ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❣❛✐♥

✵ ❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❊q✳ ✭✷✳✶✶✮✿

0 =
α

C0

u(tn−1) + An−1, ✭✷✳✾✮

V (t−n ) =
α

C0

u(tn) + An−1, ✭✷✳✶✵✮

0 =
α

C0

u(tn) + An. ✭✷✳✶✶✮

❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t An ❛t t = t+n ❢♦r ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ st❡♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❝q✉✐r❡❞

❢r♦♠ ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛t s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts tn−1 ❛♥❞ tn✿

An = − α

C0

[u(tn)− u(tn−1)] + An−1. ✭✷✳✶✷✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ An ❛♥❞ An−1 ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

❡✈❡♥t ❛t t✐♠❡ tn ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ An ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❛❧❧ ♣r✐♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿

AN = − α

C0

N
∑

n=−∞

[u(tn)− u(tn−1)], ✭✷✳✶✸✮

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥❝❡❧s✳ ■♥ ❊q✳ ✭✷✳✶✸✮✱ t❤❡ s✉♠♠❛✲

t✐♦♥ t❡r♠ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤✐s ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡✈❡r②

♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❝❡ss✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ κ(t) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥✐t st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❍(t− tn) ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

κ(t) = − α

C0

∞
∑

n=−∞

[u(tn)− u(tn−1)]❍(t− tn). ✭✷✳✶✹✮

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ V (t) ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✷✳✽✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✹✮

❛s

V (t) =
α

C0

u(t)− α

C0

∞
∑

n=−∞

[u(tn)− u(tn−1)]❍(t− tn). ✭✷✳✶✺✮
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✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✭❛✮✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✶✺✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❛t ✢♦✇s

♦✉t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r♥❛❧

❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❛s

αu̇(t) = C0V̇ (t) + α

∞
∑

n=−∞

[u(t)− u(t− (tn − tn−1))] δ(t− tn). ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥

❛t s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥st❛♥t tn ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣✳

■❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✭Ts ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✮✱

t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t tn ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ nTs−t0✱ ✇❤❡r❡ t0 ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣
❞❡❧❛② ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✐r❝✉✐tr② ♦r ❜❡

❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡

✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s t❤❡♥

❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥
∞
∑

n=−∞

δ(t− nTs − t0) ❛s✿

V̇ (t) =
α

C0

u̇(t)− α

C0

∞
∑

n=−∞

[u(t)− u(t− Ts)] δ(t− nTs − t0). ✭✷✳✶✼✮

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❛ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥✿
∞
∑

n=−∞

δ(t− nTs)
❋

⇋

❋
−1

2π

Ts

∞
∑

n=−∞

δ(ω − n
2π

Ts
). ✭✷✳✶✽✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✐♥ ❛♥

✐♥✈❡rt❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♣❡r✐♦❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s

V (ω) =
α

C0

U(ω)− 1

jω

a

C0

1

Ts

∞
∑

n=−∞

[

U(ω − n
2π

Ts
)
(

1− e−j(ω−n 2π
Ts
)Ts

)

e−jn 2π
Ts

t0

]

. ✭✷✳✶✾✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ κ(t) ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t KN ❛♥❞ t❤❡ ❉✐r❛❝

❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡

s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ r❡t❛r❞❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡♣❡t✐t✐✈❡

✐♠♣✉❧s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❣❛✐♥ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡✳
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✷✳✷ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✺✾

✷✳✷✳✶✳✷ P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ Pr♦❝❡ss ♦♥ ❛♥ ■♥❞✉❝t♦r

❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤

t❤❡ s✇✐t❝❤ s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞✱ ❛ L − C0 ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡

✐♥✈❡rt❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ −γV (t−n ) ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜r✐♥❣s ❛♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡

♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ ✐s ♥♦t ③❡r♦ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡

❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ 0.6 t♦ 0.9✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts tn−1

❛♥❞ tn ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❊q✳ ✭✷✳✷✵✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✷✳✷✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ V (tn)

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❊q✳ ✭✷✳✷✶✮ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ♣❧✉s ❛ ❝♦♥st❛♥t s✇✐t❝❤✐♥❣

✈♦❧t❛❣❡ An ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✿

−γV (t−n−1) =
α

C0

u(tn−1) + An−1, ✭✷✳✷✵✮

V (t−n ) =
α

C0

u(tn) + An−1, ✭✷✳✷✶✮

−γV (t−n ) =
α

C0

u(tn) + An. ✭✷✳✷✷✮

❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t An ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ✭ α
C0
u(tn) ❛♥❞ α

C0
u(tn−1)✮✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧t✲

❛❣❡s ❛❢t❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ✭γV (tn) ❛♥❞ γV (tn−1)✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣

♣r♦❝❡ss An−1✳ ❚♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ❛♥

✐♥❞✉❝t♦r✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t An ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣

♣❡r✐♦❞ V (tn−1)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t✳

An = − α

C0

[u(tn)− u(tn−1)]− γ [V (tn)− V (tn−1)] + An−1. ✭✷✳✷✸✮

❆❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦✇♥ ❛s

An − An−1 = − α

C0

[u(tn)− u(tn−1)]− γ

[(

α

C0

u(tn) + An−1

)

−
(

α

C0

u(tn−1) + An−2

)]

= − α

C0

(1 + γ) [u(tn)− u(tn−1)]− γ [(An−1)− (An−2)] . ✭✷✳✷✹✮

❋r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✷✹✮✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❡✈❡r② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❡✛❡❝t

❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦

♣❡r✐♦❞s✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ Rn ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ An−An−1✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❜❡❝♦♠❡s✿

Rn = − α

C0

(1 + γ) [u(tn)− u(tn−1)]− γRn−1, ✭✷✳✷✺✮
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✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠

Rn = − α

C0

(1 + γ)
n
∑

k=−∞

(−γ)n−k [u(tk)− u(tk−1)] . ✭✷✳✷✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t AN ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❝❛❧❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡

An = − α

C0

(1 + γ)
n
∑

k=−∞

(−γ)n−k [u(tk)− u(tk−1)] + An−1,

AN = − α

C0

(1 + γ)
N
∑

n=−∞

(

n
∑

k=−∞

(−γ)n−k [u(tk)− u(tk−1)]

)

✭✷✳✷✼✮

❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛t t = tn ❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r ❝❛♥ ♥♦t

❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ♦♥❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✭❢r♦♠ tn−1 t♦ tn✮ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥

s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡❀ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❤❛✈❡

t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ κ(t) ✐s t❤❡♥ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t st❡♣

❢✉♥❝t✐♦♥ ❍(t− tn) ❛s

κ(t) = − α

C0

(1 + γ)
∞
∑

n=−∞

[(

n
∑

k=−∞

(−γ)n−k [u(tk)− u(tk−1)]

)

❍(t− tn)

]

✭✷✳✷✽✮

❲✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ κ(t)✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤✉s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

V (t) =
α

C0

u(t)− α

C0

(1 + γ)
∞
∑

n=−∞

[(

n
∑

k=−∞

(−γ)n−k [u(tk)− u(tk−1)]

)

❍(t− tn)

]

,

✭✷✳✷✾✮

❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

V̇ (t) =
α

C0
u̇(t)

− α

C0
(1 + γ)

∞
∑

n=−∞

[(

n
∑

k=−∞

(−γ)n−k [u(t− (tn − tk))− u(t− (tn − tk−1))]

)

δ(t− tn)

]

.

✭✷✳✸✵✮

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ tn ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✳ ■❢ γ = 0✱ ♦♥❧② n = k ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ♥♦♥ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛ s❤♦rt

❝✐r❝✉✐t ❊q✳ ✭✷✳✶✼✮✳

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 
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✷✳✷ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✻✶

❚❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❊q✳ ✭✷✳✸✶✮ ♣r❡s❡♥ts ❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t

✢♦✇✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t αu̇(t) ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣

t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0V̇ (t) ❛♥❞ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✿

αu̇(t) = C0V̇ (t)

+ (1 + γ)
∞
∑

n=−∞

[(

n
∑

k=−∞

(−γ)n−k [αu(t− (tn − tk))− αu(t− (tn − tk−1))]

)

δ(t− tn)

]

.

✭✷✳✸✶✮

■❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ✈♦❧t❛❣❡
r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts tn ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② nTs✱ ✇❤❡r❡ Ts ✐s t❤❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

V̇ (t) =
α

C0
u̇(t)

− α

C0
(1 + γ)

∞
∑

n=−∞

[(

n
∑

k=−∞
(−γ)

n−k
[u(t− (n− k)Ts)− u(t− (n− k + 1)Ts)]

)

δ(t− nTs)

]

=
α

C0
u̇(t)− α

C0
(1 + γ)

∞
∑

n=−∞

[( ∞
∑

k′=0

(−γ)
k′

[u(t− k′Ts)− u(t− (k′ + 1)Ts)]

)

δ(t− nTs)

]

.

✭✷✳✸✷✮

❋r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② t0✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

V (ω) =
α

C0
U(ω)− α

C0
(1 + γ)

1

jω

1

Ts

∞
∑

n=−∞

(

U(ω − n
2π

Ts
)
(

1− e−jTsω
)

e−jn 2π
Ts

t0

∞
∑

k=0

(−γ)
k
e−jkTsω

)

.

✭✷✳✸✸✮

❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s✉♠♠❛t✐♦♥
∞
∑

k=0

ak ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡r✐❡s❀

❢♦r −1 < a < 1✱ t❤❡ s✉♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛s 1
1−a

✿

∞
∑

k=0

(−γ)ke−kTsjω =
1

(1 + γe−Tsjω)
, ✭✷✳✸✹✮

❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s✿

V (ω) =
α

C0
U(ω)− α

C0
(1 + γ)

1

jω

1

Ts

(

1

1 + γe−jTsω

)

(

1− e−jTsω
)

∞
∑

n=−∞

(

U(ω − n
2π

Ts
)e−jn 2π

Ts
t0

)

.

✭✷✳✸✺✮

❲❤❡♥ γ = 0✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❝❛s❡ ❛s ❊q✳ ✭✷✳✶✾✮ s❤♦✇s✳

✷✳✷✳✷ P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ✭P❙❍✮ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s✲

❞✉❝❡r ❛♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✭❛✮ t♦ ❤❛r✈❡st t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡♥✲
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✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

V

Ip

RL

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡

❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ s✇✐t❝❤ ❤❛r✈❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♥♦t s♦ ✐♥st✐♥❝t ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✭♦r

❝❧❛ss✐❝✮ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❤❛r✈❡st✐♥❣

s②st❡♠s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤ ❤❛r✈❡st✐♥❣

♦♥ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ✭P❙❍❙✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✭P❙❍■✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❢t❡r✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✭♦r ❝❧❛ss✐❝✮ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣

❛ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮✳ ❋♦r st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r❞✐♥❛r② ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❖❉❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✸✮✿

I(t) = αu̇(t)− C0V̇ (t) ✭✷✳✸✻✮

V̇ (t) +
1

RLC0

V (t) =
α

C0

u̇(t). ✭✷✳✸✼✮

❚❤✐s ❖❉❊ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s V (0) = 0 ❛♥❞

u(0) = 0 ❛s ❊q✳ ✭✷✳✸✽✮✳

V (s) =
α

C0

sU(s)

[(

1

s+ 1
RLC0

)]

✭✷✳✸✽✮

■♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ h(t) ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡r♠ ❛s ❊q✳ ✭✷✳✸✾✮✿

V (t) =
α

C0

u̇(t) ∗ e
−t

RLC0H(t)

= u̇(t) ∗ h(t), ✭✷✳✸✾✮

✧✯✧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✐❣♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s s❡❡♥ ❛s t❤❡ s②st❡♠

♦✉t♣✉t ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥♣✉t u(t) ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h(t)✳ ❚❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✷✳✷ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✻✸

h(t) ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐t st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❍(t) ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝❛✉s❛❧✐t② ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❞❡❝❛② ✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r 1/RLC0 ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳

h(t) =
α

C0

e
−

t
RLC0H(t) ✭✷✳✹✵✮

✷✳✷✳✷✳✶ P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ❙❤♦rt ❈✐r❝✉✐t ✭P❙❍❙✮ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛

♣✉❧s❡❞ ❝✉rr❡♥t Is ✢♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜r❛♥❝❤ ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

I(t) = αu̇(t)− C0V̇ (t)− Is(t). ✭✷✳✹✶✮

❚❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t❤❡ ♥♦♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❖❉❊ ❛s ✿

V̇ (t) +
V (t)

RLC0

=
α

C0

u̇(t)− Is(t)

C0

. ✭✷✳✹✷✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❢♦r st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r P❙❍❙

t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

V (t) = u̇(t) ∗ h(t)− Is(t)

C0

∗ C0

α
h(t), ✭✷✳✹✸✮

✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡❞ s♦✉r❝❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡❞

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣r♦♣✲

❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭(f ∗ g)′ = f ′ ∗ g = g′ ∗ f✮ ❛s✿

V̇ (t) = u̇(t) ∗ ḣ(t)− Is(t)

C0

∗ C0

α
ḣ(t). ✭✷✳✹✹✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✹✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

t❤❡ s❡❧❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h(t) ✇❤❡♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❤❛r✲

✈❡st✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss κ(t) ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st❡♣

r❡s♣♦♥s❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ✐ts❡❧❢ t✐♠❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❲✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✶✼✮ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✶✱
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✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉rr❡♥t ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❡✈✐❝❡ Ĩs ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s✿

Ĩs(t) =
Is(t)

C0

=

[

∞
∑

n=−∞

(

[u̇ ∗ h]t − [u̇ ∗ h]t−Ts
e
−

Ts
RLC0

)

δ (t− nTs)

]

∗ C0

α
ḣ, ✭✷✳✹✺✮

❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r P❙❍❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s✿

V̇ (t) =
[

u̇ ∗ ḣ
]

t
−
[

∞
∑

n=−∞

(

[u̇ ∗ h]t − [u̇ ∗ h]t−Ts
e
−

Ts
RLC0

)

δ (t− nTs)

]

∗ C0

α
ḣ. ✭✷✳✹✻✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ❛s ❛♥ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋♦r

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ k(t) ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r

❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t tn ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ✈♦❧t❛❣❡s ✭♦♥❡ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t tn ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛t t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t tn−1✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r t✉r♥✐♥❣ ♦✛ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r e−
Ts

RLC0 ✳ ❍❡r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ♦♥ ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t

✭t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ t✉r♥s t♦ ❜❡ ③❡r♦✮✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Ts✳ ■♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② t0✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

V (ω) = [jωU(ω)h(ω)]

− C0

α

[

h(ω)
1

Ts

∞
∑

n=−∞

[(

[jωU(ω)h(ω)]

(

1− e−jωTse
−

Ts
RC0

))

∗ δ
(

ω − n2π

Ts

)

e−jn 2π
Ts

t0

]

]

✭✷✳✹✼✮

= jωU(ω)h(ω)− j
C0

α
h(ω)

1

Ts

×
∞
∑

n=−∞

[(

ω − n2π

Ts

)

U(ω − n2π

Ts
)h(ω − n2π

Ts
)

(

1− e
−j
(

ω−n2π
Ts

)

Tse
−

Ts
RLC0

)

e−jn 2π
Ts

t0

]

.

✭✷✳✹✽✮

✷✳✷✳✷✳✷ P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r ✭P❙❍■✮ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❲✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝t♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❡✈✐❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞✱ ❛ L−C0

♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r♠s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ti✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❡③♦✲✐♥t❡r♥❛❧

❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0 t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r L✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0 ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
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V(t)

κ(t)

du/dt*h

(u̇ ∗ h)tn−1 = 4.644

(u̇ ∗ h)tn

tntn−1

An−1 = 0.5115

An

V (t−
n−1) = 5.155

V (t−n )

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ✉✱ ❱ ❛♥❞ Kn ❛t s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤

❤❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t t❡❝❤♥✐q✉❡✿ ✭❛✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t❀ ✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡✲

❢♦r♠s

❝❤❛♥❣❡s t♦ −γV ✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ❤❛❧❢ ♣s❡✉❞♦✲♣❡r✐♦❞ st❛rts✱ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✇❛s t✉r♥❡❞ ♦✛

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ❛ st❛rt ♣♦✐♥t ❢♦r ♥❡①t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❊✈❡r②

s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞

t❤✐s ✐♥✈❡rt❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ nth

s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ st❛rts ❢r♦♠ −γV (tn−1)✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ V (tn−1) ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ V (tn−2) ❡t❝✳✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t tn ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t

♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t tn−1 ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣

❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥

✐♥❞✉❝t♦r ❝❛s❡ ❊q✳ ✭✷✳✸✶✮✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❢♦r P❙❍❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✇✐t❤

t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✸✷✮✱ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❝✉rr❡♥t ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s✿

Ĩs = − (1 + γ)

∞
∑

n=−∞

[

∞
∑

k′=0

(−γ)k
′

(

[(u̇ ∗ h)]t−k′Ts
e
−

k′Ts
RLC0

− [(u̇ ∗ h)]t−(k′+1)Ts
e
−

(k′+1)Ts
RLC0

)

δ(t− nTs)

]

. ✭✷✳✹✾✮

❲❤❡♥ γ = 0✱ ✐t s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s P❙❍❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❊q✳ ✭✷✳✹✺✮✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦

❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥t

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

✇✐t❤ h(t)✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
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✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ st❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ❜✉t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❞❡❝❛②✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✹✾✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✷✳✹✸✮ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡

✈♦❧t❛❣❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② t0 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

V (ω) = jωU(ω)h(ω)

−j(1 + γ)C0
α

1
Ts

(

1−e−Tsjωe
−

Ts
RLC0

)

(

1+γe−Tsjωe
−

Ts
RLC0

)h(ω)

[

∞
∑

n=−∞

[(

ω − n2π
Ts

)

U(ω − n2π
Ts

)h(ω − n2π
Ts

)
]

e−jn 2π
Ts

t0

] ,

✭✷✳✺✵✮

✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣✐✈❡♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❤❛r✈❡st✐♥❣

♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❡r♠✳

✷✳✸ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❋♦r❝❡ ♦r

❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧

✇✐t❤ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0 ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❊q✳ ✭✷✳✸✮ s❤♦✇s ❛ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ♦r ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ♥❡❛r ♦♥❡ ♦❢ ✐ts r❡s♦♥❛♥❝❡

❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❜✉t ❛❧s♦

t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞

✐♥❞✉❝❡ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❬✽✵❪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②

❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ s♦ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥

✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r❝❡ ♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❝♦✉♣❧❡❞✱ ❧✐❣❤t❧② ❞❛♠♣❡❞ str✉❝t✉r❡s

✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❞✉❝t k2QM ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

k ❬✽✾❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦r❝❡ ✐♥♣✉t

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♠♣♦s❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ a ❛♥❞ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ M ❛s

F =Ma✳
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✷✳✸ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❋♦r❝❡ ♦r ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s ✻✼

✷✳✸✳✶ P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r ✭P❙❍■✮ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

■♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r❝❡ F ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝t❡❞

❢♦r❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s✿
(

−Mω2 + jCω +KE

)

U(ω) = F (ω)− αV (ω). ✭✷✳✺✶✮

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞s ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷ ✭❊q✳ ✭✷✳✺✵✮✮ ✐♥t♦

t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❊q✳ ✭✷✳✺✶✮✱ ✇❡ ❣❡t

λ(ω)−1U(ω)− F (ω) = η (ω)
∞
∑

n=−∞

(

ω − n
2π

Ts

)

U

(

ω − n
2π

Ts

)

h

(

ω − n
2π

Ts

)

ej(ω−n 2π
Ts
)t0 ,

✭✷✳✺✷✮

✇❤❡r❡

η(ω) = j
(1 + γ)

(

1− e−Tsjωe
−

Ts
RC0

)

(

1 + γe−Tsjωe
−

Ts
RC0

)

e−jωt0C0

Ts
h(ω) ✭✷✳✺✸✮

❛♥❞

λ (ω) =
1

−Mω2 + jCω +KE + jωαh(ω)
. ✭✷✳✺✹✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ t❡r♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✺✷✮✱ ✐s

✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r s❤✐❢ts ❜② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ωs = 2π/Ts✳ ❚❤✐s ✐s s❡❡♥ ❜②

❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ❛t ω − kωs ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t s❤✐❢t ♦❢ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡

n→ n′ = n+ k✿

U(ω − k 2π
Ts
)

λ
(

ω − k 2π
Ts

) − F (ω − k
2π

Ts
)

= η(ω − k
2π

Ts
)

∞
∑

n′=−∞

[(

ω − n′
2π

Ts

)

U(ω − n′
2π

Ts
)h(ω − n′

2π

Ts
)ej(ω−n′ 2π

Ts
)t0
]

. ✭✷✳✺✺✮

❚❛❦✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✺✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ω → ω − kωs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ t❡r♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❤✐❢t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t U(ω−kωs)

❣✐✈❡♥ ❜②

U(ω − k
2π

Ts
) = λ

(

ω − k
2π

Ts

)

F

(

ω − k
2π

Ts

)

+
[λ(ω)−1U(ω)− F (ω)] ejωt0

h(ω)
β

(

ω − k
2π

Ts

)

,

✭✷✳✺✻✮

✇❤❡r❡

β (ω) = h (ω) e−jωt0λ (ω) . ✭✷✳✺✼✮
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✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✺✻✮ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ t❡r♠✱ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❡r♠ ❝❛♥

❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

∞
∑

k=−∞

[(

ω − k
2π

Ts

)

U

(

ω − k
2π

Ts

)

h

(

ω − k
2π

Ts

)

ej(ω−k 2π
Ts
)t0
]

= SF (ω) +
[

λ(ω)−1U(ω)− F (ω)
]

Sh(ω), ✭✷✳✺✽✮

✇❤❡r❡

SF (ω) =
∞
∑

n=−∞

[(

ω − n
2π

Ts

)

λ

(

ω − n
2π

Ts

)

F

(

ω − n
2π

Ts

)

h

(

ω − n
2π

Ts

)

ej(ω−n 2π
Ts
)t0
]

,

✭✷✳✺✾✮

Sh (ω) =
ejωt0

h(ω)

∞
∑

n=−∞

[(

ω − n
2π

Ts

)

β

(

ω − n
2π

Ts

)

h

(

ω − n
2π

Ts

)

ej(ω−n 2π
Ts
)t0
]

, ✭✷✳✻✵✮

❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ U(ω) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s

U(ω) = λ(ω)F (ω) +
η(ω)λ(ω)SF (ω)

1− η(ω)Sh(ω)

= U1(ω) + U2(ω). ✭✷✳✻✶✮

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉♥❞❡r ❛♥

❛r❜✐tr❛r② ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s s♣❧✐tt❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✭U1✮ s❤♦✇s t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡

✭s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r t♦ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✮ ❬✽✶❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

♣❛rt ✭U2✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞

s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r P ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣② ♦✈❡r ❛

✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ Tv ❜② P❛rs❡✈❛❧✬s t❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ V (ω) ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ V ∗(ω) ♦✈❡r t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ RL✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ U(ω)✿

P =
1

Tv

1

2π

∫

∞

−∞

V (ω)V ∗(ω)

RL

dω ✭✷✳✻✷✮
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✷✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞② ✻✾

✇✐t❤✿

V (ω) = jωU(ω)h(ω)− η(ω)

α

∞
∑

n=−∞

[(

ω − n
2π

Ts

)

U

(

ω − n
2π

Ts

)

h

(

ω − n
2π

Ts

)

e
j
(

ω−n 2π
Ts

)

t0

]

,

✭✷✳✻✸✮

✇❤❡r❡

η(ω) = j

(1 + γ)

(

1− e−Tsjωe
−

Ts
RC0

)

(

1 + γe−Tsjωe
−

Ts
RC0

)

e−jωt0C0

Ts
h(ω). ✭✷✳✻✹✮

✷✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ st❡♣ ❜② st❡♣ ✐♥

t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥✲

❞❡r s❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞

t②♣❡s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣✲

♥✐t✉❞❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜rst ❛s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ✇♦r❦✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ❢♦r❝❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♦r✲

❞❡r t♦ ❤❛r✈❡st ❡♥❡r❣②✱ ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞

t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ❛t ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ωs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡

str✉❝t✉r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s

t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ✐♥♣✉t ❝❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡

❡①❛♠✐♥❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ s②st❡♠

r❡s♣♦♥s❡ ✭❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ ✐t❡r❛t✐✈❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✭❊q✳ ✭✷✳✺✵✮ ✇❤❡♥ ♥♦ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✭❊qs✳ ✭✷✳✺✵✮

❛♥❞ ✭✷✳✻✶✮✮ ❢♦r ❢♦r❝❡ ♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊✉❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r

❜♦t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ▼❛t❧❛❜ s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ ❤♦♠❡✲♠❛❞❡

s❝r✐♣ts ✇❡r❡ ✉s❡❞✳
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✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

u(t) = uM cos(ω0t)

tu
(t

)

abs(U (ω)) = abs(uM2 (δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0))

ω

U
(ω

)

ω
0

Tv =
2π
ω0

−ω
0

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❲❛✈❡❢♦r♠ ♦❢ ❝♦s✐♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥

✷✳✹✳✶ ❈❛s❡ ✶✿ ▼♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❊①❝✐t❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❊✛❡❝t

❆ s✐♥❡ ♦r ❝♦s✐♥❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧✱ ♠♦st ♦❢ ✇❛✈❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡

t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦s✐♥❡ s✐❣♥❛❧ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②

ω0 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡

❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ±ω0✳ ❆ ❝♦s✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②

ω0 ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ uM s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✻✺✮ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲s✐❞❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②

r❡s♣♦♥s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s✿

u(t) = uM cos(ω0t) ✭✷✳✻✺✮

U(ω) =
uM
2

[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)] , ✭✷✳✻✻✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❢ ❝♦s✐♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡s

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣

♣❡r✐♦❞ Ts ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ωs✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t✇✐❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②

ω0 ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

✉♥❞❡r ❛ ♣r♦♣❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❛❧✐❛s❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
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✷✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞② ✼✶

w w0 -w0 
w w 2w-w-2w 0

w 2w-w-2w 0
w w0 -w0 

abs(original response) 

✭❛✮

w w0 -w0 
w ws 2ws -ws 

-2ws 0 

w 2w-w-2w 0
w w0 -w0 

Dirac comb function 

✭❜✮
w w0 -w0 

w w 2w-w-2w 0

ws 2ws -ws 
-2ws 0 

... ... 

w w0 -w0 

abs(self-sampled response) 

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✐♥♣✉t✿ ✭❛✮ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ✭❜✮ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ✭❝✮ s♣❡❝✲

tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ωs = 2ω0❀ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t

s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡s

✷✳✶✵✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✮✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢

❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦✉❜❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ✭t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❝♦♣✐❡s ❛r❡

t♦t❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮ ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t✇✐❝❡

t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0 ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷

❛s✿

V (ω) = jωU(ω)h(ω)

−j(1 + γ)C0
α

1
Ts

(

1−e−Tsjωe
−

Ts
RLC0

)

(

1+γe−Tsjωe
−

Ts
RLC0

)

[

h(ω)
∞
∑

n=−∞

[(

ω − n2π
Ts

)

U(ω − n2π
Ts

)h(ω − n2π
Ts

)
]

e−jn 2π
Ts

t0

]

.

✭✷✳✻✼✮

❆s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ωs = 2ω0 t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Ts = 2π/2ω0 ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t ω = ω0 ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐t❤
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✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

V (ω0) = [jω0U(ω0)h(ω0)]− j(1 + γ)
C0

α

ω0

π

(

1 + e
−

π
Rω0C0

)

(

1− γe
−

π
Rω0C0

)h(ω0)

×
∞
∑

n=−∞

[(ω0 − 2nω0)U(ω0 − 2nω0)h(ω0 − 2nω0)] e
−jn2ω0t0 .

✭✷✳✻✽✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✻✽✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛s ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞

t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❡r♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✭s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣✮ ♦♥ ♥♦♥✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❆s t❤❡ ♥♦♥✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐t ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ♦♥❧② ❛t ±ω0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥

t❡r♠s ❛r❡ ♥♦♥ ③❡r♦ ♦♥❧② ❢♦r n = 0 ❛♥❞ n = 1✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❛t

ω0 ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s✿

V (ω0) =
uM
2
jω0h(ω0)

− j(1 + γ)
C0

α

ω0
2

π

(

1 + e
−

π
Rω0C0

)

(

1− γe
−

π
Rω0C0

)h(ω0)
uM
2

[

h(ω0)− h(−ω0)e
−j2ω0t0

]

. ✭✷✳✻✾✮

❱♦❧t❛❣❡s ❛t ♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❡❧❢✲

s❛♠♣❧❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ r❡s♣♦♥s❡ ♦♥❧② ❛t ω = (2k+1)ω0 ✭k ✐s r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥t✮ ♦r ω =

mω0 ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✭r❡s♣♦♥s❡ t❤❛t ❜❡❢♦r❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✮ ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ✈❛❧✉❡

♦♥❧② ❛t ±ω0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❛s ❝♦s✐♥❡ ✐s ❛ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡

❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛t mω0 ❢♦r m 6= ±1 ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ n = (m− 1)/2 ❛♥❞ n = (m+ 1)/2 t♦ ❣❡t t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ s✉♠♠❛t✐♦♥

t❡r♠✿

V (mω0) = −j(1 + γ)
C0

α

ω0
2

π

(

1 + e
−

π
Rω0C0

)

(

1− γe
−

π
Rω0C0

)h(mω0)e
−jmω0t0

× uM
2

(

h(ω0)e
jω0t0 − h(−ω0)e

−jω0t0
)

. ✭✷✳✼✵✮

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ✈✐❜r❛✲

t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

C0 ✷✵ ♥❋
α ✵✳✵✵✵✶ ◆✴❱
KE ✸✵✵✵ Nm−1

▼ ✷✵✵ ❣
❈ ✵✳✹ Nm−1s−1

QI ✺✳✻
f0 ✶✾✳✹✾ ❍③
k2 ✵✳✵✶✻✹%
QM ✻✶✳✷✹
k2QM ✵✳✵✶✵✷

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❜❡❧♦✇✿

V (ω0) =
uM
2

jω0h(ω0)− j(1 + γ)
C0

α

ω0
2

π

(

1 + e
−

π
Rω0C0

)

(

1− γe
−

π
Rω0C0

)h(ω0)
uM
2

[

h(ω0)− h(−ω0)e
−j2ω0t0

]

,

✭✷✳✼✶✮

❛♥❞ ✇❤❡♥ m 6= ±1 :

V (mω0) = −j(1 + γ)
uM
2

C0

α

ω0
2

π

(

1 + e
−

π
Rω0C0

)

e−jmω0t0

(

1− γe
−

π
Rω0C0

) h(mω0)
(

h(ω0)e
jω0t0 − h(−ω0)e

−jω0t0
)

,

♦t❤❡r✇✐s❡✱ V (ω) = 0. ✭✷✳✼✷✮

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t✐♠❡✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✉♥❞❡r

❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ uM = 0.4

♠♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✺✹❪ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥

❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✭QM❂✻✶✳✷✹✮✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r

✭α = 10−4✮ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t st✐✛♥❡ss ✭KE = 3000 ◆✴♠✮ t♦ r❡✢❡❝t ❛ ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞

❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡✲

q✉❡♥❝② ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r✶✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞

t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✜rst ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✭❛✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✷✵✪ ✈✐❜r❛t✐♦♥

♣❡r✐♦❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✭❜✮

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❡①♣♦s❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

✶❚❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞✱ ❜✉t t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡♦✲

r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭✐♥ r❡❞ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡✮ ✇✐t❤ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✷✵% ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✿ ✭❛✮

❋r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥❀ ✭❜✮ ❚✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ■♥♣✉t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐♥❞♦✇ ❢✉♥❝t✐♦♥

♠❛t❝❤ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ✶✵ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✭k = 0 ∼ 9✱

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

❛ ❧✐♠✐t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✛❡rs ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧

❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ t❤❡ ■♥✈❡rs❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭■❉❋❚✮✱ ❛♥

♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✜♥✐t❡ s❡❣♠❡♥t s♣r❡❛❞s ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ st❛rts

❢r♦♠ ♠✐♥✉s ✐♥✜♥✐t② t♦ ✐♥✜♥✐t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐ts r❡❛❧ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡✱ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

s✐❣♥❛❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭t✐♠❡✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t✮ ❛♥❞ s♦ t❤❛t t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤

❛ ❙✐♥❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ♠♦r❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♠♦♦t❤❡r t❤❛♥ ✐t ✉♥❞❡r t❤❡ t❤❡♦r❡t✲

✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜✉t ✐t t❛❦❡s ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❜♦t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥

❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❛t❝❤

✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞

♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r✲

❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤✲
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Time−domain resolution
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✭✐♥ r❡❞ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥

❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ✇✐t❤ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✷✵% ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✿

✭❛✮ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥❀ ✭❜✮ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
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✷✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞② ✼✼

♥✐q✉❡ ✭Pmax = α2

4C0
ω0u

2
M ✱ Ropt =

1
ω0C0

✮✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣

✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝✐r❝✉✐t ✭♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ❤❡r❡

ωs = 2ω0✮ ✇✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✹✳✺ t✐♠❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢

❇❛❞❡❧ ❡t ❛❧ ✐♥ ❬✶✷✺❪ ❢♦r ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ k2 ≈ 10−4✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡

✷✳✶✹✭❛✮✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❡❡ t❤❛t ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❞❡✲

❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t0❀ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✱ t❤❡

r❡s✐st❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ✲✺✪ t♦ ✺✪ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛

✷✵✪ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣

❞❡❧❛②✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

✷✳✹✳✷ ❈❛s❡ ✷✿ ▼♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❋♦r❝❡ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P❙❍■

■♥t❡r❢❛❝❡

❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦✲

❝❡ss✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣✲

♥✐t✉❞❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭FM✮ ❝♦s✐♥❡

❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ F (t) = FM cos (ω0(t− t0)) ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❤❛r✈❡st❡r ❛s ✐t ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛ss✲s♣r✐♥❣✲❞❛♠♣❡r str✉❝t✉r❡ ✐s t✉♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛

r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ω0 t♦ ❣❡t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❡

❝❤♦♦s❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳ ωs = 2ω0 t♦ ❤❛✈❡

❛ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣

❞❡❧❛② t0 ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✐ts r❡s♣♦♥s❡s ❝❛♥ ❜❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ✇✐t❤ ω0 ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❤❛s ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜②✿

F (nω0) =
FM

2

[

e−jω0t0δn,1 + ejω0t0δn,−1

]

, ✭✷✳✼✸✮

✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳

❖♥❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛s

❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t❤❡

❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s s❡❡♥ t♦ ❜❡

✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❛rr♦✇ ✜❧t❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fc = f0

✭♦r ωc = ω0✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ str✉❝t✉r❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
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✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛♥❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❧♦❛❞ ✉♥❞❡r

❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡✿ ✭❛✮ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ R/Ropt ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭✐♥ t❤❡ r❛t✐♦

♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✮❀ ✭❜✮ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ RL/Ropt ❛♥❞

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✮❀ ✭❝✮ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ RL/Ropt❀ ✭❞✮ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✮
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✷✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞② ✼✾

t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡

tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛t ω0✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭✷✳✻✶✮✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❛t

ω = ω0 ✇❤❡♥ m = 1 ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ F (ω0) = FM exp(−jω0t0)/2

❛s

U(ω0) = λ(ω0)F (ω0) +
λ(ω0)η(ω0)SF (ω0)

1− η(ω0)Sh(ω0)
. ✭✷✳✼✹✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧t✱ r❡s♣♦♥s❡s ❛t ♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❲✐t❤ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡q✉❛❧s t♦ t✇✐❝❡ t❤❡

✈✐❜r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❧✐❛s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡

r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ ♣r♦♣❡r❧② ❝❤♦s❡♥ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥❧② ❛t ω = (2k +

1)ω0✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t ω = (2k + 1)ω0 = mω0

✇✐t❤ m 6= ±1 ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛s

U(mω0) =
λ(mω0)η(mω0)SF (mω0)

1− η(mω0)Sh(mω0)
✭✷✳✼✺✮

✇✐t❤

η (mω0) = j
(1 + γ)

(

1− γe
−

Ts
RC0

)

C0

Ts
h(mω0)e

−jmω0t0
(

1 + e
−

Ts
RC0

)

, ✭✷✳✼✻✮

SF (mω0) = ω0λ (ω0)F (ω0)h (ω0) e
jω0t0 − ω0λ (−ω0)F (−ω0)h (−ω0) e

−jω0t0 ,

✭✷✳✼✼✮

Sh (mω0) ≈
ejmω0t0

h(mω0)

[

ω0β (ω0)h (ω0) e
jω0t0 − ω0β (−ω0)h (−ω0) e

−jω0t0
]

✭✷✳✼✽✮

✇❤❡r❡ SF ❛♥❞ Sh ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ F (mω0 − 2nω0) ❤❛s ♥♦♥③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥

n = (m− 1)/2 ❛♥❞ n = (m + 1)/2✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛t ω = (2k + 1)ω0 = mω0 ✐s

t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛s

V (mω0) = jmω0U(mω0)h(mω0)−
η(mω0)

α

[

ω0U(ω0)h(ω0)e
jω0t0 − ω0U(−ω0)h(−ω0)e

−jω0t0
]

.

✭✷✳✼✾✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐s ♥❡✇ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s

❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳
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✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

C0 ✷✵ ♥❋
α ✵✳✵✵✶ ◆✴❱
KE ✸✵✵✵ Nm−1

▼ ✷✵✵ ❣
❈ ✵✳✷ Nm−1s−1

QI ✺✳✻
f0 ✶✾✳✹✾ ❍③
k2 ✶✳✻✹%
QM ✶✷✷✳✹✼✺
k2QM ✷✳✵✵✾

❲❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦ ✭s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Ts → ∞✮ ❛♥❞

t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② t❛❦❡s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✈❛❧✉❡ t0 = 0✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛t ω = ω0 r❡❞✉❝❡s

t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✺✹❪✿

V (ω0) = jω0U(ω0)h(ω0) = jω0U(ω0)
αRL

1 + jRLC0ω0

. ✭✷✳✽✵✮

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✺✹❪ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✭QM❂✶✷✷✳✼✹✺✮ ❛♥❞

t❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t st✐✛♥❡ss ✭KE = 3000 ◆✴♠✮ t♦ r❡✢❡❝t ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛

♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✲

✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✭❛✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✶✵✪

✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✷✳✶✺✭❜✮ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

✶✺✵ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✭k = 0 ∼ 149✮ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ❡①♣♦s❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❡①♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s t❤❡ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♠❛t❝❤ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧②

♦❜t❛✐♥❡❞ ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱

✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥

♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✳ ❆ ✇✐♥❞♦✇

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠

✭t✐♠❡✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❛❦❡s ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❛♥❛❧②s✐s ✭✐♥ r❡❞ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮

✇✐t❤ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✶✵% ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✿ ✭❛✮ ❢r❡q✉❡♥❝②✲

❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥❀ ✭❜✮ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
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✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛

tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✉♥❝❡r✲

t❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ st✐❧❧ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛s t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s

♠❛t❝❤ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✉♥❞❡r

❞✐✛❡r❡♥t r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛r❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✺✹❪✿











Ropt =
1

ω0C0

Plimit =
F 2
M

8C
.

✭✷✳✽✶✮

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r t❡♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t ✭❊q✳ ✭✷✳✽✶✮✮ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ ❝♦♥✲

♥❡❝t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡

str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②

❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s r❡s✉❧t

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✱ ❛ s♠❛❧❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐s

♥♦t ❤❛r♠❢✉❧ ❛♥❞ ♠❛② ❡✈❡♥ s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✱ ❛s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✷✻❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ t0 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s❀ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r✳ ❲✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t✱

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝♦❡✣❝✐❡♥t k2 ≈ 10−2✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✮

❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬✺✹❪✳

✷✳✹✳✸ ❈❛s❡ ✸✿ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ ❇❛❝❦✇❛r❞

❉❛♠♣✐♥❣ ❊✛❡❝t

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ P❙❍■

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

str✉❝t✉r❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛❝ts ❛s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❡①✲

❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ ❛ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ s♣r❡❛❞ ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❢♦r ❧✐❣❤t❧② ❞❛♠♣❡❞ ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛♥❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❧♦❛❞ ✉♥❞❡r

❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦s✐♥❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡✿ ✭❛✮ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ R/Ropt ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✮❀

✭❜✮ ❚♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ RL/Ropt ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②

✭✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✮❀ ✭❝✮ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

RL/Ropt❀ ✭❞✮ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②

✭✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✮
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Time domain calculation

Frequency domain calculation

C0 = 19nF
α = 0.0011N/V
KE = 28900Nm−1

M = 0.2kg
C = 0.146Nm−1s−1

QI = 5.6

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❍❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣② ✈❡rs✉s t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

❆♥ ✐♠♣♦s❡❞ ♣✉❧s❡❞ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ✐♠♣✉❧s❡ FM ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛t t = tp

✭❊q✳ ✭✷✳✽✷✮✮✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡❞ ❢♦r❝❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② s❤♦rt ♣❡r✐♦❞❀ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✐t s♣r❡❛❞s ✐♥ ❛ ✇✐❞❡r

❜❛♥❞✱










F (t) = FMδ(t− tp)

F (ω) = FMe
−jωtp .

✭✷✳✽✷✮

❋♦r ❛ ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ♦r ❤✐❣❤❧② ❞❛♠♣❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤

✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛s ✐t ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✉♥❞❡r ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r ❛♥ ✐♠♣✉❧s❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡

✷✳✶✾✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✭❝✮ ❛♥❞ ✷✳✶✾✭❞✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱

♦♥❡ ♣❡r♠✐ts t❤❛t ωs > 2ω0 ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ✇❤❡♥ ωs = 2ω0✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ✐t t❛❦❡♥ ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ω0✱ t❤❡ s❡❧❢✲

s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✉♥✐t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❝♦♥✲

s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s s❡❡♥ ❛s

❜❡✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡r ✇✐t❤ ω = ω0✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t✇✐❝❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ωs = 2ω0✳ ❯♥❞❡r

t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s s❡❡♥ ❛s s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②

2ω0✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❢♦r❝❡❞ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡
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✭❜✮ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ✭❝✮ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ωs > 2ω0❀

✭❞✮ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ωs = 2ω0
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ❞❛♠♣❡❞ s✐♥❣❧❡ ❉❖❋ s②st❡♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛t✐♦

✭❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❉❛♠♣✐♥❣✮

str✉❝t✉r❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡✲

s♣❡❝t t♦ ✐ts r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ ✶✽✵ ❞❡❣r❡❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r

♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t❤❡

♠✐♥✉s ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ ❡①♣♦s❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s

❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❧② ❞❛♠♣❡❞ ✭C = 5✱ QM = 3.1831✮ ❛♥❞ ❧✐❣❤t❧② ❞❛♠♣❡❞ ✭C = 0.4✱

QM = 39.7887✮ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❧② ❞❛♠♣❡❞ s②st❡♠✱

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s♦

t❤❛t t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✭t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡✮ ❝♦✉❧❞

♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✉s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧✐❣❤t❧② ❞❛♠♣❡❞ s②st❡♠✱ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✉s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r C

✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r

k2QM ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ QM ✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ♦r ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ±ω0 ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

♥♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇♦✉❧❞

❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❛r♦✉♥❞ ω = ±ω0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t ✐s ❛ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ❙❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❞❛♠♣❡❞ s②st❡♠✱ − ❛♥❞ · · · ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✿ ❙❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❧✐❣❤t❧② ❞❛♠♣❡❞ s②st❡♠✱ − ❛♥❞ · · · ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
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♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❣❡ ♦❢ QM ♦r ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ U(ω) ❝♦✉❧❞ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✿

U(ω) =
F (ω)

−Mω2 + jCω +KE

= λ0(ω)F (ω). ✭✷✳✽✸✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✽✸✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡
✐♠♣✉❧s❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s✿

V (ω) = jωU(ω)h(ω)

− η(ω)

α

∞
∑

n=−∞



(ω − 2nω0)
F (ω − 2nω0)

(

−M(ω − 2nω0)
2
+ jC (ω − 2nω0) +KE

)h (ω − 2nω0) e
j(ω−2nω0)t0



,

✭✷✳✽✹✮

✇❤❡r❡

η(ω) = j
(1 + γ)

(

1− e−Tsjωe−
Ts

RC0

)

(

1 + γe−Tsjωe−
Ts

RC0

)

e−jωt0C0

Ts
h(ω). ✭✷✳✽✺✮

❆s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❉✐r❛❝ ❝♦♠❜ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡ ✐s

❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❤✐❢t❡❞ r❡s♣♦♥s❡s✳

❋♦r ❛ ✇❡❛❦❧② ❞❛♠♣❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♦✲

♥❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✱ U((2k + 1)ω0) ∼= 0 ✇✐t❤ k 6= −1, 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ωs = 2ω0✱ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞✲r❡s♣♦♥s❡s r❛♥❣✐♥❣ ❛❝r♦ss ❡❛❝❤ ωs r❛♥❣❡s ✭0 < ω < ωs✱ ωs < ω < 2ωs✱

❛♥❞ s♦ ♦♥✮✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡❞ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0 ✐❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ ✶✽✵ ❞❡❣r❡❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t❤❡ ♠✐♥✉s ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞✲

❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ωs = 2ω0 ❛s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

n = 0, 1✱ t❤❡ ✜rst s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t U(ω − 2ω0) ✐s✿

U(ω − 2ω0) =
F (ω − 2ω0)

(

−M(ω − 2ω0)
2 + jC (ω − 2ω0) +KE

) . ✭✷✳✽✻✮

❲✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡❞ ✐♥♣✉t ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t = tp✱ t❤❡ ✜rst s❡❧❢✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✉s ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ r❡❛❧
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✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s s②♠♠❡tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✿

U(ω − 2ω0) =
F (ω − 2ω0)

(

−M(ω − 2ω0)
2
+ jC (ω − 2ω0) +KE

)

≈ −U(ω) = − F (ω)
(

−M(ω)
2
+ jC (ω) +KE

) . ✭✷✳✽✼✮

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0 < ω < 2ω0 ✭n = 0, 1✮ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡✿

V (ω) = jωU(ω)h(ω)−
{

η(ω)

α
ej(ω)t0

(

F (ω)

−M(ω)
2
+ jC (ω) +KE

)

×
[

(ω)h (ω)− (ω − 2ω0)h (ω − 2ω0) e
−j(2ω0)t0

]}

, 0 < ω < 2ω0. ✭✷✳✽✽✮

❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛♥❣❡✱ ❢r♦♠ 2ω0 t♦ 4ω0 ✭n = 1, 2✮✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞✿

V (ω) =jωU(ω)h(ω)

−
{

η(ω)

α

(

F (ω − 2ω0)

−M(ω − 2ω0)
2
+ jC (ω − 2ω0) +KE

)

ej(ω−2ω0)t0

×
[

(ω − 2ω0)h (ω − 2ω0)− (ω − 4ω0)h (ω − 4ω0) e
−j(2ω0)t0

]}

, 2ω0 < ω < 4ω0. ✭✷✳✽✾✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❢♦r ❛ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❧✐❣❤t❧② ❞❛♠♣❡❞ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡

❢r♦♠ 2kω0 t♦ 2(k + 1)ω0 ✭n = k, k + 1✮✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

U(ω − 2 (k + 1)ω0) = λ0 (ω − 2(k + 1)ω0)F (ω − 2(k + 1)ω0)

≈ −U(ω − 2kω0) = −λ0(ω − 2kω0)F (ω − 2kω0), ✭✷✳✾✵✮

❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 2kω0 < ω < 2(k + 1)ω0 ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s

V (ω) =jωU(ω)h(ω)

−
{

η(ω)

α
λ0 (ω − 2kω0)F (ω − 2kω0) e

j(ω−2kω0)t0

×
[

(ω − 2kω0)h (ω − 2kω0)− (ω − 2 (k + 1)ω0)h (ω − 2 (k + 1)ω0) e
−j(2ω0)t0

]}

.

✭✷✳✾✶✮

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❬✶✷✻❪✳ ❆ ♣✉❧s❡❞ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ FM = 0.001◆✱ tp = 1s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞

❛ ✶✵✪ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ t✐♠❡

❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠❛t❝❤❡s ✇❡❧❧

❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ✶✺ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t k2Qm ✐s

✈❡r② ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢❛❞❡s ♦✉t ✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❛♥❛❧②s✐s ✭✐♥ r❡❞ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮

✇✐t❤ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✶✵% ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✿ ✭❛✮ ❢r❡q✉❡♥❝②✲

❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥❀ ✭❜✮ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
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✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✿ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❧✐❣❤t❧② ❞❛♠♣❡❞ s②st❡♠✳

C0 ✶✹✳✼ ♥❋
α ✼✳✷✻×10−5 ◆✴❱
KE ✽✼✳✽ Nm−1

▼ ✵✳✷✸ ❣
❈ ✵✳✵✵✸✷ Nm−1s−1

γ ✵✳✻
f0 ✾✽✳✹ ❍③
k2 ✵✳✹✵✺%
QM ✹✸✳✽
k2QM ✵✳✶✼✼✹
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✿ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②

✷✳✹✳✹ ❈❛s❡ ✹✿ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❝❡ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P❙❍■ ■♥t❡r❢❛❝❡

❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉♥❞❡r ❛ ♠♦r❡

♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✭✐♥ ♦r❞❡r

t♦ s♠♦♦t❤❡r t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠✮ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ♠❡❛♥

❛♥❞ ✉♥✐t st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✐t ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t✐♠❡✲

✇✐♥❞♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❛♥❞♦♠✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ❛

t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭■❉❋❚✮✱

❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ ✵✳✺s t♦ ✺✳✶✺s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s

❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r

t❤✐s ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

❲❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ✜rst r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✵ % ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r
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✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉rt❤❡r ❲♦r❦s ✾✸

r❡s♣♦♥s❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❊qs✳ ✭✷✳✻✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✹✮ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❜r♦❛❞✲

❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❛t❝❤ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❯♥❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡

❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❛♥❛❧②③❡❞

✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ 0.1ω0 t♦ 8ω0✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❝❛r❡❢✉❧❧② ❛r♦✉♥❞ ωs = ω0 ❛♥❞ ωs = 2ω0 ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤ ❤❛s ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❜❡ t✉r♥❡❞

♦♥ ❛t ❡①tr❡♠✉♠ ♦r ♥✉❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚♦

❣❡t ❛ ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻✮ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣② ❛s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞

♦❢ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ✜rst ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡✮

✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻✱ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss t❤❛♥ 2ω0✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❛t ♦t❤❡r

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣②

✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ❧♦ss ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t

t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛t ❝❡rt❛✐♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛ ✐s ❛r♦✉♥❞ 2ω0/p✱ p ∈ N✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉rt❤❡r ❲♦r❦s

❲❡ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♣r♦♦❢ ♠❛ss ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t

✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ❝❧♦s❡s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②

❛t ❛♥② ❝❤♦s❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡❛s✐❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣

t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❧✐❛s✐♥❣ ✭❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛

s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✱ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❛s ♣r♦✈❡❞✳ ❘❡s✉❧ts ❛❧s♦ ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s

✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝

❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r❧② ❝❤♦s❡♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❤❛s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭✐♥ r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ ❜❧✉❡

✭❞❛s❤❡❞✮ ❧✐♥❡✮ ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s 2ω0 ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✵% s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✿ ✭❛✮

❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥❀ ✭❜✮ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻✿ ❍❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣② ✭❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ✶✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✭♥♦r✲

♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✐♥

❛ r❛t✐♦ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✮ ✉♥❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ✭❛✮ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ RL/Ropt ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✮❀ ✭❜✮ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✭✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✮

r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❡t ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦

❛❧❧♦✇ t❤❡ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥

r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡❧❛②s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦✇❛r❞s ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐❞❡❛❧

t✐♠✐♥❣✳ ❋♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ✐♥♣✉t✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛s

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡✛❡❝t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇❛s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r

✷✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ r❡❞✉❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ✜rst r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❚❤❡r❡

❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥♦t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t❤❛t ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t♦ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛rt

str❛t❡❣② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❛ ✇✐♥❞♦✇❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❛♣♣r♦❛❝❤ ❙❙❍■ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤✐s str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t ✇♦✉❧❞

❜❡ ❡❛s✐❡r✳
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✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥

❋r❡q✉❡♥❝② ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r P❙❍■ ❆❈

❚❡❝❤♥✐q✉❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡

♣r♦♦❢✲♠❛ss ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ✉♥❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤❡❞ ❝✐r❝✉✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏P❡✲

r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✧ ✭P❙❍■✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s

✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ✐♥✲

tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇♦r❦ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ t❤❡♦r② s♦ t❤❛t t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②

✭P❙❉✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛

❙✐♥❣❧❡✲❉❡❣r❡❡✲♦❢✲❋r❡❡❞♦♠ ✭❙❉❖❋✮ s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✱

t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ r❡❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t

❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧

❞❡♥s✐t② s❤❛♣❡s ❬✸✱ ✶✶✸✱ ✶✷✼❪✳ ❙✉❝❤ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s✐❣♥❛❧s ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

✾✼
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✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r P❙❍■ ❆❈ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦r❦ t♦ ❛ss❡ss ✐t✱ ❡s♣❡✲

❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❍❛❧✈♦rs❡♥ ❡t ❛❧ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ❞r✐✈❡♥ ❜② ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥ ❙P■❈❊ s✐♠✉❧❛t♦r ❬✶✶✺❪✳

■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ▲❡❢❡✉✈r❡ ❡t ❛❧✱ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❙❊❈❊ ✭❙②♥✲

❝❤r♦♥♦✉s ❊❧❡❝tr✐❝ ❈❤❛r❣❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❢r♦♠ ✷✵ ❍③ t♦ ✷ ❦❍③ ❬✶✶✼❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s ❬✶✶✽✱✶✶✾❪

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❛♠♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❢r♦♠

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✮ ✉♥❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❢❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤

st❛t✐♦♥❛r② st♦❝❤❛st✐❝ t❤❡♦r②✳ ❍❛❧✈♦rs❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❝❧♦s❡✲❢♦r♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ✇❤❡♥ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ✇❤✐t❡ ♦r ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞

♥♦✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐ts❡❧❢ ❬✶✷✶❪✳ ❆❞❤✐❦❛r✐ ❡t ❛❧

❞❡r✐✈❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✇❤✐t❡✲♥♦✐s❡ ❞r✐✈❡♥ ❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡r ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥

✐♥❞✉❝t♦r ✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❬✶✷✹❪✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♠❛❦❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤

t❤❡ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐✣❝✉❧t ✉♥❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤❛r❞

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❡r❡

❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r

❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛t

❛ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ωs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ✧P❡r✐✲

♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✧ ✭P❙❍■✮✳ ❚❤❡ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s❤♦rt s✇✐t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✇✐t❝❤✐♥❣

❝✐r❝✉✐t ✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡ ❤❡❧❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐✲

❝❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡ ❧✐♥❡❛r✱ ❜✉t t✐♠❡ ✈❛r✐❛♥t✳ ❈❤❛♣t❡r ✷

♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✲

✐♦r ✇❤❡♥ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣✲✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞✴♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✱

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ t❤❡♦r② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①tr❛ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❞♦✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r
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✸✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❈②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss ✾✾

s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❜r♦❛❞❜❛♥❞

♣r♦❜❧❡♠s✳

❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✭▲❛❧❧❛rt ❡t ❛❧ ❬✶✷✻❪✮✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇♦r❦

❛✐♠s ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥✲

❡❛r❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ❞r✐✈❡♥ ❜② ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♥❞✴♦r r❛♥❞♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r②

st♦❝❤❛st✐❝ t❤❡♦r② ❬✶✷✽❪ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ t❤❡♦r②

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥✲

❛r② st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✭✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r②

❝♦✉♣❧✐♥❣✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❋✐✲

♥❛❧❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❤❛r✈❡st❡r✳

✸✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❈②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r②

❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ q✉❛♥✲

t✐❢② ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r st♦❝❤❛st✐❝

♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❛ s②st❡♠ ❤❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡

❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❣♥❛❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱

✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦✲

❣r♦✉♥❞ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ t♦ ❬✶✷✾✕✶✸✷❪✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss X(t) ✐s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✏Pr✧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✏FX(x; t)✧ ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥t ✭X(t) ≤ x✮

❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ X(t)

FX(x; t) = Pr{X(t) ≤ x}, −∞ < x <∞, ✭✸✳✶✮

❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss X(t) ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r x ❢♦r X(t) ≤ x✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❜♦✉t ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ❜❡❢♦r❡ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■❢ ❛

r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ✐s ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ X(t)✱
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t ∈ Z✱ t❤❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss X(t) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐ts

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ FX(x; t) ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ fX(x; t) ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r −∞ < x <∞ s✉❝❤ t❤❛t

Pr{a <X(t) ≤ b}=
b
∫

a

fX (x; t) dx ❢♦r−∞ < a < b <∞, ✭✸✳✷✮

t❤❡♥ fX(x; t) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❬✶✷✾❪✳

■❢ X(t) ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ fX(x; t)✱ t❤❡♥

✐ts mth ♠♦♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E[X(t)m] =

∞
∫

−∞

xmfX(x; t)dx, ✭✸✳✸✮

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❜s♦❧✉t❡❧②✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦♠❡♥t ✭m = 1✮ ✐s ❝♦♠✲

♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ X(t) ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ❛s mX(t)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥t ✐s

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢X(t) ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ❛s σ2
X(t) ♦r ❱❛r[X(t)] ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉✲

❧❛s ❱❛r[X(t)] ❂ E[(X(t)−mX(t))
2] ❂ E[X(t)2]−mX(t)

2✳ ❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss X(t)✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② RXX(t1, t2) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❥♦✐♥t ♠♦♠❡♥t ♦❢

X(t1) ❛♥❞ X(t2)✿

RXX(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)] = 〈X(t1)X(t2)〉. ✭✸✳✹✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❛ ♥❛rr♦✇❡r✲♣❡❛❦❡❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛♥ ❛

♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ♦♥❡✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠

♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s X(t) ❛♥❞ Y (t)✱ ❞❡♥♦t❡❞

❜② RXY (t1, t2)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❥♦✐♥t ♠♦♠❡♥t ♦❢ X(t1) ❛♥❞ Y (t2)✿

RXY (t1, t2) = E[X(t1)Y (t2)] = 〈X(t1)Y (t2)〉. ✭✸✳✺✮

❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss X(t) ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ✭❙✮ ♣r♦❝❡ss ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ FX(t) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t✱ ✐✳❡✳ FX(x1, . . . , xk; t1, . . . , tk) =

FX(x1, . . . , xk; t1 + ∆t, . . . , tk + ∆t) ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ∆t✱ ❛♥② k ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡s

t1, . . . , tk✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐ts ❛✉✲

t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❬✶✸✵❪✱ t❤❛t

✐s✱

mX(t) = mX ;RX(t1, t2) ≡ RX(t2 − t1). ✭✸✳✻✮
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▲❡tt✐♥❣ τ = t2 − t1✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ RX(τ) ≡ E[X(t)X(t+ τ)]✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♠❛♥②

♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❝❛♥ s❤♦✇ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡

❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X(t) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡

st❛t✐♦♥❛r② ✭❲❙❙✮ ✭♦r ✇❡❛❦❧② st❛t✐♦♥❛r②✮✳ ❲✐t❤ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r②

r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss X(t)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ♦❢ X(t) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② RX(0) = E[X(t)2] ≥ 0✳

• RX(τ) = E[X(t)X(t + τ)] = E[X(t− τ)X(t)] = RX(−τ)✱ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s

❛♥ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ τ ✳

• |RX(τ)|2 ≤ RX(0)
2✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

• ■❢ RX(T ) = RX(0) ❢♦r s♦♠❡ T ✱ t❤❡♥ RX(τ) ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ T ✱ ✐✳❡✳ RX(τ+

T ) = RX(τ) ❢♦r ❛❧❧ τ ✱ ❛♥❞ X(t) ✐s ❛ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ✐✳❡✳ E[(X(t+

T )−X(t))2] = 0✳

• ■❢ RX(τ) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t τ = 0✱ ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳

❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ RXY ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❲❙❙ ♣r♦❝❡ss❡sX(t) ❛♥❞ Y (t) s❛t✐s✜❡s✿

• RXY (τ) = RXY ✳

• ❇② t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ RXY (τ)
2 ≤ E[X(0)2]E[Y (τ)2] = RX(0)RY (0)✳

• |RXY (τ)| = 1/2(RX(0) +RY (0))✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ SXX(ω) ♦❢ ❛ ❲❙❙ ♣r♦❝❡ss X(t) ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ✐ts ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ RXX(τ)✿

SXX (ω) =

∫

∞

−∞

RXX (τ) e−jωtdt, ✭✸✳✼✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ RXX(τ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ SXX(ω)✿

RXX (τ) =
1

2π

∫

∞

−∞

SXX (ω) ejωτdω. ✭✸✳✽✮

❋♦r t✇♦ ❥♦✐♥t❧② ✇✐❞❡✲s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss❡s X(t) ❛♥❞ Y (t)✱ t❤❡ ❝r♦ss ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧

❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡✿

SXY (ω) =

∫

∞

−∞

RXY (τ) e−jωtdt. ✭✸✳✾✮

●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ RXX(τ)✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✸✵❪✿
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α

Px(t)
P
α

t

x(t)

T

1/T 2/T 3/T 4/T 5/T0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ x(t)❀ Px(t) ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦✇❡r

♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧❀ Pα ✐s t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❬✶✷✽❪

• SXX(ω) ✐s r❡❛❧✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss X(t) ✐s ❝♦♠♣❧❡①✳

• ■❢ X(t) ✐s r❡❛❧✱ t❤❡♥ SXX(ω) ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ RXX(τ) ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

• SXX(ω) ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❤❛s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡

♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss X(t) ♣❡r ✉♥✐t ❢r❡q✉❡♥❝②✳

▼❛♥② ♣r♦❝❡ss❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss

t❤❛t ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ ✇❤♦s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✈❛r② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇✐t❤

t✐♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ❬✶✸✸❪✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥✲

❛r② ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✷✽✱✶✸✸✱✶✸✹❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r②

s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❆ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss X(t) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ✐❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②

✭♦r ♠❛ss✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ fX(x; t) ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛ ♣❡r✐♦❞ T ✳

❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛♥② k ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡s t1, . . . , tk✱ ✇❡ ❤❛✈❡

fX(x1, . . . , xk; t1, . . . , tk) = fX(x1, . . . , xk; t1 + T, . . . , tk + T ). ✭✸✳✶✵✮

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②

♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

✇♦r❦✮✱ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❬✶✸✹❪✳ ❆ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② st♦❝❤❛s✲

t✐❝ ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛r②✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②

✐♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞ T ✱

mX(t+ T ) = mX(t); RXX(t, τ) = RXX(t+ T, τ), ✭✸✳✶✶✮

❢♦r ❛❧❧ τ ∈ (−T, T )✳ ❋♦r ❛ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✱ ✐ts ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥

t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s α✮✿

RXX(t, τ) =
∑

a

Rα
XX (τ) ej2παt, α =

n

T
, n ∈ Z; ✭✸✳✶✷✮
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✸✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❈②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ❙t♦❝❤❛st✐❝ Pr♦❝❡ss ✶✵✸

t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s

❜②

Rα
XX (τ) =

1

T

∫ T

0

RXX (t, τ) e−j2παtdt. ✭✸✳✶✸✮

❈②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❙❈❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Rα
XX

✿

Sα
XX (ω) =

∫

∞

−∞

Rα
XX

(τ) e−jωτdτ ; ✭✸✳✶✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Rα
XX

(τ) =
1

2π

∫

∞

−∞

Sα
XX

(ω) ejωτdω. ✭✸✳✶✺✮

❋♦r α = 0✱ R0
XX

(τ) r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ S0
XX (ω)

✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲

❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ ✐♥ s❡♥s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②

♦r ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❬✶✸✸❪✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ x(t) ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✇✐t❤ t❤❡

tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ h(t)✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ z(t) ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s z(t) = h(t) ∗ x(t) ✐♥
t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤❡r❡ ✏∗✧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ Z(f) = H(f)X(f) ✐♥

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

♦❢ H(f) ❛s

Sz(f) = |H(f)|2Sx(f). ✭✸✳✶✻✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❙❈❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ x(t) ❛❢t❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

Sα
z (f) = H(f +

α

2
)Sα

x (f)H
∗(f − α

2
), ✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✜❧t❡r t❤❛t ✐s s✐♠♣❧② ❛ t✐♠❡ ❞❡❧❛②

t0 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ t❤❡♥ h(t) = δ(t − t0)✱ ✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ H(f) = e−j2πft0 ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❙❈❉ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s

Sα
z (f) = Sα

x (f)e
−j2παt0 , ✭✸✳✶✽✮

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❙❈❉ ♦❢ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦r ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛②

♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳
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✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r P❙❍■ ❆❈ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

M

VKs

u

C
L
RL

Ip

F

I

Is

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✭♣r♦♦❢ ♠❛ss M ✱ str✉❝t✉r❡ st✐✛♥❡ss Ks✱ ❞❛♠♣❡r

C✱ ✐♥❞✉❝t♦r L ❛♥❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ RL✮

✸✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r ✭P❙❍■✮ ❆❈

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠ ✐s

s❤♦✇♥ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❋r♦♠

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝✉rr❡♥t

s♦✉r❝❡ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ✈❡❧♦❝✐t② u̇ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α✮ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧

❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0❀ s♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t Ip ✢♦✇✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐s

Ip(t) = αu̇(t)− C0V̇ (t). ✭✸✳✶✾✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢

♠❛ss ♣♦s✐t✐♦♥ u✱ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② u̇ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ V ❛❝r♦ss t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡r✿

Mü(t) = F (t)−K❊u(t)− αV (t)− Cu̇(t). ✭✸✳✷✵✮

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st✐✛♥❡ss ❑E ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❑pE ✭t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤

s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦rt✮ ❛♥❞ Ks ✭t❤❡ str✉❝t✉r❡ st✐✛♥❡ss✮❀ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦ ζ ♦r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ❛s

C = 2Mω0Eζ = Mω0E/QM ❛♥❞ ω0E ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t r❡s♦♥❛♥t ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡✲

q✉❡♥❝② ✭ω0E =
√

KE/M✮ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦

❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ a ❛s F =Ma ❢♦r ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ s②st❡♠✳

❋r♦♠ ❑✐r❝❤❤♦✛✬s ❝✉rr❡♥t ❧❛✇✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t V/RL ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞

❡q✉❛❧s t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t Ip ✢♦✇✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ♠✐♥✉s t❤❡ ❝✉rr❡♥t Is t❤❛t

✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞❡✈✐❝❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ V ❛❝r♦ss t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ✈❡❧♦❝✐t②

u̇ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ĨsC0/α✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝
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✈♦❧t❛❣❡ V̇ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✱ Ĩs ✭t❤❡ s❝❛❧❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✮✿

V̇ (t) = u̇(t) ∗ ḣ(t) + Ĩs(t) ∗
C0

α
ḣ(t), ✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ✉♥✐t st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❍(t) ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝❛✉s❛❧✐t②

❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τe r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ RL✿

h(t) =
α

C0

e−
t
τe❍(t)

τe = RLC0. ✭✸✳✷✷✮

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✷✶✮✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

V (t) =

∞
∫

−∞

h(t− t1)v(t1)dt1 +
C0

α

∞
∫

−∞

h(t− t2)Ĩs(t2)dt2, ✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Ĩs(t) ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣✉❧s❡✲r❡s♣♦♥s❡ hs ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✭r❡❢❡r✲

❡♥❝❡❞ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✮ ❛s

Ĩs(t) =

∞
∫

−∞

hs(t, t1)v(t1)dt1, ✭✸✳✷✹✮

❛♥❞ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✿

hs(t, t1) = − (1 + γ)
∞
∑

n=−∞







∞
∑

k′=0

(−γ)k
′

(

h
(

t− k′T − t1
)

e−
k′T
τe

− h
(

t−
(

k′ + 1
)

T − t1
)

e−
(k′+1)T

τe

)

δ (t− nT )






. ✭✸✳✷✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ hs ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t✇♦ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❛

t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜r❡❛❦s t❤❡ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳

✸✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❈❛s❡

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s KAB(t, t
′) = E [A(t)B(t′)] =

〈A(t)B(t′)〉 ❢♦r s✐❣♥❛❧s A ❛♥❞ B✱ ✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ❞❡♥♦t❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

u✱ v ❛♥❞ V ♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r❝❡ F ✳ ❊[ ] ❞❡♥♦t❡s st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣
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t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ RAB ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛s t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ KAB t♦

✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t✇♦ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts t1 ❛♥❞ t2✱ ❛♥❞

RAB ❢♦r t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t ❛♥❞ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ τ ✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭❊q✳ ✭✸✳✷✵✮✮✿

u̇(t) = v(t) ✭✸✳✷✻✮

v̇(t) = −ω0E
2u(t)− ω0E

QM

v(t)− α

M
V (t) +

1

M
F (t). ✭✸✳✷✼✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♠♣✉❧s❡✲r❡s♣♦♥s❡ hV v t♦ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥♣✉t ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐s

V (t) =

∫

∞

−∞

hV v(t, t1)v(t1)dt1. ✭✸✳✷✽✮

❋r♦♠ ❊qs✳ ✭✸✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✹✮✱ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ hV v ✐s

hV v(t, t1) = h(t− t1) +
C0

α

∫

∞

−∞

h(t− t2)hs(t2, t1)dt2. ✭✸✳✷✾✮

❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊qs✳ ✭✸✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✼✮✱ ♦r ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✷✽✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st

r❡q✉✐r❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐s

〈u̇(t)v(t′)〉 = ∂

∂t
Kuv(t, t

′) = Kvv(t, t
′) ✭✸✳✸✵✮

〈v̇(t)v(t′)〉 = ∂

∂t
Kvv(t, t

′) = −ω0E
2Kuv(t, t

′)− ω0E

QM

Kvv(t, t
′)

− α

M
KV v(t, t

′) +
1

M
KFv(t, t

′) ✭✸✳✸✶✮

〈V (t)v(t′)〉 = KV v(t, t
′) =

∫

∞

−∞

hV v(t, t1)Kvv(t1, t
′)dt1 ✭✸✳✸✷✮

〈F (t)u̇(t′)〉 = ∂

∂t′
KFu(t, t

′) = KFv(t, t
′) ✭✸✳✸✸✮

〈F (t)v̇(t′)〉 = ∂

∂t′
KFv(t, t

′) = −ω0E
2KFu(t, t

′)− ω0E

QM

KFv(t, t
′)

− α

M
KFV (t, t

′) +
1

M
KFF (t, t

′) ✭✸✳✸✹✮

〈F (t)V (t′)〉 = KFV (t, t
′) =

∫

∞

−∞

hV v(t
′, t1)KFv(t, t1)dt1. ✭✸✳✸✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ❊qs✳ ✭✸✳✸✸✮ t♦ ✭✸✳✸✺✮ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐❢ KFF ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❢♦r❝❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ ❊qs✳ ✭✸✳✸✵✮ t♦ ✭✸✳✸✷✮ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐❢ KFv✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✸✳✸✸✮ t♦ ✭✸✳✸✺✮✱ ✐s ❣✐✈❡♥✳

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✸✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✶✵✼

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡

❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✐❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ F ✐s ❛ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✭♦r ❛ ✇✐❞❡ s❡♥s❡

❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❊qs✳

✭✸✳✸✵✮✲✭✸✳✸✺✮✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ RAB(t, τ) ≡ KAB(t2, t1)

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t✐♠❡ t = (t1+t2)/2 ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❧❛❣ τ = t2−t1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢

t✇♦ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts t2 ❛♥❞ t1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ A ❛♥❞ B r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r②

♣r♦❝❡ss✱ RAB(t, τ) ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ t ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣❡r✐♦❞ Ts ❛♥❞

❤❛s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ωs ❬✶✷✽❪✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

RAB(t, τ) =
∑

n

Rn
AB(τ)e

jωsnt;

Rn
AB(τ) =

1

Ts

∫ Ts

0

RAB(t, τ)e
−jωsntdt; ✭✸✳✸✻✮

❢♦r ✐♥t❡❣❡r n✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭❙❈❉✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Rn
AB ❬✶✸✺❪✿

Sn
AB(ω) =

∫

∞

−∞

Rn
AB(τ)e

−jωτdτ

Rn
AB(τ) =

1

2π

∫

∞

−∞

Sn
AB(ω)e

jωτdω. ✭✸✳✸✼✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s τ = t2 − t1 ❛♥❞ t = (t1 + t2)/2✱ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐❣♥❛❧s A ❛♥❞ B ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts t2 ❛♥❞ t1 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ Sn
AB✿

KAB(t2, t1) =
1

2π

∞
∫

−∞

∑

n

Sn
AB(ω)e

j(ω+ 1
2
ωsn)t2−j(ω− 1

2
ωsn)t1dω. ✭✸✳✸✽✮
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❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✵✮✱ ✭✸✳✸✶✮✱ ✭✸✳✸✸✮✱ ✭✸✳✸✹✮ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s

j

(

ω +
1

2
ωsn

)

Sn
uv(ω) = Sn

vv(ω) ✭✸✳✸✾✮

j

(

ω +
1

2
ωsn

)

Sn
vv(ω) = −ω0E

2Sn
uv(ω)−

ω0E

QM

Sn
vv(ω)−

α

M
Sn
V v(ω) +

1

M
Sn
Fv(ω)

✭✸✳✹✵✮

−j
(

ω − 1

2
ωsn

)

Sn
Fu(ω) = Sn

Fv(ω) ✭✸✳✹✶✮

−j
(

ω − 1

2
ωsn

)

Sn
Fv(ω) = −ω0E

2Sn
Fu(ω)−

ω0E

QM

Sn
Fv(ω)−

α

M
Sn
FV (ω) +

1

M
Sn
FF (ω),

✭✸✳✹✷✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦

L
(

ω + 1
2
ωsn
)

j
(

ω + 1
2
ωsn
) Sn

vv(ω) = − α

M
Sn
V v(ω) +

1

M
Sn
Fv(ω) ✭✸✳✹✸✮

L∗
(

ω − 1
2
ωsn
)

−j
(

ω − 1
2
ωsn
)Sn

Fv(ω) = − α

M
Sn
FV (ω) +

1

M
Sn
FF (ω), ✭✸✳✹✹✮

✇❤❡r❡

L(ω) = −ω2 + ω0E
2 + 2jωζω0E; ✭✸✳✹✺✮

L∗(ω) ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ L(ω) ❛♥❞ ζ = 1
2QM

t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦✳ ◆♦t❡ t❤❛t

Sn
FF = 0 ❢♦r n 6= 0 ✐❢ F ✐s ❛ ✇✐❞❡ s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ S0

FF ✐s t❤❡

♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ F ✳

❆s t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t✐♠❡ t ❛♥❞

t❤❡ t✐♠❡ ❧❛❣ τ ✭RAB(t, τ) ≡ KAB(t2, t1)✮✱ ❊q✳ ✭✸✳✸✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

RFV (t, τ) = KFV (t+
1

2
τ, t− 1

2
τ) =

∫

∞

−∞

hV v(t−
1

2
τ, t1)KFv(t+

1

2
τ, t1)dt1. ✭✸✳✹✻✮

❲✐t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❊q✳ ✭✸✳✸✽✮✮✱ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✸✺✮ ❣✐✈❡s RFV ✐♥ t❡r♠s ♦❢ Sn
Fv✿

RFV (t, τ) =
1

2π

∞
∫

−∞

dω
∑

n

Sn
Fv(ω)e

j(ω+ 1
2
ωsn)(t+ 1

2
τ)

×





∞
∫

−∞

hV v(t−
1

2
τ, t1)e

−j(ω− 1
2
ωsn)t1dt1



 . ✭✸✳✹✼✮
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❚❤❡ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ hV v ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡

❜r❛❝❦❡ts ❛s ❛ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r t✐♠❡s ❛ t✲♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ y = y(t, ω) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts yk✱ t❤❛t ✐s

∞
∫

−∞

hV v(t, t1)e
−jωt1dt1 = e−jωty(t, ω) =

∑

k

yk(ω)e
j(−ω+kωs)t, ✭✸✳✹✽✮

♦r

ejωt
∫

∞

−∞

hV v(t, t1)e
−jωt1dt1 =

∑

k

yk(ω)e
jkωst. ✭✸✳✹✾✮

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ✭❊q✳ ✭✸✳✷✾✮✮ ❛♥❞

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

yk(ω) =
1

Ts

∫ Ts

0

(

ejωt
∫

∞

−∞

hV v(t, t1)e
−jωt1dt1

)

e−jωsktdt

=
1

Ts

∫ Ts

0

(

ĥ∗(ω)− (1 + γ)
ĥ∗(ω)e(jω−

1
τ )t

1 + γe(jω−
1
τ )Ts

)

e−jωsktdt

= ĥ∗(ω)×
(

δk,0 −
1

Ts
· 1 + γ

−jω + 1
τ
+ jωsk

· 1− e(jω−
1
τ )Ts

1 + γe(jω−
1
τ )Ts

)

✭✸✳✺✵✮

✇❤❡r❡ ĥ∗(ω) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ĥ(ω)✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

RFV ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t−♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ y(t, ω)✿

RFV (t, τ) =

∫

∞

−∞

1

2π

∑

i

SFv
i(ω)

[

∑

k

yk(ω − 1

2
ωsi)e

j(−ω+ 1
2
ωsi+ωsk)(t− 1

2
τ)

]

ej(ω+
1
2
ωsi)(t+ 1

2
τ)dω

=

∫

∞

−∞

1

2π

∑

i

SFv
i(ω)

[

∑

k

yk(ω − 1

2
ωsi)e

j(ωsi+ωsk)tej(2ω−ωsk)
τ
2

]

dω. ✭✸✳✺✶✮

❚❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Rn
FV ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✺✶✮ ✐♥t♦

❊q✳ ✭✸✳✸✻✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣✿

Rn
FV (τ) =

1

Ts

∫ Ts

0
RFV (t, τ)e

−jωsntdt

=

(

∫

∞

−∞

1

2π

∑

i

Si
Fv(ω)

[

∑

k

yk(ω − 1

2
ωsi)e

j(2ω−ωsk)
τ
2

]

dω

)

1

Ts

∫ Ts

0
ej(i+k−n)ωstdt

=

(

∫

∞

−∞

1

2π

∑

i

Si
Fv(ω)

[

∑

k

yk(ω − 1

2
ωsi)e

j(2ω−ωsk)
τ
2

]

dω

)

(δn,i+k)

=
1

2π

∫

∞

−∞

∑

i

Si
Fv(ω)yn−i(ω − 1

2
ωsi)e

j(ω− 1
2
ωs(n−i))τdω ✭✸✳✺✷✮
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r n ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ Rn
FV ✱ ❤❡r❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✐♥❞❡① n ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❡r♠ ✇✐t❤ i✳ ❚❤❡ ❙❈❉

Sn
FV ♦❢ F ❛♥❞ V ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Sn
FV (ω) =

∫

∞

−∞

Rn
FV (τ)e

−jωτdτ

=

∫

∞

−∞

(

1

2π

∫

∞

−∞

∑

i

Si
Fv(ω

′)yn−i(ω
′ − 1

2
ωsi)e

j(ω′
−

1
2
ωs(n−i))τdω′

)

e−jωτdτ ; ✭✸✳✺✸✮

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

❛s✿
(
∫

∞

−∞

ej(ω
′
−

1
2
ωs(n−i)−ω)τdτ

)

= 2πδ(ω′ − 1

2
ωs (n− i)− ω), ✭✸✳✺✹✮

s♦ ✜♥❛❧❧② Sn
FV ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❈❉ ✭Si

Fv✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ F

❛♥❞ v t✐♠❡s t❤❡ t−♣❡r✐♦❞✐❝ t❡r♠ yn−i(ω)✿

Sn
FV (ω) =

∑

i

Si
Fv(ω +

1

2
ωs (n− i))yn−i(ω − ωsi+

1

2
ωsn). ✭✸✳✺✺✮

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❙❈❉ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❣✐✈❡s

Sn
V v(ω) =

∑

i

Si
vv(ω − 1

2
ωs (n− i))y∗n−i(ω + ωsi−

1

2
ωsn). ✭✸✳✺✻✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❙❈❉ Sn
Fv ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r❝❡ F ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② v ❛♥❞ t❤❡ ❙❈❉ Sn

vv ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②

✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ Sn
FV ✭❊q✳ ✭✸✳✶✸✮✮ ❛♥❞ Sn

V v ✭✸✳✶✹✮ ✐♥t♦

❊qs✳ ✭✸✳✹✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✹✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ♦✈❡r ♦♥❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❤❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥

❛s✿

P =
1

Ts

∫ Ts

0

1

RL

〈

V 2(t)
〉

dt. ✭✸✳✺✼✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♠♣✉❧s❡

r❡s♣♦♥s❡ hV v ❛♥❞ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❙❈❉ ✭S̃n
vv(ω) = Sn

vv(ω + ωsn/2)✮ ❛s✿

P =
1

Ts

1

RL

Ts
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

hV v(t, t1)hV v(t, t2)Kvv(t1, t2)dt1dt2dt

=
1

RL

1

2π

∞
∫

−∞

dω
∑

n

S̃n
vv(ω)

(

ĥ∗(ω)ĥ(ω + ωsn)

×
(

δn,0 + (1 + γ)
1

Ts
Jn(ω)

)

)

, ✭✸✳✺✽✮
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✸✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✶✶✶

✇❤❡r❡

Jn(ω) =
1

(

−jω − 1
τe

)

1− e(−jω− 1
τe
)Ts

1 + γe(−jω− 1
τe
)Ts

+
1

(

j (ω + ωsn)− 1
τe

)

1− e(jω−
1
τe
)Ts

1 + γe(jω−
1
τe
)Ts

+
τe
2

(1 + γ)
(

1− e−
2Ts
τe

)

(

1 + γe(jω−
1
τe
)Ts

)(

1 + γe(−jω− 1
τe
)Ts

) .

✸✳✸✳✷ ❲❡❛❦ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❈❛s❡

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞✳ ❋♦r ❛ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛ss r❡❞✉❝❡s

t♦

▼ü ∼= ❋−❑❊u− ❈u̇. ✭✸✳✺✾✮

❲✐t❤ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ u ❛♥❞ v ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✸✳✺✾✮✱ u ❛♥❞ v ❛r❡ ❛❧s♦ ✇✐❞❡ s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r②

♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡

K0
vv(t1, t2) ≡ K0

vv(t1 − t2, 0) = R0
vv(τ). ✭✸✳✻✵✮

❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

S0
vv(ω) =

∫

∞

−∞
R0

vv(τ)e
−jωτdτ

R0
vv(τ) =

∫

∞

−∞

1
2π
S0
vv(ω)e

jωτdω.
✭✸✳✻✶✮

❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛ss ✈❡❧♦❝✐t② v ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ F ✿

S0
vv (ω) =

∣

∣

∣
ĥvF (ω)

∣

∣

∣

2

S0
FF (ω) . ✭✸✳✻✷✮

❚❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ v ❛♥❞ F ✐s ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢

♠♦t✐♦♥ ✭❊q✳ ✭✸✳✺✾✮✮ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ✐s

ĥvF (ω) = jωĥuF (ω) = jω
1

M

(

1

−ω2 + 2ξjωω0E + ω0E
2

)

. ✭✸✳✻✸✮

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ♦✈❡r ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✭✸✳✶✼✮ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥

✐♥ t❡r♠s ♦❢ S0
vv ♦♥❧② ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
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✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r P❙❍■ ❆❈ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❋r♦♠ ✭✸✳✻✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥

P =
1

RL

1

2π

∞
∫

−∞

∣

∣

∣
ĥvF (ω)

∣

∣

∣

2∣
∣

∣
ĥ(ω)

∣

∣

∣

2
[

1 +
1 + γ

Ts
J0(ω)

]

S0
FF (ω)dω ✭✸✳✻✹✮

✇❤❡r❡ ĥvF ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✸✮ ❛♥❞

J0(ω) =
1

(

−jω − 1
τe

)

1− e(−jω− 1
τe
)Ts

1 + γe(−jω− 1
τe
)Ts

+
1

(

jω − 1
τe

)

1− e(jω−
1
τe
)Ts

1 + γe(jω−
1
τe
)Ts

+
τe
2

(1 + γ)
(

1− e−
2Ts
τe

)

(

1 + γe(jω−
1
τe
)Ts

)(

1 + γe(−jω− 1
τe
)Ts

) .

✸✳✸✳✸ ❙t❛♥❞❛r❞ ❈❛s❡

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❧♦❛❞✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ③❡r♦ ✭t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✐♥✜♥✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛❝t♦r γ = 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦

Ip = I =
V

RL

= αu̇(t)− C0V̇ (t), ✭✸✳✻✺✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ hV v ❜❡t✇❡❡♥ V ❛♥❞ v ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h ✐♥

❊q✳ ✭✸✳✷✷✮ ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✉rr❡♥t Is ✐s ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ V ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❙❉ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② v ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡

hV v ❛s

S0
V V =

∣

∣

∣
ĥV v(ω)

∣

∣

∣

2

S0
vv =

∣

∣

∣
ĥ(ω)

∣

∣

∣

2

S0
vv. ✭✸✳✻✻✮

❲✐t❤ ❛ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✇✐❞❡✲s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ S0
V V ♦♥❧②✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✶✼✮ ❛♥❞

❊q✳ ✭✸✳✻✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥

P =
1

RL

1

2π

∫

∞

−∞

∣

∣

∣
ĥ(ω)

∣

∣

∣

2

S0
vvdω

=
1

RL

1

2π

∫

∞

−∞

S0
V V dω, ✭✸✳✻✼✮
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✸✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✶✶✸

✇❤❡r❡ ĥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✷✷✮✳ ❲✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛❞❛♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉r✲

r❡♥t I ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✐st♦r ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ V ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡

RL✱ ❛♥❞ t❤❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t I ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

V ❛s

I(ω) =
V (ω)

RL

✭✸✳✻✽✮

S0
II (ω) =

S0
V V (ω)

RL
2 . ✭✸✳✻✾✮

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r t❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

P = RL
1

2π

∫

∞

−∞

S0
II(ω)dω. ✭✸✳✼✵✮

❆s ❊q✳ ✭✸✳✼✵✮ s❤❛r❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ✐♥ ❍❛❧✈♦rs❡♥✬s ✇♦r❦ ❬✶✷✶❪✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ F ❜② ✉s✐♥❣ ❤✐s

✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✼✵✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

S0
FF ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

a ♦✈❡r t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛ss ✭S0
FF = S0

aa/M
2✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ hIa ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❝✉rr❡♥t I ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ a✿

P = RL
1

2π

∫

∞

−∞

S0
II(ω)dω

= RL
1

2π

∫

∞

−∞

∣

∣

∣
ĥIa(ω)

∣

∣

∣

2

S0
aa(ω)dω

= RL
1

2π

∫

∞

−∞

∣

∣

∣
ĥIa(ω)

∣

∣

∣

2S0
FF (ω)

M2
dω, ✭✸✳✼✶✮

✇❤❡r❡ ĥIa ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❍❛❧✈♦rs❡♥ ❬✶✷✶❪ ❛s

ĥIa(ω) =
jωk

√
K❉C0

(1− k2)ω0D
2 −

(

1 + RLC0ω0D

QMD

)

ω2 + jωω0D

(

1
QMD

+RLC0ω0D

(

1− ω2

ω0D
2

)) .

✭✸✳✼✷✮

ω0D =
√

K❉/M ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t r❡s♦♥❛♥t ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②❀ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t

st✐✛♥❡ss K❉ = K❊ + α2/C0 ❛♥❞ QMD ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛t ♦♣❡♥✲

❝✐r❝✉✐t r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ QMD = Mω0D/C✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡

♣r♦❝❡ss✱ S0
FF ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥

❊q✳ ✭✸✳✼✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✉♥❞❡r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✷✶❪ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ĥIa✿

P =
S0
FF

2M

k2QMDRLC0ω0D

1 +
(

1
QMD

+ k2QMD

)

RLC0ω0D + (RLC0ω0D)
2
. ✭✸✳✼✸✮
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✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r P❙❍■ ❆❈ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣

▲✉♠♣❡❞ ♠❛ss M ✷✵✵ ❣

❙❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t st✐✛♥❡ss KE ✸✵✵✵ Nm−1

❈❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0 ✷✵ nF

■♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ ✵✳✼✺

❍❛r✈❡st❡r s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② f0E ✶✾✳✹✾ Hz

✸✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ♣r✐♠❛r② q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞

♣♦✇❡r ❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐s✲

❝✉ss❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

✸✳✹✳✶ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝②

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧❜✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r

k2✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

QM = 1/(2ξ) ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 = α2/(C0K❊+α
2) ✐♥✢✉❡♥❝❡

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✳ ❙♦✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ k2 ❛♥❞ QM s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛s ✜❣✉r❡s

♦❢ ♠❡r✐t ❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠✲✈✐❜r❛t✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✐r❝✉✐tr②✳ ■♥

t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡❛❧✐st✐❝✱ ♠♦❞❡r❛t❡ k2 ❛♥❞ QM ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧

r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✺✹❪

❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡✲♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ s♣❡❝tr✉♠ SFF ✳

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ωs ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸

❢♦r ❛ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM = 122.475 ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t

k2 r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵✳✵✻✼ % t♦ ✻✳✷✺ %✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
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✸✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts ✶✶✺

t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② SFF ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss M ❀ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ωs ✐s

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t r❡s♦♥❛♥t ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω0E✳

❚❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ RL ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ωs/ω0E✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❝✉r✈❡s ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs k2 ❛s ωs → 0 ❛❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡

✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ Ropt = 1/(C0ω0D) ❬✶✷✶❪✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ❛r♦✉♥❞ ✻✳✷✺%✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✱

❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❢❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝✉r✈❡s✱

❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♥♦t❝❤ ♥❡❛r ωs = 2ω0E ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ❛s k2 ✐♥❝r❡❛s❡s✱

t❤❡ ♥♦t❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r k2 ❝❛s❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭t❤❡ t✇♦ ❤✐❣❤❡r

k2 ❝✉r✈❡s ✐♥ ✜❣✉r❡s✮ t❤❡ ♥♦t❝❤ ❡✈❡♥ ❛♣♣❡❛rs ❛t ♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❣✐✈❡♥

❜② 2ω0E/p✱ p ∈ N ❣✐✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦t❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡s

♦❢ ❤❛r✈❡st❡r✬s ❤❛❧❢✲♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ❤❛s ❛

str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ♥♦t❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t 2ω0E✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❤❛r✈❡st❡r✬s ❤❛❧❢ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✇❤② t❤✐s ♥♦t❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ❛♥❞

✇❤② ✐t ❤❛s ❛ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♥❡❡❞s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②

❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✳✺ω0E t♦ ✷ω0E ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 ✇❤❡♥ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ st✐❧❧ ❤♦❧❞s

❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r k2✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡s

✭ωs = 1.62ω0E ❢♦r k2 = 2.34%✱ 1.74ω0E ❢♦r k2 = 1.64%✱ 1.9ω0E ❢♦r k2 = 0.415% ❛♥❞

1.95ω0E ❢♦r k2 = 0.067%✮✳ ❆ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤✐s✱ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s

❧❛r❣❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧♦ss❡s ❬✶✸✻❪✳

❚♦ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r

♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ k2 ❛♥❞ QM s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ k2 ❛♥❞ QM s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹

✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs k2 = ✶✳✻✼×10−4 %✱ ✵✳✵✶✻✼ %✱ ✵✳✹✶✺ % ❛♥❞ ✶✳✻✹ % ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ QM ✐s ❦❡♣t ❢r♦♠ ✹✳✽✾✾ t♦

✹✽✾✳✾ t♦ r❡✢❡❝t r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✜♥❞ t❤❛t ✇❤❡♥ k2 ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧

❛s ✐♥ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❝♦❧❧❛♣s❡s t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡❀

❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r k2 t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ QM ✱ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ k2❀

t❤❡ k2✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s str♦♥❣❡r ❢♦r ❤✐❣❤❡r QM ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❛t ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤QM ✱ t❤❡ k2✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s

❡❛s✐❧② t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ✈❡rs✉s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ QM ❂ ✶✷✷✳✹✼✺

❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t k2✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡rs ❢♦r st❛♥❞❛r❞

❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡

✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k2QM ✇✐t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤❡♥

k2 ✐s s♠❛❧❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ k2 = ✶✳✻✼×10−4 %✱ QM = ✹✽✾✳✾ ❛♥❞ k2 = ✵✳✵✶✻✼ %✱

QM = ✹✳✽✾✾ ✭k2QM ❂ ✽✳✶✽✶×10−4✮✱ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ❛r❡ ✶✳✶✺✾ ❛♥❞ ✵✳✼✼✽✼

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r k2✱ s❝❛❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡rs ✇♦✉❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ k2QM ❂ ✷✳✵✵✾✳ ❲✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ k2QM ✲✈❛❧✉❡ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❛ ✈❡r②

s♠❛❧❧ k2QM ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r k2QM ✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣

t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ✈❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ k2 ❛♥❞ QM

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ k2QM ✐s ❤❡❧❞ ✜①❡❞✳ ❲✐t❤ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t t❤❡

❝❛s❡ ❬✶✸✼❪✳ ❋♦r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② k2✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ♠♦r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②

❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡r QM ✈❛❧✉❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱

❢♦r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦ss ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❋♦r ❛ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛r✈❡st❡r✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✻✹✮ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✇✐t❤

k2QM = 0.0068✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡♥ k2 = ✶✳✻✼

×10−4 %✱ ✵✳✵✶✻✼ %✱ ✵✳✹✶✺ % ❛♥❞ ✶✳✻✹ % ❢♦r s❡✈❡r❛❧ QM ✈❛❧✉❡s✳ ✭❛✮ ❙❝❛❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r

♦✈❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ❀ ✭❜✮ ❙❝❛❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✈❡r k2QM ✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❢♦r

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r P❙❍■ ❆❈ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
1

2

3

4

5

6

7

8
x 10

−3

2
M

P
/S

F
F

ω
s
/ω

0E

 

 

PSHI General

Standard AC

PSHI Weak−coupling

k
2
=0.0167%

Q
M

=40.82

k
2
Q

M
=0.0068

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❙❝❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ✈❡rs✉s

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ γ ❂ ✵✳✼✺✱ QM ❂ ✹✵✳✽✷ ❛♥❞ k2 = 0.0167%✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡rs ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛❧❧ t❡♥❞ t♦✇❛r❞ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤❡♥

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ■♥ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦t ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣♦✇❡r

✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ k2QM = 2.0086✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❞❡♣❡♥❞s

str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s

❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t✇✐❝❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳

✸✳✹✳✷ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❉✐✛❡r❡♥t ❙♣❡❝tr❛❧ ❈r♦ss✲❈♦rr❡❧❛t✐♦♥

❉❡♥s✐t✐❡s ✭❙❈❉✮ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❲✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱

❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞

s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ ❋♦r t❤❡ ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ s♣❡❝tr❛✱

✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❜❡❧❧ ❝✉r✈❡ s❤❛♣❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s

SFF (ω) ∝ e−(ω/2π−f0E)2/(2fr)/
(√

2π
)

+ e−(ω/2π+f0E)2/(2fr)/
(√

2π
)

✱ ✇❤❡r❡ fr ❝♦♥tr♦❧s t❤❡

✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✏❜❡❧❧✧✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❢♦r❝❡ Frms
2 = 1

2π

∫

∞

−∞
SFF (ω)dω ♦❢ t❤❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❊①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ✭fr =

102, 104, 108✮✱ k2QM = 0.508✱ f0E = 19.49 ❍③
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❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ♥❛rr♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝②

❜❛♥❞✮ ❛s ❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ♥❛rr♦✇ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❲❤❡♥

t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ✐s ✢❛t ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r ❛t ❡❛❝❤ s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ✇❤✐t❡✲♥♦✐s❡ ✈❛❧✉❡✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲s❤❛♣❡❞ ❙❈❉ ✐s ♥❛rr♦✇ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✭❛✮✮ ❛♥❞ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛t❝❤

❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐ss✉❡✳ ❍❡r❡ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♦✉t✲♦❢✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ∆f ✐s ✶✳✸❍③✱ ✷✳✻❍③ ❛♥❞

✲✷✳✻❍③✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✭❜✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢r❡✲

q✉❡♥❝② s❤✐❢t ∆f ✐s ❛r♦✉♥❞ 7% ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭∆f = ✶✳✸ ❍③✮✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞

♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ 8%❀ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ∆f ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✸% ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭∆f

❂ ✷✳✻ ❍③✮✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✺% ✐♥ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ∆f

❂ ✲✷✳✻ ❍③ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ∆f ❂ ✷✳✻ ❍③ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❙P❆❈❊ ❜♦① ❞✐❣✐t❛❧✲t♦✲❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❉❆❈✮ t❤r♦✉❣❤

▼❛t❧❛❜ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❈♦♥tr♦❧❉❡s❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ r❡❛❧t✐♠❡ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡

❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ s❤❛❦❡r ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤

❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② fs✳ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❙P❆❈❊

❛♥❛❧♦❣✲t♦✲❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❆❉❈✮ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧❉❡s❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆♥ ✉♥✐♠♦r♣❤ t②♣❡ ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛❦❡r ❛♥❞ t✇♦ ❧❛s❡r ✈✐❜r♦♠❡t❡rs ✭s❡♥s✐t✐✈✐t② ❂ ✷✺

♠♠✴s✴❱ ❛♥❞ ✺✵ ♠♠✴s✴❱✮ ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ❝❧❛♠♣❡❞✲

❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✇✐t❤♦✉t s✇✐t❝❤✐♥❣✮

♦❢ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ❢r❡q✉❡♥❝② f0D✱ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❢r❡q✉❡♥❝② f0E✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t

✈♦❧t❛❣❡ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r❡❡✲❡♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛t✐♦ λ✱ ✲✸❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ∆f ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛♠♣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0 ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡❛✲

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✸✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✶✷✶

−80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

f(Hz)

S
F

F
 (

N
2
/H

z
)

 

 

✭❛✮

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
1

2

3

4

5

6

7

8
x 10

−3

P
o

p
t/F

2 rm
s

ω
s
/ω

0E

 

 

Gaussian ∆ f=0Hz

Gaussian ∆ f=1.3Hz

Gaussian ∆ f=2.6Hz

Gaussian ∆ f=−2.6Hz

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ SFF ✳ ✭❛✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞

SFF ✇❤❡♥ fr ❂ ✶✵❀ ✭❜✮ ❍❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢ts✳ f0E ❂ ✶✾✳✹✾ ❍③✱

k2QM ❂ ✵✳✺✵✽
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Changes the Actuates the 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉♥❞❡r ❛ ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✺✹❪✿

α = λC0, KE = αλ
f0E

2

f0D
2 − f0E

2 , M =
KE

4π2f0E
2 ,

C =
2πMf0D
QMD

, QMD =
f0D
∆f

, k2 =
f0D

2 − f0E
2

f0D
2 . ✭✸✳✼✹✮

❚❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

❆ ❜❛♥❞♣❛ss✲✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛❦❡r✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ❛❝❝❡❧❡r❛✲

t✐♦♥ a ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛ssM ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ❢♦r ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❤❛s ❛ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✹✷✳✺ ❍③ ❛♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ♦❢ ✽✵ ❍③✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❢♦r ✶✼ s ✭❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ st♦r❛❣❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❈♦♥tr♦❧❉❡s❦✮✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✶✵ kΩ ❧♦❛❞✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❢♦r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞

❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ❛ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❜✮ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✷✷ ✈❛❧✉❡s ♦❢

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ fs = 0.01f0E t♦ fs = 3.9f0E ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✷✵ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊rr♦r

❜❛rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✇❡r ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ❞❛t❛ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦t❝❤ ♣♦✐♥t s✉❝❤ ❛s ω0E ❛♥❞

2ω0E✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s st✐❧❧ ✈❡r②

✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❜✮ t❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✶✵ kΩ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡✳

✭❛✮ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r❝❡❀ ✭❜✮ ❍❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
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❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡

❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

f0E ✹✵✳✹✺ Hz

f0D ✹✵✳✺✻ Hz

△f ✵✳✾✹✹ Hz

λ ✶✺✺✵ V/m

C0 ✺✵✳✸ nF

γ ✵✳✻✾✹

QMD ✹✸

k2 ✵✳✺✹✸%

α 7.7744× 10−5 N/V

M ✵✳✸✹✶✻ g

KE ✷✷✳✵✻ Nm−1

C ✵✳✵✵✷✵ Nm−1s−1

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❤❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❧✐❣❤t❧②

❧❡ss t❤❛♥ fs = 2f0E ❛♥❞ ❤❛s ♦❜✈✐♦✉s ❞r♦♣s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛r♦✉♥❞ fs = 1f0E ❛♥❞ fs = 2f0E✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛t❝❤✐♥❣ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞

♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❣❡tt✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡

♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✹✺✵ kΩ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♦♣t✐♠❛❧

♣♦✇❡r ✐s ❛❜♦✉t ✶✳✹ t✐♠❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✇❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡

♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❤✐❧❡ t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐s ♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❛

t✐♠❡✲s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❙❙❍■ ✇✐t❤

s♠❛❧❧ k2QM ❬✹✷❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ♥♦t t❤❡

♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝❛s❡✱ ✐t s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✸✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❙❙❍■ ❆❈ ❛♥❞ P❙❍■ ❆❈ ■♥t❡r❢❛❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡✲

❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

✉s✐♥❣ ❙❙❍■ ❆❈ ❛♥❞ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❢♦r ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❍❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❘❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡ Ropt =

78.2 kΩ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t r❡s♦♥❛♥❝❡

ω0E ✳ P♦✐♥t❆ s❤♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r Popt = 2.51×10−3(µ)❲ ❛t ωs = 1.9ω0E

❛♥❞ RL = 5.5Ropt = 430❦Ω

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥s❡rts ♦♥ ❛

❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❬✺✹❪✳

❚❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐s t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✹✳✻ ❍③ ❛♥❞ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✷✵ ❍③✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇ t♦ ♣r❡✈❡♥t t✐♠❡✲

❞♦♠❛✐♥ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❆❧s♦✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛ss✉r❡

❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ✐s

✜①❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✷✷✳✹✼✺✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♣r♦✈❡❞

✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝✲

t♦rs✱ k2 = 0.00167% ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✮ ❛♥❞ 3.164% ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✮ ❢♦r ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞

❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛✲

t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✇✐t❤ ✸✵ s❡ts ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

r❡s✉❧t✳ ❆ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭ωs = 0ω0E ✐♥

st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ❛♥❞ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝♦♠❡s

♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❋✐❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡

❜✉t ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡✲

♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❙❍■ ❆❈✱ P❙❍■ ❆❈ ❛♥❞

st❛♥❞❛r❞ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✱ ❛♥❞ ❢♦r P❙❍■ ❆❈

t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣❡r♠✐t ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

❙❙❍■ ❆❈ ❛♥❞ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t❤❛♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉♥❞❡r ❛ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r

k2 ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✵✶✻✼ % t♦ ✵✳✺ %✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ ✉♥❞❡r ❛

♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❬✺✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡

✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r♦✉♥❞ 1.5ω0E✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ♣✉❧s❡❞ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❆ ♣✉❧s❡❞

❢♦r❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦r ❜❛❧❧ str✐❦✐♥❣✳ ❆ ♣✉❧s❡❞ ❢♦r❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

❛t t = 0.01 s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✵✳✵✶ ◆✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s

❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ k2 ✈❛❧✉❡s✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✱ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♠♦r❡

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés
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❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❙❍■✱ P❙❍■ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉♥❞❡r ❛ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡

❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs

✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♣r♦✈❡❞✳ ❱❡r② s✐♠✐❧❛r

t♦ ✉♥❞❡r ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❣❡ts ❧♦✇❡r ✇❤❡♥

❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉♥❞❡r ❛

♣✉❧s❡❞ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❧❡ss ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡✈❡♥ k2QM

✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛r♦✉♥❞ ✼✳✻✺✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t

♦❢ ✉s✐♥❣ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①✐sts ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ❤❛r✈❡st❡r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♦r ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✇❤❡♥ k2 = 6.25% t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ③❡r♦✳

❚❤❡ ❧❛st ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ F =

0.01× (1/2 cos(ω0Et) + cos(2ω0Et) + cos(4ω0Et) + 2 cos(12ω0Et))✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ♠♦❞✲

❡r❛t❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ♦❢ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞

t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❢♦r t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs s❤♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞

❝❛s❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✷✵ ❛♥❞ ✸✳✷✶ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ✇❤✐t❡✲♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❝❛s❡s✱ s♦♠❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st ❢♦r ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞

s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥s✳ ❈♦♠✲

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés
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❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ ♣✉❧s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

10
−1

10
0

10
1

10
2

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

R
L
/R

opt

E
 (

J
)

k
2
 6.25% Q

M
122.475 Pulse

 

 

Standard AC time

Standard AC stochastic

SSHI AC time

PSHI AC time 0.02ω
0E

, t
0
 avg

PSHI stochastic 0.02ω
0E

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❤✐❣❤❧②✲

❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❛ ♣✉❧s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❙❍■✱ P❙❍■ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉♥❞❡r ❛ ♣✉❧s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs

♣❛r❡❞ t♦ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ❜✉t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❤♦✇❡✈❡r ✜rst ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s

✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✮ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇♦r❦s ❜❡tt❡r ❢♦r ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r r❡❛❝❤❡s ❛r♦✉♥❞ 1.6%✱ t❤❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛ ❧♦t ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❙❙❍■ ❆❈

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧❡ss s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ts r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦ss ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞

❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❝✲

❝✉rs ✇❤❡♥ k2 = 1.64% ❛s ❢♦r P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ωs = 1.5ω0E ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✮✱ ✐t

❛❧r❡❛❞② ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❙❙❍■ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ③❡r♦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r✱

s✇✐t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ③❡r♦✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ t❤❛t

✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞s ❧❛r❣❡ ❧♦ss❡s

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡

♦✉t♣✉t t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ♦r P❙❍■ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❋♦r ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞

❝❛s❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ P❙❍■ ❆❈ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ✐❞❡❛❧❧② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ ❛s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t♦ ③❡r♦❀ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡

❤♦✇❡✈❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣✲✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❜r♦❛❞✲

❜❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥

♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ωs✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ❤❛r✲

✈❡st❡r ✇❤❡♥ ωs ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❆ ♥♦t❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

✭❛ s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛r♦✉♥❞

t✇✐❝❡ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛r✈❡st❡r

✇❛s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s

❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r

✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r②

❢♦r❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇♦r❦s ✉♥❞❡r

❛♥② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s❡r✈❡s ❛s ❛ r❡❛❧✐st✐❝

❞❡s✐❣♥ t♦♦❧ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s✇✐t❝❤❡❞✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥

✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦✉✲

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉♦♠❛✐♥ ❢♦r P❙❍■ ❆❈ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

10
−1

10
0

10
1

10
2

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

−6

R
L
/R

opt

P
 (

W
)

k
2
 0.415% Q

M
122.475 Multimodal

 

 

Standard AC time

Standard AC stochastic

SSHI AC time

PSHI AC time1.8ω
0E

, t
0
 avg

PSHI AC stochastic 1.8ω
0E
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♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts k2 ❛♥❞ QM ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ QM ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t

✇❤❡♥ k2 ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ t❤❡ ✈❡r② ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ QM ❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r k2✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❛❧❡❞

♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ QM ✳ ■t ✐s

❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇♦✉❧❞

❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ k2 ❛♥❞ QM ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s✐♠✐✲

❧❛r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧✇❛②s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r

❢♦r t❤❡ s❛♠❡ k2QM ✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ QM ✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ ✇✐t❤

t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ k2 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛r♦✉♥❞ 2ω0E/p✱ p ∈ N ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡

♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ❧♦✇❡r

❜❡st s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳

❉✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭❙❈❉s✮ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡

●❛✉ss✐❛♥ ❧✐♥❡s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❈❉ ❣❡ts ♥❛rr♦✇❡r✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦✲

♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡

s❛♠❡ ❛s ✇✐t❤ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❙❈❉✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢

t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❈❉ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❈❉ ✐s ♥❛rr♦✇❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✇✐t❤✐♥

✼ % ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r

❜② ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ %✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s t❤❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t t❤❛♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r

♠❡t❤♦❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❙❍■ ❆❈ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❆❈

t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■t ✐s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛s❡✱ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✇✐t❤✐♥ ✶✵% ♦❢ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❙❍■ ❆❈✱ ❙❙❍■ ❆❈ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r

✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✱ ♣✉❧s❡❞ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t

✇✐t❤ ❙❙❍■ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧✇❛②s

❤❛s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ❛♥❞ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
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✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✺

❢♦r ♣✉❧s❡❞ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✲

✈❡st❡r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛♥

✉s✐♥❣ ❙❙❍■ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ✉♥❞❡r ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❙❍■

❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ P❙❍■ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛s ❧❡ss ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛s t❤❡ ♣❤❛s❡

❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥ts ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

✐♥ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡❀ ✐t ❤♦✇❡✈❡r ♠✐❣❤t ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✉t✐❧✐③❡ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛❧✇❛②s ✜①❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉♥❞❡r

❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ♠✐❣❤t ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ✇✐t❤

P❙❍■ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❡✛❡❝t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇ ♦♥ t❤❡

s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ❙❙❍■ ❉❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❆❈✲

❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❙❙❍■ ❆❈

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡rs✳
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✹ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣②

❙❝❛✈❡♥❣✐♥❣ ♦♥ ❍♦st ❙tr✉❝t✉r❡

❛♥❞ ❍❛r✈❡st✐♥❣ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡✐s♠✐❝ ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②s✲

t❡♠✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✐❝r♦❣❡♥❡r❛t♦r ♦♥

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠✐❝r♦✲❣❡♥❡r❛t♦rs ❤❛s ♣r♦❣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ ❛

❝♦♥st❛♥t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦✲

❝❡ss ❛♥❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤

✐t ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐s ❛♥ ❡①tr❛ st❡♣ t❤❛t ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✉s ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❤❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t② ❛♥❞

❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝❛♥ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

✹✳✶ ❍✐st♦r② ♦❢ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❙❡✐s♠✐❝ ♦r ❛♥

■♥❞✐r❡❝t✲❈♦✉♣❧❡❞ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ❙②st❡♠

❈❛♥t✐❧❡✈❡r❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ r❡❝❡♥t

②❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❡❛s② ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡❛s② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡①✐st✐♥❣

s②st❡♠s✳ ◆✉♠❡r♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❡✛❡❝t ❬✺✼✱ ✺✽❪✱ ❛♥❞ s♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❬✺✻✱ ✺✾❪ ✐s ♥♦

❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ♦r ❛❝❝❡❧✲

✶✸✼
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✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊♥❡r❣② ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠

❡r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛

❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥ ♠❛♥② ♣r❛❝✲

t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ s❡✐s♠✐❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✉❡

t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧♦❛❞✱

t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥

t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦✉♥❞② ❡t ❛❧ ❬✻✸❪ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r

✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✱

❤❡♥❝❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❤❛r✈❡st❡rs ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❤♦st str✉❝t✉r❡s✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞

t❤❛t t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♥♦t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❚❉❖❋ s②st❡♠ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ❛s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵✶✱ ✶✵✹✱ ✶✸✽✱ ✶✸✾❪✱

❜✉t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡✱ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝❛s❡ ♠❛② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱

❛♥❞ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t✇♦✲❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ✭❚❉❖❋✮ s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠✳ ❚❤❡♥ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✭❋❊▼✮

❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣♦✇❡r

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss

r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❧❡❛❞s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣②✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
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✹✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✶✸✾

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❤❛s t♦

❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t

❛s t❤❡ ❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ q✉✐❝❦ ✐❞❡❛ ✐♥

❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ s❡✐s♠✐❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝✲

t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ s✐① s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✐♥❣s ✇✐t❤ ❛ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞

✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❍❡❛❧t❤ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❙❍▼✮ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤

❛s ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✱ r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡t❝✳✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐❧❧

❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✹✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✹✳✷✳✶ ❚✇♦✲❉❡❣r❡❡✲♦❢✲❋r❡❡❞♦♠ ✭❚❉❖❋✮ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❜✐♠♦r♣❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡rs ❛t✲

t❛❝❤❡❞ ♦♥ ✐ts t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ❛ t✇♦ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡✐s♠✐❝

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡ r❡s✐st♦r RL ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❧♦❛❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡

❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝❤❛✐♥✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✮ ❢♦r

❛ t✇♦ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s✿

M1ü1(t) = −K1u1(t)− C1u̇1(t) +K2 [u2(t)− u1(t)] + C2 [u̇2(t)− u̇1(t)] + αV (t) + F (t)

M2ü2(t) = −K2 [u1(t)− u2(t)]− C2 [u̇2(t)− u̇1(t)]− αV (t),

✭✹✳✶✮
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✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

M1

K1

M2

V
K2

u2

u1

C2
RL

F

C1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❚❉❖❋ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠

✇❤❡r❡ u1 ❛♥❞ u2 ❛r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛ss M1 ♦❢ t❤❡ ❤♦st

str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ssM2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ F ✐s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛ss

M1✱ αV ✐s t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡ ✭✇✐t❤ V t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ α t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r✮✱K1✱K2 ❛♥❞

C1✱ C2 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ st✐✛♥❡ss ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❛t❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

k✱ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α ❛♥❞ ❝❧❛♠♣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ♠❛ss ♠❛tr✐①

M✱ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① K ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ♠❛tr✐① b✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r u✱ ❢♦r❝❡

✈❡❝t♦r F ❛♥❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r ✈❡❝t♦r A✿

Mü(t) +Cu̇(t) +Ku(t) = F(t) +AV (t), ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡✿

u(t) =





u1(t)

u2(t)



 ,F(t) =





F (t)

0





M =





M1 0

0 M2



 ,K =





K1 +K2 −K2

−K2 K2



 ,C =





C1 + C2 −C2

−C2 C2



 ,A =





α

−α



 .

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤

❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ FM ✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r u(t)

❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ u(t) = ❘❡
[

Ũeiωt
]

✱ V (t) = ❘❡
[

Ṽ eiωt
]

✱

✇❤❡r❡ Ũ1 = U1e
jφ1 ✱ Ũ2 = U2e

jφ2 ❛♥❞ Ṽ = |Ṽ |ejφV ❀ U1✱ U2 ❛♥❞ |Ṽ | ❜❡✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ❛♥❞ φi ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
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❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡✿






Ũ1(ω)

Ũ2(ω)







= T(ω)







FM + αṼ (ω)

−αṼ (ω)







= T(ω)







FM

0







+T(ω)





1

−1



αṼ (ω). ✭✹✳✸✮

✇✐t❤✿

T(ω) =





−M1ω
2 + (C1 + C2)jω + (K1 +K2) −C2jω −K2

−C2jω −K2 −M2ω
2 + C2jω +K2





−1

. ✭✹✳✹✮

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❛t❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥st✐✲

t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❬✶✹✵❪ ❛s✿

Ṽ (ω) =
αRjω

1 + C0Rjω
(Ũ2(ω)− Ũ1(ω)) = g(ω)

[

−1 1
]







Ũ1(ω)

Ũ2(ω)







✭✹✳✺✮

✇✐t❤ g(ω) =
αRjω

1 + C0Rjω
, ✭✹✳✻✮

s♦ t❤❛t ❊q✳ ✭✹✳✸✮ ♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿






Ũ1(ω)

Ũ2(ω)







= T(ω)







FM

0







+G(ω)







Ũ1(ω)

Ũ2(ω)







, ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡

G(ω) = αg(ω)T(ω)





−1 1

1 −1



 . ✭✹✳✽✮

s♦ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿






Ũ1(ω)

Ũ2(ω)







= L(ω)







FM

0







, ✭✹✳✾✮

✇✐t❤✿

L(ω) = (I2 −G(ω))−1
T(ω), ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ In ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ❊q✳ ✭✹✳✺✮

❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❊q✳ ✭✹✳✾✮✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s

t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P =
1

2

Ṽ (ω)Ṽ ∗(ω)

RL

, ✭✹✳✶✶✮

∗ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

✹✳✷✳✷ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ▼♦❞❡❧✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥

❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦

✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

✶✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛❝ts ❛s ❛ ♣✉r❡ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❜❡❛♠ ✭✐✳❡✳ T3 = 0✮ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳

✷✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ✐s ✷❉ ♣❧❛♥❡ ♦♥❧② ✭✐✳❡✳ S2 = 0✮✳

✸✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✭x3✮✳

✹✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❲✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠s ✭❤❛r✈❡st❡r s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡✮✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str❡ss T1 ✐s

❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ S1 ❜②✿

T1 = cbS1 =
ψ

1− υ2
S1, ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ψ ✐s t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ υ ✐s t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ S1 ❛♥❞ S2 ✐♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ x1 ❛①✐s ❛♥❞

t❤❡ x2 ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D3 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s✿






















S1 = sE11T1 + sE12T2 + sE13T3 + d31E3

S2 = sE12T1 + sE11T2 + sE23T3 + d31E3

D3 = d31T1 + d31T2 + d33T3 + εT33E3,

✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ sEij ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t

✐♥ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ dkl ❛r❡ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✱ εT33 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t str❡ss✱ ❛♥❞ E3 ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ x3 ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡

♣❧❛♥❡✲str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ S2 = 0✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ T3 = 0✳ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str❡ss ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

T1 =
sE11

sE11
2 − sE12

2S1 −
d31

sE11 + sE12
E3 ✭✹✳✶✹✮
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Host structure 

Inactive 

substructure 

Supporter 

Piezoelectric 

material 

Harvester 

ds dh 

dp 
th tp 

ts 
x1 x2 

x3 

tsup 
x2 

x3 

ws 

wh 

F 

RL 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▲❛②♦✉t ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥

❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡r

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞E3 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ V ❛❝r♦ss t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss tp ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✿

E3 = −V
tp
. ✭✹✳✶✺✮

■♥ ❜✐♠♦r♣❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❡❧❡♠❡♥t ✐s E3up = V/tp ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r

❡❧❡♠❡♥t ✐s E3low = −V/tp ❛s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s r❡❢❡r❡♥❝❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ str❛✐♥

✐♥ x1 ❛①✐s ✭S1✮ ❤❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠

❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s xc t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿

S1 = − (u3 − xc)
∂2u3
∂x12

, ✭✹✳✶✻✮

xc = 0, ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❡ s✉❜str❛t❡

xc =
−th
2

− tsup +
−tH
2
, ❢♦r t❤❡ ❤♦st ❜❡❛♠,

✇❤❡r❡ u3 ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥✱ th✱ tsup ❛♥❞ tH ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢

t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ s✉❜str❛t❡✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❢r❡❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞✲❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥

♥♦❞❡❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s ❢♦r ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳
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✶✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❆s t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢

t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s✿

▼ =

∫

A

T1 (u3 − xc) dA, ✭✹✳✶✼✮

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ▼harvester ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣

♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡rs ▼piezo ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❜❡❛♠ ▼beam✱ ②✐❡❧❞✐♥❣✿

▼harvester = ▼piezo +▼beam ✭✹✳✶✽✮

▼piezo = −EpJp
∂2u3
∂x21

− d31wp

sE11 + sE12
E3j

∫

−
th
2

−
th
2
−tp

u3dx3

− EpJp
∂2u3
∂x21

− d31wp

sE11 + sE12
E3i

∫

th
2
+tp

th
2

u3dx3

▼beam = −EhJh
∂2u3
∂x21

,

✇❤❡r❡ Jp ❛♥❞ Jh ❛r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❢♦r t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡

✐♥❛❝t✐✈❡ s✉❜str✉❝t✉r❡✿

Jh = wh

∫

th
2

−
th
2

(u3 − xc)
2dx3

Jp = wp

∫

−
th
2

−
th
2
−tp

(u3 − xc)
2dx3 = wp

∫

th
2
+tp

th
2

(u3 − xc)
2dx3 ✭✹✳✶✾✮

xc = 0.

❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ▼piezo ✭❊q✳ ✭✹✳✶✽✮✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❛ ❜✐♠♦r♣❤

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❛t❝❤✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ✐s ❞♦✉❜❧❡❞ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛

Jp ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡r ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ♦♥ t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡ ▼host ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧

❛①✐s ✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✱

▼host = −EHJH
∂2u3
∂x21

✭✹✳✷✵✮

JH = wH

∫

−
th
2
−tsup

−
th
2
−tsup−tH

(u3 − xc)
2dx3

xc =
−th
2

− tsup +
−tH
2

❋♦r ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❊✉❧❡r✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❜❡❛♠✱ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❡❛♠s ✐s ❣✐✈❡♥

❜②✿
∂2

∂x12
(−Moverall) = −m̄∂2u3

∂x12
+ q (x1, t) , ✭✹✳✷✶✮
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✹✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✶✹✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ❍❡r♠✐t❡ ❈✉❜✐❝ ❙❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✇❤❡r❡ q(x1, t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x1 ❛♥❞ m̄ ✐s t❤❡ ♠❛ss ♣❡r

✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝✲

t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡

❍❡r♠✐t✐❛♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛s t❤❡ ❝✉❜✐❝ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥◆(x) = { N1(x) N2(x) N3(x) N4(x) }✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

N1(x) = 1− 3x2

l2
+ 2x3

l3
, N2(x) = x− 2x2

l
+ x3

l2

N3(x) =
3x2

l2
− 2x3

l3
, N4(x) = −x2

l
+ x3

l2

, ✭✹✳✷✷✮

❛♥❞ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

[▼]{d̈(t)}+ [❈]{ḋ(t)}+ [❑]{d(t)} −B1V (t) = {❋(t)}, ✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♠❛tr✐① ❈ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥✿

[❈] = χ[▼] + β[❑],

χ ❛♥❞ β ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦ ζ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

ω1✱ ω2✱

χ = ζ
2ω1ω2

ω1 + ω2
✱ β = ζ

2

ω1 + ω2
,

❛♥❞ ♥♦❞❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ {d} = { ui θi }T ✱ ✇❤❡r❡ θi =
∂u3i
∂x1

.

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts st❛t❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✶✽✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✹✳✷✵✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r✲

▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐①▼✱ st✐✛✲
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✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

♥❡ss ♠❛tr✐① ❑ ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ✈❡❝t♦r ❇1 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s✿

[▼] =

l
∫

0

m[◆]T [◆]dx1 ✭✹✳✷✹✮

[❑] =

l
∫

0

[◆′′]
T
EJ [◆′′]dx1 ✭✹✳✷✺✮

❇1 =
d31(tp + th)

(s11E + s12E)
wp

l
∫

0

[◆′′]
T
dx1, ✭✹✳✷✻✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛ss ♠❛tr✐① ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

[▼] =





























MH
✐
22 +MH

✐✐
11 MH

✐✐
12 0 0

MH
✐✐
12 MH

✐✐
22 +MH

✐✐✐
11 MH

✐✐✐
12 0

0 MH
✐✐✐
21

✳ ✳ ✳ MH
❥
12

0

0

0

0

0

0

MH
❥
21

0

0

MH
❥
22 +Mh

✐
11

Mh
✐
21

0

0

0

0

Mh
✐
12

✳ ✳ ✳

Mh
❧
21

0

0

0

0

Mh
❧
12

Mh
❧
22





























(n+L)∗2

.

✭✹✳✷✼✮

❚❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ n ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❤❛s L ❡❧❡♠❡♥ts✳

❋♦r t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥▼♠❛tr✐①❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱MH
✐
22 ♠❡❛♥s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲r♦✇✲s❡❝♦♥❞✲❝♦❧✉♠♥

❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✐th ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t H ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t

♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐①▼✱ t❤❡ ♣❛rt ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

Mh ✭s✉❜s❝r✐♣t h ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✮ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡

✐♥❛❝t✐✈❡ s✉❜str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧❀ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❑

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t

♠❛ss ♠❛tr✐① Me ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① Ke ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ke = EeJe
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, Me =
ρeAele
420
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,

✭✹✳✷✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t e ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❧❛♠♣❡❞ ❛t ♦♥❡

❡♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s
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✹✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✶✹✼

❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❢r❡❡✲❡♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❯✲s❤❛♣❡ s✉♣♣♦rt❡r ✭0.46× 15× 17.5×
20 × 10−9 m3 × 2700 kg/m3✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 0.46 ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡

❯✲s❤❛♣❡ ✈♦❧✉♠❡✮✱ ❛♥❞ t✇♦ ♠❛❣♥❡ts ✭2 × 3.8 × 1.74 × 3.8 × 10−9 m3 × 7800 kg/m3✮

❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❢r❡❡✲❡♥❞ ❛s ❛ s❡✐s♠✐❝ ♠❛ss✳

❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t D3 ✭❊q✳ ✭✹✳✶✸✮✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡

Q ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ D3 ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✿

Q = wp

∫

D3dx1. ✭✹✳✷✾✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡ Qi ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t i ✭❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t

st❛t❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧✮ ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Qi(t) = − wpd31tp
(sE11 + sE12)

∂u3(t)

∂x1

∣

∣

∣

∣

xi0+Lpi

xi0

− wpLpi

[

εT33
(

sE11 + sE12
)

− 2d31
2
]

tp (sE11 + sE12)
Vi(t)

= − wpd31tp
(sE11 + sE12)

θ(t)|xi0+Lpi

xi0
− wpLpiε

S
33

tp
Vi(t), ✭✹✳✸✵✮

✇❤❡r❡ Lpi ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ εS33 ✐s t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t

str❛✐♥✳ ❋♦r ❛ ❜✐♠♦r♣❤ ❤❛r✈❡st❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛r❣❡ ✐s t✇✐❝❡ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✹✳✸✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❧❛t❡ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧

✈♦❧t❛❣❡✿

Q̇(t) = Q̇up(t) + Q̇up(t) = 2Q̇up(t) =
V (t)

RL

,

Vup(t) = Vlow(t) = V (t). ✭✹✳✸✶✮

❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

V̇ (t) = − d31tp
2

Lp (sE11 + sE12) ε
S
33

θ̇(t)
∣

∣

∣

x0+Lp

x0

− tp
wpLpεS33RL

V (t)

= B2 θ̇(t)
∣

∣

∣

x0+Lp

x0

+B3V (t), ✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡ RL ✐s t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧

t❤❡♥ ❧❡❛❞ t♦✿




([❑]− ω2 [▼]) + j [❈]ω −B1

jω❇2 B3 − jω









❞̃(ω)

Ṽ (ω)



 =





❋̃(ω)

0



 . ✭✹✳✸✸✮

❋r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ Ṽ (ω) ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r P (ω) ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②

❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ṽ (ω) = [B3 − jω]−1 [jω❇2]× ❞̃(ω) ✭✹✳✸✹✮

P (ω) =
Ṽ (ω)Ṽ ∗(ω)

2RL

. ✭✹✳✸✺✮
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✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❍♦st ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ❜❡❛♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ❋❊▼ ♠♦❞❡❧

▲❡♥❣t❤✱ dH ✵✳✶✵✹ m ❚❤✐❝❦♥❡ss✱ tH ✵✳✺✷ m

❲✐❞t❤✱ wH ✵✳✵✹ m ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✱

EH

✷✶✵ Gpa

P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦✱ νH ✵✳✸ ❉❡♥s✐t②✱ ρH ✼✹✺✵ kg/m3

❉❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦✱ ζH ✵✳✵✵✼

▲❡♥❣t❤✱ dh ✵✳✵✸✸ m ❚❤✐❝❦♥❡ss✱ th ✹✾✳✹ µm

❲✐❞t❤✱ wh ✵✳✵✷ m ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✱ Eh ✷✶✵ Gpa

P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦✱ νh ✵✳✸ ❉❡♥s✐t②✱ ρh ✼✹✽✵ kg/m3

❉❛♠♣✐♥❣ r❛t✐♦✱ ζh ✵✳✵✻✺✽

▲❡♥❣t❤✱ dp ✵✳✵✷✷ m ❚❤✐❝❦♥❡ss✱ tp ✺✺ µm

❲✐❞t❤✱ wp ✵✳✵✷ m ▲♦❝❛t✐♦♥✱ xp ✵✳✵✵✸✸ m

❉❡♥s✐t②✱ ρp ✼✾✵✵ kg/m3 ❚❤✐❝❦♥❡ss✱ tsup ✵✳✵✵✶✼✺ m

P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✱ d31 ✲✶✺✷✳✺ pC.N−1 P❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ εS33 ✶✺✳✺ nF.m−1

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡

t❡♥s♦r✱ s11
E

✶✺✳✷✼ ×10−12 Pa−1 s12
E ✲✺✳✹✻ ×10−12 Pa−1

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r s②st❡♠ ❜❡❛♠ t✐♣ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡s ❛♥❞

❜❡❛♠ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ s②st❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s st❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ❛t ❛ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞ RL = 1380 ❦ Ω ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞✮✳ ❚❤❡ ❤♦st ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ❜❡❛♠ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ❢r♦♠ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✭❛✮✮ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❜❡❛♠ t✐♣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠s✳ ❆t t❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❤♦st

❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❜❡❛♠ ❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r ✜rst ♠♦❞❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②

♣❡❛❦✱ t❤❡ ❤♦st ❜❡❛♠ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ✐ts ✜rst ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❜❡❛♠ t✉r♥s ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r

♠♦❞❡✳

✹✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡

❚❉❖❋ ❛♥❞ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧✐♥❣ st❛t❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳ ■t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✈❡r②

s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❤❛r✈❡st❡r ♦r ❛ ❤✉❣❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

s❡t✉♣ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ❛r♦✉♥❞ 0.02 ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ ❡①♣♦s❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❍❛r✈❡st❡r s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧✿ ✭❛✮ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡❀ ✭❜✮

❤♦st ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ❜❡❛♠ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s ❛t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❜❡❛♠✱

❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s ✭❡✳❣✳✱ r♦t❛t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡r②✱ ❝❛r ❡♥❣✐♥❡✱ ✇✐♥❣✳ ✳ ✳ ✮✳

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❜✐♠♦r♣❤ ❜✉③③❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦st ❜❡❛♠

t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡❧❢✲♠❛❞❡ s✉♣♣♦rt❡r ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡ts✳ ❚✇♦ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ❛❧s♦

♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣r♦♦❢ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

s❡t✉♣ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ❢r❡q✉❡♥❝② f1h✱ t❤❡ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❢r❡q✉❡♥❝② f0h✱ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t ♣✐❡③♦✈♦❧t❛❣❡

t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢r❡❡✲❡♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛t✐♦ λ✱ t❤❡ −3 ❞❇ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ∆f ❛♥❞

t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ C0h✳ ❆ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜✉③③❡r ✐s

❛❧s♦ ❜♦♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥
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✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■t ✐s ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ❜② ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦st

str✉❝t✉r❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❬✺✷❪✿

αh = λC0h, Kh = αhλ
f1h

2

f1h
2 − f0h

2 , Mh =
Kh

4π2f1h
2 , kh

2 =
f1h

2 − f0h
2

f1h
2 , QMh =

f1h
∆f

,

bh =
2πMhf1h
QMh

. ✭✹✳✸✻✮

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❜② ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❝❝✉rs ✈❛r✐❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❛♥❞ ✐s

❛❧✇❛②s ❛r♦✉♥❞ 30.2 ❍③✳ ❚❤❡ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ 13 ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❤♦st

str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ 30 ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡s♣♦♥s❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❚❉❖❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❤♦st

str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❛♥ ❡✈✐❞❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠

✈❛❧✉❡ 1.44 µ❲ ✭✇❤❡♥ RL
∼= 16.7 ❦Ω✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❝♦♥✈❡rts

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✱ ✐t ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝✲

t✉r❡❀ ❛♥❞ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ 3 ❞❇✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ❛♥❞

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦st✲❤❛r✈❡st❡r ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧

f1H ✷✻✳✸ ❍③ f0H ✷✻✳✷✺✻ ❍③

C0H ✹✵✳✷ ♥❋ QMH ✶✹✷✳✷✸

αH 2.07× 10−4 MH ✵✳✵✶✶✺ ❦❣

KH ✸✶✹✳✹ Nm−1 bH ✵✳✵✶✸✹ Nm−1s−1

f1h ✷✹✳✵✺ ❍③ f0h ✷✸✳✹✺ ❍③

C0h ✸✻✵ ♥❋ QMh ✸✻✳✾✷

αh ✸✳✶✵✷×10−4 ◆✴❱ Mh ✷✳✸✾×10−4 ❦❣

Kh ✺✳✹✻✼ Nm−1 bh ✾✳✼✾✷×10−4 Nm−1s−1

Fm ✻✳✷×10−4 ◆ kh
2 ✹✳✽✾%
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✹✳✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❊✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❍♦st ❛♥❞ ❍❛r✈❡st❡r ✶✺✶
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

✭♠❛ss r❛t✐♦❂0.0208✮❀ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ✈❛r②✐♥❣

r❡s✐st❛♥❝❡

t❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✇❤❡♥ ✐t ✐s ✐♥ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛

❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♣♦♥s❡ ✭❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✮ ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐✲

❝❛❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t

✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡ ❧❡ss t❤❛♥

❤❛❧❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✹✳✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❊✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❍♦st ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞

❍❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❛ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❢✲♣♦✇❡r❡❞ ❜r✐❞❣❡ ❙❍▼ s②st❡♠ ✇✐❧❧

❜❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
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✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

✹✳✹✳✶ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❊✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❍♦st ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❍❛r✈❡st❡r

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸❀ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡

❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r st✐✛♥❡ss ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss

✭t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✮✳ ❚❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s

✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 18.38 Ω t♦ 1838.2 ❦Ω✳

❋♦r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r

α = 5.5×10−5 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM = 36.92 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❡♥s✉r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t C2 ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k ❛r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st✐✛♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ QM

✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t♦

❡♥s✉r❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2✱ ❛s k2 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❍♦st r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f1 26.3 ❍③

❍♦st ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛ss M1 0.0115 ❦❣

❍♦st st✐✛♥❡ss K1 314.4 ◆✳♠−1

❍♦st ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t b1 0.0134 ◆✳♠−1✳s−1

❍❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f2 24.05 ❍③

P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝❧❛♠♣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0 360 ♥❋

❋♦r❝❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ Fm 6.2000× 10−4 ◆
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✹✳✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❊✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❍♦st ❛♥❞ ❍❛r✈❡st❡r ✶✺✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❘❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss r❛t✐♦s ❛♥❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞s❀

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡

♦♣❡♥ ♦r s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t st✐✛♥❡ss✱ ❝❧❛♠♣❡❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ α✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞

♣♦✇❡r r❡s♣♦♥s❡s ❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ✭❤❛r✈❡st❡r

❞②♥❛♠✐❝ ♠❛ss ♦✈❡r ❤♦st ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛ss ✲ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞

❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❀ ♦♣t✐♠❛❧ ❤♦st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r

❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ♠❛ss r❛t✐♦s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❤♦st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

Yhost ❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss✱ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥ ♥❡❣❧✐✲

❣✐❜❧❡ ❢♦r ❡✈❡♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ✭M2/M1 ≈ 1.6 × 10−4✮✳ ❆r♦✉♥❞ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♠❛ss r❛t✐♦✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛❝t✉✲

❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛s

t❤❡ ❧♦❛❞ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥s

❛❧s♦ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤♦st ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❲✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s✐s✲

t✐✈❡ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t Yhost ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t Yharvester ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

✈❛❧✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❆r♦✉♥❞ t❤❡ s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦M2/M1 ≈
1.6×10−4✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1.695 µ❲✳ ❚♦ ❧♦♦❦ ✐t ♠♦r❡

❞❡t❛✐❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st ❞✐s✲
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✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡❞

♣♦✇❡r ✈❡rs✉s ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss r❛t✐♦s❀ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞

❢r❡q✉❡♥❝②
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 0.0001

0.00012

0.00016

0.00020

0.00029

0.00064

0.0031

Mass Ratio

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❚❤❡ ❤♦st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❢♦r

♣✐❝❦❡❞ ♠❛ss r❛t✐♦s
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✹✳✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❊✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❍♦st ❛♥❞ ❍❛r✈❡st❡r ✶✺✺

♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✭❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✮ ❢♦r t❤❡ ❡♥✲

❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

❡❧❡♠❡♥t✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r r❡❛❝❤❡s ✐ts ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡♥ ♠❛ss r❛t✐♦ ✐♥✲

❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ str♦♥❣ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ❛♥❞ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐ts❡❧❢ ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛rt✮❀ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●✉②♦♠❛r ❡t ❛❧ ❬✺✹❪✱ ❛♥❞

✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣

♣r♦❝❡ss ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤❛r✈❡st❡❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦t❛❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦

✐t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡

♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞ t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❀ ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞

❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❤♦st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

r❡s♣♦♥s❡s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❤♦st ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦

✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ RL = 61.8kΩ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss

r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss

r❛t✐♦ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✇❡❛❦

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ r❡❣✐♦♥✱

t❤❡ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♣❡❛❦ ✐s ❞♦✉❜❧❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 ✭✇❤❡r❡ α ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ k2 ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r st✐✛♥❡ss✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢

❛ ✜①❡❞ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❋r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❝❛s❡s❀ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ RL =

Ropt|(M2/M1)opt
= 61.8 ❦Ω

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✮✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ k2 ❛♥❞ QM ❬✹✽❪ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ❛ ♣♦✇❡r s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇✐t❤ ❛ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ k2 ❛♥❞ QM s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤r❡❡

k2 ✈❛❧✉❡s ✭k2❂✵✳✷✺%✱ 4%✱ ✶✵%✮ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ QM ✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 36.92 t♦ 1600✱

♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✜rst ❛♥❞

s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✭✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞s ❡①✐st ✲ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ❢♦r str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❧✐❣❤t❧②

❞❛♠♣❡❞ s②st❡♠s ✲ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡

t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞s ❬✽✻✱✶✹✶❪✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜✜❣✉r❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✱

✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r ❛ ❧✐❣❤t❡r ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♠♦r❡ ♦♥

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r♦✉♥❞ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ♥❛t✲

✉r❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✈❡r② ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡rs ✇❤❡♥ k2 = 0.25%

✭✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ k2✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ❛r❡ r❛t❤❡r s❤❛r♣✮ ❛♥❞ ❛ ✈❡r②

❧✐❣❤t❧②✲❞❛♠♣❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✭QM = 1600✮ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ k2 = 4% ✭✇✐t❤ ✈❡r②

❤✐❣❤ QM ✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❛❧s♦ r❛t❤❡r s❤❛r♣✮✳ ❋♦r ❛ ❤❡❛✈✲

✐❡r ❤❛r✈❡st❡r✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ r❡s♣♦♥s❡ ❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ✈❡rs✉s ♠❛ss r❛t✐♦ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t

k2 ❛♥❞ QM ✈❛❧✉❡s❀ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ✭❛✮ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡s❀ ✭❜✮ r❡s♣♦♥s❡s ❛r♦✉♥❞

✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦❀ ✭❝✮ r❡s♣♦♥s❡s ❛r♦✉♥❞ s❡❝♦♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦
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✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

r❛t✐♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ s❤✐❢ts t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱

t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ✐s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t

✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r k2✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ k2 ❛♥❞ QM ✱ ❛♥❞

r❡❛❝❤❡s ❛ ♣♦✇❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r k2✱ t❤❡

♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧②✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ k2 ❛♥❞ Qm ❛♥❞ t❤❡

♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ k2QM ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❜✉t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦

✐s ❛❧✇❛②s ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈❡r② s♠❛❧❧ k2QM ✈❛❧✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

♠❛ss r❛t✐♦ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ❧♦✇❡r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r k2✱ ✇❤✐❝❤

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ QM ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r ♠✐❧❧✐♠❡t❡r s❝❛❧❡

❞❡✈✐❝❡s ✭✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ▼❊▼❙ ♣✐❡③♦✲

❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✶✹✷❪✮✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢

❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✐ss✉❡ ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st✐♥❣

s②st❡♠✳

✹✳✹✳✷ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❙❍▼ ❙②st❡♠

❚♦ ❢❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✉♣♣❧②✐♥❣ ♣♦✇❡r t♦ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦rs ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡

♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❜❛tt❡r✐❡s ❢♦r ❛ ❙❍▼ s②st❡♠✱ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♠❜✐❡♥t s♦✉r❝❡s ❜❡✲

❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r✳ ❆ ♣✐❡③♦❣❡♥❡r❛t♦r ✐s ♥♦✇❛❞❛②s ✇❡❧❧✲✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r ❲✐r❡❧❡ss

❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦s ✭❲❙◆✮ ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐s ❢❛✐r❧② ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛ ❲❙◆ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛s

✐t ❤❛s ❛❞❡q✉❛t❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❲❙◆ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦r r❡tr♦✜tt❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s❡♥s♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❢♦r

✜①❡❞ ❝✐✈✐❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ❜r✐❞❣❡s✱ t✉♥♥❡❧s✱ ❞❛♠s✱ ♠✐♥❡s✱ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✱

❡♠❜❛♥❦♠❡♥ts✱ ♦✛s❤♦r❡✱ ♦✐❧ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛♥❞ s♦ ♦♥ ♦r str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❡①✲

♣❡♥s✐✈❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ s✉❝❤ ❛s ❛✐r❝r❛❢ts ❛♥❞ r❛✐❧r♦❛❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠ ♠✐❣❤t

♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st

str✉❝t✉r❡ ✐s ✈❡r② ✇❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ q✉✐❝❦ ❛♥❛❧✲

②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ st❛t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦

♣r♦✈✐❞❡ ✉s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦st str✉❝t✉r❡❀ ❤❡r❡

✇❡ t❛❦❡ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❜r✐❞❣❡ ❛s ♦✉r ❤♦st str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜r✐❞❣❡
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✹✳✺ ❈❛s❡ ♦❢ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❋♦r❝❡ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ✶✺✾

❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧ ❬✶✹✸❪ ❛♥❞ ❆❧✐ ❡t ❛❧ ❬✶✹✹❪

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❜r✐❞❣❡ st✐✛♥❡ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

Kbridge = 3EI/L3✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛ss ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣

r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ st✐✛♥❡ss✱ ωbridge =
√

Kbridge/Mbridge✳

❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞s ❛♥❞

♠❛ss r❛t✐♦ ✭Mharvester/Mhost✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡✳ ❯♥❞❡r ❛ ❢♦r❝❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✸✸✳✷✻ ◆✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r

♦✉t♣✉t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t ✶✾ µW ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❛r♦✉♥❞ ✷✳✷✾ × ✶✵−5 ❛♥❞

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❛r♦✉♥❞ ✷✻ ▼Ω✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆❧✐ ❡t ❛❧ ❬✶✹✹❪ ✭♠❛ss r❛t✐♦

✐s ❛r♦✉♥❞ ✻✳✼✻×✶✵−7✮✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✳✺ t✐♠❡s ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ ❛

❤✐❣❤❡r ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss ✉♥❞❡r ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss

✐s s♦ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜r✐❞❣❡ ♠❛ss✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❤❛s ❛❧♠♦st ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡

❜r✐❞❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✹✳✺ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❛r✈❡st❡r P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤

❚❉❖❋ ▼♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❛ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❋♦r❝❡

❊①❝✐t❛t✐♦♥

❙♦ ❢❛r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❤❛s ✉s✉❛❧❧② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦✲

♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜r♦❛❞❜❛♥❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧ st❛t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s

♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♥❞✴♦r

r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✲

✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ s❡❧❢✲♣♦✇❡r❡❞ ❜r✐❞❣❡ ❙❍▼ s②st❡♠

fbridge ✷✳✵✽✹ ❍③ fharvester ✷✳✵✽✹ ❍③

ζbridge ✵✳✵✷ ζharvester ✵✳✵✸✽

Ebridge ✷✼✳✺ ●♣❛ C0harvester ✷✳✽✻✻ ♥❋

Lbridge ✷✺ ♠ αharvester ✼✳✺✵✶×10−6 ◆·❱−1

Ibridge ✵✳✶✷ ♠4 abridge ✵✳✵✷ ♠·s−2
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✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣
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Optimal results

M
r
 ≈ 2.29 × 10

−5

P = 18.55 µ W 

From Ali et al.

M
r
 ≈ 6.74 × 10

−7

P = 10.9 µ W 

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ✐♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡s ❬✶✹✸✱ ✶✹✹❪✿ ✭❛✮ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t

♠❛ss r❛t✐♦s ❛♥❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞s❀ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡s

❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡❀ ✭❜✮

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡❞

♣♦✇❡r❀ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✹✳✺ ❈❛s❡ ♦❢ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❋♦r❝❡ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ✶✻✶

t❤❡ ✐♥♣✉t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

✹✳✺✳✶ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❚❉❖❋ ▼♦❞❡❧

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Ṽ (ω) = gs(ω)Ũ(ω) ✇✐t❤ g(ω) =
αRjω

1 + C0Rjω
, ✭✹✳✸✼✮

Ũ(ω) = L(ω)F(ω), ✭✹✳✸✽✮

✇✐t❤✿

L(ω) = (I2 −G(ω))−1
T(ω). ✭✹✳✸✾✮

❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ✐ts

❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡

❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✿

Suu (ω) = |L (ω)|2SFF (ω) . ✭✹✳✹✵✮

❆s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥✲

❞❡r t❤❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥

SFF(ω)✿

P =
〈V 2 (t)〉
RL

=
1

2π

∫

∞

−∞

SV V (ω)dω

=
1

RL

1

2π

∫

∞

−∞

|gL (ω)|2SFF (ω)dω. ✭✹✳✹✶✮

❋♦r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭F = FM cos (ω0t)✮✱ t❤❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s

♥♦♥③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ❛t t✇♦ s❤❛r♣ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛s✿

SFF (ω) =
π

2
FM

2 [δ (ω − ω0) + δ (ω + ω0)] , ✭✹✳✹✷✮

❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s✿

P =
1

2RL

|gL (ω0)|2FM
2, ✭✹✳✹✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✺✷❪✳ ❋♦r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ SFF ✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ SFF ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✿

P =
1

RL

1

2π
SFF

∫

∞

−∞

|gL (ω)|2dω. ✭✹✳✹✹✮
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Stochastic TDOF Mono

TDOF Mono

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝

❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

✹✳✺✳✷ ❈❛s❡ ❙t✉❞②

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧

❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✜rst ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭F = FM cos (ω0t)✮❀ t❤❡♥ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✲❤♦st str✉❝t✉r❡ s②st❡♠

❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

st♦❝❤❛st✐❝ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❊q✳ ✭✹✳✹✸✮✮ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs st❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✭α = 5.5× 10−5✱ QM = 36.92✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r

✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ FM
2/2 t♦ s❤♦✇ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r t♦ ❤♦st

str✉❝t✉r❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭SFF = 10−8 ◆2✴❍③✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❛♥❞ ✇✐t❤ α = 5.5× 10−5 ❛♥❞

QM = 36.92, 100, 200, 400 ❛♥❞ 800✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞ ❛t ❡❛❝❤ ♠❛ss r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠❛ss r❛t✐♦

♦❢ ✶✳✻✽×10−4 ✇❤❡♥ QM = 36.92✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✉♥❞❡r ❛

♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛ss r❛t✐♦ ✐s s❧♦✇❡r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

QM ✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t ❛r♦✉♥❞ ✵✳✷✺♠❲✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❍❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✈❡rs✉s ♠❛ss r❛t✐♦ ✉♥❞❡r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛t ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦rs

♠❛ss r❛t✐♦ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❢❛❝t♦r k2 r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ r❛t✐♦ ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭k2 ❛♥❞ QM✮ ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✲❤♦st str✉❝t✉r❡ s②st❡♠ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉♥❞❡r

❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭❚❛❜❧❡ ✹✳✸✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❝❛s❡s ✭k2 = 10%, 4%, 0.25%✮❀

✐♥ ❡❛❝❤ k2 ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ✺✵✱ ✷✵✵ ❛♥❞ ✹✵✵✳ ❆s

s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✶✹✺❪ ❢♦r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞

♣♦✇❡r ✐♠♣r♦✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ k2 ❛♥❞ QM ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ❛ ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t✱

❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ k2✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❛r✲

✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2

❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM s❡♣❛r❛t❡❧② ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ k2 ❛♥❞ QM

❛s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❉❖❋ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛

✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ 10−1✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t k2✱ t❤❡

r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss r❛t✐♦ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✐s ✐♥ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢r♦♠ 10−2

t♦ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥st❛♥t α ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t

❜❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t α✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✈❡rs✉s ♠❛ss r❛t✐♦ ✉♥❞❡r ❛ ✇❤✐t❡

♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡

❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✢♦✇✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡

♠❛ss r❛t✐♦ ✐s t❤❡♥ ❧✐♠✐t❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐s ❛ ❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡

✇✐t❤ ✧❜❡❧❧✲❝✉r✈❡✧ s❤❛♣❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ e−(f−fH)2/(2fr) + e−(f+fH)2/(2fr) ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fH ❀ fr ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✧❜❡❧❧✧ s❤❛♣❡✳

❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧❧✲❝✉r✈❡ ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ fr ♦r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ fr ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r t♦

❤♦st str✉❝t✉r❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥❝❡

❢r❡q✉❡♥❝② ❡q✉❛❧s t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ F 2
rms =

1
2π

∫

∞

−∞
SFF (ω)dω✳ ❚❤❡

❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r t✇♦ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✿ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α ❛♥❞

❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t α ♣❡r♠✐ts t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

♣❛t❝❤ ❛ ✜①❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ t♦ ❝❤❛r❣❡s❀ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t k2 ♣❡r♠✐ts

t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t α ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ α = 2 × 10−5 ❛♥❞ ✐♥ k2 ❝♦♥st❛♥t ❝❛s❡✱

k2 = 0.25%❀ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s s❡t t♦ QM = 50 t♦ ❤❛✈❡ ❛

❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✭❜✮✮✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧t

❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛s t❤❡ P❙❉ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❇❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❡❧❧✲❝✉r✈❡ s❤❛♣❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

❜❛♥❞s

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ fr✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✇♦r❦s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛

❤✐❣❤❡r fr✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✉♥❞❡r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡

❧✐❦❡ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t♦ ❤❛✈❡

❧❡ss ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ s❤✐❢t ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❛s t❤❡r❡ ✐s

❛ str♦♥❣❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t α ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t k2✱ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ s❤✐❢ts ❛ ❧♦t t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦

t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❜❡❧❧ s❤❛♣❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t

k2✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐ts❡❧❢ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡❀ ✇✐t❤

❛ ❝♦♥st❛♥t α✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss

r❛t✐♦ ❝❤❛♥❣❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✢❛t ✭fr ✐♥❝r❡❛s❡s✮✱ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❧❡ss ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❛

❝♦♥st❛♥t k2 ❛♥❞ α ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠✉❝❤ ♥❡❡❞ ✐♥ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②❀ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

✇♦r❦s ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r t♦ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ♠❛ss r❛t✐♦✳

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s s✉❝❤ ❛s t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡✱ str♦♥❣ ✇✐♥❞ ❛♥❞ ❡t❝✳ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ♦❢ ❛ ❜❡❧❧✲❝✉r✈❡ s❤❛♣❡ ❜❛♥❞❧✐♠✐t❡❞ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r✲❤♦st str✉❝t✉r❡ s②st❡♠✿ ✭❛✮ ❝♦♥st❛♥t α ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥❀ ✭❜✮ ❝♦♥st❛♥t k2 ❞❡s✐❣♥

❝r✐t❡r✐♦♥

❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤❛r✈❡st❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞

✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ∆f ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡ fH ✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✈❡rs✉s t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t α ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t k2 ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ t❤❛t

✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ✺ % ♠✐s♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ✺✵ % ❞r♦♣✳ ❋♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢ts✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

✇♦✉❧❞ ♣♦ss❡ss ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t k2 ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛

❧❛r❣❡ s❤✐❢t ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✭❜✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t

∆f ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

❛♥❞ ❤♦st str✉❝t✉r❡ t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❤❛❧t❡❞✳
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∆ f = −2.6316Hz
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ✭❛✮ ❝♦♥st❛♥t α ❞❡s✐❣♥

❝r✐t❡r✐♦♥❀ ✭❜✮ ❝♦♥st❛♥t k2 ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
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✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

✹✳✻ ■ss✉❡ ♦❢ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❍❛r✈❡st❡r

❛♥❞ ❍♦st ❙tr✉❝t✉r❡

❈✉rr❡♥t❧②✱ ♠♦st ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r r❡s♦♥❛t♦rs

✇❤✐❝❤ ✇♦r❦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥❡❛r t❤❡✐r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❛♠❜✐❡♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❛♥❞♦♠ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②

❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ♦r ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲✈❛r②✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇✐♥❞✱ ❛❣✐♥❣✱ ❡t❝✳✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱

t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ✐s ❛❧s♦ ❛ ✐ss✉❡ ✐♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳

✹✳✻✳✶ ❈♦♥st❛♥t ❋♦r❝❡ ❋❛❝t♦r ❉❡s✐❣♥ ❈r✐t❡r✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t α ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝✲

t♦r ✭α = 5.5 × 10−5✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✲

✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② fh
❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② fH ✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤ ❡✛❡❝t ❢♦r t✇♦

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛♥❞ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ❚❤❡

❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥❀ ♦♥❡ ✐s

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✧❣❧♦❜❛❧ ❢♠❛①✧ ✐♥

t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦st

str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✧❧♦❝❛❧ ❢♠❛①✧✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r k2 ✐s ✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r st✐✛♥❡ss ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α

❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0 ❛r❡ ✜①❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❛t

✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦s ❢♦r

t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✇❤❡♥ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✷✭❡✮ ❛♥❞ ✹✳✷✷✭❢✮✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r
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✹✳✻ ■ss✉❡ ♦❢ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❍❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❍♦st ❙tr✉❝t✉r❡ ✶✻✾

r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② fh ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② fH ✳ ❲❤❡♥ fh < fH ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❛ s❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ ❢♦r fh > fH ✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ❢❛st❡r ❛s ✇✐t❤ ❛

❝♦♥st❛♥t α✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡

♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t st✐✛♥❡ss KD✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ❢❛st❡r ✇❤❡♥ k2

✐s s♠❛❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ k2 ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡♥✲ ❛♥❞ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t

r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❧❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② t✉♥✐♥❣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ fh < fH ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss

r❛t✐♦ ❢♦r ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❝❛s❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛t✐♦✳

✹✳✻✳✷ ❈♦♥st❛♥t ❊❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❉❡s✐❣♥ ❈r✐t❡r✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ✜① t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❤❛s ❛ ✜①❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✭✐♥ ❛ r❛t✐♦✮ ✐♥ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② t♦

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r st✐✛♥❡ss✱

❛♥❞ t❤❡ st✐✛♥❡ss ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss ❛s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

fh ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0 ✐s s❡t ❛s ✸✻✵ ♥❋✳ ❆s ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡

❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡✢❡❝ts ❛ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡

❢♦r❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✱ ✻ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧②

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✭❝✮ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✐♠♣r♦✈❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❢❛❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ✈❡r② ❢❛st ✇❤❡♥ k2

✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ♣♦✇❡r r❡❛❝❤❡s ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ k ✐s ❛r♦✉♥❞ ✸✵ %✳

■t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝♦♥st❛♥t α ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥❀ ✇✐t❤ ✜①❡❞ k2✱ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✭✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ✺✵ % ❢♦r ❛ t✇♦ t✐♠❡s ❢r❡q✉❡♥❝②

♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣✮✳ ❆s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r k2 ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ✜①❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞

❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳

❲❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡t✉♥❡❞✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❜✐❣❣❡r t♦ ❝♦♥✈❡rt

♠♦r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✭fh/fH = 1✮✱
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t α ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❛t ✭❛✮QM = 36.92❀ ✭❜✮QM = 200❀ ♦♣t✐♠❛❧

r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✭❝✮QM = 36.92❀ ✭❞✮QM = 200❀ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ❛t ✭❡✮QM = 36.92❀

✭❢✮QM = 36.92
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✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✼✶

❢♦r ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦❧② ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✭k2 ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✮✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

♠❛ss ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s✉❞❞❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ■t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ k2 ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡

s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡

❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✐s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r②

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❡①❝❡❡❞s ✶✳✺✱ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡

s②st❡♠ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ k2 ❤❛r✈❡st❡r✳ ❋♦r ❛ ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r✱ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤✐s

❧♦❛❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t✐♦ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛t✐♦ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣

❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋♦r ❛ ✇❡❛❦❧②✲

❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✐s ♣✉r❡❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞✳ ❙♦✱ ✇❤❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②

♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ r❛t✐♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❧✐❦❡ t❤❡ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡

✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞

❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r t♦ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳

❆♥♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❡❢✲

❢❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C0✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤r❡❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡s C0 =

360, 180, 90 ♥❋ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ k2 = 10%✱ QM = 200

✉♥❞❡r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛s t❤❡ ❝❛♣❛❝✲

✐t❛♥❝❡ C0 ✐s ❛ ♣✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡

❧♦❛❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ C0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢✉rt❤❡r st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐❝r♦❣❡♥✲

❡r❛t♦rs ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ❛

❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t k2 ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ QM = 200 ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t k2✿

✭❛✮ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦❀ ✭❜✮ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞❀ ✭❝✮ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t k2 ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ QM = 200✱ k2 = 0.1 ❛♥❞

❞✐✛❡r❡♥t ❜❧♦❝❦ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡s C0✿ ✭❛✮ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦❀ ✭❜✮ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞❀ ✭❝✮

♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t
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✶✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ ❙❡✐s♠✐❝ ❊♥❡r❣② ❍❛r✈❡st✐♥❣

❤♦st str✉❝t✉r❡✳ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡

❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ✐s t✉♥❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡s r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱

❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♠❛② ♦❝❝✉r✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

❞②♥❛♠✐❝ ♠❛ss t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❛s ❛ s✉❞❞❡♥

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❋♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝✲

tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 ❝❛s❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞❀

t❤✐s ♠❛ss r❛t✐♦ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s k2 ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ QM ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ❛ ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✱

❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ♠❛ss r❛t✐♦ ❛s ❧♦✇ ❛s ✵✳✵✷✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

✐s ❞❛♠♣❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸ ❞❇ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✱ ❛s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❙❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t

♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳

❚❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞✴♦r

❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❡♥❡r❣② s❝❛✈❡♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✉♥❞❡r ❛

❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

❢♦r❝❡ SFF ✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉♥❞❡r t✇♦ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✜①❡❞ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α✱

✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣✐❡③♦✲

❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡

❤♦st str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ k2✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣②

❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ♠♦r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

❢♦r ❛ ❤❛r✈❡st❡r ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❛❜✐❜❧✐t② ✐♥ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✜rst ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛

❜❛♥❞✲❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

♦❢ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛r❡ s❡t t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇✐t❤ ❛

✜①❡❞ α✱ t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss r❛t✐♦ ✐s ♥❛rr♦✇❡r ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
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✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✼✺

✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞

t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st

str✉❝t✉r❡✳ ❲✐t❤ ❛ ✜①❡❞ k2✱ ✐t ❤♦✇❡✈❡r ♦✇♥s ❛ ❧❛r❣❡r ❛❞❥✉st❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ✐♥ ♠❛ss r❛t✐♦

❛s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r st✐✛♥❡ss✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ♣♦✉r✐♥❣ ♠♦r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t✉♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ s❤♦✇ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣②

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ s❤♦✇ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✈❡r②

s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛t✐♦ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r t♦ ❤♦st str✉❝t✉r❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤

✜①❡❞ α✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛t✐♦ ❛s

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ♣♦✇❡r ✈❛r✐❡s ♠♦r❡ s❧♦✇❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 ✐s

❤✐❣❤❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ❤♦❧❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦✉r❡❞✲

✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢

t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❣❡tt✐♥❣ ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ t✇♦

♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♠❛ss r❛t✐♦ ❛♥❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✮ ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐♥

❡✈❡r② st❛❣❡s✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t k2✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✈❡r② ❧✐tt❧❡

❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t✇♦ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭✇✐t❤ ❡✈❡♥ ❧❡ss t❤❛♥

✺✵ % ❢♦r t✇♦ t✐♠❡s ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡t✉♥❡❞✱

t❤❡ ♠❛ss r❛t✐♦ ✭❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss t♦ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ♠❛ss✮ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t♦ ❝♦♥✈❡rt

♠♦r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡❀ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧②

♠❛t❝❤❡❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s✉❞❞❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r ❛ ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞

❤❛r✈❡st❡r ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♣✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞✮ t♦ ❡♥s✉r❡

t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✐s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡❛❦ ❛♥❞ ✐t ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳
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✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s✲

♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ✉♥❞❡r ❛ ❜r♦❛❞✲

❜❛♥❞ ❛♥❞✴♦r r❛♥❞♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❚❉❖❋ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥✲

s✐sts ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤❡❞ ❝✐r❝✉✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❤❛r✈❡st✐♥❣

♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✧ ✭P❙❍■✮ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ❛ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡r ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ P❙❍■

✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✇♦r❦s ✉♥❞❡r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ st❡♣ ❜② st❡♣

❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s

❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②❡❞ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡

✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ P❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ✐s ❝❧❡❛r❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛

✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❝ts

❛s ❛ s❡❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♣♦♥s❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇✐t❤ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣

❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤♦s❡♥ ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡❧❛②✱ ❛

❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ ❞✉❡ t♦ s❡❧❢✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ s❤♦✇ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡

❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐st✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ✐s ❢✉rt❤❡r

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❲✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙❍■ ✐♥t❡r✲

✶✼✼
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✶✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✿ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❢❛❝❡❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②

✭P❙❉✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✳ ❆s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝✱ t❤❡ ❤❛r✲

✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ RXX ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❙❈❉✮ ❛♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞

✇✐t❤ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❞❡r ❛ ✜❧t❡r❡❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉♥❞❡r

s❡✈❡r❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✭♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r QM ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❢❛❝t♦r k2✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♦♣✲

t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦❛❞s✳ ❯♥❞❡r ❛ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛ ♣♦✇❡r ❞r♦♣

❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛r♦✉♥❞ t✇✐❝❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②

✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛t❡s ❢❛rt❤❡r t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡

r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1.5ω0 ❛♥❞ 2ω0 ❢♦r ❤❛r✈❡st❡rs ✇✐t❤ ❧♦✇ t♦ ♠❡❞✐✉♠ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉✲

♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✭k2 < 3% ✇✐t❤ QM = 122.475✮✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✉♥❞❡r

❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ k2 ❛♥❞ QM ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ k2QM ✐s ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s

❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❊①❝❡♣t ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦❧♦r❡❞ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ P❙❉ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t✉♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t

❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❙❍■ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ P❙❍■ ❆❈ ✐♥✲

t❡r❢❛❝❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❛♣♣❡♥s ♦♥ t❤❡ ❡①tr❡♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts t❤❡ ❜❡tt❡r

✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r r❡s♣♦♥s❡ ❛t t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱

s✉❝❤ ❛s ✉♥❞❡r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♦r ♣✉❧s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ P❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✉❝ts ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❜❡st ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤♦❧❞s ❛ ❧❡ss ❜❡tt❡r
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♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ✇❡✐❣❤t❡❞

s②st❡♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ s♣r❡❛❞

❛t ♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥st❛♥ts ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ✐♠✲

♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❤❡ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ♣❡r♠✐t ❛ s✐♠✐❧❛r ♦r ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥

❙❙❍■ ❆❈ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤❛r✈❡st❡rs ❤♦❧❞

♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st❡r✱ t❤❡ st❛♥✲

❞❛r❞ ❆❈ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ✉s✐♥❣ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛s t❤❡

str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧❡❛❞s ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦ss ✐♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱

❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡ ♦✉t♣✉t✳

❖t❤❡r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❢♦r ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st❡rs ❛r❡

t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞

t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ✐ss✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐ts❡❧❢ ♦r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡

♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ s✐♥❣❧❡✲❞❡❣r❡❡✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ✭❙❉❖❋✮ s②st❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

✇♦r❦s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❡❞ s②st❡♠✱

t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r

❛♥❞ ♠✐❣❤t ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚✇♦ ❛♥❛❧②s✐s ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥

t❤❡ ✇♦r❦ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✿ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r α ❛♥❞

❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r k2✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❤♦✇❡✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② t✉♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♣♦✉r❡❞ ✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡✳

❲✐t❤ ❜♦t❤ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛ss r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ♠❛ss t♦ t❤❡ ❤♦st

str✉❝t✉r❡ ♠❛ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡

♠❛ss r❛t✐♦ ✐s ♥❛rr♦✇❡r ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r ❞❡s✐❣♥ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝

❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✢♦✇✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

t❤❡ ❤❛r✈❡st❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡r r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ✇❤✐t❡

♥♦✐s❡ ❢♦r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦rs✳ ■t

✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡
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✶✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✿ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

t✇♦ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ❢♦r❝❡ ❢❛❝t♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s

❤♦✇❡✈❡r ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ♦r ❡✈❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭✇✐t❤ ❛ t✇✐❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❧❡ss

t❤❛♥ ✺✵ % ♣♦✇❡r ❞r♦♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞✮✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✉t✐❧✐③✐♥❣

♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r❡❛❧ s✐t✉✲

❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ❛♥ ❆❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❆

st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❙❙❍■ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛s ❙❙❍■ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ♣❡r♠✐ts ❛ ❜❡tt❡r ❤❛r✈❡st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ✇❡❛❦❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉♥❞❡r ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❙❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ P❙❍■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇s✳

❚❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤❛r✈❡st❡rs ✭t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❤❡r❡ ✐s ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✮ ♦♥ t❤❡ ❤♦st str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦♣✐❝

t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳
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✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✲ ❣é♥ér❛❧✐té s✉r ❧❛

ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

▲❛ ♣r♦❧✐❢ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ été ♣r♦♠✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❝r♦✐s✲

s❛♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ s✉✐✈❛♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐s ✉♥❡

❧♦✐ ❞❡ ▼♦♦r❡✳ ❉és♦r♠❛✐s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♥é❝❡ss✐t❡♥t très ♣❡✉ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r

♣♦✉✈♦✐r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s ❡♥ t❡r♠❡s

❞✬❛✉t♦✲❞é❝❤❛r❣❡✱ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ✭r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✮ ❡t ❞❡ r❡❝②❝❧❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥

♣❧✉s ✉♥ ❢r❡✐♥ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❛✲

t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡

❞✉ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡✱ ✈♦✐r❡ q✉❛s✐✲✐♥✜♥✐❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡

❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❛✉t♦♥♦♠❡s q✉✐✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞é♣❧♦②é✱ ♥❡ ♥é✲

❝❡ss✐t❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡

✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ r❛♣✐❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❡t ♠♦②❡♥s ❞❡

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①♣❧♦✐tés ♣♦✉r ❛❧✐♠❡♥t❡r ❞❡s s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❡♥ ♣✉✐s❛♥t

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❙❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs s❛♥s ✜❧s ❛✉t♦✲❛❧✐♠❡♥tés ❬✷❪✳

❋❘✲✶
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



❋❘✲✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✲ ❣é♥ér❛❧✐té s✉r ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✿ ❈♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞♦♠❡st✐q✉❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥s

Pr♦❞✉✐t P✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡

❊❝r❛♥ ▲❈❉ ✭✷✶ ♣♦✉❝❡s✮ ✸✵✲✽✵ ❲

❖r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ✭❛❧❧✉♠é✱ ❝❤❛r❣é✮ ✸✵ ❲

❆♠♣♦✉❧❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t❡ ✶✹ ❲

▲❡❝t❡✉r ❉❱❉ ✭❡♥ ❧❡❝t✉r❡✮ ✶✵ ❲

■♣❛❞ ✭✇✐✜ ❡t ❧❡❝t✉r❡ ✈✐❞é♦✮ ✷✳✺ ❲

■♣❤♦♥❡ ✺ ✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✴❡♥ ✈❡✐❧❧❡✮ ✻✽✵ ♠❲✴✷✹ ♠❲

❙♠❛rt♣❤♦♥❡ ❍❚❈ ❖♥❡ ❙ ✭✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✴❡♥ ✈❡✐❧❧❡✮✮ ✻✸✵ ♠❲✴✶✼✵ ♠❲

▲✐s❡✉s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❑✐♥❞❧❡ t♦✉❝❤ ✭♠♦❞❡ ❧❡❝t✉r❡✮ ✷✶✵ ♠❲

❚é❧é❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ té❧é✈✐s✐♦♥ ✶✵✵ ♠❲

❘❛❞✐♦ ❋▼ ♣♦rt❛❜❧❡ ✸✵ ♠❲

▼♦♥tr❡ q✉❛rt③ ✶ µ❲

❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉①

s②stè♠❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡✛❡t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡✳

✶✳✷ ❙♦✉r❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

✶✳✷✳✶ ❊♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡

▲✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥t❡✱ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♦✉ ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❞❛♥s t♦✉t s②stè♠❡✱

♠❛✐s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s❡❧♦♥ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ✿ ❣r❛❞✐❡♥t s♣❛t✐❛❧ ♦✉ ✈❛r✐❛t✐♦♥

t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❧✬❡✛❡t t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠

❞✬❡✛❡t ❙❡❡❜❡❝❦✮✱ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ❞♦♣és ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝

❞✉ ❇✐2❚❡3 ✲ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❥✉sq✉✬à ✶✽% ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❈❛r♥♦t✮✱ ❡st

❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ❡t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥✈❡rt✐r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❋✐❣✲

✉r❡ ✶✳✷✮✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡s s♦♥t ✜❛❜❧❡s ❡t ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ ❜r✉✐t✱ ♠❛✐s ❧❡✉r

❡✣❝❛❝✐té ❡st ❛ss❡③ ❧✐♠✐té❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❢❛ç❛❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞é❧✐❝❛t ♣♦✉r

❛ss✉r❡r ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ s✉✣s❛♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ▼❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ ❧❡s

♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❥✉sq✉✬à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐✇❛tts s♦✉s

✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ✶✵ à ✸✵ ✝❑✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t

❞❡s ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❤②❜r✐❞❡s ❬✶✵❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧✬❡✛❡t ♣②r♦é❧❡❝tr✐q✉❡✱

s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧✬❡✛❡t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ♠❛✐s ❝♦✉♣❧❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ❞❡

❧✬é❧❡❝tr✐❝✐té✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❊t❛♥t ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠✲
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✶✳✷ ❙♦✉r❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❋❘✲✸

Cold side 

Hot side 

Silicon substrate 

p-type legs, Bi2Te3 

bases compounds 

n-type legs, Bi2Te3 

bases compounds 

n contact 

p contact 

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡r♠♦❣é♥ér❛t❡✉r ▼✐❝r♦♣❡❧t ✿ ✭❛✮ ❚❤❡r♠♦❣é♥ér❛t❡✉r ❀ ✭❜✮ ❚❊✲P♦✇❡r P▲❯❙ ✭s♦✉r❝❡✿

✇✇✇✳♠✐❝r♦♣❡❧t✳❝♦♠✮✳

♣ér❛t✉r❡✱ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ❡✛❡t ♣②r♦é❧❡❝tr✐q✉❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❝②❝❧❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬❖❧s❡♥ ♦✉ ❞✬❊r✐❝ss♦♥ ✲ ❬✶✷❪✮✱ ♣♦✉✈❛♥t

ré❝✉♣ér❡r ❥✉sq✉✬à ♣❧✉s ❞❡ ✶✵✵ ♠❏✴❝♠3✴❝②❝❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ ✶✵✵

❡t ✶✸✵ ✝❈✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ♣②r♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♦✉tr❡♣❛ss❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−4 ❍③ ✲ ❬✾❪✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉

✭♣❛r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡✮ ♣❡✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❣é♥éré❡s ❜✐❡♥

♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✬❡♥ ♠♦❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❄❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t

❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡

❞❡ str✉❝t✉r❡s ❜✐st❛❜❧❡s ❬❄❪✳

✶✳✷✳✷ ❊♥❡r❣✐❡ r❛❞✐❛t✐✈❡

▲❛ ♣r♦❧✐❢ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❛♥s ✜❧s ❡t ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s r❛❞✐♦✲

❢réq✉❡♥❝❡s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

③♦♥❡s✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ très ❢❛✐❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✵✱✷✻ µ❲✴♠2✮✱ ❡st ❛✐♥s✐

♥é❛♥♠♦✐♥s très ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r

❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❝♦♠♠❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ❘❋■❉ ✭✏❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝② ■❉❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✑✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛

❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ r❛②♦♥♥❛♥t❡
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❋❘✲✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✲ ❣é♥ér❛❧✐té s✉r ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ♣❛♥♥❡❛✉① ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s✱ q✉✐ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡

♣❤♦t♦♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts s♦✉s ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡s

❞❡ s✐❧✐❝✐✉♠✳ ❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡✲

♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✺✪✱ ♠❛✐s

❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡st❡♥t très ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥s♦❧❡✐❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠✲

❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s ❡t t❤❡r♠♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t très ♣r♦♠❡t✲

t❡✉s❡✱ ❧❡s ♣❛♥♥❡❛✉① ❝❤❛✉✛❛♥t é♥♦r♠é♠❡♥t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s r❛❞✐❛t✐♦♥s s♦❧❛✐r❡s✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡

r❛❞✐♦❢réq✉❡♥❝❡ ❡t r❛②♦♥♥❛♥t❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ré❝✉♣éré❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❛r

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✏r❡❝t❡♥♥❛s✑ ✭❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦t ✏r❡❝t✐❢②✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛✑ ✲ ❛♥t❡♥♥❡ r❡✲

❞r❡ss❡✉s❡✮ ♠✐s❡ ❡♥ rés❡❛✉✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❛♥t❡♥♥❛ ✭✏♥❛♥♦ ❛♥t❡♥♥❛✑✮ q✉✐ ♣❡✉✲

✈❡♥t ❛❜s♦r❜❡r ❧❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡♥tr❡ ✸ ❡t ✶✺ µ♠

✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳

✶✳✷✳✸ ❊♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡

▲❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s s♦♥t très ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡♥✲

✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❊❧❧❡s ✈♦♥t ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✉ s♦❧ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♠❛r❝❤❡✱ ❞✬✉♥❡

❝❛r❝❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ r♦t❛t✐✈❡ ❥✉sq✉✬❛✉① ❝❤❛r❣❡s q✉❡ s✉♣♣♦rt❡♥t ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts✱ ✐♥✲

❢r❛str✉❝t✉r❡s ❡t ♠♦②❡♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✭❛✈✐♦♥s✳✳✳✮✳ ▲❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r

✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✭❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❍❡rt③ ✈♦✐r❡ ♠♦✐♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s

❞❡ ❦✐❧♦❍❡rt③ ♠❛✐s t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✶✵✵✵ ❍③ ✲ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✮✱ ❡t ♥❡ s♦✉✛r❡♥t q✉❡

❞❡ ♣❡✉ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❝✉♣éré❡ ♣♦✉r

❛❧✐♠❡♥t❡r ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❛✉t♦♥♦♠❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ◆❛♥t❡♥♥❛ ❞❡ ❧✬■❞❛❤♦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✿ ✭❛✮ ❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❛♥t❡♥♥❛s✱ ✐♠♣r✐♠é s✉r ♦r

❡t ✐♠❛❣é ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ❀ ✭❜✮ ❋❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♥❛♥t❡♥♥❛✱ ❛ss❡♠❜❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡

✶✽ é❧é♠❡♥ts✳
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✶✳✷ ❙♦✉r❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❋❘✲✺

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✈✐❜r❛t♦✐r❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ♣❛r♠✐ ❞❡s ❞✐s✲

♣♦s✐t✐❢s ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉① t②♣✐q✉❡s ❬✷✺❪

❙♦✉r❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✭♠✳s−2✮ ❋réq✉❡♥❝❡ ✭♣✐❝✮ ✭❍③✮

❈♦♠♣❛rt✐♠❡♥t ❞❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ ✈♦✐t✉r❡ ✶✷ ✷✵✵

❇❛s❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲♦✉t✐❧ ✸ ❛①❡s ✶✵ ✼✵

❇♦✐t✐❡r ❞✬✉♥ ♠✐①❡✉r ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ✻✳✹ ✶✷✶

❙è❝❤❡✲❧✐♥❣❡ ✸✳✺ ✶✷✶

P❡rs♦♥♥❡ t❛♣❛♥t s❡s t❛❧♦♥s ✸ ✶

❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ✈♦✐t✉r❡ ✸ ✶✸

❊♥❝❡✐♥t❡ ❞❡ ♣♦rt❡ ❥✉st❡ ❛♣rès ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✸ ✶✷✺

P❡t✐t ❢♦✉r à ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s ✷✳✺ ✶✷✶

❊✈❡♥ts ❞❡ ❝❧✐♠❛t✐s❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ✐♠♠❡✉❜❧❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✵✳✷✲✶✳✺ ✻✵

❋❡♥êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ r♦✉t❡ ❢réq✉❡♥té❡ ✵✳✼ ✶✵✵

❈❉ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ✵✳✻ ✼✺

P❧❛♥❝❤❡r ❞✬✉♥ ét❛❣❡ ❞✬✉♥ ✐♠♠❡✉❜❧❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❢réq✉❡♥té ✵✳✷ ✶✵✵

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✭♣♦✉tr❡ ❡♥❝❛stré❡✲❧✐❜r❡ tr❛♣é③♦ï✲

❞❛❧❡✳✳✳✮✱ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①

❡✛❡ts ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✱ ❧✬é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡✱ ❧❛

♣✐é③♦é❧❡❝tr✐❝✐té ✭q✉✐ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞é❞✐é✮ ❡t ❧✬é❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥✳

▲✬❡✛❡t é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥t ❞❡ ✢✉① ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✮ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❞❡ t❡♥s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ✜❧s é❧❡❝tr✐q✉❡s ✭❜♦❜✐♥❡✮ ❡st ♣❧❛❝é à

❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡t ❡✛❡t✱ ❞♦♥t ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t

❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ré❞✉✐t❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡✛❡t q✉✐

✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡st ❧❛ ♠❛❣♥ét♦str✐❝t✐♦♥✳ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ♠❛❣♥ét♦str✐❝t✐❢s s♦♥t ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉r ❢♦r♠❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♦✉✱ ❞❡

♠❛♥✐èr❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉r ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡✛❡t

❱✐❧❧❛r✐✮✳ ❈❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s✱ ❛✐♥s✐ ❝♦♥trô❧és ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡

❛ss♦❝✐és ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡✛❡t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡✮ ❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

▲❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t❡♥t q✉❛♥t à ❡✉① ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❛✜♥

❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✭❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♠♦❞✉❧❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té

✲ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ét❛♥t ❞❡s s②stè♠❡s ♣❛ss✐❢s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡r ❧❡

s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t à t❡♥s✐♦♥

❝♦♥st❛♥t❡ ✲ ❊r✐❝ss♦♥ ✲ ♦✉ à ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✲ ❙t✐r❧✐♥❣✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡
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❋❘✲✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✲ ❣é♥ér❛❧✐té s✉r ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ❝❤❛r❣é ❧♦rsq✉❡ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✮✱ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ❝♦♥✈❡rt✐❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡✱ ❡t

❡♥s✉✐t❡ ré❝✉♣éré❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞❡✈♦✐r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♦✉ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ à

❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ✭❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡ ❢❛❝✐❧✐té ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr❡ts✮✱ ❞❡s t❡❧s

❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ très é❧❡✈é❡s✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té

♣❡✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮✳

❊♥✜♥✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❣♥ét♦str✐❝t✐♦♥✱ ❧✬é❧❡❝tr♦str✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡

♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s

♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥

❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣s❡✉❞♦✲♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡✳

Q 

V V cst V max V min 
0 

Q cst 

Q max 

Q-Constrained 

Conversion 

Charge collected 

C max 

C min 

Charge injection 

Q 1 

Q 2 
Q 3 

Q 4 

V 1 

V 2 

V 3 

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❈②❝❧❡s ❡t ❞✐s♣♦s✐t✐❢s é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡s ✿ ✭❛✮ ❈②❝❧❡s t②♣✐q✉❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❬❄❪ ❀

✭❜✮ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ❞❡ ✶ ❝♠2 ❢❛❜r✐q✉é ❛✉ ▼■❚ ❀ ✭❜✮ ❡①❡♠♣❧❡

❞✬✉♥ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ❞❡ ✷ ❝♠2 ❢❛❜r✐q✉é à ❧✬■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ❬✹❪✳
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✶✳✸ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ♣❛r ❡✛❡t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❋❘✲✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞❡s s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡s ❬❄❪✳

✶✳✸ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ♣❛r ❡✛❡t

♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡

●râ❝❡ à ❧❡✉r ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts

♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs

❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ♦♥t ❛✐♥s✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❚②♣✐q✉❡✲

♠❡♥t✱ ❧❡s ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❛❧❧❛♥t ❞✉

µ❲ à q✉❡❧q✉❡s ♠❲✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡✉rs t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭❞❡

❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❱♦❧t✮ ❡♥ ❢♦♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❛✐sé❡ ✭♣♦♥t r❡❞r❡ss❡✉r✳✳✳✮✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡

tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✮ s♦✉s ❢♦r♠❡

é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✮ ♣❛r ❞✐✈❡rs ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❞é❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❜❛r②❝❡♥tr❡s ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s ♥❡

s♦♥t ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞✉s✮ s♦♥t ❛✐♥s✐ très ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés à ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡

à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡

♠ê♠❡ ❛①❡ ✭♠♦❞❡ ✸✸✮ ♦✉ s❡❧♦♥ ❞❡s ❛①❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥ ét❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

♠♦❞❡s ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ✭❝♦✉♣❧❛❣❡ ✸✶✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

❛✈❡❝ ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ♣❡✉t s❡

❢❛✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✭é❧é♠❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦❧❧é s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✮ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐s♠✐q✉❡

✈✐❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ s♦✐t très s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡✢ét❡r
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❋❘✲✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✲ ❣é♥ér❛❧✐té s✉r ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

3 2 

1 + 

- 

V 

3 2 

1 + 

- 

V 

T 

T 

31 mode 

33 mode 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ✸✶ ❡t ✸✸ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s✳

Couplage mécanique

insert

piézoélectrique 

V

Sollicitaion mécanique Sollicitaion mécanique

✭❛✮

V

Sollicitaion mécanique Sollicitaion mécanique

insert piézoélectrique

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚②♣❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❬✺✷❪ ✿ ✭❛✮ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❀ ✭❜✮ ❝♦✉♣❧❛❣❡

❞✐r❡❝t✳

❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❤♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝❝♦r❞❛❣❡✱ s❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡

❛✐sé❡ ❧❛ r❡♥❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡♠❡♥t très ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❛r ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st

♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥

❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣tés ❬✺✹✱ ✼✹✱✽✶✱✽✾✱✶✹✻❪✳

✶✳✸✳✶ ❊♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s s✉r ❧❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❞❡s

❡①❝✐t❛t✐♦♥s s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

ré❡❧✱ ♦ù ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧❛r❣❡

❜❛♥❞❡✱ ❡st r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣é✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés
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✶✳✸ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ♣❛r ❡✛❡t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❋❘✲✾

✭♠é❝❛♥✐q✉❡s ♦✉ é❧❡❝tr✐q✉❡s✮ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡

str✉❝t✉r❡s s✐s♠✐q✉❡s✱ ❧❡s ❞ér✐✈❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉❡s à ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡♥✲

✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ♦✉ ❛✉ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ ❞és❛❝❝♦r❞❛❣❡ q✉✐ ré❞✉✐t

❞r❛♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛s♣❡❝t ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s ré❛❧✐st❡s

❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t ❛tt✐ré ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❉✐✈❡rs❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

rés❡❛✉① ❞❡ rés♦♥❛t❡✉rs ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞és❛❝❝♦r❞és ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❜✐st❛✲

❜❧❡s✱ ❞✬✐♠♣❛❝t❡✉rs✱ ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s r✐❣✐❞✐tés

❝✉❜✐q✉❡s✮✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t é✈❛❧✉é ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❧❛r❣❡

❜❛♥❞❡ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r

❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✮ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉

♠❛♥q✉❡ ❞✬♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ q✉❡❧q✉❡s

r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r t❤é♦r✐q✉❡✲

♠❡♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡s♣érés✳
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✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛

ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts

♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡s é❧❡❝✲

tr♦♥✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛r❣❡

❜❛♥❞❡ s❡r❛ ❡①♣♦sé❡✱ ❡t ❢♦r♠❡r❛ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡

ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ q✉✐ s❡r❛ ♣♦✉rs✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♠✉t❡r à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ré❣✉❧✐❡r

❧✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❈❡tt❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❙❙❍■ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥✈❡rs❡r ❧❛

t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t s✉r ❞❡s ❡①tr❡♠❛ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱

❜❛♣t✐sé❡ P❙❍■ ✭✏P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤ ❍❛r✈❡st✐♥❣ ♦♥ ■♥❞✉❝t♦r✑ ✲ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♠✲

♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✮✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✉♥

s②stè♠❡ ✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é✑✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à

✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ q✉❛s✐✲✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥✱ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s

❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r❡s ✈❛❧❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳

H
se

+
+

échantillonnage

gain

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑✳

❋❘✲✶✶
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❋❘✲✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

✷✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s❛♥s

ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

❆✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛✲

t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡①♣♦s❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ s②♥❝❤r♦♥✐sé❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ♥✬❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ ❛✉ s②stè♠❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛

❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡✱ t♦✉t ❡♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡

❛✉ ❝❛s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑

♣❡✉t êtr❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ s✐♥✉s♦ï✲

❞❛❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f0 ✭q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s à ±f0✮✱
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣❛r ✉♥ ♣❡✐❣♥❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❞♦♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝❡❧❧❡

❞✉ s✐❣♥❛❧ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r ✉♥ ♣❡✐❣♥❡ ❞❡ ❉✐r❛❝

❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ 2f0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧

❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✈❡❝ s❛ ✈❡rs✐♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝✉♠✉❧❛t✐❢ q✉✐

❛♠♣❧✐✜❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭s✐ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✮ ♣❛r ✏❛✉t♦✲r❡♣❧✐❡♠❡♥t✑✱

t♦✉t ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✐❧ s❡r❛ ❞✬❛❜♦r❞

❡♥✈✐s❛❣é ♣❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝❧❛rté ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♥♥✉❧é❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t

✭❡t ♥♦♥ ✐♥✈❡rsé❡✮✳

✷✳✶✳✶ ❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡

❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑ s✉r ✉♥ ❝❛s

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡st ❛♥♥✉❧é❡

♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s

✭t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❉❙ ✿ ✏P❡r✐♦❞✐❝ ❙✇✐t❝❤ ❉❛♠♣✐♥❣ ♦♥ ❙❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t✑ ✲ ❆♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ♣❛r

❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ Pér✐♦❞✐q✉❡ s✉r ❈♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛ss❡✲r❡ss♦rt✲❛♠♦rt✐ss❡✉r ❝♦✉♣❧é é❧❡❝tr♦♠é✲

❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮ ❡t ❞♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr✐q✉❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s

♣❛r ✿

▼ü = ❋−❑❊u− α❱− ❈u̇
I = αu̇− C0V̇

, ✭✷✳✶✮

❛✈❡❝ u✱ F ✱ V ❡t I ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦✉r❛♥t s♦rt❛♥t ❞❡

❧✬é❧é♠❡♥t ❛❝t✐❢ ❡tM ✱ C✱ KE✱ α ❡t C0 ❧❛ ♠❛ss❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t
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:TF du sinus

✭❜✮

Auto- échanillonnage

:Peigne de Dirac

de si e

f(2n+1)f0f0

…

5f0

…

3f0-f0-3f0-5f0-(2n+1)f0
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( )0( 2 )

n

U f nf
∞

=−∞

−∑: Réponse globale

……

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❈♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑ ❡t ❞❡ ❧✬✏❛✉t♦✲r❡♣❧✐❡♠❡♥t✑ ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ✿

✭❛✮ s♦♠♠❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ❡t ❞✉ ♣❡✐❣♥❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❀ ✭❜✮ s✐❣♥❛❧ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ s✉❜✐ss❛♥t

❧✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑ ❀ ✭❝✮ ré♣♦♥s❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣rès ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

C0 

IC0 
IS 

V 

u

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t✳

M

          C

F

I

VKs

u

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s②stè♠❡ ♠❛ss❡✲r❡ss♦rt✲❛♠♦rt✐ss❡✉r é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳
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❋❘✲✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

str✉❝t✉r❛❧✱ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❡♥ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❜❧♦q✉é❡✱ ❧❛

t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

V (t) =
α

C0

u(t) + κ(t), ✭✷✳✷✮

♦ù κ(t) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t tn ✭n ∈ N✮ ❧❡s ✐♥st❛♥ts

❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ(t) ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛✐♥s✐

♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❝♦✉r❛♥t I ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s

s❡ ❢♦♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ T ✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❢réq✉❡♥t✐❡❧ s❡❧♦♥ ✿

V (ω) =
α

C0

U(ω)− 1

jω

a

C0

1

Ts

∞
∑

n=−∞

[

U(ω − n
2π

Ts
)
(

1− e−j(ω−n 2π
Ts
)Ts

)

e−jn 2π
Ts

t0

]

. ✭✷✳✸✮

♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑✳

t0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈❡♥t✉❡❧ r❡t❛r❞ ❞✉ ♣❡✐❣♥❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♥♦♥ ❝❡♥tré t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ③ér♦✳

✷✳✶✳✷ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r ♣❛r ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡

♣r♦♣♦s❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❡♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✈❡rsé❡ ❛✈❡❝ ✉♥

❢❛❝t❡✉r γ ✭0 ≥ γ ≥ 1✮✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉ ❥❡✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✿

−γV (t−n−1) =
α

C0

u(tn−1) + An−1, ✭✷✳✹✮

V (t−n ) =
α

C0

u(tn) + An−1, ✭✷✳✺✮

−γV (t−n ) =
α

C0

u(tn) + An. ✭✷✳✻✮

♦ù An s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ(t)✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s An ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡

❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ An ❡t An−1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à An−1 ❡t An−2✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ(t) ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✿

V (ω) =
α

C0
U(ω)− α

C0
(1 + γ)

1

jω

1

Ts

(

1

1 + γe−jTsω

)

(

1− e−jTsω
)

∞
∑

n=−∞

(

U(ω − n
2π

Ts
)e−jn 2π

Ts
t0

)

.

✭✷✳✼✮
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✷✳✷ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❋❘✲✶✺

C0 

IC0 
IS 

L 

V 

u

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳

q✉✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑✱ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡✛❡t ❝✉♠✉❧❛t✐❢ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳

✷✳✷ ❘é❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t s✬❡st ❛tt❛❝❤é✱ ♣❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝❧❛rté ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ♥✬ét❛✐t ❝♦♥♥❡❝té❡ ❛✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s

❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧✬ét✉❞❡ s❡r❛ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s❡ ❢❛✐t ❡✛❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ rés✐st✐✈❡ ✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❛❧✐♠❡♥té✮ ❝♦♥♥❡❝té❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡

❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡✳

✷✳✷✳✶ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ κ(t) ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞é❝❤❛r❣❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ rés✐st❛♥❝❡✱ ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡

❡♥ ❝♦✉r❛♥t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❝❡ ❝✐r❝✉✐t

✿

Ĩs = − (1 + γ)

∞
∑

n=−∞

[

∞
∑

k′=0

(−γ)k
′

(

[(u̇ ∗ h)]t−k′Ts
e
−

k′Ts
RLC0

− [(u̇ ∗ h)]t−(k′+1)Ts
e
−

(k′+1)Ts
RLC0

)

δ(t− nTs)

]

. ✭✷✳✽✮

❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✿
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❋❘✲✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

V (ω) = jωU(ω)h(ω)

−j(1 + γ)C0
α

1
Ts

(

1−e−Tsjωe
−

Ts
RLC0

)

(

1+γe−Tsjωe
−

Ts
RLC0

)h(ω)

[

∞
∑

n=−∞

[(

ω − n2π
Ts

)

U(ω − n2π
Ts

)h(ω − n2π
Ts

)
]

e−jn 2π
Ts

t0

] ,

✭✷✳✾✮

✷✳✷✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t

❉✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❡✛❡t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t

q✉✐ ré❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣ér❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ♣❛r ✿

λ(ω)−1U(ω)− F (ω) = η (ω)
∞
∑

n=−∞

(

ω − n
2π

Ts

)

U

(

ω − n
2π

Ts

)

h

(

ω − n
2π

Ts

)

ej(ω−n 2π
Ts
)t0 ,

✭✷✳✶✵✮

❛✈❡❝

η(ω) = j
(1 + γ)

(

1− e−Tsjωe
−

Ts
RC0

)

(

1 + γe−Tsjωe
−

Ts
RC0

)

e−jωt0C0

Ts
h(ω) ✭✷✳✶✶✮

λ (ω) =
1

−Mω2 + jCω +KE + jωαh(ω)
. ✭✷✳✶✷✮

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬ ✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑ ❡st ✐♥✈❛r✐✲

❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ωs = 2π/T ✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡

❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛r ✿

U(ω) = λ(ω)F (ω) +
η(ω)λ(ω)SF (ω)

1− η(ω)Sh(ω)

= U1(ω) + U2(ω). ✭✷✳✶✸✮

♦ù ✿

β (ω) = h (ω) e−jωt0λ (ω) . ✭✷✳✶✹✮
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✷✳✸ ❊t✉❞❡s ❞❡ ❝❛s ❋❘✲✶✼

SF (ω) =
∞
∑

n=−∞

[(

ω − n
2π

Ts

)

λ

(

ω − n
2π

Ts

)

F

(

ω − n
2π

Ts

)

h

(

ω − n
2π

Ts

)

ej(ω−n 2π
Ts
)t0
]

,

✭✷✳✶✺✮

Sh (ω) =
ejωt0

h(ω)

∞
∑

n=−∞

[(

ω − n
2π

Ts

)

β

(

ω − n
2π

Ts

)

h

(

ω − n
2π

Ts

)

ej(ω−n 2π
Ts
)t0
]

, ✭✷✳✶✻✮

❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ s❛♥s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭U1✮ ♣❧✉s ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡

❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ré❝✉♣éré❡ s✉r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡

❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✿

P =
1

Tv

1

2π

∫

∞

−∞

V (ω)V ∗(ω)

RL

dω ✭✷✳✶✼✮

✷✳✸ ❊t✉❞❡s ❞❡ ❝❛s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡

ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✈✐❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✭s✐♥✉s✮✱ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s ✭❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♠✐té✮✱ ♣✉✐s à

✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét✉❞❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠✲

♣♦r❡❧❧❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s s❡r❛ ♠❡♥é❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡

♠❡♥é❡✳

✷✳✸✳✶ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡①❝✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s P❙❍■

❡t ❙❙❍■ s❡ r❡❥♦✐❣♥❡♥t✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣ér✐✲

♦❞✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡t q✉❡ ❧❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

✐♥st❛♥ts ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♥✉❧✳ ❊♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭❢❛✐❜❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t✴♦✉ ❢♦rt ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t str✉❝t✉r❡❧✮✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré s✐♥✉s♦ï❞❛❧✱ ❡t s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

U(ω) =
uM
2

[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)] , ✭✷✳✶✽✮
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❋❘✲✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

❊♥ ❝♦✉♣❧❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡①✲

♣r✐♠❡r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s❡❧♦♥ ✿

V (ω0) =
uM
2

jω0h(ω0)− j(1 + γ)
C0

α

ω0
2

π

(

1 + e
−

π
Rω0C0

)

(

1− γe
−

π
Rω0C0

)h(ω0)
uM
2

[

h(ω0)− h(−ω0)e
−j2ω0t0

]

,

✭✷✳✶✾✮

♣♦✉r m = ±1 ❡t

V (mω0) = −j(1 + γ)
uM
2

C0

α

ω0
2

π

(

1 + e
−

π
Rω0C0

)

e−jmω0t0

(

1− γe
−

π
Rω0C0

) h(mω0)
(

h(ω0)e
jω0t0 − h(−ω0)e

−jω0t0
)

,

♣♦✉r m 6= ±1 ✭✷✳✷✵✮

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ét❛♥t ♥✉❧❧❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✲

♠✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r

❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❬✶✹✵❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✐❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r ❛✉① ❤❛r✲

♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡

ré❝✉♣éré❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥tré❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♦♥t

♥✉❧❧❡s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s

✲ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ét❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é✮ ✿

U(ω0) = λ(ω0)F (ω0) +
λ(ω0)η(ω0)SF (ω0)

1− η(ω0)Sh(ω0)
. ✭✷✳✷✶✮

❡t ♣♦✉r m 6= 1 ✿

U(mω0) =
λ(mω0)η(mω0)SF (mω0)

1− η(mω0)Sh(mω0)
✭✷✳✷✷✮

❛✈❡❝

η (mω0) = j
(1 + γ)

(

1− γe
−

Ts
RC0

)

C0

Ts
h(mω0)e

−jmω0t0

(

1 + e
−

Ts
RC0

)

, ✭✷✳✷✸✮

SF (mω0) = ω0λ (ω0)F (ω0)h (ω0) e
jω0t0 − ω0λ (−ω0)F (−ω0)h (−ω0) e

−jω0t0 ,

✭✷✳✷✹✮

Sh (mω0) ≈
ejmω0t0

h(mω0)

[

ω0β (ω0)h (ω0) e
jω0t0 − ω0β (−ω0)h (−ω0) e

−jω0t0
]

✭✷✳✷✺✮
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✷✳✸ ❊t✉❞❡s ❞❡ ❝❛s ❋❘✲✶✾

❡t ♣♦✉r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ✿

V (mω0) = jmω0U(mω0)h(mω0)−
η(mω0)

α

[

ω0U(ω0)h(ω0)e
jω0t0 − ω0U(−ω0)h(−ω0)e

−jω0t0
]

.

✭✷✳✷✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥s♣✐rés ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s

❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✺✹❪ ❡t ❧✐stés ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ q✉✐ ❝♦♥❝♦r❞❡♥t très ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥

♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ✲ ❬✶✷✻❪✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s

❞✬♦♥❞❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s

♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r

❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑✳

✷✳✸✳✷ ❘é♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❢réq✉❡♥✲

t✐❡❧❧❡ ❡t s❛ r❡❝♦♣✐❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❡✐♥❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥✲

t✐❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✮ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ét❛❧❡♠❡♥t ❞✉ s♣❡❝tr❡✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♦ù

❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t à ✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡

très ❛♠♦rt✐ ❡t✴♦✉ ♣❡✉ ❝♦✉♣❧é ♦ù ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡

❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ 2kω0 < ω < 2(k+1)ω0

♣❛r ✿

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✿ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r

C0 ✷✵ ♥❋
α ✵✳✵✵✶ ◆✴❱
KE ✸✵✵✵ Nm−1

▼ ✷✵✵ ❣
❈ ✵✳✷ Nm−1s−1

QI ✺✳✻
f0 ✶✾✳✹✾ ❍③
k2 ✵✳✵✶✻✹
QM ✶✷✷✳✹✼✺
k2QM ✷✳✵✵✾
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ P✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ s♦✉s

❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ ✿ ✭❛✮ ✈✉❡ ✸❉ ❞❡ ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R/Ropt ❡t ❞✉ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭❡♥

r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣ér✐♦❞❡✮❀ ✭❜✮ ✈✉❡ ❞❡ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

R/Ropt ❡t ❞✉ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭❡♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣ér✐♦❞❡✮ ❀ ✭❝✮ ✈✉❡ ❞❡ ❝ôté r❡♣rés❡♥t❛♥t

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R/Ropt❀ ✭❞✮ ✈✉❡ ❞❡ ❝ôté r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭❡♥ r❛♣♣♦rt ❞❡

♣ér✐♦❞❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♦❜t❡♥✉s à

♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥ r♦✉❣❡✮ ❡t ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ❜❧❡✉✮ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ P❙❍■ ❡t ✉♥ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ✶✵% ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❀ ✭❜✮ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥

t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



❋❘✲✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

✭❛✮

ω−ωs

1

T

S(ω)

−2ωs ωs 2ωs

ω

(ω)

ω−ω

0

✭❜✮

ω
ω ω

−ω ω
−ω ‐ ω

(ω)

1

T

−ωs ωs−ω0 ω0

XS(ω)
=

−ω0 ω0

XS(ω)

ω−ω ω

(ω)
✭❝✮

ω

1

T

ωs=2ω0

−ω0 ω0

−ωs=‐2ω0

XS(ω)

−ω ω−ω ω

(ω)

−ω ω

(ω)

=

ω

2

T

−ω0 ω0

XS(ω)

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✿ ✭❛✮ s♣❡❝tr❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧

❀ ✭❜✮ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❀ ✭❝✮ s♣❡❝tr❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❛✈❡❝

ωs > 2ω0❀ ✭❞✮ s♣❡❝tr❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❛✈❡❝ ωs = 2ω0✳
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V (ω) =jωU(ω)h(ω)

−
{

η(ω)

α
λ0 (ω − 2kω0)F (ω − 2kω0) e

j(ω−2kω0)t0

×
[

(ω − 2kω0)h (ω − 2kω0)− (ω − 2 (k + 1)ω0)h (ω − 2 (k + 1)ω0) e
−j(2ω0)t0

]}

.
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❛✈❡❝ ✿

U(ω) =
F (ω)

−Mω2 + jCω +KE

. ✭✷✳✷✽✮

❡t ✿

λ0(ω) =
1

−Mω2 + jCω +KE
✭✷✳✷✾✮

η(ω) = j
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1− e−Tsjωe−
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RC0
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1 + γe−Tsjωe−
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e−jωt0C0
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❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❘é♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❡✉ ❛♠♦rt✐ ❀ − ❡t

· · · r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ré♣♦♥s❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ s❛♥s ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❜t❡♥✉s

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥ r♦✉❣❡✮ ❡t ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ❜❧❡✉✮ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ P❙❍■ ❡t ✉♥ r❡t❛r❞ ❞❡

❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✵% ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❀ ✭❜✮

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
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✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❋❘✲✷✺

✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✮✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲

t❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r ♠♦②❡♥♥❛❣❡ ❞❡ 10 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ♣♦✐♥t ❡st ❡①♣♦sé❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ■❧

❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝r❡✉① à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡

❢❛✐t q✉❡ ❧❡ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❡♥sé ♣❛r ✉♥ ❜❛tt❡♠❡♥t ❞✉ à ✉♥❡

❧é❣èr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❡①♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡

ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝✲

tr✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑ ✐♥❞✉✐t

♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡

❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ✉♥❡

❢♦r❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡t r❛♣✐❞❡ q✉✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭♠♦❞✉❧❡ ❡t ♣❤❛s❡✮✱ ❝❡ q✉✐

❡st r❛r❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡✳ ▼❛✐s s❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝

✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ré❝✉♣ér❛✲

t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs ✐♥té❣r❛♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ P❙❍■ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥

❞❡ 2ω0 ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥ r♦✉❣❡✮ ❡t ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉✲

t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ❜❧❡✉✮ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ P❙❍■ ❡t ✉♥

r❡t❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✵% ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡

❀ ✭❜✮ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❊♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡ ✭♠♦②❡♥♥é❡ s✉r 10 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✭♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛♥❞❛r❞

s✐♥✉s♦ï❞❛❧✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡

rés♦♥❛♥❝❡✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①✐❝t❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿ ✭❛✮ ✈✉❡ ❞❡ ❞❡ss✉s ❀ ✭❜✮ ✈✉❡ ❞❡ ❝ôté r❡♣rés❡♥t❛♥t

❧✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✳
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✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❢réq✉❡♥t✐❡❧

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s✬❡st ❛tt❡❧é à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■

❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ❛✐t été ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛✈èr❡ ♣❛r✲

t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ ② ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t

✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ ♣❡✉t

êtr❡ ré❝✉♣éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ré❛❧✐st❡s à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❡ ❜♦r♥❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛

t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s ♥♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱

❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❙❙❍■ ét❛♥t ♥♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱

❝❡❝✐ ❝♦♠♣r♦♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡t ❡✛❡t ❞❡ ♥♦♥✲

✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ t②♣✐q✉❡✲

♠❡♥t ✈✉ s✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿

hs(t, t1) = − (1 + γ)
∞
∑

n=−∞







∞
∑

k′=0

(−γ)k
′

(

h
(

t− k′T − t1
)

e−
k′T
τe

− h
(

t−
(

k′ + 1
)

T − t1
)

e−
(k′+1)T

τe

)

δ (t− nT )






. ✭✸✳✶✮

❆✐♥s✐✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■✱ ❧❛ ♠ét❤✲

♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝❤♦✐s✐❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ q✉✐ ♣♦st✉❧❡ q✉❡ ❧❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡✉r

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ sér✐❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

❋❘✲✷✾
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 
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❋❘✲✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■

✸✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■

✸✳✶✳✶ ❈❛s ❣é♥ér❛❧

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❡♥é❡ ✐❝✐✱ ♦♥ ❞é✜♥✐r❛ hxy(t, t1) ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré♣♦♥s❡s ✐♠♣✉❧✲

s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ x ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥tré❡ y✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Kxy ✭KAB = E[A(t)B(t′)] ❛✈❡❝ E ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t A ❡t B ❞❡✉① ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♠❛✐s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ s❡❧♦♥ ❧❡ ❥❡✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

✿

〈u̇(t)v(t′)〉 = ∂

∂t
Kuv(t, t

′) = Kvv(t, t
′) ✭✸✳✷✮

〈v̇(t)v(t′)〉 = ∂

∂t
Kvv(t, t

′) = −ω0E
2Kuv(t, t

′)− ω0E

QM

Kvv(t, t
′)

− α

M
KV v(t, t

′) +
1

M
KFv(t, t

′) ✭✸✳✸✮

〈V (t)v(t′)〉 = KV v(t, t
′) =

∫

∞

−∞

hV v(t, t1)Kvv(t1, t
′)dt1 ✭✸✳✹✮

〈F (t)u̇(t′)〉 = ∂

∂t′
KFu(t, t

′) = KFv(t, t
′) ✭✸✳✺✮

〈F (t)v̇(t′)〉 = ∂

∂t′
KFv(t, t

′) = −ω0E
2KFu(t, t

′)− ω0E

QM

KFv(t, t
′)

− α

M
KFV (t, t

′) +
1

M
KFF (t, t

′) ✭✸✳✻✮

〈F (t)V (t′)〉 = KFV (t, t
′) =

∫

∞

−∞

hV v(t
′, t1)KFv(t, t1)dt1. ✭✸✳✼✮

q✉✐ ❡st s♦❧✉❜❧❡ s✐KFF ✱ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ t❡♠♣s ❝❡♥tr❛❧ ❡t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts

❞✐st✐♥❝ts ✭RAB(t, τ) ≡ Kt2,t1 ❛✈❡❝ t = (t1 + t2) /2 ❡t τ = t2−t1✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

Rn
AB(τ) =

1

Ts

∫ Ts

0

RAB(t, τ)e
−jωsntdt; ✭✸✳✽✮

❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✿

Sn
AB(ω) =

∫

∞

−∞

Rn
AB(τ)e

−jωτdτ . ✭✸✳✾✮

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 
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✸✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ ❋❘✲✸✶

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❥❡✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ à ✿

L
(

ω + 1
2
ωsn
)

j
(

ω + 1
2
ωsn
) Sn

vv(ω) = − α

M
Sn
V v(ω) +

1

M
Sn
Fv(ω) ✭✸✳✶✵✮

L∗
(

ω − 1
2
ωsn
)

−j
(

ω − 1
2
ωsn
)Sn

Fv(ω) = − α

M
Sn
FV (ω) +

1

M
Sn
FF (ω), ✭✸✳✶✶✮

❛✈❡❝ ✿

L(ω) = −ω2 + ω0E
2 + 2jωζω0E; ✭✸✳✶✷✮

❖ù ζ ❞é♥♦t❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r q✉❡ Sn
FF ❡st ♥✉❧ ♣♦✉r

n 6= 0 ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧ S0
FF

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ V ❡t ❧❛ ❢♦r❝❡ F ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥tr❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v ✿

Sn
FV (ω) =

∑

i

Si
Fv(ω +

1

2
ωs (n− i))yn−i(ω − ωsi+

1

2
ωsn). ✭✸✳✶✸✮

Sn
V v(ω) =

∑

i

Si
vv(ω − 1

2
ωs (n− i))y∗n−i(ω + ωsi−

1

2
ωsn). ✭✸✳✶✹✮

❖ù yk s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ y(t, ω) ❞é❝♦✉❧❛♥t

❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ hV v ✿

∞
∫

−∞

hV v(t, t1)e
−jωt1dt1 = e−jωty(t, ω) =

∑

k

yk(ω)e
j(−ω+kωs)t, ✭✸✳✶✺✮

❛✈❡❝

yk(ω) = ĥ∗(ω)×
(

δk,0 −
1

Ts
· 1 + γ

−jω + 1
τ
+ jωsk

· 1− e(jω−
1
τ )Ts

1 + γe(jω−
1
τ )Ts

)

✭✸✳✶✻✮

❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Kvv ✿
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❋❘✲✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■

P =
1

Ts

1

RL

Ts
∫

0

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

hV v(t, t1)hV v(t, t2)Kvv(t1, t2)dt1dt2dt

=
1

RL

1

2π

∞
∫

−∞

dω
∑

n

S̃n
vv(ω)

(

ĥ∗(ω)ĥ(ω + ωsn)

×
(

δn,0 + (1 + γ)
1

Ts
J(ω)

)

)

, ✭✸✳✶✼✮

♦ù ✿

Jn(ω) =
1

(

−jω − 1
τe

)

1− e(−jω− 1
τe
)Ts

1 + γe(−jω− 1
τe
)Ts

+
1

(

j (ω + ωsn)− 1
τe

)

1− e(jω−
1
τe
)Ts

1 + γe(jω−
1
τe
)Ts

+
τe
2

(1 + γ)
(

1− e−
2Ts
τe

)

(

1 + γe(jω−
1
τe
)Ts

)(

1 + γe(−jω− 1
τe
)Ts

) .

✸✳✶✳✷ ❈❛s ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❢❛✐❜❧❡s

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱

✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ s❡❧♦♥ ✿

S0
vv (ω) =

∣

∣

∣
ĥvF (ω)

∣

∣

∣

2

S0
FF (ω) . ✭✸✳✶✽✮

❉ès ❧♦rs✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✿

P =
1

RL

1

2π

∞
∫

−∞

∣

∣

∣
ĥvF (ω)

∣

∣

∣

2∣
∣

∣
ĥ(ω)

∣

∣

∣

2
[

1 +
1 + γ

Ts
J0(ω)

]

S0
FF (ω) dω ✭✸✳✶✾✮

✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❛♠♦rt✐ss❡✲

♠❡♥t✱✳✳✳✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡✳ ▲❡s rés✉❧✲

t❛ts s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❋❘✲✸✸

❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✿ P❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

▼❛ss❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ M ✷✵✵ ❣

❘❛✐❞❡✉r ❡♥ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t KE ✸✵✵✵ Nm−1

❈❛♣❛❝✐té C0 ✷✵ nF

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ γ ✵✳✼✺

❋réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t f0E ✶✾✳✹✾ Hz

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡

ré❝✉♣éré❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭à ❝❤❛r❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧ k2✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❛♥s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭st❛♥❞❛r❞✮✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t

q✉✬à ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k2✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❣❛✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡s

❞✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣❧✉s ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt s❡ ré❞✉✐t✱ ❧❛

t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞é♣❛ss❛♥t ♠ê♠❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝r❡✉①

❞é❥à ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❞❛♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❡t ❛♣♣❛r❛ît ♠ê♠❡

♣❧✉s ♣r♦♥♦♥❝é ♣♦✉r ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t

❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ ❞❡✈✐❡♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡

❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊❣❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣✉✐s✲
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ QM ❂ ✶✷✷✳✹✼✺ ❡t ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡

❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✉ ❝❛rré k2✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣✉✐ss❛♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ✭s❛♥s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✮✳
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❋❘✲✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■

s❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ k2 ❡t ❞✉

❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ QM ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠♦♥tré ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très

❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❝❛s s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ♦✉ s❡✉❧ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❬✽✻❪✳

●râ❝❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r

♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②s✲

tè♠❡ ❧♦rsq✉✬❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❢réq✉❡♥✲

t✐❡❧❧❡ ❧✐♠✐té❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✲

✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ✭r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ fr✮✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ ♣❧✉s ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❝♦♥✲

❝❡♥tré ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❧✉s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♠❛✐s

é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝r❡✉① ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r

❞✉ s♣❡❝tr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ❧❛r❣❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ❝r❡✉① ❡st ❛tté♥✉é ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡

❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❞és❛❝❝♦r❞❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡t ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ∆f✮✱ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝r❡✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❀ ♣❧✉s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t

♣❧✉s ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉s ❧❡ ❝r❡✉① s✬❛tté♥✉❡ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡

❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳

✸✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❆✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ♣❧✉s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ♠❡♥és ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é✲

❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ✐❝✐ ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡

ré❝✉♣éré❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ s✐s♠✐q✉❡ s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✭q✉✐✱ ❧♦rsq✉❡

♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡✮ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥✲

t❡♥✉ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡st ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ r❛✐❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✭❛✮✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts✱ ♠♦♥trés

❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✭❜✮✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ 20 ♠❡s✉r❡s✱

❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ♣ré✈✉❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ P❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱

♦♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝r❡✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st ❜✐❡♥ ♦❜s❡r✈é✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ P✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r

k2 = ✶✳✻✼ ×10−4 %✱ ✵✳✵✶✻✼ %✱ ✵✳✹✶✺ % ❛♥❞ ✶✳✻✹ % ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ QM ✳ ✭❛✮

P✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ QM ❀

✭❜✮ P✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ré❝✉♣éré❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ k2QM ✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ♣❧❡✐♥❡s

r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ P❙❍■ ❀ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ❝❛s

st❛♥❞❛r❞✳

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



❋❘✲✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■

−1000 −500 0 500 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4
S

F
F
 (

N
2
/H

z
) 

f(Hz)

 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

−3

P
o

p
t/F

2 rm
s

 

 

ω
s
/ω

0E

f
r
 = 10

8

f
r
 = 10

4

f
r
 = 10

2

f
r
 = 10

8

f
r
 = 10

4

f
r
 = 10

2

k
2
=0.415%

Q
M

=122.475

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❉❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✜❧

❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✭fr = 102, 104, 108✮✱ k2QM = 0.508✱ f0E = 19.49
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ P✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ré❝✉♣éré❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞✬✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♥♦♥ ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❛ rés♦✲

♥❛♥❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ❡st ♦♣t✐♠✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ rés✐st✐✈❡

❞❡ ✶✶✵ kΩ✳ ✭❛✮ ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ ❀ ✭❜✮ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♣♦✉r

❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳
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❋❘✲✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■

✸✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s P❙❍■ ❡t ❙❙❍■

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❧❛ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡

❙❙❍■ q✉✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐sé❡ s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s❡

❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ✭❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♦✉

❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✮ ❡t s♦✉s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❛♥t

❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ré❝✉♣éré❡s ♣❛r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞✱ ❙❙❍■ ❡t P❙❍■ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❛✮

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✜❧tré ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉✲

t✐♦♥✱ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❜✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✭❝✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ q✉❛❞r✐❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ✭à ✉♥❡✱ ❞❡✉①✱ q✉❛tr❡ ❡t ❞♦✉③❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡

rés♦♥❛♥❝❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❝❤♦✐s✐❡

❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉✬à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❙❙❍■ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✜❧tré ♦ù ❧❡ ❙❙❍■ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s

❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ❧❡ P❙❍■✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r r❡st❡ très s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛♥✲

❞❛r❞✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t✴♦✉ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té

♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡s é❝❛rts s❡ ré❞✉✐s❡♥t✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ré❝✉♣éré❡s

s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❙❙❍■✱ ❧❡ P❙❍■ ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ♠ê♠❡ ❞❡ ♥♦t❡r

q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■

❞é♣❛ss❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡ ❙❙❍■✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❙❙❍■ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t ♥❛✲

t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞ét❡❝t❛❜❧❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t très

❢♦rt❡♠❡♥t ❞é❣r❛❞é❡s ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣❧✉s é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✐❧❧✉stré ❡♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❡①♣♦sé ❧✬❛♥❛❧②s❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣ér✐✲

♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐❣♥❛✉①

❝♦♠♣❧❡①❡s ♠❛✐s ré❛❧✐st❡s✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ❛s♣❡❝t ♥♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡t ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❙❙❍■✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❛✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ P❙❍■ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r

❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡s s✐❣♥❛✉①✳ ■❧ ❛ ❛✐♥s✐ été ❞é♠♦♥tré✱ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡t é♥❡r❣✐❡s ré❝✉♣éré❡s ♣♦✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞✱ ❙❙❍■

❡t P❙❍■ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦✜❧s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✿ ✭❛✮ ❇r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✜❧tré ❀ ✭❜✮ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❀ ✭❝✮

❡①❝✐t❛t✐♦♥ q✉❛❞r✐♠♦❞❛❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❘é♣♦♥s❡s ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡✳

♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡

❝r❡✉① ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦✉♣❧é ❡t✴♦✉ ❛♠♦rt✐ à ❝❡rt❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡✱

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❡s ❝r❡✉① ét❛♥t étr♦✐t❡♠❡♥t r❡❧✐é ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡

❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡✲

♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♠♦♥♦❝❤♦♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡

P❙❍■ ✈❛r✐❡♥t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ ❝❛rré ❡t ❧❡ ❢❛❝✲

t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❍■ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ r❡st❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♣❡✉ ❝♦✉♣❧é✱

♠❛✐s q✉❡ ❝❡t é❝❛rt s❡ ré❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t✴♦✉ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡

❛✉❣♠❡♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ ❞é✲

♣❛ss❡♥t ♠ê♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❙❙❍■✱ ❝❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ♣❛r ♥❛t✉r❡ s✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s

❧❡s ♣❧✉s ❤❛✉t❡s q✉✐ ♥❡ ♣♦rt❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✬é♥❡r❣✐❡✳
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✹ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡

s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❛❧✐st❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✐s♠✐q✉❡✱ ❝❡

❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs ❡st ♣❛ssé❡ ❞✬✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥

❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ à ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱

❛✜♥ ❞❡ r❡❧❛t❡r ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛

♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❧✐✈ré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥tr❡

❧❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ✐♥st❛❧❧é ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

♣♦✉✈❛♥t ❛✐❞❡r ❛✉ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ré❝✉♣ér❛t❡✉r✱ t♦✉t❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❞✬é♥❡r❣✐❡ ét❛♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ P❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♦♥

s❡ ❧✐♠✐t❡r❛ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❀ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉✈❛♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é à ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s

rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳

❋❘✲✹✶
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❋❘✲✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡

✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡

✹✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ à ❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s

▲❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡t ❞❡ s❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥

s②stè♠❡ à ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❡st é❧❡❝tr♦♠é✲

❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s

♠é❝❛♥✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Mü(t) +Cu̇(t) +Ku(t) = F(t) +AV (t), ✭✹✳✶✮

❖ù u(t) ❡t F(t) s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❢♦r❝❡ ✭❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛②❛♥t

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ q✉✐ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮ ✿

u(t) =





u1(t)

u2(t)



 ,F(t) =





F (t)

0



 ✭✹✳✷✮

❡t M✱ C✱ K ❡t A s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t

str✉❝t✉r❡❧✱ r❛✐❞❡✉r ❡♥ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t ❡t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

M =





M1 0

0 M2



 ,K =





K1 +K2 −K2

−K2 K2



 ,C =





C1 + C2 −C2

−C2 C2



 ,A =





α

−α



 .

✭✹✳✸✮

❉❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s 1 ❡t 2 ❞é♥♦t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝✲

t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t ❧❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡

❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❡①❝❡♣té q✉❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s

M1

K1

M2

V
K2

u2

u1

C2
RL

F

C1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼♦❞è❧❡ à ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳
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✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❋❘✲✹✸

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts U2 − U1 ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r s❡✉❧✳ ❆✐♥s✐✱

❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ rés✐st✐✈❡ ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Ṽ (ω) =
αRjω

1 + C0Rjω
(Ũ2(ω)− Ũ1(ω)) = g(ω)

[

−1 1
]







Ũ1(ω)

Ũ2(ω)







✭✹✳✹✮

❛✈❡❝ g(ω) =
αRjω

1 + C0Rjω
, ✭✹✳✺✮

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿







Ũ1(ω)

Ũ2(ω)







= L(ω)







FM

0







, ✭✹✳✻✮

♦ù ✿

L(ω) = (I2 −G(ω))−1
T(ω)

G(ω) = αg(ω)T(ω)





−1 1

1 −1





T(ω) =





−M1ω
2 + (C1 + C2)jω + (K1 +K2) −C2jω −K2

−C2jω −K2 −M2ω
2 + C2jω +K2





−1

.

. ✭✹✳✼✮

I2 ét❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2× 2✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉✱

✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♣✉✐s ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

P =
1

2

Ṽ (ω)Ṽ ∗(ω)

RL

, ✭✹✳✽✮

✹✳✶✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét❛❜❧✐ ❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r

❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✲

♣♦sé✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡♥✈✐s❛❣é q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t ❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r

s♦♥t ❞❡ s✐♠♣❧❡s ♣♦✉tr❡s ❡♥❝❛stré❡s✲❧✐❜r❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① ❡①♣♦sés ❞❛♥s

❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à t♦✉t t②♣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0085/these.pdf 

© [Y-C. Wu], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



❋❘✲✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡

✶✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭❤ôt❡ ❡t ré❝✉♣ér❛t❡✉rs✮ s✉✐✈❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬❊✉❧❡r✲

❇❡r♥♦✉❧❧✐

✷✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥

✸✳ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡

✹✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡ tr❛♥s✈❡rs❡

✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r d ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ♣❡♥t❡ ❡t ❝❡❧✉✐

F ❞❡ ❢♦r❝❡ ❡t ♠♦♠❡♥t s❡❧♦♥ ✿

[▼]{d̈(t)}+ [❈]{ḋ(t)}+ [❑]{d(t)} − B1V (t) = {❋(t)}, ✭✹✳✾✮

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s▼✱ ❈ ❡t❑ s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐s✲

s❡♠❡♥t str✉❝t✉r❡❧ ❡t r❛✐❞❡✉r ❡♥ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s

♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s s♣❧✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡✳ B1 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss❡♠❜❧é❡

tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✱ ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❡♥ ❜♦✉t ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡st s✉♣♣♦sé ❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉

ré❝✉♣ér❛t❡✉r✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❡t str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥❡

♥❡✉tr❡✳

Structure hôte

Substrat

Support

Elément

piézoélectrique

Récupérateur

ds dh

dp thtp
ts

x1x2

x3

tsup
x2

x3

ws

wh

F

RL

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❝❤é♠❛ ❡t ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t ❞✉ ré❝✉♣ér❛t❡✉r✳
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✹✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❋❘✲✹✺

P❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿

V̇ (t) = − d31tp
2

Lp (sE11 + sE12) ε
S
33

θ̇(t)
∣

∣

∣

x0+Lp

x0

− tp
wpLpεS33RL

V (t)

= B2 θ̇(t)
∣

∣

∣

x0+Lp

x0

+B3V (t), ✭✹✳✶✵✮

♦ù θ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t RL ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❝♦♥♥❡❝té❡ ❛✉

s②stè♠❡✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s sE11✱ S
E
12✱ ǫ

S
33 ❡t d31 s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡s é❧❛st✐q✉❡s à ❝❤❛♠♣

❝♦♥st❛♥t✱ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té à ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉

♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡✳ Lp✱ wp ❡t tp s♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❧❛r❣❡✉r ❡t é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✳

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ♣❡♥t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr✐q✉❡✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s

❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✉ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿





([❑]− ω2 [▼]) + j [❈]ω −B1

jω❇2 B3 − jω









❞̃(ω)

Ṽ (ω)



 =





❋̃(ω)

0



 ✭✹✳✶✶✮

Ṽ (ω) = [B3 − jω]−1 [jω❇2]× ❞̃(ω). ✭✹✳✶✷✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ s✬♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s❡❧♦♥ ✿

P (ω) =
Ṽ (ω)Ṽ ∗(ω)

2RL

. ✭✹✳✶✸✮

✹✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t

♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é❧❛❜♦rés✳ ▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ♣rés❡♥té

❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✱ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳ ❯♥❡ ✐❞❡♥t✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠❡♥é❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

à ❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✱ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❡❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés

❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts

✜♥✐s ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❊❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞é✢❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡t ❞❡
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❋❘✲✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡

Capteur inductif

Masse sismique

Récupérateur

Electro-aimant

Capteur capacitif

Structure hôte

Capteur de 

déplacement piézo-

électrique pour la 

structure hôte

(non utilisée pour 

récupération)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✿ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣♦✉tr❡s✳

▲♦♥❣✉❡✉r✱ ds ✵✳✶✵✹ m ❊♣❛✐ss❡✉r✱ ts ✵✳✺✷ m

▲❛r❣❡✉r✱ ws ✵✳✵✹ m ▼♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣✱ Es ✷✶✵ Gpa

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ νs ✵✳✸ ❉❡♥s✐té✱ ρs ✼✹✺✵ kg/m3

❈♦❡✣❝✐❡♥t

❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✱ ξs

✵✳✵✵✼

▲♦♥❣✉❡✉r✱ dh ✵✳✵✸✸ m ❊♣❛✐ss❡✉r✱ th ✹✾✳✹ µm

▲❛r❣❡✉r✱ wh ✵✳✵✷ m ▼♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣✱ Eh ✷✶✵ Gpa

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ νh ✵✳✸ ❉❡♥s✐té✱ ρh ✼✹✽✵ kg/m3

❈♦❡✣❝✐❡♥t

❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✱ ξh

✵✳✵✻✺✽

▲♦♥❣✉❡✉r✱ dp ✵✳✵✷✷ m ❊♣❛✐ss❡✉r✱ tp ✺✺ µm

▲❛r❣❡✉r✱ wp ✵✳✵✷ m P♦s✐t✐♦♥✱ xp ✵✳✵✵✸✸ m

❉❡♥s✐té✱ ρp ✼✾✵✵ kg/m3 ❊♣❛✐ss❡✉r✱ tsup ✵✳✵✵✶✼✺ m

❈♦♥st❛♥t❡

♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡✱ d31

✲✶✺✷✳✺ pC.N−1 P❡r♠✐tt✐✈✐té✱ εS33 ✶✺✳✺ nF.m−1

❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡s✱ s11
E ✶✺✳✷✼ ×10−12 Pa−1 s12

E ✲✺✳✹✻ ×10−12 Pa−1

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✿ P❛r❛♠ètr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳

f1s ✷✻✳✸ ❍③ f0s ✷✻✳✷✺✻ ❍③

C0s ✹✵✳✷ ♥❋ QMs ✶✹✷✳✷✸

αs 2.07× 10−4 Ms ✵✳✵✶✶✺ ❦❣

Ks ✸✶✹✳✹ Nm−1 bs ✵✳✵✶✸✹ Nm−1s−1

f1h ✷✹✳✵✺ ❍③ f0h ✷✸✳✹✺ ❍③

C0h ✸✻✵ ♥❋ QMh ✸✻✳✾✷

αh ✸✳✶✵✷×10−4 ◆✴❱ Mh ✷✳✸✾×10−4 ❦❣

Kh ✺✳✹✻✼ Nm−1 bh ✾✳✼✾✷×10−4 Nm−1s−1

Fm ✻✳✷×10−4 ◆ kh
2 ✵✳✵✹✽✾
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FEM

2 dég

Exp

FEM

2 dég

Exp

FEM

2 dég

1 dég

Exp

FEM

2 dég

1 dég

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡ ✭r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❂ 0.0208✮✳

♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡

❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r✱ ❡st r❡♣rés❡♥té✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡

t❤é♦r✐❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥tr❡ ❧❡

ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ✭❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✺✵ ❢♦✐s ♣❧✉s

❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✮✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❤ôt❡ ❡t ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❡st ♥♦♥ ♥é❣✲

❧✐❣❡❛❜❧❡✱ s✉rt♦✉t à ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦ù ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥❞✉✐t

✉♥❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✹ ❞❇ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ✭❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡

✉♥ ❚✉♥❡❞ ▼❛ss ❉❛♠♣❡r ✲ ✏❆♠♦rt✐ss❡✉r à ▼❛ss❡ ❆❝❝♦r❞é❡✑ ✲ ❛❞❛♣té✮✳ ❆✐♥s✐ ❝❡t ❛♠♦r✲

t✐ss❡♠❡♥t ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ✲ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t

s✉r❡st✐♠é❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✷ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡

❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡

❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ✐❝✐✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❡t

❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r r❛♣✲

♣♦rt à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ré❝✉♣éré❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡

♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs à ✉♥ ❡✛❡t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦✲

❝❛❧✐sé❡s✳

✹✳✸ ❊✛❡t ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❡t

str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❡t ❝♦✉✲

♣❧❛❣❡s ✐♥✈❡rs❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs s✐s♠✐q✉❡s ✐♥st❛❧❧és

s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✳ ❖♥ s✬❛tt❛r❞❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥tr❡

❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❜❛s❡ ét❛♥t ❞ér✐✈és ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❝❡rt❛✐♥s

❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡✉r ❡✛❡t✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r

❡t ❧✬❤ôt❡✱ ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❛❝❝♦r❞é❡s

❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡①✐st❡✱ r❡❧❛t❛♥t

❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ tr❛♥s❢❡rt é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡

✈❡rs ❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ✭t♦✉❥♦✉rs s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✮✱ ❡t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉

ré❝✉♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡

é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✱

❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦✉✈❛♥t ♠ê♠❡ s❡ ❞é❞♦✉❜❧❡r ♣♦✉r ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ♠❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳

▲✬❡✛❡t ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ♠✐✲

❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s

❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ✐♠♣❛❝t❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡

♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❝❡
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✹✳✸ ❊✛❡t ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ❡t str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❋❘✲✹✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❘é♣♦♥s❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts r❛♣♣♦rts ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t

❝❤❛r❣❡ ❀ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♦♣t✐♠✐sé❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ rés✐st✐✈❡

❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

st❛♥❞❛r❞✳
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0.00040

0.00063
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 0.00126
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 0.00355
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augmente

Rapport
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❘é♣♦♥s❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛♣♣♦rts ❞❡ ♠❛ss❡ ❀ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥

❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♦♣t✐♠❛✉①

✭RL = Ropt|(M2/M1)opt
= 61.8 ❦Ω✮✳
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❋❘✲✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❢❛❝t❡✉r

❞❡ ♠ér✐t❡ k2QM ✳

❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ r❡❧❛t❛♥t ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡

✈❡rs ❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r✮✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝✲

tr✐q✉❡ ❡①tr❛✐t❡ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r✱ ❡t ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡

tr❛♥s❢éré❡ ❛✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡t ❝❡❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✳ ❖♥

r❡♠❛rq✉❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ s❛✉t ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ré❝✉♣éré❡ ♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ♣✐❝ ❢réq✉❡♥t✐❡❧

✭❞✉ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✮✳

✹✳✹ ❈❛s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡

▲❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ s♦♥t très r❛r❡♠❡♥t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱

❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r

q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s s✐s♠✐q✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤ôt❡ ❡st s♦✉♠✐s

à ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡✳
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✹✳✹ ❈❛s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❋❘✲✺✶

✹✳✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r

❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t ❞✉ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ✿

Suu (ω) = |L (ω)|2SFF (ω) . ✭✹✳✶✹✮

❈♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ✿

P =
〈V 2 (t)〉
RL

=
1

2π

∫

∞

−∞

SV V (ω)dω

=
1

RL

1

2π

∫

∞

−∞

|gL (ω)|2SFF (ω)dω. ✭✹✳✶✺✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✭❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r SFF ✮✱

❝❡tt❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ♣❛r ✿

P =
1

RL

1

2π
SFF

∫

∞

−∞

|gL (ω)|2dω. ✭✹✳✶✻✮

❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ♦ù ❧❛ ❢♦r❝❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❉✐r❛❝s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❛ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ FM ✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

P =
1

2RL

|gL (ω0)|2FM
2, ✭✹✳✶✼✮

❝❡ q✉✐ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡ q✉✐ ❛ été ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

✹✳✹✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

P♦✉r ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st♦❝❤❛s✲

t✐q✉❡ ❡t ❝❡❧❧❡ à ❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✱ q✉✐

✈❛❧✐❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛s♣❡❝t st❛t✐st✐q✉❡✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt

❞❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k2QM ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡t ❛tt❡✐♥t ✉♥

♣❧❛❢♦♥❞ ♣♦✉r ❞❡ ❢♦rt❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛❧✐❡r ❡♥

t❡r♠❡s ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ q✉✐ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ✈♦✐r❡

❧❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ✭❤ôt❡✰ré❝✉♣ér❛t❡✉r✮✱
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❋❘✲✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡
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Stochastique deux degrés de liberté mono

Deux degrés de liberté mono

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❊✛❡ts ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳

❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

♠❛r❣❡ ❞❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✭♣r♦✜❧ ❣❛✉ss✐❡♥

❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ♣rés❡♥té ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ ❝❡ ♣❛❧✐❡r s❡ ré❞✉✐t ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧✐♠✐té❡✱ ♣❛ss❛♥t

❞✉ ❝❛s ❞❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❛✉ ❝❛s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✳

▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝❛❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✱

❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ α ♦✉ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ k ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♥st❛♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡✳ ❇✐❡♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❧♦❝❤❡ s✉r ❧❡ s②tè♠❡

④❤ôt❡✰ré❝✉♣ér❛t❡✉r⑥ ✿ ✭❛✮ à α ❝♦♥st❛♥t ❀ ✭❜✮ à k2 ❝♦♥st❛♥t✳

q✉❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞é❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛

r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧

❡t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ♦✉tr❡ ♠❡s✉r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ ❞é❝❛❧❡ ✈❡rs ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ❤❛✉t❡s✱ t♦✉t❡

❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡✳
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∆ f = 0

∆ f = 1.3158

∆ f = 2.6316

∆ f = −2.6316

∆ f augmente
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❊✛❡t ❞✬✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ à ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ ♣♦✉r ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡

✿ ✭❛✮ à α ❝♦♥st❛♥t ❀ ✭❜✮ à k2 ❝♦♥st❛♥t✳
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❋❘✲✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡

✹✳✺ ❊✛❡t ❞✉ ❞és❛❝❝♦r❞❛❣❡ ❡♥tr❡ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t

ré❝✉♣ér❛t❡✉r

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ s❡✉❧❡✱ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ♦ù s♦✐t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡✱ s♦✐t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ ❝❛rré ❡st

❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥

❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♥st❛♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✲ fh/fH ét❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦✲

♥❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❢♦r♠❡

s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣❡♥s❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉

❞é❝❛❧❛❣❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ✭❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✲ ❣❧♦❜❛❧ ✲ s♦✐t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❛❣❡ ✲ ❧♦❝❛❧✮✳

P♦✉r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✭❛✮✮✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s

r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❞és❛❝❝♦r❞❛❣❡ ❡st q✉❛s✐✲♥✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r

❧❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ✈❡rs ❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r ✭❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛r✐❛♥t é♥♦r♠é♠❡♥t

❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛s ✲ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✭❜✮✮✳
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❊✛❡t ❞✬✉♥ ❞és❛❝❝♦r❞❛❣❡ s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♣♦✉r α ❝♦♥st❛♥t ❡t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✉

❢❛❝t❡✉r ❞❡ q✉❛❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✿ ✭❛✮ QM = 36.92❀ ✭❜✮ QM = 36.92✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❊✛❡t ❞✬✉♥ ❞és❛❝❝♦r❞❛❣❡ s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♣♦✉r k2 ❝♦♥st❛♥t ✿ ✭❛✮ ♣✉✐ss❛♥❝❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ré❝✉♣éré❡ ❀ ✭❜✮ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❛♣♣♦rté ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s✐s♠✐q✉❡s✱

♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐♥❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✲

♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞②✲

♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ s♦✐t très ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ré❝✉♣ér❛t❡✉r

✭✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❝✐✈✐❧❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✈✐s❛♥t ❞❡s

❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠♦❞❡st❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s t♦✉r♥❛♥t❡s✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s

✈r❛✐ q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥ ❡✛❡t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞✉

❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠é❝❛♥♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡ ❡t ❧❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ♠ê♠❡

♣♦✉r ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ♠❛ss❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s très ❢❛✐❜❧❡s ✭❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ tr♦✐s ♦r❞r❡s ❞❡

❣r❛♥❞❡✉rs ♦✉ ♣❧✉s✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❝✉♣éré❡ ❞✐♠✐♥✉❡

❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t✳

❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❛❧✐st❡s

❡t ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t

♣♦rté s✉r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡✱ ♦ù ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❛♣♣♦rt

❞❡ ♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t r❡❧â❝❤é❡s ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛t❡❛✉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡

❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❞és❛❝❝♦r❞❛❣❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❤ôt❡ ❡t ❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r✱

♦ù ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té s❡ ❢❛✐t

❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♠❡tt❛♥t
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❋❘✲✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ s✐s♠✐q✉❡

✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥✳
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✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ s♦♥t ❛tt❛❝❤és à é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛✲

t❡✉rs ♣✉✐s❛♥t ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛♠❜✐❛♥t❡s ♣❛r ❡✛❡t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❈❡tt❡

t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥t❡♠❡♥t très ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✬❛❝t✉❛❧✐té ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s

❡t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①✳ ❯♥❡ ❢♦rt❡ ✈♦❧♦♥té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ❞❡ t❡❧s

♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉rs ❛ été ❧❡ ✜❧ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡s ét✉❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉ ❝❛s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡

❜❛♥❞❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r

❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥❀ ❧❡ ❝❛s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r

✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ ét❛♥t ❢♦rt ♣❡✉ s♦✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ré❛❧✲

✐st❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞❡ ♣r♦❝❡s✲

s✉s ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♥♦♠♠é❡ P❙❍■✱ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥✈❡rs❡r

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❞✐✛èr❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❙❍■✮✱ s❡s

♣r✐♥❝✐♣❡s r❡st❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s✬❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tér❡ssé à

♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✏❛✉t♦✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✑✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡

P❙❍■ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ r❡❜♦✉❝❧é s✉r

❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❡♥s✐♦♥ ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣éré❡ ♦♥t

♣✉ êtr❡ ét❛❜❧✐❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♠❛✐s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥♥✉ ✭❡♥

♠♦❞✉❧❡ ❡t ♣❤❛s❡✮✳ ❉✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♦✉ ♣♦✉r

q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♦♥t ❛✐♥s✐ ♣✉ êtr❡ ét✉❞✐és✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡

ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù s❡✉❧❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥

❡st ❝♦♥♥✉❡ ❀ ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ét❛♥t ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❉✉

❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s ♥♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■✱ ✉♥❡

❛♣♣r♦❝❤❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝②❝❧♦st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛ été ❝❤♦✐s✐❡✱ ♣❡r♠❡✲

tt❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ré❝✉♣ér❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❊♥

♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r

❋❘✲✺✼
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❋❘✲✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✿ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❧✬ét✉❞❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❝♦♥✜r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡

♠❡♥é❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ P❙❍■ s♦✐t

♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ q✉❡ ❧❡ ❙❙❍■✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞✬✉♥ ❣❛✐♥

♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣éré❡ ❝♦♠♣❛ré à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛♥❞❛r❞✱ t♦✉t ❡♥

♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s✬❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✐♠✐té❡

à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ✭♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡

❧✐❜❡rté✮✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ✐❝✐ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ s❡r❛✐t ❞❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡s✲

s❛♥t❡ à ♠❡♥❡r✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈r❛✐ q✉❡ ❧❡ ❙❙❍■ ✈♦✐t s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞é❣r❛❞é❡s

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ s❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧✐♠✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ P❙❍■✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉✲

t❛t✐♦♥ ♥✬ét❛♥t ♣❛s s②♥❝❤r♦♥✐sé❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ P❙❍■ ❡t ❙❙❍■

♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡ ♣✐st❡ à s✉✐✈r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ❙❙❍■ ♣❛r ❧❡ P❙❍■ ❞❛♥s

✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❀ ❧❡ ❙❙❍■ ❣❧♦❜❛❧ ét❛♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥

❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❡♥êtr❡s✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♦✉

é❧❡❝tr✐q✉❡s ✭r❛✐❞❡✉r à ❝❛r❛❝tèr❡ ❝✉❜✐q✉❡ ♦✉ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡✉rs ❆❈✴❉❈ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ s❡r❛✐t

é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈♦✐❡ à ❡①♣❧♦r❡r✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ s✬❡st ❛tt❡❧é à ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉♣❧❛❣❡

s✐s♠✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✳ ■❧ ❛ ❛✐♥s✐ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡

❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ré❝✉♣ér❛t❡✉r r❡st❡♥t

❢❛✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤ôt❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠é❝❛♥♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡

❡♥tr❡ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ❡t ❤ôt❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡

s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡ ❡t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♠✲

♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ré❝✉♣ér❛❜❧❡✱ ❝❛r s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st

♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❈❡❝✐ s♦✉❧✐❣♥❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t ❧❡s ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉✐

❝♦♥❞✉✐s❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭é♥❡r❣✐❡ ❡①✲

tr❛✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r✮✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♠✲

♣r♦♠✐s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬❤ôt❡ ❡t ❧❡ ré❝✉♣ér❛t❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

♠é❝❛♥✐q✉❡ tr❛♥s❢éré❡ à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡

❤ôt❡ ❀ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉✈♦✐r ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♥❛❧②s❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉

♠✐❝r♦❣é♥ér❛t❡✉r✱ ♦♥t été ♠❡♥é❡s✱ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧♦rs ❞❡

❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r s✐s♠✐q✉❡

❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ P❙❍■ ♦✉ ❙❙❍■ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ✭♣r♦✜❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ s❡r❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ♣♦✉r✲
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