
HAL Id: tel-01016528
https://theses.hal.science/tel-01016528

Submitted on 30 Jun 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Bayesian approach in acoustic source localization and
imaging
Ning Chu

To cite this version:
Ning Chu. Bayesian approach in acoustic source localization and imaging. Acoustics [physics.class-ph].
Université Paris Sud - Paris XI, 2013. English. �NNT : 2013PA112277�. �tel-01016528�

https://theses.hal.science/tel-01016528
https://hal.archives-ouvertes.fr


◆♦ ❞✬♦r❞r❡✿ ✷✵✶✸P❆✶✶✷✷✼✼

❚❍➮❙❊

Prés❡♥té❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

▲❊ ●❘❆❉❊ ❉❊ ❉❖❈❚❊❯❘ P❍❨❙■◗❯❊ ❊◆
❙❈■❊◆❈❊❙ ❉❊ ▲✬❯◆■❱❊❘❙■❚➱ P❆❘■❙✲❙❯❉ ❳■

❙♣é❝✐❛❧✐té✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❙✐❣♥❛❧ ❡t ❧✬■♠❛❣❡

➱❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡✿ ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❧✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❚é❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❙②stè♠❡s ✭❙❚■❚❙✮✳

▲✐❡✉ ❞❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✿ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ❙✐❣♥❛✉① ❡t ❙②stè♠❡s ✭▲✷❙✮
❈◆❘❙✲❙❯P❊▲❊❈✲❯◆■❱ P❆❘■❙ ❙❯❉✱ ♣❧❛t❡❛✉ ❞❡ ♠♦✉❧♦♥✱ ✸ r✉❡ ❞❡ ❏♦❧✐♦t

❈✉r✐❡✱ ●✐❢✲s✉r✲②✈❡tt❡✱ ✾✶✶✾✷✱ ❋r❛♥❝❡✳

♣❛r

◆✐♥❣ ❈❍❯

❆♣♣r♦❝❤❡ ❇❛②és✐❡♥♥❡ P♦✉r ▲❛ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉❡
❙♦✉r❝❡s ❊♥ ■♠❛❣❡r✐❡ ❆❝♦✉st✐q✉❡

❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ■♥ ❆❝♦✉st✐❝ ❙♦✉r❝❡
▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❆♥❞ ■♠❛❣✐♥❣

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✷✷ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✸ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞✬❡①❛♠❡♥✿

▼r✳ ❏érô♠❡ ❆◆❚❖◆■ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✱ Pr♦❢✳ ■◆❙❆ ▲②♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✮
▼r✳ ❆❧❛✐♥ ❇❊❘❘❨ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✱ Pr♦❢✳ ❯♥✐✈✳ ❙❤❡r❜r♦♦❦❡✱ ❈❛♥❛❞❛✮
▼r✳ ❆♥❞r❡❛ ▼❆❙❙❆ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✱ Pr♦❢✳ ❯♥✐✈✳ ❚r❡♥t♦✱ ■t❛❧✐❡✮
▼r✳ ❉❛♥✐❡❧ ❇▲❆❈❖❉❖◆ ✭❊①❛♠✐♥❛t❡✉r ■♥✈✐té✱ ❖◆❊❘❆✱ ❋r❛♥❝❡✮
▼r✳ ❘é♠② ❇❖❨❊❘ ✭❊①❛♠✐♥❛t❡✉r✱ ❍❉❘✳ ❯♥✐✈✳ P❛r✐s ❙✉❞✱ ❋r❛♥❝❡✮
▼r✳ ❆❧❢r❡❞ ❍❊❘❖ ✭Prés✐❞❡♥t✱ Pr♦❢✳ ❯♥✐✈✳ ▼✐❝❤✐❣❛♥✱ ❯❙❆✮
▼r✳ ❆❧✐ ▼❖❍❆▼▼❆❉✲❉❏❆❋❆❘■ ✭❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ❉❘✳ ❈◆❘❙✱ ❋r❛♥❝❡ ✮
▼r✳ ❏♦sé P■❈❍❊❘❆▲ ✭❈♦✲❡♥❝❛❞r❛♥t✱ ▼❋✳ ❙❯P❊▲❊❈✱ ❋r❛♥❝❡✮
▼r✳ ◆✐❝♦❧❛s ●❆❈ ✭❈♦✲❡♥❝❛❞r❛♥t✱ ▼❋✳ ❯♥✐✈✳ P❛r✐s ❙✉❞✱ ❋r❛♥❝❡✮



✳

❼ ■♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

❼ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✦

❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥

❚❤ès❡ ♣ré♣❛ré❡ ❛✉
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❡t s②sté♠❡s ✭▲✷❙✮
❯▼❘ ✽✺✵✻ ❈◆❘❙✲❙❯P❊▲❊❈✲❯◆■❱ P❆❘■❙✲❙❯❉
❙❯P❊▲❊❈✱ ♣❧❛t❡❛✉ ❞❡ ▼♦✉❧♦♥✱ ✸ r✉❡ ❏♦❧✐♦t✲❈✉r✐❡
✾✶✱✶✾✷ ●■❋✲❙❯❘✲❨❱❊❚❚❊ ❈❡❞❡① ✭❋r❛♥❝❡✮



❆❜str❛❝t

❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s✳ ■t ❤❛s
❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥❞✉str✐❡s✳
❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧
✭♣♦✇❡r✮ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❝❛✉s❡s ❛ ✈❡r②
✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✐s q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝❧♦s❡ s♦✉r❝❡s✱ ♥♦r ❛❝❤✐❡✈❡ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✜rst❧② ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❚❤✐s s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❜✉t ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛
❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❡t ✉♣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs t♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛t s❡♥s♦r ❛rr❛②✱ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡rr♦rs✳

❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜rst❧② ♣r♦♣♦s❡ ❛ r♦❜✉st s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✈❡r② ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ✐♥ str♦♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳ ❇✉t t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞
❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❛♥❞ r♦✲
❜✉st♥❡ss✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r♦❜✉st ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r✿ t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇✳ ❚❤✐s s♣❛rs❡ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡tt❡r ❡♠❜♦❞② t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ s♦✉r❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ✭❏▼❆P✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❏▼❆P s✉✛❡rs ❛ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡
✐♠♣r♦✈❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s♣❡❝ts✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥
✐♥✈❛r✐❛♥t ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❖✇✐♥❣ t♦
t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ●r❛♣❤✐❝s
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t ✭●P❯✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t
✭♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs✳ ■♥ t❤✐s ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❙t✉❞❡♥ts✲t ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✈❛r✐❛♥t
✈❛r✐❛♥❝❡s ❜② ❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✲
✈❡♥✐❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✬s✲t ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥
❛♥❞ ●❛♠♠❛ ❧❛✇s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ r✐s❦s t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦ ♠❛♥② ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❏▼❆P ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❜✉❧♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❱❇❆ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧②
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦✛❡r t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t❤❛♥❦s t♦ ❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ❙t✉❞❡♥ts✲t ♣r✐♦rs✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❘❡♥❛✉❧t ❙✷❆✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✱
s✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ♥♦r ❙✐❣♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡
❘❛t✐♦♥ ✭❙◆❘✮ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❆❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s♣❛rs✐t②✱
❙t✉❞❡♥ts✲t✱ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ ❏▼❆P✱ ❱❇❆✱ ●P❯✳



❆♣♣r♦❝❤❡ ❇❛②és✐❡♥♥❡ P♦✉r ▲❛ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉❡ ❙♦✉r❝❡s ❊♥ ■♠❛❣❡r✐❡

❆❝♦✉st✐q✉❡

❘és✉♠é

▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉rs❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❧✐♠✐té❡s ❛✉ rés❡❛✉ ❞❡s ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t
❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❡t ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡
✐♠♣❧✐q✉❡♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✿ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❀ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❧✲♣♦sé✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ❡t s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡s
♠❡s✉r❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ❤❛✉t❡
rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ♣r♦❝❤❡s✱ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❞✐s❝r❡t ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❡s✉ré❡s ❡t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉s✳ ❇❛sé s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝réé ✉♥ ❞✐s❝r❡t ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❞❡✈❡♥✉ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞ét❡r✲
♠✐♥é ♣♦✉r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❱✐s❛♥t à ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡s ♠❡s✉r❡s s❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❡s ❜r✉✐ts
❞❡ ❢♦♥❞ ❛✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s à ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡ts
✭ré✢❡❝t✐♦♥ ❡t ré❢r❛❝t✐♦♥✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❤②♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♦❜t❡♥✐r très ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❢♦rt❡s ❡rr❡✉rs ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ▼❛✐s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛
♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡st✐♠é ❛tt❡♥t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❜❛②és✐❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ✿ ❧❛ ❧♦✐ ❞♦✉❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t
♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦s✲
t❡r✐♦r✐ ❝♦♥❥♦✐♥t ✭❏▼❆P✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❏▼❆P s♦✉✛r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡t ♣r♦✈♦q✉❡
❞✬é♥♦r♠❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛♠é❧✐♦ré ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts s✉✐✈❛♥ts ✿ ❞✬✉♥ ❝♦té ♣♦✉r ❛❝❝é❧é✲
r❡r ❧❡ ❏▼❆P✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐r❡❝t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦②❛✉ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ●râ❝❡ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❛✲
❧✐sé❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ♣❛r ●r❛♣❤✐❝s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t ✭●P❯✮✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦té✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s
❡rr❡✉rs ❞❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♣t❡✉rs✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ❡rr❡✉rs ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥ts✲t q✉✐ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ✈❛r✐é❡s
✈✐❛ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❝❤és✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡
♣❡✉t êtr❡ r❛✣♥é❡ ♣❧✉s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥ts✲t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r
❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s✱ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❣❛♠♠❛ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠èr❡s
❝❛❝❤és✳ ▼❛✐s ❧❡ ❏▼❆P r❡♥❞ ❞✐✣❝✉❧✐té ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❧✬❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❇❛②és✐❡♥♥❡ ✭❱❇❆✮ q✉✐ ♣❡✉t
♣❡r♠❡ttr❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❢♦✉♥✐r ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝♦♥✜❛♥ts ❣râ❝❡ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❝❤és ✉♥t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❙t✉❞❡♥ts✲t✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♥♦s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬ét❛t✲❞❡✲❧✬❛rt s✉r ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬❡ss❛✐s ❡♥ s♦✉✤❡r✐❡ ❝❤❡③ ❘❡♥❛✉❧t ❙✷❆✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❤②❜r✐❞❡s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ❜r✉✐t
❞❡ ❢♦♥❞✱ ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❤②♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t ❡✣❝❛❝❡s à ✉t✐❧✐s❡r✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✉ ♥✉♠❜r❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥✐ ❞✉ ❘❛♣♣♦rt ❙✐❣♥❛❧ s✉r ❇r✉✐t ✭❘❙❇✮✳

▼♦ts✲❝❧❡❢s ✿ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✱ ❤②♣❡r✲rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❛r❝✐✲
♠♦♥✐❡✱ ❙t✉❞❡♥ts✲t✱ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ s♦✉✤❡r✐❡✱ ❏▼❆P✱ ❱❇❆✱ ●P❯✳



✳

❼ ■❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❧❛ q✉❛❧✐té ♠♦r❛❧❡ ♥♦❜❧❡❀

❼ ■❧ ❢❛✉t s✬❡♥t❡♥❞r❡ ❢r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s❀

❼ ■❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦✉rt♦✐s✳

❈❤❛r❧❡s✲▲♦✉✐s ❞❡ ❙❡❝♦♥❞❛t ✭▼♦♥t❡sq✉✐❡✉✮



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t

❍♦✇ t✐♠❡ ✢✐❡s✦ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥❡ ②❡❛r ♦❢ ♠❛st❡r ❛♥❞ t❤r❡❡ ②❡❛rs ♦❢ P❤❉
st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ t❤❡ ❙✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭▲✷❙✮✱ ❊❝♦❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r
❞✬❊❧❡❝tr✐❝✐té ✭❙❯P❊▲❊❈✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛r✐s ❙✉❞ ✭❳■✮✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥ ■
❜❡❣❛♥ t♦ ✇r✐t❡ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♣❛st ❝❡❛s❡❧❡ss❧② ❤✐t ✐♥t♦ ♠② ❡②❡s✱ ❥✉st ❧✐❦❡
②❡st❡r❞❛② ♦♥❝❡ ♠♦r❡✿

❙t❡♣ ❜② st❡♣✱ ■ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥❡❞ ♣r♦❢♦✉♥❞❧② ❢r♦♠ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦rs ❛♥❞ ♠②
❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✳✳✳

▲✐tt❧❡ ❜② ❧✐tt❧❡✱ ■ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ♠❛♥② ❢r✐❡♥❞s ❞✉r✐♥❣ st✉❞②✐♥❣✱ s♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞
tr❛✈❡❧✐♥❣✳✳✳

❉❛② ❛❢t❡r ❞❛②✱ ■ ❤❛✈❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱
❝♦❧♦r❢✉❧ ❝✉❧t✉r❡✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝✉st♦♠s✱ s♣❧❡♥❞✐❞ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❋r❡♥❝❤ ✉♥✐q✉❡♥❡ss
❡t❝✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ■ ✈✐s✐t❡❞✳✳✳❋✐♥❛❧❧② ■ ✜♥❞ ♦✉t
t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❢❛❧❧❡♥ ✐♥ ❧♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ✬✈✐♥ ❡t ❢r♦♠❛❣❡✬ ✦

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦✉♥t❧❡ss ❡①❝✐t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤✐♥❣s ❢♦r ♠❡ t♦
❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ t♦ ❝♦♥❢r♦♥t✱ t♦ ♣♦♥❞❡r ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ❜✉t ✜rst
♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ✐♥✜♥✐t❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ ✇❤♦
❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢ ♠❡✱ t♦ ❛❧❧ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ ♠❡✳

❍♦✇ ♠✉❝❤ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❝❛♥ ■ ❡①♣r❡ss t♦ ♠② ❦✐♥❞ s✉♣❡r✈✐s♦rs✿ Pr♦❢✳ ❆❧✐
▼❖❍❆▼▼❆❉✲❉❏❆❋❆❘■✱ ❉r✳ ❏♦sé P■❈❍❊❘❆▲ ❛♥❞ ❉r✳ ◆✐❝♦❧❛s ●❆❈✦ ■
✇❛♥t t♦ ✜rst❧② t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❉❏❆❋❆❘■✱ ✇❤♦ ❛❞♠✐tt❡❞ ♠❡ ✐♥ ✷✵✵✾✱ ❛♥❞ s✉❣✲
❣❡st❡❞ ♠❡ ✶✲②❡❛r ▼❛st❡r t❤❡♥ ✸✲②❡❛rs P❤❉ st✉❞② ♦♥ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝
r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐s ♦♣❡♥ ♠✐♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ♠❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤
t♦♣✐❝ t❤❛t ■ ♣r❡❢❡r✱ ❢♦r ❤✐s ❡r✉❞✐t❡ t♦ ♠❛❦❡ ♠❡ ✇❡❧❧ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ t❤❡ ❝❤❛r♠✐♥❣
♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■ ✇❛♥t t♦ ❣r❛t❡❢✉❧❧② t❤❛♥❦ ❉r✳ P■❈❍❊❘❆▲✱ ✇❤♦ ✐s
❛❧✇❛②s tr②✐♥❣ ❤✐s ❜❡st t♦ ❤❡❧♣ ♠❡ s♦❧✈❡ ❧♦ts ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ ❛♥❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r ❤✐s ❞❡❡♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ♠② ♣✉③③❧❡s✱ ❢♦r ❤✐s str♦♥❣ s✉♣♣♦rt ♦♥ ♠② ♣✉❜❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❤✐s ♥✐❝❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ♦♥ ♠② ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts✳ ■ ✇❛♥t t♦ s✐♥❝❡r❡❧②
t❤❛♥❦ ❉r✳ ●❆❈✱ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛❢t❡r ♠❡ s✐♥❝❡ ♠② ▼❛st❡r st✉❞② ✐♥ ▲✷❙✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐s ❦✐♥❞♥❡ss t♦ ❤❡❧♣ ♠❡ ♠❛♥❛❣❡ ♠❛♥② tr✐✈✐❛❧ ❜✉t ✐♠♣♦rt❛♥t
✐ss✉❡s t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥ ♠② st✉❞✐❡s ❛♥❞ ❞❛✐❧② ❧✐❢❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❢♦r ❤✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ♠❡ t♦ t❡❛❝❤ t✇♦ ✉♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡ ❝♦✉rs❡s ✐♥ t❤❡ ■❯❚ ♦❢ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
P❛r✐s ✶✶✱ ❈❛❝❤❛♥✱ ❢♦r ❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❢♦r ♠❡ t♦ ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s❡ t❤❡ tr❛✐♥❡❡ ✐♥
t❤❡ ▲✷❙✳ ❆❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ■ ✇❛♥t t♦ str♦♥❣❧② ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❡❛t ❣r❛t❡❢✉❧♥❡ss t♦ ♠②
t❤r❡❡ s✉♣❡r✈✐s♦rs ♦♥ ❝✉❧t✐✈❛t✐♥❣ ♠❡ ❤♦✇ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ r❡s♣❡❝t❛❜❧❡ s❝❤♦❧❛r✿ t♦



❜❡ ❝✉r✐♦✉s✱ t♦ ❜❡ r✐❣♦r♦✉s✱ t♦ ❜❡ ❤♦♥❡st ❛♥❞ t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❢✉❧ ♦♥ ✇❤❛t ✇❡ ❞✐❞
❛♥❞ ✇❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❞♦✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡✬s ✇♦r❦s ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣r❛t❡❢✉❧❧② t❤❛♥❦ ❉r✳ ❏❡❛♥✲▲✉❝ ❆❉❆▼ ✐♥ ❘❡♥❛✉❧t ❙❆❙
❢♦r ♦✛❡r✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ ♠② P❤❉ r❡s❡❛r❝❤❡s✳ ■
❛♣♣r❡❝✐❛t❡ Pr♦❢✳ ❙②❧✈✐❡ ▼❆❘❈❖❙ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❉r✳ P■❈❍❊❘❆▲ t♦ ❜❡ ♠② ❝♦✲
s✉♣❡r✈✐s♦r✳

❚❤❛♥❦s ❛ ❧♦t t♦ t❤❡ ▲✷❙ ❧❛❜ ❞✐r❡❝t♦r Pr♦❢✳ ❙✐❧✈✐✉✲■✉❧✐❛♥ ◆■❈❯▲❊❙❈❯❉✱
♦✉r ❦✐♥❞ ❝♦❧❧❡❣❡s ▼♠❡ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❙❚❊P❍❊◆✱ ▼♠❡ ●✐r♦♥ ▼❆❘❨❱❖◆◆❊✱
▼♠❡ ❇❛✈❡r❡❧ ▼❨❘■❆▼✱ ▼✳ ❋ré❞ér✐❝ ❉❊❙P❊❘❊❩ ❛♥❞ ▼✳ ❋r❛♥❝❦ ●❯■✲
▼❖◆❊❚ ❡t❝✳ ✐♥ t❤❡ ▲✷❙✳ ■ t❤❛♥❦ ❣r❡❛t❧② t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r ❙té♣❤❛♥❡ ❋❖◆❚
✐♥ t❤❡ ❙❊❊ ❙❯P❊▲❊❈✱ ❛♥❞ ▼♠❡ ❆♥♥❡ ❇❆❚❆▲■❊✱ ▼✳▲✉❝ ❇❆❚❆▲■❊✱ ▼✳
❍✉✉ ❍✉♥❣ ❱❯❖◆● ❢♦r t❤❡✐r ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ s✉♣♣♦rts✳ ■ ❛❧s♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡
♥✐❝❡ ❤❡❧♣s ❢r♦♠ t❤❡ ❙❚■❚❙ ❞✐r❡❝t♦r Pr♦❢✳❱ér♦♥✐q✉❡ ❱❊◗❯❊ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐st❛♥t
▲❛✉r❡♥❝❡ ❙❚❊P❍❊◆✳ ■ ♥❡✈❡r ❢♦r❣❡t t❤❡ ❦✐♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ❢r♦♠ ▼✳ ▼❛r✐♥❡
❱❆▲❖■❙ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❯♥✐✈✳ P❛r✐s ❙✉❞✳

❚♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐♥ t❤❡ ●r♦✉♣❡ ❞❡ Pr♦❜❧ �♠❡ ■♥✈❡rs❡ ✭●P■✮✱ t❤❡② ❤❛✈❡
♦✛❡r❡❞ ♠❡ s♦ ♠✉❝❤ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❧❡❛s✉r❡ t❤❛t ■ ❢❡❡❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❧✐✈✲
✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜✐❣✱ ✇❛r♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❢❛♠✐❧②✿ ❉r✳ ❚❤♦♠❛s ❘❖❉❊❚✱ ❉r✳
▼❛tt❤✐❡✉ ❑❖❲❆▲❙❑■✱ ❉r✳ ❋r❛②ss❡ ❆❯❘❊▲■❆✱ ❈❆■ ❈❛✐❢❛♥❣✱ ❈❍❊◆ ▲♦♥❣✱
❩❍❊◆● ❨✉❧✐♥❣✱ ❚❤♦♠❛s ❇❖❯▲❆❨✱ ▲❡✐❧❛ ●❍❆❘❙❆▲▲■✱ ▼✐tr❡❛ ❉❯▼■❚❘❯
❡t❝✱ ♠② ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❉r✳ ❍❛s❤❡♠ ❛②❛ss♦✱ ❉r✳ ❉♦r✐❛♥♦ P♦✈❡❛③❛✱ ❉r
❩❍❯ ❙❤❛ ❛♥❞ ❉r✳ ❉✐❛rr❛ ❋❛❧❧✱ ❡t❝✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠② ♦t❤❡r ❢r✐❡♥❞s ✐♥ ▲✷❙ ❛♥❞
❙❯P❊▲❊❈✿ ❉r✳ ❉❆■ ❏✐♥❣✱ ❉r✳ ❩❍❖◆● ❨✉✱ ❉r✳ ▲■ ❨✉❛♥❢✉✱ ❉r ❙❖◆●
▲✐✱ ❲❯ ❏✐♥❣✇❡♥✱ ❲❆◆● ❏✐♥❣✱ ❈❍❊◆ ❨✐❥✐♥❣✱ ❍❯❆◆● ❋❛♥✱ ▲■ ❈❤❛♥❣②♦✉✱
▼❆ ❲❡♥❝❤❛♦✱ ▼❛r❝❡❧✲❙t❡❢❛♥ ●❊❆▼❆◆❯✱ ❇✐❡♥ ❍❖❆◆● ❡t❝✳ ■ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡
t❤❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ ♠② t✇♦ tr❛✐♥❡❡s ✐♥ ▲✷❙ ❛♥❞ ❙❯P❊▲❊❈ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✿ ●❆◆ ❳✐❛♥❣②❛♥❣ ❛♥❞ ❳■❖◆● ❲❡♥♠❡♥❣❀ t❤❛♥❦s t❤❡♠ ✈❡r② ♠✉❝❤ t♦
❛ss✐st ♠② r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s✳

❚♦ ♠② ❢r✐❡♥❞s ✇❤♦ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❜❡s✐❞❡ ♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❧❡❢t ❋r❛♥❝❡✱
■ ✇❛♥t t♦ s❤❛r❡ ♠② ❥♦②s ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ②♦✉✱ ❛♥❞ s❛②✿✬❚❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢
②♦✉rs❡❧❢✱ ❣✉②s✦ ■ ❛♠ ❛❧✇❛②s ❜❡s✐❞❡ ②♦✉ t♦♦✦✬

❚♦ ♠② ❞❡❛r ❝♦✉s✐♥ ❩❍❖❯ ❘❡♥ ✇❤♦ ❛❧s♦ st✉❞✐❡s ✐♥ P❛r✐s ❋r❛♥❝❡✱ ■ ✇❛♥t
t♦ t❤❛♥❦ ❤❡r ❞❡❧✐❝✐♦✉s ❝♦♦❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥✐❝❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡✈❡ ♠②
❢❡❡❧✐♥❣s ♦❢ ❤♦♠❡s✐❝❦✳ ❚♦ ❛✉♥t ❘❊◆ ❍❛✐✇❡✐✱ ♠❛♥② t❤❛♥❦s ❢♦r ❤❡r ❦✐♥❞♥❡ss
❛♥❞ ♥✐❝❡ ✈✐s✐ts ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t t♦ Pr♦❢✳ ❩❍❖❯



❩❤✐♠✐♥ ✐♥ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❉❡❢❡♥s❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭◆❯❉❚✮✱ ❈❤✐♥❛✳
❲✐t❤♦✉t ❤✐s s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❝♦♥❝❡r♥✱ ■ ❝♦✉❧❞ ❤❛r❞❧② ✐♥s✐st ♦♥ st✉❞②✐♥❣ ❛❜r♦❛❞✳
■ r❡s♣❡❝t ❤✐♠ ❛s ♠② ♠❡♥t♦r✱ ✇❤♦s❡ ❡r✉❞✐t❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦ ❤❛✈❡ s❡t
✉♣ ❛ ❣r❡❛t ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ♠❡✳

■ ❛❧s♦ ❞❡❡♣❧② t❤❛♥❦ ♠② ❞❡❛r ❢r✐❡♥❞s ❢r♦♠ ◆❯❉❚ ❢♦r t❤❡✐r ❣r❡❛t s✉♣♣♦rts✿
❩❍❯ ❙❤❛✱ ▲■❯ ❩❤♦♥❣①✉♥✱ ▲■ ❊r❜❛♦✱ ❍❯ ❈❛♥❜✐♥✱ ❲❯ ❏✐❛♥❢❡✐✱ ❏❯ ❏✐♥❝❤✉❛♥✱
❋❊◆● ❉❛✇❡✐✱ ❩❊◆● ❝♦♥❣✱ ▲■❯ ❏✐❛❣✉✐✱ ❚❆◆● ②❛♥❣♠✐♥❣ ❡t❝✳ ■ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r
❢♦r❣❡t t❤❡ ❞❛②s ❛♥❞ ♥✐❣❤ts ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❧✐✈❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳ ■ t❤❛♥❦
✈❡r② ♠✉❝❤ t♦ t❤❡ ♣r♦❢❡ss♦rs s✉❝❤ ❛s Pr♦❢✳ ❲❆◆● ❳✉❡s♦♥❣✱ ❍❯❆◆● ❳✐❛♦t❛♦✱
❳■❆❖ ❙❤✉♥♣✐♥❣ ❡t❝✳ ❢r♦♠ ◆❯❉❚ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ✈✐s✐t❡❞ t❤❡ ▲✷❙✳ ■ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s
r❡♠❡♠❜❡r ②♦✉r ✇❛r♠ ❝♦✉r❛❣❡s✳

■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇❤♦♠ ■ ♠❡t ✐♥ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
r❡✈✐❡✇❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❥✉r② ♠❡♠❜❡r ♦❢ ♠② P❤❉ ❞❡❢❡♥s❡✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❛❧❧ ❢♦r
②♦✉r ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡sts ❛♥❞ ♣✐❡r❝✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ♠② P❤❉ r❡s❡❛r❝❤❡s✳

■ ♥❡✈❡r ❢♦r❣❡t ♠② ✜rst ❤♦✉s❡ ♦✇♥❡r ▼r✳ ❛♥❞ ▼♠❡ ❋r❛♥❝✐s ▼❖❯●❊❖❚
✇❤❡♥ ■ ❧✐✈❡❞ ✐♥ ▲❡s ❯❧✐s ✐♥ ♠② ✜rst ②❡❛r ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ s♦ ✇❛r♠✲
❤❡❛rt❡❞ t♦ t❡❛❝❤ ♠❡ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛♥❞ ❤❡❧♣ ♠❡ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❧✐❢❡✳ ■
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❧② ❤❛♣♣② ✐❢ ▼♠❡ ▼❖❯●❊❖❚ ❝♦✉❧❞ s❡❡ ♠② P❤❉ ❞❡❢❡♥s❡✱
s✐♥❝❡ s❤❡ ♣❛ss❡❞ ❛✇❛② ❧❛st ②❡❛r ✭✷✵✶✷✮✳ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ▼r ❛♥❞ ▼♠❡ ❈❧❛✉❞❡
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✻✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢❛♠✐❧②✿ ✭❛✮ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
GG(xn) ❛♥❞ ✭❜✮ − ln[GG(xn)] ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✻✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ✶✹❞❇ ♣♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝
r❛♥❣❡ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ r❡❛❧ σ2e = 0.86✱ ❙◆❘❂✵❞❇ ❛♥❞ ✶✺❞❇ ❞✐s♣❧❛②
✿ ✭❛✮ ✺ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ✭❜✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣
✭❝✮ ❉❆▼❆❙ ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✮ ❈▲❊❆◆✳ ✭❡✮ ❉❘✲
❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❢✮ ❈▼❋ ✭❣✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ✭❤✮ Pr♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ1 ❛♥❞ δ2 ✈❡rs✉s ❙◆❘ ❬✲✻✱✶✽❪❞❇ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t
❢❂✷✺✵✵❍③ ✭❛✮ δ1 ❱❙ ❙◆❘ ✭❞❇✮ ❛♥❞ ✭❜✮ δ2 ❱❙ ❙◆❘ ✭❞❇✮✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸



✻✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ1 ❛♥❞ δ2 ✈❡rs✉s ❬✶✻✵✵✱✷✻✵✵❪❍③ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t
❙◆❘❂✸❞❇✿ ✭❛✮ δ1 ✭❞❇✮ ❱❙ ❢ ✭❍③✮ ❛♥❞ ✭❜✮ δ2 ✭❞❇✮ ❱❙ ❢ ✭❍③✮✳ ✳ ✶✸✸

✻✳✺ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ✭❛✮ ❋r♦♥t❧♦♦❦ ❛♥❞
❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭❜✮ ❖✈❡r❧♦♦❦ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✻✳✻ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✐❞❡ ❛t ✷✺✵✵❍③✳ ▲❡❢t✿ r❡❛❧
❞❛t❛ ✭❛✮ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❜✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❝✮ ❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮
✭❞✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❡✮ ❈▲❊❆◆ ✭❢✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♥❞
✭❣✮ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❘✐❣❤t✿ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✭❛✬✮ ✺ s✐♠✉❧❛t❡❞
❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✭❜✬✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❝✬✮ ❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✬✮
❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❡✬✮ ❈▲❊❆◆ ✭❢✬✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ✭❣✬✮
❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✻✳✼ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ♣❛rt
❛t ✷✺✵✵❍③✿ ✭❛✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❜✮❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❝✮ ❉❘✲
❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✮ ❈▼❋ ✭❡✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ✭❢✮ Pr♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✻✳✽ ❲✐❞❡✲❜❛♥❞ ❞❛t❛ ♦✈❡r ❬✷✹✵✵✱✷✻✵✵❪❍③✿ ✭❛✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮
✭❜✮ ❈▲❊❆◆ ✭❝✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ✭❞✮ Pr♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P✶✸✽

✼✳✶ ✭❛✮✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞
t✉♥♥❡❧❬✷✾❪ ♦❢ ❋✐❣✳✸✳✼✳ ✭❜✮✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ♦❢ ❋✐❣✳✸✳✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✼✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ξ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✼✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✷✺✵✵❍③ ♦♥ ❊q✳✭✺✳✹✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✸✿ ✭❛✮ ▼❡❛✲
s✉r❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ y0 ✭17×27✮ ✭❜✮ P♦✇❡r ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①C ✭459×459✮ ✭❝✮ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ x0 ✭17×27✮✳✶✺✵

✼✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❝✐t❡❞ ❢r♦♠ s✐t❡
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s♦♥❣❤♦✳❝❛✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✼✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✾ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s✱ ✵❞❇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ✶✺❝♠
✐♥t❡r✈❛❧✱ ✷✳✺❝♠ ❣r✐❞✱ ✶✷✵✵✵ ♣✐①❡❧s✱ ✻✹ s❡♥s♦rs✱ ✷✺✵✵❍③✱ ♥♦ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✱ ♥♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♥♦r r❡❢r❛❝t✐♦♥✿ ✭❛✮✳ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
✐♠❛❣❡ ✭❜✮✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t P❙❋ ✐♥ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮✳
❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t P❙❋ ✐♥ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✶✺✷



✼✳✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✼✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛t ✷✺✵✵❍③ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✷✮✳ ✶✺✺

✼✳✽ Pr♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✼✳✾ P♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐ts ❙❚❇❚ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛t
✷✺✵✵❍③✿ ✭❛✮ C = [ci,j] ✭❜✮ C̃ = [c̃i,j] ✭❝✮ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
♠❛tr✐① |ci,j − c̃i,j| ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✼✳✶✵ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♠♦♥❣ ✈❛r✐❛♥t✱ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t ❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s ❛t ✷✺✵✵❍③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✼✳✶✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛t ✷✺✵✵❍③ ❛♠♦♥❣ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❈P❯ ✭✸✳✸✸❍③ ❝❧♦❝❦✮
❛♥❞ ●P❯ ✭❚❡s❧❛ ❈✶✵✻✵✿ ✷✹✵ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s✱ ✶✳✸● ❍③ ❝❧♦❝❦✱
✻✷✷ ●❋▲❖Ps ✭P❡❛❦✮❀ ❯s✐♥❣ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❚♦♦❧❜♦① ♦❢
▼❆❚▲❆❇ ✷✵✶✷❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✼✳✶✷ ✭❛✮ ❙tr✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ❬✹✼❪ ✭❜✮ ❯s❡❞ ❚❡s❧❛ ❈✶✵✻✵
●P❯✿ ✷✹✵ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s✱ ✶✳✸● ❍③ ❝❧♦❝❦✱ ✻✷✷ ●❋▲❖Ps
✭P❡❛❦✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✼✳✶✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ✵❞❇ ❙◆❘✱ ✶✺❞❇ ❞✐s♣❧❛②✿ ✭❛✮ ❙♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs ✭❜✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❝✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭❞✮ ❈▲❊❆◆ ✭❡✮
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✻ ✭❢✮ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉✲
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✐♥❣ ✭❝✮ ❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✮ ❈▲❊❆◆ ✭❡✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✭❢✮
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✭❣✮ ❏▼❆P ✈✐❛
✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❘✐❣❤t✿ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✭❛✬✮ ✺ s✐♠✉✲
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✹✳✶ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ δ2 ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ̂2e ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇✱
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t✐♦♥ ❡rr♦rs ∆p∗ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✳ ✽✻

✹✳✸ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ✐♠✲
❛❣❡ ❜② ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇❀ ✬✲✬
♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿ ✐♠❛❣❡ ✸✵×✶✵✵ ♣✐①✲
❡❧s✱ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿ ✸✳✸✸●❍③✱ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✽✽

✹✳✺ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ δ2 ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ̂2e ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇✱
s✐♠✉❧❛t❡❞ σ2e = 0.86❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✷ P♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❡rr♦rs ∆p∗ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✸ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❜② ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗ ❛t ✷✺✵✵❍③✱
❙◆❘❂✵❞❇❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿ ✐♠❛❣❡ ✸✵×✶✵✵ ♣✐①✲
❡❧s✱ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿✸✳✸✸●❍③✱ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✶✶✵

✺✳✺ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲
❘❉❆▼❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✷✸



✻✳✶ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ δ1✱ δ2 ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ σ̂2e ❛t ✷✺✵✵❍③✱
❙◆❘❂✵❞❇✱ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✶✹❞❇✱ ❛ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✬✲✬ ♠❡❛♥s
✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✻✳✷ P♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❡rr♦rs ∆p∗ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✳ ✶✸✷

✻✳✸ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡
❜② ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇✱ ❛ ❝❡❧❧
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✻✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿ ✐♠❛❣❡ ✸✶×✶✵✶ ♣✐①✲
❡❧s✱ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿✸✳✸✸●❍③✱ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ✶✸✼

✻✳✺ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✼✳✶ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✼✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❚✐❦❤♦♥♦✈ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛ s❡♣❛r❛❜❧❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P❯ ❚❡s❧❛ ❈✶✵✻✵✿ ✷✹✵ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ ❝♦r❡s✱ ✶✳✸● ❍③ ❝❧♦❝❦✱ ✻✷✷ ●❋▲❖Ps ✭P❡❛❦✮❀ ❯s✐♥❣ P❛r❛❧❧❡❧
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❚♦♦❧❜♦① ♦❢ ▼❆❚▲❆❇ ✷✵✶✷❜✳ ❚✐♠❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈✲
❡r❛❣❡❞ ❜② ✷✵✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ δx =

‖x−x̂‖22
‖x‖22

× 100% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✼✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿
✐♠❛❣❡ ✸✶×✶✵✶ ♣✐①❡❧s✱ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿ ✸✳✸✸❍③✳
✬❏▼❆P✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✷❉
✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✼✳✹ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✬❏▼❆P✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ t❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳✶✻✻

✽✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿ ✐♠❛❣❡ ✸✶×✶✵✶ ♣✐①✲
❡❧s✱ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿✸✳✸✸●❍③✳ ✬❏▼❆P✰❈♦♥✈✬ ✐s
s❤♦rt ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ✬❱❇❆✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺



✽✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✬❏▼❆P✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
✬❱❇❆✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✾✳✶ ❇r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ✳ ✳ ✶✾✾





◆♦t❛t✐♦♥s

◆♦t❛t✐♦♥s µ ❣r❛❞✐❡♥t st❡♣
an ∈ CM st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❢♦r pn ρ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
a∗
k
∈ CK st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❢♦r p∗

k
σ2
e ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

ãn ∈ CM ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❢♦r pn τn,m t✐♠❡ ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡ rn,m

A ∈ CM×N st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r P τ−n,m t✐♠❡ ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡ r−n,m

A∗ ∈ CM×K st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r P∗ θ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
ci,j ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s❡♥s♦r ❛rr❛②✱ ci,j ∈ C θ0 ❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
C ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r ❞♦♠❛✐♥ θ1 ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧
C ∈ RN×N ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① θ2 ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s
❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❡♥s♦r ❛rr❛② ξ ∈ RN ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✈❡❝t♦r
❉ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛rr❛② t♦ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ∆B ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
em ♥♦✐s❡ ❛t s❡♥s♦r ♠ ∆p s❝❛♥♥✐♥❣ st❡♣ ✭❣r✐❞ s✐③❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✮

e ∈ CM ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛t ❛❧❧ ▼ s❡♥s♦rs ∆x∗ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ x∗

fl ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t lt❤ ❜✐♥ 1N ∈ RN ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ◆ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ 1
■ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦

IM ∈ RM×M ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✇✐t❤ s✐③❡ ▼× ▼ ❖♣❡r❛t♦r
❑ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ s♦✉r❝❡s e ♥❛t✉r❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
▲ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s exp{} ♥❛t✉r❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
▼ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs E{·} ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
◆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❞✐❛❣ [·] ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛tr✐①
pn ∈ R3 ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♥ ln{·} ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣
P ∈ RN×3 ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ◆ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡s tr {·} tr❛❝❡ ♦❢ ♠❛tr✐①
pm ∈ R3 ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s❡♥s♦r ♠ ∇(·) ❣r❛❞✐❡♥t

P ∈ RM×3 ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ▼ s❡♥s♦rs || · || s♣❡❝tr❛❧ ♥♦r♠ ♦❢ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①
p∗
k
∈ R3 ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ r❡❛❧ s♦✉r❝❡ ❦ || · ||l l ♥♦r♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r

P∗ ∈ RK×3 ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❑ r❡❛❧ s♦✉r❝❡s (·)T tr❛♥s♣♦s❡
rn,m ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ ♥ t♦ s❡♥s♦r ♠ (·)† ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡

r−n,m ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ ✲♥ t♦ s❡♥s♦r ♠ (·)(k) kt❤ ✐t❡r❛t✐♦♥
R r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞♦♠❛✐♥ ∗ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
R ∈ CM×M ♠❡❛s✉r❡❞ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐①

sn ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♥ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥
s ∈ CN ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ◆ s♦✉r❝❡s ❆●❲◆ ❆❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❲❤✐t❡ ◆♦✐s❡
s∗
k

s✐❣♥❛❧ ♦❢ r❡❛❧ s♦✉r❝❡ ❦ ❈▼❋ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐① ❋✐tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
s∗ ∈ CK s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❑ r❡❛❧ s♦✉r❝❡s ❞❇ ❞❡❝✐❜❡❧
❚ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣s ❉❆▼❆❙ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ▼❛♣♣✐♥❣
✈ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♦❢ ❆❝♦✉st✐❝ ❙♦✉r❝❡
xn ♣♦✇❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♥ DE ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧
x∗
k

♣♦✇❡r ♦❢ r❡❛❧ s♦✉r❝❡ ❦ ❉❋❚ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠
x ∈ RN ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ ◆ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡s ❉❘ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ❘❡♠♦✈❛❧
x∗ ∈ RK ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ ❑ r❡❛❧ s♦✉r❝❡s GG ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥
X ∈ RN×N ❝r♦ss s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① ♦❢ ◆ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡s ✐✳✐✳❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
y ∈ RN ♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ ◆ s♦✉r❝❡s ▼❆P ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r
ỹ ∈ RN ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ♦❢ ◆ s♦✉r❝❡s P❉❋ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥
zi,m ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ it❤ ❜❧♦❝❦ ❛t s❡♥s♦r ♠ P❙❋ P♦✐♥t ❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥
zi ∈ CM ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s it❤ ❜❧♦❝❦ ❛t ▼ s❡♥s♦rs ❱❇❆ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

α r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙✉❜s❝r✐♣ts
β s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ DE(x) ♠♦❞❡❧ m,n t❡r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠ ❛♥❞ ♥
δi r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✲♥ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ ♥
γ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ DE(x) ♠♦❞❡❧ ♥′ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ ♥
λ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇❜ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞
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1
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡
s❡♥s♦r ❛rr❛②✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts
❡t❝✳ ❬✼✹✱ ✽✽✱ ✽✶✱ ✷✺✱ ✺✵❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♠❛♣ ♦♥
t❤❡ ❛✐r♣❧❛♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♥❡❛r
t❤❡ ❛✐r♣♦rt ✇❤❡♥ ❛✐r♣❧❛♥❡ ✐s t❛❦✐♥❣ ♦✛ ❛♥❞ ❧❛♥❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t✱
t❤❡ r❡❞ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ str♦♥❣ ♣♦✇❡r ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✇❡❛❦ ♣♦✇❡r✳ ❆♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❤❛♣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ✇✐♥❞ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ st❛t♦r ❛♥❞ r♦t♦r ❬✶✷✶❪✱
✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇✐♥❞ ♣♦✇❡r s②st❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❝✮ s❤♦✇s
t❤❡ ✢❛♣ ♥♦✐s❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❣❡❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐ts ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✭❞✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ tr❛✐♥ ❛♥❞ tr✉❝❦✱
✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✳

✶✳✶ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢t❡♥ ❝❛✉s❡s ❛ ✈❡r② ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ❙♦ t❤❛t ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❡①❛❝t❧②
r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣s
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡s ❛t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ▲❛❜♦r❛t♦r②
✭◆▲❘✮ ❍♦❧❧❛♥❞ ❬✶✷✶❪✿ ✭❛✮ ❆✐r♣❧❛♥❡ ♥♦✐s❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ✭❜✮ ❲✐♥❞ ♥♦✐s❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ ❜❧❛❞❡ ❛♥❞
r♦t♦r✳ ✭❝✮ ❋❧❛♣ ♥♦✐s❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ✭❞✮ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ tr❛✐♥ ❛♥❞ tr✉❝❦✳

✇❡ ❦♥♦✇ ❛r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❇✉t t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ✺ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✿

❼ ❙❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦st✱ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢❡✇✳ ❊✈❡♥ ✐❢ s❡♥s♦r ♥✉♠❜❡r ✐s ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ ♦r t♦♦ s♠❛❧❧
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞
t✐♠❡✲s❛♠♣❧❡s ✭s❛♠♣❧✐♥❣s✮ ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ✈❡r② ❢❡✇ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② s❤♦rt
s♥❛♣✲s❤♦♦t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✈❡r② ❤✐❣❤ s♣❡❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ s❡♥s♦r ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ✐s
q✉✐t❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❡♠✐t s❡✈❡r❛❧ s✐❣♥❛❧s ✐♥
q✉✐t❡ ❛ ✇❤✐❧❡✳

❼ ❆❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ ♠♦❞❡❧ ❡①❛❝t❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ♦r ♥♦♥✲❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r✱
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐st ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ♣❛rts✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡s ♠✐❣❤t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ ❝❡✐❧✐♥❣
❛♥❞ ✇❛❧❧s✱ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡ ❤❛r❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r r❡❛❧ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤s✳ ❆♥❞
♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✬❝♦❝❦t❛✐❧✲♣❛rt②✬ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡♥
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●❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s

t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❧s♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t
❛ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❼ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣❛rts ♦❢ ✐t✿ t❤❡
✐♥❤❡r❡♥t ♥♦✐s❡s ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ♦❢
❝❤❛♠❜❡r ✭✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ r♦♦♠✱ ❝♦♥❝❡rt ❤❛❧❧ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❢❛♠♦✉s
❝♦❝❦t❛✐❧✲♣❛rt② ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✼❪ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✿ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛r❡ t♦♦ ❧♦✉❞ t❤❛t ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❜✉r✐❡❞ ❜②
♥♦✐s❡s✳

❼ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✬r❡s♦❧✉t✐♦♥✬ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❬✻✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ✐❢ ♦t❤❡r ❢❛❝✲
t♦rs ❛r❡ ✜①❡❞ ❬✶✷✺✱ ✹✻❪✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♠♠♦♥ ❧✐❢❡✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ✇❤♦s❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛r✐♥❣ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ 20 − 20000❍③
❬✶✻❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐s 340m/s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
0.8 − 800❝♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡✱ t❤❡ ✇♦rs❡
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✳

❼ ❆❝♦✉st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✳ ■t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞
s♠❛❧❧❡st ♣♦✇❡rs ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ❬✶✻❪✳ ❆ ❣♦♦❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t
s❤♦✉❧❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛s ✇✐❞❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r
✉s t♦ ❤❡❛r ❛♥❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜♦t❤ ❧♦✉❞❡st ❛♥❞ t❤❡ q✉✐❡t❡st s♦✉♥❞s ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s ♦♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s✱ ♣❤②s✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✭♠♦♥♦♣♦❧❡✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞✮
❡t❝✳ ❇✉t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❥✉st t❛❦❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜✈❡
❛s♣❡❝ts✳

✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦♦s❡❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s✿ ❚✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✼✼✱ ✾❪✱ ◆❡❛r✲
✜❡❧❞ ❆❝♦✉st✐❝ ❍♦❧♦❣r❛♣❤② ✭◆❆❍✮ ❬✽✺❪ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✶✶✶❪✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦
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❡st✐♠❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥
❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② s✐❣♥❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳
❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿

❼ ❆ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭s✐❣♥❛❧ ♦r ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧✮✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤s
✭❞✐r❡❝t ♦r ✐♥❞✐r❡❝t ♣❛t❤✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
✭●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♦r s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s✮ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❛r✲
t✐❝❧❡ ❬✼✹❪✳

❼ ■ts ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞
❛❝♦✉st✐❝ ❞❛t❛✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♠♦♥♦♣♦❧❡ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞✮✱
s❡♥s♦r ❛rr❛② t♦♣♦❧♦❣② ✭✉♥✐❢♦r♠ ♦r r❛♥❞♦♠✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t②♣❡s
✭♥❡❛r✲✜❡❧❞ ♦r ❢❛r✲✜❡❧❞✮ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✺❪✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✱ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛❞✈❛♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ s✐♥❝❡ ❞❡❝❛❞❡s✿

❼ ❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✱ ❈❛♣♦♥ ❛♥❞ ▼❯❙■❈
❬✶✶✽✱ ✶✶✽✱ ✷✷✱ ✾✽❪ ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❢❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s♦✉r❝❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳

❼ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❈▲❊❆◆ ❬✶✽✱ ✽✱ ✶✵✸✱
✶✷✸❪ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ✐t✲
❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❜❧✉rr② ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ ❛♥❞
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t r♦❜✉st t♦ str♦♥❣
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳ ❆♥❞ s♦♠❡ ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝❛r❡❢✉❧❧② t✉♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳

❼ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✶✶✷✱ ✼✵✱ ✸✽✱ ✶✷✻✱ ✶✵✼✱ ✷✽❪ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡r✲
❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥t ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳ ❇✉t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥❡✈✐t❛❜❧②

✸✷



●❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✳

❼ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✶✺✱ ✽✹✱ ✽✼✱ ✺✱ ✷✹✱ ✶✸✵✱ ✷✾✱ ✸❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✲
❝❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇✲
❜❛❝❦s ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ❛✐♠s
t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✉♥❦♥♦✇♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡ t♦
✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇✿ ❛ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❢♦r✲
✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ♦r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✿

✕ Pr✐♦r ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ❧✐❦❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ♣r♦♣❡r ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②
tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥
q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ♠♦❞✲
❡❧s ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ♥♦✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

✕ ■♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❜② t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡
♣r✐♦r ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤
❛s ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛t t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ♣r♦♣❡r ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
♣❤②s✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✱ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r ❜♦♥❞s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♦✉r s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r❡✲
s✉♠♣t✐♦♥✳

✕ ❆❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮✱ ❏♦✐♥t
▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ✭❏▼❆P✮✱ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ✭❱❇❆✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ●✐❜❜s
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ◆♦t ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r ✉♥✲

✸✸



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✭❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢✉❧❧
♣♦st❡r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳

✕ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ✐s t❤❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ t♦ ❣❡t ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦r s✉❜✲
❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♦r ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆♥❞ s♦♠❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r
♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✳ ❙♦ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ✇♦rt❤② ✇♦r❦ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t✐♠❡✳

❆❜♦✈❡ ❛❧❧✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✜t ❛❧❧
♣✉r♣♦s❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦❢ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ s❡✈❡r❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✿ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
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2
▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✶❪✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❢❛st ♠♦✈✐♥❣ ❝❛r✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❡❧❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛r ♣❛rts ❡①✐st
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♥♦✐s② t❤❡② ❛r❡✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❛❧s♦
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ s✐❧❡♥t ❝❛r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳✷✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✐♥❞✉str②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✷✭❛✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ st❛t✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭♥♦
❡♥❣✐♥❡ ♥♦✐s❡✮ ❛♥❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②s ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✷❪ ✐♥
❘❡♥❛✉❧t ❆✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣❛♥② ❋r❛♥❝❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇✐♥❞
t✉♥♥❡❧ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ 160km/h✱ s♦ t❤❛t t❤✐s
✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❢❛st r✉♥♥✐♥❣ ❝❛r ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲✇❛②✱ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✐r ✢♦✇ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣
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❝❛r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳✭❜✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛rt✐❝❧❡ ❬✷❪✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t♦ t❤❡
❞r✐✈❡rs ❛♥❞ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✷✭❝✮✱ ❛♥♦t❤❡r s❡♥s♦r ❛rr❛② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✸❉ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛rt✐❝❧❡ ❬✽✻❪ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✷✭❞✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✿ ✭❛✮ ❲✐♥❞
t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✷❪ ✭❜✮ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✷❪ ✭❝✮ ❚✇♦ s❡ts ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡
s❡♥s♦r ❛rr❛② ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪ ✭❞✮ ✸❉ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✽✻❪

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② ✇♦r❦ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥ ❛ r♦❜✉st ❛❝♦✉st✐❝
✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳✶✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞
t❛❦❡ ❛t ❧❡❛st ✜✈❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✿

❼ ▲✐♠✐t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧②
❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ❢❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡
♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✇❡rs ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡
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❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✈❡r② ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥
❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡✳

❼ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ t❤❡r❡
✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❡①✐sts ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛r ❝❤❛ss✐s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❛r ✐s ♣✉t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ ❜✉t t❤❡ s❡♥s♦r
❛rr❛② ❛r❡ ✜①❡❞ ♦✉ts✐❞❡✳ ❙♦ t❤❛t t❤❡ ❛✐r ♠❡❞✐❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛r t♦ s❡♥s♦rs
✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❛✐r✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞
r❡❢r❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆♥❞ t❤✐s
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs
❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❼ ◆♦✐s② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❛s ❢❛st ❛s
160km/h✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ ❛ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❋♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ t♦ ❜❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❲❤✐t❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
✐♥❤❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ❛t ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ♦❢
s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡♥s♦r
❛rr❛② ✐s ♥♦t ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡ st✐❧❧ ❞✐st✉r❜❡❞
❜② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✇❛❧❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ ✢♦✇✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢❛❝t♦rs
t❤✉s ❝❛✉s❡ t❤❡ ♥♦✐s② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳

❼ ❙✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 2500Hz ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ■ts s♣❛t✐❛❧ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❜♦✉t 20cm✱ ✇❤✐❝❤
✐s t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❧♦❝❛t❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ♦♥ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦rs✱ ♦r
♦♥ ♦t❤❡r s♠❛❧❧ ❣❡❛rs ♦❢ ❛ ❝❛r✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❝❛♥ ❣❡t ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ❜✉t st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤
♦r s❡♥s♦r ❛rr❛② ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ tr② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤✲
♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ✬s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✬✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t
t❤❡ t❡r♠ ✬s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✬ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❼ ❆❝♦✉st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✳ ❋♦r t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡✱
❜♦t❤ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✇❡❛❦ ♦♥❡s ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❣r❡❛t❧②
❛✛❡❝t t❤❡ ❤❡❛r✐♥❣ ❝♦♠❢♦rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t
s❤♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✉❞❡st ❛♥❞ t❤❡
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q✉✐❡t❡st ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝ts t♦ ❞r✐✈❡rs
❛♥❞ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♠♦t✐✈❛t❡ ✉s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts
✐♥ ❋✐❣✳✷✳✷✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ r♦❜✉st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♥♦✐s❡s✳

✷✳✶ ▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✜rst ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣✲
♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐♥❦✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❡t ✉♣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ❚❤✐s ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② r❡✢❡❝t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧s✱ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs t♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛t s❡♥s♦r
❛rr❛②✱ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦❞❡❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡rr♦rs✳

❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡ ❛
r♦❜✉st s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❬✷✽✱ ✸✹✱ ✸✵❪✱
s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✈❡r② ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ str♦♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦rs✳ ❇✉t t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❛♥❞
s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r♦❜✉st ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛
s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ❬✷✾✱ ✸✷✱ ✸✶✱ ✸✸❪✳ ❚❤✐s s♣❛rs❡ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡tt❡r ❡♠❜♦❞②
t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳
❆❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ✭❏▼❆P✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❏▼❆P
❝♦♥❢r♦♥ts ❛ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❡❞s ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❏▼❆P✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t
✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❬✸✺❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡s✿ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs
❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣
♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦rs✳ ■♥ t❤❡s❡
❝❛s❡s✱ t❤❡ ❏▼❆P ❝♦♥❢r♦♥ts ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❛♣♣❧② t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮ ❬✸✺❪ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡
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❚❤❡s✐s str✉❝t✉r❡

❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❏▼❆P✳

✷✳✷ ❚❤❡s✐s str✉❝t✉r❡

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✲
st❛t❡✲♦❢✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✿ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✱ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥✱ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r s✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
❈❤❛♣t❡r ✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ ❛ s♣❛rs✐t②
❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❙♦ ❛s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t✲
❛❜❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦st✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❱❇❆ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦♥ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ r❡✈❡❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
♠❡t❤♦❞s✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞
❢♦r ♠❡t❤♦❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾✳

✸✾
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✳

❼ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r ❧❛ ♣❡rsé✈ér❛♥❝❡✱ s✉rt♦✉t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♥♦✉s✲♠ê♠❡s✳
◆♦tr❡ t❛❧❡♥t ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡t ♦♥ ❞♦✐t ❧❛ ré❛❧✐s❡r
à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣r✐①✳

▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡

✹✵



3
❋♦r✇❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❆❝♦✉st✐❝ ❙✐❣♥❛❧

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ st❛t❡❞ ✐♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠
❧✐♠✐t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥
❜✉✐❧❞ ✉♣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧
❝❛♥ r❡✢❡❝t t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥
s♦✉r❝❡s ✭s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✮✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝
s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤✐s ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✸✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

❇❡❢♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ❛❝♦✉st✐❝
s♦✉r❝❡s✱ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs✱ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✹✶
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❼ ❆❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♣✉♥❝t✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥✲
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✸✼✱ ✶✵✷✱ ✶✷✻✱ ✶✷✸✱
✾✻✱ ✶✵✹❪✳ ❚❤✐s ❛❝♦✉st✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜✉✐❧❞ ✉♣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❢♦r♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡❬✶✺✱ ✶✽❪✳ ❆❧❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳

❼ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛ s♣❤❡r✲
✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✳ ❲❡ ❞♦♥✬t
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ s♦✉r❝❡s✳

❼ ▼✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ♦♠♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ✉♥✐t❛r② ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❧♦✲
❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳

❼ ❈♦♠♣❧❡① r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ ❜✉t ✇❡ ❥✉st ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳

❼ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ t❤❡ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥
✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ❛✐r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✳

❼ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦✐s❡s ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs✳
❚❤❡ ♥♦✐s❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡
✜rst ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❜② ❛♥ ❆❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❲❤✐t❡ ◆♦✐s❡
✭❆●❲◆✮✱ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✮ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸✲✼✳ ❋♦r ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳

❼ ❆❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❡①❛❝t❧② r❡♠♦✈❡❞ ♦✛✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t t♦ ❜❡ ❛❧s♦ ❛♥ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆
♥♦✐s❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s✳

❼ ❖t❤❡r ♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rts✳

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s❡t ✉♣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✹✷



❆❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✸✳✷ ❆❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡✿

❼ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❼ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r✳

✸✳✷✳✶ ❆❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡ ❢r♦♥ts ♦❢ ❛ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧✳

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧✲t❡♠♣♦r❛❧
✹❉ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛ ❬✻✺✱ ✹✺❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✶✿ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
✇❛✈❡ ❢r♦♥t ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ✐t ❣r❛❞✲
✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✳ ❲❡ ✜rst s❡t ✉♣ ❛ ❉❡s❝❛rt❡s
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♥♦t❡ O = [0, 0, 0]T t♦ ❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡
(·)T ❞❡♥♦t❡s tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡ ✜①❡❞
✭st❛t✐❝✮ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p = [px, py, pz]

T ✱ ❛♥❞ ❧❡t rs ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠
p t♦ O✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

rs = ||p−O|| =
√
p2x + p2y + p2z . ✭✸✳✶✮

▲❡t s(p, t) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✷✺❪ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❛♥❞ t✐♠❡ t ❝❛♥ ❜❡
❣✐✈❡♥ ❛s✿

∂2s(p, t)

∂p2x
+
∂2s(p, t)

∂p2y
+
∂2s(p, t)

∂p2z
=

1

c2
∂2s(p, t)

∂t2
, ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ c0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛✱ t❛❦✐♥❣
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭20◦❈✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡s✱ c =

✹✸



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs

340m/s ✐♥ ❛✐r ❛♥❞ c = 1481m/s ✐♥ ✇❛t❡r❀ ❛♥❞ ∂2(·)
∂(·)2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❛❧

❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❋♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ s(p, t) ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦✲❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❢♦r ❊q✳✭✸✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

s(p, t) =A0 e
−(ωt−k rs) ✭✸✳✸✮

=A(t) e(ωΦ0) ,

✇❤❡r❡

❼ A0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡❀

❼ ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ω = 2π f ✇✐t❤ f ❜❡✐♥❣ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②❀

❼ k ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r❀ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊q✳✭✸✳✸✮
t♦ s❛t✐s❢② ❊q✳✭✸✳✷✮✱ k s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

k =
ω

c0
, ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ♦♠♥✐✲
❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ c0✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♥t ✐s s♣❤❡r✐❝❛❧✳

❼ A(t) = A0 e
−ω t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t✐♠❡✲✈❛r✐❛♥t❀

❼ Φ0 = k rs ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ✭t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ rs✮✳

✸✳✷✳✷ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s p̄ =
[p̄x, p̄y, p̄z]

T ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✷✳ ▲❡t τ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢r♦♠ p t♦ p̄❀
❛♥❞ ∆r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ p̄✱ ❞❡✜♥❡ ❛s

∆r = ||p̄− p|| =
√

(px − p̄x)2 + (py − p̄y)2 + (pz − p̄z)2 , ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛✱ ✐t ②✐❡❧❞s ∆r = c0 τ ✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A0 ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p

❜❡❝♦♠❡s A0

∆r ❛t t❤❡ s❡♥s♦r ♣♦s✐t✐♦♥ p̄✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧
✐♥ ❊q✳✭✸✳✸✮✱ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A(t) = A0 e

−jωt ❜❡❝♦♠❡s A(t−τ) = A0

∆r e
−jω(t−τ)
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❆❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ s❡♥s♦r✳

❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t✐♠❡ ❞❡❧❛② τ ✳ ❇✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣❤❛s❡ Φ0 = k rs ✐s
✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ s✐♥❝❡ Φ0 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ∆r ♦r ❞❡❧❛②
t✐♠❡ τ ✱ ❜✉t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❊q✳✭✸✳✸✮✳

▲❡t z(∆r, t) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ s❡♥s♦r ❢♦r t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ s(p, t)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✸✳✸✮✱ z(∆r, t) ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s✿

z(∆r, t) =
1

∆r
A(t− τ) e−Φ0 ✭✸✳✻✮

=
1

∆r
A(t) e− ωτ e−Φ0

=
1

∆r
e− ωτ s(p, t)

=
1

∆r
e− ω∆r

c0 s(p, t) ,

✇❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s(p, t)✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ z(∆r, t) ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1

∆r ✱ ❛♥❞
❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜② ωτ ✱ ♦r ω∆

r c0 ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛✳

❚❤❡ ❊q✳✭✸✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋❚✮ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡
❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t

z(∆r, ω) = a(∆r, ω) s(p, ω) , ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ a(∆r, ω) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

a(∆r, ω) =
1

∆r
e− ω τ , ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ a(∆r, ω)♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ✐❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♣♦s✐t✐♦♥
p̄ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛r❡ ❜♦t❤ ❣✐✈❡♥✳ ❋♦r t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦❢ s♦✉r❝❡

✹✺



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ z(∆r, ω) ❛♥❞ a(∆r, ω) ❛r❡ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡
♣♦s✐t✐♦♥ p ✐❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♣♦s✐t✐♦♥ p̄ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❜♦t❤ ❣✐✈❡♥✳ ❙♦
t❤❛t ✇❡ ♥♦t❡ z(p, f) = z(∆r, ω) ❛♥❞ a(p, f) = a(∆r, ω) ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛rts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ s❡ts ✉♣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧ z(∆, ω) ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s(p, ω) ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❇❛s❡❞
♦♥ ❊q✳✭✸✳✼✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ✉♣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
s❡♥s♦r ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✸ ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧❬✷✾❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡
t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ ✇❤❡r❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇✳ ❖♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ K ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗ = [s∗1, · · · , s∗K ]T ❛t ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s P∗ = [p∗

1, · · · ,p∗
K ]

T ✱
✇❤❡r❡ p∗

k ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ kt❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s∗k✱ ❛♥❞ (·)∗
r❡♣r❡s❡♥ts ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡✳ ❖♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
M s❡♥s♦rs ❛t t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s P̄ = [p̄1, · · · , p̄M ]T ✳

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✭✸✳✹✮✳ ❋♦r t❤❡ mt❤
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r ✇✐t❤ m ∈ [1, · · · ,M ]✱ t❤❡r❡ ❛r❡ T s❛♠♣❧✐♥❣s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝

✹✻



❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮✳

s✐❣♥❛❧s ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡s❡ T t❡♠♣♦r❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ I
❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ L s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✱ t❤✉s ✇❡ ♥♦t❡ zi,m(t) ❛s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✭i ∈ [1, · · · , I]✮ ❛t t❤❡ mt❤ s❡♥s♦r ✭m ∈
[1, · · · ,M ]✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ t ∈ [(i − 1)L + 1, · · · , i L − 1]✱ ❛♥❞ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s T = I × L✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❢ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠
✭❉❋❚✮ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ tr❡❛t ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s zi,m(t) ❛t ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ L ♥❛rr♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s fl ✭❧∈ [1, · · · , L]✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♠❛❞❡
✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❲✐❞❡✲❙❡♥s❡ ❙t❛t✐♦♥❛r② ✭❲❙❙✮ ♣r♦❝❡ss✱ s♦
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♠❛❦❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥❛rr♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②
❜✐♥✳

▲❡t zi(fl) = [zi,1(fl), · · · , zi,M(fl)]
T ❞❡♥♦t❡ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛t M

s❡♥s♦rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ♦♥❡ s❡♥s♦r ♦❢ ❊q✳✭✸✳✼✮
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ zi(fl) ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❬✶✷✸❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭✸✳✺✮✿

zi(fl) = A(P∗, fl) s
∗
i (fl) + ei(fl) , ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡

❼ i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦❀

❼ ei(fl) = [ei,1(fl), · · · , ei,M(fl)]
T ✱ ei(fl) ∈ CM ❞❡♥♦t❡s ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆ ♥♦✐s❡❀

❼ s∗i (fl) = [s∗i,1(fl), · · · , s∗i,K(fl)]T ✱ s∗i (fl) ∈ CK ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❉❋❚ ♦❢ t❤❡
s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s❀

✹✼



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮

❼ A(P∗, fl) = [a(p∗
1, fl) · · · a(p∗

K , fl)]✱ A(P∗, fl) ∈ CM×K ❞❡♥♦t❡s t❤❡
st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥
❊q✳✭✸✳✾✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ●r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
A(P∗, fl) ♦♥❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠❛♥②
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✷✸✱ ✶✽✱ ✶✷✽✱ ✶✵✸❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♥❞✐r❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣❛t❤s✿ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤

✹✽



❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

s♣❡❡❞ ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ st❛t✐❝ ❛✐r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✸❀ ✐❢ t❤✐s r❡❢r❛❝t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ♦♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇ ✭❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❡❞✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✻❀ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts❀ ✐❢ t❤✐s r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❣❤♦st s❤❛❞♦✇s ✇✐❧❧
❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r a(p∗

k, fl)
✐s ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ad(p∗

k, fl)✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ar(p∗

−k, fl) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

a(p∗
k, fl) = ad(p

∗
k, fl) + ρ ar(p

∗
−k, fl) , ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡

❼ ρ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭0 ≤ ρ ≤ 1✮✱ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ♠❛✐♥❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♠❛t❡r✐❛❧✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❤✉♠✐❞✐t②✱ ❡t❝✳✮✳
❋♦r t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ρ = 0.8 ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞
❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✷❪✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ ❘❡♥❛✉❧t ▲❛❜✳

❼ ad(p
∗
k, fl) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✵✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ad(p
∗
k, fl) =

{
1

rk,1
exp [−(2πflτk,1)] , · · · ,

1

rk,M
exp [−(2πflτk,M)]

}T

,

✭✸✳✶✶✮
✇❤❡r❡ τk,m ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢r♦♠ s∗k t♦ s❡♥s♦r m✱ ❛♥❞ rk,m ✐s t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ τk,m❀ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛✱ rk,m = τk,m c0
✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p∗

k t♦ t❤❡
❦♥♦✇♥ s❡♥s♦r ♣♦s✐t✐♦♥ p̄m✳

❼ ar(p
∗
−k, fl) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❞❡✲

✜♥❡❞ ❛s✿

ar(p
∗
−k, fl) =

{
1

r−k,1
exp [−(2πfl τ−k,1)] , · · · ,

1

r−k,M
exp [−(2πfl τ−k,M)]

}T

,

✭✸✳✶✷✮
✇❤❡r❡ p∗

−k ❞❡♥♦t❡s ♠✐rr♦r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s∗k✱ t❤✉s p
∗
−k ❛♥❞ p∗

k ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝
t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳

❼ ❲✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r a(p∗
k, fl)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♥s♦r

❛rr❛② ❧♦❝❛t❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇✱ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠✱ t❤✉s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

✹✾



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs

t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐r ❛♥❞ ✇✐♥❞ ✢♦✇✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ ❇✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ rk,m✱
r−k,m ❛♥❞ τk,m✱ τ−k,m ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✿ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢
❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ♦♠✐t fl ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

✸✳✹ ❉✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❬✷✾❪✳

■♥ ❊q✳✭✸✳✾✮✱ ✐t ✐s t❤✉s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✲
s✐t✐♦♥s P∗ = [p∗

1, · · · ,p∗
K ]

T ❛♥❞ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗ = [s∗1, · · · , s∗K ]T ❛r❡ ❜♦t❤
✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ z ❛♥❞ s∗✱ P∗ ✐s ♥♦t ❧✐♥✲
❡❛r✳ ■❢ P∗ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ✐s ❧✐♥❡❛r t♦ s∗✳ ❇✉t ❢♦r ❣✐✈❡♥ s∗✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ✐s st✐❧❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P∗✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠
❊q✳✭✸✳✾✮ ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✼✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡
✐s ❡q✉❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ◆ ❣r✐❞ ❛t t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s P = [p1, · · · ,pN ]

T ✱

✺✵



❉✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s s∗ s♣❛rs❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡ ♦♥ t❤❡s❡ ❣r✐❞s✱
s❛t✐s❢②✐♥❣ N > M > K ❛♥❞ P∗ ⊂ P✱ ✇❤❡r❡ ⊂ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ s❡t P∗

❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡t P✳ ❋♦r ❣r✐❞ s✐③❡ ∆p✱ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ ❤✐❣❤
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥❀ t♦♦ s♠❛❧❧✱ ✐t ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❣r❡❛t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s✱ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✽❪ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t ∆p s❤♦✉❧❞ s❛t✲
✐s❢② ∆p/∆B < 0.2✱ ✇❤❡r❡ ∆B ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❣❡t N ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s = [s1, · · · , sN ]T ❛t ❦♥♦✇♥ ♣♦✲
s✐t✐♦♥s P❀ ❛♥❞ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ sn ❛♥❞ s∗k ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
❞♦♠❛✐♥ ❛s✿ {

sn = s∗k ❢♦r pn = p∗
k

sn = 0 ❢♦r pn 6= p∗
k

. ✭✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❣r✐❞ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❑ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧s s∗ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ◆ ♦❢ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
✭❑<◆✮✱ s♦ t❤❛t s ✐s ❛ s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❑ s♣❛rs✐t② ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ r❡❝♦♥✲
str✉❝t ❑✲s♣❛rs✐t② s✐❣♥❛❧s s✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p∗

k ❝❛♥ ❜❡
❞❡♣r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡
s✐❣♥❛❧ sn ✐s ♥♦t ③❡r♦✲✈❛❧✉❡✳

❚♦ ❜❡ ❝❧❡❛r✱ ✇❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rts t❤❛t s∗ = [s∗1, · · · , s∗K ]T ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ s = [s1, · · · , sN ]T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✬s♦✉r❝❡ ♥✬ ♠❡❛♥s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ sn ❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
♣♦s✐t✐♦♥ pn✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✬♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ❦✬ ♠❡❛♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s∗k
❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ p∗k✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❊q✳✭✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✹✱ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧s si ♦❢ t❤❡ it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s

si = [0, · · · , s∗i1, 0, · · · , s∗ik, 0, · · · , s∗iK , 0, · · · ]N×1 . ✭✸✳✶✹✮

✇❤❡r❡ si ♦❢ t❤❡ it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛❧s♦ ❛ s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❑✲s♣❛rs✐t② ✐♥
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❢t❡r ❉❋❚ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ si(fl) st✐❧❧
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s♣❛rs✐t② ✐♥ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥✱ t❤✉s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦t❛t✐♦♥ fl ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

■♥ ❊q✳✭✸✳✾✮✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ P∗ ❜② P ❛♥❞ s∗i ❜② si✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✺✶



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮

zi = A(P) si + ei , ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ✐s ❛ s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭✸✳✽✮❀ i = 1, · · · , I
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦s❀ ❛♥❞A(P) = [a(p1) · · · a(pN)]✱ A(P) ∈
CM×N ❝♦♥s✐sts ♦❢ N st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs a(pn)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠
❊q✳✭✸✳✶✵✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

a(pn) = ad(pn) + ρ ar(p−n) , ✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ad(pn) ❛♥❞ ar(p−n) ❛r❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✸✳✶✷✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s✿

❼ ad(pn) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ad(pn) =

{
1

rn,1
exp [−(2πflτn,1)] , · · · ,

1

rn,M
exp [−(2πflτn,M)]

}T

,

✭✸✳✶✼✮
✇❤❡r❡ τn,m ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢r♦♠ s♦✉r✐❝❡ ♥ t♦ s❡♥s♦r m✱ ❛♥❞ rn,m
✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ τn,m❀ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛✱ ✐t ②✐❡❧❞s
τn,m =

rn,m
c ❛♥❞ rn,m ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡

♣♦s✐t✐♦♥ pn t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ s❡♥s♦r ♣♦s✐t✐♦♥ p̄m✳

✺✷



❉✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❼ ar(p−n) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ar(p−n) =

{
1

r−n,1
exp [−(2πfl τ−n,1)] , · · · ,

1

r−n,M
exp [−(2πfl τ−n,M)]

}T

,

✭✸✳✶✽✮
✇❤❡r❡ p−n ❞❡♥♦t❡s ♠✐rr♦r ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♥✱ t❤✉s p−n ❛♥❞ pn ❛r❡
s②♠♠❡tr✐❝ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳

❼ ❲✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛② ❧♦❝❛t❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇✱
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ rn,m✱
r−n,m ❛♥❞ τn,m✱ τ−n,m ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ ❇✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ an ✐s s❤♦rt ❢♦r a(pn)❀ ❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡ s✐♠✐❧❛r s❤♦rt ❢♦r♠s ❢♦r
t❤❡ ♦t❤❡r st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✵✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✸✳✶✻✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
❢♦r s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s P∗ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠
❞✐s❝r❡t❡ ♣♦s✐t✐♦♥s P ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ◆ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♥✉♠❜❡r ▼✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮ t❤✉s ✐s q✉✐t❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ s♦ t❤❛t s♦♠❡ ❡①tr❛ ❝♦♥str❛✐♥ts
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✳

■♥ s❤♦rt✱ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r✲
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s si✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s zi ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① A(P) ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✸✳✶✻✮ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦s✐t✐♦♥s P ❛♥❞
❦♥♦✇♥ s❡♥s♦r ♣♦s✐t✐♦♥s✳

■❢ s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ z✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x =
[x1, · · · , xN ]T ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤✉s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① Rs✿

x = ❞✐❛❣ [Rs] , ✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ ❞✐❛❣ [·] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐t❡♠s❀ Rs ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠
♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Rs = E[ss†] , ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ E[·] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ Rs ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② R̂s ❛s

R̂s =
1

I

I∑

i=1

sis
†
i , ✭✸✳✷✶✮

✺✸



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs

✇❤❡r❡ si ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♥✉♠❜❡r ❛s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✹✮❀ I ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r
I ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② R̂s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s Rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❛❧
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x∗ ❛♥❞ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① R∗

s ♦❢ r❡❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x∗ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s P∗ ❢r♦♠
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✇❡rs x ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s P ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s♣❛rs✐t② ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✹✮✱ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t xn ∈ x ❛♥❞ ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦s✐t✐♦♥
pn ∈ P ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r x∗n ∈ x∗ ❛♥❞ ✐ts
♣♦s✐t✐♦♥ p∗

n ∈ P∗

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ✭♣✉♥❝t✉❛❧✮ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❧② ❜✉✐❧❞ ✉♣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t s✉❝❤ ❛s ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥
s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t
✉♣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥t❛✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ tr❛♥s❢❡r ✐t ✐♥t♦ ❛❝♦✉s✲
t✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
s♦✉r❝❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦ ❛s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✲✽✳

✺✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✳

❼ P❛s ❞❡ ❣r❛♥❞ ❞és✐r✱ ♣❛s ❞❡ ❣r❛♥❞ t❛❧❡♥t✳

❍♦♥♦ré ❞❡ ❇❛❧③❛❝

✺✺





4
❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❙♦✉r❝❡

▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮
r❡✈❡❛❧s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s z ❛t s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥
s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s P∗ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
❊q✳✭✸✳✾✮ ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ tr❛♥s✲
❢❡r ❊q✳✭✸✳✾✮ ✐♥t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❊q✳✭✸✳✶✺✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s P ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❇✉t t❤✐s ❞✐s❝r❡t❡
❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② q✉✐t❡ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✿ s♦♠❡
♦❢ t❤❡♠ ❛✐♠ t♦ ✜rst ❡st✐♠❛t✐♥❣ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥s✳ ❖t❤❡rs ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✱ ✇❡
✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s s♦ ❛s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡
✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ t❡sts✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s✿ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐❣♥❛❧s t♦ ♣♦✇❡rs ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❆❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡♥ s♦♠❡
❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢

✺✼
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❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥
✹✳✺✳ ▼❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✱ r❡❛❧ ❞❛t❛
♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✽✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✹✳✾✱
✐♥ ✇❤✐❝❤✱ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✵ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✹✳✶ ❋r♦♠ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧s s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ♦❢t❡♥ ❝♦♥❢r♦♥ts t✇♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿

❼ ❚❤❡ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮ ❝❛✉s❡s t❤❡ ✈❡r② ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r M ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♦❢t❡♥ ♠✉❝❤
❧❡ss t❤❛♥ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣✱
t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✉❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭N >> M✮ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s✳

❼ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❊q✳✭✸✳✸✮ ❛r❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✲
✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s✱ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧②
t❤❡ ❉❋❚ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❞✐s❝r❡t❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s fl✱ ✇✐t❤ l ∈ [1, · · · , L] ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✹✱ ✐t st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① s✐❣♥❛❧s s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ r❡❛❧ s✐❣♥❛❧s✱
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣
✐ss✉❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣❤❛s❡s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦r ♦t❤❡r
s✐❣♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s z ❛t s❡♥s♦r ❛rr❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸

✺✽



❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✮✳

✹✳✷ ❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r

▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❜❛❝❦ ❛t
❊q✳✭✸✳✶✺✮ ❛♥❞ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r an ♦❢ ❊q✳✭✸✳✶✻✮✲❊q✳✭✸✳✶✽✮✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧s z(f) = [z1(f), · · · , zm(f), · · · , zM(f)]T ❛t s❡♥s♦rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧s s(f) = [s1(f), · · · , sn(f), · · · , zN(f)]T ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t✲
t❡♥✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ✐♥
t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ z(t) ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② s(t) ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t✲
t❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠
s♦✉r❝❡s t♦ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ s♣❛✲
t✐❛❧ ✜❧t❡r ❬✸✻✱ ✶✶✼✱ ✻✵✱ ✽✵❪ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s
❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧s s(f) ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳✭✹✳✶✮✿

sn(t) ≃ ysfn (t) =
M∑

m=1

wn,m zm(t+ τn,m) , ✭✹✳✶✮

✺✾
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✇❤❡r❡ ysfn (t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ nt❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ sn(t) ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱ ♥❛♠❡❧② sn(t) ≃ ysfn (t)❀
❛♥❞ zm(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ mt❤ s❡♥s♦r❀ τn,m ✐s t❤❡ t✐♠❡
❞❡❧❛② ❢r♦♠ t❤❡ nt❤ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ mt❤ s❡♥s♦r✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✼✮❀ wn,m ✇✐t❤
m ∈ [1, · · · ,M ] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜❧t❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t t❤❡ mt❤ s❡♥s♦r ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧ sn✳ ❆❢t❡r ❉❋❚ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❜❡❝♦♠❡s

sn(fl) ≃ ysfn (fl) =
M∑

m=1

wn,m zm(fl) e
 2π fl τn,m ✭✹✳✷✮

= w†(pn, fl) z(fl) ,

✇❤❡r❡ fl ✐s t❤❡ lt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮❀ z = A(P) s + e ✐s
s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❊q✳✭✸✳✶✺✮❀ w(pn, fl) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧
✜❧t❡r ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ sn ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

w(pn, fl) =
[
wn,1 e

− fl τn,1, · · ·wn,m e
− fl τn,m, · · · , wn,M e− fl τn,M

]T
, ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r w(pn, fl) s❡r✈❡s t♦ ♦✛❡r t❤❡ ❣❛✐♥s wn,m ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② τn,m ❢♦r t❤❡ nt❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧ sn ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② fl✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
✇❡ ♦♠✐t fl ❛♥❞ t❛❦❡ wn ❢♦r w(pn, fl) ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦✉t♣✉t yspn ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ sn ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r wn s❤♦✉❧❞ ♠❡❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

❼ P✶✿ wn ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ sn ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn t♦
✇❡❧❧ ♣❛ss t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ✇✐t❤♦✉t ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✱ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r an ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✻✮
❡♠❜♦❞✐❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♠❡❡t P✶✱ wn s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② w†

n an = 1✳

❼ P✷✿ wn ❝❛♥ ❛tt❡♥✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦s✐✲
t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t P✷✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ wn ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
pn✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❊q✳✭✹✳✷✮✱ ❧❡t ✉s ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r
ysfn ❛s✿

ypowern = E[|ysfn |2] = w†
nRz wn ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ | · | ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❝❛❧❛r ♠♦❞✉❧✉s❀ Rz ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐①
♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s z ❛t t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Rz = E[z z†] , ✭✹✳✺✮
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❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r

✇❤❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s z = [z1, · · · , zM ]T ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② zi = A(P) si + ei
✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ Rz ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

R̂z =
1

I

I∑

i=1

zi z
†
i , ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ i ∈ [1, ·, I] ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ I ✐s t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦s❀ zi ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛t ❛❧❧
M s❡♥s♦rs✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t❡r I ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② R̂z ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
Rz✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P✶ ❛♥❞ P✷ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣❛t✐❛❧
✜❧t❡r wn s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢②

{
P1 : w†

n an = 1

P2 : wn = argmaxwn
{ypowern } = argmaxwn

{
w†

n R̂z wn

} , ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ an ✐s t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✻✮ ❢♦r t❤❡ nt❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱ ✇✐t❤ pn ∈ P✱ n ∈ [1, · · · , N ] ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
♣❧❛♥❡✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ✉s❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✜❧t❡r s❤♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡rs ❝♦♠✐♥❣

✻✶



✹✳✷✳✶ ✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡rs
✐s t❤❡ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❇❡❛♠❋♦r♠✐♥❣ ✭❈❇❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✽✱ ✷✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ❛
s✐♠♣❧❡✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❈❇❋ ❛ss✉♠❡s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ t♦ ❜❡ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆
❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✼✮✱
t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{
P1 : ã†n an = 1
P2 : ãn = argminãn

{
ã†n σ

2
e I ãn

} , ✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡ an ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✻✮❀ ãn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✭s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts✮ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn❀ ❛♥❞ σ2e = E[e†e]
✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ✭✈❛r✐❛♥❝❡✮ ♦❢ t❤❡ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆ ♥♦✐s❡ e✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮❀ σ2e
✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ãn ✐♥ ❊q✳✭✹✳✽✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♠❡t❤♦❞ ❬✶✶❪✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

ãn =
an

‖an‖2
, ✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ ‖ · ‖ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❀ an ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣
✈❡❝t♦r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✻✮✳

❋r♦♠ ❊q✳✭✹✳✽✲✹✳✾✮✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✲
✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✭s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❈❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s ♣♦✐♥t ♦✉t ✐♥ ❛rt✐❝❧❡❬✼✾❪✳ ❚❤❛t
✐s ✇❤② t❤❡ ❈❇❋ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥
✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❈❇❋ ♠❡t❤♦❞s✿

❼ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳

❼ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ❛s♣❡❝t✱ ❧❡t yn ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
pn✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✮✱ yn ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s✿

yn = ã†nRzãn , ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ Rz ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s z✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❊q✳✭✹✳✺✮✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡②
❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♥♦✐s❡s✱ Rz ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

Rz = E[zz†] = ARsA
† + σ2e IM =

N∑

n=1

xn ana
†
n + σ2e IM , ✭✹✳✶✶✮

✻✷



❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r

✇❤❡r❡ Rs ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❊q✳✭✸✳✷✵✮❀ xn ∈ x ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✾✮❀
IM ❞❡♥♦t❡s t❤❡ M ×M ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳

■♥s❡rt✐♥❣ Rz = E[zz†] ♦❢ ❊q✳✭✹✳✶✶✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠ ❛s✿

y = Ã†
E[zz†] Ã ✭✹✳✶✷✮

= E[|Ã† z|2] ,

✇❤❡r❡ Ã = [ã1, · · · , ãn, · · · , ãN ] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①✱
✇✐t❤ ãn ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✳ ❋r♦♠
❊q✳✭✹✳✶✷✮✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♥❣
♣♦✇❡rs ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡rs ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭✹✳✷✮✳
❙♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ Rz =
∑N

n=1 xn ana
†
n+σ

2
e IM ♦❢ ❊q✳✭✹✳✶✶✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✱

✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❛s✿

yn = ã†n

N∑

q=1

xq aqa
†
q ãn + σ2e ã

†
nãn

=
N∑

q=1

|ã†n aq|2 xq + σ2e
1

||an||2
, ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ãn = an
||an||2 ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✱ s♦ t❤❛t ã†nãn =

1
||an||2 ✳ ❋r♦♠ ❊q✳✭✹✳✶✷✮✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡
❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✭♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ✮ ♦❢ ❛❧❧ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳ ❙♦
t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ r❡❛❧ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs ✭♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡❞✮✱ ❛♥❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛
❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡
✐✳✐✳❞ ❆❲●◆ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r σs✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❙♦ t❤❛t
✇❡ ❣❡t N = 1✱ x1 = σs ❛♥❞ Rz = σs a1a

†
1 + σ2e IM ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

♣♦✇❡r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✵✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

y1 = σ2s +
σ2e

‖a1‖2
, ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❈❇❋ ❝❛♥ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ‖a1‖2✱

✻✸



✹✳✷✳✶ ✲ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✻✮✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭ρ = 0✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ‖a1‖2 ❛s✿

‖a1‖2 =
M∑

m=1

1

r21,m
. ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs✱ M ≥ 1❀ ❛♥❞ r1,m ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ mt❤ s❡♥s♦r✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❊q✳✭✹✳✶✺✮ ✐♥ t❤❡
❢❛r✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ r̄1 >> c1M ✱
✇❤❡r❡ r̄1 = 1

M

∑M
m=1 r1,m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣✲

❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ c1 ≥ 1 ❞❡♥♦t❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ✉♥✐t✳ ❆♥❞ t❤❡
♥❡❛r✲✜❧❡❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s r̄1 << c2M ✱ ✇❤❡r❡ c2 ≤ 1 ❞❡♥♦t❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t
✇✐t❤ ✉♥✐t✳

❼ ■♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞✱ ♠❛♥② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✷✷✱ ✼✾✱ ✶✷✻✱ ✶✷✼✱ ✶✷✽✱ ✶✷✸❪ ♠♦❞❡❧ a1 =
[exp [−(2πfl τ1,1)] , · · · , exp [−(2πfl τ1,M)]]T ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ‖a1‖2 = M

✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✺✮✳ ❙♦ t❤❛t ❊q✳✭✹✳✶✹✮ ❜❡❝♦♠❡s y1 = σ2s+
σ2
e

M ✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦rM ❜② t❤❡ ❈❇❋✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r y1 ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
x1✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦r ❛rr❛② ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✭M >> 1✮✳

❼ ■♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✜❡❧❞✱ ❊q✳✭✹✳✶✺✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ‖a1‖2 = M
r̄1
✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r̄1 << M ✱ ✐t ❞❡r✐✈❡s ‖a1‖2 >> 1✳
❙♦ t❤❛t ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✹✮✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t♦r ‖a1‖2 ❜② t❤❡ ❈❇❋ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r y1
❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r x1✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
❛✈❡r❛❣❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭r̄1 << 1✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r ♦r ❢❛r✲✜❡❧❞✱ t❤❡ ❈❇❋ ❝❛♥ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢
‖an‖2✳

◆♦✇ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✱ Rz ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② R̂z ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮✱ t❤✉s

✻✹



❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✳

✐t ②✐❡❧❞s✿

yn =
1

I

I∑

i=1

∣∣ã†nzi
∣∣2 ✭✹✳✶✻✮

=
1

||an||2
1

I

I∑

i=1

∣∣∣∣∣

M∑

m=1

1

rn,m
exp [(2πfl τn,m)] zi,m

∣∣∣∣∣

2

,

✇❤❡r❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ãn ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✾✮✱ s✐❣♥❛❧ st❡❡r✲
✐♥❣ ✈❡❝t♦r an ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✸✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
ρ = 0❀ ❛♥❞ ||an||2 ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✶✺✮✳

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❊q✳✭✹✳✶✻✮✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❧✐♥❡❛r ❛rr❛② ♦❢ s❡♥s♦rs
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭✹✳✸✮✿ ❧❡t ∆ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥
s❡♥s♦rs✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ∆ ≤ λ

2 ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❀ λ = c0
fl

❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤❀ θ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ❖❢ ❆rr✐✈❛❧ ✭❉❖❆✮✳ ❙♦ t❤❛t
t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ τn,m ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

τn,m = τn 0 +
1

c0
(m− 1)∆ sinθ ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ τn 0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ n t♦ t❤❡ ✜rst s❡♥s♦r✳ ❘❡♣❧❛❝✲
✐♥❣ t❤❡ ❊q✳✭✹✳✶✼✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭✹✳✶✻✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ rn,m ≈ r̄n = 1

M

∑m
m=1 rn,m✱

✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❊q✳✭✹✳✶✻✮ ❛s✿

yn ≈ 1

||an||2
1

r̄2n

1

I

I∑

i=1

∣∣∣∣∣

M∑

m=1

exp

[

2π∆sinθ

λ
(m− 1)

]
zi,m

∣∣∣∣∣

2

✭✹✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ❢♦r I = 1✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♣❡r✐♦❞♦❣r❛♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✾✶❪ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s z❀ ❢♦r I > 1✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❈❇❋

✻✺



✹✳✷✳✷ ✲ ❈❛♣♦♥

♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ♣❡r✐♦❞♦❣r❛♠
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❈❇❋ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♦❞♦❣r❛♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1√

I
✳ ■♥ ❊q✳✭✹✳✶✽✮✱ t❛❦✐♥❣

zi,m = 1 ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❣❡t

yn ≈ 1

||an||2
1

r̄2n

∣∣∣∣∣

M∑

m=1

exp

[

2π∆sinθ

λ
(m− 1)

]∣∣∣∣∣

2

✭✹✳✶✾✮

=
1

||an||2
1

r̄2n

∣∣∣∣∣
sin[π (M−1)∆sinθ

λ ]

sin[π ∆sinθ
λ ]

∣∣∣∣∣

2

✇❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❙✐♥❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❙♦ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞♦❣r❛♠ ❬✾✶❪ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s✿

δCBF
θ =

λ

Da cosθ
(rad) , ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡ Da = (M − 1)∆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛rr❛②❀ δCBF
θ

✐s ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ r❛❞✐❛♥ ✭r❛❞✮❀ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✭❞❡❣r❡❡✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s δ◦CBF =
δθ

180
π ✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳✭✹✳✶✽✮✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❇❋ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❛s✿

δCBF
p = δθ r̄ =

λ r̄

Da cosθ
=

c0 r̄

f Da cosθ
, ✭✹✳✷✶✮

✇❤❡r❡ r̄ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ t♦ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳
❊q✳✭✹✳✷✶✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t δCBF

p ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞
❞✐st❛♥❝❡✱ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛rr❛② ❧❡♥❣t❤❀ ❛♥❞ δCBF

p

❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❉❖❆✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
❧✐♥❡❛r ❛rr❛② ✭θ = 0◦✮✱ δCBF

p = c0 r̄
f Da

r❡❛❝❤ ✐ts ❜❡st s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛rr❛② ✭θ = 90◦✮✱ δCBF

p = ∞ ✐s t♦♦ ❜✐❣
t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❛♥② s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ θ = 60◦✱ Da = 3m✱ r̄ = 4.5m✱
c0 = 340m/s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ δ◦CBF = 13◦ ❛♥❞ δCBF

p = 102cm ❢♦r f = 1000Hz❀
δ◦CBF = 4.3◦ ❛♥❞ δCBF

p = 34cm ❢♦r f = 3000Hz✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ t❤❡ ❈❇❋ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ❡❛s②✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs✳ ❇✉t ✐ts s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❛rr❛② t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

✹✳✷✳✷ ❈❛♣♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❇❋✱ t❤❡ ❈❛♣♦♥ ✜❧t❡r ❬✷✷❪✱
♥❛♠❡❞ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❉✐st♦rt✐♦♥❧❡ss ❘❡s♣♦♥s❡ ✭▼❱❉❘✮✱ ✐s ♦❢t❡♥

✻✻



❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r

✉s❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♣♦✇❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{
P1 : ǎ†n an = 1
P2 : ǎn = argminǎn

{
ǎ†nRz ǎn

} , ✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ǎn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❈❛♣♦♥ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ n ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
pn✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶❪✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜②

ǎn =
R−1

z an

a
†
nR−1

z an
, ✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡Rz ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♥❞R−1
z ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢Rz✳ ▲❡t

y̌n ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❈❛♣♦♥ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t
♣♦✇❡r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✮ ❛♥❞ ❈❛♣♦♥ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ǎn ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✸✮✱ t❤❡ ❈❛♣♦♥ ✜❧t❡r
♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r y̌n ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

y̌n =
1

a
†
nR−1

z an
, ✭✹✳✷✹✮

✇❤❡r❡ R−1
z ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② R̂−1

z ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❇❋ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✱ t❤❡ ❈❛♣♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✸✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✱ ♥❛♠❡❧② ✐t ✐s ❛ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❈❛♣♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❣❡t ❜❡tt❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❇❋ ❞✉❡ t♦ ✐ts
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝t s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥❞ ✐♥ t❤❡
❈❛♣♦♥ t❤❛♥❦ t♦ ▼❱❉❘ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦❢ t❤❡
✐✳✐✳❞ ❆❲●◆ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ σs✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❙♦
t❤❛t ✇❡ ❣❡t N = 1✱ x1 = σs ❛♥❞ Rz = σ2e IM + a1 σs IM a

†
1✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❈❛♣♦♥

♣♦✇❡r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✹✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

y̌1 =
1

a
†
1R

−1
z a1

✭✹✳✷✺✮

=
1

a
†
1(σ

2
e IM + a1 σs IM a

†
1)

−1a1
.

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡♠♠❛✱ ✐❢ ♠❛tr✐① A ∈ CM×M ✱ C ∈
CM×M ❛r❡ ❜♦t❤ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡ ✭✐♥✈❡rt✐❜❧❡✮✱ ❢♦r ❛♥② B ∈ CM×N ✱ C ∈
CM×N ✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① (A+BCD) ✐s ❛s✿

(A+BCD)−1 = A−1 −A−1B (DA−1B+C−1)−1DA−1 . ✭✹✳✷✻✮

✻✼
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✇❤❡r❡ A = σ2e IM ✱ B = a1✱ C = σs IM ❛♥❞ D = a
†
1✳ ❙♦ t❤❛t ❊q✳✭✹✳✷✺✮

❜❡❝♦♠❡s

y̌1 =
1

a
†
1(σ

−2
e IM − σ−4

e
a1a

†
1

σ−2
s +σ−2

e ||a1||2 )a1
✭✹✳✷✼✮

= σ2s +
σ2e

||a1||2
,

✇❤❡r❡ ❊q✳✭✹✳✷✼✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈❛♣♦♥ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ❈❇❋ ❞♦❡s ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✹✮✿ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r✳ ❇✉t ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡
❈❛♣♦♥ ❝❛♥ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❣❡t ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❉❖❆ ♦✇✐♥❣ t♦ ✐ts ▼❱❉❘ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✷✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈❇❋ ❝♦✉❧❞ ♥♦t
❞♦ s♦ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ t❤❡ ❈❛♣♦♥ ✜❧t❡r ✐s ❛❧s♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦✉r❝❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❣❡t ❜❡tt❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ▼❱❉❘ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❇✉t t❤❡ ❈❛♣♦♥ ✐s ❧❡ss r♦❜✉st
♠❡t❤♦❞ t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s q✉✐t❡ ❛ ❧♦t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣s t♦ ♦❜t❛✐♥
R̂−1

z ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✹✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈❛♣♦♥ ❤❛s str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤
t❤❡ ❈❇❋✱ ✐ts s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✳

✹✳✷✳✸ ▼❯❙■❈

❚❤❡ ❈❛♣♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❇❋ t♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t✱ ❜✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼❯❧t✐♣❧❡ ❙■❣♥❛❧ ❈▲❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭▼❯❙■❈✮ ❬✾✽✱ ✶✷❪✳
❚❤❡ ▼❯❙■❈ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛t t❤❡ s❡♥s♦rs✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡t✬s r❡❝❛❧❧
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s z ❢♦r ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳✹✳✹✿

z = A∗ s∗ + e , ✭✹✳✷✽✮

✇❤❡r❡ A∗ ∈ CM×K ✐s s❤♦rt ❢♦r A(P∗) ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡✿ z, e ∈ CM ✇✐t❤ M ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r ♥✉♠❜❡r❀ s∗ ∈ CK ✇✐t❤ K
❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ M > K✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ s✉❜s♣❛❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮✱A∗ ∈ CM×K ❤❛s t❤❡ ♠❛tr✐① r❛♥❦ ❛s rank(A∗) = K✳

✻✽



❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✽✮

❙✐♥❝❡ A∗ = [a∗1, · · · , a∗K ] ✇✐t❤ a∗k✱ k ∈ [1, · · · , K] ❜❡✐♥❣ s❤♦rt ❢♦r a(p∗
k)✱ ✐♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛tK ❝♦❧✉♠♥s ♦❢A ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳✭✹✳✷✽✮✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Rz ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s ✐s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛s

Rz = E[zz†] = A∗Rs∗ A
∗† + σ2eIM , ✭✹✳✷✾✮

✇❤❡r❡ Rs∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧s s∗✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Rs∗ = E[s∗s∗†] , ✭✹✳✸✵✮

✇❤❡r❡ Rs∗ ∈ CK×K ✐s ❛ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐① ✭R†
s∗ = Rs∗✮✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ K

s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗ ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ Rs∗ ✐s K✱ ♥♦t❡❞
❛s rank(Rs∗) = K✳ ■♥ ❊q✳✭✹✳✷✾✮✱ Rz ∈ CM×M ✐s ❛❧s♦ ❛ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐①
✭R†

z = Rz✮✱ ✇❤♦s❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❛r❡ ♦❢ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❊q✳✭✹✳✷✾✮✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❊✐❣❡♥❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❊❱❉✮
♦♥ Rz ❛s✿

Rz = Uz Λz U
†
z ✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ Uz = [u1, · · · ,uM ]T ✐s ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① ✭UU† = U†U = IM✮
t❤❛t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs um✱ m ∈ [1, · · · ,M ] ♦❢ Rz❀ ❛♥❞
Λz = Diag[λ1, · · · , λM ] ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① t❤❛t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s λm ♦❢ Rz✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ λ1 ≥ · · · ≥ λm ≥ · · · ≥ λM ✳

❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❊q✳✭✹✳✷✾✮✱ A∗Rs∗ A
∗† ✐s ❛❧s♦ ❛ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❙✐♥❝❡

rank(A∗) = K ❛♥❞ rank(Rs∗) = K✱ ✇❡ ❤❛✈❡ rank(A∗Rs∗ A
∗†) = K✳ ❚❤❡♥

t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❊❱❉ ♦♥ A∗Rs∗ A
∗†✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♠❛tr✐① ❛s✿

Λs∗ = Diag[λ̃1, · · · , λ̃K ] , ✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡ Λs∗ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐t❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ K ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❙♦ t❤❛t Λs∗ ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳

✻✾
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❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✹✳✷✾✮✱ Λs∗ ❛♥❞ Λz ❤❛✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛s✿
{
λm = λ̃m + σ2e ❢♦r m = 1, 2, · · · , K
λm = σ2e ❢♦r m = K + 1, K + 2, · · · ,M , ✭✹✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s

Λ =

[
Λs∗ + σ2e IK ✵
✵ σ2e IM−K

]
. , ✭✹✳✸✹✮

✇❤❡r❡ IM−K ✐s ❛ M −K ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Rz ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ K ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs
[u1,u2, · · · ,uK ] ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ K ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s [λ1, λ2, · · · , λK ]✳ ❆♥❞
♥♦✐s❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Rz ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r M − K + 1 ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❊q✳✭✹✳✷✾✱ ✹✳✸✶✱
✹✳✸✹✮ ❛s✿ {

Es∗ = [u1,u2, · · · ,uK ]
Ee = [uK+1,uK+2, · · · ,uM ]

, ✭✹✳✸✺✮

✇❤❡r❡ Es ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ rank(Es∗) = K❀ ✐ts ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ (Λs∗+σ

2
e IK) ✐♥ ❊q✳✭✹✳✸✹✮❀ ❛♥❞ Ee ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛s✐s

♦❢ ♥♦✐s❡ s✉❜s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ t♦ Es∗✱ ♥❛♠❡❧②

E
†
s∗ Ee = ✵ , ✭✹✳✸✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡✢❡❝ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ s✉❜s♣❛❝❡✳

❚❤❡♥ t❛❦✐♥❣ Es∗ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (Λs∗ + σ2e IK) ✐♥t♦
❊q✳✭✹✳✸✶✮✱ ✇❡ ❣❡t

Rz Es∗ = Es∗ (Λs∗ + σ2e IK) . ✭✹✳✸✼✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ Rz ❜② ❊q✳✭✹✳✷✾✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭✹✳✸✼✮✱ ✇❡ ❣❡t✿

A∗Rs∗ A
∗†Es + σ2eEs = Es∗ (Λs∗ + σ2e IK) , ✭✹✳✸✽✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ Es∗✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s✿

Es∗ = A∗T , ✭✹✳✸✾✮

✇❤❡r❡ T ∈ CK×K ✐s ❛ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ rank(T) = K✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

T = Rs∗A
∗†Es∗Λ

−1
s∗ , ✭✹✳✹✵✮

✇❤❡r❡

✼✵



❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r

❼ ❙♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①Rs∗ ∈ CK×K ❤❛s rank(Rs∗) = K✱ s✐♥❝❡
K ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❀

❼ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① A∗ ∈ CM×K ✇✐t❤ M > K ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
rank(A∗) = K❀

❼ ❙✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ Es∗ ❤❛s rank(Es∗) = K❀

❼ Λ−1
s∗ ∈ RK×K ❤❛s rank(Λ−1

s∗ ) = K✱ s✐♥❝❡ Λs∗ ✐s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✸✷✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✸✾✮✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ Es∗ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭T✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ A∗✳ ❙♦ t❤❛t Es∗

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ esp{A∗} ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ A∗✱ ♥❛♠❡❧②
Es∗ = esp{A∗}✳ ❙✐♥❝❡ Es∗ ❛♥❞ Ee ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A∗†Ee = ✵ , ✭✹✳✹✶✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ A∗ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢ Ee✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s

Null(Ee) =
{
a∗k ∈ A : a∗k

†
Ee = ✵, k ∈ [1, · · · , K]

}
✭✹✳✹✷✮

✇❤❡r❡ a∗k ✐s s❤♦rt ❢♦r a(p∗
k) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✵✮✳ ■♥ ❊q✳✭✹✳✹✷✮✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r a∗k ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ P∗
k ✐s ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡

s♣❛❝❡ Ee✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥
❊q✳✭✹✳✹✶✮✱ ▼❯❙■❈ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦✇❡r ymusic

k ❛t t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ P∗

k ❛s✿

ymusic
k =

1

‖a∗k†Ee‖2
, ✭✹✳✹✸✮

✇❤❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r a∗k ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p∗
k ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❞✐s✲

❝r❡t❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r an ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✻✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ✇❡
❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥t♦ N ❣r✐❞s ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s P = [p1, · · · ,pN ]✱
s✉♣♣♦s✐♥❣ p∗

k ∈ P✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② Êe ✇❤✐❝❤
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R̂z ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ ▼❯❙■❈ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥✜♥✐t❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❛❝t❧② ♠❛❞❡ ✭♥♦✐s❡❧❡ss ❝❛s❡s✮✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦rr❡❝t
s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦r t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▼❯❙■❈ r❡q✉✐r❡s ❛s ♠❛♥② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♠♣❧✐♥❣s

✼✶
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t♦ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈❛♣♦♥✳
■t ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s ♦r t❤❡ ❙◆❘ ❧❡✈❡❧ t♦
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ▼❯❙■❈
✐s ❧❡ss r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ▼❯❙■❈ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♦✛❡r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❇❋✱ ❈❛♣♦♥ ❛♥❞ ▼❯❙■❈✳

■♥ ❋✐❣✳✹✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❇❋✱ ❈❛♣♦♥ ❛♥❞
▼❯❙■❈✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ K = 2 s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❖❆s ♦❢ −5◦ ❛♥❞ 5◦✱
✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ f = 200❍③ ❛♥❞ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ x∗1 = x∗2 = 1✳ ❚❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆✳ ❚❤❡ ❙◆❘ ✐s ❛s ❧♦✇ ❛s ✵❞❇✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ T = 10000 t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦
N = 361 ❣r✐❞s ❜❡t✇❡❡♥ [−45◦, 45◦]✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❈❇❋ ❝♦✉❧❞ ❤❛r❞❧②
❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❧♦✇ ❛s δ◦CBF

200Hz = 11◦

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✹✳✷✵✮✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡rs ❛r❡ ❜♦t❤ ♦✈❡r✲
❡st✐♠❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❈❛♣♦♥
❝❛♥ ✇❡❧❧ ❞❡t❡❝t t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦✇✐♥❣ t♦ ✐ts ▼❱❉❘ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✷✮✳ ❚❤❡
❈❛♣♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡rs ❛r❡ ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋ ❛s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ▼❯❙■❈ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣

✼✷



❉✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

t❤❡ t❤r❡❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇✉t ▼❯❙■❈ ❝♦✉❧❞ ♥♦t
r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❞✉❡ t♦ ✐ts ♣s❡✉❞♦✲♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✸✮✱ ♥♦r ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞✉❡ t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

✹✳✸ ❉✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✱ ❈❛♣♦♥ ❛♥❞ ▼❯❙■❈ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ s♦✉r❝❡ ❉❖❆ ♦r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✭♣s❡✉❞♦✲♣♦✇❡rs✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r✲
❝♦♠❡ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ t②♣✐❝❛❧
✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✭❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ ✇❡
s❤♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭✹✳✻✮✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ r❛t❤❡r
t❤❛♥ s✐❣♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs ✐♥
❊q✳✭✹✳✶✵✮ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❜✉t ❝♦❛rs❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❜❧✉rr② ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s✉❧t ❢♦r ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱❛♥❞
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s❛♠♣❧✐♥❣ ❡rr♦rs✳

▲❡t✬s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r yn = ã†nRzãn ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✱ ✇❤❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Rz = E[z z†] ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ zi = A(P) si+ei ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♥✉♠❜❡r

✼✸



✹✳✷✳✸ ✲ ▼❯❙■❈

✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✭s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♥✉♠❜❡r I >> 1✮✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① Rz ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② R̂z = 1

I

∑I
i=1 zi z

†
i ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮✱

✇❤❡r❡ zi ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛t ❛❧❧ M
s❡♥s♦rs✳ ❙♦ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ yn = ã†nRzãn ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛s

yn = ã†nR̂zãn , ✭✹✳✹✹✮

✇❤❡r❡ yn ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ pn ♦♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡❀ ãn ✐s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❊q✳✭✹✳✹✹✮✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ R̂z ❜② ✉s✐♥❣ Rz =∑N

q=1 xq aqa
†
q + σ2e IM ♦❢ ❊q✳✭✹✳✶✶✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t

yn = ã†n

N∑

q=1

xq aqa
†
q ãn + σ2e ã

†
nãn

=
N∑

q=1

|ã†n aq|2 xq + σ2e
1

||an||2
✭✹✳✹✺✮

=
N∑

q=1

cnq xq + σ2e
1

||an||2
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ãn = an
||an||2 ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✱ s♦ t❤❛t ã†nãn =

1
||an||2 ✳

❋♦r N ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♦✉t♣✉ts✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✺✮ ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✼✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

y = Cx+ σ2e 1a , ✭✹✳✹✻✮

✇❤❡r❡

❼ y = [y1, · · · , yN ]T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs ♦♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣r✐♠❛r② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs❀

❼ x ✐s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✾✮❀

❼ σ2e ✐s t❤❡ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ✭✉♥❦♥♦✇♥✮❀

❼ 1a = [ 1
‖a1‖2 , · · · ,

1
‖aN‖2 ]

T s❡r✈❡s t♦ ❛tt❡♥✉❛t❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥s❀

✼✹



❉✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✳

❼ C = [cn,q] ✇✐t❤ n, q ∈ [1, · · · , N ] ❞❡♥♦t❡s ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱
✇❤♦s❡ ✐t❡♠ cn,q ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

cn,q = |ã†naq|2 , ✭✹✳✹✼✮

✇❤❡r❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ãn ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣
✈❡❝t♦r an ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✸✳✶✻✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ | · | ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s❀ ❛♥❞ cn,q r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ qt❤
s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ nt❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
✐ts ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✳✼✳✽ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✹✳✹✼✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ cn,n = 1✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①C ✐s ❛❧✇❛②s ✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ cn,q ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✼✮ ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ P♦✐♥t ❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳
❆♥❞ t❤✐s P❙❋ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿ t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛② t♦♣♦❧♦❣②
❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ■❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛② ✐s ✐❞❡❛❧
❡♥♦✉❣❤✱ cn,q ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

cn,q = δn,q =

{
1 ❢♦r n = q
0 ❢♦r n 6= q

. ✭✹✳✹✽✮

❚❤❡♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮ ❜❡❝♦♠❡s y = x + σ2e 1a✱ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs x ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs y✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ N = 1 ❛♥❞ K = 1 ✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❣❡t y1 = x1 +

σ2
e

‖a1‖2 ❛s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✹✮ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

✼✺



✹✳✹✳✶ ✲ ❉❆▼❆❙

❇❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳✭✹✳✹✼✮✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s✿

C = |Ã†A|.2 , ✭✹✳✹✾✮

✇❤❡r❡ Ã = [ã1 · · · ãN ]✱ Ã ∈ CM×N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣
♠❛tr✐①✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✷✮❀ A = [a1, · · · , aN ]✱ A ∈ CM×N ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮❀ ♦♣❡r❛t♦r
| · |. ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①❀ ().2 ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①❀ C ∈ RN×N ✐s ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①
❢✉❧❧ ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ A ∈ CM×N ❛♥❞ Ã ∈ CM×N

✇✐t❤ M < N ✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ♠❛tr✐① r❛♥❦s ♠❡❡t rank(Ã) ≤ M < N ❛♥❞
rank(A) ≤ M < N ✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢ t❤❛t
rank(C) ≤ M < N ✱ ❛♥❞ C ∈ RM×N ✐s ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❊q✳✭✸✳✶✺✮ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥
❊q✳✭✹✳✹✻✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s♦✉r❝❡ ♣♦✇✲
❡rs x✳ ■♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r y ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
C ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✹✹✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✹✳✹✼✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
C ✐s ✈❡r② ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
♦❜t❛✐♥ x ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✳

✹✳✹ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✵✮ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❝♦❛rs❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❜❧✉rr②
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼❛♥② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✐♥❝❡ ❞❡❝❛❞❡s ❬✼✱ ✹✹✱ ✶✸✱ ✶✶✺✱ ✹✱
✶✵✽✱ ✽✱ ✶✵✸✱ ✶✷✸✱ ✶✽✱ ✶✾❪✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r
❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣✿ t❤❡ ❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❈▲❊❆◆ ♠❡t❤♦❞s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✹✳✶ ❉❆▼❆❙

❊q✳✭✹✳✹✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❝❛❧❧❡❞✿ t❤❡ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❆❝♦✉st✐❝ ❙♦✉r❝❡ ✭❉❆▼❆❙✮ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳ ❚❤❡ ❉❆▼❆❙

✼✻



❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❛ss✉♠❡s σ2e = 0 ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮ ❛♥❞ tr② t♦ s♦❧✈❡

y = Cx . ✭✹✳✺✵✮

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❆▼❆❙ tr✐❡s t♦ s♦❧✈❡ ❊q✳✭✹✳✺✵✮ ✐♥ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿





x
(i+1)
1 = y1 −

∑N
q=2 c1,q x

(i)
q

x
(i+1)
n = yn −

∑n−1
q=1 cn,q x

(i+1)
q −∑N

q=n+1 cn,q x
(i)
q

x
(i+1)
N = yN −∑N−1

q=1 cN,q x
(i+1)
q

. ✭✹✳✺✶✮

✇❤❡r❡ (i) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ it❤ ✐t❡r❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ x0 = [x01, · · · , x0N ]T ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
❜② ✵ ✈❡❝t♦r ♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs y✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ t❤❡ ❉❆▼❆❙ ♦❢ ❊q✳✭✹✳✺✶✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✳ ■t t❤✉s r❡✜♥❡s t❤❡ ❈❇❋ r❡s✉❧ts ❛♥❞
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s
r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡rr♦rs ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ✐s ✈❡r②
✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❉❆▼❆❙ ❛❧s♦ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛♥② ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❉❆▼❆❙ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ❘❡♠♦✈❛❧ ✭❉❘✮ ❉❆▼❆❙ ❬✶✽❪✳

❚❤❡ ❉❘✲❉❆▼❆❙ s❡ts ❞✐❛❣
[
R̂z

]
= 0 ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮ t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ♥♦✐s❡s✱ ❜✉t

❉❘ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❤❛r♠s ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ✇❤♦s❡ ♣♦✇❡rs ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ♥♦✐s❡✳

✹✳✹✳✷ ❈▲❊❆◆

❈▲❊❆◆ ❬✶✵✷✱ ✶✷✸✱ ✶✷✼❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■t
❝❛♥ ❛❧s♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧✉rr❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣
✐♠❛❣❡✱ ❜✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❙♦♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ K ❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s ❛t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s
P∗ = [p∗

1, · · · ,p∗
K ] ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❆❢t❡r s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱

✐t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❣r✐❞ ✭❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡✮ ♣♦s✐t✐♦♥s P = [p1, · · · ,pN ]
T ✳ ❚❤❡♥ t❤❡

✜rst s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p∗
1 = pn1

✱ n1 ∈ [1, · · · , N ] ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❡st s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r xn1

✳ ❙✐♥❝❡ xn1
❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

t❤❡ str♦♥❣❡st ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r yn1
∈ y ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣

♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
{

p∗
1 = pn1

, n1 ∈ [1, · · · , N ]

pn1
= argmaxpn1

∈Pn

{
y = [y1, · · · , yN ]T

}
, with yn = ã†nR̂zãn ,

✭✹✳✺✷✮

✼✼



✹✳✹✳✷ ✲ ❈▲❊❆◆

✇❤❡r❡ yn ✐s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✹✮❀ P ✐s ❣r✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✮ ❛♥❞
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ŝ1 ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ z = [z1, · · · , zN ] ❜②

ŝ1 = ã
†
1 z , ✭✹✳✺✸✮

✇❤❡r❡ ã1 r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p∗
1

✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r ẑ1 ❛t t❤❡ s❡♥s♦r ❢♦r ŝ1 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s✿

ẑ1 = A ŝ1 + e , ✭✹✳✺✹✮

✇❤❡r❡ A = [a1, · · · , aN ] ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❊q✳✭✸✳✶✻✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s✉❜str❛❝t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s str♦♥❣❡st s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠
t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r y ❛♥❞ ❣❡t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦✇❡rs q1 = [q11, · · · , q1N ]T
✭❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♥♦✐s❡s✮ ❛s✿

q1 = y − α Ã†R̂1Ã , ✭✹✳✺✺✮

✇❤❡r❡

❼ y = [y1, · · · , yN ] ✐s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❊q✳✭✹✳✹✹✮❀

❼ α ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛rt✐❝❧❡❬✶✷✸❪✱ α ✐s
❛ ❦❡② ✐ss✉❡ ✐♥ ❈▲❊❆◆❀ 0 < α < 1 ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ α = 0.15 ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡❀

❼ Ã = [ã1 · · · ãN ] ✐s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❊q✳✭✹✳✹✾✮❀

❼ R̂1 = 1
I

∑I
i=1 ẑ

†
1 i ẑ1 i ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞

s✐❣♥❛❧s ẑ1 ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✹✮✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str♦♥❣❡st s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿ {

q1 = y − α Ã†R̂1Ã

p̂n2
= argmaxpn2

∈P {q1}
✭✹✳✺✻✮

✇❤❡r❡ ✐❢ p̂n2
= p∗

1✱ r❡♣❡❛t ❊q✳✭✹✳✺✸✮✲❊q✳✭✹✳✺✻✮❀ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ st✐❧❧ ❧♦❝❛t❡
t❤❡ s❛♠❡ str♦♥❣❡st s♦✉r❝❡✱ t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ s✉❜tr❛❝t ♣❛rts ♦❢ t❤✐s
str♦♥❣❡st s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs✱ t❤❡♥ tr② t♦ ✜♥❞ ♦✉t

✼✽



❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s

t❤❡ s❡❝♦♥❞ str♦♥❣ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦✇❡rs✳ ■❢ p̂n2
6= p∗

1✱ t❤❛t ♠❡❛♥s
✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ str♦♥❣❡st s♦✉r❝❡✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❡❝♦♥❞
str♦♥❣❡st s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s p∗

2 = p̂n2
✱ n2 6= n1 ∈ [1, · · · , N ]✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ŝ2 = w†
n z✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s✉❜tr❛❝t t❤❡s❡ t✇♦ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s

❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs y ❛♥❞ tr② t♦ ✜♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ str♦♥❣❡st
s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦✇❡rs q2 ❛s✿

{
q2 = y − α (Ã†R̂1Ã+ Ã†R̂2Ã)
p̂n3

= argmaxpn3
∈P {q2}

✭✹✳✺✼✮

✇❤❡r❡ R̂2 =
1
I

∑I
i=1 ẑ

†
2 i ẑ2 i ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞

s✐❣♥❛❧s ẑ2✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ẑ2 = Aŝ2 + e ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✹✮✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❊q✳✭✹✳✺✸✮✲❊q✳✭✹✳✺✼✮ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ K s♦✉r❝❡s ❛r❡
❞✐s❝♦✈❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❈▲❊❆◆ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤
❛s t❤❡ ❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K✱ s❡❧❡❝t❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r α ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ❡t❝✳ ❈▲❊❆◆ t❡♥❞s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♥♦✐s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

✹✳✺ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s

❆❧❧ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♠❡r❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ✭♣♦✇❡r✮ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡
x ❢r♦♠ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜r✐♥❣
✐♥ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛r❡
❛s ❑✲s♣❛rs✐t② ❛s t❤❡✐r s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✹✮ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❑ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s♣❛rs❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② t♦ r❡❝♦♥str✉❝t s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛♥❞
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ2e ❢♦r r♦❜✉st ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿





x̂ = argminx



||y −Cx||22︸ ︷︷ ︸

Data fitting

+ αF(x)︸ ︷︷ ︸
Regularization





s✳t✳ x � 0

, ✭✹✳✺✽✮

✇❤❡r❡ � ❞❡♥♦t❡s ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡❀ t❤❡ ✜rst ℓ2✲♥♦r♠ || · ||2
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♣♦✇❡rs ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✹✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs
❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ F(·) ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠s✿

✼✾



✹✳✹✳✷ ✲ ❈▲❊❆◆

✶✳ F(x) = ||x||0 r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ x✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ s♣❛rs❡st s♦❧✉t✐♦♥❀ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ||x||0
❜❡❝♦♠❡s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ x ✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ■t❡r❛t✐✈❡ ❍❛r❞
❚❤r❡s❤❤♦❧❞✐♥❣ ✭■❍❚✮ ♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❬✸✽❪✳

✷✳ F(x) = ||x||1 ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ℓ1 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡♥❢♦r❝❡ s♣❛rs❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥❀ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ||x||1 ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ▲❆❙❙❖ ❬✶✶✷❪
❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ❜❛s✐s ♣✉rs✉✐t ❬✷✻❪✳ ❚❤❛♥❦s t♦ s♣❛rs✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s✐♥❣ ||x||1 r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❉❆▼❆❙ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭❙❈✲❉❆▼❆❙✮ ❬✶✷✻❪ ❝❛♥
❜❡tt❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋ ❛♥❞ ❉❆▼❆❙✳

✸✳ F(x) = ||wx||l r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ w

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ 0 < l < 1❀ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
||wx||l ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ■t❡r❛t✐✈❡ ❘❡✇❡✐❣❤❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✶❪✱ ❛♥❞ ✐t
❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♣❛rs❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs t❤❛♥ t❤❡ ℓ1 ❞♦❡s✱
❜✉t 0 < l < 1 ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✹✳ F(x) = ||D x||22 r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✼✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r D ❝❛♥ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❜✉t || · ||22 ❝❛♥ ♥♦t ♦✛❡r
❛s s♣❛rs❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s t❤❡ ℓ1 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s✳

❚❤❡ t❡r♠ α ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✽✮ ❞❡♥♦t❡s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚✉♥✐♥❣ α ✐s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡✱ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✹✽✱ ✷✻✱ ✼✵❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✈✐❛ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥❬✺✷❪ ❛♥❞ ▲✲❝✉r✈❡ ♠❡t❤♦❞
❬✼✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t α s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✽✮ ✇✐t❤ F(x) = ||x||1 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛s✿

{
x̂ = argmin(x)

{
||y −Cx||22

}

s✳t✳ ||x||1 = β, x � 0
, ✭✹✳✺✾✮

✇❤❡r❡ β ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r❀ ||x||1 = β s❡r✈❡s t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥t❀ x � 0 ❞❡♥♦t❡s xn ∈ x ≥ 0✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❊q✳✭✹✳✺✾✮✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❉❆▼❆❙ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ✭❙❈✲❉❆▼❆❙✮ ❬✶✷✻❪✳ ❇✉t β s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❦❡② ✐ss✉❡ ❢♦r ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❬✶✷✻❪✱ β ✐s ♦❢t❡♥ ✜①❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

✽✵



❖t❤❡r r♦❜✉st ♦r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

✹✳✻ ❖t❤❡r r♦❜✉st ♦r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❝❡♥t❧② ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s

❼ ❚❤❡ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐① ❋✐tt✐♥❣ ✭❈▼❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✷✽❪ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❡s✲
t✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ✉s✐♥❣ t❤❡
s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

{
(x̂, σ̂2) = argmin(x,σ2

e)

{
||R̂z −ARsA

† − σ2eIM ||22
}

s✳t✳ tr[Rs] = β, x � 0, σ2e ≥ 0
, ✭✹✳✻✵✮

✇❤❡r❡ tr[·] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛tr✐① tr❛❝❡✳ ❋♦r ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱
t❤❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Rs ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐t❡♠s
❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ❣❡t tr[Rs] = ‖x‖1✳
❚❤❡ ❈▼❋ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t ✐t ❤❛s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥
❊q✳✭✹✳✺✽✮✲❊q✳✭✹✳✺✾✮✳

❼ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❙❊▼✮ ❬✶✺✱ ✶✹❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❙❊▼ ♦❢t❡♥
♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ✇✐t❤♦✉t ♦❜✲
❥❡❝ts✱ t❤❡♥ s✉❜tr❛❝ts t❤✐s ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♦❜✲
❥❡❝ts✳ ❚❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♦❜❥❡❝t ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡
♣♦✇❡r ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞
t✉♥♥❡❧✳

✹✳✼ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇❡ s❤♦✉❧❞ r❡❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡s❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✹✳✼✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

■♥ ❋✐❣✳✸✳✸✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❘❡♥❛✉❧t ❙❆❙ ❬✽✻❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✽✿
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✹✳✼✳✶ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❛✮ ❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪ ✭❜✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❼ ❋♦r t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ M = 64 ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❡♥s♦rs ❧♦❝❛t✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ◆♦♥✲❯♥✐❢♦r♠ s❡♥s♦r ❆rr❛② ✭◆❯❆✮ ❤❛s ❛
❧♦♥❣❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✐③❡ t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s✐③❡ ❬✽✻❪✳ ❆♥❞ ✐t ❤❛s t❤❡ d = 2♠
❛✈❡r❛❣❡❞ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ◆❯❆ ❛rr❛② ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❛❧♠♦st
t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜✉t ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜✉r❞❡♥ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
❛rr❛② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s♦rs ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛rt✐❝❧❡❬✻✽❪✳

❼ ❋♦r t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞
r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❇✉t ✇❡ r❡❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

❼ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✾✭❛✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡s
❛♥❞ ✺ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s❀ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ✐sK = 23✳ ❙♦✉r❝❡s ❛r❡ s♣❛❝❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✵❝♠✳ ❖r✐❣✐♥❛❧
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x∗ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❬✵✳✵✽✱✷❪ ✭❬✲✶✵✳✸✱✸✳✼❪❞❇✮ ❛♥❞ ✶✹❞❇ ❞②♥❛♠✐❝
r❛♥❣❡✳

❼ ❋♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✹ ♣❛rts ♦♥ ❋✐❣✳✹✳✾✭❛✮✿ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐♠✲
❛❣❡ s❤♦✇s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♣♦✇❡rs✳ ❖♥ ✐ts r✐❣❤t✱ t❤❡
❝♦❧♦r♠❛♣ s❤♦✇s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ❞❛r❦✲
r❡❞ ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t str♦♥❣ ♣♦✇❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❧✐❣❤t ✇❤✐t❡ ❝♦❧♦rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✇❡❛❦✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✱ ✷ ♣r♦✜❧❡ ✜❣✉r❡s r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✹
♠♦♥♦♣♦❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳

❼ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✿ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❡r② ♥♦✐s② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ✐✳✐✳❞
❆●❲◆ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ✐s s❡t σ2e = 0.86 ✭✲✵✳✼❞❇✮✱ t❤✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙◆❘
✐s ✵❞❇✳

✽✷



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

❼ ❋♦r ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ D = 4.50♠ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥s♦r
♣❧❛♥❡ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ c0 = 340♠✴s ✐s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✲
♠♦♥ ❛✐r✳ T = 10000 ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧②✿

❼ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✹✳✷✶✮✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❇❋ ❛t f =
2500Hz ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✶✮ ✐s δCBF

p = Rc0
d f = 31❝♠✳

❼ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛❧✐❛s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❆▼❆❙
❬✶✽❪✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r✐❞ ✐s s❡t ∆p = 5❝♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡
f < 3100❍③✱ s♦ t❤❛t t❤❡② s❛t✐s❢② ∆p

δCBF
p

< 0.2✳

❼ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱ ∆p = 5❝♠
✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ 100× 150 cm2 s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r
✐♠❛❣❡ ✐s ♦❢ 21 × 31 ♣✐①❡❧s✳ ❙✐♥❝❡ t♦t❛❧ ❣r✐❞ ♥✉♠❜❡r N = 651 ✐s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K = 23✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧s s ❛♥❞ t❤❡✐r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✾✭❛✮ ❛r❡ ❜♦t❤ ❑✲s♣❛rs✐t②
s✐❣♥❛❧s✳

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② s❤♦✇
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✭❞❇✮ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ✸ ❝r✐t❡r✐❛ t♦
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s

∆x∗ =
1

K

K∑

k=1

|x̂∗k − x∗k| , ✭✹✳✻✶✮

✇❤❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x∗ = [x∗1, · · · , x∗K ]T ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

x∗ = ❞✐❛❣ [Rs∗] , Rs∗ = E[s∗s∗†] , ✭✹✳✻✷✮

✇❤❡r❡ Rs∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s
s∗✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶
❛♥❞ ✹✳✸✳

❼ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡✱ ❞❡✜♥❡❞
❛s

δ2 =
‖x̂− x‖22
‖x‖22

, ✭✹✳✻✸✮

✽✸



✹✳✼✳✷ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

✇❤❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ∆x∗✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ2 ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✇❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❼ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∆p∗ =

√∑K
k=1(‖p∗

k − p̂∗
k‖2)√∑K

k=1 ‖p∗
k‖2

, ✭✹✳✻✹✮

✇❤❡r❡ p̂∗
k ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ kt❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳

✹✳✼✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❋✐rst❧② ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛t ✷✺✵✵❍③✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s
✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛r✐♥❣ ❛♥❞ ❛✛❡❝t ❛❝♦✉st✐❝ ❝♦♠❢♦rt✳ ■♥ ❋✐❣✳✹✳✾✱ t❤❡
❈❇❋ ❣✐✈❡s ❛ ❜❧✉rr❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ✐ts s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✶✮ ✐s δCBF

p = 31❝♠✳ ❚❤❡ ❈❛♣♦♥ ✭▼❱❉❘✮ ♦❜t❛✐♥s t❤❡
❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋✱ ♦✇✐♥❣ t♦ ✐ts ▼❱❉❘ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✷✹✮✳
❚❤❡ ▼❯❙■❈ ❛❝❤✐❡✈❡s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ❈❇❋ ❛♥❞ ❈❛♣♦♥ t❤❛♥❦s
t♦ ❡①❛❝t s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K = 23 ❦♥♦✇♥✱ ❜✉t
✐t ❝❛♥ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉❘✲❉❆▼❆❙
✇✐t❤ ✺✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✺✵✵✵✐✮ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✛❡r ❜❡t✲
t❡r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❈❛♣♦♥ ❛♥❞ ▼❯❙■❈✱ ❜✉t t❤❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧
❘❡♠♦✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛✉s❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ s♦♠❡ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❈▲❊❆◆ ❤❛s
t❤❡ s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ❉❆▼❆❙✱ ❜✉t ✐t ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡s✳
❚❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ✇❡❧❧ ❞❡t❡❝ts s♦♠❡ ♦❢ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✲
✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ✐♥ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳ ❚❤❡
❈▼❋ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ♠♦st
♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❢❛✐❧s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t s♦♠❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✳

✹✳✽ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s t❤❡ st❛t✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭♥♦ ❡♥❣✐♥❡ ♥♦✐s❡✮✱ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②
❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✶✻✵❦♠✴❤ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪✳ ❖♥❡
♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤✐s ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❝❛r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❝❛r ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲✇❛②
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ✐ts ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡rs✲❜②✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ✶✹❞❇ ♣♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❛t ✷✺✵✵❍③✱
σ2
e = 0.86✱ ❙◆❘❂✵❞❇ ❛♥❞ ✶✺❞❇ ❞✐s♣❧❛②✿ ✭❛✮ ❙♦✉r❝❡s ✭❜✮ ❈❇❋ ✭❝✮ ❈❛♣♦♥ ✭❞✮ ▼❯❙■❈ ✇✐t❤
K = 23 ✭❡✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❢✮ ❈▲❊❆◆ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❣✮ ❙❈✲❉❆▼❆❙
❛♥❞ ✭❤✮ ❈▼❋
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✹✳✽✳✶ ✲ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
∆x∗✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ2 ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ̂2

e ❛t
✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ σ2

e = 0.86❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✵✳✵✽ ✵✳✶✽ ✵✳✾✽ ✵✳✺✵ ∆x∗ δ2 σ̂2
e
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❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ P♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ∆p∗ ❛t
✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❜② ♣♦✇❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
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✹✳✽✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳✭✹✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❙♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ✭❛✮ ❋r♦♥t✲❧♦♦❦ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝✲
t✐♦♥ ✭❜✮ ❖✈❡r❧♦♦❦ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳

✷❉ ♣❧❛♥❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r s✐❞❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ D = 4.5m ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r ❛♥❞ ❛rr❛② ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❝❛r s✐❞❡ ✐s ♦❢ ✶✺✵× ✺✵✵ cm2✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤✐s s♦✉r❝❡
♣❧❛♥❡ ✐♥t♦ ✸✶×✶✵✶ ♣✐①❡❧s ❜② ✉s✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣r✐❞ ∆p = 5cm✳ ❆♥❞ ✇❡
❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✿ ✶×✶✳✺ m2 ✭✷✶×✸✶
♣✐①❡❧s✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✶✶✭❛✮✳

❼ ❙♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥
✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ t❡sts ✐♥ ❋✐❣✳✭✹✳✽✮✱ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ♦❢t❡♥ s♣❛rs❡❧② ❧♦❝❛t❡ ♦♥
t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦rs ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇❤❡❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ r❡sts ♦❢ t❤❡
♣❛rts✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧s s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦✇❡rs x ❛r❡ ❜♦t❤ s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧s✳

❼ ❙❡♥s♦r ♣❧❛♥❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✳

❼ ❘❡s✉❧t ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❇ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✶✵❞❇ s♣❛♥✳ ❆♥❞
t❤❡ ❝♦❧♦r♠❛♣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r r❛♥❣❡✳

❼ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ T = 524288
s❛♠♣❧✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② fs❂✷✳✺✻×104 ❍③✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥t♦ I = 204 ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤
L = 2560 s❛♠♣❧✐♥❣s ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s ❬✷✹✵✵✱✷✻✵✵❪❍③✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛❝♦✉st✐❝ ❝♦♠❢♦rt ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣✳

❼ ❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥
❊q✳✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❬✷✾❪ ✐♥ ❜♦t❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❋♦r
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ τn,m ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ rn,m ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡

✽✼



✹✳✽✳✷ ✲ ❊①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts

❛♣♣❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ t♦ ♠❛❦❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳✹✳✶✵✭❜✮✱ ❢♦r s❡♥s♦r ♠✱ ✐t s❡❡♠s t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ sn′✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ sn✱ ❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤
rn′,m ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ τn′,m✱ ❛s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇✐♥❞
✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❋♦r τ−n,m ❛♥❞ r−n,m ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ✉s❡
t❤❡ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s−n t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳✸✳✸✭❜✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❆ ❛♥❞ ❇✳

✹✳✽✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡✳✹✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s
❛t 2500❍③✳ ■♥ ❋✐❣✳✹✳✶✶✭❜✮✱ t❤❡ ❈❇❋ ♠❡r❡❧② ❣✐✈❡s ❛ ❜❧✉rr❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢
str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧✱ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧✳
■♥ ❋✐❣✳✹✳✶✶✭❝✮✱ t❤❡ ❉❆▼❆❙ ✇❡❧❧ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞
❞✐s❝♦✈❡rs ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❧✐❣❤t✱ ❢r♦♥t ❝♦✈❡r ❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ♠❛♥② ❢❛❧s❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐r✳ ■♥ ❋✐❣✳✹✳✶✶✭❞✮✱ ❉❘✲
❉❆▼❆❙ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ r❡♠♦✈❡s ♦✛ s♦♠❡ ♦❢
✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡✳✹✳✶✶✭❡✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈▲❊❆◆ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❞r❛✇✲
❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❉❆▼❆❙✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
t❤✐s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❋✐❣✳✹✳✶✶✭❢✮✱ t❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♥♦✐s❡
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❈▲❊❆◆ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❙❈✲❉❆▼❆❙ ♦✈❡r✇❤❡❧♠s t♦♦ ♠✉❝❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦✐s❡s ❛♥❞ t❤❡
s♦✉r❝❡s✱ s♦ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿ ✐♠❛❣❡ ✸✵×✶✵✵ ♣✐①❡❧s✱ ❛t ✷✺✵✵❍③✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿ ✸✳✸✸●❍③✱ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

▼❡t❤♦❞s ❈❇❋ ❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ❈▲❊❆◆ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❈▼❋

❚✐♠❡ ✭s✮ ✶ ✶✵ ✶✶ ✹✺ ✶✷✺✹ ✲

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ t❤❡ ❈❇❋ ✐s t❤❡
q✉✐❝❦❡st ♠❡t❤♦❞❀ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❈▲❊❆◆
❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s❀ t❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙ t❛❦❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t✐♠❡ t❤❛♥
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✾✮✱ ❜✉t ✐t ✐s st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡❀
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❈▼❋ ✐s ❤❛r❞❧② t♦ ✇♦r❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✵✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛r s✐❞❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt

✽✽



❘❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✐❞❡ ❛t ✷✺✵✵❍③✳
▲❡❢t✿ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ✭❛✮ ❱❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❜✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❝✮ ❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✮
❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❡✮ ❈▲❊❆◆ ✭❢✮ ❙❈✲❉❆▼❆❙
❘✐❣❤t✿ ❍②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✭❛✬✮ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✭❜✬✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❝✬✮ ❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✬✮
❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❡✬✮ ❈▲❊❆◆ ✭❢✬✮ ❙❈✲❉❆▼❆❙✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛t ✷✺✵✵❍③✿ ✭❛✮ ❈❇❋ ✭❜✮ ❉❆▼❆❙
✭✺✵✵✵✐✮ ✭❝✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✮ ❈▲❊❆◆ ✭❡✮ ❈▼❋ ❛♥❞ ✭❢✮ ❙❈✲❉❆▼❆❙

♦❢ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✳ ■♥ ❋✐❣✳✹✳✶✷✭❛✮✱ t❤❡ ❈❇❋ ❞❡t❡❝ts str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡
❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧ ❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✳ ❚❤❡ ❉❆▼❆❙ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✶✷✭❜✮
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐t ❝❛✉s❡s s♦♠❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s♣♦ts✳ ■♥
❋✐❣✳✹✳✶✷❝✱ t❤❡ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♠♦st ♦❢ ❢❛❧s❡ s♣♦ts✳ ■♥ ❋✐❣✳✹✳✶✷✭❡✮✲✭❢✮✱
t❤❡ ❈▼❋ ❛♥❞ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇
♠✐rr♦r✳

✹✳✾ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛
❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛r❡ ♥♦t
❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡
r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
s♦✉r❝❡s ❛r❡ s❡t ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡s ♣♦✇✲
❡rs✳ ■♥ ❋✐❣✳✹✳✶✶✭❛✬✮✱ ✜✈❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ✇❤♦s❡ ♣♦✇❡rs ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ [−4.5, 0]❞❇✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t
t❤❛t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ❜♦t❤ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇✲
❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✳ ■❢ t❤❡s❡ ❦♥♦✇♥ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
r❡❝♦✈❡r❡❞✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✳

✾✵



❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛

✹✳✾✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ♠♦❞❡❧

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ❑✬ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s w′(t) = {w′

k(t)✱ k = 1, · · · , K ′}✱ ✇✐t❤ w′
k(t) ∼ N (0, σ2k)✱ ❛♥❞ σ

2
k

✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ w′
k(t)✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ s♦✉r❝❡

s✐❣♥❛❧s {s′k(t)✱ k = 1, · · · , K ′}✱ w′
k(t) ✐s ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡

h(t) ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❇❧❛❝❦♠❛♥ ✜❧t❡r✮✳ ❚❤✉s t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

s′k(t) = w′
k(t) ∗ h(t), k = 1, · · · , K ′ , ✭✹✳✻✺✮

✇❤❡r❡ ∗ ❞❡♥♦t❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s P′ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝
s′ ❛r❡ s❡t t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts z′ ❛t t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛② ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ❜② ❛❞❞✐♥❣ z′ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ z✳

✹✳✾✳✷ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛

❋♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✶✶✭❜✬✮✲✭❢✬✮✱ t❤❡ ❈▲❊❆◆ ❛♥❞
❙❈✲❉❆▼❆❙ ❣❡t ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋ ❛♥❞ ❉❆▼❆❙✳ ❚❤✉s t❤❡✐r
s♦✉r❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❇✉t t❤❡ s♦♠❡
✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❈▲❊❆◆ ❛♥❞ s♣❛rs✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❙❈✲❉❆▼❆❙ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❜❡tt❡r ✉s❡✳

✹✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

▼❡t❤♦❞s ❈❇❋ ❈❛♣♦♥ ▼❯❙■❈ ❈▲❊❆◆ ❉❆▼❆❙ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❈▼❋

❘❡s♦❧✉t✐♦♥s ▲♦✇ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤

❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥❣❡ ◆❛rr♦✇ ◆❛rr♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❲✐❞❡

◆♦✐s❡ ❘♦❜✉st ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ◆♦r♠❛❧ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❘♦❜✉st

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▲❡❛st ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r

❙❛♠♣❧❡s ◆♦r♠❛❧ ▼♦r❡ ▼♦r❡ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ▼♦r❡

❙♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ◆♦ ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞ ◆♦ ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞

■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s
♦❢ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡✐r ❢♦❝✉s❡❞ ❛s♣❡❝ts✿

✾✶



✹✳✾✳✷ ✲ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ♦✛❡r ❛ ❞✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥
❢♦r s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❼ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❈❇❋✮ ✐s ❛ ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞
♦✛❡rs ❛ s✐♠♣❧❡✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs❀ ❜✉t
t❤❡ ❈❇❋ ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦r ❡①❛❝t ❛❝♦✉st✐❝
✐♠❛❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❼ ❈❛♣♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r s♣❛✲
t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋❀ ❜✉t t❤❡
❈❛♣♦♥ ✐s ❧❡ss r♦❜✉st✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s t♦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s✳

❼ ▼❯❙■❈ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ✈❡r② ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❈❇❋ ❛♥❞ ❈❛♣♦♥❀ ❜✉t ▼❯❙■❈ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss r♦❜✉st✱
s✐♥❝❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❜✉t
❛❧s♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t♦ ❦♥♦✇♥ t❤❡ s♦✉r❝❡
♥✉♠❜❡r ♦r ❙◆❘ ❧❡✈❡❧ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▼❯❙■❈ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❥✉st ♣s❡✉❞♦✲♣♦✇❡r✳

❚❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❜❧✉rr② ❜❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣ r❡s✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✮✳

❼ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❉❆▼❆❙ r❡✜♥❡s t❤❡ ❈❇❋ r❡s✉❧t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ✐s ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✳

❼ ❈▲❊❆◆ ❛❧s♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡①tr❛❝ts str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧✉rr❡❞ ❜❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣ ✐♠❛❣❡✱ ❜✉t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K✱ s❡❧❡❝t❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r α
❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳

❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✭ℓ0✱ ℓ1 ♦r ℓl ✇✐t❤ 0 < l < 1
♥♦r♠✮✱ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡s ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱
❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✾✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐① ❋✐tt✐♥❣ ✭❈▼❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✭✉♥✮❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ✈✐❛ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❜✉t ✐t
❤❛s ❤✉❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♥❡✲✜ts✲❛❧❧ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✉✛❡r ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞r❛✇❜❛❝❦s✿ ♣♦♦r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♥♦✐s❡s✱ ♥❛rr♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦r ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡
♠❡t❤♦❞s ♥❡❡❞ t♦ s❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✉st ❜❡ t✉♥❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ♠♦t✐✈❛t❡ ✉s t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛♥❞ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

✾✸



✹✳✾✳✷ ✲ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛

✳

❼ ❏❡ ♣❡♥s❡✱ ❞♦♥❝ ❥✬❡①✐st❡✳

❘❡♥é ❉❡s❝❛rt❡s

✾✹



5
❙✉♣❡r✲❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❙♣❛rs✐t②

❈♦♥str❛✐♥t

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤✲
♦❞s s✉✛❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞r❛✇❜❛❝❦s✿ ♣♦♦r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡♥s✐t✐✈✐t②
t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ ♥❛rr♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞
♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜♦t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
❬✷✽✱ ✸✹✱ ✸✵❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

❼ Pr♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r✳ ■♥
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❊q✳✭✸✳✶✻✮ ❜② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ✇✐♥❞
t✉♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥s ❛s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆ ❛♥❞ ❇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❛s
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❛rt✐❝❧❡ ❬✼✾❪✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❝♦✉❧❞
❤❛r❞❧② ❜❡ ❡①❛❝t❧② ♠♦❞❡❧❡❞✱ t❤✉s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ t❛❦❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t♦ t❤❡ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭✺✳✶✮✿

zi = A(P)si + ei + εi , ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ i ∈ [1, ·, I] ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♥✉♠❜❡r❀ εi = [εi 1, · · · , εiM ]
❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝♦✉s✲
t✐❝ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❙♦ t❤❛t ✐t

✾✺
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛rs❡ ♣♦✇❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ξ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✶✮✳

✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧
r♦❜✉st♥❡ss✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳

❼ ❙✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❇❡❛♠❋♦r♠✐♥❣ ✭❈❇❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛rr❛② ❣❡✲
♦♠❡tr②✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ▼❯❙■❈ ❛♥❞
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❈❇❋✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s♣❛rs❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡
❙❈✲❉❆▼❆❙ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✾✮✱ ❈▼❋ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✵✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ♦r ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡❧✐♠✲
✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ t❤❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✬s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✬ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ✳

❼ ❘♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✇❛♥t t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇✲
❡rs ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r✳ ❙♦ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r♦❜✉st♥❡ss✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱
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Pr♦♣♦s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s

❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥
✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❚❤❡♥ ♦✉r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞
❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✺ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱
s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✺✳✶ Pr♦♣♦s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛✲

❣❛t✐♦♥s

▲❡t✬s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r yn = ã†nRzãn ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① Rz = E[z z†] ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✮ ✐s r❡♥❡✇❡❞
❜② t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s z ✐♥ ❊q✳✭✺✳✶✮✿

Rz = E[zz†]

= ARsA
† + σ2e IM +Rε ✭✺✳✷✮

=
N∑

n=1

xn ana
†
n + σ2e IM +Rε ,

✇❤❡r❡ Rε = E[ε†i εi] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② εi ✐♥ ❊q✳✭✺✳✶✮✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✭s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ♥✉♠❜❡r
I >> 1✮✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① Rz ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s ✐♥
❊q✳✭✺✳✷✮ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② R̂z =

1
I

∑I
i=1 zi z

†
i ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮✱ ✇❤❡r❡

zi ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛t ❛❧❧ M s❡♥s♦rs✳
❙♦ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ yn = ã†nRzãn ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛s

yn = ã†nR̂zãn ,

✇❤❡r❡ yn ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ pn ♦♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡❀ ãn ✐s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ R̂z ❜② ✉s✐♥❣
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Rz =
∑N

q=1 xq aqa
†
q + σ2e IM +Rε ✐♥ ❊q✳✭✺✳✷✮✱ ✐t ②✐❡❧❞s

yn = ã†n

N∑

q=1

xq aqa
†
q ãn + σ2e ã

†
nãn + ã†nRε ãn

=
N∑

q=1

|ã†n aq|2 xq + σ2e
1

||an||2
+ ã†nRε ãn ✭✺✳✸✮

=
N∑

q=1

cnq xq + σ2e
1

||an||2
+ ã†nRε ãn .

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ãn = an
||an||2 ✐♥ ❊q✳✭✹✳✾✮✱ s♦ t❤❛t ã†nãn =

1
||an||2 ✳

❋♦r N ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭✺✳✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s✿

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✳

y = Cx+ σ2e 1a + ξ , ✭✺✳✹✮

✇❤❡r❡

✾✽



Pr♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

❼ y = [y1, · · · , yN ] ✐s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t s❡♥s♦r
❛rr❛②✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✶✵✮❀

❼ 1a = [ 1
‖a1‖2 , · · · ,

1
‖aN‖2 ]

T ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r❀ an ✐s t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r♠ ❊q✳✭✸✳✶✻✮✳

❼ ξ = [ξ1, · · · , ξN ]T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲
♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❀ ❛♥❞ ξn ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

ξn = ã†nRε ãn . ✭✺✳✺✮

■♥ ❋✐❣✳✺✳✸✱ ✐t s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✺✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✽✲✹✳✻✵✮✱ ✇❡
✇❛♥t t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ2e
❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ξ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉♣❡r r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ ✇❡ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛✲
r❛♠❡t❡r β ♦♥ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ r♦❜✉st s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥

✾✾



✺✳✷✳✶ ✲ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭❙❈✲❘❉❆▼❆❙✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿




(x̂, σ̂2e) = arg min
(x,σ2

e)

{
||y −Cx− σ2e 1a||22

}

s✳t✳x � 0, ‖x‖1 = β, σ2e ≥ 0
, ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱ s♦ t❤❛t β ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

β =
K∑

k=1

x∗k = ‖x∗‖1 =
N∑

n=1

xn = ‖x‖1 = tr[X] , ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗❀ ❛♥❞ x∗ =
❞✐❛❣

[
E[s∗s∗†]

]
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs❀ x = ❞✐❛❣

[
E[ss†]

]
❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ✭❞✐s❝r❡t❡✮ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs❀ X = E[ss†] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❝r♦ss✲
s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐①✳ ■❢ β ✐♥ ❊q✳✭✺✳✼✮ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ x̂

❢r♦♠ ❊q✳✭✺✳✻✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■❢ β t♦♦ s♠❛❧❧✱ s♦♠❡
♦❢ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡❢t ♦✉t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺✳✷✳✶ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐① ❋✐tt✐♥❣ ✭❈▼❋✮ ♠❡t❤♦❞❬✶✷✽❪ ✐♥
❊q✳✭✹✳✻✵✮✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① Rz ✐♥
❊q✳✭✹✳✺✮✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♠❛tr✐① tr❛❝❡ ❛s✿

tr [R] = tr[AXA†] +M σ2e
=

∑N
n=1 ‖an‖2 xn +M σ2e

, ✭✺✳✽✮

✇❤❡r❡ an ✐s t❤❡ nt❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① A✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❊q✳✭✸✳✶✻✮✳ ▲❡t ‖a‖min ❛♥❞ ‖a‖max r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞
♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠s ✇✐t❤✐♥ an✱ n = [1, · · · , N ]✳ ❋r♦♠ ❊q✳✭✺✳✽✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

1

‖a‖2max

(
tr [Rz]−M σ2

)
≤ ‖x‖1 ≤

1

‖a‖2min

(
tr [Rz]−M σ2

)
, ✭✺✳✾✮

✇❤❡r❡ ‖x‖1 =
∑N

n=1 xn ❛♥❞ xn ≥ 0 ✐♥ ❊q✳✭✺✳✼✮✳ ❙✐♥❝❡ Rz ✐s ❛❧s♦ ❛ ❍❡r♠✐✲
t✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛s tr [Rz] = tr [UΛU†] = tr [Λ]✱ ✇❤❡r❡
U ✐s t❤❡ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ Rz❀ ❛♥❞ Λ ✐s
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♠❛tr✐① ♦❢ Rz✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✺✳✼✕✺✳✾✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ β
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s✿

β̂ =
1

2
(

1

‖a‖2max

+
1

‖a‖2min

)
(
tr [Λ̂]−M σ̂2

)
, ✭✺✳✶✵✮

✶✵✵



Pr♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

✇❤❡r❡ Λ̂ ✐s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♠❛tr✐① ♦❢ R̂z ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮✳ ❆♥❞ σ̂2 ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛s ❬✶✷✽❪✿

σ̂2e =
1

M − K̂

M∑

m=K̂+1

λ̂m , ✭✺✳✶✶✮

✇❤❡r❡ λ̂m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ R̂✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ λ̂1 ≥ · · · ≥ λ̂K ≥ λ̂K+1 =
· · · = λ̂M = σ̂2❀ ❛♥❞ M ✐s t❤❡ t♦t❛❧ s❡♥s♦r ♥✉♠❜❡r❀ K̂ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ K̂ ∈ [1, · · · ,M ]✳ ❲❤❡♥ K̂ = M ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✐s❡
♣♦✇❡r σ̂2 = 0✳

■♥ ❊q✳✭✺✳✶✵✮✱ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐♥❣ β✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❡
❙❱❉❬✽✷❪ ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✾✹❪✳ ❖✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✸✹✱ ✷✽❪ ❣✐✈❡s ❛ ❢❛st ❛♥❞
r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ K ❛s✿ ❧❡t F(λm) = F [λ1, · · · , λM ] ✇✐t❤ m ∈ [1, · · · ,M ]
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ F [·] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst K ❜✐❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ K ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡rM−K ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❥✉st ❡q✉❛❧ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ2e ✳ ❙♦
t❤❛t F(λm) ❤❛s ❛ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ F(λm) t♦ ❜❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡✱ ✇❤❡♥ ✐ts ❝✉r✈❛t✉r❡ κ(K̂) ≈ 0 ✇✐t❤✐♥ K̂ ∈ [1, · · · ,M ]✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s
❣❡t K ≈ K̂✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦✉❧❞
❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ K ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❜✐❣ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❬✹✷✱ ✷✵✱ ✶✵❪ ❛s✿

K = ||x||0 ≤
1

2
(1 +

1

µ
) , ✭✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ µ = max(1≤i 6=j≤M)
R̂

†
i R̂j

||R̂i|| ||R̂j ||
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① R̂z✱ ✇❤❡r❡ R̂i ❞❡♥♦t❡s ✐ts it❤ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✳ ❆❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♥♦✐s❡s✱ µ
❝❛♥ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① X✳

✺✳✷✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

■♥ ❊q✳✭✺✳✻✮✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① q✉❛❞r❛t✐❝ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✉s✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇ t♦♦❧❜♦① ❙❡❉✉▼✐ ❬✶✵✾❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s σ2e ❛♥❞ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡
❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ▲❡t J (x, σ2e) = ||y −
Cx− σ2e 1a||22 ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❑

✶✵✶



✺✳✷✳✷ ✲ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ Pr♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✶✳ ■♥♣✉t✿
❙✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① A ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮❀
♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① R̂ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✻✮❀
♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs y ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✵✮❀
♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✼✮❀

✷✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿
■t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐❂✶❀
s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K̂(1) = 1

2
(1 + 1

µ
) ✐♥ ❊q✳✭✺✳✶✷✮❀

✈❛r✐❛❜❧❡s x̂(1)❂✵❀ σ̂2
e

(1)
❂✵❀

❝r✐t❡r✐♦♥ J (x̂(1), σ̂2
e

(1)
)❂✵✱ J (x̂(2), σ̂2

e

(2)
)❂✶❀

✸✳ ■t❡r❛t✐♦♥s✿

❲❤✐❧❡ |J (x̂(i+1), σ̂2
e

(i+1)
)− J (x̂(i), σ̂2

(i)
)| ✐s ♥♦t s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤❀

✸✳✶ ❯♣❞❛t❡✿ σ̂2
e

(i)
❜② ❊q✳✭✺✳✶✶✮✱ β̂(i) ❜② ❊q✳✭✺✳✶✵✮❀

✸✳✷ ❖♣t✐♠✐③❡✿
❙♦❧✈❡ ❊q✳✭✺✳✻✮ ❜② ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✵✾❪✿

(x̂(i+1), σ̂2
e

(i+1)
) = argmin(x,σ2

e)

{
J (x̂(i), σ̂2

e

(i)
)
}

s✳t✳ ||x||1 ≤ β̂(i)✱ x̂(i+1) ≥ 0✱ σ̂2
e

(i+1) ≥ 0❀
✸✳✸ ■t❡r❛t❡✿ K̂(i+1) = K̂(i) − 1✱ ✐❂✐✰✶❀

✹✳ ❖✉t♣✉t✿ x̂✱ σ̂2
e✱ K̂✱ β̂✳

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝❡ µ ♦❢ ❊q✳✭✺✳✶✷✮✳ ❚❤❡♥ σ̂2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❊q✳✭✺✳✶✶✮ ❛♥❞ β̂ ❢r♦♠ ✭✺✳✶✵✮✳ ❆♥❞ t❤❡♥ ✇❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs x ❛♥❞ σ2e ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✵✾❪✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡
✉♣❞❛t❡ K̂(i+1) = K̂(i) − 1 ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s✳ ❚♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇✉t
✇❡ s❤♦✉❧❞ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❇❋✱
❉❆▼❆❙✱ ❈▲❊❆◆✱ ❈▼❋ ❛♥❞ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ♠❡t❤♦❞s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✹✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✼
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ M = 64 ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❡♥s♦rs ❧♦❝❛t✐♥❣

✶✵✷



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

✭❛✮ ✭❜✮
■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❛✮ ❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪ ✭❜✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ d = 2♠ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s✐③❡ ♦❢ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳ D =
4.50♠ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ c0 ≈
340♠✴s ✐s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐r✳ T = 10000 ✐s t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣s✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✹✭❛✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❛♥❞ ✺ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s✱ s♣❛❝❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✵❝♠ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x∗ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❬✵✳✵✽✱✷❪ ✭❬✲✶✵✳✸✱✸✳✼❪❞❇✮ ❛♥❞
✶✹❞❇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ✐s s❡t σ2e = 0.86 ✭✲✵✳✼❞❇✮✱ t❤✉s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡❞ ❙◆❘ ✐s ✵❞❇✳ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
s✐❣♥❛❧s✱ ∆p = 5❝♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ 100 × 150 cm2 s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ ✐s ♦❢ 21× 31 ♣✐①❡❧s✳ ❙✐♥❝❡ t♦t❛❧ ❣r✐❞ ♥✉♠❜❡r N = 651
✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K = 23✱
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s ❛♥❞ t❤❡✐r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛r❡ ❜♦t❤ ❑✲s♣❛rs✐t②
s✐❣♥❛❧s✳

✺✳✸✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

■♥ ❋✐❣✳✺✳✹✭❤✮✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡t❡❝ts ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇❡❧❧ r❡❝♦♥str✉❝ts s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥ ♣♦♦r ❙◆❘ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ K̂ = 25 ✐s ❜❡tt❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ♦✇✐♥❣ t♦ µ ≈ 0.02 ❢r♦♠ ❊q✳✭✺✳✶✷✮✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ∆x∗✱ ∆p∗ ❛♥❞ δ2 ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡
✺✳✶✱ ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦t❤❡rs✿

❼ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❇❋ ✭δCBF
p = 31❝♠

❛t ✷✺✵✵❍③✮✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❤✐❣❤ ❛s ✺❝♠ ✐♥ ❜♦t❤

✶✵✸
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ✶✹❞❇ ♣♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❛t ✷✺✵✵❍③✱
σ2
e = 0.86✱ ❙◆❘❂✵❞❇ ❛♥❞ ✶✺❞❇ ❞✐s♣❧❛②✿ ✭❛✮ ▼♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ✭❜✮ ❈❇❋ ✭❝✮ ❉❆▼❆❙ ✇✐t❤

✺✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✮ ❈▲❊❆◆ ✭❡✮ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ✭❢✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❣✮ ❈▼❋ ❛♥❞
✭❤✮ Pr♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙

✶✵✹



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ◆❯❆
❛rr❛② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s
♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇✉t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡s
t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❼ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❜② ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳

❼ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r
♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❙♦ t❤❛t ✜ts ✇❡❧❧ ❢♦r
t❤❡ str♦♥❣ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆ ♥♦✐s❡✳

❼ ❚♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❈▼❋✱ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛t❧❛❜ t♦♦❧❜♦① ❙❡❉✉▼✐ ❬✶✵✾❪✳

■♥ ❋✐❣✳✻✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ2 ♦❢
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤✐♥ ❙◆❘ ❬✲✻✱ ✶✽❪❞❇ ❛t ✷✺✵✵❍③✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s t❤❛♥ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

■♥ ❋✐❣✳✻✳✹✱ ✇❡ s❤♦✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs δ2 ✈❡rs✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s
✇✐t❤✐♥ ❬✶✻✵✵✱ ✷✻✵✵❪❍③ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❝♦♠❢♦rt ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣✳
❚❤❡ ❙◆❘ ✐s s❡t ✸❞❇✳ ❆t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❆t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ st✐❧❧
♠❛✐♥t❛✐♥s s♠❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
∆x∗✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ2 ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ̂2

e ❛t
✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ σ2

e = 0.86❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✵✳✵✽ ✵✳✶✽ ✵✳✾✽ ✵✳✺✵ ∆x∗ δ2 σ̂2
e
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❉❆▼❆❙ ✲ ✲ ✲ ✵✳✹✹ ✸✳✶✹ ✶✳✸✸ ✲
❈▲❊❆◆ ✲ ✵✳✷✺ ✵✳✹✹ ✵✳✷✽ ✵✳✽✼ ✵✳✻✼ ✲
❙❈✲❉❆▼❆❙ ✲ ✲ ✲ ✲ ✶✳✵✸ ✵✳✺✽ ✲
❉❘✲❉❆▼❆❙ ✲ ✲ ✵✳✼✼ ✵✳✷✸ ✵✳✸✵ ✵✳✵✽ ✲
❈▼❋ ✵✳✵✾ ✲ ✵✳✽✵ ✵✳✹✵ ✵✳✸✶ ✵✳✶✵ ✵✳✽✾
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✺✳✸✳✷ ❖✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
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✺✳✸✳✷ ✲ ❖✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ P♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ∆p∗ ❛t
✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇❀ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
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❈▲❊❆◆ ✷✳✷✾ ✵✳✸✼ ✶✳✻✾ ✲ ✵✳✷✼ ✵✳✸✹ ✶✳✷✼
❙❈✲❉❆▼❆❙ ✶✳✻✽ ✷✳✹✾ ✶✳✶✻ ✵✳✶✵ ✷✳✷✸ ✵✳✻✺ ✵✳✼✺
❈▼❋ ✶✳✸✻ ✷✳✽✻ ✷✳✵✼ ✷✳✵✾ ✶✳✾✷ ✶✳✵✺ ✵✳✹✺
❉❘✲❉❆▼❆❙ ✷✳✶✺ ✷✳✵✺ ✶✳✽✷ ✶✳✽✸ ✷✳✺✵ ✶✳✹✺ ✵✳✷✼
❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✶✳✽✸ ✷✳✵✵ ✷✳✵✺ ✶✳✼✷ ✷✳✶✻ ✶✳✾✺ ✵✳✶✷

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙✱ ❈▼❋ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞
❙❈✲❘❉❆▼❆❙✱ ✐s t❤❡ ♦✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣❬✹✷✱ ✷✵✱ ✶✵❪✿ t❤❡ s♣❛rs❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ✭s❤❛♣❡❧❡ss✮ ♣♦✐♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♦✉r❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ s❤❛♣❡❧❡ss ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❤❛r❞❧② ♣r❡s❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦✉r❝❡s✳
❚❛❦✐♥❣ ❋✐❣✳✺✳✹✭❡✮ ❛♥❞ ✭❣✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❈▼❋ ❝❛♥ ♦♥❧②
♦❜t❛✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳✺✳✹✭❤✮✱ t❤♦✉❣❤
♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✇❡❧❧ ❞❡t❡❝ts ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❛r❡❧② ❞✐s✲
❝♦✈❡r ♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥❡❛r t♦ s♦✉r❝❡s✳

❚❤❡ ✜rst r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐s t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ■♥ ❋✐❣✳✺✳✼✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ δ2 ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛t ✵❞❇ ❛♥❞
✷✺✵✵❍③✳ ❚❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r β
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ2
✈❡rs✉s ❬✶✻✵✵✱ ✷✻✵✵❪❍③ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❙◆❘❂✸❞❇✳

s♦ ❛s t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✾✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✺✳✻✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆♥❞ β ✐♥ ❊q✳✭✺✳✶✵✮ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡rK ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❙♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K̂ ✈❡rs✉s
♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r δ2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙
❛t ✵❞❇ ❛♥❞ ✷✺✵✵❍③✳

❙✐♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✹✭❛✮ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
♠♦♥♦♣♦❧❡s✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ K ∈ [9, 23]✳ ■♥ ❋✐❣✳✺✳✼✱ ✇❤❡♥ K̂ < 9 ✐s
✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t♦ s❡❡ t❤❛t δ2 ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜♦t❤
✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ K̂✱ s♦ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ 9 ≤ K̂ ≤ 23✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ s♠❛❧❧❡r δ2 ❡rr♦rs✱ ❜✉t
❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❤❛r❞❧② ❛❝❤✐❡✈❡ st❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❤❡♥ K̂ > 23 ✐s
♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡❞✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ st❡❛❞✐❧② ❦❡❡♣s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r δ2 t❤❛♥
t❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙✳ ❆❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❝❛♥ ✇❡❧❧ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ s♦✉r❝❡
♥✉♠❜❡r K ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❙❈✲❉❆▼❆❙✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐✲
❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥♦r s♦✉r❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿ x1 = [1, 2, 3, 0, 0, 0, 0, 0, 0]T ❛♥❞
x2 = [3, 2, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0] ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r β = 6✳
❚♦ r❡❝♦♥str✉❝t x1 ❛♥❞ x2 ❢r♦♠ t❤❡✐r ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❞❛t❛ y1 ❛♥❞ y2 r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡r② str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦t❤❡r s♣❛rs✐t② ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ❬✶✵✱ ✷✾✱ ✻✶❪ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② ✉s✐♥❣
s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t β = 6✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✹✭❤✮✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❤❛r❞❧②
❞❡t❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❧❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦♦
s✐♠♣❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥
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❘❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❋✐❣✳✺✳✹✭❤✮✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❡♥❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛rt✐❢❛❝ts
♥❡❛r t♦ s♦✉r❝❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❙◆❘ ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s ✵❞❇✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛❧
❞❛t❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❛s♦♥✱ ❛♥❞
♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s ♦✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥✳

✺✳✹ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ✭❛✮ ❋r♦♥t❧♦♦❦ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥
✭❜✮ ❖✈❡r❧♦♦❦ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳

❆❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✹✳✽✳ ❇✉t ✐♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ♦r ❙◆❘
❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❢♦r r♦❜✉st ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ t❡sts✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪✱
♦❜❥❡❝t ✈❡❤✐❝❧❡✱ ◆❯❆ ❛rr❛② ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❝♦✉st✐❝
s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st s❛t✐s✜❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r s✐❞❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❉❂✹✳✺♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r ❛♥❞ ❛rr❛② ♣❧❛♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ st❡♣ ✐s s❡t ❜②
∆p = 5cm✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❝❛r s✐❞❡ ✐s ♦❢ ✶✳✺× ✺ m2 ✭✸✶×✶✵✶ ♣✐①❡❧s✮✱ ❛♥❞
✇❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✿ ✶×✶✳✺ m2 ✭✷✶×✸✶
♣✐①❡❧s✮✳ ❖♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❚❂✺✷✹✷✽✽ s❛♠♣❧✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝② fs❂✷✳✺✻×104 ❍③✳ ❲❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥t♦ ■❂✷✵✹ ❜❧♦❝❦s
✇✐t❤ ▲❂✷✺✻✵ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s ❬✷✹✵✵✱✷✻✵✵❪❍③✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❇ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✶✵❞❇ s♣❛♥✳

✶✵✾



✺✳✹✳✷ ✲ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ ❞❛t❛

❋♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ τn,m ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ rn,m ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡
❛♣♣❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ t♦ ♠❛❦❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r τ−n,m ❛♥❞ r−n,m ✐♥
❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s−n t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆ ❛♥❞ ❇✳

✺✳✹✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛

■♥ ❋✐❣✳✺✳✾✭❢✮✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ♥♦t ♦♥❧② ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡
str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t✇♦ ✇❤❡❡❧s✱ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉t
❛❧s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ✇❡❡❦ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❝♦✈❡r ❛♥❞ ❧✐❣❤t✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐♥❡✈✐t❛❜❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s
❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❈▲❊❆◆✳ ❇✉t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❈▼❋ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ r❡❛❧
❞❛t❛✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿ ✐♠❛❣❡ ✸✵×✶✵✵ ♣✐①❡❧s✱ ❛t ✷✺✵✵❍③✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿✸✳✸✸●❍③✱ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

▼❡t❤♦❞s ❈❇❋ ❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭✺✵✵✵✐✮ ❈▲❊❆◆ Pr♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❈▼❋
❚✐♠❡ ✭s✮ ✶ ✶✵ ✶✶ ✹✺ ✽✺✷ ✶✷✺✹ ❱❡r② ▲♦♥❣

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛r s✐❞❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ s♠❛❧❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✳ ■♥ ❋✐❣✳✺✳✶✵✭❛✮✱ t❤❡ ❈❇❋ ❞❡t❡❝ts str♦♥❣ s♦✉r❝❡s
♦♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧ ❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✳ ❚❤❡ ❉❆▼❆❙ ✐♥
❋✐❣✳✺✳✶✵✭❜✮ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐t ❝❛✉s❡s s♦♠❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞
s♣♦ts✳ ■♥ ❋✐❣✳✺✳✶✵✭❝✮✱ t❤❡ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♠♦st ♦❢ ❢❛❧s❡ s♣♦ts✳ ■♥
❋✐❣✳✺✳✶✵✭❡✮✲✭❣✮✱ t❤❡ ❈▼❋✱ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠✉❝❤
❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✛❡r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✳

✺✳✹✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ ❞❛t❛

■♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ t❡sts✱ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥s
❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝❛r s✉r❢❛❝❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❛r ♣❛rts ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡ ✇✐❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✳ ■♥
❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❉❋❚ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ t❤❡ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞

✶✶✵
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✐♥t♦ L ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥❣❛❣❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥
❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✻✮✱
✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ x̂(fl) ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r x(fl) ❛t lt❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
❜✐♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r xwb ♦✈❡r t❤❡ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ [fmin, fmax] ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
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❘❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ ❛s✿

x̂wb =
1

L

fmax∑

fl=fmin

x̂(fl) ✭✺✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ✐♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ t❛❦❡ fmin = 2400 ❛♥❞ fmax = 2600✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛t s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❡ s❤♦✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ [2400, 2600]❍③ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❝♦✉s✲
t✐❝ ❝♦♠❢♦rt✳ ■♥ ❋✐❣✳✺✳✶✶✱ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❝❧❡❛r❡r r❡s✉❧t t❤❛♥ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥t ♦♥❡ ❛t ✷✺✵✵❍③ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✾✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❛t s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs
❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞✱ ❜✉t ✢❛s❤✐♥❣ ❢❛❧s❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞
❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❆▼❆❙ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✶✶✭❛✮ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ❜✉t ✐ts
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧ ❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✳
❋✐❣✉r❡✳✺✳✶✶✭❜✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈▲❊❆◆ ❣r❡❛t❧② ❛♠❡❧✐♦r❛t❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t
✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❢✉rt❤❡r ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✶✶✭❝✮ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡
❈▲❊❆◆✱ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡t❡❝t t❤❡ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧
❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✶✶✭❞✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ♣♦✇❡rs ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ✇❡❛❦ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧✳

✺✳✹✳✸ ❖✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛t
✷✺✵✵❍③✿ ✭❛✮ ❯♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡❞ β̂ ✭❜✮ ❖✈❡r✲❡st✐♠❛t❡❞ β̂✳

❚❤❡ ♦✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✾✭❡✮
❛♥❞ ✭❢✮ ❛r❡ ♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✹✭❡✮✭❣✮✭❤✮✳ ❚❤✐s ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts✿

❙♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦♠❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛r s✉r❢❛❝❡ ✭✇❤❡❡❧s
❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦rs✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t
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✜t ❛♥② ♠♦r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭ℓ1 ♥♦r♠✮ ♦♥ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝ts s♦✉r❝❡ str✉❝t✉r❡s t♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t✱ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s♣❛rs✐t② ♠❡t❤♦❞s ♣r❡❢❡r t♦ ♦✛❡r t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✐♥t
r❡s✉❧ts✱ ❛s t②♣✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✾✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✳

❙♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣❛rs✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r β̂ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✶✵✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r✳ ❖♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K
♦♥ t❤❡ ❝❛r s✉r❢❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❛r❡ ♥♦t
❛❧✇❛②s ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆ ♥♦✐s❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❡①❛❝t❧② ❞❡r✐✈❡ β̂
❢r♦♠ ❊q✳✭✺✳✶✵✮✳ ■♥ ❋✐❣✳✺✳✶✷✭❛✮✱ ✐❢ β̂ ✐s ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡❞✱ s♦♠❡ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧♦st ♦♥ t❤❡ ❤❡❛❞❧✐❣❤t✱ t♦♣ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❆♥❞
s♦✉r❝❡ ♣❛tt❡r♥s ♦♥ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r♦✉❣❤❧②
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✐♥ts✳ ■❢ β̂ ✐s ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡❞✱ ❜♦t❤ ✇❡❛❦
s♦✉r❝❡s ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♣❛tt❡r♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✇♦✉❧❞
❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐r ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r ❜♦❞②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ♦✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣
❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✶✵✭❞✮ ✭❡✮❛♥❞ ✭❢✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳✺✳✶✶✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳
❇✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ tr② t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡ β✳

✺✳✺ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥
r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ✈❡r✐❢② t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ s②♥t❤❡t✐❝
s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛② ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✾✳

❋♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✭❢✬✮ s❤♦✇s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡t❡❝ts ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ❋♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦✉r❝❡s ✐♥ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡tt❡r ❞✐s❝♦✈❡rs ❜♦t❤ str♦♥❣
❛♥❞ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ♦♥ t✇♦ ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❜t❛✐♥s ❛
❜❡tt❡r ♥♦✐s❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✾✭❜✬✮✲
✭❡✬✮✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts ✇❡❧❧ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s t❤❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

✶✶✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r♦❜✉st s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡✿

❋♦r t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡s ❛t t❤❡ s❡♥s♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ✇✐♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥
✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r t❤❡
s✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❋♦r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❡ 5cm s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ 31❝♠
❛t ✷✺✵✵❍③✳ ■t ❛❝❤✐❡✈❡s 15❞❇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❡❧❧
❞❡t❡❝ts ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ♦♥
❢r♦♥t ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ♦♥ ❜❛❝❦
✇❤❡❡❧s✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡
r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ t❡sts✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s
♦❢ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳

▼❡t❤♦❞s ❈❇❋ ▼❯❙■❈ ❈▲❊❆◆ ❉❆▼❆❙ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❈▼❋ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙

❘❡s♦❧✉t✐♦♥s ▲♦✇ ❍✐❣❤ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤❡r

❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥❣❡ ◆❛rr♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❲✐❞❡ ❲✐❞❡

◆♦✐s❡ ❘♦❜✉st ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ◆♦r♠❛❧ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▲❡❛st ❧♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤

❙❛♠♣❧❡s ◆♦r♠❛❧ ▼♦r❡ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ▼♦r❡ ◆♦r♠❛❧

❙♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞ ◆♦ ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♦✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t
❡①✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥✲

✶✶✺



✺✳✹✳✸ ✲ ❖✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛

str❛✐♥t✱ ✐t s♦♠❡t✐♠❡s ❥✉st ♦❜t❛✐♥s ♠❛♥② ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♦r s❤❛♣❡❧❡ss ♣♦✐♥ts ❛♥❞
❝♦✉❧❞ ♥♦t r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ tr✉❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛❝♦✉st✐❝
s♦✉r❝❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠♦♥♦♣♦❧❡s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱
❈❤❛♣t❡r ✻ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ s♣❛rs❡ ♣r✐♦r ❬✸✸✱ ✷✾❪ ✇❤✐❝❤
❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✶✶✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✳

❼ ▲✬❤♦♠♠❡ q✉✐ s❛✐t ré❢é❝❤✐r ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ ❧❛ ❢♦r❝❡ ✐❧❧✐♠✐té❡✳

❍♦♥♦ré ❞❡ ❇❛❧③❛❝

✶✶✼





6
❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❙♣❛rs✐t② ❊♥❢♦r❝✐♥❣

Pr✐♦r

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡rs ✭❇❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣✱ ❈❛♣♦♥✱ ▼❯❙■❈✮✱ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉✛❡r
♦♥❡ ♦❢ s✉❝❤ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛s✿ ♣♦♦r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♥♦✐s❡s✱ ♥❛rr♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ✭❙❈✲❘❉❆▼❆❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❛✲
t✐♦♥s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❝❛r❡❢✉❧❧② ❢♦r ❣♦♦❞ ✉s❡✳ ❆♥❞ t❤❡ ♦✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② s♣❛rs✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✉s✐♥❣ ❛ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ❬✷✾✱ ✸✷✱ ✸✶✱ ✸✸❪✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ r♦✲
❜✉st ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t ✐♥ str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡rs✳ ❚❤✐s s♣❛rs❡ ♣r✐♦r
❝❛♥ ❜❡tt❡r ❡♠❜♦❞② t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛♥
t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t
s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✇❡rs✱ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs
s✉❝❤ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧✳ ❆t t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡
t❤❡ ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ✭❏▼❆P✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❏▼❆P ♥❡❡❞s ❛ ♥♦♥✲

✶✶✾



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❇❆❨❊❙■❆◆ ❆PP❘❖❆❈❍ ❲■❚❍ ❆ ❙P❆❘❙■❚❨ ❊◆❋❖❘❈■◆●
P❘■❖❘

q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❖♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ❞❡♠♦♥str❛t❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡❛❧
❞❛t❛ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✻ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♥ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥
s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✳

✻✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s

❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✶✸✱ ✶✶✺✱ ✽✹✱ ✽✼✱ ✺✱ ✷✹✱ ✶✸✵✱ ✷✾❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✲
❝❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s
♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ♣♦✇✲
❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ❛✐♠s t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇✿ ❛ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞ ❛♥❞ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❦♥♦✇♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐♠♣♦s❡❞
♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿

❼ ❚❤❡ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ❛❝ts ❧✐❦❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ ❜✉t ✇♦r❦ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ✐t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② tr❛♥s❧❛t❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ s♦ t❤❛t ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥✱ ♥♦t ♦♥❧②
❜r✐♥❣ ✐♥ ♥♦✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✱
❜✉t ❛❧s♦ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡
♣r♦❜❧❡♠✳

❼ ■♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳
❙♦♠❡ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❢♦r✇❛r❞ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛t t❤❡
s❡♥s♦r ❛rr❛② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♣r♦♣❡r ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r
st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♦✉r ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥s✳

✶✷✵



❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s

❼ ❆❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮✱ ❥♦✐♥t ▼❛①✲
✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ✭▼❆P✮✱ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ●✐❜❜s ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ◆♦t
♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②
❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❡rr♦r r❛♥❣❡s ✭✈❛r✐❛♥❝❡✮ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

❼ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s
✐s t❤❡ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ t♦ ❣❡t ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦r s✉❜✲❣❧♦❜❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❆♥❞ s♦♠❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✳ ❙♦ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ✇♦rt❤② ✇♦r❦ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t✐♠❡✳

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✿

■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛rs❡ ♣♦✇❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ξ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✳

y = Cx+ σ2e 1a + ξ

✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(y|x) ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r
♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ξ ✭ξ ≥ 0✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ξ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛s ξ ∼ N (ξ|0, σ2ξ )✱ ✇❤❡r❡ σ2ξ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

✶✷✶



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❇❆❨❊❙■❆◆ ❆PP❘❖❆❈❍ ❲■❚❍ ❆ ❙P❆❘❙■❚❨ ❊◆❋❖❘❈■◆●
P❘■❖❘

❚❤✉s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(y|x,θ1) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♥❛rr♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇s✿

p(y|x,θ1) =
1

(2πσ2ξ )
N/2

exp

[
−‖y −Cx− σ2e1N‖2

2σ2ξ

]
. ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs θ1 = [σ2e , σ
2
ξ ]
T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢

t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❛♥❞ θ1 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x❀ ❛♥❞ p(·)
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ y ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs ỹ ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✳

▲❡t θ = [θ1,θ2]
T ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇✐t❤ θ1

❜❡✐♥❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ θ2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❆♥❞ ❛ss✉♠❡ θ = [θ1,θ2]

T ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ❊q✳✭✻✳✶✮✱ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠
▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞❬✹✵✱ ✻✾❪ ✭▼▲✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s

x̂ML = argmax
x

{p(y|x,θ)}

✳

◆♦✇ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❛ ♣r✐♦r ❧❛✇ p(x|θ2) ♦♥ x✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥

p(x|y,θ) ∝ p(y|x,θ1) p(x|θ2)

✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡ p(x|y,θ) = p(y|x,θ1) p(x|θ2)/p(y) ✇✐t❤ p(y) ❜❡✐♥❣ ❛
❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ y✳

❚❤❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❛ P♦st❡r✐♦r ✭▼❆P✮ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥

x̂MAP = argmax
(x)

{p(x|y,θ)} = argmin
(x)

{− ln p(y|x,θ1)− ln p(x|θ2)} ,

✇❤❡r❡ ln ❞❡♥♦t❡s ▲♦❣❛r✐t❤♠ ♦♣❡r❛t♦r✳

❆♥❞ t❤❡♥ ✐❢ θ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ✉♥❦♥♦✇♥
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡♠ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢✉❧❧ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡✿

{
p(x,θ|y) ∝ p(y|x,θ) p(x,θ)

= p(y|x,θ1) p(x|θ2) p(θ2) p(θ1)
,

✶✷✷



Pr♦♣♦s❡❞ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇❤❡r❡ x ❛♥❞ θ ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❥♦✐♥t
▼❆P ✭❏▼❆P✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿




(x̂, θ̂)JMAP = argmax
(x,θ)

{p(x,θ|y)}

= argmin
(x,θ)

{− ln p(y|x,θ1)− ln p(x|θ2)− ln p(θ2)− ln p(θ1)}
,

✭✻✳✷✮
✇❤❡r❡ − ln p(x|θ2) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r♠ F(·) ✐♥
❊q✳✭✹✳✺✽✮✱ ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r θ2 t❛❦❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦❡s ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✽✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs θ = [θ1,θ2]

T ❝❛♥ ❜❡ ❥♦✐♥t❧② ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ❜② ❏▼❆P ✐♥ ❊q✳✭✻✳✷✮✳

✻✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r

❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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p(x) = γβ/(Γ(β)) exp(−γ|x|β)
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β=2.0, γ=1.0
β=1.0, γ=1.0
β=0.5, γ=1.0
β=1.0, γ=0.5

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢❛♠✐❧②✿ ✭❛✮ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ GG(xn) ❛♥❞ ✭❜✮
− ln[GG(xn)] ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ ❊q✳✭✸✳✶✹✮✱ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s ✐♥❝❧✉❞❡ ❥✉st ❑ ♥♦♥✲③❡r♦ s✐❣♥❛❧ s∗ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡
❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ N −K ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ✭◆>>❑✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✾✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ❑✲s♣❛rs✐t②
s✐❣♥❛❧s✳ ❋♦r t❤❡ P❉❋ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ x✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s
s❤♦✉❧❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ③❡r♦ ♦❢ x✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ x ❝♦♥t❛✐♥s ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✐t❡♠s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧
♣♦✇❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✶✵❞❇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦✇❡rs

✶✷✸



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❇❆❨❊❙■❆◆ ❆PP❘❖❆❈❍ ❲■❚❍ ❆ ❙P❆❘❙■❚❨ ❊◆❋❖❘❈■◆●
P❘■❖❘

❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ P❉❋ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣ ❤❡❛✈② t❛✐❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡
❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x✳ ❋♦r t❤❡ ♣r✐♦r p(x|θ2) ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x✱ ✇❡ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s♣❛rs✐t② ❢❛❝t t❤❛t ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s s♣❛rs❡❧② ❧❛② ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱
❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❑ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧
s❝❛♥♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ◆ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧
t❡st ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦st ♦❢ s♦✉r❝❡s ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛rts t❤❡
r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦rs ❛♥❞ ✇❤❡❡❧s✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ r❡st ♣❛rts✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ s♦✉r❝❡s
❡①✐st✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❛ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ P❉❋
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ③❡r♦ ✭s♣❛rs✐t②✮ ❛♥❞
❛ ❧♦♥❣ ❤❡❛✈② t❛✐❧ ✭❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✮✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❡♥tr❛❧✲
✐③❡❞ P❉❋ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ GG(xn)
❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
●❛✉ss✐❛♥ GG(xn) ❢❛♠✐❧② ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✽✼❪✳ ❋♦r t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❡♥✲
tr❛❧✐③❡❞ x✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ DE(x|γ, β) ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ s♣❛rs✐t②
❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿✿

p(x|θ2) =
N∏

n=1

GG(xn|γ, β) =
[

βγ

2Γ(1/β)

]N
exp

[
−γ

N∑

n=1

|xn|β
]
, ✭✻✳✸✮

✇❤❡r❡ θ2 = [γ, β]T ❛♥❞

GG(xn|γ, β) =
βγ

2Γ(1/β)
exp

[
−γ|xn|β

]
, ✭✻✳✹✮

✇❤❡r❡ Γ(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β r❡✢❡❝ts
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛rs✐t②✱ ✐t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ p(x|θ2) ❛t ③❡r♦ ✈❛❧✉❡✳
❚❤✉s t❤❡ s♠❛❧❧❡r β ✐s✱ t❤❡ s♣❛rs❡r p(x|θ2) ❜❡❝♦♠❡s✳ ❆♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r γ r❡✢❡❝ts
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ xn✱ ✐t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ p(x|θ2) ❛♥❞ ✐t ❛✛❡❝ts t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ x✳ ❚❤✉s t❤❡ s♠❛❧❧❡r γ ✐s✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❤❡❛✈✐❡r t❤❡ t❛✐❧
❜❡❝♦♠❡s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ β = 2✱ ✇❡ ❣❡t ●❛✉ss✐❛♥ N (0, 1
2γ ) ♠♦❞❡❧✿

p(x|θ2) =
N∏

n=1

N (xn|0,
1

2γ
) =

(γ
π

)N/2

exp
[
−γ‖x‖22

]
, ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡ θ2 = γ✱ ❛♥❞ γ = 1
2σ2

x
r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ x✱ ✇✐t❤ σ2x ❜❡✐♥❣

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ x✳

❲❤❡♥ β = 1✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ DE(x|γ, β) ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠
●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ GG(x) ❢❛♠✐❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(x|θ2) =
N∏

n=1

DE(xn|γ, β) =
(γ
2

)N

exp [−γ‖x‖β=1] , ✭✻✳✻✮
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Pr♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ❝r✐t❡r✐♦♥

✇❤❡r❡ θ2 = γ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ x✱
❛♥❞ ‖x‖β=1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ l1 ♥♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ x✳

■♥ ❋✐❣✳✻✳✶✱ ❢♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ GG(xn) ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ t❤❡✐r − ln[GG(xn)] ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ γ = 1 ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r β ✐s✱ t❤❡ s♣❛rs❡r p(xn)
❜❡❝♦♠❡s✳ ❲❤❡♥ β = 1 ✐s s❡t✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r γ ✐s✱ t❤❡ ❤❡❛✈✐❡r t❛✐❧ ♦❢ p(xn) ❜❡✲
❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ❛♥❞ γ ❝❛♥ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝
r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❝❛s❡s 0 < β < 1✱ ✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ❡♥❢♦r❝❡ s♣❛rs✐t②✱ ❜✉t ✉♥✲
❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐ts − ln[GG(xn)] ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡①✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ β = 1 ❛♥❞
♣r♦♣❡r γ✱ t❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ DE(x|γ, β) ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♣r♦♠♦t❡ s♣❛rs✐t②
❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts − ln[GG(xn)] ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✲
✈❡① ❛s ✇❡❧❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ P❉❋ ♦❢ s♣❛rs✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✹
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ DE(x|γ, β) ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
β = 1 ❛s t❤❡ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥✜♥❡ t❤❡ ♥♦♥✲
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ≥ 0✱ s✐♥❝❡ t❤❡ DE(x|γ, β) ♠♦❞❡❧ ✐s
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋♦r ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs θ = [θ1,θ2]
T ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ θ1 = [σ2e , σ

2
ξ ]
T ✱ θ2 =

γ✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ②✐❡❧❞s p(θ) =
p(σ2e) p(σ

2
ξ ) p(γ)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ❏❡✛r❡②s

♣r✐♦rs ❬✻✸❪ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(σ2e) ∼
1

σ2e
, p(σ2ξ ) ∼

1

σ2ξ
, p(γ) ∼ 1

γ
. ✭✻✳✼✮

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❏❡✛r❡②s ♣r✐♦rs ✐s✱ t❛❦✐♥❣ p(γ) ∼ 1
γ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

❏❡✛r❡②s ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ γ✱ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❜r✐♥❣ ✐♥ ♦t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❢♦r ❣♦♦❞ ✉s❡✳

✻✳✸ Pr♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ❝r✐✲

t❡r✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✶✹✱ ✹✾✱ ✶✵✺✱ ✹❪ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡✲
r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❊q✳✭✻✳✷✮✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❏▼❆P ❬✹❪ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡
❏▼❆P ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥
❊q✳✭✹✳✺✽✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣s ✐♥t♦ t❤❡ ❊q✳✭✻✳✷✮✿ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(y|x,θ1) ✐♥ ❊q✳✭✻✳✶✮✱ t❤❡ s♣❛rs✐t②

✶✷✺
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P❘■❖❘

❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r p(x|θ2) ✐♥ ❊q✳✭✻✳✻✮✱ ❛♥❞ ❏❡✛r❡②s ♣r✐♦rs p(θ) ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥
❊q✳✭✻✳✼✮✳ ❇② ♦♠✐tt✐♥❣ tr✐✈✐❛❧ ✈❛❧✉❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿





(x̂, θ̂) = argmin
(x,θ)

{J (x,θ)}

J (x,θ) =
1

2σ2ξ
‖y −Cx− σ2e 1a‖2

︸ ︷︷ ︸
Likelihood

+ γ ‖x‖1︸ ︷︷ ︸
Sparse prior

+
N

2
ln σ2ξ −N ln γ

︸ ︷︷ ︸
Hyperparameter prior

s✳t✳x � 0, σ2e � 0, σ2ξ � 0, γ � 0

,

✭✻✳✽✮
✇❤❡r❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs θ = [σ2e , σ

2
ξ , γ]

T ❀ y ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs ỹ ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✶✵✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ J (x,θ)✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ℓ1 s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ γ ♣❡r❢♦r♠s ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ r❡st t❡r♠s ❛r❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦rs p(ξ)✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣❛rs❡ ♣r✐♦r p(x|γ)✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱
t❤❡ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✻✳✽✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t γ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥❡✐t❤❡r t♦♦
❜✐❣ ♥♦r t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡r ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝❛♥ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳ ❋♦r ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳✭✻✳✽✮✱ ✇❡ ✉s❡
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s✿ ✇❡ ✜rst ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ x✱ t❤❡♥ ❛t ❛♥②
✐t❡r❛t✐♦♥ ❦✰✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ❢♦r θ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ J (x̂(k),θ) ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ θ✳ ❆t t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡ x ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

J (x, θ̂
(k)
) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉♥t✐❧ J (x,θ) ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ✹ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✿

❼ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ σ2ξ ❛♥❞ σ2e ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❼ ❆♣♣❧②✐♥❣ ℓ1 ♥♦r♠ ♦❢ ‖x‖1 ❡♥❢♦r❝❡s s♣❛rs✐t② ♦❢ x✱ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s✉♣❡r
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❼ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ γ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ ♠♦r❡✲
♦✈❡r✱ γ t❛❦❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❞♦❡s
✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✽✮✳

❼ x ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ♦r ❙◆❘✳

✶✷✻



Pr♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ❝r✐t❡r✐♦♥

✻✳✸✳✶ ❆❧t❡r♥❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s

❋♦r t❤❡ ❏▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✻✳✽✮✱ ✇❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs x ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿





θ̂
(k)

= argmin
(θ)

{J (x̂(k),θ)}

x̂(k+1) = argmin
(x)

{J (x, θ̂
(k)
)}

, ✭✻✳✾✮

✇❤❡r❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ θ = [σ2e , σ
2
ξ , γ]

T ✳ ❚❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ x = 0✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ σ2ξ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

σ̂2ξ
(k)

= tr {R̂z} − ‖x̂(k−1)‖1 −Mσ̂2
(k−1)

e , ✭✻✳✶✵✮

✇❤❡r❡ R̂z ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✹✳✻✮✱ ❛♥❞ tr (R̂z) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r
♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣♦✇❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞
♣♦✇❡r tr (R̂z) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ‖x‖1✱ t♦t❛❧ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡rs Mσ2e ❛t
▼ s❡♥s♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡rs ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σ2ξ ✳

❆❢t❡r ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ x̂(k) ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡

st❡❡♣❡st ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs θ̂
(k)

=

[σ̂2e
(k)
, σ̂2

(k)

ξ , γ̂(k)]T ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

x̂(k) = x̂(k−1) + µ∇J(x, θ̂(k)
) , ✭✻✳✶✶✮

✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ st❡♣ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✜①❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡✱ ♦r ♦♣t✐♠❛❧❧②
s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣❛♣❡r ❬✼✶❪✳ ❙✐♥❝❡ x ≥ 0✱ ‖x‖1 =

∑N
n=1 xn✱ t❤❡

❣r❛❞✐❡♥t ∇J(x, θ̂(k)
) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

∇J(x, θ̂(k)
) = − 1

σ̂2
(k)

ξ

C†(y −Cx̂(k−1) − σ̂2e
(k)
1N) + γ̂(k)1N . ✭✻✳✶✷✮

❲❤❡♥ θ̂
(k)

= [σ̂2e
(k)
, σ̂2

(k)

ξ , γ̂(k)]T ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ❏▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✽✮
✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇ t♦♦❧❜♦① ❙❡▼✉❉✐
❬✶✵✾❪✳

✶✷✼



✻✳✸✳✷ ✲ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

✻✳✸✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❊q✳✭✹✳✺✽✮✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❊q✳✭✻✳✽✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

α = 2σ2ξ γ , ✭✻✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t α ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ σ2ξ ❛♥❞ γ✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ ●❛✉s✲

s✐❛♥ ♣r✐♦r ✐♥ ❊q✳✭✻✳✺✮ ✐♥ ✻✳✷ ✐s ✉s❡❞ ✭γ = 1
2σ2

x
✮ ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ α =

σ2
ξ

σ2
x
♠❡❛♥s

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧✲t♦✲✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❛t✐♦✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ α ❡q✉❛❧s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
♦❢ ❙◆❘✳ ❖✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ♣❛♣❡r ❬✷✻❪✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✽✮✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r✳

✻✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

✭❛✮ ✭❜✮
■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❛✮ ❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪ ✭❜✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s✳ ❚♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❇✉t ✇❡ s❤♦✉❧❞ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❇❋✱
❉❆▼❆❙✱ ❈▲❊❆◆✱ ❈▼❋✱ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ st❛t✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭♥♦ ❡♥❣✐♥❡ ♥♦✐s❡✮✱ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡
s❡♥s♦r ❛rr❛② ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✶✻✵❦♠✴❤ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧

✶✷✽



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

❙✷❆ ❬✽✻❪✳ ❖♥❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤✐s ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡rs ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❛r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❝❛r
♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲✇❛② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ✐ts ❛❝♦✉st✐❝ ❝♦♠❢♦rt t♦ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡rs✲❜②✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✹✳✼✳ ■♥ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ M = 64 ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❡♥s♦rs ❧♦❝❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ d = 2♠ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s✐③❡ ♦❢ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳ D = 4.50♠
✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ c0 ≈ 340♠✴s
✐s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐r✳ T = 10000 ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣s✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✷✭❛✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❛♥❞ ✺ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s✱ s♣❛❝❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✵❝♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❖r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x∗ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❬✵✳✵✽✱✷❪ ✭❬✲✶✵✳✸✱✸✳✼❪❞❇✮ ❛♥❞ ✶✹❞❇ ❞②✲
♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ✐s s❡t σ2e = 0.86 ✭✲✵✳✼❞❇✮✱ t❤✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
❙◆❘ ✐s ✵❞❇✳ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱
∆p = 5❝♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ 100× 150 cm2 s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡
♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ ✐s ♦❢ 21× 31 ♣✐①❡❧s✳ ❙✐♥❝❡ t♦t❛❧ ❣r✐❞ ♥✉♠❜❡r N = 651 ✐s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r K = 23✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s ❛♥❞ t❤❡✐r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛r❡ ❜♦t❤ ❑✲s♣❛rs✐t② s✐❣♥❛❧s✳

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐♠✲
❛❣❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠❛❦❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②
✇❡ ❢✉rt❤❡r ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛t ❢❂✷✺✵✵❍③
❛♥❞ ❙◆❘❂✵❞❇✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✷✭❜✮✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❬✷✺❪ ♠❡t❤♦❞ ♠❡r❡❧② ❣✐✈❡s
❛ ✈❡r② ❜❧✉rr❡❞ r❡s✉❧t ♦❢ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✭∆B ≈ 31❝♠ ❛t ✷✺✵✵❍③✮✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✷✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❉❆▼❆❙ ❬✶✽❪
✇✐t❤ ✺✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✺✵✵✵✐✮ ❛♥❞ ❈▲❊❆◆ ❬✶✷✸❪ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❉❆▼❆❙ ♦♠✐ts t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✶✮✳ ❆s ❢♦r
❈▲❊❆◆✱ ✐t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s✉❜tr❛❝ts t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s✉❧t ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✷✭❜✮✱ ❜✉t ❈▲❊❆◆ ♠✐❣❤t ♥♦t ❡❛s✐❧② ❞❡t❡❝t t❤❡
✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ✇❤♦s❡ ♣♦✇❡rs ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❤❛✈❡ t♦
❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❜② ❈▲❊❆◆✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✷✭❡✮✱ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❬✶✽❪ r❡♠♦✈❡s t❤❡
♥♦✐s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ r♦✉❣❤❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡✱ ❜✉t ✐t ❧♦s❡s s♦♠❡
♦❢ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✱ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ r❡♠♦✈❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞✐str❛❝ts ❜♦t❤
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❈▼❋ ❬✶✷✽❪ ❛✐♠s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❜♦t❤ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① Rz ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✮ ✉♥❞❡r
t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✷✭❢✮✱ ❈▼❋ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r

✶✷✾



✻✳✸✳✷ ✲ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ✶✹❞❇ ♣♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❛t ✷✺✵✵❍③✱
r❡❛❧ σ2

e = 0.86✱ ❙◆❘❂✵❞❇ ❛♥❞ ✶✺❞❇ ❞✐s♣❧❛② ✿ ✭❛✮ ✺ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡s
✭❜✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❝✮ ❉❆▼❆❙ ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✮ ❈▲❊❆◆✳ ✭❡✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙
✭✺✵✵✵✐✮ ✭❢✮ ❈▼❋ ✭❣✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ✭❤✮ Pr♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

❛♥❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛❧s♦ ❢❛✐❧s t♦ ✜♥❞ ✇❡❛❦
s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❈▼❋ ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❈▼❋✱
t❤❡ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❬✸✹❪ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✷✭❣✮ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ❙❈✲
❘❉❆▼❆❙ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ ❛♥❞ ✐t
❛❧s♦ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳
❇✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ st✐❧❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❜♦t❤ ❈▼❋ ❛♥❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙
❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ t♦♦❧❜♦① ❙❡▼✉❉✐ ❬✶✵✾❪✳

■♥ ❋✐❣✳✻✳✷✭❤✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ♠✉❝❤ ❜❡t✲
t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r
t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥♦t ♦♥❧② ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r
♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡t❡❝ts t❤❡ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s str♦♥❣ s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r t❤❡
❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s✱ ✐t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❝♦♥str✉❝ts ❜♦t❤ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡rs ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s
✶✹❞❇✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✶❝♠✮ ❬✷✺❪✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ✺❝♠ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♣✲
♣❧②✐♥❣ DE(x|γ, β) s♣❛rs❡ ♣r✐♦r ✐♥ ❊q✳✭✻✳✻✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❉❆▼❆❙✱
❉❘✲❉❆▼❆❙ ❬✶✽❪ ❛♥❞ ❈▲❊❆◆ ❬✶✵✷❪✮✳ ❚❤✐s ✐s ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s σ2e ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σ2ξ ✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s
t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❏▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❊q✳✭✻✳✽✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡
❛❞❛♣t✐✈❡♥❡ss ♦❢ s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❈▼❋ ❬✶✷✽❪ ❛♥❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙
❬✸✹❪✮✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ❛s t❤❡
s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❛♣t✐✈❡❧②
❡st✐♠❛t❡s γ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤✐❣❤ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡rs✱ ❡✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❙◆❘ ❝❛s❡✳

❚❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ✭θ = [σ2e , σ
2
ξ , γ]

T ✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦✛❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r❡s✉❧ts✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ✐s σ̂2e = 0.86✱ ❛❧♠♦st
t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ σ2 = 0.86✳ ❆♥❞ σ̂2ξ = 0.69 ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡❞ r❡s✉❧t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♥♦t ✈❡r② ♦❜✈✐♦✉s✱ ❜✉t ✐♥❞❡❡❞✱ σ̂2ξ = 0.69 ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ σ2e = 0.86✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ̂ ✐♥ t❤❡ s♣❛rs❡
♣r✐♦r ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s γ̂ = 0.72✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✶✱ ♣❛r❛♠❡t❡r
0 < γ̂ < 1 ♠❛❦❡s DE(x|γ, β) ♠♦❞❡❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ s♣❛rs❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❤❡❛✈✐❡r t❛✐❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱
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✻✳✸✳✷ ✲ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

s♦ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜♦t❤
t❤❡ s♣❛rs❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡s
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ x ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

❚♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✈❛❧✐❞❛t❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✱ ❚❛❜❧❡
✻✳✷ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①
s♦✉r❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r
♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δi✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ∆x∗ ❛♥❞ δi✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t
♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♥♦t ♦♥❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡t❡❝ts ❡❛❝❤ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡s s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ✐♥
✈❡r② ♣♦♦r ❙◆❘ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡r✲
r♦r ∆x∗✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ1✱ δ2 ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ❝r♦ss✲
s♣❡❝tr✉♠ σ̂2

e ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇✱ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✶✹❞❇✱ ❛ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✬✲✬ ♠❡❛♥s
✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✵✳✵✽ ✵✳✶✽ ✵✳✾✽ ✵✳✺✵ ∆x∗ δ1 δ2 σ̂2
e ✭σ

2
e = 0.86✮
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❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ P♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ❜② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ∆p∗ ❛t
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P♦s✐t✐♦♥ ✭✲✵✳✾✱✶✮ ✭✲✵✳✻✱✵✳✼✺✮ ✭✲✵✳✸✱✶✮ ✭✲✵✳✻✱✶✳✸✮ ∆p∗
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❏▼❆P ✭✲✵✳✾✱✶✮ ✭✲✵✳✻✱✵✳✽✮ ✭✲✵✳✸✱✶✮ ✭✲✵✳✻✱✶✳✸✮ ✵✳✵✵✶

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♥♦✐s❡ ❧❡✈✲
❡❧s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
r❡s✉❧t ❜❛s❡❞ ♦♥ ✶✺ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst❧② ✇❡ ✜① t❤❡ ❢❂✷✺✵✵❍③✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✸✱ t❤❡
♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs δi ✇✐t❤ i = 1, 2 ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ P♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❜② ♣♦✇❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ∆x∗ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❙◆❘❂✵❞❇✱ ❛ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✬✲✬ ♠❡❛♥s ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✷✳✵✵ ✷✳✵✵ ✷✳✵✵ ✷✳✵✵ ✷✳✵✵ ✷✳✵✵ ∆x∗
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ1
❛♥❞ δ2 ✈❡rs✉s ❙◆❘ ❬✲✻✱✶✽❪❞❇ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❢❂✷✺✵✵❍③ ✭❛✮ δ1 ❱❙ ❙◆❘ ✭❞❇✮ ❛♥❞ ✭❜✮ δ2
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ δ1
❛♥❞ δ2 ✈❡rs✉s ❬✶✻✵✵✱✷✻✵✵❪❍③ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❙◆❘❂✸❞❇✿ ✭❛✮ δ1 ✭❞❇✮ ❱❙ ❢ ✭❍③✮ ❛♥❞ ✭❜✮
δ2 ✭❞❇✮ ❱❙ ❢ ✭❍③✮✳
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✻✳✸✳✷ ✲ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❙◆❘∈ [−6, 18]❞❇✱ ❛♥❞ ✐t s❤♦✇s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ♦❢ t❤❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r②
r♦❜✉st t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s
❢r♦♠ ✲✻❞❇ t♦ ✶✽❞❇✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ✈❡r② ♣♦♦r ❙◆❘ ❝❛s❡s✱ ✐t st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ✈❡r②
s♠❛❧❧ δ1 ❛♥❞ δ2✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✜① t❤❡ ❙◆❘❂✸❞❇✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✹✱ δi ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f ∈ [1600, 2600]❍③✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❡①❝❡❡❞s t❤❡
♦t❤❡rs ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳

✻✳✺ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ✭❛✮ ❋r♦♥t❧♦♦❦ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥
✭❜✮ ❖✈❡r❧♦♦❦ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❘❡♥❛✉❧t ❙❆❙ ❬✽✻❪
❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✽ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✹✳ ❚❤✐s ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛r s✉r❢❛❝❡✱
❛♥❞ ✐t ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❘❡♥❛✉❧t ❝❛rs tr❛✈❡❧ ❢❛st ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲
✇❛②✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪✱
♦❜❥❡❝t ✈❡❤✐❝❧❡✱ ◆❯❆ ❛rr❛② ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❝♦✉st✐❝
s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st s❛t✐s✜❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r s✐❞❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❉❂✹✳✺♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r ❛♥❞ ❛rr❛② ♣❧❛♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ st❡♣ ✐s s❡t ❜②
∆p = 5cm✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❝❛r s✐❞❡ ✐s ♦❢ ✶✳✺× ✺ m2 ✭✸✶×✶✵✶ ♣✐①❡❧s✮✱ ❛♥❞
✇❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✿ ✶×✶✳✺ m2 ✭✷✶×✸✶
♣✐①❡❧s✮✳ ❖♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❚❂✺✷✹✷✽✽ s❛♠♣❧✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣

✶✸✹



❘❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❢r❡q✉❡♥❝② fs❂✷✳✺✻×104 ❍③✳ ❲❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥t♦ ■❂✷✵✹ ❜❧♦❝❦s
✇✐t❤ ▲❂✷✺✻✵ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s ❬✷✹✵✵✱✷✻✵✵❪❍③✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❇ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✶✵❞❇ s♣❛♥✳

❋♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ τn,m ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ rn,m ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡
❛♣♣❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ t♦ ♠❛❦❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r τ−n,m ❛♥❞ r−n,m ✐♥
❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s−n t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆ ❛♥❞ ❇✳

✻✳✺✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ✐s σ̂2e = 25✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s σ2ξ = 0.83✱ t❤❛♥❦s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ s✉❝❤ ❛s r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❆♥❞
t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✐♥ DE(x|γ, β) ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s γ̂ = 0.33✱
❛♥❞ t❤✐s s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ✐♥s✉r❡ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✇✐t❤
✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳

❋♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛r s✐❞❡ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❛✮✱ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢
❋✐❣✳✻✳✻✭❜✮✲✭❣✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❜✮✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❬✷✺❪ ❤❛r❞❧② ♦❜t❛✐♥s ❛ ❝❧❡❛r
✐♠❛❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ ✐t ❥✉st ❣✐✈❡s ❛ ✈❡r② ❝♦❛rs❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ str♦♥❣ ♣♦✇✲
❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧✱ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧✳ ■♥
❋✐❣✳✻✳✻✭❝✮✱ ❉❆▼❆❙ ❬✶✽❪ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐♠❛❣❡✱
❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡rs ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❧✐❣❤t✱ ❢r♦♥t ❝♦✈❡r ❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐♥❞♦✇s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❉❆▼❆❙ ❛❧s♦ ❣❡ts ♠❛♥② ❢❛❧s❡ t❛r❣❡ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❛r s✉r❢❛❝❡✳ ■♥
❋✐❣✳✻✳✻✭❞✮✱ t❤❡ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❬✶✽❪ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢❛❧s❡ t❛r❣❡ts ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❝❛r✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ r❡♠♦✈❡s t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛♥❞ ❜❛❝❦
✇❤❡❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✭❡✮ s❤♦✇s t❤❛t ❈▲❊❆◆ ❬✶✷✸❪ ♦✈❡r❝♦♠❡s ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡
❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❉❘✲❉❆▼❆❙✱ ❜✉t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ str♦♥❣ ♥♦✐s❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡
❣r♦✉♥❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❡t ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❈▲❊❆◆ ❢♦r
❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❢✮✱ t❤❡ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❬✸✹❪ ♦❜t❛✐♥s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡t✲
t❡r r❡s✉❧t t❤❛♥ t❤❡ ❈▲❊❆◆✱ ❜✉t ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r ❜♦❞② ❛r❡ st✐❧❧
♥✉♠❡r♦✉s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✭❣✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♥♦✐s❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞
s♦✉r❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✳ ■t r❡✲
♠♦✈❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢❛❧s❡ t❛r❣❡ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛✐r✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ♦❢
t❤❡s❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✲

✶✸✺



✻✳✺✳✶ ✲ ❘❡s✉❧ts ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛
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❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧ ❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✳ ❋✐❣✳✻✳✽✭❜✮ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❈▲❊❆◆ ❣r❡❛t❧② ❛♠❡❧✐♦r❛t❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t s❤♦✇s ♠❛♥② ✉♥❡①♣❡❝t❡❞
s♣♦ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r ❜♦❞②✳ ❚❤❡ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✽✭❝✮ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ❈▲❊❆◆✱ ❛♥❞ ✐t ❣❡ts ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧✱ ❜✉t ✐t ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❈▲❊❆◆✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✽✭❞✮ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡①tr❛❝ts ♠♦r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♦✉r❝❡
♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✇❡rs t❤❛♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡
♠✐rr♦r ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧✳

✻✳✻ ❘❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥
r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ✇✐♥❞ ✢♦✇ ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ✈❡r✐❢② ♦✉r ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❛❧ s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ s❡t ♦♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s s♦✉r❝❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❛✬✮✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t
t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ r❡tr✐❡✈❡ ❜♦t❤ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
r❡❛❧ s♦✉r❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✳ ■❢ t❤❡s❡ ❦♥♦✇♥ s②♥t❤❡t✐❝
s♦✉r❝❡s ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✾✳

❋✐✈❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s
s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❛✬✮✳ ❚❤❡✐r ♣♦✇❡rs ❛r❡ ❛♠♦♥❣ ❬✲✹✳✺✱✵❪❞❇✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ✐s ✷✺✵✵❍③✳ ❚❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳✻✳✻✭❜✮✲✭❣✮ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ✜❣✳✻✳✻❜✬✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❛✐♥❧② s❤♦✇s t❤❡ str♦♥❣
s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐t r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♣♣❛r❡♥t ♦✈❡r❧❛♣s ♦❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♣♦✇❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s ✐♥
t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❜❡✲
❢♦r❡❤❛♥❞✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❝✬✮ ❛♥❞ ✭❞✬✮✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❉❆▼❆❙ ❛♥❞ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❢❛✐❧ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s❡♥s✐t✐✈❡✲
♥❡ss t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❡✬✮ ❛♥❞ ✭❢✬✮✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❈▲❊❆◆ ❛♥❞
❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ♦✛❡r ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦st ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞
t❤❡② ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡
♦❢ ❋✐❣✳✻✳✻✭❡✮ ❛♥❞ ✭❢✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❈▲❊❆◆ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝ts ♠❛♥② ❛rt✐❢❛❝ts ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝❛r ❞✉❡ t♦ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙

✶✸✾



✻✳✺✳✷ ✲ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ ❞❛t❛

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧
❞❛t❛ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✳

■♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❣✬✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡t❡❝ts ❛❧♠♦st
❛❧❧ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ✐t ♦❜t❛✐♥s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r
♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❢♦r t❤❡
♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡tt❡r r❡❝♦♥str✉❝ts
❜♦t❤ t❤❡ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✱ ❛♥❞ ✇❡❛❦
♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❝♦✈❡r ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❣✬✮ ✐s
✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❣✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛ ❜❡tt❡r ♥♦✐s❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞
❧❛r❣❡r ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡rs✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ st❛t❡✲
♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳

❇✉t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❣✮✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡
❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❣✬✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
♦♥❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r
❜♦❞②✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❜✮✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞
❞❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✳✻✳✻✭❜✬✮ ❤❛✈❡ s✉✛❡r❡❞ t❤❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✱ s✐♥❝❡ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ s✐❞❡❧♦❜❡s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥❧♦❜❡s ♦❢ r❡❛❧ s♦✉r❝❡s✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❙♦ t❤❛t s❤❛❞♦✇ s♦✉r❝❡s ❛r❡
✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❜♦tt♦♠✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣
♣♦✇❡rs ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✻✳✽✮ ✐s ♥♦t ❛
❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s♠❛❧❧ ❢❛❧s❡
❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✳ ❇✉t ♣r♦♣♦s❡❞ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤
st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❤②❜r✐❞
❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r r❡❝♦✈❡r② ♦♥ t❤❡ r❡❛❧
❞❛t❛✳

✻✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ r♦❜✉st ❇❛②❡s✐❛♥ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛
❛ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ❢♦r s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ s✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❛♥❞
r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✳

✶✹✵



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡✿

❼ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❛♥❞ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r✐♦r t♦ ✐t✳

❼ ❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❼ ❋♦r t❤❡ s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ ✇❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ β = 1 ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
❛♥❞ ♣r♦♣❡r γ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳

❼ ❋♦r t❤❡ r♦❜✉st ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ str♦♥❣ ♥♦✐s❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡
γ✱ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs
✈✐❛ t❤❡ ❏▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✳ ❋✐rst❧②✱ ✈❛r✐♦✉s s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥s ✺❝♠ ✭∆B = arg tan ∆p

D ≈
0.6◦ ✮ s✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✶✹❞❇ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥s ✐♥ ✵❞❇ ❙◆❘ ❝❛s❡s ❢♦r ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡♥
✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✲
t❡❝t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ ♠✐rr♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠s t❤❛t
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥♦t ♦♥❧② ✇❡❧❧ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❦♥♦✇♥ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s✱
❜✉t ❛❧s♦ ♦✛❡rs ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ♦r ❙◆❘ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s
♦❢ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✳

✶✹✶



✻✳✺✳✷ ✲ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞ ❞❛t❛

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳

▼❡t❤♦❞s ❈❇❋ ❈▲❊❆◆ ❉❆▼❆❙ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❈▼❋ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❏▼❆P

❘❡s♦❧✉t✐♦♥s ▲♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤❡r

❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥❣❡ ◆❛rr♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❲✐❞❡ ❲✐❞❡ ❲✐❞❡

◆♦✐s❡ ❘♦❜✉st ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ◆♦r♠❛❧ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▲❡❛st ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r

❙❛♠♣❧❡s ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ▼♦r❡ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧

❙♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ◆♦ ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞ ◆♦

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ✐♥ ❊q✳✭✻✳✽✮ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♥❢r♦♥ts t❤❡ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤
✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛❧t❡r♥❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✻✳✾✮ ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✳ ❇✉t ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣♦✇❡r
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✻✳✶✵✮ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t
♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ st✐❧❧ tr❛❝t❛❜❧❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ t✇♦ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

❼ ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✿ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t✐♠❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✳

❼ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✿ t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❛♣♣❧② t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦rs ♦♥
t❤❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❱❇❆✮ ❢♦r t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✶✹✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✳

❼ ❏✬❛✐ ❞❡✉① ❛✐❞❡s ✜❞è❧❡s ✿ ♠❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t ♠❡s ❞❡✉① ♠❛✐♥s✳

▼✐❝❤❡❧ ❊②q✉❡♠ ❞❡ ▼♦♥t❛✐❣♥❡

✶✹✸





7
✷❉ ■♥✈❛r✐❛♥t ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P♦✇❡r

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛
❛ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r♦❜✉st ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❉♦✉❜❧❡
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ s♣❛rs❡ ♣r✐♦r t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
s✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇✲
❡rs✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡
❏▼❆P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ▼❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r
❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮ r❡q✉✐r❡s tr❡♠❡♥❞♦✉s ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞✉❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
r❡❛s♦♥s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤✐s ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ✉s✲
✐♥❣ ❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ s♦ t❤❛t tr❡♠❡♥❞♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
♦❢ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❖✇✐♥❣
t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲❙②♠♠❡tr✐❝ ❚♦❡♣❧✐t③ ❇❧♦❝❦ ❚♦❡♣❧✐t③ ✭❙❚❇❚✮ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✭s✐③❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s✮ ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐t❡♠s ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r♦✇ ♦❢ C✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧✱
t✇♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✿

❼ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❞ sq✉❛r❡
s✐③❡❀ ❢✉rt❤❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✈❡❝t♦rs❀

✶✹✺



❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ✷❉ ■◆❱❆❘■❆◆❚ ❈❖◆❱❖▲❯❚■❖◆ ▼❖❉❊▲ ❖❋ P❖❲❊❘
P❘❖P❆●❆❚■❖◆

❼ ❍❛r❞✇❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✬♠❛♥②✲❝♦r❡✬ ♣r♦❝❡ss♦r s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●r❛♣❤✲
✐❝s Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t ✭●P❯✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ●P❯✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡
✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✹ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✼✳✶ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✈✐❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥

❍❡r❡ ✇❡ ✜rst❧② r❡✈✐❡✇ ♦✉r ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✸ t♦ ❈❤❛♣t❡r
✺✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❬✶✽✱ ✹✸❪❀
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ ♦♠♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ✉♥✐t❛r② ❣❛✐♥❀ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛t
t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❲❤✐t❡ ◆♦✐s❡ ✭❆●❲◆✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✮❀ ❝♦♠♣❧❡① r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ✇✐♥❞
t✉♥♥❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

✭❛✮✳ ✭❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ✭❛✮✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧❬✷✾❪ ♦❢
❋✐❣✳✸✳✼✳ ✭❜✮✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ♦❢ ❋✐❣✳✸✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡
t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛② ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ ✇❤❡r❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞

✶✹✻



❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✈✐❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇✳ ❖♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ K ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗ = [s∗1, · · · , s∗K ]T ❛t ✉♥❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s P∗ = [p∗

1, · · · ,p∗
K ]

T ✱
✇❤❡r❡ p∗

k ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ kt❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s∗k✱ ♥♦t❛t✐♦♥
(·)∗ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦r (·)T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡✳
❖♥ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r M ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❛t ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s
P̄ = [p̄1, · · · , p̄M ]T ✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ◆
❣r✐❞s ❛t ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s P = [p1, · · · ,pN ]

T ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦✉r❝❡s s∗ s♣❛rs❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡ ♦♥ t❤❡s❡ ❣r✐❞s✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ N > M > K ❛♥❞
P ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ P∗✳ ❲❡ t❤✉s ❣❡t N ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s = [s1, · · · , sN ]T
❛t ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥s P✱ s❛t✐s❢❛②✐♥❣ sn = s∗k, ❢♦rpn = p∗

k; sn = 0 ♦t❤❡rs✳ ❙✐♥❝❡
❑<<◆✱ s ✐s ❢✉❧❧ ♦❢ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❑✲s♣❛rs✐t② ✐♥
t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t s∗ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❑✲s♣❛rs✐t②
s✐❣♥❛❧ s✳ ❆♥❞ p∗

k ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pn✱ ✇❤❡r❡ sn ✐s
♥♦♥✲③❡r♦✳

✼✳✶✳✶ ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✸✳✹✳ ❋♦r t❤❡mt❤ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡
✇✐t❤ m ∈ [1, · · · ,M ]✱ t❤❡r❡ ❛r❡ T s❛♠♣❧✐♥❣s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t✐♠❡
❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡s❡ T t❡♠♣♦r❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ I ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤
L s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳ ❲❡ ♥♦t❡ zi,m(t) ❛s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡
it❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✭i ∈ [1, · · · , I]✮ ❛t t❤❡ mt❤ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
t✐♠❡ t ∈ [(i− 1)L+ 1, · · · , i L− 1]✱ ❛♥❞ t♦t❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ✐s ♥♦t❡❞ ❜②
T = I × L✳ ❙✐♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❢ ✇✐❞❡✲❜❛♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧②
t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ tr❡❛t ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧s zi,m(t) ❛t ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ L ♥❛rr♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s fl
✭❧∈ [1, · · · , L]✮✳ ▲❡t zi(fl) = [zi,1(fl), · · · , zi,M(fl)]

T ❞❡♥♦t❡ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥✱ t❤✉s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♦♠✐t fl ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❚❤✉s
zi ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❬✶✷✸✱ ✶✽✱ ✷✾❪ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ❛s

zi = A(P) si + ei ,

✇❤❡r❡ A(P) = [a(p1) · · · a(pN)]✱ A(P) ∈ CM×N ❝♦♥s✐sts ♦❢ N st❡❡r✐♥❣
✈❡❝t♦rs ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✵✮ ✇✐t❤ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ρ = 0 ❛s✿

a(pn) =

{
1

rn,1
exp [−j(2πflτn,1)] , · · · ,

1

rn,M
exp [−j(2πflτn,M)]

}T

,

✇❤❡r❡ rn,m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ ♥ t♦ s❡♥s♦r ♠✱ τn,m ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ rn,m✳ ❋♦r rn,m✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

✶✹✼



✼✳✶✳✷ ✲ ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛✉t❤♦rs✬ ♣❛♣❡r ❬✷✾❪✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ a(pn) ✐s s❤♦rt ❛s an
❛❢t❡r✇❛r❞s✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ✐s ❛ ❧✐♥✲
❡❛r ❜✉t ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭▼<◆✮ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❑✲s♣❛rs✐t②
s✐❣♥❛❧ s✳

✼✳✶✳✷ ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❇❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝
♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❬✷✺✱ ✶✽✱ ✷✾❪✿

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳✭✺✳✹✮✿

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ξ ✐♥
❊q✳✭✺✳✹✮✳

y = Cx+ σ2e 1a + ξ

✇❤❡r❡ y = {yn}TN ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r❀ yn ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✲
t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❛t ❣r✐❞ ♥✳ ❆♥❞ y = Ã† E[zz†] Ã
❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✱ ✇❤❡r❡ Ã = [ã(p1) · · · ã(pN)]✱
Ã(P) ∈ CM×N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ã(pn) =

an
||an||22

✱

♦♣❡r❛t♦r (·)† ❞❡♥♦t❡s ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡✱ E[·] ❞❡♥♦t❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ E[zz†] ≈ 1

I

∑I
i ziz

†
i ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ x = diag {E[ssH ]}

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ diag{·} ❞❡♥♦t❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧

✶✹✽



❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✈✐❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

✐t❡♠s❀ t❤✉s x ✐s ❛ s✐❣♥❛❧ ❛s ❑✲s♣❛rs✐t② ❛s s✳ ❆♥❞ σ2e ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
✐✳✐✳❞ ❆●❲◆ ♥♦✐s❡s e✳ ◆♦t❛t✐♦♥ 1a = [ 1

‖a1‖2 , · · · ,
1

‖aN‖2 ]
T r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦✐s❡

❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞s✳ C = {ci,j}N×N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ci,j =
‖aHi aj‖22
‖ai‖22

=

∣∣∣∣∣
1

∑M
m=1

1
r2im

M∑

m=1

1

rim rj m
e− 2π fl(τj m−τim)

∣∣∣∣∣

2

, ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ ai ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮❀ rim ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠
it❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ✭❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pi ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✮ t♦ t❤❡
mt❤ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡❀ fl ❞❡♥♦t❡s t❤❡ lt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥❀ M ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳ rim ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ it❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
✭❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pi ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✮ t♦ t❤❡mt❤ s❡♥s♦r❀ fl ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ lt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥❀ M ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs❀ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡
τj m =

rj m
c0

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡❞✐❛✱ ✇✐t❤ c0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✼✳✶✮✱ ✐t ②✐❡❧❞s 0 ≤ ci,j ≤ 1 ❛♥❞ ci,i = 1✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ci,j ❝❛♥
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭%✮ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛② ❢r♦♠ t❤❡ jt❤
s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ it❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❙♦ t❤❛t ci,j ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥
❛s t❤❡ P♦✐♥t ❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛②✳ ❚❤✐s P❙❋ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛② t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ ci,j = δi,j ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ✐t ❞❡r✐✈❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s y = x+ σ2e 1a + ξ ❢r♦♠ ❊q✳✭✺✳✹✮✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✱ t❤❡ ♣♦✇❡r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊q✳✭✺✳✹✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❑✲s♣❛rs✐t② s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x✳

✼✳✶✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥

■♥ ❋✐❣✳✼✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇ ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❊q✳✭✺✳✹✮ ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠s✳
◆✲❧❡♥❣t❤ ✈❡❝t♦r x ❛♥❞ N ×N ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ❝❛✉s❡ ❛ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ❤❡❛✈② ❛s O(N 2) t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
Cx✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t C ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ q✉❛s✐ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❚♦❡♣❧✐t③ ❇❧♦❝❦
❚♦❡♣❧✐t③ ♠❛tr✐① ✭❙❚❇❚✮✳ ❚❤❡s❡ ♠♦t✐✈❛t❡ ✉s t♦ ✉s❡ ❛ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

✶✹✾



✼✳✶✳✸ ✲ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✷✺✵✵❍③ ♦♥ ❊q✳✭✺✳✹✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✸✿ ✭❛✮ ▼❡❛s✉r❡❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣
♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ y0 ✭17× 27✮ ✭❜✮ P♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ✭459× 459✮ ✭❝✮ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
✐♠❛❣❡ x0 ✭17× 27✮✳

✇✐t❤ ❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ h t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ Cx ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✿

Cx ≈ h ∗ x0 , ✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡ x0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦r x❀
❛♥❞ h ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Nh ×Nh ✭N 2

h < N✮❀
♦♣❡r❛t♦r ∗ ❞❡♥♦t❡s ✈❛❧✐❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛tr✐① ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤♦s❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♣❛rts ✇✐t❤♦✉t ③❡r♦✲♣❛❞❞❡❞ ❡❞❣❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t
♠❛tr✐① ✐s t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✶❉
✈❡❝t♦rs x ❛♥❞ y ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮ ✐♥t♦ ✷❉ ♠❛tr✐① ❢♦r♠s x0 ❛♥❞ y0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② N = Nr × Nc ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❣r✐❞s✱ ✇❤❡r❡Nr ❛♥❞Nc ❞❡♥♦t❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♥✉♠❜❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♣r♦✈✐❞❡❞
Nr ≤ Nc ❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ Nr × Nc s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
✐♠❛❣❡ ❛s x0 = [xp,q] ✇✐t❤ p ∈ [1, · · · , Nr] ❛♥❞ q ∈ [1, · · · , Nc]✳ ❚❤❡♥ x0 ❝❛♥
❜❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r x ✐♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✲✜rst ♦r❞❡r ❛s
s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✳✼✳✽✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ xj ∈ x ❛♥❞ xp,q ∈ x0✱
yi ∈ x ❛♥❞ yp,q ∈ y0 ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s

{
xj = xp,q , j = p+ (q − 1)Nr

yi = yp,q , i = p+ (q − 1)Nr
✭✼✳✸✮

✇❤❡r❡ p ∈ [1, · · · , Nr] ❛♥❞ q ∈ [1, · · · , Nc]✳

■♥ ❊q✳✭✼✳✷✮✱ ♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ O(N 2) ✐♥t♦ O(N 2

h N)✱ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r
O(N log2N) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋❋❚✮ ✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥t♦ t✇♦ ✶❉✲
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s ❛s✿

h = h1 ∗ hT
2 , ✭✼✳✹✮

✶✺✵



Pr♦♣♦s❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❝✐t❡❞ ❢r♦♠ s✐t❡
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s♦♥❣❤♦✳❝❛✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✮✳

✇❤❡r❡ h1 ❛♥❞ h2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✶❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Nh×1✳
❙♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s Cx ❝❛♥ ❜❡
❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ O(2NhN)✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❖♣❡r❛t✐♦♥ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❙♣❡❡❞ ❣❛✐♥
▼❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ Cx O(N2) ✶
✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h ∗ x0 O(N2

h N) N/N2
h

✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h1 ∗ hT
2 ∗ x0 O(2NhN) N/2Nh

✼✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✐♥✲

✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s

❚❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧✉rr❡❞ ❇❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s
✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✭❛✲❜✮✿ s❛♠❡
s♦✉r❝❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ♦❢ P❙❋s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥✲
t❡r P❙❋ ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✐③❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦r♥❡rs ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
s✐③❡s✳ ❇✉t ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✭❝✮✱ ❛❧❧ t❤❡ P❙❋s ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡
❢❛r✲✜❡❧❞✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C

❬✻✼✱ ✺✹❪✳ ■♥ t❤❡ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ C ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐①

✶✺✶
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)

 

 

−1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

✭❜✮ −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

✭❝✮ −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✾ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s✱ ✵❞❇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ✶✺❝♠ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✷✳✺❝♠
❣r✐❞✱ ✶✷✵✵✵ ♣✐①❡❧s✱ ✻✹ s❡♥s♦rs✱ ✷✺✵✵❍③✱ ♥♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✱ ♥♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♥♦r r❡❢r❛❝t✐♦♥✿
✭❛✮✳ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ ✭❜✮✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t P❙❋ ✐♥ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝✮✳ ❆♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t P❙❋ ✐♥ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

C̃✱ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s D1✱ D2 ❛s✿ ✭❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮

C ≈ D1C̃D2 , ✭✼✳✺✮

✇❤❡r❡ D1 = Diag
[
r̄2i
]
❛♥❞ D2 = Diag

[
1
r̄2j

]
✇✐t❤ i, j ∈ [1, · · · , N ] ❞❡♥♦t❡

t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡❀ r̄i = 1
M

∑M
m=1 ri,m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠

t❤❡ it❤ s♦✉r❝❡ t♦ ❛❧❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs❀ ❛♥❞ c̃i,j ∈ C̃ ✐s

c̃i,j =
1

M 2

∣∣∣∣∣

M∑

m=1

ej
2π fl
c0

(ri,m−rj,m)

∣∣∣∣∣

2

, ✭✼✳✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ c̃i,j ✐♥ ❊q✳✭✼✳✻✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ci,j ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✮✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

yi = r̄2i

N∑

j=1

c̃i,j
xj
r̄2j

+ σ2e
1

||ai||2
+ ξi + ηi , ✭✼✳✼✮

✇❤❡r❡ η = [η1, · · · , ηN ]T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r✳ ❋♦r N
❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡s✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳✭✼✳✺✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ C ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❊q✳✭✺✳✹✮✱ ❊q✳✭✼✳✼✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠ ❛s✿

ỹ = C̃ x̃+ ǫ , ✭✼✳✽✮

✇❤❡r❡ ỹ = D−1
1 y ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ✇✐t❤

❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ D−1
1 ❀ ❛♥❞ x̃ = D2 x ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛t✲

t❡♥✉❛t✐♦♥ D2❀ ❛♥❞ ǫ = D−1
1 (σ2e 1a + ξ + η) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❡rr♦rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ r̄i ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✱
✇❡ t❛❦❡ x̃ ❛s x ❛♥❞ ỹ ❛s y ❢♦r s②♠❜♦❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✳

✶✺✷



Pr♦♣♦s❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐① C̃✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❊q✳✭✼✳✽✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛s✿

y = Hx+ ǫ , ✭✼✳✾✮

✇❤❡r❡ ♠❛tr✐① H ❞❡♥♦t❡s ✈❛❧✐❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ s❛t✐s❢②✐♥❣✿

[Hx]i = [h ∗ x0]p,q , i = p+ (q − 1)Nr , ✭✼✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ✐♥❞❡① [·]i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ it❤ ✐t❡♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r❀ ✐♥❞❡① [·]p,q r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
pt❤ r♦✇✱ qt❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐t❡♠ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①❀ Nr ❞❡♥♦t❡s r♦✇ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
♣❧❛♥❡✳ ❚♦ ❡①♣r❡ss ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ h✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r✐❛♥t
❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧②✲✐♥✈❛r✐❛♥t t✇♦ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝
♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✳✼✳✻✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✾✮✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❊q✳✭✺✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✳

✶✺✸



✼✳✷✳✷ ✲ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧

✼✳✷✳✶ ✷❉ s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐① C̃ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✽✮✱ s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧s ✐♥
❊q✳✭✼✳✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❬✺✻✱ ✺✼✱ ✽✾❪✿

h =

Nc∑

p=1

Nc∑

q=1

Dp,q hp, q , ✭✼✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Dp,q ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✽✾❪✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① s❛t✐s❢②✐♥❣

∑Nc

p=1

∑Nc

q=1 Dp,q = I ✭✐❞❡♥t✐t②
♠❛tr✐①✮✱ ❛♥❞ t❤❡ lt❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐t❡♠ ✐s ✶ ✐❢ t❤❡ lt❤ P❙❋ ✐s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢
(p, q)✳ ❲❡ ❝❛❧❧ hp, q t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧✱ s✐♥❝❡ hp, q ✈❛r✐❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✉t♣✉t yi ∈ y✱ i = p+ (q − 1)Nr ✐♥ ❊q✳✭✼✳✾✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ C̃ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✻✮✱ ❡❛❝❤ ✐t❡♠ hp, q(k, l) ∈ hp, q

✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✶✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿
{
hp, q(k, l) = c̃i,j ,

i = p+ (q − 1)Nr , j = i+ (⌊Nh
r +1
2 ⌋ − k)Nr + ⌊Nh

c +1
2 ⌋ − l

, ✭✼✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Nh
r × Nh

c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡❀ k ∈ [1, · · · , Nh
r ]✱ l ∈ [1, · · · , Nh

c ]❀
♦♣❡r❛t♦r ⌊·⌋ ❞❡♥♦t❡s ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✳

■♥ ❜r✐❡❢✱ hp, q(k, l) ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ c̃i,j ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿ ❋✐rst❧②✱ hp, q ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ c̃i,j ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ r♦✇ ♦❢ i = p+(q−1)Nr ✐♥ ♠❛tr✐①
C❀ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐t❡♠ hp, q(k, l) ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝ ci,j ♦♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ j ✇❤✐❝❤
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥❞❡① i, k, l ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✷✮❀ ❋✐♥❛❧❧②✱ hp, q

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✢✐♣♣❡❞ ✉♣✲❞♦✇♥✱ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ✈❛❧✐❞
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣ ✼✳✼✱
✐♥ ✇❤✐❝❤✱ Nr = 17✱ Nc = 27 ❛♥❞ N = Nr × Nc = 459✱ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❈❤❛♣t❡r ✺✳✸✳

✼✳✷✳✷ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐① C̃✱ ✐ts ♠✐❞❞❧❡ r♦✇ ✭i = ⌊N+1
2 ⌋✮ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦st

♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✐t❡♠s ♦❢ ♦t❤❡r r♦✇s ✐♥ C̃✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧s ✐♥
❊q✳✭✼✳✶✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ h = [hk,l] ✇✐t❤
k, l ∈ [1, · · · , Nr] ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r♦✇ ♦❢ C̃ ❛s✿

{
hk,l = c̃i,j ,

i = ⌊N+1
2 ⌋ , j = i+ (⌊Nr+1

2 ⌋ − k)Nr + ⌊Nr+1
2 ⌋ − l

, ✭✼✳✶✸✮
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Pr♦♣♦s❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛t ✷✺✵✵❍③ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✷✮✳

✇❤❡r❡ h ✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ Nr × Nr sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐① C̃

❝♦♥s✐sts ♦❢ Nr × Nr sq✉❛r❡ s✉❜❜❧♦❝❦s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✬✈❛r✐❛♥t✬ ❦❡r♥❡❧
✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✷✮✱ t❤❡ ✬✐♥✈❛r✐❛♥t✬ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✸✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✉t♣✉t yi✱ i = p+ (q − 1)Nr✱ ❜✉t r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ i = ⌊N+1

2 ⌋✳
❖♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✳✼✳✽✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ❝❛♥

❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ❛ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐① C̃✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✼✮✱ 0 ≤ ci, j ≤
1 ✇✐t❤ ci, j ∈ C r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ jt❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡
t♦ t❤❡ it❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✳✼✳✽✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ci, j ∈ C t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❛♥❞
❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r xj ✇✐t❤ j ∈ [1, · · · , N ]✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
ci, j ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r i ❛♥❞ r❛❞✐✉s |j− i|✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r
j ✐s t♦ i✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ci, j ❜❡❝♦♠❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ci, j = 1 ❢♦r j = i✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
ci, j ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ q✉❛s✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ❚❡♦♣❧✐t③ ♠❛tr✐①✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡
✐♥❞❡① i = p+ (q− 1)Nr ❢♦r yi ❛♥❞ j = p+ (q− 1)Nr ❢♦r xj ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②
✈❛r②✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠❛tr✐① xp, q ∈ x0 t♦ ✈❡❝t♦r xi ∈ x ✐♥
❊q✳✭✼✳✸✮✱ ✐t ②✐❡❧❞s t❤❛tC ❤❛s ❛ q✉❛s✐✲❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ❡❛❝❤ s✉❜❜❧♦❝❦
✐s ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ❚♦❡♣❧✐t③ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss
❤♦✇ C̃ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐①✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✼✳✶✸✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✼✳✻✮✱ h ✐s t❤✉s ❛ r❡❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡t❛✐❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛t h ✐s
❛❧s♦ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✶❉✲
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✹✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐s t❤❛t
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✳✼✳✽✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t✇♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡s ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ h = [hk,l] ❛r❡
❦❡r♥❡❧ ✈❛❧✉❡s hk,l ❛♥❞ ♣r♦♣❡r ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ Nr × Nr✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡
✐ss✉❡s ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳

✼✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❖♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s♣❡❝ts✿

❼ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐① C̃ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠❛tr✐① C❀

❼ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs ❢♦r ✈❛r✐❛♥t✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡
❦❡r♥❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧ s✐③❡s ❛♥❞ ❢♦r♠s ✭sq✉❛r❡ ♦r r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛r✮❀

❼ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧s❀

❼ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❀

❼ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P❯✳

❼ ❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❊q✳✭✼✳✾✮✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs η = ✵ ❢♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ s♦ t❤❛t ❊q✳✭✼✳✾✮ ❜❡❝♦♠❡s y = Hx+σ2e 1a+ξ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
✐t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ η 6= ✵✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ǫ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❱❇❆✮ t♦ s♦❧✈❡ ❊q✳✭✼✳✾✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✼
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ M = 64 ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❡♥s♦rs ❧♦❝❛t✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ d = 2♠ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s✐③❡ ♦❢ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳ D =
4.50♠ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ c0 ≈
340♠✴s ✐s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐r✳ T = 10000 ✐s t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣s✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✶✸✭❛✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❛♥❞ ✺ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s✱ s♣❛❝❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✵❝♠ ❢r♦♠
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✼✳✸✳✷ ✲ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧s

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x∗ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❬✵✳✵✽✱✷❪ ✭❬✲✶✵✳✸✱✸✳✼❪❞❇✮ ❛♥❞
✶✹❞❇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✳ ❆♥❞ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✐s ♦❢ Nc = 27 ❛♥❞ Nr = 17 ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✸✭❝✮✳ ❚❤❡ ✐✳✐✳❞ ❆❲●◆ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r ✐s s❡t σ2e = 0.86 ✭✲✵✳✼❞❇✮✱
t❤✉s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙◆❘ ✐s ✵❞❇✳

✼✳✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐①

✭❛✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ P♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐ts ❙❚❇❚ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛t ✷✺✵✵❍③✿ ✭❛✮ C =
[ci,j] ✭❜✮ C̃ = [c̃i,j] ✭❝✮ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❛tr✐① |ci,j − c̃i,j|

■♥ ❋✐❣✳✼✳✾✱ t❤❡ ♠❛tr✐① str✉❝t✉r❡s ♦❢ C = [ci,j] ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✮ ❛♥❞ C̃ = [c̃i,j]
✐♥ ❊q✳✭✼✳✻✮ ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛tr✐① ♦❢ ❙❚❇❚
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦C✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ C ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐①
C̃✳

✼✳✸✳✷ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧s

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs ❛s

δy =
‖y − ŷ‖22
‖y‖22

× 100% ✭✼✳✶✹✮

✇❤❡r❡ y r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✷✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✸✭❛✮❀ ŷ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ r❡s✉❧ts r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧s ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✷✮✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ❊q✳✭✼✳✾✮ ❛♥❞
s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ ❊q✳✭❉✳✺✮✳

■♥ ❋✐❣✳✼✳✶✵✱ ✇❡ s❤♦✇ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs δy ✈❡rs✉s ✈❛r✐♦✉s
❦❡r♥❡❧ s✐③❡s✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ ✼ t②♣❡s ♦❢ ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s✳ ❋✐rst❧②✱
❜♦t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐③❡ ♦❢ 53× 33 ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✐❞❛t❡s ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ✭✐♥✮✈❛r✐❛♥t

✶✺✽
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← error of separability

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♠♦♥❣ ✈❛r✐❛♥t✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ s❡♣❛r❛✲
❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s ❛t ✷✺✵✵❍③

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✶✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✼✳✾✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❦❡r♥❡❧
s✐③❡ ✐s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r δy ❜❡❝♦♠❡s✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧s
♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r δy ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❚❤✐r❞❧②✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ♦❜t❛✐♥s ❛s s♠❛❧❧ δy ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥t
❦❡r♥❡❧s✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞❡❧ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣♦✇❡r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✳ ❋♦✉rt❤❧②✱ ✇❤❡♥ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ Nh ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ Nr = 17✱ ❛❧❧ δy ♦❢ ✼ ❦❡r♥❡❧s ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s
st❛❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ Nr = 17 ❛❧s♦ ❣❡ts
❛s s✐♠✐❧❛r δy ❛s t❤❛t ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❡rr♦r ✐s
❧❡ss t❤❛♥ 9%✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳

✼✳✸✳✸ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡

■♥ ❋✐❣✳✼✳✶✶✱ ✇❡ s❤♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♠♦♥❣ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t ❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ ✐s ❡♥❧❛r❣❡❞ ❛s ✸✵ t✐♠❡s ❛s t❤❛t ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✸✭❝✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
❈P❯✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ●P❯ ✐s t❤❡ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦r❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❝❛♣❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ❈P❯✱ ❜✉t t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥

✶✺✾



✼✳✸✳✹ ✲ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛t ✷✺✵✵❍③ ❛♠♦♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ s❡♣✲
❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❈P❯ ✭✸✳✸✸❍③ ❝❧♦❝❦✮ ❛♥❞ ●P❯ ✭❚❡s❧❛ ❈✶✵✻✵✿ ✷✹✵ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝♦r❡s✱ ✶✳✸● ❍③ ❝❧♦❝❦✱ ✻✷✷ ●❋▲❖Ps ✭P❡❛❦✮❀ ❯s✐♥❣ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❚♦♦❧❜♦① ♦❢ ▼❆❚✲
▲❆❇ ✷✵✶✷❜✮✳

❤❛r❞❧② ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ●P❯ ❬✹✼✱ ✶✵✵❪✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈P❯ ❛♥❞
●P❯ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✶✷✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✶✶✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡❞
❝✉r✈❡s ❣♦ ✉♣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡✱ ❜✉t t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯ ♦r ●P❯ ❦❡❡♣s ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❜✉r❞❡♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❆♥❞ ●P❯
❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❡rr♦rs✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ ✐s ♥❡❛r t♦ t❤❡ ❤❛❧❢ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
✐♠❛❣❡✳

✼✳✸✳✹ ❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

■♥ ❋✐❣✳✼✳✶✸✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡r❡❧② ❣✐✈❡s s♦♠❡ str♦♥❣ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳ ❉❘✲
❉❆▼❆❙ t♦♦ ♠✉❝❤ r❡♠♦✈❡s ♥♦✐s❡s ❛♥❞ ❢❛✐❧s t♦ ❞❡t❡❝t ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✳ ❈▲❊❆◆ ✐s
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧ ✇❡❧❧ ❞❡t❡❝ts ❛❧❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡✳

■♥ ❋✐❣✳✼✳✶✸✭❢✮✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

✶✻✵



❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ✭❛✮ ❙tr✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ❬✹✼❪ ✭❜✮ ❯s❡❞ ❚❡s❧❛ ❈✶✵✻✵ ●P❯✿ ✷✹✵ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s✱ ✶✳✸● ❍③ ❝❧♦❝❦✱ ✻✷✷ ●❋▲❖Ps ✭P❡❛❦✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ✵❞❇ ❙◆❘✱ ✶✺❞❇ ❞✐s♣❧❛②✿ ✭❛✮ ❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✭❜✮
❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❝✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭❞✮ ❈▲❊❆◆ ✭❡✮ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✭❢✮ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

q✉✐❝❦❧② r❡❝♦♥str✉❝t ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ s♦✉r❝❡ ♣❛tt❡r♥s
❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦rs✳

✼✳✸✳✺ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧

■♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r✲
♥❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✽✮ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ h1 ∗ hT

2 ∗ x ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ●P❯ ❚❡s❧❛ ❈✶✵✻✵ ✉s✐♥❣ t❤❡
P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❚♦♦❧❜♦① ♦❢ ▼❆❚▲❆❇ ✷✵✶✷❜✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ●P❯

✶✻✶



✼✳✸✳✺ ✲ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❚✐❦❤♦♥♦✈ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r✲
♥❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P❯ ❚❡s❧❛ ❈✶✵✻✵✿ ✷✹✵ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s✱ ✶✳✸● ❍③ ❝❧♦❝❦✱ ✻✷✷ ●❋▲❖Ps
✭P❡❛❦✮❀ ❯s✐♥❣ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❚♦♦❧❜♦① ♦❢ ▼❆❚▲❆❇ ✷✵✶✷❜✳ ❚✐♠❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❡r✲

❛❣❡❞ ❜② ✷✵✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ δx =
‖x−x̂‖22
‖x‖22

× 100%

P♦✇❡r ✐♠❛❣❡ s✐③❡ 17× 27 255× 405 527× 837
■♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ 13× 13 215× 215 415× 415
❚✐♠❡ ✭♠s✮✴✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✳✻✺ ✼✳✺✵ ✸✽✳✸
❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦r δx ✭%✮ ✶✾✳✻ ✷✾✳✻ ✸✵✳✻
❙♣❡❡❞ ❣❛✐♥ ♦♥ Cx ✭❈P❯✮ ✵✳✺ ✸✶✹✳✼ ✽✷✷✳✷
❙♣❡❡❞ ❣❛✐♥ ♦♥ h ∗ x ✭❈P❯✮ ✵✳✷✼ ✼✳✶ ✾✳✷
❙♣❡❡❞ ❣❛✐♥ ♦♥ h1 ∗ hT

2 ∗ x ✭❈P❯✮ ✵✳✶✻ ✺✳✷✼ ✼✳✵✷

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ❈P❯ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ Cx✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h ∗ x

❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h1 ∗ hT
2 ∗ x r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

t✐♠❡✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ ✐s✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ✐t st✐❧❧ s❤♦✇s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞❡❝♦♥✲
✈♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
●P❯✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢❛st ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧②
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❜❛s❡❞ ♦♥
●P❯ ♣❛r❛❧❧❡❧ str✉❝t✉r❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ 17× 27✱ t❤❡ ●P❯ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❈P❯✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❛t t❤❡ ✷✹✵
❝♦r❡s ♦❢ ●P❯ ❚❡s❧❛ ❈✶✵✻✵ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠❛✲
tr✐❝❡s✱ ❜✉t s♠❛❧❧ ♠❛tr✐① ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢
●P❯✳ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ▼❆❚▲❆❇ P❛r❛❧❧❡❧ ❚♦♦❧❜♦① ❝♦✉❧❞
♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ●P❯✱ s✐♥❝❡ ✐t st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ♦t❤❡r ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥s ♦♥ ❈P❯ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●P❯ ❛♥❞
❈P❯✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✇♦r❦ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥
●P❯ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❯❉❆ ❝♦❞❡ ❧✐❜r❛r② ❬✾✵❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h ∗ x ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P❯ ♠❡r❡❧② ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛❜♦✉t
14% ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ●P❯✱ ✇❤✐❧❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h1 ∗hT

2 ∗x
❥✉st ♦❝❝✉♣✐❡s ♥❡❛r❧② 7%✳ ❙♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
♦✉r ♦✇♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●P❯ s♦ ❛s t♦
♠❛❦❡ ❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ ●P❯ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t②✳

✶✻✷



❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✼✳✹ ❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪✱ ♦❜✲
❥❡❝t ✈❡❤✐❝❧❡✱ ◆❯❆ ❛rr❛② ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❝♦✉st✐❝
s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st s❛t✐s✜❡❞✱ ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r s✐❞❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❉❂✹✳✺♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r ❛♥❞ ❛rr❛② ♣❧❛♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ st❡♣ ✐s s❡t ❜②
∆p = 5cm✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❝❛r s✐❞❡ ✐s ♦❢ ✶✳✺× ✺ m2 ✭✸✶×✶✵✶ ♣✐①❡❧s✮✱ ❛♥❞
✇❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛r✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✿ ✶×✶✳✺ m2 ✭✷✶×✸✶
♣✐①❡❧s✮✳ ❖♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❚❂✺✷✹✷✽✽ s❛♠♣❧✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝② fs❂✷✳✺✻×104 ❍③✳ ❲❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥t♦ ■❂✷✵✹ ❜❧♦❝❦s
✇✐t❤ ▲❂✷✺✻✵ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s ❬✷✹✵✵✱✷✻✵✵❪❍③✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❇ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✶✵❞❇ s♣❛♥✳ ❋♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ τn,m ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ rn,m ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ t♦
♠❛❦❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r τ−n,m ❛♥❞ r−n,m ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s−n t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆ ❛♥❞ ❇✳

❋✐❣✉r❡✳✼✳✶✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤✲
♦❞s ❛t 2500❍③✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s✐❞❡❧♦❜❡ ❡✛❡❝t✱ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❥✉st ❣✐✈❡s ❛
❢✉③③② ✐♠❛❣❡ ♦❢ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✶✹✭❛✮✳ ❉❆▼❆❙ ✇❡❧❧ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡ t❤❡
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡rs s♦✉r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ r❡❛r✈✐❡✇
♠✐rr♦r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ❢❛❧s❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✐r ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✶✹✭❜✮✳
❉❘✲❉❆▼❆❙ ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✶✹ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❤❛r♠s
✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡✳✼✳✶✹✭❞✮ s❤♦✇ t❤❛t ❈▲❊❆◆ ♦✈❡r❝♦♠❡s ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s
♦❢ t❤❡ ❉❆▼❆❙✱ ❜✉t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ str♦♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳
❈▲❊❆◆ ❤❛s t♦ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ■♥ ❋✐❣✳✼✳✶✹✭❡✮
❛♥❞ ✭❢✮✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥
❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ s♣❛rs❡ ♣r✐♦r ♥♦t ♦♥❧② ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ str♦♥❣
s♦✉r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t✇♦ ✇❤❡❡❧s✱ r❡❛r✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉t ❛❧s♦
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ✇❡❡❦ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❝♦✈❡r ❛♥❞ ❧✐❣❤t✳

■♥ ❋✐❣✳✼✳✶✹✭❣✮✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✲
✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ❏▼❆P
✈✐❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞
✐s ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✾✮ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮

✶✻✸



✼✳✸✳✺ ✲ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ▲❡❢t✿ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛t ✷✺✵✵❍③ ✭❛✮ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❜✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ✭❝✮ ❉❆▼❆❙
✭✺✵✵✵✐✮ ✭❞✮ ❈▲❊❆◆ ✭❡✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✭❢✮ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✭❣✮
❏▼❆P ✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❘✐❣❤t✿ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✭❛✬✮ ✺ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①
s♦✉r❝❡s ✭❜✬✮✲✭❣✬✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

✶✻✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿ ✐♠❛❣❡ ✸✶×✶✵✶ ♣✐①❡❧s✱
❛t ✷✺✵✵❍③✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿ ✸✳✸✸❍③✳ ✬❏▼❆P✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞
✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

▼❡t❤♦❞s ❈❇ ❉❆▼❆❙ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❈▲❊❆◆ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❏▼❆P ❏▼❆P✰❈♦♥✈

❚✐♠❡ ✭s✮ ✶ ✶✵ ✶✶ ✹✺ ✽✺✷ ✶✵✶✷ ✶✽✵

✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✾✮ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✱ s♦ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✐s ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳

❲❡ ✜rst❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ✐♥
❊q✳✭✼✳✶✸✮✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✻✮ ❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✐♥
❊q✳✭❉✳✺✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧s ✭s✐③❡ ❛♥❞ ✐t❡♠
✈❛❧✉❡s✮ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❚♦❡♣❧✐t③ ❇❧♦❝❦ ❚♦❡♣❧✐t③ ✭❙❚❇❚✮
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r✲
♥❡❧ h ✐s ❛ r❡❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ h ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦
✶❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐s
t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆♥❞ ✐t ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞
t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❛♥②✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●P❯✳

❖♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡✿

❼ ❚❤❡r❡ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐①
C̃ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C❀

❼ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❀

❼ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧ ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s ❥✉st t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡
❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❼ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥s ❛♥
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❀

❼ ❋♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s✐③❡✱ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✷❉
s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❢❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ●P❯✳ ❈♦♠♣❛r❡❞
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✼✳✸✳✺ ✲ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧

t♦ ❈P❯ ✇✐t❤ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ Cx✱ t❤❡ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
✉s✐♥❣ ●P❯ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤r❡❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡❀
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈P❯ ✇✐t❤ ✷❉ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h ∗ x✱ ✐t ❣❛✐♥s
t✇♦ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥❀ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●P❯ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛❜❧❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h1 ∗ hT

2 ∗ x✱ ✐t st✐❧❧ ♦❜t❛✐♥s ♥❡❛r❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥✳

❖♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛ r❛♣✐❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✉str② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ♣r♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ✬❏▼❆P✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ t❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

▼❡t❤♦❞s ❈❇❋ ❈▲❊❆◆ ❉❆▼❆❙ ❙❈✲❉❆▼❆❙ ❈▼❋ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❏▼❆P ❏▼❆P✰❈♦♥✈

❘❡s♦❧✉t✐♦♥s ▲♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤

❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥❣❡ ◆❛rr♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❲✐❞❡ ❲✐❞❡ ❲✐❞❡ ◆♦r♠❛❧

◆♦✐s❡ ❘♦❜✉st ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▲❡❛st ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r ◆♦r♠❛❧

❙❛♠♣❧❡s ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ▼♦r❡ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧

❙♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞ ◆♦ ◆♦
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞✿

❼ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② r❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r②
❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ❢♦r r❡❛❧ ❞❛t❛ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❼ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡
❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡
✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r♦♣❡r s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r t❤❛♥ t❤❡ ❉♦✉❜❧❡
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r ǫ
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛❧✇❛②s ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡
♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ♦r ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳

❼ ❋♦r ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t✉♥♥❡❧ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ✇♦rt❤② ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✮ ✈✐❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱
s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦✲♣♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ●P❯ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ✇❡ ❝❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♦♥✲❝❤✐♣ ♠❡♠♦r②
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ▼❆❚❆▲❆❇ P❛r❛❧❧❡❧
❚♦♦❧❜♦①✱ ✐t ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✇♦r❦ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P❯ ✉s✐♥❣ t❤❡
❈❯❉❆ ❝♦❞❡ ❧✐❜r❛r② ❬✾✵❪

✶✻✼



✼✳✸✳✺ ✲ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧

✳

❼ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ ✈ér✐té ✿ êtr❡ ✜❞è❧❡ à ❧❛ ✈✐❡ ❡t ❧✬❛✐♠❡r✳

❘♦♠❛✐♥ ❘♦❧❧❛♥❞

✶✻✽



8
❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❆♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❙t✉❞❡♥ts✲t ♣r✐♦r ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝

✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❊q✳✭✻✳✽✮
s✉✛❡rs ❢r♦♠ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst ❞r❛✇❜❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ t❤r❡❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿ ♣r♦♣♦s❡❞
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ǫ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜✉t ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②
♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❆♥❞ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs x = [x1, · · · , xN ]T ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭❉❊✮ ♣r✐♦r
✐♥ ❊q✳✭✻✳✻✮ ❛r❡ ✐♠♣r♦♣❡r❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ✇❤✐❝❤
❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t xn ✇✐t❤ n ∈ [1, · · · , N ]✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❧✇❛②s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ r❡❛r✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ♣r♦❜❛❜❧② ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✇❤❡❡❧s✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤r❡❡ r❡♠❛r❦s✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣r✐♦rs ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ǫ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ y = Hx+ ǫ✿

❼ ▼♦❞❡❧ ❡rr♦r ǫn ∈ ǫ ✇✐t❤ n ∈ [1, · · · , N ] ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ss✉♠❡❞ s♣❛✲

✶✻✾



❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❱❆❘■❆❚■❖◆❆▲ ❇❆❨❊❙■❆◆ ❆PP❘❖❳■▼❆❚■❖◆ ❆PP❘❖❆❈❍
❲■❚❍ ❙❚❯❉❊◆❚❙✲❚ P❘■❖❘ ❋❖❘ ❆❈❖❯❙❚■❈ ■▼❆●■◆● ■◆
◆❖◆✲❙❚❆❚■❖◆❆❘❨ ◆❖■❙❊❙

t✐❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ st✐❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐t ❜② ❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉s✲
s✐❛♥ ♣r✐♦r p(ǫn|νn) = N (ǫn|0, ν−1

n ) ✇✐t❤ ν−1
n = E[ǫ2n] ❞❡♥♦t❡s t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ǫn✳ ❋♦r s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
νn ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ n ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ νn ✇✐t❤ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛s p(νn|, aν, bν) = G(νn|, aν, bν)✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ǫn ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t♦ ❜❡
t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r✳ ❚❤✐s ✐s ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

St(ǫn|αǫ) =

∫
N (ǫn|0, ν−1

n )G(νn|aν, bν) dν , ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ αǫ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
St(ǫn|αǫ) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀ aν = bν = αǫ

2 ❀ ❛♥❞ νn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♦❢ ǫn✳ ■♥❞❡❡❞✱ νn ✐s ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡
❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r ❜② t❤❡ ◆♦r♠❛❧✲●❛♠♠❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❖✇✐♥❣ t♦ νn✱ t❤✐s
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r✐♦r
♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r ǫn ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs
ǫ = [ǫ1, · · · , ǫN ]T ✱ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡s ν−1 = [ν−1

1 , · · · , ν−1
N ]T ❝❛♥

♠♦❞❡❧ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r St(ǫ|αǫ) t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲
st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ǫ✳

❼ ❋♦r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r xn ∈ x✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧
❛s

St(xn|αx) =

∫
N (xn|0, γ−1

n )G(γn|aγ, bγ) dγ , ✭✽✳✷✮

✇❤❡r❡

✕ αx ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
St(xn|αx) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀ aγ = bγ = αx

2 ✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❛t αx = 1
r❡s✉❧ts t♦ ❈❛✉❝❤② ♣r✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ ✇✐t❤ ♥❛rr♦✇ s✉♠♠✐t ❛♥❞ ❤❡❛✈② t❛✐❧❀ ✇❤✐❧❡ αx = ∞ r❡❢❡rs
t♦ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀ 1 < αx < ∞ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s♣❛rs✐t② t♦
s♦♠❡ ❡①t❡♥❞✳

✕ γ−1
n = E[x2n] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ xn✳ ❋♦r s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥✈❛r✐✲

❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ γn ✇✐t❤ n ∈ [1, · · · , N ] ✐s ♥♦t ❛
❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❛❧❧ x = [x1, · · · , xN ]T ✱ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡s
γ−1 = [γ−1

1 , · · · , γ−1
N ]T ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✕ ❙t✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉❊ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t
xn = 0 ♣♦✐♥t✳

✶✼✵



◆♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r St(x|αx) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✷✮ ❛s ❛ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧
✐s ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x✳

❼ ❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ♦♥ ǫ ❛♥❞ x ❝❛✉s❡s
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ x ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r
p(x,γ,ν|y) ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✱
s✐♥❝❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s γ ❛♥❞ ν ❛r❡ ❜♦t❤ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✱ γ ❛♥❞ ν ♠❛②
♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ♦t❤❡r ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s t❤❛♥ t❤❡
❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡✇ ✇❛② ❢♦r ❞♦✐♥❣ ♠♦r❡ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ❛♥❞ ✽✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦♥✲
st❛t✐♦♥❛r② ♣r✐♦r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ❛♥❞ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r
♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢
❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮ s✉❝❤ ❛s ❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ ❛♥❞ ✽✳✺ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❱❇❆ ❛♣♣r♦❛❝❤
✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋✐♥❛❧❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✽✳✶ ◆♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs

❲❡ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s t♦ s❡♥s♦r ❛rr❛②✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧②
❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ✉♥❦♥♦✇♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥✱ ✐♥❤❡r❡♥t ♥♦✐s❡s ❛t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs✱ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ✐♥ ✇✐♥❞
t✉♥♥❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs ✐♥ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ❛r❡ t❤❡ ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❢❛❝t♦rs✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡
✉s❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r St(ǫ|αǫ) t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ǫ ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ǫ = [ǫ1, · · · , ǫN ]T ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡
t❤❡♥ ❣❡t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r✐♦r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ǫ ❛s

St(ǫ|αǫ) =
N∏

n=1

St(ǫn|αǫ) , ✭✽✳✸✮

✶✼✶
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❲■❚❍ ❙❚❯❉❊◆❚❙✲❚ P❘■❖❘ ❋❖❘ ❆❈❖❯❙❚■❈ ■▼❆●■◆● ■◆
◆❖◆✲❙❚❆❚■❖◆❆❘❨ ◆❖■❙❊❙
✇❤❡r❡

St(ǫn|αǫ) =
Γ(1+αǫ

2 )
√
αǫ π Γ(

αǫ

2 )
(1 +

ǫ2n
αǫ

)−
1+αǫ

2 ✭✽✳✹✮

✇❤❡r❡ Γ(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Γ(x) =
∫∞
0 tx−1 e−t d t

❢♦r ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ x❀ ❛♥❞ Γ(0) = ∞✱ Γ(12) =
√
π ❛♥❞ Γ(1) = 1✳

❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r ν = [ν1, · · · , νN ]T t♦ ✐♥t❡r♣r❡t
❊q✳✭✽✳✸✮ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ St(ǫ|αǫ)✳ ❙♦ t❤❛t St(ǫ|αǫ) ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ ν ❛s

St(ǫ|αǫ) =

∫

ν

p(ǫ,ν|αǫ) dν =

∫

ν

p(ǫ|ν)p(ν|αν) dν . ✭✽✳✺✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✲●❛♠♠❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙t✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
St(ǫn|αǫ) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❢r♦♠ ❊q✳✭✽✳✺✮ ❛s

p(ǫ|ν) = N (ǫ|✵, Σ−1
ν ) , p(ν|αν) =

N∏

n=1

G(νn|aν, bν) , ✭✽✳✻✮

✇❤❡r❡ ✵ = [0]N ❞❡♥♦t❡s ◆✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✵ ✈❛❧✉❡ ✈❡❝t♦r❀ αν = [aν, bν]
T ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ p(ν|αν)❀ Σ
−1
ν = Diag[ν−1

n ] ✇✐t❤ n ∈ [1, N ] ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐t❡♠s ❛r❡
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t❀ ❛♥❞ G(νn|aν, bν) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

G(νn|aν, bν) =
N∏

n=1

Γ (aν)
−1 (bν)

aν νaν−1
n e−bννn ✭✽✳✼✮

✇❤❡r❡ aν ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ bν ❞❡♥♦t❡s r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢
G(νn|aν, bν)✳ ❋♦r St(ǫ|αǫ) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✺✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ aν = bν =

αǫ

2 ✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ y = Hx+ǫ ♦❢ ❊q✳✭✼✳✾✮✱
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(y|x,ν) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦r p(ǫ|ν) =
N (ǫ|✵, Σ−1

ν ) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✻✮ ❛s✿

p(y|x,ν) = N (ǫ|y −Hx, Σ−1
ν ) =

|Σν|1/2
(2π)N/2

e−
1

2
(y−Hx)† Σν (y−Hx) , ✭✽✳✽✮

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ−1
ν = Diag[ν−1

n ] ✇✐t❤ n ∈ [1, N ] ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐t❡♠s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t✳

✶✼✷



▼♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❙♣❛rs❡ ♣r✐♦rs ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦r♠❛❧ ✭◆♦r♠❛❧✮✱ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧ ✭❉❊✮ ❛♥❞ ❙t✉❞❡♥t✲t✳

✽✳✷ ▼♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ♦♥ s♦✉r❝❡

♣♦✇❡rs

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ s♦✉r❝❡s s♣❛rs❡❧② ❧♦❝❛t❡ ♦♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛rts✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦st
♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rts✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ s♦✉r❝❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❥✉st K
❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛r s✉r❢❛❝❡✳ ❆❢t❡r s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❜② N
❣r✐❞s ✇✐t❤ N >> K ♣r♦✈✐❞❡❞✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x = [x1, · · · , xN ]T
❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❑✲s♣❛rs✐t② s✐❣♥❛❧ ✇❤♦s❡ K ✐t❡♠s ❛r❡ ♥♦t ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r N−K
✐t❡♠s ❛r❡ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✳

❙✉❝❤ ❛ s♣❛rs✐t② ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ❛ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ③❡r♦ ✭s♣❛rs✐t②✮ ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣
❤❡❛✈② t❛✐❧ ✭❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✮✳ ■♥ ❋✐❣✳✽✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ s❡✈❡r❛❧
t②♣✐❝❛❧ s♣❛rs❡ ♣r✐♦rs ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦r♠❛❧ ✭◆♦r♠❛❧✮✱ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❉❊
✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ ❙t✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♣❛rs✐t② s✐♥❝❡ ✐ts t❛✐❧ ❛tt❡♥✉❛t❡s
✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✐❣ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❉❊ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ✇❡❧❧
r❡✢❡❝t t❤❡ s♣❛rs✐t②✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ③❡r♦

✶✼✸



❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❱❆❘■❆❚■❖◆❆▲ ❇❆❨❊❙■❆◆ ❆PP❘❖❳■▼❆❚■❖◆ ❆PP❘❖❆❈❍
❲■❚❍ ❙❚❯❉❊◆❚❙✲❚ P❘■❖❘ ❋❖❘ ❆❈❖❯❙❚■❈ ■▼❆●■◆● ■◆
◆❖◆✲❙❚❆❚■❖◆❆❘❨ ◆❖■❙❊❙
♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❝❛✉s❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❙t✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤r❡❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿

❼ ✐t ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s
t❤❡ ❤❡❛✈✐❡st t❛✐❧s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❛rr♦✇ s✉♠♠✐t ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡❀

❼ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛✈♦✐❞s
t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❉❊ ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀

❼ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s γ = [γ1, · · · , γN ] ✐♥ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❉❊ ♣r✐♦r ✐♥ ❊q✳✭✻✳✻✮ ✐s ✐♠♣r♦♣❡r❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r β ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦rs ❬✶✶✺✱ ✽✼❪ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡♥❢♦r❝❡
t❤❡ s♣❛rs✐t② ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t✿

St(x|αx) =
N∏

n=1

St(xn|αx) . ✭✽✳✾✮

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✲●❛♠♠❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙t✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
St(xn|αx) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✷✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s γ = [γ1, · · · , γN ] t♦ ✐♥t❡r✲
♣r❡t St(x|αx) =

∫
γ
p(x|γ) p(γ|αγ) dγ ❛s

p(x|γ) = N (x|✵, Σ−1
γ ) , p(γ|αγ) =

N∏

n=1

G(γn|aγ, bγ) , ✭✽✳✶✵✮

✇❤❡r❡ αγ = [aγ, bγ]
T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ p(γ|αγ)❀ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐①Σ−1
γ = Diag[γ−1

n ] ✇✐t❤ n ∈ [1, N ] ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
✐t❡♠s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t❀ aγ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
bγ ❞❡♥♦t❡s r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ G(γn|aγ, bγ)✳ ❋♦r St(γ|αx) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✺✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
aγ = bγ =

αx

2 ✳

✽✳✸ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥ ✭❱❇❆✮

❚❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ y = Hx+ ǫ

♦❢ ❊q✳✭✼✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❬✾✺✱ ✹✶✱ ✽✹✱ ✽✼❪✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛✐♠s t♦ ❡st✐✲
♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✬
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮

r✉❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇s✿ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(x,θ|y) ✐s
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(y|x,θ) ❛♥❞ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(x,θ)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❞❛t❛ y ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧
✐♥ ❊q✳✭✼✳✾✮✳ ❆♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♣r♦♣❡r❧② t♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
s✉❝❤ ❛s s♣❛rs❡ ♣r✐♦rs✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡
✐♠♣♦s❡❞ ♣r✐♦rs ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ✐♥ ♥♦✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✈✐❛ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥
✇❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿





y = Hx+ ǫ

(x̂, θ̂)JMAP = argmin
(x,θ)

{p(x,θ|y) ∝ p(y|x,θ) p(x,θ)} , ✭✽✳✶✶✮

✇❤❡r❡

❼ θ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦r ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ x✳
■❢ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ǫ ∼ N (ǫ|✵, σ2ǫ I)
❛♥❞ t❤❡ ❉❊ ♣r✐♦r ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r x ∼ DE(x|γ, β)✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❣❡t
θ = [σ2ǫ , γ, β] ✇❤✐❝❤ ✐s ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ■❢ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦rs ♦♥
❜♦t❤ ǫ ❛♥❞ x ✐♥ ❊q✳✭✽✳✻✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✽✳✶✵✮✱ ✇❡ t❤❡♥ ❣❡t θ = [γ,ν] ✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✷◆ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❼ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦rs St(x|αx) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✵✮ ❛♥❞ St(ǫ|αǫ) ✐♥
❊q✳✭✽✳✻✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(y|x,ν) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✶✮ ❛s

(x̂, γ̂, ν̂)JMAP = arg max
(x,γ,ν)

{p(x,ν|y) ∝ p(y|x,γ,ν) p(x|γ) p(γ) p(ν)} ,
✭✽✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r p(x,θ|y) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✜♥✐t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s✿

p(x,γ,ν|y) ∝N (y|Hx, Σ−1
ν )

N∏

n=1

G(νn|aν, bν)

N (x|✵, Σ−1
γ )

N∏

n=1

G(γn|aγ, bγ)
. ✭✽✳✶✸✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✷✮✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ N
✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛♥❞ ✷◆ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s θ = [γ,ν]✳

✶✼✺



❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❱❆❘■❆❚■❖◆❆▲ ❇❆❨❊❙■❆◆ ❆PP❘❖❳■▼❆❚■❖◆ ❆PP❘❖❆❈❍
❲■❚❍ ❙❚❯❉❊◆❚❙✲❚ P❘■❖❘ ❋❖❘ ❆❈❖❯❙❚■❈ ■▼❆●■◆● ■◆
◆❖◆✲❙❚❆❚■❖◆❆❘❨ ◆❖■❙❊❙
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ✈✐❛ ❉❊ ♣r✐♦r ❝♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ s✐♥❝❡
✇❡ ❤❛❞ x ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ2e ❛♥❞
s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✐♥ ❉❊ ♣r✐♦r ✭β = 1 ✇❛s ✜①❡❞✮✳

❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛ ❜❡tt❡r ✇❛② t♦ ✉s❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡✲
r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❱❇❆✮ ❬✻✻✱ ✶✵✻✱ ✶✶✺✱ ✽✼❪✳ ■♥ ❱❇❆✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t② p(x,θ|y) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜❛s✐❝ ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s q(x,θ)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s





q̂(x,θ) = arg min
q(x,θ)

{KL(q : p)}

KL(q : p) =

∫
q(x,θ)

q(x,θ)

p(x,θ|y) d(x,θ)
, ✭✽✳✶✹✮

✇❤❡r❡ KL(q : p) ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ q(x,θ) ❛♥❞
p(x,θ|y)✳

■♥ ❊q✳✭✽✳✶✹✮✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞ ✭❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✮ L(q) ❬✻✻❪ ❛s





q̂(x,θ) = arg max
q(x,θ)

{L(q)}

L(q) =

∫
q(x,θ) ln

p(x,θ,y)

q(x,θ)
d(x,θ)

, ✭✽✳✶✺✮

✇❤❡r❡ p(x,θ,y) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✺✮✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐s t♦ s✉♣♣♦s❡ x,θ
t♦ ❜❡ t♦t❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s

q(x,θ) = q1(x)q2(θ) =
∏

i

q1i(xi)
∏

j

q2j(θj) ✭✽✳✶✻✮

✇❤❡r❡ xi ∈ x✱ θj ∈ θ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✻✮
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✷✹❪ ❛s




q̂1i(xi) =

exp I(xi)∫
exp I(xi) d xi

I(xi) = − < ln p(y,x,θ) >q1(x−i) q2(θ)

, ✭✽✳✶✼✮

✇❤❡r❡ I(xi) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✭P❉❋✮ p(xi)❀ ♦♣❡r❛t♦r < p(x, t) >q(t)=

∫
q(t) p(x, t) d t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ❥♦✐♥t P❉❋ p(x, t)✱ ❛♥❞ x−i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❡①❝❡♣t t❤❡
✐t❡♠ xi✳

✶✼✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮

■♥ ❊q✳✭✽✳✶✼✮✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ I(xi) ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦rs ❬✶✶✾❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ θ = [γ,ν]✱ ✇❡
❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦r p(x|γ) ❛s t❤❡ ✬❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r✬ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
p(y|x,ν)✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♣♦st❡r✐♦r q̂1(x) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛s p(x|γ)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ q̂2(γ) ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡
❢❛♠✐❧② ❛s ♣r✐♦r p(γ)✱ ✐❢ p(γ) ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ♦❢ p(x|γ)❀ ❛♥❞ q̂3(ν) ❝❛♥
❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛s ♣r✐♦r p(ν)✱ ✐❢ p(ν) ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ♦❢
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(y|x,ν)✳

✽✳✸✳✶ ❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❚❤r❡❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ◆✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❉♦✉❜❧❡ ❝✐r❝❧❡✿ ❖❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛❀ ❙✐♥❣❧❡ ❝✐r❝❧❡✿ ❯♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ❉❛s❤ ❝✐r❝❧❡✿
❍✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ❙q✉❛r❡✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r✐♦rs❀ ❆rr♦✇✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝②✳

■♥ ❋✐❣✳✽✳✷✱ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ y✱ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✱ t❤❡✐r ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s θ = [γ,ν]T

✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦rs p(x|γ)✱ p(ǫ|ν)✱ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs φ = [aγ, bγ, aν, bν]
T ✐♥

❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r✐♦rs✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s

✶✼✼



✽✳✸✳✶ ✲ ❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥s

❢♦❧❧♦✇s✿




y = Hx+ ǫ

q̂(x,θ) = arg min
q(x,θ)

{
KL(q : p) =

∫
q(x,θ)

q(x,θ)

p(x,θ|y) d(x,θ)
}

St(x) =

∫
p(x|γ) p(γ) dγ =

∫
N (x|✵,Σ−1

γ )G(γ|aγ, bγ) dγ

St(ǫ) =

∫
p(ǫ|ν) p(ν) dν =

∫
N (ǫ|✵, Σ−1

ν )G(ν|aν, bν) dν

θ = [γ,ν]T

p(x,θ|y) ∝ p(y|x,θ) p(x|γ) p(γ) p(ν)
∝ N (y|Hx, Σ−1

ν )G(ν|aν, bν)N (x|✵,Σ−1
γ )G(γ|aγ, bγ)

q(x,θ) ∝ q1(x) q2(γ) q3(ν)

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r p(x,γ,ν|y) ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✸✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

p(x,γ,ν|y) ∝ q1(x) q2(γ) q3(ν) . ✭✽✳✶✽✮

❚❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦rs✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦rs q̂1(x)
♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✐s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ q̂2(γ)✱ q̂3(ν) ♦❢
❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦❢ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✶✶✺✱ ✽✼❪✿





q̂1(x) = N (x|µ̂x, Σ̂x)

q̂2(γ) =
N∏

n=1

G(γn|âγ, b̂nγ)

q̂3(ν) =
N∏

n=1

G(νn|âν, b̂nν)

, ✭✽✳✶✾✮

✇❤❡r❡ µ̂x ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛s t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs❀ Σ̂x ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ x✱ ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥ts r❡✢❡❝t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r xn ∈ x✳
❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ ❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❱❇❆ ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs µ̂x✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② Σ̂x ♦❢ ❡❛❝❤
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r✳

■♥ ❊q✳✭✽✳✶✾✮ ❛❧❧ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✶✶✺✱ ✽✼❪✿

✶✼✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮





µ̂x = Σ̂xH
T < Σν > y

Σ̂x = (HT < Σν > H+ < Σγ >)
−1

âγ = aγ +
N

2
, b̂nγ = bγ +

1

2
< xxT >nn

âν = aν +
N

2
, b̂nν = bν +

1

2
< ǫǫT >nn

, ✭✽✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ♦♣❡r❛t♦r (·)nn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ nt❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐t❡♠✱ ❛♥❞ < · > ❞❡♥♦t❡s
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✶✶✺✱ ✽✼❪✿





< Σν > = Diag{< νn >}N = Diag{< âν/b̂
n
ν >}N

< Σγ > = Diag{< γn >}N = Diag{< âγ/b̂
n
γ >}N

< xxT > = µ̂xµ̂
T
x + Σ̂x

< ǫǫT > = yyT − 2H µ̂x y
T +H < xxT > HT

, ✭✽✳✷✶✮

❆❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳✭✽✳✷✵✱ ✽✳✷✶✮ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠✲
❡t❡rs φ = [aγ, bγ, aν, bν]

T ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s θ = [x,θ]
❛r❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs φ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞ Lθ(φ) ❡q✉❛❧ ③❡r♦
✭ ∂L
∂φi

= 0✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✶✶✺✱ ✽✼❪✿





∂L

∂aγ
= N ln bγ −N ̥(aγ) +

N∑

n=1

< ln γn >

∂L

∂bγ
= N

aγ
bγ

−
N∑

n=1

< γn >

∂L

∂aν
= N ln bν −N ̥(aν) +

N∑

n=1

< ln νn >

∂L

∂bν
= N

aν
bν

−
N∑

n=1

< νn >

, ✭✽✳✷✷✮

✇❤❡r❡ < γn > ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✽✳✷✶✮✱ ❛♥❞ ̥(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❉✐❣❛♠♠❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ψ(x) = Γ′(x)/Γ(x)✳ aν, bν ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ P❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
❜② ▼❛t❧❛❜ ❢③❡r♦ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✼✾



✽✳✸✳✷ ✲ ❱❇❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

✽✳✸✳✷ ❱❇❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳✭✽✳✷✵✮✱ Σ̂x ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
♥♦t ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♥♦r ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ Σ̂x ✇✐t❤
❛ ❝✐r❝✉❧❛♥t ♠❛tr✐① ❛s ❬✶✶✺✱ ✽✼❪

Σ̂x ≈ (< ν̄ > HTH+ < γ̄ > I)−1 ,

✇❤❡r❡ ν̄ = 1
N

∑N
n=1 νn✱ γ̄ = 1

N

∑N
n=1 γn ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡

♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛♥t ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡
❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❊q✳✭✽✳✷✵✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
µ̂x ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❬✶✶✺✱ ✽✼❪

Σ̂
−1

x µ̂x = HT < Σν > y .

❚❤✐s ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s O(N log2N) ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ tr❡❛t ◆ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ✈❡❝t♦r x✳ ■❢ ◗ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢
O(QN log2N)✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ♠♦❞❡r❛t❡ ❜✉r❞❡♥✳

✽✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✼
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡✿ t❤❡r❡ ❛r❡ M = 64 ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❡♥s♦rs ❧♦❝❛t✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ d = 2♠ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s✐③❡ ♦❢ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳ D =
4.50♠ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳ c0 ≈
340♠✴s ✐s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐r✳ T = 10000 ✐s t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣s✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✶✸✭❛✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✹ ♠♦♥♦♣♦❧❡s ❛♥❞ ✺ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s✱ s♣❛❝❡❞ ❛t ❧❡❛st ✷✵❝♠ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x∗ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❬✵✳✵✽✱✷❪ ✭❬✲✶✵✳✸✱✸✳✼❪❞❇✮ ❛♥❞
✶✹❞❇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✳ ❆♥❞ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✐s ♦❢ Nc = 27 ❛♥❞ Nr = 17 ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✸✭❝✮✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡s ✈✐❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ✭❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✸✵✵✵❍③✮✱ ❛♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡❞ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ✐s s❡t ❛s ❧♦✇ ❛s ✵❞❇✳

■♥ ❋✐❣✳✽✳✸✭❜✮✲✭❞✮✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡r❡❧② ❣✐✈❡s s♦♠❡ str♦♥❣ s♦✉r❝❡ ♣♦✇✲
❡rs✳ ❉❘✲❉❆▼❆❙ t♦♦ ♠✉❝❤ r❡♠♦✈❡s ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s✱ ❜✉t ❢❛✐❧❡❞ t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✳ ❏▼❆P ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✇❡❧❧ ❞❡t❡❝ts ❛❧❧
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡✳ ❏▼❆P ✈✐❛ ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ q✉✐❝❦❧② r❡❝♦♥str✉❝t ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡
♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞

✶✽✵



❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✷✺✵✵❍③✱ ✵❞❇ ❙◆❘ ✐♥ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s✱ ✶✹❞❇ ❞✐s♣❧❛②✿ ✭❛✮
❙♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ✭❜✮ ❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs ✭❝✮ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ✭❞✮ ❏▼❆P ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧ ✭❡✮ ❏▼❆P ✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❢✮ Pr♦♣♦s❡❞ ❱❇❆ ✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❱❇❆ ✈✐❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②
♦✛❡rs ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡
❜❡tt❡r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳

✽✳✺ ❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆ ❬✽✻❪✱ ♦❜✲
❥❡❝t ✈❡❤✐❝❧❡✱ ◆❯❆ ❛rr❛② ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❝♦✉st✐❝
s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st s❛t✐s✜❡❞✱ ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛r s✐❞❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❉❂✹✳✺♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛r ❛♥❞ ❛rr❛② ♣❧❛♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ st❡♣ ✐s s❡t ❜②
∆p = 5cm✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❝❛r s✐❞❡ ✐s ♦❢ ✶✳✺× ✺ m2 ✭✸✶×✶✵✶ ♣✐①❡❧s✮✱ ❛♥❞
✇❡ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✿ ✶×✶✳✺ m2 ✭✷✶×✸✶
♣✐①❡❧s✮✳ ❖♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❚❂✺✷✹✷✽✽ s❛♠♣❧✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝② fs❂✷✳✺✻×104 ❍③✳ ❲❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥t♦ ■❂✷✵✹ ❜❧♦❝❦s
✇✐t❤ ▲❂✷✺✻✵ s❛♠♣❧✐♥❣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s ❬✷✹✵✵✱✷✻✵✵❪❍③✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❇ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✶✵❞❇ s♣❛♥✳ ❋♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ τn,m ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ rn,m ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ t♦
♠❛❦❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r τ−n,m ❛♥❞ r−n,m ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡

✶✽✶



✽✳✸✳✷ ✲ ❱❇❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ s−n t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆ ❛♥❞ ❇✳

❋✐❣✉r❡✳✽✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s
❛t 2500❍③✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s✐❞❡❧♦❜❡ ❡✛❡❝t✱ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❥✉st ❣✐✈❡s ❛ ❜❧✉rr❡❞
✐♠❛❣❡ ♦❢ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❋✐❣✳✽✳✹✭❛✮✳ ❉❆▼❆❙ ✇❡❧❧ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❜❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡rs s♦✉r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ r❡❛r✈✐❡✇ ♠✐rr♦r✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ❢❛❧s❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✐r ✐♥ ❋✐❣✳✽✳✹✭❜✮✳ ❉✐❛❣✲
♦♥❛❧ ❘❡♠♦✈❛❧ ❉❆▼❆❙ ✐♥ ❋✐❣✳✽✳✹ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦
❤❛r♠s ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡✳✽✳✹✭❞✮ ❛♥❞ ✽✳✹✭❡✮ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❈▲❊❆◆ ❛♥❞
❙❈✲❉❆▼❆❙ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❉❆▼❆❙✱ ❜✉t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ str♦♥❣
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
✉s❡✳ ■♥ ❋✐❣✳✽✳✹✭❢✮ ❛♥❞ ✭❣✮✱ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❏♦✐♥t ▼❆P ✈✐❛ s♣❛r✲
s✐t② ♣r✐♦r ♥♦t ♦♥❧② ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t✇♦
✇❤❡❡❧s✱ r❡❛r✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉t ❛❧s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡❝♦♥str✉❝ts
t❤❡ ✇❡❡❦ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❝♦✈❡r ❛♥❞ ❧✐❣❤t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❱❇❆ ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❤✐❡✈❡ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ t✇♦
✇❤❡❡❧s ❛♥❞ ♠✐rr♦r✳ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s ❛r❡
♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦t❤❡rs t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②
♥♦✐s❡s✳ ❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✽✳✶✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❱❇❆ ✈✐❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
r❡❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❋✐❣✳✽✳✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x̂ ❛♥❞ t❤❡✐r
✈❛r✐❛♥❝❡s ✭✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮ Σ̂x✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✳ ■♥
❋✐❣✳✽✳✺✭❝✮✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t❡❞
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s✱ t❤❡ ❧❡ss ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❜❡❝♦♠❡s✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭2.5%✮✳ ❙♦ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❱❇❆
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ♦♥ t❤❡ r❡❛r✈✐❡✇ ♠✐rr♦r ❛♥❞ ❜❛❝❦
✇❤❡❡❧ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜✐❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧✳ ❚❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳✽✳✺✭❛✮ t❤❛t
str♦♥❣❡r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡
✇❡❛❦ ♦♥❡s ♦♥ ♠✐rr♦r ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧ ♣❛rt✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐s s♠❛❧❧❡r ❢♦r str♦♥❣ s♦✉r❝❡s t❤❛♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ♦♥❡s✳
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❲✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
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❈▲❊❆◆ ✭❡✮ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✭❢✮ ❏♦✐♥t ▼❆P ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✭❣✮ ❏♦✐♥t ▼❆P
✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✭❤✮ Pr♦♣♦s❡❞ ❱❇❆ ✈✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❘✐❣❤t✿ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ✭❛✬✮ ✺ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✭❜✬✲❤✬✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛t ✷✺✵✵❍③✱ ✵❞❇ ❙◆❘ ✐♥ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s✿ ✭❛✮ Pr♦♣♦s❡❞ ❱❇❆ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮ ❊st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✭✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮ ♦❢ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs✳ ✭❝✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✐ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✇❤♦❧❡ ❝❛r✿ ✐♠❛❣❡ ✸✶×✶✵✶ ♣✐①❡❧s✱ ❛t ✷✺✵✵❍③✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ❈P❯✿✸✳✸✸●❍③✳ ✬❏▼❆P✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ✬❱❇❆✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

▼❡t❤♦❞s ❈❇❋ ❉❆▼❆❙ ❉❘✲❉❆▼❆❙ ❈▲❊❆◆ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ▼❆P ▼❆P✰❈♦♥ ❱❇❆✰❈♦♥
❚✐♠❡ ✭s✮ ✶ ✶✵ ✶✶ ✹✺ ✽✺✷ ✶✵✶✷ ✶✽✵ ✺✼✽

✽✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❱❇❆ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦rs ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs
❛♥❞ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❜t❛✐♥s ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡
❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s✉♣❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡
❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss t♦ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡✿

❼ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r ❛♥❞ ❜r✐♥❣ ✐♥ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r✐♦r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ s✉❝❤ ❛s s✐♥❣❧❡
♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t ③❡r♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
✐♥ ✉s✐♥❣ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r✿ ✜rst❧②✱ ✐t ❤❛s ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❡r t❛✐❧ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡
s♣❛rs✐t② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs
❛♥❞ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦t
♦♥❧② ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥
❛❧t❡r♥❛t❡ ❛♥❞ ❡❛s② ✇❛② ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭❱❇❆✮✱ r❛t❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t✮ r❡✲
✢❡❝t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✛❡rs t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭✈❛r✐❛♥❝❡✮
♦❢ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r✳

❼ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r✐♦r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs r❛t❤❡r t❤❡♥ t❤❡ ✐✳✐✳❞ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t
♣r✐♦r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs✱ ✇❤♦s❡
✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✳
❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✲●❛♠♠❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r✱ ✇❡
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②
♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❤✐❞✲
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❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ●❛♠♠❛ ♣r✐♦r✳

❼ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛♣♣❧②
t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝♦♥❥✉✲
❣❛t❡ ♣r✐♦rs✳ ■♥ ❱❇❆✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛
❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜❛s✐❝ ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❙♦ t❤❛t
❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s✳

❋♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ Pr♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■t ❣❡ts ♠♦r❡ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♣❛rs❡ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❈✲❘❉❆▼❆❙✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛
♣r♦♣♦s❡❞ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✭y = Hx + ǫ✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♥❞
✐t ♦❜t❛✐♥s ❛s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✭❛ ❧✐tt❧❡ ❜❡tt❡r✮ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥
✈✐❛ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭y = Cx + σ2e 1a + ξ✮ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✻✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✉s✐♥❣ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❱❇❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡sts st✐❧❧ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✳
❋♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② t❤❡ ❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✳✽✳✻✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ t❤❡
❏▼❆P ❛♥❞ ❱❇❆♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t❤✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡✿ ✭✶✮
t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ❛❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s❀
✭✷✮ t❤❡② ❛❧❧ ✉s❡ ✉s❡❢✉❧ ♣r✐♦rs ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤
❛s ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs✱ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t❝✳ ❇✉t t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s✿ ✭✶✮ ❏▼❆P
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r✱ ✇❤✐❧❡ ❱❇❆ ❛✐♠s t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭P❉❋✮ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s❀ ✭✷✮ ❏▼❆P ✐s t❤❡
♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇❤✐❧❡ ❱❇❆ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
s❡♣❛r❛❜❧❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❛♥❞ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ✭✸✮ ❏▼❆P ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ s✐♠♣❧❡ ♣r✐♦rs ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❱❇❆ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣r✐♦rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✜ts ✇❡❧❧ t♦
t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r✐♦rs✳ ✭✹✮ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s✉❝❤ ❛s s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❱❇❆ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r✐♦rs ❛♥❞ ♦✛❡rs t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡s✳

✶✽✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ▼❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❏▼❆P ❛♥❞ ❱❇❆ ♠❡t❤♦❞s
❬✽✼❪✿ ✭❛✮ ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ✭❏▼❆P✮ ✭❜✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❱❇❆✮

❋♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✱ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❱❇❆✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ●r❛♣❤✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t ✭●P❯✮ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
❱❇❆ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
s♣❡❡❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r✐♦rs ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❝♦❧♦r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs s♦ ❛s t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❱❇❆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ♣r♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ❛♥❞ ❱❇❆
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✶✽✼



✽✳✸✳✷ ✲ ❱❇❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ●❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ✬❏▼❆P✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♠♦❞❡❧✳ ✬❱❇❆✰❈♦♥✈✬ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

▼❡t❤♦❞s ❈❇❋ ❈▲❊❆◆ ❉❆▼❆❙ ❈▼❋ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙ ❏▼❆P ❏▼❆P✰❈♦♥✈ ❱❇❆✰❈♦♥✈

❘❡s♦❧✉t✐♦♥s ▲♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤❡r ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r

❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥❣❡ ◆❛rr♦✇ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❲✐❞❡ ❲✐❞❡ ◆♦r♠❛❧ ❲✐❞❡r

◆♦✐s❡ ❘♦❜✉st ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st ❘♦❜✉st

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▲❡❛st ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤ ❍✐❣❤❡r ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤

❙❛♠♣❧❡s ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ▼♦r❡ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❍✐❣❤

❙♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ◆♦ ❘❡q✉✐r❡❞ ❘❡q✉✐r❡❞ ◆♦ ◆♦ ◆♦

✳

❼ ❈❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣✐t♦②❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♠❡✱ ❝✬❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥✲
♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡✳

▼✐❝❤❡❧ ❊②q✉❡♠ ❞❡ ▼♦♥t❛✐❣♥❡

✶✽✽
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❆❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✇✲
❡rs ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❛✐r❝r❛❢t ✐♥❞✉str✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦rs✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣
s❡✈❡r❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡
✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✾✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡ t♦ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦r
❛rr❛② ✐♥ ❊q✳✭✸✳✾✮✿

z(fl) = A(P∗, fl) s
∗(fl) + e(fl)

■♥ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧t② ✐s t❤❛t ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠❛tr✐① A ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❣r♦✉♥❞
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s∗ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥❦♥♦✇♥

✶✽✾
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♣♦s✐t✐♦♥s P∗✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡t ✉♣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡
✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✿

z = A(P) s+ e

■♥ t❤✐s ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥sP ❛r❡ ❦♥♦✇♥❀
❛♥❞ P∗ ❛♥❞ s∗ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ P ❛♥❞ s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡
s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s s✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛♥ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ ❛♥
✐❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r N ✐s
♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s❡♥s♦r ♥✉♠❜❡r M ✱ ♥❛♠❡❧② M < N ✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ ❛♥❞ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✷✮✱
✇❡ s❡t ✉♣ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✿

y = Cx+ σ2e 1a ,

✇❤❡r❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡rs y = E[|Ã† z|2] ✇✐t❤ Ã ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ A❀ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠❛tr✐① C = |Ã†A|.2❀ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r x = ❞✐❛❣

[
E[ss†]

]
❀ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡

♣♦✇❡r σ2e = E[e†e]✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r x✳ ❙✐♥❝❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮ ❝❛♥ ❜❡ t❤✉s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞ t❤❛♥ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s
♠♦r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s s✐❣♥❛❧ ♣❤❛s❡s t❤❛♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✐♥ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✱ ❈❛♣♦♥ ❛♥❞ ▼❯❙■❈✱ ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ❞✐r❡❝t ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❢♦r s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❜❧✉rr② ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♣♦✇❡r r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✭ℓ0✱ ℓ1 ♦r ℓl ✇✐t❤ 0 < l < 1 ♥♦r♠✮✱ ♦r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡s ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡ r❡❣✲
✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡ ❢♦r ❣♦♦❞ ✉s❡✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐① ❋✐tt✐♥❣ ✭❈▼❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❝r♦ss✲s♣❡❝tr✉♠ ♠❛tr✐① ♦❢ ✭✉♥✮❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ✈✐❛ s♣❛rs✐t②

✶✾✵



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❝♦♥str❛✐♥t✱ ❜✉t ❈▼❋ ❤❛s ❤✉❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♥❡✲✜ts✲❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✉✛❡r
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞r❛✇❜❛❝❦s✿ ♣♦♦r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ ♥❛rr♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦r ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♥❡❡❞ t♦ s❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✉st
❜❡ t✉♥❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳✭✹✳✹✻✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣♦✇❡r ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡rr♦rs ❛s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✿

y = Cx+ σ2e 1a + ξ

■♥ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧t② ✐s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ξ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞ t✉♥✲
♥❡❧✳ ❋♦r t❤✐s ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r♦❜✉st s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✭❙❈✲❘❉❆▼❆❙✮ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✻✮✿





(x̂, σ̂2e) = arg min
(x,σ2

e)

{
||y −Cx− σ2e 1a||22

}

s✳t✳x � ✵, ‖x‖1 = β, σ2e ≥ 0

❚❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r✳ ❲❡
❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ β ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ❋♦r
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ 5cm s✉♣❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ 31❝♠ ❛t ✷✺✵✵❍③✳ ■t ❛❝❤✐❡✈❡❞ 15❞❇ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦✇❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s✳
❚❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡✲
❝♦♥str✉❝t❡❞ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ♦♥ ❢r♦♥t ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦rs✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ✇❡❛❦ s♦✉r❝❡s ♦♥ ❜❛❝❦ ✇❤❡❡❧s✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡
❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥
s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇
t❤❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✲
✐♥❣ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ t❡sts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s t❤❡ ♦✈❡r✲✇✐♥♥♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t t❤❛t ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡s ♠❛♥② ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♦r s❤❛♣❡❧❡ss
♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♥♦t t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ tr✉❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠♦♥♦♣♦❧❡s✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ s♣❛r✲

✶✾✶
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s✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s ❛
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ξ ∼ N (ξ|✵, σ2ξ )✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(y|x,θ1) =

N (y|Cx+ σ2e 1a, σ
2
ξ ) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐t ✭θ1 = [σ2e , σ

2
ξ ]
T ✮✳ ❲❡ t❤❡♥

♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉♦✉❜❧❡
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ DE(x) ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ❛s✿

p(x|θ2) =
(γ
2

)N

exp
[
−γ‖x‖ββ

]

β = 1 ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡r γ ♣r♦♠♦t❡❞
t❤❡ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs❀ θ2 = [γ, β]T ✳ ❋♦r r♦❜✉st s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r
✭❏▼❆P✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x✱ s♣❛rs✐t② ♣❛✲
r❛♠❡t❡r γ✱ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ2e ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2ξ ✭β = 1
✐s ✜①❡❞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r♦♣♦s❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛✲
r✐③❡❞ ❛s✿ ✭s❡❡ ❊q✳✭✻✳✷✮ ❛♥❞ ❊q✳✭✻✳✽✮✮




y = Cx+ σ2e 1a + ξ

(x̂, θ̂) = argmin
(x,θ)

{J (x,θ)} , J (x,θ) = − ln p(x,θ|y)

p(x,θ|y) ∝ p(y|x,θ1) p(x|θ2) p(θ2) p(θ1)

J (x,θ) =
1

2σ2ξ
‖y −Cx− σ2e 1a‖2

︸ ︷︷ ︸
Likelihood

+ γ ‖x‖1︸ ︷︷ ︸
Sparse prior

+
N

2
ln σ2ξ −N ln γ

︸ ︷︷ ︸
Hyperparameter prior

s✳t✳ x � ✵, σ2e � 0, σ2ξ � 0, γ � 0

θ1 = [σ2e , σ
2
ξ ]
T , θ2 = γ, θ = [θ1,θ2]

T

γ ‖x‖1 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r♠ F(x) ✐♥ ❊q✳✭✹✳✺✽✮✱
❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r γ t❛❦❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❛❧t❡r♥❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❊q✳✭✻✳✾✮✳ ❇② s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✱ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❈✲❘❉❆▼❆❙✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❏▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢r♦♥ts t❤❡ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥
❏▼❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✾✮✿

y = Hx+ ǫ

✶✾✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ǫ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r σ2e ✱
♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ξ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs η
✐♥ ❊q✳✭✼✳✼✮✳ H ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ h ✭s✐③❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s✮ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐ ❙②♠✲
♠❡tr✐❝ ❚♦❡♣❧✐t③ ❇❧♦❝❦ ❚♦❡♣❧✐t③ ✭❙❚❇❚✮ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠❛tr✐① C ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✸✮✿

{
hk,l = c̃i,j ,

i = ⌊N+1
2 ⌋ , j = i+ (⌊Nr+1

2 ⌋ − k)Nr + ⌊Nr+1
2 ⌋ − l

▼♦r❡♦✈❡r✱ h ✇❛s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✷❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✶❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐s t❤❛t
✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s ❜♦t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞
♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦
r❡❛❧✐③❡❞ t❤❡ ✷❉ ✭✐♥✮✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▼❆❚▲❆❇
P❛r❛❧❧❡❧ ❚♦♦❧❜♦① ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛♥②✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●r❛♣❤✐❝s
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t ✭●P❯✮✳ ❖♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
❏▼❆P ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❋♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤
✈❡r② ❧❛r❣❡ s✐③❡✱ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ✈❡r② ❢❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ●P❯✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈P❯ ✇✐t❤ ♠❛tr✐①
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ Cx✱ t❤❡ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ●P❯ ❛❝❤✐❡✈❡s
t❤❡ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤r❡❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡❀ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈P❯
✇✐t❤ ✷❉ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h∗x✱ ✐t ❣❛✐♥s t✇♦ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥❀ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●P❯ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h1 ∗hT

2 ∗x✱
✐t st✐❧❧ ♦❜t❛✐♥s ♥❡❛r❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♦❢ s♣❡❡❞ ❣❛✐♥✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✾✮✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs t♦ ❜❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐✳✐✳❞ ❆●❲◆ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡rr♦rs ❛s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❊q✳✭✽✳✹✮✿

St(ǫ|αǫ) =
N∏

n=1

Γ(1+αǫ

2 )
√
αǫ π Γ(

αǫ

2 )
(1 +

ǫ2n
αǫ

)−
1+αǫ

2

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s t❤❛t
St(ǫ|αǫ) =

∫
p(ǫ|ν) p(ν|αǫ) dν ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐✈❛r✐✲

❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ◆♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(ǫ|ν) = N (ǫ|✵,Σ−1
ν ) ✇✐t❤ Σν =

Diag[νn]✱ ❛♥❞ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(ν|αǫ) =
∏N

n=1 G(νn|aν, bν) ✇✐t❤
aν = bν = αǫ

2 ✳ ❍❡r❡ ν = [ν1, · · · , νN ]T ❞❡♥♦t❡s ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r✱
✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ǫ ✭❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧✮✳

✶✾✸
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▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ♠♦r❡ ♣r♦♣❡r s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦r ♦♥
s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r✐♦r ✉s❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r St(x|αx) ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛
s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✇✐♥❣ t♦ ✐ts ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ❤❡❛✈② t❛✐❧✳ ❆❣❛✐♥
❤❡r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✲●❛♠♠❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ St(x|αx) =∫
p(x|γ) p(γ|αx) dγ✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s p(x|γ) =

N (x|✵,Σ−1
γ ) ✇✐t❤ Σγ = Diag[γn] ❛♥❞ p(γ|αx) =

∏N
n=1 G(γn|aγ, bγ)✱

✇✐t❤ aγ = bγ = αx

2 ✳ ❍❡r❡ γ = [γ1, · · · , γN ]T ❞❡♥♦t❡s ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳

❋♦r ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭x✮ ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs
✭γ✱ ν ✮✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡❛s✐❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✻✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t♦♦ ♠❛♥② ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r
❏▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❣❡t ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡
❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❱❇❆✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❱❇❆✱ t❤❡
❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜❛s✐❝ ❡❛s✐❧②
❤❛♥❞❧❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❱❇❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿




y = Hx+ ǫ

q̂(x,θ) = arg min
q(x,θ)

{
KL(q : p) =

∫
q(x,θ)

q(x,θ)

p(x,θ|y) d(x,θ)
}

St(x) =

∫
p(x|γ) p(γ) dγ =

∫
N (x|✵,Σ−1

γ )G(γ|aγ, bγ) dγ

St(ǫ) =

∫
p(ǫ|ν) p(ν) dν =

∫
N (ǫ|✵, Σ−1

ν )G(ν|aν, bν) dν

θ = [γ,ν]T

p(x,θ|y) ∝ p(y|x,θ) p(x|γ) p(γ) p(ν)
∝ N (y|Hx, Σ−1

ν )G(ν|aν, bν)N (x|✵,Σ−1
γ )G(γ|aγ, bγ)

q(x,θ) ∝ q1(x) q2(γ) q3(ν)

❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦♥❥✉❣❛t❡
♣r✐♦rs✱ t❤❛t ✇❛s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦r p(x|γ) ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞ p(y|x,ν) ✇❡r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ p(γ), p(ν)
✇❡r❡ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡② t❤✉s ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ ✬❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦rs✬✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♣♦st❡r✐♦r q̂1(x) ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛s
p(x|γ)✱ ❛♥❞ q̂2(γ) ✇❛s ❛s ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s p(γ)✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ q̂3(ν)
✇❛s ❛s ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(ν)✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡rs x ❛♥❞

✶✾✹



P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s γ✱ ν ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳✭✽✳✶✾✮✿





q̂1(x) = N (x|µ̂x, Σ̂x)

q̂o(γ) =
N∏

n=1

G(γn|âγ, b̂nγ)

q̂3(ν) =
N∏

n=1

G(νn|âν, b̂nν)

❆❧❧ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✽✳✷✵✮
❛♥❞ ❊q✳✭✽✳✷✶✮✳ ❖♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❱❇❆ ✈✐❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♠✉❝❤
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ✈✐❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❏▼❆P ✈✐❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❱❇❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ st✐❧❧ ❤✐❣❤
❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢
❘❡♥❛✉❧t ❙✷❆✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ r♦❜✉st♥❡ss
t♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡s✱ ✇✐❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡rs✱ s✉♣❡r s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ✉s❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
♥✉♠❜❡r ♦r ❙◆❘✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝
✐♠❛❣✐♥❣✳

✾✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✲
✐st ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇♦r❦s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛♥❞ r❡✜♥❡
♦✉r r❡s❡❛r❝❤❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢✉t✉r❡✳ ■t ✐s ❤✐❣❤❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s♣❡❝ts✿

❼ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿

✕ ✸❉ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠✐❝r♦✲
♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆✳ ❚❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ♦✛❡r

✶✾✺
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♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛♥ ✷❉ r❡s✉❧ts ♦✛❡r❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✕ ❍✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❬✷✵✱✶✵✵✵❪❍③✮
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞✱ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ♦❢ ♥♦✐s② ❝❛r s♦✉♥❞s ❛r❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❜② ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ♦♥ ❝❛r ✇✐♥❞♦✇s✱ ✇❤❡❡❧s
❛♥❞ r❡❛r✲✈✐❡✇ ♠✐rr♦rs ❡t❝✳ ❇✉t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s ❝♦♥❢r♦♥ts ✈❡r②
❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❞♦✿ ✭✶✮ ✉s✲
✐♥❣ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❈❛♣♦♥✱ ▼❯❙■❈✮ t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛ ♣♦✇❡r
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ s✐♥❝❡
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❤❛s ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s❀ ✭✷✮ ❞✐✲
r❡❝t❧② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧✱ s✐♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦t ♦♥❧② s✐❣♥❛❧
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ s✐❣♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

✕ ❋❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ●P❯ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣
❢♦r ✐♥❞✉str② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❙♦ t❤❛t ✐t ✐s
❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐ss✉❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
s♦ ❛s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✜t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ●P❯✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡
✜♥❞ ♦✉t t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h ∗x ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P❯
♠❡r❡❧② ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 14% ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ●P❯✱
✇❤✐❧❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h1 ∗ hT

2 ∗ x ❥✉st ♦❝❝✉♣✐❡s ♥❡❛r❧② 7%✳
❙♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r ♦✇♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●P❯ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡
❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ ●P❯ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❝✐t②✳

❼ ❆❝❝✉r❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿

✕ ❙♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❬✶✷✺✱ ✾✼❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✜❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ♦✈❡r✲
s✐♠♣❧✐✜❡❞ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t
s♦✉r❝❡s✱ s♦✉r❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ♣❛tt❡r♥ ♦r ❞✐r❡❝t✐✈✐t②✳ ■t ✐s ❜❡tt❡r t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✭✐♥✮❝♦❤❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❣✉❧❛r ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❬✾✾✱ ✼✻✱ ✾✷❪✳

✕ ❉✐r❡❝t ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣♦✇❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t✲
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t❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❞✐st✐♥❝t ❞✐✛❡r❡♥t
❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ❬✼✸✱ ✷✸✱ ✾✷❪ ✐♥ t❤❡♦r② ❛♥❞
✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❧ s♦✉r❝❡ ✐ts❡❧❢ ❤❛s ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ♥♦t ♦♠♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜✉t
❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ t♦♦✳

✕ ❈♦♠♣❧❡① r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❢♦r r❡❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♠❡r❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥
♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ♥♦♥✲
❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r✳ ■♥ ❛❝♦✉st✐❝s✱ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❡❝❤♦s ❢r♦♠ ♦❜❥❡❝ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡
s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❬✶✷✾✱ ✶✶✺✱ ✼✺✱ ✽✸❪ ❢♦r ❞❡r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥s✳

✕ ▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡rr♦rs s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦♥✲
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡s ✐♥ t❡♠♣♦r❛❧✲s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❬✻✱ ✺✸❪✱ ♦r ❝♦❧♦r❡❞ ♥♦✐s❡s
✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ❞♦♠❛✐♥ ❬✺✶✱ ✼✽❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❥✉st
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐✳✐✳❞ ❆❲●◆ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉s✲
s✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ ❜② ❝♦♠♣❧❡① r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥❤❡r❡♥t s❡♥s♦r
♥♦✐s❡s ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳

❼ ❊✛❡❝t✐✈❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❡t❤♦❞s✿

✕ ❉✐r❡❝t r❡s✉❧ts ♦❢ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞✳ ■♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❥✉st ❢♦❝✉s ♦♥ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❡r❡❧②
❣✐✈❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t
♦r ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❈❘▲❇✮ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬✸✾✱ ✹✻❪
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ✇♦r❦ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳

✕ ▼♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♣❛rs❡ ♣r✐♦rs ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛✲
❝✐❛♥ ♣r✐♦r ❬✶✶✵❪ ✇❤✐❝❤ ♠✉❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ s♣❛rs✐t②✱ t❤❡ ❈❤✐✲sq✉❛r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✼✷❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡
♣♦✇❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣r♦✉♣ s♣❛rs✐t② ♣r✐♦rs ❬✻✹✱ ✻✶❪ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
♣r♦♣❡r❧② ♠♦❞❡❧ ❛ s♣❛rs❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞
♠♦♥♦♣♦❧❡ s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳

✕ ❋❛st ❱❇❆ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❚r❡❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❬✶✵✶❪

✶✾✼
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❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❬✺✽❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣
✇♦r❦s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❱❇❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜✉r❞❡♥✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡
♠❡r❡❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❱❇❆ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
❜✉t ✐t ✐s st✐❧❧ t❤❡ ❣r❡❛t ♠❛tt❡r t♦ ✇❡❧❧ st✉❞② t❤❡ ❱❇❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

✕ ❆❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ✧❝♦❝❦t❛✐❧ ♣❛rt② ♣r♦❜❧❡♠✧ ✐s
♦♥❡ ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❝♦✉s✲
t✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♠✐①❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①❡❞
s✐❣♥❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❜② s❡r✐♦✉s r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲❛♥❡❝❤♦✐❝ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛r s✉r❢❛❝❡ ✐♥
✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ✐s ❛s s✐♠✐❧❛r ❛s t❤❡ ❝♦❝❦t❛✐❧ ♣❛rt② ❝❛s❡✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦
♥♦t ♦♥❧② ❞✐st✐♥❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❝❛r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s✱ s♣❡❝tr✉♠✱ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦r ♣♦✇❡rs✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ❛♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❛❧②s✐s ✭■❈❆✮✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❇❛②❡s✐❛♥ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❬✶✷✷✱ ✺✺✱ ✻✷✱ ✶✷✵❪✳ ■t ✐s ❛❧s♦
❛ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✇♦r❦ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛❞✈❛♥❝❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✳

✶✾✽



P
❡
rs♣

❡
❝t✐✈

❡
s

❚❛❜❧❡ ✾✳✶✿ ❇r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳

❈❤❛♣t❡r ❈❤❛♣t❡r ✺ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❈❤❛♣t❡r ✽
❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ y = Cx+ σ2

e 1a + ξ y = Cx+ σ2
e 1a + ξ y = Hx+ σ2

e 1a + ξ + η y = Hx+ ǫ

▼❛✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ▼❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ▼❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❊rr♦r ❢❛❝t♦r σ2

e ✿ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡❀ ξ✿ ▼✉❧t✐✲♣❛t❤
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

σ2
e ✱ ξ η✿ ▼♦❞❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡rr♦r❀ σ2

e ✱ ξ ǫ ✐♥❝❧✉❞❡s η✱ σ2
e ✱ ξ

■♥✈❡rs❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ξ ✉♥❞❡r s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ✭❏▼❆P✮

(x̂, σ̂2
e) = argmax {p(x,θ|y)}

❏♦✐♥t ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r ✭❏▼❆P✮

(x̂, σ̂2
e) = argmax {p(x,θ|y)}

❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❱❇❆✮ q̂(x,θ)≈p(x,θ|y)

❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

{

(x̂, σ̂2
e) = argmin

{

||y −Cx− σ2
e 1a||22

}

s✳t✳ x � ✵, ‖x‖1 = β, σ2
e ≥ 0



















(x̂, θ̂) = argmin {− ln p(x,θ|y)}
= 1

2σ2

ξ

‖yCx− σ2
e 1a‖2

+γ ‖x‖1 + N
2

lnσ2
ξ
−N ln γ

θ = [σ2
e , σ

2
ξ
, γ]T



















(x̂, θ̂) = argmin {− ln p(x,θ|y)}
= 1

2σ2

ξ

‖y −Hx− σ2
e 1a‖2

+γ ‖x‖1 + N
2

lnσ2
ξ
−N ln γ

θ = [σ2
e , σ

2
ξ
, γ]T , η = ✵































q̂(x,θ) = argmin {KL(q : p)}

KL(q : p) =
∫

q(x,θ)
q(x,θ)

p(x,θ|y)
d(x,θ)

p(x,θ|y) ∝ N (y|Hx, Σ−1
ν )G(ν|aν , bν)

N (x|✵,Σ−1
γ )G(γ|aγ , bγ)

q(x,θ) ∝ q1(x) q2(γ) q3(ν)
θ = [γ, ν]T

❊rr♦r ♣r✐♦r σ2
e ≥ 0 ✐✳✐✳❞ ●❛✉ss✐❛♥✿ N (ξ|✵, σ2

ξ
I) ✐✳✐✳❞ ●❛✉ss✐❛♥✿ N (ξ|✵, σ2

ξ
I) ❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r✿ St(ǫ|αǫ) =

∫

N (ǫ|✵,Σ−1
ν )G(ν|αǫ

2
, αǫ

2
) dν

▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲ N (y|Cx+ σ2
e 1a, σ

2
ξ
I) N (y|Hx+ σ2

e 1a, σ
2
ξ
I) N (y|Hx, Σ−1

ν )

P♦✇❡r ♣r✐♦r x � ✵ ❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✿ p(x|γ, β) =
( γ
2

)N
exp

[

−γ‖x‖β=1

]

❉♦✉❜❧❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✿ p(x|γ, β) =
( γ
2

)N
exp

[

−γ‖x‖β=1

]

❙t✉❞❡♥t✲t ♣r✐♦r✿ St(x|αx) =
∫

N (x|✵,Σ−1
γ )G(γ|αx

2
, αx

2
) dγ

❍✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✲ ✲ ✲ γ✱ ν ✭✈❡❝t♦r✮

P❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦r ❊st✐♠❛t❡❞ ❜♦✉♥❞ ♦♥ β̂ σ2
e ✱ σ

2
ξ
✱ γ ✭s❝❛❧❛r✮ ❏❡✛r❡② ♣r✐♦rs σ2

e ✱ σ
2
ξ
✱ γ ✭s❝❛❧❛r✮ ❏❡✛r❡② ♣r✐♦rs γ✱ ν ✭✈❡❝t♦r✮ ●❛♠♠❛ ♣r✐♦rs

✶✾✾





A
❲✐♥❞ ❋❧♦✇ ❘❡❢r❛❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❲✐♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳❆✳✶✱ ❢♦r s♦✉r❝❡ ♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s
♣❧❛❝❡ ❛t ♣♦✐♥t ♣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐r ❛♥❞ ✇✐♥❞ ✢♦✇✳ ❲❡
✜rst❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ rn,m ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ τn,m✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ rn,m ✐s ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

rn,m =
√

(pnx − p̄mx)2 + (pny − p̄my)2 + (pnz − p̄mz)2 , ✭❆✳✶✮

✷✵✶



❆PP❊◆❉■❳ ❆✳ ❲■◆❉ ❋▲❖❲ ❘❊❋❘❆❈❚■❖◆

✇❤❡r❡ P̄ = [p̄1, · · · , p̄M ]T r❡♣r❡s❡♥ts ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s❡♥s♦r ❛rr❛②❀ ❛♥❞
s❡♥s♦r ♠ ❤❛s p̄m = [p̄mx, p̄my, p̄mz]

T ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s
τn,m = rn,m/c0✱ ✇✐t❤ c0 ❜❡✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝ s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛✐r✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇✱ rn,m ✐s ♥♦t ❛
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❜✉t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛rts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

rn,m = dn,p + dp,m , ✭❆✳✷✮

❲❤❡r❡ dn,p ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ ♥ t♦ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♣✱ ❛♥❞
dp,m ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t ♣ t♦ s❡♥s♦r ♠✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝t✉❛❧ rn,m ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✲
❢r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♣✳

τn,m s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿

τn,m = τn,p + τp,m = dn,p/c1 + dp,m/c0 , ✭❆✳✸✮

✇❤❡r❡ c1 = ||~c0+~v||✱ ✇✐t❤ ~v ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞ ✢♦✇✳ ❙✐♥❝❡ ✐t
✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ c1✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ ♥✬ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t τn′,p✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❡♥s♦r ♠ s❡❡♠s t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❢r♦♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ ♥✬✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ n✱ ❛s ✐❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦ ✇✐♥❞
✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s τn,m = τn′,m = dn′,m/c0✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✐♥t♦ ❊q✳✭❆✳✸✮✱ ✇❡ ❣❡t

τn,m = dn′,p/c0 + dp,m/c0 . ✭❆✳✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝t✉❛❧ τn,m ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡
♥✬ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♣✳

■♥ ❋✐❣✳❆✳✶✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s❡♥s♦r ♠ ✭p̄m = [p̄mx, p̄my, p̄mz]
T ✮ ❛♥❞

s♦✉r❝❡ ♥ ✭pn = [pnx, pny, pnz]
T ✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇❡ ✜rst❧② ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

s♦✉r❝❡ ♥✬ ✭pn′ = [pn′x, pn′y, pn′z]
T ✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♣

✭pp = [ppx, ppy, ppz]
T ✮✳

❋♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ ♥✬✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①✐sts ♦♥❧② ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ ✐♥ ❋✐❣✳❆✳✶✱ pn′ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

pn′x = pxn + dn,n′ , pn′y = pny , pn′z = pnz , ✭❆✳✺✮

✇❤❡r❡ dn′,n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

dn′,n = dn′,p v/c0, ✭❆✳✻✮

✷✵✷



❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✇❤❡r❡ dn′,p ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ∆pnn′ ❛♥❞ ∆mnn′ ✐♥
❋✐❣✳❆✳✷ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✳❆✳✶✿

dn′,p =

[
v

c0
(pnx − ppx) +

√
v2

c20
(pnx − ppx)2 + d2n,p(1−

v2

c20
)

]
/(1− v2

c20
) ,

✭❆✳✼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② s❛t✐s✜❡s v < c0✳ ❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ppx ❜②
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ∆mn′q ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳❆✳✶✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②
ppy ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡♥ pp ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②





ppx =
L1

L1+L2
pn′x +

L2

L1+L2
p̄mx

ppy =
L1

L1+L2
pn′y +

L2

L1+L2
p̄my

ppz = p̄mz + L1

, ✭❆✳✽✮

✇❤❡r❡ L1 ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡ t♦ t❤❡ ✇✐♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ L2 ✐s
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❧❛♥❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳❆✳✶✳
▲❡t d′m,n′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ dm,n′ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ■❢ d′m,n′ = L1 + L2✱
t❤❡♥ pp ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❊q✳✭❆✳✽✮✳ ■❢ d′m,n′ > L1 + L2✱ ✇❡ s♦❧✈❡
t❤❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ∆mn′q ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦❧✐❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❣❡t
t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❊q✳✭❆✳✽✮✳ ❆❜♦✈❡ ❛❧❧✱ pn′ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣
❊q✳✭❆✳✽✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭❆✳✼✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ rn,m ✐♥ ❊q✳✭❆✳✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡
♥✬✱ ❛♥❞ τn,m ✐♥ ❊q✳✭❆✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡ ♥✬ ❛♥❞
r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r a(pn, fl) ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✻✮ ❝❛♥
❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

an,m =
1

rn,m
exp [−j2πflτn′,m] + ρ

1

r−n,m
exp [−j2πfl τ−n′,m] , ✭❆✳✾✮

✇❤❡r❡ an,m ∈ a(pn, fl) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✐t❡♠ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ n t♦ s❡♥s♦r ♠✱
❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛② τ−n′,m ♦❢ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❇✳

❖✉r r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✿

✷✵✸
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❈❛s❡ ✶✿ ◆♦ ✇✐♥❞✳ ❙✐♥❝❡ v = 0 ❛♥❞ L2 = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ dn′,p = dn,p ❢r♦♠
❊q✳✭❆✳✼✮✱ ❛♥❞ pp = pn′ ❢r♦♠ ❊q✳✭❆✳✽✮✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❜♦t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
s♦✉r❝❡ ♥✬ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♣ ❧♦❝❛t❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♥✳ ❚❤✐s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❡❡ts t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡✳

❈❛s❡ ✷✿ ❲✐♥❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❙✐♥❝❡ v 6= 0 ❛♥❞ L1 = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ pp = p̄m

❢r♦♠ ❊q✳✭❆✳✽✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t p ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ❛s t❤❡ s❡♥s♦r
m✱ ❜✉t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t dn′,n st✐❧❧ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭❆✳✼✮✳

✭❛✮  
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✿ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛t
✷✺✵✵❍③✿ ✭❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✭❜✮ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s

■♥ ❋✐❣✳❆✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✷✺✵✵❍③✳
❚❛❦❡ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥s✱ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡✐r r❡❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇✐♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱
✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts✳

✷✵✹



B
●r♦✉♥❞ ❘❡✢❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ●r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

■♥ ❋✐❣✳❇✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧✳ ❋♦r t❤❡ s❡♥s♦r
♠✱ ✐ts ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ t❤❡ ♠❛❥♦r ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝✲
t✐♦♥✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ ✲♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r
s♦✉r❝❡ ♥✳ ❋♦r t❤❡ s❡♥s♦r ♠✱ ✐t s❡❡♠s t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜② ✇❛② ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t
♣❛t❤ r−n,m ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ar(p−n, fl)
♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s p−n ♦❢ ♠✐rr♦r s♦✉r❝❡s✳

✷✵✺
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❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ pn = [pnx, pny, pnz]
T ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥✱ ✐ts

♠✐rr♦r s♦✉r❝❡ ♥✬ ❤❛s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s pn′ = [pn′x, 2pny0 − pny, pn′z]
T ✱ ✇❤❡r❡

pny0 ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳❇✳✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❖ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ pny0 = 0✱ t❤✉s t❤❡ ♠✐rr♦r ♣♦s✐t✐♦♥
✐s p−n = [pnx,−pnx, pnx]T ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥
ar(p−n, fl) ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s s✐♠✐❧❛r❧② ❛s t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r
♦❢ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ad(pn, fl) ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✶✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r
♦❢ ✇✐♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ad(p−n′, fl) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆✳

❇❛s❡ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳❆✳✸✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭ρ = 0✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❣❤♦st s♦✉r❝❡s ♦✉ts✐❞❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r✳ ❚❤❡s❡ ❣❤♦sts ❛r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s
♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ρ = 0.8✱ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✲
✐♥❣ r❡s✉❧t ❤❛s ♠✉❝❤ ❢❡✇❡r ❣❤♦sts ✐♥ t❤❡ ❛✐r✱ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ r❡❛r ♦❢ ❝❛r
❜♦❞②✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ str♦♥❣ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♠♦r❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛s t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣✳

✷✵✻



C
❙❚❇❚ ▼❛tr✐① ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ❘♦✇ ✐t❡♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ C̃ ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ h✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞
❛t ✷✺✵✵❍③✱ ♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ❈❤❛♣t❡r ✺✳✸✳

❋♦r t❤❡ it❤ s♦✉r❝❡ i ∈ [1, · · · , N ]✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛✈❡r✲
❛❣❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ r̄i = 1

M

∑M
m=1 ri,m ❢r♦♠ s♦✉r❝❡s t♦ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡✱ s❛t✐s❢②✐♥❣

r̄i/ri,m ≈ 1 ❢♦r ❛♥② s❡♥s♦r m ∈ [1, · · · ,M ]✳

✷✵✼
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❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ci,j ∈ C ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✿

ĉi,j ≈
∣∣∣∣∣

1
∑M

m=1
1

r2im

M∑

m=1

1

rim rj m
e

2π fl
c0

(rim−rj m)

∣∣∣∣∣

2

= r̄2i
1

M 2

∣∣∣∣∣

M∑

m=1

e
2π fl
c0

(ri,m−rj,m)

∣∣∣∣∣

2

1

r̄2j
, ✭❈✳✶✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭✼✳✻✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

c̃i,j =
1

M 2

∣∣∣∣∣

M∑

m=1

e
2π fl
c0

(ri,m−rj,m)

∣∣∣∣∣

2

, ✭❈✳✷✮

✇❤❡r❡ rim ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ it❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ✭❛t t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ pi ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✮ t♦ t❤❡ mt❤ s❡♥s♦r❀ fl ❞❡♥♦t❡s t❤❡
lt❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥❀ M ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs❀ i, j ∈ [1, · · · , N ]❀ ❛♥❞ c0
✐s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳❈✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐t❡♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦♥ t❤❡ r♦✇s ♦❢ C̃✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ C̃ ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❦❡r♥❡❧ h✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ r♦✇ r❡❢❡rs t♦ h✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t❡♠s ♦❢ t❤✐s r♦✇
❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭❈✳✷✮✱ ✇❡ ❣❡t c̃i,j = c̃j,i✱ C̃ = C̃T ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ C̃ ✐s ❛
s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✳✭✼✳✽✮✳ ❆♥❞ C̃ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❜② s✉❜❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s C̃q,l ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{
C̃ = [C̃q,l]Nc×Nc

, C̃q,l = [c̃
(q,l)
p,k ]Nr×Nr

, c̃
(q,l)
p,k = c̃i,j ∈ C̃

i = p+ (q − 1)Nr, j = k + (l − 1)Nr

✭❈✳✸✮

✇❤❡r❡ C̃q,l ✇✐t❤ q, l ∈ [1, · · · , Nc] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❜❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ❛t qt❤✲r♦✇
❛♥❞ lt❤✲❝♦❧✉♠♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ C̃❀ ❛♥❞ C̃ ❤❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ Nc × Nc s✉❜❜♦❧❝❦s
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳✼✳✽✳ c(q,l)p,k ✇✐t❤ p, k ∈ [1, · · · , Nr] ❞❡♥♦t❡s t❤❡

pt❤✲r♦✇ ❛♥❞ kt❤✲❝♦❧✉♠♥ ✐t❡♠ ♦❢ C̃q,l✱ ❛♥❞ C̃q,l ❤❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Nr ×Nr✳

❲❡ t❤❡♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

|ri,m − rj,m| ≈ |ri+1,m − rj+1,m|, ⌊ i

Nr
⌋ = ⌊ j

Nr
⌋ , (q = l) ✭❈✳✹✮

✇❤❡r❡ ⌊·⌋ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡ it❤ ❛♥❞ jt❤✱ i+1t❤
❛♥❞ j + 1t❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧✉♠♥ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r
✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✳❈✳✷✳

✷✵✽



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✿ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r ❙❚❇❚ ♠❛tr✐① Ĉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❛✮ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
❚♦❡♣❧✐t③ ✐♥ ❛ s✉❜❜❧♦❝❦ ✭❜✮ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❧♦❝❦ ❚♦❡♣❧✐t③ ❜❧♦❝❦

❇❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳✭❈✳✷✮✱ ✐t ②✐❡❧❞s c̃i,j = c̃i+1,j+1 ❢♦r i ❛♥❞ j ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡
s✉❜❜❧♦❝❦✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❞❡① i ❛♥❞ j ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ c̃i,j =
c̃i+Nr,j+Nr

✐♥ t✇♦ s✉❜❜❧♦❝❦✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭❈✳✸✮ ❛♥❞ ✭❈✳✹✮✱ ❢♦r ❛♥② c̃(q,l)p,k , c̃
(q,l)
p+1,k+1 ∈ C̃q,l✱ ✇❡ ❤❛✈❡

c̃
(q,l)
p+1,k+1 = c̃i+1,j+1 = c̃i,j = c̃

(q,l)
p,k ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉❜❜❧♦❝❦ C̃q,l ✐s ❛ ❚♦❡♣❧✐t③

♠❛tr✐①✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳✼✳✽✳

❋♦r ❛♥② c̃
(q,l)
p,k ∈ C̃q,l ❛♥❞ c̃

(q+1,l+1)
p,k ∈ C̃q+1,l+1✱ ✇❡ ❣❡t c̃

(q+1,l+1)
k,l =

c̃i+Nr,j+Nr
= c̃i,j = c̃

(q,l)
p,k ✱ ❛♥❞ C̃q,l = C̃q+1,l+1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ C̃ ✐s ❛ ❜❧♦❝❦

❚♦❡♣❧✐t③ ♠❛tr✐①✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳✼✳✽✳

❆❜♦✈❡ ❛❧❧✱ C̃ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦♥ ❜❡ ❛ ❙❚❇❚ ♠❛tr✐①✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✼✳✽✳

✷✵✾





D
❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦❢ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❬✾✸✱ ✶✶✻❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▲❡t r(h) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ❛ Nr ×Nr ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ h✳ ❆♥❞ h1✱ h2

❞❡♥♦t❡ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ Nr✳ ■❢ r(h) = 1✱ ✇❡ ❝❛♥
❣❡t h = h1 ∗ hT

2 ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✶❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢
t❤❡ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❡q✉❛❧s ♦♥❡✳

❋♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ N ✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ h✮ ✐s ❖✭N 2

r N✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s
✉s✐♥❣ h1✱ h2 ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❖✭2NrN✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳
▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧s ✐s ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ N 2

r t♦
2Nr✳

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ t❤❡ ✷❉
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s
t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❛s✿

ρ =
λ21∑Nr

i=2 λ
2
i

, ✭❉✳✶✮

✇❤❡r❡ [λ1, · · · , λNr
]T ❞❡♥♦t❡s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ h✱ ✇✐t❤ λ1 ≥ λ2 · · · ≥ λNr

≥ 0✳

❚❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✶❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs h1 ❛♥❞ h2✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r②

✷✶✶



❆PP❊◆❉■❳ ❉✳ ❙❊P❆❘❆❇▲❊ ❈❖◆❱❖▲❯❚■❖◆

r❡❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① h ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❬✺✾❪✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❊✐❣❡♥❱❛❧✉❡
❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❊❱❉✮ ♦❢ ♦❢ h ❛s✿

h = UΛUT =

Nr∑

i=1

λiuiu
T
i , ✭❉✳✷✮

✇❤❡r❡ U = [ui]Nr
✐s ❛ Nr × Nr ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ui ✇✐t❤

i ∈ [1, · · · , Nr] ❛r❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ h❀ ❛♥❞ Λ = Diag[λi]Nr
✐s ❛ r❡❛❧ ❛♥❞

❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s λi ❛r❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ h✳

❋r♦♠ ❊q✳✭❉✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ h ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ1
❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r u1 ❛s h ≈ λ1u1u

T
1 ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡rr♦r ❛s✿

ε =
||h− λ1u1 ∗ u′T

1 ||22∑Nr

i=1 λ
2
i

× 100% =
||∑Nr

i=2 λiuiu
T
i ||22∑Nr

i=1 λ
2
i

× 100% , ✭❉✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s u1 ∗ u′T
1 = u1 u

T
1 ✱ ❛♥❞ u′

1 =
[u1, Nr

, · · · , u1, 1] ❞❡♥♦t❡s s②♠♠❡tr✐❝ ✈❡❝t♦r ♦❢ u1 = [u1, 1, · · · , u1, Nr
]✳ ❙✐♥❝❡

U = [ui]Nr
✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ui u

T
j = I ❛♥❞ |uT

i uj| = 1

❢♦r i = j✱ |uT
i uj| = 0 ❢♦r i 6= j✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭❉✳✷✮✱ ||∑Nr

i=2 λiuiu
T
i ||22 ≤∑Nr

i=2 λ
2
i ||ui u

T
i ||22 =

∑Nr

i=2 λ
2
i ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭❉✳✸✮✱ t❤❡ ✉♣♣❡r

❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡rr♦r ✐s✿

ε ≤
∑Nr

i=2 λ
2
i

λ21 +
∑Nr

i=2 λ
2
i

× 100% =
1

ρ+ 1
× 100% , ✭❉✳✹✮

✇❤❡r❡ ρ = λ2
1∑Nr

i=2
λ2
i

❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡r ρ ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡

s❡♣❛r❛❜❧❡ h ❜❡❝♦♠❡s✳ ■❢ r(h) = 1✱ t❤❡♥ h = λ1u1 ∗ uT
1 ✱ s♦ t❤❛t ε = 0 ✐♥

❊q✳✭❉✳✹✮ ❛♥❞ ρ→ ∞ ✐♥ ❊q✳✭❉✳✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❛s

h ≈ hsep = λ1u1 ∗ u′T
1 , ✭❉✳✺✮

✇❤❡r❡ λ1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ h❀ u1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ h❀ ❛♥❞ u′

1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✈❡❝t♦r ♦❢ u1✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t②
❡rr♦r ε ❤❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❊q✳✭❉✳✹✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ h ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ r❡❛❧ ❛♥❞
s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢
h✳ ❆♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✳

✷✶✷
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Invariant PSF1
Invariant PSF2
Invariant PSF3
Separability of PSF1
Separability of PSF2
Separability of PSF3
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← error of separability

← error of convolution model

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❱❙ ✷❉ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

■♥ ❋✐❣✳❉✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤r❡❡ ✷❉ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r✲
♥❡❧s ✭P❙❋s✮ ✈❡rs✉s ❞✐✛❡r❡♥t P❙❋ s✐③❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✼✳✸✳
❚❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ✐♠❛❣❡ x0 ❤❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Nr = 17×Nc = 27✳ ❚❤✉s
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ❤❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ N = 459 × N = 459✳ ❚❤❡ P❙❋✶
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐t❡♠s ♦❢ c1, j✱ j ∈ [1, · · · , N ] ♦♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ♦❢ C❀ P❙❋✷
✐s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧✐♥❡ ✭i = 230✮ ♦❢ C❀ P❙❋✸ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ i = 300✳
❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✬✈❛r✐❛♥t✬ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✷✮✱ t❤❡ ✬✐♥✈❛r✐❛♥t✬ ❦❡r♥❡❧ ✐s ✜①❡❞
✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✸✮✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r✐❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐t❡♠✳

❋♦r t❤r❡❡ r❡❞ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳❉✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧
s❡♣❛r❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ P❙❋✶✱ P❙❋✷ ❛♥❞ P❙❋✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤r❡❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐✲
t✐❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ s✐③❡ ✐s✱
t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❡rr♦r ♦❢ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ✐s✳ ❇✉t s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ✭< 11%✮✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ ✐s ❛❜♦✉t 15× 15 ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡
t♦ Nr = 17✱ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❡rr♦r ✐s ❥✉st ❛r♦✉♥❞ 5%✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ P❙❋✶✱ P❙❋✷ ❛♥❞ P❙❋✸ ❝❛♥ ✇❡❧❧ ♠❡❡t t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳✭❉✳✹✮✳

❋♦r t❤r❡❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳❉✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊q✳✭✼✳✶✸✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞
❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ r❡s✉❧t ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✷✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❡rr♦rs ✭❜❧✉❡
❝✉r✈❡s✮✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t✇♦

✷✶✸
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✶❉✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ ✐s✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡rr♦r ❜❡❝♦♠❡s✳ ❇✉t P❙❋✷ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❡rr♦rs ✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡ ✭15×15✮✱
s♦ t❤❛t P❙❋✷ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ❉✳✶ t❡❧❧s t❤❛t P❙❋✷ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✷❉ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♦✉r❝❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳✭✺✳✹✮✳

✷✶✹



E
Pr♦♦❢✿ P♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ✐s

♥♦♥✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✹✾✮✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❛s

C = |ÃT A|.2 , ✭❊✳✶✮

✇❤❡r❡ Ã = [ã1 · · · ãN ]✱ Ã ∈ CM×N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ st❡❡r✐♥❣ ♠❛✲
tr✐①✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✹✳✶✷✮❀ A = [a1 · · · aN ]✱ A ∈ CM×N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ st❡❡r✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳✭✸✳✶✺✮❀ ♦♣❡r❛t♦r | · | ❞❡♥♦t❡s t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①❀ (·).2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❡❛❝❤
✐t❡♠ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①❀ C ∈ RN×N ✐s ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ❢✉❧❧ ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭❊✳✶✮ ❛♥❞ t✇♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r (·).2 ❛♥❞| · |✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s B ❛♥❞ D ❛s





B = ÃT A = [b1 · · ·bN ]
D = (B).2 = [b2

1 · · ·b2
N ]

C = |D|. = [|b2
1| · · · |b2

N |]
, ✭❊✳✷✮

✇❤❡r❡ B = [b1, · · · ,bN ] ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ N ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs bn ∈ CN×1 ✇✐t❤
n ∈ [1, · · · , N ]❀ ❛♥❞ B ,D ∈ CN×N ❛r❡ t✇♦ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s❀ ♦♣❡r❛t♦r ().2

❛♥❞ ||. r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡♠
♦❢ ♠❛tr✐① ♦r ✈❡❝t♦r✳ ▲❡t ♠❛tr✐① r❛♥❦ ♦❢ rank(B) = K✳ ❙✐♥❝❡ A ∈ CM×N

❛♥❞ Ã ∈ CM×N ✇✐t❤ M < N ✱ t❤❡✐r ♠❛tr✐① r❛♥❦s ♠❡❡t rank(Ã) ≤ M < N
❛♥❞ rank(A) ≤ M < N ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠❛tr✐① r❛♥❦ ❬✺✾❪✱

✷✶✺



❆PP❊◆❉■❳ ❊✳ P❘❖❖❋✿ P❖❲❊❘ P❘❖P❆●❆❚■❖◆ ▼❆❚❘■❳ C ■❙
◆❖◆✲■◆❱❊❘❚■❇▲❊

B ∈ CN×N ❤❛s ❛ ♠❛tr✐① r❛♥❦✿

rank(B) = K, 0 < K ≤ min{rank(A), rank(Ã)} ≤M < N . ✭❊✳✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ B ✐s ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜rst❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t ♠❛tr✐① D ∈ CN×N ✐s ❛❧s♦
s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t s♦ ❞♦❡s ♠❛tr✐① C ∈ RN×N ✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✭❊✳✸✮✱ s✐♥❝❡ rank(B) = K < N ✱ t❤❡r❡ ❡①✐st K ❧✐♥❡❛r✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥ B✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t [b1, · · · ,bK ] ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r bK+1 ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
[b1, · · · ,bK ]✿

bK+1 =
K∑

m=1

αm bm , ✭❊✳✹✮

✇❤❡r❡ αm ✇✐t❤ m ∈ [1, · · · , K] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✮✱ s❛t✐s❢②✐♥❣∑K
m=1 |αm| 6= 0✳ ❙✐♥❝❡ bm ✇✐t❤ m ∈ [1, · · · , K + 1] ✐s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✱ ✇❡

t❛❦❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ (·).2 ✭✐t❡♠ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✮ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❊q✳✭❊✳✹✮✱
t❤❡♥ ✐t ②✐❡❧❞s

b2
K+1 = (

∑K
m=1 αm bm).

2

=
∑K

m=1 α
2
m b2

m + 2
∑K

m,n=1, n6=m αm αn bm .bn
, ✭❊✳✺✮

✇❤❡r❡ ♦♣❡r❛t♦r . ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✈❡❝t♦rs✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss
❊q✳✭❊✳✺✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ■❢ ❧✐♥❡❛r✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs [b1, · · · ,bK ] ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧✱ ✐t ②✐❡❧❞s bm .bn = ✵N ❢♦r m 6= n✱ ✇✐t❤ ✵N = [0, · · · , 0]TN ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ③❡r♦✲✈❡❝t♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✺✮ ❜❡❝♦♠❡s

b2
K+1 =

K∑

m=1

α2
m b2

m + ✵N , ✭❊✳✻✮

✇❤❡r❡ α2
m ✇✐t❤ m ∈ [1, · · · , K] ✐s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✮❀ s✐♥❝❡ s❛t✐s❢②✲

✐♥❣
∑K

m=1 |αm| 6= 0✱ ✐t ②✐❡❧❞s
∑K

m=1 |α2
m| 6= 0✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✻✮ s❤♦✇s t❤❛t

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r b2
K+1 ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ K ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥

✈❡❝t♦rs [b2
1, · · · ,b2

K ]✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① D ∈ CN×N ✱
✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t rank(D) ≤ K < N ✱ s♦ t❤❛t D ∈ CN×N ✐s s✐♥❣✉❧❛r
❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳

❼ ■❢ ❧✐♥❡❛r✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs [b1, · · · ,bK ] ❛r❡ ♥♦t ♠✉t✉❛❧❧② ♦r✲
t❤♦♥♦r♠❛❧✱ bm ✇✐t❤ m ∈ [1, · · · , K] ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② K ♥✉♠❜❡r ♦❢

✷✶✻



st❛♥❞❛r❞ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ei ✇✐t❤ i ∈ [1, · · · , K] ❛s✿

bm =
K∑

i=1

βmi ei , ✭❊✳✼✮

✇❤❡r❡ βmi ✇✐t❤ i ∈ [1, · · · , K] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✮✱ s❛t✐s✲
❢②✐♥❣

∑K
i=1 |βmi| 6= 0❀ ❛♥❞ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ei.ej = ✵ ❢♦r i 6= j❀ ei .ej =

✶i ❢♦r i = j✱ ✇✐t❤ ✶i = [0, · · · , 1i, · · · , 0]TN ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r
✇❤♦s❡ it❤ ✐t❡♠ ✐s ✶ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❛r❡ ✵✳ ■♥s❡rt✐♥❣ bm =

∑K
m=1 βmi .ei ♦❢

❊q✳✭❊✳✼✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭❊✳✹✮✱ ✐t ②✐❡❧❞s

bK+1 =
∑K

m=1 αm bm

=
∑K

m=1 αm

∑K
i=1 βmi ei

=
∑K

i=1(
∑K

m=1 αm βmi) ei
=

∑K
i=1 γi ei

, ✭❊✳✽✮

✇❤❡r❡ γi =
∑K

m=1 αm βmi ✇✐t❤ i ∈ [1, · · · , K] ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭r❡❛❧
✈❛❧✉❡✮❀ s✐♥❝❡

∑K
m=1 |αm| 6= 0 ❛♥❞

∑K
i=1 |βmi| 6= 0✱ ✐t ②✐❡❧❞s

∑K
m=1 |γi| 6=

0✳ ❚❤❡♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❊q✳✭❊✳✽✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭❊✳✺✮✱ ✐t ②✐❡❧❞s

b2
K+1 = (

∑K
i=1 γi ei).

2

=
∑K

i=1 γ
2
i e

2
i + 2

∑K
i, j=1, i 6=j γi γj ei .ej

=
∑K

i=1 γ
2
i e

2
i + ✵N ,

, ✭❊✳✾✮

✇❤❡r❡ K ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs e2i ✇✐t❤ i ∈ [1, · · · , K] ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s❀ s✐♥❝❡

∑K
m=1 |γi| 6= 0✱ ✐t ②✐❡❧❞s

∑K
m=1 |γ2i | 6= 0✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✾✮ s❤♦✇s t❤❛t ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r b2
K+1 ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ K ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s [e21, · · · , e2K ]✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① D ∈ CN×N ✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
rank(D) ≤ K < N ✱ s♦ t❤❛t D ∈ CN×N ✐s s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳

◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♠❛tr✐① C ∈ RN×N ✐s ❛❧s♦ s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲
✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t♦rs | · |.✱ (·).2 ❛♥❞ .✱ t❤❡② ❛❧❧
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦r ♠❛tr✐①✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r bK+1✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♣r♦♣❡rt② ❛s

|b2
K+1| = |bK+1|.2 = bK+1.b

T
K+1 . ✭❊✳✶✵✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❊q✳✭❊✳✺✮ ✐♥t♦ ❊q✳✭❊✳✶✵✮✱ ✇❡ ❣❡t

|b2
K+1| = (

∑K
m=1 αm bm) .(

∑K
m=1 αm bT

m)

=
∑K

m=1 α
2
m |b2

m|+
∑K

m,n=1,m6=n αm αn bm bT
n

, ✭❊✳✶✶✮

✷✶✼



❆PP❊◆❉■❳ ❊✳ P❘❖❖❋✿ P❖❲❊❘ P❘❖P❆●❆❚■❖◆ ▼❆❚❘■❳ C ■❙
◆❖◆✲■◆❱❊❘❚■❇▲❊

✇❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊✳✶✶✮ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❊q✳✭❊✳✺✮✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❊q✳✭❊✳✺✮✲❊q✳✭❊✳✾✮ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❛tr✐①
C ∈ RN×N ✐s ❛❧s♦ s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳

✷✶✽



✳

❼ ▲❛ ❈❤✐♥❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦✐s ré✈❡✐❧❧é❡✱ ❧❡ ♠♦♥❞❡ tr❡♠❜❧❡r❛ ♣♦✉r ❡❧❧❡✳

◆❛♣♦❧é♦♥ ❇♦♥❛♣❛rt❡

✷✶✾





F
❆✉t❤♦r✬s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ✸ ②❡❛rs ♦❢ P❤❉

❆rt✐❝❧❡s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❥♦✉r♥❛❧s✿

❼ ◆✳ ❈❍❯✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✱ ❘♦❜✉st ❇❛②❡s✐❛♥ s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♣r✐♦rs ❢♦r ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ❛❝♦✉st✐❝
s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥✱ ❱♦❧✳ ✸✸✷✱ ◆♦✳ ✶✽✱
♣♣ ✹✸✻✾✲✹✸✽✾✱ ❋❡❜✳ ✷✵✶✸✳ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❥s✈✳✷✵✶✸✳✵✷✳✵✸✼✳

❼ ◆✳ ❈❍❯✱ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧ ❛♥❞ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ◆✳ ●❛❝✱ ❆ r♦✲
❜✉st s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❛❝♦✉s✲
t✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ❆♣♣❧✐❡❞ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✵✽✳✷✵✶✸✳ ❉❖■✿
✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛♣❛❝♦✉st✳✷✵✶✸✳✵✽✳✵✵✼✱ t♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✈♦❧✳✼✻✱ ♣♣✳✶✾✼✲✷✵✽✱
✷✵✶✹✳

Pr❡♣r✐♥ts ✐♥ ❥♦✉r♥❛❧s✿

❼ ◆✳ ❈❍❯✱ ◆✳ ●❛❝✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✱ ❆ ❢❛st
❇❛②❡s✐❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
●P❯ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥

❼ ◆✳ ❈❍❯✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ◆✳ ●❛❝✱ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✱ ❆ ❤✐❡r❛r❝❤✐✲
❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ ❙t✉❞❡♥t✬s✲t ♣r✐♦rs ❢♦r
❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉s✲
t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛

✷✷✶
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❼ ◆✳ ❈❍❯✱ ◆✳ ●❛❝✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✱ ❆ ❢❛st ✈❛r❛✲
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❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊①❤✐❜✐t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✵✵✾✕✵✶✕✷✷✸✹✱ ❙t✳ ❈❤❛r❧❡s✱ ■❧❧✐♥♦✐s✱ ❯♥✐t❡❞
❙t❛t❡s✱ ✷✵✲✷✸ ▼❛② ✷✵✵✾✳ ❙❆❊✳

❬✸❪ ❆r❛s❤ ❆♠✐♥✐✱ ❯❧✉❣❜❡❦ ❙ ❑❛♠✐❧♦✈✱ ❊♠r❛❤ ❇♦st❛♥✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❯♥s❡r✳
❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ s♣❛rs❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✻✶✭✹✮✿✾✵✼✕✾✷✵✱ ✷✵✶✸✳

❬✹❪ ❍✳❙✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ▼✳❘✳ ●✉♣t❛✳ ❏♦✐♥t ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♣❛ss✐✈❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✉♥❞❡r✇❛t❡r ♠✉❧t✐♣❛t❤✳ ❚❤❡
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✶✷✹✭✺✮✿✷✾✼✸✕✷✾✽✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✺❪ ❏✳ ❆♥t♦♥✐✳ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ♦♣t✐✲
♠❛❧ ❜❛s✐s✱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✶✸✶✿✷✽✼✸✕✷✽✾✵✱ ✷✵✶✷✳

❬✻❪ ❏érô♠❡ ❆♥t♦♥✐✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❦✉rt♦s✐s✿ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
✐♥❣ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
✷✵✭✷✮✿✷✽✷✕✸✵✼✱ ✷✵✵✻✳

❬✼❪ ●❘ ❆②❡rs ❛♥❞ ❏ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❉❛✐♥t②✳ ■t❡r❛t✐✈❡ ❜❧✐♥❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♣t✐❝s ❧❡tt❡rs✱ ✶✸✭✼✮✿✺✹✼✕✺✹✾✱ ✶✾✽✽✳

❬✽❪ ❈✳❏✳ ❇❛❤r ❛♥❞ ▲✳◆✳ ❈❛tt❛❢❡st❛ ■■■✳ ❲❛✈❡s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❞❡❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥✳ ♣❛❣❡s ◆❋✶✻✼✻▲✕✶✸✼✸✸✱ ✶✽t❤ ❆■❆❆✴❈❊❆❙ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝s ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡❀ ✹✲✻ ❏✉♥✳ ✷✵✶✷❀ ❈♦❧♦r❛❞♦ ❙♣r✐♥❣s✱ ❈❖❀ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳
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❬✾❪ ❊r✐❝ ❇❛✈✉ ❛♥❞ ❆❧❛✐♥ ❇❡rr②✳ ❍✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s
✐♥ ❢r❡❡ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ s✐♥❦✳ ❆❝t❛ ❆❝✉st✐❝❛ ✉♥✐t❡❞
✇✐t❤ ❆❝✉st✐❝❛✱ ✾✺✭✹✮✿✺✾✺✕✻✵✻✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✵❪ ❩✈✐❦❛ ❇❡♥✲❍❛✐♠✱ ❨♦♥✐♥❛ ❈ ❊❧❞❛r✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❊❧❛❞✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ s♣❛rs❡ ✈❡❝t♦r ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠
♥♦✐s❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✺✽✭✶✵✮✿✺✵✸✵✕✹✸✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✶❪ ❉✐♠✐tr✐ P ❇❡rts❡❦❛s✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❙❡❝♦♥❞ ❡❞✳✮✳ ❆t❤❡♥❛
❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✷❪ ●❡♦r❣❡s ❇✐❡♥✈❡♥✉ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❑♦♣♣✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛rr❛② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥s②st❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❙♣❡❡❝❤
❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✸✶✭✺✮✿✶✷✸✺✕✶✷✹✽✱ ✶✾✽✸✳

❬✶✸❪ ❉✳ ❇❧❛❝♦❞♦♥✳ ❆rr❛② Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ◆♦✐s② ❉❛t❛✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❖♣❡♥
❛♥❞ ❈❧♦s❡❞ ❲✐♥❞ ❚✉♥♥❡❧s✳ ❆■❆❆ ❏✳✱ ✹✾✭✶✮✿✺✺✕✻✻✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✹❪ ❉✳ ❇❧❛❝♦❞♦♥✳ ❆rr❛② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ♥♦✐s② ❞❛t❛✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♣❡♥
❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧s✳ ❆■❆❆ ❥♦✉r♥❛❧✱ ✹✾✭✶✮✿✺✺✕✻✻✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✺❪ ❉❛♥✐❡❧ ❇❧❛❝♦❞♦♥✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛
♥♦✐s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ✼✷✭✶✮✿✶✶✕✷✶✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✻❪ ❏❡♥s ❇❧❛✉❡rt✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❤❡❛r✐♥❣✿ t❤❡ ♣s②❝❤♦♣❤②s✐❝s ♦❢ ❤✉♠❛♥ s♦✉♥❞ ❧♦✲
❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ▼■❚ ♣r❡ss✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✼❪ ❈✳ ❇♦✉♠❛♥ ❛♥❞ ❑✳ ❙❛✉❡r✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣❛✉ss✐❛♥ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❞❣❡✲
♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♠❛♣ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱
✷✭✸✮✿✷✾✻✕✸✶✵✱ ✶✾✾✸✳

❬✶✽❪ ❚✳❋✳ ❇r♦♦❦s ❛♥❞ ❲✳▼✳ ❍✉♠♣❤r❡②s✳ ❆ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
t❤❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❆❝♦✉st✐❝ ❙♦✉r❝❡s ✭❉❆▼❆❙✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣❤❛s❡❞
♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛②s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥✱ ✷✾✹✭✹✲✺✮✿✽✺✻✕✽✼✾✱
✷✵✵✻✳

❬✶✾❪ ❚✳❋✳ ❇r♦♦❦s ❛♥❞ ❲✳▼✳ ❍✉♠♣❤r❡②s ❏r✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❉❆▼❆❙ P❤❛s❡❞
❆rr❛② Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❙♣❛t✐❛❧ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❉❆▼❆❙✲❈✮✳ ■♥
✶✷t❤ ❆■❆❆✴❈❊❆❙ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ❆■❆❆✕✷✵✵✻✕✷✻✺✹✳
❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s ❛♥❞ ❆str♦♥❛✉t✐❝s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱
❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ✽✲✶✵ ▼❛② ✷✵✵✻✳

❬✷✵❪ ❊✳ ❈❛♥❞❡s ❛♥❞ ❏✳ ❘♦♠❜❡r❣✳ ❙♣❛rs✐t② ❛♥❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡
s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✷✸✭✸✮✿✾✻✾✱ ✷✵✵✼✳
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❬✷✶❪ ❊✳❏✳ ❈❛♥❞ès✱ ▼✳❇✳ ❲❛❦✐♥✱ ❛♥❞ ❙✳P✳ ❇♦②❞✳ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ s♣❛rs✐t② ❜②
r❡✇❡✐❣❤t❡❞ ℓ1 ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✱ ✶✹✭✺✮✿✽✼✼✕✾✵✺✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✷❪ ❏❛❝❦ ❈❛♣♦♥✳ ❍✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❛❧②s✐s✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ✺✼✭✽✮✿✶✹✵✽✕✶✹✶✽✱ ✶✾✻✾✳

❬✷✸❪ ❏❛❝q✉❡s ❈❤❛t✐❧❧♦♥✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ♦♥ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s
✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❤❛❧❧s✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❆❝♦✉st✐❝s✱
✻✽✭✻✮✿✻✽✷✕✻✾✽✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✹❪ ❏✳❉✳ ❈❤❛③♦t✱ ❊✳ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❏✳ ❆♥t♦♥✐✳ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦r♦❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✶✸✶✿✸✷✹✵✕✸✷✺✵✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✺❪ ❏✳❈✳ ❈❤❡♥✱ ❑✳ ❨❛♦✱ ❛♥❞ ❘✳❊✳ ❍✉❞s♦♥✳ ❙♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❛♠✲
❢♦r♠✐♥❣✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ■❊❊❊✱ ✶✾✭✷✮✿✸✵✕✸✾✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✻❪ ❙✳❙✳ ❈❤❡♥✱ ❉✳▲✳ ❉♦♥♦❤♦✱ ❛♥❞ ▼✳❆✳ ❙❛✉♥❞❡rs✳ ❆t♦♠✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❜② ❜❛s✐s ♣✉rs✉✐t✳ ❙■❆▼ ❥♦✉r♥❛❧ ♦♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✵✭✶✮✿✸✸✕✻✶✱
✶✾✾✾✳

❬✷✼❪ ❈♦❧✐♥ ❈❤❡rr② ❛♥❞ ❏❆ ❇♦✇❧❡s✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦❝❦✲
t❛✐❧ ♣❛rt② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱
✸✷✭✼✮✿✽✽✹✕✽✽✹✱ ✶✾✻✵✳

❬✷✽❪ ◆✳ ❈❤✉✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✱ ❛♥❞ ◆✳ ●❛❝✳ ❆ r♦❜✉st
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳
❆♣♣❧✐❡❞ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ✼✻✿✶✾✼✕✷✵✽✱ ✷✵✶✹✳

❬✷✾❪ ◆✳ ❈❤✉✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✳ ❘♦❜✉st ❇❛②❡s✐❛♥
s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ s♣❛rs✐t② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ❢♦r ♥❡❛r✲
✜❡❧❞ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥✱
✸✸✷✭✶✽✮✿✹✸✻✾✕✹✸✽✾✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✵❪ ◆✳ ❈❤✉✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✳ ❚✇♦ r♦❜✉st s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ s♣❛rs❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
❢♦r ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥ ❇❡r❧✐♥
❇❡❛♠❢♦r♠✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✵✶✷ ✭❇❡❇❡❈✷✵✶✷✮✱ ♣❛❣❡ ◆♦✳✷✾✱ ❇❡r❧✐♥✱ ●❡r✲
♠❛♥②✱ ❋❡❜✳✷✷✲✷✸✱✷✵✶✷✳

❬✸✶❪ ◆✳ ❈❤✉✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
s❡♥s✐♥❣ ✐♥ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥ ✶st ■♥t❡r✲
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♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❘❛❞❛r✱ ♣❛❣❡
◆♦✳✶✵✹✶✱ ❇♦♥♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ ▼❛②✳✶✹✲✶✻✱✷✵✶✷✳

❬✸✷❪ ◆✳ ❈❤✉✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✳ ❇❛②❡s✐❛♥ s♣❛rs❡ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❢♦r ✇✐♥❞ t✉♥✲
♥❡❧ t❡st✳ ■♥ ✷✵✶✷ ■❖❆ ❛♥♥✉❛❧ ♠❡❡t✐♥❣ ❛♥❞ ✶✶t❤ ❈♦♥❣rés ❋r❛♥❝❛✐s
❞✬❆❝♦✉st✐q✉❡✱ ♣❛❣❡s ✶✸✾✶✕✶✸✾✻✱ ◆❛♥t❡s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❆♣r✳✷✸✲✷✼✱✷✵✶✷✳

❬✸✸❪ ◆✳ ❈❤✉✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✳ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ s♣❛rs❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✇✐❞❡❜❛♥❞ ❛❡r♦❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥
✷✵✶✷ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✺✷✾✕
✷✺✸✷✱ ❖r❧❛♥❞♦✱ ❯❙❆✱ ❙❡♣✳✸✵✲❖❝t✳✹✱ ✷✵✶✷✳

❬✸✹❪ ◆✳ ❈❤✉✱ ❏✳ P✐❝❤❡r❛❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✳ ❆ r♦❜✉st s✉♣❡r✲
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ✇✐❞❡❜❛♥❞
❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❛❣❡s ✸✶✵✕✸✶✺✱ ❇✐❧❜❛♦✱ ❙♣❛✐♥✱
❉❡❝✳✶✹✲✶✼✱✷✵✶✶✳

❬✸✺❪ ◆✐♥❣ ❈❤✉✱ ❆❧✐ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ❏♦sé P✐❝❤❡r❛❧✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ●❛❝✳ ❆♥
❡✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈✐❛ st✉❞✐❡♥t✬s✲t ♣r✐♦rs
❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ❝♦❧♦r❡❞ ♥♦✐s❡s✳ ✈♦❧✉♠❡ ✶✾✱ ♣❛❣❡ ✵✺✺✵✸✶✳ ❆❙❆✱
✷✵✶✸✳

❬✸✻❪ ■♥❣✈❛r ❈❧❛❡ss♦♥ ❛♥❞ ❙✈❡♥ ◆♦r❞❤♦❧♠✳ ❆ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
r♦❜✉st ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜❡❛♠✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ Pr♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥✱ ✹✵✭✾✮✿✶✵✾✸✕✶✵✾✻✱ ✶✾✾✷✳

❬✸✼❪ ❉❛✈✐❞ ▲❡♠ ❈♦❧t♦♥ ❛♥❞ ❘❛✐♥❡r ❑r❡ss✳ ■♥✈❡rs❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✽❪ ■✳ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s✱ ▼✳ ❉❡❢r✐s❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❉❡ ▼♦❧✳ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❈♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ♣✉r❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✺✼✭✶✶✮✿✶✹✶✸✕✶✹✺✼✱ ✷✵✵✹✳

❬✸✾❪ ❏♦❤♥ ● ❉❛✉❣♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡✱
s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐s✉❛❧
❝♦rt✐❝❛❧ ✜❧t❡rs✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ❏♦✉r♥❛❧✱ ❆✿ ❖♣t✐❝s ❛♥❞
■♠❛❣❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✭✼✮✿✶✶✻✵✕✶✶✻✾✱ ✶✾✽✺✳

❬✹✵❪ ❆✳P✳ ❉❡♠♣st❡r✱ ◆✳▼✳ ▲❛✐r❞✱ ❛♥❞ ❉✳❇✳ ❘✉❜✐♥✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r♦♠
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✈✐❛ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ✸✾✿✶✕✸✽✱ ✶✾✼✼✳
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❬✹✶❪ ◆✳ ❉♦❜✐❣❡♦♥✱ ❆✳❖✳ ❍❡r♦✱ ❛♥❞ ❏✳❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❜❛②❡s✐❛♥
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♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡
❛rr❛②s ✇✐t❤ ♣♦st✜❧t❡r✐♥❣✳ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ❆✉❞✐♦ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✲
❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✻✭✸✮✿✷✹✵✕✷✺✾✱ ✶✾✾✽✳

❬✽✹❪ ❆✳ ▼❛ss❛ ❛♥❞ ●✳ ❖❧✐✈❡r✐✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r ♣❛t✲
t❡r♥ s②♥t❤❡s✐s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧❧② s♣❛rs❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❧✐♥❡❛r ❛rr❛②s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✺✾✭✶✵✮✿✹✻✼✕✻✽✶✱ ✷✵✶✶✳
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❬✽✺❪ ❏✳ ❉✳ ▼❛②♥❛r❞✱ ❊✳ ●✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❛♥❞ ❨✳ ▲❡❡✳ ◆❡❛r✜❡❧❞ ❛❝♦✉st✐❝ ❤♦❧♦❣r❛✲
♣❤②✿ ■✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤♦❧♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ◆❆❍✳
✼✽✭✹✮✿✶✸✾✺✕✶✹✶✸✱ ✶✾✽✺✳

❬✽✻❪ ❆r♥❛✉❞ ▼❡♥♦r❡t✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ●♦r✐❧❧✐♦t✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▲✉❝ ❆❞❛♠✳ ❆❝♦✉st✐❝
✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❙✷❆✳ ■♥ ✶✵t❤ ❆❝♦✉st✐❝s ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❆❈❖❯❙✲
❚■❈❙✷✵✶✵✮✱ ▲②♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✵✳

❬✽✼❪ ❆❧✐ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤
❡♥❢♦r❝❡ s♣❛rs✐t② ✐♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✶✷✭✶✮✿✺✷✱ ✷✵✶✷✳

❬✽✽❪ ❆✳ ❇✳ ◆❛❣②✳ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝s r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊✉r♦♣❡✿ ❚❤❡ ❈❊❆❙✲❆❙❈ r❡♣♦rt
♦♥ ✷✵✶✵ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥✱ ✸✸✵✭✷✶✮✿✹✾✺✺✕
✹✾✽✵✱ ✷✵✶✶✳

❬✽✾❪ ❏❛♠❡s ● ◆❛❣② ❛♥❞ ❉✐❛♥♥❡ P ❖✬❧❡❛r②✳ ❋❛st ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣s❢✳ ■♥ ❖♣t✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ■♥✲
str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✬✾✼✱ ♣❛❣❡s ✸✽✽✕✸✾✾✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❖♣t✐❝s ❛♥❞
P❤♦t♦♥✐❝s✱ ✶✾✾✼✳

❬✾✵❪ ❏♦❤♥ ◆✐❝❦♦❧❧s✱ ■❛♥ ❇✉❝❦✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ●❛r❧❛♥❞✱ ❛♥❞ ❑❡✈✐♥ ❙❦❛❞r♦♥✳ ❙❝❛❧❛❜❧❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❝✉❞❛✳ ◗✉❡✉❡✱ ✻✭✷✮✿✹✵✕✺✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✾✶❪ ❆❧❛♥ ❱ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠✱ ❘♦♥❛❧❞ ❲ ❙❝❤❛❢❡r✱ ❏♦❤♥ ❘ ❇✉❝❦✱ ❡t ❛❧✳ ❉✐s❝r❡t❡✲
t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❤❛❧❧ ❯♣♣❡r ❙❛❞❞❧❡ ❘✐✈❡r✱
✶✾✾✾✳

❬✾✷❪ ❉✐♠✐tr✐ P❛♣❛♠♦s❝❤♦✉✳ ■♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥✱ ✸✸✵✭✶✵✮✿✷✷✻✺✕✷✷✽✵✱ ✷✵✶✶✳

❬✾✸❪ P✐❡tr♦ P❡r♦♥❛✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧s ❢♦r ❡❛r❧② ✈✐s✐♦♥✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✶✼✭✺✮✿✹✽✽✕✹✾✾✱ ✶✾✾✺✳

❬✾✹❪ ❇✐❧❧ ▼ ❘❛❞✐❝❤ ❛♥❞ ❑❡✈✐♥ ▼ ❇✉❝❦❧❡②✳ ❙✐♥❣❧❡✲s♥❛♣s❤♦t ❉❖❆ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱
✹✭✹✮✿✶✵✾✕✶✶✶✱ ✶✾✾✼✳

❬✾✺❪ ❋✳ ❘♦♥q✉✐st ❛♥❞ ❏✳P✳ ❍✉❡❧s❡♥❜❡❝❦✳ ▼r ❇❛②❡s ✸✿ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣❤②❧♦❣❡♥❡t✐❝
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✉♥❞❡r ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✶✾✭✶✷✮✿✶✺✼✷✕✶✺✼✹✱ ✷✵✵✸✳

❬✾✻❪ ❊✳ ❙❛rr❛❞❥✳ ❆ ❢❛st s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❛❜s♦❧✉t❡ ❧❡✈❡❧s ❢r♦♠ ♣❤❛s❡❞ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥✱ ✸✷✾✭✾✮✿✶✺✺✸✕✶✺✻✾✱ ✷✵✶✵✳
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❬✾✼❪ ❍❡♥r✐❦ ❙❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❋✐♥♥ ❇ ❏❡♥s❡♥✳ ❆ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✐♥ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②
♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✼✼✭✸✮✿✽✶✸✕✽✷✺✱ ✶✾✽✺✳

❬✾✽❪ ❘❛❧♣❤ ❙❝❤♠✐❞t✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❡♠✐tt❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥✳ ❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✸✹✭✸✮✿✷✼✻✕
✷✽✵✱ ✶✾✽✻✳

❬✾✾❪ ❙❤❛❤r❛♠ ❙❤❛❤❜❛③♣❛♥❛❤✐✱ ❙❤❛❤r♦❦❤ ❱❛❧❛❡❡✱ ❛♥❞ ❆❧❡① ❇ ●❡rs❤♠❛♥✳ ❆
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✜tt✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❝♦✲
❤❡r❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦✉r❝❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
✺✷✭✸✮✿✺✾✷✕✻✵✵✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✵✵❪ ▲❡✲❏❡♥❣ ❙❤✐✉❡✱ ■❛♥ ❏♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❏ör❣ P❡t❡rs✳ ❆ r❡❛❧t✐♠❡ ●P❯ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❦❡r♥❡❧✳ ■♥ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s ✭❚❖●✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✹✱ ♣❛❣❡s
✶✵✶✵✕✶✵✶✺✳ ❆❈▼✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✵✶❪ ❉♠✐tr✐② ❙❤✉t✐♥✱ ❚❤♦♠❛s ❇✉❝❤❣r❛❜❡r✱ ❙❛♥❥❡❡✈ ❘ ❑✉❧❦❛r♥✐✱ ❛♥❞ ❍ ❱✐♥✲
❝❡♥t P♦♦r✳ ❋❛st ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s♣❛rs❡ ❜❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✺✾✭✶✷✮✿✻✷✺✼✕✻✷✻✶✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✵✷❪ P✳ ❙✐❥ts♠❛✳ ❈▲❊❆◆ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝s✱ ✻✭✹✮✿✸✺✼✕✸✼✹✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✵✸❪ P✐❡t❡r ❙✐❥ts♠❛✳ ❈▲❊❆◆ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❡r♦❛❝♦✉st✐❝s✱ ✻✭✹✮✿✸✺✼✕✸✼✹✱ ✷✵✵✽✳
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