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Résumé

La mousse de polyuréthane est un matériau cellulaire caractérisé par un spectre de propriétés
mécaniques intéressant : une faible densité, une capacité a absorber 1’énergie de déformation
et une faible raideur. Elle présente également des propriétés telles qu'une excellente isolation
thermique et acoustique, une forte absorption des liquides et une diffusion complexe de la
lumiére. Ce spectre de propriétés fait de la mousse de polyuréthane un des matériaux
couramment utilis€s dans de nombreuses applications phoniques, thermiques et de confort.

Pour contréler la vibration transmise aux occupants des siéges, plusieurs dispositifs
automatiques de régulation et de contrdle sont actuellement en cours de développement tels
que les amortisseurs actifs et semi-actifs. La performance de ces derniers dépend bien
¢videmment de la prédiction des comportements de tous les composants du siége et en
particulier la mousse. D’une fagon générale, il est indispensable de modéliser le
comportement mécanique complexe de la mousse de polyuréthane et d’identifier ses
propriétés quasi-statique et dynamiques afin d’optimiser la conception des systémes incluant
la mousse en particulier I’optimisation de ’aspect confort. Dans cette optique, 1’objectif
principal de cette these consiste a implémenter des modéles mécaniques de la mousse de
polyuréthane fiables et capables de prévoir sa réponse sous différentes conditions d’essais.

Dans la littérature, on retrouve les divers modeles développés tels que les modeles de
mémoire entier et fractionnaire. L’inconvénient majeur de ces modeles est lié a la dépendance
de leurs parametres vis-a-vis des conditions d’essais, chose qui affecte le caractere général de
leur représentativité des comportements quasi-statique et dynamique de la mousse
polyuréthane.

Pour pallier a cet inconvénient, nous avons développé des modeles qui, grace a des choix
judicieux de méthodes d’identification, assurent une représentativité plus générale des
comportements quasi-statique et dynamique de la mousse polyuréthane. En effet, nous avons
démontré qu’on peut exprimer les parametres dimensionnels des modeles développés par le
produit de deux parties indépendantes ; une regroupant les conditions d’essais et une autre
définissant les parametres adimensionnels et invariants qui caractérisent le matériau.

Ces résultats ont ét¢ obtenus a partir de plusieurs études expérimentales qui ont permis
I’appréhension du comportement quasi-statique (a travers des essais de compression
unidirectionnelle) et dynamique (a travers des tests en vibration entretenue). La mousse, sous
des grandes déformations, présente a la fois un comportement élastique non linéaire et un
comportement viscoélastique.

En outre, une discrimination entre les modeles développés particulierement en quasi-statique
a été effectuée. Les avantages et les limites de chacun y ont été discutés.

Mots clés : mousse de polyuréthane, comportement quasi-statique, comportement
dynamique, modéles de mémoire, méthode d’identification, comportement viscoélastique,
comportement élastique non linéaire.



Abstract

Polyurethane foam is a cellular material characterized by an interesting mechanical spectrum
of properties: low density, capacity to absorb the deformation energy and low stiffness. It
presents also several other properties, such as excellent thermal and acoustic insulation, high
absorption of fluids and a complex scattering of light. This spectrum of properties makes
polyurethane foam commonly used in many thermal, acoustic and comfort applications.

To control the vibration transmitted to the seat occupants, several automatic devices for
regulation and control are currently outstanding developments like active and semi-active
dampers. The performance of these devices depends, of course, on the prediction of the
behaviour of all the seat components and especially foam. Generally, it is essential to model
the complex mechanical behaviour of polyurethane foam and identify its quasi-static and
dynamic properties in order to optimize the design of systems with foam particularly the
optimization of the comfort aspect. In this mind, the main goal of this thesis is to implement
mechanical models of polyurethane foam reliable and able to provide its response under
different test conditions.

Several models has been developed in literature such as memory fractional and integer
models. The main disadvantage of these models is the dependence of their parameters against
the test conditions. It affects the general character of their representativeness to the quasi-
static and dynamic behaviours of polyurethane foam.

To solve this problem, we developed models with specific identification methods to ensure
broader representation of the quasi-static and dynamic behaviour of polyurethane foam.
Indeed, we have demonstrated that we can express the dimensional parameters of the
developed models by the product of two independent parts; the first contain only the test
conditions and the second define the dimensionless and invariant parameters that characterize
the foam material.

The developed models have been establish after several experimental studies allowing the
apprehension of the quasi-static behaviour (through unidirectional compression tests) and the
dynamic behaviour (through harmonic vibration tests). The polyurethane foam, under large
deformations, exhibits a non linear elastic behaviour and viscoelastic behaviour.

In addition, discrimination between the models developed especially in quasi-static case has
been conducted. The advantages and limitations of each model have been discussed.

Key words: polyurethane foam, quasi-static behaviour, dynamic behaviour, memory
models, identification method, viscoelastic behaviour, non-linear elastic behaviour.
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Introduction générale

1. Motivations

La mousse de polyuréthane est un matériau cellulaire caractérisé par un ensemble de
propriétés intéressantes: une faible densité (inférieur généralement a 80 kg m> pour les
mousses souples), une excellente isolation thermique et acoustique, une forte absorption des
liquides et une diffusion complexe de la lumicere. Ce spectre de propri€tés la positionne parmi
les matériaux couramment utilisés dans nombreuses applications acoustiques, thermiques et
de batiment tels que le montage, le bourrage, le bouchage et 1’isolation. D’un point de vue
mécanique, la mousse de polyuréthane est caractérisée par son pouvoir d’absorber 1’énergie
de déformation. Sa faible raideur en fait des amortisseurs mécaniques fiables. Elle est
¢galement utilisée dans les applications de confort pour les assises de si¢ges et les matelas.

Les champs d’application de la mousse de polyuréthane sont tres vastes. Ainsi, I’étude du
comportement d’un tel matériau sous différentes conditions d’essais est tres intéressante. Il est
indispensable de modéliser son comportement mécanique et d’identifier ses propriétés
statiques, quasi-statiques et dynamiques afin de fiabiliser et optimiser la conception des
systémes comportant la mousse de polyuréthane. En particulier, pour contrdler les vibrations
transmises aux occupants des sieges et améliorer le confort, plusieurs dispositifs automatiques
de régulation et de controle sont actuellement en cours de développement tels que les
amortisseurs actifs et semi-actifs. La performance de ces derniers dépend évidement de la
prédiction des comportements de tous les composants du siege et en particulier de la mousse
de polyuréthane.

Le confort devient actuellement un critére essentiel dans le jugement de la qualité¢ d’un
produit, mais ceci n’est pas suffisant. En effet, il faut toujours conserver les aspects
technologiques d’un produit et tenir compte de 1’environnement. Dans le but de développer en
parallele ces axes, certains industriels automobiles ont commencé la recherche d’un nouveau
matériau pour les assises afin de remplacer la mousse de polyuréthane. En effet, cette mousse
est généralement de type thermodurcissable et non recyclable. Elle brille rapidement en
dégageant un gaz toxique (cyanure). Le controle de son processus de fabrication est complexe
et délicat. Il ne permet pas d’aboutir a des mousses répétables de mémes caractéristiques
mécaniques, chimiques et thermiques. Pour aborder une telle recherche de nouveau matériau,
il faut connaitre dans une premiére phase la mousse et identifier ses propriétés sous
différentes conditions d’essais. Ceci permet de comparer le comportement d’autres matériaux
par rapport a celui de la mousse de polyuréthane.
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2. Objectifs et démarches

Les motivations discutées ci-dessus permettent de définir 1’objectif principal de la thése qui
consiste a implanter des modeles mécaniques de la mousse de polyuréthane fiables et
capables de prévoir sa réponse sous différentes conditions d’essais en particulier en quasi-
statique et en dynamique.

Pour atteindre cet objectif, nous avons scindé notre travail en trois chapitres. Dans le premier,
nous présenterons une analyse bibliographique portant d’une part sur la mousse de
polyuréthane et ses caractéristiques et d’autre part sur les différents essais, les différentes
études et les mod¢lisations de la mousse. Une analyse des méthodes d’optimisation destinées
a identifier les paramétres des modeles complétera ce chapitre.

Dans le second chapitre, nous nous intéresserons au comportement quasi-statique de la
mousse de polyuréthane d’abord au travers d’une étude expérimentale. Nous développerons,
ensuite, les différents modeles et leurs évolutions qui nous permettrons de prédire le
comportement des mousses testées.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous expliquerons comment nous avons développé un
protocole expérimental permettant de qualifier la mousse en dynamique. Les résultats de ces
expérimentations nous servirons pour valider le modele original applicable en dynamique.

Bien que les développements mathématiques fassent partie intégrante du travail réalisé dans le
cadre de cette thése, nous avons volontairement déplacé les équations dans les annexes
correspondantes.

3. Défis

Lorsqu’on considére une mousse de polyuréthane quelconque, il n’est pas possible de déduire
ses parametres mécaniques, méme d’une fagon approchée. Ceci se traduit par des inconnues
dans les modeles. Ainsi, pour chaque mode¢le, il faut définir une approche d’identification
appropriée permettant de déterminer les parametres caractéristiques du matériau tels que le
coefficient de frottement visqueux, la raideur dynamique et quasi-statique, etc.

Lors de I’identification, plusieurs difficultés provenant du matériau lui-méme et aussi du
dispositif expérimental ont été rencontrées. La complexité du matériau se traduit par son
comportement élastique non linéaire et viscoélastique. Les bruits d’acquisition, la sensibilité
des capteurs et les frottements sec et visqueux liés aux dispositifs d’essais, déja constatés lors
de mon travail de master, sont les différentes difficultés expérimentales.

4. Conclusion

Dans ce travail, des modeles mécaniques plus représentatifs de la mousse polyuréthane ainsi
que des processus d’identification des parametres appropriés sous différentes conditions
d’essais sont proposés. Des études expérimentales ont ¢été menées afin d’assurer
I’appréhension du comportement mécanique de la mousse de polyuréthane.
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Une discrimination entre les modeles développés et I’expérimentation a permis d’une part la
validation des mod¢les et d’autre part la discussion des avantages et des limites de chacun.

Les études expérimentales et analytiques, a la fois en quasi-statique et en dynamique,
permettent d’ouvrir 1’horizon académique vers des travaux de recherches plus généraux
concernant les matériaux viscoélastiques et de présenter aux constructeurs automobiles une
modélisation plus représentative et générale de la mousse polyuréthane permettant ainsi
I’optimisation du confort des sicges.
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Chapitre 1. Etat de Part

Introduction

La mousse de polyuréthane fait partie des matériaux alvéolaires couramment utilisés en
particulier dans les applications de confort tels que les matelas et les assises de voiture.

L’étude du comportement mécanique des matériaux alvéolaires en général et de la mousse de
polyuréthane en particulier est devenue un sujet de recherche important suite a 1’intérét
croissant de la part des industriels du fait de leurs caractéristiques : faible densité, bonne
isolation thermique et une bonne absorbation de I’énergie de déformation et de choc.

D’autre part, dans le domaine du transport, afin de réduire les temps de développement des
nouveaux modeles d’assise et d’économiser les colits de prototypes, il est de plus en plus
nécessaire de recourir a des modeles numériques permettant de prédire le comportement
mécanique de la mousse de polyuréthane.

Les objectifs principaux de cette thése sont donc 1’étude du comportement mécanique de la
mousse de polyuréthane et le développement de modeles représentatifs du comportement
mécanique de la mousse de polyuréthane tant en quasi-statique qu’en dynamique.

Ce premier chapitre ‘Etat de I’art’ présente une analyse de la bibliographie. Il est divisé en
trois parties principales :

e une premicre partie intitulée ‘Polymeres et mousses’. Nous allons y présenter en
détail le matériau: sa structure, son processus de fabrication et ses proprictés.

e une deuxieme partie intitulée ‘Essais, études et modeles. Cette partie est une synthese
bibliographique des travaux portant sur 1’étude du comportement mécanique de la
mousse de polyuréthane. Un des premiers objectifs est ici de faire le point sur les
différents types d’essais classiquement menés sur les mousses. Le second objectif est
de dégager les modeles les plus pertinents et les plus représentatifs du comportement
mécanique a la fois en quasi-statique et en dynamique.

e ct une troisiéme partie intitulée ‘Méthodes d’optimisation’. 1’identification des
parametres inconnus d’un modele de comportement est une phase importante du
processus de modélisation. Cette identification est basée généralement sur les
méthodes d’optimisation. Dans cette derniére partie, on présentera les méthodes
d’optimisation qui sont utiles pour I’identification des parameétres des modeles que
nous allons développer pour décrire le comportement quasi-statique et dynamique de
la mousse de polyuréthane.
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I.1 Polymeéres et mousses

I.1.1 Structure de la mousse

La mousse de polymere est une phase solide d’un polymere alvéolaire dont la géométrie
cellulaire peut étre donnée par une structure en nids d’abeilles arrangés suivant deux
dimensions (Fig. 1-a) ou par une structure formée par des cellules polyédriques arrangées
suivant trois dimensions (Fig. 1-b et Fig. 1-¢) (Gibson L.J. and Ashby M.F. 1997; Virginie
G.V. 2004).

Figure 1. Exemples de matériaux alvéolaires : (a) une structure en nid d’abeilles en 2D,
(b) une mousse a cellules ouvertes en 3D, (¢) une mousse a cellules fermées en 3D
(Virginie G.V. 2004).

Un polymere alvéolaire résulte de la volonté d’introduire d’une fagon maitrisée une certaine
portion de cavités remplies par un fluide généralement newtonien tel que 1’air et parfois
pseudo-plastique tel que l’azote. Ceci permet d’augmenter la souplesse du polymere, de
I’alléger et de le rendre amortissant. Ainsi la structure d’un polymere alvéolaire est constituée
d’une matrice polymere, dit squelette, entourée par des cavités fluides dites alvéoles ou
cellules. Il faut noter que la matrice polymére est constituée généralement de supports peu
rigides et des parois comme le montre la figure 2.

Supports de cellules

Figure 2. Image 3D d’une mousse de polymeére (Souhail Y. 2004).

Un polymere est un ensemble de motifs moléculaires ou de monomeres li€s entre eux par des
liaisons covalentes formant ainsi une molécule de grande taille. Il est obtenu suite a une
réaction chimique de polymérisation conduisant selon un mécanisme radicalaire ou ionique a
des macromolécules linéaires ou réticulées (Biron M. 2003). Parmi les polymeres les plus
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utilisés notamment dans 1’industrie automobile, il y a le polyuréthane. Celui-ci est obtenu a
partir de la polymérisation de la molécule organique uréthane elle-méme issue d’une réaction
entre un iso-cyanate et un alcool ayant un atome d’hydrogéne mobile (polyol) (Marotel Y.
2003).

I.1.2  Processus de fabrication de la mousse de polyuréthane

La mousse de polyuréthane est obtenue généralement suite au mélange d’une matrice
polymere constituée de polyols tels que le polyéther, de catalyseurs tels que 1’octale d’étain et
un surfagant tel que la silicone avec un iso-cyanate et de I’eau.

L’iso-cyanate réagit d’une part avec le polyol pour former I’'uréthane (équation 1-1) et d’autre
part avec I’eau pour former le dioxyde de carbone (équation 1-2). La quantité¢ d’eau
introduite permet d’ajuster la densité finale de la mousse de polyuréthane (Souhail Y. 2004).

(n+1)HO =R —OH +(n+1)OCN - R'-= NCO
\ (1-1)
HO(R~-OCONH - R'-= NHOCO) R~-OCONH - R'= NCO

2R'- NCO+ H,0 — R'= NH — CO — NHR'+ CO, (1-2)

avecR, R' deux monoméres et(n +1) le nombre de motifs moléculaires qui seront liés.

Si le dosage varie pendant le processus, les mousses obtenues n’auront ni les mémes
caractéristiques ni les mémes propriétés. Ces dernicres dépendent aussi de la température et
de ’humidité lors des réactions.

La plupart des pieces fabriquées a partir de la mousse de polyuréthane sont obtenues par
moulage. On distingue deux grandes techniques de moulage : le moulage en continu et le
moulage unitaire.

Le moulage en continu (Fig. 3) consiste a faire couler le polyuréthane pateux de fagon
continue sur un tapis roulant pour créer d’immenses blocs. Ensuite ces blocs sont découpés
dans le sens horizontal. Les matelas font partie des produits fabriqués par moulage continu.

Figure 3. Moulage continu (Heymans N., Decroly P. et al. 2001).
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Le découpage d’une piece de forme complexe a partir d’un bloc de mousse fabriqué en
continu n’est ni évident ni simple surtout si la mousse est souple. En effet, I’action de I’outil
provoque une déformation aléatoire et non uniforme de la mousse. Ainsi la forme finale sera
différente de celle prévue. Il faut noter que, couramment, de nouvelles techniques de
découpage des mousses sont utilisées tels que le jet hydraulique a haute pression, le
découpage a chaud, etc. Ces techniques sont complexes et ne sont pas bien maitrisées. En
effet, le découpage au fil chaud et le laser provoquent une fusion localisée et donc une
modification locale du comportement. Le découpage au jet d’eau n’est valable que pour les
faibles épaisseurs. Pour cette raison les constructeurs congoivent des moules pour obtenir des
picces de formes complexes (Fig. 4).

J Bloc supérieur du moule

La piéce en mousse

\ Bloc inférieur du moule

Figure 4. Moule d’une partie du siége de voiture : rehausseur pour enfant (KNAUF SAS
68600 Wolfgantzen 2006).

Pour chaque forme on a un moule, cette technique est nommée donc moulage unitaire. La
technique de moulage nécessite la conception de fagon intelligente du moule et des
précautions sont a prendre afin d’éviter les problémes d’écoulement, de refroidissement a
I’intérieur du moule, de dépouille et contre dépouille, et surtout de cartonnage'.

I.1.3 Type de mousses de polyuréthane

Les mousses de polymeére peuvent étre classées suivant le module d’Young et la densité en
des mousses souples, semi-rigides et rigides (Gibson L.J. and Ashby M.F. 1997) ou suivant
la connectivité des alvéoles. On distingue les mousses spongieuses a cellules ouvertes si les
alvéoles sont connectées, les mousses cellulaires a cellules fermées si les alvéoles sont
disjointes et les mousses a cellules semi-fermées. Elles peuvent étre également classées
suivant le champ d’application (isolation thermique, isolation phonique, confort etc.), suivant
la nature de la matrice polymere (thermodurcissable / thermoplastique) ou suivant la nature de
la réaction du processus de fabrication en des mousses expansées ou compactes (Fig. 5). Pour
les mousses expansées, la réaction chimique est exothermique. Elle est accompagnée d’un

l . . ‘ . r o A : ro
Le cartonnage est une densification locale de la mousse a I’intérieur du moule. On a donc a I’intérieur de la
mousse une zone non expansée.
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dégagement de gaz, généralement le CO,, qui provoque une expansion plus ou moins

Mousse de polyuréthane

marquée.

NS
. Nature de la matrice de Mousse
Mousse thermodurcissable u . )
polymeére thermoplastique

Nature de la réaction j
chimique

Mousse compacte

Mousse expansée

Connectivité des
alvéoles

Mousse a cellules

ouvertes

Mousse a cellules fermées

ou a cellules semi-fermées

1 Critere de classification

O Type de la mousse

Figure S. Classification des mousses de polyuréthane.
I.1.4 Propriétés de mousses de polyuréthane et champs d’applications

La mousse de polyuréthane est caractérisée par un spectre de propriétés complexes et
intéressantes (Gibson L.J. and Ashby M.F. 1997). La propriét¢ dominante est la faible
densité qui ne dépasse généralement pas 80 kg m™ pour les mousses souples. La mousse de
polyuréthane est couramment utilisée pour alléger et remplir les vides des structures
métalliques. Elle présente également une excellente isolation thermique et acoustique, une
forte absorption des liquides et une diffusion complexe de la lumiére. D’un point de vue
mécanique, elle est caractérisée par un bon pouvoir d’absorption de 1’énergie de déformation
et des chocs. La faible raideur en fait des amortisseurs mécaniques fiables. En conséquence,
grace a ce spectre de propriétés vaste, la mousse de polyuréthane est utilisée dans de
nombreuses applications thermiques et/ou acoustiques, des batiments et pour le confort.

Selon le processus de fabrication et des constituants chimiques, I’une ou I’autre des propriétés
sera privilégiée et la mousse de polyuréthane sera ainsi destinée a une application précise.
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I.1.5 Mécanismes de perte d’énergie dans la mousse de polyuréthane

Le comportement mécanique des structures soumises a des forces ou a des mouvements
imposés dépend en particulier de la dissipation d’énergie dans la structure elle-méme, tel que
la dissipation au niveau des liaisons entre les différents éléments de la structure, et lors de
I’interaction avec le milieu environnant.

Les phénomenes physiques intervenant dans cette dissipation sont divers: frottements,
interaction fluide-structure, chocs, rayonnement vibratoire aux appuis, viscosité et plasticité,
etc.

Pour la mousse de polyuréthane, on distingue généralement trois principaux mécanismes de
perte d’énergie a savoir la dissipation thermique, la perte hystérétique et la perte visqueuse.

La dissipation thermique dans la structure de la mousse de polyuréthane se manifeste suite au
transfert par convection entre le gaz des alvéoles et la matrice polymere. Cette dissipation est
dominante surtout pour les mousses dédiées aux applications acoustiques et thermiques.

Quant a la perte hystérétique, elle est due au comportement viscoélastique de la mousse de
polyuréthane qui se traduit par la présence d’un cycle d’hystérésis lors d’un essai de
compression/décompression quasi-statique (le comportement viscoélastique sera étudié€ avec
précision dans le deuxiéme chapitre). La perte hystérétique, dite aussi perte viscoélastique, est
influencée par la morphologie et la composition de la matrice polymere.

En ce qui concerne la perte visqueuse, elle est due au comportement visqueux de la mousse de
polyuréthane, observé surtout en dynamique. Cette perte dépend de la connectivité des
alvéoles (cellules ouvertes, fermées ou semi-fermées), de la résistivité et la viscosité du fluide
alvéolaire. Elle est généralement modélisée par un terme quadratique (équation 1-3) (Patten
W.N., Sha S. et al. 1998).

F,(6) =y (2)|(¢) (1-3)
avec F, la force d’amortissement visqueux, 7, le coefficient de perte visqueux quadratique, ¢

le temps et x la vitesse.

I1 existe également d’autres mécanismes de perte tels que le frottement sec entre les supports
de cellules.

Les contributions de chacun de ces mécanismes dans le taux de perte d’énergie total de la
mousse de polyuréthane dépendent de plusieurs facteurs structurels et morphologiques tels
que la porosité, la densité relative, la nature de cellules, la nature de la matrice polymere, le
diameétre des cellules, la forme des cellules (symétrie, gonflée ou allongée), etc. Ces derniers
sont bien souvent liés au processus de fabrication.
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1.2 Essais, études et modélisations

Par définition, la modélisation d’un systtme mécanique est une technique qui permet de
proposer une représentation théorique interprétable, reproductible et simulable des
comportements observés lors des essais expérimentaux. De cette définition, on déduit
quelques mots clés qui sont essais, ¢tudes et modélisations. Ainsi un état de I’art doit contenir
une présentation des différents essais et études considérés dans la littérature ainsi qu’une
analyse des différentes modélisations.

Cette section est un apercgu bibliographique sur les différents travaux de recherche concernant
le comportement mécanique de la mousse de polyuréthane. Pour élargir 1’état de 1’art, nous
avons considéré non seulement les articles traitant de la mousse de polyuréthane mais aussi
ceux considérant tous types de mousse de polymere.

I.2.1 Les différents types d’essais

Pour caractériser les mousses de polymere, plusieurs normes telles que la norme ISO 3386-
1:1986 et la norme américaine D3574-95 de I’ASTM (‘American Society for Testing
Material’) précisent les méthodes d’essais permettant I’évaluation des propriétés mécaniques.
Parmi ces essais, on distingue 1’essai d’indentation IFD (‘Indentation Force Deflection’),
I’essai de compression CFD (‘Compression Force Deflection’), le test de rebondissement de
balle, et les tests de transmissivité. Il existe encore d’autres types de tests qui sont détaillés
dans la norme américaine (ASTM juin 2010), les travaux de Gibson L.J. and Ashby M.F.
(1997) et les travaux de Herrington R. and Hock K. (1997).

L’essai d’indentation (dispositif, Fig. 6) consiste a mesurer les forces nécessaires pour
atteindre des empreintes de I’ordre de 25% et 65% de 1’épaisseur d’échantillon afin d’évaluer
la dureté de la mousse. La procédure a suivre est détaillée dans la norme D3574-95 de
I’ASTM (‘American Society for Testing Material’) (ASTM juin 2010).

Crosshead

[— Load Cell

Circular Compression Platen

[ Swivel Joint L

PU Foam & -

Dual Column
Test Frame

Square Compression Platen with
holes to aliow for air escape

Figure 6. Dispositif d’essai d’indentation IFD (www.ADMET.com).
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L’essai de compression permet d’évaluer la rigidité de la mousse par mesure de la force
nécessaire pour atteindre 50% de déformation (Yuan C. T. 2008; ASTM juin 2010).

Le test de rebondissement (dispositif, Fig. 7) permet d’évaluer I’énergie absorbée par la
mousse lors du contact avec une balle métallique lachée d’une hauteur initiale bien
déterminée. L’énergie absorbée par la mousse est estimée a travers la différence entre la
hauteur suite a son premier rebond et la hauteur initiale (Yuan C. T. 2008; ASTM juin
2010).

Balle métallique

Mousse

| -

Figure 7. Dispositif d’essai de test de rebondissement (www.Zwick.de).

Les tests de transmissivité sont des tests dynamiques. Ils consistent a placer un échantillon de
la mousse entre une base vibrante et un plateau de masse variable. Le rapport entre le niveau
de vibration a la base et celui transmis a la masse évalue le pouvoir d’isolation vibratoire de la
mousse. Ce pouvoir dépend de la nature d’excitation d’ou I'intérét d’une étude fréquentielle
du comportement de la mousse (ASTM juin 2010).

1.2.2 Les différents types d’études

L’étude du comportement des systemes mécaniques nécessite préalablement de préciser les
sollicitations auxquelles ils sont soumis. Suivant le type de la sollicitation on peut distinguer
plusieurs types d’études mécaniques telles que I’étude statique, 1’é¢tude quasi-statique et
I’étude dynamique.

Dans le cas ou les effets d’inertie et de la propagation sont non négligeables, I’étude est dite
¢tude dynamique. Dans le cas inverse, on distingue 1’étude quasi-statique et en particulier
I’étude statique qui s’intéresse aux systemes en repos.

D’un point de vue mécanique, la plupart des travaux concernant la mousse de polyuréthane
portent sur I’étude statique (Tu Z. H., Shim V. P. W. et al. 2001; Goangseup Z., Byeong M.
K. et al. 2008) et 1’étude quasi-statique (Deng R., Davies P. et al. 2003; Deng R., Davies P.
et al. 2006; Ouellet S., Cronin D. et al. 2006; Subhash G., Liu Q. et al. 2006; Dupuis R.
and Aubry E. 2008; Njeugna N., Schacher L. et al. 2008). Depuis 1998, le laboratoire MSE
‘Mechanical School of Engineering’ de I’Université Purdue d’Indiana, USA a présenté des

11
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travaux intéressants orientés vers I’étude de comportement dynamique de la mousse de
polyuréthane (Ippili R. K., Davies P. et al. 2007) . Actuellement, des nouvelles recherches
ont ¢té¢ orientées vers I’étude de la fatigue des mousses (Bezazi A. and Scarpa F. 2009;
Rizov V. and Mladensky A. 2009).

1.2.2.1 [Etudes statiques

L’étude statique est assurée par les essais de fluage et de relaxation.

Un essai de relaxation en compression consiste a suivre 1’évolution temporelle de la réponse
contrainte a un échelon de déformation (Fig. 8) (Lemaitre J. and Chaboche J.L. 2004).

be ko

—
—
——

~
~

B | 58

B/-—

Figure 8. Essai de relaxation (Lemaitre J. and Chaboche J.L. 2004).

L’essai de fluage en compression est I’essai dual de I’essai de relaxation. Il consiste a
maintenir un échantillon de mousse sous une contrainte constante o, et a suivre I’évolution de
la déformation en fonction du temps a travers la mesure de la complaisance de fluage définie
par le rapport J(¢) entre la déformation instantanée £(¢) et la contrainte appliquée (équation 1-

4) (Lemaitre J. and Chaboche J.L. 2004).

s =24 (1-4)

Un essai de fluage est généralement suivi d’un essai de recouvrance qui consiste a continuer a
suivre I’évolution temporelle de la déformation apres élimination de la contrainte o, appliquée

en fluage (Lemaitre J. and Chaboche J.L. 1998).

Les études statiques ont montré que la mousse ne peut pas étre considérée comme un matériau
purement élastique ou purement visqueux. En effet sa complaisance de fluage n’est ni
indépendante au temps ni proportionnelle a ce dernier. La représentation logarithmique de la
complaisance (Carrot C. and Guillet J. 2004) montre quatre zones a savoir la zone vitreuse
a court terme, la zone de transition, la zone caoutchouteuse et la zone d’écoulement a long
terme (Fig. 9 - ¢ 2).

12
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Figure 9. Représentation d’essais de fluage pour trois types de matériaux (a) matériau
purement élastique, (b) matériau purement visqueux, (c1, c2) matériau viscoélastique tel
que la mousse de polymeére (Carrot C. and Guillet J. 2004).

Dans la zone vitreuse a court terme, définie par un plateau, le matériau n’a pas eu le temps
nécessaire pour répondre, ainsi aucun mouvement n’est possible.

La zone de transition représente les mouvements locaux des chaines moléculaires. On
remarque la présence d’un point d’inflexion 4 qui définit le temps de relaxation en phase de
transition pendant lequel la plupart des chaines de polymeres renouvellent quasiment leurs
configurations.

La zone caoutchouteuse est expliquée par la présence de contraintes typologiques et
physiques nommées enchevétrements tels que les nceuds typologiques, ’attraction locale, les
boucles larges et les masses engendrés par les enchevétrements.

La zone d’écoulement montre que les enchevétrements sont temporaires. Ils sont relachés
pour des temps plus longs. On peut définir de la méme fagon que la zone de transition, le
temps de relaxation d’écoulement /4, . Il faut noter que cette zone est absente pour les mousses

de polymeres réticulés.
1.2.2.2 Etudes quasi-statiques

Un essai de compression/décompression est dit quasi-statique ou dynamique selon la vitesse
de déformation. Deng R. (2004) affirme que la vitesse limite pour le type de mousse de
polyuréthane qu’il a étudié est de I’ordre de 1072 s™. 11 considére que tous les essais a vitesse
de déformation inférieure a cette vitesse limite rentrent dans le cadre d’étude quasi-statique.

13
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En revanche, tous les essais de compression a grande vitesse de déformation (supérieure a
2 - . . i
10 s7) sont situés dans le cadre d’études dynamiques.

Les études quasi-statiques réalisées par Song B., Chen W.W. et al. (2005), Dupuis R. and
Aubry E. (2008) montrent ’influence de la vitesse de déformation et du niveau de
compression final atteint sur le comportement de la mousse suite a un essai de compression.
La contrainte maximale de compression et I’énergie absorbée par la mousse augmentent avec
la vitesse de déformation dont I’effet est plus important lorsque le niveau de compression

final et la densité sont élevés (Saha. M. C., Mahfuz H. et al. 2005; Subhash. G., Liu Q. et
al. 2006).

Des études expérimentales en quasi-statique (White S.W. 1998; Puri T. 2004; Widdle
R.D.Jr., Bajaj A.K. et al. 2008) sur des mousses de polyuréthane de méme type que les
mousses que nous étudions, confirment que le comportement quasi-statique de la mousse de
polyuréthane sous grande déformation comporte trois zones a savoir la zone linéaire (zone 1),

la zone plateau (zone 2) et la zone de densification (zone 3). Ces trois zones sont visibles sur
la figure 10.
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Figure 10. Courbe contrainte déformation d’une mousse polyuréthane, obtenue suite a
un essai de compression/décompression quasi-statique (Widdle R.D.Jr., Bajaj A.K. et al.
2008).
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A un faible niveau de compression (zone 1), la force n’est pas trés importante. Quasiment
tous les supports des cellules de la mousse ne sont soumis dans ce stade qu’a de la
compression. Quelques supports flambent. Pour cette raison, la premicre zone n’est pas
parfaitement linéaire.

En passant a la zone plateau (zone 2), le comportement devient caoutchouteux. La mousse
commence a s’effondrer. Les supports des cellules ont flambés et ensuite pliés ce qui explique
le plateau de déformation.

Suite a I’effondrement, les supports de la face supérieure des cellules contribuent ainsi a la
compression des supports de la face inférieure engendrant une augmentation de la contrainte.
On parle donc de la densification de la mousse (zone 3).

Le chemin de décharge et le chemin de charge sont différents. L’aire du cycle d’hystérésis
observé dans la figure 10 est égale a I’énergie de déformation absorbée par la mousse. Ce
cycle montre de nouveau 1’aspect viscodlastique de la mousse de polymere constaté en
statique.

1.2.2.3 Etudes dynamiques

La réponse de la mousse suite a un essai de compression/décompression dynamique
(Gervillers S., Alaoui A. et al. 2001) est tellement différente de la réponse en quasi-statique
qu’on ne peut pas distinguer les trois zones précédemment décrites. Cette différence est
expliquée par la contribution de I’amortissement purement visqueux de la mousse qui devient
non négligeable du fait de la grande vitesse de déformation.

Les essais de compression/décompression dynamiques réalisés par White S.W. (1998);
Gervillers S., Alaoui A. et al. (2001) ; Deng R. (2004) ont montré la grande sensibilité de la
mousse de polymere a la vitesse de sollicitation. La présence d’un cycle d’hystérésis en
dynamique confirme ainsi la nature viscoélastique du comportement du matériau.

D’autres travaux ont porté sur I’étude de ’influence des conditions d’essais et de certaines
propriétés de la mousse de polymere telles que la température, ’humidité et la densité sur le
comportement dynamique. Encore une fois en dynamique, il est montré que plus le niveau de
compression final et la densité sont élevés, plus 1’effet de la vitesse est important (Song B.,
Chen W. W, et al. 2005).

Les études dynamiques de la mousse consistent aussi a suivre le comportement de la mousse
suite a des excitations de différents types telles que I’impulsion (essai d’impact) et I’excitation
harmonique. Les sources d’excitations dynamiques sur une assise de voitures, telles que les
secousses de la route et les effets des éléments internes du véhicule (probléme d’équilibrage
du moteur ou des roues) engendrent des vibrations de faibles ou de grandes amplitudes.

L’étude réalisée par Singh R., Davies P. et al. (2001, 2003 a-b) a montré que la réponse
dynamique de la mousse de polyuréthane suite a des excitations harmoniques est influencée
par les conditions environnementales telles que la température et ’humidité, par la nature de
I’excitation (faible ou forte amplitude de vibration et la fréquence d’excitation), par la nature
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du fluide alvéolaire (compressible ou incompressible), par les dimensions de la structure et
par la nature des cellules (ouvertes ou fermées).

Pour de faibles amplitudes de vibration, la réponse est presque elliptique autour du niveau de
compression (Hilyard N.C., Lee W.L. et al. 1991; Cunningham A., Huygens E. et al.
1994; White S.W. 1998).

En revanche, pour de grandes amplitudes de vibration, la courbe est similaire a une courbe
d’essai quasi-statique avec une forme hautement dénaturée (White S.W. 1998). Le pseudo
grand axe a été utilisé pour déterminer la raideur dynamique. Le cycle d’hystérésis reste
encore présent dans les deux cas : faibles et grandes amplitudes de vibrations (Fig. 11).

'j. _y e —— o g e g —— 1 -
| [—— large amplilude dynamic response ] /
'3'| | - - large amplitude pseudo-major axis
| — - # i a3 | .-'r.lf
1 A sl apihile o0pones ... /
U i
/)
4
Bl - l_.:" /
) ._‘;fl;'.l.
Fao f

force (N)
g

I-'l '
G
g P
'__.,/‘ 5y
ot P # i
| = P /
# ’ o A |
- e L #
3 0 ,f/ |
# ——
— e e .
i
4
i
woon i TERLCTE PO X ] SRR L] =t © I 1
20 A0 a0 50 60 10 Bl

compression percentage (%L x 100)

Figure 11. Réponse force de la mousse de polyuréthane dans le cas de faibles et grandes
amplitudes de vibrations (White S.W. 1998).

Dans le cas d’une excitation harmonique purement sinusoidale, le déphasage entre la
déformation et la contrainte vaut z/2 pour un matériau purement visqueux ou z€éro pour un

matériau purement élastique. Pour la mousse de polymere, il est différent de zéro et de z/2

(White S.W. 1998; Deng R. 2004). En fait, il dépend de la température ambiante et de la
fréquence d’excitation. Ceci est une autre manifestation du caractére viscoélastique de la
mousse de polymere (Francois D. 2008).
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1.2.3  Les différents types de modéles

La modélisation du comportement des mousses polymériques en général, et des mousses de
polyuréthane a cellules ouvertes en particulier se fonde sur deux approches : la modélisation
micromécanique basée sur des études numériques et la modélisation macromécanique qui
utilise les outils de la mécanique des milieux continus.

Cette section est dédiée a la présentation des différents modeles de ces deux approches.

Par la suite, une attention particuliére sera accordée aux modeles a mémoire quasi-statiques
qui appartiennent a I’approche macromécanique.

1.2.3.1 Les modeles micromécaniques

L’analyse micromécanique consiste a considérer les composants fondamentaux de la
structure de la mousse tels que la forme des cellules, les parois et les supports des cellules.
L’étude de la déformation d’une cellule en fonction de ses caractéristiques géométriques
permet d’extraire ses propriétés mécaniques. La réponse de la mousse est ensuite prédite par
la méthode des éléments finis ou par la méthode des volumes finis. Le modele est finalement
validé par comparaison entre la réponse simulée et la réponse expérimentale.

Gibson L.J. and Ashby ML.F. (1997) ont considéré dans un premier temps une forme cubique
des cellules pour développer un modele microscopique capable de déterminer le module
d’Young de la mousse. Ils ont montré que ce dernier dépend de la densité relative de la
mousse, du module d’Young de la matrice polymere et du niveau de compression.

Warren W.E. and Kraynik A.M (1988,1991) et Zhu H. X., Knott J.F. et al. (1997 a, b)
ont supposé une forme tétraédrique réguliere des cellules pour étudier le comportement de la
mousse en faible déformation et pour développer des relations entre les propriétés élastiques
de la mousse et les constantes géométriques du tétracdre. Ils en ont déduit une €lasticité non
linéaire due a la non linéarité géométrique des supports surtout autour des niveaux de
compression dans lesquels le comportement de la mousse est caoutchouteux.

Les résultats obtenus par réduction du modele micromécanique de Warren W.E. and
Kraynik A.M (1988) pour une forme de cellules cubiques sont similaires aux résultats
obtenus par Gibson L.J. and Ashby ML.F. (1997). Ces deux modéles micromécaniques ont
mis en évidence la forte relation entre la microstructure et les propriétés élastiques de la
mousse.

Zhu H. X., Knott J.F. et al. (1997 a, b) ont développé un modele micromécanique tenant
compte d’une viscoélasticit¢é non linéaire dans le cas de grandes déformations. La
viscoélasticité non linéaire est estimée a partir de la courbe du module de relaxation. La partie
¢lastique dans ce modele était considérée comme étant gouvernée par des lois polynomiales.

Zhu H. X. and Mills A.M. (1999) ont introduit une non linéarité matérielle a leur modele
micromécanique pour prévoir la réponse en fluage de la mousse de polymere. Dans ce travail,
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la viscoélasticité était estimée a partir du module de relaxation par un polynéme d’ordre
quatre.

D’autres modeles micromécaniques (Zhu H. X., Thorpe S. M. et al. 2006; Song Y., Wang
Z. et al. 2010) sont basés sur la technique «Voronoi ». Elle consiste a considérer plusieurs
formes de cellules (cubique, tétraédrique, polygonale) distribuées aléatoirement dans 1’espace
tout en intégrant les non linéarités géométriques et matérielles. Les résultats obtenus dans le
cas d’une linéarité géométrique et matérielle par cette technique coincident avec les résultats
précédents de Gibson L.J. and Ashby ML.F. (1997).

Zhu H. X., Hobdell J. R. et al. (2000) et Zhu H. X., Thorpe S. M. et al. (2006) ont essay¢
de déterminer I’influence des propriétés géométriques sur le comportement de la mousse et
ses propriétés élastiques en utilisant la technique «Voronoi». Cette étude a montré que le
coefficient de poisson ne dépend pas de l'irrégularité géométrique alors que le module
d’Young effectif et le module de cisaillement augmentent avec 1’irrégularité géométrique.

En conclusion, les modeles micromécaniques permettent 1’estimation du comportement non
linéaire quasi-statique et développent des relations qui relient les propriétés géométriques des
cellules aux propriétés élastiques de la mousse. Cependant, ce type de modele n’est pas
capable de prévoir les propriétés dynamiques de la mousse.

1.2.3.2 Les modéeles macromécaniques

Contrairement a 1’approche micromécanique qui part de la cellule pour caractériser un
échantillon de mousse de polymere, 1’approche macromécanique considere la réponse globale
d’un échantillon afin d’estimer les propriétés macromécaniques du matériau telles que le
module d’Young global, la raideur quasi-statique, la raideur dynamique et le coefficient
d’amortissement. Dans le cadre de cette approche, on distingue deux types de modeles a
savoir les modeles énergétiques et les modeles a mémoire.

Pour les modeles énergétiques, la relation contrainte-déformation est obtenue par dérivation
de la fonction densité¢ d’énergie de déformation obtenue a partir du tenseur de Cauchy Green
Gauche (Abaqus manual. 2007; Vallée C., Fortuné D. et al. 2008). La plupart des modéles
énergétiques sont établis a partir du développement en série de Taylor de la densité de
I’énergie de déformation W donnée par 1I’équation 1-5.

w=>C, W, =>C, (I=3)"I,~-3)"-3) (1-5)

p.q.r p.q.r

On peut constater que ce développement est en réalit¢ une superposition pondérée de
plusieurs densités élémentaires données par W,  dépendantes des invariants (/,,7,,7;) du

tenseur de Cauchy Green Gauche. Ces invariants sont fonction des ¢élongations
principales (4,,4,,4,) (équation 1-6).
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L=2+ 4+ A
L=+ AT+ A (1-6)
Iy = A‘lz%zﬂ?z

Le terme C, , définit le poids de pondération de la densité élémentaire et (p,q,7) définissent
respectivement 1’ordre d’influence des invariants (/,,/,,1,) sur la densité élémentaire. En fait,

si par exemple p=0, alors on ne constate aucune contribution du premier invariant/, sur la

densité d’énergie €élémentaire. Ceci nous a permis de classifier les modeles énergétiques
analytiques en des modeles dépendants de trois invariants, des modeles dépendant de deux
invariants (modeles de Mooney-Rivlin (équation 1-7) et de Haine Wilson) et des mod¢les
dépendant d’un seul invariant (modeles de Vagra et de Néo-Hookien (Treloar L. R. G. 1975)
équation 1-8) (voir schématisation Fig. 12).

Mg gy g i
W= LH =3)+ 221, =) 1-7)

W =EL,-3) 5 =0 (1-8)

avec (4,,p,) des paramétres caractéristiques du matériau.

Wl Ly l)= ¥ Copll; -3, -3)1(,-3)

b.q.r
1 seul invariant |2invanants 3 invariants
Néo-Hookien Haine Wilson(1979)
Mooney-Riviin . .t o
- % WI3) - (GEAGUD G
= W’:CIG(IT!—S)'FCM(I:—.}) i _"C ]_3 2+ ] [_12+c I_'s 3
Ogden (1972a,1978) el Gl G

Ogden hon séparable (1979 1984)

W =3 H s 204 42 -3) i
ﬁan Z H (Aﬂ'lcc,_ -|—;L;" —I—AA.:” _3)
1 O
="
25 A + (A + () =3]
\om=l

m

Varga(Qgden 1972a)
Wv — }u(;bl +;L2 i )Ls ==, 3)

Modéle de Blatz-Ko |— — ——-2.0Variants __ __

W:lGﬁ(IlJrl(];“—1)—3)+EG(1—ﬁ)[M§1+l(I3°"—1)—3]
2 : a - 2 T«

Figure 12. Quelques modeles énergétiques.
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Le modele d’Ogden, donné par I’équation 1-9, (Ogden R. W. 1972; Storakers B. 1986) est
un modele encore plus général dérivé du développement en série de Taylor de la densité
d’énergie de déformation. Il suppose une superposition de » modeles de Green Lagrange
généralisés.

=3 2 G g A -3) (1-9)
-1 O

i

avec (u,,o,),_, , des parameétres caractéristiques du matériau.

i=l.n

Les parametres du matériau sont détermings a partir des études expérimentales basées sur des
essais de compression uni-axiale et des essais de cisaillement.

Dans le méme cadre que les modeles énergétiques, un modele hyper-élastique ou dit
«HYPERFOAM)> est couramment utilisé¢ pour les matériaux caoutchouteux et les matériaux
a comportement quasi-caoutchouteux comme la mousse de polymere. Le modele
HYPERFOAM, donné par I’équation 1-10, est basé sur une description modifiée de la
fonction densité d’énergie de déformation d’Ogden (équation 1-9) afin de la généraliser pour
des matériaux compressibles (Shen Y., Golnaraghi F. et al. 2001; Zhang X. F., Andrieux
F. et al. 2010).

D2 e one oaa 1, 3
W:Z;f%ﬂ““@+ﬂf‘3+;{Jﬁ—D;J:IJ% (1-10)

i

avecJ un paramétre qui détermine la variation relative de volume, (4,e;,f)_ sont des

i=l..

parametres caractéristiques du matériau et n est I’ordre du modele d’Ogden.

L’identification des paramétres (g;)_ permet de déterminer le module de cisaillement

initial # & partir de la relation u = zn: 4, . L’identification du degré de compressibilité 8 permet
pa

de définir le module initial de compressibilité K, et le coefficient de Poisson v, en utilisant les

relations suivantes :
1 1
Ko = Zzlui(§+ 181)
i=1

=YneSilg

i=1 i=1

(1-11)

avec v, : le coefficient de Poisson du i”™ mod¢le de Green Lagrange généralisé.

En utilisant le modéle HYPERFOAM, Gervillers S., Alaoui A. et al. (2001) ont montré a
travers des essais de compression CFD (‘Compression Force Deflection’) et d’indentation
IFD (‘Indentation Force Deflection’) que le coefficient de Poisson pour leur mousse de
polymere peut étre considérer nul. Cependant, Widdle R.D.Jr., Bajaj A.K. et al. (2008) ont
précisé que I’hypothése d’un coefficient de Poisson nul diminue I'exactitude des prédictions
obtenues par un mode¢le viscoélastique non linéaire décrivant le comportement de la mousse
suite a un essai de compression unidirectionnelle.
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En analysant les résultats trouvés par Widdle R.D.Jr., Bajaj A.K. et al. (2008), on remarque
que I’apport en précision de I’hypotheése du coefficient de Poisson non nul n’est pas vraiment
important vis a vis des résultats obtenus avec un coefficient de Poisson nul. Pour cette raison
et des raisons de simplification, I’hypothése d’un coefficient de Poisson nul est trés souvent
adoptée.

La comparaison des résultats expérimentaux de compression quasi-statique pendant la phase
de charge avec des simulations des modeles énergétiques obtenues par «kxABAQUS» (Dupuis
R. and Aubry E. 2008) a montré que le modele énergétique d’Ogden d’ordre 3 est le plus
intéressant puisqu’il suit de facon satisfaisante 1’allure de la courbe contrainte-déformation
expérimentale.

Mills N.J. and Gilchrist A. (2000) ont utilisé le modele d’Ogden pour prédire la réponse de
la mousse de polymere suite a un essai d’indentation. Il leur a permis de fournir une
description qualitative de la forme de I’empreinte et de déterminer I’effet des dimensions du
bloc de mousse sur la dureté du matériau.

Jemiolo S. and Turteltaub S. (2000) ont développé une extension du modele d’Ogden par
intégration de la densité de la mousse dans le modele comme une variable, ceci dans le but de
déterminer la densité relative optimale pour maximiser 1’énergie absorbée.

En ce qui concerne les modeles macomécaniques a mémoire, spécifiques aux mousses de
polyuréthane, on en distingue deux types a savoir le modele a mémoire entier ( White S.W.
1998; Singh R., Davies P. et al. 2001; Singh R., Davies P. et al. 2003 (a-b); Ippili R. K.,
Davies P. et al. 2008) et le mod¢le a mémoire fractionnaire (Deng R. 2004; Deng R., Davies
P. et al. 2006). Les équations de ces modeles seront développées ultérieurement.

Les mod¢les a mémoire illustrent I’effet de I’historique de la mousse de polyuréthane sur son
comportement. La réponse de la mousse pendant un essai de compression/décompression
dynamique ou quasi-statique a I’instant #=t, est influencée par les valeurs de la réponse de
I’instant =0 jusqu’a Dl’instant actuel de calcul t,. Les modeles a mémoire décrivent la
viscoélasticité par une fonction de convolution et la non linéarité du comportement ¢lastique
par une fonction polynomiale. Le produit de convolution peut étre dérivé d'une équation
différentielle ordinaire, ainsi le mod¢le est dit un modéle a mémoire entier, ou dérivé d’une

équation différentielle contenant une dérivation fractionnelle, dans ce cas le modele est un
modeéle a mémoire fractionnaire. Les équations différentielles enticre et non entiere seront

développées dans la section suivante.

Pour identifier les parametres des modeles a mémoire, des études expérimentales en
dynamique et en quasi-statique ont été réalisées. Singh R., Davies P. et al. (2001) ont
développé, dans un premier travail, un processus d’identification dans le domaine temporel
bas¢ sur I’estimation de la solution analytique de son modele a mémoire entier et linéaire
(comportement ¢lastique linéaire avec fonction de convolution pour comportement
viscoélastique). Cette solution analytique est établie pour caractériser le comportement de la
mousse de polyuréthane suite a un essai d’impact a faible amplitude. Dans le travail de Singh
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R., Davies P. et al. (2003-a) la méthode de Prony était la méthode de base pour 1’estimation
de la solution analytique.

Dans le cas d’une excitation sinusoidale a grandes amplitudes, Singh R., Davies P. et al.
(2003-b) ont considéré la forme non linéaire de son modele & mémoire entier. Les propriétés
dynamiques de la mousse de polyuréthane ont été ensuite estimées a travers la méthode de la
balance harmonique.

D’autres méthodes ont été considérées par Deng R. (2004) et Ippili R.K., Davies P. et al.
(2008) pour étudier le comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane. Ces
méthodes seront détaillées ultérieurement.

Les parameétres des modeles @ mémoire relatés par les différents travaux, mettent en évidence
qu’ils sont dépendants des conditions essais. Ceci affecte le caractere général de leur
représentativité tant en quasi-statique qu’en dynamique.

1.2.4 Précision sur les modéles a mémoire développés en quasi-statique

A partir de DP’apercu bibliographique ci-dessus sur les modeles micromécaniques et
macromécaniques, nous avons constaté que les modeles a mémoire sont capables d’une part
de tenir compte de 1’effet de mémoire et d’autre part de décrire le comportement élastique et
le comportement viscoélastique a la fois en quasi-statique et en dynamique. Ceci nous a
permis de choisir les modéles a mémoire comme des modeles de base a développer dans cette
these en particulier en quasi-statique.

L’objectif de cette section est de présenter en détail les modeles a mémoire développés dans la
littérature en quasi-statique. Cet apercu va permettre de comprendre la démarche de
modé¢lisation et ensuite les modifications que nous apporterons a ces modeles dans le chapitre
suivant.

On rappelle que lors d’un essai de compression/décompression quasi-statique, la mousse de
polyuréthane sous grande déformation présente a la fois un comportement élastique non
linéaire et un comportement viscoélastique. Nous allons d’abord présenter comment a été
modélisé le comportement élastique non linéaire, puis le comportement viscoélastique a 1’aide
des deux modeles a mémoire entier et fractionnaire.

1.2.4.1 Modélisation du comportement élastique non linéaire

Les modeles a mémoire modélisent généralement le comportement élastique par un ressort
non linéaire décrit par une fonction de puissance (équation 1-12, Rusch K. C. 1970; Patten
W.N., Sha S. et al. 1998) ou par une fonction polynomiale.

o,(t) =E(a£"’ +b£“’) (1-12)
avec o, la contrainte élastique, &le vecteur de déformation, £ le module de Young et

(a,p,b,q) des constantes a déterminer a partir de la courbe contrainte élastique-déformation.
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La représentation polynomiale développée par White S.W. (1998) et Ippili R.K., Davies P.
et al. (2008) est donnée par I’équation 1-13. On y distingue clairement le paramétrek”

présentant la raideur du ressort non linéaire d’ordre i.

y
F(t)=Y k' (1-13)
i=1

avec F, la réponse force ¢lastique,x le déplacement et M " ’ordre de polynome de White
S.W. (1998).

Deng R. (2004) a décrit la réponse €lastique de sa mousse par une somme de polyndmes
orthogonaux (équation 1-14). Les coefficients pondérant ces polynomes ne sont pas
directement les raideurs du ressort non linéaire. Ces dernicres sont déduites par
développement de 1’équation 1-14 jusqu’a avoir une expression similaire a celle de
I’équation 1-13.

Md
F.(0)=2 k'R (x) (1-14)
i=1
avec M“1’ordre de polyndme de Deng R. (2004) et(kid)_zl i les coefficients pondérant des

polynémes orthogonaux P, (x) donnés par :

R(x)=x
2 3
P(x)=x —Zlox
4 2
P(x)=x —glox2 +g102x

15 15,, 5

P(x)=x'-—=I1x +=1’x" ——I x
v sow (1-15)
5 12 4 2.3 2 3.2 1 4
P(x)=x —?lox +21,°x —Elox +ﬁ10 X
35 35 35 35 7
P(x)=x"——=1x" + =1 ’x" ——=1’x + = *x" ———1’x
6() 120 110 220 990 2640
24 4 1 24 4
P(x)=x"—=—Ix"+ @lozxs ——0103x4 +—50 I'x ———I>x +—1 x
7 13 13 143 143 429

1.2.4.2 Modélisation du comportement viscoélastique (modele 2 mémoire entier)

Lorsqu’un matériau dissipe une partie de 1’énergie regue et emmagasine 1’autre partie, il est
dit viscoélastique. Cette définition a permis de construire a partir des éléments rhéologiques
de base: les ressorts (éléments conservatifs de 1’énergie) et les amortisseurs (éléments
visqueux dissipatifs d’énergie), les premiers modeles décrivant le comportement
viscoélastique tels que le modele de Maxwell (équation 1-16), le modele de Kelvin-Voigt
(équation 1-17) et le modele de Zener (équation 1-18). Ces modeles constituent les modeles
¢lémentaires de la viscoélasticité linéaire (Fig. 13). Il existe encore d’autres modeles
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¢lémentaires de la viscoélasticité linéaire tels que le modele de Dupaix-Boyce et le modéele de
Kelvin (Elfarhani M. 2010).

£(1) =6 (1) + -0 (0) (1-16)
E n

o(t)=Ee(t)+né(t) (1-17)

E+E, . E 1 = 1 -

Tlg(t)Jr £= E o(t)+ " o(t) (1-18)

ou o désigne ici la contrainte viscoélastique, e la déformation, (E,E,E,) les raideurs des

différents ressorts et 77 le coefficient d’amortissement visqueux des amortisseurs.

[/ / A, AN
2 | Y
n
= ; EI
n n

1
£

(o}

! bl

o

(a) Modele de Maxy (b) Modele de Kelvin Voigt (c) Modele de Zener

Figure 13. Mode¢les élémentaires de la viscoélasticité linéaire.

La description du comportement viscoélastique décrite par White S.W. (1998) et Ippili
R.K., Davies P. et al. (2008) est une présentation plus générale composée par une
combinaison quelconque de modeles élémentaires en série et en parallele. Dans ce cas, la
relation entre la contrainte et la déformation est donnée par 1’équation différentielle suivante :

do(t) d"o (1) de() d"e(t)
ot =g elt)+q —2+..+
dt P ggn =0 O+, dt D g

avec(n,m) deux entiers quelconques et ((q,.)l,zl"n i pi)i:O.‘m) des coefficients caractéristiques du

(1-19)

p,o(t)+ p,

matériau.
Le passage par une transformation de Laplace en supposant des conditions initiales nulles
permet d’établir la relation suivante :

%k qlSl
o*(s)=H, (s)e*(5)=L=0——ex(s) (1-20)
x P[Sl

=0

SHTEVHE

avec s l'opérateur de Laplace et(a*,g*,H:e) respectivement les représentations dans le
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domaine de Laplace de la contrainte viscoélastiqueo, la déformatione et la fonction
transfert /.

L’écriture de la contrainte viscoélastique en fonction de la déformation est ainsi donnée par :
t
o(t)=[H, (t-)e()dz (1-21)
0

Cette modélisation permet de tenir compte de I’effet mémoire a travers le produit de
convolution : la réponse viscoélastique a I’instant # dépend de I’historique du matériau. Elle
est généralement nommée dans la littérature ‘modélisation héréditaire’. En réalité,
I’appellation ‘modele a mémoire entier’ est une désignation que nous avons choisi afin de
différentier cette description de celle du modele & mémoire fractionnaire.

1.2.4.3 Modélisation du comportement viscoélastique (modéle a mémoire
fractionnaire)

Nous avons vu que les éléments rhéologiques de base dans une modélisation mécanique sont
généralement le ressort, I’amortisseur et la masse.

L’élément masse modélise I’énergie cinétique. Son comportement est proportionnel a la
dérivée seconde par rapport au temps du déplacement (équation 1-22).

F(t) = mi(t) = mD* (x(1)) (1-22)

avec F la réponse force, ¥ 1’accélération, m la masse et D' 1’opérateur de dérivation d’ordre i.

L’amortisseur est un composant mécanique modélisant les pertes purement visqueuses. Son
comportement est proportionnel a la dérivée du déplacement (équation 1-23).

F(t) = ci(t) = D' (x(2)) (1-23)

avec c le coefficient d’amortissement visqueux et x la vitesse.

Le ressort est un élément purement élastique modélisant 1’énergie emmagasinée. Son
comportement est proportionnel au déplacement (équation 1-24).

F(1) = kx(t) = kD° (x(1)) (1-24)

avec k la raideur du ressort et x le déplacement.

Un élément viscoélastique a un comportement situé entre celui du ressort et le comportement
de ’amortisseur. Pour décrire la viscoélasticité, un nouvel élément rhéologique modélisé par
I’équation 1-25 a été ajouté (Gement A. 1935; Bagley R.L. and Torvik P.J. 1984). Ce
composant est dit ressort fractionnaire, en anglais ‘spring pot’ (Fig. 14).

F(ty=nx? (t) =D (x(t)) (1-25)
avec 77 désigne ici la raideur du ressort fractionnaire et £ un fractionnaire entre 0 et 1. S’il

tend vers zéro, 1’élément viscoélastique revient a un comportement quasi-linéaire. En
revanche, s’il tend vers un, I’élément est a dominance visqueuse.
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|
M (7.8) < K
| S

(a) masse (b) amortisseur (c) ressort fractionnaire (d) ressort

Figure 14. Eléments de base d’une modélisation mécanique (macromécanique).

De la méme fagon que pour les modeles élémentaires détaillés dans la description du modele
a mémoire entier, on peut imaginer des modeles €lémentaires fractionnaires (Lewandowski
R. and Chorazyczewski B. 2010). Une combinaison en série et en parallele des modeles
¢lémentaires fractionnaires permet de construire un modele fractionnaire linéaire plus général
donné par I’expression suivante :

do? (1) dPro(r) y de” (1) d"e(t)
+...+ =q,"(t)+ +..+qg ——— (1-26
dt” it A G g (120)

avec((8),_,,-(7)_,,) des fractionnaires quelconques.

0 (1) + p,

La dérivation fractionnelle a été prouvée théoriquement et expérimentalement aux différentes

échelles macroscopique et microscopique. La dérivation fractionnelle constitue la base
théorique des travaux dans différentes disciplines physiques a savoir le domaine médical
(Craiem D.O., Rojo F. J. et al. 2008), le domaine biologique, le domaine mécanique des
matériaux et I’automatique (Pommier V., Sabatier J. et al. 2002; Sabatier J., Oustaloup A.
et al. 2002 ). Cependant, cette dérivation nécessite des développements mathématiques tres
complexes.

Des méthodes analytiques et numériques sont développées pour résoudre un probléme de
dérivation fractionnelle non linéaire telles que la méthode de décomposition d’Adomian
(Daftardar-Gejji V. and Jafari H. 2005; Ray S. S. and Bera R.K. 2005; Wang Z.H. and
Wang X. 2010) et la décomposition de Taylor (Cenesiz Y., Keskin Y. et al. 2010). Ces
méthodes sont utilisées pour résoudre la version non linéaire de 1’équation de Bagley R.L.
and Torvik P.J. (1984).

Aucune technique simple n’est capable jusqu’a aujourd’hui de trouver la solution analytique
du modgele fractionnaire général donné par I’équation 1-26. Pour cette raison, Deng R. (2004)
a modélisé la viscoélasticité de la mousse qu’il a étudié par des éléments linéaires vérifiant
I’équation 1-27.

=270 @)
v, (0
t

(1-27)
+biI/i(t)=Cl,ix(t)+cz,fDﬂ‘x(t) (b)

avec F, la force viscoé€lastique globale et (7;) _ . les forces viscoélastiques €lémentaires.
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Les parameétres b, donnent une information générale sur tous les taux de relaxation relatifs
aux différents niveaux de compression (que ce soit en charge ou en décharge). Le parametre ¢,

est le module instantané (vitreux), il présente la contribution de la partie €lastique dans la
réponse. Le parametre ¢, est le module de perte (caoutchouteux), il présente la contribution de

la partie viscoélastique dans la réponse.

Le passage par une transformation de Laplace a partir de I’équation 1-26 permet d’établir une
fonction de transfert ainsi qu’un produit de convolution modélisant 1’effet de mémoire. Le
modele est donc dit modele a mémoire fractionnaire.

1.2.5 Méthodes d’identification des paramétres des modeles 2 mémoire
en quasi-statique

Dans la précédente section, nous avons présenté un apercu bibliographique détaillé sur les
structures mathématiques des modeles a mémoire développés dans la littérature pour
caractériser le comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane.

Dans cette section, nous présenterons les méthodes d’identification des parametres inconnus
des modeles développées dans la littérature et qui sont appropriée aux modeles a mémoire
entier et fractionnaire.

Pour le modele & mémoire fractionnaire développé en quasi-statique par (Deng R., Davies P.
et al. 2003, Deng R. 2004; Deng R., Davies P. et al. 2006 ) les parametres a identifier sont

I’ordre du polynome élastique M, le Vecteur(kf’) W a partir duquel on détermine le vecteur

i=1..

de raideurs élastiques, le nombre N‘de forces viscoélastiques élémentaires (V) . et le

i

vecteur de parameétres viscoélastiques (b,,¢,;,¢,;,8) .-
Pour le modele a mémoire entier développé en quasi-statique par White S.W. (1998) et Ippili
R. K., Davies P. et al. (2008) les parametres a identifier sont 1’ordre du polynéme

¢lastique M, le vecteur de raideurs élastiques (k,.”’)__] o Gt les parametres de la force

viscoélastique.

On distingue dans la littérature deux méthodes appropriées aux modeles a mémoire entier et
fractionnaire : la ‘méthode de la force-moyenne’ développée par Ippili R. K., Davies P. et al.
(2008) afin d’identifier les parametres de son modele a mémoire entier et la ‘méthode de la
différence de force entre la charge et la décharge’ établie par Deng R. (2004) et Deng R.,
Davies P. et al. (2006) pour le modele a mémoire fractionnaire.

1.2.5.1 Méthode de la force moyenne

Lors d’un essai de compression/décompression quasi-statique, la mousse de polyuréthane
sous grande déformation présente a la fois un comportement viscoélastique et un
comportement élastique non linéaire. Ainsi, si la réponse é€lastique est déterminée alors il
devient possible d’évaluer la force viscoélastique par le calcul de la différence entre la force
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totale et le polyndme élastique. C’est sur cette idée qu’est basée la méthode d’identification
de force moyenne.

La méthode de la force moyenne est une méthode itérative en trois étapes (Fig. 15). Elle
consiste a prévoir, dans la premicre étape, un polynome élastique initial qui sera ajusté en fur
et a mesure afin d’obtenir la meilleure correspondance entre la courbe force-déplacement
expérimentale et celle obtenue par le modele a mémoire entier. Le vecteur de raideurs est
identifié¢ a chaque itération en utilisant les commandes ‘Polyfit’ et ‘Polyval’ du logiciel de
programmation et de calcul matriciel « MATLAB ».

Dans la deuxieme étape, les parametres viscoélastiques de la mousse sont identifiés en
utilisant une méthode d’estimation telle que la méthode de régression linéaire ARMA (Ippili
R. K., Davies P. et al. 2008).

Suite a I’évaluation de la force viscoélastique, il devient donc possible de déterminer, dans la
troisieme €tape, un nouveau polyndme élastique. La méthode converge lorsque les deux
polynomes de la premicre et la derniere étape sont presque confondus.

début algorithme

4
f_moy = P!

4 =1
v

Etapes 1: identification des raideurs

¥

Etape 2:
» Estumation de la force viscoélastique expérimentale

EZ ()= F™ (1))

* Estumation des parameétres de la viscoélasticite par une méthode d optimisation

T ¥

Etapes 3: calculer de nouveau la force ¢élastique
abas: (f)— Fth (f) _ Pj+1

ve

NON e HPf H_pJ

<z

"
£

v
OUI |——) Paramétres du modéle

I aIHori thme

Figure 15. Algorithme de la méthode de la force moyenne.

Cette méthode est appelée ‘méthode de la force-moyenne’ du fait que la courbe moyenne
entre la charge et la décharge (Fig. 16) constitue le polynome é€lastique initial de la premiere
itération. Nous pensons que cette hypothese limite ’ensemble des solutions possibles pour le
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probleme d’identification des paramétres de la mousse. En effet, la force élastique finale
obtenue sera proche de la courbe moyenne.

140~

120 — courbe force—déplacement expérimentale
+='=']a force moyenne entre les phases de charge et de décharge

100~

80~

F(N)

60— . Phase de charge
(compression)

401

20

Phase de décharge
(décompression)

0 < 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
déplacement (m)

Figure 16. Courbe moyenne entre la charge et la décharge (courbe noire) et la courbe
expérimentale force déplacement (courbe bleu), vitesse de déformation =5.33 10sec™.

1.2.5.2 Méthode de la différence de force entre la charge et la décharge

Le cycle d’hystérésis constaté lors d’un essai de compression/décompression quasi-statique
n’est di qu’au comportement viscoélastique de la mousse. La méthode, mise au point par
(Deng R. 2004; Deng R., Davies P. et al. 2006) pour le modele a mémoire fractionnaire, est
basée sur la symétrie de la force élastique entre les phases de charge et de décharge. Ainsi,
seuls les parameétres viscoélastiques seront présents dans l'expression analytique de la
différence entre la force de charge et celle de décharge. Cette méthode comporte trois étapes
principales (Fig. 17).
début algorithme

Etape 1:

*Déterminer 1’expression analytique de la différence de force entre la charge et
la décharge J&F,"

sDétemminer la courbe expérimentale de la différence de force entre la charge et
la décharge &F°F

Estimation des parametres de la viscoelasticite par une methode d’optimisation

Etapes 2: identification des raideurs

Etape 3: validation

A

NON

y

oul I::} Parametres du modele

Fin algorithme

Figure 17. Algorithme de 1a méthode de différence de force entre la charge et la
décharge.
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La premiere étape consiste a établir, au moyen d'une méthode d'optimisation, le jeu de
parametres viscoélastiques qui permet d’obtenir une représentation analytique de la différence
de force entre la charge et la décharge en bonne concordance avec la courbe expérimentale
(Fig. 18).

— O F__expérimentale
ve

SF, (N)
o B
T T

5H

L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
displacement (m)

Figure 18. Courbe expérimentale de la différence de force entre la charge et la
décharge.

Dans une deuxieme étape, la reconstruction de la réponse viscoélastique dans les phases de
charge et de décharge permet la détermination de la réponse élastique et de vérifier la
condition de symétrie.

Finalement, dans une troisieme étape, les coefficients des polyndmes sont identifiés a l'aide de
« MATLAB ».

La démarche de cette méthode, que nous avons nommé ‘méthode de la différence de force
entre la charge et la décharge’, est basée sur une hypothese logique et physique. Cependant,
lors d’identification des parametres viscoélastiques au moyen d’une méthode de
minimisation, il est possible de tomber sur un optimum local si la fonction a optimiser n’est
pas convexe. Par conséquent, les parametres viscoélastiques obtenus dépendent de
I’initialisation de la méthode d’optimisation et de la méthode elle méme.

I.3 Méthode d’optimisation

A partir de I’aper¢u bibliographique ci-dessus sur les méthodes d’identification des
parametres des modeles a mémoire développés dans la littérature, on constate que I’estimation
des parametres viscoélastiques nécessite le choix et le développement d’une méthode
d’optimisation (Fig. 15 et Fig. 17).

Cette derniere partie de ce chapitre bibliographique est consacrée a la définition d’un
probleme d’optimisation et a la présentation, d’une facon globale, des principales méthodes
d’optimisation qui peuvent étre classées en des méthodes déterministes et stochastiques.
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1.3.1 Définition d’un probléme d’optimisation

« Le désir humain de perfection trouve son expression dans la théorie de [’optimisation. Elle
étudie comment décrire et atteindre ce qui est meilleur, une fois que [’on connait comment
mesurer et modifier ce qui est bon et ce qui est mauvais ... La théorie de [’optimisation
comprend l’étude quantitative des optimums et les méthodes pour les trouver » (Beightler W.
1979).

On comprend a partir de la citation ci-dessus que la motivation d’un processus d’optimisation
consiste a améliorer une performance en se rapprochant d’un point optimum.

Lorsqu’il s’agit d’un probléeme d’identification des parametres inconnus d’un modele
mécanique, un processus d’optimisation consiste a chercher la meilleure combinaison de ces
parametres (optimum). Ce jeu de parametres améliore la fidélité du modele a
I’expérimentation (performance) en minimisant des fonctions objectif telles que la fonction
erreur au sens des moindres carrés entre la réponse expérimentale et celle du modele.

Le probléme d’optimisation est en particulier appelé probleme des moindres carrés lorsque la
fonction objectif est une fonction d’erreur au sens des moindres carrés.

Si la fonction objectif est mathématiquement convexe, il n’y a qu’un seul optimum. En
revanche, si elle est non convexe, il est possible d’avoir mathématiquement plusieurs optima
dont certains peuvent étre physiquement admissibles et d’autres incohérents avec la physique.
I1 devient donc nécessaire de s’assurer que ['optimum déterminé par la méthode
d’optimisation choisie est le meilleur optimum des optima admissibles.

Afin d’obliger la convergence vers un optimum admissible physiquement, on introduit
généralement des fonctions contraintes a la méthode d’optimisation.

Selon la nature de la fonction objectif et des fonctions contraintes, le choix d’une
méthodologie adaptée s’impose pour la résolution du probleme d’optimisation (Bouallagui S.
2010).

I.3.2 Classification des méthodes d’optimisation

Les méthodes d’optimisation peuvent étre classées selon 1’ordre de la dérivation des fonctions
contraintes et objectif nécessaires pour déterminer 1’optimum.

Une méthode d’optimisation est dite d’ordre zéro si elle utilise uniquement la connaissance de
la fonction objectif et des fonctions contraintes sans recours a la dérivation. Elle est d’ordre 1
s’il faut dériver une fois la fonction objectif ou les fonctions contraintes. Une méthode
d’optimisation peut étre ¢galement d’ordre 2 si elle requiert la dérivée seconde.

Les méthodes d’ordre zéro telles que ’algorithme de Nelder-Mead et ’algorithme génétique
offrent I’avantage d’éviter le calcul du gradient. Ceci est tres intéressant lorsque la fonction
objectif n’est pas différentiable ou lorsque le calcul de son gradient présente un cout
important. En revanche, elles sont en général peu précises et convergent trés lentement.
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Les méthodes d’ordre 1 et d’ordre 2 cherchent généralement le minimum d’une fonction en se
basant sur la connaissance d’une direction descendante de recherche souvent donnée par le
gradient de cette fonction et/ou sa dérivée. Ceci permet d’accélérer la localisation de
I’optimum. En revanche, ces méthodes sont applicables seulement pour les fonctions
continument différentiables.

Les méthodes d’optimisation sont souvent classées selon le mode de recherche d’optimum en
deux grandes catégories : les méthodes déterministes et les méthodes non déterministes
(stochastiques).

1.3.2.1 Méthodes déterministes

La plupart des méthodes déterministes sont des méthodes d’ordre 1 telles que la méthode de
région de confiance, la méthode de Cauchy (Culioli J.C. 1994) et la méthode de gradient
conjugué (Fletcher R. 1987) ou des méthodes d’ordre 2 telles que la méthode quasi-Newton
et la méthode de Powell (Press W.H. 1992). Ces méthodes sont basées sur la détermination
d’une direction de recherche descendante qui permet d’accélérer la localisation de I’optimum.

Dans cette section, on présente d’une fagon globale la démarche des méthodes déterministes
ainsi que leurs avantages et leurs inconvénients. Ceux-ci ont été trés largement développés par
Hajji O. (2003).

Soient F la fonction objectif @ minimiser et A le vecteur de ses variables. Une direction de
recherche d est descendante au voisinage de A si et seulement si elle vérifie la condition
suivante :

d'V,(4)<0 (1-28)

avec d' le transposé de d et V, la fonction gradient de F .

L’inconvénient principal des méthodes a base de gradient est que la fonction gradient de la
fonction objectif est souvent estimée par différences finies surtout lorsque la fonction F est
non linéaire et complexe (équation 1-29).

F(A+a)-F(A)

V,(4)= . (1-29)

avec o le pas du gradient.

Les méthodes d’optimisation déterministes basées sur la recherche de direction sont tous des
méthodes itératives qui commencent par le choix d’une initialisationA'. Une direction
descendante et un pas de gradient au voisinage de cette initialisation sont ensuite déterminés.
Ceci permet de déterminer une estimation de A*. Ce processus est répété jusqu’a obtenir
I’optimum A”" qui vérifie un critére d’arrét tel qu’assurer une valeur du module de la fonction

objectif ||F (/1)” inférieure a une valeur € que 1’on précise dés le départ.
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La figure 19 illustre la démarche des méthodes déterministes basées sur la recherche d’une
direction descendante.
Début algorithme

Initialisation A'

+ k=1
A 4

Vérifier les criteres d’arrét tels que ||F (A* )” <€

» OUI
A 4
NON
A4
Déterminer la direction descendante de recherche d,
fal— Calculer le pas de gradlen‘l o,
Calculer "' =2* +d, e,
Vérifier les criteres d’arrét tels que HF(ﬂk )H <&
NON [* I 4
OuIl » L’optimum A%

Fin algorithme
Figure 19. Algorithme des méthodes d’optimisation déterministes basées sur la
recherche d’une direction descendante.

Les méthodes déterministes présentent des avantages intéressants: elles convergent
rapidement et précisément vers I’optimum si celui-ci est proche du point d’initialisation grace
a la recherche d’une direction descendante.

En revanche, elles présentent également plusieurs inconvénients. En fait, elles ne sont
applicables que pour les fonctions objectif continument différentiables et elles nécessitent la
résolution de systemes matriciels pouvant étre mal conditionnés (Minoux M. 1983). De plus,
on peut déduire a partir de la figure 19 que la sensibilit¢ de ’optimum par rapport a
I’initialisation est importante. La convergence est donc exclusivement locale.

Le logiciel de programmation MATLAB 7.01 fournit des interfaces graphiques pour résoudre
les problémes d’optimisation tels que 1’interface d’outils d’optimisation déterministes
(commande MATLAB : ‘optimtool’).

Les solveurs ‘Isqnonlin’ et ‘fmincon’ sont parmi les outils disponibles dans ‘optimtool’. Ils
permettent le traitement des problémes de minimisation non linéaires en utilisant des
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méthodes d’ordre 1 telles que la méthode de région de confiance et la méthode de Cauchy
(Culioli J.C. 1994).

Pour utiliser ces outils, il est nécessaire de préciser un vecteur de parametres de départ qui
constitue une initialisation pour la méthode d’optimisation et des criteres d’arrét tels que la
valeur de la fonction objectif (équation 1-30), le nombre d’itérations, le taux de variation des
parametres entre deux itérations successives ¢ Atol’ (équation 1-31) et le taux de variation de
la valeur de la fonction objectif entre deux itérations successives ¢ Frol > (équation 1-32).

F(2)=|oF,, -F,(2)), (1-30)

Xp
avec F’ (ﬂk) la fonction objectif donnée par I’erreur au sens des moindres carrés entre la

structure mathématique du modele §F,, et la réponse expérimentale correspondant 0F,

xp *

Atol = A = 2|, (1-31)
avec A" le vecteur de paramétres a identifier pendant la (k+1)*™ itération.
Fiol =|F (")~ F,,, (") (1-32)

avec F(A*"")la fonction objectif pendant la (k+1 )¥™ jtération.

1.3.2.2 Méthodes non déterministes (stochastiques)

Dans le cas d’optima multiples, les méthodes d’optimisation déterministes s’arrétent sur le
premier optimum rencontré. Les méthodes stochastiques sont une alternative pour palier cet
inconvénient. Elles sont capables de trouver le minimum global d’une fonction objectif méme
dans des cas difficiles. En fait, elles ne nécessitent ni un point d’initialisation, ni 1’évaluation
du gradient de la fonction objectif pour déterminer la solution optimale. Elles sont des
méthodes d’ordre zéro.

La figure 20 présente les méthodes stochastiques les plus utilisées dans la littérature.

Meéthodes stochastiques

v

v

v

v

v

Monte-Carlo Recuit simulé Méthodes Recherche
évolutionnistes Taboue
Stratégies Programmation Evolution Algorithmes
d’évolution évolutionniste Différentielle génétiques

Figure 20. Méthodes d’optimisation stochastiques Hajji O. (2003).
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La méthode de Monte-Carlo (Elperin T. 1988; Fishman G.S. 1997) constitue un processus
d’exploration puisqu’elle consiste a évaluer la fonction en une solution tirée au hasard a
chaque itération. Si elle est meilleure que I’optimum courant, cette valeur est enregistrée ainsi
que la solution correspondante. Le processus continue jusqu’a ce que les conditions d’arrét
soient vérifiées.

Contrairement a la méthode de Monte-Carlo qui explore I’espace de recherche a partir d’un
point unique (une solution tirée au hasard), les méthodes évolutionnistes (Bouallagui S. 2010)
en général et I’algorithme génétique en particulier (Holland J.H. 1975 ; Hajji O. 2003)
présente un processus qui part d’un ensemble de configurations c'est-a-dire d’une population
d’individus. Cette population évoluera a partir d’opérateurs a transition aléatoire, la sélection
et I’évolution, selon le principe de la figure 21.

/’- Iﬁttzzjalisarinn aléatomre d_ehs-h\\

\»\pi:ﬂﬁﬁg generations

~" Evaluation de la performance
. des individus de la population

i

g = compteur de générations /’f Test d arrét
Verifié ?

Solution optunale

Figure 21. Principe d’une méthode évolutionniste Hajji O. (2003).
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On présente sur la figure 22 plus de détails sur les étapes de 1’algorithme génétique.

déebut al gori thme

Geneése d’une population initiale (Papulation k=1) de N individus.

Nun compromis entre temps de calcul et qualité de solution
N1
I

Les valeurs de genes o sont triées au hasard selon une distribution uniforme.
5 [P

-

Evaluation de‘%a population k
Calculer Iesfonctions objfcty‘pour chaque individu

Sélection -Elimination
Seuls les individus qui passent l’épreu\'e de sélection avec succes sont regroupés
dans une sous population (incomplete k+1) de taille N/2

La sélection est selon la fonction d’adaptation de chaque individu

Technique par Tourn o1

Homogénéisation de la Population ou
Technique de N/2-¢éli t{lfme Atteint d'un individu qui vérifie la
condition HF(;L(;C))H <

Croisement
110|1f1|1]|0[|0[1]|0]1 11101100012parent5
T croissement en un Point 1
tjoft|1|1|1fojofof1||1|1/1|0|1|0|Of1|0|1| 2 enfants
v
Mutation

Former la nouvelle

1/1/0{0[{1{0|0|1|0|1| —

population k=k+1

Figure 22. Démarche de I’algorithme génétique.

Pour les méthodes de recuit simulé et de recherche taboue, on se rapportera aux travaux de
Kirkpatrick S., Gelatt C.D. et al. (1983), Glover F. (1986) et Glover F. and Laguna M.
(1993).

On a montré dés le début de cette section que les méthodes d’optimisation stochastiques
offrent la possibilité de déterminer I’optimum global méme pour des fonctions objectif non-
linéaires et complexes. En revanche, on constate a partir des figures 21 et 22 que les
méthodes stochastiques demandent un nombre important d’évaluations de la fonction objectif.
Ceci se traduit par un temps de calcul tres élevé comparé aux méthodes déterministes surtout
lorsque le calcul de la performance de chaque nouvelle solution proposée par le processus
d’optimisation nécessite la résolution d’un modéle éléments finis (Bouallagui S. 2010).

Le logiciel de programmation MATLAB 7.01 fournit une interface graphique pour la
méthode d’algorithme génétique. Pour démarrer I’algorithme, il faut générer aléatoirement
une famille de paramétres (‘Initial population’) et préciser les critéres d’arrét tels que le
nombre initial d’itérations, le taux de variation des parameétres entre deux itérations
successives ¢ Arol’ (équation 1-31) et le taux de variation de la valeur de la fonction objectif
entre deux itérations successives ¢ Frol’ (équation 1-32). Il faut préciser aussi le taux de
croisement ‘cross over’ et le taux de mutation.
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Conclusion du chapitre

Au cours de ce chapitre, nous avons pu établir une synthése bibliographique portant sur
I’étude du comportement mécanique de la mousse de polyuréthane

Nous avons pu voir tout d’abord les aspects liés au matériau et en particulier mettre en
évidence les parametres du matériau qui auront une influence sur le comportement
mécanique, a savoir la morphologie des cellules, la porosité¢ et la densité, ainsi que le
processus de fabrication.

Une analyse des essais expérimentales classiquement réalisés et des différentes études a
permis de déterminer les deux essais les plus pertinents pour une modélisation, a savoir 1’essai
de CFD pour les conditions quasi-statiques et I’essai de transmissivité pour les conditions
dynamiques. Ces deux essais présentent I’avantage d’avoir des conditions aux limites que I’on
peut facilement intégrer dans un modele et de ne faire intervenir qu’un seul type de
sollicitation mécanique (la compression).

I a été montré dans ce chapitre que 1’étude quasi-statique donne de nombreuses informations
sur le comportement mécanique de la mousse de polyuréthane En fait, la mousse sous grande
déformation quasi-statique présente a la fois un comportement élastique non-linéaire et un
comportement viscoélastique. Le comportement viscodlastique a été constaté lors d’études
statique, quasi-statique et dynamique. Cependant d’autres informations relatives au
comportement fréquentiel de la mousse ne peuvent étre explicitées que si on effectue une
étude dynamique. De plus, la complexité du comportement de la mousse se traduit par une
différence entre celui en quasi-statique et en dynamique.

La complexité du comportement de la mousse se traduit également par sa dépendance aux
conditions d’essais telles que la vitesse de déformation, aux caractéristiques chimiques et
morphologiques de la mousse telles que la densité, les dimensions de la mousse et le type de
ses cellules ainsi qu’aux conditions environnementales des essais telles que I’humidité et la
température

La modélisation du comportement mécanique de la mousse de polyuréthane a été réalisée
jusqu’a présent en se fondant sur deux approches : I’approche micromécanique et I’approche
macromécanique.

L'approche micromécanique permet de relier les propriétés géométriques des cellules et les
propriétés €lastiques de la mousse. Elle montre que la mousse de polyuréthane sous grande
déformation présente un comportement élastique non linéaire. Cependant, elle n'est pas
capable de prédire les propriétés dynamiques telles que la viscosité et la raideur dynamique.

L’analyse macromécanique du comportement peut se conduire soit en utilisant des modeles
énergétiques, soit des modeéles a mémoire. Ces derniers permettent de déterminer le
comportement élastique et le comportement viscoélastique de la mousse de polyuréthane a la
fois en quasi-statique et en dynamique.
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Il faut néanmoins signaler que les parametres des modeles a mémoire considérés par les
différents travaux a la fois en quasi-statique et en dynamique sont dépendants des conditions
essais. Ce qui affecte le caractere général de leur représentativité tant en quasi-statique qu’en
dynamique. Au cours de ce travail de recherche, nous allons développer des solutions
permettant de pallier cet inconvénient majeur.

En ce qui concerne I’identification, la synthese bibliographique présentée dans ce chapitre
nous a permis de distinguer deux méthodes d’identification qui ont été utilisées pour
déterminer les parametres des modeles a mémoire développés en quasi-statique dans la
littérature. Ces deux méthodes sont la méthode de la force moyenne et la méthode de la
différence de force entre la charge et la décharge.

La méthode de la différence de force entre la charge et la décharge, bien qu’elle ne garantisse
pas I'unicité de la solution, nous parait treés pertinente car elle est basée sur une constatation
physique contrairement a la méthode de la force moyenne.

L’identification des parametres viscoélastiques par la méthode de la force moyenne ou par la
méthode de la différence de force entre la charge et la décharge est assurée par des méthodes
d’identification.

L’étude bibliographique qui a €té menée dans ce chapitre sur les méthodes d’optimisation a
montré que 1I’on peut distinguer deux types de méthodes : les méthodes déterministes qui sont
rapides mais convergent vers des solutions locales et les méthodes stochastiques qui sont
lentes mais convergent vers la meilleure solution qui est I’optimum global.

Une combinaison judicieuse de ces deux méthodes pourrait améliorer les temps
d’optimisation tout en assurant la globalité de I’optimum trouvé.
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Chapitre 11 : Etude du comportement quasi-statique de la
mousse de polyuréthane :

Expérimentation, modélisation et validation

Introduction

L’analyse bibliographique des différents modeles développés dans la littérature nous a permis
de constater que les modeles a mémoire entier et fractionnaire semblent étre les modeles les
plus pertinents et les plus représentatifs. Cependant, leurs parametres sont dépendants des
conditions d’essai. Ce qui affecte le caractere général de leur représentativité.

Ainsi dans ce chapitre, nous étudierons le comportement quasi-statique de la mousse de
polyuréthane et nous implanterons de nouveaux modeles a mémoire entier et fractionnaire de
représentativité plus générale.

L’étude expérimentale du comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane sera
basée sur des essais de compression/décompression unidirectionnels. Cependant, ces essais
peuvent Etre quasi-statiques ou dynamiques selon la vitesse de déformation (Deng R. 2004).
Ainsi il devient primordial de définir les conditions d’étude quasi-statique.

Ce chapitre comporte donc trois parties :

e une premicre partie dédiée a la définition des conditions d’étude du comportement
quasi-statique de la mousse dont le but est de déterminer la vitesse de déformation
limite entre quasi-statique et dynamique.

e une deuxieme partie intitulée ‘Processus de modélisation du comportement quasi-
statique de la mousse’ dont 1’objectif est de développer des nouveaux modeles a
mémoire qui permettront de pallier ’inconvénient majeur des modeles développés
dans la littérature lié a la dépendance de leurs parameétres vis-a-vis des conditions
d’essais.

e une troisitme partie dédiée a 'application des modéles a mémoire entier et
fractionnaire sur les types de mousses que nous ¢ctudierons. Cette partie nous
permettra d’une part de valider les modéles et d’autre part de présenter une
discrimination entre les deux modeles @ mémoire entier et fractionnaire.
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Nomenclature du chapitre

Symboles Unités Définitions
4 (sec) Temps
T (sec) Période d’un cycle de compression/décompression
T, (sec) Période d’échantillonnage
X (m) Déplacement
€ (sec™) Vitesse de déformation
£ (mm™) Déformation
€ nax (m m'l) Déformation maximale
£, (mm™) Déformation initiale
F N) Force globale de la mousse
F, N) Force viscoélastique
F, N) Force ¢lastique (force du ressort non linéaire)
Ff (N) Force élastique globale
k, (N'm™) Raideur élastique d’ordre i
K, (N'm™) Raideur du ressort non linéaire d’ordre i
K, (Nmh) Raideur d’origine viscoélastique
o, (Sec'l) Nombre complexe représentant le " mode viscoélastique
p P q
ot (sec™) Nombre complexe représentant le mode viscoélastique pendant la phase de charge ©
ot (sec™) Nombre complexe représentant le mode viscoélastique pendant la phase de décharge
a, (Nm™sec™) Nombre complexe indiquant le /" résidu viscoélastique "
a* (N m™sec™) Nombre complexe indiquant le résidu viscoélastique pendant la phase de charge ©
vL (N m™sec™) Nombre complexe indiquant le résidu viscoélastique pendant la phase de décharge
b (sec™h) Inverse du temps de relaxation @
41 Nombre réel représentant la contribution du terme proportionnel au déplacement dans la
G (Nm™ sec™) . 2
force viscoélastique.
4 Nombre réel représentant la contribution du terme fractionnaire dans la force
c, (Nm™ sec™) e @
viscoélastique.
B Ordre de la dérivation fractionnaire
Re(f) Partie réelle de la fonction f
Im( f) Partie imaginaire de la fonction f
P Nombre de modes viscoélastiques "
M Ordre du polynéme élastique
N, Nombre de spécimens par test
N,. Nombre de cycle de compression/décompression
n n=E(f)+1 avec E :la partie enticre
f
I'(g, ) Fonction Gamma incompléte définie par: I'(g, ) = J.z'g’le”dz' ;g>0andfeR
0

oo
I'(g) Fonction Gamma définie par I'(g) = .[ ¢'edr ; g >0

0

1 Y .
1. modéle 4 mémoire entier.
)

(©)

: modele a mémoire fractionnaire.
: modele a mémoire entier généralisé
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Chapitre II. Etude du comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane

II.1 Définition des conditions d’étude du comportement quasi-
statique des mousses de polyuréthane

Dans cette partie préparatrice a 1’étude proprement dite du comportement quasi-statique des
mousses de polyuréthane, nous présenterons tout d’abord le type des mousses que nous allons
¢tudier, puis nous décrirons les dispositifs d’expérimentation. Enfin, afin de nous assurer
d’étre dans des conditions d’essai quasi-statique, nous présenterons la démarche qui nous a
permis de déterminer la vitesse limite entre quasi-statique et dynamique.

II.1.1 Les mousses de polyuréthane étudiées

La mousse de polyuréthane, considérée par défaut dans ce travail, est désignée par ‘mousse
A’. Cependant, dans certaines parties, d’autres types de mousses de polyuréthane ont été aussi
étudiées. Leurs désignations et leurs caractéristiques chimiques et morphologiques sont
résumés dans les tableaux 1let 2. Ces mousses sont des mousses industrielles utilisées dans
trois sieges de voiture différents. La porosité de chaque mousse est déterminée a travers le
dispositif de test « Matrox-intellicam » et la méthode de « Visiocell ». La procédure de
calcul de porosité est détaillée dans le travail de Drean E. (2006). Le nombre d’échantillons
testés ainsi que la porosité de chaque mousse sont précisés dans le tableau 3.

Tableau 1. Caractéristiques chimiques et morphologiques de la mousse A et la mousse B.

Désignation mousse A mousse B

Type de la mousse Mousse de polyuréthane souple ~ Mousse de polyuréthane souple
Iso-cyanate Toluéne di-iso-cyanate TDI Toluéne di-iso-cyanate TDI
Polyol Polyéther désigné par PA Désigné par PB

Agent d’expansion CO, CO,

processus de fabrication Moulage ouvert Moulage ouvert

Densité en kg m™ 28 40

Porosité moyenne en pm 828 941

Forme d’échantillon Cubique Cubique

Dimensions (L, x/,xh,) (0.075%0.075%0.075) m’ (0.075%0.075%0.075) m’
Type de cellules Ouvertes Ouvertes

Tableau 2. Caractéristiques chimiques et morphologiques de l1a mousse C.

Désignation mousse C

Type de la mousse Mousse de polyuréthane souple
Iso-cyanate Toluéne di-iso-cyanate TDI
Polyol Désigné par PC

Agent d’expansion CO,

Processus de fabrication Moulage ouvert

Densité en kg m” 50

Porosité moyenne en pm 633

Forme d’échantillon Cubique

Dimensions (L, X, X 4,) (0.075 x0.075 x0.075) m’
Type de cellules Ouvertes
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Tableau 3. Porosité des mousses A, B, et C.

Nombre d’échantillons Valeur moyenne de la porosité (um) Ecart type (um)
Mousse
mousse A 18 828 68
mousse B 15 941 29
mousse C 16 633 50

I1.1.2  Description des dispositifs d’essais de compression/décompression

Un cycle de compression/décompression unidirectionnelle comporte deux phases : la phase de
charge suivant une direction bien déterminée jusqu’a un niveau de compression final
préalablement défini et la phase de décharge suivant la méme direction. Lorsque le nombre de
cycle est supérieur a un, 1’essai de compression/décompression est dit multi-cycles.

L’essai de compression/décompression a faible vitesse de déformation est assuré par la
machine de traction-compression ¢lectromécanique «Instron 33R4240» (Fig. 23-a). Si on
dépasse la vitesse limite de cette machine (600 mm/mm), [’essai de compression
/décompression sera assuré par la machine servo-hydraulique «Instron 8801» (Fig. 23-b).

(a) Machine de compression quasi-statique (b) Dispositif de compression dynamique
« Instron 33R4204 » « Instron 8801 »

Bloc supérieur

Axe Vis .
I i Extension
Plateau supérieur

Cellule de force

— Mousse
Bloc supérieur f

Plateau supérieur

Mousse

Base dela machine

Unité d acquisition T e
g Unité d"acquisition

Figure 23. Dispositifs d’essai de compression/décompression unidirectionnel.

Le dispositif d’essai «Instron 33R4240» comporte un plateau inférieur encastré a la base de
la machine et un plateau supérieur fixé a une traverse supérieure (bloc supérieur) qui suit un
mouvement vertical.

La force maximale mesurée lors du cycle doit étre le plus proche possible de la capacité
maximale de la cellule de force afin de maximiser le rapport signal / bruit au niveau de
I’acquisition. Les capteurs de déplacement et de force sont déja intégrés dans la machine.

Le nombre de cycles, les conditions d’essai (vitesse de déformation, niveau de compression
final, etc.), la période d’échantillonnage et les grandeurs physiques a extraire sont définis a
travers la fenétre de configuration «BlueHill».

42



Chapitre II. Etude du comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane

Pour le dispositif d’essai «Instron 8801», le vérin inférieur est en mouvement alors que le
bloc supérieur est solidaire au bati. Afin d’assurer le principe de compression, une extension
comportant un axe et un plateau a été fabriquée puis encastrée au bloc supérieur.

Afin d’assurer la continuité de contact, un film adhésif double face a été placé entre le bloc
supérieur et I’échantillon de mousse. Ainsi la phase de charge est accomplie a travers le vérin
inférieur qui se déplace verticalement vers le haut jusqu’au niveau de compression final
préalablement défini. La phase de décharge est assurée par son déplacement vers le bas.

I1.1.3 Détermination de la vitesse de déformation limite entre quasi-
statique et dynamique

Un essai de compression/décompression est dit quasi-statique ou dynamique en fonction de la
vitesse de déformation. Deng R. (2004) a précisé que pour le type de mousse de polyuréthane
qu’il a étudié tous les essais de compression/décompression a vitesses de déformation
inférieures & 102 s sont des essais quasi-statique. En revanche, tous les essais de
compression a grande vitesse de déformation (supérieure a la vitesse limite 10 s™) sont situés
dans le cadre d’étude dynamique.

Cependant, les criteres et les essais nécessaires pour 1’évaluation de la vitesse de déformation
limite entre quasi-statique et dynamique n’étaient pas précis€s par Deng R. (2004).

Dans cette partie, nous présentons l’ensemble des essais et des criteres permettant
1’établissement des vitesses limites propres aux mousses de polyuréthane que nous étudions.

I1.1.3.1 Expérimentation

Pour déterminer la vitesse limite entre quasi-statique et dynamique, des tests de
compression/décompression multi-cycles ont été réalisés sur les différents types de mousse
(mousses A, B et C) en variant uniquement la vitesse de compression (Tab .4).

Tableau 4. Conditions des essais de compression/décompression multi-cycles appliqués
aux mousses de polyuréthane afin de déterminer la vitesse de déformation limite.

Nombre  Vitesse de Niveaux de compression Nombre des échantillons
decycle  déformation (sec”) initial /final en % examinés par test

Test n°1 4 5.3310° 0/80 3

Testn®2 | 4 8.00 107 0/80 3

Test n°3 4 1.06 107 0/80 3

Test n°4 4 1.34 107 0/80 3

Testn®5 | 4 3.34 107 0/80 3

Test n°6 4 6.67 107 0/80 3

Testn°7 | 4 3.34 10" 0/80 3

Test n°8 4 0.60 0/80 3

Test n°9 4 0.87 0/80 3

Testn®10 | 4 1.29 0/80 3

Testn®1l | 4 2.34 0/80 3

Testn®12 | 4 2.44 0/80 3
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Figure 24. Courbe force-déplacement de la mousse A pendant un essai de
compression/décompression quasi-statique multi-cycles (4 cycles) a une vitesse de
déformation constante = 5.33 10 sec™.

La figure 24 montre que la mousse de polyuréthane présente une réponse force-déplacement
(force en fonction du déplacement) différente pour chaque cycle. La différence entre le
premier et le deuxieme cycle est plus importante que celle entre le deuxiéme et le troisieme
cycle. Cependant, les réponses forces correspondant au quatrieme et au troisieme cycle sont
presque similaires. La mousse établit donc une sorte de comportement permanent a partir du
quatrieme cycle. La norme américaine D3574-95 de I’ASTM (‘American Society for Testing
Material’) insiste sur ce quatrieme cycle lors de comparaison entre des mousses de différents
types. On remarque aussi que la différence entre les réponses est située surtout en phase de
charge. En effet, la mousse de polyuréthane suit presque le méme chemin de décharge.
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Figure 25. Courbes de la différence de la force entre la charge et la décharge de la
mousse A obtenues suite a un essai de compression/décompression multi-cycles (4 cycles)
a vitesse constante = 5.33 10 sec™.

Les aires comprises entre 1’axe des abscisses et les courbes de la différence de la force entre la
charge et la décharge a chaque cycle (Fig. 25) traduisent 1’énergie absorbée par la mousse de
polyuréthane a chaque cycle de compression/décompression. Ces aires sont également égales
aux aires des cycles hystérésis observés dans la figure 24. La figure 25 confirme que la
mousse de polyuréthane établit a partir du 4éme cycle un comportement permanent.
L’évolution de 1’énergie absorbée a chaque cycle est appelée en littérature ‘effet de Mullins’
(Mullins L. 1969).
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11.1.3.2 Evaluation de la vitesse de déformation limite

La norme «ASTM » précise qu’il faut considérer le régime permanent et plus précisément le
4eme cycle. Les évolutions de la forme de la courbe contrainte-déformation, de 1’énergie
absorbée par la mousse et de la contrainte maximale en fonction de la vitesse de déformation
pendant le 4eme cycle sont examinées afin de déterminer la vitesse de déformation limite entre

quasi-statique et dynamique.

120F71 : ‘ ‘ ST ]

" Test n°1, vitesse de déformation= 5.33 1073 sec S
7
1001 Test n°5, vitesse de déformation=3.34 102 sec ! o7y P
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Figure 26. Courbes force-déplacement a faibles et grandes vitesses de déformation.

La figure 26 montre que la mousse A présente un comportement similaire a faibles et a
grandes vitesses de déformation. En effet, les trois zones observées dans un essai de
compression quasi-statique sont présentes méme a grandes vitesses contrairement a la mousse
utilisée par Gervillers S., Alaoui A. et al. (2001). L’¢évolution de la forme de la courbe de
réponse force-déplacement (ou contrainte-déformation) en fonction de la vitesse de
déformation ne donne aucune information sur la vitesse de déformation limite.
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Figure 27. Evolution de 1'énergie absorbée par la mousse A pendant le 4¢éme cycle en
fonction de la vitesse de déformation.

1

La figure 27 présente, dans une échelle d’abscisse logarithmique, 1’évolution de 1’énergie
absorbée par la mousse A pendant le 4°™ cycle en fonction de la vitesse de déformation.
Deux zones peuvent étre distinguées relativement a I’évolution de la pente de la courbe. En
fait, on remarque qu’a partir d’une vitesse seuil & =0.02 sec”, une augmentation brusque de la
pente apparait, ce qui indique la manifestation d’autres mécanismes de perte d’énergie dans la
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mousse. La perte purement visqueuse peut étre 1’un des facteurs de la variation. Son effet est
négligeable dans la premiere zone vue la faible vitesse, cependant il devient important pour
des vitesses de déformation plus grandes (zone 2).
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Figure 28. Evolution de la contrainte maximale pendant le 4éme cycle en fonction de la
vitesse de déformation.

La figure 28 montre que la courbe d’évolution de la contrainte maximale en fonction de la
vitesse de déformation présente un minimum au voisinage de la vitesse seuil £=0.02 sec”, ce
qui confirme le passage d’un régime a un autre. En conclusion, la vitesse limite entre régime
quasi-statique et régime dynamique pour la mousse A est de 1’ordre de 0.02 sec™.

La méme démarche a été appliquée aux mousses B et C. Des observations similaires ont été
obtenues. Les vitesses limites de chaque type de mousse de polyuréthane ainsi déterminées
sont résumées dans le tableau 5.

Tableau 5. Vitesses de déformation limites entre quasi-statique et dynamiques des
différents types de mousse de polyuréthane étudiées.

Mousse A Mousse B Mousse C

Vitesse limite & en sec” 0.020 0.016 0.023

Au cours de cette premicre partie, nous avons pu mettre en place une démarche qui nous a
permis de déterminer de manicre fiable la vitesse de déformation limite entre quasi-statique et
dynamique. Cette démarche a été appliquée avec succes pour les trois types de mousse que
nous étudions.

Nous pouvons a présent procéder a la modélisation du comportement de la mousse en nous
assurant d’étre dans des conditions de test quasi-statique.
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II.2 Processus de modélisation du comportement quasi-statique
de la mousse de polyuréthane- développement des modéles a
mémoire

La caractérisation du comportement de la mousse de polyuréthane lors d’un essai de
compression/décompression quasi-statique pendant le 4°™ cycle a travers des modéles a
mémoire doit passer nécessairement par la modélisation du premier cycle et la modélisation
de I’effet Mullins. Au cours de ce travail, nous nous intéressons a la modélisation du premier

cycle. La modélisation de I’effet de Mullins ne sera pas traitée dans ces travaux.

La modélisation est, par définition, un processus qui commence par la réalisation des
expérimentions. Ces expérimentations permettent, par la suite, de définir une structure
mathématique modélisant les différents phénomenes physiques constatés. Les parametres de
la structure mathématique (modele) sont généralement inconnus. Il faut donc passer par
I’identification de ces parametres. Ceci permet de valider le modele a travers des criteres que
nous allons préciser.

Dans cette partie, nous présentons, en quatre sections, les quatre étapes de la modélisation du
comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane.

Dans la premicre section, nous présentons les essais de compression/décompression quasi-
statique et les résultats expérimentaux obtenus ainsi qu’une analyse des phénomenes
physiques observés.

Dans la deuxiéme section, on développe de nouveaux modeles a mémoire afin de pallier
I’inconvénient majeur des modeles développés dans la littérature qui est lié¢ a la dépendance
de leurs parameétres vis-a-vis des conditions d’essai.

La méthode d’identification et la démarche d’optimisation sont présentées dans la troisieme
section.

Enfin, les critéres de validation des mod¢les sont détaillés dans la quatrieme section.
I1.2.1 Expérimentations

Pour caractériser le comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane, des essais de
compression/décompression unidirectionnels correspondant a trois vitesses de déformation
différentes sont menés sur la machine «Instron 33R4240» (Tab. 6).

Tableau 6. Conditions des essais de compression/décompression appliqués aux mousses
de polyuréthane afin de caractériser le comportement quasi-statique.

Tests N, £ (sec™) £,(%) e . (%) T (sec) T,, (sec)
Test 1 1 1.06 10 0 80 150 0.0625
Test 2 1 533107 0 80 300 0.1250
Test 3 1 6.66 10* 0 80 2400 2.0000
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Afin d'assurer une bonne précision statistique des résultats (un niveau de confiance de 95%
avec une limite statistique d’erreur de 10%), N échantillons ont été utilisés pour chaque type
de mousse et chaque test (Tab. 7). Le choix de ce nombre d’échantillon est explicité en
section 11.2.4.

Tableau 7. Nombre des échantillons utilisés pour chaque type de mousse et chaque test.

Test 1 Test 2 Test 3
Mousse A 45 17 19
Mousse B 22 20 17
Mousse C 24 21 18

Tous les spécimens ont le méme historique mécanique et environnemental : ils sont vierges et
obtenus par découpage de matelas de dimensions de 2 mx1.2 mx0.075 m. Chaque
échantillon n’est testé¢ qu’une seule fois.

Les figures 29, 30 et 31 présentent les courbes force-déplacement des mousses A, B et C dans
le cas du test n°2. Les courbes force-déplacement des mousses A, B et C dans le cas du test

n°l et le cas du test n°3 ne sont pas présentées, car elles sont tres similaires a celles du test
n°2.

Mousse A , Test 2

120

100

F(N)

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
déplacement (m)

Figure 29. Courbes force-déplacement expérimentales, Mousse A, Test 2.

Mousse B, Test 2

F(N)

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
déplacement (m)

Figure 30. Courbes force-déplacement expérimentales, Mousse B, Test 2.
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Mousse C , Test 2

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
déplacement (m)

Figure 31. Courbes force-déplacement expérimentales, Mousse C, Test 2.

Les courbes expérimentales force-déplacement pendant le premier cycle des mousses A, B, et
C permettent I'extraction des enveloppes expérimentales minimale et maximale.

On constate la présence d’un cycle d’hystérésis dans la réponse de la mousse et un retour a
une position différente de 1’état initial. Cette déformation ne peut pas étre considérée
irréversible (plastique) car la mousse de polyuréthane retrouve sa configuration initiale apres
deux jours de repos. Le cycle d’hystérésis met en évidence son comportement viscoélastique.

La phase de charge peut étre divisée en trois régions : la région quasi-linéaire, la région du
plateau et la région de densification. Ceci permet d’argumenter la modélisation non linéaire
du comportement élastique.

On remarque aussi que la dispersion pendant la phase de charge semble plus importante que
la dispersion pendant la phase de décharge.

I1.2.2 Développement des modéles a mémoire entier et fractionnaire

La mousse de polyuréthane est supposée homogene, isotrope de section transversale
constante, et de coefficient de Poisson nul (Gervillers S., Alaoui A. et al. 2001). Ces
hypotheses ont été adoptées par tous les chercheurs qui travaillent sur les modeles a mémoire.
Ainsi, la déformation et la contrainte dans le cas d’un essai unidirectionnel sont
proportionnelles respectivement au déplacement et a la force. De ce fait, il est possible de
tenir compte de la réponse force-déplacement pour décrire le comportement quasi-statique de
la mousse de polyuréthane. Nous choisissons cette description pour une comparaison avec les
résultats de White S.W. (1998), Singh, R., Davies P. et al. (2003), Deng R. (2004) et Ippili
R. K., Davies P. et al. (2008), lorsque celle-ci sera rendue possible.

L’étude expérimentale en quasi-statique menée précédemment, a montré que la mousse sous
grandes déformations présente a la fois un comportement élastique non linéaire et un
comportement viscoélastique.
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I1.2.2.1 Comportement élastique des modéles a mémoire entier et fractionnaire

Les modeles a mémoire décrivent le comportement ¢€lastique de la mousse par une fonction
polynomiale modélisant la réponse non linéaire d’un ressort. Le polyndme que nous avons
choisi pour les modeles a mémoire est donné par 1’équation 2-1. Contrairement aux modeles
développés dans la littérature, les raideurs d’ordre pair sont supprimées dans le but de rendre
les modeles que nous développons théoriquement valables dans le cas des essais de traction.

M

F ()= Kyux™" @2-1)

i=0
11.2.2.2 Comportement viscoélastique du modele 2 mémoire entier

L’effet de mémoire peut €tre décrit par une fonction de convolution qui provient d’une

équation différentielle ordinaire (équation 2-2).

d'F,(t d'F,(t d'x(t d"x(t

4E.() )++d—( ):eox(t)+e,—( )+...+em (1)
dt dt’ dt dt”

avec (r,m)deux entiers quelconques et ((d,)_ .(e)_, )sont des coefficients caractéristiques

d,F,(t)+d,

ve

(2-2)

du matériau.

Sir>m, r>2et les poles de la fonction de transfert déduite a partir de 1'équation 2-2 sont
simples et distinctes, la force viscoélastique est donnée par 1'équation suivante :

ale_a‘(t_r)x(f) dr (2-3)

M~

Fo()=]

l

I
AN

Lorsquer=m, r>2 ete, =0, la force viscoélastique est généralement composée d’un terme
purement €lastique et un terme de mémoire (équation 2-4).
Fo(t)=Kpox(t)+ [ Y ae ™ x(2)dz (2-4)

ve

S —_—

P
=

—_

I1.2.2.3 Comportement viscoélastique du modéle &4 mémoire fractionnaire

Si la fonction de convolution caractérisant le comportement viscoélastique de la mousse de
polyuréthane dérive d’une équation comportant une dérivation non enticre (équation 2-5),
alors le modéle est a mémoire fractionnaire. Dans ce cas, 1’expression de la force
viscoélastique pendant le premier cycle d’un essai de compression/décompression est donnée
par I’équation 2-6 (solution développée dans I’Annexe A).

dF, (t) d’x(t)

; +bF, (1) = clx(t)+027

tel que S non entier (2-5)
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ve

Fo(t)= e n(z)az (2-6)
0

avec h(t)est donné par :

. 1
L€ qt+c,

h(t)=1 |, (Z_Zj Q-7)
"\ 2
1 é T 1=\ 41 siz<t<T
0 {fl_ﬁ—Z(Z—zj J (I’Z—IB-i-l—Z) 2_
T = B) (= B+ )T (n=f)

Dans le cas ou B est compris entre 0 et 2, on peut montrer que la force viscoélastique est

exprimée par I’équation 2-8. Les détails de cette équation sont donnés en Annexe A.

€ ;—lz(bt—l)+A(t)j si oszs%

F (¢)= 4 _ 2-8
(1) bz(b(t+T) 1) . (2-8)
Ssts

+A(f) —2A(t—%)

c, F(2—/i’,—bt)
r2-p) (-5

avec A(t) = (;—12 +

11.2.2.4 Modéles 2 mémoire et conditions thermodynamiques

Pour le modele a mémoire entier, il est possible de dissocier une contribution purement
¢lastique de la réponse viscoélastique (équation 2-4). La réponse élastique globale des
modeles a mémoire est ainsi donnée par :

M
2i+1
FE (1) =2 k™ 2-9)
i=0
avec (ky,, =K,.,)_, , pour le modele & mémoire fractionnaire alors que pour le modele a

mémoire entier k, =K, + K et(k,,, =K,.,)_, -

L’expression de la force viscoélastique, considérée dans ce qui suit, est donnée par 1I’équation
2-3 avec P=2 pour le modéle a mémoire entier et par 1’équation 2-8 pour le modéele
fractionnaire.

En conclusion, les modeles a mémoire de la mousse polyuréthane décrivent la réponse force
F (t)lors d’un essai de compression/décompression quasi-statique a grandes déformations

par:
F(t)=FF(t)+F,(1) (2-10)
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Les parameétres viscoélastiques trouvés par White S.W. (1998), Singh, R., Davies P. et al.
(2003), Deng R. (2004), et Ippili R. K., Davies P. et al. (2008) dans le cadre d'étude quasi-
statique dépendent des conditions de test (taux de déformation, niveau de compression final,
période d'essai). Dans nos travaux et pour rendre les résultats indépendants des conditions

d’essais, les parametres viscoélastiques sont remplacés par des parametres adimensionnels
(Tab. 8).

Tableau 8. Transformations des paramétres dimensionnels en parameétres

adimensionnels.

Parameétres du modéle entier Paramétres du modéle fractionnaire
Dimensionnels Adimensionnels Dimensionnels Adimensionnels
X(1)=Re(ey)  (sec™) | Y()=X ()T X(1)=b (sec) | Y()=Xx(1)T
X(2)=Im(er) (sec’) | Y(2)=X(2)T X(2)=5 Y(2)=X(2)

X (3 X(3
X(3)=Re(a,)(Nm'sec™) | ¥(3)= F( ) LewT | X(3)=¢,(Nm'sec”) | ¥(3)= (3) lLe,.T
Al X(4) 1 B X(4) -8
X (4)=Im(a,) Nm''sec™) | Y(4)= 7 L€ | X(4)=c,(Nm sec Y(4)= Le. T
. k. ) . k. .
k, (Nm™) | L, = —1 k; (Nm™) | L = p—
F,,. = max(F) est déterminée a partir des tests expérimentaux.

Ainsi, les parametres a identifier sont les parametres €lastiques (k,,,,)_, ,, €t les parametres

viscoélastiques (vecteur Y dont on en déduitX ). Pour étre physiquement valables, ces
parametres doivent vérifier des conditions thermodynamiques qui sont des conditions de
causalité et de stabilité¢ découlant de 1’inégalité¢ de Clausius (Lion A. 1997).

Dans le cas quasi-statique, les conditions thermodynamiques sont déterminées en vérifiant
que les parties réelle et imaginaire de la transformation de Fourier de la réponse du modele a
une impulsion de Dirac, en négligeant les termes non linéaires, sont positives, quelle que soit
la fréquence.

Le tableau 9 donne les conditions thermodynamiques a respecter pour le modele a mémoire
entier et le tableau 10 pour le modéle fractionnaire. Les détails des différentes inéquations
sont donnés en Annexe B.

Tableau 9. Conditions thermodynamiques du modéle de mémoire entier (cas P=2).

Le vecteur des paramétres viscoélastiques a identifier : X = [Re (), Im(e,),Re(q,),Im(q, )]P=2

k20 X(3)<0 X(2)X(4)+X(1)X(3)<0 X(1)=0(stabilité¢ du comportement viscoélastique)
k() + x(2)°))+ (x(2)x (4)+ X (1) X (3)) 20

X(3)(x (1) +x(2)°)—2x (1) (X (2) X (4)+ X (1) X (3)) 20
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Tableau 10. Conditions thermodynamiques du modele de mémoire fractionnaire.

Le vecteur des parameétres viscoélastiques a identifier X = [b, B.c ,cz]

I1.2.3 Méthode d’identification et approche d’optimisation

Dans le premier chapitre nous avons présenté les deux méthodes d’identification considérés
dans la littérature afin de déterminer les parametres de modeles a mémoire (chapitre I,
section 1.2.5): la méthode de la force-moyenne et la méthode de la différence de force entre la
charge et la décharge. Cette derni¢re, que nous utilisons dans le cadre de nos travaux, est
basée sur la symétrie de la force élastique entre charge et décharge. Ainsi, seuls les parametres
viscoélastiques sont présents dans l'expression analytique de la différence entre la force de
charge et celle de décharge pendant le premier cycle (équation 2-11 pour le modele a
mémoire entier et équation 2-12 pour le mod¢le fractionnaire).

P ; o t——
5@,1(0:210—‘2%. e 4 2e ( 2]-5“(”)-2 ; te{o,ﬂ @2-11)
i=1 &;
—2%+A(r) .
OF, (t)=1,¢ 7 ; te[o,g} (2-12)
+2A(E—tj—A(T—t)

_|la ¢ TQ-p-b)|
avec A(t)_{szrF(z—ﬂ) (—b)z_ﬁ Je

Les parameétres viscoélastiques sont identifiés a l'aide d’une démarche de minimisation
(optimisation) d'erreur au sens des moindres carrés entre la courbe expérimentale de la
différence de forces entre la charge et la décharge et la méme courbe obtenue a partir du
modele.

L’apercu bibliographique sur les méthodes d’optimisation, présenté dans le premier chapitre,
nous a permis de distinguer deux types de méthodes d’optimisation (ou de minimisation) a
savoir les méthodes déterministes et les méthodes non déterministes.

Les méthodes déterministes sont efficaces pour des fonctions a optimiser qui évoluent
rapidement et qui ont une forme a priori connue de facon a ce qu’on soit capable de
déterminer une initialisation au voisinage du minimum global. Cependant, ces méthodes ne
garantissent pas généralement I’obtention du minimum global. La méthode de Gauss-Seidel,
la méthode de région de confiance et la méthode du Gauss font partie des méthodes
déterministes.
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Les méthodes non déterministes, telles que la méthode de Monte Carlo, la méthode de recuit
simulé, et 1’algorithme génétique, traitent les problémes d’optimisation les plus complexes.
En effet, elles sont fiables dans le cas des fonctions non dérivables et dans le cas des fonctions
fractales et bruitées. De plus, ces méthodes offrent une grande chance de retrouver le
minimum global lorsque la fonction a optimiser présente plusieurs minimums locaux. Leur
inconvénient est le temps de calcul qui est trés important par rapport aux méthodes
déterministes.

Afin d’exploiter les avantages des méthodes déterministes tout en assurant une grande
probabilité de trouver le minimum global satisfaisant les conditions thermodynamiques, nous
avons développé une approche de minimisation hybride en trois étapes (utilisation a la fois les
méthodes déterministes et les méthodes non déterministes) qui consiste a utiliser I'algorithme
génétique (commande ‘gatool’ de MATLAB 7.01) et la méthode de région de confiance
(commandes ‘Isqnonlin’ou ‘fmincon’).

La premicre étape permet d’attribuer une grande probabilité de trouver une initialisation a la
méthode de région de confiance dans le bassin d’attraction de I’optimum global de la fonction
objectif a 'aide de l'algorithme génétique appliqué avec des criteres d’arréts grossiers et sans
contraintes.

La deuxiéme étape permet de finaliser la recherche de la meilleure combinaison de parameétres
viscoélastiques, qui minimise la fonction objectif en utilisant la méthode de région de
confiance avec des criteres d’arrét serrés.

Finalement, la solution retrouvée dans la deuxieme étape est injectée dans une population
initiale de ’algorithme génétique pour vérifier s’il s’agit effectivement du minimum global.
Le critere d’arrét dans cette troisieme étape est le nombre de génération que nous avons fixé a
100.

On note que les conditions thermodynamiques sont considérées comme des contraintes dans
la deuxieéme et la troisieéme étape.

I1.2.4 Critéres de validation des résultats d’identification

La modélisation est généralement une aide a la conception par prédiction du comportement
des systémes. Pour cette raison, 1’'un des criteres de validation des résultats d’identification
consiste a vérifier si la réponse force-déplacement prévue par le modele est située entre les
enveloppes expérimentales maximale et minimale.

Pour le deuxiéme critére, nous considérons que I’erreur relative maximale entre les courbes de
la différence de force entre la charge et la décharge expérimentale et analytique pour les deux
modeles a mémoire fractionnaire et entier est acceptable si elle ne dépasse pas 7 %.

Les résultats d’identification doivent aussi vérifier les conditions thermodynamiques
détaillées dans 1I’annexe B et la section I1.2.2.4, ceci constitue le troisiéme critére de
validation.
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Afin de garantir une qualité statistique de tous les parametres a identifier dans ce chapitre,
évaluée a travers un niveau de confiance fixé a 95% et une limite statistique d’erreur ‘SLE’
inférieur a 10%, un nombre minimal d’essais N, est déterminé pour chaque test. La
démarche consiste a estimer la loi de probabilité¢ de chaque parametre a partir d’une batterie
d’essais préliminaires (15 essais pour chaque vitesse de déformation). Le niveau de confiance
que nous avons fixé permet la détermination d’un quantileu,a partir du tableau de probabilité
appropri¢ 4 la loi considérée pour le I"® paramétre. La valeur moyenne et 1’écart type
préliminaires (m,,6,) sont calculés a partir des résultats de la batterie d’essais préliminaires.

Le nombre minimal d’essais est déterminé a partir de la formule suivante:

N2
N =max| 1+ ceit| | 120400 (2-16)
! SLE m,

Rigoureusement, la batterie d’essais préliminaires (15 essais pour chaque vitesse de
déformation) ne permet pas de trouver une bonne estimation de la loi de probabilité de chaque
parametre a identifier.

Afin de simplifier le calcul du nombre minimal et rattraper I’imprécision de I’estimation des
lois de probabilité, nous avons considéré un quantile constant défini paru =max(u,) lors du

calcul du nombre minimal d’essais pour chaque vitesse de déformation (Tab. 7, section
I1.2.1).

Tableau 7. Nombre des échantillons utilisés pour chaque type de mousse et chaque test.

Test 1 Test 2 Test 3
Mousse A 45 17 19
Mousse B 22 20 17
Mousse C 24 21 18

Les valeurs moyennes de tous les parametres identifiés dans ce chapitre, calculées a partir
de N, essais, sont donc représentatives de ces derniers. La qualité statistique des résultats

d’identification constitue le quatrieéme critere de validation.
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I1.3 Application du processus de modélisation sur la mousse de
polyuréthane

Cette partie présente 1’application du processus de modélisation présenté précédemment sur
les mousses de polyuréthanes que nous €tudions (mousses A, B et C).

On rappelle qu’afin d’assurer une représentativité plus générale des modéeles a mémoire entier
et fractionnaire développés dans notre processus de modélisation, leurs parametres
dimensionnels dépendants des conditions d’essai ont été remplacés par des parametres
adimensionnels (Tab. 8). Ainsi, il conviendra de nous assurer que ces parametres
adimensionnels sont quasiment constants, particuliecrement ceux du comportement
viscoélastique.

Tableau 8. Transformations des parametres dimensionnels en parametres

adimensionnels.

Parametres du modéle entier Parameétres du modéle fractionnaire
Dimensionnels Adimensionnels Dimensionnels Adimensionnels
X(1)=Re(ey)  (sec™) | Y()=X ()T X(1)=b (sec) | Y()=x()T
X(2)=Im(er) (sec’) | Y(2)=X(2)T X(2)=5 Y(2)=X(2)

X (3 X (3
X (3)=Re(a,)(Nm'sec™) | ¥(3)= F( )loemaXT X(3)=c¢(Nm'sec’) | ¥(3)= Lzogmaxr
B! X(4) 1. Bl X(4) -8
X (4)=Im(a,) Nm''sec™) | Y(4)= 5 L€l | X(4)=c,(Nm sec”™) | Y(4)= Le T
. k. ) . k. .
k (Nm') | L =—1, k, (Nm) | L =—1

F_.. =max(F)est déterminée a partir des tests expérimentaux

La mousse A était la mousse de polyuréthane considérée par défaut dans cette theése, les deux
premieres sections sont consacrées a [’application des modéle a mémoire entier et
fractionnaire sur la mousse A.

Dans une troisieme section, une comparaison entre les deux modeles entier et fractionnaire
appliqués sur la mousse A nous a permis de discuter les avantages et les limites de chaque
modele.

Finalement, dans une quatriéme section nous avons appliqué le modele a mémoire entier sur
les mousses de polyuréthane B et C. Ceci nous a permis de vérifier que la modélisation
entiere est représentative de différents types de mousse. L’application des modeles a mémoire
fractionnaire sur les mousses B et C sera rapportée a des travaux en perspective.

Il faut noter que pour chaque section, nous présentons dans une introduction bréve nos
apports par rapport la bibliographie.
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I1.3.1 Application du modele a mémoire entier sur la mousse A

Dans la littérature la méthode de la force moyenne est la méthode utilisée pour identifier les
parametres du modele a mémoire entier développé par Ippili R. K., Davies P. et al. (2008)
(section 1.2.5.1). Contrairement a ceci, nous avons choisi d’appliquer la méthode de la
différence de force entre la charge et la décharge développée dans la littérature pour le modele
a mémoire fractionnaire considéré par (Deng R. 2004).

La figure 32 illustre notre démarche d’identification.

debut algorithme

Etape 1:

*Déterminer I'expression analytique de la différence de force entre la charge et la
décharge 57"

*Déterminer la courbe expérimentale de la différence de force entre la charge et la
décharge oF,,*?

Estimation des parameétres adimensionnels de la viscoélasticité par notre méthode
d’optimisation hybride

2

Etapes 2: identification des raideurs

[
v

Etape 3: validation selon 4 criteres:

* Réponse force-déplacement prévue par le modele a I'intérieur des enveloppes
expérimentales

* Conditions thermodynamiques

* Validite statistique

* Erreur d’optimisation maximale inférieure a 7%

NON |& ouUl I:> Parameétres du modele

Fin algorithme

Figure 32. Algorithme de notre méthode de différence de force entre la charge et la
décharge.

De plus nous avons considéré pour notre modele a mémoire entier des parametres
adimensionnels au lieu des parametres dimensionnels afin de leur conférer un niveau de
représentativité plus général.

Lors du processus d’identification, nous avons pu constater que [’identification des
parametres viscoélastiques de notre modéle a mémoire entier en utilisant 1’équation 2-11, ne
garantit pas la précision et I’optimisation de temps de calcul. En fait, les erreurs numériques
de calcul des nombres complexes conjugués se traduisent souvent par des résidus complexes
infiniment petits mais comme le mode¢le est 8 mémoire (le calcul a I’instant =¢, dépend des
calculs pour les instants précédents), un cumul de résidus rend la valeur de la fonction JF,,

imprécise avec la présence d’une partie complexe non négligeable. En outre, le calcul de
nombres complexes est plus lourd (en terme de compilation numérique) qu’un calcul de
fonctions réelles, d’ou un temps de calcul plus important.
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En conséquence, pour faciliter I’identification des parametres viscoélastiques de notre modele
a mémoire entier et pour assurer la précision en minimisant le temps de calcul, il faut
programmer le développement réel de 1’équation 2-11 donné par :

—2A43
(A3cos( 2t)+A4sm( (2)t))e—X(1)t

OFy, (t)=2l¢ +2(A3COS[ @ tD+A4sm( )g_tjjje—x(l)[z—tj ; te{O,ﬂ(Z-ﬂ)

(A3cos( (2)(T —1))+ A4sin(X ()(T—t)))e_X(l)(T")

avece

X (3)(x (1) =X (2) )+ 2 (1) X (2) X (4)

A3= -
(x() +x(2)) (x (1) +x(2))

X =[Re(e,),Im(e),Re(a,),Im(a,)]

P=2

I11.3.1.1 Validation des résultats d’identification

Les résultats d'identification des parametres du modele mémoire entier considéré pour la
mousse A sont regroupés dans le tableau 11.

Tableau 11. Résultats de I’identification, modéle 28 mémoire entier (mousse A).

Parameétres Test 1 Test 2 Test 3

Y (1) 45.40 46.56 46.22

Y(2) 0.2235 0.2275 0.2235

Y(3) -256.19 -257.10 -262.69
Y(4) 2202 10° 2.187 10° 2.204 10*
Erreur entre JF), et é'chp (%) 5.293 4.689 3.843

M 8 8 8

L 9.838 10.078 10.439

L -39.411 -49.820 -63.049

Ly 550.580 710.111 877.409

L, -4204.487 -5473.795 -6673.007
L, 18663.935 24425.201 29494.219
L, -49362.895 -64852.905 -77708.575
L, 76639.092 101032.117 120218.484
L -64435.789 -85210.856 -100703.913
Ly, 22650.411 30037.906 35240.489
Erreur de symétrie (%) 0.230 0.212 0.339
eljig;l;; l;161dent1ﬁcat10n du polyno(r;g 0.160 0.300 0353
Erreur de modélisation globale (%) 3.992 4.060 4.957
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Afin de valider ces résultats, il est nécessaire d'examiner les critéres de validation détaillés
dans la partie précédente.

Les parametres identifiés vérifient les conditions thermodynamiques, présentées dans le
tableau 9. IIs sont des moyennes des jeux de parametres issus de N_, essais qui permettent

d'assurer une qualité statistique définie par un niveau de confiance de 95% et une limite
statistique d’erreur de 10%.

On constate a partir de la figure 33 que la courbe de différence de force entre la charge et la
décharge analytique présente uniquement un décalage initial par rapport a la courbe
expérimentale. Globalement, I’estimation est acceptable : I’erreur relative maximale entre les
courbes expérimentale 5F,, et analytique JF, ne dépasse pas 5.3 %.

Le décalage initial peut étre expliqué en analysant la figure 34. Elle montre que la réponse
force-déplacement prévue par le modele est en bonne concordance avec la réponse
expérimentale, sauf a la fin du test ou la différence entre les deux réponses est importante. En
fait, une contrainte résiduelle impose a la mousse de retourner a une position finale différente
de sa position initiale avant la réalisation de test, ceci est du au comportement viscoélastique.
Ainsi, le contact entre la cellule de force et la mousse est perdu. Les valeurs de force mesurées
a la fin de test sont inexactes. On note que la contrainte résiduelle est non permanente car la
mousse retrouve ses dimensions initiales seulement aprés un minimum de deux jours de
repos.

La figure 34 montre que la réponse force-déplacement prévue par le modele est globalement
a I’intérieur des enveloppes expérimentales.

On en conclut que les résultats d’identification, résumés dans le tableau 11, vérifient les
quatre critéres de validation a savoir la précision d’estimation de la différence de force entre
la charge et la décharge, les conditions thermodynamiques, la qualité statistique et la
prévision du comportement a I’intérieur des enveloppes expérimentales.
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1

(a) Mousse A, Test 1, vitesse de déformation= 1.06 102 sec”

—?‘)f1 , donné par le modéle

35—
---08f
e

Xp

L)
(U I I

0 10 20 30 40 50 60 70

Temps pendant charge ( sec )
(b) Mousse A, Test 2, vitesse de déformation = 5.33 107 sec”!
301~ —BFth donné par le modéle
---0F
exp

-------

150

L

100

Temps pendant charge ( sec )

(c) Mousse A, Test 3, vitesse de déformation= 6.66 107 sec

30
—_ SFth donné par le modele
25 ---8F
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o I50fy
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Figure 33. Comparaison entre les courbes de différence de force entre la charge et la
décharge expérimentales et analytiques, cas du modéle 2 mémoire entier, (a) Mousse A -
Test 1, (b) Mousse A - Test 2, (¢c) Mousse A - Test 3.
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(a) Mousse A, Test 1, vitesse de déformation=1.06 10 2sec !

1401~ —réponse force—déplacement du modéle
1201 - = =réponse force—déplacement expérimentale
== enveloppe minimale expérimentale
1001~ enveloppe maximale expérimentale
—~ 80
Z
40 e
207/% Ity E e .
o e L CEE
ool I | | | | I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Déplacement (m)
(b) Mousse A, Test 2, vitesse de déformation= 5.33 103 sec”!
140
120k —réponse force—déplacement du modele
= = =réponse force—déplacement expérimentale
1001~ == enveloppe minimale expérimentale
enveloppe maximale expérimentale Y
_8or R
4 o
— 601 ;
&)
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120 (c) Mousse A, Test 3, vitesse de déformation = 6.66 104 sec”!
—réponse force—déplacement du modele
1001~ = = =réponse force—déplacement expérimentale
- ='enveloppe minimale expérimentale 9
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=
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Figure 34. Vérification de I’inclusion de la réponse force-déplacement prévue par le
modele 2 mémoire entier dans les enveloppes expérimentales, cas du modéle & mémoire
entier, Mousse A, (a) Test 1, (b) Test 2, (c) Test 3.

I11.3.1.2 Discussion et conclusion

On constate a partir des résultats d’identification regroupés dans le tableau 11 que les
parameétres viscoélastiques adimensionnels sont quasiment invariants par rapport aux vitesses
de déformation.

I1 est donc possible de caractériser le comportement viscoélastique de la mousse A par ces
paramétres indépendamment des conditions d'essai.

La figure 35 montre que la force viscoélastique est de signe négatif. On déduit donc que le
comportement viscoélastique modélise ’effet de relaxation, ce qui explique la contrainte
résiduelle non permanente a la fin du test.
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(2) Mousse A, Test 1, vitesse de déformation =1.06 102 sec”!
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Figure 35. Reconstruction de la force viscoélastique, de la force élastique et de la force
globale, cas du modéle 2 mémoire entier (a) Mousse A - Test 1, (b) Mousse A - Test 2,
(c) Mousse A - Test 3.

Toutefois, la figure 35 montre que les ordres de grandeurs de la réponse viscoélastique et la
réponse élastique sont trés importants. Le polynome élastique est presque linéaire. Cette
linéarité est expliquée par la prédominance de la réponse de la raideur globale d’ordre 1 sur la

M
réponse élastique globale (B, =kx>> P, =)k, x*" , Fig. 36).

i=l1

Lors de la modélisation (section I1.2.2), nous avons montré que la raideur élastique globale
d’ordre 1 (%, ) du modele a mémoire entier est composée de deux termes : la raideur élastique

du ressort non linéaire K, et la raideur provenant du comportement viscoélastique X, . La

soustraction de la raideur viscoélastique du comportement élastique global, si possible,
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permet de retrouver le comportement non linéaire du ressort et de réduire les ordres des
grandeurs de la réponse ¢lastique et la réponse viscoélastique.

On déduit que le modele a mémoire entier ne peut pas décrire correctement le comportement
¢lastique non linéaire.

1200

- Pl=k1x

k2 e

1000 =
Py=sum_, ko, -

800 —P3=FZ: la force élastique globale e \ _

-
L

600(- e :

-
PR

P (N)

-

400~
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2001 \ \ \ \ \ \
0 0.01 0.02 , 0.03 0.04 0.05 0.06
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Figure 36. Prédominance de la réponse de la raideur globale d'ordre 1 (P;) sur la
réponse élastique globale.

I1.3.2 Application du modé¢le 8 mémoire fractionnaire sur la mousse A

Les paramétres a identifier dans le cas d’un modéle a mémoire fractionnaire sont les
paramétres ¢lastiques (k,,,)_, , €t les paramétres viscoélastiques (vecteur Y dont on en

déduit X =[b, B,¢,,c,]).

L’identification des parametres viscoélastiques du modele a mémoire fractionnaire en utilisant
I’expression 2-12 aboutit généralement a des résultats ne vérifiant pas les conditions
thermodynamiques (Deng R. 2004). En fait, le fractionnel S converge vers une valeur entre 1

et 2 tandis que le parameétre c, est légerement positif. Ce probleme a été aussi rencontré par
Elfarhani M. (2010).

En analysant les expressions 2-8 et 2-12 rappelées ci-dessous, nous avons remarqué que la
)

fonction gamma incompléte, définie pour tout réel d >0 parI'(d,y)= jt" “le'dt , peut expliquer
0

I’occurrence du probléme rencontré.

Le manuel d’aide de MATLAB précise que sa valeur n’est pas exacte lorsque
y<0 etabs(y)<d. Ces conditions sont vérifices au début de chaque essai de

compression/décompression ((y=-bt)<0 et bt <(d =2- ) lorsque t est tres faible).
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Pﬂ

[ c .
loe(b—lz(bt—l)wLA(t)j si OStSE

E. (=1 [S(b(+1)-1) (2-8)
1,6 si—<t<T
A(t)—2A(t—€)

C
—2b—12+ A(f)
oF

)=l ol L) a(r-i | ze{o,ﬂ
(2-t)-atr-0

_| S ) T(2-4,-bt) |
avec A(l)_{b2+l—‘(2—ﬁ) (—b)27ﬂ ]e

(2-12)

Le terme (=b)"" et la fonction gamma incompléte T'(2— f,—br) sont des fonctions a valeurs
complexes puisque b doit étre positif (.X (1) 20, Tab.10, section I1.2.2.4). Ainsi pour avoir les
valeurs réelles des fonctions F,(¢)etdF,(¢), il faut garantir que la fonction

F(r)= T(?;;éés;bt)

des nombres complexes se traduisent souvent par des résidus complexes. Le passage par une

est réelle quel que soits > 0. Cependant, les erreurs numériques de calcul

réduction en utilisant les fonctions Re(F) ou abs(F) provoque I'imprécision des résultats lors

de I’identification des parametres et lors de la reconstruction de la force viscoélastique.

Nous avons développé une solution purement mathématique qui consiste a considérer une
intégration a borne positive d’une fonction réelle a la place de la fonction F(¢) (équation 2-
18).

—bt
I e dr
— 0— —

—bt d-1 ¢
F(t) _[ (ij e‘Tc_l—sz.rd‘ledeT telque d=2-4 (2-18)
0

(-b)’ o \~b

Il est clair que la valeur de I’intégrale Ird’]eh’dr est purement réelle. On procede ensuite par
0

un calcul numérique de cette intégrale en utilisant la méthode des trapézes (équation 2-19).
La précision de calcul nécessite 1’étude de la convergence de la méthode utilisée qui consiste
a comparer la précision des résultats et le temps de calcul pour un nombre variable de points
(n, =[100, 500, 1000, 5000] ).

t r f{t(i+1)J+f[tiJ
jtd-leb’dt= f(r)dr= LA 5 % (2-19)

0 i=0 I’lp
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I1.3.2.1 Validation des résultats d’identification

Les résultats d'identification des parametres du modele mémoire fractionnaire, considéré pour
la mousse A sont regroupés dans le tableau 12.

Tableau 12. Résultats de ’identification, modeéle a mémoire fractionnaire (mousse A).

Parametres Test 1 Test 2 Test 3
Y(1) 48 48 48.95
Y(2) 1.355 1.343 1.298

Y(3) -10.947 -14.820 -11.252

Y (4) 1.090 1.101 -1.435
Erreur entre 0F, et O 3.82 4.90 5.51

M 8 8 8

L 1.983 2.376 2.784

L, -40.94 -49.331 -51.289

Ly 593.883 737.713 703.646

L, -4629.787 -5775.825 -5311.369
L, 20800.587 26011.710 23360.881
L, -55438.944 -69475.605 -61318.533
L, 86525.435 108669.890 94577.866
L -73015.583 -91911.841 -79030.468
L, 25733.894 32463.923 27601.557
Erreur de symétrie 1.98 1.81 3.52
l;z;?; ljleldentlﬁcatlon du polynéme 132 243 032
Erreur de modélisation globale (%) 3.44 3.89 5.52

Les parametres sont les moyennes de N, jeux de valeurs permettant d’assurer une qualité

statistique définie par un niveau de confiance de 95% et une limite statistique d’erreur de

10%.

Les parameétres identifiés vérifient les conditions thermodynamiques du tableau 10. Le

probleme de convergence dec, vers une valeur légerement positive, rencontré dans la

littérature, est bien résolu. En fait, B tend vers une valeur entre 1 et 2 et ¢ est largement

négatif.

65



Chapitre II. Etude du comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane

La figure 37 montre que 1’estimation de la courbe de différence de force entre la charge et la
décharge est en concordance avec I’expérimentation. L’erreur d’estimation maximale ne
dépasse pas 7%. Un décalage initial est observé. Il est du a la présence d’une contrainte
résiduelle non permanente qui oblige la mousse a retourner a une position finale différente de
la position initiale.

(a) Mousse A, Test 1, vitesse de déformation =1.06 102 sec”!

--- SFlh donné par le modele &8 mémoire fractionnaire

—0F

exp

-
-
-z
-----

0t | i i i | i |
0 10 20 30 40 50 60 70
Temps pendant charge (sec)

(b) Mousse A, Test 2, vitesse de déformation =5.33 1072 sec!

-- -5Fth donné par le modele a mémoire fractionnaire

—30F

exp

~~

-
P
-----

0t | |
0 50 100 150
Temps pendant charge (sec)

(c) Mousse A, Test 3, vitesse de déformation =6.66 104 sec”

--- SFth donné par le modele & mémoire fractionnaire . S,

—33F

exp

SF(N)
S

=== L]

i i i i i I
0 200 400 600 800 1000 1200
Temps pendant charge (sec)

Figure 37. Comparaison entre les courbes de différence de force entre la charge et la
décharge expérimentales et analytiques, cas du modéle 2 mémoire fractionnaire, (a)
Mousse A - Test 1, (b) Mousse A - Test 2, (¢) Mousse A - Test 3.
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La figure 38 montre que le modele a mémoire fractionnel reconstruit la réponse force-
déplacement a I’intérieur des enveloppes expérimentales sauf en fin de test. La perte de
contact entre la cellule de force et la mousse due a la contrainte résiduelle non permanente
explique cette différence en fin de test.

(a) Mousse A, Test 1, vitesse de déformation =1.06 102 sec”!

150~
—réponse force—déplacement du modele
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- = enveloppe minimale expérimentale
100 enveloppe maximale expérimentale
3
B
50 -
!f‘ . - e T e ) ) '
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(b) Mousse A, Test 2, vitesse de déformation =5.33 103 sec™!
1201 —réponse force—déplacement du modele
= = =réponse force—déplacement expérimentale
1001 - = enveloppe minimale expérimentale
enveloppe maximale expérimentale 5
i

3
S5}
I
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120 (c) Mousse A, Test 3, vitesse de déformation = 6.66 10 sec”!
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Figure 38. Vérification de I’inclusion de la réponse force-déplacement prévue par le
modele a mémoire entier dans les enveloppes expérimentales, cas du modéle a mémoire
fractionnaire, Mousse A, (a) Test 1, (b) Test 2, (¢) Test 3.

11.3.2.2 Discussion et conclusion

Les parametres viscoélastiques adimensionnels sont faiblement liés aux vitesses de
déformations. Ils sont quasiment constants. Ils caractérisent ainsi le comportement
viscoélastique de la mousse indépendamment des conditions d’essais.
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La figure 39 montre que la réponse ¢lastique reconstruite par le modele a mémoire
fractionnaire est non linéaire. Ainsi on déduit que contrairement au modele a mémoire entier,
le modele a mémoire fractionnel peut décrire le comportement non lindaire du ressort
modélisant le comportement €lastique.

(a) Mousse A, Test 1, vitesse de déformation =1.06 102 sec”!

150 == réponse force viscoélastique
—réponse force élastique
= = =réponse force globale

100
z
= 50
0
0 50 Temps (sec) 100 150
(b)Mousse A, Test 2, vitesse de déformation=5.33 107 sec”!
1501 - = réponse force viscoélastique
—réponse force élastique
100 - - -réponse force globale
z 50
5

I I I i
0 50 100 150 200 250 300
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(¢) Mousse A, Test 3, vitesse de déformation=6.66 10 * sec

== réponse force viscoélastique
—réponse force élastique
1001~ = = =réponse force globale

| i |
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Figure 39. Reconstruction de la force viscoélastique, de la force élastique et de la force
globale, cas du modéle 8 mémoire fractionnaire (a) Mousse A - Test 1, (b) Mousse A -
Test 2, (c) Mousse A - Test 3.

La courbe de la réponse ‘force viscoélastique’ présente une pente initiale positive. On déduit
donc que la pente initiale de la courbe de la réponse ‘force globale’ est composé de deux
parties : une qui provient du comportement élastique et une autre du comportement
viscoélastique. La réponse négative observée pour le comportement viscoélastique exceptée
en début d’essai, modélise 1’effet de relaxation. Ceci explique la présence d’une contrainte
résiduelle non permanente a la fin de chaque essai.
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I1.3.3 Comparaison des modeles a mémoire entier et fractionnaire
appliqués sur la mousse A

Au cours de cette partie une discrimination entre les deux modeles a mémoire entier et
fractionnaire est menée afin de distinguer les points communs, les avantages et les limites de
chacun.

Il a été¢ montré que le modele a mémoire fractionnaire peut décrire le comportement €lastique
non linéaire. Cependant, le modéle a mémoire entier n’en est pas capable du fait qu’il ne peut
pas dissocier la contribution purement élastique, associé¢ au comportement viscoélastique, du
comportement non linéaire du ressort. Si on considere que la raideur élastique d’ordre 1
obtenue par le modele a mémoire fractionnaire est équivalente a la raideur d’ordre 1 du ressort
non linéaire pour le modele a mémoire entier, alors on peut forcer la dissociation de la
contribution élastique du comportement viscoélastique et donc reconstruire la réponse
viscoélastique du modéle a mémoire entier en utilisant 1’équation 2-4 ainsi que sa réponse

élastique en utilisant 1’équation 2-9 avec (&, =K;) La comparaison entre les réponses

i=0.M °
ainsi reconstruites par le modele a mémoire entier et celles du modele a mémoire fractionnaire
montre une coincidence bien claire en termes d’allure et d’ordre de grandeurs (Fig. 40).

L P
Foo (1) = Kyox(0)+ [ Y ae™x(z)dr (2-4)
0l=1
Mousse A, Test 1, vitesse de déformation =1.06 102 sec”!

= réponse force élastique du modéle a mémoire fractionnaire

1501~

= réponse force élastique du modéle & mémoire fractionnaire

réponse force viscoélastique du modele 8 mémoire entier +K» X
¢

réponse force élastique du modele & mémoire entier — KVC X

100~

i i i i
0 50 Temps (sec) 100 150

Figure 40. Comparaison entre les réponses force-élastique et force-viscoélastique du
modéle 2 mémoire entier aprés dissociation de la contribution purement élastique
d’origine viscoélastique et les réponses du modéle 2 mémoire fractionnaire.

D’autres similarités entre les deux modeles a mémoire peuvent étre dégagées : ils présentent
des forces viscoélastiques négatives presque systématiquement et des ordres de valeur pour le
temps de relaxation tres proches. En fait, I’inverse du temps de relaxation Y (1) est entre 48 et

48.95 pour le modele a mémoire fractionnaire alors qu’il est entre 45 et 47 pour le modéle a
mémoire entier.

On ne peut pas comparer le temps de calcul global de chaque modéle car il dépend
nécessairement de D’initialisation, sachant que chaque modéle a ses propres parameétres.
Cependant, il est possible de comparer le temps de calcul par itération. On constate que la
différence entre les deux modeles est trés importante : le temps d’une itération pour le modele
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a mémoire fractionnaire est d’environ 300 sec alors qu’il est de 1’ordre de 0.5 sec pour le
modele a mémoire entier pour des calculs réalisés sur un PC 64 bits.

I11.3.4 Application du modele a mémoire entier sur les mousses B et C —
Généralisation du modele 2 mémoire entier

\

Deux objectifs principaux sont assignés a cette section. Le premier est d’évaluer la
représentativité du modele a mémoire entier (précédemment vérifiée pour la mousse A) sur
d’autres types de mousse de polyuréthane (Mousses B et C). Quant au deuxieme, il consiste a
apporter les améliorations nécessaires pour rendre le modele plus général.

I1.3.4.1 Evaluation de la représentativit¢ du modéle a mémoire entier sur
différents types de mousse

L’application du modele a mémoire entier, tel qu’il était décrit pour la mousse A, a abouti a
des résultats d’identification qui ne vérifie pas certains critéres de validation. En effet, I’erreur
relative entre la courbe expérimentale 5F, , et la courbe analytique JF, atteint jusqu’a 22%

pour la mousse C (Tab. 13).

Tableau 13. Erreur relative entre JF, et J0F),.

exp

Test 1 Test 2 Test 3
Mousse B 8.52 7.88 6.92
Mousse C 19.03 19.37 22.06

La figure 41 confirme que I’estimation de la différence de force entre la charge et la décharge
est imprécise surtout pour la mousse C.

(a) Mousse B, Test 1, vitesse de déformation =1.06 102 sec”!
20

.- SF[h donné par le modéle @ mémoire entier

—3F

I I I | | | |
0 0 10 20 30 40 50 60 70

Temps pendant charge (sec)

(b) Mousse C, Test 1, vitesse de déformation =1.06 10 2 sec !

.- SFlh donné par le modéle a mémoire entier

—3F
14 xp

SF (N)

I I I I 1 I I
0 10 20 30 40 50 60 70
Temps pendant charge (sec)

Figure 41. Comparaison des courbes expérimentales et analytiques de la différence de
force entre la charge et la décharge, cas du modéle 28 mémoire entier, (a) Mousse B - Test
1, (b) Mousse C — Test 1.
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De plus, la réponse force-déplacement prévue par le modele dépasse dans plusieurs régions de
décharge les enveloppes expérimentales (Fig. 42)

(a) Mousse B, Test 1, vitesse de déformation=1.06 10 2 sec”"
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(b)Mousse C, test 1, vitesse de déformation =1.06 102 sec !
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Figure 42. Vérification si la réponse force-déplacement prévue par le modéle 2 mémoire
entier est a ’'intérieur des enveloppes expérimentales, (a) Mousse B - Test 1, (b) Mousse
C-Test1.

11.3.4.2 Généralisation du modéle 2 mémoire entier

Les parametres viscoélastiques pendant la charge et la décharge sont considérés similaires
pour la mousse A. L’évaluation de cette description pour d’autres types de mousses a montré
que le modele a mémoire entier avec des parametres viscoélastiques similaires en charge et en
décharge n’est pas généralisable.

La comparaison de la réponse du modele a mémoire entier avec des parametres en charge et
en décharge similaires (Fig. 43) montre que I’imprécision est localisée au niveau de la phase
de décharge. Le modele décrit correctement le comportement pendant la phase de charge par
rapport a I’expérimentation.

De ce fait, nous proposons de considérer des parametres viscoélastiques en charge et en
décharge différents afin d’améliorer la représentativité du modele & mémoire entier. La
dispersion importante pendant la phase de décharge (Fig. 30 et 31, section I1.2.1), I’effet de
Mullins (Fig. 24, section I1.1.3.1) et la comparaison entre les réponses force-déplacement a
différentes vitesses de déformation (Fig. 44) argumentent notre choix. En fait, la phase de
décharge est presque invariante que ce soit lors d’un essai de compression/décompression
multi-cycles (Fig. 24) ou lors d’essais a différentes vitesses de déformation.
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(a) Mousse B, Test 1, vitesse de déformation=1.06 102 sec”!
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Figure 43.Comparaison entre la réponse force-déplacement expérimentale et la réponse

prévu
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Figure 44.

e par le modéle 2 mémoire, (a) Mousse B - Test 1, (b) Mousse C - Test 1.

(a) Mousse B

—Test 1: vitesse de déformation = 1.06 10 % sec '

Test 2: vitesse de déformation = 5.33 10> sec !

1

Test 3: vitesse de déformation = 6.66 10 * sec”

|
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Déplacement (m)
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Comparaison entre les réponses force-déplacement a différentes vitesses de
déformation, (a) Mousse B, (b) Mousse C.
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Afin de simplifier la lecture, on désigne dans ce que suit le modele & mémoire entier avec des
parametres visco€lastiques en charge et en décharge différents par le modele a mémoire entier
généralisé alors qu’on garde I’appellation modéle a mémoire entier pour le cas de parameétres
viscoélastiques en charge et en décharge similaires.

Dans le cas du modele a mémoire entier généralisé, la force viscoélastique et la différence de
force entre la charge et la décharge sont donndes par les équations 2-20 et 2-21
respectivement. Les détails de ces équations sont donnés en Annexe A.
T
site|0,—
2

L 4 2 UL
ake™® (t_r)x(f)dTwLJ‘ZaiULe_a’ (t_T)x(T)dT site [%,T
Ti=l
2

DM
8
~
® |
K
T
2
—
N
SN—
U
=N

~
1l
—_

(2-20)

o

Il
—

=T

Q

—_

~

~

I
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avec X =[ X" X" ]est le vecteur des paramétres viscoélastiques dimensionnels du modéle a
mémoire entier généralisé.
Le vecteur X* =[Re(aL),Im(afL),Re(aL ),Im(aL)] regroupe les parameétres viscoélastiques

pendant la phase de charge alors que XV = [Re(aw ).Im(a"),Re(a™ ), Im(a" )] regroupe les

parametres viscoélastiques de décharge.

Le vecteur Y- de paramétres viscoélastiques adimensionnels pendant la phase de charge est
déduit a partir du tableau 8 (section 11.2.2.4) en remplacant X par X~ . De la méme maniére,
on détermine le vecteur YY" des paramétres viscoélastiques adimensionnels pendant la phase

de décharge en remplagant X par X% .

- (1) - K (1)

5" (6,40, 47 )= s (T =1, 47, 4F )

. T
SFy, (¢)=21y¢ +FSL(§_LFIL(§}F2L(§jj ; te[o,ﬂ (2-21)

X Z_t’F3UL T R T
2 2 2

Ali:(X’(l)X’(3)+X’(2 X’(4))‘A3i:Xf(3)(Xf(1)2—Xf(2)2)+2X"(1)Xi(2)X”(4)
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Fi(t)=4' —t4' 5 B (1)=4 —14)
et B ()= 4 +14" 5 Fj(t)= A4 +14)

F(1,5,,8,) = ¥ O (S1 cos( X' (2)¢)+ S, sin X’ (2):))

>  Validation des résultats d’identification

i=L ou UL

Les résultats de I’identification en utilisant les équations 2-20 et 2-21 sont regroupés dans le
tableau 14 pour la mousse B et le tableau 15 pour la mousse C.

Tableau 14. Résultats de I’identification, modéle 28 mémoire entier généralisé (mousse B).

Parameétres Test 1 Test 2 Test 3

Y (1) 29.283 29.565 30.791

Y (2) 0.082 0.080 0.086

Y (3) -148.178 -146.386 -144.104
Y*(4) 22238.660 22238.659 22238.659
Y (1) 30.603 30.845 32.008
Y (2) 0.084 0.082 0.087

Y% (3) -150.640 -148.676 -145.920
Y% (4) 22238.660 22238.661 22238.660
Erreur entre 6F, et OF,, (%)  6.05 534 4.89

M 8 8 8

L 8.937 8.800 7.987

L, -31.658 -28.690 -23.071

Ly 406.929 365.973 284.835
L, -2944.184 -2638.184 -2030.681
L, 12597.109 11270.748 8637.456
L, -32457.049 -29017.937 -22169.832
L, 49450.630 44193.385 33665.216
L -40993.682 -36625.054 -27812.911
L, 14253.041 12730.714 9639.687
Erreur de symétrie (%) 0.45 0.41 0.28
gg;?; l;1e’identiﬁcation du polyné(r(;; 0.02 0.09 0.08
Erreur de modélisation globale (%) 5.21 4.923 3.17
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Tableau 15. Résultats de I’identification, modéle 2 mémoire entier généralisé (mousse C).

Parametres Test 1 Test 2 Test 3

Yt (1) 39.705 41.650 40.897

Y (2) 0.115 0.136 0.119

Y (3) -138.325 -155.697 -129.294
Y*(4) 22024.801 22024.799 22024.801
Y (1) 40.238 42.198 41.319

Y (2) 0.121 0.144 0.127

YY" (3) -143.632 -161.679 -135.211
YY" (4) 22027.342 22027.344 22027.342
Erreur entre F, et 0F, (%) 6.619 6.597 6.828

M 8 8 8

L 5.91 6.03 5.73

L, -21.577 -17.121 -17.619
Ly 271.468 209.694 194.812
L, -1930.700 -1462.017 -1375.706
L, 8177.792 6111.298 4482.10
L, -20938.913 -15505.436 -11329.230
L, 31784.660 23401.400 17036.741
L -26293.540 -19302.970 -14008.257
L, 9137.946 6712.378 4865.331
Erreur de symétrie (%) 0.27 0.27 0.28
l;z;?; ljle’identiﬁcation du polyné(ror/lot; 631 10 0.03 0.05
Erreur de modélisation globale (%) 2.53 2.81 2.50

. L L UL UL
Les paramétres ([Y ’(Li)i=0..M:|<:>|:X ’(ki)i=o,,M})et([Y ’(Li)i=0..M:|<:>|:X ’(ki)i=0..M:|)’
que ce soit pour la mousse B ou la mousse C, vérifient les conditions thermodynamiques
présentées dans le tableau 9. Ils sont les moyennes de N, tests réalisés pour assurer une

qualité statistique définie par un niveau de confiance de 95% et une limite statistique d’erreur
de 10%.

L’erreur relative maximale d’estimation de la courbe de différence de force entre la charge et
la décharge par le modéle a mémoire entier généralisé ne dépasse pas 6.051% pour la mousse
B et 6.828% pour la mousse C contre 8.52% pour la mousse B et 22.06% pour la mousse C
dans le cas du modele a mémoire entier (modele avec des parameétres viscoélastiques en
charge et en décharge similaires).

La figure 45 montre 1’apport du modele a mémoire généralisé en précision au niveau de
I’estimation de la différence de force entre la charge et la décharge surtout pour la mousse C.
L’apport en précision est aussi observé lors de comparaison de la réponse force-déplacement
obtenu par le modele a mémoire généralisé et I’expérimentation (Fig. 46). L’ erreur globale de
modélisation maximale est réduite a 5.205% pour la mousse B et 2.811% pour la mousse C.
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(2) Mousse B, Test 1, vitesse de déformation =1.06 10 2 sec "
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Figure 45. Comparaison entre les courbes de différence de force entre la charge et la
décharge expérimentales et analytiques (modeéle a mémoire entier et modéle a mémoire

50~
- - réponse force—déplacement du modéle a mémoire entier
40 - - -réponse force—déplacement expérimentale
—réponse force—déplacement du modele a mémoire entier généralisé

entier généralisé), (a) Mousse B - Test 1, (b) Mousse C - Test 1.

(a) Mousse B, Test 1, vitesse de déformation=1.06 10 2 sec |

I I I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Déplacement (m)

(b) Mousse C, Test 1, vitesse de déformation=1.06 102 sec”!

—réponse force—déplacement du modele & mémoire entier généralisé
60 == réponse force—déplacement du modéle a mémoire entier
= = =réponse force—déplacement expérimentale

I
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Déplacement (m)

Figure 46. Comparaison entre la réponse force-déplacement expérimentale et les
réponses prévues par le modéle a mémoire et le modéle a mémoire entier généralisé, (a)

Mousse B - Test 1, (b) Mousse C - Test 1.
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Chapitre II. Etude du comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane

Le modéle a mémoire entier généralisé anticipe les réponses force-déplacement des mousses
B et C a I'intérieur des enveloppes uniquement a la fin d’essai (Fig. 47). Ceci est du a la perte
de contact entre la cellule de force et la mousse.

(a) Mousse B, Test 1, vitesse de déformation=1.06 102 sec”!

—réponse force—déplacement du modéle a mémoire entier généralisé

501 - - -réponse force—déplacement expérimentale
== enveloppe minimale expeérimentale
401~ enveloppe maximale expérimentale
30
&
=~

0.03
Déplacement (m)

(b) Mousse C, Test 1, vitesse de déformation=1.06 102 sec”!

—réponse force—déplacement du modele & mémoire entier généralisé

701 = = =réponse force—déplacement expérimentale

== enveloppe minimale experimentale
enveloppe maximale expérimentale

I I
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Déplacement (m)

Figure 47.Vérification si la réponse force-déplacement prévue par le modéle 8 mémoire
entier généralisé est a I’intérieur des enveloppes expérimentales, (a) Mousse B - Test 1,
(b) Mousse C - Test 1.

On déduit que les parametres ainsi identifiés vérifient les quatre criteres de validation.
»  Discussion

La reconstruction des réponses viscoélastique et élastique (Fig. 48) montre que le
comportement viscoélastique est de signe négatif. Il modélise 1’effet de relaxation. La réponse
¢lastique globale est presque linéaire.

De plus I’ordre de grandeur des réponses est trés important que ce soit pour la mousse B ou la
mousse C, ceci est expliqué par la prédominance de la réponse de la raideur globale d’ordre 1

M
sur la réponse élastique globale (R =kx>> P, =)k, x*").
i=1
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(a) Mousse B, Test 1, vitesse de déformation= 1.06 10 2 sec”
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= = = réponse force globale

300~

200

100

F(N)

-----
..

"""
.
‘‘‘‘‘‘
QQQQQQQQ
,,,,,
-

—100 el

T
.
:
¥
N

—200(~ -

—300"
100 150

0 50 Temps (sec)

(b) Mousse C, Test 1, vitesse de déformation=1.06 10 2 sec”!
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Figure 48. Reconstruction de la force viscoélastique, de la force élastique et de la force
globale, cas du modéle 2 mémoire entier généralisé (a) Mousse B - Test 1, (b) Mousse C
- Test 1.

»  Conclusion

Le modele a mémoire entier généralisé (modele avec des parametres viscoédlastiques en
charge et en décharge différents) est une description plus représentative du comportement
quasi-statique des mousses de polyuréthane que le modele a mémoire entier (modele avec des
parametres viscoélastiques en charge et en décharge similaires).

Les parametres viscoélastiques adimensionnels du modele a mémoire entier généralisé sont
presque invariants par rapport aux vitesses de déformation. Il devient donc possible de
caractériser le comportement viscoélastique du matériau par ces parametres.
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Conclusion du chapitre

Ce chapitre est une étude expérimentale et théorique du comportement quasi-statique de la
mousse de polyuréthane.

L’étude expérimentale est basée sur des essais de compression/décompression quasi-statique
unidirectionnels. Cette ¢étude a montré que la mousse de polyuréthane sous grandes
déformations présente a la fois un comportement viscoélastique et un comportement €lastique
non linéaire.

Au cours de ce chapitre, nous avons atteint notre but qui était de développer des modeles a
mémoire entier et fractionnaire représentatifs du comportement quasi-statique de la mousse de
polyuréthane. Les parametres de ces modeles se devaient d’étre indépendants des conditions
d’essai afin d’assurer le caractere général de la représentativité.

Les parametres adimensionnels des modeles a mémoire que nous avons développés dans ce
chapitre sont quasiment invariants par rapport aux vitesses de déformation. Ces parametres
peuvent étre considérés comme des parametres caractéristiques du matériau. Ils nous ont
permis donc de pallier a I’inconvénient majeur des modeles présentés dans la littérature : la
dépendance des parametres par rapport aux conditions d’essais.

Les modeles a mémoire que nous avons développés reconstruisent le comportement quasi-
statique de la mousse de polyuréthane (comportements viscoélastique et élastique) en
concordance avec I’expérimentation.

La réponse de la ‘force viscoélastique’ donnée par les deux modeles a mémoire entier et
fractionnaire est généralement de signe négatif. Elle modélise ’effet de relaxation et explique
la présence d’une contrainte résiduelle non permanente a la fin des essais.

Enfin, il a été montré dans ce chapitre que le modele a mémoire fractionnaire peut décrire le
comportement élastique non linéaire, alors que, le modéle a mémoire entier n’en est pas
capable.

L’application du modéele a mémoire entier sur différents types de mousse de polyuréthane a
montré que ce modele n’est pas généralisable. Cependant, il a ét¢ montré que le modele a
mémoire entier généralisé, dont les parametres viscoélastiques pendant les phases de charge
et de décharge sont différents, est une description plus représentative du comportement quasi-
statique des mousses de polyuréthane que le modele a mémoire entier.
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Chapitre III. Etude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane

Chapitre I1I : Etude du comportement dynamique de la
mousse de polyuréthane :

Expérimentation, modélisation et validation.

Introduction

L’analyse bibliographique menée dans le premier chapitre de ce travail nous a permis de
constater que la complexité du comportement mécanique de la mousse de polyuréthane se
traduit par une différence entre celui en quasi-statique et en dynamique.

De plus, lors de la détermination de la vitesse de déformation limite entre quasi-statique et
dynamique dans le deuxiéme chapitre, il a été montré qu’en dynamique la perte visqueuse est
non négligeable contrairement au comportement en quasi-statique.

D’autre part, dans le champ des transports, le contréle de vibrations transmises a 1’occupant
de sieges est devenu un sujet de recherche important suite a 1’intérét croissant de la part des
industriels. L’étude du comportement vibratoire de la mousse de polyuréthane ainsi que le
développement d’un modele représentatif est primordiale pour controler les vibrations
transmises aux occupants. En fait, la mousse est I’élément essentiel d’un si¢ge dans tous les
modes de transport.

Il devient donc important d’étudier dans ce chapitre le comportement dynamique de la
mousse de polyuréthane et de développer un modele représentatif du comportement dont les
parametres sont indépendants des conditions de sollicitation.

Ce chapitre comporte essentiellement deux parties :

e une premicre partie intitulée ‘Etude expérimentale’. 1’¢étude du comportement
vibratoire sera basée sur des essais de vibrations entretenues de type sinus fixe dont on
contrdle I’amplitude et la fréquence. A partir de ces essais nous déterminerons
expérimentalement la signature fréquentielle de la mousse de polyuréthane, en
particulier les diagrammes de BODE de la fonction ‘raideur dynamique’. Nous
déterminerons également dans cette partie la nature du comportement vibratoire de la
mousse et les zones dans lesquelles elle présente un pouvoir d’atténuation de
vibrations.

e une deuxieéme partie partie intitulée ‘Modélisation et identification’. Dans cette partie
nous développerons un modele représentatif du comportement vibratoire de la mousse
qui permet de reconstruire les diagrammes de BODE expérimentaux. Une grande
importance sera accordée a la représentativité générale du modele.
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III.1 Etude expérimentale

Les objectifs principaux de cette partie consistent a extraire d’une part la signature
fréquentielle de la mousse de polyuréthane, en particulier les diagrammes de BODE de la
fonction de transfert ‘raideur dynamique’, et d’autre part les zones dans lesquelles la mousse
présente un pouvoir d’atténuation des vibrations.

III.1.1 Description d’essais et du dispositif

Le principe des essais réalisés dans le cadre de I’étude dynamique consiste tout d’abord a
placer un échantillon de la mousse A (Tab. 1, chapitre II, section II.1.1) entre deux plateaux
ayant un mouvement de translation I’un par rapport a 1’autre (Fig. 49) : un en-dessous de sa
face inférieure (plateau inférieur) et un second au-dessus de la face supérieure (plateau
supérieur). Des masses supplémentaires peuvent étre ajoutées au plateau supérieur afin de
placer la mousse a différents niveaux de compression initiale. Le plateau inférieur est excité
par des vibrations d’amplitudes et fréquences contrdlées. Le niveau de vibration transmis au
plateau supérieur ainsi que celui de 1’excitation sont alors enregistrés afin de les comparer et
de vérifier si la mousse A présente un pouvoir d’atténuation des vibrations.

La figure 49 présente notre dispositif d’essai inspiré de celui qui a été utilisé par Singh R.,
Davies P. et al. (2003, a-b) et Deng R. (2004) pour leurs études dynamiques.

Capteur
1f1duct1f de Masse
déplacement i .
supplémentaire
Fe— T T T
| Axes de transmission Plateau
_________ supérieur
________ Mousse A
| Douille a billes I‘/
Plateau
inférieur

Bloc comportant
une cellule de force
et un capteur de

déplacement

Figure 49. Dispositif d’essais dynamiques inspiré de celui utilisé par Singh R., Davies P.
et al. (2003, a-b) et Deng R. (2004) (Dispositif avec des douilles a billes).
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III.1.1.1 Détermination du niveau de compression initiale

Habituellement, le niveau de compression initiale de la mousse de siege de voiture est
fonction du poids de I’occupant. Pour tenir compte de ceci, des masses supplémentaires sont
ajoutées au plateau supérieur.

On rappelle que lors de I’étude quasi-statique du comportement de la mousse A, nous avons
montré que la courbe ‘contrainte-déformation’ (ou celle de ‘force-déplacement’), établie lors
des essais de compression quasi-statique jusqu’a un niveau de compression de 80% de la
hauteur initiale de 1’échantillon mousse A, comporte 3 zones différentes (Fig. 50) :

e une zone quasi-linéaire (zone 1)
e une zone plateau (zone 2)

e une zone de densification (zone 3)

-3

x 10
2077 \ \ \ \ \ \ \ \
= = =courbe contrainte—déformation lors d’un essai de compression quasifstatique‘ S
"'
15k zone de densification (3)————>*
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= e
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= zone plateau (2) | hiveau 4
~— . .
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s . .-
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Déformation (%)

Figure 50. Illustration des niveaux de compression initiale.

Selon la masse de I"occupant, le niveau de compression initiale de la mousse se situe dans
’une de ces trois zones. Il devient donc intéressant d’étudier le comportement vibratoire de la
mousse A au voisinage de ces trois zones.

La zone 2 est une zone plateau qui est difficilement accessible. En fait, lorsqu’on veut
appliquer une contrainte dans la zone plateau, on bascule généralement au voisinage de la
zone limite entre la zone quasi-linéaire et la zone plateau ou bien au voisinage de la zone
limite entre la zone de densification et la zone plateau.

Afin d’étudier le comportement vibratoire de la mousse A au voisinage des différentes zones
de la courbe ‘contrainte-déformation’ quasi-statique, nous considérons quatre masses
supplémentaires permettant d’atteindre quatre niveaux de compression initiale situés dans
quatre zones critiques de la courbe ‘contrainte-déformation’ quasi-statique (Fig. 50) :

e le niveau 1, situé dans zone quasi-linéaire (zone 1)
o le niveau 2, situé a limite entre la zone quasi-linéaire et la zone plateau (zone 2)

e le niveau 3, situé a la limite entre la zone plateau et la zone de densification (zone 3)
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e le niveau 4, situé dans la zone de densification (zone 3)

Dans le tableau 16 on présente les masses supplémentaires ainsi que les niveaux de
compression initiale correspondants.

Tableau 16. Niveaux de compression initiale lors de I’étude dynamique.

Désignation Masses Niveau de compression Zone correspondante de la courbe contrainte-
(kg) initiale (%) déformation en quasi-statique (Fig. 38)

Niveau 1 1.881 2.75 Zone quasi-linéaire (zone 1)

Niveau 2 2.434 11.50 Limite entre la zone I et la zone plateau (zone 2)

Niveau 3 2.987 59.00 Limite entre la zone 2 et la zone 3

Niveau 4 3.540 71.00 Zone de densification (zone 3)

III.1.1.2 Développement d’un nouveau dispositif d’essai

Lors d’une premicere étude, le dispositif de la figure 49 a été utilisé pour des essais d’impact
sur la mousse A.

L’essai d’impact a consisté a placer I’échantillon de la mousse A entre les deux plateaux du
dispositif d’essai. Le plateau inférieur a été encastré. Des masses supplémentaires ont été
placées sur le plateau supérieur qui a été ensuite excité par une impulsion grace a un marteau
d’impact (Fig. 51).

capteur déplacement unité d’acquisition

Toe)

accélérometre

T roulement a billes
Masse /

plateau supérieur

000

HOOO

axe vertical

mousse /

polyuréthane

Plateau inferieur

Table d’essai

Figure 51. Schématisation du dispositif de Singh R., Davies P. et al. (2003, a-b) et Deng
R. (2004) utilisé en essai d’impact
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Il a été alors montré, que le comportement dynamique de la mousse A suite a un essai
d’impact est géné par des frottements a la fois visqueux et sec liés au dispositif. En effet, le
mouvement du plateau supérieur est guidé par quatre axes verticaux et quatre douilles a billes
qui sont sources de frottements intrinseques au dispositif d’essai.

Ces frottements ont ¢té identifiés en remplacant la mousse de polyuréthane par un ressort de
raideur connue et en réalisant des essais d’impact. Il avait été montré que la valeur absolue de
la force du frottement sec est quasiment constant quelle que soit la masse supplémentaire
ajoutée au plateau supérieur alors que le coefficient du frottement visqueux augmente lorsque
la masse augmente (Tab. 17).

Tableau 17. Frottements du dispositif d’essais dynamiques.

Masses (kg) 2.046 2.644 3.241 3.839 4.437

Valeur absolue de la force de frottement sec (N)  6.811  7.343  7.659 6.837 6.896
Coefficient de frottement visqueux (N m™ sec) 72.838 93.831 109.716 120.494 146.57

Suite a ces résultats, nous avons choisi de remplacer completement le dispositif afin d’éviter
ses frottements intrinseques et de simplifier la tiche de modélisation.

Nous avons réalis€ 1’étude, la conception et la fabrication d’un nouveau dispositif. Les paliers
de ce nouveau dispositif sont des paliers sans contact, ce qui permet de négliger leurs
frottements intrinséques. Le nouveau dispositif est présenté dans la figure 52.

Masse !
supplémentaire j a
~i Plateau supérieur
I~ T o T T f Mousse A
Axe de - - g
transmission+

|
|
: Paliers sans contact

i Plateau inférieur

Bloc comportant
une cellule de force
et un capteur de
déplacement

Vérin de la

machine d’essai

Figure 52. Dispositif d’essais dynamiques utilisé dans I’étude dynamique.
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1I1.1.1.3 Essai de vibrations entretenues

Le plateau inférieur du dispositif d’essais dynamiques est placé sur le vérin de la machine
dynamique «Instron 8801» qui le met en vibrations entretenues de type sinus fixe dont on
controle I’amplitude et la fréquence grace au capteur de déplacement de la machine situé au
niveau du vérin.

Une cellule de force est placée au niveau du vérin permettant I’acquisition temporelle de la
force d’excitation. Un capteur de déplacement, de type inductif, est placé sur le plateau
supérieur permettant de mesurer les vibrations transmises par la mousse A a la masse
supplémentaire M ajoutée initialement. On s’intéresse dans cette étude expérimentale au
régime permanent.

La figure 53 présente une schématisation de I’essai de vibration précédemment décrit.

x, (1)
_—IO
x, (1 Mousse A x, (1) I’{éponse déplace’me’nt au dessus de l.a
mousse, également appelé déplacement transmis
0 a la masse M

X, (t)=4, Sin(27l’ f.to, ) : Déplacement au

dessous de la mousse, également appelé
déplacement d’excitation

F(t)=4, sin(27f,+¢, ): Force d’excitation

Figure 53. Schématisation d’un essai de vibrations entretenues.

Les conditions d’essais (amplitudes, fréquences, nombre total de cycles considérés N,, les

cycles du régime permanent[NO,N f] ) pour chaque niveau sont résumées dans le tableau
p

er

18. 11 faut noter que la bande de fréquences| f,, f... | considérée pour chaque amplitude 4,, est

définie par la capacité de la machine «Instron 8801».

Tableau 18. Conditions d’essais de vibration entretenue.

Déplacement au dessous de la mousse x,, (¢) = 4, sin(27r f,+o. )

4, (mm)  [fir, fon] (Hz)  Pas d’incrémentation (Hz) @, (°) N, [NoN, ]
1 [1,25] 1 0 250 [200,240]
2 [1,19] 1 0 250 [200,240]
3 [1,14] 1 0 250 [200,240]
4 [1,10] 1 0 250 [200,240]
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Figure 54. Déplacement au dessous de la mousse x,, (¢) et déplacement transmis a la
masse x,, (¢) dans le domaine temporel

II1.1.2 Etude du comportement vibratoire de la mousse A dans le

transmis a la massex, (¢)dans le domaine temporel (Fig. 54) montre la méme fréquence
constant par rapport a la position initiale. Ce décalage dépend de la fréquence. Il montre que

le comportement dynamique de la mousse de polyuréthane est non linéaire.
certaines fréquences, ceci peut étre du au comportement viscoélastique de la mousse de

La comparaison entre le déplacement en-dessous de la mousse, noté x,, (¢), et le déplacement
L’évaluation du déphasage entre la courbe de la force d’excitation F (¢)et celle de la réponse
déplacement au-dessus de la mousse x, (7) (Fig. 55) montre qu’il est différent de 0 et

principale en régime permanent.

Cependant
polyuréthane.

(N) uoneIoxa, p 3010,

86
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t (niveau 4, f/,=9 Hz, 4_
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Figure 55. Force d’excitation F(¢)et déplacement transmis a la masse x, (¢) dans le
domaine temporel



Chapitre III. Etude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane

II1.1.3 Etude du comportement vibratoire de la mousse A dans le
domaine fréquentiel

Pour atteindre les objectifs principaux de cette étude expérimentale (extraction de la signature
fréquentielle de la mousse A et les zones dans lesquelles elle absorbe les vibrations), un
traitement du signal est effectué sur les acquisitions temporelles de la force d’excitation et des
déplacements au-dessus et en-dessous de 1’échantillon de mousse.

Un choix judicieux de fenétres de pondération est effectué afin d’éviter au maximum 1’effet
de ‘Palissade’ et les problemes de fuite de signaux. Ceci a pour but d’assurer un compromis
entre la résolution en fréquence et celle en amplitude.

Les acquisitions étant de type harmonique, nous avons choisi la fenétre de ‘Hanning’ tout en
réalisant des corrections en amplitudes et un ‘zoom FFT’ afin d’extraire avec le maximum de
précision le contenu fréquentiel des signaux : les fréquences, les amplitudes et les phases
principales du signal.

La comparaison entre les spectres d’amplitude du déplacement en-dessous de la mousse
|XW (f )| sans et avec un ‘zoom FFT’ (Fig. 56) montre I’apport de ce dernier en précision au

niveau de I’amplitude et de la fréquence.

x107* (@) Ax = 1mm, niveau 4, f =1 Hz, sans zoom FFT
T f T i i
101 abs (X (f)) avec correction d’amplitude [
et sans zoom FFT
8- abs(Xab(f)) avec correction d’amplitude [
G et sans zoom FFT
s 6 1
=l
2
£ af 1
<
2 - —
O Pweee . I e T J——
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
S (Hz)
. 10—4 (b) Axum = 1 mm, niveau 4, f€=1 Hz, avec zoom FFT
T I T . .
10 abs (X (f)) avec correction d’amplitudef]
et avec zoom FFT
8l abs (Xab(f)) avec correction d’amplitudel|
e et avec zoom FFT
5 6 .
=]
2
£ 4r .
<
2 I —
OW—A I &&*

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
"zoomed [’ (Hz)

Figure 56. Apport de ‘zoom FFT’ en précision au niveau de ’amplitude et de la
fréquence, (a) spectres (|.x,, (f)[,|X,,(f)) sans zoom FFT, (b) spectres(|x,, (f)[.|X,,(f))

avec zoom FFT.
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Chapitre III. Etude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane

Le tableau 19 présente les caractéristiques de quelques fenétres de pondération utiles pour
les signaux sinusoidaux. La comparaison entre les différentes caractéristiques étaye le choix
de la fenétre de ‘Hanning’.

Tableau 19. Caractéristiques de quelques fenétres de pondération.

Fenétre Bruit bande passante ~ Erreur maximale (dB)  Application et remarques

Rectangulaire 1,00 3.90 Tout 1? signal est a I’intérieur de
la fenétre.

Hanning 1.50 1.40 Signal pseudo-stationnaire

Hamming 1.36 1.80 Meilleure résolution fréquentielle

Kaiser-Bessel 1.80 1.00 Meilleure résolution en amplitude

Flat-Top 3.77 0.01 Etalonnage

I1I.1.3.1 Extraction des zones d’atténuation de vibrations de la mousse A
La comparaison des spectres d’amplitudes ( X, (f )|,|Xab (f )|) correspondant respectivement au

déplacement d’excitation x,, (¢) et au déplacement x, (7) transmis a la masse supplémentaire M
(Fig.57), confirme les constations de I’étude dans le domaine temporel. En fait, on distingue
la méme fréquence principale dans les deux spectres et une amplitude non négligeable a la
fréquence nulle pour le spectre d’amplitude

X,,(f) qui explique le décalage permanent et

constant.

1X 10 3 Axum = | mm, niveau 4, /{'y:10 Hz
T T T T

I
—abs(X,, ()
—abs(X ()

o
%
T

5
>
|

Amplitude (m)
o
B
i

=)

o
T

I

0 et L

0 2 4 6 8

| L —

12 14 16 18 20

10
[(Hz)

Figure 57. Comparaison des spectres d’amplitudes

X, (f)|et

X, (f)|» amplitude

un

Les spectres d’amplitudes (|.x,, (f)].|x,, (f)]) permettent le calcul des niveaux vibratoires en

dessous et au-dessus de la mousse A en utilisant par exemple la valeur efficace ‘Root Mean
Square (R.M.S)’ (équation 3-1) ou la formule de ‘Vibration Dose Value (VDV)’
(Miloscaljevic S., Bergman F. et al 2010).

2

X/)

RMS, =, [>"
n

n

G3-1)

avec X (f) la transformée de Fourier du signal temporel x(¢)échantillonné et » le nombre

d’échantillons.
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Chapitre III. Etude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane

Pour évaluer le confort d’un si¢ge, les constructeurs automobiles calculent le rapport entre le
niveau vibratoire au-dessus du siege et celui d’excitation (Gunaselvam J. and Van
Niekerk J.L 2005) suite a un essai de conduite réelle. Ce rapport est nommé ‘Seat Effective
Amplitude Transmissibility (SEAT)’. La démarche a suivre pour évaluer le confort du siege
est détaillée dans la norme ISO 2631-1 (1997).

Nous utilisons une démarche similaire afin de déterminer 1’efficacité de la mousse en termes
d’isolation des vibrations. Cependant, contrairement a la littérature, nous proposons d’utiliser
le rapport ‘Foam Effective Amplitude Transmissibility (FEAT)’ qui est calculé suite a une
sollicitation sinusoidale a amplitude et fréquence constantes pour chacun des niveaux de
compression examinés. Le rapport FEAT est défini par :

RMS RMS
Y \/E Xap

RMS, A

xll”

FEAT (A, .f.)= (3-2)

avec RMS, ~la valeur efficace de la réponse déplacement au dessus de la mousse x,, (¢) suite a

une excitation de type sinus fixex,

un

(t) d’amplitude 4, et de fréquence f, .

Si FEAT(A,,. f,)est strictement supérieur a 1 alors la mousse amplifie la vibration, en revanche

s’il est strictement inférieur a 1 alors la mousse présente un pouvoir d’isolation de vibration.
Dans le cas ou FEAT(4,,,f,)est égale a un, la mousse n’a aucun effet.

Dans cette section, nous présentons les courbes d’évolution du rapport FEAT en fonction de la
fréquence d’excitation ( FEAT(f,)) pour un niveau de compression initiale et une amplitude

d’excitation donnés.

Ceci nous permet de discuter d’une part I’influence du niveau de compression initiale et
d’autre part I’influence de I’amplitude d’excitation sur le comportement dynamique global de
la mousse, sur la résonance et sur la répartition des zones dans lesquelles la mousse présente
un pouvoir d’absorption de vibrations.

On constatera plus tard que toutes les courbes de FEAT(f,) présentent des allures similaires

qui peuvent étre séparées en trois régions : zone de comportement rigide (zone 1), zone
d’amplification de vibration (zone 2) et la zone d’atténuation de vibration (zone 3) (Fig. 58).

3 zonel A zone 2 J zone 3
résonance ‘-y-niveau 4, Axun= 1 mm‘
2.5- R |
AN
2- T
& S X
1.5 N
E l’ ; p
1 v-v-uY i ‘T
! ~
0s Partie 1 !Partie2 | Yoo
ol T V¥-y ] v
A [AGasssasilh
% 5 Yo 15 20 25
£, (Hz)

Figure 58. Allure de la courbe FEAT(f,)
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Chapitre III. Etude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane

Pour la zone 1, la pente de la courbe FEAT(f,)est trés faible, le rapport FEAT est égal a 1.

Les vibrations d’excitation en-dessous de la mousse A sont transmises intégralement a la
masse. Le comportement de la mousse a tres faibles fréquences d’excitation est donc un
comportement élastique.

Dans la zone 2, le rapport FEAT est supérieur a 1. Le niveau vibratoire transmis par la mousse
A est ainsi supérieur a celui d’excitation. La mousse amplifie donc la vibration. Pour les
applications de confort, il est déconseillé d’utiliser la mousse A dans cette zone.

La zone d’amplification (zomne 2) peut étre décomposée en deux parties selon la croissance
de la courbe FEAT( f,).

Pour la premicre partie, le rapport FEAT augmente progressivement jusqu’a atteindre la

résonance (valeur maximale FEAT, ). La fréquence qui correspond a la résonance est dite

ax

fréquence de résonance f, .

Dans la deuxiéme partie, la courbe est décroissante, le rapport passe de la résonance jusqu’a
atteindre de nouveau la valeur 1. La fréquence qui correspond a cette valeur est dite fréquence
de coupure 1, .

Pour les applications de confort, la zone 3 est la zone la plus intéressante. Le rapport FEAT est
inférieur a 1, le niveau vibratoire transmis par la mousse A est ainsi inférieur a celui de
I’excitation. La mousse présente donc un pouvoir d’atténuation des vibrations. Il est donc
intéressant de déterminer cette zone pour différentes amplitudes d’excitation et différents

niveaux de compression initiale.

A partir de cette analyse de ’allure de la courbe FEAT(f,), on déduit que les zones dans

lesquelles la mousse A présente un pouvoir d’atténuation des vibrations correspondent aux
zones de fréquences supérieures a la fréquence coupure . . Ainsi, afin de déduire ces zones, il

suffit de déterminer la fréquence de coupure pour différentes amplitudes d’excitation et
différents niveaux de compression initiale.

> Influence de Pamplitude d’excitation

Dans cette section, nous nous intéressons a 1’étude de I’influence de I’amplitude d’excitation
sur le comportement vibratoire de la mousse A, en particulier sur I’évolution fréquentielle du
rapport FEAT .

La démarche consiste a regrouper dans une méme figure et pour un niveau de compression
initiale donné, les courbes FEAT( f,) correspondantes aux différentes amplitudes d’excitation

4, (Fig. 59).

90
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Figure 59. Rapport FEAT - Influence d’amplitude d’excitation.
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Chapitre III. Etude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane

La figure 59 montre que quel que soit le niveau de compression initiale (c'est-a-dire la masse
supplémentaire appliquée), les fréquences de résonance et de coupure diminuent lorsque
I'amplitude d'excitation augmente (Tab. 20).

Tableau 20. Fréquences de résonance et de coupure pour les quatre niveaux de
compression initiale et les quatre amplitudes d’excitation examinés (Mousse A).

Fréquence de résonance f, (Hz)/ Fréquence de coupure f, (Hz)

A, (mm) [firfou] (H2Z)  Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4

1 [1,25] 12.91/18.05 7.81/10.62 7.70/10.34  6.99/9.78
2 [1,19] 998/13.28 6.05/8.28 6.98/9.21 6.54/9.24
3 [1,14] 7.95/1046  5.08/7.21 6.02/8.29 6.01/8.48
4 [1,10] 7.01/9.06 4.89/6.72 5.69/7.63 5.56/7.79

On remarque que la différence entre les courbes FEAT(f,)correspondant aux différentes
amplitudes d’excitation 4, est plus faible en passant d’un niveau de compression a un autre

plus élevé. On déduit que lorsqu’on augmente le niveau de compression initiale, I’influence
de I’amplitude d’excitation sur la réponse fréquentielle devient moins importante.

Pour le niveau de compression initiale le plus faible (niveau 1, Fig. 59-a), I’amplitude a la
résonance FEAT, , la plus importante correspond au niveau d'excitation le plus faible (4, =1

mm). Cette constatation est vérifiée pour le niveau 4 (Fig. 59-d) alors qu’elle n’est pas
assurée pour le niveau 2 (Fig. 59-b) et le niveau 3 (Fig. 59-¢). On ne peut pas extraire une
relation claire entre I'amplitude d’excitation et I’amplitude de résonance.

> Influence du niveau de compression initiale

Dans cette section, nous nous intéressons a 1’étude de 1’influence du niveau de compression
initiale sur le comportement vibratoire de la mousse A, en particulier sur 1’évolution
fréquentielle du rapport FEAT .

La démarche consiste a regrouper sur une méme figure et pour une amplitude d’excitation
donnée, les courbes FEAT( f,) correspondantes aux différents niveaux de compression initiale

(c'est-a-dire les différentes masses supplémentaires appliquées).

La figure 60 représente l'influence du niveau de compression initiale sur le rapport FEAT .
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(a) Mousse A, Axun =1mm

3 v - ) — '
K ‘ -v-niveau 1 (2.75%)
251 R : L -¢-niveau 2 (11.5%)
KA oA -©-niveau 3 (59%)
L 2 \ . ] V. I o,
. 2 J ,8: §\ ',V . B-niveau 4 (71%)
l' Al \:\‘\ «'V v‘s
S L5p & QI" ‘%{V V.
- ¢-e o9 ¢G-v7 ,~§5°§ R
I\ \‘& AV e - - -V\
0.5- S s Y
: *‘ﬁw—ﬁ-.q-.mga& g
| | |
00 5 10 15 20 25
1, (Hz)
Mousse A, AX =2 mm
251 ® un : :
-v-niveau 1 (2.75%)
o . 17\ -4-niveau 2 (11.5%)
) >/ E'\“\\ N -e-niveau 3 (59%)
FAANENE . A -B-niveau 4 (71%)
S 15 PR - N \‘v ' :
’l N " ~
K, o R 2 .
R s 2. \\X V~~ :
\V~ :
N~ v‘
0.5 % .g
‘\8; * ‘5'&*;-..'.. g._ ,g
| | |
0 6 8 10 12 14 16 18 20
£, ()
(c) Mousse A, Ax =3 mm
2.5 o " '
o B -V-niveau 1 (2.75%)
o PN ¥. : -$-niveau 2 (11.5%)
K ,:'4'\ “\ ,/ . -©-niveau 3 (59%)
S Ne /S R, -B-niveau 4 (71%)
e L5F o B¥ :\
S et v e, -,
lg---gesifesfo--v- O By
S-S S <
0.51 ‘*~§3~:\~w STy
0 4 10 12 14
£, ()
(d) Mousse A, Ax =4 mm
250 , " : . '
-v-niveau 1 (2.75%)
M -4-niveau 2 (11.5%)
2F —’”ﬁ"—'—":ﬂ‘ ;i s |-©-niveau 3 (59%)
T BN Ry '\ |~B-niveau 4 (71%)
1.5+ o e N N i - :
&~ Pid l',' Sl he \l
E PP (I ¥ IR Va‘““ IR
176-...-#...--.E=::-.v- ----- v \‘é. Mo ~V~.~\ :
e tel Y
0.5 O 1lve
b )
| | | | | | | |
0 3 5 6 8 9 10
£, ()

Figure 60. Rapport FEAT - Influence du niveau de compression initiale.
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A partir de la figure 60, on constate que quelle que soit I’amplitude de I’excitation, le
comportement vibratoire de la mousse A au miveau 1 est clairement différent du
comportement vibratoire aux niveaux 2, 3 et 4. En effet, les fréquences de résonance et de
coupure pour le niveau 1 sont décalées vers les hautes fréquences (toujours décalées vers la
partie droite de la figure 60) comparativement aux mémes fréquences pour les autres niveaux.

On remarque que lorsque 1I’amplitude d’excitation augmente, le comportement vibratoire de la
mousse A au niveau 3 devient de plus en plus similaire a celui du niveau 4. En fait, le niveau
4 est situé dans la zone de densification (zone 3) de la courbe de ‘contrainte-déformation’
¢tablie lors d’un essai de compression quasi-statique, alors que le niveau 3 est localisé a la
limite entre la zone plateau (zone 2) et la zone de densification (zone 3) (Fig. 50). Ainsi, la
réponse vibratoire au niveau 3 est influencée par 1’état du matériau a la fois dans la zone 2 et
dans la zone 3. A grande amplitude d’excitation, I’influence de 1’état dans la zone 3 devient
dominante, ce qui explique la similarité ente le comportement vibratoire au niveau 3 et celui
au niveau 4.

On observe également a partir de la figure 60 un comportement vibratoire au niveau 2
particulier. Globalement, il est trés proche du comportement vibratoire au niveau 3 surtout a
la plus faible amplitude d’excitation (4, =1mm).

A grande amplitude d’excitation, les fréquences de coupure et de résonance du niveau 2 sont
décalées vers les faibles fréquences (vers la partie gauche des figures 60-b, 60-c et 60-d)
contrairement a la réponse a faible amplitude d’excitation ou les fréquences de coupure et de
résonance sont situées entre celles du niveau 1 et du niveau 3.

On rappelle que le niveau 2 est localis€ a la limite entre la zone quasi-linéaire (zone 1) et la
zone plateau (zone 2) de la courbe de ‘contrainte-déformation’ (Fig. 50). La réponse est donc
influencée par 1’état du matériau a la fois dans la zone I et la zone 2.

A faible amplitude d’excitation, I’état du matériau dans la zone 2 est dominant avec une faible
contribution de la zone 1. Ceci explique le léger décalage du comportement vibratoire au
niveau 2 par rapport a celui du comportement au niveau 3 vers le coté de la réponse au
niveau 1.

A grande amplitude, la contribution de la zome I devient non négligeable. La mousse
comprimée au niveau 2 présente un comportement vibratoire a grande amplitude d’excitation
différent de celui a faible amplitude d’excitation ; Ceci est du a la contribution de I’état de
compression initiale du matériau a la limite de la zone I et de la zone 2 de la courbe de
‘contrainte-déformation’ quasi-statique.
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» Conclusion

La réponse vibratoire de la mousse A suite a un essai de vibrations entretenues de type sinus
fixe dépend de I’amplitude d’excitation et de I’état de compression quasi-statique initiale du
matériau. Cette dépendance montre que le comportement vibratoire de la mousse A est un
comportement non linéaire.

Les mousses de polyuréthane d’une facon générale et la mousse A en particulier ne présentent
pas toujours un pouvoir d’isolation de vibration quelles que soient les conditions d’essai (la
fréquence d’excitation, ’amplitude d’excitation, la masse appliquée a la mousse, etc.). Ainsi,
le choix de la mousse de polyuréthane pour une application donnée doit étre précédé d’une
étude statistique des conditions de sollicitations (la bande de fréquence dominante
d’excitation, les niveaux d’excitation fortement probables, etc.).

I1 faut aussi tenir compte des caractéristiques morphologiques de 1’occupant du si¢ge, vu que
le comportement de la mousse dépend de 1’état de compression quasi-statique initiale donné
par la masse de I’occupant.

Il a été¢ montré dans cette ¢tude fréquentielle que les zones dans lesquelles la mousse A
présente un pouvoir d’atténuation des vibrations correspondent aux zones de fréquences
supérieures a celles de coupure pour différentes amplitudes d’excitation et différents niveaux
de compression initiale. Ces fréquences de coupure ont été résumées dans le tableau 20.

Tableau 20. Fréquences de résonance et de coupure pour les quatre niveaux de
compression initiale et les quatre amplitudes d’excitation examinés (Mousse A).

Fréquence de résonance f, (Hz)/ Fréquence de coupure f, (Hz)

A, (mm) [fir fou] (HzZ)  Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4

1 [1,25] 1291/18.05 7.81/10.62 7.70/10.34 6.99/9.78
2 [1,19] 9.98/13.28 6.05/8.28 6.98/9.21 6.54/9.24
3 [1,14] 7.95/10.46 5.08/7.21 6.02/8.29 6.01/8.48
4 [1,10] 7.01/9.06 4.89/6.72 5.69/17.63 5.56/17.79
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I11.1.3.2 Diagrammes de BODE expérimentaux de la fonction ‘raideur dynamique’

La comparaison des spectres d’amplitude(|17“( f )|,

X,,(f))) correspondant respectivement & la

force d’excitation F(r)et au déplacementx, (¢) transmis a la masse supplémentaire (Fig. 61)

montre la méme fréquence principale avec la présence d’une amplitude non négligeable a la
fréquence nulle pour le spectre d’amplitude|Xab ( f)| ce qui explique le décalage permanent et

constant.
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Figure 61. Comparaison des spectres d’amplitudes|l7“( f )| et|x,,(f), amplitude

d’excitation 4, =1 mm, niveau 4, fréquence d’excitation f,= 10 Hz.

L’objectif de cette section est de déterminer expérimentalement les diagrammes de BODE de
la fonction ‘raideur dynamique’ tout en négligeant le décalage permanent et constant.

Le diagramme d’amplitude|H (f )| consiste a représenter le rapport d’amplitude des spectres

(|7 ()|-|%. (£)]) en fonction de la fréquence d’excitation (équation 3-3).

[F(£)
H = 33
| (fe) |Xab (fe) ( )
Le diagramme de phase est établi a partir des spectres de phase (|}7“ (f). | X, (f )) (équation
3-4)
Sp=|H (£.)=|F(£)=| X (1) (3-4)

Le balayage de la fréquence d’excitation permet de tracer les diagrammes de BODE pour
toutes les amplitudes d’excitation et tous les niveaux de compression initiale examinés lors de
notre étude expérimentale a savoir le diagramme de gain et le diagramme de phase.
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La figure 62 montre que la résonance présente un extremum dans le diagramme de gain.
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Figure 62. Fonction ‘raideur dynamique’, diagramme de gain pour les différents
niveaux de compression initiale et les différentes amplitudes d’excitation.
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Contrairement aux systémes ordinaires, la pente initiale du diagramme de gain pour la mousse
est non nulle.

On constate également que 1’allure de la représentation asymptotique des diagrammes de
BODE est la méme pour les différentes amplitudes d’excitation et les différents niveaux de
compression initiale considérés lors de cette étude expérimentale.

Les pentes initiales et finales de la fonction ‘raideur dynamique’ sont déterminées
expérimentalement a partir des diagrammes de gain. Elles sont regroupées dans le tableau 21.

Tableau 21. Pentes initiales et finales de la fonction ‘raideur dynamique’ déterminées
expérimentalement a partir des diagrammes de gain (unité dB/dec).

A =1mm A =2 mm A =3 mm A, =4 mm

initiale finale initiale finale Initiale finale initiale finale

Niveau 1 40.00 76.70  40.66 91.28  38.61 86.38  37.05 88.68
Niveau 2 35.40 80.05  41.90 7791  37.38 84.70  35.70 88.00
Niveau 3 38.00 80.10  39.12 85.60 39.14 80.10  39.79 85.61
Niveau 4 36.43 82.00 38.93 81.56  39.37 7631  39.78 80.62

On constate que ’ordre de grandeur global en particulier pour la pente initiale est indépendant
des conditions de sollicitations. La pente initiale est de I’ordre de 40 dB/dec alors que la pente
finale est plus proche de 80 dB/dec.

La figure 63 (présentée dans la page suivante) montre que la fréquence de résonance est
située au voisinage de point d’inflexion du diagramme de phase.

I11.1.4 Conclusion

Ce qu’il faut retenir a partir de cette premiere partie, c’est que le comportement vibratoire de
la mousse de polyuréthane est un comportement non linéaire puisqu’il dépend des conditions
de sollicitations en particulier de I’amplitude d’excitation.

L’étude expérimentale nous a permis de constater que la mousse A ne présente un pouvoir
d’atténuation de vibrations quelles que soient les conditions de sollicitations (amplitudes
d’excitations, fréquences d’excitations, poids de 1’occupant). Ainsi le choix d’une mousse
pour une application de confort donnée doit étre fait aprés une dtude statistique des
sollicitations les plus probables. De plus ce choix doit étre personnalisé puisque le
comportement vibratoire dépend du poids de 1’occupant (niveau de compression initiale).
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Figure 63. Fonction ‘raideur dynamique’, diagramme de phase pour les différents
niveaux de compression initiale et les différentes amplitudes d’excitation.

99



Chapitre III. Etude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane

III.2 Modélisation et identification

En dynamique, la mousse de polyuréthane est modélisée généralement par des modeles tres
simples tels que par exemple le modele de Maxwell, le modele de Kelvin-Voigt et le modéle
de Zener. Ces modeles ne reflétent pas la complexité du comportement vibratoire du matériau
montré lors de I’étude expérimentale.

L’objectif principal de cette partie consiste a développer un modele représentatif du
comportement vibratoire de la mousse A. Ce modele doit reconstruire les diagrammes de
BODE de la fonction ‘raideur dynamique’ qui ont été¢ déterminés dans la partie expérimentale.

Les parameétres des modeles, développés dans la littérature (White S.W. 1998; Singh R.,
Davies P. et al. 2003 ; Deng R. 2004) afin de caractériser le comportement dynamique de la
mousse de polyuréthane, sont dépendants des conditions de sollicitations, ceci affecte une fois
de plus le caractere général de leur représentativité.

Dans ce travail, nous avons choisi d’accorder une grande importance a la représentativité du
modele que nous allons développer afin d’établir une fonction de transfert (fonction ‘raideur
dynamique’) valable quels que soient ’amplitude d’excitation et le niveau de compression
initiale. Cette fonction sera utile lors de la conception de ce qu’on appelle aujourd’hui ‘les
sieges intelligents’ qui comportent des systemes automatiques afin de réguler et contrdler les
vibrations transmises aux occupants.

La démarche globale de modélisation et d’identification comporte trois étapes:
e une premicre étape de ‘Modélisation’,
e une deuxieme ¢tape intitulée ‘Identification des paramétres de la modélisation’,
e ctune troisi¢me étape pour la ‘Discussion des résultats d’identification’.

La premicre étape consiste a développer un modele préliminaire a partir duquel nous
déterminons 1’expression analytique de la fonction ‘raideur dynamique’ ainsi que les spectres
analytiques de gain et de phase.

Une analyse théorique de ces spectres permet de vérifier I’aptitude du modele a reconstruire
’allure asymptotique expérimentale du diagramme de gain.

Si le modéle n’en est pas capable, il faut apporter a la fonction ‘raideur dynamique’ les
modifications nécessaires puis vérifier de nouveau 1’aptitude a reconstruire 1’allure
asymptotique.

Dans la deuxiéme étape, on procéde a I’identification des paramétres du modéle ainsi
développé en utilisant une approche d’identification dans le domaine fréquentiel, ce qui
differe radicalement des approches temporelles établies dans la littérature (White S.W. 1998;
Singh R., Davies P. et al. 2003 ; Deng R. 2004).
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L’identification consiste a déterminer la meilleure combinaison de paramétres vérifiant les
conditions thermodynamiques capable de reconstruire au mieux les diagrammes de BODE :
diagramme de gain et diagramme de phase.

Il s’agit donc d’un probléme d’optimisation dont I’objectif est de trouver la combinaison de
parametres qui minimise 1’erreur au sens des moindres carrées entre les spectres analytiques
de la fonction ‘raideur dynamique’ et les deux diagrammes de BODE.

On se retrouve devant deux choix : d’une part 1’utilisation d’une optimisation multi-objectifs
sur les deux diagrammes de BODE et d’autre part I’optimisation sur un diagramme puis la
validation des résultats a travers le deuxieme diagramme.

Du fait la complexité de I’identification multi-objectifs et dans le but d’avoir un critere de
validation des résultats d’identification, notre approche consiste a optimiser sur le diagramme
de gain puis valider a travers le diagramme de phase.

Finalement, les résultats d’identification permettent de déterminer le pouvoir conservatif et le
pouvoir dissipatif du systeme masse-mousse ainsi que le facteur de perte (étape 3).

Le pouvoir conservatif est défini par la partie réelle de la fonction ‘raideur dynamique’
(équation 3-5) alors que le pouvoir dissipatif est défini par la partie imaginaire (équation 3-
6).

E.(f)=Re(H(/)) (3-5)
E,(f)=Im(H(f)) (3-6)

Le facteur de perte est donné par le rapport entre le pouvoir dissipatif par le pouvoir
conservatif, équation 3-7).

n(f)= (3-7)

La démarche globale de modélisation et d’identification est résumée dans la figure 64.
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Début 1 étape : Modéle préliminaire
Exemple : modéle & mémoire entier linéaire donné par

M5, (£)+ cx,, (£) + kx,y (l)+j‘iaieal(l_r)xab (7)dr=F(1) @

0 i=1

Transformée de Fourrier

:
: : N : F(w)
Expression analytique de la fonction raideur dynamique /7 (a)) =——F

X (o)

Expression analytique des spectres de gain |H (a))| et de phase ¢

1...................................:

Analyse des expressions analytiques des spectres Apporter des modifications a la

fonction ‘raideur dynamique’
Vérification d’aptitude du modéle a reconstruire

la réponse asymptotique expérimentale du || Déterminer de nouvelles expressions
diagramme de gain des spectres de gain et de phase

I....................... Non l......
Oui
A\ 4

Fin 1°° étape : La fonction ‘raideur dynamique’ qui sera considérée lors identification
ainsi que les expressions analytiques finales des spectres de gain et de phase

'

Début 2°™ étape : Optimisation sur le diagramme de gain

***P 1] s’agit de minimiser 1’erreur au sens des moindres carrées entre le
diagramme de gain expérimental et I’expression analytique finale du @
Non spectre de gain. i

Valider les résultats d’optimisation sur le diagramme de phase

Oui
\ 4

Fin 2°™ étape : Paramétres identifiés

1 1

3% étape :
Déterminer le pouvoir conservatif le pouvoir dissipatif ainsi que le @
facteur de perte

Figure 64. Démarche globale de modélisation et d’identification, étude du comportement
vibratoire de la mousse A.
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II1.2.1 Modélisation

L’objectif de cette section est de déterminer une fonction de ‘raideur dynamique’ analytique
qui a la capacité de reconstruire la réponse asymptotique expérimentale du diagramme de
gain.

Dans cette section, nous présentons la premicre étape de la démarche globale de modélisation
et d’identification présentée ci-dessus alors que dans les deux sections suivantes nous
présentons la deuxiéme et la troisieme étape.

I11.2.1.1 Développement d’un modele préliminaire - modele 4 mémoire entier

L’étude expérimentale a montré que le comportement vibratoire de la mousse A dépend du
niveau de compression initiale et de ’amplitude d’excitation. Dans le but de contourner cette
complexité, I’idée préliminaire est d’examiner au voisinage de chaque niveau de compression
initiale et au voisinage de chaque amplitude d’excitation un modele a mémoire entier linéaire.

Au cours de la détermination de la vitesse de déformation limite entre quasi-statique et
dynamique dans le deuxieme chapitre (chapitre II, section I1.1.3.2), nous avons expliqué
I’augmentation brusque de la pente de la courbe ‘évolution de I’énergie absorbée par la
mousse A pendant le 4™ cycle en fonction de la vitesse de déformation’ par la manifestation,
en dynamique, a la fois du mécanisme de perte visqueux et du mécanisme de perte
viscoélastique. De plus, la contribution de I’inertie de la masse appliquée initialement a la
mousse ne peut pas étre négligée en dynamique.

De ce fait, pour caractériser le comportement dynamique de la mousse A, le modele a
mémoire entier linéaire que nous développerons doit comprendre :

e une contribution viscoélastique F, () qui peut étre donnée par la méme expression du

modele a mémoire entier développé en quasi-statique (équation 2-3),
e une contribution <¢lastique linéaire modélisant le comportement d’un ressort
linéaire (F, () =k x,,(¢)),

e une contribution visqueuse (F, (¢)=ct,, (¢))

e et une contribution d’inertie (F, () = Mx,, (¢)).

Ainsi, le modeéle a mémoire entier que nous développons est donné par 1’équation suivante :
t 2
M, (6)+cx,, (1) + ke, () + [ D ae™ ), (z)dr=F (1) (3-8)

o i=1

Les paramétres a identifier sont le coefficient d’amortissement visqueuxc, la raideur du

ressort et le vecteur de paramétres viscoélastiques (X =[ Re(, ),Im (o ),Re(a,),Im(q, )]p=2 )
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I11.2.1.2  Vérification d’aptitude du modéle préliminaire a reconstruire la réponse
asymptotique du diagramme de gain expérimental

Pour un niveau de compression initiale et une amplitude d’excitation donnés, les parametres
du modele a mémoire entier développé ci-dessus sont considérés constants. Le passage par la
transformée de Fourier permet d’établir I’expression analytique de la fonction ‘raideur
dynamique’ ainsi que I’expression analytique du spectre de gain (équation 3-9). Les détails
de cette équation sont donnés en Annexe C.

A 12 A 10 8 A 6 A 4 A 2
|H(a))|:\/ L0+ 4,0+ Aw + A@ + A0 + A0 + 4 (3-9)

C*+C,0° +C,0* + C,0" +C,
avec west la pulsation définie parw=27zf alors que (4,)_ . et (C,)_, ,sont des fonctions

des parametres a identifier donnés par :

A, =M’
A,=4M’B, + B,
A =2M"* (B} +2B;)+4B,B, —4MB, + (k’ — 4cB;)

2B, (B} +2B; )+4M*BB, - 4M (2B,B, + B,B;) C, =1
| +4kB, + (4K ~12¢B,) B, ~8¢B, + 4B’ C, =4B,
C,=2(B}+2B.)} 3-
4B,B!B, —4cB(B +2B;)+8B;B, +16B,(B;—cB,)+ M’B} |[’]| " (87 +28:) 3-10)
- 22 2 22 C,=4B,B
+4k> B2 + 4B} + 4kB, (B, + 2B,) + 2k*B? — 4MB,(B,B, + 2B,B,) C - g
0~

B B,B} +4kB,(B,B, + 2B,B,)+16B,(B;B, + B,) + 4k’BB,

* | +4B.B,(B,B, — cB?) +8B,(B,B, ~ cB,B, )~ 4MBB,
4y =(kB? +2B,B,)
B=X(1)+x(2) B,=X(1) -x(2)
B,=X(1)X(3)+Xx(2)X(4) B,=x(1)X(3)-X(2)X(4)
avece

By =X(3) By =X(1)X(2)X(4)
B, =c’—2kM X =[Re(e,),Im(e),Re(a,),Im(a,) ]

Une analyse rapide de la réponse asymptotique, autrement dit de la pente initiale et de la pente
finale, du spectre de gain donné par 1’équation 3-9 a été¢ menée en Annexe C. Elle montre
que la réponse asymptotique du modele a mémoire entier est différente de la réponse
asymptotique expérimentale. En fait, la pente initiale analytique ne peut &tre positive que si
B, =-0.5kB, et B, #0. Dans ce cas, cette dernicre est égale a 20 dB/dec contrairement a la

pente initiale expérimentale qui est de 1’ordre de 40 dB/dec (Tab. 20).

En ce qui concerne la pente finale issue de 1I’expression analytique, elle est égale a 40 dB/dec
vu que Cy=letd,=M?#0. Elle est donc trés différente de la pente finale expérimentale

présentée dans le tableau 21.
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On déduit donc que le modele en 1’état ne peut pas reconstruire la fonction ‘raideur
dynamique’ obtenue expérimentalement.

I11.2.1.3 Modification de la fonction ‘raideur dynamique’ du modéle 2 mémoire
entier

On rappelle que les parametres des modeles développés dans la littérature (White S.W. 1998;
Singh R., Davies P. et al. 2003 ; Deng R. 2004) ont été montrés dépendants des conditions
de sollicitation.

Parmi les conditions de sollicitations, on distingue 1’amplitude d’excitation, la fréquence
d’excitation et le niveau de compression initiale donné par la masse supplémentaire
M appliquée a la mousse.

La comparaison entre la réponse asymptotique du spectre de gain donné par I’équation 3-9 et
la réponse asymptotique expérimentale nous a permis de déduire que 1’idée de considérer des
parametres dépendants uniquement du niveau de compression initiale et de I’amplitude
d’excitation ne permet pas de contourner la complexité du comportement vibratoire de la
mousse A.

Ainsi, on montre que les parametres de notre modele sont aussi dépendants de la fréquence
d’excitation. Ceci constitue la base des modifications que nous allons apporter a la fonction
‘raideur dynamique’ afin d’assurer 1’aptitude du modele a reconstruire I’allure asymptotique.

Cependant, I’investissement a la recherche des paramétres dépendants des conditions d’essai
affecte le caractere général de la représentativité du modele.

Pour pallier a I’inconvénient lié a la représentativité du modele, une solution inspirée de
I’étude quasi-statique menée en deuxieme chapitre a été développée. Elle consiste a exprimer
les paramétres dimensionnels du modele développé par le produit de deux parties
indépendantes : une regroupant les conditions de sollicitation et une autre définissant les
parametres adimensionnels.

Dans ce qui suit, nous essayerons de retrouver les relations adéquates entre ces deux parties
afin de garantir des parameétres adimensionnels quasiment constants.
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> Premiére solution

Comme premiere solution, nous considérons pour les parameétres viscoélastiques les relations
¢tablies lors de 1’étude quasi-statique. Les différentes relations entre les parametres
dimensionnels et adimensionnels pour la premiere solution sont résumées dans le tableau 22.

Tableau 22. Transformations paramétres dimensionnels - parametres adimensionnels,
modéle 2 mémoire entier (comportement vibratoire, solution 1).

Parameétres dimensionnels Parameétres adimensionnels
X(1
X (1) = Re() (sec™) Y(1)=L
w
A X (2)
X(2)=Im(er) (sec™) Y(2)=—=*
w
X(3)=Re(a ) CNm']sec']) Y(3)=&A
! Mgw ™
X (4
X(4)=1Im(a) (Nm'sec™) Y (4)=#Am
k
k m’! Y =—-4,
(Nm™) “ T g
c (Nm'sec) Y = LAX @
Mg

Avec cette solution, on montre dans I’annexe C que I’expression analytique du spectre de
gain reste donnée par 1’équation 3-9. Par contre, (4,) et (C,)_, ,deviennent fonction de

parametres a identifier et des conditions de sollicitation.

L’analyse de la réponse asymptotique du spectre analytique de gain donné par la premicre
solution est présenté dans I’Annexe C. Elle montre que la pente finale analytique est de 40
dB/dec. Ce qui fait que la pente finale analytique de la premicre solution est différente de la
pente finale expérimentale qui est de I’ordre de 80 dB/dec.

Ainsi, les modifications de la premiére solution qui ont été apportées a la fonction ‘raideur
dynamique’ analytique du modele a mémoire entier ne permettent pas la reconstruction de la
réponse asymptotique du spectre de gain expérimental.

> Deuxiéme solution

Les relations présentées dans le tableau 22 ne permettent pas de suivre 1’allure asymptotique
de digrammes de BODE expérimentaux.

Comme alternative, on montre que le terme® =,/g4.' est équivalent a une pulsation, ce qui

nous a permis de développer des nouvelles relations (Tab. 23).
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. k . , | .
En fait, le terme o, :Jﬁ est la pulsation propre d’un systéme masse-ressort-amortisseur

ordinaire, le terme MgA;' est équivalent a la raideur & (voir expression deY, du tableau 21)

ainsi @ est équivalent a @, .

Tableau 23. Transformations paramétres dimensionnels - parametres adimensionnels,
modéle 2 mémoire entier (comportement vibratoire, solution 2).

Parameétres dimensionnels Parameétres adimensionnels
X(1
X (1)=Re(er) (sec™) y(1)=ﬁ
w
, X(2)
X(2)=Im(e;)  (sec™) y(2)="2
w
-1 -1 X(3) m—1
X(3)=Re(a)) (Nm''sec™) Y(3)= ~A, @
Mga) un
X(4 _
X (4)=Im(a,) (Nm''sec™) Y (4) =$Ama7” '
k (Nm™) N=t 4o
Mgw' ™
-1 Y — c A m/ﬁ-l
c (Nm™ sec) T Mga

Comme le montre le tableau 23, I’idée de cette deuxiéme solution consiste a considérer des
relations en puissance entre les parametres dimensionnels et les parametres adimensionnels.
Ces relations sont d’ordres entiers (m,n,s,h)respectivement associés aux paires
(X(3),Y(3)),(X(4).Y(4)),(k.Y,) et (c.Y.). Ensuite, & travers une étude analytique, menée en
Annexe C, du spectre de gain donné par la deuxieéme solution, on détermine les
combinaisons (m,n,s,h) possibles permettant de suivre I’allure asymptotique expérimentale.
On montre que les combinaisons admissibles doivent vérifier les contraintes données par
I’équation 3-11.

4<m+h<8

4<n+h<8

telsque {5<m+s<9 (3-11)
5€n+s<9

6<m+n<10

N
EAIRON

Le nombre de combinaisons (m,n,s,h) qui vérifient les contraintes de 1’équation 3-11 est égal

a 72. Il n’est pas possible de tester toutes ces combinaisons lors de I’identification. Il faut
donc réduire ce nombre a partir de criteres logiques.

Les deux entiers (m,n) sont associé¢s aux parties réelle et imaginaire du résidu viscoélastique

a,. Alors on peut supposer la méme évolution des relations entre(X (3),Y(3)) et (X (4).Y(4))
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en fonction de la fréquence, ce qui permet de considérer m=n et donc réduire le nombre de
combinaisons admissibles a 22.

Si on considére que les parametres a identifier doivent vérifier les conditions
thermodynamiques développées en quasi-statique (section I1.2.2.4), alors le nombre de
combinaisons que nous allons considérer lors d’identification devient égal a 11 (Tab. 24).

Tableau 24. Combinaisons (m,n,s,h) considérées lors d’identification des paramétres du

modele développé afin d’étudier le comportement vibratoire de la mousse A.

(5521) (5522) (5523) (4423) (3323) (3333) (3.3.43) (3.353)
(3.3,6,3) (3.3,6,2) (3,3,6,1)

II1.2.2 Identification des parametres de la modélisation

En testant les différentes combinaisons du tableau 24, nous avons distingué la combinaison
(5,5,2,3)dont les parametres identifiés sont quasiment constants quels que soient I’amplitude

d’excitation et le niveau de compression initiale (Tab. 25 et 26).

Tableau 25. Résultats de I’identification, combinaison (5,5,2,3) , niveaux 1 et 2.

Niveau 1 Niveau 2
4, 1 mm 2 mm 3 mm 4 mm 1 mm 2 mm 3 mm 4 mm
Y(1) |2.066 2.244 2.280 2.265 1.776 1.999 2.110 2.240
Y(2) |-0.475 -0.528 -0.534 -0.530 -0.330 -0.403 -0.495 -0.519
Y(3) |-35.078  -34.161 -34790  -35.542 | -35.138  -34.243 -35.608  -35.128
Y(4) |-160.267 -160.317 -160.285 -160.304 |-160.267 -160.259 -160.233 -160.265
Y, 8.332 7.888 7.473 7.464 6.361 6.575 5.837 5.567
Y, 11.901 12.184 11.782 11.866 11.865 11.692 11.984 11.911
Tableau 26. Résultats de I’identification, combinaison (5,5,2,3), niveaux 3 et 4.
Niveau 3 Niveau 4
A, 1 mm 2 mm 3 mm 4 mm 1 mm 2 mm 3 mm 4 mm
Y(1) |1.905 2.013 2.183 2.121 1.980 2.221 2.228 2.205
Y(2) |-0.351 -0.441 -0.493 -0.497 -0.390 -0.503 -0.540 -0.583
Y(3) |-35.155 -35.130  -35.138  -35.051 -35.405 -35.127  -35387  -35.011
Y(4) |-160.267 -160.268 -160.267 -160.272 |-160.261 -160.267 -160.259 -160.276
Y, 6.094 6.103 5.713 6.581 4.720 5.020 5.122 5.583
Y, 11.872 11.886 11.768 11.874 10.736 11.903 12.024 11.874

Afin de valider les résultats des tableaux 25 et 26, il est nécessaire de comparer les
diagrammes de BODE expérimentaux et ceux donnés par la combinaison (5,5,2,3).
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(a) Diagramme de gain, niveau 1, Axun =1 mm

0 —
Diagramme de gain,
modéle combinaison (5,5,2,3) va
. . . -
20 - v Diagramme de gain expérimentale| . v

o 1 1 1 1 1 1 |
800.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2 22

Log, (@) (rad s’ h
(b) Diagramme de gain, niveau 2, AxuIl =2mm
101 : -
Diagramme de gain,
Un o modele combinaison (5,5,2,3) °
-10F L : ¢ Diagramme de gain expérimentale| - ¢°
00?
S
Ed
(DI-H
70 © I I I I I I
700.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Log, (®) (rad s~ 1)
10 (c) Diagramme de gain, niveau 3, Axlm =3mm
Diagramme de gain, °
20 modeéle combinaison (5,5,2,3) '
300 © Diagramme de gain expérimentale| °
S
2
OF-‘A
_ i i i i i
700.8 1 12 14 ) 1.6 1.8
Loglo(m) (rads™ ")
(d) Diagramme de gain, niveau 4, Axun =4 mm
20 - ’ Diagramme de gain, 2
modele combinaison (5,5,2,3)
30 F : : : e = Diagramme de gain expérimental

Gy, (@B)

_70 1 1 1 1 1 1 1
08 0.9 1 1.1 1.2 13 14 1.5 1.6 1.7 1.8
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Figure 65. Comparaison entre les diagrammes de gain expérimentaux et les spectres de
gain analytiques donnés par la combinaison(5,5,2,3).
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oF v v :
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25%‘8 1.2 1.4 1‘61 1.8 2 22
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Figure 66. Comparaison entre les diagrammes de phase expérimentaux et les spectres de

phase analytiques donnés par la combinaison (5,5,2,3).
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Les figures 65 et 66 montrent que la combinaison (5,5,2,3) reconstruit globalement 1’allure
asymptotique ainsi que les diagrammes de BODE de la fonction ‘raideur dynamique’
(diagrammes de gain et diagrammes de phase) avec une bonne concordance avec
I’expérimentation quels que soient I’amplitude de 1’excitation et le niveau de compression
initiale.

L’erreur est marquée surtout au niveau de la réponse asymptotique. En fait, les pentes initiales
et finales expérimentales des diagrammes de gains ne sont pas exactement égales
respectivement a 40 dB/dec et 80 dB/dec (Tab. 21) quels que soient I’amplitude de
I’excitation et le niveau de compression initiale contrairement a celles de la combinaison
(5,5,2,3).

Si on cherche plus de précision, on peut remarquer qu’expérimentalement les valeurs des
pentes initiales et finales (Tab. 21) ne sont pas multiples de 10 dB/dec, ceci nous fait penser a
considérer en perspective des combinaisons(m,n,s,k) non entier ou un modéle a mémoire

fractionnaire.
I11.2.3 Discussion des résultats d’identification

Les parametres de la combinaison (5,5,2,3) (Tab. 25 et 26) permettent de reconstruire le

pouvoir conservatif (Fig. 67), le pouvoir dissipatif (Fig. 68) ainsi que le facteur de perte (Fig.
69) pour les différentes amplitudes d’excitation et les différents niveaux de compression
initiale considérés.

La figure 67 montre que la partie réelle de la fonction ‘raideur dynamique’ présente une
valeur positive a faibles fréquences alors qu’a fréquences élevées elle devient négative. Cette
allure ne présente aucune contradiction avec celle d’un systeme masse-ressort-amortisseur
ordinaire. On rappelle que la partie réelle de la fonction ‘raideur dynamique’ d’un systeme
masse-ressort-amortisseur est donnée park — M o’ .

111



Chapitre III. Etude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane
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Figure 67. Pouvoir conservatif de la mousse A reconstruit par la combinaison (5,5,2,3).
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La figure 68 montre que le pouvoir dissipatif présente une allure hyperbolique contrairement
au systeme masse-ressort-amortisseur ordinaire dont [’allure est linéaire et gouvernée
par E, (w) = cow. On remarque également que 1’allure de la courbe présente une seule variation

de pente au voisinage de la fréquence de résonance.
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Figure 68. Pouvoir dissipatif de la mousse A reconstruit par la combinaison(5,5,2,3).
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La figure 69 montre qu’au voisinage de la résonance on a un changement de phase. En fait,
pour des fréquences inférieures a la résonance le facteur de perte est positif, ce qui montre que
les pouvoirs dissipatif et conservatif ont les mémes signes, alors qu’a fréquences élevées il est
négatif : les deux pouvoirs présentent des signes opposés. On remarque également que le

facteur de perte présente deux asymptotes initiale et finale horizontales mais de signes
opposés ainsi qu’un extremum au voisinage de la résonance.
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Figure 69. Facteur de perte de la mousse A reconstruit par la combinaison (5,5,2,3).
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II1.2.4 Conclusion

Les parametres de la fonction de ‘raideur dynamique’ analytique développée dans cette partie
sont quasiment constants quelles que soient les conditions d’essais. Il est donc possible de
caractériser le comportement vibratoire de la mousse A par ces parametres.

La fonction de raideur dynamique analytique que nous avons développée a permis de
reconstruire les spectres de gains et de phases des diagrammes de BODE en bonne
concordance avec I’expérimentation.

Conclusion du chapitre

L’étude expérimentale a permis de montrer que le comportement vibratoire de la mousse A
suite a un essai de vibrations entretenues de type sinus fixe est un comportement non linéaire
qui dépend de I’amplitude d’excitation et du niveau de compression initiale.

Une étude de I’influence des conditions de sollicitations en particulier de 1’amplitude
d’excitation et du niveau de compression initiale sur le rapport FEAT (niveau de vibrations
transmises par la mousse / niveau de vibrations d’excitation) a été menée dans ce chapitre.

Cette étude a permis de déduire que plus le niveau de compression initiale augmente, moins
I’influence de 1’amplitude d’excitation sur la réponse fréquentielle devient importante.
D’autre part, les fréquences de résonance et de coupure du rapport FEAT diminuent lorsque
I'amplitude d'excitation augmente.

Dans ce chapitre, il a été montré que le pouvoir d’atténuation des vibrations de la mousse
dépend de la fréquence d’excitation, de I’amplitude d’excitation ainsi que de 1’état de
compression quasi-statique initiale donné par la masse de 1’occupant. Ainsi, le choix de la
mousse de polyuréthane pour une application donnée doit étre précédé d’une étude statistique
des conditions de sollicitations (la bande de fréquence dominante d’excitation, les niveaux
d’excitation fortement probables, etc.).

L’étude expérimentale nous a permis de déterminer expérimentalement les diagrammes de
BODE de la fonction ‘raideur dynamique’. Il a été montré dans ce chapitre que la mousse de
polyuréthane présente une pente initiale du spectre de gain de la fonction ‘raideur dynamique’
non nulle (positive), contrairement a la plupart des systémes ordinaires.

I1 a été montré que le modele a mémoire entier linéaire développé dans ce chapitre ne permet
pas de reconstruire 1’allure asymptotique du spectre de gain.

Des modifications ont été apportées a la fonction ‘raideur dynamique’ donnée par le modéle a
mémoire entier linéaire. Ces modifications nous ont permis de déterminer une fonction de
transfert (fonction analytique de ‘raideur dynamique’) dont les parametres sont quasiment
invariants en fonction des conditions de sollicitation.
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La fonction analytique de ‘raideur dynamique’ développée dans ce chapitre sera utile par
exemple lors du contrdle des vibrations transmises aux occupants des sieges de voitures et
lors de la conception de ce qu’on appelle aujourd’hui * les sieges intelligents’.
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Conclusion générale et perspectives

» Conclusion générale

En raison de I'utilisation quotidienne de moyen de transport (voiture, train, avion,...), nous
sommes amené a utiliser divers moyens d’assises. Les systémes d’assises modernes sont
systématiquement constitués, au moins partiellement, d’une partie réalisée en mousse de
polyuréthane qui nous apporte soutien et confort.

Selon les modes de transport, les sollicitations appliquées a la mousse seront variées : statique
a ’arrét, quasi-statique lors de I’assise, dynamique lors de déplacement de la voiture.

L’objectif de ce travail est de comprendre le comportement de la mousse de polyuréthane en
fonction des sollicitations auxquelles elle peut étre soumise.

Pour cela, nous avons séparé notre travail en plusieurs parties. Dans un premier temps nous
avons réalisé une analyse bibliographique afin de faire le point sur les travaux existants. Puis
nous avons analysé le comportement quasi-statique de la mousse lors d’un essai de
compression/décompression, ce qui nous a permis de mettre en place une modélisation
originale et pertinente. Enfin, nous avons étendu nos travaux de la quasi-statique vers la
dynamique, la aussi en proposant une modélisation originale.

Dans la partie bibliographie, nous avons d’abord mis en évidence les caractéristiques physico-
chimiques de la mousse de polyuréthane ainsi que certains parametres qui ont une influence
sur le comportement mécanique.

Une synthese des différents types d’essais couramment conduits nous a permis de choisir
ceux qui reproduisent les sollicitations principales observées dans le siege.

Une analyse de différents types de modeles, plutdt centrée sur I’approche macro-mécanique,
nous a permis, apres avoir comparé leurs qualités et leurs défauts, de choisir les modeles a
mémoire pour la modélisation du comportement des mousses de polyuréthane.

Enfin, nous avons comparé les méthodes d’identification des parametres des modeles a
mémoire et nous avons présenté une syntheése sur les méthodes d’optimisation comme outil
nécessaire a I’identification.

Dans la partie quasi-statique de ce travail, nous nous sommes basé tout d’abord sur une étude
expérimentale assurée par des essais de compression/décompression unidirectionnels. Ces
essais nous ont permis de mettre en évidence le comportement a la fois viscoélastique et
¢lastique non linéaire de différentes mousses de polyuréthane.

Nous avons €galement pu mettre en évidence la limite entre quasi-statique et dynamique pour
les différentes mousses étudiées en faisant varier les vitesses de déformation.
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Nous avons alors réussi a mettre en place deux modeles @ mémoire permettant de simuler le
comportement de nos mousses. Ces modeles présentent ’originalité¢ de caractériser le
comportement grace a des parametres adimensionnels quasiment constants et indépendant des
vitesses de déformation.

Nous avons montré que le modele a mémoire fractionnaire permet de reconstruire fidelement
le comportement élastique non linéaire, contrairement au modele a mémoire entier. En
revanche, ce dernier permet une identification plus rapide de ces parameétres, et a pu étre
généralisé a nos différents types de mousses.

Pour I’étude dynamique de nos mousses, nous avons d’abord ét€¢ amené a concevoir, réaliser
et utiliser un dispositif d’essai innovent permettant de réaliser des essais unidirectionnels de
type ‘masse libre’. Ces essais nous ont permis de mettre en place le rapport entre le niveau
vibratoire transmis et celui d’excitation, rapport que nous avons appelé rapport FEAT .

L’étude du rapport FEAT , nous a permis de dégager 1’influence du taux de compression
initiale et de I’amplitude d’excitation sur la réponse fréquentielle de la mousse, réponse dont
nous avons montré qu’elle est non linéaire.

Nous avons pu également extraire les fréquences de résonance de la mousse ¢tudiée et surtout
ses fréquences de coupures a partir desquelles elle présente un pouvoir d’atténuation de
vibrations, ce qui est important pour le confort.

Nous avons enfin mis en place un modele & mémoire entier dont les parametres ont été
identifiés a partir de la fonction ‘raideur dynamique’ représentée sous la forme de diagrammes
de BODE. Cette raideur dynamique a été expérimentalement déterminée grace aux essais
réalisés.

Les parameétres du modeéle présentent I’originalité d’étre quasiment invariants en fonction des
conditions de sollicitations (amplitude d’excitation, niveau de compression initiale).

Ce modele permettra d’offrir aux concepteurs un outil de prévision des niveaux vibratoires
transmis a I’occupant quelles que soient les conditions de sollicitations.

> Perspectives

La généralisation des modeles a d’autres types de mousses semble étre une perspective
intéressante, que ce soit pour le modele a mémoire fractionnaire en quasi-statique ou pour le
modele a mémoire entier en dynamique.

Pour affirmer que les parametres adimensionnels (en quasi-statique ou en dynamique) sont
des parametres propres aux matériaux, il faudra considérer d’autres formes de mousses et des
dimensions variables. Il sera également intéressant de réaliser une étude de sensibilité des ces
parametres.

La modélisation de I’effet de Mullins constitue une perspective de travail intéressante, ceci
permettra la modélisation du comportement de mousses en 4™ cycle et ensuite la
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Conclusion générale et perspectives

comparaison des parametres des différentes mousses ainsi que leurs pouvoirs d’absorbation
de I’énergie de déformation, élément essentiel dans la caractérisation du confort quasi-
statique.

Pour poursuivre 1’étude dynamique, il faudra évaluer la fonction ‘raideur dynamique’ sur
d’autres types de sollicitations telles que le sinus balayé et les vibrations aléatoires.

Enfin, I’application d’un modele a mémoire fractionnaire en dynamique nous semble une
méthode qui permettra d’améliorer la reconstruction de la fonction ‘raideur dynamique’.
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Annexe A. La force viscoélastique et de la différence de force entre la charge et la décharge

Annexe A : Expressions analytiques de la force
viscoélastique et de la différence de force entre la charge et
la décharge pendant le premier cycle d’un essai de
compression/décompression quasi-statique

Introduction

Nous présenterons dans cet annexe un développement détaillé des expressions analytiques de
la force viscoélastique et de la différence de force entre la charge et la décharge pendant le
premier cycle d’un essai de compression/décompression quasi-statique. Ces expressions sont
¢tablies afin de décrire le comportement quasi-statique de la mousse de polyuréthane a travers
des modeles a mémoire.

Les modeles a mémoire qui ont €té considérés lors de 1’étude quasi-statique du comportement
de la mousse de polyuréthane (chapitre II) sont le modéle & mémoire entier généralisé, le
mod¢le a mémoire entier et le modele a mémoire fractionnaire. De ce fait, I’annexe A
comporte trois parties:

e une premiere partie pour le développement et I’analyse des ‘Expressions analytiques
de la force viscoélastique et de la différence de force entre la charge et la décharge
pour le modéle a mémoire entier généralisé’,

e une deuxieme partie dans laquelle on déduira les ‘Expressions analytiques de la force
viscoélastique et de la différence de force entre charge et décharge pour le modéle a
mémoire entier’,

e une troisieme partie intitulée ‘Expressions analytiques de la force viscoélastique et de
la différence de force entre charge et décharge pour le modéle a mémoire
fractionnaire’.
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Nomenclature d’annexe A

Symboles  Unités Définitions
t (sec) Temps
T (sec) Période d’un cycle de compression/décompression
x (m) Déplacement
€ x (m m") Déformation maximale
F (N) Force globale de la mousse
E, N) Force viscoélastique
F. N) Force élastique (force du ressort non linéaire)
ES (N) Force élastique globale
k, (Nm™) Raideur élastique d’ordre i
o (sec™) Nombre complexe représentant le /" mode viscoélastique
o (sec™) Nombre complexe représentant le mode viscoélastique pendant la phase de
charge @
o (sec) Nombre complexe représentant le mode viscoélastique pendant la phase de
décharge @
a (Nm'sec’) Nombre complexe indiquant le /* résidu viscoélastique
’ 1 g Nombre complexe indiquant le résidu viscoélastique pendant la phase de charge
a (Nm”sec’) 3
oL 4. 1 Nombre complexe indiquant le résidu viscoélastique pendant la phase de
a (Nm™sec™) ) 3)
décharge
b (sec™h) Inverse du temps de relaxation
a4 Nombre réel représentant la contribution du terme proportionnel au déplacement
¢ (Nm” sec™) e . @)
dans la force viscoélastique.
4 p1, Nombre réel représentant la contribution du terme fractionnaire dans la force
¢, (Nm“sec™) . = | 2
viscoélastique.
B Ordre de la dérivation fractionnaire
Re(f) Partie réelle de la fonction f
Im( /) Partie imaginaire de la fonction f
P Nombre de modes viscoélastiques
n n=E(f)+1 avec E : la partie entiere
,
I'(g, f) Fonction Gamma incompléte définie par:I'(g, /) = J ¢7'e"dr ; g>0and fe R
0
I'(g) Fonction Gamma définie par I'(g) = J ¢'edr 5 g>0

0

M
)
(3)

: modéle a mémoire entier.
: modele a mémoire fractionnaire.
: modele a mémoire entier généralisé.
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A.1 Expressions analytiques de la force viscoélastique et de la
différence de force entre la charge et la décharge pour le modéle a
mémoire entier généralisé

A.1.1  Expression analytique de la force viscoélastique (modéle a
mémoire entier généralisé)

Dans le cas du modéle a mémoire entier généralisé, la force viscoélastique est donnée par
I’équation A-1.

t 2 .
IZalLe_q (t_T)x(T) dr site [0,%}
0i=1

Fe(0)=4T (A1)
J‘Zall‘e o dT+JZaUL o’ x(7)dr site {z T}
0 i=l T i=l 2

2

On note dans cette section X =[X" X“] le vecteur des paramétres viscoélastiques

dimensionnels du modele a mémoire entier généralisé.

Le vecteur X“ = [Re(aL ),Im(aL ),Re(aL),Im(aL )J est le vecteur de paramétres viscoélastiques

pendant la phase de charge.
Le vecteur X [Re( ),Im(aUL),Re( ) Im( )Jregroupe les parameétres viscoélastiques
pendant la phase de décharge.

Lors d’un essai de compression/décompression unidirectionnel a vitesse constante, le

déplacement pendant le premier cycle est gouverné par x(¢)=z¢ +d tel que :

(z.d) :(2M,oj site [0,1}
T 2

(z,d)= _28_ maxl(),zg Iy site _j,T
T max 2

Dans le but d’établir un développement plus général de 1’équation A-1 qui permet de
simplifier par la suite la programmation, nous considérons une fonction Fun, définie par :

~

1 2
Za e ZT+d)d (A-3)
i=1

0

Fung (to,tl,tz,z,d,X )

'—.

~

avec X’ =[Re(alf ).Im(e’),Re(q,"), Im(a,’ )J et (a,,a,) respectivement les conjugués

de(a, o).
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En utilisant la fonction Fun, , I’expression analytique de la force viscoélastique dans le cas

d’un modele a mémoire entier généralisé devient donnée par I’équation A-4.

un, [0,:,:,2M,0,XLJ site [o,
T

N |

FE (t): Fung [O,g,t,ZgL;j(lo,O,XL] - (A-4)

T
site|—,T
[2 i

maxlo’

T e .1
+Fung | —,t,t,-2-220 2g xUL
2 T

Comme elle montre [’équation A-4, il suffit de programmer sur MATLAB la
fonction Fun, donnée par I’équation A-3 puis I’appeler tout en remplagant a chaque fois ses

variables d’entrée.

Pour assurer la précision lors de calcul de la force viscoélastique en minimisant le temps de
calcul, il faut implémenter le développement réel de 1’équation A-1 et par conséquence le
développement réel de la fonction Fun, .

Le développement de la fonction Fun,(équation A-5) donne lieu a trois fonctions

x2tyo x2tyo X2ty

(Fun (t t X’) Fun (t t X’) Fun (t t X’)) définies par I’équation A-6.

~

;2
Fung(to,tl,tz,z,d,X ) Za e zr+d)d

i=1
0

2
Zal].[e zT+d)d

~

2 L 2 L
c j s J
=z Zaije a'tzj.e“’r’rd’r +d Za/e 'X'tzj‘eafrdr

i=1 , i=l t,

ot

2 a/t |
S T i 1 e’

=z| Y ale ™" {—.ea‘r] ——I e*dr +d§ al 2{—}

J J
t a =1 % t,

J 2
a: j a: i
Z 1 o’ (t,—t,) Z i ol (t,—t,)
_te i 1 2/ _t e i 0 2
J 1 J 0

i=1 & i=1 2 ol witioy &Bal -
=z 2 ) +d Z;eQ(tl tz)_z_l.eaf(tn tz)
Zzl il L] e i il L e i=1 o =1 o
+Yal|— | e = al | —
o = '\ o
i=1 1
Funl(tl,tz,Xj)—Funl(to,tz,Xj)

=z +Fun, (19,1, X7 ) = Funy (1,65, X7 ) +d(Fun3(t1,t2,Xf)—Fun3(to,tz,Xj)) (A-5)
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2 J J

a: J(t — a: I (¢ —

Funl(tx,ty,)(L) E Sy e (=) Z2Re —’j t.e” )
i=] O; (24

i

2 2
2
{1 I {1 J
Funz(tx,ty,XL) E aj [—J %) Z9Re aj E_]J e () (A-6)

xsty>

2 J Nt — ] iy _
Fun3(l‘ t XL) Za—l_eal(tx t")zzReEa_l_eaI(tx t;’)}

A partir des équations A-5 et A-6, on déduit que pour déterminer le développement réel de la

xsty> xsty> xs>ty»

fonction Fun, il faut calculer les fonctionsFunl(t t,, X ) Funz(t t,, X )etFun3(t t, Xt )

Le développement réel de la fonction Fun, (tx,ty,X f) est donné par I’équation A-7.

al i
Funl(tx,ty,XL)—ZRe[aj % ’J')J

1

=2Re Xj,(3)+in:(4) +ix(2))(,~t,)
X7 (1)+iX/ (2)

=2Re Xj_(3)+inj(4)txeX/(])(tvx_ty) COS(Xj(%)(tx_ty)) (A-7)
X/ (1)+iX’(2) +iSin(XJ(2)(tx—ty))

J j _

X

—A2) sin(xf (2), —ty))

X)X B)+X(2)X7(4) oy X (XT(4)-X(2)X7(3)
(x' () +(x/(2)) (x/ (1) +(x7 (2))

avec Al =

En comparant I’expression de la fonction Fun, et celle de la fonction Fun,, on peut déduire le

développement réel de la fonction Fun, (tx,ty,X / ) (équation A-8).

J J _
Funy (1.1, X" )=2e™ (1) . " o (.Z)UX ) (A-8)
—A2/ sin( X7 (2) (¢, -1,))

L’équation A-9 présente le développement réel de la fonction Fun, (tx,ty,X / ) .
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2
Fun, =2Re| a/ L % (1)
o

X7 (3)+iX7 (4)
(x/ (1))2 —(Xf(z))2 +2ix7 (1) X7 (2)

—9Re X (10)+iX7(2))t,~,)

o

, , (A-9)
(X7 (3)+ix/ (4)) e T feos( a7 (2) (2, —1,))
=2Re

(Xf(l))2 _(Xf(2))2+2in(1)Xj(2) +isin( X7 (2) (1, =1,)

J J _
[ o)

— A4 sin(Xj(2)(tx —ty))

43 = (/) = (X (2))') X7 (3)+2X7 (1) X (2) X7 (4)

avec (27 (1 + 2 (2))
44 = (X () =(x7 () )&/ (4)-2x7 ()7 (2) ¥ (3)

(/1) +x7(2)°)
Pour déterminer le développement réel de la fonction Fun, (équation A-10), il suffit de

remplacer les expressions des fonctions Fun,, Fun, et Fun,, données respectivement par les
équations A-7, A-9 et A-8, dans I’équation A-S.

L2 .
Fun, (to,tl,tz,z,d,Xj) = J‘Zal-je_a’,(tz_r) (zt+d)dt

% =1

2te

x| 2 cos(X ()0 -22)) gy et) AV cos(X (2) (10 -1,))
)

— 427 sin( X7 (2)(1 -1, —42sin( X7 (2)(tg ~1,))

| | e[ eos(X @l -2)

j 437 cos( X7 (2)(n 1))
X (6t
A4/ sin( X7 (2)(t9 - 1)) 44/ sin( X7 (2)(1 - 1))
AV cos(Xj (2)(4 —tz))

+d| 25 0t) e ) AV COS(XJ(2)(f0—12))
A2 sin( X7 (2)(1~1,)) —42/sin( X7 (2)(1p-1,)

) (Z(A3j—tOAl-i)—dAlj)cos(X-’(Z)(tO—tz))
A0

_(Z(A4f _zOAzf)—dAz-’)sin(Xf (2)( —tz)) (A-10)

X7 (1)(t,-1,) (Z(A3j _tlAlj)_dAlj)Cos(Xj (2)(t1 _tZ))

_(Z(A4j —t1A2j)—dA2j)sin(Xj (2)(4 _tz))

—2e
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Les équations A-10 et A-4 permettent de déduire la forme réelle de 1’expression analytique
de la force viscoélastique donnée par le modele a mémoire entier généralisé pendant le
premier cycle d’un essai de compression/décompression quasi-statique (équation A-11).

de_ | . T
%XO(FSL (z,A3L,A4L)_F1L (t)) site {O,E}

T T T
Roy=t,, | (et )=t ([ 2) e (D)t (3
0

max

: wie[L.1]
(2 2o

2 2 2

(A-11)

FI ()= 4 147 5 B (1)= 47 -4y’

Fy (1,5,,8,)=e X1 (51 cos( X7 (2)¢)+ S, sin( X (2);))
j=L ou UL

A.1.2  Expression analytique de la différence de force entre la charge
et la décharge (modele a mémoire entier généralisé)

Lors d’un essai de compression/décompression multi-cycles a vitesses de charge et de
décharge constantes et égales, la réponse déplacement est présentée par un triangle isocele
pendant chaque cycle (Fig. A-1).

la représentation temporelle du déplacement
T T T

T
acquisition temps déplacement
vitesse déformation = 5.34 107 ||

Tenm

1200

ten sec

Figure A-1. Représentation temporelle du déplacement de l1a mousse pendant un essai de
compression/décompression multi-cycles.

Dans ce cas, les instants(tl,j,tzvj) correspondants a la méme valeur de déplacement x, pendant

e

respectivement la phase de charge et la phase de décharge du j* cycle sont reliés

par I’équation A-12.

L=t +lh,;~h, (A-12)

avec (toﬁj,t_ /.’j) les instants respectivement de début et de fin du j* cycle.
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Pendant le premier cycle I’instant ¢, est égal a zéro alors que I’instant ¢, est €gal a la période

du cycleT . Ainsi, I’équation A-12 devient donnée par I’équation A-13 pendant le premier
cycle.

t, =T—t

11

(A-13)

A partir de I’équation A-11, on peut déduire les expressions analytiques de la force

viscoé€lastique pendant la phase de charge a I’instant ¢, (£, (tl,l) , équation A-14) et pendant

la phase de décharge a I'instant ¢,, (F(t,,), équation A-15).

ATIIE Yl

(75" (1, 43", 44" )= B (1)) (A-14)

L Ty .o(T (T
FsL(fz,laA3LaA4L)—Fs ((&,1‘5 pa 5 F 5

Fd (tz,l) — 4€max10 (A-IS)

ve
(e

A partir des équations A-13, A-14 et A-15, on peut établir ’expression analytique de la
différence de force entre la charge et la décharge donnée par le modéle a mémoire entier
pendant le premier cycle (équation A-16).

8Fy () =F (1) ~FY (th1)=Fg (1) ~FY (T-1,)

(F5* (0 43", 44" )= R (1))

ot [ttt  ) )

(PGS

‘F3UL (tl,l ) ‘FlL (tl,l)

"'FSL(fl,laA3L,A4L)—F5L(T—ZU,A3L,A4L)

_ 4gmax10 . T
(L) (D)e(D)  pweod]
2 2 2 (A-16)
] T (T (T
sRUL Ly ,FULKJ,FLL[j
5 [{ 2 1.1) 3 2 4 2

-
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A.2 Expressions analytiques de la force viscoélastique et de la
différence de force entre charge et décharge pour le modéle a
mémoire entier

Le modele a mémoire entier est un cas particulier du modele a mémoire entier généralisé. En
fait, les parameétres viscoélastiques pendant les phases de charge et décharge sont similaires
pour le modele a mémoire entier alors qu’ils sont différents pour le mémoire entier généralisé.
Ainsi, on déduit les relations données par I’équation A-17 pour le modele a mémoire entier.

xt=x"=x

Al = 4iVP=A1 ; 2L =2 =42

A3t = 43V =A3 ; 44l = 44V = g4

RH0= R (0)=R (1) 5 ()= R ()= () 1
B =B (0)=B(0) « B 0)=E ()= ()

F"(1,5,,8,) = 5" (1.5,,8,) = F5(1.51,5,)

A.2.1 Expression analytique de la force viscoélastique (modele a
mémoire entier)

A partir des équations A-11 et A-17, on <dtablit ’expression analytique de la force
viscoélastique donnée par le modele a mémoire entier pendant le premier cycle d’un essai de
compression/décompression quasi-statique (équation A-18).

%m_;IXZO(FS(z,A?;,A4)—Fi(t)) site [0,%

Fve(r)=%m_mFs(r,Az,A4>—@[(r—§j,Fl@,Fz@j L

R

%lo(e)((l)l (A3cos(X(2)1)+ Adsin( X(2)1)) (4 —tAl)) site [Qﬂ

1
N |

¢ MW" (3cos( X (2)1) + Adsin( X (2)1))+(A3+(T 1) 41)

48_mTaX,0 _e—X(l)(fjJ (( e g Aljcos( X(z)(t_gj}r( A4_§ A2jsin[X(2)(t—§Dj site BT}
_e_x(l)[’Tj (( A3+§ Aljcos( X(z)(t_gDJ{AugAzjsin(X (2)(t_§D]

(A-18)
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A.2.2 Expression analytique de la différence de force entre la charge
et la décharge (modéle a mémoire entier)

Les équations A-16 et A-17 permettent de déterminer 1’expression analytique de la différence
de force entre la charge et la décharge du modele a mémoire entier pendant le premier cycle
d’un essai de compression/ décompression quasi-statique. Cette expression est donnée par
I’équation (équation A-19).

-F (’1,1 ) -F* (’1,1)

+F5" (tu ,A3L,A4L)— Fy* (T—tlﬁl,A3L,A4L)

_ 4gmax10
OF ()= T | +F [(%‘ N j’FiL (gj’FzL (%)]

4o Xy (A3COS(X(2)[1,1)+ A4sin(X(2)fL1))

e _ X)) (A3cos(X(2)(T—zl_,1))+ A4sin(X(2)(T—zM)))

max

7 o ()
+e_X(l)(§_tH) (( A3 +g Aljcos[ X(2)(§—tu D+ (A4+§A2jsin [X (Z)G—tl,lm

24,
+e X0 (A3cos(X(2)tm)+ A4Sin(X(2)tlJ ))

max

:u _e—x(l)(T—lu) (A3COS(X(2)(T_Z1,1 ))+ A4sin(X(2)(T_fL1 )))

(A-19)
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A.3 Expressions analytiques de la force viscoélastique et de la
différence de force entre la charge et l1a décharge pour le modéle a
mémoire fractionnaire

A.3.1 Expression analytique de la force viscoélastique (modéle a
mémoire fractionnaire)

Pour le modele a mémoire fractionnaire, la force viscoélastique dérive d’une équation
comportant une dérivation non enti¢re (équation A-20),

dﬁx(t)

dr’

dr,, (1)
dt

+bF,, (t)=cx(t)+c, tel que S non entier (A-20)
On note f(¢)la  fonction seconde membre de I’équation A-20, donnée

d’x(t . o
par f(¢)=cx(1)+c, djﬁg ) On déduit que I’équation A-20 n’est qu’une modélisation

mathématique d’un systéme de premier ordre (équation A-21) dont I’entrée est la fonction
second membre /() alors que la sortie est la force viscoélastique F, (7).

LD o (1)= 10 (a-21)

Dans le cas d’un essai de compression décompression quasi-statique la force

T e dE (1 .y . . .
viscoélastique F,, (1) et sa dérivé %premlere sont nulles a =0 d’ou la solution de
t

I’équation A-21 est donnée par un produit de convolution (équation A-22).
t
Fo()=[e" ) f(z)az (A-22)
0

A partir de 1I’équation A-22, on déduit que I’établissement de 1’expression analytique
développée de la force viscoélastique pendant le premier cycle nécessite le calcul de la
fonction second membre /(7). La grande difficulté est située au niveau de calcul de la

dﬁx(t).

dérivation non entier c'est-a-dire au niveau du terme 7
t

d’x(t)

dt’

Pour calculer le terme on utilise la définition de Riemann Liouville (équation A-23)

utilisée dans la littérature pour calculer la dérivation fractionnaire (réf).
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di?  T(n=p)| a"

avec n=E(B)+1 tel que E(p)est la partie entier de S .

dPx(t) 1 [d” [ jx(r) (1= d,D (A-23)

t
Soit une généralisation de I’intégrale Ix(r) (t- r)"_ﬁ ~! dr donnée par :
0

~

1

Ity sty ty,2,w) = [(z2+ W) (1, - 7)" P dx (A-24)

~
5

,, o [l ()
Sachant quet{f(tz—f) d _(y+1)(7+2)[—(t2—tl)y“((7+1)t1+tz)

et(n—B—-1)=y, on peut déterminer le développement de la fonction /(z,t,t,,z,w) (équation
A-25).

Jtel queyest non entier

~

1 tl tl
I(t9.11,ty,z,w) = | (zz+ w)(1, —7)"_ﬂ_] dz'=zj.z'(t2 ~7)’dr+ Wj.(l‘z ~7)’dr

~

t t

_ z (lz—lo)yﬂ((?’ﬂ)’oﬂz) +L[ y+1}fz‘fo
(D) +2) (6 =) (y+ 1) +1,) | 7+] L
z (tz—to)n_ﬂ((”—ﬂ)toﬂz) w [ (2=1)"
(n=B)(n=B+)| —(t, -1} ((n- Bt +1,) +—ﬂ{—(t2—t1)n_ﬁJ
z D2(t,,ty,n— f) w [ Dl(ty,ty,n—f)
:(”‘ﬁ)(”‘ﬂH)[—Dz(fzafla”—ﬂ)}L”‘ﬂ{—Dl(’za’b”—ﬂ)J
A)=(t-t,) (A, +1) et DI(t,t,,4) =(t—1,)" .

sbxo

0 0

(A-25)

avec D2(t,t

shxo

Dans le cas ouz, =¢,, la fonction/ est donnée par I’équation A-26. Cependant dans le cas

particulier ou ¢, =¢ la fonction / est donnée par I’équation A-27.

I(tz’tl’tz’z’w)z(n—ﬂ)(_nz—ﬂ+1)Dz(tz’tl’n_ﬁ)+n_—W,BDl(tz’tl’n_’B) (A-26)
I(to,tz,tz,z,w)=(n_ﬁ)(i_ﬂ_H)D2(t2,t0,n—ﬂ)+ niVﬂDl(tz,tO,n—ﬂ) (A-27)

SoitS=¢—¢_, on montre que les dérivations n°"¢ des fonctions Di(t,t,,A) et D2(t,t,,A)par

X sbxos sbxos

rapport a ¢ sont donnés respectivement par les équations A-28 et A-29.

dn(Djttr:tx,/i)) =(ﬁ(i—i)}(l—tx)l_n (A-28)
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(/?’+1)tx (ﬁ(ﬂ’_i)}(t_tx )/1—”

d" (D2(t,t,,4)) _ i=0 (A-29)
“ +[ﬁ(ﬂ+1—i)](t—tx)/m_n
i=0

La démonstration de I’équation A-28 est détaillée dans la démarche suivante :

d(DI(t,t,4) d(t=1,)" as*ds _ds*

— — — =ﬂ«Sﬂ_l
dt dt das dt ds
d" N (Di(t,t.,A n-lgA (n=2
( (]x ))=d S] =[H(ﬂ—i)]5’1_n+]
dr" ds" i
dn—lsﬂ n—2 ) Aentl
d d H(/I—l) S
d" (D1(1,t,,2)) ( ds"! j [[i:O ] {n—l (] -
- = = =(TT(A-0) (s =| [T(2-i) |(t-¢.)
dt ds ds i=0 i=0
(A-30)
La démonstration de I’équation A-29 est détaillée dans la démarche suivante :
n A n A
a7 (D2(ey,2)) A" (=0 (e +0)) (=0 (A4 D)1+ (1-1,)
dt" - dr" - dt"
d”((f—’x)ﬂ) d" (D1(1,t,,2)) ol . A-n | (A-31
(A1), —— (A1) — P (A | TT(A=0) ((e=2)7" [(A-31)
_ dt" _ dr" _ i=0
n A+ n n—1
K ((1=1)*") 4" (DIt 441)) +[H(ﬁ+1—i)}(t—tx)/l+l_n
dtn dtn =0

A partir des équations A-28 et A-29, il devient possible de calculer la dérivation n®™ de la

fonction (¢,t,t,,z,w) par rapport a ¢, équation A-32.
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d"(D2(1y,t9,n - ) d" (D1(ty,19,n— B))
d" (1(tg,11:t5.2,w)) _ - dt,” LW "
dt," (n=B)(n-pB+1) d" (D2(ty,t,,n— f3)) n-p d"(D1(ty,t;,n— B))
dt," dty"
n—1
(n=B+1)t, {H(”—ﬁ—i)j(tz ) )_ﬁ
=0

+[ﬁ(n—ﬂ+1—i>J<rz—to)‘ﬂ“ [

i=0

(n=p)(n=p+1) (n_ml),{ﬁ(n_ﬂ_i)](tz_tl)—ﬂ i —._l(n—ﬂ—i)j(tz—tl)_ﬂ

i=0

+[ﬁ(n—ﬁ+l—i)](t2 —y) P

i=0

(A-32)

Les dérivations n“"® de la fonction/ dans les cas particuliers ¢ =¢, et ¢, =¢, doivent étre
1 2 2 0

calculées a partir des équations A-26 et A-27.

La dérivation n®" de la fonction 7(t,,1,t,,z,w) est donnée par :

) (n—ﬂ+1)tl[ﬁ(n—ﬁ—i)J(f2—tl)_ﬂ
d”(l(&;;z,z,w>)= (n=B)(n=p+1) +[§(n—ﬂ+l—i)J(tz—n)_ﬂ+] (A-33)
+n__w [ﬁ(”—ﬂ—i)j(’z‘fl)_ﬁ

Lorsquet, =t,, la dérivation n“" de la fonction I devient donnée par :

(n—ﬂ+1)’o(ﬁ(”—ﬂ—i)J(f2_’0)_ﬁ
dn(l(to;,z;,tz’z’W))z (n=p)(n=B+1) {Iij(n_ﬂﬂ—i)}(tz—to)_ﬁﬂ (A-34)
75 ffe-se”

On rappelle que lors d’un essai de compression/décompression a vitesse constante, le

déplacement est gouverné parx(¢)=z¢+w. Pour le premier cycle, le couple(z,w) prend deux
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dﬂx(t)

at?

valeurs différentes (équation A-2). De ce fait, la fonction présente deux expressions

différentes lors du premier cycle (équation A-35).

1 d" (¢ 2e,.,, A . T
w " (}[( T lofj(t T) dT] S1 lE|:0,2j|

d (—28‘“” lorj(t —7)"ar

~—

dﬂx(t
L a3 T
dt 1 T
L i te[—,T}
2

d"| ¢ 2e,.. s
+ l(—Tmalor+2£maxloj(t—T) ar
2

S o | N

dt"

_1 |4 I(O,t,t,zgﬂzo,oj site{O,Z}
L(n—p)\ dt" T 2

d’x(t "
X( ) = d I O,Z,t, 28max 1070
dt’ 1 dr" 277 T

} T
C(n-p)| (a" (T 2 Slte[?T}
+ I\ —,t,t,— Eman 10,2£maxloj
d 2 T

) n—1
! r ( (n—,B+1—i)jt_ﬁ+l site [0,%}

i=0

_ 2oy (A-35)
I ( (n—ﬂ+1—i)jt‘””
_1 = A)n=p+D) site{ZT}
I(n-p) 4e, ; » >
T 0 n—1 . . T
(n—ﬂ)(n—ﬁ+1)[,=o( pr )j(t j

26, ..
T 0 -p+1 . |: T:|
_r te|0,—
d’x(t) _|T(2-B) > 2] (a36)

B
dt 1 28 1 pn A€ "™ . T
T - - — site|—,T
r2-g) r1 T 2 2

A partir de ’équation A-36, On déduit par la suite I’expression analytique développée de la
fonction  seconde  membre f(7) pendant le  premier cycle dun essai de

compression/décompression quasi-statique (équation A-37)
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Gire sire 0]
2¢ r(2-4) 2

(cl (T-1) +ﬁ[fﬂ+l —2(1‘ -gj_ﬂﬂn site ET}

En remplacant I’expression de f'(¢), donnée par 1’équation A-37, dans I’équation A-22, on

déduit que I’expression analytique de la force viscoélastique pour le modele a mémoire
fractionnaire devient donnée par :

2 .. [ ¢ . T
IOT b—lz(bt—l)+A(t)) si OStSE
F,(1)= ~ S (b(t-T)-1) (A-38)
lozgﬂ b’ si zStS T
T +A(t)—2A(t—§) 2

G F(2—ﬂ,—bt) bt
r2-p) (=" '

La démonstration de I’équation A-38 est détaillée dans la démarche suivante :

avec A(f) = (;—‘2

t

F,(t)=[e" ™ f(z)dr

0

c 2€max [ —o\1—7 _ﬁ+1 . r
Fve(t)leo-([e b( )(clr-i— c, (2 ﬁ)J Site [O,Ej‘
T
2 Bit) —p+1
e "Nert+e d
) 2 { ( - _ﬁ)J T
Fv‘j(t):ﬁl Z ¢ (T-7) site[E,T}
t 7) B+l
A o)
2 re-s)° 2
c ngax —bt 0 T c eibt 0 -pB+1 bt . T
F:)e(t)leo ce b .[Z'eb d’Z'+1_‘(22—_ﬂIT A 'eb d’Z'J Site |:0,5:|
T T
2 —bt 2
jrel”d1+ jr'ﬂH dr
2-8)5,
Fi(t)= 22’:‘3" ol | ce b'jeb’(T 7)dr site {g,T}
T
+ 2
—bt t B+l
C2€ J’ehr Z.—,BH _2[T_Zj d,z.
(2-8)7
2

142



Annexe A. La force viscoélastique et de la différence de force entre la charge et la décharge

FC

ve

ve

()=

()=

max l
0

2¢€

max l
0

2€

max l
0

site [O,Z}
2

77 ()
a(-r)
DN (e T)a(e-1) sire| 57]
E 7 ()
) e
T Tl (O dJ weelo]
), J T _bf( Yo a
o J™ea
r(2-p) ()" _'ff( e || | siee[Zr]
(" e
-] e
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Fi(n) ==, %(tb—l)+{£—;+(_ © (2_ﬁ)F(—,B+1,—bt)]e”’J site{o,g}

r =T 1 =T
_ _cle—b(t—T) |:Z ebz’ :‘ ) _ |:E ebz’ :‘ )
2 2 )
(=2

ve

Si ZE|:£,Tj|
2

)

i +{b_12+<—b>ﬂ”r<z—ﬂ>

CCTeg) r(‘ﬁ ' 1"1’(“9);’(1_9

r(-pg+ 1,—bt)Je”’

C

F;,(z):%lo ?(tb_l)-{;_]z+(—b)'m;(2—ﬂ)r(_ﬂ+1’_bt)jeMJ si l‘€|:0,§:|

: s foemro(Zaon)e )

b2
R (1) =2,

ve

SI ZE{Z,T}
2

T . ©
b2 (_b)—ﬂ+2 F(z—ﬂ

N 2r<z—mr(’ﬂ ”"b(f‘gj}_w

)F(—ﬂ+ 1,—bt)}e’"

(1) = 2Emn | C gy | S G B+ 1bt) e | site|0.L
o) =2 S 1)+{b2+(_b)-ﬂ+zr(2_ Srpe bt>] J re|o7]
{F (b)—ﬁ+21_,(2 ﬂ)r(_ﬂ—i—l,_bZ)Jeﬂ

Fe(1) :26‘%]0 _2{%*' (—b)_ﬂ”ci“(z_ﬂ) F[—ﬂ+1,—b(t—§jjje_b(t_g site {gT}

(A-39)
Felo) =255k -1) 400 sive[o]

va(t)=2g%lo(A(t)—ZA((t—%D—%(b(z—T)—l)j siteE,T}

c, F(Z—ﬂ,—bt)
r(2-p) (-b)~

avec A(t) = (;—‘2 +
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A.3.1 Expression analytique de la différence de force entre la charge
et la décharge (modéle a mémoire fractionnaire)

Lors d’un essai de compression/décompression multi-cycles a vitesses de charge et de
décharge constantes et égales, la réponse déplacement est présentée par un triangle isocele
pendant chaque cycle (Fig. A-1). Pendant le premier cycle dun essai de
compression/décompression quasi-statique a vitesse constante, les

instants(thl,tzq, ) correspondants a la méme valeur de déplacement x, pendant respectivement

la phase de charge et la phase de décharge du j*™ cycle ont été montré reliés au début de ces
annexes par I’équation A-13.

t,=T-t, (A-13)

2,1

Pour le modele a mémoire fractionnaire 1’expression analytique de la différence de force entre
la charge et la décharge est donnée par :

th (tl,l): F, (tl,l)_ij (t2,1)

1
=F, (tl,l)_Ei (T_tl,l)
2¢€

(Se(o.0-1)+ 4(s,)
max lO

e
{2‘9%10 —2%+A(f1,1)—A(T"H)+2A[G_t”)D

— & S F(Z—ﬂ,—bt) —bt
avec A(t)_[b2+1“(2—,8) (—b)27ﬂ }e

(A-40)

Conclusion

Dans I’annexe A, les expressions analytiques de la force viscoélastique et de la différence de
force entre la charge et la décharge pour les modeles a mémoire entier généralisé, entier et
fractionnaire ont été développées et analysées.

Pour assurer la précision lors de calcul de la force viscoélastique et de la différence de force
entre la charge et la décharge en minimisant le temps de calcul, il a été présenté dans cette
annexe le développement réel des différentes expressions.

Nous avons déduit que seuls les parametres viscoélastiques figurent dans les différentes
expressions analytiques de la différence de force entre la charge et la décharge.
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Annexe B : Conditions thermodynamiques

Introduction

Les conditions thermodynamiques qui sont des conditions de causalité et de stabilité. Elles
découlent de I’inégalité de Clausius (Lion A. 1997).

Dans le cas quasi-statique, les conditions thermodynamiques sont déterminées en vérifiant
que les parties réelle et imaginaire de la transformation de Fourier de la réponse du modele a
une impulsion de Dirac, en négligeant les termes non linéaires, sont positives, quelle que soit
la fréquence.

Dans cette annexe, nous développerons les conditions thermodynamiques du modele a
mémoire entier et celles du modele & mémoire fractionnaire.

B.3 Conditions thermodynamiques du modele &4 mémoire entier

Nous rappelons que le modele a mémoire entier qui est donné par I’expression suivante:

2

M t
F(t)=F(1)+ F ()= kyx™ + J.Za,e*a’('*f)x(r)dr (B-1)
i=0 0 /=1
Pour le modele a mémoire entier, les parametres a identifier sont les parametres élastiques
(kyiir)._, ,, €t les parametres viscoélastiques (vecteur X =[Re(cx] ).Im (e ),Re(q,),Im(q, )] ). Ces
parametres doivent vérifier les conditions de causalit¢ et de stabilité¢ dites conditions

thermodynamiques (Lion A. 1997).

Les conditions thermodynamiques sont déterminées a partir de la fonction de

F(w)
(

transfert G(w) = %
)

en négligeant les termes non linéaires.

Si nous négligeons la partie non linéaire, 1’équation B-1 devient donnée par 1’équation
suivante :
L2
F(t)=kx+ J.Za,e_”’('_r)x(r)dr (B-2)
0 /=1

La transformée de Fourrier de I’équation B-2 permet d’établir I’expression suivante :

B () a, a, o) = k(jo+o)(jo+a,)+a(jot+a,)+a,(jo+a) "
Flo) (k1+ja)+0{1+ja)+aJX( ) ( (jo+a)(jo+a,) JX( )

(—kla)z +(k()((1)2 +X(2))+2(x (1) X (3)+ )((2))((4)))+]'(2X(1)k1 +2X(3))a))
) —o (X1 + X(2 )+ 22X (o @)

avec F(w)la transformée de Fourrier de la force F(¢).
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F(w)
X (@)

L’expression analytique de la fonction de transfert G(w) =

en négligeant les termes non
linéaires est donnée par I’équation B-4.

[—kla)2+(k1(X(l)2 +X(2)2)+2(X(1)X(3)+X(2)X(4)))]
F(w)

(X (k+2X(3))e

X (w) —a)2+(X(1)2+X(2)2)+j2X(1)a)

k@ + k(X (1) + X Z)J i
—o*+(X(1) +X(2
Lz( ()X(3)+ X (2)X(4) { oy ”)]

+j(2X(1)k +2X(3)) @ ~2x(e

(o7 +(x (1) + X(2))) +4x(1) &
[kla)4—kla)2(X(l)2+X(2)2) } {—kl(X(l)z+X(2)2)w2+k1(X(1)2+X(2)2)2J

207 (X (1) X (3)+ X (2) X(4)) #2(X (1) + X (2)") (X (1) X(3)+ X (2) X (4))

—j(2X ()k +2X(3)) &’ +i(X (1) + X (2 )(2X ()k +2X(3)) o

HjZX(l)klaf —j2X (1) (X (1) + X (2 ) @

+2X () (2X (1)k +2X(3)) @’
-4X ()(X(1)X(3)+X(2) X (4)) @ ] | ) J
)+

+

X(2))] +4x(1) o

(
kla)4 " —2(X(1)X(3)+X(2)X(4)) w’ +(X(1)2 +X(2)2)[
+2X (1)(2X (1) k +2X(3))
|

k(x(1) +x(2)) }

+2(X (1) X (3)+X(2)X(4))

+j(—2X(3)co3 +2(X(3)(X (1) + x(2))-2x (1) (X (1) X (3)+ X(2)X(4)))w)

2

(o + (X () + X (2))) +4x(1) @
(B-4)

A partir de I’équation B-4, on peut déduire les expressions analytiques des parties réelle
G, (o) (équation B-5) et imaginaire G, (@) (équation B-6) de la fonction G(w).
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2k (X (1) + x (2))
ko' +| -2(X (1) X (3)+X(2) X (4) |«
+2X (1)(2X (1)K +2X(3))

) (X (1) +x(2))

2(X (1) +x(2)")(X(1) X (3)+ X (2) X (4))
G (w)= . (B-5)
(- + (X (1) + x(2))) +4x(1)' &
2X(3)@ + ((X(1)2 +X(2))2X (3)-4X (1)(X (1) X (3)+ X(Z)X(4)))a)

G, ()= . (B-6)
(<o + (X (1) + x(2))) +4x(1) &

Les conditions thermodynamiques sont déterminées en vérifiant que les parties réelle et
imaginaire de G () sont positives pour toutes pulsations w>0. De ce fait, il faut assurer les
conditions suivantes :
lim G (®)20
w—)(? et+oo (B_7)
lim G,(w)20
w—0" et+oo

Au voisinage de0", les fonctions G,(w)et G,(w) sont équivalentes respectivement aux

expressions donnée par les équations B-8 et B-9.

(X (1) +x(2)° )+ 2(x (1) X (3)+ X (2) X (4))

lim G, (@) = : (B-8)
i (x () +x(2))
hmG(w)=2((X(1)2+X(2)2)X(3)—2X(1)(X(1)X(3)+X(2)X(4))) 9
o ()((1)2+)((2)2)2

Au voisinage de+e, les fonctions G,(w)et G,(w) sont équivalentes respectivement aux

expressions donnée par les équations B-10 et B-11.

4

lim G, (@)= k;)“j =k, (B-10)
—2X(3

lim G, (w)= X 0) (B-11)

W—>+oo In)

Il faut noter que la stabilité de la réponse viscoélastique exige un exponentiel décroissant et
donc la condition X (1)>0.
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A partir des équations B-7 a B-11, on déduit les conditions thermodynamiques du modele a
mémoire entier qui ont été résumées dans le tableau 9 du deuxi¢me chapitre.

Tableau 27. Conditions thermodynamiques du modele de mémoire entier (cas P=2).

Le vecteur des parameétres viscoélastiques a identifier : X = I:Re 1), Im ( 1),Re(a1),lm(al)]P=2

k20 X(3)<0 X(2)X(4)+X(1)X(3)<0 X(1)=0(stabilit¢ du comportement viscoélastique)
kl((X(l)z +X(2)2))+(X(2)X(4)+X(l)X(3))20

X (3)(x (1) + X (2)7) -2 (1)(X (2) X (4)+ X (1) X (3)) 2 0

B.2 Conditions thermodynamiques du modéle a mémoire
fractionnaire

Le modele a mémoire fractionnaire est donné par 1’expression suivante:

F(t)=F*(¢ ka, M FL (1) (B-12)

i=0

avec F, (¢) la force viscoélastique déterminée a partir de 1’équation différentielle suivante :

dr, (1)

dﬁx(t) )
+bF,, (1) =¢x(t)+c, 7 tel que A non entier (B-13)

Les parametres a identifier pour le modele a mémoire fractionnaire sont les parametres
élastiques (k,,,,)_, ,, et les parametres viscoélastiques (vecteur X =[b, B,¢;,c,]).

F(o)
X(w

Si nous négligeons la partie non linéaire, la fonction de transfert G(w) = pour le modele

a mémoire fractionnaire est donnée par I’équation B-14.

¢ +c,d [cos (72[ ﬂ) + jsin (Z,BD

. \B
G(a))=k1+—c‘+62(]w) =k +
b+ jw b+ jw
kl(b2 + 602)+[c1 +c,d (cos(gﬂj+jsin(jﬂ)jj(b—ja))J
B b+

[klb2 +eb+ k@ +c,b cos(;r ﬂj @ +c,sin [72[ ﬂj wﬁ”)

+j (—clco+ czbsin[z ﬂ) o —c COS( ﬂ) wﬂﬂj

b+ o’
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(le(l)z +X(3) X (1)+ ko +X(4)X(1)COS[ZX(2)ij(2) +X(4)sin(72rX(2)ij(z)+lj

+j(—X(3)a)+ X(4)X(1)sin(72rX(2))wx(2) _X(4)COS(7;X(2))Q)X(2HJ

X() +w

G(w)=

=G, (w)+ jG, (o)
(B-14)
avec G, (o) la partie réelle de la fonction G(w) donnée par I’équation B-15 et G, (w) la partie

imaginaire donnée par 1I’équation B-16.

(kX (1)+Xx(3))Xx(1)

+ha +X(4)X(1)cos[’2fx(z)jwm)

G (w)= (B-15)

—X(4)cos(72rX(2)Ja)X(2)”

G,(w)= O (B-16)

SiX(2)>1, les fonctions G,(w) et G,(w) sont respectivement équivalentes aux expressions

données par les équations B-17 et B-18 au voisinage de 0" .

tim Gl(w)=(k‘X(2(+l)X ) (B-17)
_ _—X(3)w i
timG.(o)=— (B-18)

De plus, siX(2)>1, les fonctions G,(w) et G,(w)sont respectivement équivalentes aux

expressions données par les équations B-19 et B-20 au voisinage de +o .

lim G, (@)= X(4)sin[%X(2)ja}X(2)_l (B-19)

W—>+o0

W—>+o0

lim G, (w) = —X(4)cos(%X(2)ja)X(2)_l (B-20)
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La stabilité de la réponse viscoélastique nécessite la condition X (1)>0.

Sil<X(2)<2, on peut déduire a partir des équations B-17 a B-20 les conditions

thermodynamiques qui permet de vérifier les conditions de 1’équation B-7.
Ces conditions ont été résumées dans le tableau 10 du deuxieme chapitre.

Tableau 28. Conditions thermodynamiques du modele de mémoire fractionnaire.

Le vecteur des paramétres viscoélastiques & identifier X =[b, 8,¢,,c, |

Il faut noter que la condition X (1) X (4) ™" sin[%X (2))—)( (3)@=0 est une condition plus

sévere qui a €té considérée par Deng R. (2004). Elle est obtenue lorsqu’on suppose que la

(—X(3)a)+ X(4)X(1)sin(72[X(2)wa(2)j

x (1)

fonction G, (@) est équivalente a au voisinage de 0" .

Conclusion

Dans D’annexe B, les conditions thermodynamiques des modéles a mémoire entier et
fractionnaire ont été développées.

Pour le modele a mémoire entier généralisé, les parametres viscoélastiques pendant la charge
et la décharge sont différents. Pour assurer la stabilité et la causalité, il suffit de vérifier a la
fois que les parameétres pendant la charge et ceux pendant la décharge assurent les conditions
thermodynamiques du modele a mémoire entier.
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Annexe C : Analyse des expressions analytiques de la
fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre gain

Introduction

L’étude du comportement dynamique de la mousse de polyuréthane étudiée dans cette these,
menée dans le troisiéme chapitre, a comporté deux parties: une premiere pour l’étude
expérimentale du comportement vibratoire et une deuxieme pour le développement d’un
modele représentatif.

Dans la premiere partie du troisieme chapitre, une étude expérimentale basée sur des essais de
vibrations entretenues de type sinus fixe nous a permis de déterminer la signature
fréquentielle de la mousse de polyuréthane étudiée, en particulier les diagrammes de BODE
de la fonction ‘raideur dynamique’.

Dans la deuxiéme partie, nous avons testé trois expressions analytiques de la fonction ‘raideur
dynamique’ afin de développer un modele qui nous permettre d’établir une fonction de
transfert (fonction ‘raideur dynamique’) valables quelles que soient les conditions de
sollicitations (niveaux de compression initiale, amplitudes d’excitation et fréquences
d’excitation).

L’objectif de I’annexe C est de détailler et analyser les expressions analytiques développées
dans la deuxieme partie du troisieme chapitre. Cette annexe comporte trois parties :

e une premicre partie pour le développement et I’analyse de I’ ‘Expression analytique de
la fonction ‘raideur dynamique du modéle a mémoire entier linéaire’,

e une deuxieme partie intitulée ‘Modifications de la fonction ‘raideur dynamique’ du
modeéle a mémoire entier — premiere solution’,

e une troisieme partie intitulée ‘Modifications de la fonction ‘raideur dynamique’ du
modeéle a mémoire entier — deuxieme solution’.
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C.1 Expression analytique de la fonction raideur dynamique du
modéle & mémoire entier linéaire

L’étude expérimentale menée dans le troisieme chapitre a montré que le comportement
vibratoire de la mousse de polyuréthane ¢tudiée dépend du niveau de compression initiale et
de ’amplitude d’excitation.

Afin de contourner cette complexité du comportement vibratoire, nous examinerons dans
cette partie I’idée de considérer au voisinage de chaque niveau de compression initiale et au
voisinage de chaque amplitude d’excitation un modele a mémoire entier linéaire. Ce modele
est donné par 1’équation suivante :

M, (1) +ci, (t)+/cxab(t)+j‘zzla,.e“‘(t_f)xab(7)d7=F(t) (C-1)

avec M la masse supplémentaire placée au-dessus de la mousse, F(¢)la force d’excitation et

x,, le déplacement transmis a la masse par la mousse.

Les parametres a identifier sont le coefficient d’amortissement visqueuxc, la raideur du

ressort k et les paramétres viscoélastiques (X =[ Re(,),Im (o ),Re(a,),Im(q, )]P=2 )

Pour un niveau de compression initiale et une amplitude d’excitation donnés, les parametres a
identifiés sont considérés constants.

La transformée de Laplace de I’équation C-1 permet d’établir I’expression suivante :

17"(P)=(MP2+CP+k+ 4, % anb(P)
P+oa, P+e,

(MP* +cP+ k)(P+ o) (P+a,)+a (P+e,)+a,(P+a)
(Pra)(Pra) HalP)

MP* (M (X (1) + X (2)7 )+ 26X (1) + &) P2

+(k(x(1)2 +X(2)2)+2(X(1)X(3)+X(2)X(4))) (C-2)

+(2X ()M +¢) P+ (e( X (1) + X (2) )+ 24 (1)k+2x(3)) P
= 2 2 Xab (P)
P +2x (1) P+(x (1) + x(2))

MP* +(MB, +2cX (1)+ k) P* + (kB, +2B,)
+(2X ()M +¢) P’ +(cB, +2X (1)k+2B;) P
- P’ +2x(1)P+B,

Xab(P)
avec P 'opérateur de Laplace, (F(P),X,,(P))respectivement les transformées de Laplace
de(F(1),%,, (1), B, =(x (1) + X(2)°), B, =X (1) X(3)+ X (2) X (4) et B =X(3)
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Pour déterminer la transformée de Fourier de 1’équation C-1, il suffit de remplacer dans

I’équation C-2 I’opérateur de Laplace P par jo.

La transformée de Fourier de I’équation C-1 est détaillée dans 1’équation suivante :
Ma' —(MB, +2cX (1)+ k)@ +(kB, +2B,)
F( )=[—j(2X(1)M+c)a)3+j(cBl+2X(l)k+ZBs)a)]
-’ +2X (1) jo+ B,

X, (j)

(M @' —(MB, +2cX (1)+ k)@ +(kB, +2B,))
' . (B -o")-j2x (1))
(X ()M +c)a’ +(eB +2X (1)k+2B;) o)

(B -@)+ j2x(o)((B - ") - j2X (1) @) Xa (/@)

0)4
(MB, —(MB? +2cX (1)B, +kB,) (kB +2B,B,)) a)zJ
1

a)é

HM (B 26 (1)) —<kBl+ZBs>>[w4

wz

+(—(4X(1)2M+2cX(1)) (ZX(I)cBl +4X(1)2k+4X(1)BS))[sz

(-2 ()M (200 (1)MB, +4ex (1) +2X (1)) —(2x (1)kB, +4X(1)B3))[af}

+] +(—(2X(1)MBl +cBl) (cBl2 +2X(1)kB, + 23531))[623

H(2X ()M +¢) (B +2x(1)k+ 235))[ZZJ

B (B-o) +(2X (1)) Xalse)
+(MB, +2cX (1)+k)) ((-MB?-2cX(1)B, — kB, )+(~kB, - 2B,) Zj
M (kB?+2B,B) |
[+( 2L»X(1))} +(2x(1)cB, + +4X(1)B,) ®
1
i (2 (1)mB, + +2X (1)k) (2 ) o
*J [+(2X(1)M+C)J o2 ) +(cB? +2X (1)kB ) o
‘ +(~cB, —2x(1)k-2B,) ] ‘ ®
- B} o+ o'+ @
v k) ((_MB‘2+ )J (kB +2B,B,) “’z
+(2(x (1) X (3)-x(2)x(4))) a;
[< < s (o ” ﬂ
= X, (j)

o + @ + B}

X, (jo)
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6

I0)
2 2 o'
(—M ( +k) (-MB+ +2B,) (kB +23331)) &
1
a)S
+j (C ( _235) (CBlz )) '
i w
F(jo)- - X, (jo) (C-3)
(1 Blz) a)z

avec B, =X (1)’ =X (2), B,=X(1)X(3)- X (2) X (4) et B, = X (1) X (2) X (4).

La fonction de transfert ‘raideur dynamique’ H (@) du modele a mémoire entier linéaire est le

rapport entre la transformée de Fourier de la force d’excitation et celle du déplacement
transmis a la masse supplémentaire placée au-dessus de la mousse (équation C-4).

6

w
(- ( +k) (-MB?+2i5,+2B,) (kB?+2B,B)) wz
w
1
a)5
+j| (¢ (2c8.-2B;) (cB ))| @ (C-4)
F(ja)) @
M=%, o) o
(1 B’)| &
1

=E (0)+jE, (o)

avec E,(w) et E,(w) sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de H (@) .

Le terme E, (w)défini le pouvoir conservatif de la mousse. Il est donné par 1’équation

suivante :
0)6
(~M +k) (-MB?+2i5,+2B,) (kB?+2B,B)) “’z
(0]
1
E.(0)= - (C-5)
[0}
(1 B})| &
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En revanche, le terme E,(w)défini le pouvoir dissipatif de la mousse. Il est donné par

I’équation suivante :

(¢ (208,-2B,) (B )| @
E, (@)= pr 2 (C-6)
(1 Blz) o’
1

(¢ (202 -28) (B} ))| @
Y ol e
(_M ( +k) (~MB?+ +2B,) (kBlz+2B3Bl)) Zi
1

L’expression analytique du spectre de phase de la fonction ‘raideur dynamique’ est donnée
par la relation suivante :

8¢(a)):arctg(n(a)))=angle(H(a))) (C-8)

L’expression analytique du spectre de gain nécessite le calcul du module de la fonction
‘raideur dynamique’. Le détail de calcul est présenté dans la démarche mathématique
suivante :

w
(- +k) (-MB?+2i5, +2B,) (kB?+2B,B)) a’z
[0}
1
oY
+ (c ( -2By) (cBl2 )) @’

0.5

|H ()| =\E (@) + E, (o) =
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2

0.5

252 o
) | —kMB? || "
2 2 1
M —2kMB, .
—kM -2MBB, ) || @
~2MB, .
[
LZMzBlsz]
2 2
VB kMB, —2kMB,’B, "
2M*B ’ ~4kMB,’ +k’B} o
2 2 1
—4kMB, + .
—kM , +2k’B, —4MB, B, B, @
+k + - 4
~4MB, B, +2kB, B, )
. :
+2kB,
2M’B’B, MB/} —kMB,*
- —4kM322 -4 kM312 B, +2szlsz o
1 -4MB, B, L4)2R.2 +2kB>B 6
2 1 P4 w
—2kMB, _IMB? +SkB.B Y MB*B e
—~2MB, 1 o Bt ,
+| +2k°B, +4B, +| +4kB,B, B, w
+2kB, —4MB/’B, +4B,B,B,
[—kMBl“ J
|| [ e [
—kMB;? —4MB,B, B, 2k*B’B 1 :
( 2MBIBJ SEEN " 4kB]BZB BB, ||
I L ARSI a2 |||
+2kB,B, 2kB?B, A
+
+4B,B,B,
2¢°B’B,
—2¢B,’ B,
2p?2 1 2 2
2R ¢’ B, 0 0 4c’B, _AcBB o*
2 ¢ b 8 c'B, ¢B; Bs s
c ( 5 BJ =2¢B,B; || @ |+ [ 5 BJ 8cB, B, -{ , 0]
2B,) | 4o f —2¢B, 145 +4B, B, o
(—SchB(,]
+
+8B;B,
2¢°B’B, c’B/?
CZBI2 _4CBZZBS _403123235 C()6
+| | —2¢B, B, —8¢B, By +4B.]B,’ w*
—4CB6 —ZC’BIZB. +16B23536 C()2
+ d
+4B,B2 +8B.B, )| \+16B," —8cB B,
= 0)8 0)6 a)4 0.5

(1 2B, B’) o |+(2B, 4B’ 2B’B,)| o' |+(B’

0)4

0)2
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

2MZB,ZBZJ [—4kMBzzJ
+

2(—kMB,2 ]+2 (—kMBlz +2k*B,
—2MB, B, -4MB, B,
+ +

+2kB,

9 c’B’ —2¢B, B, . 4¢’B,” —8cB, B,
—4cB, +4B

2np2
M? |2 2M°B, v | o B +
—kM —2kMB, —2MB,

—2kMB,’B,

5 [+szf ]
—-4MB, B, B,
+(+2kBl B, j

M’B" - 4kMB/B,
+| +4k°B,’ + 8kB, B,
+4B, —4MB/B,

(2¢°B’B, —2¢BB;)

+(—8¢B,B, +8B;B;)

[0
4M°B,’ s 2¢B, Y
—4kMB, + k* —2¢B, »

+2| +(—4cB,’ B, + 4B,B. )

0.5

—kMB* —2MB B, c’B* - 4cB’B, B, k*B*
+| | 2| | +2k*B’B, |+| +4kB,B,B, | |+| +4B;B,” +16B,B.B, +4kB.’B, (
+2kB.’B, +4B,B,B, +16B,” —8cB’B, +4B]B’
|H(w)| = s 05
@ 2
@
(1 4B, 2B’+4B})| o' |+(4B’B, B{‘)( | ]
0)4
0.5
a)lz
4M’B, 2M” (B +2B,")+ (4B, (c* - 2kM )
M2 (010
+(c?=2kM) | | +(k? — 4cB,) - 4MB, i
4(c* —2kM ) BB, —4cB,( B’ +2B,’
2(c* ~2kM ) (B2 +2B,?) ( )B’B. = deb (B + 287
+8B,B;* +16B,(B; —cB,)
+4M°B’B, —4M (2B,B, + B,B,) R, °
+ ) +M°B" +4k°B, .
— (4]
kB, +(4k" ~12B,) B, Y4B +4k(B,B, + 2B,B,)+ 2k’ B
2
+4B;" —8cB —4MB, (B,B, +2B,B,)
(¢* —2kM ) B + 4kB, (B,B, +2B,B,) +16B, (B, + B,B;) .
kB 2 2
+|| +4k*B?B, + 4B,B,(B,B; - cB?) ! @
+2B.B, 1
+8B,(B,B, —cB,B;) - 4MB’B,
|H(a))| = 05

a)S

(1 4B, 2(B*+2B’))| o |+

w4

2
(4878, Bl“)(al) ]
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

)
)

’ D(w) le polynome dénominateur de|H ()

4,07 + 4,0"° + A0+ A,0° + A,0" + 4,0 + N
|H(a))|=\/ 12 10 4 6 4 2 4, =\/ ( (C-9)

C,0'+C,0° +C,0" + C,w" +C, D(

avec N(w) le polyndme numérateur de|H (o)

|2

et(4,)_, . » (Cy)._, ,des fonctions des parametres a identifier données par :

4, =M?
A, =4M’B, + B,
A, =2M" (B} +2B;)+4B,B, —4AMB, + (k’ — 4cB;)
2B, (B} +2B;)+4M’B}B,~4M (2B,B, + B B,) C, =1
| +4kB, + (4> ~12cB,) B, ~8cB, + 4B’ C; =48,
C,=2(B}+2B; C-10
4B,BB, —4cB; (B +2B; ) +8B;B, +16B, (B, —cB,)+ M B} 1G=2(8 )y (€10
- 212 2 22 C,=4B,B;
+4k*B; + 4B, +4k(B B, + 2B,B, )+ 2k’ B} —4MB, (BB, + 2B,B,) C -
0o~
B B,B} +4kB,(B,B, +2B,B,)+16B, (BB, + B;) + 4k’B’B,
" | +4B,B,(B,B, —cB?)+8B,(B,B, - cB;B,) ~ 4MB’ B,
2
A, =(kB} +2B,B))
B =x(1)"+x(2) B,=x(1)-x(2)
B=X(1)X(3)+X(2)X(4) B,=X(1)X(3)-X(2)X(4)
tels que
B, =X(3) By =X(1)X(2)X(4)
B, =c*—2kM X =[Re(e,).Im(e,),Re(a,),Im(q,)]

Le spectre de gain en dB est donné par :

|H ()|, =20log,, (|H ()
_10lo 4,0 + 4,0"° + 4,0° + 4,0° + 4,0" + 4,0 + 4, C.11
- %8 C,0* +C0° + C,0* + C,0* + C, (C-1D)
N
=10log,, [(—w)j

D(w)

L’analyse de la réponse asymptotique du spectre de gain consiste a déterminer la pente initiale
S, et la pente finale S, du spectre en utilisant respectivement les équations C-12 et C-13.

S, = pente de la fonction (EE%|H (a))|dB) (C-12)

S, =pente de la fonction( lim

W—>+oo

H(a))|d3) (C-13)
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

Théoréme 1

Pour avoir une pente initiale S, (respectivement une pente finale S ) strictement positive, il
faut assurer que le degré minimal (respectivement maximal) du polyndome N(w)est

strictement supérieur au degré minimal (respectivement maximal) du polynéme D () .

Pour avoir une pente initiale S, (respectivement une pente finale S,) strictement négative, il
faut avoir un degré minimal (respectivement un degré maximal) du polyndme N(w)

strictement inférieur a celui du polyndéme D(w) .

Lorsque les degrés minimaux (respectivement maximaux) des polynémes N(w)et D(w)sont
¢gaux alors la pente initiale S,(respectivement la pente finaleS,) est horizontale (pente

initiale nulle).

Preuve :
Soient n, et n, respectivement le degré minimal et le degré maximal du polynome N (®). On

note d, et d, respectivement le degré minimal et le degré maximal du polynéme D(w) .

L’expression du spectre de gain en dB est donné dans ce cas par :

nZ/A.a)"

N a)) i=n,
|H(a))|dB=101og10(m]—1010g10 7 (C-14)
C.o

A partir de la définition de la pente initiale S, (équation C-12), on montre que la pente

initiale est donnée :

i A

S, = pente de la fonction(lin3|H (a))|d3) = pente de la fonction| 10log,, ling i;/""

D>.Ca

J=dy

(C-15)
= pente de la fonction | 10log,,, ”0 W
= pente de la fonction (IO(n0 d )logw 10g10(Ann)_10g]0(A”0 )))
= 10(”0 —d, )

On déduit que si n,>d,la pente initiale S est strictement positive et si n, <d,elle est

strictement négative. En revanche, si n, =d, la pente initiale S, est nulle (horizontale).
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

En utilisant la définition de la pente finale S, (équation C-13), on montre que cette dernicre

est donnée par :

> 4

i=n,

S, =pente de la fonction( lim 7

W—>+oo

H (a))|d) pente de la fonction| 10log,,| lim

W—>+oo

C-17
= pente de la fonction | 10log,, ( WY ] ( )

= pente de la fonction (IO(nf d )log,0 +(log10(An/)—log,0(Anf )))
:10(”f_df)
On déduit que si n, >d, la pente initialeS, est strictement positive et si n, <d elle est

strictement négative. En revanche, si n, =d, la pente initiale S, est nulle (horizontale).

Fin preuve

Pour le modele a mémoire entier linéaire, dont le spectre de gain est donné par I’équation C-
11, si les deux fonctions 4, et C,sont non nulles alors la pente initiale est horizontale. Dans ce

cas elle est donnée par I’équation suivante :

S, =pente de la fonction(l)iirﬂH ( a))|dB)

A,0" + 4,0° + 4,0° + 4,0° + A,0" + 4,0 + 4, C.18
C, @' +C,0 + C,0* + C,0" +C, (C-18)

=10log,, [lin(l)

=10log,, (%

0

]: 10log,, (4,)—10log, (C;)

En analysant les équations C-10 et C-11, on démontre qu’il faut au moins avoir 4,=0

etC, # 0 pour avoir une pente initiale positive.

Preuve :
Supposant que la fonction C, =B" est nulle. Le terme B =X (1)2 +X (2)2 =0 ne peut étre nul
que si seulement si X (1)et X (2) sont nulles. Par conséquence, les termes B, , B, , B, et B ainsi
que les fonctions C,,C,,C,, 4,,4,,etA4, sont tous nuls. Ceci permet de déduire que la
premicre fonction non nulle au niveau de dénominateur D(w) est la fonction C, (G =1), d’ou

le degré du polyndme dénominateur minimale est égal a 8. En revanche, la premiére fonction
qui peut étre non nulle au niveau du numérateur est la fonction 4, qui devient donnée

par 4, =4B..
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

Si le terme B, est non nul alors le degré numérateur N (@) minimale est inférieur au degré du

dénominateur. Dans ce cas, la pente initiale S, est négative.

Si le terme B, est nul, la fonction 4, est nulle. Le degré du polyndme numérateur minimale
devient égal a 8 puisque la fonction 4, ne peut pas étre non nulle. En fait, elle devient donnée
par 4, =k*. Elle est dans ce cas nulle que si seulement si la raideur est nulle, une hypothése

que nous rejetons physiquement. Par conséquence, le degré minimal du numérateur est égal a
celui du dénominateur et la pente initiale horizontale.

On déduit donc que pour avoir une pente initiale positive alors la fonctionC,doit étre

différente de zéro.

I1 a été montré a partir de I’équation C-18 que si les fonctions C,et 4, sont non nulles alors la
pente initiale est horizontale. En conclusion, pour avoir une pente initiale positive du spectre

de gain du modéle a mémoire entier linéaire il faut au moins 4, =0 etC, #0.

Fin preuve

La recherche de la meilleure combinaison de parametres qui essaye d’annuler la fonction 4,
aboutit a une valeur de la raideur négative. Cette valeur est physiquement inadmissible d’ou la
fonction 4, ne peut pas étre nulle. Dans le cas ou 4, #0,4,=0 etC, #0, la pente initiale est

¢gale a 20 dB/dec (équation C-19).

S, = pente de la fonction(ggﬂH ( a))|d3)

12 10 8 6 4 2
A,0° + 4,0 + 4w + A0’ + 4,0 + A,®
Cw'+C,0 +C,0' + C,0" +C,

2
=10log,, (AZC—CO]

0

=10log,, [ling
(C-19)

=20log,, (@) +(10log,, (4,)—10log, (C,))

Pour le modele a mémoire entier linéaire, les deux fonctions 4,,et C, sont non nulles puisque

A,=M?*#0etC, =1. Ainsi, la pente finale est égale & 40 dB/dec (équation C-20).

(a),)
A,07 + 4,0"° + 4,0° + 4,0° + A, 0" + 4,0 + 4,
C'+C° +C,0' + C,0" +C,
A a)12
=1010g,0( (1?2(08 j

8

S, =pente de la fonction( lim

W—>+o0

= lOloglo( lim J
(C-20)

=40log,, (@) +(10log,, (4, )—10log,, (Cy))
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

C.2 Modifications de la fonction ‘raideur dynamique’ du modéele
a mémoire entier — premiére solution

L’étude expérimentale du comportement vibratoire de la mousse de polyuréthane suite a des
essais de vibrations entretenues, qui a été menée en troisiéme chapitre, nous a permis de
montrer que les pentes initiales et finales de la fonction ‘raideur dynamique’ sont quasiment
indépendantes des conditions de sollicitations (fréquence d’excitation, amplitude d’excitation
et niveau de compression initiale). La pente initiale est expérimentalement de 1’ordre de
40dB/dec alors que la pente finale est expérimentalement plus proche de 80 dB/dec.

Le modele a mémoire entier linéaire, qui a été développé dans la partie précédente, a consisté
a considérer des parametres constants au voisinage de chaque niveau de compression et
chaque amplitude d’excitation. Ceci n’a pas permis de reconstruire la réponse asymptotique
expérimentale de la fonction ‘raideur dynamique’. En fait, la pente initiale du modele a
mémoire entier linéaire a été montrée égale a 20 dB/dec, différente de sa valeur expérimentale
40 dB/dec. De plus, la pente finale du modele a mémoire entier linéaire a été montrée égale a
40 dB/dec contrairement a la pente finale expérimentale qui est de 1’ordre de 80 dB/dec.

11 faut donc apporter a la fonction ‘raideur dynamique’ du modele a mémoire entier (équation
C-9) des modifications puis vérifier de nouveau [’aptitude a reconstruire 1’allure
asymptotique.

L’analyse de la réponse du modéle a mémoire entier linéaire nous a permis de déduire que
I’idée de considérer des parametres dépendants uniquement du niveau de compression initiale
et de I’amplitude d’excitation ne permet pas de contourner la complexité du comportement
vibratoire de la mousse A. Ainsi, on montre que les parametres sont aussi dépendants de la
fréquence d’excitation. Ceci constitue la base des modifications que nous allons apporter a la
fonction ‘raideur dynamique’ afin d’assurer I’aptitude du modele a reconstruire 1’allure
asymptotique.

L’identification des parametres dépendants des conditions de sollicitation affecte le caractere
général de la représentativité du modele. Afin de pallier a ceci, nous avons développé dans le
troisieme chapitre des solutions qui a consisté a exprimer les parametres dimensionnels du
modele développé par le produit de deux parties indépendantes : une regroupant les conditions
de sollicitation et une autre définissant les parametres adimensionnels.

La premicére solution a consisté a considérer des relations entre les parametres dimensionnels
et adimensionnels inspirées de I’étude quasi-statique qui a été menée dans le deuxiéme
chapitre. Ces relations ont été résumées dans le tableau 22du chapitre III, section I11.1.2.3.
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

Tableau 22. Transformations paramétres dimensionnels - paramétres adimensionnels,
modéle 2 mémoire entier (comportement vibratoire, solution 1).

Parameétres dimensionnels Parameétres adimensionnels
X(1
X (1)=Re(er,) (sec™) Y(1)= v
w
X(2
X (2)=Im(er,) (sec™) Y(2)= 2)
w
X(3
X(3)=Re(a,) (Nm'sec™) Y(3)= M;az 4,
X (4
X(4)=Im(a,) (Nm™'sec™) Y(4)= M‘(ch 4,
k (Nm™) Y, -
Mg ™
c (Nm''sec) 4 =LAX @
Mg ™

En considérant les relations résumées dans le tableau 22, on montre que les

fonctions(B,) _ ,(4,)_, et (C,)._,,sont dépendants non seulement de I’amplitude

i

d’excitation et le niveau de compression initiale mais aussi de la fréquence d’excitation.

Les fonctions (B, )i=1 _deviennent données par les relations suivantes :

B=x(1)+x(2) =(r(1) +¥(2)") @’ =be’

B, =X(1)-X(2)" =( (1) -¥(2)" ) =b,0’

B4=X(1)X(3)—X(2)X(4)=[Y(1)f—gy(3) 1/(2)%1/(4)}()2:174602 (C-21)
B,=X(3) =%Y(3)a)=b5a) B=X(1)X(2)X(4)= Y(l)Y(2)%Y(4)af = b0’
Sun , un
B7=c2—2kM=[C%J B Zn%M blw” -2KM
Axlm Axlm
avee
K=k=Yk¥ b=Y(1V+Y(2) b=Y(1)-Y(2) b=Y(1)=57(3)+Y(2)=Lv(4)
Mg Mg Mg Mg Mg
b,=Y(1)==Y(3)-Y(2)—==Y(4) b =—=Y(3) b=Y(1)Y(2)—=Y(4) b =Y—>
=YZEYE)Y TR h=TRYE) = YOYR)ZEN() h=1 T
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

A partir de I’équation C-21, on déduit les expressions des fonctions(4,,) et (C,)

=0..6 i=0..4

suivantes :

A,=M*

Ay =4M’b,0" +(b; w7 —2KM )

4 =(2M7 (b 0" + 26} 0" )+ 4b,00 (b} @™ = 2KM ) = 4Mb, @0 + (K — 4b, 0" 'b,))

B 2(b;” —2KM ) (b @* +2b; 0" )+ AM°b} 0*b, " — 4M (2b,°b, & + b0’y )

+4Kb, @’ +(4K* —12b,0”'b,w) b, —8b, @™ b @’ + 4b; &’

4(b; w7 —2KM )b @'b, @ — 4b,0"'bo(b] 0" + 2b; 0" ) + 8b; b, " +16b,w’ (b0~ b, b, )
A, =| +M°b} 0’

+4K’b; 0 + 4b;0* + 4K (b w’b,@’ + 2b,0°b,@" )+ 2K°b} " — 4Mb, @7 (b ', + 2b,0’b, @)
(bj0” —2KM )b} " + 4Kb, & (b’ b, + 2b,0°b,®") +16b,’ (b;wb, " + b’ )

4, =| +4K°b} &b,

+4b,wh,w’ (b;wb,&” - b,&”'b} " )+ 8h,@’ (b,&’ b, — b, b w' b0’ ) - 4Mb] °b,@?

4, = (Kbt +2b,0°h, @)

C, =1 C, = 4b,&’ C, =2(bjw' +2b;0") C, = 4b,w’h} w'* C,=h'd’
A, = M’

Ay =(4M’b,0 —2KM +b; 007"

=(2M° (B} +2b; )" +(-4Mb, ~8KMb,) @ + (4b,b; — 4bsb, + K*))

S

4M*b b,
Ay =| +(-4KM (b] +2b] ) —4M (2b,b, + bb,) ) *

+(2(B +207 )7 + 4Kb, + 4K b, —12b,bb, ~8bb, +4b] ) &’

M’b' &
A, =+ (_4Mb1 (bb, +2b,b,) - 8KMb12b2 ) o’

4b}b,b; +(~4bh, + 2K (b} +2b; ) \
+ @

+16b, (b, —b,b, )+ 8b,b} + 4b; + 4K (b, +2b,b,)
(—4Mb’b, - 2KMb} ) 0*

4, = [bfbf +4Kb, (bb, + 2b,b,) +16b, (b,b, + b, ) + 4K2b12b2J ]
+ @

+4D,b; (bzbs ~b,b; ) +8b, (b;b, — bbb, (C-22)

A, = (Kb} +4Kb b, + 4bb; ) o

C, =1 C, = 4b,0’ C,=2(b} +2b; ) o' C, = 4b,h’° C,=h'd
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En remplagant les expressions des fonctions (4,,) et (C,;)_, ,de la premiére solution

(équation C-22) dans I’équation C-9, on détermine 1’expression analytique du module de la

fonction ‘raideur dynamique’ pour la premiére solution‘H o (a))‘ (équation C-23).

‘H“)(a))‘— 4,0° + 4,0° + A0 + 4,0 + 4,0' + 4,0 + 4,
G’ +C’ +C, ' + G, +C,

12 0.5

[0
Mo’ +(4M°b, —2KM B o
a)S
a)l2
+(2M° (B +2B7) (~4Mb, —8KMb,) (4b,b; —4bb, +K’))| o°
0)8
a)lz
2 2 2 2 2 2
o s, —AKM (b} +2b7) | (2(B +2b;)b; +4Kb, +4K’b, e
—4M (2b,b, +bb,) ) \ —12b,b.b, —8bb, + 4b; o
AB’b,b; +(—4bsb, +2K7 ) (B +25; ) | |/ o2
. [—4Mb,(bb, +2b,b,) ) 0
+| M°b; ) +16b, (bs —b,b, ) +8b,b; ®
—8KMBb;'b, ) 8
+4b; +4K (bb, +2b,b,) @
bi'b2 + 4K (bb, +2b,b,) +16b, (b,b, + b, )+ 4K*Bb, ) |( 10
+| (—4Mb]b, — 2KMb; ) )
+4b,b, (b,bs — b;b ) +8b, (b, — bbb, )

(K2b4 +4KD'b, +4b7b )a)8

\/(1+4b2 27 +20) + b7+ ) o

0.5

{1+b§+4b2 ] DKM (145 +2(b} +257 )+ 4b, (1+57)) [a,uj
M

25 +4b] +45b, ) | ~4M (b (bb, +2b,b,)+b, +2b,b, +bb, +bb,) | \@”

by +(4b,b; —4bb, + K* )+

2(B} +2b; +2b7b, ) b +4Kb,

+4K>b, —12b,b.b, —8h,b, + 4ng

+(+(—4b5b7 +2K7 (B +2b; ) +16b; (bs — byb, ) +8b,b; +4b; + 4K (bb; + 2b2b4))
bi'b? +4Kb, (bb, + 2b,b,) + 16, (b,b; +b; )

+(+4K2bfb2 +4b,b, (b,b, —b,b} )+ 8, (bsb, — bbb, )}

+(K°b +2KBb, + 45D} )

\/(1+4b2 +2(5 +26) + b7 +5 )

AV + 00 + A0 [N ()
B CS“’ B DY (w)

(C-23)
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Annexe C. Analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de gain

L’exposant (1) désigne la premiére solution. Les fonctions 43, 4%, A" et C{" sont données

12 4710 »

par les relations suivantes :

4 1+2b° +b!
,4{2”=M2[1+b1 4, ]=M2 (125 +4] =M2((1+b12)+2b2)2

2] +4b; +4hb, +4b, (1457 )+ 45

4 :—2KM(1+bl4+2(b12+2b22)+4b2(1+b]2))—4M(b1(b]b4+2b2b3)+b4+2b2b4+b]b3+b13b3)
2(b% +2b2 +2b°b, | b2 +4KD,

572+(4b2b72—4b5b7+l<2)+( (55 +265 + 205D, ) 7 + 4K, J

+4K’b, —12b,b.b, —8b,b, + 4b;

+8b,b; +4b; +4K (bb, +2b,b,)

bi'b2 +4Kb, (bb, + 2b,b,) +16b, (b, + b, ) + 4K>b7b,
+

+4b,b, (b,b; —b,b ) +8b, (bb, — bbb,

. (—4b,b, +2K7) (B +2b; ) +16b, (b~ b,b,) (C-24)
A=

+(K°b +2KBb, +4b71; )

G =(1+4b, +2(b +287 )+ 4b,b} +b1 ) =((1+57) +2b, )2

L’expression analytique du module de la fonction ‘raideur dynamique’ pour la premicre

solution‘H o (a))‘ est indéfinie si la fonction C” est nulle. Ainsi, le degré minimal et le degré
_ . 2 o .

maximal du polyndme dénominateur D" (@) de la fonction ‘H @ (a))‘ sont similaires et égaux

as.

La fonction 4} peut étre exprimé en fonction de la fonction C{" par 4 = M>C{". Puisque la

fonction C{" ne peut pas étre nulle, on déduit alors que le degré maximal du polynome

numérateur N (@) de la fonction ‘H o (a))‘2 est égal a 12.

Il en résulte que pour la premiere solution, la pente finale S, du spectre de gain en décibel

‘H o (a))‘dg est égale a 40 dB/dec (équation C-24).

S, =pente de la fonction( lim |[H" (a))‘dB)
~10log, | 1im A2+ Ave’ + 4T
100 oo Cé])a)g
A g2 (29
=10log,, I(ZT
G o’

= 40log,, (@) +(10log, (42 - 10l0g,, ("))
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Pour la premiére solution, la pente initiale S, du spectre de gain en décibel ‘H “)(a))‘dB peut

étre horizontale si la fonction 4" est non nulle. Si non, la pente initiale S, peut étre égale a
20 dB/dec si la fonction 4, est non nulle comme elle peut étre égale a 40 dB/dec si cette

derniére fonction 4{; est nulle (équation C-25).

S, =pente de la fonction(l)igé‘H v (a))‘dB)

=10log (lim A0 + g + A J
10
00 Cél)a)s
(1)
10log,, gﬁ(l)wg]=(101og,0(Agl))—lologm(cg”)) siA %0
8
40 g0 10log,, (4
=110log,,| =~ =2010g10((0)+ SiAél) =OetA1((])) #0
(1) 8 1)
G o —1010g10(C8 )
0 C-25)
AW 42 10log,, ( 4, (
10log, | 227 | = 40log, (@)+ ( ) sid)=0etA) =0
(1) 3 0 (1) 10
G o —1010g10(C8 )

C.3 Modifications de la fonction ‘raideur dynamique’ du modéle
a mémoire entier — deuxiéme solution

L’analyse théorique de la réponse asymptotique de la premiere solution a été menée dans la
partie précédente de cette annexe. Il a ét¢ montré que pour la premiere solution, la pente
finale S, est égale a 40 dB/dec. En revanche, la pente finale S, expérimentale a ét¢ montrée
¢gale a 80dB/dec. On déduit donc que la premiere solution ne permet pas de reconstruire la

réponse asymptotique expérimentale du spectre de gain de la fonction ‘raideur dynamique’.

La deuxieme solution consiste a remplacer les relations entre dimensionnels et les parametres
adimensionnels de la premiére solution par des relations en puissance (tableau 23). Ces
relations sont d’ordres entiers (m,n,s,h) respectivement associés aux

paires (X (3),7(3)),(X (4).Y(4)).(k.Y,) et (c.Y,).
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Tableau 23. Transformations paramétres dimensionnels - parametres adimensionnels,
modéle 2 mémoire entier (comportement vibratoire, solution 2).

Parameétres dimensionnels Parameétres adimensionnels
X (1
X(l) = Re(t,) (sec™) Y (1) :L
w
4 X(2)
X(2)=Im@)  (sec) r(2)="
w
X(3 _
X(3)=Re(a,) (Nm'sec™) Y(3)= Mg(wr)n 4, @
X(4 _
X (4)=Im(a,) (Nm™'sec™) Y(4)= Mg(wz &" ]
Mgw' ™
y Y = 4 A4 o'
c (Nm' 'sec) “" Mg P

En considérant les relations résumées dans le tableau 23, les fonctions(B,)_ . du modéle a

mémoire deviennent données par les expressions suivantes:

B=x(1)+x(2) =(r(1) +7(2) )@’ =h o’

B =X (1)X(3)+X(2) X (4) —{m) Y)Y (2) Y(4>w”“}=b3mwm+' +b,0"

B,= X(1)X(3)-X(2) X(4) {m) 2 v(3) m“—ﬂz)jﬁj,,_lY(4>w"“}=b4mwm“ b
— — Mg mo_ m — — Mg 2+n 2+n

B=X(3) =By (3)0" =y, 0" s B,= X ()X(2)X(4) = ()7 (2) L7 (4)0™" b0

(C-26)

Mg 2 2 2 2
a={n ;J h=Y(1) +Y(2) b=Y(1) -Y(2)

Ax”"@' s

Mg Mg
avecib, =Y (I)Axl,”@'m_l (3) b,,=b,, b, =Y (Z)AXMZD""I (4) b,, =b,,

Mg Mg Mg

N e I (G (O o=
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Pour la deuxiéme solution, les fonctions(4,,) et (C,)_, ,du modéle & mémoire

i=0..6
deviennent données par les expressions suivantes :

4,= M’

Ay =4M’b,08 +(b},0™ =26 M ')
b2a)4 b2 th b a)m+1 b2w2s

A =2M7| " +4b’| " C—aMm| +
+2b22a)4 _2Mb.s a)“ _b4na)”+l _4b7ha)hb5m a)m

b m+1
2 oh 2 4 2( 4; I]bzwz
bl w biw —b, 0"
2( K j( ] ]+4M2b12a)4b2a)2—4M "

-2bM @' )\ +2b; @' L[ by, 0"
A= +b,w
+b,, 0"
b,, """ 4b}
+4b.@*| " + b,&* —8b,,@"b,, """ + 4b @
-b,, @ | \-12b,,0"b,,@"

4(b;,0™" —2Mb,@* )b} 0*b, " — 4b,, @b, " (b} " +2b; ")+ 8b;, @b, @’
+16b;, 0" by, @" = b,,@"b,@" )+ M*b}' &’
bl @™ + b} ™" b (by,@"" +b,0"")

A, =| +4b’ b 0" + 4
_2b4mb4na)m+n+2

+4b @’
+2(b,,@"" = b, "' )b,

b wm+1 b a)m+1
+2b2 0" bl 0" - 4Mb @’ | b*| " +2/ " b’
_b4nwn+1 +b3na)n+1
b ma)m-H
b] w2 [ ' n+1 J
_b4na)
b a)m+1
+2| " b,
+b3nwn+1

j+ 4b} 0"’ b} 0'b,w* + 4b,, @"b, &’ [

(b7,0”" —2Mb @' ) b & + 4b, ' b 0"

b

Sm

" b,
2+n

b,, @"b,&’
4,= +16b6na)2+"( e }

hp2 4
+b;, @ —b,,0"b @

b4ma)m+1 b3mwm+1 "
2 n+1 n+1 3 _6 b3mw
+8hw” |\ -b, & +b,,@ —-4Mb’w |
+b,, 0"

h 2+n 2
—b,,@" b, 0”"bw

(b7 +2b; ) o' C, = 4b,b} & C, =b'a’
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AIZ
A, =4M’b,@* + b}, @"" - 2b M &'

Ag 2M2 b12 . 4b2b72h w2h+2 _4Mb4ma)m+l bAZ a)Zs
= o'+ - +
+2b; —8Mb,b.w** | | +4Mb,, 0" —4b,,b;, """

blb3m m+3
b2 b B [+2b b jw +
25| |@—4b | M@t |+ 4AMPB b, + 2
+2b; +2b] bb,, 43
A, = -4M b b w
<4y
4bb a)m+l+s 4b b?a)25+2
o NEI —8b,,b,, 0"+ 4b2 ™"
_4bsb4na)n+]+.s _12b2b7hb5mwm+h+2

(467 b,b3, ™" —8Mb}b,b,"*) - 4b,,b

S5m

(b]Z + 2b22 ) a)m+h+4 + 8b2b52mw2m+2

+(16b,,b,, """ —16b,bg by, " )+ M b &'

4b; @’ +4b; W’ N (4bb.b,, +8b,bb,, )"
_8b b4na)m+n+2 +(4b1bsb3n _ 8b2bsb4n ) a)n+s+3

4m

A, =| +4b;bl 0™ +(

2 m+5
T (-4Mbb,, —8Mbb,b,, )@

+(4Mb]b,, —8Mbb,b,, ) '™

472 2848 47 518 (4b12bsb4m +8b,b,b.b,, ) "3
(57,0 —2Mbb@"™* ) + 2 5
+(8b,b,b,b,, —4bbb,, ) @'
16b b b a)m+n+4 4b2 b2w2m+4
A= +[ 2 ]+ 47 b,b +[ o WMJ
+16b6n6() —4b] b2b5mb7hw
8bb b a)2m+4 _4Mb3b wm+7
+ 173m4m _8b]2b7hb6na)6+n+h + 1%3m
—8b1b3nb4na)2"+4 _4Mb13b3n "

212 2m+6
4b'b;, 0

2
2bb, W™ ab’b b, @™’
AO — b12bsa)s+4 + 173m " =b14b52w2x+8 + 1 3S 3m o + +4b12b32na)2n+6
+2bb,, @ +4bb b, @ 5 nit
+8b%b, b, @™

3n

C,=1  C, =4ho C,=2(h+202 )0 C,=4bpiaf Co=b'o"  (c27)

Pour déterminer 1’expression analytique du module de la fonction ‘raideur dynamique’ pour la

deuxiéme solution ‘H(z)(a))‘ (équation C-28), il suffit de remplacer les expressions des

fonctions(4,;) _  et(C,;) _, , données par I’équation C-27 dans I’équation C-9.
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‘H(z) (a))‘ | A4,07 + 4,0"° + 40" + 4,0° + 4,0 + 4,0 + 4,
C,0' +C,0° +C,0* + C,& + C,

+| | —4b, (B +2b; )M @™ |+
HAMBh, 0"

(4b7b,b3, """ —8Mb}b,b "' )~ 4b,,b

S5m

4b2 a)2m+6 (4blbsb3m
n+m+ 4m
+ +[16b5mb6na) 6 ]+ Lan +8b,b b,
—16b,b, b, @' o
2¥6n~"Th _8b4mb4nwm+n+6

(4b7b,b,,, +8bb,bby, ) 0"
(b14b72ha)2/7+]() _ 2Mbl4bsa)s+10 ) +
+(8bb,b by, —4bbb,, )&

16b b b a)m+n+6 4b2 b2a)2m+6
+ + 2%¥5m~6n +4b2b b2w2s+8+ S5m~2
172%s
+16b;, @™"*° —4b’b,b,, b,, @™
8b,b,,b,, 0" —4Mb]b,, "
+ 193m~4m _8b2b b wn+h+8 + 1 3ma)
1 ~7h™6n
-8b,b,, b, & —-4AMbb,, &’

4M2b2a)12 2 2 2h+10
Mo+ +b72ha)2h+10 MEYE bl o+ 4b2b7ha) n
b M +2b22 —8Mb2bxa)”1°
— s a)‘
2b72h (b]Z + 2b22 ) a)2h+l() _4M blb3m a)"”'g
+2b,b, . —4b b, "

—4Mb4m a)m+9 bf a)2x+8
+
+4Mb, @'’

m+s+7
4b.b,, W

m+9
—8Mbb,b, j

+
+ 4b1bsb3n a)n+s+7 + 4Mb12b4n a)n+9
—8b,bb,, —8Mb,b,b,,

b14bs2w2s+8 +[

212 2m+6
+ 4b’b;, @
+| +4b]b;, ™"

+8b12b3mb3n wm+n+6

m+h+8
-4b,,b;, @

4bl3bsb3mwm+s+7
+4b]3bsb3na)n+s+7

)

_8b7hb6n a)n+h+8 ]

bb ] oo 4b,b} 0> {+4b§m "
) +
—2byb,, ~12b,b,,b,, @™

(bf +2b? ) """+ 8b,b2 @ + 2(b,2 +2b? )bfa)z”s

jwm+s+7 (_4Mb12b4m

- M "

0.5

J(+4b,+2(07 + 202 ) + 4}

(—4b7hb5m —12b,b,,b;,, — 4b, b, (b7 +2b; )~ 4b]b,b

m+h+8
Sm Th b7h )a)

Sm

(_8b7hb6n - 16b2b6nb7h —_ 8b12b7hb6" ) w71+h+x

(—2b,M —8Mb,b, — 4b, (b} +2b] ) —8Mbb,b, - 2Mb'b,)
+
+(2b7b} + b} +8b,b} + b/b} +4b}b,b} ) >

+2b,b,, +b,,
_4M (blbh - 2bzb4n - b4n

(16b5mb6n —8b,,b,, +16b,b,, b, +8bb,, b,, ) "o
+| +(4b3, +8b,b;

Sm + 4b42m + 4b12b32m + 4b52mb22 + 8blb3mb4m )wz””(’ +

blb3m +9 4bxb4m + 4blb5b3m
- 0
+b’b,, +2bb,b,, +b'b,, +4bb.b,, +8bb,b.b
n+9 + 4blbxb3n - 8b2bsb4n - 4b5b4n
-b’b,, + 2bb,b,, —bb,, +8b,b,b.b;, —4b’b b, + 4b’b.b,,

+ bf‘)co8

1+ 4b, + 4b}b, + b}
2
+2(b7 +2b7 )
+ 8b2bsb4m m+s+7
+4bb.b,,

3m

4'bzb72h + b14b72h
+202, (bf + 2b;) @10
+b2, +4b}b,b3,

J-

0.5

+ (403,

+4b’b;, +16b;, —8bb, b, )

\/(1 +4b, +2(b +2b] )+ 4bb; + b]“)a)8
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0.5

(A" 4 A 0 ) (A0 AR 0 )+ AT
HAD @™+ A0 )+ (AR 0+ A o)
B T o T V(e
‘H (‘")‘ - 2 s =\ 2D
JCiw % (@)
Ar(ni)ms = (_4b7hb5m - 12b2b7hb5m - 4b7hb5m (b12 + 21722 ) - 4b12b2b5mb7h )

AR, s =(-8by,b,, —16b,b,, by, —8b7b,, by, )
A3y =(-2b,M —8Mb,b, — 4b, (b} +2b] ) ~8Mb; b,b, —2Mbb, )
AD s = (26767 + b7 +8b,b] + b'b] +4b7b,b])
A = M (1+4b, +4bb, + b +2(b] +2 )

AS)y =—4M (bb,,, +2b,b,, +b,, + bb,, + 2bb,b,, +b]b,, )

m+9

n+9 T

A(Z) =—4M (blb3n - 2b2b4n - b4n _b12b4n + 2b1b2b3n - b13b3n)
i (4bsb4m +4bbb, +8bbb, +4bbb, +8bbbb, + 4b13bsb3m)

m+s+7

AR, =(4bbb,, —8b,bb,, —4bb,, +8bb,b b, —4b'bb,, +4b'bb,,)

n+s+7

Ar(zi)n1+6 = (16b5mb6n - 8b4mb4n + 16b2b5mb6n + 8b12b3mb3n )
A =(4b2, +8b,b2 +4b;, +4b'b}, +4b; b +8bb, b, )
A£311-6 = (4bjn + 4b12b32n + 16b62n - 8b1b3nb4n )

vec A = (40,53, + BB, + 203, (B + 207 ) + b3, + 4b]b,b}, )

Y = (1+4b, +2(b +2b] )+ 4b,b] + b )

11 faut noter que I’exposant(2) désigne la deuxiéme solution.

Afin d’avoir une pente initiale S, du spectre de gain en décibel ‘H @ (a))‘dB égale a 40 dB/dec, il
faut assurer que la différence entre le degré minimal n(()z) du polyndéme numérateur N (w)de

la fonction ‘H @ (a))‘2 et celui (d\”) du polyndme dénominateur D® (o) soit égale a 4.

Pour obtenir une pente finale S, du spectre de gain en décibel‘H @ (w)‘dB égale a 80 dB/dec, il
faut avoir une différence entre le degré maximal nff) du polyndme numérateur N? () et

celui (dj(f)) du polynéme D (w) égale a 8.

Le degré maximal et le degré minimal du polynome D (w) sont similaires et égales a 8. La

reconstruction de la réponse asymptotique expérimentale du spectre de gain de la fonction
‘raideur dynamique’ par la deuxiéme solution nécessite un degré minimal et un degré
maximal du polyndme N®(w) respectivement égaux a 12 et a 16. Ces conditions sont
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assurées en vérifiant a la fois les encadrements données par I’équation C-29 et la présence
d’au moins un des termes encadrés a sa borne supérieure.

12<m+h+8<16
12<s+10<16 2<5<6
1225 +8<16 2<s<4
12<m+9<16 3<m<7 4<m+h<8
12<n+9<16 3<n<7 SEmES A<n+h<8
12<nl” <16 SnEes == 3<n<s SnEns
=>12<m+s+7<16 = = tels queq5<m+s<9
(2 <s<
12<n7 <16 <s<
f 12<n+s+7<16 1<h<3 5€n+s<9
12<2m+6<16 3<m<5 o 6<m+n<10
12<2n+6<16 3<n<S5S
12<m+n+6<16
12<2h+10<16 1<h<3
(C-29)
Dans les tableaux ci-dessous (Tableaux C-1 a C-5), nous présentons les différentes
3<m<5
3<n<5

combinaisons de(m,n,s,h)tels que hei<e et nous calculons pour chaque combinaison les
S5

1<h<3

termesm+h ,n+h,m+s,n+s et m+n.

4<m+h<8

4<n+h<8

Les combinaisons satisfaites les conditions <5< m + s <9 sont présentées dans les tableaux
5€n+s<9

6<m+n<10

C-1 a C-5 en gras et en italique.
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Table C-1. Combinaisons (m,n,s,h),s=2.

h 5 m+h | n+h | m+s | n+s | m+n | (mn,s,h)
513 1] 2 2 4

X X x 4 4 5 5 6 | (3321)
X X X 5 4 6 5 7 (4,3,2,1)
x | x X X 6 4 7 5 8 (5,3,2,1)
X X 4 5 5 6 7 (3,4,2,1)
X X 5 5 6 6 8 (4,4,2,1)
X X X 6 5 7 6 9 (5,4,2,1)
X X 4 6 5 7 8 (3,5,2,1)
X X 5 6 6 7 9 (4,5,2,1)
X X X 6 6 7 7 10 (5,5,2,1)
X X X 5 5 5 5 6 (3,3,2,2)
X X X 6 5 6 5 7 (4,3,2,2)
x | x X X 7 5 7 5 8 (5,3,2,2)
X X 5 6 5 6 7 (3,4,2,2)
X x 6 6 6 6 8 | (4,4,2,2)
X X X 7 6 7 6 9 (5,4,2,2)
X % 5 7 5 7 8 | (3522)
X X 6 7 6 7 9 | (4522)
X X X 7 7 7 7 10 (5,5,2,2)
X X 6 6 5 5 6 | (3323)
X X 7 6 6 5 7 (4,3,2,3)
x| x X 8 6 7 5 8 (5,3,2,3)
X 6 7 5 6 7 (3,4,2,3)
x 7 7 6 6 8 | (4423)
X X 8 7 7 6 9 | (54,223)
X 6 8 5 7 8 | (3523)
X 7 8 6 7 9 (4,5,2,3)
X X 8 8 7 7 10 | (5523)
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Table C-2. Combinaisons (m,n,s,h),s=3.

13 1 il 31 m+h | n+h | m+s | n+s | m+n | (mn,s,h)
X X X 4 4 6 6 6 (3,3,3,1)

X X X 5 4 7 6 7 | (433))

x | x X X 6 4 8 6 8 (5,3,3,1)
X X 4 5 6 7 7 (3,4,3,1)

X X 5 5 7 7 8 (4,4,3,1)

X X X 6 5 8 7 9 (5,4,3,1)
X X 4 6 6 8 8 (3,5,3,1)

X X 5 6 7 8 9 (4,5,3,1)

X X X 6 6 8 8 10 (5,5,3,1)
X X X 5 5 6 6 6 (3,3,3,2)

X X X 6 5 7 6 7 (4,3,3,2)

x | x X X 7 5 8 6 8 (5,3,3,2)
X X 5 6 6 7 7 | (3.4.3.2)

X X 6 6 7 7 8 (4,4,3,2)

X X X 7 6 8 7 9 (5,4,3,2)
X % 5 7 6 8 8 | (3532)

X % 6 7 7 8 9 | (4532)

X X X 7 7 8 8 10 (5,5,3,2)
% % 6 6 6 6 6 | (3333)

X X 7 6 7 6 7 (4,3,3,3)
x | x X 8 6 8 6 8 (5,3,3,3)
X 6 7 6 7 7 (3,4,3,3)

X 7 7 7 7 8 (4,4,3,3)

X X 8 7 8 7 9 | (54,223)
X 6 8 6 8 8 | (3533)

X 7 8 7 8 9 (4,5,3,3)

X X 8 8 8 8 10 | (553,3)
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Table C-3. Combinaisons (m,n,s,h),s=4.

13 1 il i m+h | n+h | m+s | n+s | m+n | (mn,s,h)
X X X 4 4 7 7 6 | (33,41

X X X 5 4 8 7 7 (4,3,4,1)

x | x X X 6 4 9 7 8 (5,3,4,1)
X x 4 5 7 8 7 | (3.4,4,1)

X X 5 5 8 8 8 (4,4,4,1)

X X X 6 5 9 8 9 | (5441
X X 4 6 7 9 8 (3,5,4,1)

X X 5 6 8 9 9 (4,5,4,1)

X X X 6 6 9 9 10 (5,5,4,1)
X X X 5 5 7 7 6 (3,3,4,2)

X X X 6 5 8 7 7 (4,3,4,2)

x | x X X 7 5 9 7 8 (5,3,4,2)
X X 5 6 7 8 7 | (3,4,42)

X X 6 6 8 8 8 | (4,4,4,2)

X X X 7 6 9 8 9 (5,4,4,2)
X X 5 7 7 9 8 | (3542)

X X 6 7 8 9 9 | (4542)

X X X 7 7 9 9 10 (5,5,4,2)
X X 6 6 7 7 6 (3,3,4,3)

X X 7 6 8 7 7 (4,3,4,3)

x | x X 8 6 9 7 8 | (5343)
X 6 7 7 8 7 | (3,44,3)

X 7 7 8 8 8 | (444,3)

X X 8 7 9 8 9 (5,4,4,3)
X 6 8 7 9 8 (3,5,4,3)

X 7 8 8 9 9 | (454,3)

X X 8 8 9 9 10 | (5,543)
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Table C-4. Combinaisons (m,n,s,h),s=5.

13 . il : m+h | n+h | m+s | n+s | m+n | (mn,s,h)
X X x 4 4 8 8 6 | (3.3.51)

X x x 5 4 9 8 7| (4351)

x | x X X 6 4 10 8 8 (5,3,5,1)
X X 4 5 8 9 7 (3,4,5,1)

X X 5 5 9 9 8 (4,4,5,1)

X X X 6 5 10 9 9 (5,4,5,1)
X x 4 6 8 10 | 8 | (3551

X X 5 6 9 10 9 | (455,1)

X X X 6 6 10 10 10 (5,5,5,1)
X X X 5 5 8 8 6 (3,3,5,2)
X X X 6 5 9 8 7 (4,3,5,2)
x | x X X 7 5 10 8 8 (5,3,5,2)
X X 5 6 8 9 7 (3,4,5,2)

x x 6 6 9 9 8 | (4452)

X X X 7 6 10 9 9 (5,4,5,2)
X X 5 7 8 | 10 | 8 | (3552)

X X 6 7 9 | 10 | 9 | (4552)

X X X 7 7 10 10 10 (5,5,5,2)
x x 6 6 8 8 6 | (3353)

X X 7 6 9 8 7| (43.53)

x | x X 8 6 10 8 8 | (53.5.3)
X 6 7 8 9 7| (34,53)

X 7 7 9 9 8 (4,4,5,3)

X X 8 7 10 | 9 9 | (54,5,3)
X 6 8 8 10 8 | (3.5.5.3)

x 7 8 9 10 | 9 | (4553)

X x 8 8 10 | 10 | 10 | (5553)
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Table C-2. Combinaisons (m,n,s,h),s=6.

13 . il : m+h | n+h | m+s | n+s | m+n | (mn,s,h)
X X X 4 4 9 9 6 (3,3,6,1)
X X x| 5 4 | 10 | 9 7 | (43,61)

x | x X X 6 4 11 9 8 (5,3,6,1)

X x| 4 5 9 0 | 7 | (3461
X X 5 5 10 10 8 (4,4,6,1)
X X x| 6 5 11 10 9 (5,4,6,1)
X x| 4 6 9 | 11 8 | (3.5,61)
X x| 5 6 | 10 | 11 9 | (4561

X X x| 6 6 | 11 | 11 | 10 | (5561
X X x| 5 5 9 9 6 (3,3,6,2)
X X X 6 5 10 9 7 (4,3,6,2)

x | x X X 7 5 11 9 8 (5,3,6,2)

X x| s 6 9 10 | 7 | (3462)
X x| 6 6 | 10 | 10 | 8 | (4456.2)
X x x| 7 6 | 11 | 10| 9 | (5462)
X x| s 7 9 11 8 | (3.5.6.2)
X x| 6 7 10 | 11 9 | (4.5.6,2)

X X X 7 7 11 11 10 (5,5,6,2)
X x| 6 6 9 9 6 | (33623)
X x| 7 6 10 9 7 | (4.3,6,3)

x | x x| 8 6 11 9 8 | (53.6,3)

X 6 7 9 10 7 (3,4,6,3)
X 7 7 10 10 8 (4,4,6,3)
X x| 8 7 11 10 9 (5,4,6,3)
x| 6 8 9 11 8 | (3.5.6.3)
x| 7 8 10 | 11 9 | (4.5.6.3)
X x| 8 8 1| 1] 10 | (5563)
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On constate a partir des tableaux C-1 a C-5 que le nombre des combinaisons, qui permettent

d’avoir un degré minimal et un degré maximal du polynéme N (@) respectivement égaux a

12 et 16, est égal a 72.

Les deux entiers (m,n) sont associés respectivement a la partie réelle et a la partie imaginaire

du résidu viscoélastiquea,. On peut supposer que m=n pour réduire le nombre de

combinaisons admissibles a 22.

Les équations C-5 et C-26, rappelées ci-dessous, nous permettent de déterminer 1’expression

analytique du pouvoir conservatif de la mousse pour la deuxiéme solution.

6

[0)

(-m ( +k) (-MB?+2k53,+2B,) (kB}+2B,B,)) Zz
Ec(w)z (04
(1 B’)| &

Mg
Ax wnfl

2
B, =c>—2kM = Y,%J a)z”—Z[Yk AM;_SJanzbfha)”—stMaf

A4, o
Mg Mg
avecib, =Y(1) Axl,”wm_l (3) by, =b,, b,=Y(2) Axu,,wn_l (4) b,, =b;,
Mg Mg Mg
bSm - A M@.m—l Y(3) b(m = Y(I)Y(Z) Axwwn—l (4) 7 = Le Ax“nm._h_l

+b,,0

(C-5)

7+1

M m+ M 71+ m+
B3=X(1)X(3)+X(2)X(4)—[Y(l)Avwafm_l Y(3)w '+Y(2)Awa§n_l Y(4) o 'j:bma) !
B,=X(1)X(3)-X(2) X (4) ={m> ()oY (2) Y<4)w"“]:b4mwm“ b

Y(4) a)2+n — béna)2+n

(C-26)
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L’expression analytique du pouvoir conservatif pour la deuxiéme solution est donnée par
I’équation C-30.

-Mb'@* +2bw'b,@” | (b w'bl & a)4
w
_M —2Mb wZ +b ws b m+1 b m+1
( 2 s ) +2 4ma) +2 3ma) b1 a)Z a)2
b4na)”+1 _b_’ma)nﬂ 1
5 (0) = :
w
(1 2b,@’ bfa)“) o’
1
~MP2a* +2b bt (bbiw™
o [—2Mb,o
-M o’ + b +| (2b,,0" +| (2bb,, 0"
+bw™ + +
’ -2b,, 0" -2bb,,@""
B (1+2b, + ) &*
a)6
s+4
(~M(1+2b,+87) b(1+2b,+87) (2bb,,+2b,,) (-2bb, ~2b,,)) Zm”
a)n+3
- (1+2b,+) o'
a)6
2bb, —2bb -
M (1420, +57) b, (1426, +57) | 7T (C-30)
+2b,, —2b,, -
= sim=n
(1+20, + 57 ) '

La fonction (1+ 2b, +b12)est toujours positive. Si m >3 alors pour avoir E' (w)au voisinage
de w=0il faut avoirs=2. Ceci nous a permis de réduire le nombre de combinaisons a 11. Ces

11 combinaisons ont été résumées dans le tableau 24 du troisieme chapitre.

Tableau 24. Combinaisons (m,n,s,h) considérées lors d’identification des paramétres du

modele développé afin d’étudier le comportement vibratoire de la mousse A.

(5521) (5522) (5523) (4423) (3,3,23) (3.333) (3343) (3353)
(3,3,6,3)  (3,3,6,2) (3,3,6,1)
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Conclusion

Dans I’annexe C, ’expression analytique de la fonction ‘raideur dynamique’ du mod¢ele a
mémoire entier linéaire a été développée pour décrire le comportement de la mousse de
polyuréthane soumise a des vibrations entretenues.

Egalement, les expressions analytiques du spectre de gain, du pouvoir conservatif et du
pouvoir dissipatif de la mousse de polyuréthane ainsi que 1’expression analytique du facteur
de perte ont été déduites a partir de 1I’expression analytique de la fonction raideur dynamique
du modele a mémoire entier.

La discussion de la réponse asymptotique du spectre de gain analytique a montré que le
modele a mémoire entier n’est pas capable de reconstruire la réponse asymptotique
expérimentale.

Deux solutions, qui ont consist¢ a apporter des modifications a la fonction ‘raideur
dynamique’, ont été¢ développées afin d’assurer I’aptitude a reconstruire I’allure asymptotique.

Le principe des modifications a été de remplacer les paramétres dimensionnels du modele a
mémoire entier par des parameétres adimensionnels qui devaient étre indépendants des
conditions de sollicitations.

Pour la deuxieme solution, les relations linéaires entre les parametres dimensionnels et les
parametres adimensionnels de la premiere solution ont été remplacé par des relations en
puissance.

L’analyse des expressions analytiques de la fonction ‘raideur dynamique’ et du spectre de
gain ainsi que du pouvoir conservatif nous a permis de dégager la meilleure solution qui
permet de reconstruire 1’allure asymptotique des diagrammes de BODE expérimentaux.
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