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Chapitre 1

Introduction

1.1 PRESENTATION DU CONTEXTE

1.1.1 L’audition en robotique

Au début des années 70, le terme robot désignait principalement un bras manipulateur placé
dans un atelier et réalisant des taches simples et répétitives (pick and place, assemblage, peinture).
Son environnement, dépourvu de toute présence humaine, était complétement controlé, et ses
actions étaient complétement programmeées a ’avance. Depuis, la robotique n’a cessé d’évoluer
de sorte que de nos jours, un robot est généralement muni de facultés avancées de perception, de
décision et d’action, de fagon a pouvoir s’adapter de maniére autonome & des environnements non
controlés et évoluant dynamiquement. De plus, de par les fonctions de plus en plus variées qu’il
doit réaliser (assistance, surveillance, exploration, secours, nettoyage, etc.), celui-ci est désormais
en interaction constante avec son environnement et avec les humains.

Aussi la perception est-elle devenue un point essentiel & ’autonomie et ’adaptation des robots
a leur environnement, ainsi qu’a leur interaction avec I’'Homme. Au sein des différentes modalités
de perception, on peut distinguer deux catégories : la proprioception, i.e. la capacité du robot
a obtenir de l'information sur son état interne (position/vitesse angulaire des roues, angles des
articulations, odométrie, etc.), et I'extéroception, qui renseigne le robot sur son environnement
(téelémetres ultrasons/infrarouge/laser, caméras visible/infrarouge /multispectrale, microphones,
capteurs d’efforts, etc.). Parmi les modalités extéroceptives, la vision est certainement celle qui a
regu le plus grand intérét en robotique, en raison de la richesse de I'information apportée par les
images, mais également grace aux grandes performances, au bas coiit et a ’embarquabilité des
capteurs visuels. Tout comme la vision, 'audition est un sens trés important chez les humains,
et joue un role fondamental dans le langage, 'apprentissage et la communication. Mais assez
curieusement, ’audition en robotique n’a été identifiée comme un sujet scientifique & part
entiére que récemment. Une raison possible est la difficulté pour un systéme auditif artificiel de
remplir certaines contraintes soulevées par la robotique, comme par exemple I’embarquabilité, la
performance de ’acquisition ou les contraintes temps réel. Ainsi, bien que des résultats fussent
développés depuis longtemps dans les domaines de 'acoustique et du traitement du signal, la
littérature sur 'audition en robotique est longtemps restée relativement éparse.

A ses débuts, Paudition en robotique a bénéficié de nombreux développements effectués en
analyse computationnelle de scéne auditive (Computational Auditory Scene Analysis—CASA)
[Rosenthal et Okuno, 1997]. Les auteurs de [Okuno et al., 2004] ont ensuite défini ’audition en
robotique comme la faculté artificielle de reconnaitre et comprendre un environnement auditif, et
ont listé les fonctionnalités nécessaires a ’accomplissement de cette tache :

— la localisation de source, qui peut inclure un systéme de suivi;
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— la séparation de flux audio, ou ’extraction de sources;
— la reconnaissance de sources, qui inclut la reconnaissance automatique de parole, la recon-
naissance de locuteur, etc. et qui peut étre étendue a 'interprétation de scénes auditives.
Dans cette thése, on s’intéresse exclusivement & la définition de primitives auditives pour la
localisation de source. Il s’agit certainement du probléme le plus ancien abordé en audition en
robotique, du fait que la localisation de source est généralement un pré-requis a la mise en place
de fonctionnalités plus haut-niveau, telles que la reconnaissance de locuteur ou de parole.

1.1.2 Le paradigme binaural

On peut voir deux paradigmes & ’audition en robotique. Certaines approches sont fondées sur
le traitement d’antenne [Van Trees, 2002]. La redondance de I'information apportée par un réseau
de microphones permet alors d’obtenir une bonne performance de I’analyse acoustique et une
certaine robustesse vis-a-vis des contraintes liées a la robotique : sources multiples ; large-bande;
non-stationnaires ; environnements bruités ; réverbérants ; évolutifs ; incertitudes de modélisation ;
etc. D’autre part, les approches binaurales reposent sur une seule paire de microphones, qui
peuvent étre placés en champ libre, & l'intérieur de pavillons artificiels et/ou sur une téte. D’un
point de vue ingénierie, 'utilisation de systémes commerciaux d’acquisition synchrone stéréo bon
marché facilite la mise en ceuvre matérielle de solutions binaurales. Cependant, cette simplification
s’accompagne généralement d’une plus grande complexité des algorithmes d’analyse de la scéne.

Historiquement, les premiéres contributions a l’audition en robotique reposaient sur le para-
digme binaural, et concernaient principalement la localisation de source. Les résultats demeuraient
mitigés en raison des diverses difficultés soulevées par la robotique. Les approches binaurales furent
alors quelque peu abandonnées en faveur du traitement d’antenne, jugé plus performant. Cepen-
dant, ces derniéres années ont donné lieu & un regain d’intérét pour les approches binaurales. Les
raisons sont multiples. Premiérement, méme s’il n’est pas nécessaire de restreindre un capteur audi-
tif & seulement deux microphones (des systémes d’acquisition et de traitement multivoies adaptés
a la robotique sont disponibles, telle la solution open-source ManyEars [Michaud. et al., 2007]),
I’audition binaurale peut étre considérée comme un contexte privilégié pour ’étude de certains
aspects de la perception humaine ou animale, et des liens bidirectionnels intéressants peuvent étre
établis entre la robotique et les neurosciences : techniques robotiques bioinspirées, que ce soit sur
des aspects morphologiques ou physiologiques ; exploitation de la robotique comme banc d’essai
pour valider ou réfuter des théories de psychologie de la perception chez I’humain (structures
sensorielles, fonctions cognitives, etc.). De plus, on assiste & un besoin croissant d’une interaction
symbiotique entre humains et robots (plateformes robotiques humanoides dotées d’une perception
bioinspirée). En outre, il est globalement reconnu que le manque de robustesse des approches
binaurales peut étre compensé par I'exploitation conjointe de ’audition et d’autres modalités
extéroceptives et/ou proprioceptives. En particulier, le contexte de la robotique mobile donne lieu
a de nouvelles techniques dites actives : fusion de I'information auditive et de la proprioception
du robot, exploitation de la mobilité du capteur. Enfin, de récentes théories cognitives suggérent
de nouveaux paradigmes a la perception en ingénierie [O’Regan, 2011]-|[Laflaquiére et al., 2010].

Ainsi, de nombreux projets de recherche et plateformes (hardware et software) dédiés a
l'audition binaurale ont vu le jour ces derniéres années (robot humanoide Cog du MIT, projet
SIG/HARK de Kitano Symbiotic Systems en collaboration avec I’'Université de Kyoto et I'Institut
de Recherche Honda au Japon, plateforme open-source iCub, projets POP et HUMAVIPS financés
par 'Europe, etc.). Cette thése s’inscrit dans le cadre du projet franco-japonais BINAAHR
(BINaural Active Audition for Humanoid Robotics), financé conjointement par I’Agence Nationale
de la Recherche et la Japan Science and Technology society. Ce projet implique le Laboratoire
d’Analyse et d’Architecture des Systémes (LAAS-CNRS, Toulouse), I'Institut des Systémes
Intelligents et de la Robotique (ISIR, Paris), le Laboratoire de Psychologie de la Perception (LPP,



1.1. PRESENTATION DU CONTEXTE 7

Paris), et, au Japon, I'Université de Kyoto, le Tokyo Institute of Technology, et 1'Université de
Kumamoto.

1.1.3 L’audition active

La plupart des contributions a ’audition binaurale sont fondées sur I’hypothése d’'un monde
statique. Une telle vision facilite grandement le probléme, mais il est pourtant clair que I'audition
et la communication prennent place dans un monde ol I’hypothése d’un monde figé n’est pas
valable [Cooke et al., 2007|. Cependant, la perception active, exploitant les divers degrés de
liberté que posséde un robot mobile, peut grandement aider au processus d’analyse de la scéne
auditive. Des contributions ont déja proposé des solutions a la perception auditive active. Dans
[Nakadai et al., 2000], un systéme intégre I’audition, la vision et et les ordres moteurs du robot
SIG pour suivre une source sonore. Un systéme adaptatif d’annulation du bruit des actionneurs
du robot est également implémenté. Un extension de ce travail a la reconnaissance active de
parole est proposée dans [Nakadai et al., 2003b]. Le travail présenté dans [Toshima et Aoki, 2009|
concerne un robot actif de téléprésence acoustique, dont les mouvements de téte sont synchronisés
avec ceux d’un utilisateur situé a distance et écoutant en temps réel les signaux binauraux
percus par le robot. L’étude montre que dans le cas statique, la Fonction de Transfert liée & la
Téte—Head-Related Transfer Function (HRTF)—du robot (caractérisée par la forme de la téte
et du torse, leur impédance acoustique, les propriétés du milieu acoustique, etc.) doit coincider
fortement avec celle de 1'utilisateur pour que celui-ci puisse localiser précisément la source sonore.
En revanche, lorsque la mobilité du robot est exploitée, une localisation précise est possible
méme avec une HRTF générique simplifiée (téte du robot en forme d’ceuf avec ou sans pavillons
artificiels).

Dans [Berglund et Sitte, 2005], le lien entre la position relative d’un locuteur par rapport a
un capteur binaural et un certain nombre d’indices binauraux—Différences Interaurales en Temps,
Phase et Amplitude (Interaural Time Difference (ITD), Interaural Phase Difference (IPD),
Interaural Level Difference (ILD) respectivement)—, indépendants du contenu spectral de la
source et concaténés dans un vecteur de grande dimension, est appris hors-ligne a 'aide d’une
carte auto-organisée sans parameétres (Parameter-Less Self Organising Map—PLSOM). Une fois
cet apprentissage réalisé, les indices binauraux sont extraits en ligne puis utilisés comme entrée
de la carte auto-organisée afin de déterminer la direction de la source et d’orienter le capteur vers
celle-ci.

Dans [Deleforge et Horaud, 2011], une méthode alternative d’apprentissage non-supervisé est
proposée pour localiser en milieu réverbérant une source sonore statique & partir d’une téte
anthropomorphe binaurale munie de deux degrés de liberté en rotation (angles pan et tilt).
L’émetteur est placé dans une position de référence fixe dans la piéce et différentes directions
d’arrivée sont «simulées» en inclinant et tournant la téte du robot (en dépit du fait qu’il n’y
a pas réciprocité au sens acoustique entre tourner la téte binaurale et déplacer 1’émetteur,
de par leffet de réverbération de la piéce). La méthode utilise comme entrée acoustique les
énergies—en décibels—pergues selon chaque bande de fréquence en chaque microphone. Elle
repose sur 'extraction d’un vecteur d’indices binauraux statiques (ILD), ou d’indices monauraux
dynamiques (dérivée temporelle des entrées acoustiques). Le but de 'apprentissage est donc de
retrouver une paramétrisation en basse dimension (deux dimensions associées aux deux degrés
de liberté de la téte) a partir d’une représentation spectrale exprimée dans un espace de haute
dimension, appelé espace sensoriel. L’idée est qu’en dépit de la grande dimension de I'espace
sensoriel, le vecteur d’indices vit en fait dans une variété de dimension réduite paramétrée par
Iorientation de la téte. Dans I'idéal, cette variété doit étre suffisamment lisse pour que I’ensemble
des échantillons de I'espace sensoriel—ou «distribution»—1Ia décrive correctement. Les auteurs
proposent de construire une représentation interne basse dimension de maniére non-supervisée en
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projetant la distribution dans un espace de dimension inférieure, tout en conservant si possible sa
topologie (en particulier sa métrique). Dans le cas linéaire, une analyse en composantes principales
(Principal Component Analysis—PCA) suffirait a réaliser cette réduction de dimensionnalité,
mais du fait que la variété n’est pas linéaire, une méthode d’alignement d’espace localement
tangent (Local Tangent Space Alignment-LTSA) est proposée. Si l'espace d’état (i.e. I'espace des
orientations possibles de la téte) et la représentation basse dimension de la variété dans 'espace
sensoriel sont homéomorphes (ce qui est généralement difficile & prouver, mais que les auteurs
ont validé expérimentalement via la construction de cartes audio-motrices), alors on s’assure de
certaines propriétés topologiques communes entre ces deux espaces; en particulier, & deux points
proches dans ’espace d’état correspondent deux points proches dans la représentation sensorielle
basse dimension et inversement. Il existe des connections étroites entre cette approche et les
travaux développés dans [Laflaquiére et al., 2010], ot un agent naif muni de deux modalités
extéroceptives—vision et audition—apprend par lui-méme la structure de ses interactions avec
I’environnement sans modéle théorique a priori, en exploitant uniquement son flux sensorimoteur.
En particulier, I’agent apprend par lui-méme la dimension de la variété de son espace sensoriel &
partir de son expérience sensorimotrice.

Dans |Kneip et Baumann, 2008|, un modéle mathématique est proposé pour la localisation
d’une source sonore a partir d’'un capteur binaural muni d’au moins deux degrés de liberté.
L’approche repose sur le calcul d’intersections de cones de confusion associés a des mesures
successives de ITD & mesure que le capteur se déplace. Il est montré qu’une combinaison de
mouvements de rotation et de translation permet de résoudre complétement le probléme de
localisation, i.e. lever complétement I’ambiguité associée au cone de confusion dans le cas statique.
Enfin, dans [Bernard et al., 2010|, une boucle sensorimotrice basée sur la perception auditive est
implémentée sur le robot rat Psikharpax en vue de mimer un comportement de phonotaxie chez
I’animal (réaction d’attraction ou de répulsion par source sonore).

Cette these différe des approches citées précédemment au sens ou 'information auditive
et I'information apportée par le mouvement seront fusionnées dans le cadre de 'estimation
Bayésienne, a 'intérieur d’un schéma de filtrage stochastique.

1.1.4 Filtrage stochastique en audition

La fusion de I'information auditive et du mouvement via le filtrage stochastique figure éga-
lement dans [Ward et al., 2003]—hors de tout contexte robotique—et dans [Valin et al., 2006].
La référence |Valin et al., 2006] considére une antenne circulaire de huit microphones. La sortie
d’une formation de voie (steered beamforming) basée sur une transformée de phase pondérée par
la fiabilité (Reliability- Weighted PHAse Transform—RWPHAT) est exploitée dans une stratégie
de filtrage particulaire avec rééchantillonnage d’importance séquentiel (Sequential Importance
Resampling—SIR). Jusqu'a trois sources, dont les mouvements sont supposés générés par un
processus de Langevin (excitation-damping model), sont localisées simultanément. Dans la méme
veine, [Markovi¢ et Petrovié¢, 2010] proposent une stratégie de filtrage particulaire pour un pro-
bléeme plan & partir d’'une antenne de quatre microphones et diverses géométries d’antenne.
La construction d’une fonction de vraisemblance est basée sur une procédure en deux étapes.
D’abord, une corrélation croisée généralisée est effectuée sur chaque paire de microphones. La
différence de temps d’arrivée ainsi estimée pour chaque paire est ensuite transformée en couple
d’azimuts en exploitant un modéle de propagation acoustique en champ libre et la géométrie de
I’antenne. Ce couple d’azimuts exprime le fait qu’avec le modéle considéré, deux sources placées
en deux azimuts distincts conduisent & une méme différence en temps d’arrivée. La fonction de
vraisemblance est ensuite construite sur la base d’'un mélange de distributions de Von Mises, dont
les paramétres sont calculés & partir des azimuts estimés et de la sensibilité de ’antenne en leur
voisinage. Le choix des distributions de Von Mises pour modéliser la fonction de vraisemblance est
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naturellement lié au fait que les azimuts extraits sont des variables aléatoires de nature circulaire.
Des résultats expérimentaux sont donnés pour une antenne statique et un locuteur mobile, ainsi
que pour un locuteur immobile et une antenne en mouvement. Cependant, pour une antenne
en mouvement, I’odométrie de la plateforme robotique portant I'antenne, ainsi qu’un modéle
décrivant la facon dont le mouvement du robot affecte les variables de position du probléme, ne
semblent pas exploités.

Les deux contributions ci-dessus n’entrent pas & proprement parler dans le cadre de cette thése,
du fait qu’elles sont basées sur une antenne de microphones et que soit le capteur est immobile, soit
sa mobilité n’est pas pleinement exploitée. Le filtrage stochastique dans un contexte binaural actif
a été proposée récemment dans [Lu et Cooke, 2010] et testé en contexte de simulation. La I'TD
est estimée en passant les signaux binauraux dans une banque de filtres Gammatones (mimant
le role de la cochlée chez I’humain) de fréquences centrales linéairement espacées entre 50Hz et
8Hz sur une échelle ERB (Equivalent Rectangular Bandwidth). Une Corrélation Croisée (CC) est
effectuée sur les signaux en sortie de chaque filtre, et les fonctions de CC associées a chaque filtre
(i.e. chaque bande de fréquence) sont ensuite sommeées en une unique fonction dont 'argmax
est 'I'TD estimée. Le modéle d’observation liant I'ITD & I’état du systéme est appris hors ligne.
Une stratégie de filtrage particulaire avec échantillonnage d’importance auziliaire (Auziliary
Sampling Importance Resampling—ASIR) est proposée pour effectuer la localisation & partir d’une
téte mobile. L'influence de divers types de mouvement de la téte binaurale (marche aléatoire,
marche aléatoire lissée, déplacement vers la source, etc.) sur les performances de la localisation est
ensuite étudié. En revanche, la stratégie repose sur une connaissance en temps réel de la situation
(position et orientation) de la téte dans le repére monde. En situation réelle, ceci nécessite de doter
le robot mobile d’un systéme de localisation absolue (capture de mouvement, etc.) synchronisé
avec 'acquisition des flux audio, et donc que le robot évolue dans un environnement contrélé. De
plus, la stratégie de filtrage sélectionnée est sujette & discussion, le contexte pratique considéré
étant un cas typique de mise en échec de I’ASIR.

Dans cette thése, on se propose d’établir une représentation d’état décrivant précisément la
fagon dont les ordres moteurs du robot affectent les variables de position et d’orientation de
I’émetteur par rapport au capteur, de maniére a exploiter pleinement la connaissance de ces
ordres moteurs. Fondamentalement, dans notre position du probléme, le robot n’est pas doté d’un
systéme de localisation absolue, et n’a accés qu’a ses ordres moteurs et aux flux binaural percu.
On se focalise également sur les données que ’on peut construire & partir des flux audio, et sur la
modélisation du lien existant entre ces observations et les variables de position et d’orientation
entrant en jeu dans le probléme. Sur la base de ces modéles de dynamique et d’observation,
on définit des stratégies de filtrage adaptées a notre probléme et consistantes. A la différence
de [Deleforge et Horaud, 2011]-|Laflaquiére et al., 2010], notre approche repose sur des modéles
a priori et non sur I’apprentissage d’une représentation interne des interactions du robot avec son
environnement. La section suivante concerne la définition des modéles sous-jacents aux stratégies
de localisation par filtrage stochastique proposées.

1.2 MODELISATION DU PROBLEME ET MISE EN EQUATION

On modélise le probléme de localisation par une représentation d’état de la forme

T = f(z,u) (1.2.1)
z = h(z,u) (1.2.2)

ol : x (resp. &) désigne un vecteur d’état minimal (resp. sa dérivée temporelle) a définir,
encapsulant—entre autres—des variables de position et d’orientation relatives de I’émetteur par
rapport au capteur; u désigne le torseur cinématique du capteur, supposé connu et déduit des
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ordres moteurs du robot ; z désigne un vecteur d’observation construit a partir des flux audio
percus en les microphones. Au §1.2.2 on définit les variables de notre probléme. L’équation
d’état (1.2.1) est mise en place au §1.2.3 & partir des équations de la cinématique du solide. Au
§1.2.4, un modéle relatif aux données élaborées sur la base des signaux pergus en présence de
mouvement est déduit de considérations acoustiques. On montre que des approximations sont
nécessaires en vue de permettre la définition d’observations compatibles avec ’équation (1.2.2),
et on définit celle utilisée dans le manuscrit.

1.2.1 Notations

Les expressions d'un vecteur ¥ ou d’un tenseur ? dans une base B sont notées (7)(8) et

(?)(B) respectivement. On les notes par abus de langage (7)( 7 et (?)(]__), ou F est la base B

munie d’une origine (i.e. un repére). Les dérivées d'un vecteur ¥ et d’un tenseur ? par rapport
au temps et par rapport a un repére F—i.e. considérant F constant durant le processus de

d
dt
associé au vecteur ¥ est un tenseur tel que si (7)( 7y = [z, vy, V2], alors

—

dérivation—sont notées | —| et [ L__ respectivement. Le tenseur pré-produit vectoriel

— 0 —-wv, w
(?) e 0 - (1.2.3)
%) —Uy Vg 0

Avec cette définition, le produit vectoriel U x W est égal a %}E} Le produit scalaire de deux
vecteurs U et U est noté U. U, et |7| désigne la norme euclidienne de W. f représente la
dérivée d’une fonction f par rapport au temps et ' désigne I'opérateur de transposition d’un
vecteur ou d’une matrice.

1.2.2 Modélisation du probléme

Un émetteur omnidirectionnel F et un capteur binaural constitué de deux récepteurs R1, Ry om-
nidirectionnels en champ libre, rigidement liés et espacés d’une distance 2a se déplacent de maniére
indépendante dans I’espace. On définit les trois repéres orthonormés directs Fo : (O, e , y—o>, Z;),
Fr: (R,x_f%,y_fg, Z%) et Fg: (E,:U_E>,y_E>,Z§) rigidement liés au monde, au capteur binaural et &
I’émetteur respectivement. Fr est défini de sorte que R coincide avec le point milieu du segment
[R1, Ro] et que R—Rl> = ay_}>g. L’émetteur étant ponctuel et omnidirectionnel, ’orientation du repére
Fr est complétement arbitraire et on choisit par convention Fg paralléle a Fp. La position
relative de Fg par rapport a Fr peut étre paramétrée par les trois composantes e, = R? ..ﬂ%,
ey £ R b et e, 2 RE.Zf de (RE)F,. On définit également les paramétres (r, ¢, 1) du systéme

de coordonnées sphériques (c¢f Fig. 1.1) de sorte que (R?) Fg S’écrit en fonction de ces paramétres

€ rsin ¥ cos
(ﬁ) = | e | = | rsinpsind |. (1.2.4)
Fr
e, r cos v

Pour paramétrer 'orientation de Fg par rapport & Fg, on utilise les angles de Bryant (\, u, v), de
sorte que la transformation permettant d’aligner Fpr avec Fg se décompose en les trois rotations
successives suivantes (c¢f Fig. 1.1) :

— Fr — Fi : rotation d’angle A autour de az—ﬁ
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— F1 — F5 : rotation d’angle u autour de y_1>
— F9 — Fg : rotation d’angle v autour de Z.

Le tenseur rotation R r, 7, décrivant la rotation permettant d’aligner Fr avec Fg a pour
expression dans Fpg, en fonction des angles de Bryant,

!/
ﬁ

((Q?R)IE>
— — — !

(Rrur) =Ry = | @y @, G | =] ()
R N /

((ZR)fE)

COS [L COS I —cos psinv sin p
= sin Asinpcosv +cosAsiny —sinAsinpsiny 4+ cosAcosvy  —sinAcosp | . (1.2.5)

—cosAsinpucosv +sin Asinv  cos Asin usinv + sin A cos v COS \ COs (4

On note ? Fr/Fo €t ? Fr/Fo les torseurs cinématiques—i.e. les vecteurs composés des vitesses de
translation et de rotation—de Fg et Fr par rapport a Fo. Pour M € {R, E'}, les composantes

!/

/

/

<72f JF ) = oM v(ﬁ}' /F ) (1.2.6)
M O (]:M) dt M @) (-F]\/I)
Fo/ (Fu)
de ? Fu/Fo dans le repére Fjy sont notées
v / w 1~/ v / 0 1~/

Rx x Ex

(?]-'R/]-'o) = | |vRy| s |wy| | > (?]-'E/}'o> = | |vey|, |0 | - (1.2.7)
(Fr) v (FE) 0
Rz Wz VEz

Une représentation géométrique de ces torseurs et de leurs composantes dans Fr et Fp est
donnée Fig. 1.2. Le torseur cinématique du capteur binaural est supposé connu. Concernant
I’émetteur, son torseur cinématique n’est pas connu mais une connaissance partielle sur sa
dynamique est supposée donnée a priori. Le but est d’estimer la situation relative de I’émetteur
par rapport au capteur sur la base des signaux acoustiques mesurés en Ry et Rs et des connaissances
disponibles sur 7 /7, et T r,/7,. Notons que la situation absolue du capteur binaural par
rapport au monde n’est pas connue.

Ces notations constituent le support des équations d’état permettant de décrire I’évolution
temporelle de la situation relative de Fg par rapport a Fg en fonction des torseurs cinématiques
du capteur et de ’émetteur.

1.2.3 Equation d’état A temps continu

Une premiére équation traduisant les effet des torseurs cinématiques du capteur et de I’émetteur
sur la position relative de Fg par rapport a Fgr est d’abord mise en place. L’application de la [o7
de composition des vitesses de translation et de la formule de la base mobile donne

dRE dOF (408
dt

dt dt

+RE x G55, (1.2.8)

Fo

Fr Fo L

Lorsque les vecteurs intervenant dans (1.2.8) sont exprimés dans Fg il vient

e :{_HS ’ (1%><m>: <?IR/FO>(JTR)+ 0r

G G » (1.29)
TR/ (Fg) 7
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FRr
F1
f
]:O % 2
0]
75 7B
Th

FIGURE 1.1: Définition des repéres et des variables de position du probléme. (Gauche) Repré-
sentation des coordonnées cartésiennes (e, ey, €,) et sphériques (r, ¢,9) de E dans Fg. (Droite)
Définition des angles de Bryant (A, u, ) décrivant la transformation alignant Fr avec Fpg.

FIGURE 1.2: Représentation géométrique des torseurs cinématiques T, 7, et Tr, r, de Fr et
FE par rapport a Fp, et de leurs composantes dans Fr et Fg respectivement.
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avec
dRE Ca
TR/ (FR) €z
La formule de changement de base nous permet par ailleurs de relier les expressions de [@}
dans Fr et Fg via
dOF dOE
Fo/ (Fr) Fo/ (Fp)
En combinant les équations (1.2.9)—(1.2.10)—(1.2.11) on obtient finalement
Cope ]
VRy
‘ ‘ VR~
éz | 0 —€y ey | Wy
éy | = I3 | e 0 —ex, Rryra wy |, (1.2.12)
e, L —ey ey 0 ! Wy
VEx
VEy
L VEz

ot I'expression de Rr, /7, en fonction des angles de Bryant est donnée Eq. (1.2.5). Une seconde
équation est mise en place, représentant les effets du vecteur vitesse de rotation du capteur sur
Iorientation relative de Fg par rapport a Fr. En appliquant la loi de composition des vitesses de
rotation et la loi de dérivation des tenseurs de rotation on obtient

d%fz/ﬁ% — _E’}FR/%%FE/FR. (1.2.13)

Fr

L’expression de (% Fr /;R>f en fonction des angles de Bryant via (1.2.5) permet d’obtenir,
R

aprés quelques manipulations, I’équation suivante

—1 —sinAtanp cosAtanp

A .
. 0 —CoS A\ —sin A
= sin A —Cos A “y |- (1.2.14)
v 0 Wy
cos [ COS [t
En combinant (1.2.12)—(1.2.14) on obtient finalement
- ops T
e ] i 0 —e, €y | Cucy —CuSy S5 1| VRy
6 I3 e, 0 —ez ! SASuCL T+ CASy  —SASuS, FCaCy  —SaCy [
iy et 0 oSty Osusy T e GG || @
)'f = | —1 —S)\t# C)\t# | wy . (1215)
. (0N : 0 —C)\ —S\ : (O Wz
/fL ' Sx —Cx | VEz
LV ! c c, ! v
L ‘ iz (TR - Ey
L VEz
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Dans notre probléme, les vitesses de translation de I’émetteur sont inconnues, mais on considére
que son type de mouvement dans le repére monde est connu, e.g. en introduisant un systéme
dynamique secondaire (ou «processus générateur») dont le vecteur d’état caractérise 1’évolution
temporelle de vgs, vg,, vE: :

(1 = p2 = ... =DPm =0

v = ot

Ex Ex

: _

VEy = vEy

v = ol

Ez Ez

(1.2.16)

U[L?Q]U = fn (pla <« syPm,VEz, VEy, VEz, - - -aU[ET‘LL]I;aU[ET‘Liav[ET‘i)
ol _ . Sl il ]
By — gn \P1,---3Pm>VEx,VEy, VEzy - - -5V, Ey "Ez
U[ET‘g = hn (p17' -+ yPm,VEx, VEy, VEz, - - - 7U[ETL3]37U[ETLZ]/7U[ET£) .

Les équations (1.2.15)—(1.2.16) sont alors combinées en une équation d’état unique ou les vecteurs
d’état et de commande sont respectivement

!/
z = |:e.I7 €y, €2, Aaﬂ? V,P1y---3Pm,VEzx, VEy, VEz, - - - U[E7'1i7 Ug;”ggl] (1217)
U £ [VRz, VRy, VRzs Wy, Wy, W] (1.2.18)

Par exemple, pour traiter un émetteur sur une trajectoire rectiligne & une vitesse constante
inconnue, on pose m=0, n=1, fy=0, go=0, hg=0 dans (1.2.16).

1.2.4 Equation d’observation

A Quelques rappels d’acoustique théorique

Dans un milieu linéaire homogéne sans perte a trois dimensions, le potentiel vitesse ¢(7, t)
en 7 a instant ¢ est lié & la distribution de source ¢(7°,t), i.e. le taux de flux volumique
par unité de volume de fluide généré par la source en 7 a linstant t, via ’équation d’onde

inhomogeéne [Ziomek, 1995]
62
VES(T 1) = 25 0(7 1) = o(7,1). (1.2.19)

Une approche pour résoudre cette équation est d’identifier la distribution de source (resp. le
potentiel vitesse) comme lentrée (resp. la sortie) d’un filtre linéaire dont la relation entrée-sortie
s’écrit

o (7,0 = [~ ][], a(7%t0) g (7,17, to) dirgato. (1.2:20)

Le potentiel vitesse apparait donc comme le résultat d’une convolution spatio-temporelle de la
distribution de source avec la réponse impulsionnelle du milieu g(?7 t\r_g, to). Lorsque le milieu
est illimité, g est appelée la fonction de Green temporelle en champ libre & trois dimensions et

s’écrit N
|7 —76|
6 (¢ —to— 7

dr |7~

g (717, to) = (1.2.21)
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avec ¢ la célérité du son dans le milieu. L’interprétation de I’équation (1.2.21) est immédiate.
Une impulsion d’amplitude unitaire appliquée en r_0> a linstant ty est percue par un observateur
placé en 7 a linstant to + @ avec une atténuation proportionnelle & ]7 - 7“0] Notons que
g est causale et satisfait au prmmpe de réciprocité, i.e. est inchangée lorsque 7 and 7§ sont
permutés. D’un point de vue fréquentiel, la fonction de Green fréquentielle en champ libre a trois

dimensions est définie comme la transformée de Fourier de g par rapport a ¢t — ty et s’écrit

21 g
o~ 22| 77|

G (7|70) = (1.2.22)

Ame| 7 — 76|
Notons que I'amplitude de Gy est indépendante de la fréquence, et sa phase est linéaire par
rapport a f.

On se focalise sur le développement de (1.2.20) lorsque la source est un émetteur ponctuel
omnidirectionnel E dont les coordonnées dans 'espace 7 (t) £ OF (t) sont paramétrées par le
temps. La distribution de la source ¢(.,.) peut alors étre factorisée comme suit

q(7,1) = qu()5 (7 = T5(t)), (1.2.23)

ot gg(.) est une fonction du temps uniquement. Gréace a la propriété de translation de I'impulsion
de Dirac, 'intégrale volumique Z (77, t|ty) dans (1.2.20), définie par

7 t|t0 JIJ T‘o,to ? t|7‘0,t0)d’l“0, (1.2.24)

peut étre simplifiée pour obtenir
Z(7, tlto) = qu(to)g(7, tIFE (o), to)- (1.2.25)

Pour aller plus loin dans le développement de (1.2.20) dans le cas d’une source mobile, un
changement de variable t) — 7 dans 'intégrale temporelle est nécessaire, avec

’?—@)(toﬂ‘

T=t—t— (1.2.26)

Pour réaliser ce changement de variable, la valeur absolue du Jacobien | 8T | de la transformation
to — 7 doit étre calculée. Aprés quelques manipulations il vient

7_77_%(750) 'U—E>(t0) N
Tl 211 — M, (to)]. (1.2.27)

or
Oty

:'1_

Dans (1.2.27), @(to) = [dr’f‘lgtoi} est la vitesse de I’émetteur par rapport au monde & 'instant
Fo

d’émission ty et M, (o) est la projection du vecteur Mach

M(to) s 'U_E‘)(tO)

(1.2.28)

de 'émetteur a I'instant d’émission ¢y sur la direction émetteur-observateur. Pour un mouvement
subsonique, |1 — M, (t9)] =1 — M,(to) et Vto, aT(tO) > 0, ce qui implique que application tg — 7
est monotone, donc admet une bijection remproque En combinant les équations (1.2.20)-(1.2.25)—

(1.2.26)—(1.2.27), on obtient pour le potentiel vitesse

4i(t0)5(7)
U W o TR TR TS (1.2.29)
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Ci dessus, tg est en fait une fonction de 7 (la bijection réciproque de to — 7), et devrait en toute
rigueur étre notée to(7). Par les propriétés de I'impulsion de Dirac, le potentiel vitesse peut étre
simplifié en

_ qe(t)
= =R E) (1230
avec c(t —t3) = |7 — 7B (). (1.2.31)

Notons que, bien que la dépendance ne soit pas écrite explicitement, ¢} est une fonction du temps,
i.e. 'équation (1.2.31) doit étre résolue a chaque instant ¢. La variation de pression p(?, t)—par
rapport a la pression d’équilibre pp—en T At est lie au potentiel vitesse via I’équation d’Euler
9
p(71) = po 6(7 1), (1.2.32)
avec pg la masse volumique du fluide & ’équilibre. Le champ de pression peut donc étre déduit et
s’écrit, aprés quelques manipulations

) ol cpoan(15)-(My () — VT (15)°)
AT —TE(t5)[(1 — M2(t5))  4nl 7 — TE(5)2(1 - Mo (15))?

Notons que les équations (1.2.30)—(1.2.31)—(1.2.33) peuvent étre étendues au cas d’'un observateur
mobile en paramétrant la position de ’observateur ?(t) par le temps. Le premier des deux

termes dans (1.2.33) représente la radiation champ lointain dont la pression décroit en WE?E’

(1.2.33)

tandis que le second terme représente la radiation champ proche dont la pression décroit en
ﬁ_lj"’E? [Morse et Ingard, 1968|.

L’équation (1.2.31) met en avant un probléme lié¢ a la mobilité de la source : du fait de la
vitesse finie des ondes sonores, le signal percu par un microphone en 7 oat dépend du signal
émis par la source en @(té) a ty, avec t —t le temps requis par la propagation acoustique; mais
t —t lui méme dépend de la distance spatiale entre [’émetteur a tj et 'observateur a t. De ce
fait, il n’y a pas d’équation «explicite» entre la source et le champ de pression, & part pour
des mouvements de I’émetteur trés simples (émetteur immobile, en mouvement rectiligne et
uniforme, etc.). Un représentation géométrique de ce probléme est présentée en figure 1.3. Des
approximations sont donc nécessaires pour rendre le probléme tractable. Bien entendu, du fait
que dans le probléme que l'on considére |M| < 1, 'équation (1.2.33) peut étre simplifiée sans
induire d’erreur significative en

. 7Bt
Po4E (t _ | ZE( )|>
An |7 — ()]
Cette approximation «quasi-statique» peut étre interprétée comme suit : & chaque instant ¢, la
variation de pression pergue en 7 due & un émetteur mobile F est approximée par la variation

percue due a un émetteur immobile coincidant spatialement avec E a I'instant .

Bien que les simplification menant & (1.2.34) puissent paraitre évidentes lorsque I’émetteur
se déplace lentement comparativement & la propagation du son, nous avons jugé important de
rappeler d’ou elles viennent. Dans toute la suite de la thése, on suppose que 'approximation
«quasi-statique» est valide.

p(7 1) ~ (1.2.34)

B Indices acoustiques utilisables pour la localisation

D’aprés les considérations précédentes, la variation de pression percue en un microphone

R;,i=1,2 s’écrit
POdE (t — 2 C(t)l

pr,(t) = wEBO (1.2.35)
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VE(t))

[7 =75 (t)]

Récepteur a t ©

\

FIGURE 1.3: Géométrie de la propagation acoustique dans le cas d’un émetteur dynamique.

De cette expression on voit clairement apparaitre des quantités & extraire pouvant servir a la
localisation. On a d’une part des quantités—ou indices—«statiques» : le retard entre le signal

émis et le signal pergu
o |RE

B
c )

(1.2.36)

Ti

et son facteur d’atténuation

1 1
A
' |RZE’ CTi

et d’autre part des indices «dynamiques», e.g. les facteurs Doppler définis par

g2d t_”ﬁ| _ 1= Mg, (1.2.38)
tdt c C1- Mpg,’ o
avec pour ¢ = 1,2
H _}
ERZ VR
|ER;| ¢
et
_) _>
ER;
i (1.2.40)

E, = — - .
|[ER;| ¢

La question qui se pose est alors de savoir comment extraire tout ou partie de ces indices sans
connaissance a priori sur la source qg(t). Pour résoudre ce probléme, on se propose dans cette
thése d’exploiter uniquement des indices statiques binauraux, i.e. les quantités ITD £ 7 — 7, et
ILD £ 201log;(a1/az), qui peuvent étre extraites des signaux percus sans connaissance a priori
sur la source. Ces indices s’expriment en fonction des coordonnées cartésiennes de I’émetteur
dans le repére du capteur—définies au §1.2.2—par
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FIGURE 1.4: Géométrie de la propagation acoustique dans le cas statique. (Gauche) Source
en champ proche—fronts d’onde sphériques. (Droite) Source en champ lointain—fronts d’onde
approximativement plans au voisinage des récepteurs.

1
ITD = 71 — 2 = - (IR E| - |Ro )

1
== (\/6:20 +e2 + e+ a? — 2ae, — \/e:% +e2+e+a?+ 2aey) (1.2.41)

(1.2.42)

ez +e2+e2+a?+ 2ae
ILD = 10logio <72> — 10log1o ( e Ty T v).
T1

e +e2 +e2 +a? — 2aey,

On peut aussi exprimer ces indices en terme de coordonnées polaires comme suit

ITD = 2 <\/1 — 2sinpsind (g) + (%)2 - \/1 + 2sin psind (g) + (Z>2> (1.2.43)

1+ 2sinpsindg (2) + (%)2
1 —2sinpsind (%) + (9)2 .

r

ILD = 10logyo ( (1.2.44)

Notons que 'expression de ces indices en champ lointain, notés ITD, et ILD, sont obtenus en
faisant un développement limité & ’ordre 1 de

\/1j:2sing0sin29<i> + (a)2 (1.2.45)

r

autour de la valeur 1 en posant a/r < 1. On obtient respectivement
2a . )
ITDy = —— sinpsind (1.2.46)
c

LD = 0. (1.2.47)

Une interprétation géométrique des conditions champ-proche champ-lointain est donnée en
figure 1.4.. Dans notre probléme ou ’espacement inter-microphones est faible (2a ~ 16cm),
I'information spatiale portée par I'ILD devient rapidement minime pour les distances capteur-
source raisonnables, et se trouve noyée dans I’erreur de son estimation & partir des flux audio. On
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Ry Ry

| 0
3 i ey(m)

ey(m)

FIGURE 1.5: Isosurfaces de la fonction d’observation. Les isosurfaces sont des nappes d’hyperbo-
loides de révolution & deux nappes, I’axe de révolution étant (Oygr). Sous 'approximation champ
lointain, ces surfaces sont assimilables a leurs cones asymptotes.

ne cherchera donc pas a exploiter 'ILD dans notre stratégie de filtrage (du moins dans le cas
champ libre; on verra plus tard que 'ILD informe effectivement sur les variables de position, y
compris en champ lointain, lorsque les microphones sont placés sur un élément diffusant).

En figure 1.5 sont tracées quelques isosurfaces de 'I'TD dans le systéme de coordonnées
cartésien (i.e. les lieux géométriques des points de I'espace vérifiant ITD(e,, ey, e,) = C pour
différentes valeurs de la constante C). Il est montré que ces surfaces sont des nappes d’hyperboloides
de révolution & deux nappes. Ces nappes sont assimilables & des cones en champ lointain, souvent
appelés cones «de confusiony» dans la littérature. Ces cones expriment le fait que les indices
binauraux ne donnent instantanément qu’une information partielle ou ambigiie sur les variables
de position. L’ambiguité sera levée en exploitant conjointement le mouvement du capteur et/ou
de I’émetteur.

1.2.5 Cas d’étude

On se propose dans cette thése—comme de nombreuses contributions & la localisation binaurale
active—de restreindre le probléme considéré jusqu’ici & un probléme plan, dans lequel le capteur
et 'émetteur se déplacent dans le plan commun (y_o>,z_o>), avec :c_o> vertical descendant. Une
description géométrique de ce probléme est présentée en figure 1.6. On impose donc

Th=10=71fh; (1.2.48)
ez =0; p=m/2; (1.2.49)
VR, =03 vE, =0; wy=0; w, =0, (1.2.50)

de sorte que 'équation (1.2.15) se réduit a

ezl =10 —1 —ey| |vrz| + [sinA cosA

AMoolo 0 =1 |ws 0 0

€y -1 0 e, URy cosA —sin \
|:'UE'2

”Ey] . (1.2.51)
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FIGURE 1.6: Représentation géométrique du probléme lorsque le capteur et 1’émetteur sont
contraints a se déplacer dans le plan (yo, z0).

_2 i I /i I A I i

ey(m)
FIGURE 1.7: Isolignes de la fonction d’observation dans le cas d’étude considéré. Les isolignes
sont des branches d’hyperboles, résultant de l'intersection des nappes d’hyperboloides avec le

plan (yr, zr)

De méme, (1.2.41) se réduit a

1
ITD = - (\/ef/ + €2 + a? — 2ae, — \/ei +e2 4 a® + 2a€y> : (1.2.52)

Les isolignes de la fonction d’observation sont tracées en figure 1.7, et décrivent cette fois-ci des
branches d’hyperboles.
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1.3 ORGANISATION DE LA THESE

Le but de cette thése est de mettre en place un cadre de travail générique pour la localisation
active binaurale de sources sonores en robotique & travers une stratégie de filtrage stochastique.
La méthode proposée se décompose en deux étapes :

1. a chaque instant, détection d’activité des sources et estimation des paramétres spatiaux
relatifs & celle-ci & partir des flux audio observés sur des fenétres temporelles court terme;

2. assimilation de ces paramétres instantanés en tant qu’observations dans un schéma de
filtrage stochastique exploitant le torseur cinématique du capteur binaural (vitesses de
translation et de rotation par rapport au monde, lesquelles peuvent étre déduites des ordres
moteurs du robot) ; si la source est mobile, le modeéle de dynamique a priori exploité dans
I’algorithme de filtrage est alors augmenté par un processus générateur du mouvement de
celle-ci.

Le chapitre 2 est consacré a l’estimation instantanée de I'TD lorsque le signal de I’émetteur
se propage en champ libre. Ce probléme étant trés étroitement lié au probléme d’analyse et
d’estimation spectrale de signaux aléatoires, on se propose donc dans un premier volet du chapitre
de dresser un état de 'art détaillé des méthodes d’estimation spectrale. Le lecteur de ce manuscrit
appartenant a la communauté du Traitement du Signal est trés probablement familiarisé avec
les méthodes qui y sont présentées. Le lecteur non spécialiste—e.g. davantage tourné vers la
Robotique—y trouvera certainement un plus grand intérét. Pour certaines méthodes, nous
analysons en détail les statistiques de ’estimateur sous diverses hypothéses. L’intérét de cette
analyse est double. Premiérement, elle permet de donner des pistes quant au choix de la méthode
a utiliser, en fonction du probléme considéré. En second lieu, cette analyse permet de définir—et
justifier—des modéles statistiques pour les données utilisées dans des méthodes d’estimation de
paramétres spatiaux. Un état de 'art des méthodes d’estimation de I'TD est ensuite proposé.
Les méthodes qui y sont présentées font trés réguliérement référence aux méthodes d’estimation
spectrale précédentes. Aussi les §2.1 et §2.2 présentent une synthése des méthodes sus-mentionnées,
synthése qui servira par ailleurs de base aux chapitres 3 et 5. Nous justifions en outre notre choix
de la méthode d’estimation de ITD que nous exploitons dans notre stratégie.

Le chapitre 3 propose des solutions & ’estimation instantanée de parameétres spatiaux lorsque
I’hypothése de propagation en champ libre ne tient plus, e.g. lorsque les microphones sont montés
sur une téte. Un apercu des méthodes existantes les plus répandues en robotique est d’abord
donné. Puis une contribution originale détaillée, et son intérét comparativement a 1’état de I'art
est discuté. La méthode est testée en simulation, permettant ainsi d’étudier les effets de la téte sur
les performance de localisation, et notamment l'intérét que peut apporter un élément diffusant en
comparaison a une paire de microphones en champ libre. Note approche est également testée dans
un environnement réel contrélé. Un second volet du chapitre est dédié & la détection instantanée
d’activité de la source, qui peut avoir son utilité dans une stratégie de filtrage, par exemple pour
affecter un degré de confiance aux observations & assimiler dans le filtre. La encore, les méthodes
les plus courantes sont passées en revue, et notre méthode est ensuite présentée et discutée.

Le chapitre 4 concerne la stratégie de filtrage en elle méme. Les difficultés liées a la définition
d’une telle stratégie sont passées en revue : discrétisation de la représentation d’état, non-linéarité
du modéle, liens avec le probléme du Bearings-Only Tracking-BOT, présence d’outliers dans les
observations, difficulté de réglage des paramétres du filtre, etc. Pour chacune d’elles, des solutions
sont proposées et argumentées. Des résultats de simulation sont donnés pour illustrer le propos et
mettre en avant certains points de la discussion. Deux solutions originales sont en outre proposées
pour détecter I'apparition/la disparition d’une source en exploitant a la fois les flux audio et
la proprioception du capteur. Les méthodes sont testées et validées en environnement réel et
contrdlé. En particulier, on montre que I'exploitation de la mobilité du capteur/dun processus
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générateur du mouvement de I’émetteur permet de localiser précisément une source sonore—en
terme d’azimuth et de distance—en dépit des fausses observations qui apparaissent dans un
milieu réel.

Puis, le chapitre 5, plus prospectif, propose des pistes pour étendre les deux points de notre
stratégie au cas de la localisation active de plusieurs sources. L’accent est principalement mis
sur la détection/localisation instantanée de plusieurs sources avec seulement deux microphones.
Un bref état de I'art des différentes approches envisageables est présentée, puis nous détaillons
I’approche qui nous semble la plus prometteuse. En particulier, on propose une extension de
notre méthode d’estimation instantanée de paramétres spatiaux présentée au chapitre 3 au cas de
plusieurs sources, en considérant trois variantes différentes (basées sur des hypothéses différentes).

Finalement, ce manuscrit se termine par une conclusion et quelques prospectives a court et
moyen terme.



Chapitre 2

Estimation court terme de spectres
et de temps de retard

Nous avons montré dans le chapitre précédent, sur la base de considérations acoustiques
et au prix de certaines hypothéses (propagation en champ libre d’ondes planes, approximation
quasi-statique de la propagation), comment 'ITD est relié aux paramétres spatiaux que nous
allons chercher, plus tard, a estimer. Néanmoins, nous n’avons pas encore présenté comment
I'ITD peut étre & son tour estimé sur la base des signaux regus par le capteur binaural. Comme
précisé précédemment, cette problématique est trés étroitement liée au probléme d’analyse et
d’estimation spectrale de signaux aléatoires, qui seront donc abordés dans une premiére section de
ce chapitre. Puis, un état de 'art des méthodes d’estimation d’ITD, s’appuyant pour la plupart
sur les résultats d’estimation spectrale introduits précédemment, sera ensuite proposé. Notre
objectif est d’effectuer un survol suffisamment large des techniques ayant trait & ce probléme, qui
puisse constituer une base de discussion, voire de remise en question, de certains choix effectués
—parfois trop systématiquement—dans la thématique de ’audition en robotique. Ce chapitre se
termine par une discussion comparative des différentes approches mentionnées.

2.1 ESTIMATION SPECTRALE

Dans cette section, on fait appel & des notions et termes techniques relatifs aux signaux
aléatoires : ergodisme, stationnarité au sens large, Gaussianité, autocorrélation, corrélation croisée,
Densité Spectrale de Puissance (DSP) !, convergences presque siire et en probabilité, etc. Ceux-ci
sont pour la plupart définis en annexe chapitre 7. On considére deux signaux aléatoires x,y a
temps continu, & valeurs réelles, individuellement et conjointement Stationnaires au Sens Large
(SSL) 2 et ergodiques vis-a-vis de leurs autocorrélation et corrélation croisée.

On peut distinguer deux catégories d’estimateurs de DSP et DSP croisée des signaux x
et y. Ceux qui ne font appel & aucune hypothése sur les signaux autre que les hypothéses de
stationnarité et d’ergodisme sont qualifiés d’estimateurs non paramétriques. Les autres entrent
dans la catégorie des estimateurs paramétriques. Quelle que soit la catégorie & laquelle elle
appartient, une méthode repose toujours—d’un point de vue théorique ou pratique—sur des
estimateurs de corrélation et corrélation croisée des signaux. On commence donc par présenter
ces estimateurs.

1. Power Spectral Density—PSD
2. Wide Sense Stationary—WSS

23
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2.1.1 Estimation de la fonction d’autocorrélation d’un signal

Dans cette partie, on définit deux estimateurs de la fonction d’autocorrélation (Définition 7.4.7)
d’un signal Stationnaire au Sens Large (SSL) (Définition 7.4.15) ergodique vis-a-vis de son
autocorrélation (Définition 7.4.18). On s’intéresse au biais et & la variance de ces estimateurs ainsi
qu’aux conditions de leur convergence. On se restreint ici & 'autocorrélation d’un signal pour
rendre les calculs plus simples, mais les résultats s’étendent sans difficulté au cas de I'estimation de
la corrélation croisée de deux signaux conjointement SSL et ergodiques vis-a-vis de leur corrélation
croisée.

A Théorémes préliminaires

Quelques théorémes préliminaires sont d’abord donnés. Le lecteur intéressé peut consul-
ter [Papoulis, 1977|-[Papoulis, 1984] pour plus de détails.

THEOREME 2.1.1 Espérance et variance de la moyenne temporelle d’un signal aléatoire.

Soit z un signal aléatoire a valeurs réelles et & temps continu, 7' € RTet Zr la moyenne temporelle
de z sur l'intervalle Iy £ [— définie par

1
ITésztdt
It

Si z est SSL alors, en notant Cy(a) £ cov{z(t),z(t + @)}, on a

272]

E{Zr} = E{z(1)}, var{Zr}— %jfTT Cy(a) (1 _ “;i‘) da.

PREUVE Par linéarité de ’espérance mathématique,

E{Zr} = - jE{z )dt, var{Zr} = T2 || coviz(tr),z(ts)}dtrdts, (2.1.1)
ITXIT
Or pour un signal z SSL, E{z(t)} est indépendant de ¢ et cov{z(t1),z(t2)} = C(t2 — t1) ne

dépend que de ty — t1. D’aprés [Papoulis, 1977] pp354-355, on peut alors montrer que
o]

JI Q—tldtldtQ—Tj C )< —? da,

IT ><IT

ce qui donne le résultat. [

THEOREME 2.1.2 Condition nécessaire et suffisante d’ergodisme.

Soit z un signal aléatoire a valeurs réelles, & temps continu, et SSL. On note ¢, (t) = z(t)z(t + 7).
z est ergodique vis-a-vis de son autocorrélation ssi V7

— cov{o-(t1), ¢-(t2)} ne dépend que de to — 1,

. 1 4T || B
(3o ()

avec Cy_(a) £ cov{p. (1), d-(t +a)}.
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PREUVE On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que V7 la variable aléatoire
définie par

+ 2
Tj z(t + 7)dt (2.1.2)
converge en moyenne quadratique vers R, (T ) lorsque T' tend vers l'infini. Par linéarité de

Pespérance, il vient immédiatement que E{Rp(7)} = R,.(7). Il suffit donc de trouver une
condition pour que la variance de Ry (7) tende vers zéro . En notant ¢-(t) = z(¢)z(t +7), on a

Ri(r) = 7 [} orlyi

dont la variance se déduit du théoréme 2.1.1, sous hypothése que ¢, () est SSL (vrai dans le cas
centré gaussien), en posant z(t) = ¢, (t). D’ou le résultat du théoréme. ]

REMARQUE 2.1.1 La condition porte sur un moment d’ordre 4 du signal. Lorsque z est de plus
centré Gaussien, on peut montrer que [Papoulis, 1977| la premiére condition du théoréme est
vérifiée et que

Cy, (o) = Rzz(a)2 + Roz (7 4 ) Rz (7 — ). (2.1.3)
La seconde condition du théoréme devient donc
) 1 p+7T 9 al _
Th_I)I;O {T I_T [Rzz(a) + Ryp (T + ) Ryp (T — a)} ( - T> da} =0. (2.1.4)

B Estimateurs de autocorrélation et statistiques

Soit x un signal SSL ergodique vis-a-vis de son autocorrélation Ry, (7) = E{x(t)x(t + 7)}.
On cherche a estimer Ry (7) sur la base d’une réalisation de x sur une fenétre temporelle
It = [—%, %] On note x7(t) £ x(t)7r(t) la version fenétrée de x(t), avec 7r(t) la fenétre
rectangulaire—symeétrique par rapport a 'origine des temps—définie par

1 sur [~ L]

_ 72
mr(t) { 0 ailleurs. (2.1.5)
On définit sur R\{—7", T} un premier estimateur de l’autocorrélation de x par
o +o0
Ryx (1) = t)xp(t + 7)dt. (2.1.6)
SR
Remarquons que xr(t)x7(t + 7) est non nul et vaut x(t)x(t + 7) sur [-Z, 2 — 7] pour 7> 0 et

sur [—% -, %] pour 7 < 0. Pour 7 € I,y 2] — T, T[, 'estimateur s’écrit donc, aprés quelques

manipulations,

Ryx(1) = j x(t+ ||)dt (2.1.7)

ITI

Cet estimateur est sans biais.

THEOREME 2.1.3 Moyenne et variance de ’estimateur non biaisé de l'autocorrélation.

Soit ¢-(t) = x(t)x(t + 7). Pour 7 € R\{—T, T}, la moyenne de Ry () vaut
E{RXX(T)} = Rux(7)m2r(7),
et si cov{e,(t1), dr(t2)} ne dépend que de ty — t; alors pour 7 € I,y la variance de Ryy(7) vaut

o _ +T— \TI |oz\
wrlfalnh = 7 [, ol <1 T w) o
avec Cy_(a) = cov{p,(t), d-(t + a)}.
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PREUVE Par linéarité de ’espérance mathématique et en utilisant le fait que x est SSL, la
moyenne de Ryy vient de maniére immédiate

Ryrmp (7)

E{Ryx(7)} = Rux(7) T

(2.1.8)
Du fait que Rypxp (7) = (T — |7|)m2r(7), on obtient le résultat. Concernant la variance, commen-
¢ons par remarquer qu’'un changement de variable adéquat permet d’obtenir une formulation
symétrique de 'estimateur sur Iop =] — T, 77 :

—I7

» 1 + 2 T T
B(7) = 7 | rn ® (- 5) x (t+ 5) dt. (2.1.9)
Pour la suite on note ¢-(t) = x(t)x(t +7) et y-(t) = x(t — §)x(t + ) = ¢-(t — 7). Il vient, pour

T € Iyp, .
T—|7

o 1 +
Rex(7) = . j_ o (). (2.1.10)
2
Si cov{¢r(t1), pr(t2)} ne dépend que de to — ¢y alors Cy_(ta —t1) = C,, (t2 — t1). En utilisant le
théoreme 2.1.1 on obtient le résultat. ]

REMARQUE 2.1.2 A 7 fixé, var{Ryex(7)} tend vers var{Rp(7)} lorsque T tend vers infini. Par
conséquent, var{éxx(r)} tend vers zéro si x est ergodique conditionnellement a son autocorrélation
(¢f théoréeme 2.1.2), et I'estimateur est alors consistant (Définition 7.5.2). On note cependant
que la convergence n’est pas uniforme en 7, car quel que soit T fixé, la variance var{f%xx(T)} est
d’autant plus importante que |7| est proche de T'. Comme nous le verrons aux §2.1.2A et §2.1.3,
ceci pose particuliérement probléme lorsqu’on cherche a estimer la DSP d’un signal aléatoire a
partir de I’estimée de son autocorrélation.

On définit maintenant un autre estimateur sur R de ’autocorrélation d’un signal x donné,
par

Bon(r) = % [ 2t (t + 7t (2.1.11)

ainsi que

Ap = < - 2‘TT|> mr (7). (2.1.12)

Les propriétés de Ryx(7) sont résumées dans le théoréme suivant.

THEOREME 2.1.4 Moyenne et variance de l’estimateur biaisé de ’autocorrélation.

Soit ¢ (t) = x(t)x(t + 7). Pour 7 € R, la moyenne de Ry (7) vaut
E{Rxx(7)} = Rax(7)A2r(7),

et si cov{ep, (1), dr(t2)} ne dépend que de ty — t; alors pour 7 € I la variance de Ry (7) vaut

arlfe(} = 3 (1= ) [ @) (1 720 ) e

avec Cy (o) = cov{p-(t), o+ (t + a)}.
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PREUVE Par linéarité de ’espérance mathématique et en utilisant le fait que x est SSL, la
moyenne de Ry, vient de maniére immédiate

Rryrr (1) '

E{ (1)} = Raa ()= "22

(2.1.13)

Du fait que Ryyrp(7) = (T — |7|)m2r(7), on obtient le résultat. En outre, on peut remarquer que
(pour |7| # T)

_

foa(r) = (1= 1) Rt (2.1.14)

dont on déduit que pour 7 € Iop,

2
var{ Rex (1)} = <1 - ’;') var{ Ry (1)}, (2.1.15)

ce qui donne le résultat (¢f théoréme 2.1.3). (]

Il convient de noter que 'estimateur biaisé souffre également du probléme de convergence
non uniforme évoqué précédemment, i.e. sa variance est grande pour || &~ 7. Dans la pratique,
si I'on souhaite étudier Pautocorrélation d’un signal sur un intervalle [—a, a] tel que a € RT, il
faut donc fixer T tel que T' > a.

2.1.2 Estimation non paramétrique de la densité spectrale de puissance
A Le périodogramme

La DSP croisée de deux signaux SSL x,y est par définition la transformée de Fourier de leur
corrélation croisée. Il parait alors naturel de définir comme estimateur de leur DSP croisée la
transformée de Fourier d’un estimateur de leur corrélation croisée. On considére ’estimateur
biaisé de la corrélation croisée de x,y, défini par

Ray(r) = % [ xr0yr(t — ). (2.1.16)

Remarquons qu’on peut réécrire (2.1.16) sous la forme

N

Ray(7) = %XT(T) *y7(—7) (2.1.17)

D’aprés le théoréme de convolution, la transformée de Fourier de ny(r), notée S’Xy( f) s’écrit

Suy(f) = F [Ray(r)] = 2 X (F)V(F) (21.18)

ou, pour z € x,y

o0 . +Z .
Zo(f) = f zr(t)e 2 mtde = (7 z(t)e 2t (2.1.19)

—00 -5

~

est la transformée de Fourier de zp(t). Syy est un estimateur de Sy, communément appelé le
périodogramme croisé de x,y.

On aurait également pu prendre comme estimateur de DSP la transformée de Fourier de
éxy, mais on préfére en général utiliser I'estimateur biaisé de la corrélation croisée. En effet, cela
garantit la positivité de la DSP estimée lorsque x = y, et sa mise en ceuvre pratique est moins
cotliteuse en temps de calcul. Comme indiqué dans la suite, cet estimateur n’est pas consistant
du fait que prendre un temps d’observation infiniment long ne suffit pas & réduire sa variance
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a zéro. Cette tare provient de la contribution des instants 7 proches de +£7" (pour lesquels la
variance de RXY(T) est grande) dans l'intégration temporelle de ny(T)exp(—ZiW f7). Plusieurs
méthodes seront évoquées afin de réduire la contribution de ces instants et rendre I’estimateur
consistant, et on étudiera la moyenne et variance des estimateurs proposés ainsi que leurs propriétés
asymptotiques. Le calcul des statistiques d’ordre 2 de ces estimateurs nécessite la connaissance
de moments croisés d’ordre 4 des signaux, qui pour deux signaux centrés gaussiens dans leur
ensemble, peuvent s’exprimer en fonction de moments d’ordre 2. d’aprés [Papoulis, 1984] p445,
I’hypothése de signaux centrés gaussiens dans leur ensemble n’induit pas de perte de généralité
pour les propriétés asymptotiques des estimateurs. On se focalisera donc sur de tels signaux.
Par la suite, considérant deux signaux aléatoires SSL u, v et une fenétre w réelle symétrique a
support fini, on notera par convention By,Ty, > 1 pour signifier que les variations de la DSP
croisée de u, v, notée Syy, sont faibles sur tout intervalle fréquentiel de largeur de 'ordre de celle
du lobe principal de W = F{w} (i.e. Sxy est suffisamment «lisse» de sorte que W s’apparente a
une impulsion de Dirac au regard de Syy). On désigne par B,, la largeur du lobe principal de W.

B Lissage par moyenne empirique de périodogrammes court terme

B-1 Définition générale de ’estimateur Soient x(¢) et y(¢) deux signaux aléatoires SSL
réels et w(t) une fenétre réelle & support fini de longueur L et symétrique par rapport a lorigine
des temps. On définit W (f) £ F{w(t)} et on note
—+o00 .
Ruw(r) = [~ W2@)e?™ dv = |

—00 —

Y w7t (2.1.20)

SISl

la fonction d’autocorrélation de la fenétre w 3. En particulier, R, (0) désigne 1'énergie totale de
la fenétre.

On construit P fenétres temporelles de méme longueur L par décalage temporel de w(t) de la
maniére suivante

we(t) =w(t — 1), k=1,...,P, (2.1.21)

ou I

=73 + (k—1)S, (2.1.22)
et ot S < L est le décalage temporel entre deux fenétre successives wg, wiy1. En d’autres termes,
pour k € {1,..., P}, wy a pour support I}, = [(k —1)S, (k — 1)S + L]. La construction de ces
fenétres est décrite en figure 2.1. L’intervalle temporel sur lequel x et y sont observés est défini par

Ir = UP_ I, = [0,T]*. Dans le domaine fréquentiel, la transformée de Fourier de wy,(t) s’écrit
Wi (f) = W(f)e 2™/, (2.1.23)

On construit P périodogrammes croisés® de x,y de la facon suivante : pour z € {x,y}, on calcule
la transformée de Fourier de z(t) fenétré par wy(t)

Zk(f):j

—00

—+00 .
z(twg(t)e 2™t k=1,...P (2.1.24)

puis on construit le périodogramme croisé de x,y sur la k'™ fenétre en calculant

Sxy,k(f) = Rwi(o)

3. On exploite la parité de w(t), qui implique que W (f) est réel.

4. L’intervalle d’observation est ici défini par I = [0, 7] (i.e. Ir n’est pas symétrique par rapport a l'origine
des temps) pour des raisons pratiques, mais ce choix est sans conséquence sur les résultats et n’induit pas de perte
de généralité.

5. Lorsque la fenétre w n’est pas une fenétre rectangulaire, on parle de périodogramme croisé modifié.

Xe(YL(f), k=1,...P. (2.1.25)
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wplt)m—"iw—

FIGURE 2.1: Définition des fenétres utilisées pour la construction de ’estimateur. de DSP

L’estimateur proposé, dénommé périodogramme moyenné, est alors défini par

P
Su(F) = 5 D SglF). (2..26)
k=1

On caractérise ci-apres les statistiques aux ordres 1 et 2 du périodogramme moyenné dans le
cas ol x et y sont centrés gaussiens dans leur ensemble. Notons que les résultats obtenus pour
I’estimateur de DSP d’un signal ne s’étendent pas de maniére triviale au cas de ’estimateur de
DSP croisée de deux signaux. En effet, Une DSP croisée est complexe, alors qu’'une DSP est
réelle. La densité de probabilité (ddp) d’un vecteur complexe z gaussien de dimension d s’écrit
dans le cas général

1 C R] '[z-
€
7dy/detCdet(C* — RTC-1R)

ot p £ B{z},C &2 B{(z — u)(z — )}, R 2 B{(z — p)(z — p)'} désignent respectivement la
moyenne, la matrice de covariance et la matrice de relation de z.

Si U désigne un vecteur aléatoire complexe gaussien, alors sa moyenne my = E{U} et
sa matrice de covariance E{(U — my)(U — my)'}—ou T désigne l'opérateur de transposée
Hermitienne—ne suffisent pas dans le cas général a le caractériser entiérement. Il faut également
spécifier la matrice E{(U —my)(U —my)'}, appelée matrice de relation du vecteur dans certaines
références. Dans le cas scalaire on utilisera le terme de «relation», faute d’avoir trouvé une
dénomination plus appropriée et plus employée.

Voila pourquoi on ne se restreint pas ici uniquement & ’estimation de DSP d’un signal.

pz(z; 1, C, R) =

)

B-2 Théorémes préliminaires On énonce les deux théorémes suivants, utiles pour la suite.

THEOREME 2.1.5 Moments croisés d’ordre 2 de transformées de Fourier court terme.

Soient u, v deux signaux SSL, et pour n,p € {1,..., P}, U,(f), V,(f) leurs transformées telles
que définies dans (2.1.24). Pour tous fi, fo € R, on a

E{UL(f)V; (F2)} = [ Sufo = W (fy = fo + )W ()e 270 0) e 2= fa)rm,

ol Syy est la DSP croisée de u,v et ot W et {7 }r=1, . p sont définis au §2.1B-1.
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PREUVE En remplacant U, et V), par leurs expressions données dans (2.1.24) et en utilisant la
linéarité de l'espérance, il vient

E{Un(F)V; (F2)} = [[ Bfu(t)v(ta)bwn(t)wy(ta)e 270212 dpy . (2.1.27)

En effectuant un changement de variable 7 = ¢; — to dans l'intégrale sur ¢; on obtient
E{Un(f1)Vy (£2)} = [[ B{u(ta)v(ts — 7)Ywp(ta)wn(ta+ ) 2mh7e2mh=Fl2 gty (2.1.28)

En utilisant le fait que E{u(t2)v(t2 — 7)} = Ruy(7) ne dépend pas de t2 et en changeant I'ordre
des bornes d’intégration il vient

E{Un(f0)Vy (f2)} = [ Ran(7) ([ wplta)wn(ts + m)e 270 =Foaty ) 271 aqr. (2.1.20)

En utilisant le théoréme de convolution sur 'intégrale sur 5 on a

E{U» (fl) (f2)} = jRuv (JW — fo— M)e%ﬂ(flffzfu)leO o 2T g0

= I (I Ruv(7)6—2i7r(f2+u)fd7'> W)W (fi — fo — p)dp

= jSuv<f2 + M)WP(H)Wn(fl - f? - M)dﬂ‘ (2130)
En effectuant le changement de variable v = —p il vient
E{UW(F)V; (F2)} = [ Suv(fo = )Walfs = fo+ v)Wy (v)dv. (2.1.31)

De (2.1.23) on déduit

Walfi = fo + )W,y (v) = W(f1 — fo +v)W(v)exp (=2in([f1 — fo + VT —v7p)),  (2.1.32)

THEOREME 2.1.6 Moments croisés d’ordre 2 de périodogrammes court terme.

Si les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. x et y sont centrés gaussiens dans leur ensemble,
2. ByyTyy > 1, BTy > 1, ByyThy > 1,

alors pour k,m € {1,..., P} et f > B,/2,

) 2 m —
cov{ Sy k(f), Seym(F)} = Sex(f) yy(f)R,ﬂ,}g2 (O)k:]s),

. 2 (I —
el (S5 (1), Sey (1)) = 8,(1) o )
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PREUVE Par construction de S’xy’k( f), on a (en omettant la dépendance en f)
R2,(0)cov{Ssy ks Sxym} = E{Xs Yy X Yin} — B{X3 Y YE{ X}, Vi }. (2.1.33)
Or, par propriété des signaux complexes centrés gaussiens dans leur ensemble,

E{X, Yy X Y} = B{X},Y; YE{X" Y;, )}
+ E{X, XV E{Y Y} + E{ X0 Y JE{Y X5}, (2.1.34)

d’out
R2,,(0)cov{Suy ks Sxym} = B{Xp X JE{Y Y} + B{ X3V, JE{Y X}, (2.1.35)

avec, en appliquant le théoréme 2.1.5,

E{XL(f) X5 (£)} = | Sux(f = )W (w)e 2™y, (2.1.36)
E{Y; (N)Ym(£)} = | Syy(—f =)W (w)e 2™y, (2.1.37)
E{X ()Y ()} = [ Seg(=[—0)W @F )W (v)e= 27 e =2im2f (2.1.38)
E{Y; ()X (1)} = [ Sey(F=0)W (=2f+0)W (v) 2 7=mm) dye2in2 T, (2.1.39)

Or, lorsque ByyTyy > 1, ByyTy, > 1, (2.1.36)(2.1.37) donnent

E{Xm (/) X0 (F)} = Sex(f) B ([m = k]S), BLY, (F)Ym(f)} = Syy () Buww ([m — k]5). (2.1.40)

Concernant les équations (2.1.38)—(2.1.39), remarquons que Vf,v — W (v)W (2f + v) est a peu
prés identiquement nulle si f > B,, /2. Sous cette condition, le deuxiéme terme de (2.1.35) est
donc voisin de zéro, ce qui donne le résultat pour la covariance. Le résultat pour la relation est
obtenu d’une maniére similaire. (]

B-3 Statistiques de D’estimateur Les théorémes du §2.1.2B-2 permettent d’établir les
statistiques de l'estimateur. Celles-ci sont résumées dans les deux théorémes suivants.

THEOREME 2.1.7 Moyenne de l'estimateur par moyenne empirique de périodogrammes.

La moyenne du périodogramme croisé moyenné de x,y vaut

E{Swy(f)} = (Szy = W)(f)-

Ry (0)

En particulier, lorsque ByyT;, > 1 alors

E{Suy ()} = Sxy(f),

i.e. I'estimateur est sans biais.
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PREUVE Par construction de Syy ) et par linéarité de 'espérance mathématique,

E{Sx(f)} = 5 Z EiXe wqj(O)( )}, (2.1.41)

avec, en appliquant le théoréme 2.1.5,
E{X: ()Y ()} = j — )W2(v)dv, (2.1.42)

qui est indépendant de k, ce qui donne le résultat. Si de plus ByyT, > 1, alors

E{X(NYE (D} = Say(F) [ WAW)dr = Sy () Runl0). (2.1.43)

THEOREME 2.1.8 Variance et relation de 'estimateur par moyenne empirique de périodogrammes.

Si les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. x et y sont centrés gaussiens dans leur ensemble,
2. ByyTyw > 1, BTy > 1, By Ty > 1,

alors pour f > B, /2, on a

_ Q q 52
V&I“{Sxy(f)} — ‘SW’ rel{Sxy(f)7 Sxy(f)} - ;g;g%

avec K =2 pour P =1 et
2P

eas (1o ) Bt

pour P > 1.

PREUVE Pour plus de lisibilité, on omet la dépendance en f dans les équations et on note
Qe é COV{Sxy,k, Sxymz}'

| 2P
E {SxySi,} —E{Sxy} E{S y}:ﬁZZakm (2.1.44)

k=1m=1

En séparant les termes pour lesquels & = m de ceux pour lesquels k # m dans la somme et en
remarquant que ag;, = Gk (¢f théoréme 2.1.6 et sa preuve), on peut réécrire 1'équation (2.1.44)
sous la forme

var{Sxy } = 3 Zakk + 2 Z Z Ao - (2.1.45)
k=1 m=k+1

Un changement de variable m = k + m’ dans la somme indexée par m donne

P P-1 P—k
2

- 1
var{Syy} = 22 Z akk + 53 Afo(m?) (2.1.46)
k=1 k=1 m/=1
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En remarquant que aj(j4m/ £ @, ne dépend que de m’ (cf théoréme 2.1.6), il vient

P-1
— ag ]{: ag
var{Suy} = 75 |1+2 ; <1 - P) ol (2.1.47)
avec (c¢f théoréme 2.1.6)
RZ, (kS)
ap = SXXSyym, (2148)
d’ott le résultat. Un raisonnement analogue permet de déduire rel{Sxy(f), Sxy(f)}- (]

B-4 Interprétation des résultats Pour w(t) = mp(t) et P =1, Syy(f) est tout simplement
le périodogramme croisé de x,y calculé a partir de signaux observés sur une fenétre de taille 7.
La variance et la relation de I'estimateur dans ce cas (lorsque Syy est lisse sur la bande passante
de l'estimateur) valent

cov{Sxy(f)} = Sux(f)Syy (), rel{Sxy(f)} = S5y (), (2.1.49)

ce qui signifie que prendre T infiniment grand ne suffit pas a réduire les moments centrés d’ordre 2
de 'estimateur a zéro. Le périodogramme n’est donc pas consistant, pour la raison évoquée au
début du §2.1.2A. En outre, toujours dans le cas P = 1, utiliser une fenétre w(t) non rectangulaire
n’a aucune influence sur la variance de I'estimateur lorsque ByyTy, > 1. L’influence de la fenétre
de pondération dans ce cas se trouve uniquement dans I’expression du biais. Du fait que

E{Sey (N} = o (S # W) (2.1.50)

ww(0)

le choix de la fenétre permet d’établir un compromis entre fuite du spectre (hauteur des lobes
secondaires de W) et résolution fréquentielle (largeur du lobe principal de W) ©.

A contrario, une moyenne de périodogrammes calculés sur des fenétres de taille L < T, si elle
résulte en une augmentation du biais par rapport au périodogramme (du fait que le support de w
passe de T'a L < T'), a pour effet de réduire la variance et la relation de l'estimation d’un facteur
K /2 sous les conditions du théoréme 2.1.8. En particulier, pour L fixé, & mesure que 7" augmente,
le nombre P de segments augmente et les moments centrés d’ordre 2 de Syy(f) tendent vers zéro,
i.e. 'estimateur est consistant.

Il reste a analyser I'influence du choix du taux de recouvrement (L — S)/L des intervalles.
Pour P fixé, le théoréme indique que la variance minimale de 'estimateur est atteinte pour
S = L, i.e. pour des segments disjoints. Par conséquent, si T' est suffisamment grand, la meilleure
procédure pour atteindre une valeur de variance désirée est de sélectionner des segments disjoints,
i.e. imposer K = P [Welch, 1967]. Cependant, si T' ne peut étre choisi arbitrairement grand, et
que l'on si on souhaite atteindre une réduction maximale de la variance, alors une procédure
avec recouvrement des segments est nécessaire. A T fixé, deux effets du recouvrement sont en
opposition. D’une part, diminuer S a pour effet d’augmenter le nombre P de segments dans la
procédure, ce qui a une tendance & réduire la variance. D’autre part, un recouvrement croissant
induit une augmentation de la corrélation entre les fenétres, ayant une tendance & augmenter
la variance de l'estimateur. Lorsque des fenétres rectangulaires sont utilisées, ces deux effets se
contrecarrent et I'influence du recouvrement sur la variance est négligeable. En revanche, lorsque
des fenétres de type Hann sont utilisées, 'augmentation du nombre de segments prend le pas
sur 'augmentation de la corrélation entre les fenétres (jusqu’a une certaine limite du taux de

6. La fenétre rectangulaire donnant la meilleure résolution fréquentielle et la plus grande fuite du spectre, et
toute autre fenétre donnant un compromis entre ces deux quantités.
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Méthode fenétre (SEL) moyenne variance
2

Périodogramme mp(t) — Syy(f) * w Sxx(f)Syy(f)
T(mf)

Périodogramme modifie  wp(t) — Sey(f) * W2(f) Sxx(f)Syy(f)

sin? (7fL)  Sex(f)Syy(f)
Bartlett 7 (t) 0 Sy (f) * L(nf)? T/L
Welch hann(t) 0.5 Sgy(f) * Wﬁann% (f) SW
11

TABLE 2.1: Nom, moyenne et variance asymptotique de l'estimateur en fonction du taux de
recouvrement et du type de fenétre utilisés.

recouvrement), réduisant ainsi la variance de 'estimation. En particulier, les valeurs de K pour
un taux de recouvrement nul et un taux de recouvrement de 50% avec une fenétre de Hann valent

respectivement [Welch, 1967]
T 18T
Ki=— Ky=——.
AR T
La variance de 'estimateur est donc quasiment divisée par deux dans le deuxiéme cas. La table
2.1 synthétise les moyenne et variance de 'estimateur en fonction des paramétres de réglage

évoqués.

(2.1.51)

B-5 Statistiques de I’estimateur en terme d’amplitude et de phase On définit 'am-
plitude et la phase de Sxy(f) et Sgy(f) par

Axy(f) = |Sxy(f)|> Soxy(f) = arg{Sxy(f)}, (2.1.52)

et
Ay (f) = [Sxy ()], xy(f) = arg{Sxy(f)}, (2.1.53)

respectivement. Il peut étre intéressant d’étudier les statistiques de S’Xy( f) en terme d’amplitude
et de phase, i.e. de calculer la moyenne et variance de 7(f) £ [Agy(f), Pxy(f)]’. On définit
d’abord une variable appropriée pour caractériser le degré de stabilité d’une variable aléatoire
(en occurrence Syy(f))

E{ Sy ()} E{S} ()}
var{Sxy(f)
Lorsque Sxy est réel (i.e. lorsque x = y), cette variable représente le Nombre de Degrés de liberté

Equivalent (NDE) de la loi de x? approximant la loi de S'Xy. D’aprés les théoréemes 2.1.7—2.1.8,
si ByyTw > 1 et f> B, /2, alors

NDE(f) = 2

(2.1.54)

NDE(f) = K|y ()% (2.1.55)
ol ,
iy ()2 2 S'S(f)(g”(f) (2.1.56)

est le module au carré de la cohérence 7 des signaux x, y. Le Nombre de Degrés de liberté Equivalent
apparait donc comme le produit de deux quantités : le facteur K dépendant uniquement de

7. Magnitude Squared Coherence—MSC
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la procédure d’estimation de la DSP croisée (nombre de segments sur lesquels on moyenne les

périodogrammes, type de fenétre utilisée, pourcentage de recouvrement) et sur lequel on peut agir,

et le facteur | vy (f )|? dépendant uniquement des signaux et sur lequel on n’a pas d’emprise 8.

THEOREME 2.1.9 Statistiques de I'estimateur par moyenne empirique de périodogrammes en
terme d’amplitude et de phase.

Si les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. x et y sont centrés gaussiens dans leur ensemble,
2. ByyTw > 1, BTy > 1, Byy T, > 1,
3. NDE(f) > 1,

alors pour f > By, /2 on a E{7(f)} = [Axy(f), SOXy(f)]’ ot
L+ by (NI
vt — | KPR Y P
0 L= sy (HI?
Ky ()P

PREUVE On omet la dépendance en f pour plus de lisibilité. D’aprés le théoréeme 2.1.8, 'erreur
d’estimation

€ = Sxy — Sxy (2.1.57)
est centrée et a pour moments d’ordre 2

52
E {|e|” }_ K/2 , E{&*} = K/Y2 (2.1.58)

On construit un repére orthonormé dans le plan complexe dont l'origine est en (Re{Sxy }, Im{Sxy})
et dont le premier vecteur de la base associée est aligné avec la direction donnée par ¢yy,. Soient
a, b les projections de e dans ce repére, de sorte que l'erreur s’exprime par

e.e” P = g+ ib. (2.1.59)

Posons @ = [@, b]’. De (2.1.59) on déduit que E{@i} = 0, et en utilisant (2.1.59)—(2.1.58) il vient

Pon _ (@) +E(F)

S /|2 (2.1.60)
Xy _ T e (=T

X2 E{a’} —E{b*} + 2iE{ab}.

Dans la seconde équation du systéme (2.1.60), le terme de gauche est réel. Il en découle que a
et b ne sont pas corrélés. Du systéme d’équations on déduit ensuite les expressions de E{a?} et
E{b%}, ce qui nous donne I'expression suivante de la matrice de covariance de 4 = [a, b’

2
{__,} 1+ |'7xy|
KhxyP 0 1 — |y |?

8. Un filtrage linéaire de x et/ou y tel quun pré-blanchiment ne modifie pas le module au carré de la
cohérence [Nuttall et Chief Of Naval Development Washington DC., 1975]

| Sy |2 (2.1.61)
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FIGURE 2.2: Distribution de I'erreur d’estimation de la DSP croisée Syy(f) dans le plan complexe
sous les conditions du théoréme 2.1.9. (Gauche) Représentation de la DSP croisée, de son
estimée et de 'erreur d’estimation dans le plan complexe. Les ellipses en pointillé représentent
les isolignes de la densité de probabilité de I'erreur. (Droite) Définition des variables a et b
définies a l'équation (2.1.59) et interprétation géométrique de ’équation (2.1.61). Les deux
demi-axes de l'ellipse en pointillé correspondent aux racines carrées des termes diagonaux de

E{(z — E{u})(u - E{u})'}.

Une interprétation géométrique de (2.1.61) se trouve en figure 2.2. Si NDE est suffisamment grand
(condition du théoré}ne), I'amplitude et la phase de ’estimateur de DSP croisée s’expriment, en
fonction de |Sxyl, @, b, par [Nuttall et Chief Of Naval Development Washington DC., 1975]

Ayy

| [Sxy| +a+ib | = [Syy| +a
b (2.1.62)

Pxy = goxy+arg{|Sxy|+d+i5}%goxy+s—.
| Syl

Les statistiques de Axy,gbxy peuvent donc étre déduites directement des statistiques de a,b
calculées précédemment. Ayy, Pyy sont non-biaisés, du fait que a, b sont centrés, et

1+ |Yay|?
E{(r —E{r})(7 - E{r})} = T L 2 (2.1.63)
0 LY AN ]
K|y |2

Le théoréme 2.1.9 trouvera son utilité dans la méthode d’estimation de temps de retard proposée
au §2.2.4, ol un modéle statistique de 'erreur d’estimation du déphasage des signaux est exploité.

C Lissage par modulation de ’autocorrélation

C-1 Définition de ’estimateur Soient x(¢) et y(¢) deux signaux aléatoires SSL réels et
w(t) une fenétre telle que définie au §2.1.2B. On définit également une fenétre ¢(¢) symétrique de
support Iop = [~T,T]. On note L(f) = F{{(t)} et

oo 2 21iTvT _ +T
L*(v)e dv = I,T

Ry(7) = |

—0o0

)t — 7)dt (2.1.64)
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désigne la fonction d’autocorrélation de la fenétre £. On note également Ry (v) et Ry (v) les
fonctions d’autocorrélation de L(f) et W(f) respectivement. On construit l'estimateur de la

corrélation croisée de x,y & partir des signaux observés sur It = [—%, %]

Ry (7) = j_*: %o (£)w(t — 7)dt, (2.1.65)

avec, pour z € {x,y}, zw(t) £ z(t)w(t). Le périodogramme lissé [Blackman et Tukey, 1958], aussi
appelé «méthode de Blackman-Tukey» est défini par?

~ +oco A .
Sey(f) = LOO Ry (T)0(r)e 27 dr. (2.1.66)
La logique de 'estimateur se comprend aisément au vu des considérations du début du §2.1.2A. Du
fait que les instants 7 proches de &=7', pour lesquels la variance de ny(T) est grande, participent
a rendre 'estimateur de DSP croisée non consistant, on cherche & en réduire la contribution dans
I'intégrale de ny(T)exp(—Qiﬂ'fT) en modulant RXY(T) par une fenétre ¢(7) dont l'énergie est
concentrée autour de zéro.
Pour z € {x,y}, on note

Zo(f) = | zu(t)e 2 dt (2.1.67)

—0o0
la transformée de Fourier de z fenétré par w. Comme on va le voir, les moments du périodogramme
modifié de x,y (déja calculés au§2.1.2B-3), défini par

Sy (f) = X (/)Y (), (2.1.68)

vont servir a calculer les moments du périodogramme lissé.

C-2 Théoréme préliminaire

THEOREME 2.1.10.

Si les propriétés suivantes sont vérifiées
1. z et y sont gaussiens dans leur ensemble et centrés,
2. ByyTyy > 1, ByxTw > 1, Byy Ty > 1,

alors, en notant Ry (v) la fonction d’autocorrélation de W(f), on a
COV{gxy(fl)a S1xy(fZ)} = Sxx(f2)SYY(f2) [RIQ/V(fl - f2) + RIZ/V(fl + f2)]a
rel{ Sey (1), Sy (f2)} = S, (f2) | By (f1 = f2) + By (fu + £2)].

PREUVE On a

cov{Ssy(f1): Sxy(f2)} = E{Xu (f1)X5 (f2) YE{Y;, (f2) Y (fo)}
+ E{Xuw (f1)Yu (f2) YE{Y,, (fUX, (f2) ), (2.1.69)

9. Notons que la fenétre w sert & moduler les signaux x et y directement, alors que la fenétre £ sert & moduler
leur fonction d’intercorrélation empirique. Les dénominations anglo-saxonnes de ces deux types de fenétre sont
«data window» et «lag window» respectivement. Comme on va le voir, leurs effets sur les statistiques de I'estimateur
de DSP croisée sont trés différents.
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avec, en appliquant le théoréme 2.1.5,

E{Xw(f1)Xy(f2)} = fox(fa — VW (f1 = fo+v)W(v)dv, (2.1.70)
E{Y,, (f)Yu(F2)} = [ Syy(—fo = )W (fo = fr + )W ()dv, (2.1.71)
E{Xu(f)Yu(f2)} = [ Sey(—fo=0)W (f1 + fotv)W (v)dv, (2.1.72)
E{YL(F)X(F2)} = [ Sl fo—0)W (=i — fo +1)W (v)dv. (2.1.73)

Lorsque ByyT:, > 1, BxyTy > 1, ByyT,, > 1, on obtient le résultat. Un raisonnement analogue
permet de déduire rel{gxy(fl), S’Xy(fg)}. "

C-3 Statistiques de P’estimateur

THEOREME 2.1.11.

L’espérance mathématique du périodogramme lissé vaut

E{Sxy(f)} = (Sxy * W? % L)(f)

En particulier, si w(t) et £(t) sont normalisées de sorte que Ry, (0) = 1 et £(0) = 1, alors
I’estimateur est asymptotiquement sans biais.

PREUVE L’application du théoréme de convolution dans (2.1.66) permet d’exprimer I'espérance
du périodogramme lissé en fonction de celle du périodogramme modifié

avec

E{ Sy (1)} = corfXu(NVa (A} = [ Suy(f =)W 2(0)av, (2.1.75)

ce qui donne le résultat. Si Syy & peu prés constant sur la largeur du lobe principal de W2, alors

E{Sxy( )} = Sxy(f)Ruww(0), et
E{Ssy(f)} = (Suy % L)(f)- (2.1.76)

Pour que l'estimateur soit asymptotiquement non biaisé, il faut que L(f) tende vers une distribu-
tion de Dirac de poids unitaire lorsque 1" tend vers l'infini. Ceci implique que quel que soit T,

ff:o L(f)df =1, (2.1.77)

ou de maniére équivalente que ¢(0) = 1. "
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THEOREME 2.1.12.
Si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. z et y sont gaussiens dans leur ensemble et centrés,

2. ByyTy > 1, BTy > 1, Byy Ty > 1,

3. w est une fenétre rectangulaire normalisée de sorte que Ry, (0) = 1,

4. L varie peu sur tout intervalle de longueur la largeur du lobe principal de Ry,
alors pour f > B, /2, on a

var{gxy(f)} = Sxx(f)Syy(f) —7—

rel{gxy(f), Sxy(f)} = S}%y(f)

PREUVE L’application du théoréme de convolution dans (2.1.66) donne

Sxy(f) = (Sxy * L)(f), (2.1.78)

i.e. Sxy(f) est une version filtrée de gxy(f), la réponse impulsionnelle du filtre étant L(f). Or
d’apres |Papoulis, 1977| pp87, les autocovariances de la sortie du filtre et de son entrée sont unies
par la relation

cov{Sey(f1), Say (f2)} = [[ cov{ Sy (f1 = @), Sy (fo = B)}L()L(B)dad, (2.1.79)
avec, d’aprés le théoréme 2.1.10,
cov{Suy(fi — @), Sey(fo — )} = (2.1.80)

Sus(f2 = B)Syy(fo = B) [ (Fr = a = fo+ 8) + Rl (fr —a+ 2= B).

Si L varie peu sur tout intervalle de longueur la largeur du lobe principal de Ry, alors

{7 Ry (- a®(f = 8) Lia)da = [ RE W)L(f1 % (f2 — B) — y)dy

— AL(fi £ (f2— 9)). (2.1.81)
avec A = IR%,V(f)df Il en découle que

cov{Sey (1), Sy (f2)} = (2.1.82)

A [ Sal(fo = B)Syy(f2 = BY[L(f1 = fo+ B) + L(f1 + fo = B)] L(B)dB,
qui, si BexTy > 1, ByyTy > 1, et en posant f; = —fo = f, se simplifie en
var{Syy (f)} = ASxx(f)Syy (f)[RL(0) + Rr(2f)]. (2.1.83)

Lorsque, f > B;/2, on a en outre Ry (2f) = 0. En particulier, lorsque w(t) = T~ !7r(t) est une
fenétre rectangulaire normalisée de sorte que Ry, (0) = 1, il vient
1 foo sin? (7 Ty) 1

dy = — (2.1.84)

T T

ce qui donne le résultat. rel{gxy( ) S'xy( f)} se déduit d’'une maniére analogue. ]
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C-4 interprétation des résultats Le théoréme 2.1.12 nous montre que pour obtenir une
réduction maximale de la variance, I'énergie de la fenétre £,

Ru(0) = [ 12(f)df = f: 2(8)dt (2.1.85)

doit étre faible devant 7', avec comme contrainte ¢(0) = 1 pour s’assurer que 'estimateur est
asymptotiquement sans biais. En d’autres termes, 'énergie de la fenétre ¢(7) doit étre concentrée
autour 7 = 0 pour diminuer la variance de I’estimateur. Ceci est cohérent avec l'interprétation
intuitive de 'estimateur donnée au §2.1.2C-1. Or d’aprés le principe d’incertitude, une fenétre
trés localisée temporellement admet une Transformée de Fourier trés étalée dans le domaine
fréquentiel. Pour un temps d’observation fini, réduire la variance implique donc nécessairement
une augmentation du biais, comme on peut le constater au vu des théorémes 2.1.12-2.1.11.

D Discussions

Globalement, on peut conclure que pour garantir la consistance de ’estimateur, il est conseillé
de préférer une méthode de lissage & un simple périodogramme. Du fait que I'estimation de temps
de retard repose généralement sur une estimation préliminaire de spectres des signaux pergus en
les récepteurs Rj, Rs, la consistance de I’estimateur des spectres conditionne la consistance de
I'estimateur de temps de retard [Knapp et Carter, 1976]. Assez curieusement, le périodogramme
est néanmoins—de loin—la méthode d’estimation spectrale est la plus employée en robotique,
probablement du fait de sa plus grande simplicité en terme d’implémentation. Concernant les
méthodes de lissage, la méthode de Blackman-Tuckey et les méthodes de périodogramme moyenné
sont relativement similaires en terme de biais et variance.

En robotique, les signaux sont observés sur des fenétres temporelles de courte durée (typique-
ment quelques dizaines de millisecondes) pour les raisons suivantes : le signal émis par la source
est généralement non stationnaire, et du fait de la mobilité du capteur et/ou de I’émetteur, les
«paramétres spatiaux» & estimer peuvent varier significativement avec le temps. En se restreignant
4 une analyse des flux audio sur des courtes durées, on peut peut faire ’hypothése que les signaux
percus sont des versions tronquées de signaux individuellement et conjointement stationnaires, et
que les parameétres spatiaux ne varient pas au cours des durées d’observation, ce qui simplifie
grandement le probléme d’estimation. Du fait que les durées d’observation sont courtes, on peut
se questionner sur l'utilité pratique des propriétés asymptotiques des estimateurs : les statistiques
asymptotiques sont rarement atteignables en réalité. Cependant, nous pensons que méme pour
des fenétres court terme, il est préférable d’utiliser un estimateur légérement biaisé mais stable
(spectre estimé suffisamment «lisse» ), plutot qu'un estimateur de faible biais mais forte variance
(spectre estimé trés «bruitéy).

2.1.3 Estimation paramétrique

Bien que les méthodes d’estimation paramétrique de DSP semblent ne pas étre exploitées
pour la localisation de source en robotique, il nous semble intéressant d’en donner une bréve
synthése en raison des perspectives qu’elles peuvent ouvrir. On considére dans cette partie un
signal x & temps discret, et on suppose que la DSP Six de x est rationnelle, i.e. qu’elle peut
s’écrire

N —2imfk
o D k=N VkE il

o Zg:_Q ppe—2infk ’

Cette hypothése n’est pas excessivement contraignante dans la mesure ou, d’aprés le théoréme de
Weierstrass, toute DSP continue peut étre approchée avec une erreur arbitrairement faible par

Sxx(f) (2.1.86)
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une DSP rationnelle de la forme (2.1.86), a condition que N et @ soient choisis suffisamment
grands. On note, par abus de langage, Sxx(2) la transformée en z de Ry :

Se(2) = Y Raxlm]z™™. (2.1.87)

m=—00

Bien qu’étant deux quantités différentes, Sxx(f) et Sxx(2) seront souvent confondues et le terme
DSP fera référence a 'une ou l'autre de ces quantités selon le contexte. L’équation (2.1.86) est

équivalente &
k

N _
) = Zsz N Vk?

ZkQ:—Q prz—k
Les méthodes paramétriques d’estimation de spectre reposent sur le théoréme de factorisation
spectrale, qu’on énonce juste aprés la définition d’un systéme a minimum de phase.

Sxx(z (2.1.88)

Définition 2.1.1 (systéme a minimum de phase) une fonction rationnelle H(z) est dite a
minimum de phase si tous ses poles et ses zéros se trouvent a l'intérieur du cercle unité. Il en
découle que H(z) et son inverse 1/H(z) sont tous deuz causaux et stables.

THEOREME 2.1.13 Factorisation spectrale.

Toute DSP rationnelle Syx(z) d’un signal aléatoire discret x SSL peut étre factorisée en
Sex(2) = H(2)H(271),
ot H(z) est une fonction rationnelle & minimum de phase. On a aussi

2

Su(f) = |H (%77

Il en découle que tout signal aléatoire SSL de DSP rationnelle peut étre vu comme la réponse
a un bruit blanc centré SSL d’un filtre & minimum de phase. Estimer la DSP de tels signaux
revient donc a estimer les coefficients du filtre. Pour la suite, on note u[n] un bruit blanc discret
qu’on suppose, sans perte de généralité, de puissance moyenne unitaire : E{u?[n]} = 1 (dans
le cas contraire, ’écart type du bruit peut étre intégré au gain du filtre pour se ramener & une
variance unitaire).

A  Modéle Auto Régressif

Le filtre H(z) correspondant & un modéle Auto Régressif (AR) s’écrit

bo
H(z) = , (2.1.89)
1+30F apzF
de sorte que la DSP de x s’exprime comme suit (¢f théoréme 2.1.13)
2
Sex(f) = bo (2.1.90)
= 1+ kazl ape2imkf o

Les modéles AR et les méthodes d’estimation associées sont particuliérement adaptés pour
les signaux aléatoires faible-bande et les spectres admettant des pics étroits. L’estimation par
modélisation AR présente en outre de bons résultats pour des durées d’observation relativement
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courtes [Djuric et Kay, 1998|. Estimer la DSP associée & un modele AR revient donc a estimer
le vecteur de P + 1 paramétres [bo, a1, ...,ap]. La relation de récurrence du filtre s’obtient en
prenant la transformée inverse de X(z) = H(2)U(z) :

P
x[n| + Z arx[n — k| = bouln]. (2.1.91)
k=1

En multipliant (2.1.91) par x[n — m], puis en prenant ’espérance mathématique on obtient

P
Ryx[m] + ) aRux[m — k] = bo Rux[m], (2.1.92)
k=1
avec Ryx[m] = E{uln|x[n — m]} la corrélation croisée de u,x. Remarquons que, du fait de la

causalité du filtre H(z), Ym > 0, Rux[m] = bydm.0, avec J;; le symbole de Kronecker. Puisque
I’'on a P + 1 inconnues, il faut au minimum P + 1 équations pour pouvoir identifier le systéme.
En évaluant (2.1.92) aux instants m = 1,..., P, on obtient les équations de Yule-Walker, que ’on
peut écrire sous forme matricielle

Ryx[0] Ryx[—1] Ryx[—P+1] a [ Ryx[1]
Ryx[1] Ry [0] ... Ry[-P+2] as Ryx[2]

- . . (2.1.93)
Rex[P—1] Ryx[P—2] ... Ryl0] ap Ryx|P]

Les coefficients {ay}r=1,.. p sont estimés en inversant cette équation matricielle. Des algorithmes
exploitant la structure de Toeplitz de la matrice d’autocorrélation Ryy impliquée dans (2.1.93),
comme par exemple I'algorithme de Levinson-Durbin [Ljung, 1987|, peuvent étre utilisés pour
résoudre (2.1.93) avec un faible cott algorithmique. Le coefficient by est ensuite déterminé par
I’équation
P
by = Rex[0] + > aj Rex[k]. (2.1.94)
k=1
Dans la pratique, Ryx n’est pas connu et doit étre estimé & partir d’une séquence finie de x, par les
méthodes données au §2.1.1. Notons que pour que les valeurs Ryx[—P], ..., Ryx|P] soient fiables, i.e.
présentent une faible variance, il faut que la longueur de cette séquence soit grande devant 1'ordre
du filtre, pour les raisons évoquées au §2.1.1. La procédure décrite ici porte le nom de méthode
de 'autocorrélation. D’autres méthodes sont proposées dans la littérature, parmi lesquelles ont
peut citer la méthode du Maximum de Vraisemblance (MV), la méthode de la covariance, et
la méthode de Burg [Marple, 1986]-|Kay, 1988]. Une des difficultés de la méthode repose sur le
choix de P, qui n’est en général pas connu a priori. Dans la littérature [Djuric et Kay, 1998], les
critéres les plus utilisés pour déterminer 'ordre du modéle sont le critére Akaike Information

Criterion (AIC) |Akaike, 1974], défini par
AIC[P] = 2Nn by[P] 4 2P, (2.1.95)
et le critere MDL [Rissanen, 1978|, défini par
MDL[P] = 2NIn by[P] + PlnN, (2.1.96)

ou N représente le nombre d’échantillons observés de x et by [P] est 'estimée de by associée au
modéle d’ordre P. La détermination du meilleur modéle au sens des critéres AIC et MDL nécessite
donc une procédure d’estimation de paramétres pour chaque ordre envisagé.
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B Modéle & Moyenne Ajustée

Pour un modéle Moyenne Ajustée (MA), le filtre H(z) s’écrit

M
H(z) =) bz " (2.1.97)
k=0

On note que H(z) est dans ce cas un filtre & Réponse Impulsionnelle Finie (RIF), et la DSP de x

s’exprime comme
2

Sex(f) = (2.1.98)

M
Z bke—Qzﬂ'kf
k=0

Les modeéles MA et les méthodes d’estimation associées sont particulierement adaptés pour les
spectres admettant des pics étalés et des creux (passages par zéro) étroits. Les modéles MA ne
sont pas préconisées pour des signaux faible bande [Djuric et Kay, 1998]. Estimer la DSP revient

donc & estimer le vecteur de M + 1 parametres [by, . ..,by]". La relation de récurrence du filtre
s’écrit
M
x[n] = > bruln — k], (2.1.99)
k=0

qui, en multipliant & gauche et & droite par u[n — m] puis en prenant 'espérance mathématique,
devient

M
Rya[m] = bpRua[m — k). (2.1.100)

k=0
u étant blanc de variance unitaire, Ruyy[m — k] = d,, %, avec J;; le symbole de Kronecker.

L’équation (2.1.99) devient donc
1 < <
Riyy[m] = { bm i dsm=M (2.1.101)
0  sinon,

En multipliant (2.1.99) cette fois-ci par x[n — m| puis en prenant 1’espérance mathématique il
vient

M M
Ryx[m] = bpRugm — k] = Y bpRyu[k — m]. (2.1.102)
k=0 k=0

De (2.1.101)—(2.1.102), on déduit

M
Z bkbk—|m| si \m| < M

k=|m|

Ryx[m] = (2.1.103)

0 sinon.

Estimer les {by}r—0,.. a & partir de I’évaluation de (2.1.103) en m = 0, ..., M n’est pas trivial
dans la mesure ou les équations ne sont pas linéaires en les coefficients et peuvent admettre plus
d’une solution. Durbin a proposé une solution approchée en approximant le modéle MA par un
modéle AR d’ordre plus élevé. Ceci dit, estimer les {b }r—0,... s n'est pas nécessaire pour estimer

la DSP de «, puisque
M

See(f) = D Rux[me ™/ (2.1.104)
m=—M
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est entierement déterminé par les 2M + 1 valeurs Rygx[—M], ..., Ryx[M] de I'autocorrélation de x.
Une méthode alternative pour estimer les {by}x—0,.. a, consiste a se servir du fait que H(z) est &
minimum de phase (¢f définition 2.1.1). On a

Sex(2) = Y Rux[mlz™™ = H(z)H(z™"). (2.1.105)

Les zéros de H(z) étant dans le cercle unité, les zéros de H(z~!), qui sont leur image par
I'application x — 1/x, sont nécessairement & I'extérieur du cercle. En calculant les zéros de Syx(z),
i.e. les solutions de

M
> Rylm]z™ =0 (2.1.106)
m=—M

et en déterminant ceux a U'intérieur du cercle unité, on détermine les coefficients de H(z). Tout
comme pour le modéle AR, Ry, est remplacé par une estimée & partir d’une séquence finie de x,
par les méthodes données au §2.1.1.

C Modéle Auto Régressif 4 Moyenne Ajustée

Pour un modéle AutoRégressif & Moyenne Ajustée (ARMA), la fonction de transfert H(z)
s’écrit

Mok
b
H(z) = Zk:g LS (2.1.107)
L+ apz"

La densité spectrale de puissance de x s’exprime donc comme

M —2ink
g bk

2.1.108
14+ kazl ape—2imkf ( )

Sxx(f) =

Les modéles ARMA présentent, par rapport aux modéles AR et MA, 'avantage de mieux ap-
proximer des DSP admettant a la fois des creux et des pics étroits. Cependant, les méthodes
d’estimation associées sont plus difficiles & mettre en ceuvre en raison de la plus grande com-
plexité du modéle. Estimer la DSP revient donc & estimer le vecteur de P 4+ M + 1 paramétres
[bo,...,brm,ad,...,ap]). Lestimation jointe de tous ces paramétres est en général difficile et la
méthode proposée ici est sous-optimale dans le sens ot les {by, }m=0,... amr sont estimés sur la base
d’une estimation préliminaire des {ay}r=1,. p. La relation de récurrence du filtre s’écrit

P M
x[n] + > apx[n — k] =Y bpuln — kJ. (2.1.109)
k=1 k=0

En multipliant (2.1.109) par x[n — m] puis en prenant I’espérance mathématique il vient

P M
Rugm] + Y apRyx[m — k] =Y bpRux[m — K] (2.1.110)
k=1 k=0
En se souvenant que
Ryx[m — k] =0 si m > k, (2.1.111)
il découle de (2.1.110) que
P
Vm > M, Reg[m] + ) agRax[m — k] = 0. (2.1.112)

k=1
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En supposant que P > M, et en évaluant (2.1.112) aux instants m = P, ..., N, on obtient un
jeu de N — P + 1 équations indépendantes des {by, }m=o,... amr, appelées équation de Yule-Walker
modifiées, qu’on peut écrire sous forme matricielle comme suit

RuP]  RuP—1] ... Rex[-2P+1] ][ @ Ryx[P+1] ]
Rex[P+1] Ry[P] .. Ryy[-2P+2] as Ryx[P+2]

——| . (2.1.113)
Ryx[N] Ryx[N—1] ... Ryx[-2P+N] ap Ryx[N+1]

Si N =2P — 1, le systéme est déterminé et on peut le résoudre par inversion de (2.1.113). Si on
prend N > 2P — 1, le systéme est surdéterminé, et on peut se servir de I'algorithme des moindres
carrés pour le résoudre. En notant Ry la matrice de gauche dans 'équation (2.1.113) et r le
vecteur de droite, la solution & par les moindres carrés s’écrit

i = (RlRux) Ry 7 (2.1.114)

Lorsque les {ay}r=1,. p ont été évalués, il reste a estimer les {by }x—o, .. Posons d’abord ag=1
et appelons respectivement N(z) = Zé\io bpzF et D(2) = 25:0 arz”* le numérateur et le
dénominateur de H(z). Définissons le SA y[n], réponse du filtre RIF D(z) a 'entrée x[n] :

P
yln] = apx[n — k). (2.1.115)
k=0

De la méme maniére que pour les modéles AR et MA, on montre que

P
Ryy[m] = Z apRyy[m — k,
k=0 (2.1.116)

P
Ryylm] = apRou[—m — k).
k=0

L’autocorrélation de y s’exprime donc en fonction de 'autocorrélation de x et des coeflicients
{ar}r=1,. p de la maniére suivante

P P
Ryylm] = > agap Regm — (K — k). (2.1.117)
k=0 k'=0

Mais y est aussi la réponse du filtre RIF N(z) a Uentrée u[n]. On a donc (¢f Eq. (2.1.103))

M
Ryy[m] = k:zw i = = (2.1.118)
0 sinon,
et (¢f Eq. (2.1.105))
M
Syy(2) = Y Ryy[m]z"™ = N(z)N(z™"). (2.1.119)
m=—M

En ayant préalablement estimé {ay}r—1, . p en inversant (2.1.113) et Ryy[—M], ..., Ryy[M] & partir
de (2.1.117), on cherche alors les racines de Syy(z) pour estimer les {by, };m—o,.. am. La procédure
complete pour déterminer tous les coefficients de la DSP pour un modéle ARMA est résumée
ci-aprés
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1. Estimer Ryx[—2P+1],..., Rex[N] & partir d’une réalisation de x de durée finie, puis
résoudre (2.1.113) pour obtenir les coefficients {ax}r=1,.. p.

2. Estimer Ryy[—M], ..., Ryy[M] a partir de (2.1.117) et des coefficients {ay}r—1,.. p-

3. Trouver les racines du polynéme en z dans (2.1.119) et identifier celles dont le module est
inférieur & I'unité pour en déduire les coefficients {Bk}kzo,m, M-

2.2 ESTIMATION DE TEMPS DE RETARD

Nous venons de parcourir un certain nombre d’approches permettant I’estimation des DSP
et DSP croisées de 2 signaux x et y. Nous utilisons maintenant ces résultats afin de procéder a
I’estimation du temps de retard, i.e. 'ITD, entre ces deux mémes signaux.

2.2.1 Modélisation «instantanée» des signaux percgus

On cherche maintenant & extraire une information spatiale «instantanée» sur la base des flux
audio percus en Ry, Ry sur des courtes durées. On considére qu’au cours de la durée d’observation
des signaux, les variations de la position relative de ’émetteur par rapport au capteur sont
négligeables. On note h, y , la réponse impulsionnelle—déterministe—entre Ry et Ry, paramétrée
dans le cas général par le triplet (7,9, p)—les coordonnées sphériques de la source dans le repére
du capteur, ¢f §1.2—caractérisant le milieu acoustique (célérité du son, etc.), et éventuellement
la diffusion du support des microphones (e.g. lorsqu’ils sont montés sur une téte). Dans le cas du
probléme plan évoqué au §1.2; et en considérant que I’émetteur se trouve en champ lointain, (i.e.
la distance de la source par rapport au point milieu du capteur est grande, de sorte que les fronts
d’onde émis peuvent étre considérés comme plans au voisinage du capteur), les paramétres de
cette réponse impulsionnelle se réduisent a ¢, et on la note simplement hy. Les signaux z; et zo
percus en R, Ry en présence de bruits de mesure additifs peuvent étre modélisés par

{ z1(t)
z2(t)
ou le signal s et les bruits nj,ny sont réels, de moyenne nulle (sans perte de généralité), a
bande limitée, individuellement et conjointement SSL, et o * désigne le produit de convolution.
L’hypotheése de stationnarité—posée ici pour pouvoir utiliser les outils présentés au §2.1—mn’est
généralement pas vérifiée en pratique (e.g. pour un signal de voix), mais on suppose que les
signaux considérés, définis en réalité seulement sur le support de la fenétre d’observation, sont
prolongeables en des signaux SSL. Cette hypothése a d’autant plus de chances d’étre vraie que la
durée d’observation est courte. Noter par ailleurs qu’on modélise ici le «lien» entre les signaux
percus en R; et Ro, et non pas la propagation de I’émetteur vers les deux récepteurs. s représente
donc la contribution de I'’émetteur en R; en l’absence de bruit, et non pas une quantité acoustique
qui serait mesurée «en I’émetteury». On suppose de plus que ny,ny ne sont pas corrélés avec s.
Sous ces hypothéses, les fonctions d’autocorrélation et d’intercorrélation de zj,zo s’expriment
ainsi :

s(t) +m(2)

(2.2.1)
(s * hy)(t) + na(t),

Rz, 2, (T) = Rss (T) + Rnjn, (7—)7
Rayzo (1) = (Rss* Rhﬂhﬂ)(T) + Ringn, (7)), (2.2.2)
Rz12,(1) = (Rss*hy)(—T) + Runy (1),
R,z (T) = R2122(_T)7
gy (7) = [ ho(0)ho(t — 7)dt (2.2.3)
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désigne la fonction d’autocorrélation de hy. En appliquant la transformée de Fourier a (2.2.2), les
DSP et DSP croisées des signaux peuvent s’écrire

Sz121 (f) = SSS(f) + Snimy (f)»
_ 2
SZ2Z2 (f) - |H19(f)| Sss(f) + Snznz (f)a (2.2.4)
Szlz2 (f) = H{;(f)SSS(f) + Snmz(f)a
SZ221 (f) - S;klzg(f)a

avec Hy(f) = F{hy(t)} la transformée de Fourier de hy(t). Ainsi, la matrice de DSP du couple
(%1, x2), définie par

[ Sem(f) Sam(h)
CD= gn) Seamls) | (229

s’écrit-elle sous forme matricielle

Ca(f) = V() Sss(F)Va (/)T + Culf), (2.2.6)
avec Vy(f) = [1, Hy(f)] et ou Cy(f) est la matrice de DSP du couple (nj,ns). Les signaux xi,x2
sont observés sur un intervalle de temps Iz £ [—%, %] de longueur finie T' (choisi symétrique par

rapport a 'origine des temps sans perte de généralité).
Lorsque le signal émis par la source se propage en champ libre et lorsqu’aucun élément
diffractant n’est présent entre les microphones, la réponse impulsionnelle hy s’écrit

ho(t) = 8(t + D) = 6_p(t). (2.2.7)

Le temps de retard D entre les récepteurs s’exprime en fonction de ’azimut «} par

D= —25 sin 9, (2.2.8)
ol c¢ désigne la célérité du son dans le milieu et 2a I'espacement entre les microphones. L’estimation
de temps de retard '° est un probléme central dans un grand nombre d’applications, et a constitué,
durant les derniéres décennies, le sujet de recherches et développements dans des domaines variés
(radar, sonar, géophysique, ultrasonique, etc.). En localisation et suivi de sources rayonnantes,
I’estimation de temps de retard est généralement une fonction bas niveau intégrée dans un schéma
d’estimation récursive.
Ce paragraphe se veut un apercu des méthodes d’estimation de temps de retard de la littérature.
Le probléme étant étroitement 1ié & ’analyse et ’estimation spectrale, des contributions dans
ces domaines en connexion avec ’estimation de temps de retard sont également présentées. De
nombreux travaux ont en outre été dédiés a la caractérisation de l'erreur d’estimation (borne
inférieure de l'erreur quadratique moyenne). Les principaux résultats sont également présentés.

2.2.2 Meéthode de la corrélation croisée

Cette méthode repose sur le fait que, si nj,ns ne sont pas corrélés, la corrélation croisée de
z1, 29 s’écrit

RZ122 (T) = (Rss * 57D)(_7') = (Rss * 5D)(7') = Rss(T — D), (2.2.9)

i.e. R, 5, est une version décalée de Rgs. Une propriété importante de I’autocorrélation d'un signal
SSL s est que V7, Rss(7) < Rss(0), ce qui signifie que sous les hypothéses définies précédemment,
R,,,, posséde un maximum en D (qui est global si s ne posséde pas de propriété de périodicité).

10. Time Delay Estimation-TDE
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L’idée est donc de chercher la valeur pour laquelle R,,,, admet un maximum. Dans la pratique, on
ne connait pas R, z,, on a simplement accés a une unique réalisation de z,z9 sur l'intervalle I,
que l'on note respectivement z; 7, zo 7. L’idée consiste donc a construire un estimateur Rzle de
R, 2, sur la base d'une réalisation de z1 7, z2 7. Sous hypothése d’ergodisme des signaux vis-a-vis
de leur corrélation croisée, un estimateur—mnon-paramétrique—possible est le suivant, défini sur
R par (c¢f §2.1B)

1 p+oo
Rai2(7) = f_oo z1,7(t)ze,r(t — 7)dt, (2.2.10)

soit
1 L~

7)o z1(t)z2(t — 7)dt  sur [0,T]
-2

Rypzy(7)= (2.2.11)

1%
— z1(t)zo(t — 7)dt sur [-T,0
7 atmi -1 [~T.0]

0 sur R\[-T,T].

Les statistiques et propriétés asymptotiques de cet estimateur sont analogues & celles de ’estima-
teur biaisé d’autocorrélation, présentées au §2.1B. En pratique, on a une connaissance a priori
sur le temps de retard, i.e. on sait par des considérations géométriques (cf équation (2.2.8)) que
ce retard ne peut se trouver que dans un intervalle [—Dax, Dimax] avec Dpax = 2a/c. 11 faut
donc choisir, d’aprés les considérations du §2.1B, T > Dyax, pour s’assurer d’avoir une faible
variance et un faible biais de l'estimateur d’intercorrélation sur [—Dyax, Dmax]-

2.2.3 Meéthode de la corrélation croisée généralisée

La corrélation croisée généralisée 1! consiste & estimer la corrélation croisée des signaux yi, yo

résultant du filtrage de z1,zo par deux filtres linéaires de réponses fréquentielles respectives
Hy(f), Ha(f). Les filtres Hy, Hy sont choisis de maniére & conférer certaines propriétés a ’esti-
mateur de temps de retard entre z; et zo. La fonction d’intercorrélation de zi,zo et leur DSP
croisée sont unies par la relation

+oo .
Repzo () = | Saaa(F)e¥™I7df. (2.2.12)
—00
En notant ¢ (f) £ Hy(f)H3(f), la fonction d’intercorrélation de yy,ys s'écrit quant a elle

Ryryo(r) = | () Seres ()™ 7df. (2.2.13)

—00

+o0

Etant donné un estimateur Sz, ,, de Sz, ,, la méthode de la corrélation croisée généralisée consiste
a chercher le maximum de

By () = [ 0N Sz (D) dr. (2.2.14)

En d’autres termes, la DSP croisée de z1,z2 (ou son estimateur) est pondérée dans le domaine
fréquentiel préalablement & sa transformation de Fourier inverse et & la recherche du maxi-
mum. De nombreux auteurs ont proposé différentes pondérations fréquentielles—ou processeurs—
¥ (f), chaque pondération ayant un but particulier. La plupart de ces pondérations sont listées
dans [Knapp et Carter, 1976]. On présente briévement ces processeurs. Il est important de no-
ter que tous ces processeurs reposent sur une connaissance a priori de Sz z;, Szyzys Sz z,- CeS
quantités n’étant généralement pas disponible en pratique, elles doivent par conséquent elles
aussi étre estimées sur la base d’une unique réalisation de z1 7, z2 7. Ce sera le sujet du §2.2.3E.
Précisons finalement que la recherche du maximum de (2.2.14) s’effectue de fagon exhaustive, car
I’argument maximisant cette fonction n’a généralement pas d’expression analytique.

11. Generalized Cross-Correlation—GCC
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A Le processeur Roth

Le processeur Roth est issu d’une tentative de P.R. Roth [Roth, 1971] de donner un sens
physique et intuitif aux mesures de corrélation et DSP croisées de deux signaux x,y (allant
au-dela de la simple compréhension de leur définition mathématique) lorsque ceux-ci sont unis
par une relation linéaire du type

y(t) = (hxx)(t) +n(t), (2.2.15)

ol x et n sont centrés individuellement et conjointement SSL. Notons qu’en posant x = x; et
y = X2, il s’agit du modéle (2.2.1) avec ng = n et n; = 0. Plus précisément, le but de [Roth, 1971]
est de définir la «nature» de ce que mesure la corrélation croisée au-dela de la définition naive :
«c’est une mesure du degré de ressemblance entre deux signauxy. Il est mis en avant le fait que la
corrélation croisée (ot de maniére équivalente, la DSP croisée) pour ce type de probléme peut
servir a caractériser deux quantités distinctes, 'une associée au canal de transmission h(t), et
l’autre au «degré de contamination» de y par n. Dans le premier cas, 'auteur parle de «mesure
de correspondance», et dans I'autre de «mesure de causalité» 2. La DSP croisée de y, x s’écrit

Syx(f) = H(f)Sxx(f) + Sax(f), (2.2.16)

et s’exprime comme la somme de deux termes, le terme H(f)Sx(f) donnant une mesure du canal
de transmission, le second étant relié a la fagon dont n réduit la causalité de x et y. L’auteur
précise que pour construire un estimateur S’yx de Syx ayant une certaine «stabilité statistique»
(i.e. une faible variance), il est préférable de construire des périodogrammes sur des intervalles
successifs pour ensuite en calculer la moyenne empirique (périodogramme moyenné, cf §2.1).
Lorsque x et n ne sont pas corrélés, Snx(f) = 0, et I'influence de n(t)x(¢t — 7) devient négligeable
dans Syx pour peu que le nombre de périodogrammes moyennés soit suffisamment grand. S’
caractérise alors principalement la correspondance entre x et y. En divisant la DSP croisée de y, x
par Six, il est alors possible de caractériser le canal de transmission indépendamment du spectre
de z. Un autre effet bénéfique de cette normalisation est le fait qu’une part de I'aléa présent dans
Syx et Syx est éliminé lors du calcul de leur rapport pour peu que ces deux estimateurs soient
calculés & partir d’échantillons de x et y obtenus aux mémes instants. Parallélement, il est montré
dans [Carter et Knapp, 1975] que Syx(f)/Sxx(f) est la réponse fréquentielle du filtre linéaire
caractérisant au mieux la correspondance entre x et y, dans le sens ou la valeur quadratique
moyenne de ’erreur

e(t) = y(t) — (htest * x)(t), (2.2.17)
oll htest désigne une valeur testée de h, est minimale pour
+o0 Syx(f)

Ptest(T) = hopt(T) = f mITf. (2.2.18)

o0 SXX<f)
En effet, la DSP de l'erreur peut s’écrire, d’aprés [Carter et Knapp, 1975],

See(f) = Syy(f) + SXX(f)’Htest(f)P - Htest(f)sxy(f) - H:est(f)syx(f)

2.2.19)
Syl ) | 1o ol (
= Sxx Hes - - )
Dl D=5 p] =5 [ 5 (8@
dont I'intégrale sur toutes les fréquences atteint un minimum pour
Syx
Htest(f) = Hopt(f) = Si}{g;; : (2'2'2())

12. Nous reprenons ici les dénominations employées par l’auteur, bien que nous pensions qu’elles puissent porter
a confusion (en particulier le terme «causalité»)
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Toujours d’aprés [Roth, 1971], si Syx/Sxx permet de caractériser la correspondance de x et y, une
autre quantité doit étre définie caractérisant leur causalité, si possible indépendante du canal de
transmission. Cette information est donnée par le module au carré de la cohérence, défini par

(cf §2.1)

2 _ ‘Syx(f)’2 2991
"YyX(fﬂ Sxx(f)Syy(f) ( e )
Lorsque cette grandeur est exprimée en fonction de H(f) et Sgx(f) de la maniére suivante
2 _ ’H(f)PSxx(f)
I RSl ) + Senl) (2222

son interprétation devient immeédiate : |yyx(f)|? est la proportion de la densité spectrale de
puissance de y a la fréquence f «due» a 'entrée x. En particulier, si le bruit n est absent, alors
7|2 = 1, indiquant que y peut étre ervactement déduit de x par un filtrage linéaire. A contrario,
si |H|?Sxx est faible devant Sy, alors ”ny|2 ~ 0. Une application possible du module au carré de
la cohérence est de donner un degré de confiance a ’estimation du canal de transmission. En
effet, un canal estimé & partir de signaux dont le module au carré de la cohérence est faible est
peu fiable. D’autres quantités intéressantes peuvent étre définies via le module au carré de la
cohérence, comme par exemple |y(f)[2Syy(f) et (1 — |v(f)[*)Syy(f), les composantes de la DSP
de y dues a l'entrée et au bruit respectivement. De 14, le Rapport Signal-a-Bruit (RSB) en sortie
du filtre h peut naturellement étre défini par

()
RSBU) = 11 (P

Pour en revenir a 'estimation de temps de retard, [Roth, 1971] insiste sur le fait qu’estimer un
temps de retard entre deux signaux est fondamentalement lié & la mesure de leur correspondance

(i.e. du canal de transmission). En conséquence, I'utilisation de la corrélation croisée a cet effet
est génante d’un point de vue philosophique, puisque la relation

(2.2.23)

Ryx(7) = (h* Rux)(7) (2.2.24)

nous indique que l'information utile que ’on cherche, contenue dans h, est en quelque sorte
noyée dans la convolution avec Ryy, sans importance dans notre application. En fait, lorsque
h(t) = 0_p(t), la corrélation croisée de y,x est une image de la réponse impulsionnelle du canal,
mais «étalée» du fait de la convolution avec Ryy—sauf cas particulier ou x est blanc, auquel cas
Ryx(T) = Rex(0)6(7) et Ryx(T) = Rxx(0)h(7)—. Si ce constat n’est pas génant d'un point de vue
pratique dans des conditions idéales d’un seul retard pur entre les deux signaux, il peut avoir son
importance dans le cas de retards multiples, i.e. lorsque le lien entrée-sortie du systéme s’écrit

y(t) =Y x(t+ Dj) +n(t). (2.2.25)
J
Pour ce modéle, la corrélation croisée de y, z s’écrit

Ryx(7) = Rux(7) % Y _6_p,(T) = Y Rux(7 + D), (2.2.26)
j

J

ce qui signifie que si les |D; — D;| sont inférieurs au temps d’autocorrélation de x (inverse de sa
largeur de bande), alors les composantes Ry (7 + D;), peuvent se recouvrir et noyer de maniére
irréversible 'information recherchée. En revanche, en estimant directement

h(t) = 6_p,(t) (2.2.27)
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en calculant la transformée de Fourier inverse de S’yx / S (notée ilopt), on s’affranchit en théorie
du probléme de recouvrement évoqué (sous réserve que Syx / gxx ~ Syx/Sxx, et que la bande
passante de x soit suffissamment large) et les D; peuvent étre estimés en recherchant les pics d’'un
estimé de hgpi. Cette remarque amene a penser que de maniére générale, il est préférable de
construire une fonction & maximiser qui posséde un pic étroit et haut plutot qu'un pic «étalés.
On dira dans ce cas que la méthode posséde une bonne résolution temporelle. Comme précisé
dans [Knapp et Carter, 1976, une bonne résolution temporelle est préférable pour la raison
donnée précédemment. Cependant, les pics étroits sont plus sensibles aux erreurs induites par
des temps d’observation courts, en particulier pour des faibles RSB (on parlera de manque de
stabilité). Le choix du critére & maximiser reléve donc d’un compromis entre résolution et stabilité
(analogie avec le compromis résolution-précision en analyse spectrale).
Le processeur Roth a donc 'expression suivante

~ 1
Yroth (f) = =——, (2.2.28)
Szlzl (f)
ce qui donne donne l'expression suivante de la corrélation croisée généralisée
. +00 Sy20 (f) o
Ryp(m) = | 2= @ (2.2.29)

i.e. Ry y, s’interpréte ici comme un estimateur de la réponse impulsionnelle du filtre linéaire
optimal caractérisant au mieux la correspondance entre x; et xo. En posant hy = 6_p dans (2.2.4),
on peut écrire

B 400 Sss(f) 2im f(t1—D)
RY1Y2 (T) - j—oo Sss(f) + Snlnl (f) ‘ df

+ S,

—00 Sss(f) + Saym (f)
L’effet du processeur Roth est donc d’atténuer, dans l'intégrale ci-dessus, la contribution des
fréquences pour lesquelles la DSP du bruit n; est importante, et donc ou 'erreur sur S;,,, est
grande.

(2.2.30)

€2iﬂ-def.

B Le processeur SCoT

Le processeur précédent a été défini en considérant un systéme linéaire dont x; serait 1’en-
trée et x5 la sortie. Dans notre contexte, rien ne justifie ce choix et on pourrait tout autant
prendre x2 comme 'entrée du systéme a identifier (et ainsi amoindrir l'effet de Sp,n, dans le
calcul de la corrélation croisée généralisée). Le processeur SCoT (Smoothed COherence Trans-
form) [Carter et al., 1973b]| est une fagon ad hoc de résoudre ce probléme en accordant autant
d’importance a x1 et xo. Il est défini par

] p——— (2.2.31)
VSerzs (582 ()
et donne
Ryyyp() = f:: A1z (£ ™7 df, (2.2.32)
ou
Yarzo(f) = Sz /) (2.2.33)

NCRRUERRT
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est 'estimateur de la cohérence des signaux. On a

“+00 SSS(f)
T) =0p(7) *
RY1Y2( ) D( ) J;oo \/(Sss(f) + Sn1n1 (f))(SSS(f) + Sn2n2 (f))

ce qui signifie que le processeur SCoT atténue les fréquences pour lesquelles les DSP de n; ou
n, sont importantes. A noter que lorsque Snin; = Snan,, les processeurs SCoT et Roth sont
identiques.

2 ITqf, (2.2.34)

C Le processeur PhaT

Le processeur PhaT (PHAse Transform) est certainement le plus utilisé en robotique, et
justifie donc une étude particuliére. Il s’agit d’un processeur purement ad hoc visant & obtenir la
plus grande résolution temporelle possible. Il est défini par

A 1
a = = ", 2.2.35
vt =15 ) (2:2:35)
et donne
B +oo SZZ f i fT +oo id i fT
Rylyz(T) = j,oo |$‘12Ef§|€2 f df = fioo lOf) p2im f ’ (2.2.36)
Z1Z2

ol ¢ est la phase de Sy,,,. Dans un cas idéal oit Sy, 4, (f) & Sa,2,(f), 6(f) ~ —2nfD, et

Ry,y,(7) = 0p(7). (2.2.37)

En pratique il existe cependant une erreur d’estimation sur la phase de Sz, ,, et ]A%ylyz n’est pas
exactement une impulsion de Dirac. Un défaut du processeur PhaT est qu’il pondére la DSP
croisée de x1,x9 par I'inverse de la DSP de s. La méme importance est donc accordée a toutes les
fréquences. En particulier, aux fréquences ot Sss(f) est nulle, la phase de S,,,, n’est pas définie
et é( f) en ces fréquences tend a se distribuer uniformément sur [—m; 7[. Le processeur PhaT n’est
particuliérement pas recommandé pour les sources faible bande, & moins de connaitre a priori la
bande passante de ces sources et de limiter 'intégration & cette bande.

D Le processeur HT

Le processeur de Hannan-Thompson, initialement proposé dans [Hannan et Thomson, 1973|
puis repris dans [Knapp et Carter, 1976], repose sur ’hypothése supplémentaire que s,nj,ny sont
centrés gaussiens dans leur ensemble. Il en découle que z1, zo le sont également. Pour la suite on
considére que les spectres de s,ny,ny sont non nuls sur une bande de fréquence commune. Pour
donner ’expression de l'estimateur, on commence par calculer la ddp conjointe des coeflicients de
Fourier de z1 7,22 7. Pour j = 1,2 on définit le signal aléatoire continu

1 +% % 1 +o00 .
Z: = z:(t)e 2 ftgr = — z: p(t)e 2 It gt 2.2.38
ia(f) == | 20 Nod N (2:2:38)

Pour une fonction continue des fréquences quelconque g(f), on note g[k] sa version échantillonnée
a la période 1/T), i.e. glk] = g(%) On note Zr[k] £ [Z17[k], Zor[K]), et on définit le vecteur
d’observation Z 2 [Zr[—kg|, Zr[~ks + 1],...,27[kg]")", avec kp l'indice correspondant a la
fréquence maximale des signaux. Par linéarité de 'opérateur

1 +% %k L
A z(t)e =" T dt, (2.2.39)
VT L%
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le vecteur Z est (complexe) centré gaussien, et est supposé a symétrie circulaire 2. On s’intéresse
aux coefficients de la matrice de covariance de Z, notée C3. La fonction d’intercorrélation de
Zj 1, Ze $écrit, d’aprés [Macdonald et Schultheiss, 1969], 14

sin (7 T(f1 —5))] [sin (7T (f2—P))
w(f1 —B) (fo —B)

B0 Zix () = [ Sun9)| Jas. 2

avec

Szize(f) = [Sss(f) + Sajng (f)05e] €2 5, (2.2.41)

Ci-dessus, d;y représente le symbole de Kronecker et Aj, est le temps de propagation entre
R; et Ry (qui vaut +D,—D, ou 0 selont les valeurs de j,¢). Sous les conditions suffisantes
suivantes [Macdonald et Schultheiss, 1969 :

— Sss(f), Snyny (f) €t Snyn, (f) varient peu sur tout intervalle de fréquence dont la longueur
est de l'ordre de 1/T (i.e. les temps d’autocorrélation—Iles inverses de leur largeur de
bande—du signal et des bruits sont courts devant la durée d’observation des signaux),

— |D| < T (i.e. les fronts d’onde balayent le capteur en un temps court devant la durée
d’observation des signaux),

Sz;z,(f) peut étre considéré constant sur tout intervalle de fréquence dont la longueur est de
Vordre de 1/T, et (2.2.40) se simplifie en

sin(m(f1 — f2)T)

E{Z; Z; ~ S, , , 2.2.42
@Rz () ~ See () f (2:2.42)
ce qui donne en les multiples entiers de 1/T'
Sin(ﬂ'(kl - kg))
E{Z; 7[k1]Z) 7[ko]} = Sy.0, k1] ———2, 2.2.43
e (2249
d’ou finalement
% SZng [/{1] si /ﬁ = kg
E{Zj7T[/€1]Z£’T[/C2]} ~ ) (2244)
0 sinon.
Ainsi, pour T suffisamment grand, le vecteur Zp[k] a pour matrice de covariance
S22 K] Szz[k]] <k:)
Cy. k| = 1= 1= =C, | = ) = Cylk], 2.2.45
li] = | ool el ") = (2.2.45)
et sa ddp s’écrit
1 _ i -1
Pzr(k)(Zr[K]; Cz[K]) = 2 det(ColH) Zrlkl (Calk]) ™ Zrlk], (2.2.46)
Les vecteurs aléatoires Zr|—kgl, Zr[—kp + 1],..., Zp|kp] étant décorrélés, Cz a la structure
bloc-diagonale suivante
Cy = diag (C.[—kp|,Cz[—kp + 1],...,C[kB]), (2.2.47)
13. Si z est un vecteur complexe gaussien de dimension d a symétrie circulaire, alors sa densité de probabilité
1 ot
p(50) = aggee ©

est entiérement caractérisée par sa matrice de covariance C' £ E{zz'}.
14. la démonstration du résultat n’est pas donnée ici, mais il s’agit d’un cas particulier apparaissant dans la
démonstration du théoréme 3.1.1 de ce manuscrit.
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et la ddp de Z s’écrit finalement

kp
p2(Z;C2) = 1] paoe(Zrlkl; Celk])
k=—kp
kp (2.2.48)
1 ko 1 — 3 Zr[K(Calk) " Zr (K]
— H e k=kp ,
72(2kp+1) det(C,[K])
k=—kp
avec, pour mémoire,
Cz [k‘] _ Sss [k'] ‘|" Snj%m [k] Sss[k]eimﬂ-k% — VD [k]sss [HVD [k]T + Cn[k] (2.2.49)
Sss [k]e?ka Sss[k] + Snony (K] ,

et Vplk] = [l,exp(Ziwk%)]’. La structure de la matrice Cz est connue et spécifiée par les
équations (2.2.47)—(2.2.49), mais son expression dépend du vecteur de paramétres inconnu
0= [D,0l,..), avec

Ospec = [Sss[0], - - -, Sss[kB], Snyny [0]; - - -, Suyny [KB]s Snany [0], - - - » Snony [kB]) (2.2.50)

vecteur des paramétres spectrauzr du probléme. Du fait que 6 soit I'inconnue de notre probléme,
nous rebaptisons pz(Z; Cz) en pz(Z;6). Etant donné un échantillon Z de Z, 'estimé de 6 par
maximum de vraisemblance est la valeur de § maximisant sa vraisemblance pz(Z;#) par rapport
a Z, ou de maniére équivalente son logarithme (la log-vraisemblance) L(6; Z) = Inpz(Z; ) 1°.
L’Estimateur par Maximum de Vraisemblance (EMV) de 6 est donc le vecteur aléatoire

0 = argmax,(L(6;Z)), (2.2.51)

avec, dans notre cas,

kp
L(6;2) = —2(2kp + Dlnr — (lndet(Cz[k:]) + zT[k]T(cz[k])—lzT[k;]) . (2.2.52)
k=—kp

THEOREME 2.2.1 Estimateur de temps de retard par maximum de vraisemblance.

Si les conditions suivantes sont vérifiées
— z1,2z2 sont centrés gaussiens dans leur ensemble,
— Sss(f), Snn, (f) €t Snon, (f) varient peu sur tout intervalle de longueur de 'ordre de 1/T,
- ’D| < Tv

alors 'EMV du temps de retard D sur la base de z1 7,z est 'argument maximisant

‘](D) = j: wHT(f)szz (f)€2medf

2
A erzs () Aorma () 2 Se1za (/) et Sy,2,(f) Uestima-

Serza (D] (1= sz (DI?) V21 (D) S22:(1)
teur de Sy, ., (f) par la méthode du périodogramme (cf §2.1.2A).

avec Yy (f)

15. Si on suppose aléatoire le vecteur de paramétres 0, alors la vraisemblance d’une valeur 6 de 0 par rapport a
une réalisation Z du vecteur d’observation Z est par définition p;o(Z|6), la ddp de Z conditionnelle a {6 = 6}
évaluée en Z.
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PREUVE On se place a fgpec fixé quelconque et on montre, par une série de calculs et de
sunphﬁcatlons que la valeur de D maximisant L(#; Z) est indépendante de fspec. Le calcul de

D—1a premiére composante de §—peut donc se faire indépendemment de celui de OSpec Notons
d’abord que le module au carré de la cohérence des signaux z;,zs peut s’écrire, d’apreés le
modéle (2.2.4)

_ S2 k]
~ Bl ¥ S ) SealF] F ol 2259

2122

|'72 z
' 2 \/52121 Szyzy (K]

Le déterminant de la matrice de covariance C,[k]| s’exprime quant & lui par

det (Cz [k]) - 52121 [k]52222 [k] - |52122 [k] |2
Sere lK]Szaza k] (1= [reszalk]l) (2.2.54)
= Sss{k](snlnl [k] + Snon, [k]) + Snin, [k] Snony [k]

Celui-ci ne dépendant pas de D, maximiser L(6; Z) par rapport & D revient & minimiser le critére

quadratique
kp

Jo(D;z) = Y Zp[k]T (Colk]) " Zr[R]. (2.2.55)
k=—kp

Si T est suffisamment grand, (2.2.55) devient, sans induire d’erreur significative

+o00 B
~T [ 2n(H)HC()) " 20(f)df. (2.2.56)
L’intégrande dans (2.2.56) peut se développer ainsi

Saszr (D)2 ()2 + Saron () Z2r ()2
Serer () Saaza(F) (1= Pzaea (1))
2Re 52221 ZlT )ZQ,T(f))

Serer (1) Szaza(F) (1= Pma (NP )

zr(H)N(Ca(F) 2 (f) =

(2.2.57)

Le premier terme dans (2.2.57) étant indépendant de D, on cherche finalement & maximiser

+o0

J(D;Z):f

—00

(A(S) +A“()df, (2.2.58)

avec

A(f) _ 52221 (f)zl,T(f)Z;7T(f) . (2259)

Serer (£)Saaza(F) (1= zaea (1))

Notons que comme z1,zo sont réels, A*(f) = A(—f) et

foo( (f) + A*(f df_2j (2.2.60)

—0o0

Il vient, en omettant le facteur 2 sans importance

sz = 7 S DBV )

df. (2.2.61)
% Sy (NSza() (1= b 117)
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En se servant du fait que

1 V2125 (f)|2
- ) 2.2.62
Sz121(f) S22 (f)  [Sz12, (f)I? ( )

on obtient finalement

oo * V2125 (f)‘Q Saoz1 (f)
J(D;z) = z z d
0 = [ armal) 122 ()] (1= Przsz (1)) [2r2: () ! 0263
) 2.
_ f_oo ZLT(f)Z;,T(f) |72122(f)| emeDdf.

Serz2 (NN (1= zsza (NI

Notons que Zy,7(f)Z5 7(f) est la transformée de Fourier de l'estimateur biais¢ de la corrélation

croisée Ry, ,(7), i.e. estimateur, noté Sy, z,(f), de Sy,2,(f) par la méthode du périodogramme.
J(D; Z) a donc explicitement la forme d’une corrélation croisée généralisée, dont 'expression du
processeur T est précisée dans le théoréme. [

Mettre en oeuvre l'estimateur précédemment défini revient, avant de corréler z1,zo, a les
filtrer par des filtres de réponses fréquentielles Hy, Hy telles que

RSB(f)
|S2125 ()]

avec, suivant la méme définition que dans [Carter et al., 1973a]-[Weiss et Weinstein, 1983],

H\(f)Hy(f) = (2.2.64)

2
z1z Sss/Snn )(Sss/Snn )
RSB é |’Y 1 2| — ( 1n1 ong . 9965
1- ‘72122 ’2 1+ SSS/Snlm + Sss/Sn2n2 ( )

En somme, on effectue une opération de blanchiment en divisant la DSP croisée des signaux
par son module (i.e. en ramenant ’aléatoire de cette DSP croisée des signaux principalement
dans sa phase, de la méme maniére qu’avec le processeur PhaT) mais on valorise ensuite la
contribution des fréquences pour lesquelles le RSB est élevé. Lorsque C, est parfaitement connue,
I’estimateur par la méthode HT est optimal dans le sens oti 'estimateur de temps de retard est
asymptotiquement efficace. Lorsque ¥pr(f) n’est pas connu, il doit également étre estimé a partir
d’une seule réalisation de durée finie des signaux.

E Estimation des spectres et du module au carré de la cohérence

Dans la pratique, le processeur 9 (f) n’est pas connu, et il faut le remplacer par un estimateur
Y(f) dans (2.2.14), cet estimateur étant lui aussi basé sur une seule réalisation des processus
21,29 sur intervalle Ip. Ceci peut étre fait en formant des estimateurs S,z , Szz,, S22, de
Sziz15 2029, 9212, Par une méthode d’estimation de DSP et DSP croisée, puis a en déduire
I’estimateur de la cohérence

Surza(f)
V Saras (58 ()

son module au carré, ainsi que 'estimateur du processeur ¥ (f). Ces estimateurs devant étre
consistants pour assurer la consistance de l'estimateur du temps de retard, la méthode du
périodogramme croisé n’est pas préconisée.

Dans [Carter et al., 1973a], il est suggéré d’utiliser la méthode par moyenne empirique de
périodogrammes décrite au §2.1.2B, et des pistes sont proposées quant au choix de ses paramétres
de réglage. La premiére partie de [Carter et al., 1973a] est consacrée au calcul théorique de la ddp

, (2.2.66)

’3/2122 (f) =
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a lordre 1 (§7.4.3) de 4,2, conditionnellement & v;,,, et au nombre de périodogrammes court
terme, sous hypothése de signaux centrés gaussiens dans leur ensembe, avec un fenétrage «idéaly»
(transformée de Fourier de la fenétre assimilable & une impulsion au regard de la cohérence) et un
taux de recouvrement de 0%. En particulier, des formulations analytique de biais et de variance
sont données. La seconde partie est consacrée au calcul empirique du biais et de la variance de
Y212, €1 fonction du taux de recouvrement, avec une fenétre de Hann. L’étude montre que pour
une cohérence constante, le gain maximal en terme de biais et variance par rapport au cas d'un
recouvrement de 0% (cas «nonoverlappé») est atteint pour un taux de recouvrement de 65%.
Cependant un taux de 50% est préférable dans la mesure ou au dela de 50% de recouvrement, le
colit en temps de calcul croit de maniére significative pour un gain en précision modéré.

Dans [Chan et Miskowicz, 1984, une approche alternative paramétrique de type ARMA est
proposée pour estimer le module au carré de la cohérence. Les auteurs proposent de modéliser les
rapports entre DSP croisée et DSP des signaux discrétisés par des formes rationnelles

P _
Szlzg (Z o Zk:_P bkz k
= 0 -
Sz121 1+ Zk:l apz~k (2.2.67)
R B L.
52221 2) = Zk;:—R dk,‘z k
SZQZQ 1 + zg:l Ckz_k

L’estimation du module au carré de la cohérence se réduit donc & l'estimation des jeux de

parameétres {ax}tr=1..0, {bk}k=—pr, . P, {ck}ti=1,.5, {dk}r=—r, .  gr. La premiére équation du
systéme (2.2.67) donne la relation de récurrence suivante

Q P
Rzyz2,[m] + Z apRz 2, [m — k] = Z bRz 2z, [m — k], Ym € Z (2.2.68)
k=1 k=—P
qui, lorsqu’évaluée aux instants m = —P, ..., P + ) conduit & I’équation matricielle
—Gib+ Gra = -, (2.2.69)
avec a = [a1,...,aq), b=[b_p,...,bp] les vecteurs de paramétres & estimer,
Rz, (0] ... Rgyy [—2P]
Rz z —-P
Rz, [1] ... Ry [-2P+1] 1z2[—P]
Gi=| . . r=1 , (2.2.70)
' : Ryyzy[P +
Rei2,[2P+Q] ... Rgz[Q) 122 [P+ €]
et
RZlZQ[_P_l] R2122[_P_Q]
Rzz —-P Rzz —P_Q+1
Gy = . 1 2[ ] ' 1 2[ ] . (2'2'71)
R2122 [P+Q— 1] - R2122 [P]

Les estimateurs d,é de a,b sont ainsi donnés par
. ) .
[ b ] =[G -Gy ] 7, (2.2.72)

ol G1,Go, 7 sont donnés par les expressions de GG, G, r dans lesquelles on a remplacé les valeurs
des autocorrélations et corrélations croisées par leurs estimées & partir d’une réalisation tronquée
des signaux. En procédant de la méme maniére avec la seconde équation de (2.2.67), on estime
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les vecteurs de paramétres ¢ = [c1,...,cs|’, et d = [d_R,...dR]’, de sorte que le module au carré
de la cohérence estimé s’exprime finalement comme suit

D b —2infk
Zszpbke i

1530 age2init

R 7 —2infk
> kg dke !

1+ zg:l éke_%”fk

a1z ()P = : (2.2.73)

Les auteurs de |Chan et Miskowicz, 1984| insistent sur le fait que la matrice [G1 — G2], qui
posséde autant de lignes que de colonnes, peut étre mal conditionnée dans la pratique, et que
le recours a sa pseudo-inverse est préférable & I'inversion matricielle directe. Une procédure ad
hoc est également fournie pour déterminer les ordres P, @, R, S du modéle. La méthode proposée
d’estimation de module au carré de la cohérence est comparée & la méthode du périodogramme
en environnement de simulation. Les résultats montrent un net avantage de la méthode proposée
en terme de biais et variance. Ensuite, 'Estimation de Temps de Retard (ETR) par corrélation
croisée généralisée est testé pour différents processeurs (Roth,HT), et pour différentes méthodes de
module au carré de la cohérence. En particulier, I’accent est mis sur le fait que si le processeur HT
donne '’EMV, dans la pratique, ses performances sont fortement conditionnées par I’estimation
de la module au carré de la cohérence. Ainsi, certains résultats montrent que ARMA-Roth peut
étre meilleurs que ARMA-HT.

2.2.4 Estimation de temps de retard basée sur une régression linéaire du
déphasage

Dans |Chan et al., 1978], les auteurs proposent une stratégie d’estimation alternative a la
corrélation croisée généralisée en partant du constat que lorsque les bruits ni,n2 ne sont pas
corrélés, la DSP croisée de xo, x1 s’écrit

Szrz (f) = Sss(£)e*™P. (2.2.74)

Aussi la phase (@, [k] de S,z [k], ot S,,z, est un estimateur de S,,,, basé sur une moyenne
empirique de périodogrammes court-termes (§2.1.2B), peut-elle s’écrire

Dzozy |K] = 27 fr. D + €[k], (2.2.75)

la variable aléatoire €[k] représentant ’erreur d’estimation de la phase de Sz,,, due a la présence
des bruits ni,no et la durée finie des signaux observés. Il s’agit donc de résoudre un probléme
de régression linéaire sur la phase. Lorsqu’aucune information a priori sur € n’est exploitée, la
méthode des moindres carrés permet de trouver la valeur de D minimisant la somme des valeurs
quadratiques des €[k]. Tout comme pour le processeur PhaT de la corrélation croisée généralisée,
un probléme inhérent & cette méthode est le fait que toutes les fréquences contribuent de la
méme maniére au calcul du critére. Les fréquences pour lesquelles le RSB est faible (et donc pour
lesquelles la phase de la DSP croisée estimée est peu fiable) peuvent donc détériorer fortement
Pestimation. La méthode présentée dans [Chan et al., 1978] propose a contrario d’exploiter les
statistiques de 'erreur dans le calcul du critére. Les auteurs se sont penchés sur la caractérisation
au premier ordre de 'erreur € dans le cas de signaux centrés gaussiens dans leur ensemble. Si,
dans le cas général, I’expression de la ddp a 'ordre 1 de I'erreur sur ’estimation de la phase est
relativement compliquée et difficilement exploitable, des simplifications sont possibles dans le
cas oil le nombre de degrés de liberté équivalent de S,,,, (f) est élevé (¢f Eq. (2.1.55) pour la
définition de cette variable), i.e. lorsque Sy,z, (f) est relativement stable. Sous cette hypothése,
on peut montrer que €[k] est centrée Gaussienne, de variance

1

var{e[k]} = m,

(2.2.76)
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avec RSBIk] défini a I’équation (2.2.65) et K défini dans le théoréme 2.1.8. On rappelle que K
est une variable dépendant de tous les paramétres de réglage de la méthode d’estimation de 5,2,
(i.e. le nombre de segments utilisés, I'autocorrélation de la fenétre de pondération des signaux, le
pourcentage de recouvrement des segments, c¢f §2.1.2B. Si de plus les coefficients de Fourier des
signaux calculés sur différents segments peuvent étre supposés indépendants (vrai si BT > 1),
alors € peut de plus étre supposé blanche. Sous ces hypothéses, 'estimateur minimisant le critére
quadratique pondéré

J(D) = 3" RSB[K] (27 fiD) — oy [K]) (2.2.77)
k

dont ’expression exacte est donnée par

b — 2 RSBIKGayz [M2m i (2.2.78)

> RSBIK] (27 fx,)?

est un EMV de D, équivalent a la corrélation croisée généralisée avec le processeur HT. A noter
que le dénominateur de (2.2.78) correspond a l'inverse de la Borne Inférieure de Cramér-Rao
associée au probléme d’ETR dans le cas de signaux gaussiens dans leur ensemble et centrés
(cf Eq. (2.2.79)). Tout comme dans la méthode de la corrélation croisée généralisée, RSB[k| est
en général inconnu et doit étre estimé a partir des données par une des méthodes présentées
dans §2.1. Un avantage de la méthode proposée sur la méthode corrélation croisée généralisée-HT
est le fait que le probléme est ici linéaire en le parameétre D, ce qui permet d’obtenir une solution
analytique du maximum de vraisemblance (2.2.78). Il n’y a donc pas besoin d’évaluer le critére en
chaque valeur admissible du temps de retard pour déterminer le maximum. Les auteurs précisent
que, selon les valeurs du vrai temps de retard, la phase de S,,,, peut sortir de l'intervalle [—7, 7].
Ceci peut poser probléme dans la mesure ot le calcul atan2{Im{S,,, }, Re{S;,z, }} produit un
enroulement de la phase dans 'intervalle [—7, 7[. Un algorithme efficace de déroulement de phase
doit donc étre utilisé.

2.2.5 Bornes théoriques associées au probléme d’ETR

Pour définir une borne sur les statistiques de l'estimation, on a généralement recours a
I'inégalité de Cramér-Rao [Cramér, 1999]-[Rao, 1992].

THEOREME 2.2.2 inégalité de Cramér-Rao, cas scalaire.

Soit 6 un estimateur non biaisé de 6 et px(x;0) la vraisemblance de € par rapport au vecteur de
données x. On note Vi (0) £ Inpy(x; 0) la fonction score de 6. Si Vi(6) est deux fois contintiment
dérivable par rapport & 6 presque partout, alors

-1

5 .
E {wlnpx(X; 9)}

Si 6 admet un biais b(6) non nul, alors I'inégalité devient
—[L+ V(@)

2 ’
E {amlnpx(x; 0)}

ou b/ () est la dérivée de b(#). L’inégalité en terme d’erreur quadratique moyenne s’écrit alors
—[L+ V'O

82
E { wlnpx(ﬁ 0) }

var{f} >

var{f} >

E{(0—0)) > +0(6)”.
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La borne inférieure de Cramér-Rao ¢ est sans doute la borne la plus utilisée pour caractériser
un probléme d’estimation. Son expression associée au probléme d’ETR pour des signaux gaussiens
est donnée dans [Knapp et Carter, 1976]. La variance d’un estimateur sans biais D de D est
bornée inférieurement par

—1

0? ’
E {E)Qlﬂpz(z‘cm 7')} b

T

o > (2.2.79)

2
D

ou Z et pz(Z|Cy, 7) sont définis au §2.2.3. L’inegalité de Cramér-Rao s’écrit [Knapp et Carter, 1976]

1

2> : 2.2.80
= T [~ (2nf)*RSB(f)df (2280

ot RSB(f) est défini au §2.2.3. Il est montré et reconnu que la variance d'un EMV approche la
borne de Cramér-Rao avec une précision arbitraire, pour peu que 7" soit suffisamment grand (cf
preuve dans [Knapp et Carter, 1976]). La notion de «suffisamment grand» reste cependant vague
et fortement dépendante des signaux considérés (RSB, largeur de bande, fréquence centrale, etc.).
Dans de nombreuses applications pratiques, T' ne peut étre choisi suffisamment grand vis-a-vis du
RSB et des largeurs de bande considérés, et la borne de Cramér-Rao dans ces cas 1a ne permet
pas de borner la variance de I'estimateur de maniére assez précise.

La borne inférieure de Ziv-Zakail” associée au probléme d’estimation de temps de retard,
proposée dans [Chazan et al., 1975] puis utilisée dans [Weiss et Weinstein, 1983|, permet de
borner de maniére beaucoup plus fine la variance ou l'erreur quadratique moyenne d’un estimateur
de temps de retard pour des valeurs modérées de RSB /produit temps-largeur de bande '*. En
fait, les auteurs de |[Weiss et Weinstein, 1983| distinguent deux ordres de grandeurs du produit
temps-largeur de bande : les valeurs modérées pour lesquelles 'indépendance des coefficients de
Fourier des signaux est vérifiée, et les valeurs «élevéesy, pour lesquelles 'TEMV est «proche» de la
borne inférieure de Cramér-Rao. La borne inférieure de Ziv-Zakai permet de borner précisément
IEQM pour des valeurs de produit temps-largeur de bande allant du modérément élevé au
trés élevé. En particulier, elle permet de déterminer & partir de quelles valeurs de RSB/produit
temps-largeur de bande la borne inférieure de Cramér-Rao devient réellement atteignable. Avant
de formuler explicitement cette borne, il convient de définir la notion de test d’hypothése et de
risque associé.

A Tests d’hypothéses binaires, rapport de vraisemblances, risque d’erreur

Soient deux hypothéses Hg, H1 (i.e. deux événements), qu’on appelle respectivement hypothése
nulle (ou «de référencer) et hypothése alternative, mutuellement exclusives et exhaustives sur un
espace probabilisé (Q, o, IP), de probabilités respectives Py = P{Ho}, P = P{H1}, avec Py+P; = 1.
Soit un vecteur aléatoire X a valeurs dans RY (ou C¢) dépendant des hypothéses Ho, H1. Un
test d’hypothéses binaire est un mécanisme de décision permettant, & partir d’une réalisation
de X, de détecter soit Hg soit ;. Cela peut se résumer & partitionner R? en deux sous-espaces
20, Z1 de sorte que si X se réalise dans Zj on choisit Hy et si X se réalise dans Z; on choisit H.
On définit les erreurs de premiére et second espéce comme {détecter Ho} N {#H; s’est produit} et
{détecter H1} N {Hps’est produit}. On appelle probabilité de fausse alarme Pp et probabilité de

16. Cramér-Rao Lower Bound—CRLB
17. Ziv-Zakai Lower Bound—ZZLB
18. Time-Bandwidth Product-TBWP
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non-détection (miss probability) Pys les probabilités conditionnelles

Pr = P{détecter Hi|Ho} = le Fx (o (2 Ho)da

(2.2.81)
Py = P{détecter Ho|H1} = jz Fxp, (x| H)dz.
0
Pour caractériser un test d’hypothése, on peut définir le risque d’erreur
R = PpPy+ Py P, (2.2.82)

défini comme la somme des probabilités des erreurs de premiére et seconde espéce (c’est une
probabilité). Noter que pour le risque d’erreur ainsi défini, on attache autant d’importance aux
erreurs de premiére et seconde espéce. Un test sera dit optimal s’il minimise ce risque d’erreur.

Définition 2.2.1 (test du Rapport de Vraisemblances) On appelle Rapport de Vraisem-
blances la VA

(2.2.83)

AX) = In [fXHI(XWl)] '

Ix120(XHo)

On appelle Test du Rapport de Vraisemblance (TRV) le test suivant

H
AX) = 1, (2.2.84)
Ho

qui consiste a détecter Hy si, pour une réalisation x de X, A(x) <n et a détecter Hy dans le cas
contraire.

THEOREME 2.2.3 test d’hypothése binaire optimal.

Sin =In(Py/Py), alors le TRV minimise le risque d’erreur. Si les deux hypothéses sont équipro-
bables a priori, alors n = 0.

On appelle P, la valeur minimale du risque d’erreur atteinte avec le TRV, i.e. la valeur minimale
de R défini en 2.2.82. Remarquons qu’on peut redéfinir Py; et Pr en fonction du Rapport de
Vraisemblances puisque

Py =P{A>nHo} = f:o Fapro (A Ho)dA
! (2.2.85)
Po=P{A <nfHa} = [ fapy (H2)dA.

Si fajp, €t fapn, sont connues, alors on peut calculer P via (2.2.85). En général, il est difficile,
voire impossible d’avoir une forme analytique de ces ddp. On peut cependant trouver une solution
approchée a condition que A(X) soit une somme de VA indépendantes et que le nombre d de
composantes de X soit suffisamment grand. L’obtention de cette expression approchée peut se
trouver dans [Van Trees, 2001].



62 CHAPITRE 2. ESTIMATION COURT TERME DE SPECTRES ET DE TEMPS DE RETARD

THEOREME 2.2.4 expression approchée du risque d’erreur minimal.

Si A(X) est une somme de VA indépendantes et si le nombre d de composantes de X est
suffisamment grand, alors le risque d’erreur minimal pour des hypothéses équiprobables a priori
est donné par I’équation de Chernoff

2

: T (50) ) & (500 /7o)

P, ~ §exp (N’(Sm) +

g (stom) + 2220000 Y 6 (= sV

avec

p(s) =1 [ [Fx (@lH0))" oo (@l Ho)) ",

s une variable réelle, p’ et u” les dérivées premicre et seconde de p par rapport a son argument,
$m la valeur pour laquelle 1/ (s,,) = 0, et

1 o0 2
¢:Zb—>—f eV 2qt.
V2w Jz

B Risque minimal d’erreur pour le probléme d’estimation du temps de retard

On applique maintenant le théoréme 2.2.4 dans le cas de I’estimation de temps de retard pour
des signaux gaussiens dans leur ensemble. On rappelle que le vecteur aléatoire en question est le
vecteur tel que défini au §2.2.3D. Les deux hypothéses sont les suivantes

{ Ho : le temps de retard vaut Dy (2.2.86)

Hi : le temps de retard vaut D;.

THEOREME 2.2.5 risque d’erreur minimal associé au probléme d’ETR.

Le risque d’erreur associé au probléme d’ETR vaut, lorsque BT > 1

[—ln [1+v(A, )]+ LZ;(Z/A(’Af’)Lf)} df)

—Jm

P.(A) = exp <T jfm

oyt )

ot A £ Dy — Dy, ¢ est définie dans le théoréme 2.2.4, f,, est la fréquence maximale des signaux,
et

‘72122(J)|2 s 2
v(A, f) = ——"""—_sin“(nfA).
( ) 1 ’)2122(f)|28 ( )
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PREUVE Pour j = 0,1, la ddp de X conditionnellement a H; s’écrit

Ixpm, (x| Hy) = =210 exp (—xTC'j_lx> , (2.2.87)

avec
C; = diag {C;[-K],Ci[-K + 1],...,C;[K]}
(2.2.88)
Cjlk] = V;[k]V;[k]" Sss[k] + CnlK].
Pour appliquer la formule de Chernoff au probléme, On commence par calculer la fonction pu(s)
associée. On a

efmT [sCflJr(lfs)Cal}:E

s 1-s
z|H z|H = . 2.2.89
[fX|’H1( ‘ 1)] [fX|7'l0( ‘ 0)] 7T4K+2|01|S|CO|1_S ( )
En intégrant sur C*5+2 on obtient
sert+ (1= )65
exp(y(s)) = U (2.2.90)
C1* |Col!
puis en prenant le logarithme il vient
w(s) = —sln|Ci|—(1—s)In|Cy| — In ‘301_1—1—(1—3)00_1‘ . (2.2.91)
En utilisant la structure bloc-diagonale de Cj, et le fait que pour tout k € {-K,..., K}
|C1[k]| = |Colk]| (2.2.92)
ne dépend pas de Dy ou D; (c¢f équation (2.2.54)), on obtient
K
wis)=— Y 1n[ (Ca[K]| - [sC7 K]+ (1—)Cy K] } (2.2.93)
k=—K

Apreés quelques calculs on a finalement

K

p(s)=— > In[l+4s(1 - s)v(A, k)], (2.2.94)
k=—K

avec A £ Dy — Dy et v(A, k) = RSB[k]sin®(7kA/T). p/(s) est déduit en dérivant (2.2.2) par
rapport a s, soit
K

roy 4(1 —2s)v(Ak)
wls) = k:ZK 1+ 4s(1 — s)(A k) (22.95)

On en déduit que la valeur s, qui annule p’ est s, = 1/2. Le calcul de p” et I'évaluation de
I'équation de Chernoff pour les valeurs de u(spm,), 1/ ($m), #” ($m) obtenues donnent finalement

K
P.(A) = exp < Z [—ln 1+ v(Ak)]+ %])

k=—K
% (2.2.96)
2U(Ak
|y X e
k=—K ’
Lorsque BT >> 1, on passe au continu sans induire d’erreur significative, d’ou le théoréme. =

REMARQUE 2.2.1 Remarquons que P. ne dépend que de la différence A entre les temps de
retard Dy et Dp. Cette propriété permettra de simplifier la formulation de la borne inférieure de
Ziv-Zakai.
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C Borne inférieure de Ziv-Zakai

La borne inférieure de Ziv-Zakai est donnée par le théoréme suivant [Chazan et al., 1975]

THEOREME 2.2.6 inégalité de Ziv-Zakai.

Soit D un estimateur quelconque de D et soit € £ D — D lerreur d’estimation. Si D est a priori
Dy Dm

uniformément distribué sur un intervalle I = [—==, =5~], alors pour BT > 1 On a

m

B{IP} = o [y A (D - A)P(A)IA,

oul P, est donnée au théoréme 2.2.5.

PREUVE On considére les deux hypothéses définies en (2.2.81), on pose Dy=D;+A. On dispose
d’un estimateur D de D quelconque, et on s’intéresse au test sous-optimal suivant

~ D=D1+A ,
DDy = C|D-Ds-Al (2.2.97)
D=D

Le risque associé a ce test, en supposant que les hypothéses sont équiprobables, s’écrit
1 - 1 .
R= §P{D—D1 >A/2|D1}+§IP’ {D-Di—a<-A/2D1+A}. (2.2.98)
Puisque le TRV minimise le risque d’erreur, on a nécessairement

R > P.(A), (2.2.99)

ol P, est donné par le théoréme 2.2.5. Soit € = D — D Verreur d’estimation. On a donc
1 1
5]? {e > A/2]D1}+§IP’ {e<—=A/2|D1+A} > P.(A). (2.2.100)

On introduit maintenant une hypothése a priori sur D, que ’on suppose uniformément distribué
sur un intervalle I £ [—Zm Dm] [ inégalité (2.2.100) est valable pour tout couple (Dy, A) tel
que Dy et Dy = D1+ A appartiennent a I. C’est en particulier vrai pour A € [0, D,,] et pour
Di€lp = [ D2m, DTm— ]. D’apres la littérature, l'intégration de (2.2.100) par rapport a D; sur
I'intervalle Iao obéit aux propriétés suivantes :

1 Zm-A
(D= DPA) < 5[ 5, Ple>A/2Di}dD,
T2
+ 1jDTm P{e<A/2|D;}dD (2.2.101)
2 —Bm A €= D1y 1 o
1 Dy
< §L,237m]P’{|e|zA/2\D1}dD1.
2
Définissons maintenant ) -
F(z) = - f? P{le| > z|D1}dDy, (2.2.102)
Dy, J-Ex

qui n’est autre que la probabilité a posteriori P{|e| > x} lorsque D; est uniformément distribué

sur I. On a donc D
(D — A)P.(A) < 7’”F(A/2) (2.2.103)
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En multipliant par 2A/D,,, et en intégrant par rapport & A sur [0, D,,] on obtient

D2m [P A(D -~ M) PAYA < [ AF(A/2)dA

Dm
= 4f * xF(r)dx
0
(2.2.104)

Dm
< 4f0 xF(x)dx

= [2?F(@)])" 2 [ PdF()

Remarquons que dF(z) = — fi(z)dx, ot fq, la ddp de la VA [¢|, a pour support [0, Dy,] si
estimateur D est construit de fagon & produire des valeurs dans I. Il en découle que

(P _ 2
: dF (z)=E{|e|*}. (2.2.105)
De plus, si D donne des valeurs dans I, F(D,,)=P{|e| > D,,} =0, ce qui conduit au théoréme.m

D Borne inférieure de Ziv-Zakai pour les signaux faible bande

La référence [Weiss et Weinstein, 1983| donne une expression analytique de la borne inférieure
de Ziv-Zakai associée au probléme d’ETR & partir des théorémes 2.2.5 et 2.2.6 lorsque le signal
est de type faible bande

Sss(f) o cste sur [fo—g,f0+§]u[7f07§’7f0+§]
m B { 0 ailleurs, ’ ? ? 2 (2.2.106)

ou fo et B sont définis respectivement comme la fréquence centrale et la largeur de bande
du signal, avec B < fp. Ainsi, le RSB tel que défini a I’équation (2.2.65) est constant sur
toute la bande passante des signaux. Au terme de calculs fastidieux, moyennant quelques
approximations judicieuses, les auteurs arrivent a délimiter quatre zones distinctes du domaine
du RSB, correspondant & quatre modes de fonctionnement différents de ’estimateur :

— Pour des valeurs de RSB inférieures a un seuil RSB1, ’estimation est dominée par le bruit, et
I’EQM, indépendante du RSB sur ce domaine, n’est bornée que par la connaissance a prior:
que 'on a sur le temps de retard. Dans ce mode de fonctionnement, D est uniformément
distribué sur 1.

— Pour des valeurs de RSB telles que RSB; < RSB < RSBj, l'estimation présente un
probléme d’ambiguité. Lorsque B/ fy < 1, autocorrélation des signaux zj, zg est fortement
oscillatoire : elle posséde de nombreux maxima locaux trés rapprochés (pseudo-période
1/ fo) et d’amplitudes sensiblement égales. En présence de bruit, méme faible, la sélection
du «bon» maximum local est entachée d’erreur. Dans ce mode de fonctionnement, la borne
inférieure de Ziv-Zakai en dB décroit linéairement avec le RSB en échelle logarithmique,
avec une pente & —20dB/decade. La borne inférieure de Ziv-Zakai dans cette région coincide
avec la borne inférieure de Barankin, donnée dans [Chow et Schultheiss, 1981].

— Au dela d’un seuil RSB3, le bruit est suffisamment faible pour que le probléme d’ambiguité
soit résolu. La borne inférieure de Ziv-Zakai coincide alors avec la borne inférieure de
Cramér-Rao. Dans ce mode de fonctionnement, la ddp de D approche une loi normale
centrée sur D.

— Entre RSBy et RSBj3 existe une zone de transition ou il n’y a pas de formule analytique
simple de la borne inférieure de Ziv-Zakai. Cette zone est généralement étroite et la borne
inférieure de Ziv-Zakai y décroit fortement & mesure que le RSB augmente.
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FIGURE 2.3: borne inférieure de Ziv-Zakai pour des signaux faible bande.
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% si RSB < RSB,
K .
m S1 RSBl < RSB S RSBQ
E{le|*} > ' (2.2.107)
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Les RSB dépendent donc de la largeur de bande B des signaux, de leur fréquence centrale fj et de
la durée d’observation 7T'. Pour une largeur de bande et une durée d’observation données, la levée de
I'ambiguité de phase d’un signal haute fréquence ( fo élevé) nécessite donc un RSB plus important.
Des études en simulation concrétiseront ces considérations théoriques au chapitre chap-azimut.

2.3 DISCUSSION

Les méthodes d’estimation de temps de retard présentées—corrélation croisée généralisée et
méthodes de régression linéaire sur la phase—reposent sur un modéle de propagation en champ
libre, et supposent par conséquent un déphasage linéaire en fréquence entre les microphones.
D’autres méthodes tiennent explicitement compte des réverbérations. Il en est ainsi de la méthode
de décomposition adaptative en valeurs propres [Benesty, 2000].

Comme on peut s’en douter, la performance des méthodes basées sur un modéle champ
libre décroit trés fortement en présence de réverbération. D’aprés [Champagne et al., 1996] et
[Gustafsson et al., 2003], le phénomeéne de réverbération se manifeste au niveau des statistiques de
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I'estimateur du temps de retard par I'apparition d’estimées aberrantes '°, dont le taux d’apparition
est d’autant plus grand que le temps de réverbération de la piéce est grand. Les méthodes basées sur
une décomposition adaptative en valeurs propres, elles, s’affranchissent du modéle de propagation
en champ libre et reposent sur ’estimation—sans apprentissage ni modéle a priori—des réponses
impulsionnelles liées a la salle (Room Related Impulse Response (RRIR)) des deux microphones.
On peut cependant noter plusieurs difficultés inhérentes & ces méthodes. Premiérement, ce sont
des méthodes itératives (e.g. méthode du gradient) qui reposent sur une initialisation des estimés
des RRIR et nécessitent de fixer des parameétres de réglage. Ces quantités conditionnent fortement
la convergence vers les «vraies» RRIR (minima locaux du critére a optimiser, etc.). En second
lieu, ce sont des méthodes bien plus cofiteuses en temps de calcul. De plus, du fait qu’on cherche
a estimer des RRIR plutot qu’une réponse impulsionnelle «relative» entre les microphones, le
temps d’autocorrélation des réponses a estimer est beaucoup plus long. Ceci implique d’estimer
les autocorrélations des signaux sur des durées encores plus longues (§2.1.2). La question est
donc : est-ce possible en robotique, en présence de mouvement et de variations rapides de RRIR ?
De plus, les RRIR des deux microphones ne doivent pas avoir de zéros communs, ce qui est
difficile & vérifier dans la réalité. Enfin, il faut se fixer a priori le temps d’autocorrélation (en
gros la longueur) des RRIR, que I'on ne connait pas en pratique (qui dépend du RT60 etc.).

A Dheure actuelle, nous préférons exploiter des méthodes supposant une propagation en
champ libre, qui peuvent générer des outliers du fait des réverbérations. L’objectif est donc de les
éliminer dans la stratégie de filtrage stochastique. Nous n’excluons toutefois pas qu’'une étude
plus approfondie des méthodes de décomposition adaptative en valeurs propres nous ameéne a
revisiter notre position.

On peut aussi discuter du choix a retenir parmi les méthodes supposant une propagation
en champ libre. Celles-ci peuvent étre séparées en deux sous-catégories : celles basées sur la
corrélation croisée généralisée et celles basées sur la minimisation d’une erreur sur la phase. Sur le
plan théorique, ces deux méthodes sont relativement similaires. La méthode des moindres carrés
sur la phase est analogue & la corrélation croisée généralisée avec le processeur PhaT, tandis
que la méthode des moindres carrés pondérés est similaire & la corrélation croisée généralisée
avec le processeur HT. D’un point de vue pratique, on peut cependant noter des différences.
Avec la corrélation croisée généralisée, on n’a pas d’expression analytique de 15, il faut calculer
la corrélation croisée généralisée en toutes ses valeurs possibles sur l'intervalle [—D,,,, D,,] puis
sélectionner 'argument pour lequel elle est maximale. En pratique, la corrélation croisée généralisée
est calculée au moyen de Transformées de Fourier Rapides?’ avant et arriére sur les signaux
percgus échantillonnés, ce qui est relativement peu cotiteux en temps de calcul. Cependant le
retard physique vrai prend ses valeurs dans l'intervalle continu [—D,,, Dy,], ce qui veut dire que
les retards vrais non multiples entiers de la période d’échantillonnage ne sont pas atteignables, et
qu’on ne peut atteindre que la valeur multiple entier de temps de retard la plus proche. Pour des
signaux échantillonnés a 44.1kHz, un espacement de 16cm entre les microphones et une célérité du
son 344m/s, l'erreur en terme d’azimut dans le pire cas (azimut a plus ou moins 90°) atteint 18°
(et 3° dans le cas le plus favorable, azimut 0°). En général on interpole donc la corrélation croisée
généralisée discréte (interpolation en sinus cardinal par exemple) ce qui est un processus assez
cotteux. Il existe des méthodes peu cotiteuses d’interpolation (e.g. interpolation parabolique),
mais celles-ci induisent un biais important sur I'estimé. A contrario, les méthodes basées sur la
phase donnent directement ’expression du temps de retard qui minimise le critére considéré, du
fait que le probléme est linéaire. Il n’est donc pas requis d’évaluer un critére en une multitude
de valeurs, ce qui épargne du temps de calcul. Par contre il faut disposer d’un algorithme pour
«dérouler» la phase. Notons enfin qu’en robotique, la quasi-totalité des contributions repose sur
la corrélation croisée généralisée.

19. ou outliers.
20. Fast Fourier Transform—FFT
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Concernant le choix du processeur d’une corrélation croisée généralisée, PhaT et HT sont
presque exclusivement employés en robotique, avec une nette prédominance pour PhaT. Mais il est
reconnu que PhaT, qui présente la résolution temporelle la plus élevée, est aussi le processeur qui
manque le plus de stabilité pour des durées d’observation courtes. En outre, PhaT ne fonctionne
pas convenablement pour des signaux faible bande. Pour des signaux tels que de la voix, dont
I’énergie se répartit sur des harmoniques de fréquence bien identifiées, nous préférons exploiter
HT, car pour un RSB/produit temps-largeur de bande suffisant, on peut en outre considérer que
I’erreur d’estimation est gaussienne centrée, ce qui nous permet de poser un modéle statistique
simple et standard pour le bruit d’observation dans 'algorithme aval de filtrage. Concernant les
réverbérations, certaines contributions affirment rendre la corrélation croisée généralisée plus
robuste aux réverbérations, tel le processeur Reliability- Weighted PHAse Transform—-RWPHAT
de [Valin et al., 2006]. Ces méthodes sont empiriques, et, & notre connaissance, aucun argument
théorique ou expérimental & large échelle ne permet leur justification. Enfin, tous les processeurs
mentionnés ci-dessus supposent que les bruits en les récepteurs sont indépendants. Bien que cette
hypothése soit presque stirement mise en défaut en pratique, la corrélation croisée généralisée-
PhaT est généralement sélectionnée faute de mieux. La contribution que nous développerons
au chapitre 3 permettra toutefois d’incorporer une connaissance a priori sur les statistiques
conjointes de ces bruits.



Chapitre 3

Estimation court terme d’'azimut,
détection d’'activité

Les méthodes proposées dans le chapitre précédent reposent sur 'hypothése que 'onde
acoustique émise par la source se propage en champ libre. Dans le contexte de ’audition
binaurale en robotique humanoide, les microphones sont généralement placés sur une téte factice,
éventuellement & 'intérieur de pavillons artificiels. Dans ce contexte, du fait de la diffusion
de T'onde incidente par la téte et le torse du robot, I'hypothése champ libre préalablement
formulée n’est plus valable. Ainsi, nous proposons dans la premiére section de ce chapitre de
nous focaliser sur la modélisation de cette diffusion. Aprés un apercu des méthodes existantes les
plus répandues en robotique, une méthode originale d’estimation de parameétres spatiaux par
maximum de vraisemblance est proposée. Cette contribution est évaluée a la fois en simulation et
en environnement réel controlé, et permet de mettre en évidence le réle que peut avoir un élément
diffusant en comparaison & une paire de microphones en champ libre. Une méthode originale
de détection instantanée de I'activité de la source sonore constitue une seconde section. Cette
contribution sera utile afin d’affecter un degré de confiance aux observations qui seront assimilées
dans le filtre proposé au chapitre suivante.

3.1 DIFFUSION DE L’ONDE INCIDENTE PAR UNE TETE, ESTIMATION D’AZIMUT

Comme évoqué précédemment, nous supposons donc que 'hypothése de champ libre n’est
plus valable de par la présence d’éléments diffusants autour des microphones. En d’autres termes,
le «temps de retard» n’est plus suffisant pour caractériser la propagation vers le capteur binaural.
En toute rigueur, la notion méme de temps de retard doit étre redéfinie, puisque ledit temps de
retard dépend de la fréquence de 'onde émise (i.e. le déphasage entre les deux microphones n’est
plus linéaire par rapport a la fréquence). On parle alors de temps de propagation de groupe ou
de phase!. En outre, la présence de la téte induit une différence en amplitude entre les deux
microphones, qui peut varier de maniére significative avec la fréquence et la direction de la source,
méme lorsque celle-ci se trouve en champ lointain. Si on applique I'une des méthodes décrites
dans la section précédente sur une bande de fréquence, disons centrée sur fj, suffisamment étroite
(soit en n’intégrant que sur cette bande, soit en pré-filtrant les signaux par un filtre & bande
étroite de fréquence centrale fy) pour que le temps de propagation de groupe ou de phase et le
gain entre les signaux gauche et droite varient peu sur cette bande, alors on estime en fait le
temps de propagation de groupe en la fréquence fy [Hannan et Thomson, 1973|. En revanche,

1. Si ¢(f) désigne le déphasage d’un filtre en la fréquence f, alors les temps de propagation de groupe et de

phase sont définis respectivement par 7,(f) £ —id”d—;f) et 7,(f) £ —%ff) respectivement.
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lorsqu’on applique la méthode sur toute la gamme de fréquences couverte par des signaux large
bande, on peut se questionner sur la nature physique du résultat de I’estimation.

En robotique, la localisation binaurale repose généralement sur des indices extraits a partir
des signaux gauche et droite sur une fenétre temporelle de durée finie. On peut citer par exemple
les indices binauraux : ITD ou IPD et ILD. Le probléme consiste alors a retrouver tout ou partie
des coordonnées de la source dans un repére rigidement lié & la téte & partir des indices extraits.
Ceci nécessite une connaissance a priori de la propagation/diffusion de 'onde acoustique, qui
peut étre donnée par un modéle analytique simplifié ou par un apprentissage & partir de données
expérimentales.

Pour I'estimation d’azimut, le premier modéle simplifié proposé en robotique fut le modéle
AEG [Nakadai et al., 2000] (Auditory Epipolar Geometry). Celui-ci exprime 'IPD en fonction de
la fréquence et de ’azimut d’une source en champ lointain en négligeant totalement ’effet de
la téte sur 'onde incidente. Ce modéle trés simple fut ensuite quelque peu affiné par le modéle
RAEG [Nakadai et al., 2002| (Revised Auditory Epipolar Geometry), donnant une expression
de I'IPD basée sur la formule de Woodworth-Schlosberg [Woodworth et Schlosberg, 1971]. Un
troisiéme modeéle analytique plus complet, proposé dans [Nakadai et al., 2003a|, repose sur la
solution analytique de I’équation d’onde lorsqu’une sphére totalement rigide diffracte une onde
incidente plane [Rayleigh, 1894] (Scattering Theory). Comme on peut s’y attendre, le modéle
haute fréquence (i.e. lorsque 'onde incidente a une longueur plus courte que le demi-périmétre
de la spheére) de I'TPD déduit de cette solution correspond au modele RAEG.

Les notions d’IPD et d'ILD sont étroitement liées aux notions de HRTF et d’Interaural
Transfer Function (ITF). La HRTF en la position d’'un microphone représente la fonction de
transfert entre le signal percu par ledit microphone et le signal per¢u un point de référence, qu’on
prend généralement comme le point milieu de la téte si la téte était absente. L’ITF est le rapport
entre les HRTF gauche et droite, de sorte que I'I[PD et I'ILD sont par définition sa phase et son
amplitude. Les HRTF expérimentales encapsulent naturellement les effets de la téte et du torse
du robot. Il convient de noter qu’elles dépendent trés fortement de I’environnement dans lequel
les mesures sont réalisées.

3.1.1 Localisation binaurale par estimation conjointe d’ILD et d’ITD et
pré-tabulation d’ITF

Dans [Raspaud et al., 2010|, une procédure d’estimation d’azimut est proposée pour un
systéme d’acquisition binaural monté sur une téte anthropomorphe et une source située dans le
plan azimutal de la téte. La correspondance

(f,9) = ITF(f,9), (3.1.1)

ou ITF(f,v) désigne 'ITF des microphones pour une source provenant d’un azimut v et émettant
un signal sinusoidal de fréquence f, est apprise hors ligne pour un ensemble discret d’azimuts et
de fréquences. En ligne, les ILD et ITD (désignant ici le temps de propagation de phase entre les
microphones) sont estimés en chaque bande de fréquence sur la base de transformées de Fourier
court-terme des signaux observés sur une courte durée. Un estimé distinct de azimut est formé
a partir des ILD et ITD calculés sur chaque bande de fréqguence et des ITF pré-tabulées. Du fait
qu’on cherche a estimer I'azimut sur une bande de fréquences étroite, une estimation & partir
de I'ITD seule méne invariablement au probléme d’ambiguité de phase aux moyennes et hautes
fréquences. En effet, méme si 'ITD vraie (déduite de I'IPD vraie «déroulée») est monotone par
rapport & 'azimut quelle que soit la fréquence considérée, en pratique on est confronté au fait
qu’a une valeur d’I'TD mesurée correspondent plusieurs valeurs admissibles d’azimuts dans la
table de correspondance pré-tabulée (du moins aux fréquences moyennes et hautes), i.e. I'erreur
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quadratique
’ITDth(fa 79) - IT])mes(f)‘2 (312)

admet une valeur faible pour plusieurs valeurs de ¥. D’autre part, estimer 'azimut a partir
de I'ILD seule pose aussi probléme, du fait que I'ILD vraie n’est pas une fonction monotone
de I'azimut. L’idée proposée par les auteurs consiste a utiliser, en chaque bande de fréquences,
I'information portée par I'ILD pour lever ambiguité sur I'I'TD. Plus précisément, pour chaque
bande de fréquences, un premier estimé grossier de I’azimut—mnoté 1§1LD( f)—est formé a partir
de I'ILD. Du fait que 'ILD «vraie» n’est pas toujours une fonction monotone de ’azimut, il se
peut qu’en certaines bandes de fréquences, plusieurs valeurs d’azimuts soient admissibles. Dans
ce cas 'azimut le plus proche de zéro est sélectionné. Ensuite, parmi les valeurs de 1 admissibles
vis-a-vis de I'I'TD, celle qui est la plus proche de 1§1LD( f) est choisie. Finalement, un histogramme
est construit & partir des azimuts estimés sur chaque bande de fréquence via la procédure décrite
précédemment, et un estimé « global» de 'azimut est formé par exemple en sélectionnant la
valeur d’azimut la plus fréquente dans I’histogramme.

Bien que l'idée d’exploiter conjointement 'ILD et I'I'TD en présence d’une téte semble
pertinente, la méthode proposée est criticable sur plusieurs aspects. Premiérement, I'information
contenue dans I'ILD n’est pas pleinement exploitée, dans le sens ot elle est utilisée uniquement
dans le but de lever 'ambiguité sur 'I'TD de maniére relativement ad hoc. En second lieu,
I’approche repose sur un estimateur distinct d’azimut par bande de fréquences. Il nous semble plus
pertinent de construire un estimateur «global» d’azimut par maximisation d’un critéreintégrant
les contributions de toutes les fréquences. Avec I’approche par histogramme proposée, la méme
importance est accordée a toutes les bandes de fréquences, indépendamment des valeurs du RSB
sur celles-ci. En particulier, si le signal émis est faible bande, les azimuts estimés sur les bandes
de fréquences ou il est absent sont faux (outliers) et dégradent fortement la performance de
I’estimateur global.

3.1.2 Localisation binaurale par identification de signatures dans le plan
ILD-IPD

Dans [Handzel et Krishnaprasad, 2002|, une stratégie de localisation de source dans le plan
azimutal d’une téte sphérique est présentée. Les auteurs proposent de représenter 'I'TF par
un ensemble de «signatures» dans le plan ILD-IPD. Selon leur approche, & un azimut donné
correspond une courbe dans le plan ILD-IPD—ou «signature»—paramétrée par la fréquence. Les
«signatures» des azimuts qui sont testés dans la procédure de localisation sont connues a priori.
Dans D'article, elles sont déduites d’une expression analytique du transfert entre les microphones,
disponible du fait qu’une téte sphérique est considérée (sans prise en compte explicite des
réverbérations). Ceci n’induit toutefois pas de perte de généralité, car la méthode peut tout aussi
bien étre appliquée a une téte quelconque dont I'I'TF est apprise expérimentalement. En ligne, la
localisation repose sur l'extraction de signature (i.e. la construction d’un vecteur concaténant
les ILD et IPD extraits sur chaque bande de fréquence) a partir des données observées sur des
fenétres court-terme, et a sélectionner parmi les signatures apprises hors-ligne celle ayant la plus
petite distance a la signature extraite en ligne. La distance entre deux signatures est basée sur la
norme euclidienne quadratique, et s’exprime par

D(0) = Z [(ILD¢w(f,9) — ILDmes(f))? + (DIPen(f, ) — DIPpmes(f))* ]. (3.1.3)
f

Cette distance est donc la somme de deux métriques, 'une relative a I'ILD, 'autre a I'IPD. Ces
métriques sont préalablement normalisées, du fait que 'IPD et I'ILD n’ont pas la méme dimension
physique.



72 CHAPITRE 3. ESTIMATION COURT TERME D’AZIMUT, DETECTION D’ACTIVITE

La méthode proposée ici se veut en quelque sorte la généralisation de la méthode par moindres
carrés dans le cas d’une propagation en champ libre §2.2.4. La différence est que I'I'TD n’est plus
linéaire par rapport a la fréquence (de par la présence de la téte) et que 'ILD est intégrée au
critére quadratique. Il ne s’agit donc plus d’une régression linéaire sur le déphasage des signaux.
En particulier, il n’y a pas ici d’expression analytique de la valeur de ¥ minimisant (3.1.3), et le
critére doit étre évalué numériquement pour toutes les valeurs disponibles d’azimut.

Pour lever I'ambiguité avant-arriére qui se présente lors d’un placement antipodal des micro-
phones sur la sphére, les auteurs, dans cette méme référence, proposent d’exploiter les dérivées
des indices binauraux (indices binauraux dynamiques) par rapport a ’azimut lors d’une rotation
azimutale infinitésimale de la sphére. La métrique construite en intégrant les indices binauraux
dynamiques, combinée & de petits mouvements de rotation de la sphére, permet alors de lever
cette ambiguité.

Si I'estimation d’azimut semble ici plus pertinente que dans [Raspaud et al., 2010] (notamment
dans la fagon dont l'information portée par 'ILD est intégrée dans la procédure d’estimation),
le probléme des indices binauraux «aberrants» (outliers) observés au fréquences o le RSB est
faible demeure.

3.1.3 Meéthode par maximum de vraisemblance

Dans cette partie, plusieurs estimateurs d’azimut par maximum de vraisemblance sont présen-
tés. Ceux-ci différent par les hypothéses faites sur la nature—déterministe ou aléatoire gaussienne—
du signal émis et par les informations a priori sur les bruits. Ces estimateurs sont issus de la litté-
rature en traitement d’antenne datant du début des années 90 [Jaffer, 1988], [Doron et al., 1993].
Si dans ces deux références une antenne de microphones en champ libre est considérée, les
développements théoriques qui y sont présentés ne reposent pas sur une expression particu-
liere du vecteur d’antenne (contrairement a [Knapp et Carter, 1976] par exemple). Aussi ces
méthodes peuvent-elles s’appliquer au cas de deux microphones sur une téte dont I'I'TF est connue
(e.g. apprise expérimentalement). Assez curieusement, ces méthodes ne semblent pas, a notre
connaissance, étre exploitées dans les travaux récents en localisation binaurale. Nous présentons
ici ces méthodes, en détaillant précisément les démonstrations des divers résultats, les hypothéses
sous-jacentes, et en étabilssant des connexions étroites avec les discussions du chapitre 2. Ceci
constitue 'une des contributions de la thése.

On considére le modéle général (2.2.1), sans nécessairement disposer d’une expression explicite
de hy. On suppose que Hy (i.e. 'ITF des microphones) est connu et prétabulé pour un ensemble
discret de valeurs de 9. Deux types d’hypothéses a priori sur la nature des signaux sont formulées.
Dans le premier modéle, on considére que s(t),n;(t) et na(t) sont aléatoires SSL réels centrés
gaussiens dans leur ensemble. Dans le second modéle, seuls les bruits sont aléatoires centrés
gaussiens, tandis que le signal de la source est supposé déterministe mais inconnu.

A Hypothése d’une source aléatoire gaussienne

On considére ici que s(t),n;(t), et na(t) (et par conséquent z; et zg) sont aléatoires SSL
réels gaussiens dans leur ensemble. On se base donc sur le systéme d’équations (2.2.4) pour la
représentation spectrale des signaux zi, zs.

A-1 Construction du vecteur de données et définition du modéle d’observation On
considére un intervalle d’observation I = [0, T] et on définit une fenétre w(t) symétrique sur son
support [—%, &] avec L < T, de transformée de Fourier W (f) £ F{w(t)} et d’autocorrélation
Ryw(7) 2 (ww)(—7). On construit N fenétres temporelles de méme longueur L par décalage
temporel de w(t) : pour n € {1,..., N}, on définit w, () = w(t — 7,), avec 7, = & + (k — 1)
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et S < L le décalage temporel entre deux fenétres successives. W, (f) désigne la transformée de
Fourier de wy(t). Pour j € {1,2} et n € {1,..., N}, on calcule la transformée de Fourier de z;(t)

fenétré par wy,(t)
+oo

Zin(f) = | zi()wa(t)e 2 dt. (3.1.4)

—0o0

Pour une fonction des fréquences ¢(.) scalaire ou vectorielle continue, on note désormais
dlk] = ¢(kfr) avec fr, = 1/L et k € Z. On définit le vecteur de données Z comme la concaténation
par cannaux-trames-fréquences des Z; ,,[k]

Z=[Z[ki]), Z[ka),. .., 2lkB]T, (3.1.5)
avec, pour k € {k1,...,kg},ne {l,...,N},
Z[k] = [Z1[K], Zo[K], . . ., ZN (K] (3.1.6)

et Zplk] = [Z1n[k], Z2.n[K]]. Le théoréme suivant permet d’établir la ddp de Z sous certaines
hypothéses.

THEOREME 3.1.1 ddp conjointe des coefficents de Fourier court terme.

Si les conditions suivantes sont vérifiées
1. Ruw(0) = 1, Ruw(S) < 1,
2. BssTyy > 1, Byn,Tyy > 1, ByinyTwy > 1, Bugn,Tow > 1,
3. |Hy(f)|? varie peu sur tout intervalle de longeur B,,,

4. m)z}x |T9(f)| < T, avec Ty9(f) le temps de propagation de groupe de hy,

alors la ddp pz de Z s’écrit approximativement

pz(Z; Colka), ..., Calk]) = [ [ N (Zulk]; 0, C[R]), (3.1.7)
n,k

ot N (.;m, P) est la loi normale multivariable complexe circulaire de moyenne m et de matrice
de covariance P, et Z (resp. Z,lk|) désigne une réalisation de Z (resp. Z,[k]).

PREUVE Par application du théoréme 2.1.5 on a

E{Zjn(f1)Z,m(f2)} =
Joy Seyae(fo =)W (f1 = fo+0)W (v)e 2= dye2inUh=F2me - (3.1.5)

Lorsque Bz, Ty > 1 (les conditions suffisantes pour satisfaire ces hypothéses sont les
conditions 2 & 4 du théoréme. Elles constituent une généralisation des conditions données
dans [Macdonald et Schultheiss, 1969] dans le cas champ libre, déduite a partir du systéme (2.2.4),
I’équation précédente devient

BAZjn (£1)Z5 i (f2)} = Szyz0 (f2) Wrom (f1 — fa)e 212 (3.1.9)

avec too
W,(f) 2 W (f+v)W (v)e 2mPSqy. (3.1.10)

— 00
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Dans le cas particulier ou les fenétres ont des supports disjoints (S = L), on remarque que pour
n#m, Wn_n(f) =0 quel que soit f, du fait que W (f) peut s’écrire

Wo(f) = Flw(t)w(t - pS)}. (3.1.11)

Prenons maintenant le cas ot m = n. Si w(t) est une fenétre rectangulaire, normalisée de sorte
que Ry, (0) =1, alors
_ sin(n(f1 = f2)L)

Wol(fi — f2) = , 3.1.12
olfi — f2) (= )L ( )

soit, en les f1, fo multiples entiers de ff,
Wo[kl — kQ] = sinc(kl — ]ﬁz), (3.1.13)

ce qui donne finalement

N Sy.z ksl siki=koetm=n
Blalinlzg i) = { g S =0

(3.1.14)

Dans le cas général ou les supports des fenétres ne sont pas nécessairement disjoints, on peut
d’abord constater que Z;,(f1) et Zgm(f2) sont & peu prés décorrélés si |fi — fo| > By,. En effet
sous cette hypothése W (f1 — fa + v)W (v) est & peu prés identiquement nul, ce qui implique que
W—m(fi — f2) = 0. Si L est suffisamment grand, on fait I'approximation que quels que soient m
et n, E{ij[kl]zzm[kg]} =0 pour k1 # ko. Dans le cas ou f1 = fo = f, on a

B{Zjn(£)2m(f)} = Szjzy (f) R ([ — 1] 5). (3.1.15)

On voit clairement a travers (3.1.15) que le fait d’utiliser des fenétres en recouvrement partiel
(«overlappées») introduit une corrélation entre des variables calculées sur des trames différentes.
Cependant, si I’énergie de w(t) est principalement concentrée autour de zéro, Ry, ([m —n|S) peut
devenir, pour m # n, suffisamment faible pour étre négligé (c’est la condition 1 du théoréme). A
titre d’exemple, pour |m —n| =1 et S = L/2 (taux de recouvrement de 50%), Ry (L/2) vaut
0.5Rw(0) pour une fenétre rectangulaire, mais vaut seulement 0.15R,,,(0) pour une fenétre de
Hann. Avec un choix judicieux du taux de recouvrement et du type de fenétre, on peut donc
retrouver I’équation (3.1.14), moyennant quelques approximations supplémentaires par rapport
au cas rectangulaire disjoint.
On a donc, sous les hypothéses précédentes,

Czjy) = blockdiag{C,[k], C;[K], ..., C.lk]} pour k€ {ki,...,kp} et

N fois

CZ = blockdiag{C’Z[kl], CZ[kgb ce CZ[kB]}‘ (3.1.16)

Du fait que des vecteurs aléatoires gaussiens décorrélés sont mutuellement indépendants, on
obtient le théoréme. [

A-2 Estimation des paramétres spatiaux et spectraux du probléme On rappelle que
par hypothése, les bruits ni,ns ne sont pas corrélés avec s. Dans un premier temps, on considére
que nj,ny ne sont pas mutuellement corrélés et sont identiquement distribués (ils sont donc
indépendants et identiquement distribués (iid) car gaussiens). La DSP de n; (supposée égale
a celle de ng) est notée o2(f). Dans ce cas de figure, la matrice C,, définie en (2.2.5), a pour
expression

Cy[k] = Vi[k]Sss [K] Vi [k]T + o2 [K]L. (3.1.17)
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Sur la base du modéle statistique donné au théoréme 3.1.1, le but est de sélectionner la valeur
la plus vraisemblable de ¥ étant donné un échantillon de Z. Généralement, 9 n’est pas la seule
inconnue du probléme. Les paramétres spectraux de la source et du bruit peuvent étre inconnus.
Lorsqu’aucune information a priori sur la DSP de s et/ou nj,ng n’est exploitée, les paramétres
spectraux sont tout simplement les valeurs des DSP en les indices fréquentiels k1, ko, ..., kp. Si
une représentation paramétrique est envisagée (e.g. si un signal est représenté comme la réponse
a un bruit blanc d’un filtre AR, MA, ou ARMA), alors les paramétres correspondants sont les
coefficients du filtre utilisé. Dans ce qui suit, on considére que 1’on n’a pas de connaissance a
priori sur la source. On s’intéresse a trois cas de figure, qui different par la quantité d’information
a priori dont on dispose sur le bruit. Chaque cas implique un vecteur 6 de paramétres différent.

1. Sila DSP du bruit o?[k] est parfaitement connue,
alors 0 = [0, Sss[k1], Sss[ka), - - -, Sss[kn]]"-

2. Si le bruit est blanc de puissance ¢ inconnue,

alors 0 £ [, Sss[k1], Sss[ka), - . ., Sss[kn], 02]'.

3. Si la DSP du bruit o2[k] est totalement inconnue,
alors 6 = [9, Sss[kil], Sss[kig], PP Sss[kBL 02[1€1], 02[k2], ‘e ,UQ[kB]]/.

Du fait que les paramétres spectraux de la source et possiblement du bruit sont inconnus,
il faut chercher la valeur la plus vraisemblable de @, i.e. la valeur éMV de # maximisant la ddp
pz(Z; Cylk1], ..., Cy[kB]), ou, de maniére équivalente, son logarithme. Sur la base du modéle
d’observation du théoréme 3.1.1, la log-vraisemblance de 6 par rapport aux données, notée L(Z;0)
s’écrit

kp kp N
L(Z;0) =co— N > |Cylk]| = > > Zu[k] (Co[k) ™" Zn[k]
k=kq k=ki n=1
kp
—¢-NY (mycz[kn +tr {(Cz[k])_l C’Z[k]}) , (3.1.18)
k=k1

avec ¢o 2 —2N Bln(r) une constante additive sans importance, et Cy[k] la matrice de covariance
empirique définie par

1
Colk] 2 = Zn[k] Zy K], (3.1.19)

Notons que par construction

(3.1.20)

ou, pour j,¢ € {1,2}, 52jZe est un estimateur de Sz, basé sur la méthode du périodogramme
moyenné (§2.1.2B). Lorsque les segments sont disjoints et que la fenétre w(t) est rectangulaire,
I'estimateur est basé sur la méthode de Bartlett. Lorsque les segments sont overlappés et la
fenétre est de type Hann, il s’agit de la méthode de Welch. Le choix de la méthode résulte d’'un
compromis entre réduction de la variance de 'estimateur de DSP (croisée) et validation du modéle
d’observation (cf preuve du théoréme 3.1.1).

Chercher le maximum de L(Z;#) implique une procédure de maximisation sur Np=1 + Ngpect
parametres, avec Ngpect le nombre de parametres spectraux de la source et du bruit. Une
maximisation directe en évaluant les valeurs du critére sur une grille discréte de valeurs de 6 est
& proscrire, en raison de la trop grande dimension du vecteur de paramétres. Alternativement,
des méthodes itératives peuvent étre envisagées. Dans [Segal et al., 1991], une stratégie originale
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est proposée sur la base de l'algorithme Espérance-Maximisation (EM) [Dempster et al., 1977].
A chaque itération, les paramétres spectraux de la source et du bruit sont estimés sur la base des
paramétres spatiaux estimés a l'itération précédente, puis les paramétres spatiaux sont ré-estimés
a partir des DSP de la source et du bruit évalués a l'itération courante. La convergence de
I’algorithme vers le maximum global de la log-vraisemblance n’est cependant pas garantie et est
fortement conditionnée par son initialisation. Dans ce qui suit, on montre que 9 MV, la premiére
composante de 0 MV, peut étre obtenu en maximisant une fonction de ¥ uniquement, obtenue
en exploitant des conditions de stationnarité au premier ordre sur la log-vraisemblance. On
parle dans ce cas de forme séparable de ’EMV [Jaffer, 1988]-[Doron et al., 1993]. La recherche
de formes séparables est d’une importance cruciale du fait qu’elles réduisent drastiquement la
dimension du probléme de maximisation.

THEOREME 3.1.2 Estimateur d’azimut par maximum de vraisemblance, cas de figure 1.

Si C’Z[k] est de rang plein quel que soit k € {ki, ..., kp}, alors 'estimateur O v de ¥ par maximum
de vraisemblance dans le cas de figure 1 est obtenu en maximisant le critére suivant

(P koK) )

1(0) =1 = NS (I [PoRICL R PofK] + o[k P ]| + Ugl[k]
k

avec Py[k] 2 Vy[k](Vy[k]TVig[k])~1Vi[k]T le projecteur orthogonal sur le sous-espace engendré par
Vylk], Py [k] £ I — Py[k] le complément orthogonal de Pylk], et ¢; = ¢y — NB.

PREUVE La preuve est une adaptation des calculs de [Jaffer, 1988] au cas large bande, en
considérant seulement deux capteurs et une seule source. On exprime la dérivée partielle de
L(Z;0) par rapport a Ssg[k] pour k € {k1,...,kp}. Le calcul de cette dérivée passe par le calcul
des dérivées partielles de In|C[k]| et tr {(Cz[k])_l C’Z[k]}, cf Eq. (3.1.18). D’apres les régles de

calculs matriciels on a (en omettant la dépendance en k pour plus de lisibilité)

ot )] acz} 3121)

Oln|C, | _U{[alnmﬂ/ oC, } te(C;1C) _tr{

0Sss 0C, | 0Sss 0Sss 0C, 0Sss
avec >
aln|Cz| - -1 / atr(cx_ CZ) o 1A -1 /
e = (0 T = (Cz [oXex ) (3.1.22)
et, ¢f Eq. (3.1.17),
gsz = VyVyl. (3.1.23)
A partir de (3.1.18)—(3.1.21)— (3.1.22)—(3.1.23) on obtient
L(Z;0 A
aa(s’) = NVy'C Y (Cyp — CL)C M. (3.1.24)

Une condition nécessaire d'un extremum de L(Z;0) est que (3.1.24) soit égal & zéro. On cherche
donc a exploiter la relation

VolCoH(Cy — C) O Wy = 0. (3.1.25)

z

Or d’aprés l'identité de Woodbury on a

1
Cz_l = 3 (HZ - Vﬁ(SssvﬂTvﬁ + 02)_1SSSV19T) ; (3'1'26)
g
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ce qui permet d’écrire, aprés quelques calculs et simplifications, cf [Jaffer, 1988|
C7 Wy = Vig(Ses Vi Vg 4+ 0271 (3.1.27)
En utilisant (3.1.27) dans (3.1.25) il vient finalement
[SesViat Vi + 2] Vil (G — Co) Vi [Sss ViV + 0] 1 = 0, (3.1.28)
qui peut étre simplifié en la condition équivalente
Vyl(Cp — C,)Vy = 0. (3.1.29)

En injectant (3.1.17) dans (3.1.29) ont déduit I'expression de Sss, en fonction de 6, satisfai-
sant (3.1.25) :
Ses = (Vo'Vi) 'V (Co — 0®To) Vg (VT V) 1. (3.1.30)

Notons qu’un calcul de dérivée au deuxiéme ordre montrerait que pour un ¥ donné, Ses correspond
bien & un maximum de L(Z;#), qui est global du fait que Sgg est I'unique solution de (3.1.25).
On définit maintenant C, », la matrice obtenue en remplacant Sgs par S’ss dans (3.1.17). Il vient
immédiatement que cette matrice s’écrit

Ch = Py(Cy — 0%1y) Py + 02l = PyC, Py + 0 Py, (3.1.31)

ol Py et Pﬁl sont définis dans le théoréme, et ot I'on a utilisé le fait que P? = Py (définition
d’un projecteur). Cette expression peut étre injectée dans (3.1.18) pour obtenir un critére a
maximiser en fonction de ¥ uniquement. Par contre, quelques précautions doivent étre prises
pour s’assurer que C g est bien définie positive (et donc inversible) quelle que soit la valeur
de ¥ testée dans la procédure de maximisation. Il s’agit donc de s’assurer que quel que soit 9,
rang(C, ») = 2. Notons d’abord que le rang d’un projecteur est la dimension de son image, donc
rang(Py) = rang(Py ) = 1. Par ailleurs, si C;, est de rang plein (condition du théoréme) et 0 > 0,
alors rang(PgéPﬂ) = rang(aQPﬂL) =1. Enfin, le rang d’une somme de deux matrices est égal a la
somme des rangs si et seulement si les espaces générés par les colonnes des deux matrices ont une
intersection réduite a {0} ET les espaces générés par les lignes des deux matrices satisfont cette
méme propriété. Cette condition est satisfaite dans notre cas et découle de la supplémentarité
des images de Py et Py, et du fait que ces deux matrices soient & symétrie hermitienne. Notons
que d’aprés [Anderson, 1984], C,, est de rang plein presque sirement (§7.4.16) si N > 2, i.e. si
I'on a moyenné au moins deux périodogrammes (croisés) court terme.
En remplacant C,[k] par C, g[k] dans (3.1.18), on obtient le critére J;

kB
B(@0) =co =N Y (|Cq k]l + tr { (Coolk) ™ Colk]}) (3.1.32)
k=k;

fonction de ¥ uniquement et dont le maximum est atteint en Uy 1 convient de rechercher une
expression plus explicite de Ji. L'inverse de C, y s’écrit, en omettant encore une fois k£ pour plus
de lisibilité
_ 1 A 14
Cob =5 (12 = Va(SeaVo Vo + 0% 180 Vi) (3.1.33)

Mais S’SSVMVg + o2 peut s'écrire, en utilisant (3.1.30),

SasVe Vi 4+ 02 = (VyTVy) "1V T CL V. (3.1.34)
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Il vient alors, en utilisant (3.1.33)-(3.1.34),

P T o .
tr(Cz,écz) = ptr(()’z) — ;tr {Vg(VgTCzV;g) 1V19TV19555V19TCZ}
1 1 N

En remarquant finalement que tI‘(VﬁT‘/bSSS) = tr(PyCy) — 02, on conclut que

z,

N 1 N
tr(C,5C,) = ﬁtr(PﬁLCz) +1. (3.1.36)

L’utilisation de (3.1.31)(3.1.36) dans (3.1.32) donne le résultat du théoréme. L’EMV de Ssq est
par ailleurs donné en évaluant (3.1.30) en ¥ = 9y . n

Lorsque la DSP du bruit n’est pas connue, une modification est possible dans les cas de figure
2 et 3. On reprend le critére Ji, mais cette fois ci en considérant que les paramétres spectraux du
bruit sont inconnus, et on dérive J; par rapport a ces paramétres. Quel que soit le cas de figure,
on a
Oln|Cyy| “1pl 1 1 1 A -1 & 1L
=t {Czﬁpﬁ } = —tr(Pf) - ﬁtr{vﬁ(vﬁczvﬁ) VTV 8 V't P }
1

1 N A~
=5~ 5t {Vﬂ(vﬁfozvﬂ)—lvﬁTPﬁ(Cz - 02H2)P19P19L} =

= (3.1.37)

Pl
. e . 602,19 1 e , .

Ci dessus, on a utilisé le fait que o = Py, exploité les équations (3.1.33)—(3.1.34)—(3.1.30),

le fait que la trace d’un projecteur orthogonal est égale & son rang, et I’orthogonalité des colonnes

respectives de Py et PﬂL. On peut également écrire

0 1 A 1 I
Ainsi, pour le cas de ﬁgure 2, annuler la dérivée de J; par rapport & o2 donne
~ 1 A
—NZ ( P}[k)C, [k])) =0& 0’ = 5 Ek:tr(PgL[k]cz[k]), (3.1.39)

et dans le cas de figure 3, pour k € {k1,...,kp}, on a

N <a21[k:] _ gj[k]tr(P@l [k:]C‘z[k])> — 0 o2[k] = te(P}[K]Cu[H]). (3.1.40)

En injectant (3.1.39) ou (3.1.40) dans J;, on obtient les critéres Jo et J3 correspondant aux cas
de figure 2 et 3 respectivement, d’ou le théoréme :

THEOREME 3.1.3 Estimateur d’azimut par maximum de vraisemblance, cas de figure 2 et 3.

Si C’z[k‘] est de rang plein quel que soit k € {ki, ..., kp}, alors 'estimateur Oy de ¥ par maximum
de vraisemblance dans les cas de figure 2 et 3 sont obtenus en maximisant les critére respectifs

Jg(e)_cQ—NZm(Pﬁ Colk)Pylk] + Pk Ztr (PH[k )]
J3<9>—CB—N21n\Pﬁ Colk|Polk] + P K]tx(P (1C (k)|

avec Pﬁ[k] V19 [k](V[k]TViy[E])~ Vi [k]T le projecteur orthogonal sur le sous-espace engendré par
Vplk], Py [k] £ Iy — Pylk] le complément orthogonal de Py[k], et ¢ = c3 £ ¢; — NB.
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Les solutions précédentes sont applicables dans le cas ot les bruits ny et ny sont iid. Le cas
de bruits non iid peut étre traité, a condition que leur matrice de covariance, notée Cy[k], soit
connue a quelques paramétres multiplicatifs prés. Par exemple, si Cy[k] = 02[k]Cy[k], avec Cy[k]
une matrice définie-positive connue, dont la décomposition de Choleski s’écrit

Culk] = QulK]Qu[k]T, (3.1.41)

alors la matrice de covariance de Z,[k] 2 (Qu[k]) ™ Zn[k] a pour expression (en omettant la
dépendance en k)

c:=E{(Q") z.z.! (@)} = (@) Ca (@)
= (@) (VeSssVo' + 02Qu@ul) (@2)" = Vi3SVt + 07I, (3.1.42)

avec Vy £ Q;'Vy. La matrice Cz a donc la méme structure que dans I'équation (3.1.17). Le
schéma global d’estimation pour le case de figure 3 avec bruits non iid est décrit en algorithme 1.
B Source déterministe inconnue

Dans cette partie, la source s(t) est supposée déterministe mais inconnue. Le vecteur de
données est construit exactement de la méme maniére que dans le cas d’une source aléatoire
gaussienne.

B-1 Deéfinition du modéle d’observation On commence par introduire de nouvelles nota-
tions. Supposons s a énergie finie et Considérons 1’équation

zo(t) = (hy * s)(t) + na(t). (3.1.43)

En multipliant & gauche et a droite par une fenétre w,(t) telle que définie au §2.1.2B, puis en
prenant la transformée de Fourier on obtient

Zon(f) = fjooo Hy(f —v)S(f —v)Wy(v)dv + Noy(f), (3.1.44)

avec S(f) les transformeées de Fourier de s(t). Si H(f) varie peu sur tout intervalle de fréquence
de longueur la largeur du lobe principal de W, (f) (i.e. si le temps d’autocorrélation de hy(t) est
court devant celui de w(t)), alors on peut écrire, de maniére approximative,

Zon(f) = Hy(f)Sn(f) + Nop(f) (3.1.45)

ot S, (f) est la transformée de Fourier s(¢) modulé par wy,(t). Sous cette approximation, Z,,[k]
s’écrit
Zn[k] = Vy[k]Snlk] + N, [K]. (3.1.46)

Sous les hypothése supplémentaires que les bruits sont centrés gaussien dans leur ensemble et
que By Ty > 1, Zy[k] est gaussien et

E{Z,[k]} = Vi[k]Sn[K], (3.1.47)

EA{(Zn k1] =B{Zn[F1]}) (Zn [R2] =E{Z;, [R2]})} = Calki]o[k1 — k2]d[n — m]. (3.1.48)
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Algorithme 1 : Estimation court terme d’azimut, cas de figure 1

w

10

11

12

13

14

15

16

Entrées : 21, 22, Vo, Qn
Sorties : Iy

pour j = 1,2 faire

Sous hypothése d’ergodisme, centrer z; en lui retranchant sa moyenne temporelle

1 P
% =25 >zl
=1

finpour

finpour

En utilisant un algorithme de Transformée de Fourier Court Terme (TFCT), calculer la
représentations temps-fréquence de z;
Z;=TFCT [2;] ( matrice BXN,N nombre de trames, B nombre de fréquences)
pour k = ki,...,kp faire
Concaténer dans une matrice 2X N les valeurs de la Transformée de Fourier
Discréte (TFD) en chaque canal et chaque trame & 1’indice fréquentiel k
S — Zy[k,1], 211k, 2], . .., Z1[k, N]
Zo[k, 1], Z2[k, 2], . .., Zalk, N]
Réaliser sur les données la transformation permettant d’obtenir des bruits iid
Ziemp = (Qalk)) ™" Zeemp
Calculer la matrice de covariance empirique des données & 1’indice fréquentiel k aprés
transformation
Colk] = 5 [Zuems)] [Zeems)'
pour ¢ = ¥1,...,VN, faire
Réaliser sur le vecteur Vy[k] la transformation permettant d’obtenir des bruits iid
Volk] = (Qalk]) ™" ValK]
Calculer le projecteur orthogonal sur le sous-espace engendré par Vg[k], ainsi que
son complément orthogonal
Pylk) = ValK)(Va[k)' Vo k) Vo k' 5 Pi-[k] =T — PolK]
finpour
pour ¥ = 91,...,Yy, faire
Calculer la valeur du critére Js en ¥
kp
Js() =cs =N > ln‘Pﬁ[k]éi (k] Ps[k] + P3 [k]tr(Py [k]Cz[k])
k=k1

finpour

Retourner la valeur ¥pv maximisant J3
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B-2 Estimation des paramétres spatiaux et spectraux du probléme Pour le modéle
de source déterministe, sous les conditions précdentes, le logarithme de la ddp du vecteur
d’observation s’écrit dans ce cas

kp
L(Z;0) = co — N Y _ In|Calk]|
k=k1
kg N
= DD (Zalk] = Volk]Su kDT (Calk) ™ (Zn[k] = Vo [k]Sn[k]).  (3.1.49)
k=k1 n=1

Dans ce cas de figure 1, I'estimé du maximum de vraisemblance est donné par le théoréme suivant :

THEOREME 3.1.4 Estimateur d’azimut par maximum de vraisemblance, cas de figure 1.

L’estimateur ¥y de ¢ par maximum de vraisemblance est obtenu en maximisant le critére

kB kB
1 .
Ja(0) =co—2N > I (o’k]) =N Y O_Tmtr(P;[k]cz[k;p
k=k1 k=k1
avec Py[k] £ Vy[k](Vy[k]TViy[k]) = Vi[k]! le projecteur orthogonal sur le sous-espace engendré par

Vplk], et Pg[k] £ I, — Py[k] le complément orthogonal de Py|k].

PREUVE Commengons, comme pour le cas d’une source aléatoire Gaussienne, par poser un
modéle de bruits iid, i.e. Cy[k] = 02[k]l2, avec o[k] connu. Dans ce cas, la log-vraisemblance se
simplifie en

kp kp N
L(Z;0) = co—2N Y In (o7 Z Z (K]S, [K] % (3.1.50)
k=k1 k=ky n:1

En dérivant cette log-vraisemblance par rapport a S,,[k] et en cherchant sa valeur S, g[k]—en
fonction de ¥—pour laquelle la dérivée s’annule, on obtient

Snolk] = (Vﬁ[k]Tvﬁ[kD_l Vi (K] Za K], (3.1.51)

qui n’est autre qu’un estimateur par moindres carrés de Sy[k] pour ¥ connu. En réinjectant 3.1.51
dans 3.1.50 il vient assez immédiatement

kp kp
Ji(0) =co—2N > In(o? Z
k=k1

N
Z . (3.1.52)

k=k1 n:l
En remarquant que
N
S|P K Zalk]? = Nt (pﬁL [k]éz[k]) (3.1.53)
=1
on obtient le résultat du théoréme. [

Le théoréme suivant permet de traiter les cas de figure 2 et 3. Sa preuve reprend des éléments
des preuves des théorémes précédents et ne sera pas détaillée.
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THEOREME 3.1.5 Estimateur d’azimut par maximum de vraisemblance, cas de figure 2 et 3.

L’estimateur 6,1 de 6 par maximum de vraisemblance est obtenu en maximisant le critére
suivant

kB
1 A
J5(0) = c5 = 2NIn | k§—k: tr(P;-[k]Cy[k])

Js(0) = c6 — 2N Z ln( tr( Pﬁ [k]éz[k]))

k=k1

9[k] TV k]) "1 Vy[E]T le projecteur orthogonal sur le sous-espace engendré par
— Pylk] le complément orthogonal de Py[k], et c5 = cg £ ¢y — 2N B.

J(V;

avec Py [ 12 79

[k
Volk], Py [k] = I

C Discussions

Le choix d’un modéle de source déterministe inconnue ou aléatoire Gaussienne nécessite d’étre
discuté. Le point le plus important repose sur le constat suivant : pour une source déterministe,
le nombre Ngpect de parameétres spectraux a estimer dans la procédure est N B. Par conséquent, a
mesure que la durée d’observation des signaux croit (i.e. que le nombre N de trames augmente),
le nombre de paramétres spectraux a estimer croit de la méme maniére. Autrement dit le rapport
entre la taille des données et le nombre de paramétres du modéle ne converge pas vers zéro.
Ainsi TEMYV de 6 pour un modéle de source déterministe, bien qu’étant effectivement un EMV,
n’est pas asymptotiquement efficace. A contrario, le nombre de paramétres du modéle de source
aléatoire Gaussienne est indépendant de N. Ceci découle directement du fait qu’on a considéré
des signaux SSL dans le cas Gaussien aléatoire.

Une autre remarque intéressante est établie dans [Doron et al., 1993]. En changeant légére-
ment la formulation des critéres Ji, Jo, ..., Jg, 'auteur montre que quelle que soit la quantité
d’information disponible a priori sur le bruit, on a une relation du type

JgaUSS(ﬂ) = 8(19) + Jdeter(ﬁ)y (3154)

otl, pour un modéle de bruit donné, Jyauss (resp. Jaeter) désigne le critére & maximiser par rapport
a 0 pour un modeéle de source aléatoire Gaussienne (resp. déterministe), et ol

Zln ‘Pﬂ Pylk] + P[] (3.1.55)

peut s’interpréter, d’aprés 'auteur, comme [’entropie de la projection des observations sur le
sous-espace signal. Toujours d’aprés 'auteur, cette entropie peut varier significativement par
rapport a 9 pour des RSB faibles et, dans le cas de sources multiples (les critéres peuvent étre
étendus au cas de plusieurs sources et plus de deux capteurs, tant que le nombre de capteurs
reste strictement supérieur au nombre de sources), peut donner une plus grande stabilité de
I'estimateur (i.e. une plus faible variance) dans le cas de sources fortement corrélées, de sources
provenant d’azimuts trés proches, ou de sources ayant des puissances trés éloignées (e.g. si une
source de faible puissance est présente parmi des sources de forte puissance).

Une derniére remarque est d’ordre pratique. Dans le modéle de source déterministe, de par
I’absence du terme £(¢) dans le critére, dont on rappelle on peut se permettre de travailler sur
une seule trame des signaux (N = 1). On y voit cependant trés peu d’intérét.
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D Résultats de simulation et interprétation

Supposons que ’émetteur E et les récepteurs Ry, Ry se situent sur un plan commun et que
I’émetteur soit en champ lointain, 7.e. que la distance de I’émetteur au centre des récepteurs soit
suffisamment grande devant ’espacement des récepteurs de sorte que les fronts d’onde soient
approximativement plans au voisinage de la paire de récepteurs. Le transfert entre Ry et R ne
dépend, dans ce cas, que d’un unique parameétre spatial 8, ’angle entre la droite perpendiculaire
a (R1R2) passant par R et (RE). Dans cette section, quelques propriétés de 'EMV de 6 pour
une source aléatoire dans le cas de figure 3 sont mises en avant pour deux modéles de propagation
acoustique : le modéle de propagation en champ libre et le modéle de diffusion d’une onde plane
incidente sur une téte sphérique rigide dont les récepteurs sont placés aux antipodes. Du fait
qu’avec ces deux modéles le probléme présente une ambiguité avant-arriére (64 =n—02 = Hp, = Hp,,
i.e. le systéme n’est pas structurellement identifiable), on ne peut pas s’attendre a une localisation
unique sur un intervalle [—m, 7] des valeurs possibles de 6 [Handzel et Krishnaprasad, 2002]. On
considére donc ici que I'ensemble des valeurs admissibles de ¢ est limité a I'intervalle [, 7].

Les statistiques de ’'EMV, en plus de varier avec la durée d’observation des signaux, sont
fortement dépendantes des DSP du signal et du bruit. Pour simplifier, on considére ici le cas
olt s et n ont des spectres plats sur une bande de fréquence commune, i.e. Sss(f) et o?(f)
sont constants sur cette bande et nuls ailleurs (dans la veine de [Weiss et Weinstein, 1983]-
[Weinstein et Weiss, 1984]). Les parameétres spectraux influant sur les statistiques de 'EMV de 6
se réduisent donc a la largeur de bande des signaux, leur fréquence centrale, et au RSB, défini en
dB par RSB = 10log(Sss/c?).

D-1 Propagation en champ libre Lorsqu’aucune téte n’est présente entre R; et Ra, les
signaux pergus en l'absence de bruit ne différent que d’un retard temporel, fonction de 6. Plus
précisément, la réponse fréquentielle entre les canaux gauche et droit s’écrit

Hy(f) = e~ 2imf*¢ sind, (3.1.56)

Un tracé de I'IPD et de la ILD (i.e. la phase et Pamplitude en dB de Hy(f)) en fonction de 6 et f
pour un tel modéle est présenté en Fig.3.1-haut. Quelques résultats de simulation sont donnés en
Fig.3.2-3.3. 1l s’agit du tracé de la Pseudo Log-Vraisemblance (PLV) associée au cas de figure 3,
en fonction de la direction d’arrivée (i.e. 1) testée et de la direction vraie. Pour chaque direction
testée, la PLV est normalisée de fagon que ses valeurs soient comprises entre 0 et 1. Le vecteur de
données z est tiré aléatoirement selon (3.1.7), avec Cy = VyVy!Sgs + 0%Is.

Dans la Fig.3.2, la fréquence centrale a été fixée & 3kHz. La figure de gauche, pour laquelle
le RSB a été fixé a 20dB et la largeur de bande & 260Hz, illustre le probléme d’ambiguité de
phase : pour des signaux faible bande (i.e. des signaux dont la largeur de bande est faible
devant leur fréquence centrale) la PLV admet plusieurs maxima locaux dont les hauteurs sont
relativement proches. En raison de la présence du bruit, le pic le plus élevé ne correspond pas
systématiquement & la direction d’arrivée vraie : la ddp de I'erreur d’estimation est multimodale
et 'Erreur Quadratique Moyenne (EQM) est relativement grande dans ce mode d’opération.
Lorsqu’on raisonne en terme de temps de retard & l'arrivée plutét qu’en terme de direction
d’arrivée (légitime du fait qu’on est ici en condition champ libre), la borne la plus fine de PEQM
est la borne inférieure de Barankin [Weiss et Weinstein, 1983|-[Weinstein et Weiss, 1984|. Notons
en outre que le pic de vraisemblance correspondant & la vraie direction d’arrivée est plus large
pour un émetteur au voisinage de £90° : 'estimation de direction d’arrivée est plus précise lorsque
I'émetteur est en face de la paire de récepteurs, comme mentionné dans [Raspaud et al., 2010]. Le
probléme d’ambiguité de phase susmentionné disparait & mesure que le RSB augmente, comme
illustré dans la figure du centre, pour laquelle le RSB a été fixé & 60dB. On peut y observer que le
mode principal de la PLV est plus étroit, et que les modes secondaires sont atténués par rapport
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au cas précédent. Notons que plus la largeur de bande est faible, plus le RSB nécessaire pour
lever complétement ’ambiguité de phase est élevé. Un autre moyen de lever 'ambiguité de phase
est d’augmenter la largeur de bande, ce que ’on montre dans la figure de droite, pour laquelle
cette derniére a été fixée & 1kHz. Comme on peut le constater, les modes secondaires de la PLV
sont fortement atténués dans ce cas de figure. Lorsque le RSB, la largeur de bande et la durée
d’observation des signaux augmentent, la ddp de I'estimateur devient unimodale sur [-3; 5] et
approche une distribution Gaussienne, en vertu des propriétés asymptotiques des EMV. Dans
ce mode de fonctionnement, la borne inférieure la plus fine de 'EQM est la borne inférieure de
Cramér-Rao. Finalement, bien que cela ne soit pas montré sur les figures, lorsque le RSB et la
largeur de bande deviennent trop faibles, la ddp de I'estimateur devient uniforme sur [—%; 7].

La Fig.3.3 montre I'influence de la fréquence centrale d’un signal faible bande (largeur de
bande de 260Hz) sur la distance entre les modes adjacents de la PLV et leur largeur. A mesure
que la fréquence centrale diminue, les pics s’étalent et s’éloignent les uns des autres. A 340Hz
(figure de droite), les modes secondaires ont totalement disparu et le systéme n’est plus sujet a
I’ambiguité de phase. Cependant, le mode principal est trés étalé pour une telle fréquence, et
I’EQM est relativement élevée.

D-2 Diffusion sur une téte sphérique rigide Lorsque les microphones sont montés aux
antipodes d’une sphére rigide de rayon a, la réponse fréquentielle entre les canaux gauche et
droit en champ lointain peut se calculer dans le cadre de la théorie des champs acoustiques. Elle
s’exprime comme le rapport de FTLT normalisées [Duda et Martens, 1998|

_ Yzaa(f)
Hy(f) = m, avec (3.1.57)

(3.1.58)

= (=)™ Y 2m cosq
¢a(f)é 1 Z( ) (2 +1)Pm( )

2
CORSENNACY
Ci-dessus, le signal de référence est le signal qui serait pergu en le centre de la sphére si celle-ci
était absente, o désigne 'angle entre la direction de la source et le rayon orienté vers le récepteur
considéré, P, est le polynéme de Legendre de degré m, h,, est la fonction de Hankel sphérique
d’ordre m (& ne pas confondre avec hy), et hl sa premiére dérivée. En pratique, la somme
infinie dans (3.1.58) est tronquée a un certain ordre. L’ordre minimum nécessaire pour que
I’approximation soit valide dépend de la fréquence maximale considérée : aux basses fréquences
par exemple, seuls les premiers termes sont significatifs. Pour éviter des calculs cotiteux lors d’une
localisation en-ligne, Hy(f) peut étre pré-tabulée hors-ligne pour un ensemble discret de valeurs
de 6.

Contrairement au modéle en champ libre, pour lequel seul le déphasage apporte de I'information
sur la direction d’arrivée, "amplitude de Hy(f) est également une source d’information utile (voir
Fig.3.1-bas). Quelques résultats de simulation sont donnés dans la Fig.3.4. L'effet de I'information
portée par 'ILD sur la PLV peut étre constaté sur le tracé de gauche (largeur de bande de 260Hz,
RSB de 20dB, fréquence centrale de 3kHz), & mettre en comparaison avec la Fig.3.2-gauche pour
laquelle les conditions opérationnelles sont identiques. Avec la sphére, les lobes secondaires de
la PLV sont atténués par rapport au cas champ libre, ce qui montre en quoi I'ILD contribue a
lever—bien que partiellement—1’ambiguité de phase de signaux faible bande. Pour une source
proche de 0°, on observe peu de différence entre les PLV associées aux deux modéles. En effet,
sous cette hypothése, I'IPD tend & devenir linéaire par rapport a la fréquence, et I'ILD en dB
devient identiquement nulle. L’effet de la téte dans ce cas devient négligeable. Notons que dans
les mémes conditions d’opération, la PLV est plus étroite prés de £90° avec le modéle de téte
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sphérique. On peut donc s’attendre & une plus faible variance de 'estimateur prés de ces directions
pour une téte sphérique.

La Fig.3.4-centre (largeur de bande 260Hz, RSB 20dB, fréquence centrale 340Hz) est a
comparer & la Fig.3.3-droite. Elle montre le comportement basse fréquence de l'estimateur
lorsque la téte est présente. Aux basses fréquences, 'ILD de la sphére ne varie pas de maniére
significative avec la fréquence et la direction d’arrivée. L’effet de I'ILD est donc négligeable.
En outre, I'IPD basse fréquence est obtenue en ne conservant que les deux premiers termes
de la somme dans (3.1.58), et 'on peut montrer qu’elle peut étre approximée par DIP(6) =
—2imf 37“ sin @ [Duda et Martens, 1998]. Ainsi, le comportement de I’estimateur dans ce cas est
comparable & celui du cas champ libre, a ceci prés que les fréquences sont multipliées par un
facteur d’échelle % C’est ce qui explique les différences entre la Fig.3.4-centre et la Fig.3.3-droite.
La Fig.3.4-droite, & comparer a la Fig.3.2-droite, montre I'influence de la diffusion sur la PLV
pour une largeur de bande de 1kHz et une fréquence centrale de 3kHz.

La Fig.3.5 décrit finalement I'influence d’erreur de modéle sur les performances de 'estimateur.
La figure de gauche montre la PLV pour une largeur de bande élevée et lorsqu’on fait une hypothése
champ libre alors que la sphére est en réalité présente entre les deux récepteurs. Prés de 0°, U'erreur
de modéle a peu d’influence sur l'erreur d’estimation, puisque la diffusion est négligeable dans ce
cas. Cependant, & mesure que la vraie direction s’éloigne de 0°, un biais apparait et augmente. Un
comportement erratique est observé au dela de 60°. Dans la figure du centre, les observations sont
également générées en utilisant le modéle acoustique de la sphére, mais dans le calcul de la PLV
I'IPD est approximée via la formule de Woodworth-Schlosberg [Woodworth et Schlosberg, 1971]
DIP(0) = —2in f%(sinf + 0), et les variations de la ILD sont simplement négligées. Bien que le
biais soit réduit par rapport a la figure de gauche, ont note une erreur significative prés de +90°.
Finalement, la figure de droite montre le résultat lorsque le modéle utilisé dans le calcul de la
PLV est conforme au modéle vrai de la sphére.

3.2 DETECTION INSTANTANEE D’ACTIVITE DE LA SOURCE

Nous venons de proposer une technique d’estimation de paramétres spatiaux par maximum
de vraisemblance. L’estimateur ainsi formulé nous a permis de mettre en évidence 'importance
de la présence d’un élément diffusant placé entre les microphones du capteur binaural. Nous
nous focalisons maintenant sur la détection de 'activité de la source sonore. En effet, dans les
environnements variables et évolutifs de la robotique, les sources sonores d’intérét peuvent étre
intermittentes. La détection de leur activité peut permettre d’éviter de tenir compte d’observations
aberrantes. Aprés un bref rappel des méthodes courantes permettant une telle détection, notre
approche est présentée et discutée.

3.2.1 Test de Rapport de Vraisemblances basé sur la linéarité de la phase

Dans [Chan et al., 1978], une stratégie de détection est proposée pour un modéle de propaga-
tion en champ libre, sur la base de I’estimateur de temps de retard décrit au §2.2.4. L’idée est
qu’une mesure de I’adéquation de la phase estimée ¢,,,, de Sz,z, avec la droite de pente D le
temps de retard estimé via la procédure décrite au §2.2.4—est donnée par la somme des erreurs
quadratiques (résidus)

R = Z(@Z221 [k] - 271‘ka)2. (3'2'1)
k

Cette somme est en outre une mesure de la puissance du signal, puisqu’une forte cohérence des
signaux implique une faible erreur résiduelle. Les auteurs proposent donc d’utiliser cette variable
aléatoire pour détecter la présence ou I’absence de signal, via le TRV. Il faut alors caractériser les
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FIGURE 3.1: IPD et ILD (en dB) en fonction de la fréquence et de la direction d’arrivée pour un
émetteur en champ lointain et pour (Haut) le modéle de propagation en champ libre (Bas) le
modéle de la sphére rigide.
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FIGURE 3.2: PLV pour le modéle champ libre. Fréquence centrale de 3kHz, et : (Gauche) RSB de
20dB, largeur de bande de 260Hz; (Centre) RSB de 60dB, largeur de bande de 260Hz; (Droite)
RSB de 20dB, largeur de bande de 1kHz.
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FI1GURE 3.3: PLV pour le modéle champ libre. RSB de 20dB, largeur de bande de 260Hz, et :
(Gauche) fréquence centrale de 1.6kHz; (Centre) fréquence centrale de 860Hz ; (Droite) fréquence
centrale de 340Hz
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FIGURE 3.4: PLV pour le modéle sphére. RSB de 20dB, et : (Gauche) fréquence centrale de 3kHz,
largeur de bande de 260Hz; (Centre) fréquence centrale de 340Hz, largeur de bande de 260Hz ;
(Droite) fréquence centrale de 3kHz, largeur de bande de 1kHz. Les conditions opérationnelles
du tracé de gauche sont identiques a celles de Fig.3.2-gauche. Les conditions opérationnelles du
tracé du centre sont identiques a celles de Fig.3.3-droite. Les conditions opérationnelles du tracé
de droite sont identiques a celles de Fig.3.2-droite.

distributions p(R|absence de signal) et p(R|présence de signal). En vertu du théoréme central-
limite, ces deux distributions peuvent étre approximées par des Gaussiennes pour peu que le
nombre d’'indices fréquentiels utilisés soit suffisamment grand et que 'hypothése d’indépendance
des S,,, [k] soit vérifiée. Les moyenne et variance de R sont alors calculés & partir des statistiques
des erreurs €[k| définies a I’équation 2.2.75, pour les deux hypothéses considérées (voir §2.1.2B
et §2.1.2B-5 pour le calcul des statistiques a I'ordre 2 lorsque le nombre de degrés de liberté
équivalent de la distribution est suffisamment grand). A noter que I’hypothése simplificatrice
d’un module au carré de la cohérence constant des signaux sur la bande de fréquence d’intérét
est faite, de sorte que les €[k] sont supposés identiquement distribués.

Le seuil 7 du TRV (au-dela duquel la présence de signal est détectée) est calculé de maniére a
ce que la probabilité de fausse alarme

Prpa = Ijm p(R|absence de signal)dR (3.2.2)
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FIGURE 3.5: PLV pour des signaux large bande captés par des microphones en configuration
antipodale sur une sphére rigide, mais en faisant I’hypothése de divers modéles de propagation :
(Gauche) dissonance induite par ’hypothése de propagation en champ libre; (Centre) dissonance
induite par 'approximation de 'ITD par la formule de Woodworth-Schlosberg et par la on prise
en compte des variations de ILD ; (Droite) correspondance lorsque le modéle rend convenablement
compte du phénomeéne de diffusion acoustique

soit égale & une valeur désirée. La probabilité de détection est alors donnée par
n , .
Pp = f p(R|présence de signal)dR, (3.2.3)
—00

et est une fonction de Pr4 et du RSB (considéré constant sur la bande de fréquence). Des courbes
de ROC (Receiver Operating Characteristics) sont tracées pour caractériser le détecteur sous
diverses conditions de RSB.

Cette stratégie de détection, bien qu’intéressante, repose sur un modéle de propagation en
champ libre (linéarité de la phase de la DSP croisée des signaux). On préférera s’intéresser a des
méthodes de détection ne reposant pas sur cette hypotheése.

3.2.2 Test du Rapport de Vraisemblance Généralisé basé sur des
vraisemblances monaurales

Le travail présenté dans [Sohn et al., 1999] concerne un schéma de détection monaural (basé

sur un unique microphone). Considérons le vecteur de données relatif au j°™¢ microphone, défini

comme suit (en reprenant les notations du §3.1.3)

Z; = [ZjJ[k‘l], ijg[kl], ey Zj,N[kl]a Zj71[k2], Zj,g[kg], ce, ijn[k], - 7Zj,N[k;BH‘ (3.2.4)

Pour un modéle de source et bruits aléatoires gaussiens dans leur ensemble, et sous hypothése
d’indépendance des composantes de Z;, sa densité s’écrit

Pz,(Zj; Szyz, k1), s Sayz, [kB)) = [ [ “N(Z;nlk]; 0, Sz, [R)), (3.2.5)
n,k

avec Sz z,(f) la DSP de z;(f). On considére ici deux modeles possibles pour S, (f), associés
aux deux hypothéses mutuellement exclusives et exhaustives suivantes

H1(Ss;s;) : Szjz; = Ss;s; + Snjn, (présence de signal) (3.2.6)

Ho : Sz;2; = Sa;n; (absence de signal).
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Ci-dessus, Ss;s;(f) (resp. Snn,(f)) désigne la DSP inconnue (resp. connue) de s;(t) (resp. n;(t)),
la contribution de la source (resp. du bruit) en le j°™¢ microphone. La log-vraisemblance
de I’hypothése composite alternative Hi(Ss is j) s’écrit, en omettant les termes constants sans

importance

5;-2-
o 3.2.7
Sera; K] + S, [k]) (3:2.7)

lnp(zj|H1(SSij)[k]) = *NZ (hl(SSij [k] + Snjnj [k]) +
k

avec

8y 0[] 2 %Z 12 ]2 (3.2.8)

un estimateur de S; ., [k] par moyenne empirique de périodogrammes. En dérivant (3.2.7) par
rapport a Ss;s; on trouve la valeur de ce parameétre rendant I’hypothése alternative H; la plus
vraisemblable par rapport aux données

A N

Ss,s; = Sz,2; — Sany- (3.2.9)

Le logarithme du rapport de vraisemblance généralisé des deux hypotheéses est alors donné par

oy (P@IHSss)) | S e dn o 2]
Aj 21 [ D) ]_;! In(1 + &[k]) + ik (3.2.10)

ott &;[k] = Ss;s, [k]/Sn;n; [k] et vj[k] = Sz,z,[k]/Sn;n; [k] désignent respectivement les RSB a priori
et a posteriori du récepteur j [Ephraim et Malah, 1984]. éj [k] désigne quant & lui '"EMV du RSB
a priori sous hypothéses de présence de signal. Il s’exprime en fonction du RSB a posteriori par

2 SS‘S‘
&k = o= = lk] = 1, (3.2.11)
n;n;
ce qui donne finalement
Ay = (—loy k] + (k] = 1). (3.2.12)

k

La présence de signal est détectée ou non en le microphone j a partir du Test du Rapport de
Vraisemblance Généralisé (TRVG)

H
A; 2 (3.2.13)

La fagon dont cet algorithme de détection, congu pour un systéme monaural, est étendu au cas de
plusieurs microphones est cependant relativement floue dans certaines contributions. On imagine
que la présence de signal est globalement détectée si par exemple elle est détectée en un certain
nombre des microphones (systéme de vote). Par contre, définir un rapport de vraisemblance
généralisé «global» par construction de la moyenne géométrique des rapports de vraisemblance
associés a chaque microphone n’est pas consistant, car cela sous-entendrait une indépendance des
signaux percgus en les microphones, ce qui n’est certainement pas le cas.

Dans tous les cas, nous pensons que cette approche n’est pas adaptée au cas de plusieurs
microphones, car elle combine de maniére ad hoc des informations monaurales, sans chercher a
exploiter 'avantage que présente un réseau (ou une paire) de microphones : la corrélation entre
les voies. En d’autres termes, on propose dans ce qui suit de construire un test sur la base de la
densité conjointe du vecteur des données, et pas uniquement des densités marginales associées a
chaque microphone. En particulier, pour des bruits iid, on pourra détecter de maniére consistante
I’absence ou la présence de signal sans apprentissage a prior: des statistiques du bruit.
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3.2.3 Détection basée sur la théorie de 'information
A Une bréve introduction a l’identification statistique

Considérons un vecteur aléatoire Z dont la ddp est notée p(z), et considérons une fonction
q(z|p) paramétrée par le vecteur p, définissant une densité et servant de modéle pour p(z). La
divergence de Kullback-Leibler

p(z)
Katlo) = [ ptam (2 ) a: (3.2.14)
’ f q(zlp)
caractérise I'information moyenne perdue lorsque ¢(z|p) est utilisée pour approximer p(z). En vue
de trouver la valeur de p pour laquelle ¢(z|p) approxime au mieux p(z), on peut donc chercher a

minimiser K(p, ¢(.|p)), ou de maniére équivalente

B(p.a(lp)) 2 = [ p(z)ng(z|p)dz, (3.2.15)
par rapport a p. Etant donné N échantillons iid z1, 29, ..., 2x de Z, la log-vraisemblance négative
moyenne de p

VN 0) =~ > mg(anlp) (32.16)
21,2900y 2 =—— ng(z 2.
1, <2, y AN |P N a qg\Zn|p

définit une estimée de B(p, q(.|p)), qui peut étre calculée indépendamment de p, et converge
presque sirement (§7.4.16) vers cette derniére pour N — co. Son argmin

pE argmin, LVN(z1, 22, ..., 2n|p) = argmax,q(z1, 22, - - - , 2N|p) (3.2.17)

constitue 'EMYV de p et est connu pour étre, sous certaines conditions de régularité, asymtotique-
ment efficace.

Lorsque plusieurs modéles sont en compétition, la minimisation d’une estimée de B(p, q(.|p))
n’est plus une solution cohérente & I'identification statistique. C’est le cas lorsque ces modéles
se présentent sous différentes formes de ¢g(z|p) ou sous la méme forme mais avec différentes
restrictions sur le vecteur de paramétres p. En effet, dans ces conditions le modéle possédant le
plus grand nombre de degrés de liberté (i.e. le nombre de paramétres indépendants décrivant
q(z|p)) est favorisé en moyenne (biais asymptotique sur la sélection du modeéle). Comme solution
[Akaike, 1974] propose le critére AIC, défini de sorte que %AIC(p) constitue en moyenne un
estimé de 2{B(p,q(.|p))}. Ce critére s’écrit

AIC(p) = 2NLVN(zy, 29, ..., 2n]|p) + 2k, (3.2.18)

avec k le nombre de parameétres libres dans p, pénalisant les modéles pour lesquels la dimension de
I’espace admissible sur lequel 'optimisation de p est réalisée est élevée. Dans le cas de modéles en
compétition, la valeur de p minimisant le critére AIC 2, dénommée Minimum Akaike Information
Criterion Estimate (MAICE) doit étre sélectionnée. Dans le cas d’un unique modéle, le MAICE
coincide avec 'EMV.

B Application a la détection d’activité de source large-bande

Définissons le parameétre d € {0,1} de sorte que d =1 (resp. d=0) indique que I'émetteur est
actif (resp. inactif). La décomposition en valeurs propres de la matrice de covariance Cy[k], en
fonction de la valeur de d, est notée Cy[k| et s’écrit|Wax et Kailath, 1985]

MNeUpU T +02 (k) (- UL ULT) sid=1
_ (3.2.19)

Calk] =4 ,
o[k, sid=0.
2. A (or Akaike) Information Criterion—AIC.
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Ci-dessus, Uy, est le vecteur propre—de norme unitaire—de C[k] associé a la valeur propre Ak, qui
engendre le dit sous-espace signal ; UyUy,! est le projecteur orthogonal sur le sous-espace signal.
I, — UpUg! est le complément orthogonal de U,ULt, appelé projecteur sur le sous-espace bruit.
Notons que A\ — 02[k] est 'unique valeur propre non nulle de Ssg[k]Vy[k]Vy[k]T, donc A, > o2[k].
De I'équation (3.2.19), on déduit un vecteur de parameétres caractérisant entiérement la ddp de Z
pour chaque valeur de d :

!
[Akl, kg k), k) UL .,U,;B} pour d=1

/ (3.2.20)
[02[k1], ..., 0% [kB]] pour d=0

Pd =
Quelle que soit la valeur de d € {0,1} la log-vraisemblance de pg par rapport a Z s’écrit

L(Zipa) =co—NY (1n|Cd[k:H + tr(cd[k]—lé[k])) . (3.2.21)
k

Pour k € {k1,...,kp}, définissons £y j, l2 1, les deux valeurs propres de C’[k‘] (strictement positives
presque stirement si le nombre de trames N vérifie N > 2), ordonnées de sorte que £ j, > €21, et
définissons U, j, Uz ; les vecteurs propres de C'[k] associés respectivement a ¢; j et £ .

THEOREME 3.2.1 Détecteur d’activité par MAICE.

Iestimateur par minimum du critére d’information d’Akaike d47¢c est 'argument minimisant

AIC(d) = —2L(Z; pa) + 2P(d), (3.2.22)
(3.2.23)
avec pg TEMV de pq,
9 X (2—d)N
II &
L(Z;pa) =Y I | = : (3.2.24)
k
7 Z Ui,
i=d+1

P(d) = (d+1)B + 4dB — 2dB. (3.2.25)

PREUVE En injectant (3.2.19) dans (3.2.21) dans le cas d = 1, et en utilisant le fait que U, U, = 1
on obtient

L(Zip)=co-NY <ln(Ak02[k])+(721mtr(C’[k]) _ <021[1<;] - Alk) fr (é[k]UkU,j» . (3.2.26)
k

qui est maximisé—sous la contrainte UkTUk = 1—en la valeur p; de p; satisfaisant

Uy =Uik
e = tr (é[k]ﬁl,kﬁlﬂ) =l (3.2.27)
52[k] = tr (é[k] (Iy— Uy 401 ,J)) o 1
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En utilisant (3.2.27) dans (3.2.26) il vient finalement

L(Z;p1) = ¢ — 2N > In(y/Iy xlog). (3.2.28)

k

Dans la méme veine, injecter (3.2.19) dans (3.2.21) dans le cas d = 0 donne

L(Z; po) = ¢g — 2N Zk: In(o?[k]) — N Zk: “S[Ef]]) (3.2.29)
qui atteint son maximum pour
62k) = %tr(é[k]) = % (3.2.30)
Ainsi, la valeur maximale de (3.2.29) vaut
L(Z; po) = ¢g — QNZk:ln (W) . (3.2.31)
Sans perte de généralité, la log-vraisemblance peut étre normalisée en posant
L(Z; pa) & L(Z; pa) — L(Z; 1), (3.2.32)

qui meéne a (3.2.24) dans la veine de [Wax et Kailath, 1985||[Danes et Bonnal, 2010]. Notons que
dans (3.2.24), le terme entre parenthéses apparait étre le rapport entre les moyennes géométrique
et arithmétique des 2 — d plus petites valeurs propres de C’[k] Dans (3.2.25), (d+ 1)B est le
nombre de valeurs propres distinctes dans ’ensemble {Cy[k1], ..., Cqlkp|}, 4dB est le nombre de
coefficients des composantes complexes des vecteurs propres du sous-espace signal, et —2dB est
la réduction du nombre de degrés de liberté dans pg en raison de la normalisation de ces vecteurs
propres. L]



Chapitre 4

Filtrage Bayésien

Ce chapitre concerne le dernier niveau du schéma de localisation active binaurale, & savoir
I’assimiliation, dans un filtre stochastique, des indices spatiaux extraits des signaux binauraux
a court-terme selon les méthodes des chapitres 2-3, et leur fusion avec les ordres moteurs du
capteur sur la base de I’équation de dynamique a priori présentée au §1.2.3. On considére une
source sonore unique, éventuellement intermittente. L’extraction des indices spatiaux court-terme
peut étre entachée de fausses mesures.

Dans un premier temps, le capteur binaural est supposé en champ libre. L’estimation étant
mise en ceuvre par calculateur, on discrétise tout d’abord la représentation d’état a temps
continu (§4.1). Apreés une introduction au filtrage stochastique (§4.2), on propose une stratégie
permettant d’assurer l'initialisation automatique et la consistance de I'estimateur (§4.3) et on
I’évalue en simulation (§4.4). Le chapitre se poursuit (§4.5) par un résumé du probléme voisin du
«Bearings-Only Tracking», longuement étudié dans la littérature, et une étude de ses connexions
avec la localisation active. Ensuite, on propose des solutions a la présence de fausses mesures
(§4.6), a la détection d’activité de la source conjointement a sa localisation (§4.7), et on les évalue
expérimentalement (§4.8). En conclusion, 'extension de ces schémas a un capteur binaural monté
sur une téte est présentée et évaluée expérimentalement.

On rappelle que des prospectives pour la localisation multi-sources font ’objet du dernier
chapitre du manuscrit (§5).

4.1 DISCRETISATION DE L’EQUATION D’ETAT A TEMPS CONTINU

En vue d’appliquer une stratégie de filtrage a temps discret, nous discrétisons ’équation d’état
a temps continu (1.2.51). Cette discrétisation est donnée dans le théoréme suivant.

THEOREME 4.1.1 Discrétisation de ’équation d’état a temps continu.

Soit T la période d’échantillonnage du systéme considéré. Pour un processus f, on note fj =
f(kTs). Lorsque les torseurs cinématiques du capteur et de I'émetteur sont bloqués a 'ordre zéro
(BOZ) a la période d’échantillonnage Ty, (1.2.51) peut étre convertie en 1’équation d’état a temps
discret exacte suivante :

Tpg1 = F(wp)zp + Gr(wp)uig + Go( Ak, wi)uzy

93
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avec

N "k N PRy Iy [UEyk]

Lk = |€zk | » Ulg = |[VRzk |, U2k = )
AL Wi VEzk
in(weTs Ty)—1
cos(wgTs)  sin(wiTs) O _Sm(f:,’: ) COS(woljk ) 0
F(wg) = | —sin(wiTs) cos(wpTs) 0|, Gi(wg) = _COS(ML’ZTS)*I _Sin(f:kTs) 0o |,
k k
cos(Ap —wiTs) —sin(A\gy — wiTys)
GQ()\k,Wk) = TS sin(/\k - wkTs) COS()\k - wkTs) . (4.1.3)
0 0

PREUVE La preuve se trouve en annexe 7.6. [

4.2 STRATEGIES DE FILTRAGE

4.2.1 Conventions et notations

Les vecteurs aléatoires sont notés en fonte typewriter. Si u est un vecteur aléatoire, alors u
désigne, selon le contexte, une réalisation de u (i.e. u = u(w), ol w est un événement de 'univers
Q, ensemble de départ de u, muni d’une probabilité P et d'une o-algébre qu’on ne spécifiera pas),
ou I'argument de la ddp p,. La ddp conditionnelle py,(u[v) de u sachant {v = v} est notée pour
simplifier p(u|v). Si w est un vecteur aléatoire discret, p(w) désigne par convention P{w = w}; il
s’agit de la fonction de masse de probabilité (mdp) de w. Les processus d’état et d’observation
sont notés x et z, respectivement. x; ou z, désignent le vecteur aléatoire que définit x ou z a
I'itération & € N. On note par convention zg.; (resp. z1.x) une réalisation de xg.x = [x0/, ..., %]’
(resp. z1.x = [21/,...,24']"). On confondra parfois par abus de langage un vecteur aléatoire et sa
réalisation, sa loi de probabilité (ou distribution) et sa ddp. En particulier, le terme observation
peut désigner, selon le contexte, le vecteur aléatoire z; ou bien sa réalisation zp. pour k € N,
¢ € N*, xp|z1. (vesp. zg|z1.¢) est parfois noté xz, (resp. zy).

4.2.2 Cadre de travail

Nous disposons d’une équation d’état discréte donnée dans le théoréme 4.1.1, décrivant
I’évolution de la position et de 'orientation relatives de I’émetteur par rapport au capteur, en
fonction des vitesses du capteur et de I'émetteur. Pour tenir compte d’erreurs possibles entre la
réalité et ce modéle déterministe théorique, I’équation d’état stochastique

Xft+1 = F(wk)xk + Gl (wk)ulk + GQ(}\k, wk)uzk + Wik (4.2.1)

est introduite en ajoutant un bruit de dynamique aléatoire gaussien wy, de statistiques connues, et
en transformant le processus déterministe x en processus aléatoire x. Concernant 1’émetteur, soit
celui-ci est supposé parfaitement immobile, auquel cas us = 0 et w ne modélise qu'une erreur sur
le déplacement du capteur, soit celui-ci est supposé suivre une marche aléatoire gaussienne iid,
i.e. uo est transformé en uo, et ugg.; est supposé échantillonné selon une loi gaussienne centrée,
avec, pour tout 4, j, E{ug,uzp} = Qu,dj0 et Qu, = 01212]12 connue. Dans ce second cas de figure, du
fait que les observations sont indépendantes de A et sous certaines hypothéses faibles, le terme
G2(Ap, wi)ugg peut étre intégré au bruit de dynamique wg, qui modélise alors une incertitude sur
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les mouvements du capteur ET de I’émetteur. Dans les deux cas de figure, I’équation d’état se
réduit donc a
X+l = F(wk)xk + Gl(wk)ulk + Wi, (4.2.2)

que l'on notera de maniére plus compacte xx+1 = f(Xg, u1g)+wg. Des mouvements plus complexes
de I’émetteur pourraient étre envisagés, mais sortent du cadre de cette thése.

Concernant le modéle d’observation, I’hypothése de propagation en champ libre est faite,
exception faite du §4.9. Dans ce cas les observations z1.; sont les I'TD estimés sur des fenétres
court terme (quelques dizaines de millisecondes) associées aux instants 1, ..., k, sur la base d'une
des méthodes décrites au chapitre 2. L.’équation d’observation utilisée est donc

Zp = h(Xk) + Vg, (4.2.3)

ol h est explicitée en équation 1.2.52, et ol v est un bruit d’observation représentant une
erreur sur ’estimation d’ITD due & la présence de bruit acoustique, a la durée finie des fenétres
d’observations, etc.

4.2.3 Hypothéses de travail

Le processus d’état x est supposé markovien de distribution initiale p(xg) et de loi de transition—
ou dynamique—p(zk|To.r—1) = p(xg|rg—1). Les observations sont considérées indépendantes
conditionnellement au processus d’état, et I’observation & l'instant k& ne dépend que de I’état au
méme instant, ce qui donne

p(z1:klTo:k) = p(2k|T0:k)P(21:6—1|T0:k),
avec p(zi|zo.x) = p(2k|Tok, 21:6—1) = P(2k|2k), (4.2.4)

ou p(zg|zk) exprime aussi la vraisemblance de xj, par rapport a zx. Le vecteur d’état a l'instant k
et le processus d’observation & £k — 1 sont en outre supposés indépendants conditionnellement au
processus d’état & k — 1, selon

p(@k, 21:6-1|T0:k-1) = P(Tk|To:k—1)P(21:6-1|T0:6-1),

avec p(xg|To.k—1) = p(@k|To:k—1, 21:k—1) = P(Tk|TK—1). (4.2.5)

La représentation d’état

X1 = f(xg, ug) + W, (4.2.6)
zi = h(xk) + v (4.2.7)

ou f et h sont non linéaires et ou les bruits de dynamique et de mesure w, v sont blancs, mutuel-
lement indépendants, et indépendants de x( satisfait aux hypothéses énoncées précédemment.

4.2.4 Le filtrage Bayésien optimal et sa solution récursive exacte

Sur la base des hypothéses précédentes, le filtrage Bayésien optimal consiste & calculer
récursivement la ddp conjointe a posteriori p(xo.x|z1.x). Dans ce qui suit, on se focalisera sur le
calcul de la ddp marginale p(xg|21.1), aussi appelée densité de filtrage. Ce calcul est basé sur
I’application de la régle de Bayes

p(zk|Tr, 21— 1)p(Tr|216-1)  pl2rloe)p(@r]21—1) (42.8)

P\Tk|21:k) = =
(@lz1:x) p(2k|21:6-1) (2| 21:0-1)
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La marginalisation de p(zo.x|21.6—1) =P(k|T0:k—1, 21:k—1)P(T0:k—1]21:k—1) selon xg.x—1 conduit a
I’équation de Chapman-Kolmogorov, qui donne, en appliquant la propriété (4.2.5), la densité de
prédiction p(x|z1.,—1) & Uinstant k en fonction de la densité de filtrage a l'instant k—1 et de la
loi de transition selon

p(Tk|21:6-1) = jp($k|$k—1)l?(ka—1 |21:5—1)dxp—1. (4.2.9)

La constante de normalisation p(zj|z1.x—1) est quant & elle obtenue par marginalisation de
P2k, ok |21:6—1) = P(Zk|T0:ks 21:6—1)P(T0:k|21:6—1) selon xgx et s’exprime, en utilisant la pro-
priété (4.2.4), en fonction de la vraisemblance et de la densité de prédiction a l'instant k selon

p(erlzin-1) = [ plarlar)p(arlzip—)da. (4.2.10)

Le calcul récursif de la densité a posteriori ne posséde d’expression analytique que dans un nombre
restreint de cas. Dans le cas d’un systéme linéaire ou ’état initial et les bruits d’observation et
de dynamique sont gaussiens dans leur ensemble, il est montré que la densité de filtrage est une
gaussienne. Elle est donc entiérement caractérisée par sa moyenne et sa matrice de covariance.
Le filtre de Kalman (FK) [Kalman, 1960] permet alors la propagation récursive de 1’expression
analytique de ces deux moments. Pour des modéles plus complexes (e.g. non linéaires et/ou non
gaussiens), la solution exacte ne peut étre déterminée, et des solutions approchées deviennent
nécessaires.

Il existe différentes approches pour traiter un probléme de filtrage non linéaire & bruits de
dynamique et d’observation non gaussiens. Parmi les plus utilisées, on peut citer I’approche par
filtrage particulaire et 'approche par extensions du filtre de Kalman. L’approche particulaire
a regu un trés grand intérét ces derniéres années dans la communauté du filtrage Bayésien
et de nombreuses stratégies ont été développées [Gordon et al., 1993]-[Pitt et Shephard, 1999]-
[Doucet et al., 2000]-[Merwe et Wan, 2003]—[Kotecha et al., 2003] (voir un apergu de ces mé-
thodes dans [Arulampalam et al., 2002]) et appliquées a des domaines variés, e.g. le suivi visuel
pour U'interaction homme-robot [Bréthes et al., 2010]. Dans le contexte de la localisation binaurale
par filtrage Bayésien, 'approche particulaire est trés souvent privilégiée (¢f chapitre introductif
de ce manuscrit). Pour justifier cette approche, 'argument de la non-Gaussianité des bruits ou
de la multimodalité de la distribution a posteriori de I’état et de la fonction de vraisemblance est
souvent invoqué.

Dans ce manuscrit, nous abordons la localisation binaurale active via I’exploitation d’extensions
du filtrage de Kalman plutét que par filtrage particulaire. En effet, le probléme est caractérisé
par : (1) une distribution a priori de I'état trés étalée; (2) des observations qui ne renseignent
que sur une certaine composante du vecteur d’état ; (3) des pics de vraisemblance potentiellement
trés étroits. Il est communément admis que ce genre de difficultés pose probléme pour des
stratégies particulaires «simplesy (e.g. stratégie Sequential Importance Resampling), voire pour
des stratégies plus évoluées (e.g. stratégie Auziliary). L’idée ici n’est pas de faire une étude
comparative entre les deux approches, mais de montrer qu'une approche par filtrage de Kalman
donne des résultats tout a fait satisfaisants dans notre probléme. Il existe certainement des
méthodes particulaires adaptées aux difficultés soulevées précédemment, mais nous défendons
I’idée que le paradigme particulaire ne doit pas étre privilégié de maniére systématique. Selon
nous, ’approche particulaire est & envisager principalement lorsqu’il n’existe pas d’expression
analytique du lien état-mesure (dans la veine de [Bréthes et al., 2010]), ce qui n’est pas le cas
dans le probléme considéré. Une contribution ponctuelle combinant les résultats du chapitre 3
avec une stratégie Sequential Importance Resampling au moyen de distributions circulaires est
toutefois disponible dans [Markovié¢ et al., 2014].

Nous commengons par rappeler briévement le principe du filtre de Kalman. Ce rappel nous
semble nécessaire, dans la mesure ou ce filtre est & la base de tous les algorithmes qui seront
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présentés ultérieurement. Par ailleurs, il permet d’introduire des notations qui seront utilisées
tout au long de ce chapitre.

4.2.5 Le filtre de Kalman

Le filtre de Kalman découle de I'application de la régle de Bayes pour les modéles linéaires de
la forme

{ X1 = Frpxp + Grug +wg (42.11)

Zk, = Hpxyp + vy,

avec xq, Wk, Vg gaussiens dans leur ensemble, wy, v centrés, blancs, mutuellement indépendants et
indépendants de xg. Ces hypothéses se résument en

(%0, W), V] gaussien,
E{[xp, wy,,, v, '} = [mg,, 0", 0],
V1, ka, vo—ma] [xo— o]’ p. 0 o (4.2.12)
E Wi, Wy =10 QO ks @) ,
\ Vi, Vi @) © Rkl 5k1,k2

oll My, Pxy > 0,Qr > 0, R, > 0 sont donnés et ol 0y, , désigne le symbole de Kronecker. Il vient
alors que xg.; et z1.; sont gaussiens dans leur ensemble. Par propriétés des vecteurs aléatoires
gaussiens, il en découle que p(x|z1.k) et p(xk, zk|21.k—1) sont des lois gaussiennes. On définit
ci-dessous les moments qui les caracérisent :

— Eyp £ E{xrlzl,

— Py = E{(x1 — Zpppe) (6 — Zp) 200}

= g1 = E{xplzra-1},

~ Py = E{(xx — Epp—1) (% — Tap—1) 21011,

— Zp—1 = B{zil21m—1},

~ Skt = E{(zr — Zrpe—1) (2 — Zupp—1) 2001,

~ Tyt = B{(xk — Tpp—1) (26 — Zajp—1)’ 2101}
Le filtre de Kalman consiste en le calcul récursif de ces moments. La mise en place de ce calcul
est brievement présentée ci-apres. Ty g_1, Prjr—1 sont déduits de Zp_ )51, Py—1)p—1 sur la base de
I’équation d’état, selon

k-1 = Fr—1Zp_1jp—1 + Gr-1ug—1, (4.2.13)
Pyjj—1 = Fro1Py_1jp—1Ff_1 + Qr—1. (4.2.14)

De &, Zpjk—1, Skjk—1, Thjp—1 peuvent étre calculés sur la base de I'équation d’observation, selon

Zlk—1 = HpZgp—1, (4.2.15)
Syik—1 = HyPyp—1 Hy, + Ry, (4.2.16)

Les équations (4.2.13) a (4.2.17) constituent 'étape de prédiction du filtre. L’étape de mise a
Jour consiste en le calcul de &y, Pyp sur la base de 'observation courante 2 et de la régle de
Bayes dans le cas gaussien, selon

T = Eppp—1 + K (20 — Zrjp—1) » (4.2.18)

Py, = Prjp—1 — KpSpp—1 K, (4.2.19)
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avec Kj, £ k-1 (Sk‘k_l)_l le fameux gain de Kalman. Dans la suite de ce chapitre, nous
considérons que @ = @ et R = R sont indépendants de k.

4.2.6 Extensions non linéaires du filtre de Kalman

Dans notre probléme comme dans un grand nombre d’applications, le modéle d’état est non
linéaire. De ce fait, méme si I’état initial et les bruits de dynamique et de mesure sont gaussiens
dans leur ensemble, les densités de prédiction et de filtrage ne sont plus gaussiennes. Les extensions
non linéaires du FK consistent & approximer les densités de prédiction p(zx|z1.5—1) et de filtrage
p(zk|z1.x) par des gaussiennes, et donc & maintenir constant le nombre de paramétres décrivant
ces distributions, au prix d’une perte d’information.

Le Filtre de Kalman Etendu (FKE) permet la détermination approchée des moyenne et matrice
de covariance a posteriori du vecteur d’état en linéarisant au premier ordre les équations de
dynamique et d’observation au voisinage de 1’état estimé & l'itération précédente et de I'état prédit
a l'itération courante respectivement [Jazwinski, 1970]. Bien que le FKE soit trés largement utilisé
dans de nombreux domaines d’application depuis plusieurs décennies, il est globalement reconnu
que sa mise en ocuvre et le réglage de ses paramétres ne sont pas aisés et que des problémes de
stabilité apparaissent pour des systémes & fortes non-linéarités. En outre, le calcul de matrices
Jacobiennes inhérent au FKE méne souvent a des difficultés supplémentaires en terme de mise en
ceuvre.

Plus récemment, Julier et Uhlman [Julier et Uhlmann, 1997] ont proposé le Filtre de Kalman
Unscented (FKU), une alternative au FKE reposant sur la transformée unscented, une technique
de linéarisation statistique permettant de propager les deux premiers moments d’une distribution
a travers une fonction non linéaire sans recourir au calcul de matrice Jacobienne.

A Transformée unscented et filtre de Kalman unscented

Considérons deux vecteurs aléatoires x et y (de dimensions n, et n, respectivement) unis par
la relation

y = f(x), (4.2.20)

ot f est une fonction non linéaire quelconque. Pour z € {x,y}, on note z = E{z}, P,, =
E{(z — Z)(z — 2)'}. La transformée unscented permet une approximation de § et Pyy sur la base
d’un échantillonnage déterministe de la loi de x au moyen de 2n, + 1 o-points {X;}i=o,... 2n,
choisis de maniére a capturer I'information sur les deux premiers moments de x. Ceux-ci s’écrivent

Xy =2
B ~ ) (4.2.21)
X, =z+ ( (n$+)\)PXX)_,X2nz+i =z — ( (nx—&—)\)Pxx)' pouri=1,...,n,
1 K3
ot A\ = a?(ng + K) — ng est un paramétre de réglage, fonction de deux variables a et &,
caractérisant la dispersion des o-points autour de Z, et ot (v/(ng + ) Pyx); est la i€ colonne

d’une matrice racine carrée de (n; + A)Pyx (i.e. une matrice A—elle n’est pas unique—vérifiant
AA" = (ngy + A)Px). La décomposition de Choleski est généralement choisie pour calculer
cette racine carré, en raison de la rapidité et de la stabilité numérique des algorithmes associés
(complexité algorithmique en O(n3)). Les o-points sont ensuite propagés & travers la fonction f,
donnant

Vi = f(X;), pour i =0,...,2n,. (4.2.22)
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Propagation des échantillons Transformée unscented  Linéarisation au premier ordre
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FIGURE 4.1: Propagation des deux premiers moments d’'un vecteur aléatoire x & travers une
fonction non linéaire f. (Gauche) Propagation des échantillons et estimation des vrais moments.
(Centre) Transformée unscented : calcul et propagation des o-points. (Droite) Linéarisation au
premier ordre.

Les moments de y sont ensuite calculés via
2Ny
m
E w; Vi
i=0

2Ny

pyy = wa(yi —9) (Vi — ?j)la
=0

<<
Il

(4.2.23)

avec wj' = ﬁ, w§ = ﬁﬁ_)\+(1foz2+ﬁ),et, pour i =1,...,2n,, w* = w = 2(T1+>\)
figure 4.1).

Comme le précisent Julier et Uhlmann [Julier et Uhlmann, 1997], la transformée unscented
permet une précision accrue sur les deux premiers moments de la distribution de y par rapport a
une linéarisation locale. La méthode de calcul des moments doit dans I’idéal étre non-biaisée,
i.e. § =19, et efficace, i.e. Pyy — Pyy doit étre minimale (au sens de la relation d’ordre associée a
la définie positivité d’une matrice). En général ces deux propriétés ne sont pas satisfaites, sauf
dans le cas linéaire gaussien. Une autre propriété importante est la consistance de la méthode,
i.e. la satisfaction de Pyy — Pyjy > 0. Une méthode qui n’est pas consistante sous-estime la
matrice de covariance Pyy. Lorsqu’elle est utilisée dans un filtre, elle peut mener & des conclusions
trop optimistes du filtre. A contrario, une méthode trop conservative sur-estime la matrice de
covariance et méne a une perte d’information exagérée.

Le filtre de Kalman unscented découle de ces considérations. Ses étapes constitutives figurent
dans les algorithmes 2-3-4-5. La transformée unscented intervient dans les étapes de prédiction
de I'état et de I'observation. La mise & jour conformément & la régle de Bayes reste inchangée par
rapport au cas linéaire.

(voir

B Implémentation du filtre de Kalman unscented

Historiquement, la méthode proposée dans [Julier et Uhlmann, 1997| ne comprenait que le
paramétre de réglage k, i.e. les parameétres « et § valaient respectivement 1 et 0. Pour n, = 1,
les auteurs ont montré que, dans le cas Gaussien, prendre n, + ¥ = 3 annule 'erreur entre
les moments d’orde 4 de Ax £ x — T et des {oi}i=1,..2n,, permettant a ¢ et y de coincider
jusqu’a 'ordre 5 de leur Développement en Série de Taylor (DST) (dans le cas multidimensionnel
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Algorithme 2 : Sorties = Sigma-Point(Entrées)

Calcul de o-points

Entrées : T,/ Pxx,y
Sorties : {X;},_,

..... 21,
1 A=2

2 pouri=1,...,n, faire

s | X=aty(VPR), 5 Xun=7— (VBa),
4 finpour

Algorithme 3 : Sorties = Moy(Entrées)

Moyenne empirique de o-points

Entrées : {Xi},_, 5, A

Sorties : &
2ng

1 A
= S x X,
e 2(ngc—|—)\)Z Jrnm—}—)\ 0

=1

Algorithme 4 : Sorties=Corr(Entrées)

Corrélation empirique de o-points

Entrées : {Xz, yi}izo 20y y O R, /8
Sorties : sty
1 A=0a*(ng +K) —ng

2ng
~ 1 ,
Py= o Y XY
2 o= o 2 v |

1-a? XoVo'
nw+/\+ a” + 3| Ao

cependant, une erreur est tout de méme introduite sur les moments croisés d’ordre 4). Que ce soit
pour le calcul de moyenne ou de matrice de covariance, les auteurs soutiennent de plus que dans
le cas gaussien l'erreur due aux moments d’ordres supérieurs est plus faible (ou égale) avec la
transformée unscented—quel que soit le paramétre k—qu’avec une linéarisation au premier ordre.
Par ailleurs, les auteurs précisent que prendre x négatif ne garantit pas la définie positivité de
P,,, ce qui peut poser probléme. Une légére modification de la méthode est proposée pour assurer
la définie positivité dans le cas k < 0, au prix d’une solution un peu plus plus conservative.

Dans [Julier, 2002|, la version «scaled» de la transformée unscented est proposée et le para-
métre « est introduit. L’idée sous-jacente vient du fait que lorsque la dimension de I’état grandit,
les o-points sont davantage dispersés autour de la moyenne de x. Méme si I'information sur la
moyenne et la matrice de covariance sont toujours capturés correctement, I’échantillonnage peut
avoir pour conséquence de capturer en plus des effets non-locaux de la non-linéarité. Cela peut
poser probléme pour certains types de non-linéarités. Le paramétre 3 est également introduit
pour réduire 'erreur sur les termes d’ordre 4 dans le DST de la matrice de covariance, si jamais
une information est disponible sur les moments d’ordre 4 de Ax. Dans le cas gaussien par exemple,
il est montré que prendre 5 = 2 minimise cette erreur. Dans [Van der Merwe et Wan, 2001a, les
valeurs usuelles des paramétres sont données, a savoir le ™ < a < 1, k =0, et § = 2 pour des
distributions gaussiennes.

Afin de prévenir d’éventuels problémes de stabilité numeérique des équations du filtre et
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Algorithme 5 : Sorties=FKU(Entrées)

Filtre de Kalman Unscented, cas de bruits additifs centrés

Entrées : Ty_1jx—1, Po—1jk—1, Uk—1, 2k, [, h, Q, R
Sorties : Ty k, Prk, Thjk—1, Prjk—1, Zklk—15 Sklk—1
Décomposition de Choleski de Pk—l\k—l

1 (Pk—1|k—1)% = Chol (Pk—l\k—l)
Calcul des o-points de Xpjx_1

. L 1
2 [{Xi,kflﬂcfl}i:O’m’Qnm] = Sigma-Point (xk—l\kfly (Pr—1jk-1)2,Vna + A)

Passage des o-points a travers la dynamique du systéme

3 pour i =0,...,2n, faire
4 ‘ Xiklk—1 = f(Xi,k—l\k—hukfl)
5 finpour

Calcul des deux premiers moments de Xpjk_1
6 &pjp—1 = Moy ({Xikjk—1}i=0,...2n., \)
7 Pji—1 = Corr ({X; kjr—1 — Zujh—1, Xiskloe—1 — Ehll—1}i=0,....2n., @, B, K) + Q
Nouveau tirage des o-points pour prendre le bruit de dynamique en compte
8 (Pyjk_1)? = Chol (Pyx_1)
9 [{Xi,kwq}izoyw%z} = Sigma-Point (£k|k,1, (Pk”g,l)%, ng + )\)
Passage des o-points de xj,—1 & travers la fonction d’observation
10 pour i =0,...,2n, faire
11 ‘ Zikk—1 = 9(Xip—1)
12 finpour
Calcul des deux premiers moments de Zgx—1
13 Zpjp—1 = Moy ({Zi kjk—1}izo,....2n,, A)
14 Sijp—1 = Corr ({Zi kjk—1 — Zkjk—1, Ziklk—1 — Zklk—1}i=0,...2n4, @, B, K) + R
Calcul de la covariance croisée de Xpjx_1 et Zpr—1
15 Tyopp—1 = Corr ({Xinie—1 — Brjh—1, Zi kb1 — Zhjk—1}i=0,...2n,, % B3, K)
Calcul des deux premiers moments de xj; (régle de Bayes)

-1 . .
16 Ky = Thpr—1 (Skip—1) " 5 &rje = Erpe—1 + Ki (26 — Zrp—1) 5 Prjie = Prjo—1 — KeSpe—1Ki'

d’assurer la définie positivité des matrices de covariance mises en jeu, une version «racine carréey»
a été implémentée, selon [Van der Merwe et Wan, 2001b].

4.3 STRATEGIES MULTI-HYPOTHESES POUR PALLIER LES PROBLEMES D’INI-
TIALISATION ET DE PROPAGATION DE DISTRIBUTIONS ETALEES

Plusieurs problémes restent & traiter. Le premier concerne la caractérisation de la moyenne
et de la covariance a priori de 1’état initial pour permettre l'initialisation du filtre. En effet,
une initialisation incohérente avec la distribution initiale effective de I’état peut mener & une
divergence du filtre. Lorsque peu d’information a priori est disponible sur I’état initial, comme
c’est le cas dans notre application, une solution généralement utilisée dans le cas linéaire gaussien
pour garantir la consistance et la stabilité consiste a implémenter une forme information! du

1. propagation de la matrice d’information (inverse de la matrice de covariance) et du vecteur d’information
(matrice d’information multipliée par la moyenne) a posteriori en lieu et place de la matrice de covariance et de la
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filtre, ou bien & initialiser celui-ci avec une moyenne nulle et une matrice de covariance a forts
coefficients (i.e. une gaussienne trés étalée dont la région de volume minimal et de confiance a
a% recouvre une zone importante de l'espace d’état). Cette derniére solution est la seule possible
dans le cas non linéaire, mais elle peut poser probléme. Prenons par exemple 1’étape de correction
du filtre dans le cas général, ou la densité de filtrage est calculée en multipliant la densité de
prédiction par la vraisemblance, selon

p(xk|z1k) o< p(zr]or)p(wr|zik—1). (4.3.1)

Dans le cas linéaire gaussien, pour une observation z; donnée, la vraisemblance de 1'état p(zx|zy)
en tant que fonction de xp est une gaussienne non normalisée. Lorsque la densité de prédiction
est gaussienne, sa multiplication par la vraisemblance donne, aprés normalisation, une densité de
filtrage gaussienne (c’est sur cette propriété entre autres que repose le filtre de Kalman). Lorsque
I’équation d’observation n’est pas linéaire, la vraisemblance peut, selon le type de non-linéarité,
s’éloigner fortement de la Gaussianité (cumulants d’ordres supérieurs a 2 trés élevés). Lorsque
p(xg|2z1.6—1) est trés resserrée autour de sa moyenne, ceci ne pose pas particuliérement de probléme
et la densité de filtrage reste a peu prés gaussienne, en dépit de la non-Gaussianité de p(zx|xy) (i.e.
les approximations sous-jacentes aux FKE et FKU sont valides). Pour une densité de prédiction trés
étalée en revanche, le caractére nongaussien de p(zi|zy) se répercute directement sur p(zx|2z1.k)-
L’utilisation des FKE et FKU peut alors étre remis en cause pour deux raisons. D’une part,
lorsque la densité de filtrage n’est pas approximativement gaussienne (e.g. est multimodale),
sa caractérisation par ses seules moyenne et covariance n’est plus un moyen adéquat de la
décrire. D’autre part, la propagation de distributions trés étalées a travers les non-linéarités peut
rapidement mener & des résultats trop optimistes des FKE et FKU.

4.3.1 Distribution initiale multi-hypothéses

Pour pallier ce probléme, une approche muti-hypothése peut étre envisagée, dans la veine
de [Bar-Shalom et Li, 1993]. Elle consiste a représenter la distribution initiale par un mélange de

gaussiennes
J

p(o) = Y wh N (w0 a0, Pl ) (4.3.2)
j=1

ol les {wg}izly._,, ~ sont définis de sorte que
J .
Zw% = 1, pour garantir que jan p(xo)dzy = 1. (4.3.3)
=1

Pour j =1,...,J, wg =P{M = m;} £ p(m;) désigne la probabilité que x( soit échantillonné
selon I'hypothése my, i.e. selon la densité de probabilité A (:co;:%ém,Pg‘o). Les moyennes et
matrices de covariance des différentes hypothéses ainsi que leur nombre J sont choisis de fagon
que chaque hypothése de la ddp a priori initiale de ’état soit suffisamment étroite pour résoudre les
difficultés évoquées précédemment, mais aussi pour que p(xg) «recouvre» une région suffisamment
importante de ’espace d’état, i.e. soit peu informative.

On assimile alors les observations dans une batterie de filtres de Kalman unscented exécutés
en paralléle, chacun initialisé selon la ji®™° hypothése du mélange initial (4.3.2), j =1,...,.J.
Ces filtres ne sont pas interactifs, cependant la surveillance de I'innovation? de chacun d’eux
permet d’évaluer a chaque instant k la vraisemblance de chaque hypothése m; relativement a

moyenne a posteriori.
: . A ] ; i 5 N _
2. innovation du filtre associé & I’hypothése m; : 2 Ziejk—1> AVEC Zy 4 = E{zk|z1;k,1,mj}.
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la séquence d’observations assimilée. On déduit alors les probabilités a posteriori (ou «poids»)
des hypothéses. Les hypothéses peu probables a posteriori (ainsi que les filtres qui leur sont
associés) peuvent éventuellement étre désactivées, auquel cas les poids des hypothéses/filtres
restants sont redistribués de fagon que leur somme demeure égale & 1. Ainsi, le processus
d’estimation se concentre assez rapidement sur les zones de 1’espace d’état pertinentes, et délivre
une approximation consistante de la loi a posteriori sous la forme d’un mélange de gaussiennes
de complexité décroissante.
Mathématiquement, pour J hypothéses, la loi a posteriori s’écrit comme le mélange

J
plaklziw) = Y wip(w|z1k, my), (4.3.4)
j=1
ou
ja
wy, = p(mjlzir) (4.3.5)

désigne le poids de I'hypothése m; étant données les observations jusqu’a I'instant k. Condition-
nellement & m;, la densité a posteriori de 1'état est la gaussienne

p(ak|z16,my) =N (mk?fﬁim?Pim) (4.3.6)

dont les deux premiers moments i’il s P]g‘ , sont calculés via une itération du FKU a partir des deux
premiers moments ii:—l\k—v Plg—1|k:—1 de p(zg—1]21:k—1, M), de la commande a I'instant précédent
up_1 et de 'observation courante z,. L’application de la régle de Bayes permet d’exprimer la
probabilité a posteriori p(mj|z1.;) de 'hypothése m; comme

g,
bwy_q

4.3.
L (43.7

J
w;, =

ou £, £ p(2k|21:4—1,m;), la densité de prédiction de la mesure conditionnellement a m; évaluée
en la mesure courante z; constitue la vraisemblance de m;. Elle s’écrit

o =N (zk;éi‘k_l, Sim_l) , (4.3.8)

ol é’i| k1> Si‘ w1 sont calculés dans I'étape de prédiction de I'observation du FKU. La constante

de normalisation Ly, £ p(zx|21.k—1) est obtenue par marginalisation de p(zx,m;|21.6—1) selon m;

J
p(zklz1k-1) = Zfiwi_l. (4.3.9)
=1

L’ensemble est résumé dans 'algorithme 6 (dans 'hypothése ot aucune hypothése n’est éliminée).

4.3.2 Distributions des bruits multi-hypothéses

Lorsque les bruits de dynamique et/ou d’observation ont des variances élevées, des problémes
de consistance peuvent apparaitre méme si une stratégie multi-hypothése est employée avec une
initialisation cohérente des hypothéses. En effet, méme si les hypothéses du mélange de gaussiennes
sont relativement étroites, l'intégration de forts bruits de dynamique et/ou d’observation au
cours du temps contribue a «étaler» les densités de prédiction et de filtrage. Pour remédier a
ce probléme, un filtre & mélange de gaussiennes peut étre employé [Alspach et Sorenson, 1972].
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Algorithme 6 : Sorties=FKU-MH(Entrées)
FKU Multi-Hypothéses

4 Y J J
Entrées : {mk71|k717Pk71‘k71,wk_1}. ) ],kal,zkyf, h,Q,R
J=1,...,.

: N J J
Sorties : {mk‘k,Pk‘k,wk} a
Jj=1,...,J
1 pour j =1,...,J faire
Calcul des moments de p(xk|z1:k6—-1,m;), P(zk|21:6—1,M;) et p(Tk|z1:k,m;)
~J J A J 27 J _ ~J J
2 |:xk|k’Pk|k"rk\k71’Pk\k—l’Zk\kfl’sk\kfl]_FKU (xkfl\kfv Pk71|k71’uk_17zk7 f’h7QvR)
Calcul de la probabilité a posteriori (ou <<poids>>) de 1’hypothése m;
J Y J o — pIad
3 &, *N(Zkvzk\k—psk\kq) ;wy, = Lpwy_y
4 finpour

Calcul de la constante de normalisation des poids

J
5 L = ijk
j=1

Normalisation des poids de sorte que Z;’le(mﬂm:k) =1

6 pour j=1,..., J faire
7 ‘ w], = w] /Ly
8 finpour

Méme si cette méthode est généralement présentée comme un moyen de s’affranchir de I'hypothése
de Gaussianité des bruits, elle peut en fait servir a obtenir une certaine consistance pour des
systémes non linéaires & bruits gaussiens de forte puissance, e.g. lorsque, dans le cas de notre
probléme, le processus générateur du mouvement de la source est trés permissif. Dans la méthode
proposée par Alspach et Sorenson, les bruits de dynamique et d’observation sont représentés par
des mélanges de gaussiennes, selon

M
plwe) = q"N (we; ™, Q™)

m=1 (4.3.10)
p(Uk) = ZTPN (Ukv @p’ Rp) )

p=1

M N . N . . . . .
avec y 1 q™ =Y, r™ = 1. Encore une fois, méme si les vraies lois des bruits sont gaussiennes,
on les modélise par des mélanges de gaussiennes qui les approximent convenablement, mais dont
chaque hypothése est suffisamment étroite. La densité de transition et la vraisemblance s’écrivent
alors

M

parler-1) = > ¢"N (wr; f(@p-1,up—1) + 0™, Q™)
Nm:l

p(zelee) =Y r™N (zk; hwk) + 07, RP).

n=1

(4.3.11)

En supposant que la densité de filtrage a I'instant £ — 1 est un mélange de gaussiennes a Ji_1

hypothéses
Jk—1

p(rr_1|216-1) = Z Y N <xk—1;£?c—1|k—1’Plg—1|k—1> , (4.3.12)
j=1
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I’étape de prédiction (4.2.9) s’écrit alors

Jk—1 M

parlie—1) = > > g™ jN(ka f(@p—1, up—1) + 2™, Q™)

j=1 m=1
../\/(J:k_l;:f:i_uk_l,P,i_llk_l) dry_1, (4.3.13)

qu’on approxime par le mélange de gaussiennes

Jk-1 M

($k|zlk’ 1 Z Z’Y}C 14 N(xkvxk|k 1>P]g|]7€n 1) (4314)

j=1 m=1

ol les moments 9%‘]76"211, PJ™ sont calculéds via I’étape de prédiction du FKU & partir des moments

k|k—1

i.?cfﬂkfl’ Plz71|k717 de la commande uy_1, et des moments w™, Q™. L’étape de correction (4.2.8)
s’écrit quant & elle
Jeg—1 M P '
p(xg|z18) Z Z Z'yk 19" PN (zi; h(zg) + 0P, RP) N (:ck;ffc]z_l,P]g‘Zl 1) (4.3.15)

jlmlpl

qu’on approxime par le mélange de gaussiennes

Je—1 M P
m7p 7p m?p

p(TE|z18) = Z Z Z’yk 14 rpﬁj N(xk’:”km P]g”C ), (4.3.16)
j=1 m=1p=1

oll les moments xil?’p P]gﬁ?’p sont calculés via une étape de correction du FKU a partir des

moments xk| 1> P]glzn 1» de T'observation zg, et des moments o7, RP et ou
m,p P s,
G0 = N (3 200 ST ) (4.3.17)

2Js1,P Sﬂmap
klk—1 Pklk—1

normalisation Ly = p(zi|21.k—1) est quant & elle donnée par

dont les moments 2 sont calculés dans 1’étape de correction du FKU. La constante de

Jk-1 M P

L= >3 vl " rPeme. (4.3.18)

7=1 m=1p=1

La méthode est résumée dans l'algorithme 7. Bien que cet algorithme ne soit pas testé en
simulation ou en contexte réel, son évocation nous semble intéressante dans une optique de
présenter de maniére relativement exhaustive toutes les difficultés qui peuvent se présenter dans
notre probléme de filtrage, et les solutions qui peuvent étre envisagées.

4.4 ANALYSE DE RESULTATS DE SIMULATION

Afin d’illustrer les propos du §4.3, plusieurs scénarios ont été simulés. Les résultats sont
présentés sur les figures 4.2 & 4.9. Pour chacune de ces figures sont représentés dans le repére
monde le capteur (repére bleu, les microphones sont représentés par des points bleus), I’émetteur
(repére rouge, ’émetteur est représenté par un carré rouge), ainsi que la région de confiance a 99%
(de taille minimale) de chacune des hypothéses du FKU-MH (ellipses semi-transparentes grisées) a
six itérations différentes. Les moments de 'approximation «moment-matchée» de la distribution
sont également représentés. Le triangle noir représente la moyenne de cette distribution et ’ellipse
en trait noir sa région de confiance a 99%. Les échelles sont en métres. Le filtre retourne les
résultats & une fréquence de 20Hz.
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Algorithme 7 : Sorties=FKU-MG(Entrées)

FKU a mélange de Gaussiennes

2 Y J J
Entrées : {xk71|k71’ Pkil‘ki17 ’kal}

: . J2dmp pismup | Jymup
Sortles.{xk‘k 7Pk|k Vi

Jj=1,...,Jg

1 pour j=1,...,J,_; faire

. ) .
2 (Pj_1j—1)? = Chol (Plg—l\k—l)

JUR—1, 2k, [y D, {ﬁ’mv Qm}mzl,...,M ) {@m, Rp}p=1,4.4,P

}j:l,“A,J,mzl,“.,]\l,pzl,.“,P

3 [{Xi{k—uk—l}i=0~~-12nm] = Sigma-Point (ii_l‘k_l, (P§_1|k_1)%:*/nw I )\)

4 pour i =0,...,2n, faire

5 ‘ Xij;k\kfl = f(Xz‘];k—l\k—l’ukfl)

6 finpour

7 # = Moy ({Xzik‘k_l}izo,m,znz,)\)

8 pour m=1,..., M faire

9 33?\?—1 =i + o™
10 PIgI’;n—l = Corr <{Xij;k\k-—1 - ié]?—l’ Xij;k-lk—l - jiy\;n—l}ﬁow-w?"wv @, B, ”) +Q™
1 (Piii )% = Chol (PI7, )
12 [{ngﬁc,l}i:o,mznz} = Sigma-Point (:i:f;’lfil, (P,zl’,j:l)%, \/m)
13 pour ¢ = 0,...,2n, faire
14 |z =R )
15 finpour
16 ;:vj’m = Moy ({Zij,}:rk—l}izov'”gnz s )\)
17 pour p=1,..., P faire
18 Bih = 20" 4 o
19 St = Corr ({2470, = A0 ZLT s = B Yimorian, 0, B 1) + B
20 )™ = Corr ({A;{,C',H — B ST Yo, o B H)
2 K™ =Tmn (SEen) s aie? = aii, + KU (a0 — 2500
2 P = PUT, — KPS (K1)
23 o = N (Zk,zi‘;"_”l,Si‘;f_pl
24 WP =g
25 finpour
26 finpour
27 finpour
28 pour j=1...,Jk_1,m=1,...,M,p=1,...,P faire

. gim,p

29 ,y]]c,m,p = = j"m’ p’

gt pt Vi

30 finpour
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FIGURE 4.2: Résultat de l'estimation (FKU) dans le repére monde aux itérations
{1,3,11,20,152,399} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : exemple de mise
en échec du FKU initialisé avec une distribution a priori gaussienne trés étalée. Effondrement
prématuré de la matrice de covariance du filtre et perte de consistance de I’estimateur.

Dans la figure 4.2, le probléme d’initialisation d’'un FKU avec une distribution gaussienne trés
étalée est mis en évidence. La figure montre que 'ellipse initiale, trés large, rétrécit trés fortement
deés les premiéres itérations, avec une nette perte de consistance (filtre beaucoup trop optimiste) :
moyenne a posteriori trés élognée des réalisations de I'état, et ellipse de confiance trés resserrée
autour de cette moyenne.

Dans les figures 4.3 & 4.9, on illustre le fait qu’une approche par FKU-MH permet de garantir
la consistance du filtre avec une initialisation trés peu informative. En outre, les effets du type
de mouvement du capteur sur les résultats de localisation d’une source statique sont étudiés
qualitativement. Pour toutes ces simulations, les paramétres de réglage sont les mémes : émetteur
immobile, faible bruit de mesure, conditions initiales identiques. Seule la trajectoire du capteur
différe d’une simulation & l’autre. Le filtre est initialisé avec une mixture de 24 hypothéses
gaussiennes, couvrant un disque de rayon 3m centré sur le point milieu du capteur.
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FIGURE 4.3: Résultat de l'estimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,5,31,63,304,399} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : capteur immobile.

En figure 4.3, le capteur est immobile. Aux premiéres itérations, les hypothéses du mélange
caractérisant la distribution a posteriori de ’état se répartissent le long de deux directions : la
direction donnée par (RE) et la direction symétrique par rapport a (RR;). Ce résultat n’est
pas surprenant lorsqu’on fait le lien avec la figure 2.2, dans laquelle les isolignes de la fonction
d’observation sont tracées. Cette figure nous indique qu’instantanément, une observation ne
renseigne que sur la direction de la source (azimut 9), et pas sa distance. Elle illustre aussi le
probléme d’ambiguité avant-arriére, du fait que deux sources provenant des directions respectives
¥ et m— 1 «générenty exactement la méme observation. Tant que le capteur ne se déplace pas, on
a donc peu d’information sur la distance de la source, et une ambiguité avant-arriére. On remarque
aussi en figure 4.3 que tant que 'ambiguité avant-arriére est présente, la gaussienne «moment-
matchée» est une approximation trés pauvre de la distribution de I’état. De par ’ambiguité
portée par la fonction d’observation (et donc de la vraisemblance de ’état par rapport aux
observations), la distribution «vraie» de 'état est par essence multimodale, et on comprend bien
qu’une hypothése gaussienne unique ne suffit pas a la caractériser. Cela explique en partie le
constat relatif a la figure 4.2.
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FIGURE 4.4: Résultat de l'estimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,14,16,20,177,399} (sens de lecture de gauche & droite et de de haut en bas) : rotation
du capteur autour de zpy.

En figure 4.4, le capteur effectue une rotation autour de son axe zg (vitesse de rotation wy
constante, vitesses de translation vgy, vg, nulles). Comme on peut le voir, ce type de mouvement
permet de lever 'ambiguité avant-arriére. Ceci peut se comprendre de maniére assez intuitive. En
tournant le capteur dans le sens positif par exemple, I'ITD «vraie» correspondant a une source
placée «a l'avant» (resp. «a l'arriére») du capteur est sensée croitre (resp. décroitre). Les variations
de la trajectoire d’observation au cours du temps permettent donc de lever cette ambiguité. On en
donne ici une explication simplifiée. Au cours de chaque itération du FKU-MH, la distribution de
I'observation prédite conditionnellement a chacune des hypothéses de la distribution a posteriori
de I'état a l'itération précédente est calculée. De par la dynamique du systéme, une variation
négative (resp. positive) du processus d’observation sera prédite au niveau des hypothéses placées
a l'arriére (resp. a Iavant) du capteur. Du fait que I"émetteur est en réalité placé a 'avant du
capteur, I’évaluation de la densité de prédiction de I'observation associée & chaque hypothése en
I’observation courante va donc favoriser a posteriori les hypothéses situées a ’avant du capteur.
On remarque par ailleurs que ce type de mouvement ne permet pas de récupérer de I'information
sur la distance, du fait que Uellipse & 99% de la gaussienne «mode-matchée» reste trés étalée
dans la direction (RE).
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FIGURE 4.5: Résultat de l'estimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,6,39,66,129,198} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : translation du
capteur dans le sens donné par yg.

En figure 4.4, le capteur se déplace dans la direction et le sens donnés par y_ﬁ (vitesses v,
constante positive, v, et w, nulles). Dans ce cas de figure, la dynamique du capteur ne permet
pas de lever 'ambiguité avant-arriére, mais a cette ambiguité prés, donne une grande information
sur la distance relative, dans le sens ot & 'itération finale, la densité de I’état a posteriori est
caractérisée par une mixture de deux hypothéses : une hypothése trés étroite resserrée autour de
la position vraie de I’émetteur, et une hypothése symétrique par rapport & (RRy).
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FIGURE 4.6: Résultat de lestimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,14,75,100,104, 149} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : combinaison
de translation et rotation du capteur.

En figure 4.6, une combinaison de translations et rotation est appliquée au capteur. A la
différence des cas 4.4—4.5, le mouvement permet ici de lever 'ambiguité avant-arriére et de
récupérer une information précise sur la distance. L’ellipse de confiance a l'itération finale est
trés resserrée autour de la position vraie de 'émetteur. La quantité d’information que 1’on peut
récupérer dépend bien str des bruits de dynamique et d’observation. Ici le bruit de dynamique
est trés faible (émetteur complétement immobile, peu d’aléa sur le déplacement du capteur), de
sorte que si le mouvement et suffisamment informatif, on récupére une information extrémement
précise sur la position de I’émetteur.
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FIGURE 4.7: Résultat de l'estimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,2,3,7,30,74} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : rotation du point
milieu du capteur autour de ’émetteur, le vecteur zr pointant vers I’émetteur.

En figure 4.7, le point milieu du capteur effectue une rotation autour de ’émetteur, et le
vecteur z_ﬁ «pointe» vers I’émetteur. On constate que ce type de mouvement permet de récupérer
une information trés précise sur la position de I’émetteur en un temps trés court. L’interprétation
de ce résultat peut se faire en analysant a nouveau la figure 2.2. Le gradient de la fonction
d’observation en tout point du plan est perpendiculaire & l'isoligne passant par ce point, et sa
norme est d’autant plus élevée que les isolignes sont resserrées au voisinage de ce point. Pour
un émetteur dont la direction d’arrivée forme un angle de 0° avec Z%, on se trouve dans un cas
ou, pour une distance donnée, la norme du gradient atteint sa valeur maximale (& une faible
variation d’azimut ¥ correspond une forte variation de la fonction d’observation). On se trouve
donc dans un cas o «localement» les observations sont trés informatives sur 1’état du systéme,
ce qui permet de récupérer de I'information rapidement sans nécessité d’un grand déplacement
du capteur.
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FIGURE 4.8: Résultat de lestimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,14,75,100, 104, 149} (sens de lecture de gauche & droite et de de haut en bas) : rotation du
point milieu du capteur autour de ’émetteur, le vecteur —ygr pointant vers I’émetteur.

En figure 4.8, le centre du capteur effectue le méme mouvement qu’en figure 4.7, mais cette
fois ci le vecteur —y_ﬁ pointe dans la direction de ’émetteur. Dans ce cas de figure, & comparer
avec le cas 4.7, un déplacement bien plus important est nécessaire pour que la densité a posterior:
de I'état devienne suffisamment informative. On est ici dans un cas trés défavorable, du fait que
le gradient de la fonction d’information est proche du vecteur nul lorsque I’émetteur se trouve au
voisinage de l'axe (RRy).

Les scénarios présentés aux figures 4.3 & 4.8 soulévent un probléme particuliérement intéressant :
celui de la définition d’une stratégie de déplacement optimale au sens d’un critére d’information,
i.e. le probléme de savoir comment commander le robot, sur la base de la perception auditive,
pour récupérer un maximum d’information sur la position de ’émetteur en un temps minimal.
Ce probléme n’entre pas dans le cadre de cette thése (dans le sens ou 'on ne cherche jamais a
commander spécifiquement le robot, mais simplement exploiter la connaissance de ses ordres
moteurs), mais en constitue une prospective.

Les scénarios présentés aux figures 4.9-4.10 visent quant & eux & illustrer certains points de
discussion lorsque I’émetteur effectue une marche aléatoire sans direction privilégiée.
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FIGURE 4.9: Résultat de l'estimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,41,84,183,192,210} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : vitesses
de I'émetteur aléatoires centrées gaussiennes décorrélées. Effet du passage de I'émetteur & travers
I’axe yr du capteur lorsque la dynamique de I’émetteur est permissive.

En figure 4.9, la vitesse de I’émetteur est générée par un processus aléatoire centré blanc
gaussien de matrice de covariance connue. Les résultats de la simulation montrent certains aspects
intéressants quand la source «coupey» l’axe y_ﬁ du repére du capteur. Alors qu’a l'itération 84
la densité a posteriori est plutdt informative, on constate une perte d’information rapide aux
itérations 183 et 192, lorsque I’émetteur est & un azimut 6 voisin de 90°. Comme on I’a vu
précédemment, pour un tel cas de figure, les observations apportent trés peu d’information sur
les variables d’état. Dans ce cas, la perte d’information inhérente & 'intégration du bruit de
dynamique au cours du temps prend le dessus sur I'information apportée par les observations :
les hypothéses de la distribution a posteriori de I’état s’étalent. Dés que le systéme s’éloigne de
ce point de fonctionnement défavorable, les ellipses de confiance se resserrent de nouveau autour
de la position de I’émetteur.
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FIGURE 4.10: Résultat de l'estimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,76,246, 254,280,299} (sens de lecture de gauche & droite et de de haut en bas) : vitesses de
I’émetteur aléatoires gaussiennes. Effet du passage de I’émetteur a travers I’axe ygr du capteur
lorsque la dynamique de ’émetteur est trés permissive. Perte momentanée de consistance du
filtre.

En figure 4.10, la source se déplace selon une marche aléatoire, de diffusion plus importante
qu’au scénario de la figure 4.9. Le méme constat y est fait, & ceci prés que lorsque 1’émetteur est
dans une direction peu informative, les hypothéses du mélange s’étalent beaucoup plus rapidement,
du fait que le mouvement de ’émetteur est beaucoup plus permissif qu’en figure 4.9. Lorsque
I’émetteur et le capteur sont relativement proches, ceci peu soulever un probléme de perte de
consistance. Pour des dynamiques fortement bruitées, il faut alors envisager d’utiliser une stratégie
FKU-MG & la place d’une stratégie FKU-MH. Ceci n’est pas testé dans ce manuscrit, mais fait
I’objet de travaux futurs.

4.5 LIENS AVEC LE PROBLEME DU Bearings-Only Tracking

Dans le probléme considéré, pour une source en champ lointain, les observations n’apportent
d’information significative que sur son azimut ¢ (si ces observations ne sont pas fusionnées avec
les ordres moteurs du capteur). Le probléme étudié s’apparente donc fortement au probléme de
Bearings-Only Tracking-BOT, qui trouve des applications dans de nombreux domaines, comme
par exemple le suivi de cible & partir des mesures radar ou sonar (e.g. pour des applications
militaires). L’application du FKE au probléme de BOT et les problémes sous-jacents ont regu une
attention considérable dans la littérature. Au départ, le systéme de coordonnées cartésien était
exclusivement employé pour la représentation d’état du systéme. Avec cette paramétrisation, un
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comportement instable du FKE fut mis en évidence expérimentalement : «effondrement» prématuré
de la matrice de covariance, perte de consistance du filtre, etc. Aidala fut I'un des premiers
a étudier théoriquement le comportement du FKE dans le probléme du BOT [Aidala, 1979].
L’analyse porte sur la représentation d’état a temps discret suivante (déduite de maniére exacte
d’une représentation d’état & temps continu sous hypothése que la commande u est bloquée a
lordre zéro a la période d’échantillonnage Ty du systéme)

Xk+1 — FXk - Guk,

4.5.1
zp = h(xg) + vi, (4:5.1)
avec
1010 3 0
10101 | 0 2
F=10010l 6= 3 (4.5.2)
0001 0 1

Ci-dessus, x désigne le processus de bruit d’observation, centré gaussien. Le processus d’état
x £ [ry, 1y, Tsvz, Tsvy]’ regroupe a chaque instant les composantes dans le repére monde des
position et vitesse (normalisée par rapport a la période d’échantillonnage) relatives de la cible par
rapport & I'observateur. La commande u 2 [az,, ayo)' regroupe les composantes—déterministes
et connues—dans le repére monde de l'accélération de 'observateur par rapport au monde.
L’équation d’état traduit ici un mouvement rectiligne et uniforme de la cible par rapport au
monde, sans bruit de dynamique. Le processus d’observation est constitué a chaque instant de
valeurs bruitées de I'angle 8 formé par le vecteur observateur-cible, dont ’expression dans le
repére monde est notée (7)]_-0 £ [ry, 7], et une direction de référence o (e.g. le Nord). Cette

angle 3 (bearing) s’écrit § = (ﬁ), de sorte que I’équation d’observation dans (4.5.1) s’écrit
plus précisément

zj, = arctan (Tz) + V. (4.5.3)

Ty

Dans [Aidala, 1979], les causes du phénomeéne d’effondrement prématuré de la matrice de cova-
riance du FKE sont examinées a travers le développement d’expressions analytiques des moments
To|k, Pojr de la densité de lissage p(wo|21.). 1l est d’abord expliqué qu’en 'absence d’erreur de
prédiction sur la direction de la cible, une information sur la distance relative ne peut étre
récupérée qu’en présence d’une manceuvre du capteur (accélération non nulle de celui-ci). Mathé-
matiquement, ceci se traduit par le fait que la matrice d’observabilité du systéme (voir Particle
cité en référence pour la définition de cette matrice) n’est pas de rang plein tant que le capteur n’a
pas effectué une manoceuvre. En présence d’erreur de prédiction sur la direction de ’émetteur, il
est montré que le rang de la matrice d’observabilité peut devenir plein avant méme une manceuvre
du capteur. Ce fait traduit un phénoméne de «fausse observabilité» et lorsque le FKE est initialisé
avec une matrice de covariance a forts ccefficients, ’analyse montre que Fy, peut subitement
s’effondrer, entrainant une perte de consistance du filtre et une sous-estimation trés nette de la
distance de la cible.

Dans [Aidala et Hammel, 1983|, il est suggéré et montré que le systéme de coordonnées
cartésien utilisé pour la représentation d’état du systéme n’est pas le plus adéquat. Les auteurs
proposent alors d’utiliser une autre représentation, et de paramétrer le probléme en terme
de coordonnées polaires modifiées, i.e. d’'utiliser le vecteur d’état X = [ﬂ,B, r/r,1/r]". Si cette
représentation rend I’équation d’état non linéaire et relativement compliquée, elle rend en revanche
I’équation d’observation linéaire. Les auteurs montrent alors que tant que le capteur n’a pas
effectué de manceuvre, il existe un découplage naturel des composantes «observables» et «non-
observables» du vecteur xg, ce qui permet d’éviter le phénomene de fausse observabilité évoqué
précédemment.
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Dans [Peach, 1995], il est constaté que 'utilisation des coordonnées polaires modifiées ne
résout pas systématiquement les problémes de consistance du FKE. Il est proposé, au lieu d’utiliser
un unique FKE avec une initialisation trés pessimiste (nécessaire lorsque l'on a pas d’information
a priori sur 'état), d’utiliser une banque de FKE paramétrés en distance. L’idée est, a partir
d’une observation initiale, i.e. une mesure bruitée zg de 5y, d’initialiser J FKE en paralléle, tous
initialisés avec la méme valeur moyenne BO‘O relative & la composante f—déduite de zp—mais
avec des valeurs initiales différentes de 7| relatives a la distance r. La procédure d’initialisation
est expliquée en détail dans [Peach, 1995|. Selon les auteurs, cette stratégie multi-hypothéses
peut étre appliquée a n’importe quel systéme de coordonnées (cartésiennes, polaires modifiées, ou
autres variantes de la littérature). Cependant, le nombre minimal J de filtres & initialiser dans
la procédure pour obtenir des résultats consistants peut varier d’un systéme de coordonnées a
I’autre, et on peut s’attendre & nombre J plus faible pour le systéme polaire modifié, de par les
considérations précédentes.

Dans [Brehard et Le Cadre, 2007], une autre difficulté relative au probléme du BOT—rarement
évoquée dans la litérature—est soulevée. En effet, les considérations précédentes ne portent que
sur des systémes dont la dynamique n’est pas bruitée. Comme dans la plupart des problémes de
filtrage, les statistiques du bruit de dynamique ne sont pas connues et sont difficiles & estimer a
priori. 11 faut en général effectuer des hypothéses a leur sujet (tuning du filtre). En général,
I’amplitude du bruit de dynamique a utiliser comme paramétre du filtre est choisie relativement
grande, car la prendre plus petite que 'amplitude «vraie»—inconnue—risquerait de compromettre
la consistance du filtre. L’amplitude du bruit de dynamique est donc généralement surévaluée,
quitte & avoir des résultats un peu trop pessimistes mais consistants. Or, dans le cas du BOT,
[Brehard et Le Cadre, 2007] a montré en simulation que surévaluer le bruit de dynamique du
systéme peut mener aux conclusions contraires (indépendamment du systéme de coordonnées
choisi, ou du choix d’une stratégie particulaire/Kalman). Plus spécifiquement, lorsque le capteur
n’effectue pas de manceuvre pour «récupérer ’observabilité» sur la distance de I’émetteur, une
«surévaluation» de la distance et une perte de consistance du filtre sont constatés. En mettant le
probléme en équation avec le systéme de coordonnées polaires logarithmiques, et considérant un
bruit de dynamique centré gaussien de matrice de covariance

Q =00, (4.5.4)

ol Q est une matrice normalisée donnant la structure de Q et o est le facteur d’amplitude du
bruit, les auteurs constatent qu’en ’absence de manceuvre les quantités o et r, n’apparaissent
pas séparément dans les équations de dynamique, mais que seul leur rapport

Gp = (4.5.5)
Tk

y est présent. Les auteurs appellent ce rapport «variance naturelle du systémey». En conséquence,
en l'absence de manceuvre, la quantité que l'on peut espérer estimer est g et non 1/r; (ou
son logarithme pj dans le systéme polaire logarithmique). Les auteurs proposent ensuite un
filtre particulaire hiérarchique pour résoudre le probléme évoqué dans le cas ou pp n’est pas
«observablex. Ce filtre fonctionne en deux étapes. La premiére consiste a estimer (y, Bk, Pk, 0k (les
variables considérées «observables» en I'absence de manceuvre), puis sur la base de cette étape, la
connaissance a priori sur pi est mise a jour. Des résultats de simulation montrent que ’approche
proposée permet, en ’absence de manoeuvre, d’obtenir des résultats bien plus consistants que
ceux d’un filtre particulaire SIR par exemple. Par contre, dans les exemples données les filtres

emploient 5000 particules, ce qui demeure relativement élevé.
Comme on l’a dit, le probléme BOT s’apparente & notre probléme de filtrage a partir de
mesures d’I'TD, mais il existe des différences notables entre les deux problémes. Premiérement,
dans le BOT, le capteur est supposé ponctuel, et la direction observateur-émetteur 5 est donnée
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par rapport & une direction de référence liée au monde. Dans notre cas, la direction de 1’émetteur
0 est définie par rapport a l'axe zg lié au capteur. Dans le BOT (resp. notre probléme), les
observations sont des versions bruitées de 8 (resp. de I'I'TD, fonction non-inversible de 6, de par
I'ambiguité avant-arriére). Dans le BOT, quel que soit 1'état, les observations renseignent toujours
de la méme maniére sur 8 (fonction d’observation linéaire dans le systéme de coordonnées polaire,
polaire modifié, etc. et bruit d’observation supposé indépendant de 1’état). Dans notre probléme,
I'information portée par les observations est dépendante de 6 (cf figures 4.7 & 4.10). Enfin, dans
le BOT (resp. notre probléme), le capteur est commandé en accélération de translation (resp.
vitesses de translation et rotation). Aussi les résultats théoriques développés dans les contributions
précédentes ne peuvent pas rigoureusement se transposer & notre probléme.

Si par exemple dans notre probléme ’émetteur est supposé se déplacer en mouvement rectiligne
et uniforme, il n’est pas du tout certain qu'une transformation du type

(ey, €2, VEy, vEz) = (0,0,7/r,1/r) (4.5.6)

nous permette de «découpler» les variables observables des variables «inobservables» en I’absence
de manceuvre, ni méme qu’elle nous donne toujours une description minimale du méme probléme
physique. La recherche d’autres types de paramétrisations pour caractériser notre probléme
demande une étude plus approfondie des équations d’état présentées en introduction de cette
thése, peut faire 'objet de futurs travaux, mais ne sera pas abordée dans cette thése. On
se contentera donc d’utiliser les équations et variables d’état données au §1.2, sauf lorsqu’on
considérera une téte, auquel cas nous utiliserons le systéme de coordonnées polaires (avec un
émetteur statique par rapport au monde, vg, = v, = 0), mais pour des raisons autres que celles
énoncées précédemment, que on spécifiera le moment venu.

On peut par contre remarquer par un simple exemple de simulation que les difficultés liées
au «tuning» du bruit de dynamique dans le probléme du BOT s’appliquent également a notre
probléme. C’est I'objet de la figure 4.11, ot le capteur effectue un mouvement de rotation autour
de I'axe 3, sans translation de son centre R. L'émetteur effectue une marche aléatoire avec un
certain parameétre de diffusion (variance du bruit de dynamique). Le filtre repose également sur
ce modéle, mais le paramétre de diffusion est surévalué d’un facteur 10. On arrive au méme genre
de conclusion que dans [Brehard et Le Cadre, 2007], & savoir une perte de consistance du filtre
et une surestimation de la distance de ’émetteur.
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FIGURE 4.11: Résultat de l'estimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,11,52,105, 316,399} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : vitesses
de I’émetteur aléatoires gaussiennes. Effet de la sur-évaluation du paramétre de la dynamique
de ’émetteur lorsque le mouvement du capteur est peu informatif sur la distance. Perte de
consistance du filtre, sur-évaluation de la distance de I’émetteur.

Ce genre de constat souléve un autre type de probléme spécifique & la robotique. Lorsqu’une
stratégie de filtrage basée sur 'I'TD est appliquée pour localiser par exemple un locuteur humain, la
dynamique du locuteur est difficile & modéliser. En robotique, on a souvent recours & des modéles
de type marche aléatoire corrélée/décorrélée, processus de Langevin, trés pessimistes (permissifs)
pour «capturer» des erreurs de modéle et les bruits. Le fait qu'un humain puisse changer de
dynamique au cours du temps est source de difficultés, puisque ce genre de solution risque trés
fortement de donner des résultats similaires & ceux présentés en figure 4.11, en particulier pour
un capteur immobile. Cela remet aussi en cause la présentation de certains travaux en robotique,
ou seule la moyenne a posteriori est présentée sans considérer de région de confiance associée.

4.6 GESTION DE FAUSSES MESURES

Du fait de la mobilité du capteur et/ou de I'’émetteur et de la non-stationnarité du signal émis,
les fenétres d’observation sur lesquelles sont calculés les temps de retard sont relativement courtes
(typiquement quelques dizaines de millisecondes). Les statistiques de 'estimateur de ITD peuvent
alors varier fortement d’une fenétre d’observation & 'autre. Pour illustrer ce propos, la figure 4.12
montre les ITD théorique et estimé au cours du temps pour un capteur mobile en champ libre et
un haut-parleur statique émettant un signal de voix humaine dans une chambre acoustique trés
peu réverbérante. Les ITD théoriques sont déduites des positions vraies du haut-parleur et du



120 CHAPITRE 4. FILTRAGE BAYESIEN

3
25X 10 ‘ :

- ~perceived signal =—=theoretical ITD (s) ——extracted ITD (s) ‘

2

i | , ] 9 | [
155 ‘ = e [

time (s)

FIGURE 4.12: ITD théorique (trait plein marron) et estimé (points noirs) au cours du temps pour
un capteur mobile en champ libre et un haut-parleur immobile émettant un signal de voix. Le
signal percus en I'un des microphones (gris clair) est visible en arriére plan.

capteur, enregistrées au cours du mouvement avec un systéme de capture de mouvement. Les
ITD sont calculés tous les 50ms avec la méthode de corrélation croisée généralisée & partir de
séquences audio de 10ms. L’acquisition audio est faite a 44.1kHz, et du fait que la précision de la
corrélation croisée généralisée discréte est limitée par la fréquence d’échantillonnage, celle-ci est
interpolée en insérant des zéros entre les échantillons de la séquence originale avant d’appliquer
un filtre passe pas. Comme la figure le montre, la plupart des I'TD extraits coincident avec
les valeurs théoriques, tandis que certains semblent étre de fausses mesures indépendantes de
la position relative de I’émetteur par rapport au récepteur. La figure montre que ces fausses
observations se manifestent méme dans des conditions acoustiques idéales (peu de bruit lié a
I'environnement, réverbérations trés faibles), et on peut s’attendre & des résultats bien pires dans
des environnements plus réalistes.

Notons que la fréquence d’apparition des fausses mesures dépend de la durée T' de la fenétre
d’observation, mais que ce paramétre doit étre choisi avec soin, du fait que le vrai temps de retard
a estimer ne doit pas varier significativement pendant la durée d’observation T pour que 'ETR
ait un sens |[Knapp et Carter, 1976]. C’est d’une importance fondamentale lorsque I’émetteur et
le récepteur sont en mouvement.

A Modéle & une mesure

Des considérations précédentes, un modéle d’observation est proposé, tenant compte de la
non-stationnarité du signal de I’émetteur. Il est supposé qu’a chaque instant k, 'observation
zr—ri.e. 'ETR—conditionnellement & x; peut suivre I'une des deux lois suivantes :

— Une ddp uniforme de support symétrique D=[—D,,, D,,] (ot D,, = 2?“ est la valeur maxi-
male que peut prendre le temps de retard physique théorique entre les deux microphones)
lorsqu’a l'instant considéré le RSB et/ou le produit temps-largeur de bande (BT) ne sont
pas suffisamment élevés pour que l'estimateur de ITD apporte suffissamment d’information
sur la position de I’émetteur. Ce cas sera mentionné ultérieurement sous le nom de cas de
fausse mesure.

— Une ddp gaussienne déduite de (4.2.7), ou h est donné par (1.2.41) et on v est centré blanc
et gaussien, de variance connue et relativement faible, lorsqu’a I'instant considéré le RSB et
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le produit temps-largeur de bande sont suffisamment élevés pour apporter une information

précise et sans ambiguité sur la position de la source. Ce cas sera mentionné ultérieurement

sous le nom de cas de mesure correcte.
Cette représentation binaire est une approximation grossiére de la réalité, puisque, d’apres les
discussions du §2.2.5, il peut exister en pratique des mesures entre fausses et correctes (notamment
lorsque le signal présente des caractéristiques faible bande). On a également fait ’hypothése, tout
comme dans [Knapp et Carter, 1976]-[Weiss et Weinstein, 1983]-[Weinstein et Weiss, 1984], que
les bruits de mesure des récepteurs sont indépendants I'un de l'autre et indépendants du signal
de I'émetteur. Notons que, bien que les algorithmes ne soient pas évalués en milieux réver-
bérants, 'apparition d’observations aberrantes est aussi une caractéristique de ce genre de
milieux [Gustafsson et al., 2003]-[Champagne et al., 1996]. Cependant, ’hypothése de fausses
observations uniformément distribuées n’est généralement pas trés pertinente pour des milieux
fortement réverbérants.

Au vu des discussions précédentes, un schéma de filtrage exploitant 1’équation d’observa-
tion (4.2.7) uniquement ne serait donc pas adapté pour le modeéle d’observation décrit ci-dessus.
En effet, si la variance du bruit d’observation d’un filtre FKU-MH était réglée de maniére a
coincider précisément avec la valeur vraie de la variance des observations correctes, alors les
fausses mesures, ayant une distribution bien plus large, compromettraient la stabilité du filtre. A
contrario, si cette variance était sur-évaluée par rapport a la variance des observations correctes,
de maniére, en quelque sorte, a «capturer» les statistiques des fausses mesures, alors la précision
du filtre serait remise en cause et on pourrait s’attendre & un comportement trop pessimiste du
filtre.

La figure 4.13 illustre la mise en échec du FKU-MH pour un modéle d’observation «réaliste»
conforme au modéle proposé précédemment, et un filtre basé sur 'hypothése d’absence de fausses
mesures. Les paramétres de la simulation ont été réglés de sorte qu’a chaque instant, une fausse
observation apparait avec une probabilité de 0.9. Comme on peut 'observer, quelques fausses
observations suffisent & complétement «déstabiliser» le filtre.

Une possibilité pour résoudre ce probléme serait de définir une procédure externe qui sélec-
tionne les observations a assimiler par le filtre en fonction d’un critére judicieucement choisi
[Bar-Shalom et Li, 1995|, par exemple utiliser le critére AIC défini en §3.2. Le probléme est
qu’avec une certaine probabilité, des observations validées par le systéme de détection peuvent
étre en réalité fausses, et le filtre peut, dans ce cas, étre alimenté avec des observations fausses en
«croyant» celles-ci correctes. En outre, ’algorithme de détection repose sur certaines hypothéses
simplificatrices qui peuvent étre violées dans un environnement réel (de "fausses" sources addition-
nelles peuvent apparaitre fugitivement, différentes de la source suivie, bruit de I’environnement
non stationnaire et non spatialement blanc, etc.). Sachant qu’une seule fausse observation validée
peut avoir de grandes conséquences sur la consistance du filtre, on propose une autre solution. La
stratégie proposée ci-dessous prend en compte les fausses mesures d’une maniére probabiliste, en
exploitant le modéle d’observation binaire décrit précédemment.

Considérons qu’a l'itération k la densité de prédiction de 1’état est correctement décrite par le
mélange de gaussiennes

J

p(arlzin-1) =Y wi_yp(zi|z1e—1,m;), (4.6.1)
j=1

L 4 ) ; 4 o
avec p(zg|z1k—1,m5) =N (zk; l‘i:‘k_l, Plg\k—l)’ wy._ =p(mj|z1.6-1) et > =1 w]_,;=1. On définit
la variable aléatoire discréte binaire Ij, comme suit

(4.6.2)

I, — 1 si z; est une mesure correcte,
k 0 sinon.
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FIGURE 4.13: Résultat de l'estimation (FKU-MH) dans le repére monde aux itérations
{1,10,11,27,108,355} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : émetteur
immobile. Effet de la non prise en compte des fausses observations dans la stratégie de filtrage.

qui indique par sa valeur si 'observation courante est bonne ou mauvaise. Une observation fausse
zj, est supposée indépendante de x et de z1.5_1, et suit une loi uniforme sur la région D, de
sorte que

p(zk|21:k—1,mj, Iy = 0) =U (21, D) . (4.6.3)

Une observation correcte zj a pour ddp, conditionnellement & z1.,—1 et m;,
p(zk‘zl:k—lymja I = 1) =N (Zk'a Zk|k 1 Sk|k 1) (464)

ol zil}c " Si" s_1» les moments de I'observation predlte sous I’hypothese m; sachant qu’elle est

bonne, sont calculés & partir des moments a:k‘ o1’ k| w1 dans I'é¢tape de prédiction d'un FKU.
En appliquant le théoreme des probabilités totales par rapport aux modes m; et aux réalisations
possibles de Iy, on peut exprimer la densité de filtrage a l'itération k comme suit

J 1

plokla1r) ZwiZVi (w5 L) (4.6.5)

avec wi £ P{M = mj|21.4} et ’yk’ 2 P{1}, = i|2. k,m]} Les moments de (xk|zl ks My, Iy = 1), notés

#0b Phl o sont caleulés a partir des moments xkl b1 Pk 2921 gl et de 'observation

Telkr Lke|k k— 1’Zk|k 1= k|k—1

courante z dans I’étape de correction du FKU. Les moments & Ai] 0 P ok 0 sont tout simplement égaux



4.6. GESTION DE FAUSSES MESURES 123

a a?i:‘ k17 PZ\ x_1> du fait qu'une fausse observation est indépendante de I’état. Les probabilités a

posteriori yi’ sont obtenues par application de la régle de Bayes selon

P(zkl2rk-1,m5, T = D)P{Tp =i} _ 4D

, 4.6.6
p(2k|21:6—1, M) o ( )

Ji_
e =

ol Efcz =S p(2k|21:6—1,mj, I = @) est donné en fonction de i aux équations (4.6.3)-(4.6.4),
P, = P{I; = i} est supposé indépendant des observations passées et de I’état, et ou

G2 p(zrloin-1,my) = 41 P+ R, (4.6.7)

Des calculs précédents, on déduit que pour une densité de prédiction a J hypothéses gaussiennes, on
obtient une densité de filtrage a 2J hypothéses gaussiennes. L’algorithme présenté ici s’apparente
au FKU-MG, si ce n’est que la densité de 1’observation conditionnellement & I’état est ici un
mélange d’une loi gaussienne et d’une loi uniforme et non un mélange de gaussiennes. Tout comme
pour le filtre & mélange de gaussiennes, on peut avoir recours & divers algorithmes de gestion des
hypotheéses plus ou moins élaborés pour éviter la croissance exponentielle du nombre de modes
au cours du temps. Une stratégie simple consiste, & chaque itération, a fusionner les modes {j,0}
et {j,1} selon

1
Bl = 20 e (4.6.8)
1=0
] J,t J 5t ~J, ~J ~J5t ~J
P = 2 (Pklk + (xkvc - kac) (xkuf - ka) > (4.6.9)
=0

De sorte que la densité de filtrage de ’état est approximée par le mélange

J

=1

ol wi, la probabilité a posteriori de I’hypothése m;, est donnée par

j Eiwiq
szl kWk—1

La stratégie est résumée dans I’algorithme 83. La figure 4.14 montre le résultat d'une stratégie
(FKU-MH-GFM) dans le méme scénario que celui de la figure 4.13 (vérité terrain identique, mémes
itérations). On voit clairement que la stratégie proposée permet de garantir la consistance de
I’estimation, en dépit des fausses mesures.

3. remarque concernant l’algorithme 8 : la constante de normalisation Li n’a pas d’intérét en soi et il n’est
donc pas nécessaire de retourner sa valeur en sortie de 'algorithme. Cependant, lorsque le FKU-MH-GFM est
utilisé dans 'une des stratégies de détection présentées au §4.7, cette constante est utilisée dans des calculs plus
haut niveau.
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FIGURE 4.14: Résultat de 'estimation (FKU-MH-GFM) dans le repére monde aux itérations
{1,10,11,27,108,355} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas) : émetteur
immobile. Consistance de I'estimateur lorsque les fausses observations sont explicitement prises
en compte dans la stratégie de filtrage.

B Modéle a mesures multiples

Certains auteurs proposent, plutot que construire une observation en extrayant I’argument qui
maximise la corrélation croisée généralisée, de poser un seuil sur la corrélation croisée généralisée,
et de déterminer tous les extrema locaux de celle-ci au dessus de ce seuil. Les arguments de
ces extrema sont ensuite extraits pour construire & chaque instant un jeu d’observations. L’idée
sous-jacente est qu’en milieu réverbérant par exemple, la corrélation croisée généralisée admet
plusieurs pics, et que le plus haut pic ne correspond pas toujours & la position de la source.
Pour éviter de «manquer le bon pic», on en sélectionne un certain nombre, dont les arguments
constituent un jeu d’observation. Le probléme qui se pose est donc de décider quelle observation
doit étre assimilée dans le schéma de filtrage. Le filtre Probabilistic Data Association Filter
(PDAF) proposé dans [Bar-Shalom et Li, 1995| permet, comme son nom l'indique, de gérer ces
observations multiples de maniére probabiliste. On en décrit le principe, ainsi que le modéle
d’observation sur lequel il repose.

A chaque instant, un ensemble d’observations est disponible. Parmi ces observations, seules
celles qui se sont réalisées dans un sous-ensemble de I’espace d’observation—appelé domaine de
validation *—noté Dy, sont exploitées dans la stratégie de filtrage. On parle d’observations validées.
A chaque instant, le nombre d’observations validées est représenté par une variable aléatoire

4. wvalidation gate
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Algorithme 8 : Sorties=FKU-MH-GFM(Entrées)
FKU Multi-Hypothéses a Gestion de Fausses Mesures

Entrées : {iifl\k—l’Pszukfﬂwi—l} L JUk—1,2k, [, h, Q, R
Sorties : {iilk,lek,wi} - J Lt
j=1,...,J

1 pour j=1,...,J faire
Calcul des moments de (Xpk—1|m;,Ix=1), (Zkk—1|mj,Ix=1) et (xgk|m;,Ix=0) via une
étape du FKU

57,1 1 ~3,0 7,0 27,1 1
2 [mk\k’Pk\k’xk|k7Pk|k’Zk\k 17Sk\k 1] FKU( Ly 1)k— I’Pk 1k—1) Wk— 1,2k, fr by @, R)
Calcul du poids du mode m; a posteriors:
s | H=N (zk;zilm,sglkfl) Pr+U(21;D) Po s wl = Gl
Calcul des pondérations pour la fusion des modes {j,1} et {j,2}

Y J
N (Z’“’Z’Clkfl’s’c\kfl) B 450 = Ul D) o
= : syt =2 2000
b b

Fusion des modes, calcul des moments mode-matched
1
N B Jst 505
5 Thik = § :'Yk Tkk

.. . . . /
s J st 205 ~J ~J50 ~7
6 k|k § :’Yk (Pk\k (xk\k - xk|k> ('Tk\k - xk\k) )

7 finpour

g1
4 Vi

Calcul de la constante de normalisation des poids a posteriori

7
8 Lk :ijzzui
j=1
s . J
Normalisation des poids de sorte que } ., p(mj|z1x) =1
9 pour j=1,...,J faire
10 ‘ wl = w) /Ly

11 finpour

discréte ny dont on connait la réalisation ng. On note Z; ’ensemble (fini) des ny observations
validées a l'instant k

Zy={%} i1 (4.6.12)

Notons que Z; peut étre vu comme la réalisation d’un ensemble fini aléatoire, objet mathématique
pouvant étre totalement caractérisé par

— une loi discréte caractérisant le nombre d’éléments (cardinal) de ’ensemble fini.

— une famille de lois symétriques (invariantes par permutation quelconque des composantes),
caractérisant la répartition conjointe des éléments de I’ensemble, conditionnellement & leur
nombre.

C’est cette caractérisation qui sera exploitée dans les développements qui vont suivre. A noter
qu’avec le formalisme mathématique usuel relatif aux vecteurs aléatoires, la densité conjointe
de Zj n’a de sens que si elle est conditionnée sur I'événement {n; = n;}. Nous insistons
sur quelques éléments de terminologie pour clarifier la suite. Le terme «observation» désigne un
élément de Zj; (i.e. une valeur candidate d'ITD issue de la procédure décrite précédemment)
et non Zj, tout entier. Le terme «jeu d’observationsy fait, lui, référence a Zj. zk désigne le 7™M
élément de Zi, tandis que z; désigne un élément quelconque de cet ensemble. z; est une variable
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aléatoire dont la réalisation est zy.

On note Dy, le volume—Ile terme volume étant le terme générique, mais dans notre cas ou
I’espace d’observation est de dimension 1, il s’agit d’une longueur—de la région de validation Dy, a
Iinstant k. A chaque instant, on considére qu'une observation au plus provient de I'émetteur, i.e.,
conditionnellement & x; obéit a (4.2.7). On parle d’observation correcte. Les observations qui ne
sont pas correctes sont dites fausses, et sont supposées identiquement distribuées, indépendantes
les unes des autres et indépendantes du vecteur d’état. On suppose connue et indépendante du
temps la probabilité, notée Pp, qu'une observation (validée ou non) correcte soit présente parmi
I'ensemble des observations. On parle de probabilité de détection de la cible (en 'occurrence
I'émetteur). Comme au §4.6A, on considére que la densité de filtrage de 1'état a l'itération k — 1
est correctement approximée par le mélange de gaussiennes

J
p(xk—llzlsk—l) = Zwi,y/\/’ <xk—l;£?€,1|k,pP]z,1|k,1) ) (4613)
j=1
ou les indices j = 1,...J font référence aux modes mi,...,my; du mélange de gaussiennes

caractérisant la distribution initiale de I’état. On définit la probabilité
Py, £ P{z € Dg|Z1.5-1, 2k correcte} = L)k Zwi_l/\/ (zk; 2i|k—17 Si“@—l) dz, (4.6.14)
j=1

qu’une observation correcte a l'instant k soit validée, conditionnellement & Z7.;_71. L’intégrande
dans (4.6.14) représente la densité de prédiction d’une observation correcte, et est déduite de
p(xg| Z1.5—1) dans 'étape de prédiction du FKU-MH. On peut aussi écrire

J
Py => wl P (4.6.15)
j=1

avec P‘]}k = P{z; € Dy|Z1.k—1,2 correcte,m;}. Dans le cadre du PDAF initialement proposé
dans [Bar-Shalom et Li, 1995], les densités sont approximées par des gaussiennes, et en particulier

p(2k| 211, 2k correcte) = N (zk; Zhlk—1 Sk‘k.,l) ) (4.6.16)

La région de validation est alors définie comme D'ellipsoide a «a%» d’une observation correcte
prédite, i.e.

Dy, = {z (2 — ék\k—l)/slaglf,l(z — Zppp—1) < ’y(a)} , avec y(a) tel que Py, = a/100 (4.6.17)

de sorte que Py; n’a pas besoin d’étre calculé en ligne. Dans notre cas multi-gaussien, il faut
généralement calculer l'intégrale de p(zx|2z1.x—1) sur Dy en ligne. On se propose de définir ici la
région de validation par

Dy, = [~ Dum, Dial, (4.6.18)

puisque les extrema de la corrélation croisée généralisée sont généralement recherchés sur le
domaine des retards physiques possibles. On définit la variable aléatoire discréte I indiquant
quelle mesure validée est correcte

I i sl 2, est la mesure validée correcte (unique),
k= : o
0 si toutes les mesures validées sont fausses.

(4.6.19)

Le fait que la réalisation de Iy soit inconnue est & l’origine de notre probléme d’association
de données. Une observation fausse validée zj, est supposée indépendante de x;—a fortiori de
Z1.;,—1—¢t suit la loi uniforme sur la région de validation, i.e.

(2| Z1:6—1, 2k € Dy, 21, fausse, m;) = U (2x; Dy) - (4.6.20)
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Une observation correcte validée z;, a pour ddp, conditionnellement & Z.,_; et mj,
1 y .
p(2k| Z1:5-1, 2K € Dy, 2k, correcte, m;) = P—j./\/’ <zk; Zi|kfl’sl]c\k71> Ip, (2k), (4.6.21)
Vi

avec Ip, (zi) la fonction indicatrice de Dy, égale & 1 sur Dy, et 0 ailleurs. Les équations (4.6.20)—
(4.6.21) donnent, en les 2z} € Z;

) 1
p(2p| Z1:k—1, Ik # 4, my) = Dr avec Dy, = 2D, (4.6.22)
. . 1 o .
p(zp| Z1k—-1, Ik = 1, myj) = P—j/\/ (z};; Zi|k—17‘gi\k—1) , (4.6.23)
Vi

de sorte que la densité conjointe %’“‘ de Zj, conditionnellement & {Ij = ix,M = mj,n, = ny} et
aux jeux d’observations passés s’écrit, sous I’hypothése d’indépendance des observations évoquée
précédemment

ng
G 2 p(Zk| Zek-y ik my, i) = [ [ (21 21k ik my) (4.6.24)
i=1
1 N 1 S _D_nk+1 i . O
=i Zk’k|k 1 Pklk—1) Pk si i #

D™ si i =0.

On détaille maintenant les étapes du calcul de p(xg|Z1.x) & partir de (4.6.13) et du jeu
d’observations courant, en exploitant les vraisemblances calculées précédemment. En appliquant
le théoréme des probabilités totales par rapport aux hypotheses m; et aux réalisations possibles
de I, on peut exprimer la densité de filtrage & l'itération £ comme suit

plak] Z1p) = ZwkZ'yk’ (ks i PL) - (4.6.25)

avec wk £ P{M = mj| 215} et 7y J ta P{I; = i|Z1.6, M = m;}. Pour i =1,...,ny les moments
AJ 7 j .
$k|k, k‘k de (xk|Z1.5, M = my, Ik = 1) sont calculés & partir des moments :Uk . P 1[k—1 Via

~7,0  p3j,0
k|k’Pk|k

étape de prédiction du FKU. Les 'yk sont obtenus par application de la régle de Bayes

une itération du FKU assimilant I’ observatlon zk Pour: =0, & sont calculés par simple

o e‘] zﬂnk
,yiﬂ — Z E‘y:; nk (4.6.26)
D,J

ot les £ sont définis & I'équation (4.6.24) et ou 5,,”; £ P{I; = i|Z14-1,M = mj,ng}. On
reviendra plus tard sur le calcul de ces derniéres quantités. Les wi sont eux aussi donnés par
application de la régle de Bayes o
, 0w
p— (4.6.27)
Z L Bwy 1
ou £ £ p(Zk|Z1k-1, M = mj,ng), la vraisemblance de 'hypothése m; par rapport au jeu
d’observations courant, est donnée par

nk
6= 6rp. (4.6.28)
=0



128 CHAPITRE 4. FILTRAGE BAYESIEN

Pour éviter la croissance exponentielle du nombre d’hypothéses au cours du temps, une stratégie
simple consiste, & chaque itération, a fusionner les hypothéses {j,0},...,{7,i},...{j,nx} selon

p(xk|Z1:1) ZwkZ% (xk?xldk’ k|kz> Zwk (xk;igv\k’PIch) (4.6.29)

avec {:i’?CI . P]z‘ .} les moments "mode-matched" du mélange > 1% v/ ' N (azk, xk| . P]z‘ k) calculés
via

n
%\k = Z%Z%fk’ (4.6.30)

- NPV RN
k\k 27 ( |k T (kac ka) (xk\k - xk‘k) >7 (4.6.31)
Il reste a calculer les f3;" 7 en fonction des données du probleme. Par définition on a

Pour aller plus loin dans le développement, on définit la variable aléatoire discréte ¢y décrivant le
nombre de fausses observations validées a l'itération k. Conditionnellement au fait que le nombre
d’observations validées est ny, ¢ ne peut prendre que deux valeurs distinctes : ny (auquel cas
toutes les observations validées sont fausses) ou bien ng — 1 (auquel cas une observation correcte
est présente parmi les observations validées). En utilisant le théoréme des probabilités totales par
rapport aux valeurs possibles de ¢, on obtient

Bk =P{Iy=i|br=nr — 1, 2151, mj, i }P{Pr=np — 1| 2151, mj, n }
+ P{Ir=i|br =1k, Z1k—1, mj, n }P{br =1k 211, mj, i }

1
—P =ng — 1| Z1.5-1,mj,n sited{l,...,n
D {br=np — 1| Z1.4-1,mj, 3} { } (4.6.33)

P{dr=nk|Z1.—1,mj, 71} sii=0.

Ci dessus, on a utilisé le fait que conditionnellement & {nx = ng, dx = np — 1}, {Ix = 0} est un
événement impossible et {I =i} est équiprobable Vi € {1,...,nx}. En utilisant maintenant la
formule de Bayes sur P{¢pr=n; — 1|Z1.5—1, mj,n} et P{dr=ng|Z1.k—1, mj, nx } il vient

P{br =k — 1| Z1p_1,my, g} = Some=rulbsmme L2 m; ) Fd=ni 1) (4.6.34)

P{ng=ni|Z1.—1,m;}

P{ng=ng|dr=nr,Z1.x—1,m; }JP{dr= "k} (4.6.35)

P{br=nk|Zrh-1,mj, np=np} = P{np=ng|Z1.—1,m;}

Mais P{n; = ng|dr = nx — 1, Z1.5_1,m;} est en fin de compte la probabilité d’avoir une
observation correcte parmi les observations validées, conditionnellement & {M = m;}. Cette
probabilité vaut donc PDP‘]}k (détection et validation de 'observation correcte sous hypothése
m;). De la méme maniére P{n, = ng|dy = ng, Z1.4-1,m;} est la probabilité de ne pas avoir
d’observation correcte parmi les observation validées ({non-détection} ou {détection et non-
validation}) et vaut 1 — PDP‘]/k. La constante de normalisation P{nj = n;|Z1.5—1,m;} s’exprime
donc, en vertu du théoréme des probabilités totales, par

P{ny, = n|Z16—1,m;} = Pp P, P{dr = ni — 1} + (1 — Pp P}, )P{by, = ny}. (4.6.36)
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Enfin, pour étre complet, il reste & poser un modéle pour la variable aléatoire ¢y, i.e. le nombre
de fausses observations validées. On peut par exemple utiliser une loi de Poisson
l
P{py = £} = e Pk (M;"“) : (4.6.37)
avec ADj, le nombre moyen de fausses observations dans une région Dy, de «volume» Dy (i.e. A
désigne le nombre de fausses observations par unité de volume de I’espace d’observation).

Avec le FKU-MH-PDA, on a moins de chance de «manquer» un pic pertinent de la corrélation
croisée généralisée. Mais a contrario on introduit un plus grand nombre de fausses observations,
ce qui rajoute de 'incertitude par rapport au FKU-MH-GFM. Donc il n’est pas certain certain que
I’approche a plusieurs mesures apporte toujours plus d’information. En plus, le FKU-MH-PDA
cotte plus cher du fait qu'on fait n; étapes de mise & jour du FKU (autant que le nombre
d’observations, puisqu’on envisage le fait que chacune de ces observations soit la «bonne») au lieu
d’une seule. On doit aussi en plus poser un modéle pour la loi du nombre de fausses observations
dans la région de validation. Et surtout, quand il y a des réverbérations, les pics de la corrélation
croisée généralisée «duesy aux réverbérations ne sont certainement pas indépendantes de 1’état.
Enfin, il faut aussi régler la valeur du seuil de la corrélation croisée généralisée.

Autre constat : a chaque itération on a plusieurs pics de corrélation croisée généralisée au
dessus d’un seuil prédéfini. Mais on traite uniquement les arguments de ces pics (i.e. les ITD
candidats). On pourrait aussi inclure une information d’amplitude dans la stratégie (par exemple
en ne considérant pas seulement les arguments des pics mais aussi leur hauteur). Mais cela
nécessite de poser un modéle a priori sur comment se distribue la hauteur d’un pic si ce pic est
«bony et si ce pic est «mauvais». Ayant posé les modeles, on peut rajouter un facteur correctif
de maniére ad hoc dans le calcul des probabilités d’association (les ’y,’c’] ) qui tient compte de
la dynamique du systéme et de 'information d’amplitude (privilégier les observations dont
I'information d’amplitude est grande). Il s’agit du Probabilistic Data Association Filter with
Amplitude Information (PDAFAI) présenté dans |[Bar-Shalom et Li, 1995|. Celui-ci demande par
contre de poser encore d’autres modéles a priort.

4.7 DETECTION ET LOCALISATION CONJOINTES

Pour l'instant, on a défini une stratégie de filtrage reposant sur un modéle du type
X1 = f (%K, uk) + W, (4.7.1)

z, = h(xk) + vi avec une probabilité Py (472)
z, ~ U (.; D) avec une probabilité Py =1 — Py, o

ou f, h, et les vecteurs d’état, d’observation et de commande ont été définis au §1.2.2. On
dénote Mj ce modéle. On considére maintenant en plus un second modéle My ou I’équation
de dynamique reste inchangée mais ol I’émetteur est cette fois-ci inactif, .e. les signaux audio
percus en les microphones sont des bruits indépendants. Dans ce cas de figure les observations
issues de 'algorithme d’extraction de temps de retard sont systématiquement indépendantes de
I’état et sont uniformément distribuées sur l'intervalle D des valeurs physiques possibles du temps
de retard vrai. Le modéle My s’écrit

X1 = f(xp, ur) + Wh, (4.7.3)
2z ~U (D). (4.7.4)

On considére dans cette section que le systéme peut passer dynamiquement du modéle M1
au modele My et inversement. Si les sauts entre les modeéles sont autorisés & se produire &
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Algorithme 9 : Sorties=FKU-MH-PDA(Entrées)
FKU-MH & Association de Données Probabiliste

2 L) ad J J
Entrées : {xk71|k71’Pk71\k—1’wk‘71}. ) J,uk_l,Zk,f,h,Q,R
=

: L dsd J J
Sorties : {aﬁk‘k,IDIC‘11€,11),€}J_71 J’Lk

=1,...,

1 pour j=1,...,J faire

2 pour i =0,...,n; faire

Calcul des moments de (%Xjk—1|m;,Ix=1) et (Zpk—1,|m;,2r correcte) via une étape du
FKU

3 [ k\k’PIg\’k"fjgﬁ(I)c’PIAg’é;\k 1vSk\k 1] FKU( Th—1k— B 1k—1> Wk— 1, 2k fo @, R)

Calcul des probabilités de validation conditionnées sur {M=m;} & partir des

moments éi‘k_l,Sj et de la région de validation Dj en utilisant une table de la

klk—1

fonction de répartition d’une gaussienne centrée normée

4 Pl = o (zx; 27 S )dz
Vi = J_p PURRS B —15 Pkjk—1) G2k

m

Calcul de p(Zk|Z1.k—1,1%,m;,NK)
. PixlgkN (Z]i;éi\kfl7si\kfl> D™ s i #£0
5 i =
D" si 1=0
Calcul de P{I; =i|Z1.k—1,mj,n5 = ni}
1 PDP{}}C]P’{@@ =n; — 1}

ni j ; sii#0
nk Pp P P{¢r =np — 1} + (1 — Pp Py, )P{¢r = ni}
o || oA |
(1= PpP] )P{or =ni} -
J ; sit=
Pp P, P{¢), =nk — 1} + (1 — Pp P}, )P{$y = ni}
7 =087
8 finpour
g
o | G=> "
1=0
10 pour i = 0,...,n; faire
ii_ Vi
11 W= =2
g
12 finpour

Fusion des modes, calcul des moments mode-matched

nE
A Jst 5050
13 Thlk = E :'Yk Tk
j 4. j 'K i\
14 k\k E :’YIJ (Pkfk (xk]k - mk\k) (xk]k - xk|k) )
_ i
15 w] = Ekwk_l

16 finpour

Calcul de la constante de normalisation des poids a posterior:

J
17 L = E ’wi
j=1

Normalisation des poids de sorte que Z}Llp(mﬂzl;k) =1
18 pour j=1,...,J faire
19 ‘ wi, = wi/Lk

20 finpour
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n’importe quel instant, alors le nombre de modes du mélange de gaussiennes caractérisant la
distribution de I'état a posteriori croit de maniére exponentielle au cours du temps, rendant
le probléme insoluble en pratique. Des solutions sous-optimales doivent alors étre envisagées,
comme les Modéles Multiples Interactifs (MMI), ou les méthodes Pseudo-Bayésiennes Généralisées
(PBG) |Bar-Shalom et Li, 1995], et permettent d’approximer la distribution de I'état a posteriori,
sur la base d’une connaissance a priori des probabilités de transition entre les modéles. Du fait que
ces approches exploitent une connaissance a priori des probabilités de transition, elles reposent
sur I’hypothése fondamentale que la nature est informative. En pratique, cette connaissance a
priori n'est pas connue et des hypothéses doivent étre faites (e.g., dans le pire cas, en supposant
équiprobables les différentes transitions). D’un autre coété, une approche fondée sur des TRVG
permet de s’affranchir de poser ces hypothéses a priori et permet de définir une stratégie de
filtrage adaptative pour estimer le vecteur d’état conjointement a la détection de sauts sporadiques
entre les modéles [Van Trees, 2001].

A Une approche basée sur le TRVG

A-1 Détection d’un saut M; — My Définissons la fenétre temporelle
W={k-N+1,k—N+2,...,k}, (4.7.5)

de durée finie N et se terminant & l'itération courante k. Supposons que la densité de filtrage
p(xr_N|21:k—n) de 'état a litération & — N est correctement décrite par une mélange de gaus-
siennes dont les jeux de poids et moments associés {wy,_y}j=1,..7 et {&_ 5, Pl_n}j=1,.,s sont
connus. Le systéme est supposé suivre le modéle M, aux itérations antérieures a kg £ k — N + 1.
Sur la base des observations zj,.; et des commandes ug,_1.5—1, le but est définir une régle de
décision pour détecter l'une des deux hypothéses mutuellement exclusives et exhaustives suivantes

Hi(k1) : un saut My — My s’est produit a 'itération k3 € W,
(4.7.6)
Hp : le systéme est resté en M.

On définit Hy comme [’hypothése nulle ou hypothése de référence de notre probléme de décision et
H1 comme [’hypothése alternative. Notons que H1 (k1) est une hypotheése composite du fait que sont
paramétre ki, I'instant auquel le saut peut s’étre produit, prend ses valeurs dans I’ensemble V.
Le TRVG consiste a calculer les vraisemblances Ay, (k1) 2 p(zrok|H1 (k1)) et Mgy = P2k Ho)
de H1(k1) et Ho respectivement par rapport a zx,., et a détecter soit Hj (k1) soit Ho a partir de
la régle de décision suivante

~

Ay, (K1)
A (k) % (4.7.7)
A'Ho Ho
ou .
k1 £ argmaxy, cyy [Ag, (K1) (4.7.8)

est 'TEMV de ki, i.e. la valeur candidate de k; qui rend I’hypothése alternative H1 (k1) la plus
vraisemblable, et ot 7 est un paramétre de réglage de l'algorithme. Notons que si ‘H; était une
hypotheése simple, le test (4.7.7) serait, en vertu du Lemme de Neyman-Pearson, le test le plus
puissant, au sens ou il maximise la probabilité de détection pour une probabilité de fausse alarme
donnée. On montre que (4.7.7) est uniformément le plus puissant.

En utilisant la régle de chainage arriére de Bayes [Gustafsson, 2000], La vraisemblance de Hg
peut étre factorisée de la maniére suivante

Mo = [T AR, (4.7.9)
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ot A0 29 (2,,|Ho, Zko:m—1) €st calculée & partir d’'un FKU-MH-GFM associé au modéle M initialisé
a l'itération kg — 1=k — N avec les moments et poids décrivant la ddp de Xk —1|Z1:k9—1 = 21:ko—1-
De méme, on a pour Hi (k1)

(2D,,,)~N si k1 = ko,
_ k1—1
Ay, (kl) - H A];;r(l) % (2Dm)—(k—k‘1+1) sinon, (4.7.10)
m=kg

Une fois la décision faite via (4.7.7), si Ho est détectée, alors les N jeux de moments et poids
calculés par le FKU-MH-GFM aux itérations kg, kg + 1, ...,k sont conservés tels qu’ils sont. Sinon,
si Hl(kl) est détectée, alors seulement les k1 — ko premiers jeux, aux instants kg, ko +1,..., ky—1
sont conservés, et les N — kl + 1 derniers sont recalculés avec un filtre associé a My, i.e. ne
réalisant que des étapes de prédiction de 'état (dénoté UKF-MH-Pred), initialisé a l'itération
k1 — 1 avec les moments et poids a posteriori calculés via le FKU-MH-GFM & cet instant précis,
de maniére a recalculer leurs valeurs aux k — k‘1 + 1 instants ultérieurs a k:1 — 1.

A-2 Deétection d’un saut My — M; Dans ce paragraphe, le systéme est supposé suivre
le modeéle Ms aux instants antérieurs a p. Les deux hypothéses Hg et H1 que 'on considére
maintenant sont définies par

Hi(k1) : un saut Mg — M; s’est produit a Uitération k1 € W, (47.11)
Ho : le systéme est resté en M. o

Les vraisemblances Ay, = p(2k,.k|Ho) et Az (k1) 2 p(zrok|Hi (k1)) de Ho et Hi(ky) s’écrivent
maintenant

Ay, = (2D,,) 7N, (4.7.12)

k
Agg, (k1) = (2Dy,)~F17ko) s TT Ak (4.7.13)

m=k1

ol A,’j% est donné par un FKU-MH-GFM associé au modéle M1 initialisé & l'instant k1 — 1 avec
les moments et poids a posteriori donnés a cet instant précis par un FKU-MH-Pred, lui méme
initialisé a 'instant ky — 1 avec les moments et poids (donnés) décrivant la ddp a posteriori de
Kko—1|21:ko—1. Du fait que calculer Aﬁ% pour chaque valeur candidate de ki nécessite de lancer N
FKU-MH-GFM distincts, la complexité de 'algorithme pour la détection d’un saut My — My,
dénoté FBTRVG2, est plus importante que celle du FBTRVGL.

A-3 Considérations importantes Le premier probléme concerne la taille N de la fenétre de
données. Pour que le TRVG soit fiable, un N élevé est préconisé. D’un autre c6té une taille élevée
de la fenétre augmente la période a laquelle les résultats de la localisation et de la détection sont
délivrés. En outre, la complexité algorithmique du FBTRVG2 croit de maniére exponentielle par
rapport & N. Enfin, la stratégie de filtrage proposée repose sur 'hypothése de sauts sporadiques
entre les modéles M et Mo (pas plus d’un saut par fenétre de données), hypothése qui a d’autant
plus de chances d’étre violée que N est élevé. Le choix de N résulte donc d’'un compromis entre
fiabilité du test, temps de traitement, et vérification des hypothéses sous-jacentes au test.

La seconde considération concerne les résultats du FBTRVG1 lorsque les p derniéres observa-
tions sont fausses avec p < N. Il a été constaté que dans ce cas de figure 'hypotheése alternative
était quasi-systématiquement détectée, indépendamment du fait qu’un saut M; — Ms se soit
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Algorithme 10 : Sorties=FBTRVG1(Entrées)
Filtre basé sur le TRVG 1

tes : 39 pi o
Entrées : {mkofl\kofl’Pkofl\kofl’wkofl}

Sorties : {ij . P’ ’wzn}
m|m?’ = m|m j=1,...,d,m=kg,....k

1 pour m = ko, ...,k faire

_ J’{Zm}mzkg,“.,k7{um*1}m=k0,.“,k

yeees

En utilisant un FKU-MH-GFM associé au modéle M, calculer récursivement les moments
et poids du mélange de gaussiennes caractérisant la distribution de (xm\zl;m:zl;m) sous

hypothése que Ho est vraie

FKU-MH-GFM ({ézn—lhn—l’ Prj;L—l\m—U wznfl}

G=1,...,0

y Um—1, Zm, f:h7Q7R>

j=1,...,
3 finpour
Calculer la vraisemblance de Ho par rapport a zkg:.k:
k
k
4 Ay = ] AW
m=kg
5 pour k1 = ko, ...,k faire

Calculer la vraisemblance de Hi(ki) par rapport & zj,.k:

(2D,)~N si k1 = ko,
6 A’H1 (k’l) = ki—1
H Af,? X (2Dm)7(k7k1+1) sinon,
m=kg

7 finpour
Procéder au TRVG:

Ay, (k1) % i
8 M 21 71, avec k1 = argmax eW[AHl (kl)]
A'H[) Ho '

9 si Ho détectée alors
Affecter les N les jeux de moments et poids donnés par le FKU-MH-GFM & la sortie:
o i j {3 pi g
10 {xm"”’P’"'m’wm}j:L...,J,m:kU,...,k o {xmmﬂPmm“wm}jzl,m,‘],m:ko,...,k
11 sinon si Hi détectée alors
Conserver les ki — 1 premiers jeux de moments et poids donnés par le FKU-MH-GFM:
12 W pi j} _ {7z  pi g
{xm‘"" mlm g Tk 1 Tipr Sl O L L kg1 —1
13 pour m = ki, ...,k faire

En utilisant un FKU-MH-Pred associé au modéle M3, recalculer les moments et poids

de la distribution de 1’état sous hypothése que 7—[1(];1) est vraie

~J pJ J —
14 |:{xm|'m’ m\m’wm} :| -
j=1,...,J

FKU—MH—Pred({:Efnfllmfl,Py{kllmfl,w,{l,l}

=1,...,

7um717f7Q>
J

15 finpour

16 fin
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Algorithme 11 : Sorties=FBTRVG2(Entrées)
Filtre basé sur le TRVG 2

2 . ) 2dko Jsko J.ko
Entrées : {‘Tko—lﬂcg—l’Pko—l\ko—ﬂwko—l i1 Jv{zm}mzko,“.,ka{um—l}m:k()wx

=1,...,

Sorties : {i{”"’”’Pj”'"“w#}j:L‘..,J,m:ko,m,k

1 pour m = ko, ...,k faire

En utilisant un FKU-MH-Pred associé au modéle My, calculer récursivement les moments
et poids du mélange de gaussiennes caractérisant la distribution de (%m|Z1:m =21:m) sous

hypothése que Ho est vraie

~J.ko J.ko ,.79,k0 _ ~J:ko J.ko Jsko
2 |:{xm|m7pm\m7wm G, d =FKU-MH-Pred m'mfll'mfvP'mfll'mfl/wm—l =1 yUm—1, f, @

=1,...,

3 finpour
4 pour ki = ko,...,k faire
pour m < k1 les moments et poids de la distribution de (Xm|Zi:m =21.m) sous hypothése

Ho sont identiques aux moments et poids de cette distribution sous hypothése Hi(k1)

gk ik j .k ik i
5 {mzﬁ\rln’Pﬁﬂnlwwfr’Lkl :{xvjq;\gwpiﬂr(:wwgﬁko}
m=kg—1:k1—1 m=ko—1:k1—1
6 pour m = ki,...,k faire

En utilisant un FKU-MH-GFM associé au modéle M, calculer récursivement les
moments et poids caractérisant la distribution de (xm|Zi:m =2%1:m) Sous hypothése que

Hi(ki) est vraie

7 [{f;g;;’j;b,ngf;l,wzg’“l}_f ,Aiﬂz
j=1,...,J
FKU-MH-GFM({:agf_lllm_l,pgflllm_l,wf;jill}ﬂ J,um_l,zm,f,h,Q,R>
8 finpour
9 finpour

Calculer la vraisemblance de Ho par rapport & zi,:k:
10 Ayy = (2D) "N
11 pour ki = ko, ...,k faire

Calculer la vraisemblance de Hi(ki) par rapport & zi,.:

k
12 Mgy (k1) = (2D) " F1 750 o TT AR

m=kq
13 finpour
Procéder au TRVG:
Ay (k1) % i
14 Ay (k1) 2 1, avec k1 = argmax,, ¢y, [An, (k1)]
A'Ho Ho

Affecter les valeurs de sortie en fonction de 1l’hypothése détectée

15 si Ho détectée alors
79 P’ w? — Jzdk0  piko 4.dko
mim’ = m|m> M . m|lm’ " mjm? M
j=1,....,J,m=kg,....,k
17 sinon si H; détectée alors

~ J J
{I'm\m’ Pm\m’ wm}

16

18

_ ik gok1 gk
b - {mm|m7‘Pm\m7wm
N

j=1,...,J,m=kq, }jzl,‘.‘,(],m:ko,..‘,k

19 fin
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réellement produit ou non. Pour palier ce probléme, on peut par exemple ne considérer, comme va-
leurs candidates du paramétre k1 de 'hypothése alternative, que les valeurs kg, ko+1,...,k—p+1,
i.e. ne pas chercher a détecter de saut en fin de fenétre de données (i.e. attendre I'obtention
de nouvelles données jugées fausses aux itérations suivantes avant d’effectivement confirmer un
passage de My vers Ms.

B Une approche basée sur les MMI

Soit 0 une chaine de Markov & n,, états finis qui indique, par sa valeur, quel modéle suit le
systéme a l'itération k, i.e. pour ¢ = 1,...,ny,, 'événement {0 = i} indique que le systéme suit
le modéle M; a l'itération k. Dans notre probléme, n,, = 2, mais les développements qui vont
suivrent ne présument pas du nombre de modéles. Les probabilités de transition caractérisant

cette chaine de Markov sont définies, pour ¢ =1,... 1y, et j =1,... 0y, par
pij = P{ek = j’ek,1 = Z} = ]P’{Gk = j’ek,1 = i, Sk—2 — Sk,Q}, (4.7.14)
ou sg = (09, 01,...,0x) désigne la séquence des états du systéme de I'instant initial & 'instant k.

Le processus (xy, 0y) définit ainsi un processus Markovien hybride, et la solution optimale au
calcul de la densité a posterior: de xj est donnée, en vertu du théoréme des probabilités totales,
par

Nm  Nm

p(wk|z1:k) Z Z Z P{sk =0, i1, ... ik|z1xtp(@k|sk = d0, 01, . - ik, 21k),  (4.7.15)

i1=112=1 =1

Comme le fait apparaitre clairement ’équation (4.7.15), la solution optimale du probléme entraine
nécessairement une explosion combinatoire du nombre de modes a posteriori, et des solutions
approchées sont indispensables a toute application pratique. Parmi ces solutions, ’approche
par MMI [Blom et Bar-Shalom, 1988] est certainement la plus cost-effective et la plus employée.
On va commencer par détailler une itération de la solution récursive exacte, puis définir les
approximations du filtre & MMI appliqué & notre probléme (caractérisé entre autres, on le rappelle,
par une distribution initiale multimodale).

La premiére étape de la solution récursive optimale consiste & calculer la densité a posterior:
de x;_1 conditionnellement & {0y = i}, pour i = 1,...,n,,. Il s’agit de l’étape de mélange du
filtre. Cette ddp est donnée par application du théoréme des probabilités totales et s’exprime par

P(zp—1]0k =1, 21:6—1) Zuk 1k— P(Te-10k—1=17, 21:6-1), (4.7.16)

ou la probabilité ,ui'i”k_l 2 P{0;_1 =7|0r =1,21.4_1} est communément appelée probabilité
de mélange. Dans (4.7.16), on a exploité I'hypothése selon laquelle (xx_1|0x—1 =7, 21.k—1) est
indépendant de I’événement {0) = i}. Les probabilités de mélange sont quant-a-elles données par
I’application de la régle de Bayes, selon

7lé pjzp{ek 1= ]’21 k— 1}
4.7.17
Hie—tjk—1 = P{0 = i|z1.k—1} ( )
La constante de normalisation P{0j, = i|z1.5_1} est calculée via
Nm,
P{0r = ilz1h-1} = > peiP{Ok—1 = |z1:5-1}. (4.7.18)

(=1
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Dans les équations (4.7.17)—(4.7.18), on a exploité implicitement le fait que
]P’{Gk :iyek,1 :j, Zl;kfl} = P{Gk :ilek,1 :j} = pji- (4.7.19)

Une fois I'étape de mélange réalisée, la densité de prédiction de I’état & I'instant k conditionnelle-
ment & {0 =i} est calculée a partir de la densité de filtrage a I'instant k£ — 1 conditionnellement
a {0 =1} (cette densité ayant été calculée a I'étape de mélange) pour i = 1,...,n,, via

p(xk|Or =1, 21.6—-1) = fp($k|9k =1, T—1)p(Xk—1]0k =1, 21.5—1)dTp_1. (4.7.20)

Ci-dessus, p(xg|0r =1, x,—1) désigne la densité de transition de I’état associée au modéle M;.
Notons que dans le probléme considéré, xi|zr_1 ne dépend pas du modéle, la différence entre
les modéles se trouvant uniquement au niveau des fonctions de vraisemblance p(zx|0x = i, zk).
L’application de la régle de Bayes nous permet finalement de calculer la densité de x;|0; =i et
la probabilité de {0 = i} a posteriori, conformément aux équations

P(2k|0k =1, k) p(2k|Ok =1, 21.5—1)
P(2k|0k =1, 21.6—1)

p(zklOk =1, 214) = : (4.7.21)
P(2k|Ok =1, 215 1)P{Ok = 1|21 1}
p(2xl21:0-1)

Les dénominateurs des équations (4.7.21)—(4.7.22) sont quant & eux donnés par I'application du

théoréme des probabilités totales, selon

P{ek:i|2’1;k} = (4.7.22)

P(2k|Op =1, 21:6—1) = fp(2k|9k =1, 2)p(Tk|Or =1, 21.6—1)dxy, (4.7.23)
P(2k|21:8-1) = Z]P’{ek = L) 21:k—1 (21| Ok =1, 21:5—1)- (4.7.24)
=1

Finalement, la densité de 1’état a posteriori est donnée par

Nm

plaklziw) =Y P{Ok=ilz1s }p(xa], 06 =1, 214). (4.7.25)
=1

Dans la méthode par MMI d’origine, la réduction du nombre de modes se situe au niveau de
Iétape de mélange. En supposant que pour j = 1,...,ny,, la ddp p(zr_1|0k—1 =17, 21.k—1) est
correctement approximée par une gaussienne

pler118k1=],2151) = N (w152 Pl ) (4.7.26)

on approxime le mélange de gaussiennes
Nm
_ _ Jli LA J
Plap—1|0k =1, 215-1) = Z“k—l\k—lfv (xk—lv Tp1lk-1 Pk:—1|k:—1> (4.7.27)
Jj=1
par une unique gaussienne mode-matched de moments

Nm

7 — gl ~

To1h-1 = Z“k—uk—lxk—uk—p (4.7.28)
J=1

Nm

5 _ jli j - =i N =i '

Pioip—1 = Z“k—uk—l [Pk—1|k—1 + [l‘k—m_l - $2—1|k—1} [gjk—1|k—1 - f"?c—uk_J ] . (4.7.29)
Jj=1



4.7. DETECTION ET LOCALISATION CONJOINTES 137

Dans notre contexte, la distribution de (x;_1|0x—1 =7, 21.k—1 = 21.k—1) est caractérisée par un
mélange de n, densités supposées gaussiennes selon

g
P(xe—1]0k—1=J, 210—1) = > wip(xp-1|0k—1 =7, M =m, 216_1)

g

— mvj . Am7j m,j

=D W (xk_l’xk—1|k—1’Pk—1|k—1> ; (4.7.30)
m=

ot I'événement {M = m} indique que I'état initial a été tiré selon le m'®™° mode gaussien de la
distribution a priori le caractérisant, et ou w;, ™ i A P{M=m|0x_1 =7, 21.k—1} est la probabilité
a posteriori & l'instant k£ — 1 de cet evenement conditionnellement a {0;_1; = j}. La ddp

p(xk—1|0k =1, 21.k—1) s’exprime donc par la double somme
nm A‘. ng . . .
p(iﬁk—l‘ek:i, Zl:kfl) = Zﬂiil‘k,1 Z w;gnijl-/v’ <JZ‘]€71; izzjuk,la P]ﬁ{m,l) (4731)

- ,‘]ll . Am,j m7j
- Z P 1k—1 (xk_1’$k—1|k—1’Pk—1|k:—1)’ (4.7.32)

m=1 j=1
mjli s mg gl ) . / .
avec uk k-1 £ w™ 11" On se propose d’approximer ce mélange de NgTm gaussiennes
en un mélange de n, gaussiennes en fusionnant, pour m = 1,...,ng4, les modes indicés par les
couples (m,1),...,(m,ny,) en un unique mode selon
g
. _m,i L amyi m,i
p(zp_1]0p=1,21.5_1) ~ w, "\ N (:vk,l,xkiukil,Pk . 1) (4.7.33)
m=1
avec
Nm,
—myi A m,jli
Wy _1 = uk_”k_l (4734)
i=1
et
" m,jli
=m,i k—1lk—1 .m,;
S Z " Ck—1lk—1° (4.7.35)
j=1 Wg—1
" m,jli ,
m,i k—1]k—1 m,j ~m,j =m,i ~m,j =m,i
P k=1 = E: e [Pk—lk—1+ Tp k-1~ Trlah—t]| | Thlak—1 T Trl1k—1] | (4.7.36)
j=1 k—1

Une fois ceci fait, les étapes (4.7.20)—(4.7.21) sont gérées a I'aide des algorithmes FKU-MH-GFM
et FKU-MH-Pred :

ng
p(xk|0k=1,21.) = Z w?’lp(xk\ek =1,M=m,z1) (4.7.37)

m=1

est calculé & partir de 'approximation a ny, modes de p(xy—1|0x =1, 21.5—1) via une étape du
FKU-MH-GFM associé au modéle My, tandis que

g
p(zk|0r=2,21.1) = Z wzl’2p(azk|9k:2, M=m,z) (4.7.38)

m=1
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est calculé a partir de I'approximation & ny modes de p(xy_1|0x =2, 21.5—1) via une étape du FKU-
MH-Pred associ¢ au modéle Ms. Pour le calcul des probabilités a posteriori pt £ P{0y=i|z1.4},
le calcul de la vraisemblance A} £ p(21|0p =1, 21._1) du mode M; par rapport & I'observation
courante et conditionnellement aux observations passées est nécessaire (c¢f Eq.(??7)). Pour le
cas ¢ = 1, il s’agit ni plus ni moins de la constante de normalisation L; calculée et retournée
en sortie de I’algorithme FKU-MH-GFM. Pour ¢ = 2, cette vraisemblance est tout simplement
I’évaluation de U (.; D) en la valeur z;. La constante de normalisation globale Cy, = p(zx|21.4—1)
est elle donnée en exploitant les équations (4.7.24)—(4.7.18)

T'm Nm

Cr=> ALY pentf_y, (4.7.39)
/=1 q=1

de sorte que la probabilité a posteriori de {0 =i} s’écrit finalement

. 1 .o
g, = CikA%“ quiﬂzfr (4.7.40)
q=1

La stratégie de filtrage basée sur les MMI, dénomée FBMMI, est résumée dans l’algorithme 12.
Des résultats de simulation sont donnés en figures 4.15-5.1. Le filtre est initialisé sous ’hypothése
que I'émetteur est silencieux (modéle May), ce qui est effectivement le cas au départ. Tant que le
systéme suit le modeéle My (itérations 1 a 50), les observations sont systématiquement fausses
(uniformément distribuées sur 'intervalle Dy), et la densité de 1'état a posteriori reste trés peu
informative (voir itérations 1, 51, 55 de la figure 5.1). Lorsque la source se met & émettre (modeéle
M), le filtre «détecte» assez rapidement que la trajectoire d’observation est «compatible» avec
un saut My — M7 aux alentours de l'itération 50 : la probabilité a posteriori u,lg du modéle
M (tracée en figure 4.15) passe rapidement de 0 a 1. La densité a posteriori de I’état devient
alors beaucoup plus informative (itérations 63,86 de la figure 5.1). A l'itération 200, un saut
M1 — My se produit (la source s’éteint). Ce saut est assez rapidement «détecté» par le filtre. Les
observations n’apportent plus d’information sur I'état, et sa densité a posteriori s’étale (itérations
209, 238,301), de par la présence de bruit dans la dynamique. Un saut Mgy — M; est & nouveau
détecté a 'itération 300.

En figure 4.15—(Bas) est représenté le couloir & 99% de I’approximation «moment-matchée» de
I’observation prédite sous hypothése qu’elle est bonne. L’interprétation de ce couloir est simple :
& chaque instant, conditionnellement a toutes les observations passées, si jamais [’observation
courante est bonne, elle a une trés grande chance de se réaliser dans ce couloir. Au départ, ce
couloir est trés large, du fait que la distribution initiale de I’état est trés peu informative et que la
source n’émet pas. Entre les itérations 50 et 200, ce couloir est trés étroit du fait que le systéme
suit le modéle M. A partir de I'itération 200, on voit clairement ce couloir s’élargir, du fait que
la source n’émet plus et que le bruit de dynamique est intégré au cours du temps. Vers l'itération
280, on observe un phénomeéne plutot intéressant. En dépit du fait que la source n’émet pas, deux
observations successives se sont réalisées dans le couloir de confiance de ’observation prédite.
Ceci méne le filtre & «croire» ces observations correctes, et donc a penser qu'’il est assez probable
a posteriori que le systéme suive désormais le modéle M. C’est ce qu’on observe visuellement
en figure 4.15-(Haut), olt la probabilité u} augmente subitement et briévement aux alentours de
I'itération 280. Un constat similaire peut étre fait aux instants compris entre 370 et 380, ot le
systéme suit le modéle My, mais ol plusieurs fausses observations se réalisent successivement,
entrainant des «fluctuations» sur ,u,ﬁ. L’amplitude des fluctuations sur u,lc dépend bien sur des
probabilités a priori de transitions entre les modéles que l'on fixe. En général, il vaut mieux
donner des faibles valeurs aux probabilités a priori des saut My — My et M1 — My (inférieure
a 0.01 typiquement).
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La probabilité ,u,lc donnée par le FBMMI peut étre exploitée par un mécanisme de décision
pour linitialisation/arrét automatique de suivi de source. L’idée est simple. Pour I'initialisation
par exemple, on peut lancer le FBMMI avec ,u(l) = 0 (pas de source), et si au cours des itérations
,ull€ = 0 passe au dessus d’un certain seuil et y reste pendant une certaine durée, alors on peut
déclarer qu’'une source est effectivement présente et retourner les résultats de I'estimation. A
contrario, si u,lg repasse en dessous d’un certain seuil pendant un certain temps, on peut déclarer
que la source & disparu, et réinitialiser le FBMMI pour détecter I'apparition d’une nouvelle source.

~ v L ; \..: vvvvvv : vvvvvv [ \:. - : y
1 1 I 1 i B
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1 1 I 1 i B
I I I I i
I I I 1 i B
I I I I i
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FIGURE 4.15: Résultat de l'estimation (FBMMI). (Haut) probabilité a posteriori que la source
soit en émission. La coloration rouge (resp. magenta) en arriére plan indique plages de temps
ou la source est en émission (resp. silencieuse). (Bas) trajectoire d’observation (points noirs) et
couloir & 99% de lapproximation «mode-matchée» de 1'observation prédite sous hypothése qu’elle
est bonne (vert clair). Les lignes verticales en pointillé indiquent les instants correspondants aux
9 tracés de la figure 5.1.
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FIGURE 4.16: Reésultat de lestimation (FBMMI) dans le repére monde aux itérations
{1,51, 55,63, 86,209, 238,301,349} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas).
Couleur de la source rouge (resp. magenta) = émission (resp. silence).

4.8 EVALUATION EXPERIMENTALE DE L’APPROCHE PROPOSEE

4.8.1 Description du protocole expérimental

Pour évaluer les méthodes proposées avec de vrais signaux binauraux, des expériences ont
été réalisées dans une chambre acoustique dont les murs et le plafond sont recouverts de mousse
a stucture pyramidale. Deux microphones omnidirectionnels identiques, espacés de 17cm, sont
placés en champ libre sur un trépied mobile. Une acquisition synchrone & 44.1kHz des sorties
des deux microphones est réalisée. Le capteur et le haut-parleur sont placés & la méme hauteur,
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Algorithme 12 : Sorties=FBMMI(Entrées)
Filtre basé sur les MMI

2 . At m,i m,i i
Entrées : {xk—l\k—v Pk-—1|k—17wk—l}. ) {/‘k—l}bﬂ gy Pl k=1
1=1,..., Ny ,m=1,...ng 7T
Sorties : {i:"” P Z} 7y
. k .
Kk Cklko W i=1,0nm,m=1,...,ng ’{ i=L.nm
1 pour i=1,...,n,, faire
2 pour j=1,...,n,, faire
o d
3 jlé _ Diil—
He1lk—1 = 7om
‘
E Peilbk—1
=1
4 pour m =1,...,n4 faire
m,jli jli m,j
5 Hi k-1 = Mp—1jp—1Wk1
Nm
7m1 m,j|i
6 Wy = E :“k 1k—1
m,jli
- Zm,i 72‘% 1lk—1 .m,j
Tp_1)k—1 = “mi Tk—1k—1
j=1 W1
N, /’L Jli
m,i _ k— l\k 1 m,j ~m,j ~m,i ~m,g
8 Pk 1k—1 = § : s (Pk k-1 T (22 l\k 17 Te—1k—1 ) \Te-1jk—1 —
— W
Jj=1 k—1
9 finpour
10 finpour

11 finpour

~m,1 m,1 m,1 1| _
12 {{xk‘k ’Pk\k Wy } ,Ak] =
m=1,...,ng

=m,1 = —m,1
FKU-MH-GFM({mk,Hk,l,Pk L1 DR 1}

e |:{xk‘k7p klk 7’11)1’212}771:1 an
(2Dn)"

14 pour i=1,...,n., faire

Nm

e = Ai Y peittis
(=1

7uk—1azk7f7haQ7R)

~m,2 m,
:| :FKU—MH—Pred({mkil‘k,ppk 1|k—
9.

15

16 finpour

17 Ck = ZM}C
i=1

18 pour:t=1,...

19 | uh=uk/Cr

20 finpour

, N faire

Am’L !
Ty g k-1

—m,2 . 2 _
1 Wi 1} 1 7uk*17f7Q> ) Ak_
m= n
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et le capteur est déplacé manuellement durant 1’émission du haut-parleur et ’acquisition des
microphones. Pendant ’expérience, les positions et vitesses du capteur et du haut-parleur par
rapport & un repére fixe lié & la salle sont acquises & 200Hz avec un systéme de capture de
mouvement donnant une erreur de position inférieure au millimétre. La vérité terrain est donc
disponible pour tester la précision des résultats de localisation. Le protocole expérimental est
illustré en figure 4.17.

FIGURE 4.17: Protocole expérimental. (Gauche) Capteur binaural et haut parleur. L’une des
caméras infrarouges, mesurant la vérité terrain, est visible en arriére plan. (Haut-Droite) Les
deux microphones du capteur, munis de 5 marqueurs pour 'acquisition de leur déplacement au
cours de 'expérience. (Bas-Droite) Résultats du systéme de capture de mouvement, les positions
et orientations du capteur et du haut-parleur sont mesurées avec précision.

4.8.2 Reésultats de la localisation

Les figures 4.19-4.20 montrent les résultats de localisation obtenus pour deux expériences
distinctes. Dans les deux cas, le haut parleur est immobile par rapport au monde et le capteur
(binaural en champ libre) est en déplacement. Dans 'expérience relative a la figure 4.19, un bruit
blanc gaussien est émis en continu par le haut-parleur et la stratégie de filtrage FKU-MH est utilisée.
Dans l'expérience de la figure 4.20, un signal vocal intermittent est émis et 1’algorithme FBMMI
est employé. Pour chaque cas, les résultats sont présentés en 6 itérations sur deux pages (sens
chronologique de haut en bas).

Pour chaque itération de I’expérience relative & la figure 4.19, trois sous-figures sont données.
Dans la sous-figure de gauche, on peut voir les positions vraies du capteur binaural (marqueurs
ronds bleus) et de '’émetteur (quatre marqueurs carrés rouges placés aux coins du haut-parleur,
un marqueur supplémentaire placé au milieu de sa face «avant»). Celles-ci sont exprimées en
meétres dans le repére relatif a la piéce et sont issues du systéme de capture de mouvement. La
figure présente également les ellipses de confiance a 99% de chacune des hypothéses propagées
par le FKU-MH (ellipses grisées semi-transparentes). La moyenne (triangle noir) et Uellipse de
confiance & 99% (ellipse en trait plein noir) de la loi gaussienne «moment-matchée» approximant
la densité a posteriori de la position de I’émetteur dans la piéce sont également représentées.
Dans la sous-figure de droite en haut, une représentation temps-fréquence des signaux pergus
au cours des trois secondes précédant l'instant courant est donnée (échelle en secondes pour le
temps et en kHz pour les fréquences). Dans la sous-figure de droite en bas, la corrélation croisée
généralisée-HT utilisée pour construire I'observation courante (i.e. le temps de retard entre les



4.8. EVALUATION EXPERIMENTALE DE L’APPROCHE PROPOSEE 143

spectrogrammes des cannaux

gauche et droite

6.5 7 75

Corrélation Croisée
Généralisée

estimation DIT

FIGURE 4.18: Légende nécessaire a la compréhension des résultats expérimentaux. (Gauche)
Localisation dans le repére monde. (Droite) Description temps-fréquence des signaux et estimation
de temps de retard par corrélation croisée généralisée (pour propagation en champ libre).

microphones estimé a I'itération courante) est tracée en noir. Cette corrélation croisée généralisée
est construite sur la base de 4 trames consécutives (sans recouvrement) de 512 échantillons, ce
qui correspond a une durée d’observation d’environ 46ms (acquisition synchrone des signaux
a 44.1kHz). En fait, la corrélation croisée généralisée discréte est interpolée a l'aide de sinus
cardinaux. Sur cette méme sous-figure, le temps de retard «vrai» & l'itération courante, déduit
de la position relative de I’émetteur par rapport au capteur, est représenté par un trait vertical
bleu. L’échelle des abscisses (arguments de la corrélation croisée généralisée) est en 10~%s. La
figure 4.18 compléte de maniére visuelle ces explications.

La présentation des résultats relatifs a la seconde expérience (figure 4.20) est similaire a
celle de la premiére expérience. Le protocole de calcul de la corrélation croisée généralisée-HT
est inchangé, mais le tracé de la corrélation croisée généralisée en figure bas-droite est remplacé
par un tracé de la trajectoire d’observation sur I’horizon de 3s précédant l'instant courant. Le
couloir & 99% de 'approximation «moment-matchée» de la loi de prédiction de ’observation sous
hypothése qu’elle est correcte est également tracé en vert clair.
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FIGURE 4.19: Résultats expérimentaux : capteur binaural en champ libre, source émettant un
bruit blanc gaussien. Emetteur statique dans le repére monde. Capteur binaural en mouvement.
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FIGURE 4.20: Résultats expérimentaux : capteur binaural en champ libre, source émettant un

signal de voix. Emetteur statique dans le repére monde. Capteur binaural en mouvement.
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Les résultats de la premiére et la seconde expérience sont en accord avec les analyses du
FKU-MH et du FBMMI faites en simulation aux §4.4 et §4.7B respectivement. On constate
qu’en fin d’expérience, dans les deux cas, le déplacement du capteur et ’acquisition auditive
ont permis d’obtenir une information précise et sans ambiguité sur la position de I’émetteur :
une seule hypothése restante en fin d’expérience, trés resserrée autour de sa moyenne et trés
proche du marqueur de la face «avant» du haut-parleur. Plusieurs points expliquent ce constat.
Premiérement, I’émetteur est immobile, et le torseur cinématique du capteur est déduit trés
précisément des données délivrées par le systéme de capture de mouvement. Ce fait est connu
a priori, et en conséquence le filtre est réglé avec une faible variance du bruit de dynamique.
D’autre part, le contexte expérimental est trés favorable : réverbérations négligeables, absence
de bruit issu du déplacement du capteur, torseur cinématique parfaitement connu, etc. Sur un
systéme réel, on peut s’attendre a de nombreuses difficultés supplémentaires. Premiérement, sur
un robot réel, le torseur cinématique du capteur n’est pas donné, mais déduit des ordres moteurs
du robot et d’un modéle liant ces ordres moteurs au dit torseur cinématique. Il peut donc exister
des erreurs supplémentaires du fait que le modéle que I'on exploite ne décrit pas parfaitement
la réalité (glissement, jeu sur les actionneurs, etc.). Ensuite, sur un vrai robot, les actionneurs
générent du bruit qui peut détériorer fortement la performance de I’estimateur de temps de retard.
Enfin, la présence de réverbérations en milieu plus réaliste est également une source de difficultés.

Il reste donc un nombre conséquent de problémes a traiter en vue d’obtenir un systéme de
localisation binaurale active fonctionnel pour un robot et un environnement réels. Les résultats
donnés ici permettent cependant une premiére validation des méthodes proposées dans un contexte
expérimental «idéal».

4.9 STRATEGIE POUR UNE TETE

Jusqu’a présent, on a défini des stratégies de filtrage stochastique pour un capteur en champ
libre. Lorsque les microphones sont placés sur une téte, de telles stratégies ne peuvent pas étre
appliquées telles qu’elles. En premier lieu, 'estimation instantanée de I'TD doit étre remplacée
par une estimation instantanée d’azimuth sur la base des considérations et des méthodes du
chapitre 3. Deuxiémement, il faut discuter des points suivants.

Si la téte servant de support aux microphones présente une symétrie avant-arriére, on ne peut
pas se contenter de rechercher sur chaque trame de données audio 'azimut le plus vraisemblable
sur U'intervalle [—7, 7r[ et poser une équation d’observation de la forme

zp =0+ Vi (4.9.1)

avec Vi un bruit gaussien centré. En effet, 'erreur sur I'estimation d’azimut peut au mieux étre
considérée bi-modale, du fait que deux azimuts 67 et m — 07 sont aussi vraisemblables I'un que
I'autre. Ce que l'on peut faire en revanche, c’est restreindre la recherche de ’azimut le plus
vraisemblable sur I'intervalle [~7, §] et définir une fonction d’observation qui tient compte de
I’ambiguité avant-arriére, e.g.

Zp = h(@k) + Vi (4.9.2)
avec h(0) = 0 sur [-7, §] et h(0) = m— 0 sur [—m, —F]U[F, 7]. Cependant, un tel modéle ne tient
pas compte du fait que l'erreur en terme d’azimut estimé est en réalité fortement dépendante de
I’azimut «vrai», et donc que le bruit d’observation dépend de I’état. Une solution plus pertinente
serait finalement d’appliquer une transformation de la forme

6 — sin(0) (4.9.3)
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a lazimut estimé sur [—F, 7], et & poser h = sin dans (4.9.2), pour pouvoir considérer un bruit
d’observation relativement indépendant de 1’état.

Si la téte ne présente pas de probléme d’identifiabilité sur [—7, 7] (e.g. s'il s’agit d’une téte
antropomorphe munie de pavillons artificiels), les considérations précédentes ne tiennent plus
et il faut envisager une autre solution. Plutot que d’estimer un azimut et définir une fonction
d’observation et des statistiques de bruit, on propose d’approximer le critére & optimiser choisi
parmi ceux proposés au chapitre 3 par un mélange de gaussiennes, et de définir ce mélange
comme la fonction de vraisemblance p(z|6x) de notre probléme de filtrage. On n’a donc plus de
lien état-mesure analytique, mais la structure du modéle utilisé pour décrire la vraisemblance
nous permet tout de méme de définir une stratégie de filtrage basée sur le FKU. On présente les
grandes lignes de l'algorithme proposé, qui s’apparente a I’algorithme FKU-MG.

On considére ici que la densité de prédiction de I’état & I'instant k est correctement décrite
par un mélange de I gaussiennes selon

Iy
p(zk|z16-1) = Zw;c—l'/\/’(xk; ﬂ;m—p Plz|k—1)' (4.9.4)
i=1

La vraisemblance de zj est quant-a-elle modélisée par un mélange de la forme

p(zk|zk) Z’ykexp [ (wk — Mk) ((1){0)_1 (ka _ ui;)] , (4.9.5)

Notons que p(zk|zy), pour zi fixé et en tant que fonction de z, n’est pas a proprement parler
un mélange de gaussiennes. Il ne s’agit pas d’'une ddp de la variable x, et il n’y a pas de raison
que son intégrale sur xj, soit unitaire. Pour simplifier le propos, on se place ici dans le cas d'un
émetteur immobile, et on utilise les paramétres du systéme de coordonnées polaires (r, ) comme
variables d’état (cf §1.2.5 et Fig.1.6). Pour représenter le fait que la vraisemblance (4.9.5) est
indépendante de 7y, on impose les structures suivantes aux {M"i}jzl’.._,Jk et aux {(I)i}j:17,,.7Jk

j oo 0 j 0
TSR o

Ci-dessus, les mfc, @i sont les paramétres du modéle que I’on utilise pour approximer le critére.
D’apres des résultats classiques sur les produits de gaussiennes, on peut montrer que

Iy Ji
planlzin) o D0 ol N (s i P (4.9.7)
i=1 j=1
avec
.. . . —1
P = (Pl ™+ @7 (49.8)
Bite = Pii [(P;im_l) lwi\k L+ (@) luﬂ, (4.9.9)
bi = gy ‘P’zﬁf’ s i\ (pi N (i j
ay) = wy_17y B exp |~ (:Uk|k_1—uk> (Pk‘k_1+<1>k) (mk\k—l_:uk> . (4.9.10)
klk—1

Par ailleurs, la constante de normalisation p(z|z1.x—1) est donnée en marginalisant la densité
conjointe p(xy, zk|21.k—1) par rapport a xy

Iy Jg

Cr = p(zk|21:6-1) fp 2k|zk)p(zk|21:6—1 ) day, = ZZ& (4.9.11)

i=1 j=1
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de sorte que la densité de filtrage a 'instant k s’écrit finalement

I,  Jg
plaslzsn) = 3D i (w235 Pi) (4912
i=1 j=1
avec ..
Wi = & (4.9.13)
k Clc

Reste & montrer qu’avec la structure "dégénérée" des @i définie en (4.9.6), les matrices Pli‘ w1 T @i
a inverser dans (4.9.10) sont effectivement inversibles. Soit A une matrice quelconque et

o= [ g ?45?; ] . (4.9.14)

avec ¢ et gﬁi positifs. Dans ce cas 'inverse de A + @i vaut

Az + ¢i —A1p2

. —A Asq +
(A+ol) ! = 21 = 14 (4.9.15)
[A11 +ql[A22 + @] — A1 242

En passant a la limite ¢ — +o00 pour A = Qg et A = P,i‘ s_1 On obtient respectivement

4 0 0 . . 0 0
@)=y L |, P+ t=g 1 | (4.9.16)
1, (P,z|,€,1)2,2+¢>?c

La stratégie est finalement résumée dans l’algorithme 13.

Les figures suivantes présentent les résultats de ’expérimentation de la stratégie en conditions
réelles. Le protocole expérimental est identique & celui présenté au §4.8.1, & ceci prés que la paire
de microphones utilisée est ici montée sur une sphére rigide de rayon 16cm. A chaque instant,
on applique la méthode développée au chapitre 3 pour le calcul de la pseudo-vraisemblance de
l'azimut de la source sur l'intervalle | — 180°, 180°] par pas de 2°, en considérant un modéle de
source aléatoire gaussienne et des bruits de mesure iid. Cette pseudo-vraisemblance est calculée &
partir de 4 trames successives non-overlappées de 512 échantillons.

La figure 4.21 montre, pour une expérience donnée, les résultats du calcul de cette pseudo-
vraisemblance en 6 instants différents pour un émetteur en mouvement et un capteur fixe par
rapport au monde (sens chronologique de haut en bas, figure sur deux pages). Pour chaque
itération, trois sous-figures sont présentées. Sur la sous-figure de gauche, on peut voir, dans
le repére du capteur, les positions du haut-parleur (marqueurs magentas, quatre marqueurs
aux coins du haut-parleur et un marqueur au centre de la face «avant») et des microphones
(marqueurs rouges), ainsi qu’un tracé polaire de la pseudo-vraisemblance (bleu). Les sous-figures
de droite représentent la superposition des signaux binauraux, la représentation temps-fréquence
du canal gauche, et la représentation temps-fréquence du canal droit.

La localisation active binaurale proprement dite est présentée figure 4.22. Cette figure s’étend
sur deux pages, et 'ordre chronologique est de haut en bas. Le haut-parleur est fixe dans le repére
monde, tandis que la sphére est en mouvement. Les positions des marqueurs relatifs & la source
et les positions des deux microphones sont schématisées comme précédemment. A chaque instant,
on présente a gauche dans le repére du monde, et & droite dans le repére du capteur binaural, les
ellipsoides a 99% des diverses hypothéses propagées par le FKU-VMG. La mise en ceuvre de ce
filtre fait intervenir une approximation de la pseudo-vraisemblance par un mélange de gaussiennes
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Algorithme 13 : Sorties=FKU-VMG(Entrées)

FKU & Vraisemblance Multi-gaussiennes

Entrées : {iﬂltcfl\kfhPk171|k—17wlkfl}izl’_“’lk_l 7uk—17f7Qa {mi7¢i7’yi}j:17m“]k

Sorties : {:ﬁ;fk, P,z’li,w;]}
G=1,edp =1, T,

1 pouri=1,...,[;_; faire
i i i
2 (Pkfl\kfl) z = Chol (Pk71|k71)
7 . . ~d i 1
3 {5 1jk—1}p=0,...2n, ] = Sigma-Point (Ik—1|k—17 (Pr—1jk—1)2,Vna + )\)
4 pour p =0,...,2n, faire
5 ‘ X;,k|k71 = f(X;,kfukfnuk—l)
6 finpour
7 Zhs—1 = Moy ({X;,k\k—l}PZO ,,,,, 2%7)\)
8 P12|k71 = Corr ({Xﬁ,k\kq - fi?c\kfu X;,k\kfl - ‘%2|k71}P:07»-472nzvavﬁvm) +Q
9 pour j =1,...,J; faire
i,j i — . iyt
10 Pii = [(Paj—1) ' + Diag (0,1/¢7)]
] i,j i —14i ; j i1’
11 &0, = Py [(Pk\kq) l991e|/gf1 + Diag (0,1/¢7,) [0,m,] ]
i 0 1\ . i 0
T e 33 (e[ ]) D‘ag(o’ (i) +¢g;) (#tr=[ i ])
2, 2 q |k —
12 o’ = wj 1, {\pi ‘ \} € >
k-1
13 finpour
14 finpour
Tp—1 Jk—1 N
15 Cp = Z Z ap? pour i =1,...,I;_; faire
i=1 j=1
16 pour j =1,...,J; faire
17 ‘ wz’j = aZ’j/Ck
18 finpour
19 finpour

non normalisé comportant 4 hypothéses. La fléche bleue issue du centre du capteur binaural décrit
le vecteur vitesse de celui-ci par rapport au monde, exprimé dans le repére monde (sous-figure de
gauche) ou dans le repére capteur (sous-figure de droite). Dans la méme veine, I’arc de cercle
orienté bleu schématise la composante en rotation du torseur cinématique du capteur par rapport
au monde exprimé dans chacun des repéres.

Les résultats sont ici aussi satisfaisants. Toutefois les remarques effectuées en fin de section 4.8.2
restent en vigueur.
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FIGURE 4.21: Détection de primitives spatiales depuis une téte sphérique en conditions réelles,
selon la stratégie développée au chapitre 3. La source émet un signal vocal.
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FIGURE 4.22: Localisation active binaurale depuis une téte sphérique

application de I'algorithme 13. La source émet des signaux de voix.

en conditions réelles par







Chapitre 5]

Prospectives pour la localisation
multi-cibles

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes focalisés sur la formalisation d’un schéma
générique de localisation active binaurale d’une source sonore. Celui-ci s’appuie essentiellement
sur un filtre stochastique capable de fusionner les informations provenant des commandes motrices
avec des indices spatiaux extraits des signaux audio captés pour en déduire une estimation de la
position relative de la source par rapport au robot. Dans cette approche, on a considéré une source
sonore unique, éventuellement intermittente. Nous proposons dans ce chapitre plus prospectif
d’étendre ’approche proposée au cas de la localisation active de plusieurs sources.

Faire de la localisation multi-cibles nécessite une modification des méthodes proposées jusqu’ici
sur deux aspects. En effet il faut pouvoir

— estimer de maniére instantanée des paramétres spatiaux associés a plusieurs sources (dont
le nombre n’est pas nécessairement connu, et peut varier au cours du temps) émettant
simultanément, toujours & partir d’'une unique paire de microphones.

— intégrer ces estimés dans une stratégie de filtrage multi-cible, gérant explicitement de
maniére probabiliste les problémes d’association de données qui se posent naturellement :
instantanément, étant donné un jeu d’observations, impossibilité a priori de savoir quelle
observation est issue de quelle source, présence de fausses mesures, sources qui ne se
«manifestent» pas sur un horizon court terme, disparition de sources, émergence de nouvelles
sources, etc.

L’extension de la détection instantanée d’azimut vue au chapitre 3 au cas multi-sources est tout
d’abord abordée dans une premiére section. Sur cette base, nous proposons dans une seconde
section quelques pistes pour la construction d’une nouvelle stratégie de filtrage capable de traiter
plusieurs sources dans ’environnement.

5.1 DETECTION INSTANTANEE D’AZIMUTS DE PLUSIEURS SOURCES

Considérons un vecteur aléatoire Z—supposé continu sans perte de généralité—dont la ddp,
notée p(Z|0), est paramétrée par un vecteur inconnu 6 que 'on souhaite estimer. Comme vu au
§2.2.3D, 'EMV des paramétres est obtenu en maximisant L(#; Z) = Inp(Z|6) par rapport a 6.
Dans beaucoup de problémes pratiques, il n’existe pas de solution analytique a ce probléme de
maximisation. Une méthode brutale consiste a évaluer p(Z|6) numériquement pour chaque valeur
admissible de 6 sur une grille discréte. Quand l'espace des paramétres n’est pas borné et/ou sa
dimension est trop élevée, cette procédure devient vite irréalisable. Comme on I’a vu au chapitre
3, une possibilité pour réduire la dimension de ’espace de recherche consiste & chercher une
forme séparable de 'EMV. Malencontreusement, dans notre probléme de localisation instantanée
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de plusieurs sources—déterministes inconnues ou aléatoires gaussiennes—on ne peut trouver de
forme séparable que si le nombre de récepteurs est strictement supérieur au nombre d’émetteurs
(en effet, si cette condition n’est pas vérifiée, le sous-espace bruit n’existe plus, et on ne peut
plus détecter les sources par une technique de projection). Cela ne signifie pas qu’il n’existe pas
de solution a notre probléme, mais que la recherche du maximum de vraisemblance en devient
beaucoup plus ardue. Dans ce cas de figure plusieurs possibilités s’offrent a nous.

On peut premiérement relaxer ’hypothése de gaussianité des sources, et chercher a exploiter
I'information contenue dans les tenseurs de cumulants d’ordres supérieurs a 2 (nuls dans le
cas gaussien). En traitement d’antenne bande étroite, il est montré qu'une décomposition en
structures propres du tenseur des cumulants d’ordre 4 des signaux permet de localiser plus de
sources que de récepteurs, le nombre maximal de sources détectable dépendant de la structure
de la matrice directionnelle de 'antenne (liée & sa géométrie), i.e. de la nature (dimension) de
I’espace vectoriel qu’elle décrit lorsque toutes les positions possibles de la source sont parcou-
rues [Porat et Friedlander, 1990]-[Cardoso, 1990]-|Cardoso, 1991]-|Dogan et Mendel, 1995]|. Ce-
pendant, la littérature concernant les cumulants d’ordre 4 pour la localisation est principalement
dédiée (1) au paradigme du traitement d’antenne (algorithmes MUSIC 4éme ordre, ESPRIT
4éme ordre, etc.) et (2) aux signaux faible bande. A ce jour, nous n’avons pas connaissance de
travaux sur l'utilisation des cumulants d’ordre supérieur dans le contexte binaural large bande.
Chercher a innover dans cette direction n’est pas sans difficulté, du fait qu'une base théorique
solide en algébre tensorielle est un pré-requis. En outre, les méthodes a 1’ordre 4 sont parfois
remises en cause en raison du manque de stabilité des cumulants d’ordre 4 empiriques vis-a-vis
des outliers, ce qui est particuliérement problématique lorsque les cumulants sont estimés sur la
base d’une analyse court terme des flux audio.

Une autre approche consiste & poser des hypothéses simplificatrices du probléme, et définir
des méthodes de localisation sous-optimales (i.e. abandonner 'idée de chercher 'EMV). Dans
cette veine, [Porat et Friedlander, 1983| proposent (sous I'hypothése de propagation en champ
libre champ lointain) de modéliser les sources par des processus AR d’ordres 1 ou 2 dont les
paramétres ne coincident pas (i.e. on fait I'hypothése que deux sources ne peuvent pas avoir
le méme spectre, ce qui correspond & une forme particuliere d’hypothése de coloration des
sources). La méthode se décline en deux étapes : (1) estimation des coefficients des modéles
AR en analysant les termes diagonaux de la matrice de covariance empirique des signaux; (2)
estimation des temps de retard sur la base des spectres estimés. En analysant la structure des
termes diagonaux de la matrice de covariance théorique des signaux, les auteurs montrent d’abord
que le polynéme a(z), défini comme le produit des dénominateurs des fonctions de transfert en z
des systémes AR modélisant les spectres des sources, satisfait & une équation linéaire de type
Yule-Walker (¢f §2.1.2), indépendante des paramétres spatiaux du probléme. Les coefficients de
ce polyndéme sont donc estimés & partir de la corrélation empirique des signaux via la méthode
des moindres carrés. L'ordre de a(z) n’étant pas connu, le critére AIC est proposé pour estimer
cet ordre. Cependant, les auteurs insistent sur le fait qu’une procédure basée sur 'ordre vrai
du systéme méne invariablement & une estimation biaisée des coefficients de a(z), et qu’il est
nécessaire de choisir un ordre au moins deux fois supérieur & I’ordre vrai pour s’affranchir du
biais de 'estimation. Notons b(z) l'estimé de a(z) via la procédure précédente. b(z) est, de par
les conditions précédentes, d’ordre supérieur & a(z). L’estimation des spectres des sources repose
sur le constat suivant : globalement, a(z) est un diviseur de b(z), i.e. parmi les racines de b(z),
un certain nombre correspond aux racines de a(z) (i.e. aux poles des modeéles AR décrivant les
sources), et leurs valeurs sont relativement indépendantes des trames. Les racines restantes sont
fortement dépendantes des trames, approximativement uniformément distribuées sur le cercle
unitaire, et existent du fait qu’on a surestimé l'ordre de a(z) dans la procédure d’estimation des
coefficients. En effectuant une factorisation en zéros de b(z), et en analysant le comportement de
ces zéros sur plusieurs trames de données, on peut extraire les racines de b(z) correspondant au



5.1. DETECTION INSTANTANEE D’AZIMUTS DE PLUSIEURS SOURCES 159

racines de a(z). De 14, de par les hypothéses faites sur les spectres des sources, on peut remonter
aux poles associés a chaque source, et donc & leurs spectres. L’estimation des paramétres spatiaux
est ensuite réalisée sur la base de ces spectres. Une extension est également pourvue pour des
modeéles de type ARMA. Des améliorations possibles sont données dans [Nehorai et al., 1983|.
Bien entendu, la performance de ce genre de méthode est fortement conditionnée par la validité
des modéles AR ou ARMA utilisés pour représenter les sources. En particulier, des modéles
d’ordre 1 ou 2 sont généralement insuffisants pour décrire correctement des signaux vocaux.
Par ailleurs la non-stationnarité de tels signaux impose d’utiliser des trames de courte durée et
relativement peu nombreuses (& moins de modéliser les signaux au moyen de paramétres AR
variables d’une trame a 'autre, ce qui n’est pas proposé dans cette méthode). Parmi d’autres
approches sous-optimales récentes complétement différentes des deux contributions précédentes,
on peut citer [Blandin et al., 2011b], o la localisation de sources dans un contexte déterminé ou
surdéterminé repose sur la construction d’un spectre angulaire dont les extrema locaux indiquent
des valeurs de ITD compatibles avec les phases observées dans chaque case (ou «bin») de la
représentation temps-fréquence des signaux percgus.

Une derniére alternative est finalement de poser (ou non) des hypothéses qui simplifient le
probléme de maximum de vraisemblance, et de recourir a des méthodes itératives permettant
de trouver la solution optimale au probléme en évitant la force brute. L’hypothése la plus
récurrente dans la littérature concernant ces méthodes itératives est certainement I’hypothése
de parcimonie temps-fréquence ! : une source au plus est dominante dans chaque «bin» d’une
représentation temps-fréquence des signaux. Schématiquement, les algorithmes fondés sur cette
hypothése reposent sur deux étapes répétées de maniére itérative

— pour chaque source, grouper les «binsy temps-fréquence ou cette source est supposée

dominante, sur la base des paramétres spatiaux des sources estimés a l'itération précédente

(séparation, masquage, «clustering»);

— pour chaque source, ré-estimer les paramétres spatiaux qui lui sont associés & partir des

«binsy» temps-fréquence ou celle-ci est supposée dominante (localisation).
Dans [lzumi et al., 2007], Palgorithme EM est utilisé pour estimer les temps de retard associés a
plusieurs sources & partir d’une paire de microphones en champ libre, en utilisant un modéle de
sources déterministes inconnues et bruit aléatoire gaussien, dans la veine du modéle présenté au
§3.1.3B. Dans [Sawada et al., 2007|, une méthode de classification de type k-means est employée
dans l'étape de séparation. Dans [Blandin et al., 2011a], les deux méthodes citées précédemment
sont évaluées et comparées & partir de données expérimentales. Une méthode basée sur I’'EM ne re-
posant pas sur ’hypothése de parcimonie est également proposée. Dans |Feder et Weinstein, 1988|,
I’approche EM est également employée pour 'ETR relative a

— plusieurs sources indépendantes dans un milieu non-réverbérant ;

— une source et un canal multi-délai entre les microphones (e.g. en présence de réverbérations).
Les quatre références précédentes concernent ’'ETR, i.e. ne présument pas que les microphones
peuvent étre placés sur un élément diffusant. Dans [Deleforge et Horaud, 2012], I'algorithme EM
est utilisé pour la localisation de plusieurs sources parcimonieuses & partir d’une téte antropo-
morphe binaurale munie de deux degrés de liberté en rotation. Dans cette contribution, a la
différence des travaux précédents, les données exploitées ne sont pas les valeurs des transformées
de Fourier court terme des signaux percus, mais les ILD et IPD estimées en chaque case temps-
fréquence. Ces ILD et IPD extraites sont supposées suivre des loi gaussiennes indépendantes,
dont les variances sont inconnues. En particulier, en une case temps-fréquence donnée, I'ILLD et
la IPD extraites sont supposés indépendantes. Ce modéle statistique des données peut paraitre
surprenant au premier regard, mais semble trouver une justification au vu des considérations
du §2.1B-5, ou il est montré que sous certaines conditions (i.e. la variable NDE définie en (2.1.55)

1. W-Disjointness Orthogonality—WDQO
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est suffisamment grande), amplitude et la phase de I'estimateur de la DSP croisée de deux
signaux centrés gaussiens sont gaussiens indépendants. La correspondance entre la position
relative de la source par rapport a la téte (résumée aux angles pan-tilt de la téte, dans la veine
de |Deleforge et Horaud, 2011]) et les valeurs moyennes des ILD et IPD associés sont apprises
hors ligne & partir d’'un haut-parleur émettant un bruit blanc.

Dans la suite de ce chapitre on présente en détail trois algorithmes de détection d’azimuts
a partir d’une téte binaurale fondés sur I'algorithme EM. Les notations, définitions et modéles
statistiques des chapitres 2-3 sont repris et étendus au cas de plusieurs sources. Ainsi le modéle
«instantané» des signaux pergus (2.2.1) est-il généralisé au cas de plusieurs sources :

zi(t) = qu + o (¢

Q
2(t) = Y (sq*ho,)(t) +na(0).

q=1

(5.1.1)

Ci-dessus, s, désigne la contribution de la ¢'®™° source, de direction d’incidence (ou azimut)
g, au signal per¢u en R;. les signaux des sources {sq}q=1,..¢Q et les bruits ni,ny sont supposés
aléatoires réels, de moyenne nulle, et gaussiens dans leur ensemble. Le vecteur d’observation Z
est construit & partir de transformées de Fourier court terme des signaux zp,zs pergus en les
microphones Rj, Ro, dans la lignée des méthodes des chapitres 2-3. Au §5.1.1, on commence
par un bref rappel sur le principe de I'algorithme EM. Un algorithme basé sur la parcimonie des
sources est présenté au 5.1.2, tandis que les §5.1.3-5.1.4 présentent des méthodes relaxant cette

hypothése.

5.1.1 L’algorithme Espérance-Maximisation en bref

L’algorithme EM [Dempster et al., 1977|, initialement proposé par Dempster, est une méthode
itérative congue spécialement pour la recherche de maximum de vraisemblance. On en rappelle
briévement le principe de maniére informelle. La publication de Dempster est recommandée pour
le lecteur intéressé par les fondements théoriques et les détails de la méthode.

On introduit un vecteur aléatoire X, qu’on suppose ici continu mais qui peut étre discret
ou hybride (continu-discret), désormais appelé vecteur de données complétes. Ce vecteur et le
vecteur de données réellement disponibles Z doivent satisfaire a la relation

p(Z]1X,0) = p(Z]|X), (5.1.2)

i.e. Z|X doit étre indépendant de 0. Le choix du vecteur X n’est pas unique et constitue 'un des
points clé de la méthode. Le but est de définir X de sorte que, si un échantillon X de X était
donné, alors trouver le maximum de p(X|6)—la vraisemblance de § par rapport aux données
complétes—serait une tache aisée. On dénote 6, 0* deux valeurs candidates? du vecteur de
paramétres. Alors on a

. p(Z10) p(Z X]Q
L) —L = = 1.
(6) = L") =2 =t [ £ (5.1.3)
En exploitant ’hypothése (5.1.2), il vient
p(Z,X10) = p(Z|X)p(X10), (5.1.4)
. Z|X)p(X|0*
p(Z|0%) = PZX)p(X|6") (5.1.5)

p(X1]Z,60%)

2. attention, 8" ne désigne pas le conjugué de 6.
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En injectant (5.1.4)—(5.1.5) dans (5.1.3) on obtient

L(6) — L(6") = lnf]m;n(X|Z,9*)dX (5.1.6)

X|0 X|0
p(X[0%) p(X[0%)
ou la derniére inégalité est I'inégalité de Jensen (la fonction logarithme Néperien étant concave
sur son domaine de définition). On obtient donc l'inégalité suivante

L(0) — L(0%) = Q(0,0") — Q(0,67), (5.1.7)

ou

Q0,0*) =E {mp(xm)(z, 9*} = [ p(X|0)p(X|2,07)dx (5.1.8)

est communément appelée la fonction auxiliaire du probléme. Par conséquent, étant donné une
valeur initiale 6%, si I'on trouve une valeur 6 telle que Q(6,6*) > Q(0*,6%), alors on vérifie que
L(0) > L(6*), en vertu de l'inégalité (5.1.7), i.e. on a trouvé une valeur 6 plus vraisemblable (ou
aussi vraisemblable) que #*. En particulier, un tel 6 peut étre trouvé si, a * donné, on maximise
la fonction auxiliaire Q(.,6*). Si X a été défini judicieusement, alors on peut espérer que Q(., 6%)
soit «facile» & maximiser. L’algorithme EM prend donc la forme itérative suivante

1. Initialiser 6*

2. Etape Espérance : Calculer Q(., %)

3. Etape Maximisation : Conserver la valeur # maximisant Q(., 8*)
4

. Poser 6* = 0 et revenir a I'étape 2 si L(0) — L(6*) est supérieur a un seuil prédéfini. Sinon,
retourner la valeur de 6.

Ainsi, a chaque étape de I’algorithme, on s’assure d’un incrément positif ou nul de la vraisemblance
de 6, ce qui assure de converger vers un maximum local de la fonction de vraisemblance.

Notons que dans le cas particulier ou le vecteur X choisi résulte de la concaténation de Z et
d'un vecteur Y (communément appelé vecteur de données latentes), alors >

| e (X10)pxize+ (X12,07)dX = [[ Inpzyo(C, Y 0)pzyize- (¢, Y12,67)ddY . (5.1.9)
Mais
pz,Y\z,e*(C»Y|Za %) = pY|z,e*(Y|Za 9*)292\2,6*@’2’ ) = pY\z,e*(Y|Z»9*)5(< - 2), (5.1.10)
ce qui donne
jlnpx‘e(X|¢9)px|Z,9*(X|Z,9*)dX = j111Pz,¥|e(Z>Y‘g)pv\z,e*(Y’Zﬂ*)dYa (5.1.11)

ou encore

Exizo- {Inpxo(X16)| Z,0°} = Eyzo- {Inpzve(2,¥10)| 2,6"} (5.1.12)

3. ici on réintroduit ponctuellement les notations formelles des ddp pour faire clairement apparaitre une
distinction entre ¢, une variable muette associée & Z par rapport a laquelle on intégre, et Z, la réalisation de Z que
I'on détient.
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5.1.2 Hypothése de parcimonie des sources dans le domaine
temps-fréquence

Dans cette section, '’hypothése de stationnarité (individuelle et mutuelle) des signaux
21,22 est relaxée. Dans ce cas de figure, leurs autocorrélations R,,, (t,7) = E{z1(t)z1(t — 7)},
Rayzy (t,7) £ E{za(t)za(t — 7)} et intercorrélation R, , (¢, 7) £ E{z1(t)za(t—7)} ne sont plus des
fonctions de 7 uniquement. On peut toutefois calculer les transformées de Fourier de ces quantités
par rapport & 7 et interpréter les fonctions obtenue comme des DSP et DSP croisée des signaux,
mais paramétrées par le temps ¢, i.e. comme des spectres évoluant au cours du temps. Pour
pouvoir traiter des signaux non stationnaires sans remettre complétement en cause tous les calculs
de statistiques faits aux §2.1, on fait généralement 'hypothése de stationnarité locale des signaux.
Cette hypothése consiste a dire que E{z;(t)z;(t — 7)} varie effectivement avec ¢, mais que sur
une trame de données suffisamment courte indexée par n, Rz, (t,t — 7) & Rzz, n(7) ne dépend
pas de t. On note Sz,z; »(f) la transformée de Fourier de R, »(7), elle aussi indépendante de ¢
mais indexée par 'indice temporel n.

Pour définir notre vecteur de données et le modéle statistique qui lui est associé, on va découper
les signaux observés le long de notre fenétre d’observation en trames (comme on 'a fait jusqu’a
présent), mais on va également définir des groupes de trames successives. Plus spécifiquement, on
effectue un réindicage des fenétres court-terme telles que définies au §3.1.3A-1 en posant

Wing sy (t) = W= Ty np))- (5.1.13)

Ci dessus, les entiers n, et ny désignent respectivement l'indice du groupe de trames et I'indice
de la trame dans le groupe de trames considéré. Le vecteur de données est construit exacte-
ment de la méme maniére qu’au §3.1.3A-1, mais en intégrant la double indexation des trames.
Z(ngn f)[k:] désigne donc la concaténation des valeurs des transformées de Fourier court terme
des signaux gauche et droite sur la trame indexée par (ng,ns) et a la fréquence d’indice k.
Zng k] £ [Z(n, 1) (K] Zny 2 [K] - -+ Z(ny Ny [K]']" désigne quant-a-lui les «données dans la case
temps-fréquence (ng, k)» 4. Le vecteur de données (ou d’observation) Z résulte alors de la conca-
ténation des données de toutes les cases temps-fréquence :

22 [Zi[k1), Za[ka), ...  ZakB), Zo[k) ... 2N, k)T (5.1.14)

Pour simplifier le propos, on considére que les bruits ni,ny sont eux individuellement et mutuelle-
ment SSL, iid de DSP constante et connue o2. On considére que les Zingmn f)[k:] sont indépendants
les uns des autres (voir chapitre 3 pour les hypothéses et approximations sous-jacentes a I’hypo-
thése d’indépendance). On suppose connu a priori le nombre de sources Q. On fait ’hypothése
de stationnarité locale des sources sur les intervalles temporels correspondants aux différents
groupes de trames, et on suppose de surcroit que dans une case temps fréquence, une seule source
est dominante, c’est a dire que, sous hypothése que la source indexée par ¢ est dominante dans
la case temps fréquence (ngy, k), la matrice de covariance de Z(ngn f)[k] s’exprime, quel que soit
ng € {l,...,N¢}, par

Cy i) = Vi, [K]Ssys,m, K] Vo, [k]T + 0°Ly (5.1.15)

Z(ng,ng)

Pour alléger les notations, on rebaptise Cé?) k] et Ss,s,.n, k] en C,({f]) [k] et S,({;) [k] respectivement.
ng,ng

On note Sy, [k] £ [S’,%) [k], 5’7%) k], ..., S,(g) [k]). Le vecteur de paramétres inconnus 6 s’exprime
alors par
A
0= [0, 0000c) (5.1.16)

4. dans «temps-fréquencey», «temps» fait donc référence & «groupe de tramesy.
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avec U = [191, o, ... ,19@]/ et espec = [Sl []Cl]/, So [k}l], e, SNg [kl],, S [kz],, e SNg [kB]l], vecteurs de
paramétres spatiaux et spectraux du probléme respectivement. Sous les hypothéses précédemment
énoncées, la log-vraisemblance du vecteur de paramétres par rapport aux données d’écrit

Ny kg

Inp(Z|6) = > Y Inp(Zn, [K]|9, S, [K]). (5.1.17)

ng=1k=k1

Pour chaque source g, on suppose que la probabilité a priori que celle-ci soit dominante dans la
case temps-fréquence (ng, k) est 1/Q. La ddp de Z,,[k] est donc représentée par un mélange de
@ hypotheéses équiprobables

Q
1
D(Zn [K)[9, Suy [K]) = > oL (zng k)10, S0 [k]) , (5.1.18)
q=1
et chaque hypothése ¢ € {1,...,Q} est une gaussienne complexe a symétrie circulaire
D (Zn, W19, SV K]) = N (Za, )50, Diag (CL K], ..., CH]) ) (5.1.19)

ot la matrice de covariance Cr(l? [k], selon I’équation (5.1.15), est paramétrée par la DSP 87(1%) [k] de
la source ¢ en la case temps-fréquence (ng, k) et sa direction d’incidence ¥,. La log-vraisemblance
de 0 par rapport aux données s’exprime donc par

Inp(Z|6) = i Zln ZQ‘C/\/< 1, [K]; 0, Diag (c< K], ... c,g?{k])) L (5.1.20)

ng=1k=k;

La valeur de # maximisant cette fonction n’admettant pas d’expression analytique ni de forme
séparable, on cherche son maximum via ’algorithme EM en introduisant un vecteur de données
complétes X que l'on définit ci-aprés. On considére le vecteur discret de wariables latentes

v £ [y1lk], yolkil, . .. YN, k1], yilkel, ...y, [kB]], avec V(ng, k)

C . ;

{30, K] = a} = 20, 6] ~ N (50, Ding (CO[K), ... CLOH]) ). (5.1.21)
i.€. Yn, k] informe sur l'origine de Z,,[k] (de quelle hypothése g il est originaire, i.e. quelle source
est dominante dans la case temps-fréquence (ng, k)). Soit Xp, [k] £ [Zn, [k]', yn, [k])' le vecteur de
données complétes dans la case temps-fréquence (ng, k) et

X & [Xi[k), Xo[ka)s ... XN, (K1) X ko]', .o X, [KB)) (5.1.22)

le vecteur de données complétes, résultant de la concaténation des données latentes et des données
réellement disponibles. On suppose que les vecteurs de données complétes dans les différentes
cases temps-fréquence sont indépendants deux a deux. Le choix du vecteur y comme données
latentes est légitime du fait que si la réalisation de ce vecteur était connue, il suffirait de grouper
les cases temps-fréquence associées & chaque source, et effectuer de 'estimation par maximum de
vraisemblance mono-source pour chaque groupe de cases pour obtenir 'TEMV de 6. La fonction
auxiliaire & maximiser s’écrit donc, en se basant sur la discussion en fin du §5.1.1

Q0,6") =Y lnp(Z,yl0)p(y|Z.67), (5.1.23)
yey
avec Y = {1,2,... ,Q}Nng I’espace discret dans lequel vit y. En remarquant que

P (Zy Kl (1], 9. Su, (6) = p (Zo, (1119, 13, Su* 1] (5.1.24)
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on peut ré-exprimer ainsi la log-vraisemblance de 6 par rapport aux données complétes

Inp(Z,y10) = Y Wp(Zn, [k, yn, [k][0, S, [k Zln 2 (Zng K119y, , hma D g 3)
ng,k ng,k
- 1n<CN( J:0, Diag (C(y"g D, ol [k])[k])) — N,kpinQ
ng,

= —Ny Z (lndetCS;ng &) [k] 4 trace ((C%"g ) [k]) B Ch, [k])) +¢(Q), (5.1.25)

ng,k
avec
1 ¥
Cng [k] = Ff Z Z(ng,nf)[]'C]Z(ng,nf)[k‘]]L (5'1'26)
ny=1

la matrice de covariance empirique des signaux calculée sur la case temps-fréquence (ng, k) et
¢(@) une constante sans intérét. La vraisemblance de 6* par rapport aux données latentes sachant
les données s’exprime, en exploitant la régle de Bayes, comme suit

W1 Z,6%) = 1] p(yn, (k]| Zn, (K], 0%, S, [K]*)

ng,

50 (Zn, 119, [k],s(y“g”)w)
=11

ik | 0 &0 (2, 19, SO KT
q

g9

. N (201 0Dlag(o,szw[Dw,...,oéi“g““”[kw)

ng.k ZQ\/( ]; 0, Diag (C( VK], ... 707(1?%]*)) (5.1.27)

Ainsi, la fonction auxiliaire & maximiser peut-elle s’écrire

CEOEDD (Zlnp( 19y, 0, Se? " [R1)

yey

L1 2w, 101 Zin, 1), 9%, S, [é]*)) +¢(Q,0%), (5.1.28)

mg,

avec 3, cy(.) = Zy?l[kl]:l . Zgn/g =1 - ZyQNg [kB}:l(.) et ¢(Q, 0*) une constante par rapport a

6 qu’on omet par la suite. L’expression de la fonction auxiliaire telle que donnée a I’équation (5.1.28)
ne nous simplifie pour 'instant pas vraiment la tache. Les développements qui vont suivre, vont
nous donner une expression bien plus intéressante de cette fonction auxiliaire. En utilisant la
relation

Zlnp( By, 0 5o ]) = Zquyng[k]lnp( R0, SOH). (5.1.20)

ng,k ng,k g=1
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ou ¢ est le symbole de Kronecker, il vient

Q(8,6%) ZZlnp( K, S [k])

q= 177/g7

Z Z Z Sqy k] L1 PGy [ Zmy [€), 0%, S, [€)7). - (5.1.30)

y1[k1} yn k/] 1 YNg k‘B] 1 mg,é

Or

LT 20y, 101 Zn, (81, 9% S, [%) =

mg,l
PYng (K] Zng [K], 0%, Sy [K]°) [T 2(my (€] Ziny 1€], 97, Sy [€]7)  (5.1.31)
mg,l#ng.k
et
Q
D gy P Wng (K] Zny [K], 0%, Sy [K]7) = p(a] Zny [K), 9%, Sy [K]), (5.1.32)
yng[k]zl

avec par abus de notation p(q|Zy, [k], 9%, Sp, [k]*) = P{yn, k] = q|Zn,[K], 0%, S, [k]*}. D’ou

Q Q
Q0,07) —ZZlnp( Hio, SOH) > Y
g=1ngk yilk1]=1  ynglk—1]=1
Q Q
S Y @215 1) TT g [1 2, (6,9, 5 [0, (5.133)
Ynglk+1]=1  yny[kp]=1 Mg l#ng,k
ou encore

> S 10p (2, 11104, SO K)) pal Za, K], 07, S0, [1]7) %

q= 1ng7

11 Z P(Ymy ()| Zm, [€], 07, Sy [€]7). (5.1.34)

Mg lF#Ng,k Ym g [(]=1

Mais par la définition méme de probabilité

Q
> Py [0 Zmg (€], 9%, S,y [€]7) = 1, (5.1.35)
ymg[ﬂ:l
donc, finalement
Q(6,6%) ZZlnp( M0, SO [k ])P{yn (K] = q| Zn, [k], 9", Sn, [K]"}. (5.1.36)

q= lng»

La fonction auxiliaire telle qu’exprimée a 1’équation (5.1.36) devient trés intéressante. Premié-
rement, elle se présente comme la somme de @ fonctions {Qq(., 6%)} g=1...Q> OU chaque fonction
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Qq(.,0%) ne dépend que de 6, le vecteur concaténant les paramétres spatiaux et spectraux associés
a la source ¢

Q0,0%) = Qq(0,,67). (5.1.37)
q

Il suffit donc de maximiser chacun des Qq(., 0*) séparément pour avoir le maximum de Q(., 6*).
En second lieu, on va voir que des conditions de stationnarité au premier ordre sur les Qq(., 0%)
peuvent étre exploitées pour faciliter la recherche de leurs maxima. Pour la suite, on note pour
plus de lisibilité

VD] = Py (k] = gl Zu, [K], 07, Sy [K]7} (5.1.38)

et on omet la dépendance de m(lqg) [k] par rapport & 9%, Sy, [k]*. La dérivée partielle de Q (0, 0%)

par rapport a Sfﬁ) [k'] vaut, du fait que ’yfﬁ) [k'] ne dépend pas de Sfﬁ) (K],
g g g

3@(1(9(1) (@) 1y 0 / (@)1
— " = [ ——— |lnp ( Z,,, [K']|0q, S,/ [K'] (5.1.39)
8553) %] g aSr(ﬂ) (k'] { ( g @ g )}

et vaut zéro lorsque S (@) (k'] vaut, en fonction de ¥4, (exactement de la méme maniére qu’au

U
g

chapitre 3)

. -1 . -1
SOIK] = (Vo K]'Va, [K]) Vo, (61} (Co, K] — 0?Ia) Vi, (K] (Va, K]V, [K]) . (5.1.40)
En réinjectant 'équation précédente dans @, on trouve que (toujours de la méme maniére que
dans le cas mono-source du chapitre 3)

J, = argming, 3 A [k] (lndet [Pﬁq (]G, [k] Py, [k] + o> Py [k;]} +

ng,k

%trace [Py, K1, (4] ). (5.1.42)

On constate une grande similitude entre la fonction & minimiser dans (5.1.41) et la PLV dans le
cas mono-source. La premiére différence réside dans le fait qu’on somme sur les fréquences et
sur les groupes de trames (qui vient du fait qu’'on a relaxé 'hypothése de stationnarité). L’autre
différence se trouve dans I'apparition de la pondération *y,(z) [k] & Pintérieur de cette somme. Cette
pondération représente en fait la probabilité que la source ¢ soit dominante dans chaque case
temps fréquence (ng, k), sur la base des données et de I’hypothése «naive» que le vecteur de
paramétres est 6. On commence donc & voir apparaitre les deux étapes principales de notre

algorithme EM :

1. Calcul des 9, 5’,(;;) [k] sur la base des 7,(1? [k].

(9)

2. Mise a jour des v, [k] & partir des By, qug) [k], puis retour en 1.

La seconde étape de 'algorithme est souvent appelée étape de séparation, dans le sens ot ’'on

(

calcule la répartition des sources dans les différentes cases temps-fréquence. Le calcul des vn? (k]
est donné dans ’équation (5.1.27). On note

550 ] £ N (20, [K);0, Diag (COK]",...,CO ")), (5.1.42)
de sorte que
g ]
YD) = " (5.1.43)

- _(¢
S A k]
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Le logarithme de ﬁ,(lqg) [k] est la log-vraisemblance de 97, 5’7({2) [k]* par rapport a Z,, [k]. Mais du

fait que f%(fi) [k] est mis & jour a partir de ¥}, S,(lqg) [k]*, i.e. les ﬁq, 5’7({5]) [k] de l'itération précédente,

eux-méme unis par la relation (5.1.40), il vient immédiatement que

1@@MZ_MQMmP%m@#M%m+H$ﬁﬂ+
1 N
;traee [Pé:*l (k]Chn, [k,‘]} ) + const. (5.1.44)

La méthode est résumée dans ’algorithme 5.1.4. On remarque qu’avec cette méthode, il n’est
pas nécessaire d’initialiser les paramétres spectraux de sources, grace a la relation (5.1.40). Pour
parler plus clairement, étant donné une valeur candidate initiale pour 9, on déduit directement
les valeurs les plus vraisemblables des spectres des sources par rapport aux données sur la base de
cet «initial guessy» sur ¥, i.e. les spectres sont initialisés de maniére a étre les plus «compatiblesy
possibles avec les azimuts initiaux. Ceci offre un avantage particuliérement intéressant, dans la
mesure ou 'initialisation est le point le plus crucial et le plus sensible des algorithmes EM en
général, et que dans d’autres variantes de 'EM pour la détection d’azimuts, telles celles présentées
aux §5.1.3-5.1.4, 'ensemble des paramétres (spatiaux et spectraux) doivent étre initialisés.

5.1.3 Echantillons des sources comme données latentes

Dans cette section on considére des signaux stationnaires pour simplifier, mais on pour-
rait sans difficulté relaxer cette hypothése. L’algorithme présenté ici s’apparente & celui défini
dans [Ozerov et Févotte, 2010]. Néanmoins, dans cette derniére référence, Vy[k] est totalement
inconnu et doit étre estimé pour chaque k (i.e. chaque bande de fréquence) a la place de ). Une
factorisation en matrices non-négatives des spectrogrammes des sources est proposée pour résoudre
le probléme d’alignement des matrices ainsi estimées sur les différentes composantes fréquentielles
des signaux (lié au probléme d’ambiguité de permutation des colonnes de la «matrice de mélange»
en séparation aveugle). Dans cette thése, du fait qu’on dispose d’'un modéle paramétrique du
transfert entre les récepteurs, nous ne sommes pas confrontés a ce probléme d’alignement. On
suppose que les signaux des sources—aléatoires—et les signaux percus sont gaussiens dans leur
ensemble. Ici, nous considérons des signaux stationnaires, aussi oublions nous donc le double
indicage des trames défini dans la section prédédente. Plus spécifiquements, nous oublions la
notion de groupe de trames, et une trame est référencée ici par I'indice n. La relation qui unit les
sources aux signaux percus dans le domaine temps-fréquence est la suivante

Zn[k] = Vy[K]Sy (k] + Ny [K], (5.1.45)

avec

Volk] = Vo, [K], ... Vi, (K], - Voo [K]): (5.1.46)

Ci-dessus, Zy[k], Sn[k], et Ny, [k] désignent les valeurs des transformées de Fourier court terme
des signaux multidimensionnels z(t), s(t), et n(t), constitués respectivement de (zi(t),za(t)),
(s1(t),s2(t),...,sq(t)), et (ni(t),n2(t)). Cette relation est une approximation, mais on considere
que les hypothéses sous-jacentes sont vérifiées, i.e. les réponses impulsionnelles {hng}q:17.,,,Q
prennent des valeurs négligeables au bout d’un temps suffisamment court devant les durée des
fenétres d’observation (hypothése généralement abusive dans la pratique, mais peu discutée dans
la littérature). Le vecteur de paramétres ¥ a estimer résulte de la concaténation du vecteur o
(regroupant les directions d’arrivée des différentes sources) et des coefficients des matrices de
covariance des sources aux différentes fréquences {Cs[k} ks[k]} =1 g On suppose en outre que

pour k € {ki,...,kp}, les Vy ;) sont linéairement indépendants (ce qui implique entre autres
qu’on ne peut considérer deux sources ayant la méme direction d’incidence). On considére pour



168 CHAPITRE 5. PROSPECTIVES POUR LA LOCALISATION MULTI-CIBLES

Algorithme 14 : EM Basé sur la Parcimonie Temps-Fréquence (EMBPTF)

Entrées : 90 maxit

Sorties : 1977
1 compt =0,AL =0
2 tant que AL > 7 | compt < maxit faire
3 compt = compt + 1

4 pour g =1,...,Q faire

5 si compt = 1 alors
6 ‘ ﬁq _ ﬂéinit)
7 sinon
. ] . 1 .
8 J, = argmin,, > A [K] [lndet (Pﬂq (6], k] Po, [k] + 02 Pi- [k]) + —trace (P;q k1Ch, [k])]
ng,k
9 fin
10 finpour
11 L(9) =

3 In (Z %exp <_Nf {lndet (Pﬁq [k]Co, K] P, [k] + 0” Py [k]) + %trace (Pli K1Co, [k])} )>

12 si compt > 1 alors

13 | AL=L() - L")
14 fin
15 9 =1
16 pour ng =1,..., Ny, k =ki,...,kp faire
17 pour g =1,...,Q faire
18 ‘ S (q) = exp (-Nf {lndet (P,;; [6)Co, [K] Poy [k] + 02 Pg [k]) + %trace (P;; (k]Cin, [k])D
19 finpour
20 N . .
26— Tng K]
21 finpour
22 fintant

simplifier que Cygu(x) est connue pour tout £ (et non nécessairment diagonale). On choisit comme
données latentes les S,[k], regroupés dans un vecteur S, de sorte que le vecteur de données
complétes soit X = [Z/,S')". Notons qu'il ne faut pas confondre ici S, [k] ou sa réalisation S,[k] avec
la quantité portant le méme nom définie dans la section précédente. Sous les hypothéses classiques
d’indépendance vues tout au long de ce manuscrit, la log-vraisemblance de 8 par rapport aux
données complétes s’exprime comme suit

Inp(Z,S10) = —N Z (lndetCk + trace (Ck_lé’k>) + const, (5.1.47)
k

La matrice C} ayant la forme suivante

Comzik) Corsiy }
Ch — , 5.1.48
g {Cs[mz[k] Cslisik) (5:1.45)
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avec Cylizin = Eizn[k}zn[k]f}, Copjsin) = B{Zn[K]Sn[K]™}, Cspgzpy £ E{Snlk]Znlk]T}, et Coppysp =
E{S,[k]Sp[k]T}. Cy est la forme empirique de Cj, construite & partir des données complétes, i.e.

1 N
Cr 2 v > X[k X k] (5.1.49)

avec Xy, [k] £ [Zn[k], Su[k]'] Noter que pour k donné les statistiques individuelles et conjointes des

Zn k], Sp]k] sont indépendantes de n, ce qui découle directement de I’hypothése de stationnarité
des signaux. On peut écrire par ailleurs

Camjzig = VolkICspsie Vo [k]T + Cuppge
Caimgsie) = Vo lk|Csirsir (5.1.50)
Csimzir) =  Csirjsin Vo k]

On omet désormais 'indice k pour plus de lisibilité. Le déterminant de C' vaut

detC = det (Css) det (sz - 023C3_81032) = detCSSdetCNN, (5151)

et son inverse s’écrit

r -1 -1
C_l (sz - Czscs_slcsz> - (sz - Czscs_slcsz) CzsC0sg"
= —1 -1
L —Cs5' Csz (sz - Czscsglcsz) Css' Csz (sz - Czscgslcsz> Cz5055" + Ogg*

Co' —Cy Vg

o e (5.1.52)
| VO VyCOuy Vg + Cgg

Qn a donc, en notant C’ZZ, ézs, C’SS les formes empiriques de Czz, Czs, Css (i-e. les sous-blocs de
),
trace (C_lé’> = trace (Cﬁl ézz) + trace <C’S_SIC’SS>
+ trace (XZC’N}RX(,CA’SS) — 2Re (trace (XECN?CA'ZS)) , (5.1.53)

de sorte que la log-vraisemblance s’écrit finalement

Inp(Z,S|0) = =N Z <lndetCN[k]N[k] + lndetC’S[k]s[k] + trace (CN_[;]N[IC]CA’ZU?]ZU“O +
k

trace (Céé]s[k} Cs[k}s[k]) + trace (Xg [k]TCﬁ;}N[k]Xa[k']cs[k]s[k]> -

2Re [trace (Xe{k]TCNi[;}N[k]éz[k]s[k})} ) + const. (5.1.54)

En dérivant cette log-vraisemblance par rapport a Cgjyjsix) et en cherchant quand cette dérivée
s’annule, on obtient 'EMV de Cgjyjsi), qui n’est autre que la matrice de covariance empirique
des échantillons des sources. La dérivée partielle en question s’écrit (en omettant 'indice k)

1 dlnp(z,sl0)
N  0Css  OCss

(lndetCss) -

8gss (trace (CS_SICA’SS>) (5.1.55)

N /
= (Cs) + (CESICSSCESI) : (5.1.56)
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de sorte que
Olnp(z, s|0)

0Css

L’EMYV de ¢ lorsque les données latentes sont disponibles s’exprime donc ainsi

=0«s Css = C’SS- (5157)

V= argming Z (trace (yﬁ [k]TCN_[;]N[k]Xﬂ [k] és[k}s[k]) —
k

2Re {trace (Xﬁ[k]TCN_[;i}N[k]éz[k]s[k}) } ) (5.1.58)

Du fait que les données latentes ne sont pas disponibles, on calcule, dans une optique d’itération,
I’espérance de la log-vraisemblance des données complétes conditionnellement aux données et a
I’hypothése que le vecteur de paramétres vaut #*. On cherche donc I'expression de la fonction
auxiliaire

Q(6,0%) = E {Inp(z,5|0)| 2,0} . (5.1.59)

En prenant 'espérance de (5.1.54) on a, de maniére immédiate

Q6,0%) = —NZ (lndetCN[k]N[k] + IndetCgygpp) + trace (CBI_[;]N[k]éZ[k]Z[kO +
k

-1 A ~1 %
trace <Cs[k]s[k]cs[k15[k}> + trace (Xe[k]TCN[k]N[k}XQ [k:]C’S[k]s[kO -

2Re [trace (Me[k]TC_;i}N[k]éz[k]s[k})} > + const  (5.1.60)

|
avec
N A . 1 *
Csmsiy = E {Cs[kz}s[k]‘za 0 } =E {N > sulklsalk]'|Z,6 } : (5.1.61)
N A . 1 *
Cosip) = E {Cz[k}s[k]‘z, 0 } =E {N Z Zn[k‘]Sn[k}]”Z, 0 } . (5.1.62)

La valeur de 8 correspondant au maximum de la fonction auxiliaire est donc

I= argming Z <trace (Xﬂ [k]TCﬁ;}N[k]Xﬁ [k] és[k}s[k]) —
k

2Re [trace (Xﬁ[k]TC’N_[;}N[k]CZ[k]Sm)} ), (5.1.63)

Un constat remarquable ici est que {Cyijzii) Czirsia]> Csirjs[k] Fk=1,....kp CONStituent une statis-
tique suffisante du probléme, et que la vraisemblance des paramétres par rapport & cette statistique
suffisante a une structure particuliére, appelée forme exponentielle [Dempster et al., 1977|. De ce
fait, 'argument du maximum de la fonction auxiliaire a exactement la méme expression que 'EMV
des données complétes, mais en remplacant les composantes inconnues des statistiques suffisantes
par leurs espérances conditionnelles (i.e. en remplacant Cyysir), Cskjs(k] Par éz[k]s[k}aés[k]s[k}
respectivement). Conditionnellement & Z,[k] et 6%, S,,[k] suit une loi normale de ddp (régle de
Bayes dans le cas linéaire gaussien)

P(SulM]| Z0lK],0%) = N (Sulk]; Sulk], i) (5.1.64)
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avec
Sulk] = E{Su[k]|Zn[k), 0} = Ki Zy[K], (5.1.65)
. A T
P= B { (sa06] - Su14]) (52061~ 8.100) [ Zulb1 07}
= G — KN+ [k Coppsing (5.1.66)
et K} donné par
~1
KfzzcﬁmﬂmbeHT(yﬁdﬂcgmsm&b*WF'+C&wmmO : (5.1.67)

On rappelle que {9*, {C;[k]s[k]}k:klw-’kB} constituent les composantes de 0*, le vecteur de para-
métres estimé a 'itération précédente. Il vient

E{Sn[k}sn[k]uzn[k]v 9*} =P+ Sn[k]gn[k]T (5'1'68)
= Clisie) — KV o K] Capsp + K7 Zalk] Za k] K,

et finalement que
E { Con| 2.0" } = Ciugsy — Kt Vor W Cugsy + Ki Copama K" (5.1.69)
De la méme maniére, on a
EJC Z,0°t = C KT, (5.1.70)
ZIk]s[k] | £ 2[k)z[k] S &

En pratique, on met en ceuvre un algorithme d’Espérance-Maximisation Généralisé (EMG) au lieu
de I'EM pour éviter d’avoir & maximiser une fonction de @) paramétres (a la place on maximise
successivement ) fonctions de 1 paramétre). Ainsi on ne trouve pas le maximum de Q(6,0*),
mais on trouve un 6 qui garantit que Q(0,60%) > Q(0*,6*). La procédure est résumée dans
I’algorithme 15.

5.1.4 Sources Indépendantes

L’algorithme qui est proposé ici présente de grandes similitudes avec celui présenté dans
[Feder et Weinstein, 1988|. Nous conservons les hypothéses et notations du §5.1.3, a ceci prés
que nous considérons des sources (resp. bruits) mutuellement indépendantes (resp. indépendants,
identiquement distribués, temporellement blancs et de variance o connue) i.e. Cy, (resp. CN[k;}N[k])
est supposée diagonale (resp. proportionnelle & la matrice identité). Notons S%q) (k] la g'®me
composante de S, [k] (& ne pas confondre avec la méme notation introduite au §5.1.2, désignant la
DSP de la source ¢ dans la case temps-fréquence (n, k) sous hypothése que celle-ci est dominante).

Dans le cas particulier de sources indépendantes, I'équation (5.1.45) se simplifie en

Q Q Q
Zalk] = 3 Vi, MISO1K] + Nalk] = 3 (Vo ISPk + NO[R]) = S x@P]  (5.1.71)
q=1 q=1 q=1
avec 0
XD (k] = Vg, (RIS [R] + NP (K], > N [K] = N, [k], (5.1.72)

Puisque les sources sont supposées indépendantes, les paramétres spectraux a estimer se réduisent
aux coefficients diagonaux des matrices {Cgjusi] } o=t ...k définies au §5.1.3, i.e. Les DSP
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Algorithme 15 : EMG Basé sur les Sources comme Données Latentes (EMGBSDL)

Entrées : 19(1““)7 {CS(EZ]I;,%M} , 7], maxit
- k

Sorties : 19, {és[k]s[k]}k X

—ky

1 compt = 0,AL = o0
2 tant que AL > 7 | compt < maxit faire

3 compt = compt 4 1

4 si compt = 1 alors

5 9 = Piit)

I I ) P G )
7 sinon

8 pour g =1,...,Q faire

0 b, =

10 avec Mfgq) [k} = yﬁl,...,1§q_1719qﬂ92+1"”’1922 [k]
11 finpour
2 Cosn},_, . = {Cowu

{ SIStk 1 kg SIkIs[k] k=1,..kp
13 fin

14 L(l§, {C’S[k]s[k]}k:kl kB) = 7NZ (lndetCz[k]z[k] + trace (Ci;]z[k]éz[k]z[k]))
. -

15 | avec Copzn = VylklCspmsi Vo k)T + Cuprgupag

16 si compt > 1 alors

17 AL = L(ﬁv {Cs[kJs[kl}kzklka) - L(ﬂ*» {Cstusiey }k:kl,.“,ks)
18 fin

10| 0= 05 (s, = {Comsif,

20 pour k =1,..., kg faire

21 K = Cipasig Vo= [T (V- K] Ciiusing Vo [F]T + Cuppguiay)

22 Cotusiv) = Capugsin) — Ki Vo [FCsusiay + Kk Copppzp Kit'

23 Copstr) = Corpzin KT

24 finpour

25 fintant

argmin, Z (trace (ng[k]fcmklmk]lff) [k]é’s[k]s[k]) — 2Re [traee (ngq) [k}TCﬁkl]N[k] éz[k]s[k])])
k
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{Ssys4ta=1,..,@ des sources en les indices fréquentiels k = ki, ..., kp. Sans perte de généralité, on

peut choisir les {N%q) [k]}q=1,...0 centrés gaussiens dans leur ensemble et iid, avec quel que soit

qge{l,...,Q}

1 o?
Cy@ @ = écn[km[k] = 5112- (5.1.73)
quel que soit n, la matrice de covariance de Z,[k] s’écrit donc
Q 2
Coiigzi = Y <V19q [K]Ss,s, K1V, [K]T + Q]b) . (5.1.74)
q=1

On construit le vecteur X, [k] comme suit

/ !/ !/ /
Xo[k] = [(xmk]) (xg@ [k]) o (ng»?) [k]) ] , (5.1.75)
de sorte que X, [k] et Z,[k] sont unis par la relation suivante
Z,|k] = HX,[k], avec H = [Io,...,I5]. (5.1.76)
Q foi

On note que par construction, quel que soit (n,k) € {1,..., N} x {k1,...,kp} et quels que soient
a,q €{1,...,Q}, Xgh)[k] et ngm)[k:] sont mutuellement indépendants. On définit ici

X= [Xl[k1]/, XQ[IC]_]/, - ,XN[kl], X [k:g], e XN[,ICB]/]/ (5.1.77)

comme le vecteur de données complétes de notre probléme. Ce choix est judicieux, du fait que si
une réalisation X de X était donnée, il suffirait d’employer, pour chaque source ¢, 'algorithme
mono-source présenté au chapitre 3 & partir de la réalisation des X;q) [k] pour estimer 6. La
log-vraisemblance des paramétres par rapport aux données complétes s’écrit (en omettant les
termes constants sans importance)

Inp(X|0) = ZZlnp (X 9 E]|9q, Ss s, [k ]) (5.1.78)

q=1 n.k
Q kg 1
= —NZ Z <lndetCX(q) [k}X(Q)[k] + trace <(Cx(q)[k]x(q) [k}) Cx(q) [k]X(Q)[k]> ), (5179)
q=1 k=k;
avec 9
g
Cx(q>[k]x<q) (k] = Vﬁq [k]Ssqsq [k]Vﬁq [k:]T + 5]12 (5180)
et

; 1
Cropguany = 37 D a0 KXV k] (5.1.81)

la forme empirique de C’X(q>[k]x(q> (k] Selon les résultats du théoréme 3.1.4, les paramétres maximi-
sant cette log-vraisemblance sont donnés par

kB 2

~ . ~ g

’l9q = argmlnlgq E (lndet <P19q [k]cx(q)[k]x(q) [k}P'&q [k?] + ap,j; [k’}) +
k=k1

%trace (Pg; [k]éx(q)[k]x<q) [k‘}) ) s (5182)
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et par

. - . o2 _
Ssqsq K] = (ng[k]vgq[kD lvgqm (Cx(q)[k}x(q)[k]—Qb) V5, [K] (ng[k]%q[k]) L (5.1.83)

Encore une fois, ces estimés ne peuvent étre calculés directement, du fait qu’ils reposent sur une
réalisation du vecteur de données complétes X. En prenant ’espérance de 5.1.79 conditionnellement
aux données et & 6* on obtient la fonction auxiliaire suivante
Q ks -1 .
Q(H, 0*) = —NZ Z <lndetCX(q) [k‘]X(q)[k] + trace <<Cx(q) [k}X(q) [k‘]) CX(Q)[k)]X(q)[kJ]>> s (5184)
q=1 k=k;
ou

éx(fz)[k}x(q)[k] £ E {éx(q)[k]x(@[k] |Z, 9*} . (5-1~85)

On s’intéresse maintenant au développement de (5.1.85). Pour ce faire, on s’intéresse a

Cxirjxir] = E {Cx[k]x[k] Z, 9*} = diag (Cx(l)[k}x(l)[k}7 5 Craa [K]X(@[k]s* * +> Cx(Q)[k}x(Q)[k]) .
(5.1.86)
La ddp de X,[k] conditionnellement a Z,[k] et * s’écrit (régle de Bayes dans le cas linéaire
gaussien)

P(Xn[K]| Znlk], 6%) = N (Xn[k]; Xulk], Pk) , (5.1.87)
avec X
Xulk] = KiZn[k]
’ o (5.1.88)
Py = Cx[k]x[k} - KkHCX[k]X[k]7
et
* * U * / -1
La matrice Cyyy ) intervenant dans (5.1.88)—(5.1.89) s’exprime par
Cxippry = diag (C;u)[k]x(l)[k]a s @@ - 70;(@)[k]x(Q)[k]) : (5.1.90)
avec )
* * g
Crtopx@p) = Vo Says, K] Vos (K] + ok (5.1.91)
Pour rappel, {192, {555 [k]}k:kl,...,kB} ) sont les composantes du vecteur 6*, 'estimé du
=

b RS )
vecteur de paramétres a l'itération précédente. Il vient alors

E{X [K]%n [K]T| Z0 [K], 6%} = Py + Xn[K] X0 k] = Coppgz—
K} HC 09 + K7 Z[R) Za[K] KGT, - (5.1.92)
puis B R

En utilisant les structures bloc-diagonales de éx[k}x[k] et C;[k]x[kp ainsi que l'expression de H
donnée en (5.1.76), on obtient finalement, aprés quelques calculs

CX(Q)[k]X(Q) (k] — C;(Q)[k]x(q)[k] - ;(@[}g]x(q)[k} (C;[k]z[k}) C;(@[k]x(q) [k}+

—1 R
CX(Q)[k]X(q)[k] (Cz[kz}z[k]> Cz[k;]z[k} (CZ[k]Z[k]> Cx(fz)[k]x(q) k]’ (5.1.94)
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avec
Q

;[’f]Z[H - Z Cr [kX(D)[k]" (5.1.95)
q=1

Les équations (5.1.84)—(5.1.94) constituent ainsi les deux étapes de notre algorithme, résumé en
algorithme 16. On remarque que pour des sources indépendantes, la fonction auxiliaire Q(6, 6*)
se décompose en la somme de ¢ fonctions Qq(6y,6%), ot 6, réunit les parameétres spatiaux et
spectraux relatifs a la source ¢. A la différence de la méthode présentée au §5.1.3, il n’est donc
pas nécessaire d’avoir recours & 'EMG.

5.1.5 Discussions

On peut développer de nombreuses variantes des trois algorithmes décrits plus haut, en
fonction de la quantité d’information a priori que 'on a sur le bruit, du modéle que ’on utilise
pour ce bruit, etc. dans la veine des différentes variantes proposée dans le cas mono-source au
chapitre 3. On peut également étendre ces méthodes & des sources dont le nombre est inconnu, en
exploitant par exemple le critére AIC pour la détection du nombre de sources. Ces algorithmes
seront évalués dans des travaux futurs & court terme. En particulier, il faudra tester I'influence de
nombreux paramétres sur leurs performances : paramétres des transformées de Fourier court-terme
(taille des trames, et groupes de trames, recouvrement, etc.), «finesse» de la grille discréte des
valeurs d’azimuts testées dans la procédure, procédure d’initialisation de ’algorithme, etc. Il
faudra également voir si certaines variantes de I'algorithme EM permettent une amélioration
des résultats (e.g. EM Stochastique pour réduire le risque de «rester piégé» dans un maximum
local du critére). Dans tous les cas, nous pensons que les approches présentées ici offrent des
perspectives bien plus prometteuses que les méthodes usuellement employées en robotique, tels
que la recherche des extrema d’une corrélation croisée généralisée.

5.2 FILTRAGE MULTI-SOURCES

Le probléme du filtrage multi-sources présente de nombreuses difficultés supplémentaires par
rapport au cas mono-source : le nombre de sources peut varier au cours du temps (apparition
ou disparition d’un locuteur par exemple) et les observations (i.e. les azimuts estimés des
sources a partir d’observations court-terme des flux audio) ne sont pas ordonnées ; en d’autres
termes, les azimuts détectés ne sont pas associés a priori aux différentes cibles & localiser dans
la scéne. Concrétement, dans un jeu d’observations donné, un sous-ensemble des observations
peut renseigner sur les positions des sources dans la scéne (non-nécessairement toutes) et un
autre sous-ensemble peut constituer de fausses observations, indépendantes des positions des
sources. Il faut alors synthétiser un schéma récursif capable de détecter le nombre de sources
dans la scéne au cours du temps, et, pour chaque source, estimer son état, sur la base de jeux
d’observations trés ambigiis : azimuts des sources réellement présentes dans la scéne parfois
non détectés instantanément ; fausses détections en raison de la courte durée d’observation des
signaux ; non-stationarité des sources, du bruit ; etc.

Il existe des contributions reconnues au filtrage multi-cibles. Certaines reposent sur ’hypothése
selon laquelle le nombre de sources est connu et n’évolue pas au cours du temps. La méthode la
plus rudimentaire consiste & initialiser un filtre mono-cible pour chaque source, et, a chaque jeu
d’observations, a assimiler dans celui-ci I'observation la plus en accord avec les statistiques qu’il
produit concernant la prédiction de I’observation.

Dans |Bar-Shalom et Li, 1995, un filtre JPDAF (Joint Probabilistic Data Association Filter)
est proposé. Ce filtre se veut une extension du PDAF au cas multi-cibles. A chaque itération,
toutes les associations possibles observation-cible sont envisagées, et leurs probabilités a posteriori
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Algorithme 16 : EM Basé sur I'Indépendance des Sources (EMBIS)

SqSq

Entrées : 90t {Sm;‘t)[ ]} , 7, maxit
k=k1,....kp,q=1,...,Q
Sorties : ¥
1 compt = 0,AL = o0

2 tant que AL > 7 | compt < maxit faire

3 compt = compt + 1
4 si compt = 1 alors
5 § = init)
6 sinon
7 pour g =1,...,Q faire
8 dy =
o’ Q LA
argmin,,_ Z <lndet <P79 [k]C. @ (rpx@ k) Pog [K] +2 0 ~_ Py [k]) ;trace (Pﬁq [k]Cx(q>[k]x(q>[k]))
9 finpour
10 fin
—1 A
11 L(0 = —NZ (lndetC’Z k) + trace (Cz[k]z[k] CZ[k]Z[k]))
r o2
Z ( Dq [k] (@ [K]x(D) [k ] [k:] + @) Pﬁq [k}) si compt > 1
12 avec Cz[k]z[k] = . 9
Z Vo: [k Ss(:;‘q) [k]Ve: [k]" + oI, sinon
13 si compt > 1 alors
14 AL = L(0) — L(6%)
15 fin
16 0 =0
17 pour k=1,..., kg faire
18 pour g =1,...,Q faire
- 2 )
o _ Pg; [k]CX(Q)[k]X(q)[k Pg:; [k’} + %PQJZ« UC] si compt > 1
19 X(@) [k]x(D) [k] — + a(init) o2 :
Vo [k]Voz [k]' Ssys,” [K] + Tl sinon
20 finpour
21 2Kz Z (@) [k [
22 pourq:l,...,Q faire
23 Cx(q)[k]x(4>[k] = C;(a)[k]xw)[k] - C;(Q)[k]x(q)[k] (C;[k]z[k])7 C;(q)[k]xm[k] +
* * -1 A * -1 *
Crapgx@pg (Camzimy)  Camtzie) (Comgzing) — Crto pyxcor g
24 finpour
25 finpour

26 fintq
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sont calculées. Le JPDAF nécessite une information suffisante sur les positions initiales des
différentes sources pour conduire & des résultats satisfaisants. Ceci entre en contradiction avec les
spécifications de notre probléme. La littérature propose toutefois des extensions du JPDAF pour
initialiser de maniére ad hoc le suivi de nouvelles cibles apparaissant dans la scéne. Le filtre MHT
(Multiple Hypothesis Tracker) est une autre solution proposée dans [Bar-Shalom et Li, 1995], qui
considére, a la différence du JPDAF, toutes les combinaisons possibles d’associations observation-
cible depuis l'instant initial jusqu’a l'instant courant. En particulier, I’approche permet de
détecter, parmi tous les jeux d’observations passées et présentes, si une trajectoire d’observations
est susceptible d’avoir été produite par une nouvelle source, et donc d’initialiser le suivi de
nouvelles sources. Le nombre d’hypothéses a envisager & chaque itération croissant trés vite de
maniére démesurée, le MHT ne peut étre implémenté sans un systéme trés efficace de gestion
d’hypothéses (fusion, élimination, etc.).

Plus récemment, les auteurs de [Goodman et al., 1997| ont soumis 'idée que la théorie des
vecteurs aléatoires n’est fondamentalement pas adaptée au probléme du filtrage multi-cibles,
et proposent d’utiliser le formalisme des ensembles finis aléatoires (Random Finite Set (RFS))
pour modéliser le probléme. Selon ce formalisme, I'état et ’observation sont modélisés par
des ensembles finis (non ordonnés) de vecteurs aléatoires, dont la cardinalité (i.e. le nombre
d’objets) est également aléatoire. Ce formalisme fut mis en place par [Matheron, 1975] dans
I'idée de probabiliser I’ensemble F(E) des parties finies d'un espace de Hausdorff E (e.g. R?).
En particulier, dans ses travaux, Mathéron étend les définitions de topologie, mesure, intégrale
(Lebesgue), dérivée (Radon-Nykodym), etc. usuelles sur R & celles de F(R?). Sur la base de ces
travaux, |Goodman et al., 1997] étendent de maniére formelle le probléme de filtrage mono-cible
au probléme multi-cible via le calcul de STatistiques d’Ensembles Flnis®. En particulier, les
auteurs étendent les formules de récursion Bayésienne bien connues pour les vecteurs aléatoires
au cas des ensembles finis aléatoires. Ces formules étant inexploitables en pratique (car faisant
intervenir des intégrales d’ensemble), les auteurs proposent dans [Mahler, 2003] une approximation
réduisant la difficulté du probléme, en faisant une analogie trés parlante avec le filtre de Kalman
dans le filtrage mono-cible. Dans le cas mono-cible, les formules de récursion Bayésiennes sont
déja trés coiiteuses dans le cas général. Pour des processus gaussiens et des systémes linéaires
cependant, le calcul récursif d’une ddp se résume a la propagation d’une moyenne et d’une matrice
de covariance. Pour les systémes non linéaires, moyennant certaines approximations (tenseurs
des cumulants d’ordre supérieur négligeables), on peut toujours se ramener a une propagation
de moments d’ordres 1 et 2. L’idée dans le cas multi-cibles est similaire. Moyennant certaines
approximations (les distributions de prédiction et de filtrage de I'ensemble aléatoire fini X’ restent
a peu prés Poissoniennes), le filtrage Bayésien multi-cible peut se ramener au calcul récursif d’une
fonction d’intensité vy (z), caractérisant entiérement a chaque instant la distribution de filtrage
de I’ensemble aléatoire X si celui-ci est & peu prés Poissonien. Concrétement, cette fonction
d’intensité est une fonction de R? qui, lorsqu’intégrée sur un sous-ensemble A de R%, donne le
nombre moyen d’éléments de I’ensemble aléatoire X inclus dans A

fA vr(z)de = E{|X N A} 2 Va(A) (5.2.1)

avec |.| le cardinal d’un ensemble fini. Vy(A) est communément appelé le premier moment de
I’ensemble aléatoire X'. Le cardinal d’un ensemble fini aléatoire Poissonien suit une loi discréte de
Poisson de paramétre (i.e. de moyenne)

A= de v (z)dz, (5.2.2)

5. FlInite Set STatistics—FISST
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et, conditionnellement & la réalisation du cardinal de X', ses éléments sont des vecteurs aléatoires
iid de densité de probabilité

p(z) =vx(z)/A. (5.2.3)

A noter que pour un ensemble fini aléatoire X quelconque de fonction d’intensité donnée, I’ensemble
fini aléatoire Poissonien ayant la méme intensité est le RF'S dont la distribution approxime au
mieux la distribution de X', au sens du minimum la divergence de Kullback-Leibler (redéfinie
pour les ensembles finis aléatoires) [Mahler, 2003]. Dans cette méme référence, une structure
«prédiction-correction» (analogue a celle du filtre de Kalman pour les vecteurs aléatoires) pour
le calcul récursif de la fonction d’intensité est mise en place. Ce calcul tient compte de maniére
explicite et rigoureuse de I'apparition et disparition d’éléments (objets), des fausses observations,
de la probabilité de détection des objets en fonction de leur état, etc. Cette récurssion porte le nom
de filtre & Probability Hypothesis Density (PHD)S. Malgré tout, le filtre PHD reste difficilement
utilisable d’un point de vue pratique, puisque le calcul récursif porte toujours sur une fonction
continue de R? (alors que dans le filtre de Kalman, il porte sur un vecteur de taille d et une
matrice symétrique de taille d x d). De récentes contributions permettent cependant une mise
en ceuvre pratique du filtre PHD. Dans [Vo et Ma, 2006], le calcul récursif du filtre PHD est
développé dans le cas ou les intensités de filtrage et de prédiction sont approximées par des
mélanges de gaussiennes (non normalisées, du fait que l'intégrale d’une fonction d’intensité sur
R? est par définition le nombre moyen d’objets dans tout 'espace, non nécessairement unitaire).
La complexité de I'algorithme proposé—le PHD a mélange de gaussiennes—n’est pas loin de celle
d’un filtre de Kalman a Mélange de gaussiennes. Dans [Vo et al., 2005], une implémentation du
filtre PHD par des méthodes séquentielles de Monte Carlo est proposée.

Si une implémentation du filtrage multi-cibles basé sur les ensembles aléatoires finis ne peut étre
envisagée sans méthodes d’approximation plus ou moins drastiques, nous trouvons les approches
basées sur les RF'S bien plus attractives et prometteuses que le JPDAF et ses extensions. En
effet, le filtre PHD repose sur une théorie mathématique solide parfaitement adaptée au probléme
de filtrage multi-cible. Une fois la solution optimale déterminée, des solutions sous-optimales,
reposant sur des approximations, sont ensuite envisagées. A contrario, le JPDAF repose sur des
outils qui ne sont au départ pas adaptés au probléme, et des aménagements sont proposés pour
tenter de résoudre le probléme. Par exemple, [Vo, 2008] a mis en lumiére certains problémes
de fond dans l'instanciation de la régle de Bayes dans le JPDAF. Les approches basées sur les
RFS ont récemment été utilisées en audition. Dans [Ma et al., 2006], une méthode séquentielle
de Monte Carlo est utilisée pour localiser jusqu’a trois sources dans une salle réverbérante,
& partir de plusieurs paires de microphones placées sur les murs de la salle. Concernant la
construction des observations, une corrélation croisée généralisée-Pha'T est effectuée sur chaque
paire de microphones. Les arguments des extrema locaux de ces corrélation croisée généralisée sont
extraits, formant un jeu d’observations. Une approche similaire est proposée dans [Vo et al., 2004].
Dans les deux contributions, les mouvements des sources sont supposés générés par un processus
de Langevin, et les fausses observations sont supposées uniformément distribuées sur 'intervalle
[— Dy, D], mutuellement indépendantes et indépendantes des observations correctes.

Appliquer une stratégie de filtrage multi-cible—comme par exemple le filtre PHD & mélange de
gaussiennes—a un capteur binaural actif, en exploitant le modéle de dynamique décrit au §1.2.2
et en construisant les observations a partir de I'un des algorithmes présentés au §5.1 est un travail
en cours, et constituerait selon nous une contribution innovante en localisation de sources en
robotique. Nous n’excluons pas non plus d’étendre le probléme & un capteur & 6 degrés de liberté.

6. Probability Hypothesis Density-PHD
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FIGURE 5.1: Reésultat de lestimation (JPDAF) dans le repére monde aux itérations
{1,14,32,57,93,135,175, 223,294} (sens de lecture de gauche a droite et de de haut en bas). Les
cercles rouges représentent les positions des récepteurs. Les 3 cercles magenta représentent les
trois sources dans la scéne, émettant des signaux de voix. Les ellipses bleues, vertes et rouges
représentent les hypothéses des distributions a posteriori des 3 émetteurs. Les signaux pergus
sont simulés via la méthode des images (coefficients de réflexion des murs 0.4). Les observa-
tions sont extraites en récupérant les arguments des maxima locaux d’une corrélation croisée
généralisée-PhaT.







Chapitre O

Conclusion

Le travail présenté dans cette thése concerne la localisation de sources, éventuellement mobiles,
depuis un capteur binaural mobile en Robotique. L’objectif a été de développer des stratégies
actives, qui combinent les signaux binauraux percus et les ordres moteurs du capteur de fagon a
lever des ambiguités inhérentes & leurs contreparties passives, lesquelles font I’hypothése d’un
monde statique. Le choix a été fait de focaliser I’étude sur des stratégies en deux étapes : extraction
d’information spatiale et détection d’activité relatives a la/les source(s) par une analyse court-
terme du flux audio ; assimiliation des données ainsi extraites et fusion avec les ordres moteurs
du robot dans un schéma de filtrage stochastique.

Notre ligne directrice a été de proposer des contributions fortement ancrées dans la théorie
du signal, mais qui ne perdent pas de vue le contexte robotique. Ainsi :

— Nous avons d’abord considéré le probléme sous-jacent de ’estimation du temps de retard en
champ libre. Une bibliographie étendue intégrant les processeurs associés a permis de mieux
cerner ’essence du probléme, et de porter un jugement étayé sur les approches «standard»
en robotique. A notre connaissance, ces aspects théoriques n’ont jamais été étudiés de
maniére aussi compléte pour la robotique.

— Nous avons proposé une méthode originale pour calculer ’estimé du maximum de vraisem-
blance de 'azimut d’une source & partir d’une description temps-fréquence a court terme
des signaux qu’elle induit—en conjonction avec le bruit—en des microphones positionnés
sur une téte, le transfert entre ces microphones étant supposé connu a priori en fonction
de la fréquence et de 'azimuth d’un émetteur. Cette méthode s’appuie sur et étend des
résultats développés dans la littérature sous I’hypothése de propagation libre. Nous avons
également proposé un schéma de détection instantanée de 'activité de I’émetteur par des
techniques d’identification statistique.

— Plusieurs algorithmes, de complexité croissante, ont été développés pour la localisation
active binaurale d’une source. Leur principe commun est d’assimiler temporellement les
parameétres spatiaux court-terme précédemment estimés avec les ordres moteurs de la téte.
Parmi les caractéristiques de ces algorithmes, on peut citer : un socle théorique étayé,
consistant en un modéle d’état stochastique original et des techniques de filtrage permettant
une initialisation automatique et assurant la consistance de ’estimation ; la capacité a gérer
les fausses mesures ; la définition et la caractérisation de plusieurs schémas de détection en
ligne de l'intermittence de la source ; 'application au cas d’un capteur binaural en champ
libre ou bien monté sur un élément diffusant.

Tous les algorithmes ont été étudiés sur des données simulées. Ils ont également été appliqués
hors-ligne & des signaux binauraux et ordres moteurs acquis dans un environnement réel (chambre
acoustiquement préparée). Leurs conclusions ont été comparées avec une vérité terrain acquise lors
de I'expérience par un systéme de capture de mouvement. Des implémentations sont en cours : im-
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plémentation logicielle en C/C++ sous la librairie open-source HARK [Nakadai et al., 2010] pour
I'audition en Robotique ; implémentation mixte logicielle/matérielle (C/C++ & VHDL) sur l'ar-
chitecture “System-on-a-Programmable-Chip” développée au LAAS-CNRS [Lunati et al., 2012].
Elles permettront une exploitation des algorithmes sur des robots mobiles tels que ’humanoide
HPR-2 ou les robots personnels PR2 hébergés par le LAAS-CNRS. L’évaluation exhaustive qui
sera conduite sur cette base et sur la base de “datasets” librement disponibles permettra leur
caractérisation dans des environnements plus ou moins réverbérants, encombrés, évolutifs, etc.

PROSPECTIVES

Le dernier chapitre du manuscrit a présenté un ensemble de travaux plus prospectifs pour
aborder le cas multi-sources. Ceux-ci concernent essentiellement ’estimation de paramétres
spatiaux & court terme, en tant qu’extension de ’approche mono-source. La méconnaissance
des statistiques des sources (densités spectrales de puissance, densités spectrales de puissance
croisées) implique, pour résoudre le probléme, de (1) poser des hypothéses supplémentaires ;
(2) recourir & des méthodes itératives pour établir I'estimé du maximum de vraisemblance,
telles que lalgorithme EM (Espérance-Maximisation). Ces travaux doivent naturellement étre
complétés. Une premiére prospective a court terme consiste en I’évaluation de stratégies qui
différent par les hypothéses a priori sur les sources, par le choix des données latentes invoquées
dans 'algorithme EM, et par la quantité d’information disponible sur le bruit ambiant.

Comme cela a été présenté dans ce manuscrit, I’assimilation de mesures multiples en provenance
de sources multiples a fait 'objet de travaux préliminaires, qui seront poursuivis en priorité.

Nous privilégierons donc exploitation du filtrage a base d’ensembles finis aléatoires (RFS)
conjointement a notre stratégie de détection de paramétres spatiaux dans le cas multi-sources.

Une derniére prospective aura pour objectif de prolonger le caractére « actif » de la localisation,
en commandant les mouvements du capteur de fagon a enrichir 'information binaurale pergue
(¢f introduction & ce probléme dans les Figs. 4.8 et 4.11). Ici, 'estimation active pourra étre
formulée comme un probléme de commande optimale stochastique en boucle fermée, qui, sur la
base des poids et moments du mélange décrivant la loi a posteriori de I’état, permet 1’élaboration
d’ordres moteurs réalisant un compromis moyen entre I'information acquise au terme d’un horizon
temporel donné et le travail effectué par la commande pour réaliser le déplacement [Scardovi, 2005].
Plus généralement, on pourra envisager un compromis entre une tache de stabilisation (d’une
erreur, d'une distance relativement a un objectif de positionnement défini par ailleurs, etc.) et
une tache d’exploration (agrégation d’information sur une quantité d’intérét).



Chapitre 7

Annexes

Les annexes qui suivent présentent des définitions, propriétés et théorémes concernant les
variables, vecteurs et signaux aléatoires. On peut les retrouver dans de nombreux ouvrages de
référence [Papoulis, 1984]-[Deville, 2011].

7.1 PROBABILITES

7.1.1 Généralités sur les ensembles

Définition 7.1.1 (expérience aléatoire) Une expérience aléatoire est un processus qui en-
gendre des résultats qu’on ne peut prédire de maniére certaine. On appelle univers ’ensemble de
tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire.

Soit €2 un univers quelconque.

Définition 7.1.2 (événements) On appelle événement tout sous-ensemble de Q. Un événement
élémentaire est un événement constitué d’un unique résultat. On appelle événement certain
l’ensemble €1, et événement impossible I’ensemble vide, noté ().

Définition 7.1.3 (unions et intersections) Soient A et B deux événements. L’ union (resp. in-
tersection) de A et B, notée AU B (resp. AN B), est le sous-ensemble des éléments appartenant
a A ou B (resp. A et B). Le complément de A, noté A, est le sous-ensemble des éléments de Q
n’appartenant pas a A. Les événements A et B sont dits disjoints si AN DB = ().

Définition 7.1.4 (partition) On appelle partition de 2 toute famille (A;);~, d’événements
deuz a deux disjoints tels que Uj>1A; = (.

7.1.2 Axiomatique de Kolmogorov

Définition 7.1.5 (sigma-algébre) On appelle o-algébre (ou tribu) de Q toute famille o de
sous-ensembles de ) qui vérifie les propriétés suivantes :

1. elle contient l'univers : ) € o.
2. Elle est stable par complémentation : A € 0 = A € 0.
3. Elle est stable par union dénombrable : (A;);s € 0 = U2, A; € 0.

Des deux premiers points de la définition il vient immédiatement qu’une o-algébre contient aussi
I’événement impossible ().
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Définition 7.1.6 (espace probabilisable ou mesurable) Un espace probabilisable ou mesu-
rable est un univers muni d’une o-algébre.

Soit ¢ une o-algébre de Q de sorte que le couple (£2,0) définisse un espace probabilisable ou
mesurable.

Définition 7.1.7 (probabilité) Une probabilité P sur o est une application de o dans [0,1] qui
vérifie les propriétés suivantes :
1. P(2) = 1.
2. Pour toute famille dénombrable (A;)i>1 € o d’événements deux a deuz disjoints,
P( filAz‘):Z?; P(A4;).

Une probabilité est donc une mesure de masse totale unitaire. Les éléments de o sont appelés les
sous-ensembles probabilisables par rapport a P.

Définition 7.1.8 (espace probabilisé, espace mesuré) Un espace probabilisé (resp. mesuré)
est un espace probabilisable (resp. mesurable) muni d’une probabilité (resp. mesure).

Soit P une probabilité sur o de sorte que le triplet (€2, o, P) définisse un espace probabilisé.

7.1.3 Probabilité conditionnelle, théoréme de Bayes

Définition 7.1.9 (probabilité conditionnelle) Soit A un événement tel que P(A) # 0. La
probabilité d’un événement B conditionnellement & A (ou sachant A), notée P(B|A), est définie
par :
P(AN B)
P(B|A) = ————
(1) = T2
Pour un événement A tel que P(A) # 0, 'application P(.|A) est une probabilité sur o.

Définition 7.1.10 (événements indépendants) Les événement A et B sont dits indépen-
dants si P(A|B) =P(A), ce qui équivaut a P(B|A) =P(B), ou encore P(AN B) = P(A)P(B).

THEOREME 7.1.1 probabilités totales.

Soit (A;);~; une partition de €2 et B un événement. Alors :

P(B) = )  P(B|4;)P(4)).
=1

THEOREME 7.1.2 Bayes.

Soient deux événements A et B tel que P(B) # 0. Alors :

P(A|B) = P(B|A)§;Eg;.

Si (Ai)i21 est une partition de €2, en combinant les théorémes 7.1.1 et 7.1.2, on peut écrire

P(B|4;)P(4;)

Vj > 1, P(4;|B) = S P(B|A;)P(4;)

(7.1.1)
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7.2 VARIABLE ALEATOIRE REELLE

7.2.1 Définition d’une variable aléatoire réelle

Définition 7.2.1 (topologie) On appelle topologie de S toute famille T de sous-ensembles de
Q qui vérifie les propriétés suivantes :

1. elle contient l’ensemble vide : ) € T.
2. Elle est stable par intersection finie : (Ai)<jc, € T = N1 A; €T,
3. Elle est stable par union quelconque : (A;);c; € T = UjerAi € T.

Définition 7.2.2 (espace topologique) Un espace topologique est un univers muni d’une topo-
logie. Les sous-ensembles appartenant a la topologie sont appelés les ouverts de [’espace topologique.

Soit 7 une topologie de Q de sorte que le couple (€2, 7) définisse un espace topologique.

Définition 7.2.3 (topologie ou sigma-algébre engendrée par une famille) La topologie
T (resp. la o-algébre o) de Q est engendrée par une famille f de sous-ensembles de ) si c’est la
plus petite topologie (resp. o-algébre) de Q, au sens de linclusion, contenant f.

Définition 7.2.4 (topologie usuelle de R) La topologie usuelle de R est la topologie engendrée
par la famille des intervalles ouverts de R. Les ouverts de R pour la topologie usuelle sont R, (),
et toutes les réunions quelconques d’intervalles ouverts.

Définition 7.2.5 (sigma-algébre borélienne) La o-algébre borélienne de Q pour la topolo-
gie T, notée B(QY), est la o-algébre engendrée par T.

Définition 7.2.6 (sigma-algébre borélienne de R) La o-algébre borélienne de R, B(R), est
la o-algébre engendrée par la topologie usuelle de R.

PROPOSITION 7.2.1.

La o-algébre B(R) est en outre engendrée par :
— la famille des intervalles ouverts de R
la famille des sous-ensembles ouverts de R
la famille des intervalles fermés de R
— la famille des sous-ensembles fermés de R
— la famille des sous-ensembles compacts de R
— la famille des intervalles ouverts & gauche, fermés a droite de R
— la famille des intervalles fermés a gauche, ouverts a droite de R
— la famille des intervalles de la forme | — oo, z[ avec € R
— la famille des intervalles de la forme | — oo, x| avec x € R
— la famille des intervalles de la forme |z, +oo[ avec x € R
— la famille des intervalles de la forme [z, +oo[ avec x € R

Définition 7.2.7 (variable aléatoire réelle) On appelle variable aléatoire réelle toute appli-
cation x de () dans R telle que :

VA € B(R),x }(A) € o,

ot x 1(A) 2 {w € Qx(w) € A} désigne Uantécédent de A par x. On le note par abus de langage
{x e A}.
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En fait, comme B(R) est engendrée par les intervalles de la forme | — oo, z[ avec z € R, la
définition précédente peut étre restreinte aux sous-ensembles A de cette forme. On note {x < x}
les antécédents de tels sous-ensembles. On note donc que si x est une variable aléatoire réelle,
alors

Ve e R {x <z} eo.

7.2.2 Description d’une variable aléatoire

Définition 7.2.8 (loi de probabilité) La loi de probabilité Py associée a une variable aléatoire
réelle x est définie par :
VA e B(R),P(A) =P{x € A}.

De par la définition de variable aléatoire, si A € B(R), {x € A} € 0, donc P{x € A} existe bien.
La définition précédente s’écrit de maniére plus concise ainsi : P, = Pox~!. La définition d'une
loi de probabilité Py sur B(R) se rameéne a la définition d’une probabilité P sur o. Par ailleurs,
on peut montrer que (R, B(R), Py) est un espace probabilisé.

Définition 7.2.9 (fonction de répartition) On appelle fonction de répartition d’une variable
aléatoir x, notée Fx, l'application de R dans [0,1] définie par :

Fe(z) 2 P{x <z} = Px(] — o0, z[).

Définition 7.2.10 (variable aléatoire discréte) Une variable aléatoire x est dite discréte s’il
existe un sous-ensemble dénombrable D de R tel que P{x € D} = 1.

Définition 7.2.11 (variable aléatoire continue) Une variable aléatoire x est dite continue
si sa fonction de répartition est continue et dérivable en tout point.

Définition 7.2.12 (fonction de répartition conditionnelle) Soient un événement A et une
variable aléatoire x. On définit la fonction de répartition de x conditionnelle a A, notée Fy4(z|A),
comme :

Fya(z|A) = W’

avec {x <z, A} ={x<z}NA

Définition 7.2.13 (densité de probabilité d’une variable aléatoire continue) Soit un es-
pace probabilisé (Q, o(Q),P) et soit le vecteur aléatoire x : (Q,0(Q)) — (R4, B(RY)), de loi de
probabilité P, =P ox~!. On rappelle que Py est une probabilité (o fortiori une mesure) o-finie
sur (RY, B(RY)). Si Py < p, ot p est la mesure de Lebesque (o-finie) sur (RY, L(R?)) (qu’on
restreint a B(RY) € L(R?) pour coller avec le théoréme), alors il existe une unique (ju-presque
partout) fonction f telle que

VA €, B(RY), Py(A) :Llf(a:),u(dx).

dPy
dp *

On Uappelle densité de probabilité de x et on la note fy =

Définition 7.2.14 (densité de probabilité conditionnelle) Soit un événement A et une va-
riable aléatoire x. On définit la ddp de x conditionnelle a A, notée fy a(x|A), comme la dérivée
de la fonction de répartition de x conditionnelle a A :

de\A(x|A)

fxja(z]A) = B
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La notion de densité peut étre étendue aux variable aléatoires discrétes en considérant la dérivée
au sens des distributions.

Définition 7.2.15 (espérance d’une variable aléatoire continue) Soit x une variable aléa-
toire sur un espace probabilisé (2, 0(Q2),P). L’espérance de x, est définie par :

E{X}éfQXdP:fQX w)P(dw

1l se trouve que cette espérance s’écrit aussi
E{x} = f]Rd xdFy(z) = de zf(z)dz

Définition 7.2.16 (espérance d’une variable aléatoire discréte) Soit x une variable aléa-
toire discréte & valeurs dans D. L’espérance de x est définie par :

E{x} =) aP{x =z},

ot {x =z} = {w € Qx(w) = z}.

Soit une fonction ¢ de R dans R dérivable et de dérivée ¢’. Sous certaines conditions portant sur
¢, y = ¢pox est aussi une variable aléatoire (cf [Papoulis, 1984|, p86-87), et la ddp de y s’exprime

comme
Z W z (7.2.1)

ou {z;(y)}i=1,..n sont les solutions de ¢(z) = y. On peut également montrer que

A o
Ey{x} 2 E{¢ox} = j_oo &(z) fx(z)dz. (7.2.2)
Ces considérations vont nous permettre de définir les moments d’une variable aléatoire.

Définition 7.2.17 (moments d’une variable aléatoire continue) Soit x une variable aléa-
toire continue de ddp fy. Le moment d’ordre n de x est défini par :

—E@x"} = [ _o"fia

Définition 7.2.18 (moments d’une variable aléatoire discréte) Soit x une variable aléa-
toire discréte. Le moment d’ordre n de x est défini par :

m{™ = E{x"} = Z 2"P{x =z}

zeD

(1)

myx ’ est 'espérance (ou moyenne) de x, on la note aussi my.

Définition 7.2.19 (moments centrés d’une variable aléatoire) Le moment centré d’ordre
n d’une variable aléatoire x est défini par

i = E{(x — my)"}.

(2)

1y est la variance de x, on la note aussi vy, et on appelle écart-type de x la quantité oy £ |/vg.
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Définition 7.2.20 (espérance conditionnelle d’une variable aléatoire continue) Soient
A un événement et x une variable aléatoire continue de ddp conditionnelle a A fy 4. L’espérance
de x conditionnelle & A est définie par :

E{x[A} 2 [~ wfya(alA)da.

Définition 7.2.21 (espérance conditionnelle d’une variable aléatoire discréte) Soient A
un événement et x une variable aléatoire discréte. L’espérance de x conditionnelle a A est définie
par :

E{x|A} £ ) 2P{x =z, A}.

z€D

Définition 7.2.22 (variable aléatoire gaussienne) Une variable aléatoire continue est dite
gaussienne si sa ddp, définie sur R, s’écrit

fulz) = Uxxl/%eXp (—; <x ;me>2)

avec my et oy deuxr parameétres dans R.

my et oy sont respectivement la moyenne et 'écart-type de x. On note fx(z) = N (z;my, 0x).

7.3 VECTEUR ALEATOIRE REELS

On introduit maintenant B(R?), la o-algébre borélienne de R?, qui est engendrée par la
topologie usuelle de R?, i.e. I’ensemble des unions quelconques de pavés ouverts. B(R?) est

(entre autre) engendrée par l’ensemble des pavés de la forme | — oo, z1[X ... X] — 00, x,], ou
xr = [z1,... ,acn]T € R%. Un vecteur aléatoire x est donc une application de o dans R¢ qui vérifie
AcBRY) =xYA) co. (7.3.1)
La définition précédente peut se restreindre aux ensembles A de la forme | —oo, z1[X ... X]—00, Zy|,
ott = [z1,...,2,]7 € R? et on définit la loi de probabilité de x comme
VA € BRY), P,(A) =P{x € A}. (7.3.2)

La fonction de répartition de x est définie par

Fe(zi,...,xn) = P{xy1<x1,...,%, < 2}
(7.3.3)
= Pi(] —o0,z1[X ... x| — 00, zy]),

avec {x1<z1,...,x,<zp} ={x1<z1}N...N{x,<x,}. Si Fx est continue dérivable, sa ddp est

définie par
O"Fy(x1,...,2n)

e = . 7.3.4

fX(xlﬂ 7xn) axl . 83:'” ( )

Chacune des composantes de x = [x1,...%,]7 est une variable aléatoire sur I’espace probabilisé

(Q,0,P) et posséde donc une loi, une fonction de répartition et une ddp propres. La ddp propre
d’une composante est appelée ddp «marginale», et est obtenue en intégrant la ddp conjointe
par rapport a toutes les autres composantes. Les composantes d’un vecteur aléatoire sont dites
indépendantes si

fe(xr, oo mn) = fr (1) o0 fr, (20), (7.3.5)
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1.e. la ddp conjointe est égale au produit des ddp marginales. Ces composantes sont dites
identiquement distribuées elles possédent la méme ddp. Soit une fonction ¢ de R¢ dans R
dérivable et de gradient V¢. Sous certaines conditions portant sur ¢, y = ¢ o x est une variable
aléatoire, et la ddp de y s’exprime comme

ot {x;(y)}i=1,..~ sont les solutions de ¢(z) = y. Ces considérations vont nous permettre de

définir les moments d’un vecteur aléatoire. Les moments croisés d’indices k = [k; ... k,]7 sont
définis par
m®F = E{xf ... xkn} (7.3.7)
et les moments croisés centrés par
M}({k) =K {(Xl — mxl)kl e (Xn - mxn)k"} . (738)
La quantité
Ryx; = E{x;x;} (7.3.9)

s’appelle la corrélation de x; et x;, et la quantité

Crx;, = E {(xl — My, ) (%5 — mxj)} (7.3.10)
s’appelle la covariance de x; et x;. On dit que les composantes x, ..., x, sont décorrélées si
Vi, j#1i, Cxx; =0. (7.3.11)

L’espérance d’un vecteur aléatoire x vient comme le vecteur des moyennes des composantes
= T 7.3.12
My = [Myy .. My, ] . (7.3.12)

On définit la matrice de corrélation de x par

Ryxy -+ Rxx,
Ry = E{XXT} = : : (7.3.13)
Ry xy -+ Rxpx,
et sa matrice de covariance par
Ceixy --- Cxix,
Cy=E{(x—my)(x—myx)T} = : : . (7.3.14)
Cexy - Cyxox,

La ddp d’un vecteur aléatoire gaussien s’écrit

Jx(x) = —%(w —mye) O N — mx)) . (7.3.15)

1
VA <

Pour un vecteur aléatoire gaussien, I'indépendance des composantes équivaut & la décorrélation
des composantes.
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7.4 SIGNAUX ALEATOIRES REELS MONODIMENSIONNELS

7.4.1 Deéfinition et description d’un signal aléatoire

Définition 7.4.1 (signal aléatoire) Un signal aléatoire réel monodimensionnel x est une fonc-
tion a valeurs réelles dépendant a la fois du résultat d’une expérience aléatoire et d’une autre
variable, qu’on prend généralement comme étant le temps :

x : ExQ — R
(t,w) +— x(t,w).

51 £ =R, le signal aléatoire est dit a temps continu. Si £ est un ensemble dénombrable, le signal
aléatoire est dit a temps discret.

At € R fixé, la fonction x(t,.) définit une variable aléatoire. A w € € fixé, x(.,w) est une fonction
déterministe du temps souvent appelée trajectoire ou réalisation. Soit x un signal aléatoire a
temps continu.

A Description a un instant

Soit un instant ¢ fixé. On note x(¢) la variable aléatoire que définit le signal aléatoire x & cet
instant.

Définition 7.4.2 (fonction de répartition a ’ordre 1) La fonction de répartition & l’ordre
1 du signal aléatoire x est la fonction de répartition de la variable aléatoire x(t) :

Fy(z,t) =P{x(t) < z}.

Définition 7.4.3 (densité de probabilité a ’ordre 1) La ddp a l'ordre 1 du signal aléatoire

x est définie par :
_ OFy(x,t)
fx(z,t) = P

Définition 7.4.4 (moyenne d’un signal aléatoire) La moyenne my du signal aléatoire x est
la moyenne de la variable aléatoire x(t) :

my(t) = E{x(t)}.

B Description a deux instants

Soient deux instants ¢1 et to fixés. On note x(t1) et x(t2) les variables aléatoires que définit le
signal aléatoire x & ces instants.

Définition 7.4.5 (fonction de répartition a ’ordre 2) La fonction de répartition & l’ordre
2 du signal aléatoire x est la fonction de répartition conjointe des variables aléatoire x(t1),x(t2) :

Fx($1,l‘2,t1,t2) = P{X(tl) < $1,X(t2) < ZL‘Q}.

Définition 7.4.6 (densité de probabilité a ’ordre 2) La ddp a Uordre 2 du signal aléatoire
x est définie par :
0?Fy(x1, 0,11, 12)

81‘18.%2 .

fx(z1,22,t1,t2) =
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Définition 7.4.7 (autocorrélation d’un signal aléatoire) L’ autocorrélation Ry du signal aléa-
toire x est la moyenne du produit des variables aléatoires x(t1),x(t2) -

Ry (t1,t2) = E{x(t1)x(t2)}.

Définition 7.4.8 (autocovariance d’un signal aléatoire) L’autocovariance Cx du signal aléa-
toire x de moyenne my est définie par :

Cx(tr,t2) = E{(x(t1) — mx(t1))(x(t2) — mx(t2))}-

En d’autres termes, Cyx est I’autocorrélation de la variable aléatoire centrée x — my. elle s’écrit
aussi :

Cx(tl, t2) = Rx(tla t?) - mx(tl)mx(t2)-
C Description a n instants

Soient n instants t¢1,. .., ¢, fixés. On note x(t1),...,x(t,) les variables aléatoire que définit le
signal aléatoire x & ces instants.

Définition 7.4.9 (fonction de répartition & ’ordre n) La fonction de répartition a l'ordre
n du signal aléatoire x est la fonction de répartition conjointe des variables aléatoires x(t1), . ..x(ty,) :

Fx(flfl,. Y O 5 I ,tn) = P{X(tl) < xl,...,x(tn) < xn}

Définition 7.4.10 (densité de probabilité & ’ordre n) La ddp a l'ordre n du signal aléa-
toire x est définie par :

o 8"Fx(a:1, U/ /NN /5 PR ,tn)
N 0xy...0zy, '

fx(ZL'l,. ..,I‘n,tl,. .. ,tn)

Définition 7.4.11 (moment d’ordre n d’un signal aléatoire) Le moment d’ordre n du si-
gnal aléatoire x est la moyenne du produit des variables aléatoires x(t1),...,x(ty) :

m{ (ty, ... tn) = E{x(t1) x ... X x(tn)}.

La moyenne de x est son moment d’ordre 1, 'autocorrélation son moment d’ordre 2.

Définition 7.4.12 (moment d’ordre n d’un signal aléatoire) Le moment centré d’ordre
n du signal aléatoire x est la moyenne du produit des variables aléatoires centrées x(t1) —
My (t1), ..., x(tn) — mg(ty) :

P (b, o tn) = E{(x(t1) — mx(t1)) X ... X (x(t) — mx(ta))}.
[’autocovariance de x est son moment centré d’ordre 2.
Définition 7.4.13 (signal aléatoire gaussien) Un signal aléatoire est dit gaussien si quel que

soit n dans N et quels que soient n instants tq, ..., t,, le vecteur [x(t1) ... x(t,)]" est un vecteur
aléatoire gaussien.
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7.4.2 Stationarité, ergodicité, densité spectrale

Pour décrire entiérement une variable aléatoire, il suffit de connaitre par exemple sa ddp
(ou sa loi, ou sa fonction de répartition). Pour un signal aléatoire, il faut connaitre sa ddp a
tous les ordres, ce qui représente une quantité d’information nécessaire infiniment plus grande.
Certains signaux aléatoires caractérisés par une certaine «régularité» statistique au cours du
temps peuvent étre décrits avec une quantité d’information moins grande. Cette «régularité» est
traduit par la notion de stationarité.

Définition 7.4.14 (stationarité au sens strict) Le signal aléatoire x est dit stationnaire au
sens strict (SSS) si quelque soit n sa ddp a 'ordre n est invariante par translation temporelle, i.e.
si elle vérifie :

Va, fx(T1, .oy Tpyt1, ey tn) = fx(T1, ooy Tny t1 + @, ooy ty + a).
En particulier, pour n =1, fy(x,t) ne dépend pas de t.

Définition 7.4.15 (stationnarité au sens large) Le signal aléatoire x est dit SSL si :

1. sa moyenne my(t) est indépendante de t.
2. Son autocorrélation Ry(t1,t2) ne dépend que de T =ty — t;.

On note que Ry(t — 7,t)=E{x(t — 7)x(t)} = Rx(t,t + 7) = E{x(t)x(t + 7) } ne dépend pas de ¢, et
on écrit

Ry (1) = E{x(t)x(t + 7)}. (7.4.1)

Propriété 7.4.1 Six est un signal aléatoire SSL, alors son autocorrélation Ry est paire, bornée,
et
VT €R, [Rx(7)| < Rx(0),

Définition 7.4.16 (convergence presque stire) Une suite (x,),~; de variables aléatoires
converge presque surement vers une variable aléatoire x s’il existe un sous-ensembe Qy de 2 tel
que :

1. P(p) = 1.
2. Ywo € Qo, limy, s 00xp (wo) = x(wp).

En d’autres termes, le sous-ensemble Qg des événements w pour lesquels x,(w) ne tend pas vers
x(w) a une probabilité nulle.

Soient x un signal aléatoire réel quelconque et ¢(¢) une fonction déterministe du temps a
valeurs dans R ou C, et définie sur un intervalle [a, b]. Soit w un événement fixé de Q. x(.,w), qui
dénote une réalisation de x, est alors une fonction déterministe du temps. Pour peu que x(.,w)

soit défini sur [a, b], I'intégrale
b

Li(w) 2 [ x(t,w)o(t)dt (7.4.2)

a

est existe définie, et 'application

I, : Q@ — RouC

= L) (7.4.3)

est une variable aléatoire réelle ou complexe sur 2. On note par abus de langage :
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Définition 7.4.17 (ergodicité en moyenne) On suppose que le signal aléatoire x est & moyenne
myx constante. Soit mp la variable aléatoire définie comme :

13
mr = 5 j_% x(t)dt.

Le signal aléatoire x est dit ergodique en moyenne si la suite (mr)pcp+ converge presque sirement
vers my quand T — oo.

Définition 7.4.18 (ergodisme relatif a ’autocorrélation) On suppose que le signal aléa-
toire x est SSL et d’autocorrélation Ry (7). Soit Rp(7) la variable aléatoire définie comme :

Ry(r) = % j_gg x(t)x(t + 7)dt.

Le signal aléatoire x est dit ergodique relativement & son autocorrélation st pour tout 7, la suite
(R7(7))per+ converge en moyenne quadratique vers Ry(T) quand T — oo.

L’ergodicité d’un signal aléatoire SSL est difficilement vérifiable dans la pratique. La plupart du
temps, il s’agit d’une hypothése de travail qu’on pose pour simplifier un probléme. Comme on le
verra par la suite, lorsque I'on veut estimer les moments d’un signal aléatoire & partir d’une seule
de ses réalisations, 'hypothése d’ergodicité permet d’assurer la consistance de ’estimateur.

Définition 7.4.19 (densité spectrale de puissance) Si le signal aléatoire x est SSL, on dé-

finit sa densité spectrale de puissance (DSP), notée Sy, comme la transformée de Fourier de son
autocorrélation Ry, si elle existe :

Self) 2 FIR (7)) 2 [ Ru(r)e*"/7dr.

THEOREME 7.4.1 Wiener-Khintchine.

Soit le signal aléatoire x SSL et d’autocorrélation Ry (7) continue intégrable sur R et de DSP Sy.
On définit 'intégrale stochastique

xp(f) = f% x(t)e 2™t qt

Nl

et la quantité
Al
St(f) 2 =B {er(f)P}.

Alors
Vi eR, limr_ o [ST(f)] = Sx(f)

La moyenne, 'autocorrélation et la DSP d’un signal aléatoire SSL sont des quantités utiles pour
le caractériser. Un probléme qui se pose est celui de I'estimation de ces quantités & partir d’une
seule réalisation tronquée (i.e. disponible sur un intervalle & bornes dans R) du signal.
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7.5 CARACTERISTIQUES DES ESTIMATEURS

Soit x une variable aléatoire continue dont la ddp fx(z;6) est paramétrée par 6 (e.g. une
ddp gaussienne centrée paramétrée par sa variance). On souhaite avoir une idée du paramétre
0 en ayant a disposition n réalisations de x : x(w1), ..., x(wy). Pour formaliser le probléme, on
peut définir n variables aléatoire iid xi,...,x, ayant la méme ddp que x, et considérer que
x(wy), ..., x(wy) sont les réalisations respectives de x, ..., x,,. Un estimateur du paramétre 6 est
une statistique 6, (x1,...,%p) dont on espére qu’elle soit «prochey» du paramétre 6 (sous réserve de
définir la notion de «proche» pour des variables aléatoires, ce que nous verrons par la suite). En
général, pour la suite, on n’écrira plus explicitement la dépendance de én vis-a-vis de X1, ..., Xp,
et on confondra souvent par abus de langage la variable aléatoire 6,, avec la suite de variables
aléatoires (én)nZL A noter que l'on considére ici que 0 est un paramétre réel, et non une variable
aléatoire. On se place donc dans le cadre de I'estimation au sens de Fisher (par opposition a
I'estimation bayésienne, ot 6 est considéré comme une variable aléatoire de ddp a priori connue).
La définition du probléme d’estimation s’étend au cas des vecteurs et signaux aléatoires, et on
peut considérer dans le cas général un vecteur de paramétres a estimer.

Définition 7.5.1 (convergence en probabilité) On dit qu’une suite de variables aléatoire
(xn),>1 converge en probabilité vers x si :

Ve > 0, lim, oo P{|xn, — x| > €} = 0.
A noter que x peut ici étre vu comme un réel ou comme une variable aléatoire.

Propriété 7.5.1 (xy,),,~, converge presque sirement vers x = (xp),~; converge en probabilité
vers x.

Définition 7.5.2 (consistance) Un estimateur Or de 0 est dit consistant si la suite (éT)T€R+
converge en probabilité vers 6 quand T — oo.

Définition 7.5.3 (biais) Le biais d’un estimateur O de 0 est défini comme :
b, (0) = E{6r} — 0.
Un estimateur est dit non-biaisé lorsque son biais est nul.
Définition 7.5.4 (variance) La variance d’un estimateur O de 0 est définie comme :
vy, = B{(0r — E{0r})*}.

Définition 7.5.5 (erreur quadratique moyenne) L’erreur quadratique moyenne (EQM) d’un
estimateur O de 6 est définie comme :

€5, (0) = E{(0r — 6)*}.

THEOREME 7.5.1 Inégalité de Tchebycheft.

Soit x une variable aléatoire de moyenne my et de variance vy.

Ux

Ve > 0, P(jx —my| > €) < =
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Propriété 7.5.2 Soit Op un estimateur de la variable aléatoire 0, br(0) son biais et vr(0) sa
variance. Si limyp_,o,bp(0) = 0 et limp_,oovp(0) = 0 alors O est consistant.

La propriété 7.5.2 découle directement du théoréme 7.5.1. Ainsi, dans la pratique, pour montrer
qu’un estimateur est consistant, on calcule son biais et sa variance et on montre qu’ils convergent
vers zéro.

7.6 PREUVE DU THEOREME 4.1.1

Pour obtenir I'équation d’état & temps discret pour des torseurs cinématiques BOZ a partir
de I'équation d’état a temps continu (1.2.51), il faut résoudre le systéme d’équations

éy = —URy + We; + VEyCOSA — VE,sin\ (7.6.1a)
é, = —UR, — Wey + UEysinA + v, cosA (7.6.1b)

sur un intervalle [kT, (k+1)Ts], en maintenant [vgy, VR.,w, Uy, Vg constant sur [kT, (k+1)T|.
Sans perte de généralité, on établit la démonstration sur [0, T]. la valeur de [vry, VRrz, w, VEy, VES)
sur [0, Ts[ est notée [Vpyo, VR20, w0, VEy0, VE0] - De (7.6.1c) on déduit une solution triviale pour A

/\(t) = )\0 — th. (7.6.2)

En injectant (7.6.2) dans (7.6.1a) et (7.6.1b) et en utilisant des relations trigonométriques usuelles,
on obtient

{ éy = —URyo + woe; + ac, + 63w (763&)
€z = —URz0 — woey + B, — asy, (7.6.31:))

avec c,(t) 2 cos(wot), s,(t) £ sin(wpt) et

as VEy0COSAg — VE0SinAg (7.6.4a)
= VEy0SinAg + VEL0COoSAg. (7.6.4b)

En dérivant (7.6.3b) par rapport au temps (resp. (7.6.3a)) et en injectant (7.6.3a) (resp. (7.6.3b))
dans I’équation résultante, on obtient le systéme d’équations différentielles découplé suivant

€y + w%ey = —WOURz0 + 2wo(fcw — asy) (7.6.5a)
€, +wie, = wovpyo — 2wolacy + Bsw), (7.6.5b)

(h)

, . , . R
de sorte que e, (resp. e;) peut s’exprimer comme la somme d’'une solution homogéne e,

(resp. egh)) et d’une solution particuliére eép ) (resp. e )), conformément &
eM = Ayc, + Buse, (7.6.6a)
elP) = aycy + buse + Cl, (7.6.6b)

ou u € {z,y}. Ci-dessus, Ay, By, C, sont des constantes, tandis que a,, b, sont fonction du
temps. La forme des solutions particuliéres a été déterminée & partir de la forme des termes
de droite dans (7.6.5a)—(7.6.5b). Puisque ez(,,p) et ) sont des solutions de (7.6.5a) et (7.6.5b)
respectivement, alors

D) +wdel?) = Gy ety s +2wo [bucw — dusw] +wiCly (7.6.7)
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doit égaler le terme de droite de (7.6.5a) pour u = y et le terme de droite de (7.6.5b) pour u = z.
Voici des conditions suffisantes

ay(t) =ot ; a,(t)=pt (7.6.8)
by(t) =pt ; b.(t) = —ot (7.6.9)
0, = -0 o, = VR (7.6.10)
wo wo
ey and e, s’écrivent donc

VR0
ey(t) =[Ay+at]cy(t)+[By+pt]su(t) — - (7.6.11a)

0
ez(t):[Az—i-ﬁt]cw(t)—i-[Bz—at}sw(t)—i—%. (7.6.11D)

0

Les constantes A,, A, sont obtenues en évaluant ey, e, a I'instant initial

Ay = eyo + 220 (7.6.12a)
wo

A, = ep— B0 (7.6.12b)
wo

tandis que By, B, sont obtenues en évaluant é,, é, a I'instant initial (i.e. en dérivant (7.6.11a)—
(7.6.11b) par rapport au temps et en comparant le résultat a (7.6.3a)—(7.6.3b) a I'instant initial)

By= ey — R0 (7.6.13a)
wo

B, = —ey — 220 (7.6.13b)
wo

Des calculs subsidiaires ménent finalement &

__sin(wot) cos(wot)—1 0

ey(t) cos(wot)  sin(wot) O] [eyo o “ URy0
e,(t)| = | —sin(wot) cos(wot) Of [ex| + = Cos(t’}%t)*l — Smi‘*;ot) 0 VR20
A(t) 0 0 1] LXo 0 0 —t| L wo
cos(Ag —wot) —sin(Ag — wot) y
+ ¢ |sin(Ao —wot)  cos(Aog — wot) [U?Z] : (7.6.14)

0 0

pour t € [0 Ts]. L’évaluation en t = Ty donne la relation de récurrence entre les itérations 0 et 1.
Le résultat peut étre étendu aux itérations k et k£ + 1 pour n’importe quel entier k.
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