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Chapitre 1

Introduction

Je me suis intéressé dans cette theése a divers modeéles qui décrivent le phénomeéne
d’évaporation dans un systéme gravitationnel. En fait, un modéle en particulier, que
je présente au paragraphe 1.1.2. Mais comme son étude est trés complexe et pour
I'instant hors de portée, nous avons introduit plusieurs modeles simplifiés (que je
présente dans cette introduction) dans le but lointain d’étudier le modéle complexe
de base : I’équation de Vlasov-Poisson-Landau avec évaporation. Les divers modéles
simplifiés sont présentés au paragraphe 1.2.

Ce que j’entends par systéme gravitationnel, c’est un ensemble d’objets célestes
qui interagissent entre eux par gravitation universelle (dans le cadre de la mécanique
classique). On considére que ces objets célestes sont en nombre suffisamment grand
pour pouvoir faire une approximation statistique similaire a la description des gaz en
thermodynamique statistique. C’est en fait une approximation statistique plus que
similaire puisque les modéles considérés ici utilisent des équations de la thermody-
namique des gaz.

Le phénoméne d’évaporation vient du fait que certains objets célestes du sys-
téme gravitationnel s’échappent car leur énergie cinétique est plus importante que
leur énergie potentielle gravitationnelle. La portée de l'interaction de gravitation est
infinie, mais si le corps céleste a acquis une vitesse suffisante alors il s’éloignera in-
définiment du systéme (sauf si des systémes voisins lui font faire un demi-tour). Il
n’est alors pas trés pertinent de considérer que les corps qui se sont échappés font
encore partie du systéme. En effet, lorsque vous observez une galaxie, vous n’avez
aucune idée des objets qui s’y sont trouvés par le passé et qui se trouvent désormais
trés éloignés de cette galaxie. Je ne parlerai pas du tout par contre du phénomeéne
inverse, le fait que des corps célestes passent suffisamment prés pour rester piégés
par le puit de potentiel créé par le systéeme gravitationnel.
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Il ne sera bien entendu pas question dans cette thése de détailler comment le
modeéle complexe de base est établi physiquement, cela dépasse mes compétences.
Les astrophysiciens ont montré que 1’équation de Vlasov-Poisson-Landau est une
bonne description des systémes gravitationnels (voir [0]) et le modéle avec évapora-
tion utilisé ici a été proposé conjointement par Pierre-Henri Chavanis et Mohammed
Lemou. Les premiers travaux sur l’évaporation dans les galaxies remontent a ma
connaissance aux travaux de Chandrasekhar (voir [I] notamment) ou il utilise une
équation de type Fokker-Planck avec une condition d’évaporation et ou il a réussi a
établir des taux d’évaporations. Ce méme modele a été repris par Pierre-Henri Cha-
vanis et Mohammed Lemou qui ont complété dans [17] I’étude de Chandrasekhar en
précisant notamment le comportement du taux d’évaporation. D’autres physiciens
ont travaillé sur le phénoméne d’évaporation en astrophysique (voir [25, 27, 30] et
récemment [16]).

L’équation de Vlasov-Poisson-Landau fait partie de la grande famille des équa-
tions cinétiques que 'on présentera briévement au paragraphe 1.1.1. La théorie ma-
thématique des équations cinétiques est aujourd’hui trés développée et ce dans divers
domaines de la physique mathématique, voir les ouvrages [12, 13, 37]. L’application
aux plasmas est sans doute 'une des branches les plus importantes avec de grands
enjeux technologiques. Les équations cinétiques interviennent également en astro-
physique [0] et ont aussi fait I'objet de travaux mathématiques dans ce contexte
[7, 8, 17, 32]. A ma connaissance, I'équation de Vlasov-Poisson-Landau (sans évapo-
ration) n’a pas été résolue mais, en revanche, les équations de Vlasov-Poisson et de
Landau ont été étudiées et résolues séparément. Je renvoie au paragraphe 1.1.1 pour
une bibliographie plus étayée sur I’équation de Landau. L’étude de ces équations avec
une condition d’évaporation (qui impose de travailler avec un domaine de vitesses
borné) a été 'objet de trés peu de travaux mathématiques (& ma connaissance), ce
qui explique le petit nombre de références bibliographiques sur ce sujet.

Entrons dans le vif du sujet. Je commencerai par une bréve introduction aux
équations cinétiques dans le paragraphe 1.1.1, puis je présenterai le modele de Vlasov-
Landau-Poisson dans le paragraphe 1.1.2 et je terminerai par la présentation de deux
modéles simplifiés au paragraphe 1.2 dont 1’étude fait ’objet de cette thése.
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1.1 Modélisation de I’évaporation dans un systéme
gravitationnel

1.1.1 Introduction aux équations cinétiques

Le principe des équations cinétiques est de proposer un modéle continu pour décrire
le mouvement d’un ensemble de particules. Le systéme de particules est décrit par
une fonction de densité f. C’est une fonction positive qui dépend de trois variables :
le temps ¢t qui est un nombre réel, en général positif, la position x et la vitesse v qui
sont des éléments de R? (sauf si on considére des problémes dans un espace qui n’est
pas a 3 dimensions). Son interprétation est la suivante : pour des éléments de volumes
infinitésimaux dz et dv, la quantité f(¢, z, v)dxzdov représente le nombre de particules
dans le volume dz centré en x qui ont a l'instant ¢ une vitesse dans 1’élément de
volume dv centré en v (le nombre de particules étant infiniment grand). On peut
ainsi approcher un modéle discret comprenant un grand nombre de particules et une
équation aux dérivées partielles sur f permet alors de décrire 1’évolution du systéme
de particules.

Ce qui différencie les équations cinétiques d’autres modéles continus c’est que la
vitesse est une variable. C’est indispensable pour décrire a une échelle « microsco-
pique » des interactions entre les particules qui dépendent de leurs vitesses. C’est
une description plus fine puisqu’on distingue les particules a une position donnée
par leurs vitesses. On peut bien entendu repasser & un modéle non cinétique en inté-
grant la fonction de densité sur ’ensemble des vitesses. On obtient alors un modéle
hydrodynamique.

Equation de Vlasov

Lorsqu’on néglige toute interaction entre les particules et toute force extérieure agis-
sant sur le systéme, la densité f est solution de I’équation de transport libre

Of+v-Vaf =0. (1.1.1)

Cette équation est simple & comprendre formellement. On considére que les particules
respectent les lois de la mécanique newtonienne et on est dans le cas ot les particules
soumises & aucune force ont toutes un mouvement rectiligne uniforme. Les particules
qui sont a la position x a I'instant ¢ 4+ d¢ avec une vitesse v étaient donc a la position
xr — dtv au temps t ce qui se traduit par

flt+dt,z,v) = f(t,z — dtv,v).
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Or, on a
ft+dt,z,v) = f(t,2,v) + dtd, f(t, z,v) + O(dt?)

et
f(t,z —dtv,v) = f(t,z,v) — dtv - V. f(t,2,v) + O(dt?).

En passant a la limite d¢ — 0, on retrouve donc bien I’équation (1.1.1). Maintenant,
si les particules sont soumises a une force extérieure F'(f)(¢, z,v) (qui peut dépendre
de la position et de la vitesse de la particule a laquelle elle s’applique mais aussi de
celles des autres), en supposant toujours que les particules n’interagissent pas entre
elles, on obtient 1’équation de Vlasov :

8tf+v-fo+%F(f)-VUf:0. (1.1.2)

Pour I'obtenir formellement c¢’est le méme principe, sauf que dans ce cas les particules
qui sont a la position x a l'instant ¢ + dt avec une vitesse v, étaient a la position
x — dtv et avaient la vitesse v — dt% (en ne considérant que des particules de méme
masse m) au temps t. On a donc cette fois

F
ft+dt,z,v) = f (t,x—dtv,v —dta) ,

ce qui permet d’obtenir (1.1.2). On peut tenir compte de l'interaction des particules
dans le terme de force. Les modéles existants utilisent un terme de force local en
temps et en espace

F(t,z,v, f(t,z,-))

qui ne tient compte que de I'interaction de particules a la méme position x. Le modéle
qui nous intéressera c’est ’équation de Vlasov-Poisson qui permet de décrire I'inter-
action gravitationnelle (je la présenterai plus en détails au paragraphe 1.1.2). Mais ce
n’est pas suffisant pour bien modéliser les interactions entre les particules d’aprés les
observations faites par les physiciens. C’est pourquoi Boltzmann a introduit un nou-
veau terme Q(f)(¢, x,v) (historiquement I’équation de Boltzmann précéde I’équation
de Vlasov-Poisson), appelé terme de collision, qui tient compte de l'interaction entre
particules non localement en espace et qui introduit une notion de chaos permettant
d’expliquer 'augmentation de I'entropie (la fameuse fléeche du temps). Le terme de
collision se rajoute au second membre de I'équation de Vlasov :

Of + v Vol + - F(f) - Vuf = QL)

D’autres termes de collision on été introduits et d’ailleurs ce n’est pas le terme de
collision de Boltzmann qui sera utilisé ici. Mais je vais commencer par présenter le
terme de collision de Boltzmann.
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Equation de Boltzmann

Pour les gaz peu denses, Boltzmann obtint formellement un terme de collision de la
forme

Qs(f)(t,x,v) /RS/ — v, w)(f(t, 0" f(t, 2, 0)) — f(t,x,0)f(t,x,v,)) dw do,

(1.1.3)
(voir [12, 13, 15, 37] pour plus de détails), avec S la sphére unité de R3, B(v — v,,w)
le noyau de collision que j’explicite par la suite et v’ et v/ qui sont calculés a partir
de v et v, par les formules

, vt =
v w

2 2 (1.1.4)
, vtv. v —u
v, = —
2 2

Les vitesses v’ et v) sont les vitesses de deux particules de méme masse et de vi-
tesses incidentes v et v, aprés une collision élastique. En effet, par conservation de
la quantité de mouvement et de I’énergie cinétique on a

vtv,=v +u. et |u]P 4 uP= [P 4L

ce qui donne |[v — v,| = |/ — V| et en posant
v =l )
St v # vy,
un vecteur unitaire sinon,

on obtient bien (1.1.4) avec w un vecteur de S. Comme on le voit sur la Figure 1.1.1,
le vecteur w est relié a 'angle de déviation 6 par

|v — vy|cos(f) = |(v— ) - w|.

Le noyau de collision B dépend en fait uniquement de cos(f) et de |v — v,] et il
décrit la quantité de particules déviées d’'un angle 6, que ce soient des particules de
vitesses incidentes v et v, ou, par symétrie, des particules de vitesses incidentes v et
vl et déviées d’'un angle —f (qui ont alors les vitesses v et v, aprés collision). Ainsi
le terme

QL(N)(t, z,v) /RB/ — v, w) f(t, 2, 0" f(t, z,v)) dw du,
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FIGURE 1.1.1 — Vitesses apreés une collision élastique.

est un terme de gain, c’est la densité de particules qui a acquis la vitesse v aprées
collision avec une particule de vitesse incidente v/, et le terme

Qz(f)(t,z,v) :/RS/SB(U—v*,w)f(t,m,v)f(t,a:,v*)dwdv*

est un terme de perte, c’est la densité de particules dont la vitesse n’est plus v aprés
une collision avec une particule de vitesse incidente v,. Boltzmann a supposé que
dans un gaz suffisamment raréfié on pouvait négliger les collisions de plus de deux
particules. Pour obtenir formellement cette équation il a utilisé une hypothése de
chaos moléculaire qui stipule grosso modo que le devenir de deux particules apres
leur collision est indépendante de leur trajectoire avant la collision.

Le noyau de collision B ne peut pas toujours se calculer explicitement en connais-
sant l'interaction répulsive ou attractive entre les particules. Le cas de particules
soumises a 'interaction Coulombienne a été résolu par Rutherford et il s’est servi de
la formule qu’il a obtenu pour son expérience historiquement célébre de mise en évi-
dence du noyau des atomes. Pour des interactions proportionnelles a Ti (attractives
ou répulsives), avec r la distance entre les particules et s > 2, il est de la forme

B(z,w) = [2[6(0),

avec 5
S —
= 1.1.5
Y=L (1.1.5)
et b une fonction lisse mais qui a une singularité lorsque 6 — 0 :
sin(0)b(0) ~ CHO3/2, (1.1.6)

6—0
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Cette singularité implique que, dans le cas de forces Coulombiennes ou de gravitation
(s = 2), I'intégrale sur S dans le noyau d’intégration de Boltzmann n’est pas conver-
gente (dans le cas s > 2 on peut utiliser le terme f'f. — ff. pour donner un sens a
I'intégrale). La trop lente décroissance de I'interaction entraine une prédominance de
collisions rasantes durant lesquelles les particules sont peu déviées (6 ~ 0). Ce qui est
relativement génant puisque c’est justement le cas s = 2 qui nous intéresse. De nom-
breux travaux ont été effectués avec une hypothése de troncature, il s’agit du fameux
« Grad’s angular cut-off » ; du nom du mathématicien qui I’a introduite. Une autre
solution, introduite par le physicien Landau, consiste a effectuer un développement
asymptotique de I'opérateur de Boltzmann lorsque le paramétre de troncature angu-
laire tend vers zéro. Cette analyse conduit & un nouvel opérateur de collision adapté
au cas s = 2, I'opérateur de Landau que je présente dans le paragraphe suivant.

Equation de Landau, état de D’art

Landau (voir [15, 33]) propose d’utiliser, pour des particules en interaction Coulom-
bienne (ou gravitationnelle), le terme de collision

QL(f)(tv SB,’U) = Vv' A(U—’U*)(f(t,l', U*)vvf(tv ZL‘,U)—f(t,ﬂf, v)Vv*f(t,a:,v*)) dU*,

R3
(1.1.7)
avec A(z) = |2|""2I1(z) ou II(z) est la projection orthogonale sur (Rz)* :
2Rz
H(Z) = IdRS — W

La constante v € [—3, 1] est définie comme précédemment par (1.1.5) pour des parti-
cules régies par une interaction en T% Méme si I’équation de Landau a été introduite
pour étudier le cas Coulombien (plasmas) ou Newtonien (systémes gravitationnels)
qui correspond & v = —3, elle est aussi définie pour d’autres potentiels pour lesquels
I’étude est plus ou moins simple. Par niveau de difficulté croissant on a

— Le cas Maxwellien, s =5 et 7 = 0.
— Les potentiels durs (« hard potentials ») : 0 <y <1 (s > 5).

— Les potentiels mous (« soft potentials ») : =3 <y <0 (2 <s <5).

L’équation de Landau peut étre vue comme une approximation de I’équation de
Boltzmann lorsque les collisions rasantes sont prédominantes, ce qui signifie que 1’on
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consideére principalement les collisions qui dévient faiblement les trajectoires des par-
ticules. D’apreés (1.1.6), dans le cas des potentiels intermoléculaires, la section efficace
de collision présente une singularité en § = 0, ce qui correspond bien aux collisions
rasantes. Le cas des particules chargées ou de corps en interaction Newtonienne cor-
respond justement a un régime ot ces collisions rasantes sont prédominantes.

Depuis les calculs de Landau, plusieurs travaux ont été consacrés a la justification
mathématique de cette asymptotique collisions rasantes de 'opérateur de Boltzmann,
ainsi qu’a la théorie de Cauchy autour des équations de type Landau. Le premier
travail dans cette direction a été effectué par Arsen’ev et Buryak dans [3], dans le cas
d’une section efficace collisionnelle réguliére. La théorie a été développée ensuite par
Goudon [21] et Villani [38] pour des sections efficaces moins réguliéres. Ces travaux
concernaient le cas spatialement homogeéne, leur extension au cas inhomogéne a été
réalisée par Alexandre et Villani [1], dans le cadre des solutions renormalisées.

Dans le cas Coulombien, I'intégrale en 6 diverge de fagon logarithmique, ce qui a
amené Degond et Lucquin [19] & examiner la limite du noyau de collision tronqué et
remis a ’échelle lorsque ¢ tend vers 0, & savoir

B 1
~ log(e)

bs(e) b(e)ﬂezs .

On peut ainsi comprendre comment le noyau de Landau peut étre obtenu, en ef-
fectuant un développement limité de la solution au voisinage de 8 = 0. Dans le cas
non Coulombien, le travail [20] de Desvillettes compléte cette analyse, dans un cadre
linéarisé. En effectuant également un développement asymptotique autour de 6 = 0,
il obtient en effet un terme prépondérant qui coincide avec le terme de Landau dans
le cas de forces en 1/r°.

D’autres études mathématiques ont été réalisées autour de I’équation de Landau :
le comportement en temps grand des solutions a été étudié par Desvillettes et Villani
[21, 22|, Panalyse de I'opérateur linéarisé a été effectuée dans le cas inhomogeéne par
Degond et Lemou [18], des versions quantiques et relativistes du modéle de Landau
ont aussi été analysées dans |1, 5, 29] par Bagland et Lemou.

Comme mentionné précédemment, le modéle de Landau avec évaporation n’a pas
été étudié dans la communauté mathématique. Je présenterai les propriétés de conser-
vation attendues et héritées du terme de collision de Landau dans le paragraphe 1.2
ou je ferai la comparaison du modéle avec ou sans évaporation. Aprés cette bréve
introduction aux équations cinétiques je vais enfin pouvoir présenter le modéle de
Vlasov-Poisson-Landau.
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1.1.2 Un modéle complet mais complexe pour décrire un sys-
téme gravitationnel avec évaporation.

Il a été montré que, si I’équation de Vlasov sans terme de collision n’est pas une bonne
modélisation, il en est de méme de ’équation de Boltzmann ou de Landau (sans le
terme %F) Certains phénomeénes physiques ne sont pas correctements reproduits
par ces équations. Par contre le systéme complet Vlasov-Poisson-Landau est reconnu
comme un bon modéle tant au niveau des plasmas qu’au niveau de l'interaction gra-
vitationnelle (voir [6]). Je présente directement le modéle de Vlasov-Poisson-Landau

avec évaporation qui est le suivant :

(Oif(t,,v) +v -V f(t,x,v) = Viod(t, ) - Vo f(t,2,0) = Qr(f)(t, z,v)
AL o(t, x) = 5 f(t,z,v)dv, o(t, x) —=0
f(0,2,v) = fo(x,v) >0, (z,v) € R® x R,

\ f(t,z,v) =0, sie:= g + ¢(z,t) >0,

(1.1.8)
Avec @)1, le noyau de collision de Landau défini par (1.1.7).

Les 3 premiéres équations définissent le systéme de Vlasov-Poisson-Landau et
c’est la derniére équation qui donne la condition d’évaporation. La fonction ¢ est le
potentiel gravitationnel.

L’interation gravitationnelle dérive de ce potentiel, ce qui explique le terme en
V.¢ dans 'équation de Vlasov. Le signe — qui précéde ce terme est dii a la nature
attractive de la force gravitationnelle, c’est un signe + qui apparait dans le cas de
forces Coulombiennes répulsives.

On introduit ici le potentiel gravitationnel afin de définir I’énergie mécanique e
dans la derniére équation. L’énergie e est composée de 1’énergie cinétique % et de
I'énergie potentielle (le systéme est écrit de fagon & modéliser un systéme discret de
particules qui ont toutes une masse constante égale a 1). Une particule ne s’évapore
que si elle peut atteindre des positions = avec |z| arbitrairement grand. Comme
I’énergie mécanique e est consgrvée et que le potentiel ¢ est tel qu’il a une limite nulle

lv]

a I'infini et comme le terme - est nécessairement positif, la condition d’évaporation

consiste donc a supposer que 'énergie e est positive.

Le potentiel ¢ est défini par la deuxiéme équation de (1.1.8), la divergence de la
force gravitationnelle étant égale a la densité locale de particules. Cette équation est
facile & interpréter. Si on considére une particule seule, elle crée un champ gravita-
tionnel attractif radial, proportionnel a sa masse et a l'inverse du carré de la distance
(c’est la fameuse loi de gravitation universelle de Newton). Le flux de cette force a
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travers une sphére de rayon R centrée en la particule (qui correspond a I'intégrale de
la divergence du champ sur la boule de rayon R) est donc proportionnel a la masse
de la particule puisque le champ est proportionnel & R~2 (I'inverse du carré de la
distance) et que la surface de la sphére est proportionnelle a R2.

Un défaut de I’hypothése d’évaporation prise ici (ce n’est pas le seul) vient du
fait que, puisqu’on ne considére pas d’interaction gravitationnelle créée par des par-
ticules extérieures au systéme et puisqu’une particule qui a acquis I’énergie suffisante
pour s’évaporer est automatiquement exclue du systéme alors qu’elle peut encore se
trouver a proximité des particules du systéme, on néglige donc une partie des forces.
Il faut donc supposer que les forces créées par les particules qui s’évaporent et qui
sont encore présentes a proximité du systéme sont négligeables.

Ce systéme étant trop difficile a étudier, nous avons regardé le cas homogéne en
espace. Dans ce cas, on suppose que la répartition de particules f est constante en
la variable = (il se passe en tout point de l’espace la méme chose). Dans ce cas
I'équation de Vlasov (le membre de gauche de I’équation) est remplacé par le terme
Oif (puisque le potentiel ¢ est alors aussi constant en ). Ce n’est pas une hypothése
trés réaliste, surtout si on veut observer ’évaporation. Cependant, on peut toujours
imaginer qu’on fait un zoom local, loin des bords du systéme. Dans tous les cas,
I’étude du modele homogéne est utile si on veut mettre en place une démonstration
d’existence de solution au systéme complet par une méthode de splitting. L’étude
de ce systéme n’est donc pas dénuée d’intérét (du moins mathématiquement). Ce
modéle est présenté dans la partie suivante.

1.2 L’équation de Landau homogéne avec évapora-
tion

Lorsqu’on suppose que la répartition de particules est homogéne en espace, on rem-
place le terme de Vlasov par la dérivée en temps de f et on obtient 1’équation de
Landau homogeéne :

O f = Qr(f), (1.2.1)

avec (@1, qui est défini par (1.1.7). Il n’y a donc plus de potentiel de gravitation ¢ qui
permette d’exprimer la condition d’évaporation sous la forme donnée dans (1.1.8).
Pour déterminer la vitesse d’échappement, on utilise alors le théoréme du Viriel,
qui donne une relation entre I’énergie cinétique et I’énergie potentielle d’un systéeme
a l'équilibre (il s’agit de l'énergie cinétique et de 1'énergie potentielle globale du
systéme). Cela permet de déterminer la vitesse d’échappement moyenne (en moyenne
quadratique) en fonction de I’énergie cinétique du systéme que 'on peut calculer.
Pour le détail du raisonnement je renvoie le lecteur a l'introduction du premier
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chapitre de cette thése (paragraphe 2.1.1). On travaille alors sur un domaine de
vitesse borné (ce qui n’avait jamais été fait avant sur I’équation de Landau), qui est
la boule Br de R? centrée en 0 et de rayon R qui dépend du temps. Autrement dit,
on travaille sur le domaine en temps et en vitesse (il n’y a plus de variable d’espace
dans ’équation homogéne)

D= {(t,?}) | t e [0, +OO[, NS BR(t)}-

Le noyau de collision (), est remplacé par le noyau de collision Qg dont la définition
differe de celle de @, juste par le fait que I'intégrale se calcule sur Bg(;) et non sur
R3 :
Qr(f)(t,v) =V, ().A(’U — 0 ) ([ Vo f = [V, fi) dus, (1.2.2)
Br(t
ot on a noté f = f(t,v) et fo = f(f,vs). On impose une condition de Dirichlet
homogéne en vitesse :

v| = R(t) = f(t,v) = 0. (1.2.3)

D’aprés le théoréme du Viriel on obtient la formule

R(t):=+/1—7 Aiff—itzf))’ (1.2.4)

avec My et Ey, la masse et I'énergie de f, définies par :

M, (1) ::/f(t,v)dv, By(t) ::/f(t,v)vzdv. (1.2.5)

Le rayon du domaine de vitesse dépend donc d’'une facon non linéaire et non locale
de la solution f. Il dépend en fait uniquement de la température © qui est définie
par
@ f = &
3M;
Pour comprendre la dynamique du systéme, il faut donc déterminer 1’évolution des
moments My et O (ou de facon équivalente My et Ef). Dans le cas de I’équation de
Landau sans évaporation, ces moments sont conservés :

(1.2.6)

1 0
Qu(f)t,v) [ v ]| dv=[0 (1.2.7)
R3 ’U2 0

C’est une propriété essentielle pour que le modéle soit physiquement pertinent et elle
est facile & vérifier. En effet, si on considére une fonction ¢ de classe C' de R? dans
R, une simple intégration par parties donne

QL(f>(t7 v)gb(v) dv = _/ A(U - U*)(f*vvf - fvv*f*) : V¢('U) d?J* dv,
R3 R3 JR3
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et en symétrisant on trouve

[ Que oo
— %/1;{3 /R3(f*vvf — V. f)T AW — 0,)(Vo(v,) — Vé(v)) dv, dv.

Il est évident que cette intégrale est nulle pour ¢(v) = 1 ou ¢(v) = v;, i = 1,2,3.
Pour ¢(v) = v?, il suffit de remarquer que A(v — v,) = v — v, [T (v — v,) avec
I1(v—w,) la projection orthogonale sur (R(v—w,))*. Lorsqu’on rajoute une hypothése
d’évaporation, la masse My et I'énergie £y sont décroissantes. Cela vient du fait que,
puisque l'intégrale dans la définition de Qi est sur Bpg, il y a un terme de bord dans
I'intégration par parties qui est égal a

v

V)V, ,’UT v —vy) ——p(v)dv, do(v),
/a o) Vaf 6.0 Al = ) p () do doe)

avec o la mesure sur dBpg(). Ce terme est négatif pour ¢ positif car V, f(t,v) est
colinéaire et de sens contraire & v et car A(v — v,) est symétrique positive. L’énergie
et la masse ne sont donc pas conservées mais par contre on déduit de ce terme de
bord la loi suivante :

E} = R*Mj. (1.2.8)
Si on suppose que la vitesse d’échappement R est constante, (1.2.8) implique que le
moment :

My =M, — =L (1.2.9)
est conservé. Ce moment est toujours positif ou nul car d’apreés (1.2.5)
E; < R*M; (1.2.10)

avec égalité si et seulement si f(t,-) presque partout nulle sur By (car f est positive).
Le fait que M/ soit conservé a pour conséquence importante (si fo n’est pas nulle
presque partout) que la masse M est minorée par une constante strictement positive :

. E . -
My = M; + R—g > My = Mj, > 0. (1.2.11)

Dans ce cas la totalité des particules ne s’évapore pas. C’est également le cas si R
est une fonction croissante puisque My est alors croissante :

. 2R'E;
MJ,”: R3

Par contre, si R n’est ni constant ni croissant, j’ai pu mettre en évidence numérique-
ment que la masse My s’annule en temps fini (voir le paragraphe 4.3.2). Je n’ai pas

<0.
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réussi & démontrer, dans le cas v = —3 et R donné par (1.2.4), §'il y a évaporation
totale ou non. La seule chose que je peux dire c’est que, en combinant (1.2.4) et
(1.2.8), on obtient les relations suivantes entre le rayon R, la masse My, I'énergie E;
et la température Oy :

-y 1—r
i _ O _ (M ot Lo (M) (1.2.12)
R(O) @fo Mfo Ef Mfo

0
On peut remarquer que pour v > 0, la température est croissante, ce qui peut sembler
trés étrange. En fait, d’aprés (1.2.10) et (1.2.4), la formule de rayon donnée par le
théoréeme du Viriel n’est valable que pour v < 0, le cas v = 0 étant trés particulier
puisqu’il implique que f(¢,-) est presque partout nulle sur Bg(y. La minoration de la
masse par une constante strictement positive est importante pour montrer I’existence
de solutions au probléme de Cauchy (voir plus loin le paragraphe 1.2.2).

Pour toute la partie théorique, on a fait I’hypothése simplificatrice d’une vitesse
d’échappement constante dans les chapitres 2 et 3 ou d’une fonction fixée du temps
dans le chapitre 4. L’hypothése d'une vitesse d’échappement constante est certai-
nement I’hypothése la moins réaliste physiquement puisqu’il est logique qu’au fur
et & mesure que des particules s’évaporent, l'attraction gravitationnelle et donc la
vitesse d’échappement diminuent. On observe dans ce cas que le comportement du
modele n’est pas le comportement prévu (comme je le redirai au paragraphe 1.2.1,
on s’attend a un taux d’évaporation exponentiel mais le modéle a un taux d’évapo-
ration beaucoup plus lent lorsque R est une constante). J'ai également effectué des
tests numériques avec la loi (1.2.4) (voir paragraphe 4.3.2) et on obtient une vitesse
d’évaporation plus rapide.

La deuxiéme hypothése simplificatrice vient du fait que, méme si on a remplacé le
terme de collision de Boltzmann par le terme de Landau, ’équation de Landau reste
trés compliquée & étudier pour le potentiel gravitationnel (7 = —3) et méme de fagon
générale pour les potentiels mous. Je me place donc dans le cadre des potentiels durs
(v > 0) pour le chapitre 4 et avec le potentiel Maxwellien (v = 0) pour les chapitres
2 et 3.

Pour les chapitres 2 et 3 on simplifie encore plus le modéle en supposant que la
solution est & symétrie sphérique. Dans ce cas, le terme de collision de Landau se
simplifie et on obtient un terme de type Fokker-Planck.

1.2.1 Chapitres 2 et 3 : Le cas particulier des solutions & sy-
métrie radiale pour un potentiel Maxwellien

Lorsque la condition initiale fy est a symétrie radiale, la solution f est a symétrie
radiale car 'opérateur de collision de Landau est invariant par transformation ortho-
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gonale sur la variable v. Dans ce cas, et lorsqu’on suppose le potentiel Maxwellien
(v = 0), on peut simplifier (par un calcul simple donné au paragraphe 2.1.2) le noyau
de collision de Landau en un noyau de type Fokker-Planck (sur ce type de noyau on
pourra consulter notamment |11, 30, 31]) et on obtient 1’équation

O f(t,v) = Qrp(f)(t,v), (1.2.13)

ol Qrp est défini par

QFP(f)(tv'U) = Vv : (Ef(t)vvf(tvv) + 3UMf(t)f(tv U))’ (1'2'14)

avec My et E qui sont définis par (1.2.5). Ici, pour montrer I'uniforme parabolicité
de Topérateur, il suffit de minorer I’énergie. On peut le faire (voir Lemme 2.2.2)
en minorant la masse (ce qui est facile lorsque le rayon est constant : (1.2.11)),
et avec une estimation qui assure I’équi-intégrabilité (en fait il suffit de controler
'accumulation au voisinage de 0). Ici on peut obtenir une estimation' L>(IL?) (voir
le Lemme 2.2.4). On peut démontrer I’existence de solutions réguliéres au probléme de
Cauchy par un point fixe contractant, mais également le comportement asymptotique
pour la masse My et I'énergie E; (voir le Théoréme 2.2.1). Le taux d’évaporation
est exponentiel d’aprés la physique mais dans le cas d’une vitesse d’échappement
R constante ce taux est beaucoup plus lent?. Plus précisément, on a les équivalents
suivants :

R? 3M, R? 3M
O,(t) ~ Eit) ~ 2= ML) — M, o~ (1.2.15
s(t) t—+oo 2log(t)’ s(t) t—+oo 2log(t)’ () t—+o0 2log(t) ( )
avec
¥ Ey,
Moo = Mfo = Mfo — R2 . (1216)

Etant donné la définition (1.2.6) de la température ©; & partir de la masse M; et
de l'énergie Ey, le fait que le moment M 7, défini par (1.2.9), soit conservé (d’apres
(1.2.8)) et le fait que la vitesse d’échappement R soit constante par hypotheése, il
suffit de démontrer 1’équivalent sur ’énergie pour avoir tous les autres. Cette dé-
monstration, donnée dans le paragraphe 2.2.3, est assez technique. Je vais essayer de
donner ici une intuition du résultat. Si on regarde ’évolution de la température, on
trouve apres une intégration par parties

Ej(t) = RE;(t) | 0uf(t,v)do(v) — 2E4(t) [ Vof(t,v) - vdv — 6M(t)Ey(t)

0BR Br

1 est méme possible d’obtenir une estimation > comme on le démontre sous des hypothéses
plus générales au Lemme 4.2.3.

2J’ai méme pu le constater numériquement pour un potentiel non Maxwellien (v # 0) au para-
graphe 4.3.2.
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avec O, f la dérivée normale de f (selon la normale sortante & Bg) et ¢ la mesure
surfacique sur 0Bg. Une deuxiéme intégration par parties sur le terme

V. f(t,v)-vdv

Br

permet de montrer que seul le terme de bord reste :

E4(t) = R*Ey(t) . Onf(t,v)do(v). (1.2.17)

L’interprétation de ce terme de bord est que I'évaporation est due en intégralité a
la diffusion, le coefficient de diffusion étant I’énergie. L’évaporation fait diminuer
I’énergie et elle se ralentit donc elle-méme. Le terme qui est difficile a controler est la
dérivée normale de f sur dBg. Cependant, on observe (et on le démontre précisément
au Chapitre 3) que la solution f se rapproche asymptotiquement d’un profil de type
Maxwellien. Si on remplace formellement dans (1.2.17) f par une Maxwellienne qui
a sur R? une méme énergie et une masse M :

5
3§MO§O _ 3Moov?
M(t,v) = —— o 2550 (1.2.18)
(2mEy(1))?
on obtient
3 _ 3MooR2
E}(t) = —CEf 2(t)e P, (1.2.19)

avec C' une constante strictement positive qui dépend de M., et de R. A partir
de (1.2.19) on obtient I’équivalent souhaité. En pratique, je n’ai pas établi cette
équation différentielle pour l'énergie, mais j’ai procédé par des inéquations pour
montrer 1’équivalent de 1’énergie en deux temps. La majoration est plus simple, on
adapte la démonstration qui permet de montrer la convergence vers 0 d’une solution
de I’équation de la chaleur avec condition de Dirichlet homogéne, mais comme Q) pp
n’est pas auto-adjoint, on travaille dans un espace IL.? & poids. Il suffit de remarquer
qu’on peut mettre QQpp sous une forme « divergence de gradient » :

73]\/[f(t)v2 3M g (t)o?
Qrp(f)(t,v) =V, (Ef(t)e 0y, <62Ef<f> f(t,v))). (1.2.20)

Pour la minoration c’est plus technique. Pour montrer que la température ne s’éva-
pore pas trop vite il faut majorer la dérivée normale au bord en comparant a un
profil Maxwellien qui est sur-solution de I’équation (1.2.13).

Une fois qu’on a obtenu 1’équivalent de I’énergie on peut, au chapitre 3, montrer
que la solution f se rapproche asymptotiquement d’un profil qui évolue lui-méme
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en fonction du temps et qui converge vers un pic de Dirac. On reprend la méthode
classique des solutions auto-similaires qui consiste a décomposer la solution suivant
les différents modes propres de Qrp et montrer que tous les modes autres que le
fondamental peuvent étre négligés aprés un certain temps. L’évaporation trés lente
n’aide pas, mais on arrive quand méme & s’en sortir par des estimations un peu
techniques. On se raméne grace, a un changement de variables (qui dépend de My
et E}), a un oscillateur harmonique, mais sur une boule de R? dont le rayon dépend
cette fois du temps et qui tend vers 400 (voir les Lemmes 3.2.1 et 3.2.2). Lorsqu’on
refait le changement de variable inverse on comprend que le profil trouvé va étre
contracté et se rapprocher d’'un pic de Dirac.

Des simulations numériques sont réalisées au paragraphe 2.3.2 a I’aide d’un schéma
numérique conservatif qui est présenté au paragraphe 2.3.1. L’équivalent discret du
moment conservé M (défini par (1.2.9)) est lui aussi conservé. C’est une propriété
essentielle pour observer numériquement la convergence vers un pic de Dirac discret
(avec un schéma non conservatif la solution numérique tend vers 0). Cette conver-
gence vers un Dirac est démontrée (Proposition 2.3.2) mais elle est difficile a observer
a cause de la trés lente évaporation. Le schéma respecte également la décroissance de
la masse et de I'énergie (voir Proposition 2.3.1). La validation numérique du profil
asymptotique est faite au paragraphe 3.5.

1.2.2 Chapitre 4 : le cas des potentiels durs avec une vitesse
d’échappement variable

Dans le chapitre 4, on démontre (Théoréme 4.2.1) Pexistence de solutions réguliéres
au probléme de Cauchy tant que toute la masse ne s’est pas évaporée. Plus précisé-
ment, les solutions existent sur I'intervalle [0, T,[ avec T, > 0 qui est tel que :

T, = +oo0 ou lim My(t) = 0.
t—Tx

L’hypothése de minoration de la masse couplée & un argument d’équi-intégrabilité
est nécessaire pour montrer I'uniforme parabolicité de 'opérateur

O — Qr

(voir le Lemme 4.2.5). Dans le cadre de 'équation de Landau homogeéne sans évapo-
ration, la masse est conservée et I’équi-intégrabilité est assurée grace a la décroissance
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de I’entropie® de Boltzmann :

f(t,v)log f(t,v) dv. (1.2.21)
RS

Lorsqu’il y a évaporation on montre 1’équi-intégrabilité grace a une estimation L>°
en temps et en vitesse (voir Lemme 4.2.3), ce qui est mieux qu’une estimation d’en-
tropie, mais il faut se restreindre au cas des potentiels durs (v > 0). Je n’ai pas
réussi a obtenir d’estimation pour v < 0 alors qu’il existe de tels estimations dans la
littérature pour I’équation de Landau sans évaporation. La décroissance de la masse
donne une estimation L', mais il faut un peu plus qu'une estimation L' pour avoir
I’équi-intégrabilité. Comme je l'ai dit précédemment, on ne peut pas, dans le cas
v > 0, travailler avec une vitesse R donnée par (1.2.4). Si on veut regarder la va-
riation d’entropie définie par (1.2.21) lorsqu’on travaille sur B avec une condition
de Dirichlet homogéne pour f, on obtient (aprés une intégration par partie formelle)
un terme de bord non défini a cause du terme log f avec f qui s’annule au bord. En
fait, si on évalue numériquement l’entropie sur des exemples, elle est croissante. Ce
n’est pas forcément choquant puisqu’on est dans le cas d’un systéme ouvert et, s’il y
a évaporation totale ou si le systéme converge vers un pic de Dirac en vitesse, alors
I'entropie tend vers un maximum (la quantité d’information est maximale puisqu’on
connait exactement la vitesse de chaque particule).

Pour un rayon variable on ne peut pas assurer que la masse soit pour tout temps
t minorée par une constante strictement positive et numériquement, on observe le
contraire. Comme je I’ai fait remarquer précédemment, si on considére une vitesse
d’échappement R constante ou croissante (voir le début du paragraphe 1.2), la masse
est bien minorée par une constante strictement positive, mais ce n’est pas une hypo-
thése réaliste physiquement.

Dans la seconde partie du chapitre 4 (paragraphe 4.3.2) on généralise le schéma
numérique introduit au paragraphe 2.3.1 pour le cas Maxwellien. C’est un schéma
numérique qui reprend les propriétés de décroissance de la masse et de ’énergie du
modéle continu.

1.3 Chapitre 5 : Limite diffusive

Sans 'hypothése d’homogénéité en espace, il est beaucoup plus difficile de montrer
I’existence de solution, méme dans le cas d’un potentiel Maxwellien avec I'hypothése

311 ne s’agit pas de Ientropie au sens des physiciens qui doit toujours étre croissante. L’entropie
des mathématiciens est toujours décroissante, on peut, comme dans [37] ne pas 'appeler entropie
mais fonctionnelle de quantité d’information.
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d’une symétrie radiale en vitesse. Par contre, on peut regarder la limite du mo-
dele vers un modeéle hydrodynamique. On revient & un modeéle non cinétique (plus
« macroscopique ») en éliminant la variable de vitesse. Seuls les moments (la masse,
I’énergie, la température et éventuellement d’autres moments d’ordre supérieur) in-
terviennent. Il y a diverses méthodes classiques pour passer d’un modéle cinétique a
un modéle hydrodynamique : la méthode de développement de Hilbert, la méthode
de Chapman-Enskog et la méthode des moments. La littérature sur ces méthodes est
abondante et on pourra consulter notamment les références incluses dans [37]. Dans
tous les cas, on fait un changement d’échelle qui dépend d’un paramétre e, qui est
tel que lorsque ¢ tend vers 0, on atteint I’équilibre thermodynamique (régime dans
lequel sont valables les modéles hydrodynamiques). Il existe essentiellement deux
changements d’échelle possibles. On considére 1’équation

COf £ OV, f = é@(f) (1.3.1)

avec () un noyau de collision et a qui vaut 0 dans le cas de la limite fluide et 1 dans le
cas de la limite diffusive. Lorsque, comme c’est le cas ici, la distribution d’équilibre
a un moment d’ordre 1 nul (de part la symétrie radiale), la partie transport des
équations obtenues dans le cas de la limite fluide est triviale. C’est pourquoi on a
choisi ici d’étudier une limite diffusive.

L’idée de la méthode des moments consiste & intégrer I’équation (1.3.1) en vitesse
aprés I'avoir préalablement multipliée par 1, v, |v|?, ..., pour obtenir des équations
sur les différents moments de la solution f. Lorsqu’il n’y a pas d’évaporation, la
conservation des moments (1.2.7) implique 'annulation du second membre pour les
3 premiers moments. On obtient un systéme d’une infinité d’équations (une pour
chaque moment), chacune faisant intervenir deux moments successifs. On se restreint
en général aux 3 premieres équations et on obtient un systéme que l'on clot en
utilisant le fait que lorsqu’on est proche de ’équilibre thermodynamique la solution
f est proche d’'une Maxwellienne.

L’idée des méthodes de Hilbert et de Chapman-Enskog est de partir du fait que
la solution f est proche d’'une Maxwellienne et chercher un développement asympto-
tique en ¢ de la solution. Pour la méthode de Hilbert on se donne un développement
de f que l'on injecte dans I’équation et on identifie selon les puissances de . Pour la
méthode de Chapman-Enskog on trouve la solution pour £ nul : la Maxwellienne M
dont la solution f est proche. On écrit f = M +¢f; avec f; le reste et on détermine
I’équation vérifiée par le reste. Ensuite on recommence, on résout I’équation vérifiée
par fi lorsque € est nul et on écrit f; = g + £f5. On obtient au fur et & mesure
le développement asymptotique de f. Grace a ce développement on peut clore les
équations sur les moments.

Au chapitre 5 on regarde ce que donne la méthode de Chapman-Enskog lorsqu’il
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y a de I’évaporation avec une vitesse d’échappement R constante. J’ai d’abord essayé
avec le noyau de collision )7, de Landau puis, pour simplifier, avec le noyau Qrp de
type Fokker-Planck défini par (1.2.14). Finalement, la bonne idée consiste & choisir
un noyau de collision encore plus simple de type BGK :

Qpax(f) = [ =&

qui oblige la solution f & converger vers une distribution « d’équilibre » & qui évo-
lue avec le temps a cause de ’évaporation. C’est la Maxwellienne qui a, pour tout
temps ¢, la méme densité de masse m; et la méme densité de température 65 que
la solution f. Cette Maxwellienne ne s’annulant pas au bord du domaine de vitesse
et pour des raisons pratiques, on n’impose pas de condition de Dirichlet homogéne.
Cependant une évaporation a quand méme lieu puisque f cherche & se rapprocher
d’une distribution qui, sur R?® tout entier, a la méme densité de masse et la méme
densité de température mais qui a donc, sur Bg, des densités moindres.

Pour simplifier, on travaille sur un domaine périodique T := R3/Z3 en espace et
on cherche un développement asymptotique en € de la solution f. du systéme

( 1 1
8tf5(t,$,v) + gvx . fs(t,x,?]) = 5_2(ng — fg),

Jert=0 = fo, (1.3.2)
my. (t, ) x

Er(t,v,x) = e 205 ®a)

Njw

\

Les équations (5.3.8), (5.3.9) et (5.3.10) que 'on obtient formellement contiennent
toujours un terme de relaxation et on ne peut pas passer a la limite en e.

Dans le chapitre 5 on étudie également ’équation homogéne en espace

Wf=&—1F

pour laquelle il est facile de montrer I'existence de solutions réguliéres. Elle a le mérite
d’étre simple et il n’est pas difficile d’obtenir un développement asymptotique a tout
ordre de la température O qui vérifie une simple équation différentielle ordinaire.
On retrouve ainsi facilement les équivalents que 1’on avait trouvés pour le modéle du
chapitre 2. Le modéle obtenu est toutefois (formellement) asymptotiquement proche
du modéle initial tout en étant plus simple car a I’échelle macroscopique.
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Premiére partie

Modéle de Landau homogéne avec
évaporation
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Chapitre 2

Probléme de Cauchy et
comportement asymptotique du
modéle avec potentiel Maxwellien et
symeétrie radiale

Ce chapitre reprend le texte de 'article intitulé « Fvaporation law in kinetic gravitational
systems described by simplified Landau Models » écrit en collaboration avec Pierre-Henri
Chavanis, Mohammed Lemou et Florian Méhats et publié dans le journal DCDSB numéro
14, volume 8, p 907-934, année 2010.

2.1 Introduction

2.1.1 General model

At the kinetic level, the evolution of the distribution function f(z,v,t) of a stellar
system accounting for evaporation is usually described by the Vlasov-Landau-Poisson
equation, see for instance [0, 36, 25, 16]. This model has the following dimensionless

23
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form:
(Of B
EJrv-fo—V(ﬁ'va—
\CE / v = v [PII(v — ) (f(2,v.) Vo f (2,0) = f2,0) Vo f(2,0.)) dv.,
so= [ pa, o(o) ——0,
flz,v,t=0) = fo(z,v) >0, (z,v) € R® x R?,
f(z,v,t) =0, 1fe—u+¢(x,t)>o,

\

(2.1.1)
where ¢(x,t) is the gravitational potential and II(u) is the following 3 x 3 matrix

() = 3 (2.1.2)

which is also the matrix of the orthogonal projection on (Ru)*. The parameter v
may take different values in [—3, 1] depending on the particle interaction law. For
power-law interactions in Ti we have:

s—5
s—1

7=

— For Coulombian (plasmas) and Newtonian (stellar systems) interactions, the
most interesting but also the most difficult cases, s =2 and v = —3.

For Maxwellian potential, the case we study in this paper, s =5 and v = 0.
— Potentials for 0 <y <1 (s > 5) are called hard potentials.

— Potentials for —3 < < 0 (2 < s < 5) are called soft potentials.

This model accounts for the evaporation of stars since the distribution function
must vanish wherever |v|?/2 + ¢(z,t) > 0. This is different from the usual Landau
equations of plasma physics where no such condition is required since the system
is spatially homogeneous (due to electrical neutrality) and the distribution function
evolves on the whole velocity domain. The last condition in (2.1.1) expresses the fact
that stars with positive energy are lost by the system. Indeed, the escape velocity
of a star at a position x is reached when its microscopic kinetic energy exactly bal-
ances its potential energy: |Vescape| = v/ —2¢(z). The Vlasov-Landau-Poisson system
(2.1.1) is the standard model of stellar dynamics, but to our knowledge, there is no
mathematical study (well-posedness, long time behavior, etc) of this model in the
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literature. The complexity of this model relies on two facts: the coupling with the
Poisson equation, and the vanishing boundary condition due to evaporation.

Because of its mathematical complexity, we shall make several simplifying as-
sumptions. We first assume a spatially homogeneous configuration which allows to
remove the transport part and the coupling with the Poisson equation. However, we
shall take into account the evaporation process in the following manner. In a real
cluster, the average value of the squared escape velocity is (v2,.q,0) = —2(¢(x)) =
=2 [ppdx/ [ pde = —4W/M where W = 3 [ p¢dx is the potential energy and
M = [ pdz the mass (the spatial density is p(z) = [ f(z,v)dv). On the other
hand, for a power-law interaction in Tis, the virial theorem reads 2K + (s — )W =0
(for s # 1) where K = 1 [ fv?dxzdv is the kinetic energy (see [0]). Therefore,
(V2geape) = —7(v?). For a Maxwellian potential (s = 5), this relation becomes
(V2scape) = (v*). Therefore, within the homogeneity assumption, we have to solve the
Landau equation with the boundary condition f(t,v) = 0 for v > Vegeape(t) Where
Vescape (t) = \/%(02)1/2 and (v?) = [ fv*dv/ [ fdv. In this paper, we shall replace
the time dependent boundary condition by the time independent boundary condition
f(t,v) =0 for v > Vegeape Where Vegeqpe 1s a fixed constant. In conclusion, we are led
to the homogeneous Landau equation on a bounded velocity domain Bpg, which is
the open ball of R? of radius R > 0 centered at the origin. The distribution function

f satisfies:
O f(t,v) = Qr(f.t,v), (2.1.3)

where (g is the collision operator given by:

QR(fa L, U) =V / "U - U*|7+2H(U - U*)(f(t> U*)Vf(t, U) - f(ta U)Vf(tv U*))d’U*.

Br
(2.1.4)
The divergence and the gradient are taken in the v variable. We add to this equation
an initial condition:

f(0,.) = fo on Bg, (2.1.5)
and a Dirichlet condition on the velocity domain:
f(t,v) =0 for v € OBg. (2.1.6)

If R = +o00, we shall refer to this model as the classical Landau equation, which
has been widely studied by the mathematical community, see [37] and the references
therein. In these works the well-posedness of the Cauchy problem for R = +o0
usually relies on conservation and entropy properties satisfied by the model in this
case, namely:

el =0. 5 ([ powtnan) = [ @+ toe(njas <o
R3 R3 R3
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In the case R < 400, which is our concern in this paper, the crucial entropy
inequality (second inequality above) is no longer available. Therefore, one has to
find new a priori estimates to establish the wellposedness of the problem in this
case.

In this paper, we study the problem (2.1.3) in the case of Maxwellian molecules
(7 = 0) and isotropic distribution functions. Note that if we further assume R = +o0,
then the problem (2.1.3)-(2.1.4) can be solved explicitly in this case, see [30, 37]. Here
we focus on the case R < 400 where no such explicit solutions are known. Our goal
is two folds: prove the well-posedness of the problem and establish the 1/log(t)
evaporation law for this system.

2.1.2 Evaporation laws

A well known simplifying approximation of the Landau equation (2.1.3) was pro-
posed in the 1940’ by Chandrasekhar [11]. It essentially assumes that the star
under consideration has encounters with a separate group of stars having a fixed
(usually assumed Maxwellian) velocity distribution, leading to a Fokker-Planck type
equation. In other words, the Fokker-Planck equation considered by Chandrasekhar
describes the evolution of a “test star” in a bath of “field stars” at statistical equi-
librium with fixed temperature (canonical description). By contrast, the Landau
equation describes the evolution of the system as a whole and conserves the energy
when R = oo (microcanonical description). Therefore, Chandrasekhar models the
evolution of the system by a Fokker-Planck equation of the form:

O (0.1) = QEP(F)(v)

ot =V - [D(|v]) (Vf(v) + Bf(v)v)], v € Bg,
f(v,t=0) = fo(v) >0, v € Bp, (2.1.7)
f(v,t) =0, if [u] = R,

where D(|v|) is some given nonnegative diffusion matrix. The Fokker-Planck equa-
tion (2.1.7) can be derived from the Landau equation (2.1.3) by making the so-called
“thermal bath approximation”, i.e. by replacing the function f(v,) in (2.1.4) by
the Maxwell distribution f(v) = p(27T)~3/2 exp(—v?/2T). Chandrasekhar solved
the problem perturbatively and showed that the solution fr(v,t) goes to zero ex-
ponentially as ¢ — 400 with a fundamental eigenmode of the form fg(v)e M,
However, there is no quantification of the escape rate A(R) for given R > 0 and only
its asymptotic value in the limit of large R was exhibited. Recently, this work was
complemented by [17], where an exact integral formula for the eigenvalue A\(R) of
(evaporation rate) was found, for any given R.
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Let us come back to the original Landau model (2.1.3)-(2.1.4) in which, for all
the sequel, we shall take v = 0 (s = 5). Moreover, we will consider only spherically
symmetric distribution functions. This framework is compatible with the invariance
of the Landau equation (2.1.3) under any orthogonal transformation in velocity.
With these assumptions, one can derive after elementary calculations a very simple
formulation of the Landau model which keeps the whole structure of the original

equation. Indeed, denoting
[vf?
g(t7 9 :f(t,U),

the collision operator (2.1.4) becomes

V. v — 0,2 TI(v — 0,) (Vg 0pg — V490, g )du,
Bgr

where ¢ stands for ¢ <t, %) and g, for ¢ (t, %) Moreover,
/ v — v, !TI(v — v,)vg.dv, = / v — v, [P TI(v — v,)v,g.dv,
Br Br
= [ oo = (@ = v) v - v)gde,
Br
= [ (oo~ (0 vu)g.de.
Br

2
= = (/ |v*|29*dv*) v,
3 \JB,

2
/ v — 0, TI(v — ,) V40, gudv, = = (/ |v*|28v*g*dv*) v
Bgr 3 Br

= -2 (/ g*dv*> .
Br

Rewriting the result with the function f yields, up to the rescaling in time ¢’ = %t:

O f(t,v) =Qr(f, f)(t,v) (2.1.8)
with:
Qr(f, 9)(t,v) ==V - (Eg(t)V f(t,v) + 3vMy(t) f(t, v)),
where My and Ey, the mass and the energy of f, are defined by:
M;(t) = f(t,v)do, E¢(t) = f(t,v)|v]Adv. (2.1.9)

Br Br

We shall see that this model gives rise to completely different behaviors compared
to the Chandrasekhar model described above.
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Remark 1. This type of collision operator has already been introduced for instance
in [I1] in the case of a Vlasov-Fokker-Planck equation, the difference here is the
homogeneous Dirichlet condition in the velocity variable.

Remark 2. As discussed in [27, 17|, when spatial inhomogeneity is ignored, the
Chandrasekhar model (2.1.7) provides a better physical description of star escape
than the homogeneous Landau model (2.1.3). This is because the thermal bath
approximation takes into account the equilibration between evaporation (leading
to cooling) and core concentration (leading to heating) resulting in an isothermal
distribution. Therefore, the real mass decay of star clusters is exponential as in the
Chandrasekhar model. However, on a mathematical point of view, the study of the
homogeneous Landau model provides a first step towards the general inhomogeneous
model (2.1.1) and is therefore interesting in this respect.

In this paper we first prove the existence and uniqueness of classical solution to the
Cauchy problem (2.1.8)-(2.1.5)-(2.1.6), if the initial condition is sufficiently regular.
Then we prove that the mass of the solution decreases to a positive constant and
that its energy decreases to 0, and give their exact asymptotic behavior for large
time. In particular we shall prove that the evaporation shape of the system (when
modeled by (2.1.8)-(2.1.5)-(2.1.6)) is in O(1/log(t)) for large time, in contrast with
the Chandrasekhar model (2.1.7) where the evaporation holds exponentially. This
leads to the convergence of f(v,t) to a Dirac distribution in velocity when time
goes to infinity. In the last part of this paper, we construct a suitable numerical
discretization that inherits the main properties from the continuous model and whose
simulations clearly illustrate our theoretical results. This is a first step towards the
mathematical study of the more physically relevent model (2.1.1).

2.1.3 Notations and definitions

We list here some notations and definitions that will be used throughout this paper.

Our classical solutions are defined on the closed domain:

D := [0, +o0[x Bg.

We shall also work on a bounded-in-time domain, to establish a priori estimates on
a finite time interval [0,7]. The domain of definition becomes:

Dy :=[0,T] x Bg.

Classical solutions are functions of C'*(D) or C'*(D7) i.e. functions on D or Dr
which are C! in the time variable and C? in the velocity variable and that verify Eq.
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(2.1.8) in the classical sense. However, to prove the existence of classical solutions
we need more regularity and we work with Friedman’s Holder-type Banach space
BY(Dr) for ¢ € R% \ N, defined by the norm (see |23]):

1fllpe := sup > |3;05f(t0)|

0<t<T
veBp lal+2r<[(]

b Y OO - 00 w)

—
0<t<T v—w
v,w€BpR,v#w ‘OCH‘QT:[E] | |

s Y 0107 f(t,v) — 9707 [ (s,0)]
[
0SS Jal+2r=10 |t — sz

where [(] is the integer part of £ and a € N®. The space Bf(Bg) is defined with a
similar norm in which the ¢ variable is omitted. We shall also consider weak solutions
in the space:

Xp = C([0> T]a LZ(BR)) N LZ([O’ TL H(%(BR)) A Hl(]0> T[? H_l(BR))> (2'1'10)
with the norm:

Il == I f e o,meBr)) + IV FllLzqomizay + 19 f lLzqom a-1(ry-  (2.1.11)

By weak solutions, we mean solutions satisfying equation (2.1.8) for almost every
t, in H '(Bg), the condition (2.1.6) for a.e. ¢ in the sense of traces and (2.1.5) in
L?(Bg).

2.2 Theoretical Results

2.2.1 Main result

Our main result in this paper is the following:

Theorem 2.2.1. Let { € R: \ N and let fy € B“(Bg) be a nonnegative and
nonzero initial condition. Then, there exists a unique nonnegative classical solution
f in B*%(D) to the problem (2.1.8), (2.1.6), (2.1.5).

Moreover, the mass and energy of f defined by (2.1.9) are C, positive, nonin-
creasing functions, and satisfy:

1. a conservation law:

Vt € [0, +oo] R*M;(t) — Es(t) = R*M;, — Ey, > 0, (2.2.1)
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1. a non-zero mass limit:

. Efo .
tLlinoo Mf(t) = Mfo — R2 =: My >0, (222)
1. a logarithmic evaporation:
3M . R?
E¢(t) (2.2.3)

t—;:-oo 2logt

In particular, the distribution function f(t,.) converges narrowly as t — +o0o to the
Dirac distribution function M. 0,—q.

Remark 3. We do not ask f to be radial since it is not necessary to prove the
result, but of course the result given by Theorem 2.2.1 in the case where f; is not
radial has no physical meaning because it does not correspond to the model.

Remark 4. In a future work [9], we will study the self-similar behavior of the solution
f. It appears that f admits a Maxwellian self-similar profile.

The proof of Theorem 2.2.1 is given in Section 2.2.3. In Section 2.2.2 we give
some estimates that are useful in Section 2.2.3 to prove existence and uniqueness of
solutions. The proof of (2.2.3) is divided in two parts: in the second part of Section
2.2.3 we prove that:

3M,, R?
limsup E(t)logt < ———, (2.2.4)
t——+o0 2
then in the last part of Section 2.2.3 we prove that:
3M,, R?
. N
I%Lnglof E¢(t)logt > — (2.2.5)

The end of the proof is given in the first part of Section 2.2.3.

2.2.2 Basic estimates

To prove existence and uniqueness of weak solutions, we need some basic estimates
which we develop in this section.

Ellipticity

To prove the ellipticity of the parabolic operator, we need a lower bound on the
energy. This is obtained in two steps: First, Lemma 2.2.2 says that a positive lower
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bound for the energy can be found from a positive lower bound of the mass and an
upper bound of the L2 norm. Second, we use the conservation law (2.2.1) to get a
lower bound for the mass. In Lemma 2.2.3 we prove this minoration even in the more
general case where the mass and the energy involved in the model are computed from
a given function g that can be different from the solution f. This slight extension
will be used in our fixed point proof.

Lemma 2.2.2. Let f € L?(Bg) be a nonnegative and nonzero function. Then there
exists a universal constant C' > 0 such that:

_4 7
Ey > C||fl2' My

47\ _2 2
r.= <?) ||f||IL27EJZ.

Proof. Setting:

=

we have: X
M= [ o [ ) < BBl + 5B
B, Br\Br r
4 7 3 4
<2(5) B
and the result follows. O]

Lemma 2.2.3. Let T > 0, g € C([0,T],L?(Bg)) be a nonnegative function and let f
be a function in C?(Dr) which satisfies (2.1.6), (2.1.5), where fy is a nonzero and
nonnegative function in L2(Bg). Assume in addition that:

of =Qr(f,9) (2.2.6)

Then, f is nonnegative and we have:
RQMf<t) - Ef(t> > (RQMfO — Efo)ef(ifoT Mg(s)ds_

In particular, My is bounded from below by a positive constant. Moreover, the func-
tion t — M¢(t) is nonincreasing. Finally, if we assume additionnally that f = g,
then we have the conservation law (2.2.1) and the function t — E¢(t) is also nonin-
creasing.

Proof. 1t is classical (see |23] for instance) that f is nonnegative as a solution to a
linear parabolic equation with continous coefficients, homogeneous Dirichlet bound-
ary condition and nonnegative initial condition. We now compute the derivatives of
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My and Ey. We have

M}(t) = V- (E,(t)V f(t,v) + 3vM,(t) f(t,v))dv

Bgr

v
= Eg(t) Vf(t,v) ) —dO'(U)7
dBR |v]
with ¢ the measure on 0Bg. This last quantity is nonpositive because f is non-
negative on Bg and vanishes on 0Bg and then the scalar product Vf(t,.) - ﬁ is
nonpositive. Thus, the mass is nonincreasing. Next, we have

E(t) = ; V- (Ey(H)V f(t,v) + 3vMy(t) f(t,v))v*dv
= R2E,(1) . Vf@ﬂﬁ-ﬁﬁ&ﬂv)

- 2/ (E,()Vf(t,v) - v+ 3M,(t)f(t,v)v?)dv.
Br
An integration by parts yields
/ Vf(tv) vdv= -3 f(t,v)dv,
Br Bgr

and then

Ej(t) = R*E,(t) /333 Vit v)- ’Z—‘da(v) + 6(M () Eg(t) — My(t) Ef(t)).
In the special case where f = g, we have
@@ZW@@a%VNw%%MWZWMW> (2.2.7)
from which we deduce (2.2.1). In the general case, we only have
RMi(t) — Ej(t) = —6(Mj(t) By (t) — M,(t)Ey(t))
> —6M,(t)(R*My(t) — Ey(1)),

and the use of Gronwall’s lemma completes the proof. O

L2-estimates

We use classical L2-estimates techniques for parabolic operators to derive the nec-
essary estimates that will be used in fixed point proof. We give, for the solutions of
(2.2.6), L>°(IL?)-estimates and estimates for the norm ||-||, defined by (2.1.11).
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Lemma 2.2.4. LetT > 0 and f, fy and g be as in Lemma 2.2.5. Then we have the
two following results.

i. Let M be an upper bound of M,, then there exists a positive constant C' which
depends only on T and M such that

[ fllLoe w2y < Cl follr2-

i. Let B be an upper bound of ||g|lLeq2y and suppose that there exists a positive
lower bound m of M,. Then there exists a positive constant C' which depends
only on R, T, m and [ such that

171l < Cll follL2-

Remark 5. As a corollary of this Lemma together with Lemma 2.2.3, we infer that
any solution f of (2.1.8), (2.1.5) and (2.1.6) satisfies

My(t) < My, Il < ol (2.2.8)

Proof. Let us prove (i). We have

% Pl =2 [ F(t0)V - (By()V (£, 0) + 30M, (1) (£, v))dv
Br Br
= —2Eg(t)/B IV £(t,v)[Pdv — 6M,(t) ; ft,v)Vf(t,v)-vdv
:—2Eg(t)/B |Vf(t,v)|2dv—3Mg(t)/B V(2(t,v)) - vdo.
and finally
d
— [ fAtv)dv = —2Eg(t)/ IVF(t,v)Pdo +9M,(t) [ f2(tv)dv.  (2.2.9)
dt Bg Bg Br
Thus

d
3 (I )IE) < oM|f ()]

and (i) is proved by Gronwall’s lemma. Now let us prove (ii). First we use (i) with
M :=p |BR|%. Then, from Lemma 2.2.2, there exists a positive constant k& such that

E, > kB 3ms3.
Integrating (2.2.9) yields

IV fllLzqo,r1xBr) < Cill follLz(sg) (2.2.10)
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where (' is a constant which depends only on R, T', m and 5. Now let us take
¢ € H}(Bg). As f is solution of (2.2.6), we have

O f(t,v)p(v)dv = —E4(t) Vf(t,v) - Vo(v)dv

Br Bgr

— 3M,(t) f(t,v)v - Ve(v)d.
Br
By Cauchy-Schwarz, E,(t) < R2M,(t) < R?|Bg|2f. Moreover, by the Poincaré’s
inequality, there exists a constant Cg such that || f(¢,.)||L2 < Cr||V f(¢,.)|lL2. Hence
we have

10:f (&, )l < Col[VF(E, )|, (2.2.11)
with Cy a constant which depends only on R, T, m and S. Finally, Item (ii) is proved
by integrating (2.2.11) between 0 and 7" and using (i) and (2.2.10). O

Remark 6. The estimates used to prove (2.2.11) can be written in the following
way:

. Qr(f,9)(t, v)h(t,v)dv| < Crl[VFE, )leallg, e [VAE )2, (2.2.12)

with Cr depending only on R.

2.2.3 Proof of the main result

This section is devoted to the proof of Theorem 2.2.1.

Existence and uniqueness of a classical solution

Let T > 0 be fixed once for all and let fo € B2, with ¢ € R \ N, be nonzero and
nonnegative. Estimates of Lemmas 2.2.3 and 2.2.4 allow us to prove the existence and
uniqueness of a classical solution of (2.1.8), (2.1.6), (2.1.5) on [0, T}, using Picard-
Banach fixed point theorem. We use the norm ||-||, defined by (2.1.11). To obtain
a contraction mapping we shall work on an interval [0, 7y] where Ty € [0,7] whose
value will be chosen later. We know from the first part of Lemma 2.2.4 that there
exists a constant C; which depends only on 7" and My, such that if f and g satisfy
the assumptions of Lemma 2.2.3 and if M, < My, then

[ fllLe @2y < Chll follLz-

Let
m = Mye MiT,
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with M., defined by (2.2.2) and
1
B = max(C1| folluz, My, | Br|™2).
From the second part of Lemma 2.2.4, there exists a constant Cy which depends only
on R, T and || fy[[L2 such that, if ||g||L~w2) < B and My > m,
I1fll, < Call follwa-

Let
K :=max(Cs|| follL2, B),

and consider the set F' defined by
F:={g € B"*(Dg,) : g nonnegative,m < M, < My,, |lglli=qz) < B, llglly, < K3

For Ty small enough, it is nonempty because, as > M fo’BRr% and K > (3, it
contains some constant functions. For g € F, M, and E, are Holder continuous
functions of time and we know from Lemma 2.2.2 that F, is bounded from below by
a positive constant A which depends only on R, T, ||fo|lr2 and R*My, — Ey,. Thus,
from classical existence theorem for linear parabolic equations (see [25] or [23]), we
know that there exists a unique solution ®(g) € B**%(Dr) to

O (D(9))(t, v) = Qr(®(g), 9)(t, v)

which satisfies (2.1.5) and (2.1.6). From Lemmas 2.2.3 and 2.2.4 we have ®(g) € F.
Let g,g € F, then ®(g) — ®(g) satisfies

9 (®(g) — (7)) — Qr(®(g9) — 2(9),9) = Qr(®(9),9 — 9), (2.2.13)
V(t,v) € [0,T] x 9Br (®(g) — <I>(§))(t, v) =0,
(@(g) — ©(9))(0,.) =

For convenience, let us denote ¢ := ®(g) — ®(g) and x := g — §g. The calculation
used in the proof of Lemma 2.2.4 leads to
d
o w(t v)2dv = —2F,(t )/ (Vo (t, v) [P dv + 9M,(t) [ »*(t,v)dv
Br

Br

QR( (9), X) (¢, 0)ip(t, v)do.

Moreover by (2.2.12), there exists a constant C3 which depends only on R such that

Qr(®(9), x)(t,v)¢(t, v)dv

Br

< G| Ve(g) (¢, ez Ixllg, V(- )l

C3 .
<AV IE: + 23 Ixlz, IVe@)(E I
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Hence, using £, > A > 0, we get

d C3 _
3 (I )E=) + ANV 2 < 5 Ixll, V@) 12 +9Mp [l (-
(2.2.14)
By Gronwall’s Lemma, as ¢(0,.) =0,
2 3 SVI2. OMy T i p12
1l @y < IVRGIIZ2™ " Ixllz, - (2.2.15)
Then, using again (2.2.14),
IVYllee < Cul[VO@) ez X, (2.2.16)

with Cy a constant which depends only on || fo||r2 and R*M;, — Ey,.

Now let us fix a function gy € F. Applying (2.2.16) with (g, go) instead of (g, g)

leads to } 3
[VO(G) e < [[VP(g0)llr2(1+ Cullg — goll 1)

< [IV®(go)llrz(1 + 2C4K).
Finally, as 1 is solution to (2.2.13), using (2.2.12), (2.2.15) and (2.2.17) we deduce

that there exists a constant C5 which depends only on || fo|lL2 and R*M;, — Ey, such
that

(2.2.17)

I9(9) — 2(@)llz, < CslIV(g0)llzomixsr llg — 9l -

Now we can choose Ty such that

N | —

Cs[[V@(go)llLa(o.10]xBr) <

With this choice of Ty, ® is a contraction mapping in the |-l norm. The set F
is not closed [|-||5,, we cannot apply directly Picard-Banach theorem. Nevertheless,
taking any g9 € F' and defining, for n € N,

In+1 = CI)(gn)7

we obtain a sequence which converges to f € Xp,. It is clear that f is a weak solution
of (2.1.8). We know from regularity results for linear parabolic equations of [28] that
in fact f € H'([0,Ty],L?(Br)) and using the Sobolev embedding

H'([0, To), L*(Bg)) — €*2([0, To}, L*(Bx)),

we see that My and Ey are %—Hélder continuous. Therefore, thanks to the Holder
regularity results for linear parabolic equations (see [23, 28]) we conclude that f is
a classical solution in B™™®D+2(Dyy. Then, by a bootstrap argument, since the
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Holder regularity of the coefficients of (2.1.8) is the same as the Holder regularity
in the t variable of f, f € B“?(Dg,) and f is a classical solution to (2.1.8). Thus,
we have constructed a classical solution on [0, 7,]. This solution is unique because,
if f is a classical solution then f € F and d( f) — f and then f = f. This proves
the existence of a local solution but also the fact that the set of ¢ € [0,77] such that
there exists a unique solution on [0, t] is open and non empty. This set is also closed
thanks to the global estimates on [0, 7] in the weak norm |||, the injection

H“Q([Oat]a H3<BR)> N Hl(]()?t[? Hil(BR)) — C([Ovt]7L2(BR))a

and the preceding argument used to recover the Hélder regularity. Thus we can
construct a solution on [0, 7] and, as T is arbitrary, we conclude that there exists a
unique solution f on D.

If fy is radial then f is radial. Indeed, if p is a orthogonal transformation of R?
and if g is defined on D by

g(t,v) = f(t, p(v)).

Then we have

dg(t,v) = 0 f(t, p(v))
= Er(t)Af(t p(v) + 3Ms(t)p(v) - V(¢ p(v)) + 9IM(2) f (2, p(v))
= Ey(t)Ag(t,v) + 3M,y(t)p(v) - p(Vg(t,v)) + 9IMy(t)g(t, v)
= Qr(g.9)(t,v),

9(0,v) = fo(p(v)) = fo(v)
and for all v € 0Bg
g(t>v) = f(tvp(v)) = 0.

As f is unique, we have f = g for any p and then f is radial.

Asymptotic upper bound for the energy

In this section we prove the upper bound (2.2.4). It is rather intuitive that when
time goes to infinity the energy must converge to 0 as time goes to oo and that
the solution must converge to a Dirac function at 0 with the mass M., defined in
Theorem 2.2.1 . Indeed, the diffusion term with the homogeneous Dirichlet boundary
condition contributes to the evaporation of particles with highest velocity and the
friction term slow down all particles. Thus it should not remain particles with a
nonzero velocity. The decrease of the energy can be controled by the decrease of the
L2 norm, and it is tempting to adapt the proof of the exponential decrease of the 1.2
norm of solution to the heat equation. Actually, it is this kind of idea we use here.
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In a first step, we prove that for all 7" > 0 there exists a positive constant C' which
depends only on R and 7' such that, for all t > T,

d tp _3Mf(T)R2 t g _3]\/]f(T)R2
- (/ 18) Sk ds> < Cexp (—/ 18 SEEgs) . (2.2.18)
T

r 4R? 4R?
It is clear from Lemma 2.2.2 and Lemma 2.2.3 that £y does not vanish in finite time.
Let T > 0. Consider, on [T, +ool, the weighted L.? norm

F(t):= ; 2(t, v)w(t,v)dv,
with 5
w(t,v) == exp (QEf(t) (v Mg(t) — R2Mf(T)))

We compute the derivative of F,

F'(t) =2 f(t,v)0uf(t,v)w(t,v)dv

) §M],c(t)1)2Ef<t) — (UQMf(t) — RQMf<T))E}(t)
2 E3(t)

+ f2(t,v) w(t,v)do.
Br

Using that M; and E are positive and nonincreasing (Lemma 2.2.3) and that ¢t > T,
we can discard the second term and get

F'(t) <2 f(t,v)0:f(t,v)w(t,v)dv.

Br

Writing Qr(f, f) in a diffusive form, we have

73A{f(t)v2 3M g (t)v?
Of(t,v) =Ep(t)V-|e 2OV [e O f(tv) ] |,

thus

Br

_31Mf(t)v2 3Mf(t)u2
F'(t) < 2E4(t) ft, )V - <e N <e 2B f(t,v))) w(t,v)dv.

An integration by part leads to
2

_3Mf(T)R2 _3]\/If(t)v2
F'(t) < —2E¢(t)e *%r® / e P dv
Bgr

3M g (t)v?
Ve *r9 f(t,v)

3M g (t)v? 2
Ve % f(t,v)

73AMf(T)R2
< 2B, ()e Fr0 / .
Br
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Then we use Poincaré’s inequality and get

E.(t _SMf(T)R2 3M g (t)v?
F/(t) < f( )6 O] / e ErD fQ(t, ’U)dv
Br

= 2R2
E.(t _3Mf(T)R2
< - 2%(,2)6 R,

Grownwall’s lemma leads to
t B _3Mf(T)R2
F(t) < F(T) exp (/ S e )

Finally, using that

3My(T)R? 3My(T)R?

1F(E )l < e 79 VE(t) <e *9 VF(),

Ey(1) < ( / |v|4dv)2 T
we get (2.2.18).

Let us now deduce (2.2.4) from (2.2.18). Defining, for t > T,

t 3M 4 (T)R2
E(s) -
cl) ::/T e Y ds,

we have from (2.2.18)
G'(t)efV < C.

Thus
G(t) <log(C(t—T)+1).

As E is nonincreasing, the function

(T)R?
L, Byl e
4R2

is nonincreasing. Thus

Ef (t) 3 3M g (T)R?

(t=T) "L 50 <log(Clt—T) +1)
Ef(t)e_% logCt-1)+1)

4R? t—=T
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Let € > 0 and k defined by

8o

k’ L . e . e
Tk AR T uRpr

Then k is positive, depends only on R and ¢ and we have for all t > T

Er(t) w5
h<—pe’"

Thus, for t sufficiently large, we have
i (PP ) log(C(t — T) +1)
e 7 <
- k(t—1T)
3Mf(T)R2 I logt
log(t —T') + log k — log(log(C'(t —T) + 1))
M (T)R?

3 f(2 LI

Ey(t)logt < (

limsup E(t)logt <
t—+o00
We have proved the upper bound (2.2.4), which implies in particular that E; — 0 as
t — 4o00. Hence, we can deduce from (2.2.1) that M decreases to a nonzero limit:
we have proved (2.2.2) in Theorem 2.2.1.

Asymptotic lower bound for energy

In this subsection, we prove the lower bound (2.2.5). To bound the energy from
below, we need to control the normal derivative of the solution on the boundary. In
fact, (2.2.7) shows that the loss of energy is only due to the evaporation and depends
on the normal derivative. More precisely the logarithmic derivative of the energy
depends only on the normal derivative and we have

Eﬂt)* 2 .2 o(v
B Sy, ) o)

We shall control the normal derivative at time ¢ thanks to a supersolution which
vanishes on the boundary at time ¢. To this purpose, we first need to study an
auxiliary function fS.

Lemma 2.2.5. Let f be the solution of (2.1.8), (2.1.6), (2.1.5) and let M, E; be
defined by (2.1.9). Consider the unique solution 3 to the Cauchy problem

B(t) = 4Es(t) — 6My(t)B(1),
| 2E, (2.2.19)
B(0) = 30,

Then [ is a positive and nonincreasing function such that
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2E¢(1) 2R?
b 3Mj;(t) < Bt) < %5

Y

ii. lim B(t) = 0.

t—+o0

Proof. 1t is clear that g is well defined. We know from Lemma 2.2.3 that My does
not vanish, so we can consider the function

2E4(t)
t) == p(t) — .
From (2.2.1), we have My(t) = M + E;;gt) and the function
2E¢(t)  2R? - R2M,
3Me(t) 3 R2M,, + Ef(t)

is a nonincreasing function of ¢ because Ey is nonincreasing (Lemma 2.2.3). Thus
p'(t)>0=g'(t) > 0.

Furthermore, from (2.2.19) we have
g(t) <0< p'(t) > 0.

In particular,
g(t) <0=4'(¢t) > 0.

As g(0) = 0 we have g > 0. Indeed, suppose that ¢, > 0 is such that g(¢y) < 0, define
t1 :=sup{0 <t <tp:g(t) >0}

We necessarily have g(t) < 0 for t > t; and g(¢;) = 0 since g is continuous. Thus g is
increasing on [tq, ty] which contradicts the fact that g(t9) < 0 = g(¢1). In conclusion
we have proved the left inequality in (i) and the fact that 5 is nonincreasing. We also
have the fact that § is positive as Ey is positive (Lemma 2.2.3 and Lemma 2.2.2).
To end the proof of (i), we remark that, as 3 is nonincreasing, we have

s < 2o DMuRE 2R
_3Mf0_ 3Mf0 - 3

Let us now prove (ii). It suffices to prove that § cannot have a positive lower
bound. Assume that (t) > p > 0. Then we have

B'(t) < AEf(t) — 6Moop.



42 CHAPITRE 2. CAS MAXWELLIEN RADIAL

As Ey(t) converges to 0 (see (2.2.4)), there exists 7' > 0 such that for all t > T,
4F¢(t) < 3Moop and

Bt) < B(T) = 3Moop(t = T).
Since the right-hand side of this inequality becomes negative for large ¢, this contra-
dicts B(t) > p > 0. O

Now we can define our supersolution. Let T" > 0, on Dr we define the Maxwellian
1 _2 1 __R%
Mr(t,v) == ——e B — ———e BT (2.2.20)
B2 (t) p2(T)

where the function 3(t) is defined in Lemma 2.2.5.

Lemma 2.2.6. Let [ be the solution of (2.1.8), (2.1.6), (2.1.5), let T > 0 and let
M be defined by (2.2.20). Then there exists a positive constant o independent of
T, such that, for allt € [0,T] and for all v € Br, we have

f(t,v) < aMrg(t,v). (2.2.21)
In particular, we obtain the following estimate of the normal derivative of f:

2R« R?

Ul 2 i (2.2.22)
B2(t)

vVt >0, sup
vEOBR

Vf(t,v)

|v]
Proof. In a first step, we shall find a positive constant « independent of T such that
£(0,4) <aMqp(0,). (2.2.23)

As [ is nonincreasing and lower than % (Lemma 2.2.5), the function

R2
e B

= 3
B (t)

is nonincreasing and we have Mr(0, ) > Mg(0, ). The function My(0, -) is positive
on Bpr and vanishes on 0Br. We now claim that % is bounded on Bpg. Indeed,
for v € Br, we have

AR

My(0,v) My(0,v)
Defining
1}2 2
. 67}’1‘('0) —e %
= inf

o<|o|<k R —|v]
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it is clear that u > 0 and that we have

3

0(v) B2(0)
< V folloo:
)] < E )
since fy € C'. Finally, setting
Jo(v)
= — >0
T M0, 0) | T

we obtain (2.2.23).

In a second step, we shall prove that a.M is a supersolution of (2.1.8), (2.1.6),
(2.1.5) on Dr. Since we already have (2.2.23) and Mr(t,-) = 0 on 0Bg, the only
hypothesis that we have to check is

OMp — Qr(Mrp, f) > 0.

A simple calculation gives

2

e B

(O:Mr — Qr(Mr, ))(t,v) = (2Jv]* = 38(t))(B'(t) + 6M; (1) B(t) — 4Ef(t)>25%(t)

=0.

Consequently, M is a supersolution of (2.1.8), (2.1.6), (2.1.5) on Dy. By applying
the maximum principle for linear parabolic equation (see [23] for instance), we get
(2.2.21). In particular, since f and M,(¢,-) vanish on 0Bg, we have

2R _ B2
Yo €0Br, 0< -Vf(tv) — < —-aVM(tv) — = =" 50,
v [ B2 (t)
which gives (2.2.22). The proof of Lemma 2.2.6 is complete. O

As f converges to 0 (Lemma 2.2.5), we deduce from (2.2.22) that

Vftv)- v

— 0. (2.2.24)
|v]

lim sup
t—+o0 vEOBR

Estimate (2.2.22) depends on  but f is itself linked to Ef. We are now able to
clarify the behavior of 5 as t — +o0.

Lemma 2.2.7. Let 3 be defined by (2.2.19), we have

2E4(t)
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Proof. We already know from Lemma 2.2.5 that

2E;(1)
Ale) = 3My(t)

Thus, as E is positive (Lemma 2.2.3 and Lemma 2.2.2), we deduce from (2.2.2) that

. B@) 2
> .
it 20 = 3

Let us show that

t 2
lim sup At) <

— < — 2.2.25
oo Br(t) — 3My ( )

Let 0 < ¢ < min <%, ﬁ), from (2.2.24) we know that there exists 77 > 0 such
that, for all t > T,

v IM?Ze
iob | T = Torkr
For t > T}, define
_ B
98) = Ey(t)
Using (2.2.19) and (2.2.7) we have
g g B
gty — pt)  E;@)
_ AEg(t) v
= ﬁ—t) - 6Mf(t) — R2 . Vf(t,v) : mda(v)

If g(t) > ﬁ + ¢ then

AE;(t) _ 6My
< <6My [ 1-
Blt) — 14 3= T (

3M005>
and since M, < M;(t) (Lemma 2.2.3) we have

gt) _  9IMie

gt) = 4

It is clear then, that there exists 7o > T} such that g(T3) < ﬁ -+ ¢ otherwise we
have

9M2 e

Vi>Ty o~ +e<gt)<g(T)e 7+ °,
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a contradiction. Now, define for t > T5

h(t) = ﬁ +e—g(t).

We have proved that h(t) < 0 = I/(t) > 0 and, by definition, h(7%) > 0. We can
conclude as in the proof of Lemma 2.2.5 that h > 0. Finally, for all ¢ > 75, we have

g(t) < —31\300 + ¢ and
. B(t) 2
lim su < + €.
e Ef(t) = 3May

This proves (2.2.25) and the proof of the lemma is complete. O

We are now in position to prove (2.2.5). From (2.2.7) and (2.2.22), we deduce

B (t 5 2
f() > _87r5R ae,%'

p(t)

Let 0 < e < M, we have then

2 3M. 1
E} (t) (‘:WOO*R2 —a) 87TR5aeR (ZEfoé> 7m)7Ef€<”
2 <

EX(1) - B (1) Ey(t)

With Lemma 2.2.7, the right-hand side of this inequality tends to 0+ when ¢ grows
to infinity and there exists a positive constant C' such that, for all ¢ > 0,

3M . R? ) Ei(t) 1 (M,e)
_ —e ePr®\ 2 <,
( 2 E3(t) -
) 2
6%<3M020R27€> B eﬁ(sMo;R _S) <ct

(M — 8) logt

og (17 )Y,

BMoR®

Ey(t)logt >

liminf E;(t)logt >

t——+o0

E.

The proof of (2.2.5) is complete.
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End of the proof

We are ready to end the proof of Theorem 2.2.1. The existence and uniqueness of
a smooth solution to (2.1.8), (2.1.6), (2.1.5) have been proved in Section 2.2.3. The
conservation law (2.2.1) and the monotonicity of M; and Ey are given in Lemma
2.2.3. In Section 2.2.3, we have proved the upper bound (2.2.4) and the non-zero
mass limit (2.2.2). In Section 2.2.3, we have proved the lower bound (2.2.5). These
two bounds imply the logarithmic law (2.2.3). It remains to identify the limit of

f(t,.).

The convergence of f(¢,.) to My,d,—o in the sense of narrow convergence of mea-
sures is a standard consequence of the following properties. First, for all ¢ > 0, f(¢,.)
is a bounded nonnegative function of I.'(Bg), whose mass goes to M., > 0. Second,
the energy fBR f(v)v3dv converges to zero as t — +oo.

2.3 Numerical results

Our goal in this section is to construct a suitable numerical scheme to solve (2.1.8)
and provide simulations to illustrate our theoretical results: conservation law (2.2.1)
and slow evaporation (2.2.3). We emphasize on the particular attention that should
be made concerning the conservation law in the numerical scheme, otherwise the
numerical solution would dissipate to 0 as any solution to the heat equation (with
zero boundary condition) should do. This conservation should therefore be exactly
satisfied by the scheme to avoid this wrong behavior. Conservative schemes for
axisymmetric Fokker-Planck-Landau operator without the Dirichlet boundary con-
dition are discussed in [31]. We consider only isotropic (radial) distribution functions
so that the problem to simulate is a 1D problem. We construct a scheme that sat-
isfies a discretized version of the conservation law (2.2.1) and ensures the positivity
of the distribution function under a CFL condition. The velocity domain [—R, R] is
first reduced to [0, R] thanks to the parity property that our scheme inherits from
the continuous model. A convergence to a numerical Dirac distribution is shown
and the numerical results are coherent with the theoretical behaviors. However, we
cannot reach an acceptable numerical stationary state because the convergence to
the equilibrium is very slow. It is not surprising since energy governs the dynamics
and it decreases very slowly. Anyway, it is clear from simulations that the decrease
of energy is not exponential.
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2.3.1 Numerical scheme
Notations and definitions

For the numerical scheme we take R = 1. To avoid the calculation of the divergence
in spherical coordinates at 0, we choose a shifted grid. The velocity step is defined
by
2
CTON+ U
with N € N*. We work with the following set of indices:
2N +1 2N +1 1

N =Z.

X = ,
2 2 2

The grid is given by
v = kAv ke X, t, :=nAt neN.

To preserve the parity, we use the following discrete derivative with respect to velocity

4 n n

Tt Iy N<r<n

Av -
n 1
Dygpp =4 — IV if k=N 4 =
g Av ! +2
9" N . 1
fhk=—-N——
\AU ! 2

We define two different discrete integrals, one uses integer indices, the other uses
non-integer indices:

N-1 N+1
Igp):= Y gidv,  Jgh)= Y gp 1Av.
k=—N+1 k=—N

For k € X \ Z, we define f]' an approximation of f(t,,vx) where f is the solution of
our problem. For convenience we define f}' for k € X NZ by

£ itk >0
e iy k<0 Y exnz (2.3.1)
S+
S =0

The purpose of this definition is to allow an easy-handling formulation of the scheme.
In fact, these values are artificial and this definition simply implies that the scheme is
excentered coherently with the transport term. For n = 0 we use the initial condition

fi=folue) ke X\Z (2.3.2)
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For all n € N, we have the boundary condition

fles =10

1
2

= 0. (2.3.3)

N|=

The mass and the energy of the numerical solution are defined by

M, :=2rJ(vifl), E, :=2nJ(vpfl). (2.3.4)
However, in order to construct a conservative scheme, we introduce a different dis-
cretization of the mass and the energy for the coefficients of the equation. We set

~ 2 ~
M, = _?[(y}jDkf,?), E, = 2r(vp ). (2.3.5)

The definition of M, comes from the following reformulation

1 1 1
27 /_1 f(t,v)v*dv = 2%/_1 f(t,v)%(vg)dv = —Qg/_l&,f(t,v)vsdv.

Let us now define our numerical scheme. The solution at step n + 1 is defined from
the solution at step n according to

At ~ ~
el gn FDk(sznD,cf,f + 3vP M, ). (2.3.6)
k

Properties of the numerical scheme

The above defined numerical scheme satisfies the following properties.

]

Proposition 2.3.1. Let fy be a continuous nonnegative and even function on [—1,1
.3.6),

[
such that f(—=1) = f(1) =0. Let N > 3 and f}! defined for (n,k) € Nx X by (2
(2.3.2), (2.3.3) and (2.3.1). Suppose that

(Av)?

At < .
- 9M,

(2.3.7)
Then the following properties hold:
i. Yne NJVke X fI'y = f1,
i. Yn e NV € X f7 >0,
. Yn e N M, < M, < M,
w. Vn € N E,, < E, <E,



2.3. NUMERICAL RESULTS 49

v. Vn € N (1 — A’U)QMTL — En = (1 — AU)ZMO — Eo.
Remark 7. Properties (ii) and (iii) give the L!-stability of the scheme.
Remark 8. As R =1, (1 — Av)? ~ R? (v) is a discrete formulation of (2.2.1).

Proof. The proof of (i) is a simple verification. Let us study the evolution of mass
and energy. For convenience we denote

g = UI%EnDkfI? + 3“2Mnf§,
where M, and E, are defined by (2.3.5). Let n € N. We have
Myiy — My, =21 T (i (i = i)

= 2 AtAv Z Dkngé

k=—N+1
N
=27At > (gr — gk )
k=—N+1
=27 At(gx — 9" )
= A1 Atgy,
and, finally,
At o5~
Mn+1 — Mn = —47TEUNEan_%. (238)
For the energy we have
Eny1— By = 27T<](Uk( C =)
N
_ 2 n
= 2w AtAv Z vk_%Dkgk_%
k=—N+1
N—1
= QWAt(v]QV_%gJ"V - viNJr%g’_‘N) + 2w At Z (vz_% — UZJF%)g,:f
k=—N+1
N—-1
= AT Aty gk — ATAtAY Z Vg -
’ k=—N+1

We have

N-1
Z Ukgl = Z VB, Dy ff + 30 My, f!

—N+1 k=—N+1

N—-1
= 21 Av Z Z (vpve fi. Difi — v v fo Difi.)
—N+1ki=—N+1
—0,
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since it is the sum of the coefficients of an antisymmetric matrix. Thus

At -
£%+y—£¢::—4WZZU§af—AUV£¢f;_L (2.3.9)
2

From (2.3.8) and (2.3.9) we obtain (v). Furthermore, if (ii) is verified up to time n
then we have (iii) and (iv) at time n. To finish the proof, we prove (ii) at time n + 1.

For this purpose we bound M, and E, with M,. First we calculate the difference
between M, and M,:

~ Py
My==" > ol —fiy)
k=—N+1
27 o
= =Sy R ) - D -,
k=—N-+1
N+1
dr 4 .. 2T
= 3vaN71 ?k__ ( 3, %Av (Av) )fk 1
4 r
My = oRfioy g D (Ao f
k=—N
Moreover, as N > 3, we have
N+1
T Av 2
~ A3n1<_j\4n<_j\4na
6 k;N( K fkiﬁ -3 -2
and , )
%U?an_l<§ N1227TU]2V 1fN 1§§ ngMnSMn
(V'-3) P (N =)
Finally
~ 23
0< M, <—DM,.
< = 57 Mo
Analogously, it is easy to see that with N > 3
~ 61
< E, < —M,
0= B s gt

From (2.3.6), we deduce (ii) under the condition that, for all £ € X

k+l —H’k“ At - U1 At -—

1-E, — 3N, 2
v? (Av)? v Av T
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For that, the following condition is sufficient:

(Av)?
9M,

At <
[

The conservation properties imply that the numerical solution converges, when
n tends to infinity and for fixed values of Av and At, to a discrete Dirac whereas
simpler nonconservative scheme converges to 0. More precisely we have the following
result.

Proposition 2.3.2. Let fy be a continuous nonnegative and even function on [—1,1]
such that f(—=1) = f(1) =0. Let N > 3 and f]' deﬁnedfor (n,k) € Nx X by (2.3.6),

(2.3.2), (2.3.3) and (2.3.1). Assume that At < L2 9M and that

(1 — A'U)QMO — EO > 0.

Then,

i. fork ¢ {—3,0,%}, we have

and (1— Av)2My —
— v 0 — Lo
li = i = 0.
Sy = M = T AR (A — 2 (Ao

1. Moreover, we have

(]_ — AU)QMO - E()

lim M, = ,

n >0 (1— Av)2 — H(Av)?
1 (1— AU)2M0 — Ey

lim E, = ~(Av)?

n—s450 4( v) (1 - Av)2— %‘(AU)Q’
_ 2 _

lim Mn _Z__L (1 AU) MO EO ’
n—-+oo 3(1— Av)? - 1(Av)?

lim E, =0,
n——+00

where M,, E,, M, and E, are defined by (2.3.4) and (2.3.5).

Remark 9. For any non zero initial condition that vanishes on the boundary, we have
My > Ey. Therefore, if Av is chosen small enough, the assumption (1 — Av)?My —
Eqy > 0 is satisfied.
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Proof. From Items (ii) and (iii) of Proposition 2.3.1, we know that, up to a subse-
quence, the values f' for k € X \ Z and thus for all £k € X converge, i.e. we can
choose ¢ : N — N increasing such that

: w(n) . roo
Vk e X nl—lgloofk =: i,

where the limits f° depend on ¢. Therefore

lim M(n)— Moo, hm E o(n) = Eoo,
n—-+0o00
as limits of linear combinations of the /1. Besides, using (2.3.6) and (2.3.1), ™"
can be expressed in function of f,c , Ew(n and M (n)- Thus, it converges to a limit

o ! Let us denote by EOO 1 and Moo 1 the limits of E n)+1 and M (n)+1 respectlvely

In the same way, we can define, by induction on p € N 7, EOO,p and Moo,p From
(2.3.6), we have, for all p € N,

co,p+1  poo,p

1 " [e'¢)
Vke X \Z % — FDk(u,iEoo,pDkfk P4 30 Moo o f2°F). (2.3.10)
k

From (iv) and (ii) of Theorem 2.3.1 we have

lim E, =: E.

n—-+00

Then, from (2.3.9) we get

Vp eN EoopN 1—0

Assume that, for every p € N we have Eoop # 0. Then, for ¢ > 1 and using (2.3.10)
with p=¢—1and k = N — 3, we obtain f°° 4ot — pooasl — ) By finite induction,

N~}
for s < N — 1, we deduce that ifqg>s
00,q—S __ £00,q—S .. fO0q—s __
fN—%—s - fN—%—s-i—l T T JIN-1 0.

Therefore, for ¢ > 0, we have f¢ = 0 for all k¥ € X and then Ey4 = 0, which
contradicts our hypothesis. Thus, there exists py € N such that F., ,, = 0. As

0= Eoopo = 27T[(ka°°p°),

we deduce from (ii) that

1
VkEX\{_§707§} ,?o’poz().
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Consider the smallest py for which ENOW,0 = 0. Suppose that py > 1, then f;oip S =
2

R = f;oipf_l = 0 and from (2.3.10) f;oipg_l = 0. A simple finite induction on
2 2 2

s < N —1 gives

__ poo,po—1 _ poopo—1 __ __ poo,po—1 __ __ goo,po—1 __
()_fNi% =t == i =0,

and thus qupo,l = 0 which contradicts the definition of py. Finally, po = 0 and

lim F, =0,

n—-+00
1 1 .
Vk € X\ —5,0, 5 nEwak = O,
o z 5 roo
EOO_ 4(AU) % )

lim M, = 7(Av)*f° =: M.
n—+oo 2

: Y 4m 3 roo
JHm M = == (Av)PfE
To finish the proof, we use the discrete conservation law (v) of Theorem 2.3.1 that
gives:

(1 - AU)ZMOO - Eoo = (1 - A’U)zMO - Eo.

2.3.2 Simulations

On Figures 2.3.1, 2.3.2 and 2.3.3, one observes that the shape of the initial condition
has poor influence on the behavior of the solution after a short time. Indeed, rapidly
the solution looks like a Maxwellian, which illustrates numerically the self-similar
behavior proved in the future work [9].

Table 2.1 shows the different values of the distribution function at v = % and
illustrates the convergence of the scheme as the grid steps tend to zero. The velocity
step is divided by 3 instead of 2, because of the shifted grid chosen to avoid the zero
value. The velocity step is taken so that % is always a value in the velocity grid and
the time step is chosen according to the CFL condition. For this calculation we used

the initial condition of Figure 2.3.1.

Since the long time convergence is very slow, we are not able to check numerically
that the product Ef(t)logt converges to the right constant M which is about
0.75687 for the initial condition considered. Nevertheless, we observed that for rela-
tively large time, the profile of Ef(t)logt closely follows that of the theoretical lower
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Figure 2.3.1: Density distribution at different times for a
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Figure 2.3.2: Density distribution
condition: fo(v) = |v]* — |v|?
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density distribution
5 T T T

T
t=0
t=0.1

t=0.3
t=0.4
=0.5
=0.6
=0.7
=0.8
=0.9
=1 ||

initial condition

0.5 0.8 0.9 1

velocity modulus

Figure 2.3.3: Density distribution at different times for a double bump initial condi-
tion with a zero normal derivative on the boundary: fo(v) = <SG37le)+!

2

Av | At | f(t,v) | CPU

2 1

g P 2.49734 | 0.04s

7 G 3.11357 | 0.012s

g | o 2.92593 | 0.026s

@ @ 2.82668 | 0.144s

@ W 2.79005 | 1.451s
s | Ty | 277747 | 44.525s

Table 2.1: Test of scheme convergence, at time ¢ = 4 for |v| = 3.

bound found in Section 2.2.3:

(—3M§°R2 — 5) log ¢

e (614 )

t

On Figure 2.3.4, we have represented the product E¢(t)log(t) and the theoretical
lower bound. We have chosen ¢ = 0.01 and determined numerically the constant «
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of Lemma 2.2.6 to compute a value of C' as the maximum of

8ﬂR5a6R2(%_ﬁ)_%
B3 (1) E;(t)
for ¢ € [0,100]. We found C' ~ 7208.3.

Convergence of E(tlog(t)
T T

Figure 2.3.4: Evolution of Ef(t)logt

Let us now illustrate numerically that the distribution function converges to the
Dirac mass. Figure 2.3.5 shows the numerical solution, when Av = % and At = ﬁ,
with the initial condition of Figure 2.3.1, up to time 7' = 10°. In Table 2.2, we give

the calculated values compared with the theoretical limits given by Proposition 2.3.2

for Av = % and At = ﬁ at time T = 10°.

numerical value | theoretical limit | relative error
fi 3.397701 3.397888 5.5.107°
7| 3.108070.10°5 0
£ 1.421556.1010 0
Er | 5084506107 | 508111110 | 6.9.10~
Er | 7.436903.1077 0

Table 2.2: Numerical values at time 7' = 10° with Av = 2, At = .
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Density distibution
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05

velocity modulus

Figure 2.3.5: Density distribution at time ¢ = 0, 1, 10, 100,

_ 2 _ 4
Av-;andAt_m.
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Chapitre 3

Profil asymptotique pour les
solutions du modéle avec potentiel
Maxwellien et symétrie radiale

3.1 Introduction et rappels

L’équation a laquelle on s’intéresse est la suivante :
O f(t,v) = V- (Ef(t)Vuf(t,v) + 3Ms(t) f(t,v)v), (3.1.1)

pour t € [0,4o00] et v € Br := Brs(0, R) ot R > 0 est fixé et avec :

M) = [ Ifolde. B = [ 15l (3.12)
Bgr Br
On prend les conditions aux limites :

f0,)=fo >0 (3.1.3)
avec fo a symétrie sphérique nulle sur 0Bpg, et

f(t,v) =0 pour t € [0, +o0] et |v| = R. (3.1.4)

Pour une condition initiale réguliére, d’aprés le Théoreme 2.2.1, il y a existence
et unicité d’une solution positive réguliere qui est alors a symétrie sphérique. Par
exemple, pour fy C*™ en espace, pour un certain o > 0, la solution est C! en
temps et C? en espace. Dans la suite, on considére une condition initiale non nulle,

99
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suffisamment réguliére pour avoir une solution f classique. En particulier, elle sera
au minimum C2. Je rappelle le résultat de 1'étude asymptotique des coefficients de
masse et d’énergie du chapitre précédent (cf. Théoréme 2.2.1, Lemme 2.2.5 et Lemme
2.2.7):

Lemme 3.1.1. Soit R > 0, f de [0,+oc0[xBg dans R, C' en temps et C* en es-
pace solution de (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4). Sotent My et Ey définis par (3.1.2) et
définissons B comme l'unique solution du probléme de Cauchy

B =4E; — 6M;p,

2F (3.1.5)
B(0) =
3My,
On pose également
E
Mo := My, = 75

Alors [ est strictement positive et strictement décroissante et on a

3Moo

) Me(t) ~ My + —2
(@) My(t), ~ 2 log()
3M, R?
t—+oo 2log(t)

(@) Ef(t)

Y

]%2
t—;:-oo log(t)

(iid) B(t)

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme

Théoréme 3.1.2. Soit R > 0, f de [0,+o0o[xBg dans R, C' en temps et C* en

espace solution de (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4). Soient My et Ey définis par (3.1.2).
Alors, pour tout 0 < e < %, il existe une constante C; g s, qui ne dépend que de €, R

et de la condition initiale fo telle que

C.
£t ) =Pt ) sy < —2f
14132
avec
Mi(t) .
P(t,v) = Ae EION

(w5(t))>

La preuve de ce théoréme est donnée a la fin du Paragraphe 3.4.
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3.2 Changements de variables

J'utilise ici une méthode employée dans [34]. On fait un premier changement de
variable pour se ramener a un simple noyau de Fokker-Planck, et on remplace le
probléme sur un domaine de vitesses fixe par un probléme sur un domaine de vitesses
variable. On a le lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Soit R > 0 et f de [0,4+00[xBgr dans R, C' en temps et C* en
espace solution de (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4). Soient My et Ey définis par (3.1.2) et

définissons, pourt € [0, 400
E
Yo = fo )
3My,

1 t s
T(t) := 3 log (73 + 2/0 Ey(s)e8do My(w)du ds) — log(o),

1

. 1

y(t) == (,ﬁ)eﬁfg My (s)ds 2/ Ef(5>€6fts My (u) du ds) 2
0

Alors, ~y est strictement positive, T est une bijection croissante de [0, +oo[ dans lui
méme et on peut définir pour (t,v) € [0, +oo[xR3

F(t,v) =7 (77 O)f (7 (1), 2 (77 (1)v),

D = {(t,v) € [0,00[xR* |Vt € [0, +o0], |v| < R(t)}, (3.2.1)
ou la fonction f est prolongée sur [0, +oo[xR? par 0. La fonction F ansi définie est
C! en temps et C? en espace sur D et est solution de

O F(t,v) =V - (Vo F(t,v) +vF(t,v)), te]|0,+oof,v € Bru,
F(0,0) =73 fo(yov), ©v€B 1y (3.2.2)
F(t,v) =0, t€[0,400,v € R*\ Bgy.

De plus, la fonction R est strictement croissante, strictement positive et on a l’équi-

valent suivant :
R(t) ~ +/2log(t). (3.2.3)

t—-+o0

Démonstration. Un simple calcul permet de voir que 292 est solution de (3.1.5) et
on a alors
B =2+ (3.2.4)
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Il est clair alors que 7 est strictement positive et strictement décroissante et on a
d’aprés I’équivalent de [ redonné dans le Lemme 3.1.1

R
(OB N0l (3.2.5)

Puisque
1 ¢
T(t) = 5 log (72(t)eﬁf0 Mf(s)ds) —log(70),

(2B (t) — 6M(£)72(t) + 6M ()72 (t))eb Jo M () ds

T'(t) =
(*) 272(25)66f0t Mg (s)ds

Ef(t
= —g (0 > 0,
7*()
et il est clair que 7 est strictement croissante et que 7(0) = 0. De plus, en utilisant
(3.2.5) et la limite de My donnée par le Lemme 3.1.1 on a l'équivalent

T(t) ~ 3Myt. (3.2.6)

t—-+00

On a donc bien montré que 7 est bijective on a

) t

t—s+oo Mo

On en déduit directement (3.2.3). Par ailleurs on a pour (¢,v) € [0, 4+00[x Bg,

1.0 = 57 (70555).

On note :

et on calcule

af(t,) = “ Do), 5) - LDy, ), )

¥ () YAt
Ey(t) .
Vo (Ep(O)Vof(t,0) +3Mp(t) f(t, v)v) = ) DGF(7(t),0)
Mi(t) G o m(e(e). 5
T35 Vo (0F (7(t), 0))

et donc :

OF(r(t), ) = Vs - (fﬂwﬂf(t),@) L B OM(1) + v’(t)F(tﬁ)ﬁ) |
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On a vu que

/ Ef (t)
T(t) = ,
) VA (t)
d
5 (277 (0) = 4E; (1) — 6M;(£)(27°(1)),
On a donc )
Ep(t) _ 3y(OMi(t) +9'(1) _ |
V)T (1) V()7 (t)
Pour conclure, il est facile de remarquer que F'(t,v) = 0 pour v > R(t). O

Ensuite, on fait un deuxiéme changement de variable classique (cf [2]) pour se
ramener a un opérateur autoadjoint. Plus précisément il s’agit de 'opérateur de
I'oscillateur harmonique quantique.

Lemme 3.2.2. Soit F de [0, +oo[xR? dans R, C! en temps et C* en espace sur sur
D (défini par (3.2.1)), solution de (3.2.2). On pose, pour (t,v) € [0, +oo[xR3,
’U2
u(t,v) = F(t,v)eT 2",

Alors, u est C' en temps et C? en espace sur D et solution de

2
duult,v) = Dult,v) = Tult,v), ¢ € [0,+00l,v € By,
5 3.2.7
u(0,v) = v fo(yov)e T, wve B, -1p, ( )
U(t,’U) - O, t € [07+OO[,U c R3 \ BR(t)’

ot R et vy sont définis dans le Lemme 3.2.1.
Démonstration. Pour t € [0,400] et v € Bp() on a
V- (Vo F(t,v) +vF(t,v)) =V, - <€_%VU (e%F(t,v)>>
v2 w2 3
=V, <6_7vv <€7+5tu(t, U)))

2

_v,. <€*%+%t (gu(t, v) + Vw(t,v)))
- ((; - ”Zz) u(t,v) + Ault, v)) e,

O F(t,v) = (;u(t,v) + @u(t,v)) e+,

et
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3.3 Une étude spectrale

On définit Vopérateur L qui agit sur les fonctions u C? de D (défini par (3.2.1)) dans

R par
2

Lu(x) = Au(x) — %u(m) (3.3.1)
On a le lemme

Lemme 3.3.1. Il existe une base hilbertienne de L*(R3) qui diagonalise l'opérateur
L qui est donnée pour n = (ny,ny,ng) € N3

z2

Un(x) = Hy(x)e T
_ 1%4»1%4»1%

= Hn1($1)Hn2($2)Hn3(.T3)6 4 )

avec H, le nieme polynome de Hermite donné par

N

H, = (n!\/ 27‘(‘)7 P,,
ou P, est définit par

PO — 1,
P =X, (3.3.2)
VneN, Poy=XP,—(n+1)P,

On a alors, pour n € N3

L, = — (|n| + ;) . (3.3.3)

Démonstration. Montrons d’abord que la famille (¢,,),en est une base hilbertienne de
L?(R3). 1l est clair, par croissances comparées que ce sont des fonctions de L?(R?).
La famille des (H,),en: est une famille de polynomes de R[X;, Xo, X3] & degrés
échelonnés au sens ou pour tout n € N® le monome X7 X732 X5? peut-étre obtenu
comme combinaison linéaire des H,,. En effet, la famille (H,),en est une famille
échelonnée de R[X] (Il est facile de montrer par récurrence que deg(H,) = n a partir
de (3.3.2)). Ainsi, il existe Ao, ..., Ay A2,05 -5 A2mgs X305 - - - » Az g € R tels que

3

n; 3
xpxpxp =] (Z Ai,kﬂk(xi)> => (H )\k> H;.
k=0

i=1 = keN3 \i=1
k<n
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On en déduit que la famille des 1), est totale car si f € L?(R3) est telle que
vn € N, Un(2) f(x) dz = 0,
R3

alors

Pour £ € R3, on a

f lf:): -z Z

n=0 keN3
|k|=

22
Ainsi, la transformée de Fourier de x + f(x)e™ 7 est nulle ce qui signifie que f
est nulle. Pour montrer 'orthogonalité de la famille (¢,,),ens, il suffit de montrer
l'orthogonalité de la famille (g,)nen avec

gn R — R
(3.3.4)

»

T

r— Hpy(x)e 7.

En effet, on a, pour m,n € N3,
3
n(a)iin(a) do =T [ gu (@) () do = G
R 1 /R

si la famille (g, )nen est orthogonale. Notons D et D les opérateurs qui a f fonction
dérivable de R dans R associent

Df() = f'(x) + 5 f(x).

~

Df(x) = —f () + 3f(a).

22

On notera aussi w(x) = e~ 1 pour z € R. Il est facile de voir que Dw = 0 et que, si
f est une fonction dérivable de R dans R alors

“D(wf) = fw=f
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X

Dbﬂ@=~4%@+%ﬂ@+gf@%@

Pl @) = =)+ (54 ) o)

DDf(e) =~ 1)~ 3 0)= @)+ 57 @)+ 1) =~ @)+ (5 - 5) £

DD — DD = 1d.

Les proprétés suivantes sont alors simples & montrer par récurrence :
VneN*, DD"=D"D+nD" !,
Vn e N*, D"D"w = nlw,

Vn,meN, m>n= D"D"w=0.

Montrons par récurrence sur n € N que

1 -
P, = —D"w
w
On a
1 1 .
Pozlz—w, P1:X:—DU),
w w

Soit n € N. Si on suppose que la propriété est vraie pour P, et P, alors

1. 1.
—D""?w = —D(wP,1)
w

w
= P+ XPo

1
= —ED(wan) + XP.

1 _ .
= ——DD""w + X P,y
w

A

1
=—n+1)—D"w+ XP,
w
= XP,\ — (n+1)P,

= I'n42.

En utilisant le fait que D est I’adjoint de D, on peut alors calculer, pour m,n € N,
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avec m > n,

1
n!\/ﬁ R
1
21 Jr
1 myn
= Wor /R(D D"w(z))w(z)dz

1 22
= 0yn—— | ¢ 2 dz
V2m /R

Pour conclure la démonstration de ce lemme, il suffit de vérifier (3.3.3). On calcule,

pour n € N|
x? ~ 1
Gﬁ—z)%@w:(¢m+§)%u>

~(VED) DD (@) + Son()

——m+¢wam+§%u>

=—(n+§>%ux

mm-iy——H%% = (1nl+3) vt

Pour la partie suivante, on va devoir estimer les 1, en norme infinie. On note 1 :=
(1,1,1) et pour k € N3 tel que kikoks # 0 et o € R?, on note k® := k" k52k5?. On a
le lemme

Lemme 3.3.2. Soit R > 1. Il existe une constante C' > 0 telle que

CR?
vn € N°,  sup [i,] < 3—
[-R.R] [T (n} +1)

Démonstration. On pose, pour n € N

an = P2, (0), a, := Py, (0),
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bn = Papi1 (0)7 b; = P2/n+1 (0)7
ou les P, sont définis par (3.3.2). On a

CL():l, a6:0, b0:07 b6:1,

(2n —1)! ,
—_1\" > 1
o =) Vs Ty sinzt
1 sin=020,
b1 = —(2n + Z)bn,
b, =0,

a1 =by — (2n+1)a, = —(2n + 1)aj,,

by = nes — (20 + 2,

. (2n +1)!

= —Qpyi.
2nn) et

b, = (1)

En définissant, comme dans la preuve du Lemme 3.3.1 g, par (3.3.4), on a alors,
pour n € N,

;(_Dnu sin>1,
9n(0) = W 20 (n — 1! =
(QW)_i sin=0,
92n+1(0) = 0,
95,(0) =0,
Gan11(0) = ! (2t !

nml
(2n +1)V2x 2

En utilisant la formule de Stirling on a

1

(2n — 1)! e"V2m(2n — 1)*2en !
V(2n)127=1(n — 1)! n=tee (27)1 (2n)" T 12012014/ 27 (n — 1)z
1 7 —1 2n—1
~ () (2n —1) |
o T Gpyn(an — 2y
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(2 — )% exp((2k — 1) log(2k — 1) — klog(2k) — (k — 1) log(2k — 2))

(2k)*5(2k — 2)F1
= exp <(2k —1)log (1 - 2—2) — (k—1)log (1 — %))

— 1.
k—4o00
D’ou 5 N
G~ et
V(2n)12n=1(n — 1) n—=too
1 (=1)
9on 0 ~ T = >
2 ( >n—>+oo \/7_1' (Qn)%
1

=

hia(0) = (1))

De plus g, est solution de ’équation différentielle ordinaire du second ordre

@)~ 0ue) + (05 5 ) o) =0

4
On a alors
1 (0 1
gn(7) = g,(0) cos (\/n + —:L‘) + 9u(0) sin < n+ —x)
2 n_|_% 2
1 T2 1
+ / yzgn(y) sin (\/ n+ g y)) dy,
n+ 170

de sorte que par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et en utilisant le fait que ||gn [|L2(r)
L

5
] 1 Jaf

9n(2)] < [9(0)] + ;
NOTE N e

5 g; 0 1 1
sup Joa] < 1 g0+ 22 )
[~R,R] \/n+% \/n—l—% 5

19,(0)] 1+v2

n 0)] + ~ )
L) Jod b Ve

de sorte que la suite de terme général

1
nt+1 190
Sup |gnl,
R3 [-R,R] "
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est bornée par une certaine constante universelle ¢ > 0. On a donc montré le lemme
avec C' = c. O

3.4 Profil asymptotique

On trouve d’abord un profil asymptotique pour le probléme (3.2.7) :

Lemme 3.4.1. On considére u de [0, +0o[xR? dans R, C' en temps et C* en espace
sur D (défini par (3.2.1)), solution de (3.2.7). On pose, pour n € N3 et t € [0, +o00],

cnU):::jﬁgu(Lzodm(v)dv,

1

ou les v, sont définis au Lemme 5.5.1. Alors, pour tout 0 < e < 3, il existe une

constante C. p., qui ne dépend que de ¢, de la fonction R et de la condition initiale
u(0,.) telle que

3
e 2!

vt € [0,+o0ol, |[Ju(t, ) — co(t)vollL2ms)y < Ccrug—7—
1+t27¢

Démonstration. D’aprés I’équation vérifiée par u et en utilisant 'opérateur L défini
en (3.3.1) on a

a (t) = / Lu(t,v),(v) dv,
BRt)

:L%m@muw%@Mdm—(w+g)%w,

avec 0, la dérivée selon la normale sortante et do la mesure surfacique sur 0Bg(t).
On a donc

cn(t) = cn(O)e*(W*%)t + /t/a Byu(s, )y (v) da(v)e(sft)(lnl%) ds.
0 JOBp(

Prenons T > 0, Il est facile de voir que, pour une constante o > 0 bien choisie,

2 R2(T) 2

M : (6, v) = { et <e‘v7 —e 2 e%) site[0,T],v € Bru,
’ 0

sinon.

est une sur-solution sur [0, 7] de 'équation (3.2.7), au sens ol

OM(t,v) — LM(t,v) >0, te[0,T],v € Bry),
M(O,U) > U(O,U), (NS BR(O)-
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En effet
RA(T) .2

OM(t,v) — LM(t,v) = 3ae 2l 2 e T > 0.

De sorte que (puisque la fonction nulle est clairement sous-solution)
Vt € [0,T],Yv € Bry), 0 <u(t,v) < M(t,v),

et en particulier, pour v € 9Bpg(r), comme M(T,v) est nulle sur dBg(T),

RA(T) 4 3 T)

|0, u(T,v)| < aR(T)e (

On a donc, en utilisant le Lemme 3.3.2

u(s, v),(v) da(v)e(s_t)(lan) ds

BBR(S)
—3¢ t
< 06—12/ R¥ (s)e~ "1 eeDInl 4
H?:l(niZ +1) /o
On a alors
lu(t, ) = cot)tolZamsy = Y ca(t)
nei\(]f

< 2”U(0 ) - CO<O)w0"E2(R3)€_5t

+2 Z (/ RT(s)e’Ri  e(s=Olnl ds) .

n€N3 Hz l(n + ]')

D’aprés I'inégalité de Holder,
12

t ) 2
( / R (s)e™ 3" eletIn! ds)
0
2 . 12
( % 7Ri(s)e%(8—t)\n| dS) ’ (/ 61—72(3—1&)|n| ds) !
0 (3.4.2)
2(s) 7
- z(s=1) ¢
(7!71!) ( (s)e S)

1 1 +oo 1 3
> T z = (Z —5> < o0. (3.4.3)

HEE)S H?:1(ni2 +1) In|7

SIS
N

On a,
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Soit 0 < e < g D’aprés (3.2.3) il existe une constante K. qui ne dépend que de la
fonction R et de ¢ telle que

147 _ TR?(s)

R72 (s)e” = e%SSKE—Z, (3.4.4)

Par ailleurs il est clair que
t %s %t
/ S s o~ (3.4.5)
0

En effet, puisque

+ T T + 5_,. T
ez’ ez2® 1 ¢ s2 €e3zf
/0—1-1-5;5 ds = —7 ) T +/ <§—§> VARERY 5 ds,
+s)| o (1+55)

et

alors

Y

t—+o00 7(1 + t%—a) ’

Finalement, en utilisant (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3), (3.4.4) et (3.4.5) on a le résultat. [

On en déduit immeédiatement le profil asymptotique de la solution de (3.2.2). Pour
la suite on définit un produit scalaire sur 'ensemble des fonctions f de L*(R3) qui

2
sont telles que v — f(v)ez € L*(R?) par

(flg)rz msy = /R3 f(v)g(v)eé dv, (3.4.6)

et on notera |[|.|[ 2 rs) la norme associée. On notera également

N
M

v v

wo(v) :=1p(v)e” T =€ 2. (3.4.7)



3.4. PROFIL ASYMPTOTIQUE 73

Lemme 3.4.2. On considére F de [0, +00[xR? dans R, C' en temps et C2 en espace
sur D (défini par (3.2.1)) solution de (3.2.2). Alors, pour tout 0 < & < %, il existe
une constante C; g g, qui ne dépend que de €, de la fonction R et de la condition
initiale F(0,.) telle que

< CERF()
14¢27¢

L3 (R?)

avec My défini par (3.1.2), L2 (R?) défini par (3.4.6) et @y définie par (3.4.7).

Démonstration. On déduit directement du Lemme 3.4.1 le fait que

34 &

HF (t,v) — e2ley(t) o <

L3,R3) — 1 4¢3

pour une certaine constante ¢ > 0 qui ne dépend que de ¢, de la fonction R et de
F(0,.). On a alors

MF<t) — (QW)%egtco(t)‘ —

L (F@, - e%fcoum@)) "

HF - Hala|
L1 (R3)
<\ / d HF et
- R3 s ool g e
3
4
< =7
1 + t’_f
Dés lors
Mp(t 3 c(2m)3
‘ F(;) wo — e2'co(t) o < ( 375,
(2): L
et on en déduit le lemme. O]
On peut maintenant démontrer le Théoréme 3.1.2 :
Démonstration du Théoréeme 5.1.2. On déduit du Lemme 3.4.2 que
Mp(t v Mp(t C
F(t,v) — F(;)SOO < / 7 dv||F(t,v) - F(;>900 < b
(27)2 L1 (@) R3 27)2 L2 () 14tz
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et il est facile de voir, en utilisant (3.2.4) que

Mp(t _ .
HF(ta')_ F(Q)QDO = Hf(T 1(t),')—73(7' 1(t)7.)HL1(R3)'
(27T>2 ]L1(R3)
On conclut en utilisant (3.2.6). O

3.5 Validation numérique
On utilise le schéma numérique présenté dans le chapitre précédent (paragraphe
2.3.1). La fonction beta est simplement calculée a chaque itération en posant

2F)y
3My’

Bnt1 = Bn + At(AE,, — 6M,[,).
On peut alors calculer le profil en posant, pour k € X \ Z

Bo =

e Pn,

Pk =

Nlw

(755)

Pour comparer le profil et la solution on considére l'erreur en norme L! calculée
par une méthode des rectangles. Puisque le profil n’est pas a support dans By on
calcule I'erreur sur B, au dela la queue de la maxwellienne a une aire suffisamment
petite. On a représenté sur la Figure 3.5.1 cette erreur en fonction du temps pour
une condition initiale de type Maxwellienne. Les temps de calcul pour chaque valeur
de pas d’espace Av sont donnés dans la Table 3.1. Dans la Table 3.1 on a reporté la
valeur de l'erreur au temps 7" = 10. Enfin dans la Figure 3.5.2 on représente l'erreur
en fonction du temps en échelle logarithmique, 'ordre de convergence est environ égal
a 1,7. Les mémes tests on été effectués sur les conditions initiales fo(v) = v* — |[v]?
et fo(v) = w et donnent des résultats similaires.
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0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15}

0.05

75

erreur en norme L1

0.1 H\

dv=.1
dv=.05
dv=.025
dv=.0125
dv=.00625 i
dv=.003125
dv=.0015625
dv=.00078125
dv=.000390625

temps

FIGURE 3.5.1 — Erreur en norme L! en fonction du temps, pour la condition initiale
folv) = e — L avec Av = 0,00625.

Av erreur temps de calcul
0,1 0,0298 0,165s

0,05 0,0197 0,241s

0,025 0,00951 | 0,625s

0,0125 0,00385 | 2,413s

0,00625 0,00149 | 14,317s
0,003125 0,000683 | 1m45,419s
0,00156125 | 0,000520 | 13m21, 307s
0,000780125 | 0,000522 | 1h45m49, 558s
0,000390625 | 0,000538 | 14h0m45, 793s

TABLE 3.1 — Erreur en norme L! au temps 7' = 10 pour la condition initiale fo(v) =

e

2

v .
7 — % et pour diverses valeurs de Aw.
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erreur en norme L1 en loglog

dv=.1
dv=.05
dv=.025
dv=.0125 1
dv=.00625
dv=.003125
dv=.0015625
dv=.00078125
dv=.000390625

T

10

10 10
temps

FIGURE 3.5.2 — Erreur en norme L' en fonction du temps en échelle logarithmique,
pour la condition initiale fy = eV — % avec Av = 0,00625.



Chapitre 4

Le modeéle de Landau général,
existence et simulations numeériques
pour le cas des potentiels durs et
d’un domaine de vitesses variable

Le texte de ce chapitre constitue un article soumis pour publication.

4.1 Introduction

4.1.1 The model

A relevant kinetic model for gravitational systems including evaporation phenomena

is the following Vlasov-Landau-Poisson system, see [0, 16, 27, 30]:
(O f(t,@,0) +v- Vo f(t,z,v) = Voo(t,x) - Vo f(t, ,0) = Q(f, f)(t, 2, v)
A:r¢(t7x) = /f(taxa U) dva ¢<t7 IL’) —0

|| =400
f(0,z,v) = fo(x,v) (4.1.1)
f(t,z,v) >0
\ f(t,x,v):Oife::@%—gb(x,t)20.

The solution f(t,z,v) of the system is the distribution function of particles. It
evolves according to a Vlasov equation in which ¢ is the gravitational potential

7
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created by the distribution of particles. The right-hand side is the Landau collision
operator

QL(f> g)(t? xz, U) = VU./A(U_U*)(.Q@? xz, U*)va(t, z, U)_f(t> z, U)vv*g(ta €, U*)) dU*,
(4.1.2)
where A(z) := |z|72I1(2), and

2Rz
|2

[I(z) :=1d —

is the orthogonal projection on (Rz)t. The parameter v may take different values in
[—3, 1] depending on the particle interaction law. For power-law interactions in ,,Ls
we have v := i:—‘;’, and the following classification is made:

— For Coulombian (plasmas) and Newtonian (stellar systems) interactions, s = 2
and v = —3.

— Potentials for 0 < < 1 (s > 5) are called hard potentials.

— Potentials for —3 <y <0 (2 < s < 5) are called soft potentials.

The last condition in (4.1.1) is the evaporation condition. It says that, once a particle
has reached the escape velocity, i.e. when its kinetic energy becomes sufficiently large
to pass the potential barrier, this particle leaves the system.

To simplify the model, we assume that the distribution is homogeneous in space,
i.e. f is constant in the = variable. In this case, the Vlasov term is reduced to the
time derivative of f. This is an unphysical assumption because particles should not
evaporate, since the system occupies the whole space. The evaporation condition is
replaced by a time-dependent velocity threshold. With these simplifications (4.1.1)
becomes

atf(ta U) = QL(fa f)(tv U)a (413&)
f(t,v) =0if |v] > R(t), (4.1.3b)
f(0,v) = fo, (4.1.3¢)
f=>0, (4.1.3d)

with @1, defined by formula (4.1.2) in which the variable x is omitted. As explained
in [10], the velocity threshold R can be chosen according to the Virial theorem. It is
then defined by the formula

R(t) :=+/1—~ ]\ZZ((?) (4.1.4)
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where My and Ey denotes the mass and energy of f:

My (t) = / Ft o) dv,  Ey(t) = / F(t,0)0? do, (4.15)

In this paper, to simplify, we assume that R is a given positive regular function of
time, independent of f. However, we will use (4.1.4) in the numerical tests.

The spatially homogeneous Landau and Landau-Fermi-Dirac equation has already

been studied (see [21, 22, 38, 4| and references therein) when the velocity domain
is the whole space R3®. The spatially homogeneous Landau equation on a time-
independent bounded velocity domain has been studied in [10] for the Maxwellian

potential (v = 0) and spherically symmetric initial conditions.

4.1.2 Notations and definitions

To help the reader we have listed here the functional spaces used in this paper and
some notations. In this paragraph, I denotes an interval of [0, +00[ which contains
0. For convenience we shall use the abbreviated notation

Qufog)(t0) =V - / A(w = v)(9.V f — [Vg.)do.,

in which f stands for f(¢,v) and g, for g(¢,v,).

Let k € N and o > 0. The function R used in (4.1.3b) will always be a function
from I to R* which is C** with k& > 1. If I = [0, 7] we define

Rr:=supR, Ryp:=inf R, Ty :=sup|R/. (4.1.6)
[0,T] (0,71 [0,T7]
Let 7 > 0, we denote by B, the open ball of R? of radius r centered at 0.

We use appropriate Holder functions space for parabolic equations (see [23]). Let
¢ € Ry, and © be an open set of R3. The space B*(Q) is the set of continuous
functions f : R® — R that vanish on R3\ © and that are [¢] (where [(] is the integer
part of £) times differentiable on © and whose derivatives of order [¢] are

e continuous functions on {2 if £ is an integer.

e ( — [¢]-Holder on Q otherwise.

Let D be an open set of I x R®. The space Bat (D) is the set of continuous
functions f : I x R?* — R that vanish on (I x R3)\ D and whose partial derivatives
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070g f are well-defined and continuous on D for r € N, a € N?, 2r 4 |a| < [{] and, if
¢ is not an integer, the derivatives 0] 0% f with 2r + |«| = [¢] are ¢ — [¢(]-Holder on D.

We also denote:
Dy :={(t,x) e I x R3| lz| < R(t)}.

Now, we define a classical solution to the problem (4.1.3) on I as a function
f € BatLH2 (D)) that satisfies (4.1.3a), (4.1.3d) for any (t,v) € Dy, (4.1.3b) and
(4.1.3¢) for an initial condition fy € B?(Bg()).

We shall also consider a space for weak solutions. Let T > 0, the space X7 is the
set of functions belonging to

C([0,T] x R*) nIL2([0, T), H'(R*)) n H'(J0, T[, H*(Bg))
whose support is contained in Dy 7). We endow X7 with the norm

1fllxz := [ flleeqo,myxrey + 1V f llLzqo,ryxrsy + 106 f [[L2qo,m1,m-1(Br))- (4.1.7)

A weak solution to the problem (4.1.3) is a function f of Xp satisfying (4.1.3a)
for a.e. t in H™'(Bgg)), such that its trace on {(¢,v)[t € [0,T],v € dBgg)} is zero,
(4.1.3¢) is verified in L?(Bpg(p)) and (4.1.3d) holds pointwise. In such case, we can
take fy € L2(BR(0)>.

4.1.3 Ouline of the paper

Section 4.2 is devoted to the study of the Cauchy problem. In the case of hard
potential, we prove that there exists a unique regular solution to (4.1.3) on an interval
[0, T*[ with either T* = 400 or M/ tends to 0 as time tends to 7™, see Theorem
4.2.1 for a more precise statement. There are two crucial ingredients to prove the
well-posedness of this problem.

First, we easily have an L'-estimate because the mass is non increasing (see
Lemma 4.2.2) but we need to prove the equi-integrability of the solution at each
time to prove the ellipticity of the Landau operator. In [21] an entropy estimate is
used: the Boltzmann entropy

g f(t,v)log f(t,v)dv

is non increasing in the case of unbounded velocity domains. As it was noticed in
[10], on a bounded velocity domain, this estimate is no longer available. In this
paper, we will only deal with the case of hard potentials (0 < v < 1), for which
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we are able to replace the lack of entropy estimate by an L°°-estimate as stated in
Lemma 4.2.3.

Second, we need a positive lower bound of the mass. In the case of unbounded ve-
locity domain, the mass is conserved. For a bounded velocity domain, we prove that
the mass remains bounded from below in the case of a constant R. However, the nu-
merical simulations in the last part of this paper suggest that this lower bound could
fail for time-dependent R and even, the whole mass of the system may evaporate in
finite time. The existence of a function R such that the corresponding solution f has
a mass that vanishes at finite time is an open question. For this reason, we prove an
existence result only on an interval on which the mass does not vanish. In Lemma
4.2.4, we prove that, at least on a small time interval, the total mass cannot vanish.

Once we have these two ingredients we prove in Lemma 4.2.5 a uniform ellipticity
result. The end of Section 4.2.1 contains other estimates that are used in Section
4.2.2 where Theorem 4.2.1 is proved.

In Section 4.3 we construct a numerical scheme for (4.1.3) in the spherically sym-
metric case. The description of the scheme is given in Section 4.3.1 and its properties
are gathered in Proposition 4.3.1. We prove that this scheme is stable for any value
of v as soon as a CFL condition is satisfied and we also prove that the discrete mass
and the discrete energy are non increasing. Then, the numerical results are given
in Section 4.3.2 which is divided in two parts. First, we consider the case of the
constant radius and we make the comparison with the case v = 0 wich has already
been studied in [10]. Second, we consider the radius given by (4.1.4) and we give
numerical evidence for the vanishing of the mass, the energy and the radius at a
finite time 7™ which depends on the initial condition and the value of ~.

4.2 Theoretical Result

Our main result in this paper is the following:
Theorem 4.2.1. Let 0 < v < 1, let £ €]0,1[, R : [0, +00[— R% in the class C*,
fo € B"%(Bpg)). Then there exists T* €]0, +00] such that

i. there eists a unique f € Ba+LE+2 (Dpo,r.) satisfying (4.1.3),

1. either T* = +o0o or
lim M(t) =0
t—T*

with My and Ey defined by (4.1.5). Besides, we have the following law
R*Mj} = E}. (4.2.1)
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If R is constant then R*M; — E; is constant, the total mass is lower bounded
by a positive constant:
Ly
Mf > Mfo — R—; > 0,
and T = 4o00.

The sequel of this section is devoted to the proof of Theorem 4.2.1. We use a fixed
point technique and first consider the linear problem

8tf(t7 U) = QL(fa g)(t,?}). (422)

The solution to (4.1.3) will be construct as the fixed point of the functional ¢, that
maps a function g to the solution f of (4.2.2). In Section 4.2.1 we give a priori
estimates which are used in Section 4.2.2 where the fixed point proof is done.

4.2.1 Basic estimates

We have gathered here the estimates needed to prove existence and uniqueness of

solutions. In all this section, fy is a nonnegative function of C(Bg()) and R is defined
as in Section 4.1.2.

LP-estimates

First, we prove a global in time L!-estimate using the fact that the mass is non
increasing. Then we prove a L>-estimate on a fixed time interval [0, 7.

Lemma 4.2.2. Let T € [0,+00], let f,g € B"*(Djor() be nonnegative functions such
that f satifies (4.1.3c) and (4.2.2). Then the mass My of f, defined by (4.1.5), is
non increasing. Therefore we have:

| fllLoe oL 3y < My,.
Proof. We compute the derivative of M. As f vanishes on R3\ Bg(r), we have

d d
E/f(t,v)dvza f(t,v)dv

BRr)
= / O f(t,v)dv
BRt)
= / V- Al —v)(9.Vf—Vg.f)dv.dv
BR(t) Bpr(t)

v

= VITA(w — v, . dv, do(v).
/BBR<t) - A U)R(t)g vy do(v)
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Moreover, f is a nonnegative C* function on B r(+) Which vanishes on 0Bp(. Hence,
for any v € 0Bpg(y) there exists A(v) > 0 such that

v

Vitv) = —)\(v)m.

We conclude the proof using that A is a positive semi-definite matrix and that g is
nonnegative. O

Lemma 4.2.3. Let T > 0, f,g € B"*(Djo1) be nonnegative functions such that f
satisfies (4.1.3c) and (4.2.2). Let M, defined by (4.1.5). Assume that

M, < Mjy,. (4.2.3)
Then, there exists a constant Cp which depends only on T, Ry, v and M f, such that:
| £l o.71xR3) < Ol follLoo (Broy)-

Proof. We apply the maximum principle. Remark that

Qulfi9)= Y Aydi ,f+B-Vf+Cf,

1<i,j<3
where

A(t,v) :== /A(v — v,)g(t, vy) du,

is a positive semi-definite matrix because A(v—w,) is positive semi-definite and g(¢,.)
is nonnegative,

B(t,v) := —2/g(t, v)|v — v (v = v,) du,
C(t,v) := 2/ v — v|" (v —vs) - Vg(t,v,) dos

—2(+3) [ o gt 0.) do.
<K
with (here we use the hypothesis v > 0)

K :=2(y + 3)(2R7)" My,.
Define, for ¢ € [0,T] and v € R?

h(t’ U) = (HfOH]LOO(BR(O)) - f(tv U>€_(K+1)t)7
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We have

Ouh(t, v) — Qu(h, g)(tv) = —

o (F0)e” ) 4 Qp (fe U g) (1,0)
+ (K + 1= Ctv) | follus e
= (K +1=C(t0) | follu=

0.

v

From the maximum principle we deduce that h > 0 and choosing;:

Cr:= HfOHILw(BR(O))e(KH)T,

the lemma is proved. O

Remark 10. As we are working on a bounded domain, the IL>° estimate gives an
L? estimate for any p € [1,4+00]. Under the assumptions of Lemma 4.2.3 we have
for p € [1, +o0:

1

_3 -

ArR,\ "
||f||L°°([o,TLM<R3>>§< 3T> Crll follLoe (8-

Ellipticity

In this section we prove the uniform ellipticity of the operator Q(.,g). For that
purpose, we need a lower bound on the mass. We only prove that there exists a time
Ty, which depends only on the data of the problem, such that the mass is bounded
from below by a positive constant on [0, Ty]. This allows us to prove a local existence
result for any initial condition with a positive mass.

Lemma 4.2.4. Let T > 0 be fized and fo € B*(Bp()) be nonnegative and nonzero.
Then, there exists Ty €]0,T] and my > 0 which depend only on Ry, Ry, T'p (defined
by (4.1.6)), v, My, and || follLeo(Bry) Such that for any nonnegative functions f,g €
BY*(Dyo1y) satisfying (4.1.3¢)-(4.2.3)-(4.2.2) we have

Vit € [O,To], Mf(t) Z myo,

where My is defined by (4.1.5).

Proof. First, we prove that there exists C; > 0 which depends only on Ry, Ry, M fo
and || follLee (B, such that

RQ(O)Mfo - Efo > Ch.
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Let 0 < r < R(0). Then,

/ fo(v) dv < |Breoy \ Brlll follLe (B
Br(o)\Br

< Cy(R(0) — T)”fOHHAOO(BR(O))’

where Cj is a constant that depends only on Rp. Thus

RA(0)M;, — Ey, = / (R2(0) — o) fo(w) du
Br(o)

> (R*(0) — r?) i fo(v) dv

> R(0)(R(0) — r)(My, — Co(R(0) = )|l follLoe (Bre))-

We take
2M
r:=max | 0, R(0) — . ’
302||f0||1L°°(BR(0>)
to obtain
R2 M 2RTM2
R*(0)My, — By, > min [ =00 — 0 N =

(0) fo fo ( 3 9C2|’f0||l°°(BR(O)) 1

Let
R @
0= 1 ) 55) R |
3" 122Rr) 1B, Plfol () + 601 Br | B [ follie e

With this choice of Ty we have, for all ¢ € [0, Tp),

t(42Rr)" | B, Pll follEw (50 + 207 Bl By, || follie (5g0)

< S(BO)M;, ~ By), (4.2.0)

1
R(t) — R(0) < tI'p < ToT'p < gR(o),

R(t) < §R<0). (4.2.5)
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Let f,g € BY*(Dy ) satisfying the assumptions of Lemma 4.2.4. We compute the
derivative of Ey,

d

! ft,v)wdv = / O f(t,v)v* dv

BRr(t) Br)

= / V- Al —v) (g Vf — Vg, f)dv,v? dv
BRr) BRr(s)

— P2 T . i d d
R*(t) /BR@ /8BR(t) Vi A(v U*)R(t)g* o(v,)dv

R M) (1) — B (1) = /B T AW = 1.)(9.V f — V. f) dv, dv

:8/ lv — v.|"(v —vy) - vfge dv, do
B

2
R(t)

—4/ lv — v, "2 fg. dv, dv,
B

2
R(t)

RA()M)(t) — Et) = 4 / v — w102 — v2) fg. dv, dv. (4.2.6)
By

Thus, using Lemma 4.2.2 and (4.2.3),
R*(t)M(t) — E}(t) > —4(2Rr)"* M3,
and
(R*My — Ey)' = R°M} — E; + 2RR'M;
4(2Ry)""* M} — 2U'r Ry My,
42Rr)" 2 BR[| follie 5y — 20 Ry | BR[| follos (5,0 -

We now use (4.2.4) to obtain

Z_
Z_

Vit € [O,TO], Rz(t)Mf(t) — Ef(t) > (RQ(O)Mfo - Efo)v

[GVIN )

which, thanks to (4.2.5), yields

2(R*(0) My, — Ey,) _ 3 Ep, 3¢
> > — — > .
vt € [OaT]a Mf(t) = 3R2<t> =8 M 0 R2(0) = SE;

Thus, taking mg := %, this concludes the proof of the Lemma. ]
T
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Lemma 4.2.5. Let T > 0. Let g € B"*(Djo1y) be nonnegative and let My be defined
by (4.1.5). Suppose that M, is bounded from below by a positive constant and let m
and K be positive constants such that

m S Mg cmd ||g||]L°°([O,T]><R3) S K

Then, there exists a positive constant Ay, which depends only on Ry, v, m and K
such that

vt € [0,T),Vv € Brgy,VE € R?, T Av — v,)g(v,) dv.& > Ap€2

Bpr()

Proof. We adapt a proof in [21] to bounded domains. Let t € [0,T], v € Bgg and
¢ € Bgs(0,1). For 6 € |0,Z[ and p > 0 we define

V — Uy

Cop:= {v* eR?

v — v

Fpﬁ = (C@ U BRS(U, p)) n BR(t)-
We can bound the volume of F, 4 by

4 —
|F,o] < gp?’ + 87TR§« tan® 6.

For v, € R?\ Gy

fTH('U—U*)f:i'(f—(U—U* -E) U_U*>21—00526:sin20.

o —vf 7/ Jv =

Hence we have

¢r A(v —v)g(t, ve) dvig = v — v P20 — v,)Eg(t, v.) du.
Brt) Bra)
> 2 sin? 0/ g(t,v,) du,
Br)\Fp,0

and
/ g9(t,v.) dve > My — [, l[|gllLoo (0,7)xm3)
Br)\Fp,6

4 —
>m — (§p3 + SWR; tan? 9) K.
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Let us fix po > 0 and 6 € |0, Z[ (depending only on Ry, m and K) such that

4 _
<§p3 + 87 R tan? 9) K< %

then we have

3

/ g(t,v,)dv, > —.
BA\F, 2

0:90

Finally we choose
v+2

Ny e po T sin? 6,

2
and the proof of Lemma is complete. O

H'-estimates

In this section we prove two results. The first is an estimate of the Landau collision
kernel. The second is an estimate in the norm || || x,. (defined by (4.1.7)) of a solution
to (4.2.2).

Lemma 4.2.6. Let T'> 0, f,g € BY“2(Djor1). Then there exists a constant C' which
depends only on v and Ry such that

vt e [0,7], NQu(f; 9) a1y < Cllglt, )@ IVF(E )Lz es).
Proof. Let t € [0,T), ¢ € Hj(Bg), we have

Qu(f.9)(t, v)p(v) dv = — / VT (0) A0 — 0.)(9.Vf — [Vg.)dvdu,

Br(t) BIQ%(t)

/ Vol (v)A( — v,)g,.V f dvdo,
B

2
R(t)

< (3FrY*llgllces) / VoV £(v)] dv

BRr(t)

< (2Rr)"|lg(t, @) IVt )leees ol i (a0
and

/ Vol A(v —v,)Vg, fdvdu,| = 2
B

2
R(t)

/ v — v "V (v) - (v —v4)gs f dv du,
B

2
R(t)
< 202Rr)" gt @) L (8 2@ |0l (Bag)-

To conclude, we observe, from the inequality of Poincaré, that there exists a constant
¢ which depends only on Ry such that

17t ey < el VFE D las).




4.2. THEORETICAL RESULT 89

Lemma 4.2.7. Let T > 0. Let f,g € B"*(Djor)) be nonnegative functions which
satisfy (4.1.3c) and (4.2.2). Let My, E¢, M, and E, be defined by (4.1.5) and assume
that (4.2.3) holds and that M, is bounded from below by a positive constant. Let m
and K be positive constants such that

m S Mg cmd ||g||]Loo([0’T}XR3) S K.

Then there exists a constant Ky which depends only on T, ~y, Ry, My, m and K
such that:

1Fllxr < Krll follLe )
where ||.||x, is defined by (4.1.7).

Proof. We compute

d

— fA(t,v)dv =2 f(t,v)0:f(t,v)dv
at Jp,

® Br

~ 9 / VT AW — v,)V fg. dv. dv
B2

R(t)

+ / Vol A(v —v,)V(f?) dv, do.
B

2
R(t)

/ Vol Aw —v,)V(f*) dv, dv = 2/ v — v (v —v,) - Vg, f? dv, dv
32

2
R(1) B

:2(7+3)/ lv — |7 f2g, dv, dv.
B2

R(t)

Thus, using Remark 10 and Lemma 4.2.5 we have

d _
dt (1t MEaqasy ) + 222 VFE Eagasy < 20+ 3)(Br) M (1) R
< l~(T||f0||112ﬁ°(BR(o>)’

with K7 a constant depending only on T, Ry, v and M #,- Integrating this inequality
between 0 and T yields:

2271V £ 1220,y xr2) < [ follfzmey + TKT“foH]QLoo(BR(O)y
Then it is clear that
IV fllzqoryxrsy < Kol follLe (Baoy)s

with Kr depending only on T, Ry, v, M > m and K. Once we have estimated f
and V f, we conclude the proof of Lemma 4.2.7 using (4.2.2) and Lemma 4.2.6. [
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Holder estimates

Here we prove a Holder estimate for the coefficients of (4.2.2).

Lemma 4.2.8. Let T > 0, g € X (the space Xt being defined by (4.1.7)) such that
its trace on {(t,v)|t € [0,T],v € OBpg)} is zero and Vg € L*([0,T] x R®). Then
there exists 0 < a < 1 such that the coefficients

Ay(t,v) = A(v —v,)g(t,vy) duy,

BRr(s)

By(t,v) := —Q/B g(t,v.)|v — v (v — v,) du,,

R(t)

Cy(t,v) = 2/ v — v |7 (v —vs) - Vg(t,v,) dus,
BR(t)

=2(y+3) / v —v.["g(t, v.) dus,
BRr(#)

belong to Bz (D[QT]). Furthermore, if g € B“*(Djo11) then the coefficients belong
to B2 (D[07T]) forany 0 < a <1.

Proof. First, it is easy to check that A,, B, are differentiable with respect to the v
variable. As Dy} is bounded in the v variable and g € L>°([0,T],L*(R?)), A, and
B, are then a-Holder continuous in the v variable for any 0 < o < 1. If v = 0 then
C, is constant in v and is a-Hoélder continuous for any a. If 0 < v < 1 then (| is
~v-Holder continuous in v.

Secondly, thanks to the Sobolev embedding
H'([0,T],L*(Br)) = C2((0,T],L*(Bp)).

it is clear that the coefficients A,, B, and C are 5-Holder continuous in the ¢ variable
for any 0 < a < 1. Finally we can choose a = 7 if v > 0 and a = 1 otherwise.
Now, if g € B"*(Djo1), then C is clearly C! in the v variable and thus a-Hélder
continuous for any 0 < a < 1. ]

4.2.2 Existence proof
First step

Let T > 0 be fixed once for all. We prove that there exists a time T} €]0, 7] such
that, there exists a unique regular solution to (4.1.3) up to time 73.
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Let fo € B™2(Br(). Let Ty and mg be given by Lemma 4.2.4. Let T} €]0, Tp).
We can construct a function gg € Batli+? (D[O,T]) which is nonnegative and such
that Mg, = My,. Indeed, consider a function h € C2°(Bg,.), where R := infjo 7 R,
nonnegative and such that M, = M/, and define go(¢,.) = h for any t € [0, 7.

Let Cr, be the constant given by the Lemma 4.2.3. It depends only on T}, Rr,,
v and My, and since it is clear from the proof of the Lemma that it can be chosen
as a nondecreasing function of T}, Ry, and M f,» We can replace it by a constant Cr
which depends only on T, Ry, v and M fo- We define

K := max(||go|lLe (fo,r1x®3) O || follL>(Br(0)))

£
F = {g € B2+1,f+2 (D[O,Tl]) - g Z OamO S Mg S Mfm |’gHL°°([O,T1]><R3) S K}

The set F' is nonempty because it contains gojo ). Let g € F. Then, thanks to
Lemma 4.2.8 and Lemma 4.2.5 and the hypothesis on fy, we can apply existence
results for linear parabolic equations (see [23, 28]) to define the solution ¢(g) €
BatLir2 (Djory)) of (4.2.2), (4.1.3b) and (4.1.3c). From the maximum principle,
¢(g) satisfies (4.1.3d), and from Lemmas 4.2.2, 4.2.4, 4.2.3 we deduce that ¢(g) € F.

Now let us take g,g € F, then ¢(g) — ¢(g) is a solution to

Oi(¢(9) — 0(9)) — Qrlo(g) — 0(9),9) = Qu(#(9), 9 — 9). (4.2.7)

For convenience, let us denote ¢ := ¢(g) — ¢(g) and x := g—g. The same calculation
as in the proof of Lemma 4.2.7 leads to

d
— [ Y(t,v)*dv = -2 VT A(v — v,)Vipg, dv du,
dt R3 B?{(t)

+2(y +3) / v — v, "% g, dv do,

BIQ%(t)

+ Qr(¢(9), x)(t, v)(t, v) dv.

BRs)

From Lemma 4.2.6, there exists a constant C' which depends only on v and Ry such
that

QL((b(g)v X) (tv U)w@u U) dv
BR#)

< OIVe(9)(t, Mlezs) IxLee o,rxrsy IV (E, )l sy
C? .
< Al V(t, )lIfzms) + 3 IXNE e (o 7213y [ VO (9) (£, ) 1IE 2 gy
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where Ar is the constant of Lemma 4.2.5. Hence we have

d
= (ot ey ) + AV e

o g 4.2.8
S m“XHHQ"OO([O’TI]XRg)|’v¢(g)(t7)||]]2_,2(R3) ( 9. )

+2(2Ry)" (7 + 3) My, v (¢, )L us)-
By Gronwall’s Lemma and since (0, .) = 0, we have

2
¢ 2 o2(2Rr)7 (v+3) My,

19 Lo o 13y L2 esy) < D VOOl omixese PIIXIE o f0,73) )

Using this bound in (4.2.8) and integrating between 0 and 7} gives
[VlLeo,mxrsy < CillVO(9) L2 0,717 xr3) IX[Lo0 (0,71)xR3), (4.2.9)

where C] is a constant which depends only on v, Ry, Mj,, Hfo”]Loo(BR(O)) and T'. Now
let us fix a function gy € F. Applying (4.2.9) with (g, go) in place of (g, §) leads to

V(9 llLeqo,rxrs) < IVO(g0)llLzo,1)xrs) (1 + Cil|g — gollLee o.1]xR3))
< IVo(go)llLz(o/mxrs) (1 + 2C1 K).

Finally, as 1 is a solution to (4.2.7) and using Lemma 4.2.6, there exists a constant
Cy which depends only on v, Ry, My, || follLe(By,,) and T such that

16(9) = ()l xr, < C2llV(g0)llLa(orixes) |9 = 9l xr, -

Now we can choose T} > 0 such that

1
Col|Vo(g0)llL2o,rxrs) < 5
With this choice of Ty, ¢ is a contraction mapping in the || - || x,, norm. The set F is
not closed under || - ||x,, and then we cannot apply directly the Picard-Banach fixed
point theorem. Nevertheless, the sequence defined by
gnt1 = B(gn)
is a Cauchy sequence for the || - [[x,, norm and it is straightforward to see that its

limit f is then a weak solution of (4 1.3). As f € C([0,T] x R?), M; and E; are
continuous and in fact Vf € L%([0,7] x R?) (see [25]). Thanks to Lemma 4.2.8 and
Holder regularity results for linear parabolic equations (see |23, 28]) we can conclude
that f € B2+haet? (D[07TO}). Then, by a bootstrap technique, since the regularity of
the coefficients depends on the regularity of f, we have f € B3+1t+2 (D[O To] ) and f
is a classical solution to (4.1.3). This is the unique solution, because if f is another
solution, with the definition of Ty and Lemmas 4.2.2, 4.2.3 and 4.2.7, f € F and f
is a fixed point of ¢. Hence we necessarily have f = f.
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Second step

We now define T™* as the supremum bound of the set of nonnegative real numbers T’
such that there exists a regular solution on Djg (. From the first step we have T™ > 0.
If T = +o00 then the theorem is proved. If T* < 400, we can construct a regular
solution f on Dy p+ which is unique. As My is non increasing and nonnegative it
has a limit M* when ¢ tends to 7.

Suppose M* > 0. Then, thanks to Remark 10, we have || f||Lo(jo,7+],L2(r3)) < +00,
and from 4.2.7 we have finally f € X1 . As before, by regularity considerations f €
BatLe+? (D[O,T*]). Thus, we can apply the construction performed in the first step

to extend the solution on an interval [0, T] with 7' > T, and this is in contradiction
with the definition of T,. This proves that M* = 0.

To end the proof of Theorem 4.2.1, we now prove (4.2.1). Let f be a classical
solution to (4.1.3). From (4.2.6) we have

RA(6)M)(t) — Ey(t) = 4/32 v — w [ (0? = 02) f £, dvdu, = 0.

R(t)

4.3 Numerical scheme and simulations

To perform numerical tests, we construct a conservative numerical scheme by gen-
eralizing a scheme presented in [10]. This scheme can be applied to any bounded
function R(t) but in the simulations we only consider a function R which is either a
constant or given by the law (4.1.4). We restrict ourselves to the spherically symmet-
ric case, which is a 1D problem in space and is therefore easier to implement. The
Landau collision kernel (4.1.2) is clearly invariant under orthogonal transformations
of the velocity variable and has a simple expression in spherical coordinates, given
in the following Lemma.

Lemma 4.3.1. Let v € [-3,1[, R: [0, +oo[— R% continuous and f € BY*(Djo 4o0[)
spherically symmetric in the v variable. Let us denote abusively

f(t,?“) = f(t, U)v
with r = |v|. Then

QL(f, t,v) = 8/ Krr*(*af

)

)

K(r,ry) = 27?7“37“3/ sin® 0(r? + r? — 2rr, cos 9)% dé. (4.3.1)
0

with
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Besides, if v # —2 we have

Amrr? ( (r+7)7%0 — |r — 770
K(r,ry) := * r4r )T e = T —
(r.r) (y+2)(y+4) ( ) | ™) 7.(7 + 6)

and if v = =2,

wr, (e (r? +r2) + (= 72)%In vir—rl if r# 1y,

K(rr) = N

2mr® otherwise.

Proof. This is a simple calculation which can be found in [10]. O

It is more convenient to work with the new coordinates ¢ := r? and ¢, := r2. With
such coordinates the Landau kernel becomes

Qulf, )t a/ﬁ w(e e (f0f — f0.0)de. (432)
with
K e 8m v+4 _ v+4
o) = Gy (VT ATV
BT IV R 3
7 +6 '
if v# —2and if y = -2
o (Ve vENY
wee.) = 21 | Vees(e+ ) + (e —€.)’In W ife #e,,
4me? otherwise.
(4.3.4)

Let us list some properties of .

Lemma 4.3.2. Let v € [—=3,1] and r be defined by (4.3.3) and (4.3.4) on RZ. We
have the following properties:

k(e €x)
VEEK

compact K of Ri, there exists Cx > 0 which depend only on K such that:

V(e e4) € K, k(e e.) < Cg/ees.

i. (g,64) — is well defined and continuous on R3. Besides, for each
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ii. k>0,
iii. (=0 ore,=0)= k(e,e,) =0,
iv. Ve,e, € Ry, k(e e4) = K(ey, €),

v. For any € € Ry, the function e, — k(g,e,) is non decreasing.

Proof. The proof of (iii) and (iv) is obvious from the definitions. From (4.3.1) we
deduce that, for eg, > 0,

v

3 T
K(g,e4) = Are2e? / sin® 0 <\/5 + 4 — 24/e€, cos 9) dg >0,
0

and (ii) is proved because the case ee, = 0 is trivial. To prove (i) we just need
to prove the continuity at zero because the continuity on R? \ {0} is clear. Let us
denote

Ve =: pcosa, VEs =i psina,

with p €]0, +o00[ and a € [0, %]. Then,

% = mp" " sin?(2a) / sin® 0(1 — sin(2a) cos 0) db.
* 0

Note that, if =3 <~ <0

T sin® @

0< / sin® A(1 — sin(2a) cos #)? df < sin® 0 d) + /2 —df < 4,
0 z 0o (1—cosf)z

o

and if 0 <~v <1,

™ y s 4 2
0< / sin® (1 — sin(2a) cos ) df < \/5/ sin®0df = %_
0 0

Finally we have

M) e e — ),
EE, £,+—0

0<

and it is clear that, on any compact K of R%, (e + 6*)%4 is bounded uniformly in
7. Now we prove (v). Since 7 +— k(e,e,) is a continuous function, we can suppose
v # —2 and use (4.3.3). Let us prove that

Q: Ri —R
vy ((@+y)™ P+ e -y (w0 — e -y

(@:9) = 12 J P Ty
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is non increasing in the y variable. We compute:

y (o —y™ = (@ + )™

ay(p(x, y) =

v+ 2
L ey @+ 9™+ (y — o)l —y™)
v+2 ’
dyp(0,y) = 0,
2 (v+4) (v +3) 2 2
07,p(x,y) = RO ((z+y)*2 |z —y™?) > 0.
Therefore, 0, (x,y) > 0 and we have proved (v). ]

4.3.1 Construction of the numerical scheme

Without loss of generality we may assume that the support of the initial condition is
contained in the unit ball B;. We will suppose here that the function R is bounded
by 2. This hypothesis is motivated by the following remark:

Remark 11. Theorem 4.2.1 does not prove the existence of solution in the case
where R follows (4.1.4) but if a solution exists then it is easy to prove from (4.2.1)
that R is non increasing and that we have:

0

Indeed, from (4.1.5) it is clear that
E; < R*M;.

Besides, From Lemma 4.2.2, M/ is non increasing and

E;\  EWMy—EMy M}
I = (R*M; — Ef)~% <.
(Mf) M (B°M; f)MJ% =

Thus, if R follows (4.1.4) it is non increasing. Moreover, from (4.2.1) and (4.1.4) we
have

M, F
(1-7+7 =25
My Ey
That proves the first part of (4.3.5), the second part is then deduced from the first
part using (4.1.4).
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In particular, since we have supposed that the support of the initial condition is
contained in B; we have

E
R<R(0)=,/(1-7)—L < /1-~7<2

for v > —3. That is why, in the numerical scheme, we will suppose that R < 2. In
practice we do not have to impose this hypothesis since in the simulations the radius
is observed to be non increasing. To avoid the singularity at 0 due to the spherical
symmetry, we use a shifted velocity grid, but for convenience we shall also use the
grid of the middle points which contains 0. We consider the following set of indices

1
X:=[0,4N +2n 37,

where N € N* and we define )

STON+ T
The value of the time step At will be chosen later according to a CFL condition to
ensure the stability of the scheme. The grid is then defined by

e = kAe, ke X. t, :=nAt, neN.

The velocity step Ae and the set of indices X are chosen such that

e the velocity grid covers [0,4], i.e. r? = < 4,

e 1 is a point of the sub-grid of non integer indices. It is useful only for initial
conditions whose support is exactly Bj.

We use the following discrete derivation with respect to the ¢ variable:

%ﬁzgté i ke X\ {0,4N + 2},
Digr =4 0 if k=0,
_ TN+ if k= AN + 2.

Ae

We define two distinct discrete integral, using integer indices and non integer indices
respectively

Ik(gk:) = Z gkAE, Jk(gk:) = Z gkAE.

keXNZ keX\Z



98 CHAPITRE 4. LE MODELE DE LANDAU GENERAL

We shall calculate an approximation f;' of f(t,,ex) for n € N and k € X \ Z.
However, to have an easy-handling formulation of the scheme, we will also introduce
artificial values on the grid of middle points setting

fi = f;ﬁrl, ke XNZ. (4.3.6)
In the numerical scheme we need the initial condition

1
foler), ke X\Zk< N+§,
fi = . (4.3.7)
0, keX\Z,k>N+§,
and the homogeneous Dirichlet condition
RQ
=0, keX\ZneN k>-—"21 4.3.8
g A

£

where R, is either a given sequence contained in [0, 2| or is defined by

E,
with ) 5
M, = 2rJ, (f;;gg) . B, =2m; (f,:}sg) . neN (4.3.10)

Finally, using the discrete formulation of (4.3.2), we define

At
=+ \/—E_kafk* (Ko (fo-Difit = fiDi i)

2

R
ke X\Z k< —, (4.3.11
€ X\Z,neN, <A (4.3.11)

with kg g, = K(ek, €, ). This scheme has the following properties,

Proposition 4.3.1. Let v € [=3,1[ and fy be a nonnegative function on [0,1] such
that fo(1) = 0. Let f' be defined by (4.3.6), (4.3.7), (4.3.8), (4.3.11) and define M,
and E, by (4.3.10). Then there exists a positive constant C, which depends only on
My, such that, if At < C(Ag)? then

Vke X, neN, fI'>0, (4.3.12)

Furthermore, with such a At we have the following properties:

1. Vn € N, Mn+1 S Mn S MO;
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1. Vn € N, EnJrl < En < E(],
191. Assume that
VvneN, R,=R>1,

then
VneN, e,,M,—E,=c¢c,,My— Ey,

with kg := min{k € X \ Z|ex, > R*}.
Remark 12. The properties (4.3.12) and (i) ensure the L'-stability of the scheme.

Remark 13. The property (iii) is the discrete formulation of the conservation of
R*M; — Ej.

Proof. For convenience, let us denote

A(fi) == Ir. (k. (L Defit — fiDr f1)) . ke XNZ.
We prove the result by an induction on n. Let n € N and suppose that

Vke X, fi >0,
M, < Mo, (4.3.13)
En S E07

and, if R, = R > 1, we add the hypothesis
5kRMn — En = gkRMO — Eo. (4314)

If R,, < R,,_1 then the new values f,’:“ are calculated as if the radius was constant
except that the values corresponding to indices greater than i—% are set to 0. Whereas
if R, > R,_1 then the new values f,?“ are calculated exactly as if the radius was
constant. Therefore we can deduce the non constant radius case from the constant
radius case, because the values calculated at step n 4+ 1 are the same except if
R, < R,_1 and (4.3.13) is still satisfied if some values are set to 0. So, let us suppose

that the radius is constant equal to R and let us look at the variation of M,,:

M1 — My, =27y (( l?“ _flg) \/a)

3
kp—3

=2t > (A(fr) — AUD)

k=0
— 2 ALA ( ng_%)

At .
= —QWA—EfkR_llk* <5kR—%,k*fk*>
<0.
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This last inequality comes from (4.3.13) and the fact that sy, > 0 thanks to Lemma
4.3.2. We do the same calculation for F,,:

Bur — B =2 (F7 = 7))

kr—3
=2mAt Y (A (fl) = AUD) eps
k=0
kR_*
B INT ( o ) fip — 20AE S A(fD) (%1 - 5,€,,)
k=1
At
= —2r - fi il (i fie) ke — 2708 7 A(f) A

keXNZ

and

STA(M A=Y YT fr (JEDefE = fiDSE) (Ae)? =0,

keXNZ keXNZ ke XNZ

because it is the sum of coefficients of an anti-symmetric matrix (recall that kg g, =
Kk, k). Finally
EkR(Mn—i—l - Mn) = En+1 - En-

This proves (iii), (i) and (ii). To end the proof we must prove (4.3.12) at step n + 1.
We have, for k € X \ Z such that kAe < R?,

\/ékA Iy. (’ik%,k* (f’lef:% - ngr%Dk*f&)) (4.3.15)

(’ik—%,k* <fI?Dkf;?_% - f:_%Dk*f£>) )

n+1 fk

B At 7
JEAe K

Using point (ii) of Lemma 4.3.2, we have

n n fn
“k+%,k*Dkfk+% - kaé,k*Dkfk_% > _Akg <"€k+ ko T RE_ Lk, > (4.3.16)

Then, using an Abel transform and assertion (v) of Lemma 4.3.2 we have, for ¢ =
kL,
— Ir. (Dr. fi #en.) = i (i Drtier.) > 0. (4.3.17)

Moreover, as x is non negative,

1
— i (fPeriy) = =5k (Fomipass) (4.3.18)
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From assertion (i) of Lemma 4.3.2, there exists a universal constant ¢ (¢ = 722)
such that

Kt d ke T RE-LE, S CVER, <\/€k+% + \/51%%)
< e(1+ V2)\/Erer,
Indeed, if k € X \ Z, since k > %, then g < \/5\/5 Besides,

(4.3.19)

M, M
I, (fivEw) < T (f /) = 5= < 2—73 (4.3.21)

From (4.3.16), (4.3.19) and (4.3.21), there exists a positive constant C; which depends
only on Mj such that

At n n n At
mlk* <fk* (ﬁkﬁ-%,k*Dkfk-F%,k* — K’k—%,k‘*Dkflg_%>> 2 —Clwfk (4322)

Next, from (4.3.17), (4.3.18), (4.3.20) and (4.3.21), there exists a positive constant
C5 which depends only on v and M, such that

At . . . At
@Aglk* (Dk*fk* (’fk—%,k*fk_% - Hk—&-%,k*fk—i-%)) > _C2wfk- (4.3.23)
From (4.3.22), (4.3.23) and (4.3.15) we have (4.3.12) with C = Cl}r@. O

4.3.2 Numerical results
Constant radius

In the case of a constant radius we have numerically observed each property of
Proposition 4.3.1.

On Figure 4.3.1 we have plotted the mass and the energy of the solution along
with its density distribution at time ¢ = 10. We have chosen as initial condition
a shifted Maxwellian vanishing on the boundary: fy := e " — e, the radius is
constant equal to 1, Ae = 0.00625 and ~ takes the values 0, —1,—1.5, -2, —2.5. As
can be seen on Figure 4.3.1, the value of v has poor influence on the qualitative
behavior of the solution. These results are very similar to those presented in [10]
for v = 0: the mass and the energy converge very slowly to their limit. The density
converges quickly to a Maxwellian profile and this profile converges very slowly to a
Dirac mass. We recall that, for ¥ = 0 we have proved in [9] that, for any 0 < & < %,



102 CHAPITRE 4. LE MODELE DE LANDAU GENERAL

there exists a constant Cp y, . which depends only on R, ¢ and the initial condition
fo such that

CR. fo.c
t?' - P ta ' < 4(1)77
1) = Pt o) < T2
with
M,(t _?
P(t,v) == () e B

(2mB(1))>

where (3 is the solution of the ordinary differential equation

B'(t) = 4E(t) — 6Ms(t)5(1),

2F;
50) = 2
3My,
We also proved that
Bit) ~ 2E(t) R?

t=too 3My, t—+oo log(t)’

where M, = limy_, oo My(t) > 0.

Radius defined by (4.1.4)

Here we assume that the radius is given by (4.1.4). We describe precisely what
happens when v = —3 and then we show the influence of 7.

On Figure 4.3.2 we have represented the mass My, the energy E, the radius R as a
function of time ¢ € [0, 10], and the density distribution at time 7" = 10 as a function
of the velocity modulus, for different values of Ae, in the case v = —3. All the
numerical data presented here are computed with the initial condition fy = e v —e 1
However, the same behavior is observed for different initial conditions. It seems that
the mass, the energy and the radius tends to 0 in finite time 7™ which may depend
on the initial condition. On the graphics presented here we have T™* ~ 2.8.

We did not prove that the discrete radius is non increasing but it is coherent with
the Remark 11 and it should be true if the scheme is convergent for sufficiently small
At and Ae. On the other hand, the fact that the radius tends to zero is not clear
at all in theory and one may conjecture it from our simulations. More precisely, we
observe numerically that, in finite time, R? becomes smaller than gAs but greater
than 2Ae and it stays greater than 2Ae until the end of the simulation.

Remark 14. We cannot prove that the discrete radius must be smaller than gAe
after a finite time T, but if it happens, then it is easy to describe the behavior of the
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scheme after this time. For ¢t > T* R2 < gAa and then for k € X, k > g, =0
Thus the scheme simply becomes
2At 2
= 22 (5)
? 2 (Ae)?

n+1 n 2\/_At n 2
3 = f; - K12 (.fs) .
? V32

Since < f?) is a bounded nondecreasing sequence, it converges, and we have
2/ neN
lim f3 = 0.
n—oo 2

In this case the mass and the energy are simply given by

M, = 2m(A )3<f1f+f3\[> Var(Ae): f1,
oot (1 2))

1_
R, ~ 27As

Moreover, as far as the f;' are not all equal to 0, we have

(4.3.24)

12

m 5
—(Ae)z [T,
(8t

and hence

R, > 1 ;7A€
Indeed,
3
R Xl I (Be(k+3))?
=7 SR, (be (k4 )]
Denoting
e . !
Qp = —INTZ oy Tp 1= k—i—§,
=0 Jyql

we get, by convexity of the cube function,

2
= E QT —.
(1—7)Ae 4N+2 = Uk [ =
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Now, to prove numerically that the mass, the energy and the radius tends to 0 at
t = T* we look at the values of the mass and the energy at 7™ for different values of
Ae.

On Figure 4.3.2 we have plotted in loglog scale the values of the mass and energy
at time ¢t = 10 obtained in Figure 4.3.2. We observe that the mass at 7™ is a O(Agé)

and the energy is a O(Ae3).

Remark 15. We may have an idea of these orders of magnitude in Ae by a heuristic
argument. Let us denote f°, M, and F, the limits of f', M, and FE,, respectively.
From (4.3.24) we know tha2t if fo°1is a O(Ae?), with a 62]R, then My, = O(Ae®T3)
and E., = O(Ac**3). Besides, f2r0m (4.3.5) we should also have E,, = O(ML7) =
O(Aé?(l_”)(o”r%)). Finally « is the solution of

(1—7) (w%) :a+g.

Thus,
1 3
a=———=
vy 2

~ 13 1 14
2 :O(As ; ) Mm:O(As ) Eoo:O<Aa g )
2
To conclude we look at the influence of v on the value of 7. On Figure 4.3.2 we

observe that the vanishing time 7™ is a non increasing function of . It might come
from the fact that in (4.1.4), the radius R is a non increasing function of ~.
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Figure 4.3.1: Mass, energy and density distribution at time ¢ = 10 of the solution

for different values of v, with fy(v) := e —e ! Ae = 0.00625 and R = 1.



106 CHAPITRE 4. LE MODELE DE LANDAU GENERAL
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Figure 4.3.2: Mass, energy, radius and density distribution at time t = 10 of the
solution for different space discretization step, with fo(v) := eV — et v= -3 and
R given by (4.1.4).
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Mass at time T*
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Figure 4.3.3: Order of magnitude in Ae of mass and energy at time ¢t = 10, with
folv) == e —e™', 4 = —3 and R given by the physical law.
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Figure 4.3.4: Mass, energy, radius and density distribution at time t = 10 of the
solution for different values of 7, with fo(v) := e™*" —e~!, Ae = 0.00625 and R given
by the physical law.
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Chapitre 5

Modéle de type Vlasov-BGK avec
évaporation

5.1 Le modéle

Lorsque I'on considére le noyau de collision de Landau homogéne en espace pour
un potentiel Maxwellien et des solutions & symétrie sphérique, on obtient un noyau
de collision de type Fokker-Planck (voir le chapitre 2). On peut encore simplifier ce
noyau en l'approchant par un noyau de type BGK [12]. Ce n’est pas rigoureux mais
on obtient un modéle qui a le méme comportement. Ici on utilise ce noyau pour des
solutions non homogénes en espace et qui ne sont plus a symétrie sphérique en vitesse
(la symétrie sphérique en vitesse n’est pas conservée dans le cas non homogeéne en
espace).

On ajoute a ce modéle une hypothése d’évaporation a seuil d’évaporation constant
R. Cela consiste a choisir comme domaine de vitesses la boule By (de R?®) de rayon
R. Dans le cas du modele de type Fokker-Planck on impose une condition de Diri-
chlet homogéne. Autrement dit, les particules de vitesses supérieures a R sortent du
systéme. Dans le cas du modéle BGK on ne peut pas a priori imposer une condition
au bord en vitesse. On expliquera par la suite ou se situe I’hypothése d’évaporation.
Pour simplifier, on travaille sur un domaine périodique T := R3/Z3 en espace.

La fonction de distribution f des particules est donc définie de

D =1[0,400[;xT, x (Bg). (5.1.1)

111
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dans [0, +o0[. On notera

my(t,z) == ; f(t,z,v)do, M¢(t) ::/Tmf(t,x) dz,

ef(t,x) := ; f(t, z,v)v*do, E¢(t) ::/Tef(t,x) dz, (5.1.2)
ey(t,T) L

Qf(t,{t) = W, @f(f) = /T@f(t,l‘) dl‘,

avec (My, Er,Oy¢), la masse, I'énergie et la température de f, et (my,eys,0f) leurs
densités.

Le modéle que 'on considére est une équation de type Vlasov-BGK

{atf—i—wvxf:c‘ff—f. (513)

Ji=0 = fo-
ot &¢ est une distribution d’« équilibre » (qui évolue au cours du temps) définie par

my —
Epi= —1 ¢ %5, 5.1.4
" (2n0)) (5.1.4)

[SI[3Y

Dans ce modele il y a de I’évaporation (la masse décroit), parce que f cherche a
se rapprocher de la distribution d’équilibre £ qui a toujours une masse strictement
inférieure a la masse My de f tant que la température O est strictement positive. En
effet, lorsque ©; > 0, la queue de la distribution Maxwellienne £y « déborde » de la
boule By et sa masse sur cette boule est nécessairement strictement plus petite que sa
masse sur 'espace R® tout entier qui vaut M;. D’aprés ce raisonnement heuristique,
la température © doit donc tendre vers 0 & I’équilibre.

Il y a donc deux scénarii possibles. Soit toute la masse s’évapore en temps fini
et il ne reste plus rien. Soit le reste de la masse tend vers une masse limite M.,
strictement positive et la distribution d’équilibre £; converge vers un pic de Dirac
en vitesse (toutes les particules ont une vitesse nulle).

Le modéle de Fokker-Planck est particuliérement intéressant parce qu’on sait
qu’une partie de la masse ne s’évapore pas. En effet, on peut montrer dans ce modéle
que la quantité

Mf = Mf——. (515)
est conservée et initialement strictement positive. On a donc

E, E E
Mszfo—R—§+R—§szo—i>o.
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Dans le cas du modele BGK, la quantité M ¢ n'est plus conservée, mais elle est
croissante et la démonstration précédente est encore valable. C’est donc le deuxiéme
scénario qui se produit. De plus, la vitesse de convergence vers I'équilibre est donnée
par la vitesse a laquelle la température converge vers 0. Contrairement a ce que ’'on
pourrait croire, cette vitesse n’est pas exponentielle. C’est encore un argument qui
rend le modéle BGK avec évaporation (et le modeéle Fokker-Planck avec évaporation)
intéressant a étudier. On donne les justifications de ces arguments heuristiques dans
la suite.

5.2 Le cas homogéne

Le cas homogéne en espace est important parce qu’il est facile a traiter et qu’il permet
de comprendre comment se comportent asymptotiquement la masse, I’énergie et la
température ce qui donne une intuition de comment se comportent les moments de
f dans le cas inhomogéne. Ce qui est remarquable dans le cas homogeéne, et c’est
la raison pour laquelle ce modéle est facile & traiter, c’est que la température Oy
vérifie une équation différentielle ordinaire. La masse My est elle méme solution
d’une équation différentielle ordinaire qui dépend de la température O et, a partir
du moment ou la masse et la température sont connues, la distribution f vérifie
une équation linéaire particulierement simple. On résume les propriétés de ce modéle
dans la proposition suivante :

Proposition 5.2.1. Soit fy : Br — [0, +00] intégrable et non presque partout nulle.
Alors il existe une unique solution f € C*([0; +o00[s, L*((Bgr)w, [0, +00[)) du probleme

Of =& =1, (5.2.1)
lim || f(t,-) — follLr =0, -

t—0

ou & est définie par (5.1.4). De plus,

i. Les moments My, Ey et O définis par (5.1.2) sont décroissants. Le moment
My défini par (5.1.5) est croissant. La masse est donc convergente et minorée :

MfZMfo>0'

. La température O vérifie l’équation différentielle ordinaire

RS __m?
O (t) = —— R, (5.2.2)

3\/27T@f(t)
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1. La température converge vers O et plus précisément on a
R? 5R%In(In(t)) 4 R? 1

Of(t) = - —1 + , (0.2.3

#(t) t—+o00 21n(t) 41n*(t) " (3\/%) 21n*(t) O( t)) (5.2.3)

Mo
t—+oo | Br|tIn(t)’

(&) w=r
avec My == lim M(t) = lim M;(t).

t——+o0 t——+o0

w. On peut définir une entropie :

Hi(t) ¢=/B (f(£,0) In(f (2, 0)) = f(t,0)) dv = X(M;(2), O4(¢)),  (5.2.4)

a b
X(a,b) =aln ((27rb)3> - 5

L’entropie Hy est décroissante.

Remarque 1. Il est facile d’obtenir un développement asymptotique de la tempé-
rature O et de la valeur au bord de la distribution d’équilibre &;. Les trois termes
du développement de la température O sont nécessaires pour avoir I’équivalent de
la valeur au bord de la distribution d’équilibre (€;)yj=r- Lorsque I’on remplace cet
équivalent dans (5.2.2) on trouve
R2
O (t) ~ ————.
A%%wmww
Cela correspond a la dérivée de I’équivalent de O ;.

Remarque 2. Il n’est pas siir que 'entropie H; soit d'une grande utilité a cause
de la deuxiéme partie qui dépend de la masse et de la température. De plus, on ne
connait ni son signe ni sa limite.

Démonstration. On suppose que f est solution. Il est facile de voir que My et Ey
sont croissants et que My est croissant. En effet on a

M}:/ gde—Mf:—/ gfd’U<0,
Bgr RB\BR

B = EfUde—Ef:—/ Epv®dv < 0,

Bgr R3\Bg

£ 2
M':M'——f:/ &= —1)dv>o0.
f I R? 3\ By R2 =
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Puisque I'énergie E; est positive, la définition de M ¢ implique que M; > M >
My, > 0. On a donc montré le (i). Notons, pour u € R,

1
3

T2

2 4’
F(u) = / e dv et G(u) = / et dy = —e™ 4 F(u).
[v|>u [v|>u

3
32
vER3 vER3

On a alors, pour ¢ € [0, 400,

L R
M(t) = =M (t)F <—2@f(t)>

et

oo R __ATRE(0) R
o= Ef(t)G( 2@f(lf)> 3(2m0(1))2 : Ef(t)F( 2@f(t)) '

De plus,
E}(t) = (3My0,)' () = 3M)(1)O,(t) + 3M; ()0} (1

R
= —E;(t)F | —=== | +3M;(t)0)(t).
i ( 2@f(t)) ROEAG
On en déduit (5.2.2) :
o) - 4T R3Oy 67% 2R eT%Qf.

3210,)% 3206

Ceci montre le point (ii). On en déduit également 1’existence de solutions réguliéres.
En effet, si on prend ©; la solution réguliére de (5.2.2) avec la condition initiale

©4(0) = Oy,, My la solution de

R

M), =—M;Fo

f I )

( v 2@f>

avec la condition initiale M;(0) = My, alors f est la solution de (5.2.1) avec £ qui
est connue en fonction de v, My, et ©y,. Pour chaque valeur de v € Bg, f(-,v) est
donc solution d’une équation différentielle ordinaire et il est facile de donner une
expression explicite de f en fonction de fo, My et Oy :

U2 t
BECTIOREEE|

€ S

Ftv) = folw)e + / %

Njw

Cette solution est unique et a la régularité annoncée. Il est élémentaire d’obtenir
le développement & tout ordre de la température. On ne redonne pas ici les calculs
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qui permettent d’établir le (iii). Pour terminer montrons le (iv). Par croissance de la
fonction In on a

/B () = f(t0) ( é; %fﬁ)) dv < 0.

On en déduit que

/B (E5(t.v) — F(t,0)) In(f(t,v)) dv

On a donc

5.3 Le cas inhomogéne

5.3.1 Existence et unicité de solutions réguliéres

Dans le cas inhomogéne, on peut encore montrer qu’il y a existence et unicité de
solutions réguliéres mais c’est plus compliqué. Je ne donne pas la preuve ici mais
je donne l'estimation clef qui fait marcher la preuve. On peut adapter la preuve
d’existence de Perthame et Pulvirenti (cf. [35]). On utilise le lemme suivant :

Lemme 5.3.1. Soit f une fonction définie de D (défini par (5.1.1)) dans [0, +o0]
mesurable et bornée et non nulle. On peut définir sa densité de masse my et sa densité
de température 0y d’aprés (5.1.2). On note, pour (t,x) € [0, +00[xT,,

|f(t,l’, >|00 ‘= sup |f(t,x,v)].

vEBR
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Alors, il existe une constante universelle C' > 0 telle que

my(t, z) .
V(t,z) € [0, +oo[; xT,, —(27r0f(t,x))% < C|f(t,z,)|oo-

Démonstration. Soit p > 0, on a
my(t,z) = f(t,z,v)dv
Br

< f(t,l',U)llMSde + f(t,.]?,?))]l|v\>p dv
Br Br

dmp’ 3
< 3 |f(t7$;')|oo+?mf(t,x)ef(t,x),

my(t,x)0¢(t,x)

on trouve
|f(t7x7)|00

Si on prend p° =

2

4 3 3 2
mytt.a) < (5 +3) mi 0] @l e.0 1A,

d’ot

mf(t7m> 1 4_77 s N
(27r9f(t,g:))% = (277-)% (3 +3) |f(t,x,)|co-

O

Remarque 3. La valeur optimale de la constante C' et la fonction f qui permet
d’atteindre cet optimum sont étudiées dans [26].

On peut maintenant montrer ’estimation L :

Lemme 5.3.2. Soit g de D dans [0,400[ continue et avec des dérivées partielles
continues selon t et x et fo une fonction de T, x (Bg), dans ]0,+oc[ qui est dif-
férentiable en espace de différentielle continue. On suppose que g vérifie I’hypothése
sutvante :

vt € [0, +o0], sup l9(t, z,v)| < HfOHHPO(TzX(BR)v)e(Cil)tv (5.3.1)
(2,0)ETe X (BRr)v

ou C' est la constante strictement positive et universelle donnée par le Lemme 5.5.1.
Alors, la fonction f solution de

{atfﬂ-vxf:sg—f,

Fico = fo. (5.3.2)
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qui est donnée par
t
f(t,z,v) == folx —tv,v)e " + / e’ tE (s, + (s — t)v,v) dv. (5.3.3)
0
vérifie également (5.3.1).
Démonstration. D’aprés (5.3.3) on a

flt,z,v) = folz —tv,v)e™" + /t e (s, + (s — t)v,v) ds.
0

d’ou, d’aprés le Lemme 5.3.1,

t
£t 2,0) < follmmonimmge™ + / & Clg(s,2 + (5 — 1), | ds.
0

D’aprés 'hypotheése (5.3.1) on a donc

t
St z,0) <l follLoe (o x(Br)ne ™" + Cl!foHILoo(w(BRm/ e el? M ds
0

< |l folleoe(rax ()€™
d’ou le lemme. O

Remarque 4. Le Lemme 5.3.2 est utile pour montrer que le probléme de point fixe
(5.3.2) admet une solution et que cette solution vérifie 'estimation (5.3.1).

Remarque 5. On peut encore montrer que la masse My et 'énergie Ey sont dé-
croissantes mais c¢’est & peu prés tout.

5.3.2 Limite diffusive

Ici on s’intéresse a la limite diffusive du modele de Vlasov-BGK avec évaporation.
L’équation (5.1.3) devient en scaling diffusif

(€t w0) — folt,20)), (5.3.4)

c2

1
atfa(tvxav) + gv : foe(t,l',v) =

ol £ > 0 est amené & converger vers (. Passer a la limite revient & passer du mi-
croscopique au macroscopique, en passant d’une équation sur la distribution f. a un
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systéme d’équations clos sur les densités my_, es. et 0y . Les moments vérifient les

équations suivantes :

fe

1 1
Oomy + -V, - (/ fev dv) =—-= Er. dv. (5.3.5)
€ Br €% Jpl>r
1 ) 1 )
Oey. + =V, - foordv | = —— Ep v du. (5.3.6)
= Br [v|>R
R2
1 2 QR3¢ 5
atefe + — (Vx . ( fE’UU— d/l)) _efgvx . (/ fsv dv)) — —Re—
Emy, Br 3 Br 3e2 27T(9f6
(5.3.7)

Pour clore ce systéme, on utilise un développement asymptotique formel. On a
fe =& +0(e).
et donc on pose
Jo:=Jes Go:=E&r, Go=:go+eG,

On réinjecter ce développement dans (5.3.4) :
. 1 . L,
at90<t? Z, U) + Eatgl(tv T, U) + EU : v:rzgﬂ(tv z, U) tuv- ngl<ta Z, ?}) = _ggl(t7 T, U).

On en déduit que

gl(ta z, U) =—v- VmQO(t7 z, U) + 0(6)
Nous allons montrer que l'on peut alors clore les équations sur les moments et on
obtient le systéme :

2Rmfa 2 mfa
—F— €

20f5 _

R
e orf
=2\ /276, 52M0<Jwﬁ

2 2 0 __R%
Oref, — Az(5mf€912‘£) = - R(E"+3 fs)mfse 2, _ e erfc (

82\/27“9# g2

A, (5my 0% A 2R3 _R2
0,0, — (W”9+%”WMM=— al e ¥r +0(),  (5.3.10)

3my. my. 3e24 /210

erfe(z —1——/ e du.

Voici les grandes étapes du calcul. On commence par simplifier les seconds membres
de (5.3.5) et de (5.3.6). Il n’y a pas ici de souci de cloture, il s’agit juste de calculer

atmfa - Aﬁ(mfsefa) = -
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ces second membres en fonction des moments. En passant en coordonnées sphériques

on a: . ,
d™m —
/ & dv = —fsd/ e P ridr.
[l>R (270y.)2 Jr

Par une intégration par parties et un changement de variable on obtient alors

on peut remarquer que

2 R240 __R% 3 _ _R%
/ st d,U — mfs( _'_ fa)e 29f€ + O (0;66 29f5) .
[v|>R

R\/Qﬂ'@fs

Cependant, il n’est pas forcément raisonnable de négliger le

3 _ _RB%
O (9}66 2%) )

Il faudrait déterminer l'ordre de grandeur en € de 0. C’est assez délicat et jen
rediscuterai plus précisément aprés. De méme on a, avec une intégration par parties
supplémentaire :

2R(R* + 36 _ B2 R
/ Erv®do = Ciahs fa)mffe %t ey erfc | —= | .
>R 20;.

1/27T9f€

Ensuite, on clot le systéme d’équations sur les moments en remplacant dans les
termes de transport, f. par son développement :

foov? dv = / (go + €v - Vogo)vv®* dv + O(£?),
Br Br

avec k = 0 ou 1. Par propriété de symétrie de gy on a

/ govv** dv =0
Br
1

~ | foor*dv= / v - Vagovv® dv + O(e).
€ JBgr Br
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La fonction gy s’exprime directement & partir des moments my, et 0y, il ne reste plus
qu’a calculer et simplifier les termes de transport. On a

T Lei% — _3Vx9f5 + vxme +U2Vx§f5 my. 367%'
(276.) 20y, my, 203 | (2n0;.)2
On a, pour k € N,

2 »2
/ e 205 ,U2k doy = _efs/ Vv (6 29f5) _U,UQk—Q dv
Br Br
2

__R% _ v
= —470; R* e i 4 (2k 4 1)6,. / e v d,

Br

Njw

et
_i R _i
QfE/ e Prep? dv:47r9fs/ e % dr
Br 0

R
= 271'(29]05)% / Ve o= qy
0

= (27r9f5)% erf l ,
/204,

de sorte que

v? _ R 3
/ e %5 dv = —4ml Re *°r- + (2mly.)2 e
Br

(i)
(3

2
/ e *rv?dv = —4n0; R(R® + 30;.)e 2% + 36, (270y,) %
Br

V205, )

f(ﬁ)’

s 2
/ e oS dv = —4nf;, R(R® + 70, R* + 3502 R + 1050% )e 7.
Br

+1056% (2767,)2 e f( K )

/20

w\w

1)2
/ e v dv = —4r0; R(R*+50; R*+1507 )e 29fa+159f (2m0y.)2 e
Br

On peut en déduire le calcul de

_ w2 _ 2 1 _ 2
/ e Yrvudy = / e Prev?dold = = / e 2% v*duld,
BR BR 3 BR
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et donc

2 2
_ vt 1 _ v
/ e Y @udy == e 25 vt duld,
Br 3 JBg

2 2
_ vt 1 _v
/ e Prvtv@udy == e 2% % duld,
BR 3 BR

/U-Vx Lge_zzj vdv
Br (277'6)]05)5

2
m _ vt
e / e Yo eu doV,0;.
Br

262 (270,

1 _ w2
/ e *rrv@uvdoVymy,
Br

o
(2m0y.)>

1)2
oSy 3/ e v ®uvdoV,0).
29f5(27refs)§ BR
R2
Valmpd)ert (2 ) 4 — R (Romy . Vamy 0, V.0,)
= Vg(My Uy )e€r yMfoy Ve ,Ur . VaUy ).
S 20, ) 9. (2m0,)F JerPder VPS

/ vV, Le_zzj v dv
Br (277'6)]05)

+ =
(2765.)>
3 _ vt
UL — / e P v*v @vdoV, 0y
Br

R
= V. (5m; 03 ) erf + 5
(5ms-0%) (V%ﬁ> 0r.(2m0y.)>

e

'U2
%/ e vt @ vdoV,0;
26‘}05(271-9‘]“5)2 BR

1 _ 2
/ e P v*v @ vdoVymy.
Br

20, (2r0;.)?
R2
e 2

R2(R7 mg., Vfﬂmfsv 9fs> Vfﬂefs)'

avec Ry et Ry des fonctions polynomiales relativement abominables (mais calcu-
lables) dont les expressions ne seront pas utiles ici puisqu’on les éliminera en dis-
cutant de I'ordre de grandeur en € de 6. Les équations semblent suggérer, et c’est
cohérent avec les équivalents établis dans le cas homogene (voir la Proposition 5.2.1),

que

1 B Ce?
6.2 205,
s € In(e)
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avec C' une constante et donc que

R2
Or ~ ~4In(e)’

Toutefois, si on redimensionne la température afin d’éliminer tous les ¢, il faut négli-
ger des termes en @ et on tombe sur des équations triviales pour la masse et pour
I'énergie. Le modéle obtenu n’est pas forcément intéressant (on perd la dépendance
en la variable d’espace z). Par ailleurs, dans le cadre d’applications physiques poten-

tielles, le € est effectivement négligeable mais le —= ne I’est pas vraiment. Il parait

In(e)
alors plus raisonnable de considérer que : @ est une constante, 0. est d’ordre 1 et
RQ

que e 2% est d’ordre £2. On peut alors simplifier les termes de transport :

/ vV, %672;? vdv =V,(mys 05 )+ Ofe).
Bgr (27'(6]('5)5

/ vV, %36_257 vv® dv = V4 (5my.07) + O(e).
BR (271-9]"5)5

Mais par contre on ne simplifiera pas les seconds membres de (5.3.8) et (5.3.9). Avec
un peu de calcul supplémentaire on peut alors obtenir (5.3.8), (5.3.9) et (5.3.10). Les

second membres semblent étre des termes de relaxation, mais en faisant I’hypotheése
__R>

que e 2= est d’ordre €2, ces seconds membres sont en fait d’ordre 1 (grace a 'équi-

valent de erfc au voisinage de +00). Ce qui est envisageable pour faire disparaitre

tous les ¢, c’est de poser
2
¢ =y,
R2
Qfs - = ?
2In{py,) + 41n(e)

et de remplacer In(g) par une constante —x. On peut alors écrire

erfc R =, U ( 2Kk — ln(,ufs))
/20

avec

et la contrainte
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Résumé

L’étude de I’évolution de galaxies, et tout particulierement du phénomene d’évaporation, a été pour
la premiere fois menée a I’aide de modeles physiques, par Chandrasekhar notamment, dans les années
40. Depuis, de nouveaux modeles plus sophistiqués ont été introduits par les physiciens. Ces modeles
d’évolution des galaxies sont des modeles cinétiques; bien connus et bien étudiés par les mathématiciens.
Cependant, l'aspect évaporation (le fait que des étoiles sortent du systéme étudié) n’avait pas encore
été étudié mathématiquement, & ma connaissance. La galaxie est vue comme un gaz constitué d’étoiles
et le modele consiste en une équation de Vlasov-Poisson, l'intéraction étant la gravitation universelle,
couplée avec au second membre un terme de collision de type Landau. On rajoute a ce modele une
condition d’évaporation qui consiste a dire que les étoiles dont 1’énergie cinétique est suffisamment
élevée pour quitter le systeme sont exclues. Ce modele étant trop compliqué a étudier tel quel, je pro-
pose dans cette these plusieurs modeles simplifiés qui sont des premieres étapes nécessaires a 1’étude du
modele général et qui permettent de mieux comprendre les difficultés & surmonter. Dans une premiere
partie, je m’intéresse au cas homogene en espace, pour lequel le terme de Vlasov-Poisson est remplacé
par une simple dérivée en temps. Je fais une étude précise du cas a symétrie radiale en vitesse avec un
potentiel Maxwellien, le terme de Landau étant alors remplacé par un terme de type Fokker-Planck, et
je montre dans ce cas 'existence et 'unicité d’une solution réguliere et l'existence d’un profil asymp-
totique des solutions. Dans le cas homogene général, je montre ’existence et 1'unicité d’une solution
réguliere tout pendant que la masse ne s’est pas totalement évaporée. J’'illustre ces résultats théoriques
par des simulations numériques réalisées a 1’aide de schémas numériques conservateurs. Dans une sec-
onde partie, je m’intéresse au cas inhomogene en espace en dérivant un modele hydrodynamique pour
un modele de type Vlasov-BGK (plus simple que le modele Vlasov-Poisson-Landau) avec évaporation.

Abstract

The study of the evolution of the galaxies, and more specially of the evaporation phenomenon, was for
the first time carried out, by Chandrasekhar in particular, in the 40s. Since then, more sophisticated
models have been introduced by physicists. These models are kinetics models; well-known and well-
studied by mathematicians. However, the evaporation (the fact that stars leave the galaxy) has never
been studied before, to my knowledge. The galaxy is seen as a gaz of stars and the model is formed
by a Vlasov-Poisson equation, with the gravitational interaction, coupled with Kernel of collision of
Landau. A condition of evaporation is added to this model, saying the stars with a large enough kinetic
energy are excluded. As this model is too complicated to be studied, I propose in this thesis several
simpler models which constitute first steps toward the study of the general model and which inform us
about the difficulties implied. In the first part, I am interested in the space-homogeneous model, for
which the Vlasov-Poisson term is replaced by a simple time derivative. I make a precise study of the
spherically symmetric case with a Maxwellian potential for which the the Landau term is replaced by
a Fokker-Planck typed term, and I show the existence of a unique regular solution and the fact that
this solution admits an asymptotical profile. In the general homogeneous case, I show the existence of
a unique regular solution as long as the mass has not totally disappeared. Theses theoretical results
are illustrated with numerical simulations obtained with conservative schemes. In the second part, I
am interested in the inhomogeneous case and I derive an hydro-dynamical model for a Vlasov-BGK
model (a simpler model than Vlasov-Poisson-Landau) with evaporation.
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