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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

①



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡♣✉✐s ❞❡s s✐è❝❧❡s✱ ❧❡s ♠❛r✐♥s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❡♥t✐❡r ♦♥t r❛♣♣♦rté✱ ❞❡ ❧❡✉rs ♣ér✐♣❧❡s à tr❛✈❡rs

❧❡s ♦❝é❛♥s✱ ❞❡s ❤✐st♦✐r❡s ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❣é❛♥t❡s q✉✐ ❧♦♥❣t❡♠♣s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞✉

❢♦❧❦❧♦r❡ ♠❛r✐t✐♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❜♦✉é❡s ✐♥str✉♠❡♥té❡s✱

♦✉ ♣❛r ❞❡s r❛❞❛rs ❞❡♣✉✐s ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ✜❧♠s ♣r✐s ❞❡♣✉✐s ❞❡s ♥❛✈✐r❡s ♦✉ ❞❡s

♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ♣étr♦❧✐èr❡s ♦♥t ❝♦♥✈❛✐♥❝✉s ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦✲

♠è♥❡✱ q✉✬♦♥ ❞é♥♦♠♠❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✧✈❛❣✉❡s s❝é❧ér❛t❡s✧✳

❯♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❡①trê♠❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ts✉♥❛♠✐s✳ ▲❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡

❝❡✉①✲❝✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s

♠é❝❛♥✐s♠❡s q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❧❡✉r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠✲

♣❧✐✜és✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♣❡rt❡s ❤✉♠❛✐♥❡s ❡t ❧❡s ❞é❣❛ts ♠❛tér✐❡❧s ❝❛✉sés ♣❛r ❧❡s ✈❛❣✉❡s

❡①trê♠❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝✉r✐♦s✐té✱ ♦♥t ❞❡♣✉✐s ♣rès ❞❡ ❞❡✉① s✐è❝❧❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐♥✈✐té ❧❛ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ à s✬✐♥tér❡ss❡r à ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳

▲❡ ♣rés❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t

❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡s très ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s

❝♦♥s✐st❡♥t à ♣r♦❞✉✐r❡ ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝✉✈❡s

✈✐❜ré❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦♥❞❡s ❞❡

s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❡✉r ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛

❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡

♥✬❡st s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ▲❡s ét✉❞❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s ❞❡st✐♥é❡s

à r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣r♦❝è❞❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ q✉✐

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♥❡ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s♦♥t ✐♠♣r♦♣r❡s à

❞é❝r✐r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❥❡ r❛♣♣❡❧❧❡r❛✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s❡r✈❛♥t à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s

♦♥❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡✳ ❏❡ ✈❛✐s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s

tr❛✈❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳ ❏❡ r❛♣♣❡❧❧❡r❛✐ ❝♦♠♠❡♥t s♦♥t ❞ér✐✈é❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐

❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡t ❧❡s rés♦✉❞r❛✐ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❏❡

♠❡♥t✐♦♥♥❡r❛✐ ❛✉ss✐ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ q✉✐ ♠è♥❡♥t à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❣✉❡s

♣✉✐s ❥✬✐♥tr♦❞✉✐r❛✐ ❡♥✜♥ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ ♥♦✉s

♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛❣✉❡s ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ♣❛✲

r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ♠è♥❡ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ✧✈❛❣✉❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✧✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡

❡♥ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ♥♦✉s s♦✉♠❡tt♦♥s ✉♥❡ ❝✉✈❡ r❡♠♣❧✐❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ à ✉♥❡ ❛❣✐t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥❥❡❝té❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛✐♥❝r❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐s✲

q✉❡✉s❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❞❡s ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❡ ❢♦r♠❡♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡

♥♦t❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①❝✐té❡s ♣❛r ❢♦rç❛❣❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ❞✉❡ à ▼✳

❋❛r❛❞❛② ❡♥ ✶✽✸✶ ❬✶❪✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛✈❛✐t ♥♦té q✉❡ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ❡①❝✐té❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡✉✈❡♥t

s✬♦r❣❛♥✐s❡r ❡♥ ❢♦r♠❛♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡s q✉✐ ✈✐❜r❡♥t à ❧❛ ❢ré✲

q✉❡♥❝❡ ♠♦✐t✐é❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr♦✐s✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s♦✉♠❡t✲

t❛♥t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ à ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❏❡

♠♦♥tr❡r❛✐ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ❞✬♦♥❞❡s

s♦❧✐t❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛✲

t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✿

✕ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤②stérés✐s ♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥

❞❡ ✈❛❣✉❡s✱ ❡t

✕ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❤②stérés✐s✳

✷



◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ✬s♦❧✐t♦♥s

❡♥✈❡❧♦♣♣❡s✬ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s s♦❧✐t♦♥s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥

❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s tr✐❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s s✉❜❤❛r♠♦♥✐q✉❡s

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬ét♦✐❧❡s ❡t ❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳

◆♦✉s s✉❣❣ér♦♥s q✉✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥tér❛❝t✐♦♥ rés♦♥❛♥t❡ à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ à

❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ q✉♦✐q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥tér❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s

♣✉r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛✐r❡s ❢✉t ♥✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ q✉✐ s❡r❛ ♥♦tr❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉❣❣ér❡r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s

ét✉❞❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♣❛r❢❛✐r❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✉❥❡t✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✐♥t❡r♦♥s ❧❡s ✐♥s✉✣s❛♥❝❡s

❞❡s ♠ét❤♦❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t à ❝❡ ❥♦✉r✳

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸ ❊t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸✳✶ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✸✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✸✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸✳✹ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✹ ❖♥❞❡s ❝♥♦ï❞❛❧❡s ❡t ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

❑♦rt❡✇❡❣ ❉❡ ❱r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✺ ❆♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✺✳✶ ▲♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✺✳✷ ❆♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ✈❛❣✉❡s ♦❜s❡r✈é❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡

s✉r❢❛❝❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✮✱ ❡st ♣❡rt✉r❜é❡✱

❞❡✉① ❢♦r❝❡s ✭❧❛ ❣r❛✈✐té ❡t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡✮ ❛❣✐ss❡♥t ♣♦✉r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✈❡rs ❝❡t

ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té s❡ ♣r♦♣❛❣❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✢✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡

✭❝❡❝✐ t♦✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✱ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s é❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ♦r❜✐t❡s ❢❡r♠é❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ s❡✉❧❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ t❡♠♣♦r❡❧

❡t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡sq✉❡❧s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛t

❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❞é✜♥✐ ♣❛r s♦♥ é♥❡r❣✐❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✮ s♦♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞②✲

♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❞❡ ❧❛

♣ér✐♦❞❡✳ ❙✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❞✐t❡ ❞✐s♣❡rs✐✈❡✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❧❡s ✈❛❣✉❡s

❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥té❣r❛❜❧❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡✳ ▲❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ré❣✐ss❡♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❛❞✈❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲

❙t♦❦❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❛❞✈❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡♥❥❡✉① ❧✐és à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❣✉❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s✱ t❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛❧❧❛✲

t✐♦♥s ♣♦rt✉❛✐r❡s ♦✉ ❞❡s ♣❧❛t❡ ❢♦r♠❡s ♣étr♦❧✐èr❡s✱ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ts✉♥❛♠✐s✱ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❥❡ r❛♣♣❡❧❧❡r❛✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛

s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ✿ ❝❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡

❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s

❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r

✻



✶✳✷✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

t❡♠♣s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱

♥♦✉s ✐♥❝♦r♣♦r❡r♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés à ❧✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❛✉ss✐

❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❣✉❡s s♦❧✐t❛✐r❡s✳

✶✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❉❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣✐♦♥♥✐❡rs ❞✬❊✉❧❡r ❬✷✱ ✸✱ ✹❪ s✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✢✉✐❞❡s ❛✉ ✶✽è♠❡

s✐è❝❧❡✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬♦♥❞❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❞❡s ✢✉✐❞❡s✳ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❬✺❪ ❞ér✐✈❛ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛r✐sé❡s ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♦❜t✐♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳

■❧ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s ❡st
√
gh✱ ♦ù ❣ ❡st ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❣r❛✈✐té ❡t ❤ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs

❡t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ♣♦✉rs✉✐✈✐s ♣❛r P♦✐ss♦♥ ❡t ❈❛✉❝❤② ❬✻❪ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ✶✾è♠❡

s✐è❝❧❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐s✐r❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❬✼❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳ ◗✉❛♥❞ ❛✉① ✈❛❣✉❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ❝✬❡st ❆✐r② ❬✽❪ q✉✐

❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ♥♦♥

✈✐sq✉❡✉①✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❈✬❡st ❧✉✐ q✉✐ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ✐♥tr♦❞✉✐s✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡

♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✭q✉✐ s✬❛✈ér❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✮✳ ❙❡s tr❛✈❛✉① r❡st❡♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧✬✐♥❣é♥✐ér✐❡ ♦❝é❛♥✐q✉❡

❡t ❝♦t✐èr❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❙t♦❦❡s s✬✐♥tér❡ss❛ à ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s✉r ❧❡s ✈❛❣✉❡s ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡

❡t ❣r❛♥❞❡✳ ■❧ ♠♦♥tr❛ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✭à ❧✬♦r❞r❡

❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✮✱ ❡t ♠✐t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❞ér✐✈❡ ✭❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡✮ ❧✐é ❛✉① ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧✐é❡

❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❙t♦❦❡s ♣❡♥s❛✐t q✉❡ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❍♦✉❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ✭✶✽✹✼✮
❬✾❪✳

♣♦✉✈❛✐t s❡ ♣r♦♣❛❣❡r s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❢♦r♠❡ ✭❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✮✳ ■❧ ♣❡♥s❛✐t ❛✉ss✐ q✉✬✉♥❡

✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ❢✉t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r

t❡♠♣s très s❝❡♣t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✳ ❙❝♦tt ❘✉ss❡❧❧ q✉✐ ♦❜s❡r✈❛ ✉♥❡ ♦♥❞❡

s♦❧✐t❛✐r❡ ❞❡ ❢♦rt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥

❝♦♥s❡r✈❛♥t s❛ ❢♦r♠❡ ❬✶✵❪✳

❈❡ ♥✬❡st q✉❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❣râ❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ✭✶✽✼✶✮ ❬✶✶❪ ❡t ❘❛②❧❡✐❣❤ ✭✶✽✼✻✮

❬✶✷❪ q✉✐ tr♦✉✈❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t s❛♥s

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❙t♦❦❡s ❝❤❛♥❣❡❛ ❞✬❛✈✐s✳

✶✳✸ ❊t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ❡♥

é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s ♥♦s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♠♣s✱ x ❡t y ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❡t z ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ♦r✐❡♥té❡ ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡

❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ z = η(x, y, t)✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ✭❛✉ r❡♣♦s✮ ❡st s✐t✉é ❡♥ z = 0 ❡t ❧❡ ❢♦♥❞✱

✐♠♣❡r♠é❛❜❧❡ ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❡st ❡♥ z = −h✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ u = (u, v, w)

❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p(x, y, z, t)✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ❣ ❡st ♦r✐❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z

♥é❣❛t✐✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ j ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t Oz ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✳

▲✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r ✿

∇ · u = 0 ✭✶✳✶✮

✽



✶✳✸✳ ❊t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❘❡♣èr❡ ❛❞♦♣té✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥✈✐s❝✐❞❡ s✬é❝r✐t ✿

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p− gj ✭✶✳✷✮

▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ét❛♥t s✉♣♣♦sé ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s

✈✐t❡ss❡s ❞é✜♥✐ ♣❛r u = ∇φ✳ ▲✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡

▲❛♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✿

∇2φ = 0 ✭✶✳✸✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❞❡✈✐❡♥t✱ ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✿

∂φ

∂t
+

1

2
(∇φ)2 + gz +

p− p0
ρ

= B(t) ✭✶✳✹✮

❖ù p0 ❡st ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❇✭t✮ ♣❡✉t✲êtr❡ ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜✲

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

♥✐t✐♦♥ ❞❡ φ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱

∂φ

∂t
+

1

2
(∇φ)2 + gz +

p− p0
ρ

= 0 ✭✶✳✺✮

P♦✉r ❢❡r♠❡r ❝❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ♣❧❛t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐té s✬é❝r✐t ✿

∂φ

∂z
, z = −h ✭✶✳✻✮

▲✬❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛

s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❊❧❧❡ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st é❣❛❧❡ à

❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✬é❝r✐t ✿

∂η

∂t
+

∂η

∂x

∂φ

∂x
+

∂η

∂y

∂φ

∂y
− ∂φ

∂z
= 0, z = η ✭✶✳✼✮

■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❝❡ q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳

▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♣r✐s❡ ♥✉❧❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡ t❡r♠❡ p − p0 s✬❛♥♥✉❧❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐

♦❜t❡♥✉❡ ✭q✉✐ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮ s✬é❝r✐t ✿

∂φ

∂t
+

1

2
(∇φ)2 + gη = 0, z = η ✭✶✳✽✮

✶✳✸✳✶ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥✲

t✐❡❧❧❡

◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣r♦❝❤❡ ❞✉

r❡♣♦s ✭φ = 0✱ η = 0✮✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❧✐✲

♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥✳ ❖♥ ❛❜❛♥❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s

t❡r♠❡s
∂η

∂x

∂φ

∂x
❡t

∂η

∂y

∂φ

∂y
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮✱ ❡t

1

2
(∇φ)2 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✐♥s✐ ♥❡ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✬❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r
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✶✳✸✳ ❊t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧

❡♥ z = η✳ ❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ z = η✱ ♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡

s✉♣ér✐❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①

❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ♣❛s ❡♥ z = η ♠❛✐s ❡♥ z = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐st❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

très ♣❡t✐t❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé s✉✐✈❛♥t ✿

∂η

∂t
− ∂φ

∂z
= 0, z = 0 ✭✶✳✾✮

∂φ

∂t
+ gη = 0, z = 0 ✭✶✳✶✵✮

■❧ ❡st ❛✐sé ❞✬é❧✐♠✐♥❡r η ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ z = 0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡

s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ✿

∆φ = 0, −h ≤ z ≤ 0 ✭✶✳✶✶✮

∂2φ

∂t2
+ g

∂φ

∂z
= 0, z = 0 ✭✶✳✶✷✮

∂φ

∂z
= 0, z = −h ✭✶✳✶✸✮

P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛rr✉✱ ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦✲

❞②♥❛q✉❡s ❬✶✸❪

✶✳✸✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❈❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡

s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Ox ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

η = A cos(kx− ωt) ✭✶✳✶✹✮

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

φ = Z(z) sin(kx− ωt) ✭✶✳✶✺✮

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ Z ✿ Z ′′(z)− k2Z(z) = 0✳

Z(z) s❡ ❝♦♥str✉✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❡①♣✭❦③✮ ❡t ❡①♣✭✲❦③✮✳

●râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❢♦♥❞ ✭✶✳✶✸✮ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ③✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

❛✐sé♠❡♥t ✿

φ = Cste cosh[k(h+ z)] sin(kx− ωt) ✭✶✳✶✻✮

❉❡ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ♦♥ ♣❡✉t t✐r❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ s✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s

♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❣r❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ h✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

❞❡ φ ❡♥ z ❡t ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ u ❡♥ z s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡✳

❯t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
∂φ

∂t
= −gη✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ φ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡ A✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✿

φ =
−gA

ω cosh(kh)
cosh[k(h+ z)] sin(kx− ωt) ✭✶✳✶✼✮

❖♥ ❛❝❝è❞❡ ❡♥s✉✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡

❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✿

u =
gAk

ω

cosh[k(h+ z)]

cosh(kh)
cos(kx− ωt) ✭✶✳✶✽✮

w =
−gAk

ω

sinh[k(h+ z)]

cosh(kh)
sin(kx− ωt) ✭✶✳✶✾✮

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✉t✐❧✐sé ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
∂2φ

∂t2
+ g

∂φ

∂z
= 0✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s

❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ω ❡t k q✉✐ ❡st ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

✶✷



✶✳✸✳ ❊t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧

✶✳✸✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❆✈❡❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛❞♦♣té❡s ♣♦✉r φ✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
∂2φ

∂t2
+ g

∂φ

∂z
= 0 ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
∂2φ

∂t2
= −ω2φ✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐

∂φ

∂z
= k tanh(kh)φ ♣♦✉r y = 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡

♣r♦❢♦♥❞❡✉r h ✜♥✐❡✱ ❡t
∂φ

∂z
= kφ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✜♥✐❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs s❛t✐s❢❛✐t❡ t❛♥t q✉❡ ω ❡t k s❡r♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

ω2 = gk tanh(kh) ✭✶✳✷✵✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s ❧✐♠✐t❡s✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ h << λ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ kh << 1✱ ♦ù ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ω ≈
√
ghk✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s

♦♥❞❡s ❝ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✭c =
√
gh✮✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ▲✬❛✉tr❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ❡st ❝❡❧✉✐

♦ù ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st très ❣r❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ ♦♥ ❛ tanh(kh) ≈ 1✱ ❡t ♦♥ ❛

ω =
√
gk✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡

❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ c =
ω

k
✳

❊✛❡ts ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s

❯♥❡ ✧❜♦ss❡✧ ♦✉ ✉♥ ✧❝r❡✉①✧ ❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧

✈❡rs ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣❧❛t❡✮✳ ▲❡ ❣r❛♥❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭s✉✐✈❛♥t

Ox✮ ❧✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❘ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

▲❛♣❧❛❝❡ ✿ ∇p =
( γ

R

)

✳ ❆✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❡

t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ −γ

ρ

(

∂3φ

∂2x∂z

)

z=0

❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✷✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ω2 = gk tanh(kh)

[

1 +
γ

ρg
k2

]

✭✶✳✷✶✮

♦ù γ ❡st ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ s❡ ❝♦♠♣❛r❡ à✱ ♦✉ ❡st ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡

lc =

√

γ

ρg
✳

✶✳✸✳✹ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✢✉✐❞❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s

♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✿

Dx

Dt
=

∂φ

∂x
✭✶✳✷✷✮

Dz

Dt
=

∂φ

∂z
✭✶✳✷✸✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥♥é❡ (x, z) ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s✬é❧♦✐❣♥❡ très ♣❡✉ ❞❡ ❧❛

♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ (x0, z0)✱ ♦♥ é❝r✐t ✿

x = x0 + ǫx1(x0, z0, t) + ..., z = z0 + ǫy1(x0, z0, t) + ... ✭✶✳✷✹✮

▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

∂x1

∂t
=

∂φ

∂x
+ t.o.s ✭✶✳✷✺✮

∂z1
∂t

=
∂φ

∂z
+ t.o.s ✭✶✳✷✻✮

▲✬❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ t.o.s ❞és✐❣♥❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✐✲

❞❡ss✉s✱ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✿

x = x0 − A sin(kx0 − ωt)
cosh[k(h+ z0)]

sinh(kh)
✭✶✳✷✼✮

✶✹



✶✳✹✳ ❖♥❞❡s ❝♥♦ï❞❛❧❡s ❡t ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❉❡ ❱r✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥ts ♦r❜✐t❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❤♦✉❧❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡s✳ ▲❡s ♦r❜✐t❡s s♦♥t ❞❡s
❡❧❧✐♣s❡s ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❛♣❧❛t✐❡s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
✢✉✐❞❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❢♦♥❞✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❤♦✉❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ r❡✈✐❡♥t
à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

z = z0 + A cos(kx0 − ωt)
sinh[k(h+ z0)]

sinh(kh)
✭✶✳✷✽✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

(x− x0)
2

cosh2[k(z0 + h)]
+

(z − z0)
2

sinh2[k(z0 + h)]
=

A2

sinh2(kh)
✭✶✳✷✾✮

❉♦♥❝ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✢✉✐❞❡s s♦♥t ❞❡s ❡❧❧✐♣s❡s ❢❡r♠é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❧✉s ♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❢♦♥❞✱ ♣❧✉s ❧❡s ❡❧❧✐♣s❡s s✬❛♣❧❛t✐ss❡♥t ❥✉sq✉✬à

❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥✬❛✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❛✉ ❢♦♥❞✳ ❊♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡✱

❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t ❞❡s ❝❡r❝❧❡s✳

✶✳✹ ❖♥❞❡s ❝♥♦ï❞❛❧❡s ❡t ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❉❡ ❱r✐❡s

▲❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

A ♥✬❡st ♣❧✉s très ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

❞✬♦♥❞❡ ❡st ❣r❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t

❞✐s♣❡rs✐❢s à ❧✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ❛♠è♥❡ à ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❉❡ ❱r✐❡s ✭❑❞❱✮✳

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❛✉① ❞✬♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ❞✬❛♣rès ❱❛♥ ❉②❦❡
❬✶✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥
❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ▲❡s ♦r❜✐t❡s s♦♥t ❞✬❛✐r❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❛♣rès ❱❛♥
❉②❦❡ ❬✶✹❪✳

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❑❞❱ ♣ré❞✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ s❛♥s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❑❞❱✱ ♦♥ ♣❛rt ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✼✮ ❡t ✭✶✳✽✮ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❧✐é❡s ❛✉① t❡r♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❑❞❱ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ✐❝✐ ❞✬❡sq✉✐ss❡r ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡✳

P❛rt❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✼✮ ❡t ✭✶✳✽✮ ❡t ♥❡ r❡t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡✱

❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ η ❞❡ ❧❛

✶✻



✶✳✹✳ ❖♥❞❡s ❝♥♦ï❞❛❧❡s ❡t ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❉❡ ❱r✐❡s

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✿

1

c0

∂η

∂t
+

∂η

∂x
+

3η

2h

∂η

∂x
+

h2

6

∂3η

∂x3
= 0 ✭✶✳✸✵✮

❆✈❡❝ c0 =
√
gh✳

❖♥ r❡❝♦♥♥❛✐t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥ ✿

c =
ω

k
= c0

(

1 +
3

2

A

h

)

✭✶✳✸✶✮

❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ q✉✐ s✬é❝r✐t ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞❡s s✐♥✉s♦ï❞❛✉①

❝♦♠♠❡ ✿

ω = c0k

(

1− 1

6
k2h2

)

✭✶✳✸✷✮

❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ✭✶✳✷✵✮✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❑❞❱ ❛❞♠❡t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❞✐t❡ ❝♥♦ï❞❛❧❡✱

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

η = η2 +H cn2

[

2
K

λ
(x− ct)

]

✭✶✳✸✸✮

♦ù cn ❡st ❧❡ ❝♦s✐♥✉s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ❡t η2 ❡t H s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥

❛❞♠❡t ❛✉ss✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

η = A sech2

[
√

3A

4h3
(x− ct)

]

✭✶✳✸✹✮

♦ù s❡❝❤ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

▲❛ st❛❜✐❧✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✐s✲

♣❡rs✐❢s q✉✐ t❡♥❞❡♥t à ✧ét❛❧❡r✧ ❧❡ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡

✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ q✉✐ t❡♥❞ à ❧❡ ✧r❛✐❞✐r✧✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ k ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t
2π

λ
✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✳✸✷✮✱ ❧❡s

♦♥❞❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts s❡ ♣r♦♣❛❣❡r♦♥s à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉✬✉♥

❛✉tr❡ ❝♦té✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✶✮✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡

❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❛✉ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐❞é❛❧❡

❞✬✐♠♣❧✉s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✳✸✹✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ✉♥❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞✐s♣❡rs✐❢s✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐

q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ η = A s❡❝❤2

[

√

3A

4h3
(x− ct)

]

✱ ✉♥ s♦❧✐t♦♥ ❑❞❱ ❞❡✈✐❡♥t

♣❧✉s étr♦✐t ✭❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t✮ ❡t s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ ❬❡♥ c0

(

1 +
3A

2h

)

❪ ❧♦rsq✉❡ s♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❤♦✉❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❡t ❝♥♦ï❞❛❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ ✉♥
♣r♦✜❧ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ❡t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❤♦✉❧❡ ❝♥♦ï❞❛❧❡ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❙t♦❦❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝rêt❡s ♣❧✉s ✬r❛✐❞❡s✬ ❡t ❞❡s ❝r❡✉① ♣❧✉s ✬❛♣❧❛t✐s✬✳

✶✳✺ ❆♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡

▲❛ ✈✐s❝♦s✐té ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❣✉❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r

❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✭λ << h✮ ❡t ❞❡

✶✽



✶✳✺✳ ❆♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡

❧✬❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✭λ >> h✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡

❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉① ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡

♦s❝✐❧❧❛♥t❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✳

✶✳✺✳✶ ▲♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✧❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✈✐sq✉❡✉s❡✧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

❞é✜♥✐r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✬❛♠♦rt✐ss❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♥s✐✲

❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t ❞❛♥s s♦♥

♣❧❛♥ ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❯♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝ré❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❡♥ s✬❛tté♥✉❛♥t s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛♣♣❡❧é❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s❡ ré❞✉✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉✐ s✬é❝r✐t ♣♦✉r ❧❛

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ u ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✿

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂z2
✭✶✳✸✺✮

♦ù ν ❡st ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳

▲✬❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭z = 0✮✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✭❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ ✿

u(z = 0) = u0e
iωt ✭✶✳✸✻✮

u(z → ∞) = 0 ✭✶✳✸✼✮

❊♥ ♣♦s❛♥t δ =

√

2ν

ω
✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

u = u0e
−z/δei(z/δ−ωt) ✭✶✳✸✽✮

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡♥ s✬❛♠♦r✲

t✐ss❛♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r δ✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té δ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥

✈✐sq✉❡✉s❡✳

❉❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ s✬é❝r✐t σxz = µ
∂ux

∂z
✱ ♦ù µ = ρν ❡st ❧❛

✈✐s❝♦s✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ✿

σxz = ℜ
[

√

1

2
ωµρ(i− 1)u0e

−iωte

z

δ
(i−1)

]

= ℜ
[

√

1

2
ωµρ(i− 1)u(z)

]

✭✶✳✸✾✮

❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ z = 0✱ ❡❧❧❡ ❡st ✿

σxz = ℜ
[

√

1

2
ωµρ(i− 1)u0e

−iωt

]

✭✶✳✹✵✮

❊❧❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

✷✵



✶✳✺✳ ❆♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡

σxz =

√

1

2
ωµρu0 cos(ωt+

π

4
) ✭✶✳✹✶✮

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ét❛♥t u = u0 cos(ωt)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s✱ ♠♦②❡♥♥é s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t ✐♥té❣ré s✉✐✈❛♥t

Oz✱ s✬é❝r✐t ✭♣❛r ✉♥✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮ ✿

Ẇvisc = σxzu =
1

2

√

1

2
ωµρu2

0 ✭✶✳✹✷✮

■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✐sé ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡ ❞✐ss✐♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✈✐s✲

q✉❡✉s❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✭❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ δ << h✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡

♦s❝✐❧❧❛♥t❡✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞✐ss✐♣é❡ ✭♣❛r ✉♥✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞❡ t❡♠♣s✮ ❡st é❣❛❧❡ à ✿

Ẇ =

[

1

8
µωρ

] 1

2

u2
0 ✭✶✳✹✸✮

❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st à ❝♦♠♣❛r❡r à ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

❝✐♥ét✐q✉❡ ✭♣❛r ✉♥✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡ Ec =
1

2
ρhu2

0✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ γ ♣♦✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡ ❬✶✺❪ s✬é❝r✐t ✿

γ ≈
√
ων

h
✭✶✳✹✹✮

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛❣✉❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳

✶✳✺✳✷ ❆♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉①

❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❛❧♦rs ♣❛s ❛✉ ✈♦✐s✐✲

♥❛❣❡ ❞✉ ❢♦♥❞✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♠❛✐s ❛✉ ❝÷✉r ♠ê♠❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ✐❝✐

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t ♣❡✉ ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❡rt❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲❛♥❞❛✉ ❬✶✺❪ ✿

▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✐ss✐♣é❡ ♣❛r ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té s✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✈ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

W =
1

2
ρν

∫

[
∂u

∂z
+

∂w

∂x
]2dv ✭✶✳✹✺✮

❈❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✿
dE

dt
= −W ✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠✲

♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❝♦♠♠❡ ✿
dĒ

dt
= 2γĒ✱ ♦ù ❧❡s ❜❛rr❡s

❞é♥♦t❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦②❡♥♥é❡s s✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
∂u

∂z
=

∂2φ

∂x∂z
=

∂w

∂x
✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

W =
1

2
ρν

∫

4
¯

[
∂2φ

∂x∂z
]2dv = 8ρνk4

∫

φ̄2dv ✭✶✳✹✻✮

◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥é✲

t✐q✉❡ ✭éq✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✮ ✿

Ē = 2Ēc = ρ

∫

✉2dv = 2ρk2

∫

φ̄2dv ✭✶✳✹✼✮

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ✭✶✳✹✻✮ ❡t ✭✶✳✹✼✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ γ = 2νk2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ s✬❛♠♦rt✐t

❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐sq✉❡
1

2νk2
✳

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s

✢✉✐❞❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ ❡♥

❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s

✈❛❣✉❡s✳ ▲❡s s✉❥❡ts q✉✐ ♦♥t été tr❛✐tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❙♦♠♠❛✐r❡
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✷✳✷✳✷ ❊t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✸ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✸✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ♥♦♥ ❛♠♦rt✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✸✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ❛♠♦rt✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✹ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✹✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ❞❡s ✈❛❣✉❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❡♥ s♦✉♠❡t✲

t❛♥t ❧❡ ré❝✐♣✐❡♥t q✉✐ ❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

❧❛ ❣r❛✈✐té ✈❛r✐❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❧✐é ❛✉ ré❝✐♣✐❡♥t✳ ❈❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡

s✉❜✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❉❡♣✉✐s q✉❡ ❋❛r❛❞❛② ❧❡s ♦❜s❡r✈❛ ❡♥ ✶✽✸✶ ❬✶❪✱

♦♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡ ✿ ✧♦♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✧✳ ▲✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡

s✉✐✈❛♥t ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r✲s❡✉✐❧✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

❞✉ ✢✉✐❞❡ s❡ ❞ést❛❜✐❧✐s❡ ❡♥ ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡♥t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠♦✐t✐é

❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ♥❡ ❢✉t ♣r♦♣♦sé❡

q✉❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❡t ❯rs❡❧❧ ✭✶✾✺✹✮ ❬✶✽❪✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛✲

❧✐s♠❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉✐ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ♠♦♥tré ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❜é✐ss❡♥t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①❝✐té❡s ♣❛r❛✲

♠étr✐q✉❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❞ér✐✈❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s

éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❡t ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❆

❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

q✉✐ ❞é❝r✐t ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ◆♦✉s

r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❝❡tt❡

éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s s✐♠♣❧❡s✱ ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❞❡

s✉r❢❛❝❡✳

✷✳✷ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡

✷✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ ✶✽✸✶✱ ❋❛r❛❞❛② ♣✉❜❧✐❡ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❣r❛♥✉❧❛✐r❡ ♣♦sé

s✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ✈✐❜ré❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ❬✶❪✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡✱ ✐❧ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐❜ré

✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✧❝r✐s♣❛t✐♦♥s✧ ✭❞❡s ✈❛❣✉❡s✮ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ r❡❝t❛♥❣✉✲

✷✹



✷✳✷✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡

❧❛✐r❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①trê♠❡ ré❣✉❧❛r✐té✳ ■❧ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t à

❢réq✉❡♥❝❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥✜r♠é❡s ♣❛r ❘❛②❧❡✐❣❤ q✉✐✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ré✐téré ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱

♣❡♥s❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉✱ ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s

❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✭✶✽✽✸✮ ❬✶✼❪✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥ s✐è❝❧❡ ♣❧✉s t❛r❞ q✉✬✉♥

♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛♣t❡ à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❢✉t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❡t

❯rs❡❧❧ ❬✶✽❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ✐♥✈✐s❝✐❞❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t

q✉❡ ❝✬❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ k ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ♦❜é✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡

▼❛t❤✐❡✉✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉

à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛r✐sé❡s ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s t❡♥t❡r♦♥s ❞✬✐♥❝❧✉r❡

❧❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❝✉✈❡ ❡st r❡♠♣❧✐❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ♣❧❛❝é❡ s✉r ✉♥
✈✐❜r❡✉r q✉✐ ❧✉✐ tr❛♥s♠❡t ✉♥❡ ❛❣✐t❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳

✷✳✷✳✷ ❊t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s

P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é❝r✐r❡

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ k✳ ◆♦✉s

❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ♦❜é✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡s

♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✬❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧

✈✐❜r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❡st s♦✉♠✐s❡

à ✉♥❡ ❣r❛✈✐té ❡✛❡❝t✐✈❡ g̃ ♠♦❞✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ✿ g̃(t) = g[1 + Fcos(Ωt)]✱

♦ù g ❡st ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✱ F ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✮ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ ❡t Ω ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t

♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❡ s②stè♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ♣♦✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

♠♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ k ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❡ t❡♠♣s sé♣❛ré❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ cosh[k(h+z)] ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ z ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs

♣♦✉r φ ✿

φ(x, y, z, t) =
∂2ζk
∂t2

cosh[k(h+ z)]

k cosh(kh)
Sk(x, y) ✭✷✳✶✮

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ζk(t) ❡t Sk(x, y) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿ η(x, y, t) = ζk(t)Sk(x, y)✳ ❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t

❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ η ❡t φ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ét❛❜❧✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ q✉✐

s✬é❝r✐t
∂φ

∂t
+ 1

2
(∇φ)2 + gη = 0✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❡①❝✐té ❧✬éq✉❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂2ζk
∂t2

+ ω2
0[1 + F cos(Ωt)]ζk = 0 ✭✷✳✷✮

❛✈❡❝ ω0 = gk tanh(kh)✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉✳ ▲❡ ✢✉✐❞❡ ét❛♥t

❝♦♥s✐❞éré ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉①✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡

s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳
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✷✳✸✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉

✷✳✸ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❥❡ ✈❛✐s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉

♥♦♥ ❛♠♦rt✐❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ q✉❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s

❞❡ ✧❧❛♥❣✉❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✧ ❛✉ ❝÷✉r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✈❡r❣❡♥t✳ ❈❡s ❧❛♥❣✉❡s s♦♥t

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❡♥tré❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s nΩ = 2ω0✳

✷✳✸✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ♥♦♥ ❛♠♦rt✐❡

❘és♦♥❛♥❝❡ s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ rés♦♥❛♥❝❡ ✭♠♦❞❡ s♦✉s✲

❤❛r♠♦♥✐q✉❡✮✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ Ω ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 2ω0✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s Ω = 2ω0 + ǫ✱

❛✈❡❝ ǫ << ω0✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂2ζk
∂t2

+ ω2
0[1 + F cos (2ω0 + ǫ)t]ζk = 0 ✭✷✳✸✮

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ζ(t) = A(t) cos (2ω0 +
ǫ
2
)t+B(t) sin (2ω0 +

ǫ
2
)t✳ P♦rt♦♥s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ǫ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t

q✉❡
∂A

∂t
= O(ǫ) ❡t

∂B

∂t
= O(ǫ)✳ ❊♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s rés♦♥❛♥ts s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱

♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✿

−(2
dA

dt
+ǫB+

1

2
Fω0B)ω0 sin (2ω0 +

ǫ

2
)t+(2

dB

dt
−ǫA+

1

2
Fω0A)ω0 cos (2ω0 +

ǫ

2
)t = 0 ✭✷✳✹✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦s✐♥✉s ❡t s✐♥✉s ét❛♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✱ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡

❧❡s ♣ré✲❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s s✬❛♥♥✉❧❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❆ ❡t ❇ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿

−(2
dA

dt
+ ǫB +

1

2
Fω0B) = 0 ✭✷✳✺✮

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

(2
dB

dt
− ǫA+

1

2
Fω0A) = 0 ✭✷✳✻✮

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❆ ❡t ❇ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à est ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐té

❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s✬é❝r✐t ✿

s2 =
1

2

[

(

1

2
Fω0

)2

− ǫ2

]

✭✷✳✼✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❡st q✉❡ s s♦✐t ré❡❧ ✭s2 > 0✮✳ ▲❛ rés♦♥❛♥❝❡ s✉r✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✿

−1

2
Fω0 < ǫ <

1

2
Fω0 ✭✷✳✽✮

❝❡♥tré s✉r
ω0

2
✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ♥♦♥ ❛♠♦rt✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ s♦✉s✲
❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳

❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ♥♦♥ ❛♠♦rt✐❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

❞♦♠❛✐♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r −1
2
Fω0 < ǫ < 1

2
Fω0 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ζ ❞✐✈❡r❣❡✳

◆♦t♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡t ❜♦r♥é❡s

✷✽



✷✳✸✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉

✭s❂✵✮ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❛♥❣✉❡ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉✳ ❈❡tt❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥

✭❡♥ ❢♦rç❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡✮ ✿

ω =
Ω

2
= ω0

(

1± F

4

)

✭✷✳✾✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s✐t✉és s✉r

❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❛♥❣✉❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ω0 ♣❛r gk tanh(kh)✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ✿

ω+ =

(

1 +
F

4

)

gk tanh(kh) ✭✷✳✶✵✮

ω− =

(

1− F

4

)

gk tanh(kh) ✭✷✳✶✶✮

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✲

♠❡♥t ❢♦r❝é❡s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ω(k)

♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡s

✧✈❛❣✉❡s ❧✐❜r❡s✧✳

❘és♦♥❛♥❝❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧❛♥❣✉❡ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉✱ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✭ω = Ω✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ♥♦✉s ♣❧❛ç❛♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ω0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Ω = ω0+ǫ✱ ❛✈❡❝ ǫ << ω0✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✿

∂2ζk
∂t2

+ ω2
0[1 + F cos (ω0 + ǫ)t]ζk = 0 ✭✷✳✶✷✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

ζ(t) = A(t) cos (ω0 + ǫ)t+B(t) sin (ω0 + ǫ)t+A1(t) cos [2(ω0 + ǫ)t] +B1(t) sin [2(ω0 + ǫ)t]

✭✷✳✶✸✮

▲❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧❛♥❣✉❡ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡

s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

− 5

24
F 2ω0 < ǫ <

1

24
F 2ω0 ✭✷✳✶✹✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1− Ω

ω0

− F 2

12
= ±F 2

8
✭✷✳✶✺✮

▲❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❧❛♥❣✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ♠♦❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡♠❡♥t ♣♦✉r r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✿

Ω+ =

(

1 +
F 2

24

)

gk tanh(kh) ✭✷✳✶✻✮

Ω− =

(

1− 5F 2

24

)

gk tanh(kh) ✭✷✳✶✼✮

✷✳✸✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ❛♠♦rt✐❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉①

♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧✐♠✐t❡s kh >> 1 ❡t kh << 1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✳ P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡

❢❛ç♦♥ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ très ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦✉s

✸✵



✷✳✸✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉

♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✿

∂2ζk
∂t2

+ 2µ∂tζk + ω2
0[1 + F cos (Ωt)]ζk = 0 ✭✷✳✶✽✮

♦ù µ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ t❡♠♣s ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉①✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡

❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✿

µ = νk2 ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳

µ =
1

h

√
ων ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✭kh << 1✮✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ξk = e−µtζk ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✷✳✶✽✮ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ✿

∂2ξk
∂t2

+ ω′2
0 [1 + F ′ cos (Ωt)]ξk = 0 ✭✷✳✶✾✮

❛✈❡❝ F ′ =
Fω2

0

ω2
0µ

2
❡t ω′2

0 = ω2
0 − µ2✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡s ❧❛♥❣✉❡s ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ s♦♥t ❞♦♥❝

♠♦❞✐✜é❡s ❡t ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

[

1− Ω

ω0

]2

=
F 2

16
− µ2

ω2
0

✭✷✳✷✵✮

♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❡t ✿

[

1− Ω

ω0

− F 2

12

]2

=
F 4

64
− µ2

ω2
0

✭✷✳✷✶✮

♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡

❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ✭♥♦♥ ♥✉❧✮ ♣♦✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✐♥❥❡❝t❡r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ✈❛✐♥❝r❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ♣♦✉✈♦✐r ❛✐♥s✐ ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

(ω0/ωe)2

f(ω0/ωe)2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉✳ ▲❡s ❢r♦♥✲
t✐èr❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ③♦♥❡s st❛❜❧❡s ✭❜❧❛♥❝❤❡s✮ ❡t ✐♥st❛❜❧❡s ✭❝♦❧♦ré❡s✮ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❧✬❛❜✲
s❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✮ ❡t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮✳

✷✳✹ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ s❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❋❛r❛❞❛② ❛ ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ❝rêt❡s ❞❡s ✈❛❣✉❡s s✬❛rr❛♥❣❡❛✐❡♥t

❛✈❡❝ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ■❧ ❛ ♦✉✈❡rt à ❝❡ ♠♦♠❡♥t✲❧à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ st✐♠✉❧❡

❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝✉r✐♦s✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❧✐é❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❞✬✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡s ét✉❞❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❞✬♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❝réé à

❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♣♦✉✈❛✐t ❛❞♦♣t❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣é♦♠étr✐❡s✱ à s❛✈♦✐r ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❬✶✾✱ ✷✵✱ ✷✶❪✱ ❞❡s ❝❛rrés ❬✷✵✱ ✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼❪✱ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ✭❛✈❡❝ ✉♥❡

s②♠étr✐❡ ❞✬♦r❞r❡ ✻✮✱ ❞❡s ❤❡①❛❣♦♥❡s ❬✷✽✱ ✷✾❪ ♦✉ ♠ê♠❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s q✉❛s✐ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡s✳
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✷✳✹✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞❡ k ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❢♦r♠é❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✳ ✭❛✮
▼♦t✐❢ ❝❛rré ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❢♦r❝é❡s à ✹✺ ❍③✱ ✭❜✮ ▼♦t✐❢ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡
❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❢♦r❝é❡s à ✸✵ ❍③✱ ✭❝✮ ▼♦t✐❢ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ♦♥❞❡s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❢♦r❝é❡s à ✷✾ ❍③✱ ✭❞✮ ▼♦t✐❢ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝✐♥q ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❢♦r❝é❡s à ✷✼
❍③✳ P❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s t✐ré❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ▼✳❚✳ ❲❡str❛ ❬✸✵❪✳

✷✳✹✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❞ér✐✈❡r♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣ré✈♦✐r

❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❞♦✐t ❛❞♦♣t❡r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ s②♠étr✐❡✳ ◆♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♠♦❞❡ ζ(x, y, t) ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
ω

2π
❡st ✐♥st❛❜❧❡✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❧✐❜r❡ ✿

ζ(x, y, t) = AeiωtS(x, y) + c.c. ✭✷✳✷✷✮
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❧❡♥t❡

❝♦♠♣❛ré❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✉ s②stè♠❡ ✭❧❛ ♣ér✐♦❞❡✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❢♦r❝é ❡t ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❆ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

dA

dt
= F (A) ✭✷✳✷✸✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✭❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t

à ❝❤❛♥❣❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ t❡♠♣s✮✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t → t+ τ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❆✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ A → Ae−iωτ ✳ ❈❡❝✐ ♥✬❛✉t♦r✐s❡✱ ❡♥ s❡ ❧✐♠✐t❛♥t à

❧✬♦r❞r❡ ✸✱ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

dA

dt
= −(α1 + iα2)A+ (α3 + iα4)|A|2A ✭✷✳✷✹✮

❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✿

ζ = A0S(x, y)e
−α1tei(α2+ω)t ✭✷✳✷✺✮

■❝✐ α1 ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❞✉ ♠♦❞❡✱ ❡t α2 − ω ❡st ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥

❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts α3 ❡t α4 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣r❡tés ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐ss✐✲

♣❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❦ ❞✉ ❛✉① ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ P♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

ω = ω0

[

1− 1

8
(kA2)

]

✭✷✳✷✻✮

❱✉ q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡①❝✐tés ♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❡st
Ω

4π
✱ ♦♥ ❛ ♥é✲

❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t α2 = ω0 −
Ω

2
✭♦ù ω0 ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❦ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s

❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s t → −t✱

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à A → Ā✱ ❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ α1 = α3 = 0✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ❛✉ s②stè♠❡ ❢♦r❝é✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ét❛♥t s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❧✬❛♠✲
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✷✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

♣❧✐t✉❞❡ s✬✐♥✈❡rs❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s t → t +
2π

Ω
✳ P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉

❢♦rç❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ r❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à A∗ ✭❧✬❛stér✐sq✉❡ ❞é♥♦t❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

❝♦♥❥✉❣✉é✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

dA

dt
= −(α1 + iα2)A+ αA∗ + (α3 + iα4)|A|2A ✭✷✳✷✼✮

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡

❞❡s ♠♦❞❡s ✐♥st❛❜❧❡s✱ q✉✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❞é❝r✐t t♦✉t❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞♦♥t ❧❡s s②♠étr✐❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ s❛ ♥❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α1 ❡st r❡❧✐é à ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ α2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❞✉ ♠♦❞❡ ❦ s❛♥s ❢♦rç❛❣❡ ❡t s❛♥s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞❡♠✐ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✱ α ❡st r❡❧✐é

à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭ré❡❧❧❡✮ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ α3 ♣❡✉t✲êtr❡ ✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡

❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t α4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❝❡t é❝❛rt à rés♦♥❛♥❝❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t♦✉t ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣r♦♣r❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s

♦♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ♦❜é✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉✱ éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡

rés♦♥❛♥❝❡ nΩ = 2ω0✱ ❛✈❡❝ ♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❡s ♦♥❞❡s ❡①❝✐té❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉r♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s

❢réq✉❡♥❝❡s
Ω

2
✱ Ω✱

3Ω

2
✱ ❡t❝✳✳✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①❝✐té❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ✈✐❛ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛t✉r❡r

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✳

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣rés❡♥t ♠❛♥✉s❝r✐t ✈♦♥t êtr❡ ♣rés❡♥tés ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s✉r

❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ✭q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡

s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥t été ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s

♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ♥♦✉✈❡❛✉✳

P✉✐s ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝✉✈❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s

❣é♦♠étr✐❡s✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ♣rés❡♥t❡♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❞❡s

✈❛❣✉❡s ❞✬✉♥ t②♣❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❣♦✉✈❡r♥é❡s ♣❛r ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✳

✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té
❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✷ ▼♦♥t❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✺ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉q✉❡❧ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ❞✬♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✳ ■❧ s✬❛❣✐t

❞❡ str✉❝t✉r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡

t❡♠♣s✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❝réé❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❢♦rç❛❣❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡✉r ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡s

♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ✧s♦❧✐t♦♥s ❞✐ss✐♣❛t✐❢s✧✱ s❡❧♦♥ ❧❛

t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ◆✳ ❆❦❤♠❡❞✐❡✈ ❡t ❆✳ ❆♥❦✐❡✇✐❝③ ❬✸✶❪✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❍✳ ❇r❛♥❞t ❬✸✷❪ ❡t ■✳❱✳ ❇❛r❛s❤❡♥❦♦✈ ❬✸✸❪ ❛✈❛✐❡♥t ❞é❝r✐t

❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐✲

❧✐s❛♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇✐❢t✲❍♦❤❡♥❜❡r❣ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ s✉♣♣❧é♠❡♥té❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞✐s✲

s✐♣❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② q✉❡ ♥♦✉s

ét✉❞✐♦♥s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré❞✉✐r❡ à ❞❡ t❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✲

t②♣❡✳

❉❛♥s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ♣♦✉r ✉♥❡ ♥❛♣♣❡ ❞❡

❧✐q✉✐❞❡ ❝♦♥✜♥é❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥

ré❝✐♣✐❡♥t ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣é❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✶ ♠♠✮ ❞❛♥s

❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✜♥é ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❡t à

❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ♦♥t s❡r✈✐ à

❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s ✲ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉✐❞❡s ❡♥ ♠♦✉✲

✈❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬♦❜st❛❝❧❡✲✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés

❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❙❛✛♠❛♥ ❚❛②❧♦r✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡

❋❛r❛❞❛②✱ ❝♦♠♠❡ ❥❡ ❧❡ ❞ét❛✐❧❧❡r❛✐ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡

❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡

❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ très ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❝❛r ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❝❛rré ❞❡

❧✬é♣❛✐ss❡✉r✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❧é❣✐t✐♠❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡

✸✽



✸✳✷✳ ▼♦♥t❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✳

✸✳✷ ▼♦♥t❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

▲❡ s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ✭❡❛✉ ❞✐st✐❧❧é❡✮ ❞❡ ✺

❝♠ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❝♦♥✜♥é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ✭❞❡ ✸✵ ❝♠ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✮✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡

❡st ❝♦♥s✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s ❞❡ ✈❡rr❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r♦✐s ♦♥t été tr❛✐té❡s à ❧✬❛❝✐❞❡ ♣❡rs✉❧❢✉✲

r✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ♠♦✐♥s ♠♦✉✐❧❧❛♥t❡s✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ♣❛r♦✐s ❢r♦♥t❛❧❡s ❞❡ ❧❛

❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❞❡ ✶ ♠♠✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✜①é❡ s✉r ✉♥ ✈✐❜r❡✉r ✭❇rü❡❧ ❡t

❑❥❛❡r ✲ ▼♦❞❛❧ ❊①❝✐t❡r ❚②♣❡ ✹✽✷✹✮✳ ❈❡ ✈✐❜r❡✉r ❡st r❡❧✐é à ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❚❡❦✲

tr♦♥✐① ✭❆❋● ✸✶✵✷✮ ❧✉✐✲♠ê♠❡ r❡❧✐é à ✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❇rü❡❧ ❡t ❑❥❛❡r ✲ P♦✇❡r

❆♠♣❧✐✜❡r ❚②♣❡ ✷✼✸✷✮✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ❡st ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❯♥ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡ ♣❧❛❝é s♦✉s

❧❛ ❝✉✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣♦✉✈❛✐t

êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❧✬é❝❛rt à ❧❛ s✐♥✉s♦ï❞❡ ❡st

❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✶ ✪✮✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✷ ❝♠✱ ❡t ❧❛ ③♦♥❡ ❡①♣❧♦ré❡

♣♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ✻ à ✷✵ ❍③✳

▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s♦♥t ✜❧♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ r❛♣✐❞❡ ✭✷✺✵

✐♠✴s✮ ♣❧❛❝é❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇✳ ▲❛ ❝✉✈❡ ❡st é❝❧❛✐ré❡ ♣❛r ❞❡rr✐èr❡

♣❛r ✉♥ é❝r❛♥ ❜❧❛♥❝ ❞✐✛✉s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ é♠✐s❡ ♣❛r ❞❡s ❧❛♠♣❡s ❤❛❧♦❣è♥❡s ❛❧✐♠❡♥té❡s ❡♥

❝♦♥t✐♥✉✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▼♦♥t❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❉✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳

✸✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ✻✲✷✵

❍③✮✱ ❛✉❣♠❡♥té ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s✉r❢❛❝❡

❧✐❜r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❡t q✉✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

✹✵



✸✳✸✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s

❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈✐❜r❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡

❢♦rç❛❣❡ ❞❡ ✶✵❍③✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ♠❡s✉ré❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡ ♣r❡♠✐❡r

s❡✉✐❧ ❡st ✺✱✺ ♠♠✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ Γ↑ = 2, 24 ✭❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ✉♥✐té ❞❡

❣✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s❡✉✐❧✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥ s②stè♠❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬♦♥❞❡s

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭✜❣ ✸✳✸✮✱ ❡t q✉✐ ❛ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❝❡♥t✐♠ètr❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t
Ω

2π
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ω0 =

Ω

4π
✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s

✈❛❣✉❡s s♦♥t très ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❀ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s✬é❝❛rt❡ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t

❞✬✉♥❡ s✐♥✉s♦ï❞❡ ✭✜❣ ✸✳✸✮✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✜♥✐❡ ❞ès ❧❡ s❡✉✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❛♣♣❛r✉ ❝❡

s②stè♠❡ ❞✬♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ♦♥

♠❡s✉r❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬ét❛t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st r❡tr♦✉✈é✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛❧♦rs

✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ é❣❛❧❡ à Γ↓ = 1, 13 ✭❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❣✮✱ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t

❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❣✉❡s✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st

❞♦♥❝ ❤②stérét✐q✉❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥

❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r Γ↓ < Γ < Γ↑ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣❡✉t✲êtr❡ s♦✐t ❛✉ r❡♣♦s✱ s♦✐t

❧❡ ❧✐❡✉ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ s♦♥ ét❛t ❞é♣❡♥❞❛♥t

❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ré♣♦♥❞ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s

❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Γ↓ < Γ < Γ↑ s✐ ♥♦✉s ❧❛ s♦✉♠❡tt♦♥s à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ ❄ P♦✉r ❝❡❧❛✱

♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛✉ r❡♣♦s ✭Γ = 0✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t

❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ Γ↓ < Γ <

Γ↑✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡t à ❝❡tt❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣❡rt✉r❜♦♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ❧✬❛❣✐t❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❜ât♦♥♥❡t q✉❡ ♥♦✉s ôt♦♥s

r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ très

❧♦❝❛❧✐sé✱ q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡ s✉❜❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢♦rç❛❣❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❱❛❣✉❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ♦❜s❡r✈é❡s ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r
❝❧❛✐r❡♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ♣❤♦t♦ ❧❡ ♣r♦✜❧ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❧✐❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ✿ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❛✉① ❝rêt❡s ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛✉①
❝r❡✉①✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♦❜s❡r✈é ❛✉① ❝rêt❡s ❡st ❧❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ r❛②♦♥ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡
✭2, 7 ♠♠✮✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❝r❡✉① ❡st très s✉♣ér✐❡✉r ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ 2 ❝♠✮✳
■❝✐✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♠❡s✉ré❡ ❡st ❞❡ ✷✱✸ ❝♠ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡st ✷✱✺ ❝♠✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉①
✈❛❧❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s très ❣r❛♥❞❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✪✮✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❞❛♥s ❝❡s ✶✵✪ q✉❡ rés✐❞❡ t♦✉t❡ ❧❛
❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✹✷



✸✳✸✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❜✐st❛❜✐❧✐té ❧✐é❡ à ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❤②stérés✐s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ s✉❜✐t ❞❡s ♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ ❖♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡♣✉✐s ❧❡ r❡♣♦s ❥✉sq✉✬à
❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❜✐st❛❜✐❧✐té✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡st ♣❡rt✉r❜é❡ ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❜ât♦♥♥❡t✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ✉♥❡ ♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ très ❧♦❝❛❧✐sé❡✱ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣❛✐r❡✱ s♦✐t ❞❡ s②♠étr✐❡ ✐♠♣❛✐r❡✳

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

✸✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡ ♠♦❞❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ❞❡ s②♠étr✐❡

♣❛✐r❡ ✭✜❣ ✸✳✻✮✱ s♦✐t ✐♠♣❛✐r❡ ✭✜❣ ✸✳✻✮✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ré✉ss✐ à ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡

❧✬♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐

❛✈❡❝ ✉♥ ❧é❣❡r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✐♠♣❛✐r✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡s ❝rêt❡s ❡t

❧❡s ❝r❡✉① ♥✬♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ♣❛✐r ♣✉✐ss❡

rés✉❧t❡r ❞❡ ❧✬❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ✐♠♣❛✐rs✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ♣❛✐r❡s ❡t ✐♠♣❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉ ❞é❢❡r❧❡♠❡♥t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡

❞✬✉♥ ✧s✉r♣❧♦♠❜✧ s♦✉s ❧❛ ❝rêt❡✮ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s ❝❡ ❞é❢❡r❧❡♠❡♥t ❡st

✐♥❤✐❜é à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ♣❛r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧ ✈❡rs ❧✬ét❛t ❞❡ s✉r❢❛❝❡

❧✐❜r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✉❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡✳

✸✳✺ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❛♥♥♦♥❝é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱

t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ◆♦♥✲▲✐♥é❛✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❞❡

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❬✸✸✱ ✸✹❪ ♦✉ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇✐❢t✕❍♦❤❡♥❜❡r❣ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬✸✷✱ ✸✺❪

♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s très ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❉❡ ❝❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s

t❤é♦r✐q✉❡s ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ ❧✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❡st

❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐st❛❜✐❧✐té q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ❡t

❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t

✐♥t❡r♣rét❡r ✲ s✉✐✈❛♥t ❡♥ ❝❡❧❛ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❆✳ ◆❡✇❡❧❧ ❡t ❨✳ P♦♠❡❛✉ ❬✸✻❪ ✲ ❝❡tt❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧♦✲

❝❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ❝❡❧❧❡

♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ♥♦✉s ❛♣♣❛r❛ît

✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s s♦♥t ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡s

♦♥❞❡s s✐♥✉s♦✐❞❛❧❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝

✹✹



✸✳✺✳ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❖♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ ♣❛✐r❡ ❡t ✐♠♣❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❤②stérés✐s✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ♣❧❛t❡✱ s♦✐t ♦♥❞✉❧é❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❞❡♣✉✐s ③ér♦✱ ❡t s✐ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜ât♦♥♥❡t✱ ♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡
✉♥ ♠♦❞❡ très ❧♦❝❛❧✐sé q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ✬♣❛✐r✬✱ s♦✐t ✬✐♠♣❛✐r✬✳

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❡s ♠♦✲
t✐❢s s♦♥t très st❛❜❧❡s ❡t rés✐st❡♥t à ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳ ❙✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❝❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ré♣♦♥❞ s♦✉s✲
❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ❙✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❣❛r❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛s♣❡❝t
t♦✉t ❡♥ s✉❜✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❙✐ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❤②stérés✐s✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❛✉❣♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✹✮✳

♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ✧s♦❧✐t♦♥s✲❡♥✈❡❧♦♣♣❡s✧ ❝♦♠♣t❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝❤❡s

s♦✉s ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s ✬s♦❧✐t♦♥s✬

♦❜s❡r✈és ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉① t❛✐❧❧❡s ❞✬❛r❝❤❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❣✉èr❡ ❛❧♦rs ♣❛r❧❡r ❞❡

s♦❧✐t♦♥s✲❡♥✈❡❧♦♣♣❡s✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ◆♦♥✲▲✐♥é❛✐r❡ ❞✐ss✐♣❛✲

t✐✈❡ ❡t ❢♦r❝é❡ ❛♣♣❛r❛ît ✐❝✐ ✐♥❛❞❛♣té❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ◆▲❙✱ q✉✐ ❛❞♠❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡

t②♣❡ ✬s♦❧✐t♦♥✲❡♥✈❡❧♦♣♣❡✬ ♥❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❧❛r❣❡

♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡
2π

k
❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡✳ ❙❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s

❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✱ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡

❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ω2 = gk ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ k = k0✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡

éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ♣é✲

❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤②stérés✐s ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s

♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❛❜❧✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♦♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❍❡❧❡✲
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✸✳✺✳ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡

❙❤❛✇✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛✐♥s✐ q✉❡

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❯✭①✱②✱③✱t✮ ✿

∇ ·❯ = 0 ✭✸✳✶✮

∂❯

∂t
+ (❯ · ∇)❯ = −∇P− g̃ + ν∇2❯ ✭✸✳✷✮

♦ù g̃ = g− 4Ω2ae cos(Ωt) ❡st ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r r❡ss❡♥t✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡

ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❧✐é à ❧❛ ❝✉✈❡✱ ❛✈❡❝ Ω ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t ae ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❊♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡

♠♦②❡♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬é♣❛✐ss❡✉r q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡s ♣❛r♦✐s ❢r♦♥t❛❧❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ℓ

❡st très ♣❡t✐t❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r h ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡✱ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡

t②♣✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡s✱ ❡t à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡

u ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ℓ ✭♣r♦✜❧

❞❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡✮✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✿

U = (
3

2
− 6y2

ℓ2
) u(x, z, t), V = 0, W = (

3

2
− 6y2

ℓ2
) w(x, z, t) ✭✸✳✸✮

❖♥ ✐♥tè❣r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r♦✐s ❢r♦♥t❛❧❡s ✭❡♥tr❡ − ℓ

2
❡t

ℓ

2
✮ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥é❡ u(x, z, t) ✿

∂u

∂t
+ Γ(u · ∇)u = −1

ρ
∇P − g̃ − γu, ✭✸✳✹✮

♦ù γ = 12ν/ℓ2 ❡st ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ Γ =
u2

(̄u)2
✱ ♦ù ❧❡s ❜❛rr❡s

❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦②❡♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡✱ ❡st ❧❡ ✧❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡

✈✐t❡ss❡✧✳ Γ = 1 s✐ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y✱ Γ > 1 ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

■❝✐ Γ =
6

5
✳ P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ✧❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✧ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉s à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ②✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❣❧✐❣é ❝✐✲❞❡ss✉s ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉s à ❧❛ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡✱ ❝❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛✲

♣✐❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✭
√

σ

ρg
≈ ✷✳✼ ♠♠✮ ❡st ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭λ ≈ 5 ❝♠✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿

✕ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❡st ✐❝✐ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳

✕ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❙t♦❦❡s à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡st é❣❛❧❡

√

2ν

ω
≈ 0.25♠♠✳

❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ν∇2u ❛♣♣❛r❛ît ♥é❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛ré à γu✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉① ♣❛r♦✐s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ét✉❞✐é❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tté♥✉❛✲

t✐♦♥ γ−1 ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ (νk2)−1 ❛ss♦❝✐é

❛✉ t❡r♠❡ ν∇2u✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❛♣♣❛r❛îss❡♥t

❝❡s ♠♦❞❡s ❧♦❝❛❧✐sés✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ γ−1 ≃ 0.08 s✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

t♦✉t❡ ✈♦rt✐❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✉r❛ ❞✐s♣❛r✉ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s γ−1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧é❣✐t✐♠❡♠❡♥t

s✉♣♣♦s❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✉ ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ φ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐✲

❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♥té❣r❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ❡t ❧❛ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡

❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿

∂φ

∂t
+

3

5
(∇φ)2 + γφ+ g̃η = 0, z = η ✭✸✳✺✮

▲❡s ❛✉tr❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❢❡r♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡

♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ❛✉ ❢♦♥❞

✹✽



✸✳✺✳ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡

❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✿

∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂z2
= 0 ♣♦✉r − h 6 z 6 η, ✭✸✳✻✮

∂φ

∂z
= 0 ♣♦✉r z = −h, ✭✸✳✼✮

∂η

∂t
+

∂η

∂x

∂φ

∂x
− ∂φ

∂z
= 0 ♣♦✉r z = η, ✭✸✳✽✮

❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s x ❡t z s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t ✈❡rt✐❝❛❧❡✱

t ❡st ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t ♦ù z = η(x, t)✱ z = 0 ❡t z = −h s♦♥t ❧❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❞❡

❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s✱ ❡t ❞✉ ❢♦♥❞ ✭s✉♣♣♦sé ♣❧❛t✮✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ tr❛✐t♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✺✮✱ ✭✸✳✻✮✱ ✭✸✳✼✮ ❡t ✭✸✳✽✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡

❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ζ(k, t) ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❧✐❜r❡ ✿

η(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

ζ(k, t)eikxdk ✭✸✳✾✮

❡t ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✿

∂2ζ

∂t2
+

[

ω 2
0 − 1

4
γ2 − ω 2

0 F cos(Ωt)
]

ζ = 0, ✭✸✳✶✵✮

♦ù ω 2
0 = gk tanh(kh)✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ❛ été ♣r✐♠✐t✐✈❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❇❡♥❥❛♠✐♥

❡t ❯rs❡❧❧ ❬✶✽❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✈✐s❝✐❞❡ ✭γ = 0✮✳ ❯❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛ été

r❛❥♦✉té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

❞ér✐✈é ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s✱ ❝❡ q✉❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s

♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ très ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡

❝❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✺ ❝♠✱ ❝❡ q✉✐

s❡ ❝♦♠♣❛r❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭h ≈ 5 ❝♠✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ tanh(kh) ≈ tanh(2π) ≈ 1✱ ❝❡ q✉✐

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❥✉st✐✜❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❡✉❧ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡

k ♣♦✉r ❧✬♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❢❛✐❜❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t

❢❛✐❜❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✺✮✱ ✭✸✳✻✮✱ ✭✸✳✼✮ ❡t ✭✸✳✽✮ ✈✐❛ ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❬✸✽❪✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❧✐❜r❡ ✿

η(x, t) = Σ∞
m=1Σ

∞
n=0ǫ

m+2n[ηcm,n(t, ǫ
2t, ...) cos(mkx) + ηsm,n(t, ǫ

2t, ...) sin(mkx)] ✭✸✳✶✶✮

❖ù ǫ ❡st ✉♥ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬ǫ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ❆ ❧✬♦r❞r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ♦♥ é❝r✐t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✿

η(x, t) = Re[A(t)] cos(kx) +Re[B(t)] sin(kx) + O(ǫ2) ✭✸✳✶✷✮

❖ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r A ❡t B ♦❜é✐ss❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✿

dA

dt
+(

γ

2
−iω0)A+i

Ω2

ω0

kaee
2iΩtA∗+

i

4
(1−Γ

2
)ω0k

2|A|2A− i

4
Γω0k

2|B|2A+
i

4
(1+

Γ

2
)B2A∗ = 0

✭✸✳✶✸✮

dB

dt
+(

γ

2
−iω0)B+i

Ω2

ω0

kaee
2iΩtB∗+

i

4
(1−Γ

2
)ω0k

2|B|2B− i

4
Γω0k

2|A|2B+
i

4
(1+

Γ

2
)A2B∗ = 0

✭✸✳✶✹✮

P♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ s❡ ré❢ér❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡

❇✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭❇✳✸✾✮ ❡t ✭❇✳✹✵✮ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s

❞❡ ❙t♦❦❡s ❡t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡s ♦✉ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♥♦♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ❡t ♥♦♥ ❢♦r❝é❡s✳

❙✐ ♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭γ = 0,Γ = 1 ❡t F = 0✮✱

✺✵



✸✳✺✳ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡

♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ B = 0 ❡t A = aeiωt✱ ♦ù ❛ ❡st

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛

✈❛❣✉❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❖♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✿

ω = ω0

[

1− 1

8
(ka)2 + t.o.s

]

✭✸✳✶✺✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿ B = iA ❡t

A = aeiωt✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

ω = ω0

[

1 +
1

2
(ka)2 + t.o.s

]

✭✸✳✶✻✮

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✳ ❈❤❡r✲

❝❤♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ B = 0 ❡t A = aeiωt−iδ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

❛❧♦rs ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡ ✈✐❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

[

1− 2− Γ

8
(ka)2 − ω

ω0

]2

= (kae)
2
( ω

ω0

)4

− γ2

4ω2
0

✭✸✳✶✼✮

◆♦✉s ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ ✿ F ≡ 4ω2ae
g

✱ ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬❡♥

♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ♦♥ ❛ ✿ ω2
0 = gk✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[

1− 2− Γ

8
(ka)2 − ω

ω0

]2

=
F 2

16
− γ2

4ω2
0

✭✸✳✶✽✮

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ❞♦✐t êtr❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r F ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F ≥ F↓ =
2γ

ω0

✭✸✳✶✾✮

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❡t ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ a ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✮ ✿

F ≤ F↑ =
4

ω0

√

[

ω0 −
Ω

2

]2

+
γ2

4
✭✸✳✷✵✮

▲❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s F↓ ❡t F↑ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②stérés✐s✳

P♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s A ❡t B ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦♥tr❛♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s

✭✸✳✶✶✮ ❡t ✭✸✳✶✷✮ s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞✉ ♠♦❞❡

k ♦s❝✐❧❧❛♥t à
Ω

2
✿

dA
dt

=
[

−γ

2
+ i(ω0 − Ω)

]

A+
Ω2

ω0

kFA∗ − i

8
(2− Γ)ω0k

2|A|2A ✭✸✳✷✶✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Γ =
6

5
❡t ω2

0 = gk✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡

dA
dt

= (−α1 + iα2)A + α3 A∗ − i α4 |A|2 A, ✭✸✳✷✷✮

♦ù ❧✬❛stér✐sq✉❡ ❞é♥♦t❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❡t ♦ù ❧❡s αn s♦♥t ré❡❧s✳ ❖♥ ❛ α1 = γ/2✱

α2 = ω0 − Ω/2✱ α3 = ω0F/4 ❡t α4 = ω0k
2/10✳ ❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α1 ❡st

r❡❧✐é à ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❦ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡s ❡t ❧❛ ❞❡♠✐✲❢réq✉❡♥❝❡

❞✉ ❢♦rç❛❣❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ A∗ ❡st ❧✐é à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r

t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞❡ k ❛✈❡❝

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥

❬✸✾❪✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ❞❡ t②♣❡ ❍♦♣❢ s✉♣❡r❝r✐t✐q✉❡ s♦✐t ❞❡ t②♣❡ ❍♦♣❢

s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡✳

✺✷



✸✳✺✳ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡

❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡

❙é♣❛r♦♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ A = X+ iY ✳ ❊♥ ♥❡ r❡t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s

❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿

dX

dt
= −γ

2
X −

(

ω0 −
Ω

2

)

Y +
ω0F

4
X ✭✸✳✷✸✮

dY

dt
= −γ

2
Y +

(

ω0 −
Ω

2

)

X − ω0F

4
Y ✭✸✳✷✹✮

❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛♣♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s s+ ❡t s− ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✿

d

dt







X

Y






=







(−γ
2
+ ω0F

4
)− s −(ω0 − Ω

2
)

ω0 − Ω
2

(−γ
2
+ ω0F

4
)− s













X

Y






✭✸✳✷✺✮

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦♥t ✿

s± = −γ

2
±

√

ω2
0F

2

16
−

(

ω0 −
Ω

2

)2

✭✸✳✷✻✮

❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ A = X+ iY s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉①

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s+ ❡t s−✱ ♦♥ ré❛❧✐s❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐✈❡r❣❡ ❞ès q✉❡ Re(s+) ❞❡✈✐❡♥t

♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té✱ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r

à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✿

Fc =
4

ω0

√

γ2

4
+

(

ω0 −
Ω

2

)2

✭✸✳✷✼✮

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ s+ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ■❝✐✱ ω0 ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡s

✈❛❣✉❡s ❧✐❜r❡s ✭♥♦♥ ❢♦r❝é❡s✮ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥✐❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✭✸✳✷✸✮✱ ✭✸✳✸✹✮ ❧♦rsq✉❡

❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s t❛♥t q✉❡
ω0F

4
<

(ω0 −
Ω

2
)✱ ❡t s❡ ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t s✉r ❧✬❛①❡ ré❡❧ ❧♦rsq✉❡

ω0F

4
= (ω0 −

Ω

2
) ♦ù s± = −γ

2
✳ ❊♥s✉✐t❡✱

s+ s✉✐t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✉r ❧✬❛①❡ réé❧ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡t s− ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲✬✐♥st❛❜✐❧✐té s❡
♣r♦❞✉✐t q✉❛♥❞ s+ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳

❆✉✲❞❡❧à ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ |A| ❞✉ ♠♦❞❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t
dA
dt

= 0 ❡t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣♦❧❛✐r❡ ✿ A = |A|eiθ✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✿

|A|2 = 10

ω0k2

[

ω0 −
Ω

2
∓

√

ω2
0F

2

16
− γ2

4

]

✭✸✳✷✽✮

◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❞✐s✲

t✐♥❣✉♦♥s tr♦✐s ❝❛s ✿

✕ P♦✉r ω0 <
Ω

2
✱ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞❡

t②♣❡ ✬s✉r❝r✐t✐q✉❡✬✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭s❛♥s ❤②stérés✐s✮✱ ✈✉

q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥

✈❡✉t✳

✺✹



✸✳✺✳ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡

✕ P♦✉r ω0 >
Ω

2
✱ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡ ❡t ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r |A|✳ ❈❡

❝❛s ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❝❛r ❝✬❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❤②stérés✐s✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ Fc =
4

ω0

√

[

ω0 − Ω
2

]2
+ γ2

4
✱ ❧❡

s②stè♠❡ s✉❜✐t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✭s✉r❢❛❝❡

❧✐❜r❡ ♣❧❛t❡✮✱ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✜♥✐❡✳ ❆♣rès✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞é❝r♦✐t ❧❡♥t❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦rç❛❣❡✱

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣❛ss❡ ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t à ③ér♦ q✉❛♥❞ F =
2γ

ω0

6= Fc ✭✈♦✐r

✜❣✉r❡ ✭✸✳✾✮✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r F =
2γ

ω0

✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❧✐❜r❡ ♣❛ss❡ ❞✉ ♣♦✐♥t a ❛✉ ♣♦✐♥t b ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✭✸✳✾✮✮✱ s✉❜✐ss❛♥t ✉♥❡

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡✳

■❝✐✱ ω0 ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ♦♥t ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s

✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ a

❝♦♠♠❡ ω = ω0[1−
2− Γ

8
(ka)2] ❧♦rsq✉✬♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ✭

❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ❢♦rç❛❣❡ ❡t à ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✜❣✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✮✳ ▲♦rsq✉❡

❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✱ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ à ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡
Ω

2
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ♣❡♥❞✉❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠♦❞❡ k ❝♦rr❡s♣♥❞❛♥t

à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
Ω

2
✳ P♦✉r ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❜♦r♥é❡s✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs

Ω

2
< ω0✳ ❊♥ ❢❛✐t✱

❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❢♦r❝é❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs

❛✛❛✐r❡ à ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥

❢réq✉❡♥❝❡ ❞û ❛✉① ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭ω = ω0[1✲
2− Γ

8
(ka)2]✮✳

▲❡ rés✉❧t❛t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❜✐st❛❜✐❧✐té ❞é✜♥✐ ♣❛r Ω < 2ω0✱

2γ/ω0 < F < (4/ω0) {[ω0 − (Ω/2)]2 + (γ2/4)}1/2 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s

✭❝❡❧❧❡ à s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛t❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡

♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ✈✐❜r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ Ω/4π✮ s♦♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t st❛❜❧❡s✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t s✉❣❣éré P♦♠❡❛✉ ❬✹✵❪✱ ❋❛✉✈❡ ❡t ❚❤✉❛❧ ❬✹✶❪✱ ❧✬♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ♣❡✉t

êtr❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞❡✉① s♦❧✉✲

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥✲
t♦♥s ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ s❡ ❞ést❛❜✐❧✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ rés❡❛✉

❞✬♦♥❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s q✉❛♥❞ F =
4

ω0

√

[

ω0 − Ω
2

]2
+ γ2

4
✭❛✉ ♣♦✐♥t ❛✮✱ ❧✬❛♠♣❧✐✲

t✉❞❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ♣❛ss❡✳ ❆✉ ♣♦✐♥t ❛✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r F =
4

ω0

√

[

ω0 − Ω
2

]2
+ γ2

4
✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❧✐❜r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ s❡ ❞ést❛❜✐❧✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❞✬♦♥❞❡s s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡ à s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛t❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ❞✬♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s

à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ▲✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡

❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r

♦❜t❡♥✐r ❞❡ t❡❧❧❡s ♦♥❞❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤②stérés✐s✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦s❡r q✉❡❧q✉❡s ❧✐♠✐t❡ à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳

✕ ◆♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✳

✺✻



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✕ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♥♦✉s

♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ét✉❞✐é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❧♦❝❛❧✐sés✳ ❈❡ s❡r❛✐t très ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝❛r ❝❡s

♠♦❞❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❞é✜❡♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②sté✲

rés✐s ♦❜s❡r✈é❡ ❡t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❬✹✸❪✳

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②

✺✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❙♦❧✐t♦♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡

❍❡❧❡✲❙❤❛✇

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✷ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✷✳✶ ▲❡ s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♦❧✐t♦♥ ✧❡♥✈❡❧♦♣♣❡✧ ♦❜s❡r✈é ❡♥ ❝♦♥✜✲

❣✉r❛t✐♦♥ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ❛✈❡❝ ❧❡ s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ◆▲❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙♦❧✐t♦♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲

❙❤❛✇✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉✬❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s

q✉✬❡♥ ♥♦✉s ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❤②stérés✐s ❡t ❡♥ ♣❡rt✉r❜❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❛✉

r❡♣♦s✱ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❧♦❝❛❧✐sés st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s r❛♣♣❡❧❛♥t ❧❡ s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭◆▲❙✮✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞❡

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡st q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ q✉✬♦♥

♦❜s❡r✈❡ ✐❝✐✱ ❧❡s ❝rêt❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡ ♦♥t ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té

♣❛r ❧❡s ❝r❡✉①✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡✉rs

♣r♦✜❧s à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s♦❧✐t♦♥s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ✭◆▲❙ ❡t ❑❞❱✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts ❞❡ s♦❧✐t♦♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s s♦♥t ❧♦✐♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts

❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳

✹✳✷ ❊①♣ér✐❡♥❝❡

❉❛♥s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❧✬♦♥❞❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡

❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s ✈❛❣✉❡s ♦❜s❡r✈é❡s✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ s♦♥t

❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✺ ❝♠✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❛✉ss✐✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡

tanh
(2πh

λ

)

≈ tanh(2π) ≈ 1✱ ❡t ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐❡✳ ◆♦✉s

♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉❡❧q✉❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡ s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

✹✳✷✳✶ ▲❡ s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö✲

❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞✉ s♦❧✐t♦♥ ◆▲❙✳ ▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛✲

t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐r❡❝✲

✻✵



✹✳✷✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❞❡ ✶✶❍③✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s s✉♣❡r♣♦sé ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞é❝❛❧é❡s ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐ ♣ér✐♦❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❙✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣❡r♣♦sé ❧❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
à ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦♠❡♥ts s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳

t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡ ❧❛r❣❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✳

❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡

P♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ◆▲❙✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡

❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❦ ❝❡♥tré ❛✉t♦✉r ❞❡ k = k0✱ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♣❛q✉❡t ℓ ❡st ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♠♦❞✉❧é❡ λ ✭∆k << k✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ✭♦♥❞❡ ❞❡

❣r❛✈✐té✮ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ♣❛r ■♥❢❡❧❞

❡t ❘♦✇❧❛♥❞s ❬✹✼❪✳

▲❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙♦❧✐t♦♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

ω(k)− ω(k0) = (k − k0)
∂ω

∂k
+

1

3
(k − k0)

2∂
2ω

∂k2
✭✹✳✶✮

♦ù
∂ω

∂k
|k=k0 = U r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t

∂2ω

∂k2
= α ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s

♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡t ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✿ Ω = ω − ω0, K = k − k0✳ ◆♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ Ω(K) = αK2✳ ❆♣rès✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ ♥♦♥✲

❧✐♥é❛r✐té ❞✉❡ à ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✿ Ω(K) = Ω0(k)− β|A|2✳

∂A

∂T
= iα

∂2A

∂ξ2
− iβ|A|2A ✭✹✳✷✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❞✐t❡ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❞♠❡t ✉♥❡ très r✐❝❤❡ ✈❛r✐été ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❯♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ◆♦✉s

❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥t❡

❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡ ✬s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✬ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❙♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ◆▲❙✳ ❊♥ r♦✉❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡
❧✬♦♥❞❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ q✉✐ ❛❞♦♣t❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❡♥ ❜❧❡✉✱ ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡
s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ❬✹✽❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❡r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❯♥❡

éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été

t♦✉t❡s ❡①♣❧♦ré❡s✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿

✕ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝rêt❡s ❡t ❧❡s ❝r❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡ s♦✉s ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡

♠ê♠❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳

✻✷



✹✳✷✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡

✕ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦r❝é❡ ❡t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡st ✐♠♣r♦♣r❡ à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s q✉✐ rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥tér❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s

❝♦♥tr❛♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s❡ ❝♦♠♣❡♥s❡♥t ❡①❛❝t❡✲

♠❡♥t✳

✹✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ s♦❧✐t♦♥ ✧❡♥✈❡❧♦♣♣❡✧ ♦❜s❡r✈é ❡♥

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ❛✈❡❝ ❧❡ s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ◆▲❙✳

▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♦❜s❡r✈é❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛r❝❤❡s✳

✕ ▲✬♦♥❞❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♥❡tt❡ ❞✐ss②♠étr✐❡ ❤❛✉t✴❜❛s✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡❧❧❡ ❛ ✉♥ r❛②♦♥

❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❛✉① ❝r❡✉① q✉✬❛✉① ❝rêt❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ré✈è❧❡ ❞❡s

♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés q✉✐ s♦♥t ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ s♦❧✐t♦♥ ◆▲❙ ♣r♦♣❛❣❛t✐❢✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s✐♥✉s♦ï❞❡

❡♥✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

✕ ▲✬♦♥❞❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❞❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t

❧❡ ❝♦♥st❛t❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❧✐❡✉ ♦ù ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡st

str✐❝t❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈♦✐r s✐ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞✉ s♦❧✐t♦♥ s❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡

s♦❧✐t♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❡♥ s❡❝❤ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ◆▲❙ ♦✉ s❡❝❤2 ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❑❞❱✮✳

❈✉r✐❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t s✬❛❝❝♦r❞❛♥t ❧❡ ♠✐❡✉① à ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ♣❛r❛❜♦❧❡

✭❝❢✳ ✜❣ ✹✳✻✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥✐ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❡♥ sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭✜❣ ✹✳✹ ❤❛✉t✮✱ ♥✐ ❡♥ sé❝❛♥t❡

❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❝❛rré❡ ✭✜❣ ✹✳✹ ❜❛s✮✱ ♥✐ ❧♦r❡♥t③✐❡♥ ✭✜❣ ✹✳✺ ❜❛s✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❣❛✉ss✐❡♥ ✭✜❣ ✹✳✺ ❤❛✉t✮

♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞é❝r✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳

❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s♦♥

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♥✉❧❧❡s ❀ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ♣❡♥t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❤②✲

s✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❛✉❝✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡ à ❝❡

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙♦❧✐t♦♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

❥♦✉r ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥ t❡❧ ♣r♦✜❧ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

▲❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts s♦♥t ❢❛✐ts à ❧❛ ♠❛✐♥ ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡ ❡t ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡

✜t✳ ▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛

s✉r♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡

❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡✉① ❞❡♠✐❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s ✈❛❣✉❡s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❋✐t sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭❡♥ ❤❛✉t✮ ❡t sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❝❛rré❡ ✭❡♥ ❜❛s✮
❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

✻✹



✹✳✷✳ ❊①♣ér✐❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❋✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✭❡♥ ❤❛✉t✮ ❡t ❧♦r❡♥t③✐❡♥ ✭❡♥ ❜❛s✮ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❋✐t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❙♦❧✐t♦♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✬s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✬ à

❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❝❡❝✐ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♥❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ♣❛s à

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✧s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✧ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭q✉✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱

r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝r❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣♦r✲

t❡✉s❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝rêt❡s✱ ❡t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ sé❝❛♥t❡

❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ◆▲❙

❢♦r❝é❡ ❡t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡st tr♦♣ s✐♠♣❧❡✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t

rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡

❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡r❛ ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞ér✐✈é❡s s♣❛✲

t✐❛❧❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡✉① ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ◆▲❙✳ ❈✬❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡①tr❡♠❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡

q✉❡ ♥♦✉s rés❡r✈♦♥s ♣♦✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

✻✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡
tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✺✳✶ ❖♥❞❡s ❡♥ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✶✳✶ ❖♥❞❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✷ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✸ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺✳✺ ❇r✐s✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✻ ❆✉tr❡s s②♠étr✐❡s ♦❜s❡r✈é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✼ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✿ ♠♦❞è❧❡ rés♦♥❛♥t à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s ✳ ✼✾

✺✳✽ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✾ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❥❡ ✈❛✐s ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬♦♥❞❡s

❞❡ s✉r❢❛❝❡ ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ét✉❞❡s

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ♦♥t s✉rt♦✉t ❝♦♥❝❡r♥é ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❣r❛✈✐t♦✲

❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉rs ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ s❡ ❝♦♠♣❛r❛✐❡♥t à ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ℓc =

√

σ

ρg
✭ℓc ≈ 2, 7 ♠♠ ♣♦✉r ❧✬❡❛✉✮✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❛✉ss✐ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❡♥

❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✭❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ≪ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✮✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s

❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♦❜é✐ss❛♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s s②♠étr✐❡s ✭❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡

❜❛♥❞❡s✱ ❞❡ ❝❛rrés✱ ❞✬❤❡①❛❣♦♥❡s ❬✷✽✱ ✹✹❪ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ str✉❝t✉r❡s q✉❛s✐✲❝r②st❛❧❧✐♥❡s

❬✷✷✱ ✹✻❪✮✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

♣❛r ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ t❤é♦r✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r

❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❧✐♠✐✲

té❡ ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✱ ❡t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❧❡s s②♠étr✐❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ét✉❞❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ t②♣❡s

❣r❛✈✐t❛✐r❡s ✭λ >> ℓc✮ ❡t ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ ✻ à ✷✵ ❍③

✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✶✵ ❍③✮✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s s✉❜❤❛r♠♦♥✐q✉❡s

❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t✐♠ètr❡s ✭ ≈ ✺ ❝♠ ♣♦✉r ✉♥ ❢♦rç❛❣❡ à ✶✵ ❍③✮✳ ▲❛ t❡♥s✐♦♥

❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❥♦✉❡ s❛♥s ❞♦✉t❡ ✉♥ rô❧❡ ♣♦✉r ré❣✉❧❛r✐s❡r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❞❡s

❧♦♥❣✉❡✉rs ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❛ ♣❡✉ ❞✬❡✛❡t q✉❛♥t à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡

❞❡s ♠♦t✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳

✺✳✶ ❖♥❞❡s ❡♥ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡

✺✳✶✳✶ ❖♥❞❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❝✉✈❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡

❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ♣r❡♥❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❣✉❡s

✻✽



✺✳✶✳ ❖♥❞❡s ❡♥ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s ❞é❝❧❡♥❝❤é❡s ♣❛r
❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❛✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❜✱ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❝❛rré✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡✳ ■♠❛❣❡s t✐ré❡s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✷✽❪✳

❡♥ s②♠étr✐❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ❧✐❜r❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦♥ ❢♦r❝és✮ ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✱ ♥♦♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ✭❡t

♥♦♥ ❢♦r❝é❡s✮ ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s✬é❝r✐t u = (u, w) ✭✐❝✐ u ❡st ❧❛

✈✐t❡ss❡ r❛❞✐❛❧❡ ❡t w ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡t

s②♠étr✐❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ z = η(r, t).

▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ s✬é❝r✐t ✭❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮✱ ✈♦✐r

▲❛♠❜ ➓✶✽✾ ❬✹✺❪ ✿

∂η

∂t
= −h~∇ · u ✭✺✳✶✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

❞♦♥♥❡♥t ✿

∂u

∂t
= −g ~gradη ✭✺✳✷✮

❊♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ✉ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉

♣r♦❢♦♥❞❡ ✿

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

∂2η

∂t2
= −gh∆η ✭✺✳✸✮

q✉✐ s✬é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❛①✐❛❧❡ ✿

∂2η

∂t2
+ gh

[∂2η

∂r2
+

1

r

∂η

∂r

]

= 0 ✭✺✳✹✮

◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✈❛r✐❛❜❧❡s sé♣❛ré❡s ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✺✳✹✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ η(r, t) = R(r) cos(ωt + ǫ)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s

✈❛❣✉❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ω2 = ghk2 ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❘✭r✮ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✿

∆R + k2R = 0 ✭✺✳✺✮

q✉❡ ❧✬♦♥ réé❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ✭r✱③✮ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬♦♥❞❡ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ✿

∂2R

∂r2
+

1

r

∂R

∂r
+ k2R = 0 ✭✺✳✻✮

❖♥ r❡❝♦♥♥❛ît ✐❝✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡ss❡❧ ❞✬♦r❞r❡ ✵ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ s✬é❝r✐t R(r) =

AJ0(kr) + BY0(kr)✱ ♦ù J0 ❡t Y0 s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❇❡ss❡❧ ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥ ❞✬♦r❞r❡ ✵✳

❘❡t♦✉r♥❛♥t à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ η(r, t)✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s

s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

η(r) = AJ0(kr)











cosωt

sinωt











+BY0(kr)











cosωt

sinωt











✭✺✳✼✮

♦ù ❧❡s ❛❝❝♦❧❛❞❡s ❞és✐❣♥❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ✭♥♦♥ ❛♠♦rt✐❡s✱ ♥♦♥ ❢♦r❝é❡s✮ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s

✉♥❡ ❝✉✈❡ ❞❡ r❛②♦♥ ❘✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❧❛tér❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛

✈✐t❡ss❡ r❛❞✐❛❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r r = R✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

✼✵



✺✳✷✳ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡

✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❘✭r✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ♥❛t✉r❡❧s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝✉✈❡ ❞❡ r❛②♦♥ ❞♦♥♥é✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✭♦✉ ♥♦♥✲

♣❤②s✐q✉❡✮ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ r = 0 ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥ ❞✬♦r❞r❡ ✵✳ ▲✬✉s❛❣❡

❡st ❞❡ r❡❥❡t❡r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❛r❣✉❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ◆♦✉s

❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❧♦rsq✉❡ ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐s ♠❡s rés✉❧t❛ts

❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳

✺✳✷ ❊t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ✢✉✐❞❡✳ ■❧

s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❤✉✐❧❡ ❞❡ s✐❧✐❝♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❤é♦❧♦❣✐q✉❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥✳ ▲❛ ✈✐s❝♦s✐té ❝✐♥é✲

♠❛t✐q✉❡ ❡st ✿ ν = 1.06× 10−5 ♠2s−1 ✭≈ 10 νeau✮ ❡t s❛ t❡♥s✐♦♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡

σ = 20 × 10−3 ◆♠−1✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♦♥t ✿ ✭✐✮ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r

❞❡ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡✱ ✭✐✐✮ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✭✐✐✐✮ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t ✭✐✈✮

❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ ✾✳✽ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ r❡♠♣❧✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡

❞♦♥t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡♥tr❡ ✼ ♠♠ ❡t ✶✶ ♠♠✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ✈✐❜ré❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✲

♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ γ q✉✐ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❥✉sq✉✬à q✉❛tr❡ ❢♦✐s ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❣r❛✈✐té ❣✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡
Ω

2π
❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ❢❂✼ ❍③ ❡t ✶✷ ❍③✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ❝réé❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
Ω

4π
✳

✺✳✸ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

P♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♦ù ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡

❞❛♥s ❞❡s ❝✉✈❡s tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ✈✉❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡

❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐❧sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ❞❡s ❝✉✈❡s

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ P♦✉r ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❧❛ ❝❛♠ér❛ s✉r♣❧♦♠❜❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ❡t
❡st ✐♥❝❧✐♥é❡ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✺ ❞❡❣rés✳

✉t✐❧✐sé❡s ❛ été ♥♦✐r❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠✐❡✉① ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s r❡❧✐❡❢s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ P♦✉r ❧❛

♣r✐s❡ ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ❡t ❡st ✐♥❝❧✐♥é❡ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ✹✺

❞❡❣rés✳ ◆♦✉s é❝❧❛✐r♦♥s ❧❛ ❝✉✈❡ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧❛❝é ✉♥ ♣❛♥♥❡❛✉ ❝♦❧♦ré ❛✉ ❞❡ss✉s

❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❡♥✈♦②♦♥s ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳

✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts

P♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❛♥t ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té✮✱

♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❡s ✬♦♥❞❡s ❞❡ ♠é♥✐sq✉❡✬ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡

❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❝❡♥tr❡

❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡✳ ❈❡s ♦♥❞❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱

❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r t②♣✐q✉❡ ❞❡ ✸✳✾ ❣ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡

❢♦rç❛❣❡ ❞❡ ✽ ❍③✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s❡ ❞ést❛❜✐❧✐s❡✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡✉① ✈❛❣✉❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s

❝♦♥tr❛✲♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡♥t s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❝♦♥tr❛♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s✱

❞♦♥t ✐❧ ❡st ❢❛✐t ♣❡✉ ♠❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡♥ s②♠étr✐❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉t❡✉rs s❡ ❜♦r♥❡♥t à ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ J0(kr)✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝❡s ❛✉t❡✉rs✱ à ❥✉st❡ t✐tr❡✱ s✬✐♥tér❡ss❡♥t

✼✷



✺✳✹✳ ❘és✉❧t❛ts

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ▼♦t✐❢ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❝♦♥tr❛♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ✿ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ à f = 8❍③✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ A = 1.70
♠♠✱ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ h = 7 ♠♠✳

❛✉① ♠♦❞❡s ♥❛t✉r❡❧s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❜❛ss✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡

❞✉ ❜❛ss✐♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ k ❞❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ✭q✉✐ s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és

♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❧❛tér❛❧❡✮✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡s ♠♦❞❡s q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡♥t à
Ω

2
✭❡t ❛✉ss✐

nΩ

2
s✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♥t❡✮✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ❦ ❡①❝✐tés s♦♥t ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥és

♥♦♥ ♣❛s ♣❛r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥✱ ♠❛✐s ♣❛r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳ ❈❡s ♠♦❞❡s ✭s❛✉❢

❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ❢♦rt✉✐t❡✮ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❦ ♣r❡s❝r✐t❡

♣❛r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ❜❛ss✐♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐té à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞♦✐t êtr❡

r❡s♣❡❝té❡✱ ❡t r❡q✉✐❡rt ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❝♦♥tr❛♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s ✭t♦✉t❡s ❞❡✉① ❞❡

✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ |~k| = 1√
gh

Ω

2
❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳

■❧ ❡st ❛✐sé ❞✬é❝r✐r❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ η(r, t) ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❇❡ss❡❧ J0 ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥ Y0✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r ❧✬♦♥❞❡ ❝❡♥tr✐❢✉❣❡ ✿

η(r, t) ∝ J0(kr) sin(ωt)− Y0(kr) cos(ωt) ✭✺✳✽✮

❡t ♣♦✉r ❧✬♦♥❞❡ ❝❡♥tr✐♣èt❡ ✿

η(r, t) ∝ J0(kr) sin(ωt) + Y0(kr) cos(ωt) ✭✺✳✾✮

❯t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s à ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭r → ∞✮ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

❇❡ss❡❧ ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥ q✉✐ s♦♥t ✿

J0(r) =

√

2

πr
cos(r − π

4
), Y0(r) =

√

2

πr
sin(r − π

4
)✭✺✳✶✵✮

♦♥ tr♦✉✈❡ ✭❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ r → ∞✮ q✉❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ❝❡♥tr✐♣èt❡s ✭✺✳✽✮ ❡t

❝❡♥tr✐❢✉❣❡s ✭✺✳✾✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

η(r, t) ∝ 1√
r
cos

[

ω(t+
r

c
)− π

4

]

η(r, t) ∝ 1√
r
cos

[

ω(t− r

c
)− π

4

]

✭✺✳✶✶✮

❆ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✸ ❝♠✮ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❝❡♥tr✐♣èt❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡

❧❛ ❝✉✈❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ r = 0

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ Y0(r)✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

❞✉ ❥❡t r❡q✉❡rr❛✐t ❞✬❛❧❧❡r ❜✐❡♥ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❙✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬✉♥ r❡t❛r❞ ❞❡

♣❤❛s❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❝rêt❡s ❝♦♥tr❛♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s s❡ ❝r♦✐s❡♥t✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t

❞✉ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❝♦♥tr❛✲♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s ♥❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✭❝❡

q✉✐ s❡r❛✐t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s✐♠♣❧❡✲
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✺✳✺✳ ❇r✐s✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❊①♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ❞✉❡ à ❧✬♦♥❞❡ ❝❡♥tr✐♣èt❡✳

♠❡♥t s❡ ❝r♦✐s❡r✱ ❧❡s ♦♥❞❡s r❡♣❛rt❡♥t ❡♥ ❛②❛♥t ❛❝❝✉♠✉❧é ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❡t❛r❞✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

❧❡s ❝rêt❡s ❞❡s ✈❛❣✉❡s r❡st❡♥t ❡♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ♣❡♥❞❛♥t 0.05 s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❣✉❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❡st ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❬✹✼❪ ❞❡ t②♣❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❉❡ ❱r✐❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✉♥❡ ♣❤♦t♦ ♣r✐s❡ ♣❛r ▼✳ ❆❜❧♦✇✐t③ ❬✺✵❪ ♠♦♥✲

tr❛♥t ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❧♦rs ❞✉ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ♦❜❧✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦❧✐t♦♥s ❑❞❱✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

t❤é♦r✐q✉❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❏✳❲✳ ▼✐❧❡s ❬✹✾❪✳

✺✳✺ ❇r✐s✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❝♦♥tr❛✲♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s ét❛❜❧✐✱ ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s

❡♥❝♦r❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✹✳✻ ❣✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ t❡♠♣s s✉r ❧❡q✉❡❧ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s
♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ ✜❧♠✳ ❙✉r ❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s
❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❛✈❛♥❝❡r ❧✬✉♥❡ ✈❡rs ❧✬❛✉tr❡✱ s❡ ❝r♦✐s❡r✱ ♣✉✐s r❡♣❛rt✐r ❡♥ ❛②❛♥t ❛❝❝✉♠✉❧é ✉♥
r❡t❛r❞ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥tér❛❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❬✺✵❪✳

à ❝❡ ♠♦♠❡♥t✲❧à ✉♥❡ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ✬❝♦✐♥s✬ s✉r

❧❡s ❝rêt❡s ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❝❡♥tr✐♣èt❡s ❡t ❝❡♥tr✐❢✉❣❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✼✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡

❞✬✉♥❡ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ❛tt❡✐♥t ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞❡ ✹✳✻ ❣✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t ✉♥ ♠♦t✐❢ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛s♣❡❝t ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ à

✼✻



✺✳✺✳ ❇r✐s✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ♣❤♦t♦ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ✬❝♦✐♥s✬ q✉✐ ❜r✐s❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ r♦✲
t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡♥ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ✿ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ❢♦rç❛❣❡ à f = 8❍③✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ A = 1.85 ♠♠✱ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡
❧✐q✉✐❞❡ h = 7 ♠♠✳

❝✐♥q ❜r❛♥❝❤❡s ❡t ❞✬✉♥ ♣❡♥t❛❣♦♥❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ❣é♦♠étr✐❡s ét❛♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡

t❡♠♣s é❣❛❧ à
2π

Ω
✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❞✬❛✉tr❡s s②♠étr✐❡s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺ ❡t ✻ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡s ✺✳✽

à ✺✳✶✶✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ ♥♦✉s ❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s

s②♠étr✐❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❛ été ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ s②♠étr✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ré♣ét❛♥t ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✉t✐❧✐s❛♥t

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ét❛❜❧✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉

❢♦rç❛❣❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡

❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❤②stérés✐s✳

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ▼♦t✐❢ ♣❡♥t❛❣♦♥❛❧✳ ✭❛✮t❂✵✱✭❜✮t❂❚✴✹✱✭❝✮t❂❚✴✷✱✭❞✮t❂✸❚✴✹✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ✿ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ à f = 8❍③✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ A = 1.95
♠♠✱ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ h = 7 ♠♠✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❝❡s ✈❛❣✉❡s ✧❡①trê♠❡s✧ ❝❛r ✿

✕ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❥✉sq✉✬à ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✳

✕ ❉❛♥s ❧❡s ❝r❡✉①✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡st ré❞✉✐t❡ à ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ 1 ♠♠✳

✕ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✴♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ ❡♥tr❡ ✺ ❡t ✼ ❡st ❣r❛♥❞✳

✺✳✻ ❆✉tr❡s s②♠étr✐❡s ♦❜s❡r✈é❡s

❏❡ ✈❛✐s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦t✐❢s ♦❜s❡r✈és ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦s ❡①✲

♣ér✐❡♥❝❡s✳ ■❧ ♥♦✉s ❛ été ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ✭❢réq✉❡♥❝❡ ❡t

❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✱ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ♠♦t✐❢s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s s②♠étr✐❡s ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ ✹✱ ✻✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ ❡♥

tr✐❛♥❣❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢♦rç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ✾ ❍③ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✵✱✾✶ ♠♠✳ ▲❡

✼✽



✺✳✼✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✿ ♠♦❞è❧❡ rés♦♥❛♥t à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ▼♦t✐❢ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ✭❛✮t❂✵✱✭❜✮t❂❚✴✹✱✭❝✮t❂❚✴✷✱✭❞✮t❂✸❚✴✹✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❢♦rç❛❣❡ s♦♥t ✿ ❢réq✉❡♥❝❡ ✾ ❍③✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ 2.15 ♠♠✳

♠♦t✐❢ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❝❛rré ❡st ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥t ✿ ❢réq✉❡♥❝❡ ✶✶✱✾ ❍③✱

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✶✱✵✺ ♠♠✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ q✉❛♥❞ à ❧✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❢♦rç♦♥s à ✶✷

❍③ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✶✱✺✺ ♠♠✳

✺✳✼ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✿ ♠♦❞è❧❡ rés♦♥❛♥t à tr♦✐s

✈❛❣✉❡s

▲✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡

❋♦✉r✐❡r ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ηk =
∫

η(r)e−ikrdr✳ ❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛ t♦✉t s♦♥ s❡♥s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✲ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ◆▲❙✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ✧♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡✧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t

❞✬♦♥❞❡s très ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♥❡

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ▼♦t✐❢ ❝❛rré✳ ✭❛✮t❂✵✱✭❜✮t❂❚✴✹✱✭❝✮t❂❚✴✷✱✭❞✮t❂✸❚✴✹✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❢♦rç❛❣❡ s♦♥t ✿ ❢réq✉❡♥❝❡ ✶✶✳✾ ❍③✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✷✳✹✵ ♠♠✳

s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡

r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ♦❜s❡r✈és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡

❢♦rç❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡

❡t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♦❜é✐ss❛♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s s②♠étr✐❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♥✬❛ ❞❡

❧é❣✐t✐♠✐té q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✐❝✐ ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ très q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s

s②♠étr✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣é♥éré❡s✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❡r♠✐♥

❡t ❚r♦✐❛♥ ❬✺✶❪✱ ◆❡✇❡❧❧ ❡t P❛ss♦t ❬✺✷❪ ❡t P♦♠❡❛✉ ❡t ◆❡✇❡❧❧ ❬✸✻❪ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❣é♥ès❡ ❞❡s

q✉❛s✐✲❝r✐st❛✉①✱ ❡t ❛✉ss✐ ❝❡✉① ❞✬❊❞✇❛r❞s ❡t ❋❛✉✈❡ ❬✷✵✱ ✹✻❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼ü❧❧❡r

❬✷✻✱ ✺✸❪✱ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s q✉❛s✐✲❝r✐st❛❧❧✐♥s ❞❛♥s ❞❡s ♦♥❞❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s✳ ❈❡

s❝❤é♠❛ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s rés♦♥❛♥t❡s ❡♥tr❡ tr♦✐s ✈❛❣✉❡s

❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ k1✱ k2✱ k3✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ rés♦♥❛♥t❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
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✺✳✼✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✿ ♠♦❞è❧❡ rés♦♥❛♥t à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ▼♦t✐❢ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✳ ✭❛✮t❂✵✱✭❜✮t❂❚✴✹✱✭❝✮t❂❚✴✷✱✭❞✮t❂✸❚✴✹✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❢♦rç❛❣❡ s♦♥t ✿ ❢réq✉❡♥❝❡ ✶✷ ❍③✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ 2.90 ♠♠✳

s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s tr♦✐s ✈❛❣✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡

s❛t✐s❢❛✐t❡s ❬✶✻✱ ✺✹❪ ✿

ω1 ± ω2 ± ω3 = 0 ✭✺✳✶✷✮

k1 ± k2 ± k3 = 0 ✭✺✳✶✸✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s

♦♥❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❣r❛✈✐t♦✲❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s ❬✺✺❪✱ ❝❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ω(k) ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ✭
∂2ω

∂k2
>

0✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st ❞❡ t②♣❡ ω ∝ |k|α✱

❛✈❡❝ α ≤ 1 ✭α = 1 ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡t α =
1

2
❡♥ ❡❛✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✮✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s rés♦♥❛♥❝❡s à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦♥❞❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛✐r❡ ❛ ❞♦♥❝
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

été ❝♦♥t❡sté❡ ❬✺✹❪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ à q✉❛tr❡

♦♥❞❡s ❬✺✹✱ ✹✼❪✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✐❧ ❡st ✐❝✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r q✉❡ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❡st ♠♦❞✐✜é❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ♣❛r

❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❛❜✉s✐❢ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s

❞❡ s✉r❢❛❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ ❧✉✐ ❛❞❥♦✐♥❞r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✬♦♥❞❡s ❧✐❜r❡s✬ ω2 = gk tanh(kh) ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été s♦✉✈❡♥t ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡

♣❛ssé✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ ❢♦rç❛❣❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦✉r

❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s ❡t ❢♦r❝é❡s ♥♦✉s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ❛♠♦rt✐❡ ✭✺✳✶✹✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✭❞❛♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✮✱ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ à tr♦✐s ♦♥❞❡s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①❝✐té❡s ♣❛r❛♠é✲

tr✐q✉❡♠❡♥t ζ(k, t) ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ❬✶✽✱ ✷✽✱ ✺✻✱ ✺✼✱ ✺✽❪ ✭❞❛♥s ❧❛

❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡s✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂2ζ

∂t2
+ 2µ

∂ζ

∂t
+ ω2

0[1− F cos(Ωt)]ζ = 0 ✭✺✳✶✹✮

♦ù µ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✱ Ω ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡✱ ❋

❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ❞✉ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ω0 = ω0(k) ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s

✈❛❣✉❡s s❛♥s ❢♦rç❛❣❡ ❡t s❛♥s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭♣♦✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✜♥✐❡ h ✿

ω2
0 = gk tanh(kh)✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ µ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧✬❛♠♦r✲

t✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭∝ νk2✮ ❡t ❞✉ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ✭∝ ν

h2
✮ ✭✈♦✐r

❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡t ✷✮✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ ❛♠♦rt✐❡ ✭✺✳✶✹✮ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❞ér✐✈é❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ♣❛✲

r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❢♦r❝é❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦♥❞❡s

❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥

❡st très ❧✐♠✐té❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
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✺✳✼✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✿ ♠♦❞è❧❡ rés♦♥❛♥t à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s

❜r✐s✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❧♦rs ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳

◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞ér✐✈é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭s❡❝t✐♦♥

✷✳✸✮ ✿

ω0 ≃
Ω

2

[

1±
√

F 2

16
− 4µ2

Ω2

]

✭✺✳✶✺✮

♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❢♦r❝é ❡t ❛♠♦rt✐ ❀ ❡t

ω0 ≃ Ω

[

1 +
F 2

12
±

√

F 4

64
− µ2

Ω2

]

✭✺✳✶✻✮

♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r❝é ❡t ❛♠♦rt✐✳

▲❛ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té s♦✉s ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ s❡✉✐❧

♣♦✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞✉q✉❡❧ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❡①❝✐t❡r ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❢❛✐❜❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❝❡ s❡✉✐❧ ❡st ✿ F1 =
8µ

Ω
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡

s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✭n = 1✮ ❡t F2 =

√

8µ

Ω
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✭n = 2✮✳

❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ❡t ✭✺✳✶✻✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❡✉①

♦♥❞❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t ♣❡✉✈❡♥t ♦s❝✐❧❧❡r à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡

❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ♥♦♥ ❢♦r❝é❡s ❡t ♥♦♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞✐st✐♥✲

❣✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ✿

• P♦✉r F < F1✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮✳ ❈❡❝✐

s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥❥❡❝té❡ ✈✐❛ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ♥✬❡st

♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✈❛✐♥❝r❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✳

• P♦✉r F1 < F < F2✱ ❧❡s s❡✉❧s ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ✭❝❡✉① q✉✐

♦s❝✐❧❧❡♥t à
Ω

2
✮✳ ❙✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ k−

1
s♦♥t ❡①❝✐✲

té❡s✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐q✉❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦✉ ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❛①✐s②♠étr✐q✉❡s

❝♦♥tr❛♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ✈❡rt✐❝❛❧❡

♥❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

• P♦✉r F2 < F ✱ ❞❡s ♠♦❞❡s s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❡①❝✐tés s✐♠✉❧✲
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

t❛♥é♠❡♥t ❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦✉♣❧❡r ✈✐❛ ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ k
−
1

❡t k
+
1

✭k−
1
< k

+
1
✮ ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠♦❞❡ s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❡t ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ k

−
2

❡t k
+
2

✭k−
2
< k

+
2
✮ ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠♦❞❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❚♦✉s ❝❡s ♠♦❞❡s ✐♥tér❛❣✐ss❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✳

P♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❞✬♦r❞r❡ m✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❧❡ ♣❧✉s

s✐♠♣❧❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ rés♦♥❛♥t à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s✳ ❉❡✉① ✈❛❣✉❡s s♦✉s✲

❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t k
−
1

❡t k
+
1

❡t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ω1 =
Ω

2
✱

✐♥tér❛❣✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡

✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ k−
2
♦✉ k

+
2
❡t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ω2 = Ω✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ω1(k

−
1
)+ω1(k

+
1
) = ω2(k

−
2
)

❡st ❛❧♦rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à r❡♠♣❧✐r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛

s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ♠♦❞❡s s♦✉s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ✿

k
−
1
+ k

+
1
= k

−
2
, ♦✉ ❜✐❡♥ k

−
1
+ k

+
1
= k

+
2

✭✺✳✶✼✮

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ✉♥ ❛♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐

♣❛r ✭k−
1
,k+

1
✮✱ ❝❡ q✉✐ ❜r✐s❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡

rés♦♥❛♥❝❡ ✭✺✳✶✼✮ à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❞❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❧✬❤②stérés✐s ♦❜s❡r✈é❡✳ ❯♥❡

❛✉tr❡ ❝❛✉s❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛✈❛♥❝é❡ ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡ ❧✬❤②stérés✐s ❡st q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s

❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡ ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❬✹✸✱ ✺✾❪✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❝♦♠♣♦sé ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ à ♠✲❜r❛♥❝❤❡s ❡t ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡ à

♠✲❝ôtés ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ Θ =
2π

m
✱ ❛✈❡❝ m ❡♥t✐❡r✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❡♥t✐❡r ♠ ❛❝❝r♦❝❤é✱ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ s✉r✈✐t à ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♠♦❞éré❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

▲✐♠✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡

❙✐ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝❛t✐❢ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s②♠étr✐❡ à ♣❛rt✐r

❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ à tr♦✐s ✈❛❣✉❡s ✲ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡

ét❛✐t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛✐r❡s ✲ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t

❛✉ss✐ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡
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✺✳✽✳ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡s

❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❝♥♦ï❞❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

▼❛t❤✐❡✉✳

❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣♦s❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥

❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✲ ♦✉ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✲ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡✳

✺✳✽ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡

▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣♦sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét❛✐❡♥t r❡❧❛t✐❢s à ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s

✉♥ ré❝✐♣✐❡♥t ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ ✾✱✽ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✶✷✮ ✉♥❡

♣❤♦t♦ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ré❝✐♣✐❡♥t ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ ✶✼ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ q✉❡ ❝❡✉① q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛

♣❤♦t♦ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ✭❢réq✉❡♥❝❡ ✽ ❍③✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✶✱✾✺ ♠♠✱ ❤❛✉t❡✉r

❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✼ ♠♠✱ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ 1, 06.10−5 ♠2s−1 ✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ■❝✐✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝✉✈❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ ✶✼ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✳

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❡♥ ét♦✐❧❡s à ✺ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡

♦❜t❡♥✉❡ s❡ ❝♦♠♣❛r❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣❡t✐t❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢

é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ réé❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❡st ❞❡ 3.15❝♠ ♣♦✉r ❧❛ ♣❡t✐t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡t ❞❡ 3.2❝♠ ♣♦✉r ❧❛ ❣r❛♥❞❡

❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣rès✳

■❧ ♥♦✉s ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✱ ❡t

✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡ ❝✉✈❡ ❞❡ ✶✼ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ♠♦t✐❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐

♦❜s❡r✈é ❡♥ ❝✉✈❡ ♣❡t✐t❡ ✭✾✱✽ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❊♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✭❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡①❝✐té❡s✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❝♦♠♣♦sé ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ à ❝✐♥q ❜r❛♥❝❤❡s
❡t ❞✬✉♥ ♣❡♥t❛❣♦♥❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝✉✈❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ■❝✐✱ ❧❛ ❝✉✈❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡
❞❡ ✶✼ ❝♠ ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✻ ❍③✳

✽✻



✺✳✾✳ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡

✺✳✾ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ré❛❧✐sé ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ré❝✐♣✐❡♥t ❝❛rré✱ ❞❡ ✶✼ ❝♠

❞❡ ❝ôté✳ ❆ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✭F1 < F < F2✮ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s

❞❡ ✈❛❣✉❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉ ❝ôté ✭✺✳✶✹✮✳ ❆ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❛♠✲

♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥

❛s♣❡❝t ❞✬ét♦✐❧❡ ♦✉ ❞❡ ♣❡♥t❛❣♦♥❡✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝❡s ét♦✐❧❡s ♦✉ ♣❡♥t❛❣♦♥❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ré❝✐♣✐❡♥t✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♣❛✈❛❣❡ ❛❧t❡r♥é ❞✬ét♦✐❧❡s ❡t ❞❡ ♣❡♥t❛❣♦♥❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬ét♦✐❧❡

♦✉ ❞❡ ♣❡♥t❛❣♦♥❡ q✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ❝❛r ❝❤❛❝✉♥

♦s❝✐❧❧❡ s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉✈❡ ♥✬❛ q✉❡ ♣❡✉ ❞✬❡✛❡t s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ♦❜s❡r✈é✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦✉r ❧❡ ♠♦✐♥s

ét♦♥♥❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❊❞✇❛r❞s ❡t ❋❛✉✈❡ ❬✹✻❪ ❛✈❛✐❡♥t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r ❝❡tt❡

♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ré❝✐♣✐❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ q✉❛s✐✲♣❛tt❡r♥s✳ ◆♦s ❡①✲

♣ér✐❡♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♠❡♥é❡s ♣❛r ❋❛✉✈❡ ❡t ❊❞✇❛r❞s✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ✐✮ ❧❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❝♦♥❝❡r♥❛✐❡♥t ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❣r❛✈✐t♦ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s✱ ❡t ✐✐✮ ❝❡s ♦♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ét❛✐❡♥t ❡①❝✐té❡s ❛✉

♠♦②❡♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s nω ❡t mω✱ ❛✈❡❝ n ❡t m ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ Pr❡♠✐❡r ♠♦t✐❢ ♦❜s❡r✈é ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❞❡✉①
♦♥❞❡s ❝♦♥tr❛♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ P♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ♥♦✉s ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦t✐❢ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✺✳✽✮✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ■❝✐✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝✉✈❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ✶✼ ❝♠ ❞❡ ❝ôté✳

✽✽



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛❣✉❡s ❡①trê♠❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡

❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ✿ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✳ P❛r ✈❛❣✉❡s ❡①trê♠❡s✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ✈❛❣✉❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♦✉

♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r

❞❡ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✮✳

●râ❝❡ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s

♣❡rt✉r❜❡r ❡①tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✉ r❡♣♦s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

♣✉ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✉① ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ t♦t❛❧❡✲

♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉✳ ▲✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ t②♣❡

❞✬♦♥❞❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤②stérés✐s✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

❞❡s ✈❛❣✉❡s ♦❜s❡r✈é❡s ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

▲✬❛♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✉ r❡♣♦s ♥♦✉s ❛

é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ✬s♦❧✐t♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✬✳

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡ s❡✉❧ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ✬s♦❧✐t♦♥s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡s✬ à ❧❛

s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❛❞♦♣t❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❛✈❡❝

✉♥❡ ♣♦rt❡✉s❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✳ ▲✬♦♥❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ r✐❡♥ ❞❡

✽✾



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡ s♦❧✐t♦♥ ◆▲❙ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✭✐✮ ❡❧❧❡ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✭✐✐✮ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♥✬❛❞♦♣t❡

♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ sé❝❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ✭✐✐✐✮ ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❋❛r❛❞❛② ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ tr✐✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s rés✉❧t❛♥t ❞✬✐♥tér❛❝t✐♦♥s ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡s ❢♦rt❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐✲

t✉❞❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ✭❥✉sq✉✬à ✺ ❣✮✱ ✐❧ ♥♦✉s ❛ été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①❝✐t❡r

à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♠♦❞❡s s♦✉s✲❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡

❞❡ ❢♦rç❛❣❡✳

✾✵



❆♥♥❡①❡ ❆

❉ér✐✈❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡

❆✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❤✐❡✉ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ✿

∂2ηk
∂t2

+ 2f
∂ηk
∂t

+ ω2
0(k)[1 + Fcos(Ωt)]ηk = 0 ✭❆✳✶✮

❡t s✬✐♥tér❡ss❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ✉♥ ♠♦❞❡ rés♦♥❛♥t à Ω = 2ω✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉❛✲

t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ▲❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡

❝❡s t❡r♠❡s s♦♥t ♣❡t✐ts ❡t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ♦♥ é❝r✐t ✿

✕ F → ǫF

✕ δ = Ω
2
− ω0 → ǫδ

✕ f → ǫf

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r η ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♣❛r❛✲

♠ètr❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ é❝r✐t ✿

✾✶



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❉ér✐✈❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡

η(t) =
√
ǫ[η0(t, T ) +

√
ǫη1(t, T ) + ...] ✭❆✳✷✮

❖ù ❚ ❡st ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❧❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ T = ǫt✳ ❡t à rés♦✉❞r❡ ❧❡s

éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s✳

❆ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

d2η0
dt2

+ ω2
0η0 = 0 ✭❆✳✸✮

◗✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿

η0 = A(T )eiω0t + c.c.

❆ ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

d2η2
dt2

+ ω2
0η2 = −2

∂2η0
∂t∂T

− 2f
∂η0
∂t

− ω2
0Fη0 sinΩt+

1

6
ω2
0η

3
0 ✭❆✳✹✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐té ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s rés♦♥❛♥ts

s✬é❝r✐t ✿

dA

dt
= −fA+

ω0F

4
Āe−4iδω0T − i

ω0

4
|A|2Ā ✭❆✳✺✮

P❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐é✱ A = Be−2iδω0T ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛♠✲

♣❧✐t✉❞❡ ✿

dB

dt
= (−f + i2δ)A+ µB̄ − i

ω0

4
|B|2B̄ ✭❆✳✻✮

✾✷



❆♥♥❡①❡ ❇

▼ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡

❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

❇✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ❛✈❡❝ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t

✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧✳ t ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♠♣s✱ x ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t z ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡

❛s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st ❞✬éq✉❛t✐♦♥ z = η(x, y, t)✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ✭r❡♣♦s✮

❡st s✐t✉é ❡♥ z = 0 ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ✐♠♣❡r♠é❛❜❧❡ ❡♥ z = −h✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ét❛♥t ✐rr♦t❛t✐♦♥♥❡❧✱

♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s φ✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ✿

∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂z2
= 0, −h ≤ z ≤ η ✭❇✳✶✮

∂φ

∂z
= 0, z = −h ✭❇✳✷✮

∂η

∂t
+

∂η

∂x

∂φ

∂x
− ∂φ

∂z
= 0, z = η ✭❇✳✸✮

✾✸



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ▼ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

∂φ

∂t
+ g̃η +

3

5
(∇φ)2 + γφ = 0, z = η ✭❇✳✹✮

♦ù g ❡st ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té r❡ss❡♥t✐❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❧✐é à ❧❛

❝✉✈❡✳ g̃ = g[1− F cos(Ωt)]✳ γ = 12
ν

l2
✳

❇✳✷ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

P✉✐sq✉✬♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐ é❝❤❡❧❧❡ ❬✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷❪✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱

r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦rt❡✉s❡✱ ❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐ é❝❤❡❧❧❡

✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ✭t0✱ t2✱ t4✱✳✳✳✳✮✳

tn = ǫnt, n = 0, 2, 4, ... ✭❇✳✺✮

■❧ ✈✐❡♥t ✿
∂

∂t
=

∂

∂t0
+ ǫ2

∂

∂t2
+ ǫ4

∂

∂t4
+ ... ✭❇✳✻✮

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❧❡ r❡♣♦s✱ ✭φ = 0 ❡t η = 0✮✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝

✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈♦✐s✐♥❡ ❞✉ r❡♣♦s ❞é✈❡❧♦♣♣❛❜❧❡ ❡♥ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ❧✐é à

❧❛ ❝❛♠❜r✉r❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s φ ❡t η ❝♦♠♠❡ ✿

φ = ǫφ1 + ǫ2φ2 + ... ✭❇✳✼✮

η = ǫη1 + ǫ2η2 + ... ✭❇✳✽✮

❡t ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ η = 0 ❞❡s q✉❛♥t✐tés à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱

✾✹



❇✳✷✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

φ(z = η) = φ(z = 0) + η

[

∂φ

∂z

]

z=0

+
η2

2

[

∂2φ

∂z2

]

z=0

+ ... ✭❇✳✾✮

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❢♦r❝❛❣❡ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥

ǫ✱ ✐✳❡✳

γ = ǫ2γ2 ✭❇✳✶✵✮

F = ǫ2F2 ✭❇✳✶✶✮

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✐♥❥❡❝t❡ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ rés♦✉❞ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ǫ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳

❇✳✷✳✶ Pr❡♠✐❡r ♦r❞r❡

❖♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ǫ✱ ❧❡ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∂2φ1

∂x2
+

∂2φ1

∂z2
= 0, −h ≤ z ≤ 0 ✭❇✳✶✷✮

∂φ1

∂z
= 0, z = −h ✭❇✳✶✸✮

∂η1
∂t0

− ∂φ1

∂z
= 0, z = 0 ✭❇✳✶✹✮

∂φ1

∂t0
+ gη1 = 0, z = 0 ✭❇✳✶✺✮

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

η1 = A1(t0, t2, ...) cos(kx) + B1(t0, t2, ...) sin(kx) ✭❇✳✶✻✮

✾✺



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ▼ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

φ1 = C1(t0, t2, ...) cosh[k(h+ z)] cos(kx) +D1(t0, t2, ...) cosh[k(h+ z)] sin(kx) ✭❇✳✶✼✮

♣♦✉r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ φ1 ❡♥ z✱ s❡ ré❢ér❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❇✳✶✸✮ ❡t ✭❇✳✶✹✮✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ♣♦✉r ❧❛

❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t0 ❞❡ A1 ❡t B1 ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∂2A1

∂t20
+ ω2A1 = 0 ✭❇✳✶✽✮

∂2B1

∂t20
+ ω2B1 = 0 ✭❇✳✶✾✮

❛✈❡❝ ω2 = gk tanh(kh)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ cos(ωt0) ❡t sin(ωt0)✳ ❖♥ ❛ ✿

A1 = A1,1(t2, t4, ....) cos(ωt0) + A1,2(t2, t4, ....) sin(ωt0) ✭❇✳✷✵✮

❡t

B1 = B1,1(t2, t4, ....) cos(ωt0) + B1,2(t2, t4, ....) sin(ωt0) ✭❇✳✷✶✮

❧❡s Aij ❡t Bij ét❛♥t ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r η1 ✿

η1 = A1,1(t2, t4, ....) cos(ωt0) cos(kx) + A1,2(t2, t4, ....) sin(ωt0) cos(kx) ✭❇✳✷✷✮

+B1,1(t2, t4, ....) cos(ωt0) sin(kx) + B1,2(t2, t4, ....) sin(ωt0) sin(kx) ✭❇✳✷✸✮

✾✻



❇✳✷✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A1 ❡t B1 ❞♦♥♥❡♥t ❛❝❝ès à C1 ❡t ❉1 ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r φ1 ✿

φ1 =
ω

k sinh(kh)
× ✭❇✳✷✹✮

cosh[k(h+ z)][−A1,1(t2, t4, ....) sin(ωt0) + A1,2(t2, t4, ....) cos(ωt0)] cos(kx) ✭❇✳✷✺✮

+
ω

k sinh(kh)
× ✭❇✳✷✻✮

cosh[k(h+ z)][−B1,1(t2, t4, ....) sin(ωt0) + B1,2(t2, t4, ....) cos(ωt0)] sin(kx) ✭❇✳✷✼✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t0 ❞❡ η1 ❡t φ1✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t2✱

✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ à ❧✬♦r❞r❡ ǫ2✳

❇✳✷✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡

❆ ❧✬♦r❞r❡ ǫ2✱ ❧❡ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∂2φ2

∂x2
+

∂2φ2

∂z2
= 0, −h ≤ z ≤ 0 ✭❇✳✷✽✮

∂φ2

∂z
= 0, z = −h ✭❇✳✷✾✮

∂η2
∂t0

− ∂φ2

∂z
= −∂η1

∂x

∂φ1

∂x
+ η1

∂2φ1

∂z2
, z = 0 ✭❇✳✸✵✮

∂φ2

∂t0
+ gη2 = −3

5
(∇φ1)

2 − η1
∂2φ1

∂z∂t0
, z = 0 ✭❇✳✸✶✮

❖♥ ❛ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣é♥❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦♠♦❣é♥❡ s❡ rés♦✉❞ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❇✳✷✼✮ ❡t ✭❇✳✷✽✮ s❛♥s s❡❝♦♥❞

✾✼



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ▼ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

♠❡♠❜r❡ ✭❡❧❧❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ tr♦✉✈é❡ à ❧✬♦r❞r❡ ǫ✮ ✿

η2general = A2,1(t2) cos(ωt0) cos(kx) + A2,2(t2) sin(ωt0) cos(kx) ✭❇✳✸✷✮

+B2,1(t2) cos(ωt0) sin(kx) + B2,2(t2) sin(ωt0) sin(kx) ✭❇✳✸✸✮

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✿

η2 = η2general + η2part ✭❇✳✸✹✮

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞

♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✶✮ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♣♦❧②♥♦♠❡ ❞❡

❋♦✉r✐❡r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s

❣é♥ér❛❧❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥♦♠❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

✾✽



❇✳✷✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

η2part = A2,1,1(t2) cos(2ωt0) cos(2kx) + A2,1,2(t2) cos(2ωt0) cos(kx)

+A2,1,3(t2) cos(2ωt0) cos(0× kx) + A2,1,4(t2) cos(ωt0) cos(2kx)

+A2,1,5(t2) cos(ωt0) cos(0× kx) + A2,1,6(t2) cos(0× ωt0) cos(2kx)

+A2,1,7(t2) cos(0× ωt0) cos(kx) + A2,1,8(t2) cos(0× ωt0) cos(0× kx)

+A2,2,1(t2) cos(2ωt0) cos(2kx) + A2,2,2(t2) cos(2ωt0) cos(kx)

+A2,2,3(t2) cos(2ωt0) cos(0× kx) + A2,2,4(t2) cos(ωt0) cos(2kx)

+A2,2,5(t2) cos(ωt0) cos(0× kx) + A2,2,6(t2) cos(0× ωt0) cos(2kx)

+A2,2,7(t2) cos(0× ωt0) cos(kx) + A2,2,8(t2) cos(0× ωt0) cos(0× kx)

B2,1,1(t2) cos(2ωt0) cos(2kx) + B2,1,2(t2) cos(2ωt0) cos(kx)

+B2,1,3(t2) cos(2ωt0) cos(0× kx) + B2,1,4(t2) cos(ωt0) cos(2kx)

+B2,1,5(t2) cos(ωt0) cos(0× kx) + B2,1,6(t2) cos(0× ωt0) cos(2kx)

+B2,1,7(t2) cos(0× ωt0) cos(kx) + B2,1,8(t2) cos(0× ωt0) cos(0× kx)

+B2,2,1(t2) cos(2ωt0) cos(2kx) + B2,2,2(t2) cos(2ωt0) cos(kx)

+B2,2,3(t2) cos(2ωt0) cos(0× kx) + B2,2,4(t2) cos(ωt0) cos(2kx)

+B2,2,5(t2) cos(ωt0) cos(0× kx) + B2,2,6(t2) cos(0× ωt0) cos(2kx)

+B2,2,7(t2) cos(0× ωt0) cos(kx) + B2,2,8(t2) cos(0× ωt0) cos(0× kx)

+t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s s✐♥✉s× s✐♥✉s ❡t ❝♦s✐♥✉s× s✐♥✉s

❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡r♠❡ à t❡r♠❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st

✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ φ2✱ s♦✐t ✉♥ ♣♦❧②♥♦♠❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✉ s❡❝♦♥❞ à tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♣❛s

❡①♣❧✐❝✐t❡r ✐❝✐ ❞❡ ♣❛rt s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡ ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

à ❧❛ ♠❛✐♥✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ s✬❛✈èr❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t✳

✾✾



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ▼ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇

❇✳✷✳✸ ❚r♦✐s✐è♠❡ ♦r❞r❡

❆ ❧✬♦r❞r❡ ✸✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t tr♦♣ ❧♦✉r❞s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ▼❛♣❧❡

♠❛✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡st❡ ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❏❡ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s

éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

∂2φ3

∂x2
+

∂2φ3

∂z2
= 0, −h ≤ z ≤ 0 ✭❇✳✸✺✮

∂φ3

∂z
= 0, z = −h ✭❇✳✸✻✮

∂η3
∂t0

− ∂φ3

∂z
= −∂η1

∂t2
− ∂η1

∂x

∂φ2

∂x
− ∂η2

∂x

∂φ1

∂x
+η2

∂2φ1

∂z2
+
η21
2

∂2φ1

∂z2
−η1

∂2φ2

∂z2
, z = 0 ✭❇✳✸✼✮

∂φ3

∂t0
+ gη3 = −gF2 cos(Ωt)η1 − γ2φ1 −

∂φ1

∂t2
− η1

∂2φ2

∂z∂t0
− η2

∂2φ1

∂z∂t0
− η21

2

∂2φ1

∂z∂t0
, z = 0

✭❇✳✸✽✮

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ tr♦✐s ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✉①

éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

dA

dt
+(

γ

2
−iω0)A+i

Ω2

ω0

kaee
2iΩtA∗+

i

4
(1−Γ

2
)ω0k

2|A|2A− i

4
Γω0k

2|B|2A+
i

4
(1+

Γ

2
)B2A∗ = 0

✭❇✳✸✾✮

dB

dt
+(

γ

2
−iω0)B+i

Ω2

ω0

kaee
2iΩtB∗+

i

4
(1−Γ

2
)ω0k

2|B|2B− i

4
Γω0k

2|A|2B+
i

4
(1+

Γ

2
)A2B∗ = 0

✭❇✳✹✵✮

✶✵✵



❆♥♥❡①❡ ❈

❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❞❡ ❱r✐❡s ❡t

s♦❧✐t♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❛✉① ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦✲

❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✳

❈✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡st ❣r❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥❛♣♣❡ ❞❡

❧✐q✉✐❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ q✉❡ ❝❡s ✈❛❣✉❡s ♦♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ é❣❛❧❡ à c0 =
√
gh✳

❈❡s ♦♥❞❡s ét❛♥t ❧♦♥❣✉❡s✱ ♥♦✉s r❛♠❡♥♦♥s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❡t ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❛✉ ♠ê♠❡

♥✐✈❡❛✉ ✈✐❛ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ✿

ξ = ǫ(x− c0t) ✭❈✳✶✮

♦ù ǫ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥♦♥ ♣ré❝✐sé✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡

❞é♣❡♥❞ ❞❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦✉s

✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✿

✶✵✶



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❞❡ ❱r✐❡s ❡t s♦❧✐t♦♥

τ = ǫ3t ✭❈✳✷✮

▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬♦r❞r❡ ǫ2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

∂

∂x
= ǫ

∂

∂ξ
,

∂

∂t
= ǫ3

∂

∂τ
− ǫc0

∂

∂ξ
✭❈✳✸✮

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

ǫ2
∂2φ

∂ξ2
+

∂2φ

∂z2
= 0, −h ≤ z ≤ η ✭❈✳✹✮

∂φ

∂z
= 0, z = −h ✭❈✳✺✮

∂φ

∂z
+ ǫc0

∂η

∂ξ
− ǫ3

∂η

∂τ
− ǫ2

∂η

∂ξ

∂φ

∂ξ
= 0, z = η ✭❈✳✻✮

gη − ǫc0
∂φ

∂ξ
+ ǫ3

∂η

∂τ
+

ǫ2

2
(
∂φ

∂ξ
)2 ++

1

2
(
∂φ

∂z
)2 = 0, z = η ✭❈✳✼✮

◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✈✐❛ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡♥

sér✐❡s ❡♥t✐èr❡s s✉✐✈❛♥t ✿

φ = ǫφ1 + ǫ3φ3 + ..., η = ǫ2η2 + ǫ4η4 + ... ✭❈✳✽✮

❈✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬ǫ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t✳

❆ ❧✬♦r❞r❡ ǫ ♦♥ ❛ ✿

✶✵✷



❈✳✷✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥

∂2φ1

∂z2
= 0,

∂φ1

∂z
= 0, z = −h ✭❈✳✾✮

❉♦♥❝ φ1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ③✳ ❆ ❧✬♦r❞r❡ ǫ2✱ ♦♥ ❛

gη2 − c0
∂φ1

∂ξ
= 0 ✭❈✳✶✵✮

s♦✐t

η2 =
c0
g

∂φ1

∂ξ
= 0 ✭❈✳✶✶✮

❆ ❧✬♦r❞r❡ ǫ3✱ ♦♥ ❛
∂2φ1

∂ξ2
+

∂2φ3

∂z2
= 0 ✭❈✳✶✷✮

∂φ3

∂z
= 0, z = −h ✭❈✳✶✸✮

∂φ3

∂z

∣

∣

z=0
+ c0

∂η2
∂ξ

= 0 ✭❈✳✶✹✮

❖♥ tr♦✉✈❡ ✿

φ3 = φ3(ξ, τ)−
(z + h)2

2

∂2φ1

∂ξ2
✭❈✳✶✺✮

❡t
(c20
g
− h

)∂2φ1

∂ξ2
= 0 ✭❈✳✶✻✮

q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s✐ ✿

c0 = ±
√

gh ✭❈✳✶✼✮

♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ❆ ❧✬♦r❞r❡ ǫ4✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

✶✵✸



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❞❡ ❱r✐❡s ❡t s♦❧✐t♦♥

gη4 − c0
∂φ3

∂ξ
+

c0h
2

2

∂3φ1

∂ξ3
+

∂φ1

∂τ
+

1

2

(∂φ1

∂ξ

)2
= 0 ✭❈✳✶✽✮

❆ ❧✬♦r❞r❡ ǫ5✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∂2φ3

∂ξ2
+

∂2φ5

∂z2
= 0 ✭❈✳✶✾✮

∂φ5

∂z

∣

∣

z=−h
= 0 ✭❈✳✷✵✮

∂φ5

∂z

∣

∣

z=0
+ η2

∂φ3

∂z

∣

∣

z=0
+ c0

∂η4
∂ξ

− ∂η2
∂τ

− ∂φ1

∂ξ

∂η2
∂ξ

= 0 ✭❈✳✷✶✮

φ5 = φ5(ξ, τ)−
(z + h)2

2

∂2φ3

∂ξ2
+

(z + h)4

24

∂4φ1

∂ξ4
✭❈✳✷✷✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ ✜♥❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s φ1 ✿

∂2φ1

ξ∂τ
+

c0h
2

6

∂4φ1

∂ξ4
+

3

2

∂φ1

∂ξ

∂2φ1

∂ξ2
= 0 ✭❈✳✷✸✮

❡t ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ η2 ✿

∂η2
∂τ

+
c0h

2

6

∂3η2
∂ξ3

+
3g

2c0
η2
∂η2
∂ξ

= 0 ✭❈✳✷✹✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉①

✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❝é❧è❜r❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❉❡ ❱r✐❡s

q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

∂η

∂t
+ c0

∂η

∂x
+

3g

2c0
η
∂η

∂x
+

c0h
2

6

∂3η

∂x3
= 0 ✭❈✳✷✺✮

✶✵✹



❈✳✸✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s

❈✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑❞❱ ❡st ✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ✿

η = a sech2[

√

3a

4h3
(x− ct) ✭❈✳✷✻✮

❛✈❡❝ c = c0(1 +
a

2h
) =

√

g(a+ h) ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡t ❛ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❑❞❱ ❡t ❧✬♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s♦❧✐t♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❜✐❡♥ ♣❧✉s

t❛r❞ ♣❛r ❩❛❜✉s❦✐ ❡t ❑r✉s❦❛❧ ✭✶✾✻✺✮❬✻✸❪✳

■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♥♦ï❞❛❧❡s

q✉✐ s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s ♣❡r♠❛♥❡♥t❡s ❡♥ ❡❛✉ ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ▲✬♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ ❡st

✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♥♦ï❞❛❧❡s✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❣✉❡s ✉t✐❧✐s❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ cn✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❝♥♦ï❞❛❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❑❞❱

s✬é❝r✐t ✿

η = η2 +H cn2

[

2
K

λ
(x− ct)

]

✭❈✳✷✼✮

♦ù ❍ ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❝rêt❡✲❝r❡✉①✱ ❑ ❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡✱

λ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♥♦ï❞❛❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ét✉❞❡s ❞❡ ❑❡✉❧❡❣❛♥ ❡t P❛tt❡rs♦♥ ❬✻✹❪✱ ❑❡❧❧❡r ❬✻✺❪✱ ▲✐tt♠❛♥ ❬✻✻❪✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❡t

▲✐❣❤t❤✐❧❧ ❬✻✼❪✱ ■✇❛s❛ ❬✻✽❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❲✐❡❣❡❧ ❬✻✾❪✳

❈✳✹ ❉é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ s♦❧✐t♦♥

❯♥ s♦❧✐t♦♥ ❡st ✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ s❛♥s s❡ ❞é❢♦r♠❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♥♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞✐s♣❡rs✐❢✳ ❖♥ ❧✬♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❀ ✐❧ ❡st s♦❧✉✲

t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡

❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ✐❧ s❡ ré✈è❧❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❈✬❡st ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❝❡tt❡ ✈❛❣✉❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r s❛

✶✵✺



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❞❡ ❱r✐❡s ❡t s♦❧✐t♦♥

❢♦r♠❡✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛ss♦❝✐é ❛ été ❞é❝r✐t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❧✬➱❝♦ss❛✐s ❏♦❤♥ ❙❝♦tt

❘✉ss❡❧❧ ❡♥ ✶✽✸✹✱ q✉✐ ❧✬❛ ♦❜s❡r✈é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ s❡ ♣r♦♠❡♥❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❈❛♥❛❧ ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥

q✉✐ r❡❧✐❡ ➱❞✐♠❜♦✉r❣ à ❋♦rt❤✲❈❧②❞❡♥ ✿ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❢♦rt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧✬❛rrêt

❜r✉sq✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛r❣❡✳ ■❧ ❛ s✉✐✈✐ ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❦✐❧♦♠ètr❡s ❝❡tt❡ ✈❛❣✉❡ q✉✐ r❡♠♦♥t❛✐t ❧❡

❝♦✉r❛♥t ❡t q✉✐ ♥❡ s❡♠❜❧❛✐t ♣❛s ✈♦✉❧♦✐r ❢❛✐❜❧✐r✳ ■❧ ❝♦♥st❛t❛ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛

✈❛❣✉❡ r❡st❛✐❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ❞✉r❛♥t s❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

✧❏❡ ♥❡ ♣✉✐s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣❧✉s ♥❡tt❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✬❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s

❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ♠✬❛♣♣❛r✉t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✳ ❏✬♦❜s❡r✈❛✐s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❜❛t❡❛✉

q✉❡ ❞❡✉① ❝❤❡✈❛✉① t✐r❛✐❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ étr♦✐t✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡ ❜❛t❡❛✉ ✈✐♥t à s✬❛r✲

rêt❡r t♦✉t à ❝♦✉♣✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡♥ ❢✉t ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬❡❛✉ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ♠✐s❡ ❡♥

♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❀ ❡❧❧❡ s✬❛❝❝✉♠✉❧❛ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ✈✐♦❧❡♥t❡

❛❣✐t❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❧❛✐ss❛♥t t♦✉t à ❝♦✉♣ ❧❡ ❜❛t❡❛✉ ❡♥ ❛rr✐èr❡✱ s❡ ♠✐t à ❝❤❡♠✐♥❡r ❡♥ ❛✈❛♥t ❛✈❡❝

✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈✐t❡ss❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛♥❞❡ ♦♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ét❛✐t ❛r✲

r♦♥❞✐❡✱ ❧✐ss❡ ❡t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❈❡tt❡ ♦♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❛ s❛ ♠❛r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ s❛♥s

q✉❡ s❛ ❢♦r♠❡ ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r✉ss❡♥t s✬❛❧tér❡r ❡♥ r✐❡♥✳ ❏❡ ❧❛ s✉✐✈✐s à ❝❤❡✈❛❧ ❡t ❧❛ r❡tr♦✉✈❛✐

❝❤❡♠✐♥❛♥t ❡♥❝♦r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✽ à ✾ ♠✐❧❡s à ❧✬❤❡✉r❡ ❡t ❝♦♥s❡r✈❛♥t s❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

✭❡♥✈✐r♦♥ ✸✵ ♣✐❡❞s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉r ✶ ♣✐❡❞ à ✶ ❡t ✶✴✷ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r✮✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡

❞✐♠✐♥✉❛✐t ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❛♣rès ❧✬❛✈♦✐r s✉✐✈✐❡ s✉r ✉♥ ♠✐❧❡ ♦✉ ❞❡✉①✱ ❥❡ ❧❛ ♣❡r❞✐s ❞❛♥s ❧❡s

s✐♥✉♦s✐tés ❞✉ ❝❛♥❛❧✳✧

P❡♥❞❛♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s ❧✬♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ ❢✉t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝✉r✐♦s✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s❛♥s

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ré❡❧❧❡✳ ❈❡s ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr❛✈❡rs❡r ❧❡s ✉♥❡s ❧❡s ❛✉tr❡s t♦✉t ❡♥

❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡✉rs ❢♦r♠❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡✉rs ❝é❧ér✐tés ❛♣rès ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢✉r❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s s♦❧✐t♦♥s

♣♦✉r s♦✉❧✐❣♥❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ♣r♦♣r❡ ❛✉① q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❡s s♦❧✐t♦♥s s♦♥t

❞❡s ❡♥t✐tés r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡✉r ✐❞❡♥t✐té à tr❛✈❡rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥ s♦❧✐t♦♥ ♠❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥♥❡r

❝❡❧❧❡s✲❝✐ ✿

✶✵✻



❈✳✹✳ ❉é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ s♦❧✐t♦♥

✕ ❚♦✉t❡ ♦♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ q✉✐ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t

q✉✐ r❡tr♦✉✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t s❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✉♥ s♦❧✐t♦♥✳

✕ ▲❡ s♦❧✐t♦♥ ❞é❝♦✉✈❡rt ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❩❛❜✉s❦② ❡t ❑r✉s❦❛❧ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥

❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦✉ ✉♥❡ ♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ très st❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❡t ❧❛ ❝é❧ér✐té ♥❡ s♦♥t ♣❛s

♠♦❞✐✜és ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s✳

▲❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s s♦❧✐t♦♥s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s ✈❛❣✉❡s

s❝é❧ér❛t❡s✱ ❧❡s ♠❛s❝❛r❡ts ♦✉ ❧❡ ♠♦r♥✐♥❣ ❣❧♦r② ❝❧♦✉❞✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❣✉❡

s✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡①♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ts✉♥❛♠✐s ✭♦✉ r❛③✲❞❡✲ ♠❛ré❡✮✳

❈❡✉①✲❝✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t s❛♥s ❡✛❡t ♥♦t♦✐r❡ ❡♥ ❡❛✉① ♣r♦❢♦♥❞❡s✳ ▲❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r

s♦❧✐t♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ts✉♥❛♠✐s✱ ✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♥❛✈✐r❡s ❡♥ ♠❡r✱ ♣✉✐ss❡♥t ♥❛îtr❡

❞✬✉♥ sé✐s♠❡ s✉r ✉♥❡ ❝ôt❡ ❞❡ ❧✬♦❝é❛♥ P❛❝✐✜q✉❡ ❡t ❛✈♦✐r ❞❡s ❡✛❡ts s✉r ❧❛ ❝ôt❡ ♦♣♣♦sé❡✳ ❈❡s

str✉❝t✉r❡s q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♦♥t ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡

✉♥✐✈❡rs❡❧✳

✶✵✼



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑♦rt❡✇❡❣ ❞❡ ❱r✐❡s ❡t s♦❧✐t♦♥

✶✵✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ▼✳ ❋❛r❛❞❛②✱ ❖♥ t❤❡ ❢♦r♠s ❛♥❞ st❛t❡s ♦❢ ✢✉✐❞s ♦♥ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ❡❧❛st✐❝ s✉r❢❛❝❡s✱ P❤✐❧✳

❚r❛♥s✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ✺✷✱ ✸✶✾✲✸✹✵ ✭✶✽✸✶✮✳

❬✷❪ ▲✳ ❊✉❧❡r✱ ✶✼✺✼❛✳ Pr✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ✢✉✐❞❡s✳ ▼é♠✳ ❆❝❛❞✳

❙❝✐✳ ❇❡r❧✐♥ ✶✶✭✶✼✺✺✮ ✿✷✼✶✲✸✶✺✳ ✶✾✺✹✳ ▲❡♦♥❤❛r❞✐ ❊✉❧❡r✐ ❖♣❡r❛ ❖♠♥✐❛ ❙❡r✳ ✷✱ ❳■■✱

❡❞✳ ❈❆ ❚r✉❡s❞❡❧❧✱ ▲❛✉s❛♥♥❡ ✿ ❖r❡❧❧ ❋üss❧✐✳

❬✸❪ ▲✳ ❊✉❧❡r✱ ✶✼✺✼❜✳ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s

✢✉✐❞❡s✳ ▼é♠✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ ❇❡r❧✐♥ ✶✶✭✶✼✺✺✮ ✿✸✶✻✲✻✶✳ ❆❧s♦ ❖♣✳ ❖♠♥✳

❬✹❪ ▲✳ ❊✉❧❡r✱ ✶✼✻✶✳ Pr✐♥❝✐♣✐❛ ♠♦t✉s ✢✉✐❞♦r✉♠✳ ◆♦✈✐ ❈♦♠♠❡♥t❛r✐✐ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❡tr♦✲

♣♦❧✐t❛♥❛❡ ✻✭✶✼✺✻✴✼✮ ✿✷✼✶✲✸✶✶✳ ❆❧s♦ ❖♣✳ ❖♠♥✳

❬✺❪ ❏✳▲ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❙✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡❝t✐✜❡r ❞❡✉① ❡♥tr♦✐ts ❞❡s Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥

r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❡t ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ◆♦✉✈✳ ▼é♠✳ ❆❝❛❞✳

❇❡r❧✐♥✳ ✶✽✽✾✳ ❆❧s♦ ✶✽✻✼✲✶✽✾✷✳ ❖❡✉✈r❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✺ ✿✺✾✶✲✻✵✾✳ P❛r✐s ✿ ●❛✉t❤✐❡r✲

❱✐❧❧❛rs✱ ✭✶✼✽✻✮✳

❬✻❪ ❆✳▲✳ ❈❛✉❝❤②✱ ▼é♠♦✐r❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❡s❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥❞é✜♥✐❡✳ ▼é♠✳ Prés❡♥tés ❉✐✈❡rs ❙❛✈❛♥s

❆❝❛❞✳ ❘✳ ❙❝✐✳ ■♥st✳ ❋r❛♥❝❡ ✭Pr✐① ❆❝❛❞✳ ❘✳ ❙❝✐✳✱ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ ✶✽✶✺ ❡t ❞❡ ✶✽✶✻✮

■ ✿✸✲✸✶✷✱ ✭✶✽✷✼✮✳

❬✼❪ ❏✳ ❋♦✉r✐❡r✱ ❚❤é♦r✐❡ ❆♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❤❛❧❡✉r✳ P❛r✐s ✿ ❋✐r♠✐♥ ❉✐❞♦t✱ ✶✽✷✷✳

❬✽❪ ▼✳ ❍✳ ❆✐r②✱ ❚✐❞❡s ❛♥❞ ✇❛✈❡s✱ ❇ ❋❡❧❧♦✇s ✭✶✽✹✷✮✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✾❪ ●● ❙t♦❦❡s✱ ❖♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ✇❛✈❡s✳ ❚r❛♥s✳ ❈❛♠❜✳ P❤✐❧♦s✳ ❙♦❝✳ ✽ ✿✹✹✶✲

✺✺✱ ✶✽✹✼✳

❬✶✵❪ ❏ ❘✉ss❡❧❧✱ ❘❡♣♦rt ♦♥ ❲❛✈❡s✱ ❘❡♣✳ ❇r✐t✳ ❆ss♦❝✳ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡

✭✶✽✹✹✮✱ ✸✶✶✲✸✾✵✳

❬✶✶❪ ❏✳ ❱✳ ❇♦✉ss✐♥❡sq✱ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t✉♠❡s❝❡♥❝❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ♦♥❞❡ s♦❧✐t❛✐r❡ ♦✉ ❞❡

tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s

✼✷ ✿✼✺✺✲✺✾ ✭✶✽✼✶✮✳

❬✶✷❪ ❏✳❲✳ ❙tr✉tt ✭▲♦r❞ ❘❛②❧❡✐❣❤✮✱ ❖♥ ✇❛✈❡s✱ P❤✐❧♦s✳ ▼❛❣✳ ✭✺✮ ✶ ✿✷✺✼✲✼✾ ✭✶✽✼✻✮✳

❬✶✸❪ ❋✳ ❈❤❛rr✉✱ ■♥st❛❜✐❧✐tés ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❊❉P ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✹❪ ▼✳ ❱❛♥ ❉②❦❡✱ ❆♥ ❆❧❜✉♠ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼♦t✐♦♥ ✭P❛r❛❜♦❧✐❝✱ ❙t❛♥❢♦r❞✱ ❈❆✮ ✭✶✾✽✷✮✳

❬✶✺❪ ▲✳ ❉✳ ▲❛♥❞❛✉ ❡t ❊✳ ▼✳ ▲✐❢s❤✐t③✱ ❋❧✉✐❞s ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ P❡r❣❛♠♦♥ Pr❡ss✳

❬✶✻❪ ❏✳ ▲✐❣❤t❤✐❧❧✱ ❲❛✈❡s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✭❯✳❑✳✮

✭✶✾✼✽✮✳

❬✶✼❪ ❏✳❲✳ ❙tr✉tt ✭▲♦r❞ ❘❛②❧❡✐❣❤✮✱ ✧❖♥ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✧✱ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ▼❛✲

❣❛③✐♥❡✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♣❛❣❡s ✷✷✾✲✷✸✺ ✭✶✽✽✸✮✳

❬✶✽❪ ❚✳ ❇✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❡t ❋✳ ❯rs❡❧❧✱ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞

✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦t✐♦♥✱ Pr♦❝✳ ❘♦②✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ❆✱ ✷✷✺✱ ✺✵✺ ✭✶✾✺✹✮✳

❬✶✾❪ ▲✳ ❉❛✉❞❡t✱ ❱✳ ❊❣♦✱ ❙✳ ▼❛♥♥❡✈✐❧❧❡ ❡t ❇❡❝❤❤♦❡✈❡r✱ ❏✳ ❙❡❝♦♥❞❛r② ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♦♥ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s ✐♥ t❤❡ ❋❛r❛❞❛② ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❊✉r♦♣❤②s✳ ▲❡tt✳ ✸✷

✭✶✾✾✺✮✱ ✸✶✸✲✶✽✳

❬✷✵❪ ❲✳❙✳ ❊❞✇❛r❞s ❡t ❙✳ ❋❛✉✈❡✱ P❛tt❡r♥s ❛♥❞ q✉❛s✐✲♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❋❛r❛❞❛② ❡①♣❡✲

r✐♠❡♥t✳ ❏✳ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤✳ ✷✼✽ ✭✶✾✾✹✮✱ ✶✷✸✲✹✽✳

❬✷✶❪ ❙✳ ❋❛✉✈❡✱ ❑✳ ❑✉♠❛r✱ ❈✳ ▲❛r♦❝❤❡✱ ❉✳ ❇❡②s❡♥s ❡t ●❛rr❛❜♦s✱ ❨✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥st❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞✲✈❛♣♦✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳

✻✽ ✭✶✾✾✷✮✱ ✸✶✻✵✲✸✳
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❬✷✷❪ ❇✳ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥✱ P✳ ❆❧str♦♠ ❡t ▼✳ ▲❡✈✐♥s❡♥✱ ❖r❞❡r❡❞ ❝❛♣✐❧❧❛r②✲✇❛✈❡ st❛t❡s ✿

q✉❛s✐❝r②st❛❧s✱ ❤❡①❛❣♦♥s✱ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ✇❛✈❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✻✽ ✭✶✾✾✷✮✱ ✷✶✺✼✲✻✵✳

❬✷✸❪ ❙✳ ❈✐❧✐❜❡rt♦✱ ❙✳ ❉♦✉❛❞② ❡t ❙✳ ❋❛✉✈❡✱ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝❤❛♦s ✐♥ ❋❛r❛❞❛②

✐♥st❛❜✐❧✐t② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❊✉r♦♣❤②s✳
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❬✷✹❪ ❆✳ ❊③❡rs❦✐✐✱ ▼✳ ❘❛❜✐♥♦✈✐❝❤✱ ❱✳ ❘❡✉t♦✈ ❡t ■✳ ❙t❛r♦❜✐♥❡ts✱ ❙♣❛t✐♦t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛♦s

✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♣✐❧❧❛r② r✐♣♣❧❡✳ ❩❤✳ ❊❦s♣✳ ❚❡♦r✳ ❋✐③✳ ✾✶ ✭✶✾✽✻✮✱
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✭✶✾✻✷✮✳

❬✷✻❪ ❍✳ ▼ü❧❧❡r✱ P❡r✐♦❞✐❝ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❋❛r❛❞❛② ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳

▲❡tt✳ ✼✶ ✭✶✾✾✸✮✱ ✸✷✽✼✲✾✵✳

❬✷✼❪ ◆✳ ❚✉✜❧❧❛r♦✱ ❘✳ ❘❛♠s❤❛♥❦❛r ❡t ❏✳ ●♦❧❧✉❜✱ ❖r❞❡r✲❞✐s♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❝❛♣✐❧❧❛r②
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❬✷✽❪ ❆✳ ❑✉❞r♦❧❧✐ ❡t ❏✳ ●♦❧❧✉❜✱ P❛tt❡r♥s ❛♥❞ s♣❛t✐♦t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛♦s ✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧②

❢♦r❝❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ✿ ❛ s②st❡♠❡t✐❝ s✉r✈❡② ❛t ❧❛r❣❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦✳ P❤②s✐❝❛ ❉ ✾✼

✭✶✾✾✻✮✱ ✶✸✸✲✺✹✳
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❬✻✶❪ P✳ ●❧❡♥❞✐♥♥✐♥❣ ✿ ❙t❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ❈❤❛♦s ✿ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢

♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐tr② Pr❡ss ✶✾✾✹✳

❬✻✷❪ ❈✳▼✳ ❇❡♥❞❡r ❛♥❞ ❙✳P✳ ❖rs③❛❣ ❆❞✈❛♥❝❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❙❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞

❊♥❣❡♥❡❡rs ✿ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ▼❝ ●r❛✇ ❍✐❧❧ ✶✾✾✾✳

❬✻✸❪ ◆✳❏✳ ❩❛❜✉s❦② ❡t ▼✳❉✳ ❑r✉s❦❛❧✱ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✧❙♦❧✐t♦♥s✧ ✐♥ ❛ ❈♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss

P❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ■♥✐t✐❛❧ ❙t❛t❡s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✺✱ ✷✹✵✲✷✹✸
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❬✻✹❪ ●✳ ❍✳ ❑❡✉❧❡❣❛♥ ❡t ●✳ ❲✳ P❛tt❡rs♦♥✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✲

❧❛t✐♦♥ ✇❛✈❡s✱ ❏✳ ❘❡s✳ ◆❛t✳ ❇✉r✳ ❙t❛♥❞✳✱ ❯✳❙✳ ❉❡♣✳ ❈♦♠♠❡r❝❡✱ ✷✹✱ ✹✼✲✶✵✶✱ ✭✶✾✹✵✮✳

❬✻✺❪ ❏✳❇✳ ❑❡❧❧❡r✱ ❚❤❡ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r✱ ❈♦♠♠✉♥✳

❛♣♣❧✳ ▼❛t❤✱ ✶✱ ✸✷✸✲✸✸✾✱ ✭✶✾✹✽✮✳

❬✻✻❪ ❲✳ ▲✐tt♠❛♥✱ ❖♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡s ♥❡❛r ❝r✐t✐❝❛❧ s♣❡❡❞✱ ❈♦♠♠✉♥✳

P✉r❡ ❛♣♣❧✳ ▼❛t❤✱ ✶✵✱ ✷✹✶✲✷✻✾✱ ✭✶✾✺✼✮✳

❬✻✼❪ ❚✳❇✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❡t ▼✳❏✳ ▲✐❣❤t❤✐❧❧✱ ❖♥ ❝♥♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❜♦r❡s✱ Pr♦❝✳ ❘♦②✳ ❙♦❝✳

❆✱ ✷✷✹✱ ✹✹✽✲✹✻✵✱ ✭✶✾✺✹✮✳

❬✻✽❪ ❨✳ ■✇❛s❛✱ ❖♥ ❝♥♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❜♦r❡s✱ ✶✼ ✹✱ ▼❡♠♦✐r❡ ♦❢ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱

❑②♦t♦ ❯♥✐✈✳ ✭❏❛♣❛♥✮✱ ✭✶✾✺✺✮✳

❬✻✾❪ ❘✳▲✳ ❲✐❡❣❡❧✱ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♥♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡ t❤❡♦r② ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❏✳

❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤✳✱ ✼✱ ✷✼✸✲✷✽✻✱ ✭✶✾✻✵✮✳
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❆✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t②♣❡s ❞✬♦♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❧✬❡❛✉✳ ❈❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦♥t très ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❤②stérés✐s ♦❜s❡r✈é q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♦❜s❡r✈és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✮ ❡st
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❜✐st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ ✲ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❛✉ ❝÷✉r ❞✉q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r
❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ♦♥t ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ♦♥❞❡s
❡♥✈❡❧♦♣♣❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❛✉❝✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡①✐st❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♥❞❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦❜s❡r✈é à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✳

◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❛✉ss✐ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ q✉✐
s♦♥t ❢♦r♠é❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✬ét♦✐❧❡s ❡t ❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ s②♠étr✐❡
❞✉ ♠♦t✐❢ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✮ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉
ré❝✐♣✐❡♥t ✈✐❜ré✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ rés♦♥❛♥t à tr♦✐s
♦♥❞❡s ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❢✉t r❡❥❡té❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s
♣✉r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛✐r❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❖♥❞❡s ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✱ ❖♥❞❡s s♦❧✐t❛✐r❡s✱ ❖♥❞❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r❛✲
♠ètr✐q✉❡✳
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❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ❍❡❧❡✲❙❤❛✇ ❝❡❧❧✱ ✇❡ r❡♣♦rt
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♥❡✇ t②♣❡s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ st❛♥❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ♦❞❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❇♦t❤ s♦❧✐t❛r② ✇❛✈❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡
s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ❛♥❞ ❞✐❡r str♦♥❣❧②
❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s✉❝❤ ❛ s♦❧✐t❛r②
✇❛✈❡s ♦❢ ♦❞❞ s②♠♠❡tr② ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❤✐t❤❡rt♦✳

❲❡ r❡♣♦rt ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ st❛♥❞✐♥❣ ❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✲
✈❡❧② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ st❛r ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r②
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ✈✐❜r❛t✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛ t❛♥❦✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st❛r ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜r❛♥❝❤❡s✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❢♦r♠ ❛♥❞ s✐③❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✇❛✈❡ ❣❡♦♠❡tr② r❡s✉❧ts
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